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INTRODUCTION
Le présent travail est divisé en trois Parties. Dans la première Partie, nous étudions les polynomes P,(æ, À), définis par le développement
(—20ax+æ)—EanP,(z, à),
en prenant comme point de départ la recherche des polynomes de Jacobi avant une fonction génératrice de la forme
[æb(a) + (a). ;
Nous avons introduit, pour faciliter étude des polynomes P,(+, À), les polynomes HH,(x, À), définis par le développement
[Gt — ax} — x] = Za"If, (x, À).
Ces polynomes jouissent de propriétés intéressantes et se relient aux polynomes P,(x, À) de deux manières différentes très simples. Une grande partie des résultats que nous trouvons pour les polynomes P,(æ, À) a déjà été obtenue par des méthodes différentes ; À, I
nd Se
Gegenbauer (!} s'est notamment beaucoup occupé de ces polynomes : nous les reproduisons à titre de préparation pour la suite.
Dans la deuxième Partie, nous généralisons premièrement les polynomes P,(æ, À), de même qu'Hermite (?) et Didon (*) généralisent les polynomes de Legendre, par des polynomes à s variables
SALE N)e
a 2 (An 0 Nous commençons par les polynomes à deux variables, que nous étudions avec un peu plus de détails, pour mieux nous guider dans l’étude du cas général. Les polynomes à s variables, qui généralisent les polynomes IT,(x, À), nous ont beaucoup servi dans cette étude. Nous indiquons aussi des polynomes plus généraux auxquels certaines propriétés des polynomes U,,..,. et V,. .», peuvent être étendues. Finalement, dans cette Partie, nous étendons, à des polynomes qui peuvent être rattachés à une forme quadratique de s variables décomposable en s carrés positifs, de même que les polynomes U,,..» et V,....n,se rattachent à la forme xŸ+xi+...+x;, les propriétés fondamentales des polynomes U,,..., et V,.. . Ces nouveaux polynomes se réduisent, dans un cas limite, aux polynomes qu'Hermite définit (*) à l’aide des fonctions exponentielles. On établit ainsi un lien entre ces polynomes d’'Hermite et ceux qu’il donne comme généralisation des polynomes de Legendre.
Dans la troisième Partie, nous nous occupons d’une classe de polynomes à plusieurs variables, dont les polvnomes précédents ne sont que des cas particuliers. Nous étudions cette classe de polynomes en étendant au cas de plusieurs variables les résultats donnés par M. Appell dans sôn Mémoire (°) Sur une classe de polynomes à deux
(1) Voir, pour la bibliographie complète des travaux concernant tout notre travail, l’article Généralisations diverses des fonctions sphériques par MM. P. Appell et A. Lambert, de l'Encyclopédie des Sciences mathématiques, édition française, t. IT, vol. V, fase. 2, Voir aussi la Thèse de M. Kampé de Fériet parue (1915) après cet article.
(2) OEuvres de Charles Hermite, t. W, p. 319.
(3) Thèse, Annales de l’École Normale, 1868.
(*) OEuvres de Charles Hermite, L. I, p. 3or.
(5) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1890.
mots variables et sur le calcul approché des intégrales doubles et en ajoutant aussi d’autres résultats. Nous montrons ensuite, suivant toujours M. Appell et aussi M. Bourget (‘), comment ces polynomes inter-
Viennent dans la recherche, suivant la méthode de Gauss, de la valeur approchée des intégrales multiples.
À ln.
(3) Comptes rendus de l’Académie des Sctences, t. CXXVI, p. 634.
PREMIÈRE PARTIE
Polynomes de Jacobi à fonction génératrice simple. 1. Considérons l'équation différentielle du (1) Cr) Ur) US Ie
qui à pour solution l'expression (æ +1) (x —1)4
En différentiant l’équation (1) r +1 fois par rapport à +, nous [72 x = = € aurons, après les changements de Àen n+},wenn+uet—=—3, ù EME
Er 2) dz A NC See +(n+i)(na+À+p)z—=o, équation qui aura pour solution l’expression
d'(æ re D LREN 7 es 1)2+b dx" 4
De l’équation (2) on déduit, par le changement de fonction
l’équation différentielle
dy da?
: d « [u—2)+(2+2+ pal +n(r+i+u+ny=o
à laquelle satisfait le polynome de Jacobi
CRM CC LC To
Es 2. Une fonction génératrice des polynomes J,(x, À, u) serait la somme d’une série de la forme
co
(5 7 Dent he d),
C, ne dépendant pas de æ et «. En multipliant l'équation (3) par C,æ” et puis en faisant la somme des équations obtenues en donnant à 2 les valeurs o, 1, 2, ..., ad inf., on déduit que toute fonction 3(x«,æ) de la forme (5) satisfait à l'équation aux dérivées partielles
NU COPA 72) TA az
dz d dz TA) + (++ pe) + rs + (A+ u+2)a — 0.
3. Cherchons les conditions pour que l'équation (6)aitune solution
de la forme z=[æ4(a)+o(a)lf+.
En substituant dans l’équation (6) 3 par cette expression, on est
conduit au système d’équations différentielles
j — 04 (A +u+a2)dt+ «bb + Gard? (À + un + a)dd— 0,
(A—p)d?—(À+p+2)Vo
# + a (Up p4") + 209 +a(i+u+2)(d9+ opt) o,
HU) ter (oo Co) ESC pee),
qui nous déterminera +, ÿ et la constante 0.
Des deux premières équations de (1), nous déduisons
p (Gap? — 04?) = YLCA — p)Y+ 240" + 2069 ++ U+2)app"]. D'où, en tenant compte de la dernière équation de (1), on déduit l'équation indépendante de 0, À et y
di + CRUE op? — p?4? e a? p?1l"? — 2 d? pho'"d'— 0,
qui devient, en posant — U,
OU
Par conséquent Ciæ+i, QE ———————————
DIU
La première équation de (1) nous donne facilement Ÿ. En effet, en posant d’abord d — xv, elle deviendra
(7) a pp" Qu p'?+ (20 +A+u+4)er = 0,
et puis, en posant
nous aurons ay'+(8+1)y +Ay—=o, où A=20+À+u+3.
On en déduit
Sa PYATS et Ve av.
On est conduit, en tenant compte de l'équation (7), à légalité
No 2 reve 2:
(9) An Le 0 (0 G
qui n’est possible, comme on le voit immédiatement en utilisant la relation (8), que si A= 0, À = — 1 où À = — 2. Examinons séparément ces trois cas :
1° A —0o. — La relation (8) change dans ce cas, elle devient
av! 1
p (6+1)LogGa
et pour que l'égalité (9) subsiste, il faut que C, = o, donc + égale une constante C, et, de plus, que À = &. Nous aurons done
= DES CASE y — Ca, 9 = EE, 20+1+up+3—0o et À=p;
TN
+ D LS 2 Î ce qui nous conduit, en remplaçant C, x ÉTREMEONE ES CA à
divisant par une constante, à la solution (10) z—(1—2ax + œ)À de l’équation aux dérivées partielles
ds dz d?z
(11) (i 2°) (21 1)æ - ST dz
+ (1 —2laT =}
Remplaçons dans cette équation z par sa valeur (10) et puis différentions cette équation x fois par rapport à «, en faisant ensuite « — 0, nous arrivons à l'équation
(12) (i—a?)y"+4 (2X —i)æy'+ n(n—2)y—=o qui aura pour solution le polynome
1 | d(1—0ax Fa) PE, À) = — | "7 .
EE) n| da” a=0
Ce polynome est précisément le coefficient de +’ dans le développement taylorien de (1—2xx+ax?) suivant les puissances de «.
Nous aurons donc
(13) (Gi—2ax +} ZEarP,(x, À).
Le polynome P,(x, À) satisfaisant à l'équation (12), et comme cette équation ne peut admettre d'autre polynome comme solution, il résulte, d’après ce que nous avons vu pour l’équation (3), que l’on aura k+> dt(1— x?)
(14) PANNE) dx"
A, étant une constante qui se détermine facilement. Faisons, en effet, æ——1 dans les deux membres de (14). La formule de Leibnitz, donnant la dérivée zi°"e d’un produit de deux facteurs, montre que l’on a
3 ln / > \+U. 2 n+t | LR 2) | 20 +) + pi) (pr);
ie
tandis que le développement (13) nous donne immédiatement la valeur de P,(— 1, À). Nous trouvons ainsi
GONNPe C2
Navi
TN = __(—1)% 2A(2X—1)...(24À—n +71) e :
Cr; BRON EE en 1 ‘0
À+ ;d"( — x?) dx" ou bien
(—1})t (au+i)(2u +2)... .(au+n)
dn(s FA ELA) nr Eine) (ur)
dx”
2° A —1.— L'égalité (9) ne sera vérifiée que si CGiG=(0+i1)(—p) et (Â—p}=1; # sera donné, d’après la relation (11), par l'équation
dv da p (0+1)æ— C
Donc, à un facteur constant près, nous aurons
p—=[(0+1)a — C,P+ ou bien
[Ce punir
En prenant & — À = +, nous déduirons, comme précédemment, des valeurs correspondantes de Ÿ et o, que l’expression
Fee
(Gi+a)(1—2ax +)
CIE
est une fonction génératrice des polynomes J,(æ, £ — 1, £). En posant donc
(16) (i+a)(1—-2ax+ a )}=ZarR,(x, À), R,(æ, À) satisfait à l’équation
(G—aæ)y'+(—i+aiz)y'+n(n—2À—1)y=0
No et l’on a
he (=. — :) DJ (Ca E—1, & ))e
B, se détermine comme A, et l’on trouve
AL DER). (2 7 1) OC TNT AN AT ETES Pour u. — À = — 1 on sera conduit à un développement tel que
(i—a)(1—a2ax+a)\—=ZXarS,(x, à) qui ne diffère pas du développement (16), car Rx, À) =(—i)S,(— x, À).
3° A — 2. — L'égalité (9) est vérifiée si Xp ete Di.
La relation (8) donnera pour + p—=[(0+ha—Clr.
D'où l’on déduira la fonction génératrice
(17) (a?—1)(1t= 3ax Fa} 1
des mêmes polynomes (14), la valeur de la constante A, étant différente. Nous aurons l’occasion de retrouver l'expression (17) et son
développement d’après les puissances de «.
4. Les polynomes P,(æ, À) et R,(x, À) sont ce que nous appelions, en tête de ce Chapitre, polynomes de Jacobi à fonction génératrice simple. On pourrait, de même que nous le ferons pour les polynomes P,(+, À), étudier directement les polynomes R,(æ, À). Ces polynomes se relient, comme il résulte des développements (13)
et (16), aux polynomes P,(æ, À) par la relation
PÉCMDERP 00 R> (2).
Nous aurons donc
GB) Puf —t-{)+Piufe —E—:)
D LE lice on) E(E+I).. .(É+nr—:i) n (es 6 LE
Donnons, comme vérification des résultats précédents, une démonstration directe de cette formule. En remplaçant dans (18) P,, P,_,, J, par leurs valeurs de (15’) et de (4), nous sommes conduit à
19£ nr diti(r— g)}rtité d'(1-- œ°}r#
(9) — (Rx)
PU EP EN HET 7 dx" ne dn#i(1 ee — L}ees après avoir remplacé z par z + 1. En posant _ pas nous aurons Re (2) LT o(n+ne dE —(n+nny, PASSES Eee on
De sorte que la relation (19) deviendra, après des réductions,
l'y l + +oke ir +n(n +2Ë+I1)y=0,
équation différentielle qui admet bien la solution (20), comme il résulte de ce que nous avons établi pour l’équation (2).
La formule de Rodrigues
De . TUE TT 4 Sin|(z2+1)arc cosx ] — ir}
L RD 3.5...(27n +1) AL résulte immédiatement de (15) en faisant À — — 1, car
sin(r +1)æ
P,(cosæ, — 1) — ë sin æ
comme le montre Le développement connu
I sin 2 œ Sin(r +i)æ CPP PER ER + sinGri)e ) 1— 2À COS + À? SIN & ARE sin &
Nous aurons aussi, en faisant £ — ; dans la relation (18),
sin(n+i)x sinno Sin sin œ
1 Ur r—; _=s n+; ren Le otte 0 É ES _— 1e
dx"
formule qu’on peut écrire
sin[(r + 1)arc cosæ }+ sin(n arc cos +)
1 Le ou bien sin LC . :) arc cos =) er mc D Ve data) Ge) 2 3.5...(27 —1:1) dar |
formule analogue à la formule précédente de Rodrigues et que nous croyons nouvelle.
Étude d’une série.
Le développement
(13) Sara PP; (x, À) 2... cP,(x, À) L:..,
où &, æ et À sont des quantités réelles, est valable pour|æ| << 1,|a«|<1 et À quelconque, car, en posant æ — cosy, nous aurons
(a — 24 cosy + a) = (1— a ei) (1 — à e}À, rer Mais chacune des expressions (1— et) et (1—aœe i)À
peut être développée suivant les puissances de &, pour [a] 1, et du
re produit de ces deux développements, nous déduisons le développement considéré. Nous trouvons ainsi pour P,(cosy, À) la valeur en RONDE, AQU — 1)... — n +2) (ny:
n!| (n —1)l A(A— 1) À (À — nn + 3) (n—yi se ÀAÇA—1)...(À—n +1) er | 2! (n—2)! n|
ou bien, sans le symbole z,
COS(n—h)y +;
A COS ny + (—1)"22 n |
(22) (—i)ra
(A —1) A..(Â— nn +3) 2} (n=%)l
X cos(r —2)y + nn 2
le dernier terme de cette somme étant
ne
2? cos y
(=): en 2 2
si n est impair, et
si 2 est pair.
On voit, sur l’expression (22), que P,(cosy, À), polynome de degré z en cosy, est aussi un polynome de même degré en À.
7. L'expression (22) des polynomes P,(cosy, À) nous permet de trouver l’ordre de grandeur de ces polynomes lorsque 2 augmente indéfiniment. Remarquons pour cela, que sio > À > — 1, les coefficients de cosny, cos(n — 2)y, ..., dans l'expression (22), vont en décroissant.
Donc, d’après un lemme d’Abel,
Ho Un POUCES
> P,(cosy, À) > m(—1)2 =
ee CAES
en désignant par M et »2 la plus grande et la plus petite des sommes
Sx— Ccosny + cos(n —2)y+...+ cos(r—2#)y,
\ n : De :
où # prend les valeurs o, 1, ..., - (partie entière). Mais les sommes S4
. I —?1 sont toutes comprises entre —— et ——; nous aurons donc SID y Sin y
291 A1)... (nr +i)
23) ID M) = 5 ( (æ, À) Ts
pour 0Dœ > —1,[æ|<1; 0 varie avec æ, mais [0[<1. Lorsque r augmente indéfiniment, on sait que l’on a
(nr + a) —Vare tn" 3, donc n-X=1
T(— 2) Vi — x°
Par conséquent P,(x, À) est, pour les valeurs indéfiniment grandes de », de l’ordre de n=', Nous avons établi ce résultat dans l’hypothèse 0 À © — 1, mais nous verrons dans la suite qu’il est valable quel que soit À.
8. Considérons la série du second membre de(13) comme une série en æ, et démontrons que si [æ|<1 et [x| 1 cette série est absolument et uniformément convergente. Supposons d’abord À 0; nous voyons alors que nous aurons le maximum pour la valeur de l’expression (22) de P,(cosy, À) si y — 0, ce qui correspond à x = 1.Il s'ensuit que les termes de la série (13) sont inférieurs, en valeur absolue, aux termes de la série qui représente le développement de
(i— aa + a) (1 — a)"
suivant les puissances de &«, o <a <[1, série qui a tous ses termes positifs et qui est convergente. Si À > 0, nous pourrons toujours Île supposer de la forme À=m+7,, où 77 est un entier positif et
0>À,>—1; donc
(G— 2ax + a) (1—20x + œ?)"(1— 204 + a}.
Enr
Ceci nous permet de voir facilement que les termes de la série (13) seront, dans ce cas, plus petits, en valeur absolue, que les termes de la série qui représente le développement de
(G+2a+a)M(r— 20 + at) (1 + x) (1 — où )?h,
suivant les puissances de «, o <a < 1, série qui a tous ses termes positifs et qui est convergente. Donc, pour toute valeur de à, la sèrie (13) est absolument et uniformément convergente.
9. En intégrant les deux membres de (13) par rapport à æ, nous aurons
(25) (G—oax+ae)M=R,+akR+...+a"R,;+...; R,:, doit être tel que l’on ait (26) RE 00 PE CE 0)
Mais le second membre de (25) doit être de la même forme que celui de (13), donc Ron Prn(z, À +01) et l'égalité (26) devient (Er? [Pne(e, À Hi) 2 +1) Pa, D:
On pourra, à l’aide de cette relation, calculer P,,,(x, À) lorsque l’on connaît P,(x, À) et la valeur P,,,(x, À) qui se déduit immédiatement du développement (13).
En dérivant, par rapport à x, les deux membres de l'égalité (27), nous déduisons, de proche en proche, la relation plus générale
dB (EC 0) So
(28) ET (—2)7A(Â— 1)... (1 —g+1)Ph (x, À — g).
Si nous remplaçons dans cette égalité P,, et P,_, par leurs valeurs tirées de (15’), nous aurons
dr (x ee A) EN q EE PA | RE Er ee, d LG LA) nn |
dx1
d"-—gq ( D re )rRt
A 2\u— —= A(1 —x?)v-a ee
Ho À étant une constante. En faisant u — 0, on retrouve une formule donnée par O. Rodrigues et puis par Jacobi.
Pour g = m, la formule (28) nous montre que le coefficient x” dans le polynome P,,(x, À) est AO AUE rh
( 2 je
10. Si l’on fait À — o dans le développement (13) on est conduit à l'identité 1 — 7, car tous les polynomes P,(æ, À) sont nuls pour À = 0. Mais si nous considérons l'expression
1—(1—20ax + a) :
sa valeur, lorsque À tend vers zéro, est
Log(i— 2x + a?) Nous aurons donc
Log(—aae tar) | 21e À)+...+a"P,(x, re] :
On connaît le développement
(29) Log(r — 2ax + a?)
2@ COS(arc cosæx) 2@" COS (arc cosæ) = I . Diet ie CCC] Il résulte que P,(zx, À 2 =; —— —cosn(arc cosæx).
On voit de plus que, par continuité, le développement (29)se rattache au développement (13).
Propriétés des polynomes P,(x, À).
11. La propriété fondamentale des polynomes P,(x, À) est celle d'orthogonalité représentée par l'égalité
HA Dr (30) che (1— x?) AP JON EE h) de,
Ut
NE = et m -/ n. Cette égalité est une conséquence de la forme (15)des
polynomes P,(æ, À). Elle résulte aussi de la valeur d’une intégrale indéfinie qu’on peut rattacher à l'équation différentielle (12) des polynomes P,(æ, À). Considérons plus généralement les équations
M(æ)y"+ d(z)y'+4k ds(x)y —o, di (x) y + W(x)y'+ A Ws(æ)y = 0,
qui ne diffèrent que par les valeurs du paramètre 4. Soient Y;et Y,, des solutions respectives de ces équations et 9(æ) une fonction déterminée par l'équation
[hi(æ)o(x)le= de(x) (x).
On trouve sans difficulté la combinaison intégrable d ! : (ki) oz) Wa) Ya = de) (e) Ta Ye — Ya Ye] li d’où l'intégrale correspondante, qui, dans le cas des polynomesP, (x, À), est (31) [m(m—2k)—n(n—2))]
ei dur < fui 2) BP D de re) MP PE SD)
Si l’on intègre entre les limites — 1 et + 1, on retrouve (30). A FRS : . A 2:
Il se peut que l'égalité (30) subsiste même pour ÀZ=; il faut pour cela que P,(x, À) contienne (1 — x?) en facteur, ce qui arrive si À est de la forme p + = p un entier positif ou nul. Car, si nous considérons le développement
(i—2ax +)
2 — un © P + 1)
et ses p dérivées par rapport à +, on voit, en faisant dans ces dévelop- J
pements x = + 1 et x — — 1, que tous les polynomes BE PE :) )
où n>2p +1, et leurs p premières dérivées sont nulles pour ces
valeurs de x. Donc DE Pp + :) n>œ2p+1,a(1—x*)+!en facteur
L'intégrale définie +1 Do <: (1— x?) (BEC ANPYz
se calcule facilement en nous servant de la forme (15) du polynome P,(æx, À). On arrive, aprés des Intégrations par parties, à
ail ASE 10 (1 — x?) APM
SE
À ONE re JDN #» +1 NE per . . 1 —— | (0) | ide.
Mais Ed ei ++ ne 1 | (32) Î (1 | G—a%de— | Cha ee T(u a) | 1) 0 v 0 Vs r( =) aus
donc
sil s 1 il (= x)) ?P2(7, À) dx
fa À 2À(2À—1)...(2À—n—+i) rfi)
re L
ie À — à nl (1 —))
15. Reprenons le développement (13) (D LEO = CP EN atp ee, et dérivons-le par rapport à x et par rapport à æ, nous aurons (D n/a) care) MD GP, +... LmdtiP à...
Ge) haleine) al) ee. at(P) 2h.
De la comparaison de (13,) et (13,4) nous déduisons
(38) AIR CNRC deb; (Cr).
en — De même de (13) et de (13,) nous déduirons — 21 P,(æ, 1) = [Prune 1)—2z[P,(e, DIe+[Pri(e, 2): Et de ces deux dernières relations on a (34) 2(n—2A)P,(x, À = [Pine AJ [Pa(as A)]2:
En faisant dans cette égalité z —o, 1, ..., » et en additionnant
ces n + 1 égalités, nous aurons
k=n (35) D 2(E— 2) Pr, à) = [Pru(z, À) Pr(a, IS:
=0 De (13) et de (13,) on déduit la relation récurrente (26) (rt1)P, tx 1) ot n)2P,(2, À) Er 240 PC 0 —0.
14. Le polynome P,(x, À) peut se mettre sous la forme d’un déterminant. Posons, en effet,
YnX Œn 0 0 O x Yn—i ZT Xn—1 (9) O ner BE relire NO DU CET (e) AT— , MR : [e) o DR. TRS UE > OT PCR 0
On voit facilement que l’on a la relation récurrente (37) A ro Ya tAs + An BA 0
et que le déterminant A,, qui est un polynome de degré r en æ, ne dépend pas séparément des quantités «,, «,_,, .….,@ et 3», Bns, .., B», il ne dépend que des produits &,_; 6,_;. En prenant
(38) PRES ne Te At NS
mn nm
les relations récurrentes (36) et (37) deviennent identiques, et comme
AD et A, P;,—=—24(1— À) + À,
il S'ensuit que, avec les valeurs (38) de «, 6 et y, on aura
Pt À) —— IAE
15. Vérifions à l’aide des relations (33) et (34) que P,(x, À) “te à l'équation différentielle (12). Cette équation peut s’écrire
d(xP,—nP,)
dx
Fe L(21—n)(xP,—nP,)—=o ou bien, d’après (33),
P,—xP,_, +(2à — RD 0 ou encore
Pin lrP— (nr = 7r)Pl,=] 2(2— À —1)P m0:
Ce qui devient, en tenant compte de (33) et (34), P,—Pis—(P,—P,:):= 0.
16. Des développements (13) et(13,) on déduit Les développements
(39) (1—ax)(1—2xx + RES (1 3) PACE IEEE
(40) (= @ )G—aaz +) — P,(&, dar.
Le premier membre de (4o) est précisément l’expression (17); nous retrouvons donc le résultat établi, que cette expression est une fonction génératrice des polynomes P,(æ, À).
En dérivant (39) par rapport à & et puis en multipliant les deux
s 4 SNS membres par (1—æx*) *, nous aurons
(1 — a nt — ax)(1—2ax + a)
us ee =Y —— Lu Ê) tr) RP (Tr last.
En tenant compte de l'équation différentielle (12), qui peut s’écrire
se
re Ga) P'(æ, à),
et de la relation (27)
PÈCe À) — — 2À Pr, nee 1) l'égalité précédente nous conduira à l'identité
d(i—ax)(1—2ax+ œ?)\—1 da
(43) (— x?) LES à
d(i— a} (1—02ax + a) t
dx x
Cette identité, qu'on peut facilement vérilier, est très intéressante. Elle nous permettrait de trouver directement la forme (15) des polynomes P,(+, À) et l'équation différentielle (à 7 Elle se prète en outre à des généralisations étendues.
L'identité (41) nous conduit aussi à cette autre identité du du
(42) (1 — x?) re Von
où l’on a posé
u ={(i1—2ax + a);
en remplaçant & par son développement dans (42), on obtient la relation
(43) Q—2)P,+(n+i1)P,—(n—22)xP,=o.
L'identité du du (1 Cher + (æ aa — 2huc
résulte de l'identité (42), comme on le voit en les retranchant membre à membre; elle nous conduit à la relation
(44) (1 — re He (nr + 1)æPhi—(n Se A)P,=0
En considérant les relations (43) et (44)comme un système d’équations différentielles définissant P,etP,,,, on pourrait retrouver l’équaon 2)
En additionnant et en reiranchant les égalités (43) et (44) on aura
les relations
U—e) (Pin tPr )+(n+i)Psss—(n—2X)P,=o, CO NB RE PEER D) PEU n NP —0;
4 see . 7 . M, .
à l’aide desquelles on pourrait retrouver les équations différentielles auxquelles satisfont P,,, + P,et P,,,—P,, polynomes que nous avons désignés par R,,, etS,.,.
— I ; ESS - l'équation en + (45) PARA 0 a toutes ses racines réelles, distinctes et comprises entre +ret — 7. C'est une propriété qui résulte de la relation (30) et qui appartient à tous les polynomes de Legendre généralisés. Car si U, est un polynome de degré m» en x tel que
1 CAM EURE LAEET (men),
la fonction 9(æ) restant positive dans l’intervalle d'intégration, l’équation U,, = o a toutesses racines réelles, distinctes et comprises entre a et b. On le démontre par la belle méthode que donne Legendre pour ses polynomes X,.
La relation récurrente
nP,(xæ,À)+2x(i—n+1)P, (x, À)+(n—2—2)P, (x, À) =o
nous permet d’étudier l'équation (45) dans l'intervalle — 71 à +7, A I .
même pour ÀZ=» car elle nous montre que la suite des polynomes
(46) DL 2 Pitt
jouit des propriétés d’une suite de Sturm, £,, €,, ..., €, étant l’une des deux quantités +1 où —1 convenablement choisie. Les valeurs de P;(æ, À) pour æ =+1 etx =—1 seront données par
2À(2À—1) , PL D) a Pr, 1e = h—- 24 … a?
ms tés 0S
P,+aP;(—i,À)+aP,(—i, À)+...=1 + 2040 +
_ 29 — Si, par exemple, 2X > nr —1, l'équation (45) ne peut avoir qu’une seule racine réelle (x — o) comprise entre — 1 et +71, Ceci résulte du fait que la suite (46) sera
Eur P;, eue Ph, Æ pe re Ps, = pe Eur LS 2035
P,;et P,;, étant de signes contraires et le nombre des variations n+I
présentées par cette suite, pour æ =1, est égal à la partie entière de et, pour æ =—1, elle en présente un nombre égal à la partie entière de _ Supposons aussi À entier et plus petit que »; P,(æ, À) sera un polynome de degré 2X — n et l’on devra prendre pour (46) la suite
A PT CU
P,s: et P,.;., étant de signes contraires. Dans ce cas aussi, l’équation (45) ne peut avoir qu’une seule racine réelle (x = 0) comprise CHINE 1e Les racines de l'équation (45) sont séparées par les racines de l'équation Pr ii) —0;
comme 1l résulte de la relation (27).
: te :
STE te = l'équation P;41 (2, À) + P,(x, À) —=0
a toutes ses racines réelles, distinctes et comprises entre + 1 et — 1; ceci résulte de l'égalité (18).
18. Considérons le polynome P,,(x, À); c'est un polynome de degré 2 en +° et si nous posons æ?— 3 l'équation différentielle à laquelle satisfait P,,(æ, À) deviendra
d? / z(1— 53) _. + ÉMOTION EC
Donc, en introduisant la fonction hypergéométrique F(x, 6, y,æ), nous voyons que l’on a
PACE) = Pl: (on) F(— n,n—ù, _ 2),
ou bien en remplaçant P;,,(0, À) par sa valeur
ÀA(A— 1)... (1 — (47) P:,(æ, À) = LEA. Ur (- ñ, n— 1, = #).
En dérivant par rapport à & les deux membres et en tenant compte de (27), nous aurons, pour les indices impairs,
nl
(48) Pinn(æ, À) — PÉEN) 2% F(- no n—À+I, . =}
De la relation (47) on déduit, en tenant compte de la formule
connue r(p + :) r(u + 2) 2 >
DRE por)
T sf (cos )r (sino)# do —
que l’on a
sh PA (x coso, À) (sino}4 do
= I ou.
dé n! Fu +1)
Mais les polynomes de Jacobi satisfont à l'égalité
dr rest AS dx" —=(u+i)(m+2)...(u+n)F—n,n—2 p+1,x)
æ be 1— ZX Ju +1
De la comparaison de ces deux dernières égalités on déduit
d' Læ+tb( es roi hEN]
dx”
27€ = A f P,,(Væ COso, ) (sino)# do,
(49) Con
A la constante correspondante et 4 > — =:
Comme , TC d Pin (Væ cos ®, ).) (sin D) ai 0.
ee
nous concluons que T a il (i — 2Vax COSE + a)" (sino})#" do
est une fonction génératrice des polynomes (49) de Jacobt pour
De
19. La relation (33) peut s’écrire, en vertu de la relation (27),
2À Ph 1x, À—1) — 2x P,(x, À —
Dinpeer
Elle nous montre sous cette forme que si r» augmente indéfiniment, , I A P;Cx, A)est de l'ordre de = P,Cæ, À — 1); donc, sio <À<1, P,(æ, À) est de l’ordre n-*-', comme il résulte de l'égalité (24) valable, comme nous l’avons vu pour 0 > À >>— 1. On démontre de proche en proche, à l’aide de l'égalité précédente, que, pour toute valeur de > 0, P, (x, À) est de l’ordre de nr".
De mème, de la relation (43) que nous pouvons écrire
(nr + 1) Pr (æ, LES (a TE 21)æP;(x, À) 2À(1— x?)
= PACE, À ni
on peut voir, de proche en proche, que, pour toute valeur de À << — 1, P,(æ, À) est de l’ordre de n7X°* si[æ| 1.
P,(æ, À) est donc bien, quel que soit À et pour |x| 1, de l’ordre és r
Remplacons dans le développement (13) x par e
/— a par PAU ee nous aurons
a?— 2aæx\} — 4 =; a EP Re CRE md nn ( a ) TT ( “ ) PA( 247 = à).
Faisons croitre À indéfiniment par des valeurs négatives; le premier
membre deviendra, à la imite, e ? , ce qui est précisément la
fonction génératrice des polynomes U, d'Hermite ) = x? d' e ?
LC i RER ne \ ) dx Nous aurons donc
e ; — «à \° / 5) = 1) Ta dr A0 ae 20 (l > as 2 à ) lim 2 À ) PA (x \ YU 1) ANR dar
M. Appell (®) a démontré cette égalité limite en partant des polynomes de Jacobi qui coincident avec nos polynomes P, (x, À), exprimés par une fonction hypergéométrique, donc d’une égalité analogue à (15).
wI >
a > NOUS aurons 2 À
P (- CS 2ÀA(2À—1)...(2Â—n +1)
Remplaçons, en effet, dans l'égalité (15) æ par t\/
2 À Un! (2k—1)(21—3)...(2Â1—2n+1) ; Are ir dr (ir a ) ax? ? 2À x (+) = ,
En faisant croître À, par des valeurs négatives si a > o pour ne pas introduire les imaginaires, vers l'infini, nous retrouvons légalité (50). Il y a une infinité d’autres polynomes qui se réduisent comme cas limite aux polynomes U, d'Hermite. En effet, si nous considérons le développement suivant les puissances de x de l’expression
(51) [i—20x a+ pa, æ) |,
2(x, æ) étant un polynome en «et x tel que
o(o, Le 0) et Ào (a 4/5)
tend vers zéro pour À infini, les coefficients des puissances de x dans le développement de (51) seront des polynomes qui se réduisent, comme cas limite, aux polynomes U,, comme P,(x, À).
(1) OEuvres, t. IL, p. 301.
(2) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1882, p. 214.
EN
oo
Fonctions associées aux polynomes P,(x, À).
Considérons la fonction
(52) 0:17) = aa) ED de (<=),
à laquelle on est conduit lorsqu'on cherche le développement de — en série des polynomes P,(x, À), y étant en dehors de l'intervalle de —1 à +1. Cherchons l’équation différentielle linéaire à laquelle satisfait cette fonction. Remplacons, pour cela, P,(æ, À) par sa valeur tirée de
({i—x?)P,(x, À)+(24—1)xP!,(x, À) + n(n—2à)P,(x. À) = 0.
Nous aurons
fn je G+aæh. G+a} "dP!(æ, à) À) [ æx(i—x? SES cp ip. (æ, D pe = — — 2( — 1)
on nr Après une __. par parties de la première . il nous restera n(n—2à)Q,(y, À)
22 D SA 2\2 ! A nee
Hs juan reed CREER | + f (Pt rar 1 Ex (rt)
Le crochet s'annulant aux deux limites, nous aurons, après une nouvelle intégration par parties, la partie intégrée étant nulle,
(y— x} Pr) ar:
De (52) on déduit par dérivation entre AL 1 (a Fe x)
Def) $ AS (55) Q(y, À) = il ne À) dx.
(54) oue— ASE
ne, de
Considérons, à présent, l'expression
(56) E = (1 — }?) 2 (00 À) É (2A—1)y O0 À) a n(n TS 2À) Q:(Y: À). En remplaçant Q,, Q’, Q° par leurs valeurs (53), (54), (55), nous
aurons après des réductions
Nes Mar) (r y) .
E — — SR D ANR ETS 2 Ten Gers (1— x?) P°(z dde
Ce qu’on peut écrire aussi
+1 he 4 Q— ax?) ?Pr(x, à) DNeles cos
7 Se (ET?) :
2h40 f tomcrae ice
Donc E—(242+1[Q,(7, À) + 27 Q,(r, à),
et en égalant cette valeur de E à (56), nous trouvons l'équation 25 à dz (1 re RE, +(n+i)(a—2À—1)z—0o à laquelle satisfait la fonction Q, (y, À).
L'expression
(57) R,(z, De Gp) x y}AP, (y dy
satisfait à la même équation différentielle (12) que P,(æ, À). Pour le démontrer, on établira, comme précédemment, les relations :
+1 ol n(n 2 Ra 20) f (1— y?) (æ— y} 2(xy—1)P,(y, D dy, =" +1 dl é= 2À 1 (1 — y?) (æ— y} "1 P,(7,2) dy, +1 ni R(&,À)=2À(20 — 1) f (1— y?) 2(x— y)? P,(y,à) dy,
à l’aide desquelles on vérifie immédiatement que l’on a
Ga —2')Ri(x, À) + (24 —1)mRa(x, À) +n(n—201)R,(x, À)—0o.
TN
23. On aurait pu établir ces résultats en se servant de la relation (15)
et ramener les intégrales (52) et (57) à des intégrales hypergéo-
métriques. Mais par les considérations précédentes on peut étendre ces
résultats, car nous ne nous sommes pas servi de la forme particu-
lière 2(2 — 2À) du coefficient de y dans l'équation différentielle (12).
Prenons, en effet, à la place de P,(y, À) dans les intégrales (52) et (57), une solution Y,(+) de l'équation différentielle
(58) {—x?)y"+ (21 —1)xy + ky —o.
Si ces intégrales ont un sens et si les quantités Y,(— 1) et Y,(+ 1) sont finies, on voit, en suivant la même marche que précédemment, que l’intégrale
Fh| s — À — — Ge VON dy A satisfait à la même équation (58) que Y,(x), et que l'intégrale ME VE CH) Ge »2 2 ex, dy ne RE EN satisfait à l'équation (1—x)y"— (24 +3)xy +(kK—2k—1)y—=o.
Il se peut que, par la même méthode, on puisse trouver des équations
différentielles ayant ces intégrales comme solutions, même si Y,(— 1) et Y,(+ 1) sont infinis. Soit, par exemple, l'équation
(1— x )y"+(2i—1)xzy'+(n+i)(n+2l+1i)y —=o qui admet, comme il résulte de l'équation (2), la solution
Dee d"(1 — x?) 2
dx"
Ya(x, À) —
En considérant l’intégrale
(2 =) _— D 4 = à (%, À) ie es Yh(7, À) d) ie et en reprenant la marche suivie, nous aurons (n+i(a+2+i)l,(x, 2)
=) +1 AE) l'OM Ur es ai = y À ci ne À) dy.
hp Mais 1 :
ee Gen y) DC»; À)=APou(y, — 2), où l’on a posé __(— int (2A)(2À+1)...(2À+n) . (a+) (24+n(2à+3)...(24+2n +1)
et comme 1 s +1 Sera G—»?} CR A) 1h Gp "Ur 4 | AUS +1 (it — 7°} | Ne A CHEF AN O0 E CLS LE) ES (2x —1)y(1— 7?) È (&—y)+2(i- y} _ 2.
1 (ur) (y, Hay le crochet étant nul aux deux limites, il nous restera (n+i1)(n +2 +i1)l,(x, 2) 4 | — Pa |" — Drop :
D es ot (2 —1)y(z — 7 EE 4 PAU z = EE LA SP CR 4 PR ms RS EP NS ou er (2,2) dy
Par suite, l'intégrale I,(æ, À) satisfait à l'équation
75 (Y: x nu =
G—at)g"— (2h +3) +n(n+ah+a)y=—A| Fans
L'intégrale [,(x, À) a, par rapport aux polynomes P,, une forme simple, car
__(—1)" (24+09)(21+3)..(2X+ n+1) (sy?) Ye GAF3GR F3). (GiE2R EI)
+1p Hi pe HIT PR au d À
({i—x?)y"+ (2 —i)xy'+n(n—2))y I 21 +2 petit true ren
Donc l'intégrale
satisfait à l'équation
Or BA Enr F5 = æEU
Sur d'autres polynomes remarquables.
ZA
nous aurons
Gags + 6e Br (a D'I | = 2)
Donc (60) P, (3, D = (nine ( =: ; à):
PS NL Et inversement (61) a TP Vs 25. Les racines de l'équation en x (62) (60) seront É (c Æ= y ; n), Vei—1
pe; désignant une racine de l’équation (45). Donc si À < = l’équa-
tion (62) a toutes ses racines imaginaires et de la forme rÿ— 1. 26. Le premier membre de (59) pouvant s’écrire RC Er) on voit que le développement (59) est valable si
læ(æ—1)| <1 et Ja(rrr)|<r
ot On voit encore que l’on a
n | (Gi
IPN TE RS ES ne
À A. (À — ) 6 cons ns D nes CR ( d a
En divisant les deux membres de cette égalité par À et en faisant ensuite À — 0, nous aurons
[ie À] __ (æ—i+(æ+iy À Deal SÉlR
Ce qui résulte aussi de
EE ER EE Log ae 01 + log[1—a(x+1)]:
27. Dérivons le développement (59) par rapport à « et par rapport à æ, nous aurons
(594) [—2Ax(1— ax) —2ha][(1— ax) — [ht Enar1II,(x, À), (59x) — 2ha(i1—ax)[(1—ax)}—@[\1—ZX oœ Il(æx, À).
De la comparaison de (59), (59,), (59,) nous déduisons la relation (63) CHSOIE (22) = (æ 2) qui nous montre que les polynomes IT,(x, À) rentrent dans la classe des polynomes étudiés par M. Appell (Annales de l’École Normale superieure, 2° série, t. IX, p. 119-144).
De la comparaison de (59) et (59,) nous déduisons la relation récurrente (64) (r+1)Il,1(x, à)
+o(i—n)æll,(x, À)+(n—1—2À)(x—1) M, (x; À).
28. De (63) et (64) on déduit immédiatement l'équation différentielle
(65) (æ—1)y"+2(i—n+i)æy +n(n—2k—1)y=o,
rte à laquelle satisfait le polynome Il, (x, À). Cette équation admet, d’après la théorie générale (') des intégrales hypergéométriques, deux solutions de la forme
+1 Je Qu —a)hit(u +i)at(u — æ)#1 du
qui sont dans notre cas
(66) j {au} t(u—x}idu | (1<o) et Ë (67) JL (nu) (ur) Nu (A5 —1).
L'intégrale (66) est un polynome de degré » en æ, il faut donc qu'on ait, À étant une constante,
+1 ICE A) A ({i— uw) t(x—u)" du.
Pour déterminer A faisons dans cette égalité x = 1, nous aurons
(n—À1—1)(nr —à DCE) Re GE n! ww: Dre)
D'où la valeur de A, et par suite
ET (R
(68) (2 NE re)
Ge u)nEt(r = 4)" dr.
Ou bien, en faisant u — cos®,
ss. _. _ 22#1T(n — 02) 5 Let PL (68) LCA) P(— à) 2! f (æ — coso) (sing)? ‘do.
Sous ces formes, on voitimmédiatement que les polynomes Il, (x, À) sont de la classe de polynomes de M. Appell (?).
(1) Poir, par exemple, le 7raité d'Analyse de M. Picard, t. I, p. 320. (2) Plus généralement, les polynomes
. $ (1) An = 1 (Tr —u)ro(u) du Va
29. Les polynomes I,(#, À) ont une autre forme intéressante. En comparant les équations différentielles (3) et (65), on voit que (65) aura pour solution l’expression
Ce rh É dx’
qui est un polynome de degré ». 11 résulte que l’on a
H(æ, À) == A(r— x? }1-À CA V2 1
dl
sont de la même classe. Cherchons à mettre les polynomes de M. Appell sous la forme (1). Formons pour cela la fonction génératrice que donne M. Appell (Loc. cit., p. 121),
An > a de a(hjehs = fetr-mg(u) du.
Nous sommes donc conduit à l'équation de Fredholm de première espèce
B (2) a(h) = f eruho(u) du.
k2 Dans le cas particulier a(A) = e?, cette équation intégrale se résout facilement. En partant, en effet, de l’équation différentielle
a'(h) — ha(k)= 0, ns à laquelle satisfait e?, et en remplaçant «() par sa valeur (2), nous aurons
ferurp(u)] — 1e [p'(u) + up(u)Je-#t du = 0, 7 &
égalité à laquelle on satisfait en prenant #(4)=e ?, solution de o'(u)+uo(u) = 0,
x =— x et $ —=+ +. Nous aurons donc
et, par conséquent,
SE ee I Ron Les e ? 7 ai — (r—u)te ? du.
arr OT
On a ainsi une représentation intégrale des polynomes d'Hermite. On pourrait résoudre l'équation intégrale (2) par la même méthode, lorsque a(A) satisfait à une équation différentielle linéaire de Laplace.
Die Pour déterminer la constante A, faisons æ — — 1 dans les deux membres et nous aurons
RO CS EU
Donc = a __ m2\n—À d'G ES æ) (69) M2, = 2 at) TE
30. De la comparaison des relations (15) et (69), nous déduisons
: v> À 2A(2À—1)...(21—n +1) I (F0)aP/ (a A) =) fa m5)
d’où l’on tire, en tenant compte de (60), l'équation fonctionnelle
(a — IL, Ce 1)
2A(2À—1)...(2À—n +1) ul (+ nee +)
SD) re meer 2 31. L'intégrale [ (— pr (x — y} AITE, (y, À) dy
est solution de l'équation (65) si À > 7, car cette intégrale se ramène à (67) en nous servant de (69).
32. L'égalité (68) pourra s’écrire, après avoir multiplié ses deux membres par æ&”,
ECTS) HT (— 22 “ À— 1)...(2À — = (— 2) 2À(2 1:22 AQU RE
En faisant » —0, 1, 2, ..., ad. inf., et en additionnant toutes ces égalités, nous aurons, en supposant |a(u — æ)| 1,
2HP(— 09) ft
Gn) Lo ea) pe RE J Date —u)P(— at) oi de,
En écrivant | égalité (68 ) sous la forme
œ" 22k +1 tar xcoc0)2 À D À)=— RÉAL DRT SEE © do,
Dore) n!
nous obtiendrons le développement valable quels que soient æ et «
on = > ee À) = NES) ee [ e—%cosa {sin op) ?À1 do.
Mais d’après une formule connue, qui se vérifie facilement,
Sn ; 2 (72) Î ea(sing)-Atde = VrT (D (TE) J (ax
J4(æ) étant la fonction cylindrique
ee y ; U+2n ro=Y re) |
Nous aurons donc
s 1 x ta : m'a . Es T(— à) MN n I, (x; À) e% ( ) J st NES) qui correspond au développement générateur que donne M. Appell
est particulièrement simple.
[l pour ses polynomes. Le cas À = — >
34. Les polynomes IT, (x, À) peuvent, comme cas limite, se réduire à des polynomes d'Hermite. Ceci résulte du fait que la fonction géné-
ratrice de ces polynomes
[u—ax) — & 7 est de la forme de l’expression (51). On pourraitle voir aussi en partant de (69). Nous aurons, de toute manière,
| co ( I JL En ni de ave — 2 $ V—2À
n appliquant ce résultat à la formule (68) on est conduit à
-£ dre?
li I ) REPANTEE 72 dr = lim (+ T° (—
wlS
CET
Cherchons la limite du second membre. Posons pour cela u = ;
Nous aurons, en faisons croître Àindéfiniment
+ æ p2 Lil (æ—v}'e *dv, où
A = lim (—;.) De de
NE PU en, ou bien, plus simplement
ct)
La) == 2) +1 A Douur =? LE) Et comme
> 1T2(— NN TE Def er un
il résulte que
I L? ue” V5) Le. DS (+5) ë
L —+ 6 ZE — = CECI Donc
: = , -= dr 2 I æ ne Nr ir — (æ— ve ? di
Vote.
résultat trouvé précédemment en note
39. Si nous considérons les polynome 0, (x, À) = "Il (= 1) æT qui ont pour fonction génératrice la fonction
[1 — a} — ax? |
—_—_— — , 1—u?)-}-1 du.
ee et pour représentation intégrale, comme on le déduit de (68’),
SAHAIT(R —3À)
\ T . à O,(x, À) — ne el (1— x cosp)"(sinp)-?}-1 do,
on déduit
Afe— ! L An [2(—2)n! 0, (2 1) artisanat dy,
n=e 2H T (nm —9)) n°
ou bien, en tenant compte de (72),
X+- 1 | lim Rap du (E à) — V7 (=) :
n = 2XHAT (nm —92À En partant de l’équation différentielle (65) on trouve que le polynome O,(x, À) satisfait à l'équation
æ(1—2x?)y"+o{(n—1)2x?—A]y + n(i1— n)xy —=o.
En remplaçant dans cette équation x par =; en divisant par n et en
faisant, ensuite, croître indéfiniment 2, on trouve un résultat connu, à savoir l’équation
æy"—2hy —xy —=0
pour solution.
Autres propriétés des polynomes P,(x, À).
La relation (60) PAG D) = (et nÉTL
Væ—1 nous permet d'étendre les propriétés précédentes des polynomes II,(+, À) aux polynomes P, (x, À).
De (68), on déduit ainsi
2X+1 tr ol ; (74) Pa(x, D ef (x—uya—1)" (uw) du A >o).
PR Transformons cette formule de manière à avoir les coefficients de x?
dans le polynome P,(æ, À). Considérons, pour cela, l’intégrale
1h (au + bo + chr(1— u?— v2)-1 du de (620),
étendue au domaine u? + #?<1. Faisons la transformation __ aË+bn DE Ve mul
re 0
L'intégrale précédente deviendra ÉGVEFE + 0)" (8 nt) dE dm,
£+ n°£1. En intégrant, par rapport à y, nous aurons
RD [GER + ee) Ta
En identifiant cette intégrale à l'intégrale (74), nous concluons que l’on à
5 Li
Moon)
GOSSES r nil(—2)
—} 5 X 1k [æ(i+u)+il"(i— u?— 0?) ? du dv.
ui pi
Donc le coefficient de x? dans P,(x, À) sera
— À — nul, ue .
(2) É Tr. RL (=) ff 1+u)P(v) P(1— u?— 2). ? du dv,
expression qui est nulle si p n’est pas de même parité que n.
HT (= 54) TES NUE
(1—20ax + «?)\—
Pre NET 1) [A (1 — u?)-Xx1 du
s'aæ >0; Mais si & << 0, nous aurons ; 22H17 = À 1 à G—sar + op RC [T° je rrenet (1—u?)- At du.
Le crochet sous signe d'intégration de cette dernière égalité pouvant
s’écrire 2} TL U\ TL C — Re \ en mt T—U Vz?— I
et en développent en série suivant les puissances de & le second facteur, ce qui est possible dans des conditions qui peuvent être remplies, nous arrivons à une autre forme intégrale des D. rt)
ALT 21) 1) LE 1 du
(76) pre nm Dal un Vx?— Trnie
En comparant (74) et (76) nous déduisons l’égalité
Se jf Cut e--Dia u)ra que ="
dv QG —u) 1 du Nr tan Les formules (74) et (56) sont connues (NieLsen, Fonction meta-
sphérique).
38. Le développement (33) deviendra, après la même transformation,
« 1 À ns
. Vi—æ? _ Gp) QE) GE) SES pr Pate D
qui est valable quels que soient « et æ. En faisant à — o, 1l nous restera
1 ou T(— À) t(—i+;) 22x41 /r L(— 22)
ce qui est bien une identité. Nous donnons cette vérification du coefficient numérique, parce que la formule analogue que donne M. Nielsen (loc. cit., p. 202), en outre d’une faute de signe (qui se conserve dans les deux égalités suivantes), a un coefficient numérique différent du nôtre.
De la relation (70) nous déduisons
(Cr == 1° Le __—, À ; VX? —1
2À(2X —1)...(2ÂÀ—n +1) P ( :):
D rene eee re “ Hein
Donc les polynomes IL,(æ, À)etP,(x, x) satisfont à une même équation fonctionnelle.
40. De la relation (70) il résulte encore que l’équation Prér 1) 6,
enæ, a loutes ses racines imaginaires et de la forme Re
Al. Comme une série de la forme
20 Pre mar,
les C, étant des constantes quelconques, satisfait à l'équation aux dérivées partielles
5 ds , d?z dz ne + (2À—1)x — + a Ta U Di)a
dx da Ne
équation qui a done pour solution aussi le premier membre de (55), il résulte, d'après (74), que l'intégrale définie
. fCaz— auVa 3) (1— ÿ 1 du (À > 0)
y satisfait aussi, f étant une fonction arbitraire admettant un développement taylorien. La série
nl
R;(æ, À) étant la fonction associée (57), satisfait à la même équation aux dérivées partielles. Donc l'intégrale double
Aa +l dy | o(ay—auvy?—1)(1— u?)-X du, 2\. il C2)
la fonction + admettant un développement taylorien, sera une solution de la même équation.
On pourrait, d’après (49), représenter par des intégrales doubles les polynomes de Jacobi et donner, de même, des solutions de l’équation aux dérivées partielles (6).
Sur des intégrales définies et des intégrales singuliéres. 42. Du développement (13) nous déduisons, en multipliant les deux membres par (1 0.
et en intégrant de —1 à +1, D EU! l
nn = ra te I (78) (1— x) (i—oaz + ae hde= [ (1— x?) dr (<i)
égalité qui nous montre que l'intégrale du premier membre ne dépend : ee 1 Etre pas de & sifal 1. Silæ|=> 1, nous posons x — — et l’on déduit la EE |
valeur de l’intégrale. Pour|x| = 1, cette égalité subsiste; poura« = +7, par exemple, son premier membre devient
et nous avons trouvé aussi (32)
+1 ns. Vrr(ii) { Ga) dx = — ———.
Die
En dérivant (78) par rapport à &, nous aurons
1242 a) UT — 0,
[aa a)
”—1 égalité valable pour [«| 1, mais « peut être pris aussi près que l’on veut de +1 ou de — 71. En comparant cette égalité à (78), nous déduisons
(80) caf aa) À: ) O<:):
(i—20æ + a?)1=À IN)
Lorsque x tend vers +1 ou — 1, soit vers + 1, l'intégrale du premier membre devient une intégrale singulière, car, dans l’intégration, seul l’élément voisin de + 1 comptera.
On peut employer cette intégrale à la représentation des fonctions intégrales et bornées. En effet, /(z) étant une fonction bornée dans l'intervalle (y, y — 2), choisissons € assez petit pour que la variation de f(z) dans l'intervalle (y,y — €) soit aussi petite que possible. Comme
True æ?). ? I ce =) j ll (1— x?) | 2 dx 1 (T2 a rar) (ET) a er et si l'on prend « suffisamment près de 1 pour que (1— œ?) (2ae)\—1
tende vers zéro, on voit que l’on pourra écrire
Pgo) =tim (= a) EN fr FU en Nr.
a 1 rr(—1) ( (1— 204 x + œ«?)t—
Mia
45. On peut donner une autre forme à ce résultat. Posons dans (80) æ = CosŸ; nous aurons
= I 4 RICO ( (1—2æcosd+ a) [(1—2)
En changeant « en — « et Ÿ en Ÿ + +, on voit que l’on a
fonte PE)
(1— 20 cosŸ + æ)t—À Lo
ou bien, comme la fonction sous signe d’intégration admet la période 27,
nier ne ere
[1— 2a cos(L — ©) + œ2]1-À T(r—à) Considérons alors l'intégrale
(81) en [sin?(d — o)]-À db
De [i— 24 cos(Ÿ— 9) +] ë
et cherchons sa limite lorsque « tend vers 1. Posons Ÿ — + — 4, nous aurons ue “ Due) PE (sin?4,)-À db,
On voit, comme précédemment, que les deux intégrales
CNT ae (sind, )À 4, an CE , (G—2a cos, + æ?)t—À 2UVT : )
{1 — œ)T(1— À) i (sin?) À du, el (1202 cod + at) »Vrr(i 2) 4
ont pour limite . lorsque « tend vers 1, / étant positif et plus petit
que 27. Done si f(%) est bornée dans l'intervalle (0, 27) on aura la
Hpbree
valeur de l'intégrale singulière 1= = {/(9+0)+ fl? —0)].
Pour & — 0, on trouve
L'intégrale (81) généralise l’intégrale de Poisson qu’on retrouve en
faisant À — 0.
46. Lorsque x tend vers — 1, l'intégrale (79) devient aussi une intégrale singulière qu'on pourrait, de même, employer à la représentation des fonctions. |
DEUXIÈME PARTIE
Généralisation des polynomes U,, d'Hermite.
1. On sait que les polynomes U,,, d'Hermite proviennent du développement suivant les puissances de a et b, de l'expression
sy
[G—axz—by} (a +b)(e+y?—:1)] ?,
qui généralise la fonction génératrice des polynomes de Legendre, fonction qu’on peut écrire
nl
[{@—ax)}— a(x?—1)] ?, Le développement
() [t—az—by}— (+8) (a+ y) = Lab Un (æ, y, À)
définit les polynomes U,,,(æ, y, À) qui généralisent les polynomes U,,, d’Hermite et qui peuvent être considérés aussi comme une généralisation des polynomes P,(x, À) qu'on retrouve en faisant b—0o et y —0o.
Le développement (1) est valable pour x°+y?£r et & + b?<7, comme nous le montrerons bientôt. Montrons, dès à présent, que, pour Lim) 1.40, D 0betur-r a 0 < V2, ce développement est absolument et uniformément convergent. Mettons pour cela le premier membre de (1) sous la forme
1—[2ax+2by—2abzy + (pi) + bai) (1 up.
Si À < 0, le développement suivant les puissances de a et b de [i— (aa + 20 +2ab + a+ b?)F
est absolument et uniformément convergent si 1 + a + b< 2, et il sèra majorant pour (1). Notre proposition est donc vraie dans ce cas.
Enr Si À > 0, on posera À — mn + À,, où » est un entier positif et À, une quantité négative et la démonstration se fera en considérant le produit
(i—u}"(1 re u)h,
Démontrons que le polynome U,.,(æ, y, À) est de la forme
1 DIAREN RE
(2) mr |
dx" d ji
A un coefficient numérique. Nous formerons pour cela, en suivant la méthode qu'emploie Didon dans sa thèse pour les polynomes d'Hermite, un système d'équations aux dérivées partielles auquel satisfait l'expression (2); nous vérifierons ensuite que le polynome U,,,(æ, y, À) satisfait au même système et que ces deux solutions doivent être identiques.
Soit ET ne rs
on aura
—=02(mEnEy)sS.
Différentions cette égalité #2 fois par rapport à x et x fois par rapport à y, nous aurons
dri+n+i S dri+n+i S dm+n-+i S drm+n S Le danr+i dy" A dx” dy LS ds dx" dy" Fr (mn con 2h) dx” dy" ou bien
dir +1 S dritn+1 S d'+n S time es RS 2 72 ee STE RE
2 dx'""ri dy" sue 4 dx” dy de (m TE 1) dx" dy"
dtnrs
= (TU EE Di) der dy
Si l’on fait 3 — 1 dans cette égalité, et si l’on pose
Tv …_ doc = y? ss D) CO en ia dx” dy" 0
il vient
dri+n (x y — J Det ={ aT aT
(3) 2(n+nr+p) diras as ol trees
De
Soit, d'autre part, E — (æ? + y? — 1) 22 on tire dE
2 (0710 n L\)x(x° 2 y}nm+n+p—1 DT (m+n+p)x(a + y?— 1)
En différentiant cette égalité #7 + 1 fois par rapport à æ et n fois par rapport à y, on a
dm+n+2kK d'itn+i (æ'+ Y— 1 En dx+r? dy" Ée 2(m Rat Cm u)x dx"+1 dy" dira (ae ie je ÈS 1) a +2(m+n+p)(m + Re de dy"
De cette relation on déduit, en tenant compte de la relation (3), l'équation suivante, à laquelle satisfait la fonction T,
aT dT der Pa — (ni +n+2p)T|
rp rp
d'i l AE — (nm +1) Ê + y d = (m+n+2p) r| 0:
Si dans cette équation nous faisons un changement de fonction en prenant U pour nouvelle fonction, U étant tel que l’on ait
(5) = nat;
nous obtiendrons une équation à laquelle satisfait le polynome (2),
si l’on fait Wu —— À — _ Nous aurons, après avoir divisé par (x? + y? — IS MT UIL-010 j _dU MAS (æ + y?—:1) Le à (mm + ne — 7101 — x Te) — 2uU4?0 — 0, où l’on à posé à dU dU (6) x Qu Po AE
Nous obtiendrons une autre équation à laquelle satisfait U en permutant æ et y, » et » dans cette équation. Nous concluons donc que l'expression (2) satisfait au système d'équations linéaires aux dérivées
Ty partielles
; RER =, 2 — (x? + y 1) PE LT (m+1)0 + +0 (mu LE EL e)=o,
; : dU d® __ ,aU Li (æ +7 -rR- tu +ne|+ci+n(ru £r = m5 À e)= 0.
Démontrons à présent que U,.,(æ, y, À) satisfait à ce même système. Reprenons pour cela le développement
2) Hi 2a"b"U, où (8) H=(i—ax—by}— (a+ b) (a+ pti).
En dérivant (1) par rapport à a et en multipliant ensuite par a, nous
aurons A(—o2ax—2a y +aabzy +2a@)H == Ema"brU,,
et de même
À(— 2by = 2b?y?+ 2abxy Ets Ab )Hisi— Zna"br U,,,n
À(—2ax—2bx+oabxy) Hi = ZXzxa"br dUnin, dx A(— 2 by —— 2 a? y? + 2abxy) 2 ya br ES .
Nous déduisons de ces relations
— 2 À(a?+ b?)HÀ-1 — Za“br 0,
0, étant la valeur que prend @ de (6) quand U a été remplacé par Un. Et puis
due dx
(9) — 2 (ay — D D [mn æ Œr #0... | .
Et des relations — 2 (3a7+ b?)H1— 2 X(2À —1)(a2+ D?) X(—2ax—2ay+2abxy +2a)H = 2Z(m+i)a"bre,.,
dO m,n ET ER A
—2À( —1)(@ + b)(—2ax—2brx+2abxy) == Exra"bn a æ
= à « = . 2 — 20H AC —1)(—2a — 2b0?x + 2aby} Hi 2= ambre LR, TL?
et de l'identité
(a+ D?) (— 2ax — b°x?+2abxy &y+@)+(a—aby + bx)} = @M
il résulte que nous avons
(4 + 2))a Hi on pr HR re A 0 :
dr? dx :
De cette relation et de la relation (a), il résulte que le polynome U,,(æ, y, À) satisfait à la première équation du système (7). De même pour l’autre équation du système.
Il nous reste à démontrer que la solution (2), du système (7), est la
même que U,,(x, y, À). Faisons, pour cela, dans ce système, le changement de fonction
WW (ay) ?T.
Nous retombons sur le système d'équations
TT 2 ar dt (1 7 +(n —2h—3)zr— — (mm + ne +(m+n—2À—1)(m+1)T—=0o, æŒ@T dr aT aT ESS EP INE T RRE en ee. asp AE Rés, ; es = 4h —— (1— y Ty Frs LI 2 À Er (a ae +(m+n 2À—1)(n +1)T —=0o, formé par l’équation (4) et son analogue. Ce système aura donc les solutions Pb EN=E î den (a?+ y?— 1) 2 ; ; : ne (11) der dy" et (x?+y?—:1) Ur ACT PA
Mais le système (10) a pour intégrale générale (*)
PONT 0 TO SE UN OST TNT: re ie dE Do 2 2 Je
x 2À—m—n m CE UN TR AE DT +Bz E,{r+ : ie Œ, RL T9 CINE DENON DS RON 0 Hi à + Cy F,(1+ = ) : 2+nppet) (3 oÙ— mn TM n 300 ; Cap Pr pr TE :
(1) P. Aprezz, Fonctions hypergéométriques de deux variables (Journal de Mathématiques, 1882, p. 189).
rt
F,(«, B, 8, y, y, &, y) étant une des fonctions hypergéométriques de deux variables de M. Appell. Comme les solutions (11) n’ont, dans leurs développements suivant les puissances des æ et y, que des termes en x et.y respectivement de même parité que #2 et n, il faut que ces deux solutions se réduisent à un même terme dela somme(12).Par exemple, si mn et sont tous deux pairs, les deux expressions (11) se réduiront à
LAS 2h +I—mMm—n M+I NA +N I I AE, | ———, PE) 0) 2 ‘2 2 2 2 ,
et ne différeront que par la valeur de la constante A. Il résulte donc bien que l’on a
MER
UP Ce YA )=A(E y 1) dx" dy"
Calculons le coefficient numérique A de cette relation. Posons pour
cela dr (x? + y? = 1) aan —_— 2 es GO me EE RE LOS (13) DC NL) (x St V 1) F DATE De l'identité
d(x?+ y? 2 H)JPARREEAE
7e =2(m+n+p)zr(at+yi—1)rrrtEt,
nous déduisons, en différentiant m — 1 fois par rapport à x et n fois par rapport à y,
dri+n (x?+ y?— p)r+n+ tu dm+n-1 (x? a > Lee, 1) dx” dy" = 2(m RoeEr, px dx-—1 dy" dntn-1(22+ CES 0 Vo on mnt +2(m+n MALE een ee or
En multipliant les deux membres de cette égalité par (æ? + y? — 1)-4 et en tenant compte de (13), nous aurons
Dr 1/5 b) = 2(m mn a L)eD Cr Ÿ) H) +2(m+n+p)(m—i1) (m3 = 1)D,; (7, YB+i1).
S1 dans cette relation nous faisons y — ÿ1—x?, elle deviendra
Dn(z, Vi x, p) =o(m+n+p)x Dre Vi— x°,p).
AT
De proche en proche nous arrivons à la relation
(14) DC, Vret, m) =2"(m+n+p)(m+n+u—i)...(r+u+i)æ"
e D,,,(æ, Vi—x?, ),
Din(æ, Vi — x, w) se calcule facilement par la formule qui donne la dérivée ni%e d’un produit de deux facteurs, car on peut écrire
D, , (x, Vi—2?, u)
— ESS dy + Vi) y = Vi 2] dy" = Vie
et l’on trouve Done, Vi—a,p)=(n+p)(n+u Ii) (UE 1) (2Vi— zx}. L'égalité (14) deviendra donc
(19) Dyn(r, Vi—zt,pu) -
=2tr(m+n+p)(m+n+p—i)...(u+1) si —xr).
En partant, d'autre part, du développement (1) où l’on faity — ÿ1— x?, nous voyons que Le Vi — æ?, À) est le coefficient de ab” dans le développement de
Mar b\i a),
2A(2À —1)...(2Â—m—n+i1) Taÿ CUIR I
Donc (Er — x} :
LC Vi — SEA À) — (— j)m+n
En faisant u = — À — = dans l'égalité (15) et en tenant compte de l'égalité Unn(z,Vr— 2, DD (æ, Vi—æ?, —À1— :) »
on à 2A(2À—1)...(2À—m—n+i) min!
— A(—1)##7(2) —1) (21—3)...(21—2m—an+i1).
Et finalement Ù 2À(2A—1)...(24—m—n+i:)
AGOU ES m\n! (2Â—1)(2A—3)...(2À—2m—2n<+i)
1 9 ES RE y? 1) dx" dy?
Quelques propriétés des polynomes U,, , (x. 7, À).
3. De la forme analytique (16) des polynomes U,,,(æ, y, À) on déduit, par des intégrations par parties, que l’on a
er (17) ffe-s-r AU 22 MA) US 20 de dr; ‘intégration ét: 2 y2< _ le domaine d'intégration étant &° + y?£1 et m+nÆ£p+g, <> Ceci résulte aussi d’une autre propriété des polynomes U,,,(æ, y, À). En faisant, en effet, la somme des équations du système (7), on trouve l'équation aux dérivées partielles
az nd day CN) a
s ds GS) Ge) 2x
dz dz +2) (2 +15) +(m+n)(m+n—2À+1)s—=o,
à laquelle satisfait U,,,(x, y, À). Et, d’après un théorème (‘) de M. Appell sur les équations de la forme (18), il résulte que l’on a l'égalité (17).
4. L'équation en x (19) Ur 22 po où À € ; et|y|<{1, a toutes ses racines réelles, distinctes et comprises
entre — Vi —y* et +1 —y*. En effet, il résulte de la formule (16)
(1) Journal de Mathématiques, 1882, p. 212.
mu que l’on a
jee. el (1—y2— 2?) OU rt M A)OIT)ar— 0.
®(x) étant un polynome quelconque de degré inférieur à ». AL 12 2 , < 2 ’ Si l'équation (19) n’admet que z racines réelles æ,, æ,, ..., x; com-
prises entre -— V1 — y? et + V1 — y?, posons P—=(r—-%)(r— 2). "(x — x)
et P.Q — ERA Y'; D),
Q ne changeant pas de signe dans l'intervalle = ÿr y? à 2 ÿr=72. Or, en prenant (x) — P, l’intégrale précédente devient
+yi—7y? St
' (1— x? — y?) 2PAQdx 0, MR
ce qui n’est possible que si Q change de signe dans l'intervalle
Vi à +Vi-r.
Il faut donc que : — m.
5. Démontrons que la courbe U,,,(x, y, À) = 0, abstraction faite du facteur x ou y, suivant les cas, sera toute comprise dans l’intérieur du cercle &?+ y?= 1, si À <o.
En désignant toujours par H l'expression (8), écrivons, pour cela,
= w#[i— (a+ 0?) (a+ — mule, où l’on à posé À = — y, & étant essentiellement positif et u—(i1—ax—by)".
Nous aurons alors le développement
H\— u?E + L(a?+ b?) (x? + y? — 1) 4 et) Sete
ANR PR SN CE A
En égalant l’ensemble homogène des termes de degré ken a et b des
= deux membres, nous aurons af Uz,,(®, PA) a bUr aa ME... -RPEU (x, r, À)
D mm een) ee
u(p+i)...(u+i—1) (am+oi)(au+oi+i)... (au +k—1) : ! (k— oi)!
X (a+ bi(xt+yt—i)i(ax + by a+...
Cette relation met ce fait en évidence, que pour des valeurs positives des coordonnées, rendant positif æ? + y? — 1, toutes les quantités Uzs, Ux-is ., U,x(æ, y, À) seront également positives si À << o. Or, Uhn(æ, y, À) étant de l’une des formes
FC, Eat), rer) nn rl (re)
ne pourra, par conséquent, jamais s’annuler, quel que soit le signe des coordonnées, abstraction faite du facteur æ ou y, qu’en supposant d? + y? —1<o, ce qui démontre notre proposition.
6. M. Appell montre (‘) comment les polynomes U,,, d'Hermite peuvent être rattachés aux polynomes X, de Legendre. On peut voir, de même, comment les polynomes U,,,(æ, y, À) se rattachent aux polynomes P,(x, À). En effet, si dans le développement (x) nous posons
LE INCOSÙ, HT Ne, a —=pCOoS@, bp since,
il deviendra [i— 2pr cos(0 — à) + p?— pr?sin (8 — x) = SONH, avec == D COST SsIN US CL UE
On déduit facilement de là que l’on a
il : ) Hy= [172 sin?(9— à)} Ps EE PE. à Vi— rsin®(0 — a) ou bien N
Hy—=[1—(xsinx— y cosa) Ps|
æ COSà + y Sin " Fr .
Vi—(xsina— y cosa)
(1) Annaes da Academia polytechnica do Porto, t. V, 1910, p. 65.
1e En rendant le deuxième membre homogène en cos«x et sinæ, on voit qu'on peut former tous les polynomes U,,,(æ, », À) d’un même degré donné m +. n — N, au moyen du polynome P,(x, À). À poly N | | Les polynomes U,,,(æ, y, À) peuvent être définis aussi à l’aide des polynomes IL,(æ, À). On vérifie, en effet, sans difficulté, la relation
N N > a bn UC Y,À)= (a+ D} (æ?+ y — 1) m+n=N < IN] ax +by à].
VCa?+ bp?) (a+ p?— 1)
7. Étendons aux polynomes U,,(æ, y, À) une autre propriété que
donne (') M. Appell pour les polynomes d’Hermite. Considérons l’intégrale
. a ) vel CAN 7e) Uh,n(æ, y, À) dx dy,
ÈS 2 x? + y*£1; elle est nulle st 25 <m + n. En exprimant cette
propriété en coordonnées polaires, nous aurons
1 me 2H [ r°S+1(1 — 7?) ‘ar f Dam COS 0, SIN Va )) A0 = 0: 0 0 Mais l'intégrale
2 TT jl Uyh,n(r cos6, r sin 6, À) dô
est nulle si les entiers 2 et n ne sont pas tous les deux pairs. Soient donc m — 2p,n—2q et
27% Rh,4(r°, À) = Upog(r cos6, rsin6, À) d6, R,,/(r?, À) est un polynome de degré p + g en r? et tel que
1 Le RG) re dr 0
(1) Annaes da Academia polytechnica do Porto, t. V, 1910, p. 209.
pour toute valeur de s < p + q. En faisant r? = 3 nous aurons
2S ds — 0.
He 21) 2 f Rh,4(z À)(1— 3)
Ceci nous montre que l’on a
)+q—À— > Ne APETZ PES —Z 7 2
dzP+q :
R, (2 DA
»4 étant un facteur constant. Donc, tous les polynomes R,,(%, À) d’un même degré p + q sont égaux, à des facteurs constants près, à un
même polynome. Ce résultat établi pour À < . est, évidemment, valable
»4 Se Calcule facilement en faisant s —p + q et en égalant les valeurs des intégrales (20) et (21). L'intégrale (20) se
réduit après avoir remplacé U,,:,(x, y, À) par sa valeur (16), à
quel que soit À. A
ï 1 2À(2k—1)...(2À—2p — 2q +1) dPH4(x?+ y?)P+9 (2p}! (2q)1 (2A—1)(2À —3)...(2X — 4p — 4q +1) dx?P dy?1
ÿ * 2p+2q—)—; D (y) dx dy
ou bien
(p +q)! 2 À(2À—1)...(2À— 2p —2q +1) 2T piql (2À—1)(21—3)...(21—4p—4q +1) 4p+4q—2à—1
L'intégrale (21) se calcule facilement et l’on trouve r(p +q—À+ :)
na Cp)
En égalant ces deux dernières expressions, on trouve
— 4r (— 1)2+9 _ &p+hqg—2%+1 plal(p+a)l . 2 (21 —1)...(2kÀ—2p—2q+1) r(ap+2q—3+ À) ( he 2À —3 en se - :
ivre
D'où il résulte aussi l'égalité (N—p}ipt f D Credit) 40 ] 2T = (N—- 9)! nf Üon-g,29(/ COS 6, r sin 8, À) d6.
LH
s aurons, pour le premier membre,
et en faisant croître À indéfiniment par des valeurs négatives, ce premier membre aura comme limite
be te 1 ax + by — : a — 5 BE. ph = æ by FSU Donc m+n ; and ed, } pu m!n! ne HE D =) me 0 de : de . y? d'e A e = Œœ 1)e GO m CC ei 72 ; LA dy
Autres polynomes remarquables à deux variables.
9. Les polynomes IL,,,(x, y, À), définis par le développement (22) [Qu AL Br æ— fi} — 2 a (0 (2 Y; À),
sont des généralisations des polynomes Il,(x, À) que nous avons considérés dans la première Partie. Remarquons que si nous faisons
a—ayai+yi-tns B=bVai+yi—r, T “ £ HAN l ? F = 2 A 2 Vz?+yi—1 Vz?+y}—i le premier membre de (22) devient identique au premier membre À. 8
Va de (1); donc
m + n (23) Ur Cm Eee EUR ÈS - ? Z : à) ; Va? + y?— I Va? + y—1
et inversement
m+n Z y 2{ Il, n \æ»5 , À — 24 y? — 5 (be n ? À è CE HAN ee | = Ve + pr )
10. Ces polynomes IL,,,(æ, y, À) peuvent être définis à l’aide des polynomes II,(æ, À). En effet, on voit facilement que l’on a
ax +by 1)
N 29 a D” I, n(æT; Y; À) = (a? + b? II —— CS a (@ 7 À)= (a+ 0?) ne
m+n=N et que le second membre est un polynome homogène de degré Nen a et à.
11. Du développement (22) et de ses dérivées par rapport à «, B, æ et y on déduit les relations
) == dir (%; Y) — CAN AE ES VE À) (26) (m+n—21)1l,,(æ, y, À) — dx — 7
qui nous montrent que les polynomes Il,,, rentrent dans la classe des polynomes de M. Appell.
12. Du développement (22) et de sa dérivée par rapport à &, on déduit une relation entre les six polynomes1Il,,,, I,_1, Uno 1 n ins yon de mème paramètre À, qui, à l’aide des relations (26), nous conduit à l'équation aux dérivées partielles
1e (m— 2h — 2) (at 1) : 5 +20 — ia 2
CR PE À —1)(m + À CA LAS on —}—1)(m+n-—-2À— te J dy: RE es
Hood + m(m+n—2—1)(m+n—2À—2)z—0,
à laquelle satisfait le polynome IL,,,(æ, y, À). En permutant m et n, æ et y, nous obtiendrons une deuxième équation à laquelle satisfait ce x zx 2% même polynome. Si l’on élimine entre ces deux équations = art _. on
DOI
obtient le système d'équations plus simples
ER dz à dz dz F - (27) dx? Eedm F2m-2 er ne — mim+n—2Àk—1):—0, de æd à CT a, + (tan al )y ee + ne SE — n(m+n—2k—1)3—0,
auquel satisfait le polynome IL,,(x, y, À).
15. Considérons l’intégrale (71), que nous avons trouvée dans la première Partie,
[(t—-az} — a — re ml ({i—az+au)X(i—u)-X 1 du (1<0)
et posons dia EE y «et "a Var, nous aurons ainsi (8) [CG — ax — By) — «2— 6517 22\+1 De #1 use Em) Ga Dry Vas Bu) (1— uw) du.
SRE
Mais par une transformation orthogonale, comme nous l’avons vu à
propos de l’intégrale (75), on prouve que
22\+2 res 2À )
æ _ u= 1 fl Cr — ax —By+au+Bv)À(1—u?— 6?) :
2 Ci :) B m+o<1
+1 À = [Ga 6y + VTT) hi ur) du —
Donc l’égalité (28) deviendra
(29) [G—ax—6By}—æ—$8T | LR
ve x (1—u?— 5?) ? du dv.
En développant les deux membres de cette égalité suivant les puis-
it
sances de « et 6, on déduit la représentation intégrale
ASE 2A(2À—1)...(21—m—n+i1) (30) IEEE ÿs À) = (7) an RER LE SA PTS ES À
EE ee Fi (æ—u)"(y—v)" (1 — u— 6?) ?du dv, UE +EvVISA
x . = I où l’on suppose, bien entendu, À << — =-
14. De cette formule on peut obtenir un développement analogue à (73). On déduit, en effet,
GOT 2A(2À—1)...(2A—m—n+i)
; Ent =— ee LE era (y —#)8 (1 — nu? — 62) ? du dv.
L'intégrale du second membre se réduit à
IL, n(æ, Y) À)
2) Eu ar (1 ;) UE RE xo+yB—uVar+fBtf, __ 7,2)—)1—1 CE VE En) Je SR ir
Ml) lé a — eta+y$ em cosevarf(sin pyntt do.
en) ‘
D'où, comme pour (73), le développement
DÈPE
(31) ae (Et) EG la? + GB?)
1 )) am (3 2. Dr m, 2 (AS Pa),
valable quels que soient x, B, æ et y.
15. On peut voir, par les mêmes changements que pour les polynomes U,:(æ,y, À), que les polynomes II, (+, y, À) se réduisent, dans un cas limite, au produit des deux polynomes d’Hermite à une variable
1 2 1 22 {x ad" En 5» dr? PEU dæm * dy"
Gi 16. Considérons les polynomes Data) Try? In (2 F 1) qui ont pour fonction génératrice [(i— x —B}— x2xt— By: P.
Ces polynomes peuvent se définir à l’aide des polynomes 0,(x, À) d’une seule variable, par la relation facile à établir
m+nzN
De la relation (30) on déduit
2k+1 2A(2À—1)...(2À—m—n+i) 2T mln!
ES
je (i—æœu)"(i—yo}t(i—u—#?) du de.
(32) 07 (ELA Y; = == (— 1) En = —
D'où légalité limite
M N 02) “or Die TE D ren 7, à)
=? 1 Frs ae = {ii eTEU-YV (1 — nu? — pv?) ? du dv.
Il est intéressant de remarquer que le second membre de cette égalité peut être considéré comme une généralisation de la fonction cylindrique
Mage
qu'on retrouve en faisant y — 0.
Du système (27), auquel satisfait IL,,,(æ, y, À), on déduit le système d'équations aux dérivées partielles À Late Lam nan] S + m(i—m)es = 0 d?z d?3 NÉE nn ue + n(1— n)y:=0,
HOT auquel satisfait O,,(æ, y, À). Vérifions-le, pour la première équation, en prenant ce polynome sous sa forme (32). On sera conduit à prouver que
Î [Ga—m)x(i—u?)+oku(r— ux)] SE Xi um) (a pp} (ru 2) ? du dv es = frere ua (ep ie 6) _ ?du dv
ou bien, en développant (1 —+vy}" et (1 — y)" et en égalant Îles mêmes puissances de y,
j feu m)(i—u?)+(21—plu(i—ux)] É 3 X (1—ux)" 2? pP(1 — u? — A) 71 APi== 0:
Pour p impair, cette intégrale est bien nulle. Pour p pair, elle se réduit, après avoir intégré par rapport à v, à
+1 Rr2) 1 [ Læ(i—m)(1—u?) +(21—pu(i—ux)](1\—ux)"2(1 — u?)? à d=d,
égalité qu'on vérifie immédiatement.
Du système (34) on déduit, en tenant compte de l’égalité (33), le système d'équations aux dérivées partielles
ds dz dz
Éd pen Do 2A TE — 25 —0, GP ds ) 4 Es Van Tazdy ‘dy?
qui a pour solution
sir [f eTTU—YV (x — uw? — 6?) ? du do.
Vu+p<i :
La première équation du système (34) ne dépendant pas de n, il résulte que cette équation aux dérivées partielles a pour solution l'intégrale
ie (2) 1 JG —yv)(G—æœu)"(i— u?— 6?) ? du dv, w+v<1
ne f désignant une fonction quelconque admettant un développement taylorien.
Remarquons encore que la vérification que nous avons donnée reste la même dans Le cas où m et » ne sont plus des entiers.
Les intégrales (32) et (35) satisferont donc aux mêmes équations aux dérivées partielles, »2 et n étant des quantités quelconques.
17. Les polynomes A,,,(x, y, À) définis par le développement RUE =) Bye (a nn BP 2 DD (2, Ÿ À)
sont aussi des généralisations des polynomes I,(æ, À). On vérifie, sans difficulté, qu’on a MA tn (ds NS À) Pre DAS CE, Le À)
(m+n—21)Ann(æ ÿ; À) = da 7
donc ces polynomes sont de la classe de polynomes de M. Appell, et que le polynome A,,(x, y, À) satisfait au système d'équations aux dérivées partielles
Pre 23 123 72 Ga) PE + (a) ge + Une 2M—92À DE my … m(m+n—2À—1):=0, EN? Nas GP ; _ dz Fe x LE es UE ES CR NO) ra 2 Char dre A À + mu) 0;
L'intégrale (71) nous donnera, de même que pour (28),
[u—az—By}—(a+6yP
a [i—ax(x—u)—fB(y u)JAG— 2) du;
d’où la représentation intégrale
ie 2241 D(— 2À) 2A(2À—1)...(2À—m—n +1) CHA Cr 0) = Cr) TES mln!
+1 1 (æ—u)"(y — u}"(1— u?)-À\-1 du.
Nous avons ainsi une solution du système (36) mise sous forme d’intégrale définie. De la relation (37) on déduit le développement
analogue à (31)
PONS TÈ ani" _ = — HV ere mn(æ; M ),
; a 1 es (EE) 5 Tor + iB)
valable quels que soient «, 6, æ et y.
On pourrait considérer aussi les polynomes
I I LPOYROA “Le — ) à), NC
et étendre à ces polynomes toutes les propriétés établies pour RAC TAMUE
Représentation intégrale des polynomes U,, , (x, y, À).
Nous avons vu que
(23) En A À)=(2? + y?—1) :
IL, n “ ) À) Ver Ver y—i
donc l'intégrale (30) nous donnera
il (æ—uya?+y=1)" u+v3<1 x (y —vVat+ y)"
me X (1—u?— 6?) ? du dv.
(38) rte Y À)=(—1i)rreri
19. Le développement (31) deviendra, après les transformations qui relient les polynomes IL,,, et U,.,,
ee
2 2 REED 2 SE A Va mue ef Lie (39) Me de o (Var bi x)
FE À) a br = ne Une se Y; 7)
valable quels que soient a, b, x et y.
Gr 20. De même, l'intégrale (29) devient
[G—ax—by}— (a+ b)(e +3 Dh
D NET
Er = fu ; (ar by +au Va + y —1+ bo Vat+ y 1)" ui p2S 1
he X (1— u?— p?) ? du dv.
Démontrons, à l’aide de cette intégrale, que le développement (x) est convergent si a? + y?£1 et a?+ b?<L1.
: , s Ll . ; :
Supposons d’abord À << — ” alors cette intégrale est finie, et le
développement (1) sera convergent dans les mêmes conditions que le développement suivant les puissances de a et b de
( ax — by + au Va? + y? — 1 + be Va +71)”,
Ce développement sera convergent si re by +iauVi—x?— y + ibe Va my] el ou bien si (as 0y) (au be) (x 7") <r.
in passant aux coordonnées polaires
D TICOSE, M SIN, a — pCos?,
D bISIno, u = R'cosŸ, —R sin,
il revient à prouver que
GET RO RES si R£r, r°£1 et o°<1, ce qui est immédiat, comme on le voit en remplaçant R par sa plus grande valeur 1.
= [l = Ce l . . .
Si À — —> on posera ÀA=A+mouÀ, << — ce et 7 un entier positif;
on est ainsi ramené au cas précédent.
Généralisation des polynomes V,, d'Hermite.
21. Considérons les polynomes V,,,(æ, y, À) définis par le dévelop-
pement
Ne
(4o) (1—2ax—2by+ a+ b?) 2 Dambr NV, ,(2, y, À).
Ces polynomes peuvent être définis aussi à l’aide des polynomes P,(æ, À). Reprenons, en effet, le développement
AS . I ® ({—2azs+a) ?—Za" Pa (ss À — ï)
qui, comme nous l’avons vu, est absolument convergent si [s|£1 et a <[1. Par les changements
_ a%+by
te \ de b? el B=— ai
on voit que.
ax + by
N 5 - 1 (41) > ADN mn(z, Y, À) (a + by ee es
et de plus que le développement (40) est convergent si
[Var] <: et
conditions qui sont remplies si
a+ b?<L1 et LR VIE
comme on le voit par un passage aux coordonnées polaires.
Démontrons que l’on a
ik
, ee (42) su (1277) Ur DV, (Er) drdre="0, x#4+y2£1
” LL La |] , A Y NE : et si l’on n’a pas en même temps »#—p et n = q. Calculons
Gr.
pour cela l'intégrale Ne == Pi (— x — y) Cr y, à) J Jury JL X[I—2ax—2by+a+b] ?dxdy
qui devient, en tenant compte de (16),
dE) — £
. dm+n (1 — x y?) 2 : è = =) dam dy" [i—2ax—-2by+a+b] ?dxdy
où l’on pose
(nr 2A(2X —1)...(2À—m—n+i) min! (21—1)(21—3)...(2À—29m—on+1)
Après m + n intégrations par parties, nous aurons
NN ER EE
Li € Le ve À mm)
+ 2 2 ++ x [ [— Ge) dx dy £ m+n—)+
(1—2axz—2by+a+b?)
wl— .
L'intégrale figurant dans cette expression devient, après la transformation orthogonale,
au + be bu — av =) RE Va? + b? Va? + b?
et après avoir posé r — ya? + b?,
< 1 Nn+N—}À—
ff (1— u?— 0?) ? du do 4 z ) 1 u+p2< PTE RSS
ou, après avoir intégré par rapport à #,
+1 2m En À re — Re mtn—h+e/ ,
T1 (1—oru+r?)
OI
Mais la première intégrale de ce produit ne dépend pas de rsifr comme nous l'avons vu pour (78), il nous reste donc
nt CE ee T il Gary du f (1 — Ë2) dE = ———;
JE, 1 HD SE AE ES
Poe d'où finalement la valeur de l'intégrale 1 a” b" T — ie m+n ET. cn nl Ds, I= (1) 22(2ÀA—1)...(2À1 —7 — re Ho de be
Si dans l’intégrale | on remplace
(1—2ax—92by + a+ b?) par son développement (40), on déduit que l’on a bien (42) et que
de
Lil (1 Sn CES OU | Un,n(æ; 0 À) Vrn(æ, JF À) dx dy
0 de = Île =
ùÙ
23. Il résulte de (42) que le polynome U,.,(æ, y, À) s'exprime linéairement au moyen des polynomes V,,(æ,Y, A) où p+—q=m+n.
Nous aurons donc aussi r=mMm+n VER — > y Usine . EN) et, par suite, s 1
INC — 7? = ee M aN ra dE dhE0
(i<ierm+nép+g).
Faisons une application de cette formule aux polynomes P, (æ, À).
L'égalité (41) pouvant s’écrire encore
> COS SAN CN LV APR (æ COS à + ysina, À — p
nous aurons
es [l fax) 6 FDA (æ cosa + psina à— 1)
x Py (2 CosB + y sinG, À — :) dédy==0;
si M=£ N. Pour a — $ cette formule se réduit, après une transformation orthogonale et une intégration, à la propriété fondamentale des poly-
ee T ; nomessD (Cr A) SPOUTER— 0, 0 — D Oæ=r cosû, y —rsin0, elle devient
1 var 27 \ jl r(1—7r?) ‘dr f Ps Cr COS 0, À — + Py ( sin 0, À — . doE=0: 0 0 a
Si nous intégrons par rapport à 0, nous avons un résultat nul si M et N ne sont pas pairs en même temps. Dans le cas où M et N sont pairs cette formule est une conséquence immédiate de la formule (49) qui relie les polynomes de Jacobi aux polynomes P,(x, À).
24, Si dans le développement
NE rà
(1+2ax+o2by+a+b?) 2 (=) qe DIN EE, PSN),
nous faisons les changements
Rs eme Joie LE + 02 — 1 VE + n?— 1 De D — Eee AT Ven
le premier membre deviendra À —
ere)
RE
wie
et comme
CIE
À SE " : = dmtn[(£+ a) +(n+8}—1] F2 amer (Ep) d" c d" 6 dir dn n ?
il résulte que
je 1 À (43) a Ton à \ CET ne VE + n—1 | (— DE 2 Je PE + dr (En? bn —— Tr ÊE n?—1) dem PPT :
25. Du développement (40) et de ses dérivées par rapport à æ, y, a et b, on déduit facilement le développement
D {{—2))(i—2ax—2by+a+b) ?—zLa"b"6,,,
SR où l'on à posé
d Ne (æ, YV À)
dæ
d Va tee 1240 À) dy
Dre
+ (A neo) EN CT UE
et de ce développement on obtient cet autre
at(1—92À)(3—2)(1—2ax —2by +a- BR)
‘ d® = Lanbrle = m0"), dæ ;
où l’on voit que le premier membre est la dérivée seconde du premier membre de (40) par rapport à æ. Par suite,
d Von D do, A da? dx
+ mn O,r 0
On obtiendra de môme une autre équation correspondante à la variable y. Donc le polynome V,,,(æ, y, À) satisfait au système d'équations aux dérivées partielles
"à d2z d?z de 1 : _dz ds n
(1 æ ) Ts PT Gr dy >) cajeesm) + M(M + n—02 + 1)Zz —=0, dès ds dz ds
{i— y Te TER (m— 2 PE nœ + R(m+n—2h+1)5=0.
Si nous additionnons membre à membre ces deux équations, nous retrouvons l’équation (18) à laquelle satisfont les polynomes Uxn(æ, y, À) de même degré m+n. Le fait que le polynome Vun(, y, À) y satisfait aussi n'est qu'une conséquence du fait que ce polynome s'exprime linéairement au moyen des polynomes Uhr(æ, y, À) de même degré m+n.
26. Entre les polynomes V,,,(x, y, À) et Il,,,(x, y, À) il existe une relation très simple qui correspond à la relation
= Date es js 2À(2À—1)...(2A—n +) ù (30) PR) nee
que nous avons trouvée dans la première Partie. En effet, des
EURE relations
: N * CO Ne has mme, 2), Va? + b?
m+n—=N N V ; 2 212 GE DV. l EN RES 1) = (ar+ 6) Px = il .M+n=N Va? + Bb? 2
il résulte, en tenant compte de (30), que
(45) Ve (2 Us À + :) == (— Fe
* ] AS ne” Æ, VY, m HR — À — — |,
ce qui peut s'écrire aussi DAT) Li mn + T1) CONTES lon on ET) X Vmn(£, Y,m+n—XÀ).
(45°) 1. 376 À) = (— ir
Si dans le système (27) auquel satisfait IL,,(æ, y, À) on change À en m+n— À, nous tombons sur le système (44) auquel satisfait Prn(æ, y, À). Ceei est bien d'accord avec la relation (45).
27. De la relation (45) et des relations (23) et (24) on déduit
2À(2À—1)...(2À—m—n+i) (24—1)(22—3)...(2À—9m—on<+i1)
| Lee ÿs À) 2 (— }7+7
M +71 Ne a D $ æ 5 X Vo | ; 9 ) Min ARE & a? + pi — I Væ? FT y? +
ue (2Â—1)(2À—2)...(2À—m—n)
Vu (æ, CSS re 2)(21—4)...(21—2m—an)
(THE y? —1) ?
/ D \ X< LEE à Es _ SAN E 7 ee HE = » M = JDE À | . V2? en UN Vi VII ;
Donc on peut déduire Île polynome U,,,(x, y, À) lorsque l’on connait le polynome Vyn(æ, Y, À) et inversement.
UE
28. De la relation (46) on déduit, en tenant compte de (43), . 2ÀA(2À—1)...(2A—m—n+i) I Gr) (2A—1)(242—3)...(21—2m—2n+1) mlnl
ns dl 3 Pit * : à + AIDE y}— I 2 AS (æ VE 1) dx" dy"
Nous avons ainsi une autre démonstration de la formule (16).
29. Représentons le polynome V,,:,(&,y, À) par la fonction hypergéométrique F,(&, B, B', y, y, x, y). Faisons pour cela, dans les équations (44)œ €, =», m—2p,n—2q:elles deviennent
(E RC ln ri -| ds . ds ES ne
é— 6) en Ras + [= (—i+yti) 7 pa + pp +1 ét
D d?z net a. ds - dz SE rie Te re É + D cn sait +a(p+a niet) CRC
et 1l résulte
: ar NUE I :
N Con 0) AA tnt — À + hole dieu d n).
A doit être égal à V,,,:,(0, 0, À); donc
Q—5)( is) (pat)
(47) Verre = pq!
t Tu x F(p+g—i+ ARTE #,y).
Si les indices », n ne sont pas tous les deux pairs, l'expression de V,, se réduira de la formule précédente par les relations : Cr À — L),
D; Verte N£ À) = re 2À) Ne (æ, Y, À — 1),
D, Vale d == (1— 2) Dre:
DEV, Ge 0) 2e te D)
Considérons le polynome représenté par l'intégrale
3 T AN ee vo vo x (sin 9}B-1 (sine 0-1 d6 de,
Care
\ I L : , oup>-ev> 5: En remplaçant dans cette intégrale V,,:, par son
expression (47), on voit facilement, comme nous l'avons vu pour les polynomes P,(æ, À) en établissant (49), que
Pc + q—À+ = — P, — 4, bi Ÿ, æ, )
Le polynome L,,, satisfait donc à l'équation
DR dis ne fr 1) | dz RC CT Fr en (5 +i}e| R I dz < I AE Œ G-i+i)rlS ++ (p+a-2+ 2 )s=0.
Mais à cettemême équation satisfait () aussi le polynome de M. Appell
RE D+V+À
MS by LV) 2
1” NME dP+3 Er RENE LV ot F a 2 |
dxP dy
Le polynome 1, est donc, d’après un théoreme (?) de M. Appell, le polynome associé de W,,.
31. De l'intégrale (75) on déduit, après avoir changé À en À — =;
À— = À ; [1— 203 + a] = ff [i—a(s+us+ie)Pit dE + v2<1
XX (1— u2— p2)-À 1 du ds (AO) ce qui deviendra, en posant
as —=ax+by, CEE pe
ne
[1—2ax+2by+a + tb]
= — = J / | 1— (ax + by)(1 + u) + eva Eb]” 16 — u?— 62) t du dv T LE
(1) P. Arreiz, Journal de Mathématiques, 1882, p. 212. (2)Loc. cit, pi207:
De cette formule on déduit le développement
da (le MAC Y'; À) (2ÀA—1)(2À—2)...(2À—m—n)
2 pe AS 1) etxz+bY dE 3 (x) ne 1 = ï)
fie ue, u? pi 2?) 2 du de dw.
Mais après avoir fait une transformation orthogonale dans l'intégrale du second membre on pourra effectuer deux intégrations et ce second
> (— I Dr
membre se réduira à
= di se:
LS | eit Vaio {art 6 y (y a u?) À — : 7.
Ver (a+ :) SA ou bien
Va botte by |" EE PE (dre taie ee.
ne Donc
AMEN pin (Z, y, À)
DT Ne ee es NT AE D) (2À—1)(21—2)...(2À—m—n)
= (St) er | VE *. +27) (Va +b—(ax +by}),
développement valable quels que soient a, b, æ et y.
33. Les polynomes V,,,(æ,y, À) se réduisent aussi, dans un cas limite, au produit des deux polynomes d’Hermite. On a, en effet,
. I 2 /— 1 = | NES ne Un ET ve ni =) Von ( Vs 2) 1 —lixtpys) = m+n AE ND Ife here e ?
œu ( 1) £ dx" dy" à
BestbDolÿnomesi0"(æ, 7, Au (my A) IVe (&, ya h)se cons fondent donc dans un cas limite.
Sur quelques intégrales doubles.
Nous avons vu que
D au (oc ee (æ, Dé À)
N N Ï b — (a+ bb)? (a+ y? — 1) IT | = Pare = |.
V(a+ b?)(x+ y? —1) Donc MEN 2 5 F by RE ne Va E D?) (a? + y?— 1)
< in ner ; | dx dy = 0 V 2+B)(x+ y?— 1)
G < D MZN et a,b,a, quelconques )
Nous avons trouvé aussi
, 5 æ COSa4 + y SIN [(r — (æ cosa — y sinæ)?]* Pr —— =) À Vi—(xsina— ycosæx)?
— 2 C0 T4 sin 20 CA 07 JU Désignons par Axa) le premier membre de cette égalité; nous aurons
ff (1 —2— y?) Re (<; MAN).
DCE
Du développement (40) on déduit
s 1 Fees (1 x? — y?) LRU sRTÉETA
(1—2ax—2by+a+ BY
Nous avons calculé directement cette intégrale et nous avons vu que sa valeur ne dépend pas de a et à tant que a? + b?=1.
Si nous dérivons (48) par rapport à a et à b, nous trouvons des valeurs nulles tant que le point (a, b), dans ces nouvelles intégrales est à l'intérieur du cercle «? + b?=— 1, mais aussi près que l’on veut de son contour. On déduit de ces intégrales, par une combinaison facile, l'intégrale
es (48) (—a— 0?) ff 28 ACER | | RS} FAN AS in Me
LR
Cette égalité est valable tant que a+ b?< 1. Si le point (a, b) s'approche d’un point M(1,0) de la circonférence a? + b?—:1, la quantité 1 — a? — b? peut être rendue aussi petite que l’on veut, mais l'égalité (48) subsistera, car un élément de l'intégrale sera, dans ce cas, très grand ; cet élément est celui qui entoure le point des mêmes coordonnées polaires 1, 0 que le point M vers lequel tend (a, b), comme on le voit en égalant à zéro le dénominateur de la quantité sous signe d'intégration de (48) et en passant aux coordonnées polaires.
L'intégrale (48) est donc une intégrale singulière et l'on pourrait l’employer à la représentation des fonctions à deux variables.
Polynomes Us, mt; Lo, ..., Los; À).
Ces polynomes seront définis (*) par le développement
(49) [Ga dr. —asx,) —(ai+ai+...+at)(ai+axi+...+æ?—:1)) = Zara: QE 40 HEAR ES .,m(Æt Lay ... > Ts, A)
Nous désignerons par % la quantité entre crochets.
Commençons par établir que ces polynomes peuvent être mis sous la même forme analytique (16) que les polynomes à deux variables. De l'identité
dc dt dise
2H — A —— — A3—— —...— 4; = 2(1— Adi — Qla —...—Qs%s) ‘da, ? da, das
on déduit le développement
(5o) (1—ax—...—a,2,)30"1 DÀ — Mi — Ma—...— Ms SPAS (me Bee TE OPEN ie AU ont ee CU)
Nous avons aussi l'identité
NE
(51) (xt 2) PDA ar... —a,x,) Re!
=—À =—D,,(i—=œ—...—7x!)} Ji,
(1) ANGELESCO, Comptes rendus, t. CLVIIT, p. 1770.
—HTANS qui est une généralisation de l'identité (41) et qui se vérifie facilement en la réduisant à cette autre
ds . de (pra nie en se URI MO 2æ&3C.
De l’identité (51) et des développements (49) et (5o) nous déduisons la relation
(1 —= di —. : .— x?) è CES ACT ce.) Ds, À) 2 À , ne == D,(1—x?—...— 2) MM +M+...+m;—2À) è
X ER (te ss Ts, À — vs
nous aurons s —1 autres relations analogues, correspondant aux variables æ,, æ,, ..., æ,. Démontrons à l’aide de ces s relations que lon a
(52) Ur rar QC Ts; À)
1 2A(2À —1)...(2À — mi —...— ms+1) ml...ms! (2A—1)(2À—3)...(21— 2m —...—2m;+i1) matt me À = à
NS ra ur AE Le he, 1) dati Part
X (Xi +...+xi— 5)
Ceci est immédiat, d’après les s relations, pour les s polynomes Dire ss LR Us ten 0 (nantes A US CEE En supposant la formule (52) vraie pour le polynome
CA de de
on voit facilement, à l’aide des s relations, qu'elle subsiste pour les polynomes UE (075.., d, A)AOUR 2,0 1 ONE peCtie vement égaux aux 72,, M, .…, Mçaugmentés où non d’une unité. La formule (52) est donc démontrée de proche en proche.
De la formule (52) nous déduisons
nur de (1— x? —...— x) AU EDR TU) (s)
*< Un, (1, ces Los À) dæ:, …..) LE
ne — 4 Î . > - “ A où À Set +...+mÆn...+n,, le domaine d'intégration étant
9 € LE me nt
39. Les polynomes U,. .,. peuvent être définis aussi à l’aide des polynomes If,(æ+, À). En effet, on voit sans peine que
- > D OU CERN ce) Mi +... + MmS=N N D ” 3 AT. AT —={[(ai+...+a?)(æ+...+x?—5))J'I se ut n AU Var. a(ri+e ati)
A0. L'équation en x,
LE ES Las ve.) Ts, À) = ®);
\ I 2 © Q , où À setæ, + as +...+ x <C1 a toutes ses racines réelles et com-
prises entre — Vr—x;—...— x et +V1—x;—...—x?. On le voit
comme pour le cas de deux variables.
41. Formons le système d'équations aux dérivées partielles auquel SAHSIDUS #67... À). Posons
AURA
dx;
dU. HO LLOS
ds
D A Lo costa (rie, ee Me
Du développement (49) et de ses dérivées nous déduisons
—2)(aiE.. ani Lars am On
et puis
—2}a (rie. x?)
‘ dU, 4 Masse Te ,2 — Doi (mu HE D. ra al CA
et aussi, en passant par l'identité,
dR dk LOU RER (a +ne)(at+..an+ (ge) —4 a; 4e,
le développement
(4 + 22)a? Ft m [< UE. at. ULUR dO,,. Don a L4 a ——— f]
10% 70 = Linie Ra RENTE a 1 : dx? dæ; ;
de la comparaison de ces deux derniers développements, on déduit
>... nm T ETES D PES ra (mu + 1) D tes m 2 — SR CIRE EIEES à + Er 0;
qui est une équation aux dérivées partielles à laquelle satisfait le polynome U,,, (2: -.., æ, À).iNousobtiendrons de meme autres équations, correspondant aux variables æ,, æ,, ..., æ,, auxquelles satisfait le même polynome.
42. De mème que nous l’avons vu pour deux variables, on peut voir que :
L'hypersurface représentée par l'équation
Dates 40 -) Ts) À) — 0,
abstraction faite des facteurs +,, æ,, ..., æ,, est tout entière comprise à l’intérieur de l’hypersphère di+ai+...+ ai 1,
SA RO
43. Les polynomes U,,, ., se réduisent, dans un cas limite, au produit de s polynomes d’Hermite à une variable. On a, en effet,
/ : Mate me / Fees : 0 er Er liner ere pra 2 U æ Ru Ed PRE i S 2} Ho = De 1 EX ) > Ts A CO
Le > Es (rit Ex)
= (224.42 ) d'istetm,s e
— (a at Us ( Û ) 5 € d AA d vis EL y... AT,
comme on le voit en partant soit du développement (49), soit de la formule (52).
nl
Rolynomes IL. (24, À).
Ces polynomes seront définis par le développement
(53) [(G— ax; —...— ax) — a?—...— a]
Adi dell, (2... 244) Ils sont reliés aux polynomes U,, ,(æ,, ...,æ, À) par la relation
(54) a ce) 5, À)
Mi +. + Ms
=(xi+...+ai-x) ?
li Le X M ( 5 : 2 ARMOR | = = 2 À , VER PRE Vri+.. + rit
comme on le voit en posant dans (53)
VIE ir, Lu DD} Ce) A, AE ———_ "1e, ….) Lo — L£ .
Va y Vo
45. Les polynomes IL, peuvent être définis à l’aide des polynomes Il,(æ, À). En effet, on voit facilement que l’on a
(56) > D Te Ve d)
Mi+k...+m, =N N 3 5 An Li AS Ls = (ai++ a) fl ( RER
Du développement (53) et de ses dérivées on déduit
d\E,, SR GO dll, …») M+1 (m+...+m—2D) Ils, mm = — D ne 1 $
Ces polynomes sont donc de la classe de polynomes de M. Appell.
47. De l'intégrale (71) nous déduisons, comme dans le cas de deux variables,
ne ,;, +1 y?
= | = 0 CARRE Var. Pa? V7) du, Vi DCE: RE A. II
00e où K? désigne le premier membre de (629). Mais par une transformation orthogonale et s — : intégrations, nous voyons que l’on a
L (- À + 2 2 - 2À F ji (1— Ati. — Ads + uk... + Bla ) $ (s)
Ss +1
rude tu) 7 0:
r(—2+2) El 1e = — 1— A Ly—o— AL UV A+... + a?) "(1 — u? —À-1 du, Vrlie) Un ( 1524) Va / )
; TS ; 2 ; ; : ee SA A ——. De cette nouvelle forme de K? nous déduisons immédia-
tement (LR NE PRE Se CE \f (ti — ui)" (To — us)... (2 — us)" e pese x (1— u?—...— ui) 7 Go oo GX
où l’on a posé
2 À(2À—1)...(2À— M—...— ms+i) Er r- ï .
Ho 0.0 HO
De cette formule nous déduisons le développement
Je
4 1 J' A(iVai+..+ a)
( 99) etitate Hs ds É
F(— D) x Ha Il | + 21/7 a lit + Mec 3)) mm (Es à ee Ps À),
valable quels que soient a,, ..., aetæ,, ….,æ,.
49. Ces polynomes se réduisent aussi dans un cas limite au produit de s polynomes d’Hermite à une variable.
90. Soit, pour la simplification de l'exposition d’une généralisation des polynomes IL,,.,, le cas de deux variables; partons de l’inté-
QUE
grale [GO — ma — ax) — 2 — 4}
Ex 2À +1 2) 9 —)—; per: (— dt, — at + au + av) (1 — uw? — p°?) * du dv. Le
Si nous posons .
A — D, + DIE ER b;, di Li —= biyi+...+b;y, PE Crime co me PET RCE: eye
l'intégrale précédente deviendra
(60) [(1—biyi—...—b;y;— cz, = —Cy2y) — (bi +. 06;) (c++ cy)'T
À =: = ffn-8tv nr by U) — Ci( =.
3, — ©) ..—Cy(zy— P)PÀ
EEE X (1—u?— 9?) du do.
Désignons par A, 0e Vitre. 2) le polynome qui est le coefficient de b%*, ..., db", ce, ..., cit dans le développement du premier membre de (60), suivant les puissances de b,,...,b;,c,,.…, Ge Il résulte de (60) que nous aurons
A der = Do 7 (ion) (a 0) ne (ep
= —e (1— u?— p?) ? du dv, où l’on à posé
C — (— PSE RE Een 2 al DE Î 2 À 2R(2À—1)...(2À — mi —..— Mi—R—...— ny;+1) tn ner
Nous aurons donc pour ces polynomes aussi un développement anaà (D | logue à (59).
Il est évident que ces considérations peuvent être appliquées au cas
général de s variables æ,, ..., æ..
Les polynomes ainsi obtenus seront donnés par des intégrales
multiples d'ordre 5.
qui ont pour fonction génératrice
ROC Ne et
auront pour représentation intégrale
a (61) = al (i— mu), (= 7, u,)" su Et X (1—u?—...— u$) Pin oo 0 Che
où À a la valeur (58).
On peut vérifier que le polynome O0, satisfait au système formé par lPéquation
ta d3 d z (62) ASP SSP +... +
d 5 #4 ——————— dx dr dr,
ds +[2(mi—i)xi — 21] + M(i—M)L13 =0
et les s — 1 autres correspondant aux variables æ,, ..., æ,. On sera conduit, en remplaçant dans cette équation z par l’intégrale (61) et en procédant, comme pour deux variables, à prouver que l’intégrale TAOSCOET Ut) +(2À — pr —pP3—...—ps) (1 —U&)] (s)
SEL
NUE (63) je CRRA RE EERS ( j == ui —. — 11) 2 du: nn du,, (s)
qui généralise la fonction cylindrique. La fonction (63) satisfera au système formé par l'équation
a È d'u) MA dE, dx
ne 10
dz dz d?z dz
et les s— 1 autres analogues.
ND
Autres propriétés des polynomes U,,.. ».(21,....æ,, À). 92, Des formules (54) et (57) on obtient immédiatement
(64) bts AUUOR 7 Ke en)
= A f Gi aa ares), (eue. rai ie (s) ES Seal X (1—ui—...—u;) AN 1 AUS,
À ayant la valeur (58), he »le domaine d'intégration u®+...+u£t,
comme d’ailleurs dans rot les intégrales multiples d'ordre s que nous avons considérée.
Le développement (59) nous conduira au développement
ee (65) Ce ar T7) ss AN are or 2) no CRETE, LE
Er te ces Ts; À),
Metz VT T(nu+...+ms—2))
valable quels que soient a,, ..…., a,, æ,, ..., æ, et qui généralise le développement donné par M. Kampé de Fériet (‘) pour les polynomes définis de M. Appell (?).
54. Nous avons mis, en étudiant les polynomes IL, .,, K? sous forme d’intégrale d'ordre s; on déduit de là 3? sous forme d’intégrale d'ordre s, 3” étant le premier membre de (49). La quantité
(x A Li —e— Ass + dj Va? +. + re 1#.. .+ asus VX re 1).
sous signes d'intégration de cette nouvelle intégrale, sera Ne
(1) Comptes rendus, t. CLVIT, p. 1393.
(2) Comptes rendus, t. CLVT, p. 1582.
Sie
suivant les puissances de @,, ..., a, si
lac, —...— ax, +i(au+...+ PAR TN Ve x ou bien (at, +...+at) + (mu +...+ aus) (1— di... — Di) <1.
Et l’on voit, comme pour deux variables, par un passage aux coordonnées polaires dans l’espace à s dimensions, que cette dernière inégalité est satisfaite, dans le champ d'intégration ui +...+ui£1,
(66) a?+...+ai <1 ÉCURE 7 e
Du développement (49) on déduit
; rfi) fu—et- gr) TE ga du TER) © C ; n ….. $ 4... —— ee y (s)
égalité qui sera donc valable pour a°+...+a£1. En faisant A4. — 0) 0,MmOUS ECduIrons me 1e (1— xi—...— x$) P(1— ai —...— x?) (5) T EE a ae © VERTE RUE
56. De la généralisation des polynomes IL, on déduit, par des transformations analogues à (55), une généralisation des polynomes Um qui nous permet de donner une extension nouvelle à la formule (64) et au développement (65). Considérons, par exemple, le développement
NORGE ty CE)E [a (b+c)] (ere DES ones
qui se déduit du développement de l'expression
ET, en posant
Q—aVe + pr, Bb er prz nr, y —cVat + Er,
de 3 L'— = ) y! 2 , Gi Var er
VRP +R VRP Ear
I résulte, de ce que nous avons vu pour les polynomes A que
Mises Mi is eee) y)
Spar= Cf f(e—u verre 221) (y OVa?+ y+ 31)
A 3 = ; = : SES ee (z — pVat+ PE ai) (1 — 2 — pv?) ? du dv, où l’on pose
SARE 2A(2À—1)...(2Â—=p—g—r +1) -- TC 20 RME
— (— 1)p+g+7+1 Cr) 2T p'alr!
et aussi De
! » 2 2 etz+by-+ez LE cn ( b ta C DE V ie LÉRRVRTE =]
ee sed) [Var+(b+ep Vie y] _ F(— 2) N aP ba cer SAM 2241 4/x =il(p+qg+r—o2ù) PT
On pourrait traiter de même les polynomes généraux définis par le développement de
[Gt —A—...—A,)—(B+...+B)(Vi+.. + Y;—i)l,
où l’on a posé
suivant les puissances de a,, ..., a;, ..., a, ..., a;. Ces polynomes seront représentés par des intégrales multiples d'ordre s, faciles à trouver, de mème que le développement correspondant à (65).
mg
Polynomes V, ...»,(%1, .:., 5, À).
Nous définissons ces polynomes parle développement
Co |
(67) 0e DR SR Te è
= CHE auee DEN (Le Ts; À).
Ces polynomes V,...,,(æ,, ...,æ,, À) peuvent être définis aussi à l'aide des polynomes P,(æ, À). En effet, du développement
(our Fa Zarp (x à), qui est absolument convergent si |x|£1 et|x]<{1, on déduit que
CN nr
Mi. ..+ ns N ONE En re CC CEE
N =, = Ye 2)2P\ LA RRE MNOR PR EUR E. I = AS Ho AS N Var aa 2
et de plus que le développement (67) est convergent si
Vai+...+ a? <1 et
ET eme LA ee VAE EC:
conditions qui sont remplies si
ai+...+ai<i1 et Ti +. mir,
comme on le voit par un passage aux coordonnées polaires.
Démontrons que l’on a l'égalité fondamentale
X Hs PNR 7 (Ci sc.) Ts, LV, Es CAR DO Æs, À) GIE, 0 Chr 0,
I nt » x x $ AN ; cts l'on n’a pas en même temps ,= n,,...,m,—n,.Caleulons,
pour cela, l'intégrale
: ed EAN rm {s) S—1
X Un mti 2, A (—2@t—...—0a;x,+ai+...+a) ? dxe…..dæ,
Root qui se ramène, après avoir remplacé U2,.par saivaleur, (52),et fait mn, +...+ m, intégrations par parties, à
PES Dre Ne
(70) = Car…are f (Tr: cm) aline Soul {
s) . PAM — — À (l—2ati—...—2a;x,+ a? +...+ a?)
où l’on pose
G te —=) C Li " 1) ( ps — mm) C — (— 2 Métro PT RE Ed ne RS ne 2er RS TE A
Hniloo HE
DIN) EE 0 EL) (2À— 1) (21 —3)...(21— 2m —...— 2M +1)
Si dans l'intégrale précédente on fait la transformation.
__ }1 + do Yo
Aa Vi — A Yo D na Vai+ a
_. Vai+a on voit que la variable y, disparait dans l'expression 1— 24% — 2aBa—. — 2 ds + Ai +... + a
et que le domaine d'intégration restera le même. Après s — 2 transfor-
mations analogues, nous aurons
e 1 Mat. EMA ——
(i—xi—...— x?) û
1 Ca . as
se dr. dæs, ( 2 _ Jo nt —— — À I—2X%:; i; où l’on a posé
Va} Le. +a:.
En intégrant par rapport à æ,, &,_,, ..., æ, nOUS aurons
S—1 s 3 | Ta roue normales | Lu
+1 2 2 2 Ur Cas. age [| ( 1) CÉMepe A
ee ae?
(1— 20 Ti + œ&) È
mA À ; ul s HE ml “f CERN RE RENTE G— 7) .* dys.
La première des intégrales de ce produit ne dépend pas de «, si|æ|<r, comme on l’a vu pour l'intégrale (78) dans la première Partie; À. Pa
ie
nous aurons donc
GT I (ms ms + : —À +:)
LC re ae Tr) Et rm +. SOS BA n émet +1)
11 X one —- - L (rm. cine. + MS — À 1 )
Il ( 1 . nm, À 1) x D en + — I m + — À
Il Cm … ms Fi + ) ( 1 m —— 1)
ou bien
s r(m+.+mi+:)
sS+I D'Or +. DL Dire Li à) d’où l'égalité (69) et aussi l'égalité ser il (i—xi—...— x?) AN M PNR AT EPL er FA at (s)
ei s (mt m +) = Cr) .
SET (ru +..+ m+ 3)
59. Il résulte de l'égalité (69) que le polynome U,, .., s'exprime linéairement au moyen des polynomes V, ., où
Rte += M+.. + Ms; on en conclut
X VAN (æa, pie: Ts, DINAN S14"29 Ts; À) CEE > AR O, À< . etsim, +...+m,£n,+...+n,. De cette égalité on déduit, en tenant compte de (68), que
9 & à} fu—ai...— at) =
x Py CR ASS ER RES ANA Ca 2
(Di Li Pb ST Sr SAT RE =, À- au) AL CARE 0:
Vbi+...+ bi
même domaine d'intégration, À € . LME N:
die
60. Si dans le développement (67) nous faisons les changements
48 is ne J's
== a —— °) Lg =" VIN Er VÉTRE RREEEe e À ns =" 421 1 . . ds —= s
— on ——————_— VYi + pi:
Je Er
nous déduirons, comme dans le cas de deux variables, que
é y (71) V2 VE) le CHERS) a à) VE VE L = ph tms TAGS SNL RS
Ai UE
THAT $S —1 date. ( 2 DE. À 2 | Fi... +y?—1) À
dy... dys
61. Le système d'équations aux dérivées partielles auquel satisfait le polynome V,,...,.(æ,, ..., æ,, À) se forme facilement. En effet, du
développement _s+t (S—2À—1)(1—-2 ax —...—2a,x,+at+...+ a?) CPE AUS A ARS où l’on à posé dV V ro) = 5 Pas ee ms A Z Are ms Ms, M sf dx, De 1 S dx,
te (M +. SOI Ms + S — = DAV
qui se déduit de (67) et de ses dérivées, on obtient
— S+1 Qi(s—2À—1)(s—2+1)(—2@ mr 2Os dir. de) 2 = dO — 247: as (z TANT m.® 14 ds 1 10 7 } dx; 1 ;
où l’on voit que le premier membre est précisément la dérivée seconde par rapport à æ, du premier membre de (67); donc
CAN 00m
(72) Nr ne. +m0,,
ce qui est une des équations cherchées. On aura, de même, less — 1 autres correspondant aux variables æ,, ..., ,.
AO D NÉE 62. Entre les polynomes V,. , etIl, il existe la Aontes simple (73) Vas im (et re me: À he: =)
— (— RER Ms
AIRE (a, ss Css Mate + Ms— À — :
qui résulte, comme pour deux variables, des relations (56) et (68). On aura donc un système d'équations aux dérivées partielles auquel satisfait le polynome IL, ,,(æ,, ...,æ,, À) si dans le système formé par l’équation (72) et les s—r autres analogues, on change À
en Mike My— À + EI.
La relation (73) peut encore s’écrire GE) Rail Por ES ne TS 2RA(2À—1)...(2À—m—...— m;+H1) (2A—1)(2À—3)...(2À —2m—...—92m,;+1)
s K Non me Lis ND Mie ms À + = ue
PRE QUE
(xi+...+x?—1)
| ! ) URI EUTLE
À ayant la même valeur que dans (74). C’est précisément la formule (52). Nous avons donc une nouvelle démonstration de cette formule.
65. Pour avoir une représentation intégrale des polynomes V,. reprenons l'intégrale qu’on a obtenue dans la première Partie
2u+1 Ts nA+îI z
(1—0az + ax?) — re (re az —6 Vars a? )U(1— pb 1 do qi
et faisons
AE —= Li CE AT et —ai+...+ a};
nous aurons alors
(1—2am—...—2asx.;+ai+...+ai) 22U+1T(— 2 de = LEE Mia 07.
SAR
HE x (1—p?— uè—...— ui) OT LATE
domaine d'intégration étant &+ui+...+u 1. Si nous fai-
Hot
Sim A : : , 1° sons LL = À — ——; Nous déduisons immédiatement
(75) Nice, ss Ts, À)
—\t [a+e)rit+iu]m...[(Gi+r)zs+ius]"
— p— ui —...—ui ne d d X (1—5 u?—...—u?) v dus... dus,
où A<C—-et
(aA—S+1)(2À—5S)...(2À—5S+1r—m—...—mMms+1)
C — a IAE TEUTTS Ca ON RL
De la formule (75) nous déduisons le développement
Mer 3 2 ( 6) etatite Has xs Vai ADD ai é : (dit AC COR asxs) 7 2 SE TE dl” (Ua ae eee) T(s—2À—1:) ARNO 2 À — — 1 Dites Pa D tee re cer ma m(Æayere) Ps À)
qui est valable quels quesoient a;,., aetx,, x,
67. On voit facilement que la représentation intégrale (75) et le développement (76) peuvent être étendus à des polynomes plus généraux, qui résultent du développement de l'expression
[1— (aaixi+...+oaix})—...
—(aaixi+...+aair}) +(ai+...+ai) +... +(+.. +} } suivant les puissances dé(0/ 4) 7 (a 20702) 68. Les polynomes V,,,.(æ,, ..., æ,, À) se réduisent aussi, dans
un cas limite au produit de s mêmes polynomes, à une variable, d'Hermite,queles polynomesUl 1670, 200)
te
Nous avons vu, en calculant l'intégrale 1, que l’on a
s il S—1 NES — foai. 2 (1—2mti—...—2a;x+a?+...+ a?) CAPE , r(:—1) = (RE —— s +1
it)
tant que a; +...+ a;£1; de cette intégrale et de ses dérivées par rapport à &,, ..., a, nous déduisons
(7) G—at—...— a) f(i— ai... 27 mes X (1—24%—...—2a,tç+ a? +...+ a?) À Chine «Qi : r(i—à) FPE 3)
égalité valable pour a +...+ a <r1. On voit, en passant aux coordonnées polaires dans l’espace à s dimensions, que, lorsque le point (a,, ..., a,) s'approche infiniment près d’un point fixe M de coordonnées (a',...,a;.) situé sur l’hypersphère aŸ+...+ a —1, l'intégrale précédente devient une intégrale singulière, car elle n’a qu'un seul élément qui compte dans l'intégration : c’est celui qui DONC IeDOINIL Te er a.
Généralisation des polynomes précédents par des polynomes rattachables aux formes quadratiques.
Soit
p(æ D) D: Ciy Li Ly (ciy = Cyi)
une forme quadratique quelconque, de s variables æ,, ...,æ,, que nous
désignerons par 9 (x) et par 9(a) la forme o(a,, .….. a). On voit immédiatement, en développant o(æx, + a, .….,x,+ a,)
, F _ suivant les puissances des æ ou des «&, que l’on a l'identité
d(x), EL ACIER + Le
do(x) (78) Tee +... + Led Ma DT
Désignons par E un des membres de cette égalité, et considérons l'expression ee Ce H= (28) — q(a)[p(x) —1].
Si nous posons
I d'a+..+ ms HA nous aurons le développement en série de Taylor (79) He Zara On,..,m (Lis see Ds À),
qui nous définit (‘) les polynomes 0,,,..,.(æ,, ..., æ,, À) qui généralisent les polynomes U,,,. .,.(æ,, ..., æ,, À) précédents.
71. La formule (52) peut être étendue à ces nouveaux polynomes. On déduit, en effet, de l’identité
dH dH
2H— a —— —...—a —2—E, da;
que l’on a le développement ATEN D MN M, ne (— 2 s) Er ne LE On sms (Bis + + +3 Dos À).
Nous avons aussi l'identité
(8) Li—e(æ)] D, LS E)H = Do) Ho,
D, étant la notation différentielle de Cauchy, identité qui se vérifie facilement en la réduisant à cette autre
M EN (: ER
en tenant compte des deux expressions (38) de E.
(1) ANGeLesco, Bulletin de la Section scientifique de L'Académie roumaine, t. IV, p. 30.
Ut, Ve
De l'identité (81) et des développements (79) et (80) nous déduisons la relation
ns [1— p(x)] Le SNL À) 2 À :
— = ; — æ)l ) mi (mi; D o(x)] Or ma
Yes
mL sc.) Ts) À — 1);
Nous aurons $ — 1 autres relations analogues, correspondant aux variables +,, ..., &,. Démontrons, à l’aide de ces srelations, que l'on à
(82) On, me (T4) ..) Ls À)
à 1 2A(SR— 1). (2À — mi —...— mu +1) ml...ms!l (2 —1)(2A—3)...(2À— 9m —...—2ms;+I1) à 1 > 1 <, Ma + + My À — = À+ = ditet ms Ne 2 A ES at ED _
NS Ceci est immédiat pour les s polynomes
DE RTEe css Les, À), Or CAS 0 05 020 À),
OA 0 ds, M).
En supposant la formule (82) vraie pour le polynome COS AMG AR ONE À):
on voit facilement, à l’aide des s relations, qu'elle subsiste pour le polynomé ©,,,....,7, (is 2. &ss À) OÙ p,, Ps, .…, p,sont respectivement
égaux AUX 7, Mo, -.., M, augmentés ou non d’une unité. La formule (82) est donc démontrée de proche en proche.
72. En supposant la forme quadratique o(x) décomposable en s carrés positifs, nous déduisons de la formule (82)
NE f tot) OR Lise À) OR Li ee do) dm du 0) (s) x
le domaine d'intégration étant $(x)21 et où À <= et
Mk... + Ms ut... + Ms.
73. Considérons les polynomes 2%, ,.(æ,, -.., &,, À) définis par À. 13
le développement I 2 À : = di) Le LE) —g(æ)| = Lars. i As Mon, ms (15 ...) Ds, À).
Ces polynomes sont reliés, comme on le voit facilement, au polynome précédent ©, par la relation
(84) OR Ut Los; À)
Mit +ms x, x à | (æ) —17] É om ( Le pe EE — j : Vo) Vo)
On peut les déduire aussi des polynomes II,(x, À) de même que les polynomes IL, .,.(æ,, ..., &,, À) qu'ils généralisent. On a, en effet,
N E (85) > A AT DC 2e (re 8 02e (ES à).
Mk... + ms = N
74. Ayant mis le premier membre de (53) sous forme d’intégrale multiple, nous avons trouvé
(86) [(1—@ Vi—...— à 5) — 2? —.".. — x? T r(— joe :) X (I1— pi —...— es. ra 0
Supposons la forme o(a) décomposable en s carrés positifs. Soit —=S pa) = (Aa + À a t+...+ Aa) 1=1 une décomposition quelconque. Faisons alors dans l'égalité (86) les changements Xi As; Qi + Aid +...+ Aa, (Ita tas), Vi Aiti+ Auti+...+Asts (i—1,2,,.:45), P= Au + Au +...+Aqus (RO) LE
le premier membre de (86) deviendra identique au premier membre
1e de (83), car il est facile de voir que
EE
d'A A GE A;:@s) (Ati +. D Er APS) — = E,
et l'intégrale du second membre deviendra, en désignant par À le discriminant de la forme o(a)
VA ta [te | ge: La, | Te Lu) | —
Ad du; 2 dr: du,
Set raiL
ne X[1—œ(u)] NU du,
le nouveau domaine d'intégration étant o(w)<1. Il résulte de là la représentation intégrale
(87) DO CD Er CL AN)
en — BOL) 1 do(u)|”":
En remarquant que l'intégrale
__& CKIURE a; dO{u) s+1
RARE TE Ni va PRET 2 dé [r— q(u)] SFA Re du
étendue au domaine o(u)£1, devient, après les changements
Apt +...+ Asus; (E= 1, 2,-.:,5),
jf CA ER) EPS (Ar as Ass (y = pi a p?) 2 do, Ne dp,
étendue au domaine #*+...+ 0 £1, intégrale dont on a déjà trouvé la
valeur, on déduit que l’on a le développement
s 1 DCE del; Ye mt Te (88) EE) 7" (Gt) L(— À) NV GE AE Ty», +. 7 Et CHA IC) Ts À;
on /n el (mu+...+ms 2) quels que soient, d'ele. 0.
76. Les polynomes x, ne sont plus de la classe de polynomes de M. Appell. On peut généraliser les polynomes IL, par des polynomes se rattachant à la forme quadratique (a) et qui soient en même temps de la classe de polynomes de M. Appell. En effet, on vérifie facilement que, entre les polynomes ®,, définis par le développement
[G— ax —...—ax;) + o(a)l JAN arder on a les relations
d D,,,1, LLC TI S da
d D (nu+...+m—2))Dn om = Di TRES Ne ES
Les polynomes plus généraux, définis par le développement de l’ex-
pression [(— am —...— ax)? + SLA
où o,(a) désigne un polynome homogène de degré pen a,, …, a,, sont aussi de la classe de polynomes de M. Appell.
77. De la comparaison des relations (84) et (87) il résulte que
(0 so UD (CZ due ..
AOÛT 1 dQ(U) j———— |" =AVA f |: se re Vera | .
Du développeraent (88) nous déduisons cet autre
Æ HR a ne ou rev)
Ney \ GR AUS
se 22X+1 VT ni T(mi +. omis 2 À
Ode le À) E désignant un des membres de l'identité (58). 79. De l'intégrale qui représente le premier membre de (83) on 8 q
déduit la représentation intégrale de H, premier membre de (39). En cherchant les conditions pour que l’on ait
; do(x) I do(x) re LE rs . © [1 do(u) 1,.4(u) — ete | je du; He er, à | <
dans le domaine d'intégration 9(u)©1, on trouve, comme pour les polynomes U,,...,, en nous servant d’une décomposition en s carrés positifs de ®, qu'il suffit que l’on ait
o(a) <i et Q(T)E Tr.
Si ces conditions sont remplies, le développement (59) est convergent.
80. Désignons par (a) une forme quadratique Ÿ(a,, .…., a.) décomposable en s carrés positifs. Soit o(æ) ce que devient cette forme après la transformation
T; (END MERS
dh(a) (89) DATE,
[ Do(a) sera donc, en désignant par D le discriminant de la forme 4 (a), la forme adjointe à Ÿ(a). En partant d’une décomposition en carrés de
la forme (a)
(90) Va) =Ÿ (ait + ant... + aa) Les)
eten posant
(91) id +. + sas = D; (Etes. S)
on tire
(92) Qi = Bibi + Bab +... + B:b, (1125652) La transformation (89) deviendra, avec ces notations,
(93) 1 01 —+ io0o +... Has bs—= x; (PEL),
et, de la comparaison des deux systèmes (91) et (93), on déduit que l’on aura
bi Bis + Brte+...+ Bi, (ere Si) Donc
(94) CAL (Bar da + Bio do +... + Bisds)?.
VA
Considérons alors le développement s—1
(99) amie aa + c)l ee
== Sara De NO A 0 ae (re ee À)
définissant les polynomes ©,,,..,.(æ,, ..., æ,, À) qui généralisent les DolNnome Ne (2er 20) Du développement
(1—20x+a)}=EarP,(x, À),
qui est absolument convergent six] <<ret|x|=1, on déduit que
(96) >» AP On ms ses Los À)
DOUÉ + des Ve ea Vy(a) à
relation qui nous permet de déterminer les polynomes +, .,, à l’aide
des polynomes P,, et, de plus, que le développement (95) est convergent si (ati+...+a;x,)
da) <1 et A)
pe = 9.
en remplaçant dans ces inégalités Ÿ(a) par sa valeur (90) et en gardant
les notations (91) et (92) on voit que
PS
Ati +... + AD (ous +...+ &si@s) (Bai +. :.—+ Biz);
ei
donc, d’après ce qu’on a vu pour les polynomes de etude relation (94), il résulte que les inégalités précédentes sont vérifiées
SI (a)<r et g(x)£n,
et dans ces mêmes conditions le développement (95) est convergent.
81. Les polynomes ©, et, .,» de même paramètre À, sont des polynomes associés (‘). Démontrons, en effet, que l'on a
ent (97) ' [t— p(x)] 07 Les a nl ce CL 0, {s)
; : : . ‘ à LE + le domaine d’intégration étant o(æ)£1, À < ; et si l’on n’a pas en MO TOMPS 77, — 7200 Mn.
Calculons pour cela l'intégrale
à =f 0 2e pu lie. 20 Ts da] +
X (O7, m dæ; sus dæs
étendue au même domaine. Cette intégrale se réduit, après avoir remplacé ©, par sa valeur (82) et après avoir fait m,+...+m, intégrations par parties, à
DS nm le DU LI De HER av f [1—2ax—...—2a;x;+vV(a)] Ë
Mie. Ms — À
1] X [1r—p(x)] OV Ode
la constante C ayant la même valeur que dans l'intégrale I de (70). Remplacons dans cette intégrale Ÿ(a) par la décomposition (9o) et,
(1) ANGELEsCo, Comptes rendus, 1. CLXI, p. 490.
en gardant les notations de (92), faisons les changements Mid +...+ As As = D; (LEE eee);
Badi ex r = Vi (Er 200%),
on aura, en tenant compte-de (94),
We dote S Jus DD V1 4 00; YPO ER | .
æ m Eh — (orare My Ms
VA
Mit ms — À — =
X (1—yYi—...— y?) Aya etdy, le domaine d'intégration étant y} +...+y;£1 et A le discriminant de #(x). Donc
I étant l'intégrale (70). En nous reportant aux résultats trouvés pour cette intégrale, on voit que
NOR :) ‘à 5 Ai... 4.
5=C(x) SEE A { (me, + ms + 1) V
pour b(a)£+1. Cette intégrale nous prouve que l’on a bien l'égalité (97) et, de plus, que
re Î [1 cs o(æx)] < (OP ne dx; re AH, s)
è (on++ Re =) +:)
… Cr va Dm ++ M —À)
Il résulte de la relation (97) que le polynome ©... de degré m+...+m=N s'exprime linéairement au moyen des polynomes Ÿ,,...n, de degré n,+...+n,— N et que
She fe [1 — o(x)] 0 ND AUS AD) D C0 (s)
( I G> ONE OE c++)
et le domaine d'intégration o(æ)=1.
De cette dernière égalité et de (96) il résulte que
res p,[ Aie, | (s
ÿ(a) b O0. T: s — X Pr RER : Dbr se CO:
VY(b) À même domaine d'intégration, À << _ NÉ ANAEL ee td Die 0 quelconques. | 82. En étudiant les polynomes Vi .m, NOUS AVONS {trouvé re ([— 2h15 —...—2pu,5,+ pu F4 PU) 2 À O—(i+e) (past... + puszs) — it —...—ipu, Pis" Ÿ (s+1) & 3 X [1-2 — ui—...— u?] °de NDS SC r (= 2 :) LEE Es G<-:),
et le domaine d'intégration étant & + &+...+ uit. Si, en gardant les notations de (90) et (92), nous faisons dans cette égalité les changements (He 6).
QUES RES
Li: di + Loi +... + As As — Hi
ii Bit Mio So RAS Es LT;
AE OU; oeil Pi on voit que le premier membre devient identique au premier membre du développement (95) et le second membre deviendra
AVA | (ip) (ar FN Pas) — ram... — ia. ws PAST! (S +1)
s 3 X [r—r— o(w)] dv And, A étant le discriminant de @(a) et l'intégration étendue au domaine + o(w)£1, car des relations
CE AC UT me mL (£
EX
on tire, comme pour (93),
ui Brit BirawWat.. + Bisws (É—=1,2,...,5), et par suite, en tenant compte de (94),
u?+...+ui—=op(w).
Il résulte de là la représentation intégrale C2 2) 0 Va f [a+o)e;+im rm... [Gi +e)xs+ rw, [rs (s+1)
Ri-—#2—o(w)l dde du
même domaine d'intégration #?+ 9(#)£1 et la constante C ayant la même valeur que dans (75). |
83. De même que pour les polynomes V,,,.,, on déduira, de la représentation intégrale précédente des polynomes ©, le développement
_ DE D OCT ES ET
D ES CHOC Mure ) F(nmi+...+ms+s—2À—1) És NÉ RU À) valable quels que soient les a et les x.
84. On peut facilement former une équation aux dérivées partielles
à laquelle satisfont tous les polynomes w,, .,. et ©, de même degré N. En effet, si dans la relation
(1 — a) PE(e, À — —) $—1
RG s)e Pas à) NAN a 81) PA 1) = 0
mi +.
on remplace x par ATi+... + AT,
vy(a)
et qu'on multiplie ensuite par [Ÿ(a)f°, on voit, en tenant compte de (96) et de ses dérivées,
d © on dli+...+a ee DR (2) Pa | RES EE “|:
_—. dx; d(a) D æv ee COTE di
D ag. ages ajax 4 (a)] * PR ES, à — = |
A dt, Va (a) A,
que les polynomes ©, de degré m,+...+m,=—N, satisfont à l'équation aux dérivées partielles
(98) V(a)— (ax +...+a.x,} + (21—s)(am+...+aæ)+N(N—2À+s—1)3—0,
———— ef a; par a dx; 0 ë P dx;
A cette même équation satisfont aussi les polynomes vw, de degré m, +...+ m,= N, parce que ces polynomes s'expriment linéairement au moyen des polynomes ©, de degré n,+...+n,—=N. Il est facile de vérifier ce résultat pour les polynomes V COURIR
où l’on remplace a;a, par
85. Si dans le développement (79) on remplace les a; par a+ et
les +; par Gi / — et que l’on fasse ensuite croître indéfiniment À par des valeurs négatives, la limite du premier membre sera
do(a) 1
e? PAU UN Er RER E 00 0 >}
expression qui coïncide avec la fonction exponentielle par laquelle Hermite définit (‘) ses polynomes U, ;',»", …
De même, si dans le développement (95) nous faisons les mêmes changements, on trouve, comme limite du premier membre,
BLite ass > Ÿ (a) )
(1) OŒEuvres de Charles Hermite, 1. W, p. 301.
qui coïncide avec la fonction exponentielle par laquelle Hermite définit (*) ses polynomes V,,, … car il est facile de voir que, avec nos notations, la fonction par laquelle Hermite définit les polynomes V . peut s’écrire
Pat R, TV.
1 d'U(a) FA APN IR
dU(a) de(x) 1 (ee e* da dx 29 2
da, CRE 2 da
et que ces deux dernières fonctions exponentielles sont identiques en vertu des identités
NOR ae da or CAS
1 dy(a) do(x). 1 dY(a) do(x) 4 da AC RUN) D da, da
(2 SE) = ya)
COST
qui se vérifient sans difficulté à l’aide des relations (go), (91), (92), (93) et (94).
Les polynomes U, ,,.…. et V,». … sont le premier exemple de polynomes associés à plusieurs variables. Nous les retrouvons comme cas limite des polynomes ©... et 0...» qui généralisent d’autres polynomes associés d'Hermite.
On pourra déduire des égalités limites reliant les polynomes U, , vw. EL One Nmnom … Et Pr .un, la représentation intégrale-«les 4poly- HOT ES UPS AN LV Re
86. Du calcul que nous avons fait pour avoir la valeur de lintégrale 5, 1l résulte que
Sul
< 1 7. [r—2aæ—...—0a.x.+vV(a)] EU jt —_o(æ)T dx, nd (s)
_GY on) | VA je =
tant que Y(a)=r, le domaine d'intégration étant o(æ)=1. De cette intégrale et de ses dérivées par rapport à @,, &, ..…., a,nous
(1) Loc. cit.
déduisons
Ss+d s 1
NS e EVE [ 4e) f [1—2ax—...—2a;xs;+ V(a)] ? [1— o(x)] died {(s)
_ui Go)
TE
égalité valable pour (a) 1. On voit de même que pour (73), que cette intégrale est une intégrale singulière, car lorsque Île point (a,,@,, ..., a.) s'approche infiniment près d’un point fixe M de coordonnées (a', a!, ..., a!) situé sur l’hyperellipsoide Ÿ(a) = 1, il n'y a qu’un seul élément qui compte dans l'intégrale précédente : c’est l'élément qui contient le point de coordonnées (x',æ,, ..…., æ.) tel que l'on ait, en gardant les notations (90) et (92),
! ! : (jee 71!
Ba di + Brodn +... + Bisdi = midi + aa, +...+ as,
ce qui nous donne, d’après ce qu’on a vu pour (93),
Ce point est situé sur l’hyperellipsoide d'intégration (x) = 1.
87. Les polynomes V,. , peuvent être généralisés aussi par d'autres polynomes déduits du développement
St
do(a do(a 2 (99) |: æi er D + g(a)| AG Tite CON AC ARR À).
Si dans le développement (95) nous posons
1 do(a)
@Œ; — On 7,
son premier membre deviendra, aux notations près, identique au premier membre de (99). Geci nous montre que les polynomes W,,.... de même degré m,+...+m,= N s'expriment linéairement au moyen des polynomes Ÿ,,.,,, OÙ, +...+n,=N.
Donc tous les polynomes W,. de mème degré N satisfont à l’équation aux dérivées partielles (98) et l’on aura aussi
Eee di [1 — o(x)] PNR ANR dx; LOS dr, — 0, s}
See =) M+...+mÆp+...+p,, le domaine d'intégration étant D(R)E
Ces polynomes W,,, ., peuvent être définis aussi à l’aide des polynomes P,. En effet, on voit facilement que l’on a
> DAT EN RE (LATE Le)
Ë S$ — 1 = OR
en désignant par E un des membres de l'identité (78). De cette relation et de la relation (85) on déduit, de mème que
pour (73), que (100) Ne et De E ere à + ——)
A Tom …m (eu Lee TR =)
en désignant par À Île coefficient numérique du second membre
de (73).
Si dans le développement (99) nous faisons les changements
RE lue ….., ie.
Vo(y)—1 Vety)—1 et es, ER ee EE eu Vo(y) —1 Ve(y)—1
nous voyons que son premier membre deviendra
je HS as + Vs) =} GS p(y)—1 É
et par suite
te Le | UT LVeG)—1 VOIE
(— Rose LORS ER LOT CE drua+...+m, [o( eq 2
… HO S ob FACE |
AY dy
De la comparaison des relations (84), (100) et (ro1) il résulte la formule (82). Nous avons donc une nouvelle démonstration simple de cette formule générale.
88. On pourrait considérer aussi les polynomes définis par le développement de l'expression
[(U—ax—. . .— ass) — V(a) Co(x) A ja.
Tous ces polynomes de degré N s’expriment linéairement au moyen des polynomes ©, de degré m,+...+m,—N. De là les propriétés correspondantes.
89. Jusqu'ici, dans ce travail, nous nous sommes occupé des polynomes définis par le développement d’une expression de la forme
Hs.
Sim — 0, ce développement ne définit plus aucun polynome. Une
fonction génératrice de ces polynomes, correspondant à la valeur =,
est logH,
comme on le voit en considérant la limite
Hé— 7
lim = 0
TROISIÈME PARTIE
Sur une classe de polynomes à plusieurs variables.
1. Imaginons, dans l’espace à s dimensions, un domaine d'intégration D auquel seront étendues toutes les intégrales d’ordre s que nous considérerons, et désignons par K une fonction de s variables x,, Lys -.., &, SusCeptible d'intégration et conservant un signe constant dans toute l’étendue du domaine D. Cherchons le polynome P en x,, La, -.., ©, le plus général d’un degré donné p, vérifiant les condi-
tions (1) Re par ar (u+...+is<p) (s) pour toutes les valeurs positives ou nulles des entiers 2,, &,,..., z, dont
la somme est moindre que p. Soit N, le nombre des coefficients & dans le polynome le plus général de degré p,
HA COTON
Mi+...+Mm;=p
— pm mm P=Æ > ins, ms lie LS Se
Ms +...+ ms =0
En écrivant les conditions (1) au nombre de N, ,, on aura, entre les coefficients &,,..,, autant d'équations linéaires et homogènes qui permettront de les exprimer tous en fonction de : d’entre eux convenablement choisis, en désignant par & le nombre NAN None allons montrer qu'on peut prendre arbitrairement les £ coefficients des termes de degré p dans P, c’est-à-dire
(2) ni, ...,m, (mu +... mp),
les entiers m,,...,m, prenant toutes les valeurs positives ou nulles telles que leur somme soit égale à p. Dans les équations du premier degré (1)
qui déterminent les autres coefficients en fonction linéaire et homogène de ceux-là, le déterminant des coefficients des inconnues &,.. (4 +...+i<p) n'est pas nul. En effet, si ce déterminant était nul, on pourrait supposer les coefficients (2) tous nuls et tirer des équations (1) des valeurs des &,.. ; (1, +...+ t, <p)non nulles toutes à la fois; on aurait alors un polynome P, de degré p — 1 seulement, vérifiant les conditions (1), ce qui est impossible; car, en multipliant chacune des équations (1) par le coefficient
AU RAS à) et ajoutant, on aurait
J KP. de —0, (s)
condition absurde, puisque K a un signe constant.
Ainsi, on pourra résoudre les équations (1) par rapport aux coefficlients &, ..;,(2,+...+i,<p)et les exprimer en fonction linéaire et homogène des coefficients (2). Le polynome le plus général P vérifiant les conditions (x) est donc de la forme
D V PE On, ms V mi, Mss
M +... +Ms—=)
avec z coefficients arbitraires, V,, (M, +...+m,;=—p) désignant des polynomes linéairement indépendants. Ce dernier point est évident, car le polynome V, .,(2,+...+n,=p) contient un seul terme de dose pletermert#rvar,
Nous appellerons les polynomes P, polynomes de la classe (1).
2. Tout polynome en x,, ..., æ, de degré p peut être mis sous la forme d’une somme de polynomes V,. …. de degrés égaux et inférieurs à p multipliés par des constantes.
Pour le montrer, il suffit de faire voir que si ce théorème est vrai pour un polynome de degré p — 7, il l'est pour un polynome de degré p. Soit donc un polynome de degré p, que nous écrirons
sas D (Ds 1) Op li: Ce) > RP A nt... +fs=p
en mettant en évidence les termes de degré p. Le polynome
Ve or » la NE re
it... +ns—=p
est également de degré p et a les mêmes termes de degré p que le polynomeo,(r:. 2). Ladiiérence
Pp(T1 PAU) Vire ECS)
est donc un polynome de degré p—1 exprimable par hypothèse à l’aide d’une somme de polynomes V,,,.
3, Désignons par PA V==r2- Nm NP DEEE ad inf.) les termes d’une suite complète de polynomes de la classe (1); supposons, dans cette suite, les ? polynomes (7 =N,— N,_,) d’un même degré p linéairement indépendants. Donc une relation de la forme
Y—=1 > HP ten
n’est possible que si tous les 4, sont nuls. En mettant dans cette relation les polynomes P/ sous la forme
(3) PY = ba D 50h; NES Fes nm, (y NN Gun G)}e
Mi Em p
nous voyons, comme cette relation n'est possible que pour des valeurs nulles des w,, que le déterminant des coefficients des Von +...+m=p) dans les z relations (3) est différent de zéro. On pourra donc tirer, de ceszrelations, V,... M (m,+...+m,=p) én fonction des P}/(y—1,2,...,1). Par suite, le théorème plus général que le précédent :
« Tout polynome en x,, ...,x,de degré q peut être mis sous la forme d’une somme de polynomes PP(Y= 12%... N IN ucdeares égaux et inférieure à g multipliés par des constantes, les polynomes P°?? de la classe (1) formant une suite complète et les ? polynomes (= N,—N,_,) d’un degré p de cette suite étant linéairement indépendants. »
4. En désignant par P et P# deux polynomes quelconques de la classe (1) de degrés différents p et g, nous aurons évidemment la relation
1 POP dE — 0.
Supposons que l’on ait trouvé, d’une manière quelconque, une suite Complétéedepolynomes AP =" 2) NN; pr 1,2,...adinf.) tels que les zpolynomes (?=N,—N, ,)d’un degré psoit linéairement indépendants et que l’on ait
(4) j ADAM 0; (s)
si p q. Les polynomes A° sont de la classe (1). Pour p — 1 les relations
[KA de … de, = 0 (= LS) (5) nous montrent que les polynomes A°° sont bien de la classe (1).
Notre théorème sera démontré si, en le supposant vrai pour
les polynomes de degré p —1, nous prouvons qu'il l’est aussi STE [ q
pour les polynomes de degré p. D'après le théorème précédent, dr... de (ti, +...+i,<p) peut se mettre sous la forme d’une somme JORTOPnOMe RU GENC Sr. IN N em 2 put tipliés par des constantes ; donc, des relations (4), on déduira que l’on
P P , , , q doit avoir
J Ken... dm. dr=o | (ir... hé<p) (s)
pour toutes les valeurs positives ou nulles des entiers z,, ...,c, dont la sommeest moindre que p. Les polynomes A,” sont donc de la classe (1) et notre théorème est démontré.
5. On peut démontrer de même que, si l’on a deux suites complètes de polynomes Bet CO} (y=1,2,...,N,—N,_;;p —=1,2,.., ad inf.) les z polynomes (1=N,— N,_,) d'un degré p, dans ces deux suites,
mire
étant linéairement indépendants et si
[ KB CS dx, … dæ,—0 (s)
pourpÆgq,aN,—N,,,B©N,— N,.,, les polynomes B;%et.C;#sont de la classe (1).
6. Associons aux polynomes V,. des polynomesadjoints W,, ..». tels que l’intégrale
Ë ne ANRT ee dæy. HUE (s)
est nulle tant que l’on n’a pas m,=n,, ..., m—=n,. Désignons les z polynomes adjoints de degré p par W® (y =71,2,...,N, — N,:,); ces polynomes étant de la classe (1) posons, pour les déterminer, NUE Ga N Sn Cod se ... + MEN, MES A PET PAS
onLo lee ele ere elele pelle ses se eee 6e) vies © ose 7
En AéSISN ALU MDATAN = 120 aN ON) ler Lolrnomes Van +... +m,=p), les polynomes V?’ et W,? désignant des polynomes V et W de mêmes indices m,, ..., m,. Donc
(6) d KV PGE ee=S, AS) u et y désignant des entiers différents. Posons encore, pour abréger,
Co) Av il K VV da; sh dæs (Auv = Av); (s)
et considérons la forme quadratique de z variables y,, 72, ..., y: HV —i
d(Y:: RS DE Au Yu Yv Bæ+v=i
ou, d’après les valeurs des A,,,
RUN SE TR = 0 CraVP EE ya V PE REV dre
Hire
De la première des relations (5) et des conditions (7)nous déduisons le système Gi Ai + Go À +... + Ai Ci, 11 A1 + Lio À 90 +... + ŒsAo; — 0,
1 À 1 + io À +... + GiA;: 0,
C, étant une constante quelconque, car les polynomes W seront déterminés à des facteurs constants près, qui nous permettra de trouver «,,, Lis +, &,; Sans indétermination, parce que le déterminant des coefficients de ces inconnues dans ce système, étant précisément le discriminant de la forme quadratique Ÿ, n’est pas nul, car de l’expression (8) de Ÿ il résulte que cette forme ne peut s’annuler que pour des valeurs de y,, y», ..., y; nulles à la fois. On pourra déterminer de même toutes les quantités à, de (5).
Les polynomes associés W nous permettent de prouver l’existence d’une relation de la forme
Ve 1,771a, es /ts
D ae À RAA as Set ; DRE NS RS
Rat... + =p Vi. +Vs=p—1
où m,+...—+m,—=p et de déterminer les coefficients À... ettu.
7. À toute suite complète de polynomes de la classe (1), DCE T2 6 NN pr 2. ad inf), les z polynomes (G=N,— N_,) de degré p étant linéairement indépendants, on peut associer une suite complète de polynomes
MO NN D 1,0 ua n).)
tels que l'intégrale 1 K WP dx, .… dx,
est nulle tant que l’on n’a pas p — q et u = v. Les polynomes cherchés W°? doivent être de la classe (1); on pourra donc poser, d’après le théorème du point 3,
Wi= BP + Ba PP +... + BP (Vera rn)
Ces v relations nous permettent de déterminer les ?° coefficients By, comme nous l'avons fait pour les «,, de (5). On formera, de même, une forme quadratique qui, mise sous forme d’intégrale, nous montre que son discriminant est positif, les ? polynomes P étant linéairement indépendants.
8. Proposons-nous de chercher les suites des polvnomes UE PORN ON pre 0077) de la classe (1), les & polynomes (:=N,—N,.) de degré p étant linéairement indépendants, qui soient tdentiques à leurs adjoints, c’està-dire tels que l'intégrale
1 KUS/U{" 4x. dx, (5)
reste nulle tant que l’on n’a pas en même temps p = get u = v. Voici comment nous formerons les : polynomes U}” d’un degré donné p. Posons Ur == 1 VO + 2 VA) + CCR == CHAN ISERe = Ne ee NÉE Pen) NE
(9) MUR ME ND Ce Vie
JT CR de Cuir GI Ie NADUTE constantes dont le déterminant n’est pas nul. Nous allons montrer qu’on peut, d’une infinité de façons, déterminer ces constantes, de manière à vérifier les conditions suivantes :
Go) 1 KUP'UP dx, … dx, —0, (s)
u et y désignant des entiers différents.
En gardant les notations (7) et (8) on voit facilement que la condition f AURA EE TT
CAR
devient, si l’on remplace U®” et U? par leurs valeurs (9),
dY (os, CRT) nr: CUICITE Œi2y ses Us) db (œr, Cr) Re
Xz21 2 sn Le : do das Ç 2i da
et, en général, les conditions (10) peuvent s’écrire
DUC Aya -. dyt) DU ei) dd (a Cyi) ya | ES, 5 day: “£ Gas Fe day:
Sous cette forme, on voit que les conditions (10) expriment que, dans l’espace à z — 1 dimensions, les points ayant pour coordonnées homogènes
(CE Œyas +» +» Ci) (Go U223 +» Loi) 40% (is Cia G'OEcr) Qi)
sont les sommets d’un polyèdre de & faces, conjugué à la quadrique Ÿ(Yy,, 2, ..., y:) = 0. Nous avons vu que le discriminant de la forme quadratique Ÿ n’est pas nul. On pourra donc déterminer les ANT OR rm UE à 2e. Mar) 2 0 lis: tn) d'DE tninité de facons, par exemple en décomposant la forme Ÿ en carrés. L’une de ces déterminations étant adoptée pour chaque degré p, on aura des polynomes U}? tels que
(x1) [ KUP'U(® dx, ... dx, —0, (s)
tant que l’on n’a pas p—g et u—vY. De plus, comme les quan- HS 0) be de (au. dr )nesontdéferminees qu’à des facteurs près, on pourra supposer ces facteurs choisis de telle facon que les intégrales
ï RIDE 77 ur 1 NET dz % KID PaT Sr es) (5) (5)
qui ont pour expressions respectives OPA de TT Use 222 Aasho ce d UT 71: Lies = On)
soient toutes égales à l'unité (").
En résumé, nous avons formé des polynomes (Se satisfaisant aux conditions (11) et en outre tels que
(u2) [ RUE ZE 22 =", SA (EN)
quels que soient pet YCY=N,—N,.).
(1) K étant positive dans le domaine D.
Un polynome quelconque d’un degré p, ®,(æ,, ..., æ,), pourra se : (p) le mettre sous la forme d'une somme de polynomes U?? multipliés par des constantes
\ NN r r (13) D Eh. D: A9 UF”,
et des relations (11) et (12) on déduit = f Ron le (s)
On peut à l’aide des polynomes U? résoudre le problème suivant :
Déterminer le polynomeo,(x,, ..., x,), d'un degré donné p, qu rend minimum l'intégrale
J =} KE SC: -.., æs) — PT; FC) dre QUES (5)
f(x, ..., æ,) étant une fonction donnée, bornée et integrable de même que son carré, et la fonction K étant positive dans le domaine d'intégration D.
Remplaçons dans l'intégrale J le polynome 2,(x,, ..., æ,) par son expression (13), en fonction des polynomes U}”, et considérons J comme une fonctions de At One, CN EN Don 7) POUR avoir son minimum, prenons les dérivées de J par rapport à chacune des variables À” et égalons-les à zéro. On aura ainsi
dJ :
. = f K Ca... ds) UN des. des + N° — 0, (s) donc (14) x = | K/(an.. a) UP de. de.
ts) re SN EN rer ne D):
Ces valeurs des À}” rendent minimum J, car les dérivées secondes sont toutes positives et égales à l'unité. Il résulte de ces valeurs des À? que si dans le développement en série de polynomes Léide rer) on s'arrête aux termes de degré p, inelusivement, ‘on obtient précisément le polynome ©, rendant minimum J.
Calculons la valeur de ce minimum J. On voit, en effectuant le carré 5 UP RAR qui est sous signe d'intégration, que
PPT =N;-N;
OR A) 2 OO
T(s) JEU
Eh) les À}” ayant les valeurs (14); donc plus le degré p est grand, plusJ, diminue. Mais comme J;7, doit en tout cas être positive, il résulte que :
La série formée par la somme des carrés des coefficients du développement d’une fonction f(x,, ..., æ,), bornée, intégrable et de carré intégrable dans le domaine D, en série de polynomes U””, est convergente.
De plus, si l’on est assuré qu’il est possible, d’une manière quelconque, de déterminer un polynome p,(x,, ..., x.) de degré n assez grand pour que
PACA) Ep, (rene; | LE
dans toute l’étendue du domaine D, & étant une quantité positive aussi petite que l’on voudra (extension du théorème de Weïerstrass), la série
co Y=N—Nr
NT al = , > DT.
1 À NL
des carrés des cocfficients, est convergente et a pour somme
ROC) AP AR
AE
En effet, en considérant l'intégrale ie KP IE D Ge mo) dr EN dr; (s)
on pourra choisir p,(æ,, ..., æ,) tel que la valeur de cette intégrale soit plus petite que toute quantité n donnée d'avance. Mais au degré nr de p,(æ,, ..…,æ,) ainsi choisi, correspondra le polynome #,(æ,, …., 2.)
pour lequel on a le minimum J.. On à donc
Jr ue
et par suite de (15) il résulte notre proposition.
On voit aussi que, dans les mêmes conditions, le coefficient (14) tend vers zéro, lorsque le degré r de U”” augmente indéfiniment.
Didon (!) a donné un exemple de polynome U}” pour le cas K=1 et le domaine D étant défini par æ°+...+æx=1.
Les polynomes de Didon ont été généralisés par Orlov (?) et par
Steklov (*). On peut facilement former d’autres polynomes U".
ete ten ie Prenons K—= (it) (ir) tr) et 00 maine D défini par æ£r, æ£1, .….,æx;£<1. En posant alors
Pr — Pris À) .. Pratt À dr
P, (x, À) étant les polynomes dont nous nous sommes occupés dans la première Partie, on voit que l'intégrale
EN Eh À i (1 — xi) Ce) AU Ur RER (5)
est nulle tant que l’on n’a pas m, = n;, ..., mn. Plus généralement, on formera des polynomes U}”, à l’aide des
polynomes X}, (4—1,2, ..., s) de degré 77 tels que
Bi He) NX d£=—0 (mn),
k,(æ) gardant un signe constant pour x compris entre &; et G;, où K=—£4,(x,)4,(æ), .…, 4,(æ.,) et le domaine D défini par les inéga- -
Hé se TER TEA EN):
9. Cherchons à former deux suites complètes de polynomes PARPR Cr ne NAN ER 0e dur) les TolNnomes de mème degré dans les deux suites étant linéairement indépendants, tels que
4e RPPR Or dr; 0) {s)
tant que l’on n’a pas p=— q et & — v. Ces polynomes P et R doivent
(1) Annales de l'École Normale, 1"° série, t. VIL. (2) Nouvelles Annales de Mathématiques, 1881 et 188, (3) Thèse, Petrograd, 1881.
être de la classe (x), d’après ce qu’on à vu au point 5. On vérifiera, sans peine, que l’on obtiendra les polynomes Pret (P) , A / RE (YEN NN, d'un degré donné p par la méthode sulvante. On posera
PCA DES ANNEE EE TA 0) PP ps VP + duo VO +... + dos VE
Pr TT Can Ve + jo NP + CC => ii Vipr, puis
RE = Pas VP + Pre VS + + Bar VP,
RP = Bus VO + Ba VO +. + Ba VE,
RG; VP+ Ba VP +. + BV) où l’on désigne par # le nombre N,— N,_,, et l’on prendra pour
CH eee do) (ERRCUTS EE Can) RE UE Lien tte)
(B11» Bis) es Dire (Bo4» Be» er Da) …..) (Bis Br, 0)
les coordonnées homogènes, dans l’espace à z — 1 dimensions, des sommets de deux polyèdres à z faces conjugués l’un de l’autre par rapport à la quadrique Ÿ(y,, ÿ2, . ., yi) = 0 définie au (8).
10. Si d’une manière quelconque on a obtenu une suite complète de polynomes Pay =; 2, MIN N tr, 2, 0, adunf:) derla classe (1), les polynomes d’un même degré étant linéairement indépendants, on peut déduire tous les polynomes de la classe (1); il suffit, pour cela, de déduire de cette suite les polynomes V,,, Voilà comment on procédera pour déterminer tous les polynomes Vin Cte..+n;=p) d’un même degré donné p. Désignons par 9 l’ensemble de termes homogènes de degré pen x,, æ,, .…, æ, contenus dans le polynome P?° et considérons le système formé par lésSrnéquations, : = NN,
pÿ —a;=0 CNE), comme un système déterminant les z inconnues
dans... APS (Mi+ Mat... + M=p);
noustirerons +*...æ* en fonction linéaire et homogènedea,,a,,..., &i. On aura le polynome V,, (nr, +...+n,=p)sidans cette expression de æ"...æ" on remplace les a, par P#”. C’est ce qui résulte du fait que les polynomes PŸ/(y —1, 2, ...,i) sont linéairement indépendants, et que, ces polynomes étant de la classe (1), le coefficient de a...@"(r,+...+r,=p) dans PP est le même que le coefficient de V,. .., dans son expression
p°re == » mms, DEN OPEN O 0 EL SO
Mat. HMS =p
Didon (‘) indique cette méthode pour déduire les polynomes V d'Hermite des polynomes U.
11. Tout polynome P de la classe (1) doit s’annuler dans Île domaine D d'intégration, car s’il gardait un signe constant, l'intégrale
f KPaz, a, (5)
ne pourrait pas être nulle, mais des conditions (1) il résulte que cette intégrale est nulle.
Plus généralement, si un polynome P, de la classe (1), est décomposable en un produit de deux facteurs entiers P — QR, chacun des polynomes Q et R doit s’annuler dans le domaine D. En effet, si le polynome R, par exemple, gardait un signe constant dans le domaine D, l'intégrale
f KOPRS ur, {s)
qui devrait être nulle en vertu des relations (1), puisque le degré de Q est moindre que celui de P, ne le serait pas, car en remplaçant P par QR, elle deviendrait
Fe KORTr EP Ure (s)
ce qui est une intégrale composée d'éléments ayant tous le même signe.
(2)#Thèse, p.25
12. Les polynomes P définis parles conditions(1)se rencontrent dans la résolution d’un problème qui se pose dans la recherche des fractions continues algébriques correspondant à une certaine fonction. Considérons, en effet, la fonction
LINGE EE À) SEA c 0 AD) : AGIT es Ji æ D Do L
l'intégration étendue au même domaine D, dans lequel K(y,, ..., y.) garde un signe constant. Le point (æ,, æ,, ..., æ,) étant pris dans une
région convenablement choisie, on aura le développement
L =!" _S(x) Pr ds : i Lo, 7)
y Vs LU NOR LARG D = SE À Ti TL
valable dans le domaine D entièrement à distance finie.
En posant alors han en K(Y:; ag rs) HR DE) . y? dy: dy: 040 dY:, (s)
nous aurons le développement f(æ,, ..., x.) suivant les puissances négatives des variables ie” I Ah, Mas er Ds
Re) D D nr Proposons-nous de trouver le polynome P, le plus général de degrép
, æ,, tel que le produit
Ph ee Y Au m.
Li... Ts GO ce SET
CD, La.
n’ait plus de termes de la forme ae en OÙ LE, + gti Cp, les z, étant des entiers positifs ou nuls.
Posons Mit...+Ms=p PE > PE AO LE
M +...+ms; =0
et exprimons que le coefficient de =—— dans le produit fP est TIRE
nul, nous aurons
Len On RS =)
a] > ns, ...,ms A ns Léon ms+i, — 0
Mit. 01 —0
pour toutes les valeurs positives ou nulles des entiersz,, #,, ..…., 1, dont la somme est moindre que p. Ces conditions sont identiques, comme on le voit immédiatement, aux conditions (1). Donc le polynome P cherché est un quelconque des polynomes de degré p de la classe (x). On pourrait déterminer complètement le polynome P par des conditions supplémentaires. Par exemple, que le polynome P n’ait qu’un terme de degré p, le terme &*...x%(n, +...+ n,= p}), alors on trou-
vera le polynome V,, .., ; ou bien que les termes de la forme Re
oùE, +... + 1, == p, disparaissent aussi du produit fP, excepté le terme
(| ; n en pat rea Ul +...+2,=p), alors P se réduira au polynome
CE Ca NC
W,..n, qui est le polynome adjoint de V,
HADLS ITS
Calcul approché des intégrales multiples.
13. La théorie des quadratures mécaniques a été étendue par M. Appell (‘) aux intégrales doubles. Nous allons étendre cette théorie aux intégrales multiples, en la précisant et en la complétant sur certains points. Considérons d’abord le cas des intégrales simples.
Soient K(x)une fonction donnée de x susceptible d'intégration dans un intervalle donné a, b, et
J(£)= d+ Mr +at+...+ ax) -
une série convergente dans cet intervalle ainsi qu'aux limites. Pour évaluer l’intégrale
I = ['Kte) de= Ya,
(1) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1890, p. 9.
Li 97h où
b L= f Rs) de
substituons à f(æ) le polynome de degré r — 1
(TXT —L3)(x — ts)... .(æ — x»)
Ste men) re) / 2) (t— æ#,)(æ—x;) (æ LT n ;
; (La — Zi) (Xe — 3) (æ na A)
En ee eee ie el Va Nes ae res sr EN MES se (tr m)(x— tt) (&— 25)
CAD) ° (Tr — Ln1
qui est, d’après la formule de Lagrange, le polynome de degré n —1 qui devient égal à f(æ) pour n valeurs x,, æ,, ..., æ, choisies dans l'intervalle a, b. Nous prendrons pour valeur approchée de l'intégrale I, l'intégrale
b J = K(x) o(x) dx = pi f(æi) + Pa fa) +... + Pa f(&n),
Pas Pas +, Pn désignant des constantes qui dépendent de la valeur de æ,, æ, ..., æ,, Inais non de la nature de la fonction (x). Par
exemple b
Pi
(T—z)(T— 23)... (x —%,) = K dx.
à (T1 2) (Ti —Zs).. (Ai — La) CE En remplaçant f(x,). f(æ,), ..., f(æ,) par les séries correspondantes, on a
Vr=—= 0
\\ \ x à JL D Ay( Pa ÆŸ + Path +... + Path).
Y=0 Si l’on suppose nuls les coefficients DCE ee ENT:
(x) se réduit à un polynome de degré x — 1, o(æx) devient identique 1 po1y 5 T | à f(x), et l’on a alors LES,
quels que soient a,, a,, ..., a,_,. On a donc Pins: Ur — 1; P1T2 + Po Lo +... + Pan — 1:
(16) PT? + Piti +... +Prti il,
4% =, TAC PaTi Pots +... + Par = 1,1.
Ces relations ont lieu quels que soient æ,, æ,, ..., æ,. Pour obtenir une approximation plus grande, disposons de ces » quantités de façon à rendre égaux les ? termes suivants en
Ans Antis ++) ons dans les expressions de I et J. Nous aurons les » nouvelles équations Pa TRE Dits Fi: patio}, (17) PiTi EE Pare Eee Pari n+1»
Air AU | A LE ET Pix: + Pa Lo He Pr TO
On a en tout 2r équations (16)et(17)à2n inconnues p,, Ps, ..., Pr, DD is LOU |
P(z)=h+kiz +2. LH, sat le), le polynome de degré 7 ayant pour racines æ,, æ,, ..., æ,. On aura Br 0, EE) 0, Ne RAC
pouri—1,2,...,n. Alors, en multipliant, dans le Tableau des équations (16) et (17), la première par À,, la deuxième par À,, …, la (nr + 1) par À, et ajoutant, on verra que les coefficients de p,, Pos...) Ph SOnt nuls, et l’on aura
À, 1 + Al +... + ae 1e cn À» 185 0?
De même, en multiplant la deuxième de ces équations par À,, la troisième par À,, ..., la (n + 2)*% par X,, on aura
kl À L Fe. 1 ln + An lo+1 = 6X; +. Au :
et ainsi de suite jusqu’à
À pe Ft À I, + te Ân Le + ee —= 0.
Ces équations, qui déterminent les rapports des coefficients À,, À4,..,
À, à l’un d’entre eux, expriment que le polynome P(x) satisfait aux n relations
b l K(e)Z7P() 770 CP O0 BR an),
qui déterminent le polynome P(x+) à un facteur constant près, à con-
dition que K(x) garde un signe constant entre a et b. Par exemple, ; 1
SK) EX mn a= —1,b—=+1,P(x)est égal à un facteur constant près, au polynome P,(x, À) de la première Partie.
Si K(x) changeait de signe dans l'intervalle a, db, le polynome P(x) pourrait ne pas être déterminé par les conditions précédentes. Il paraît alors possible d'annuler un terme de plus dans la différence 1 — J. Parsexemple, en prenant a = br, K(x) 522 + xs, ail existe une infinité de polynomes du second degré P(x) vérifiant les deux conditions
ue KÉNP()72E= 10; he RP EL) T0;
C’est ce que l’on vérifiera sans peine, en montrant que le polynome P contient deux coefficients arbitraires.
14. Le problème de l’extension de la méthode de Gauss aux intégrales multiples se présente maintenant d’une manière simple. Soient K une fonction de +,, æ,, ..., æ, susceptible d'intégration et gardant un signe constant dans le domaine d'intégration à s dimensions D; FX, æ, .…, æ,) une fonction développable dans le domaine D en une série de puissances
à RS Ms 2m ms PA NAT NC IE ACNOPELACE
L'intégrale multiple d'ordre $
= Ky(r @ 02) dr, dr. dr, (s)
étendue au domaine D, aura pour expression la série
LS I Sue 2 ni,me,...,ms ARE ro ls)
si l’on pose Lors = Krucrs .. HS dx; 0 dæx..
Prenons un polynome complet de degré p en æ,,æ,, ..., æ, Mit... +Ms=pP
—-. m m DT SET) > Dan LEE
Mit... + ms = 0
Désignons par # le nombre des coefficients b,,..,, et déterminons ces coefficients en exprimant que le polynome ©(x,,...,æ,) prend la même valeur que /(æ,, -. æ,) en points (t,,, Dir Pr) (D De La) Co (ide id.) SIluésdans 1e dOMAmneRDiet n’appartenant pas à une surface d’ordrep. Les coefficients db... sont ainsi déterminés par des équations du premier degré dont le déterminant n’est pas nul. Ce polynome pourra se mettre sous la forme
DR Lo) PAT RS Ca 0)
La P;(æi, * x 1 Ts) f(19; Las -: +, so)
les polynomes P,(x,, ..., æ,) étant tous de degré p et ne dépendant pas de la nature de la fonction f(x,, .….,æ,); car on voit que, par exemple, le polynome P,(x,, ..., æ,) sera complètement déterminé par les conditions : se réduire à l’unité au point (æ,,, æ,,, ..., æ,,) et s’annuler aux autres z — 1 points (æ3,, &av, ..., &,,). L'intégrale
| Korea) deu : (s) deviendra Jp (rar dt) + Pa (Ai) Log ve) Ts2) +. «+ pi (ai Laine Der)
Pis Paie: Pine deépendentquede Cr, Lo DD D Cette intégrale J pourra s’écrire sous forme de série
ms
= m m nn m1 m PAUL m m Ju mPiT ii. EE pi ET DU D Ce D)
et l’on prendra J pour valeur approchée de I. Si, dans f(æ,, ..., æ,), les coefficients a,,,,,..M, de tous les termes de degré supérieur à p
(mn, +...+m,>p) étaient nuls, f(x, ...,æ,) serait un polynome de degré p, eto(x,, ..., æ.)serait identique 21%, .,7,). On aurait
donc ==):
quelles que soient les valeurs de z premiers coefficients
5 An mu... + MmsEp), ce qui donne
(ES) Di 274 DT AT De Cia. Diet de PIC Ca lens, pour toutes les valeurs de m,, m,, ..., m, dont la somme est moindre
que p +1, M+M+...+ms£p.
On pourra ensuite chercher à disposer de st indéterminées CN 0) dr 2, detaconarendre identiques sc des termes suivants dans les développements de I et de J, ce qui fournira si équations nouvelles de la forme
ui L $ } ‘ — (9) pirtiais... af + parties ah +... +piatien. ai lin... ps
On aura en tout un système de (s + 1)réquations (18) et(19)à(s+1)c HICONAUCS D Dee De Co Da EN) Vlr 2: le
[I faudra, pour que le problème soit possible, que ces équations soient compaubles et/donnent pourtles points (æ,,, Gays LV il; 2, ..., 1, des points réels appartenant au domaine D et non situés sur une surface d'ordre p.
15. Le cas le plus simple de tous est le cas p = 0,1 — 1. On susbtitue alors à /(x,, ….,x,) une constante f(x,,, &,,, ...,æ,,) égale à la valeur que prend /(x,, ..., æ,) en un certain point (&,,, Æoss +.» Œn) du domaine D. L'intégrale J devient
TR DE =} KA del (s)
On pourra disposer TDOINÉZ Em, +. Li) déliconrasegaler les s termes suivants dans les développements de I'et de J, ce qui
donne Pa Lui — Er: Pit lo 1, See 0? ... Pit do 00 d’où Die ee Sares ES Tan — net se = us 0,0,...,0 AE 00 0,03-..,0
Donc le point (æ,,, æ2,, ..., æ,,) devra être choisi au centre de gravité du domaine D, la densité en chaque point étant égale à K(x,,x,,...,%,). Si l’on forme le polynome Le plus général du premier degré
P—=A,+A,x+At+...+A.t,,
SANNUIANT POUL 1 — Tyi4 Le = Lai rs Li Loi: OI VON CROCrDrANt
A+ An ae AS Le es oosr ARTE O, c’est-à-dire
Al,0,...,0 + AT lors 0e es AS 010.
que ce polynome possédera la propriété
4 Re, (S)
ce sera donc le plus simple des polynomes de la classe (1). Ce polynome égalé à zéro donnera un plan passant par le point fixe cherché
CE LATE do)
10. M. Appell donne, pour le cas de deux variables, deux autres exemples simples, sur lesquels on voit comment les polynomes de la classe (1) interviennent dans cette théorie.
Sur un autre exemple, M. Appell montre que la détermination par les équations(18)et(19)desp;,p., ..,pretdespoints(x,,,2,,...,æ,), vVæ=1,2,..., 4 situés dans le domaine D, peut être impossible.
17. M. Bourget (‘) a apporté à cette théorie, dans un cas particulier, un complément intéressant. Essayons de dégager l’idée générale, qui, croyons-nous, à conduif M. Bourget au résultat qu’il énonce. Consi-
(1) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t, CXXVI, p. 631.
dérons le cas de deux variables. On cherchera, de même, à trouver une valeur approchée de l’intégrale
= f [KZ 7 de dy
par la substitution à la fonction (+, y), qui admet un développement suivant les puissances de + et y valable dans D, d’un polynome (x, y)
tel que = Ko(x, dx dy nul (x, y) UV
donne une bonne approximation. Mais le polynome 9(x, y) sera déterminé par un autre nombre de points que précédemment. Soit P(æ, y) ot Q(x, y) deux polynomes de degré p tels que les courbes PÉZ, 3)=0 et DCE) 0
se coupent en p* points (20) (æi5 Yils Ces Vas -, (T°, Ypr:)
situés dans le domaine D. On prendra pour o(x, y) un polynome d’un Re) degré p es Si DE ee EN NNGNETINES à p° termes. La forme du polynome o(x, y) n’est pas déterminée, elle sera choisie de manière à ce que certaines conditions, que nous allons préciser, soient satisfaites. Nous déterminerons les p° coefficients du polvnome o(x, y) en exprimant qu’il prend la même valeur que / (x, y) en les p? points (20). Il faudra, pour qu’il n’y ait pas indétermination, que la forme de (x, y) ne soit pas telle que les p* points (20) sotent situés sur une courbe dont l'équation contient les mêmes termes en x et y que o(x, y). Le polynome &(x, y) pourra alors se mettre sous la forme
o(æ,7)=P;(z, 7) fe 71) + Pie, 7) fe Ja) ++ Pa(a, Y) (pts Y pt);
le polynome P,(æ, y) étant complètement déterminé par les conditions : être de la mème forme que o(+, y) (c’est-à-dire avoir les mêmes p° termes en æ et y), se réduire à l’unité au point ,, y, et s’annuler en
tous les autres p°—7+1 points (20). Les polynomes P,(x,y) ne dépendent done pas de la nature de la fonction f(x, y). L'intégrale J deviendra
(21) JTE V1) + IL f(x: Ye) Ur © + Ii (Tps, pr),
U= ff KPutæ dx dy.
On verra, comme précédemment, que l’on a les p? relations
où l’on a posé
IL ty} + If y} +... + IL: th pe = Liv
L,,v = [ [Kery dx dy, D
correspondant à tous les termes a#y” qui entrent dans la composition de o(x,y). Ces p? équations nous permettent de calculer les IE,, qui entrent dans l’expression (21) de J, en fonction des coordonnées (20).
En général, si les polynomes P(x, y) et Q(x, y) appartiennent à la classe (1), on aura 2p° + p relations de la forme
où
I 2° y} + IL z', y? +. se + oznyh=l, (+y É 2P)
pour toutes les valeurs positives ou nulles des entiers & et y dont la somme est moindre que 2p. Donc dans les développements de Let J les 2p° + p premiers termes seraient identiques.
Démontrons-le en supposant, pour simplifier l'exposition, p = 2. Prenons pour o(x, y) le polynome
DT, Y)= Got TE + dt: Y + ax.
On aura alors, quels que soient les points (22) (di Ji), (da Ye), (æss Ya) (ai ya) situés dans le domaine D, les quatre relations :
X:=IL + IL + Il, + IT, _ =; X=ILx +Ilz, +Ibz, +IlLzx, 0 0; X=IL Y:+IL y, +IL + Y:—-L:=o, X,= IL 27: + ILzx:y:+ ILx:7:+ Lx, y — Lio.
Nous voulons que l’on ait encore les six relations :
Xs zizi +ILz +ILz? —[L,—0o, XI ME TEE + y?—L:—0, a. X = Ie y; + IL y: + ILxi 73 + IL y; — Lbi=o, XS = IL z, y? + ILz, y2+ La; y2+ Lx, y?—L:=o, Xe Ne + IL xi + Il, x + Il, x — L,,= 0, Xo=1 yi+Il J3+ Il y Ve: 0
Les relations (23) et (24) forment un système de 10 équations à 12 inconnues IT,, IL, I1,, II, etles 8 coordonnées (22). Prenonsles polynomes P,(æx, y) et Q,(x, y) de la classe (x) :
P,(x, y) =A &+B zy +C y +D x+Ey+EF, Q:(x, y) = Aa? + Bixy + CGy?+ Dix + Er +F,.
Donc À Lo+B Li+ClL2+D Lo+E bi+E L,0—=0, AB;+BLi+CL:+D Lo+E Li+E Lo—=o, (25) Abi+B L:+Cl3+D Lhi+Elo:+E L:=o,
Au bo + Bb 1 + Cib,2 + DLo+Eli+Fl5=o, A: L:0 + B;L ; me Gil: + Db,0 + El, + FL, — 0, Ab, + Bill, + Glo,5 + Dili + Elo + Filo1= 0.
On est alors conduit à considérer les équations
AX;+BX,;,+CX,; +D X,+E X;+F X,—o, AX;,+B X;+CX,; + D X;+E X,+F X:—o, AUX EE D OS EN EDEN EE RE EUX: — 0, AXs+BX +CGX; +D,X,+EX;:+F,X:—o, AXE BX + GX DIX +EX,+FX, —0, A, X+BiXs+ GXio+DiX, + EXs+ FX;—o.
On vérifie alors immédiatement, en remplaçant les X, par leurs expressions de (23) et (24) que ce système (26) est satisfait si les points (22) sont les points de rencontre de coniques
P,(x, y) =0 et Q:(æx, y) — 0.
Pour que le système formé par les équations (23) et (24) soit équivalent au système formé par (23) et (26), et par suite être satisfait
pour les mêmes valeurs des points (22), il faut que le déterminant
AMC 010 0 AL CR O NO COR O Ne D'OR MECTMEAMNES Dh ot di Gr Aie ON EMA PE EC PRE EA NP TOR C:
soit différent de zéro, condition qui, en général, est remplie.
Pour le cas de p quelconque la démonstration sera la même, on formera les p? équations correspondant aux (22) et les p? + p correspondant aux (24); il faut seulement tenir compte que, pour p2#4, le polynome (x, y) doit être choisi de manière qu'il n’y ait pas une des p° + p équations correspondant aux (26) qui résulte seulement des p° équations correspondant aux (23), car dans le cas contraire on ne pourrait plus conclure à l’équivalence des systèmes correspondant aux (24) et (26).
Pour que l’on puisse appliquer les considérations précédentes au calcul approché des intégrales doubles, il faut d’abord s’assurer de l'existence des polynomes P(x, y} et Q(x, y) de la classe (x) tels que les p? points d’intersection des courbes
P(2%7) =t00 Met Or) 0
soient dans le domaine D, et puis choisir convenablement le polynome (+, y), ce qui est probablement toujours possible vu le degré d’indétermination du problème.
Dans le cas K —7:1, le domaine D étant a +y?£1, M. Bourget indique, comme polynomes P(x, y) et Q(x, y), les polynomes d'Hermite U,, et U,,,. Les courbes
dP(a— x?— y?}r dP(i—x?— y?}?
Te Le 22 + U,o = —= et U;$ Pi dyP = ©
ee
se coupent bien en p° points situés à l’intérieur du cercle x? + y? = 1. Donnons, pour le cas simple p — 2, quelques détails. Les courbes
U,o—= 32 + y?—1—=0o et Us 2 350
déterminent les points (22)
Le polynome PT, Y)= + MX + y + a32Y
pourra être déterminé de façon à prendre la même valeur que (+, y) en ces quatre points, car le déterminant
DT Vs Ci) à 1 Lo Ya Laÿa DUT):
1 %L, Ys Lie
n'est pas nul. En faisant dans le tableau (26)
BD BD Ro.
APCE, CEA ==, FF, —=—1,
il deviendra | SN Ka XT— O,
3Xo+ Xs — X,—0, Xe Xi Xs— 0, RC Ex 0 Xo+3X3 — X,—0, MX OX EX, — 0,
sur lequel on voit immédiatement que si X, = X, — X, = 0, conditions résultant de la forme de #(x, y), on aura aussi
EX R N- X == XX, — X
Donc toutes nos conditions sont remplies.
On pourrait choisir pour (x, y) un polynome d’une autre forme, par exemple p(r,J)= Bit + Boy + Bsxy + Bix?.
Le déterminant correspondant à (27) sera différent de zéro ; on pourra donc déterminer les coefficients B,, 8,, 8,, 8, dans les conditions A. 18
voulues. De cette forme du polynome #(x, y) il résulte
X:— 0: X2—0; X;:— 0, NE
Du tableau (28) on tire alors
NN, XS Xe x O0.
Pour cette forme aussi du polynome ©(x, y) toutes nos conditions sont remplies.
Dans le tableau (28) X, n’entre pas; on ne s’est donc pas servi de la
relation X,= 0,
qui résulte de chacune des deux formes de ©(x, y). Montrons, à l’aide de cette relation, que
Xu= IL pi + zip + Ici ps +ILaini—hi1=0, Ne — 1,7; Lis IL x, y5 + IL 3 y5 + IL, x, y? — pre oO.
En effet, en tenant compte de
ff erv de dy —0 ét [fer Vus de dy = 0,
il résulte que DE Xuo — X, — 0, X,9 + 2 Xi X, — O.
Donc si X,— o, on déduit X,,—o et X,,— 0. Nous voyons donc, sur ce cas particulier, qu'en employant cette méthode, on peut atteindre le maximum de l’approximation cherchée, car on a la solution d’un système de 12 équations à 12 inconnues et ce résultat peut être obtenu avec différentes formes du polynome o(x, y).
18. Les considérations générales précédentes, sur la méthode de M. Bourget, peuvent être étendues aux intégrales multiples.
On peut voir que, ayant trouvé les polynomes P,(x,, æ,, ..., æ,), Pa (Di; Das ce, Do) , P(d, &,, …, &,) de degré p de la classe (1) tels que les surfaces
CO) Cr re 0: LS 0 Hi) oO, ns PAC RON 0
se coupent en p° points situés dans le domaine D, on pourra déterminer, si certaines conditions que nous avons précisées pour le cas de deux variables sont satisfaites, un polynome o(x,, æ,, ..., æ,) de degré moindre que 2p ayant p° termes et prenant la même valeur que la fonction à intégrer f(x,, æ,, ...,æ,) en les p° points où se coupent les surfaces (29), tel que, en remplaçant dans l'intégrale I, f(æ, Dar eees Ds) PAT DA, Li, …, &,), on ait une intégrale J, les intégrales I et J ayant dans leurs développements tous les termes,
d'ordre moindre que 2p, identiques.
2x) 7, 1< et le domaine D défini par x? +æx+...+x'£1, on peut prendre pour Do HOME P Ep DAles s"polynomes (Ur, (2-2. À), US 05 (ir de À )tque nos ayons étudiés dans la deuxième Partie de ce travail. Montrons que les surfaces
Dans le cas K=(1—x—x
UC 2 À
(30) CE A do A) 0, ST ee na ne ne :
Le or rr ..) Ls, À) — 0
se coupent bien en p° points situés à l'intérieur de l'hypersphère æ+æx+...+aæ—1. Considérons pour cela l'expression
pi;
De SP D D.) ({i—x?—x—...— x?) ? Ù = -
qui est égale, à un facteur constant près, au polynome U,,,.., et faisons le changement
Li —23Vi1— Li — di —...— x; elle deviendra
Donc
U,0,..….o( 1 CA Ts, À)
2 2 25 p _ » À nn) P Vi— 2? ,2 x? |
Mais de la décomposition
5 = {gp pts? pt)... fat "re ; Pete, A) (st pt} (er ui) (ent)
où l’on suppose p pair, les u? étant distinctes et moindres que l'unité, on déduit la décomposition
Ur [ri—pi(i—ai—xi—...—x$)] x [ai—ui(i—xi—...— Ubu e he dei On décomposera de même U, 6.0, ++ conduit aux systèmes de la forme
., U,,..0,- Nous sommes donc
Li pÊ(1— Zi — ai — T$ )»
mi pit 2... 2), DR Ne OC Cities Suite ; at= pti ai at... xt),
qui se résolvent immédiatement en posant S—=x+æ,+...+x et l’on trouve pour +°,x;, .…, æ?, S des valeurs positives et moindres que l’unité. Ceci nous prouve que les points de rencontre des surfaces (30) sont au nombre de p° et situés à l'intérieur de l’hypersphère 2 2 2 h 1 Ô ti+æ,+...—+æ—=1. La démonstration sera la même pour p impair, à cela près, que la décomposition du polynome U,, 4 par exemple, contiendra le facteur x,.
Vu et approuvé :
Paris, le 20 janvier 1916.
Le Doyen DE LA FACULTÉ Des Sciences, Pauz APPELL.
Vu et permis d'imprimer :
Paris, le 20 janvier 1916. LE Vics-RECTEUR DE L'ACADÉMIE DE Paris, L. LIARD.
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