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INTRODUCTION
Jans ce travail on étudie l’algèbre des opérateurs linéaires en s’attacl ant plus spécialement aux propriétés de commutativité.
Dans le chapitre I on passe en revue les propriétés d’un opérateur linéaire A sur un espace vectoriel à » dimensions (hypothèse conservée dans les deux chapitres suivants). On étudie les sous-espaces stables pour A.
Dans le chapitre II on commence par étudier Panneau r'(A) des commutants de À et son centre r"(A). On donne une démonstration très simple du théorème classique 7"(A)—r(T, A) sous une forme un peu plus générale. La fin du chapitre est consacrée à l'étude de la permutabilité. Le théorème 19 donne deux conditions nécessaires pour que deux opérateurs linéaires permutables soient fonctions d’un même troisième. Cette question avait été posée par G. Frobenius![6 |; le premier contre-exemple a été donné par H.B. Phillips [16], mais la réponse négative à la question de G. Frobenius était déjà virtuellement contenue dans un Mémoire de C. Jordan [9].
Le chapitre LIT est consacré à l'étude des anneaux commutatifs d'opérateurs linéaires. On démontre que si le corps de base est parfait on peut se ramener à l'étude d’anneaux nilpotents. Diverses propriétés sont démontrées. On s'occupe surtout des anneaux commutatifs maximaux, C'est-à-dire non contenus dans un anneau commutatif plus grand. On détermine un certain nombre d’anneaux particuliers, ce
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qui est l’occasion de rectifier une erreur d’un Mémoire de C. Jordan[9]. A la fin du chapitre on précise les relations entre l'étude des anneaux commutatifs et celle des systèmes hypercomplexes. On en tire quelques applications : Énoncé d’un critère de maximalité qui, en particulier, permet toujours de conclure lorsque l’espace a moins de six dimensions; formation d’un exemple général d’anneau commutatif tel quant).
Dans le chapitre IV on passe à l’étude d’un opérateur linéaire sur un espace vectoriel quelconque. On utilise presque exelusivement le langage des groupes abéliens à opérateurs. Deux cas sont surtout envisagés, qui correspondent à un groupe primaire ou à un groupe de rang 1. Dans le premier cas on montre que r"(A) coïncide avec la fermeture de r(1, A) pour la topologie finie, résultat qui à notre connaissance n’avait pas encore été publié (!). Dans le deuxième cas on montre que la plupart des propriétés des opérateurs linéaires non dérogatoires se généralisent.
Dans le chapitre V on s’occupe des anneaux commutatifs dont les projecteurs forment un treillis complet. Les propriétés démontrées présentent une certaine analogie avec celles de l’anneau engendré par un opérateur autoadjoint dans un espace de Hilbert. Par exemple R’ coïncide avec la fermeture de r(R, 1) pour la topologie finie, on peut aussi décomposer le spectre de R en une partie ponctuelle et une partie continue. Mais tout ce qu’on fait ici a un caractère purement algébrique.
Les principaux résultats de ce travail ont été résumés dans quelques Notes aux Comptes rendus de l’Académie des Sciences (?).
Je uens à remercier M. J. Dixmier de ses conseils amicaux et de ses encouragements constants, M. le professeur N. Jacobson des indications précieuses qu'il m'a données, M. le professeur P. Dubreil de sa bienveillance et des suggestions qu’il a bien voulu me faire.
(:) M. 1. Kaplansky nous signale qu’il a obtenu ce résultat, indépendamment et sous une forme un peu différente. Nous démontrons d’ailleurs un résultat un peu plus général au théorème 33.
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J’exprime toute ma reconnaissance à M. le professeur G. Julia qui m'a fait le grand honneur d'accepter la présidence de cette thèse. Je tiens aussi à remercier M. le professeur L. Schwartz d’avoir bien voulu s'intéresser à ce travail.
Nous pensons utile de préciser maintenant quelques notations et résultats qui seront utilisés dans la suite.
Un groupe abélien à opérateur est un groupe abélien E, noté additivement, sur lequel opèrent les éléments d’un anneau R avec les conditions :
(1) a(u+v)—=au + ay (aeR; u,rEeE);
(2) (a+ bu = au + bu (a, bER; ueËE); (3) (ab)u — a(bu) (a, bER; ueEËE); (4) R contient un élément unité qui est opérateur identique.
Nous dirons brièvement que E est un groupe abélien sur R. Si plusieurs anneaux opérent sur le même groupe E, nous utiliserons la notation É, pour désigner E considéré comme groupe abélien sur R. Enfin si E n’a pas d’anneau d’opérateurs, on considérera l’anneau des nombres entiers comme anneau d'opérateurs.
Un sous-groupe de E est une partie F de E qui possède les pro-
priétés :
(5) u,veF entraîne uwu—verF; (6) ue”, aeR entraîne aueF.
Soit E et F deux groupes abéliens sur le même anneau R. T étant un homomorphisme de E dans K posons
T(o)={ueE|Tu—o})— ensemble des ueE tels que Tu—o.
=. A) ATEN — T(o) est un sous-groupe de E. Soit w la classe de u modulo T(o), en
posant u+e—=u—++, au— au, on obtient un groupe sur R que l’on —1 3 Æ
note E/T(o), ou si il n’y a pas de confusion à craindre E. La trans- _ a __ 1 " formation T : u > Tu est un isomorphisme de E/T(o) dans K.
F,,...., F, étant des parties de E on note (F,, ..., F,)lepluspetit
sous-groupe de E qui contient F;, ...,F, Silona E—({wl1el})
où les w; sont des éléments de E, on dira que les 4; forment un système
HN
de générateurs de E; ss E—(u), où ueE on dira que E est monogène ou cyclique.
Soit F une partie de E, S une partie de R, on pose
SF—{au|laes,uer).
S1 E est monogène on peut écrire E = (u) = Ru.
N(F) = {agR|aF —o) est un idéal gauche de R appelé annulateur de F. FCG entraîne N(F)35 N(G).
N(E) est un idéal bilatère de R, soit a la classe de 4 € Rmodulo N(E) et R l’anneau de ces classes, obtenu en posant a + b= a + b, ab — ab. On peut considérer E comme groupe abélien sur Ren posant au = au. On voit que les notions de sous-groupe dans E, et Ex coïncident. On a d’autre part :
Tuéorème 1. — Si E est monogène 1l est isomorphe à R—RIN(E) considéré comme groupe abélien sur R.
Démonstration. — R peut être considéré comme groupe abélien sur R en posant ba— ba. Si E—(u) on vérifie que la correspondance T(a) = au est un homomorphisme de R sur E, on achève en
remarquant que T(o)= N(E).
Si E est somme directe des sous-groupes E;, €, on écrit
El
Supposons que E—E'+E". La transformation T définie par T(u+u!)=u/,u el, u"eE/ est un endomorphisme de E que nous appellerons projection sur E’ parallèlement à E/, ou simplement projection sur E’ si il n’y a pas de confusion possible.
Rappelons maintenant quelques résultats d’algèbre.
Taéorème 2. — Si E—(u) et si R est commutatif, tout endomorphuisme de E est de la forme Ve — av où a ER.
Démonstration. — On a Tu—au, tout FE&E est de la forme bu, d’où
No PAT bau — abu — ar.
ARC RARE
Soit R un anneau d’intégrité (commutatif, à élément unité et sans diviseurs de zéro) tel que tout idéal de R soit principal (engendré par un seul élément). On note (a, ..., a;) l'idéal engendré par &, ..., 4€ R. Tout idéal se décompose de façon unique en un produit d’idéaux premiers.
Si a et b sont premiers entre eux, c’est-à-dire si (a, b)—(r) il existe À, LER tels que ka + 11h —1. À est unique modulo (b) et y unique modulo (a). Plus généralement on a :
THéorëMe 3. — Si a, ..., a, sont premuers entre eux deux à deux il existe À, ..., À ER tels que DRE de plus À; est unique 11 j£i modulo (ai).
THéORÈME 4. — Si p est prenuer, R/(p) est un corps.
Pour toutes les questions d’algébre nous renvoyons aux traités de
P. Dubreil [ 4] et de B. L. van der Waerden [24].
I. — Espaces vectoriels. Opérateurs linéaires
Soit E un groupe abélien sur un anneau R. Si R est un corps commutatif K on dit que E est un espace vectoriel sur K.
Un opérateur linéaire sur E est un endomorphisme de E.
L'ensemble des opérateurs linéaires À qui sont des applications biunivoques de E sur E est le groupe linéaire général de E; on Île note GL(E, K); lorsque E à » dimensions, on utilise aussi la notation GL(n, K); l'opérateur identique Ï est l’unité de ce groupe.
Deux opérateurs linéaires A et A’ sont dits semblables si il existe SE GL(E, K) tel que A'—S "AS. La relation de similitude est une relation d'équivalence. La relation A'= SAS peut aussi être interprétée comme suit : Si A est représenté par la matrice As dans la base > —/}7,, ..:,u, } Asera représenté par la matrice ÀA;5—5S "Ass
Mere
dans la base SÈ—{Su,, ..., Su,}. Notons que si /(A) est un polynomeren A MAIS AS'entraine (A) S%:/(A)S;:
Dans toute la suite on étudie les propriétés des opérateurs linéaires qui se conservent par similitude, ou comme on dit aussi, qui sont invariantes relativement à GL(E, K).
L'étude d’un opérateur linéaire A, à une similitude près, peut être ramenée à l'étude d'un groupe abélien à opérateurs, à une isomorphie près. Soit R—K{x] l'anneau des polynomes en æ à coefficients dans K. On peut construire un groupe abélien sur R en posant
LIU = TAN, [/(x)ER, ueE |.
On obtient bien ainsi un groupe abélien à opérateurs E,.
Soit E, le groupe à opérateurs construit de façon analogue à partir de l'opérateur linéaire A’ (E’ désigne l’espace E lorsque A’ opère sur lui). |
Supposons que A= S-'AS où SEGL(E, K). S-! définit un isomorphisme de E, sur E; car
STt(u+p)=STtu + Sp (u, EE), ST'(f(æ)u) SC) Su—)(H)S eu (ER, ueE).
Inversement si S7* est un isomorphisme de E; sur E, on peut Échro AS TAS et Se CGETE NN):
L'étude de À à une similitude près se ramène donc à l'étude d’un groupe abélien à opérateurs à une isomorphie près. Ce point de vue très intéressant a été introduit par W. Krull [12], [13]; nous Padopterons dans toute la suite.
II. — Étude d'un opérateur linéaire
Soit À un opérateur linéaire et E,le groupe à opérateurs construit à partir de À. On sait que :
1° R—K{x]est commutatif contient un élément unité et est sans diviseurs de zéro; 2° Tout idéal de R= K{x | est principal ;
3° L'unité de R — K[æ] est opérateur identique.
RE
Supposons maintenant que E a » dimensions. L’annulateur de E, est un idéal (©) de R—K{x]; nous allons montrer que o(x) 0. Entre les »°+1 opérateurs linéaires [, A, ..., A" :1l existe une relation
linéaire TU, A;A;—= 0. Le polynome f(x) est Æo et E(o): donc (9) < 0 ou si l’on préfère p(x) o.
Finalement nous n’utiliserons pas en général l'hypothèse que E a n dimensions, mais la condition légèrement plus large;
4 L’annulateur de E est un idéal (0) 0.
Le polynome © qui engendre N(E) n’est défini qu'à un facteur constant près. Nous fixerons ce facteur constant en convenant de prendre pour © un polynome dont le coefficient de la plus haute puissance de æ vaut 1 (on dira que © est normalisé). On peut définir @ comme le polynome normalisé non nul de degré minimum parmi ceux qui vérifient o(A)— 0. On appelle o(x) le polynome minimal de A.
COMPOSANTES PRIMAIRES DE À. — T'HÉORÈME 5. — Soit © — 9,02, ...,0, la décomposition de © en facteurs primaires (o;, polynome premier à la 1 ! ) puissance a;). Ex est somme directe des sous-groupes = | : o® i) E. De JA
plus l’annulateur de E; est (o:).
Posons d;— [| o;. On vérifie que E;= ÿE est un sous-groupe de E,.
Montrons que Ex + E; :
tel La somme est bien directe car si u&E;N({E;lj<t}), on a qu — 0 etbu— 0, d'où (p;, bi)u—(1)u = 0, d'où u —0. Les E;engendrentE,
en effet : D’après le théorème 3 on peut écrire 1 Dit avec /;€ Ki.
On en déduit pour EE,
nee x “= fiiu et YWuedE—=E,
ti
AS NULS
Reste à montrer que N(E;)—(®;). On a o&E;= o;dE =9E—o, donc N(E;)3(v;). D'autre part de N(E;)4;E = o on tire
N(E)He(?)=(p)(), d'où N(E:)C (qi),
d’où finalement N(E;)—(o;).
Traduisons le théorème 5 pour A. On dit qu’un sous-espace F de E est stable pour À si AFCKF. On voit que la notion de sous-espace stable pour À coïncide avec la notion de sous-groupe de Ex. E est
s N somme directe des sous-espaces stables E;: E=S +E;:. Dans E,;,
el :
A induit un opérateur A; dont le polynome minimal est +;. On dira que A; est un opérateur primaire. À est somme directe des opéra-
teurs A;, ce qu’on écrit DE Les A; sont les composantes DA primaires de A.
L'étude d’un opérateur quelconque se trouve ramenée à celle d’un opérateur primaire.
Tuéorime 6. — J{ existe un polynome gi(A) qui induit zéro
dans E;(j Æi) et 1 dans E;.
Partons de d;(æ) qui vérifie déjà du — 0, uEE jt). Comme (œi, Vi) = (1) il existe ER tel que f;b:=1 (@;:); on a alors Jfidtiu = 0 [ueËE,;(y i)] car déjà du = 0; out (ueE;) car Jidi=1 (mod 6;).
Le polynome fiC(A)D;(A) répond à la question.
ETUDE D'UN OPÉRATEUR PRIMAIRE. — Soit À un opérateur primaire de polynome minimal %, d polynome premier de R.
TuéorÈme 7. — E, est sonune directe de sous-groupes monogènes isomorphes à R}(W)(B a). Le nombre n3 de sous-groupes isomorphes à RJ(®) est unique (c’est-à-dire la décomposition est unique à une isomorphie près).
RC es
Pour la démonstration nous aurons besoin de la notion suivante : On appelle hauteur h(u) de u&ëE et <o la borne supérieure des entiers n tels que de = u soit résoluble en + dans E. On n’exclut pas que h(u)—=, mais ici Ÿ*E — o entraîne que h(u) € «.
Posons
Be fvEeB duo" et E=luvel |A(u)=T—-1) (=7T,.., #1). On vérifie que les E; sont des sous-groupes de E, et que releases 0
N(E, ) est un diviseur de (4) puisque LE, — 0; comme d est premier on a N(E,)—(Ÿ). On peut considérer E, comme groupe abélien sur R/(4); R/(Ÿ) étant un corps E, est un espace vectoriel. Il existe donc dans E; des éléments ; formant une base et tels que
F7—= ur > 2e (ui).
iElk
Dans cette formule il n’est plus nécessaire de préciser si l’on considère E, comme groupe abélien sur R ou sur R/(4).
Sirel, on a A(u;)—k—1, donc il existe ,€E tel que Lte; = ui. Nous allons montrer que (première partie du théorème) :
En= > +(#1) +. + D + (e) =D +(s).
el, ‘et, i
La somme est directe. Supposons que(#;)n({+; STE) = < lo; on a FNE, 0 car si N(F)—({f) on a ff tF-Zoet CE,. En remarquant que (#)N EE — (u;)onobuent (4)Nn(u;/jt)=FNE;Z0); ce qui est une contradiction.
Les v; engendrent Ex. Soit EE et N(r)—(b);onaditveE, et comme A(ŸE 16) £— 1, on aura
0, OR o pr fut + fu (RER),
iElk iEl, RE Q :
gi p — LS 1N Jivi+ ee ee 1 Y fivi= Vans L'.
itElx iEI,
Le]
ce OS:
On a YE (6 — 6) —o ce qui vous ramène à exprimer en fonction des +; un élément annulé par Ÿ". La propriété est démontrée par récurrence.
Soit #tel que N(e;)— (48). D'après le théorème 1 on a (:) © R/(4P). Le nombre 4 de sous-groupes (e;) isomorphes à R/(4°) est la puissance de l’ensemble d'indices [4 ou encore la dimension de Eg/E3,4 considéré comme espace vectoriel sur R/(L). On voit que 3 est indépendant de la décomposition, ce qui achève la démonstration du théorème. à
Avec Mc Duffee[5 | nous dirons que A est un opérateur compagnon du polynome © si E, est monogène et si le polynome minimal de A est 9; cela se traduit par E;—(u) © R/(o). On voit que dans (w:), 1€]; l'opérateur induit par A est un opérateur compagnon du polynome f.
INVARIANTS DE STRUCTURE D'UN OPÉRATEUR LINÉAIRE. — Des théorèmes 5 et 7 on déduit :
La
TuéorÈme 8. — Sort À un opérateur linéaire et p— 4%... di la
décomposition de son polynome minimal o en produit de facteurs premers. À est déterminé à une similitude près par les nombres n;is d’opérateurs compagnons des diviseurs prématres VP(B—1,...,œ31—1,..,8) de 9.
La décomposition de À en somme directe d'opérateurs compagnons des diviseurs primaires de © est ce qu'on appelle la deuxième forme normale de À. La première forme normale s'obtient en faisant des regroupements : On obtient un opérateur compagnon de 9 soit A, en faisant une somme directe d'opérateurs compagnons de L(1=1,...,s). On forme ensuite À, opérateur compagnon de ©’ où 9’ est de degré
maximum, ete. ®, 9, ... sont les diviseurs élémentaires de A. La décomposition A—A,+A,+... est la première forme normale;
c’est elle que l’on obtient quand on utilise la méthode des diviseurs élémentaires.
L'étude de la structure de À est ramenée à lPétude de la structure
ANS
de lopérateur compagnon d’un polynome primaire d. Un tel opé-
rateur est bien connu puisque alors E, = R/(47). Par exemple les sous-cspaces stables pour À, c’est-à-dire les sous-groupes de E,, correspondent aux idéaux de R qui divisent (4#). La suite des diviseurs de (4) est (W)c(Ÿt)c... E(L)c(). Les sous-espaces de E stables pour À sont donco CF EC ...CLECE. Ce dernier résultat montre que À ne se laisse plus décomposer en somme directe de deux opérateurs.
On dit qu'un opérateur linéaire est non dérogatoire si son polynome caractéristique dét(z[ — A) coïncide avec son polynome minimal +. En partant de la deuxiéme forme normale on voit que cela signifie que les composantes primaires de À ne se laissent plus décomposer, ou encore que À est opérateur compagnon de son polynome minimal.
III. — Treillis des sous-espaces stables pour un opérateur linéaire.
Un treillis £ est un ensemble partiellement ordonné tel que tout couple d'éléments a, be £ possède une borne inférieure : inf(a, b) et une borne supérieure : sup(a, b).
L'ensemble des sous-espaces de E stable pour A, c’est-à-dire l’ensemble des sous-groupes de F, forme un treillis £, pour la relation d'inclusion. On a en effet
inf(F, G)=FUG, sup(F, G)=(F,G) (F, Gen).
Le traillis £, est distributif si F, G, HE £, entraîne (F, GUH —(FnH, Go).
Nous verrons que cette propriété caractérise un opérateur non dérogatoire,
LL, posséde un plus petit et un plus grand élément, à Savoir Zéro et E, Nous dirons que G est un complément de Fe£,s E,=F+4+G; si tout FE £, posséde un complément nous dirons que A est complétement réductible.
Le produit direct de deux treillis ©, £' est l’ensemble des couples (a, a'),4€f,wef ordonné par la relation (a, a) (D, b') si et seulement si ab, a, Végalité n'ayant lieu que ab;
ab", On définit de façon analogue un produit quelconque de
treillis. Un produit de treillis distributifs est distributif.
A DÉS
Tuéorème 9. — £, est isomorphe au produt direct des treillis 8, associés aux composantes primaires À, ..., À,de A.
Soit Ex —E;+...4E, la décomposition obtenue au théorème 5.
PF, est le treillis des sous-groupes de E;. Il suffira de montrer que
pourtou FEf,onakK D: + FNE;. La somme Z+FNE:est bien IA)
directe car ËÈ + E; l’est déjà ; comme FAE;CEF onaura FDÈ+FANE:.
Soit ueF et g: les polynomes introduits au théorème 6. On
au Da iu avec gu€Ë;, ce qui achève la démonstration.
Tuéorèue 10. — Une condition nécessaire et suffisante pour que À soit non dérogatotre est que #, soit distributrf.
D’après le théorème 9 il suffit de faire la démonstration dans le cas où À est primaire. Nous reprenons les notations du théorème 5.
S1 À est non dérogatoire ©, est un ensemble fini totalement ordonné, donc est distributif.
S1 À est dérogatoire E, est un espace vectoriel à plus d’une dimension sur R/(4), donc le treillis ?, des sous-espaces de E, n’est pas distributif. f, qui prolonge f, ne sera pas distributif.
Taéorèue 11. — Une condition nécessaire et suflisante pour que tout élément de P\ possède un complément est que dans la décomposition du polynome minunal © de À en produit de facteurs premiers, tout facteur Jigure avec l’exposant 1.
La propriété d'existence d’un complément se conservant pour un produit direct de treillis on peut encore se limiter au cas où A est primaire. Soit 9—4* où d est premier. Si E,=/{ueE|Qu—o) est. <E al n'existe pas Reftel que EÉ=FE cr stper, et FE, on a FNhE,;<o [soit ueF, &E, et N(u)—(&f); on a WUuEFNE,]. EE, est équivalent à à —1; la démonstration s'achève en remarquant que E, est un espace vectoriel sur R/(4),
donc que si E — E, tout élément de f, possède un complément.
I. — Généralités
Dérmirions. — Soit E un espace vectoriel quelconque sur un corps commutatif K et @ l’ensemble de tous les opérateurs linéaires sur E. Une partie R de @ est appelée un anneau d'opérateurs si :
(1) A,BER entraine A—BER; (2) ÀA,BER entraine ABER'; (3) AER, 1ekK entraine ÀAAER.
Les conditions (1) et (2) sont nécessaires et suffisantes pour que R soit un anneau au sens usuel, mais on a l’habitude de réserver le nom d’anneau d’opérateurs à un ensemble R qui vérifie aussi (3). Un ensemble vérifiant (1), (2), (3) est maintenant souvent appelé une algèbre d’opérateurs; nous conservons l’appellation traditionnelle d’anneau d’opérateurs. Par exemple G est un anneau d’opérateurs.
Si l’on fait abstraction de la façon dont les opérateurs de R agissent sur E, cela revient à considérer R comme algèbre tout court (sur K), ou ce qui est la même chose comme système hypercomplexe (sur K).
Si AB — BA pour tout A, BER, R est commutatif.
Soit M, N, ... des parties de G@; on note r(M, N, ...)le plus petit anneau contenant M, N, .... Par exemple r([, A) est l'anneau des polynomes en A.
Deux anneaux R et R’ sont dits semblables si 1l existe S € GL(E, K) tel que S-'AS parcourt R' tout entier lorsque À parcourt R tout entier. S1 l’on pose SAS —T(A),ona
(4) T(A+B)=T(A)+T(B) car S—(A + B)S—S-1AS + S1BS;
T(AB)=T{(A)T(B) CHR TASSE LASSARBS
(6) LDAANE= AR CAN CARS ARS =) Sn AS:
(7) T est biunivoque car la formule A’— S-1AS est inversible.
Une transformation T vérifiant (4), (5), (6), (9), est un isomor-
Le
phisme des structures de systèmes hypercomplexes de R et R'. Deux anneaux semblables sont donc isomorphes en tant que systèmes hypercomplexes mais la réciproque n’est pas vraie. (On rencontrera des exemples).
L'ANNEAU DES COMMUTANTS D'UN ANNEAU. — Soit R un anneau d’opérateurs linéaires. L'ensemble des opérateurs linéaires qui permutent avec tous ceux de R est un anneau R’ que l’on appelle l’anneau des commutants de R.
On peut itérer l'opération R + R'; on obtient ainsi R'æ(R'), etc. Si RCS cela entraîne R/3S'; cette remarque jointe à la propriété RER" montre que
RÉQGRUERNES RESRMEARNE ee
Taéorkme 12. — Si R est commutatif R' l’est ausst et l’on aRCR"'CR!.
R commutatif entraîne RCR’, d’où R'3R/". D'une façon générale le centre de Rest RAR’; donc ici le centre de R’ est R'NnR'— R’. R' est commutatif et l’on a RCR'CR!.
DécomPposiTION D'UN ANNEAU D'OPÉRATEURS. — Soit E = E, + EF, où E, et E, sont deux sous-espaces de E stables pour un anneau R d’opérateurs (c’est-à-dire stables pour tous les opérateurs de lanneau). Soit R, et R, les anneaux induits par R dans E, et E,. Si quels que soient A, €R,, A, €R, on a A, TA,ER on dira que R est somme directe de R, et R, et l’on écrira R=R, +R..
Soit P la projection sur E, parallèlement à E,. R=R,+R, entraine PER’. Supposons inversement que PER’, les sousespaces E, = PE et E, — (1 — P)E sont stables pour R. Tout A€R s'écrit- A—PA<+(I—P)A, ce qui montre que RCR, +R, sans qu’on puisse affirmer l'égalité. On vérifie que R, et R, sont homo-
morphes à R, on dit que R est somme sous-directe de R, et R,.
Si l’on suppose PERNR',onaR=R,+R,,en effet : soit A, ER,, A, € R;; À, est la trace sur E, de A ER, et À, la trace sur E, de BR. OntamAr A ee PAR (B — PB) ER. Ainsi les projecteurs du centre R'NAR de R conduisent à des décompositions en somme directe. Il y aura intérêt à les étudier, nous le ferons au prochain paragraphe.
cr Ju
Remarque. — La propriété R/— R"— = (R7)" montre Que l’on aura
toujours des décompositions simultanées de R et R'en somme sous-
directe.
IT. — Treillis de projecteurs.
Ordonnons l’ensemble des projecteurs par la relation {PQ si et seulement si PQ = QP — P, P — Q ayant le sens usuel ».
Définition. — Nous dirons qu’une famille £ de projecteurs forme un treillis si :
(Gt) P,0ES entraîne PO OPHEPOE PO ÆPEEOPPO ES AP 0er et PQ entraîne P—QEeZ£.
Les conditions (1) et (2) sont plus qu'il n’en faut pour avoir un treillis au sens strict de ce mot; mais elles sont toujours réalisées dans ce que nous faisons.
Onvéritesquerinf(P,0)=PO'Ee ant Q)—P+Q. Par
exemple les projecteurs d’un anneau commutatif forment un treillis.
Taéorèue 13. — Un treillis de projecteurs est distributif. Il faut vérifier que si P, Q, Se£, on a (P+Q)S—=PS+OS,
(P+Q)S—(P+Q—PQ)S—PS + QS— POS, PS + OQS — PS + QS — PSQS — PS + QS — POS.
Tuéorèue 14. — Tout treillis £ de projecteurs sur un espace vectoriel
à n dimensions est fint et est engendré par ses projecteurs munt- Mau Pise qtu vériientbs or)
Pourn—tvlethéoremestemdenteSon ro -1, ele ete 0
Pour tout Q ES, on a Q —PQ+(I—P)Q, ce qui va per
mettre d'achever la démonstration par récurrence. Dans PE, £ induit
un treillis engendré par P,, 2% P:vérifiant PP =6( yet
dans (I— P)E, £ induit un treillis engendré par P,.,, ..., P, véri-
Han = 00e D Ont ANR Por 7 D 2 est
engendré par P,, ..., P,, de façon précise tout projecteur de £ est de
lé forme Ÿ w;P; avec w;— 0 ou 1. Le plus grand projecteur de £
D URL DEP pe
III. — Étude des anneaux 7 (A), 7 (I, A) 7’ (A), r” (A
On suppose maintenant que E est un espace vectoriel à x dimensions sur le corps commutatif K. Soit A un opérateur linéaire sur E, r(A) Panneau engendré par À, r({, A) l’anneau des polynomes en À, r'(A) l'anneau des commutants de A. Comme r(A) est commutatif, on à
CAS CR (BIA) Cr ICAS CTIC"),
r'(A) qui est le centre de r'(A) est aussi commutatif. * Il est pratiquement équivalent d'étudier r(A) ou (I, A); on a le théorème suivant :
Taéorème 15. — Une condition nécessaire et suffisante pour que r(A)=7r(I, À) est que À soit inversible.
Si À est inversible son polynome minimal ©(æ) est premier avec x, c’est-à-dire de la forme a, + ax +... avec a, <0. On en déduit
dl=&Il—v(A)er(A), d'où Ier(A).
Réciproquement si À n’est pas inversible on ne peut avoir I—=4a A<+...+a;Af car cela entraînerait que a [l+...+a.;A"" serait l'inverse de A.
L'étude de r(A) se fait sans peine en partant des résultats du chapitre précédent sur la structure de A. Nous allons étudier les décompositions de r(A), r'(A), r'(A).
Soit Es, E:, ..., E, les sous-espaces stables pour À qui correspondent à la décomposition © — x%4%...4% du polynome minimal de A en facteurs premiers; E, correspond au facteur æ*, c’est-à-dire que Es=0 site — 0 (A'iversible).
D'après le théorème 6 I;er(I, A)(1— 0, 1, ...,s) où IL; est défini par = 0 dans E;(j<1) et I; =1 dans É;. On a I:er(A) seulement pour é—1, ...,5 mais cela suffit pour pouvoir décomposer r(A), TON) er CAEN 7 (CAS) —HMRACUEE ..—+Lr(A), etc. Ceci nous ramène au cas où À est un opérateur primaire. Dans ce cas r(A) ne contient plus de projecteurs permettant de pousser plus loin les décompositions, de façon précise, on à :
SE Pr
Taéorkue 16. — Une condition nécessaire et suffisante pour que À soit primaire est que les seuls projecteurs de r (4, À) soient o et 1.
La condition est suffisante d’après le théorème 6. Pour démontrer la nécessité considérons A primaire de polynome minimal 4#, L premier et supposons que r(I, À) contienne un projecteur P — /(A). On a P(I—P)=0o, d'où f(æ)[1—/f(x)]=o(modd), d'où f(x) ou 1—f(æ)=0(mod{*), d’où P — 0 ou I — P — 0.
2h : ec ÉTUDE DE L’ANNEAU (A). — Soit À primaire, nous reprenons les notations du théorème 7. Étudier r'(A) c’est étudier l’anneau R’ des
endomorphismes de E;. On a Ed + (#) et GE R' sera déterminé
par la connaissance des 0v;. La seule condition est que 0; doit engendrer un sous-groupe homomorphe à (#;). Sirels, on a (#) © RJC4F); les sous-groupes de (+;)sont isomorphes à R/(41)(+<6); les groupes homomorphes à (#;) seront de la forme (R/(4#))CR/(4YT)) ou en remarquant que R/(47) © (LP T)/(L5) de la forme
R/(48-T) © CR/(YT))/(C8T)/( HP
Ainsi tout groupe homomorphe a R/(L°) est de la forme R/(d°)(0<6 ). Posons F,—/{ueËE)d'u—o}. F;est l’ensemble des éléments qui engendrent un groupe homomorphe à R/(4"). On peut choisir 07e Is) arbitrairement dans F4 et ce fait détermine complètement R’. On peut facilement compter le nombre de paramètre dont dépend 7’(A).
Taéorème 17. — Une condition nécessaire et suffisante pour que À soit non dérogatotre est que r'(A)=7(4, À).
La nécessité résulte de ce qui précède en remarquant qu’un opérateur de r({, A) conserve tous les sous-espaces de E stables pour A. La suffisance résulte du théorème 2.
Érune De L'ANNEAU (A). — Tuéorëme 18. — On a r'(A)=r(1, A).
Nous utiliserons la première forme normale de À et démontrerons le résultat un peu plus général suivant pour le groupe abélien à opérateurs E, :
DROAR
k Tuéorkme 18/.— Si l’on a Ex + (ui) avec N(u,)c N(u)c.….. € N(u) ti tout élément du centre R' de l'anneau R! des endomorphismes de E, coincide avec un élément de KR.
Soit BER’ et 0, ..., 64 les projections sur (4), ..., (wx); on ac, ..., meRet 06; — 65;0 montre que O(u;)C(w:). Il existe donc Ne GLeR avec Une SU, = dur CHA
en effet : Il est clair que w,+...+ uw, , ..., ux engendrent E,. Il reste à vérifier que
£ LT O—(u+...+ mn + (ui);
supposons que bu +...+u;)+ bus +...+ biu;= 0, cela entraîne LL'EN(u), bi + EN(w), ..., bi +b,eEeN(u) d'où b,EN(u,), bLEN(u), ..., DE N(u) car N(w )EN(u:)(1 2). Soit ç la projection sur (uw, +...+uw); 60 = 0 entraîne qu'il existe ae R avec
a(u...+ur)=Û(u +... + ur).
On a alors
(ui... Eu) = au +... + au us +... EAU, d’où
DU ESC LME OUR
La propriété Qu; au; (t=1,,50; entraine ba partout, en effet : Soit 6 — Ec;u;, on a
0o= Zcdu;— Zcau;—aXcu;= av.
Remarque. — Le théorème démontré peut s’énoncer « Be7'(A)
entraine BE&r(I, A)». On a cherché à affaiblir la condition B Er"(A). M. L. Hamburger [7] a démontré le théorème suivant : S: Ber'(A) ) 7 PR »e 27 /] Pre » > ç nn ro ne > m /
et si B est permutable avec tous les projecteurs de r'(A), on a Be RAS) Si l’on se reporte à la démonstration précédente on voit que nous
avons seulement utilisé l’hypothèse que B é7’(A ) et que B est permutable avec un nombre fini de projecteurs convenablement choisis de r'(A) [ qui sont loin d’engendrer l’ensemble de tous les projecteurs de 7'(A)]. Nous nous sommes d’autre part placés dans un cadre plus général.
IV. — Permutabilité
B p. À signifie AB— BA. Le théorème 17 montre que B p. A n’entraine pas B&r(I, A). G. Frobenius [6] posa alors (1896) la question : « Si B p. À existe-t-il C tel que Aegr(I, C), Ber(I, C)?» En 1919 H. B. Phillips donna le contre-exemple suivant :
O0, U0 Le 0 0 AP SO OL ROME = 07 "0 MO SO AR LAO
On à AB—BA—o et l’on peut vérifier qu'il est impossible de trouver C tel que Agr(Il, C), Ber(I, C). Nous le démontrerons tout à l’heure sans calcul.
En 1929 K. Shoda [ 19 | énonça le théorème suivant : Une condition nécessaire et suffisante pour que A€gr(I, C) et Ber(I, C) est que r'(A)Dr' (Ce r'(B)2>r'(C). C’est là une deuxième formulation du théorème 18, en effet : Si Ber(I, C) & est clair que 6) TC),
st r'(B)3r'(C), B est permutable avec tous les opérateurs de r'(C),
donc Ber'(C)=r(l, C). Ceci est d’ailleurs la démonstration de K. Shoda, mais nous ne pouvons considérer ce théorème comme une réponse satisfaisante à la question de G. Frobenius.
Si la réponse à la question de Frobenius avait été positive cela aurait entraîné que tout anneau commutatif maximal (non contenu dans un anneau commutatif plus grand ) engendré par deux opérateurs est de la forme r(A). Un travail de C. Jordan [9] datant de 1905 montre qu'il n’en est pas toujours ainsi. Il est curieux que cela n’ait pas été remarqué. Nous y reviendrons dans le prochain chapitre. Nous allons maintenant étudier plus en détail la permutabilité de deux opérateurs linéaires A et B, afin de répondre en partie à la question de G. Frobenius.
On se ramène en utilisant les résultats du paragraphe précédent au cas d'opérateurs primaires. Nous supposons de plus que K est algé-
briquement clos et de caractéristique nulle; quitte à changer A en A+ Al et B en B+ 111 on pourra donc supposer que le polynome minimal de À est æ°*, et celui de B, x°. Il se peut que l’on ait E —E, + E;, où E, et E, sont des sous-espaces stables pour A et B ; on a alors A—A,+A., B—B,1B,. Supposons que l’on sache. trouver C, et C, tels que A,, Bi er(I, Cet AÀ,, B, er(T, GC). Quitte à changer C, en CG; + vI on peut supposer que C, et C, n’ont pas de valeurs propres communes. On a alors A, Ber(l,C)+r(f,C)=7(f,C) [ d’après ce qu'on sait des décompositions de r(C), r'(C), r"(C)]: Ceci nous montre qu’on peut supposer que À et B ne sont plus simultanément décomposables. Nous Le supposons dans ce qui suit.
L'opérateur C cherché est nécessairement non dérogatoire car dans le cas contraire on pourrait décomposer C,; ce qui conduirait à une décomposition simultanée de A et B. Quitte à changer C en CHAT on peut supposer que C*= 0, n étant la dimension de E. Tous les opérateurs qui interviennent sont maintenant nilpotents.
Nous obtiendrons des conditions nécessaires pour que Aër(C)enétudiant des propriétés des polynomes en C. Soit C'=a,C+...+a, CC", pour que r(C)=7r(C') il faut et il suffit que 4, < 0 car alors
Cr C0 et Cr CES)
d’où dimr(C)= dimr(C'), d'où r(C)=r(C'). Nous dirons que C’ est un générateur de r(C). Le point de départ de notre étude sera le lemme suivant :
LEmme. — Soit A — b;C'+...+b,,C7t(b;Z 0); ilexiste aumoins un générateur C! de r(C) tel que À — b;C'i.
On cherche C'=C+a C+...+a, , CT! tel que
ELLE), RE
Gi, ..., @,-i Sont déterminés de façon unique et 4, ;,1, :.., @n 1 SOnt arbitraires.
Ce lemme nous donne un renseignement sur la structure de la suite r,, ..., 4 attachée à À — b;C', a est le plus petit entier = n/r. On voit en prenant dans E la base canonique e,, ..., e, (Ce, —0, CT PE, 1) que tous les QG =, 1010) sontauls sauf n, et éventuellement n, ,.
Si C'est un générateur de r(C)les sous-espaces de E stables pour C ebCésont les mèmes, à sayoir EDGE ...5 CE 0. Ona
k 27 AMo)= C0) et ARE=CXE,
;—k ce qui montre que A(o)et A'E appartiennent à la suiteE, CE,...,C’E. On peut résumer comme suit les résultats acquis :
Tuéorème 19. — Soit À p. B, A*— 0, B— 0, n,, ...,n, les invariants de structure de À, m,, ..., me ceux de B. On suppose À et B non simultanément décomposables. Les conditions suivantes sont nécessaires
pour qu'il existe C avec À, Ber(C):
Te lee mn, see M3_2 —O;
2° Les sous-espaces A(o), A'F, B(o), BE Gba)
forment un ensemble totalement ordonné par la relation d’inclusion.
Reprenons l'exemple de Phillips; on a AE =(e,), BE —(e,) doncC n'existe pas, 2° n'étant pas vérifié. Cet exemple montre de plus que 2° n’est pas une conséquence de B p. A.
L'exemple suivant montre que 1° ne résulte pas non plus de la
permutabilité O O O O0 O O O O [8] O O : Oo O [8] O A— , B— ] O O [0] O O O0 O O I O0 I 0] O0
ODA PAL EC A0 PE 0henlontvernilie que Atet B’ne peuvent être décomposés simultanément. Or on à n,=1, n—0, Ni —=]1I.
Nous ne savons pas si les conditions du théorème 19 sont suffisantes.
ag
V. — Anneaux commutatifs complètement réductibles
Nous dirons qu'un anneau R est complètement réductible si pour tout sous-espace F de E stable pour R, il existe F’ stable pour R tel que E=K + F".
En utilisant le treillis des projecteurs d’un anneau commutatf R, on décompose R en une somme directe d’anneaux R; contenant comme seuls projecteurs zéro et peut-être 1. Le théorème 16 montre que tous les opérateurs d’une composante R; sont primaires; nous dirons que R; est un anneau commutatif primaire. Soit R commutatif primaire et A€ER de polynome minimal d*, Ÿ premier. Le sous-espace F—{ueE]Ÿu—o) est stable pour R car si B p. A,ona
DAS DEE = D'U CAE 0;
donc BFCF. Six 1, F ne permet pas de décomposer À, donc si R est complètement réductible, A aussi.
Inversement soit R commutatif primaire engendré par des opérateurs complètement réductibles. A€R à un polynome minimal premier d, donc ou bien A — o(Ÿ = x) ou bien A est inversible(Ÿ Æ£x). R est l’anneau nul ou bien est un corps prolongeant K(R 0 entraine I&R). Dans les deux cas R est complètement réductible (dans le deuxième cas E, est un espace vectoriel sur R). Finalement on peut énoncer, en tenant compte de ce qu’une extension séparable de K possède toujours un élément primitif :
Tuéorime 20. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un anneau commutatif R soit complètement réductible est que tout A€ER soit complètement réductible. Tout anneau complètement réductible peut
étre décomposé en R à + R;, où l’un des R; peut étre nul, les autres = A
étant isomorphes à des extensions de K; st ces extensions sont séparables
elles sont engendrées par un seul opérateur.
Cas où LE corps K EST ALGÉBRIQUEMENT CLOS. — Dans ce cas tout opérateurscomplétement réducibIeS ecrit A = 0 LEP PPT
où 1%. 6Lssont les -projecteurde CA) el TMS
Nous dirons que À est un opérateur diagonal. Un polynome en A s'écrit : PO) —P(o)l-L P(A)L + ŒPUM)Ie
Tuéorèue 21. — St K est algébriquement clos tout anneau commutat f complètement réductible R est de la forme r(A) où À est un opérateur diagonal.
SOI 3 dk les DÉPIÉCIQURS minimaux deR et Hola le.
Tout BER s'écrit B — u;d;. Considérons À — =ù À; d; où tous les À;
sont différents, ce qui est possible, un corps alpebriquement clos ayant une finite d'éléments. Il nous suffit de montrer qu'il existe un polynome P(oytel que P(o)=0 PO = 2) PO) = Un tel polynome s'obtient par exemple par la formule de Lagrange.
On a B—P(A).
Remarque À. — Prenons pour E l’espace unitaire à n dimensions. Le théorème 21 montre que tout anneau commutatif d'opérateurs normaux est toujours engendré par un seul opérateur que l’on peut supposer autoadjoint puisque les À; peuvent être choisis réels.
Remarque 2. — La démonstration du théorème 21 montre que les k nombres r;— dimdJ;E(r=—1,...,k)constituent un système complet d’invariants de R, Ac ce “GIE, Nr REC re peuventielre
fixés arbitrairement, pourvu que n,+...+n,-n. I existe donc un nombre fini d’anneaux commutatifs complètement réductibles, non semblables, sur un espace à n dimensions.
I. — Anneaux commutatifs d'opérateurs linéaires
Dans tout ce chapitre, E est un espace vectoriel à # dimensions sur un corps commutatif K et R un anneau commutatif d'opérateurs linéaires sur E.
es
Nous avons vu que RCR'CR'". Pour les anneaux particuliers étudiés au chapitre précédent on a R’=r(R, I). Cette propriété n’est plus vraie dans le cas général à partr de x — 4, comme nous le montrerons par un exemple.
Nous dirons qu’un anneau commutatif est maximal si R—RK, c’est-à-dire n’est pas contenu dans un anneau commutatif plus grand. Un anneau commutatif n’est pas égal à l’intersection des anneaux commutatifs maximaux qui le contiennent, comme le montre le théorème suivant (valable pour E quelconque) :
*“ Tnéorème 22. — R' est l'intersection des anneaux commutatifs maxtmaux contenant R.
Soit S commutatif maximal et contenant R ; 1l faut d’abord montrer
ques DRE Onas—=S = S'EdesS=R on déduit, SCRIpus Se Re On a donc RC [A S et il reste à vérifier que si AR’ il existe S
Smax 2 R maximal ne contenant pas A. Deux cas sont à envisager :
1° R'— R'et alors tout anneau commutatif maximal contenant R coïncide avec R''; 2° R'3R/ et alors il existe BER', &R’ et tel que AB >< BA, car
dans le cas contraire on aurait AeR’.
Il existe S commutatif maximal prolongeant r(R", B) qui est commutatif, et nécessairement À &S puisque AB >< BA.
En utilisant le treillis des projecteurs de R on décompose R en une somme directe d’anneau R;. Les seuls projecteurs de R; sont zéro et éventuellement 1, donc d’après le théorème 16 tous les opérateurs de R; sont primaires. On dira que R; est un anneau commutatif primaire. Un opérateur primaire non inversible étant nilpotent nous pouvons encore dire que dans R; tout diviseur de zéro est nilpotent. L'étude d’un anneau commutatif est ramenée à l’étude d’un anneau commutatif primaire.
II. — Anneaux commutatifs primaires
Soit R un anneau commutatif primaire d'opérateurs linéaires. Si TR cela entraîne que tout A ER est nilpotent| si À inversible ER,
on a IEr(A)CR|, ainsi que R puisque R est engendré par un nombre fini d'opérateurs. Comme nous étudierons les anneaux commutatifs nilpotents au prochain paragraphe, nous supposerons TER dans tout ce qui suit.
Nous allons montrer que lorsque K est un corps parfait l'étude de R primaire peut être ramenée à celle d’un anneau nilpotent. Pour cela nous montrerons que R contient un corps K’ isomorphe à un prolongement de K et tel que tout AER s’écrive A — A'+ À avec A’ nilpotent et A€ K’. On pourra considérer E comme espace vectoriel sur K', ce qui donnera un nouvel espace E’. On pourra considérer R comme anneau d'opérateurs sur E’ et tout A€R aura alors un polynome minimal de la forme (x — A)*où AeK'; A s’écrira A=A'+AT, où A’ est milpotent; 1l suffira d’étudier l’ensemble des opérateurs nilpotents de R, c’est-à-dire un anneau nilpotent. Notons en passant que la propriété pour R d’être maximal est indépendante du fait qu’on considère R comme anneau d'opérateurs sur E ou E.
Soit N le radical de R, c’est-à-dire dans le cas présent l’ensemble des opérateurs nilpotents de R.
Tuéorène 23. — L'anneau RIN est un corps isomorphe à un prolongemeut de K.
Première démonstration. — Si A €R est diviseur de zéro, A n’est pas inversible, donc a la valeur propre zéro, donc est nilpotent. Ainsi il y a identité dans R entre les notions opérateur nou inversible, opérateur milpotent. Dans R/N cela se traduit par l'identité des notions élément non inversible, élément nul. R/N est un corps K’ et K’ est isomorphe à un prolongement de K carleR.
Deuxième démonstration. — L'étude d’un anneau commutatif peut être rattachée à la théorie des idéaux de polynomes; les résultats connus peuvent se démontrer par cette voie, mais les méthodes directes semblent en général plus intéressantes. Nous donnons cette démonstration à titre d'exemple.
SOUMET) OR RE er OO ouRIEE x] est l'anneau des polynomes de Æ variables à coefficients dans K et Q l'idéal des polynomes f(x,,...,,) qui vérifient f(A:,...,A;)—o.
THÈSE B. CHARLES. n
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Q étant primaire le radical N de R est isomorphe à P/Q, où P est l'idéal premier associé à Q. On a
RINZ (K{a,..., æxJQ)/(P/Q) & K[as,.…, æxP.
Soit o;(æx;) le polynome minimal de A;. La variété algébrique associée à Q est l'intersection des systèmes d’hyperplans o;(æi) — 0, c’est-à-dire un système de points conjugués par rapport au corps de base K.. P est sans diviseur et K[x,,..., x,]/P est un corps.
Le théorème 23 est essentiellement le théorème de Dedekind qui dit que tout système hypercomplexe commutatif sans diviseurs de zéro est un Corps.
Dans ce qui suit nous identifions K avec le sous-corps isomorphe
de K'— RJN en identifiant À eK avec la classe de AI modulo N.
Tuéorëme 24. — Sc K' est un prolongement séparable de K, R contient un corps isomorphe à K'.
Si K’ est séparable sur K, il est de la forme K{[æx|/{(4(æ)) où d(æ) est un polynome premier séparable de K[x]. Il existe alors AëeR tel que L(A)— 0 (mod N), donc L(A) est nilpotent : Y(A)— 0. R contient l'anneau r(A) © Kfæ|]{(Ÿ*) et le théorème 24 sera une conséquente du lemme suivant :
LEE. — S1Ÿ est un polynome premier séparable de K{x], K[æ]/(L°) contient un corps isomorphe à K[x]/(L).
Posons Ë — K{x{/(4°); le radical £” de £ est l’ensemble des polynomes f(x) tels que /*(x)= 0 (mod {°), donc tels que /(æ)=0 (mod Ÿ). On a E* (44), d'où
222 (K[x]/(4%))/())/C)) SK {z]/(9).
Posons Q = K[x]{(Ÿ) et L(t)—=xt— a, at... — a, Q et X sont des systèmes hypercomplexes sur K :
KO +...+ K0%7—1 [table de multiplication L*(0) — o|, + Kz+...+Kz7t [table de multiplication L(z) — 0].
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Nous allons montrer que È est isomorphe au produit direct Q %<S où S est le système hypercomplexe suivant :
S—K+Ko+...+Ko%1 (table de multiplication &*—0), Q XSL QT +. ..+ Dot i—K+E...+Kzio/+.,. + KzT tort,
Nous allons montrer que 24-06 a pour équation minimale d(z+6)=0, donc engendre Q X<S puisque le rang de ce système est &g. Il en résultera que 3 + o — Ü est un isomorphisme de Q <S sur Z [les deux systèmes ayant même table de multiplication si l’on prend pour base dans Q %XS, 1,3+0,...,(2+ oÿ*1-11,
d(z + 5) = VY(z) + oV(z)+oth(o, z) (A polynome), = oŸ'(z)+o*h(o,z) [card(z)—0|, B(z+a)— 08 V'P(z) + o8t1g(o, z) (g polynome).
Pour que dÉ(3+5)—o il faut et il suffit que les coefficients de 5°,..., 5% ! soient nuls (ces coefficients appartiennent à Q). En particulier il faut que YÉ(z)— 0, c’est-à-dire que L'É(x) = 0 (mod d). Comme Ÿ et Ÿ’ sont premiers entre eux, cela nécessite V/(x)= 0, ce qui n’est pas réalisé, Ÿ(æ) étant séparable. Il en résulte que « est le plus petit entier tel que L*(3+0)—o. Soit g(z+0)— 0 l'équation de plus bas degré (équation minimale) vérifiée par 3 + 6. g(x) divise da(x), donc g(x) = (x) d’après ce qui précède.
3+ 0 — 0 est un isomorphisme de S %< Q sur £. Or S XAQ contient le corps Q, donc Ë contient un corps isomorphe à Q— K[x](Ÿ).
CONTRE-EXEMPLE POUR Ÿ NON SÉPARABLE. — Soit K de caractéristique p et Ÿ(æ) premier non séparable, donc de la ferme d(x?).
Supposons que È contienne un corps Q © K[x](). On a pour È considéré comme espace vectoriel sur K : È— Q + £* où ZX” est le radical de ÈZ [en effet Z'NQ—o et d’autre part rang Q + rang E— q+(a—1)g—axg—= rang À]. Tout élément de És’écritô = :+ 0 avec 3€ Q, 5€ Ë". Prenons pour 0 l'élément de Ë qui vérifie l'équation minimale 4*(0)— 0, donc engendre Z(8 est la classe de æ modulo d*). On a 0—z+0 où z vérifie une équation minimale f(z)—0o avec df° = d°4 = rang Q. Le calcul fait plus haut montre que f*(:+0)=0 ce qui entraîne V*(x)= f*(x) et par suite f(x) = (x).
On a
+ a) = Ÿ(s) + d(o) — [as = Ÿ(o)]
RS). af
car pour ? 0, On à (3 + o)P"= 2P" + op".
SLlon prend a#pron aura ot cho done do) == et il reste Ÿ(z + o)—4(z)— 0, ce qui est une contradiction.
Le théorème 24 est dû essentiellement à J. Wedderburn [25].
Si K est parfait (corps de nombres, corps de Galois) toute extension de K de rang fini est séparable. Dans ce cas l'étude de lanneau commutatif primaire R pourra être ramenée à celle d’un anneau nilpotent. s
IIT. — Anneaux commutatifs nilpotents.
DÉFINITIONS. Soit R un anneau commutatif. On dira que R est maximal s’il n’est pas contenu dans un anneau commutatif nilpotent plus grand, ce qui se traduit par R'=7r(R, 1). On ne connait à peu près aucun résultat général sur les anneaux commutatifs nilpotents, même maximaux.
RedésenelaracCameentendre, par des A ACER ER TEA À,,...,A,€…Retai+...—+a,—:1. Si F est un sous-espace de E on pose R(F)—=({Au|AER', zeF}). On définit ainsi une application R'(F) de l’ensemble des sous-espaces de E dans lui-même. L’application réciproque sera définie par
R(F)={ueEz
Ri(u)cF}.
Soit p le plus petit entier tel que Rf—0o; ou ce qui est équi-
valent tel que R(o)—E; ep est l’exposant de R. Les nombres
. mL , AU) . . .
mi= dimR(o)— dim R (o)(1=1,...,e) constituent la signature de R; cette notion a été introduite par C. Jordan[9]. 2, ..., m, sont
des invariants de R relativement à GL(n, K), mais pour une signature
donnée il peut exister zéro ou plusieurs anneaux. On peut facilement
trouver d’autres invariants de R relativement à GL(n, K), par exemple
les nombres dim R(E)(4= 1,...,0),les nombres dim [A A(o), etc.
L a AE€R Pour un corps de caractéristique nulle on a cependant :
Me Bts Le . RL ire Fr LS Taéorène 25. — Sr K est de caractéristique nulle on a f\ AC) =R(0).
AER
Il est clair que MN A(o) D) R(o) ;1l faut montrer l'inégalité contraire. AER En se plaçant dans le sous-espace MN A(o) cela revient à démontrer \ AER que « Af— o quel que soit AER » entlte CAR A 0 quelique soit A,,..., A EeR et a,...,0a,pourvuquew +...+a—1». Soit Zi, ..., 4, € K, on a identiquement en æ,, ..., æ,:
O—= (ti A; im 0 + TA.) = ARE N T FPE Dee AR SO ADS v 1... LA)
CE et
K étant de caractéristique nulle contient une infinité d'éléments, et d’autre-part :!=£o: on en déduit A = A%—0 où A;, ..., A eRk, A+... HA, —1.
L'exemple suivant montre que le théorème peut être en défaut si K n’est pas de caractéristique nulle : Soit E un espace à quatre dimensions sur le corps à deux éléments et R l’anneau engendré par les opérateurs
OMOMOMO ROC
0007 =0"#0 I OMR OMIO A — . BE
TO LNOIEO OMMOMEOUNEO
oO I Q CRO 01,0 I O
Ona R={0, À, B, AB, À + BB, À + AB, B — AB, À + B + AB},
on vérifie que A? = B?— 0, d’où
AB — BA
On ne connaît pas de systèmes complets d’invariants pour un anneau commutatif nilpotent, même dans le cas où il est maximal et où K est
algébriquement clos.
RO
DÉTERMINATION DE TOUS LES ANNEAUX COMMUTATIFS NILPOTENTS MAXIMAUX SUR UN ESPACE VECTORIEL A MOINS DE SIX DIMENSIONS SUR LE CORPS DES NOMBRES comPLEXES. — Nous allons commencer par un exemple : Déterminer les anneaux commutatifs nilpotents maximaux de signature (1, 2, 3). On est dans un espace à six dimensions sur le corps des nombres complexes. Nous choisirons les vecteurs de base €,,...,e, comme suit: e, dans
R(o), e, ete, dans R(o). Ces deux conditions seront toujours remplies si l’on change e, en e,+e, avec e, E(e:,e,) où €, en e,;+e, avec e, E(e1, )oue,ene,+e, avec €, EE, Er Es, €53 C6), EC. En d’abord que si A€R on à d’après le théorème 25, AR(o)e R Co L’exposant de R étant 3 il existe AER tel que A2210 ON pPeULSUPpOsSenque AN e;<oel prendreé, — 1036, 1 \e nécessairement Àe, — 0. Pour Ae,; deux cas vont se présenter :
æ. Pour tout 6; &(e;, 62, e,, e,) on a Ae,E(e;, e,); on se ramène à Ae;—0 ; de même on choisira Ae,— 0 ; si e, est choisi arbitrairement on aura Ae,;—ae, et l’on peut se ramener à Ae,— 0 en changeant €, en €; — de».
B. Il existe e, tel que Ae; &(e,, e, ); on prendra e, — Ace; et l’on a Âe,;— ae, ; en changeant e, en e, — ae, (ce qui nécessite de changer e; ae,) on se ramène à Ae,—0 ; si Ae,— ae, + be, + ce, on se ramène à Ae,— 0 en changeant 6, en e, — ae; — be, — ce,. On à ainsi les deux possibilités
enee
CAN ere; Ne er, Ne rVe,— Ac; 0
ORBRES Alerter Me es, AGEN CT ENTER 0)
D le cas x le sous-espace Ce oies) À (o)est stable pour R
et l'anneau induit par R dans A (o ) a pour signature (1, 1, 2). Oril est facile de vérifier qu'il n'existe pas d’anneau de signature (1, 1, 2); on pourra pour cette question se rapporter à C. Jordan [9].
Donc on est nécessairement dans le cas 6. D’après le théorème 25 il existe B ER tel que B’e,2<o. On a B’e, — À e, et en changeant B en ÿAB on peut supposer que B'e,— e,. Ona Be; —ae;, +a,e, + a,e;; en changeant B en B—4,B° on peut supposer a: —0o; AB — BA entraîne a, — 0 ; enfin en changeant e; en @,6,, e, en a,e;, ce qui ne modifie pas 6, on aura Be; —e,, Be; —e,. La condition AB — BA
he + DER
montre encore que Be; = e,, Be, = Be, — 0. Considérons l'anneau
OO IOMEO M OMNON] OO MO OMR ONE ROUE OI OO OOo OM O MO RAP) r OO O TOO , D OOM OOo OMC OO O OC OO ON LOU NE ET E © À OOo OO ([e] O O O0 O0 O [0] O I O O O
R est commutatif nilpotent de signature (1, 2, 3). Rest maximal car nous-verrons plus loin qu’un anneau de signature (1, M, m,,..., me) est maximal. Il en résulte que R est le seul anneau de signature (x, 2, 3).
C. Jordan [9] a étudié un certain nombre de signatures, ce qui lui a permis de déterminer tous les auneaux commutatifs maximaux sur un espace vectoriel à moins de sept dimensions sur le corps des nombres complexes. Le Mémoire de Jordan contient quelques erreurs ; par exemple Jordan indique sept anneaux de signature (1, 2, 3) alors qu'il y en a seulement un comme nous venons de le voir.
D'autre part Jordan ne donne pas de formes réduites pour les anneaux de signature donnée, mais se contente de déterminer leur nombre. Nous pensons donc utile de donner des formes réduites pour les anneaux commutatifs nilpotents maximaux sur un espace à moins de six dimensions sur le corps des nombres complexes. Cela nous fournira des exemples intéressants ; nous ne faisons pas de démonstrations.
Signature (1,1):
COMM OS
DESMEME
Du)
SMOMNCMOMOMENCRS
CMSRSES
Oo
OMONCMES
Signature (ME TT) :
O (12) RS 0 (0) (9 Signature (1, 1, 1, 2) : Rien.
Signature (1, 1, 2, 1): Rien.
Dhoture(t,2, 7, 1):
G OO O RO O (0) (13) RE I 0Va0 OO I O \ (1) 6 D 1 I O LA D 45) (e) (9 (14) nr TS O0 I O0 O O I Signature (2, 1,1,1):
O O (e) OO [e) (15) Br CON (0 (0 OO T O ONE I Signature (1, 1; 9): uen:
Signature (1, 3, 1):
HO) ENR ET DSOMMO OO
Et ©
CHORCORS
ONE AORS
OMON CMS
OO 2E
Signature (4, 1) :
(0) (o (eo) (e]
Signature (1, 4) :
Signature (3, 2) :
Oo
Signature (2, 3) :
(e) O (eo O (0)
AR a
Il est facile de constater la non-similitude des anneaux correspondant à une même signature. Pour être complet nous démontrerons au prochain paragraphe la maximalité des anneaux (1) à (29).
EXEMPLES D'OPÉRATEURS PERMUTABLES NON FONCTIONS D'UN MÊME TROISIÈME. — Si A p. B entrainait l'existence de C tel que À, Ber(I, C) nous avons vu qu'il en résulterait que tout anneau commutatif maximal engendré par deux opérateurs serait de la forme r(C). Parmi les anneaux (1) à (29), 12 sont engendrés par deux opérateurs.
STRUCTURE DES ANNEAUX COMMUTATIFS NILPOTENTS. — Nous avons déjà dit qu’on ne connaît pas de système complet d’invariants pour un anneau commutatif nilpotent. On ne sait même pas s’il existe un nombre fini de tels anneaux sur un espace à » dimensions sur le corps des nombres complexes. Dans les exemples donnés on a toujours pu trouver une base de E et un système de générateurs pour R qui transforment un vecteur de base en un autre vecteur de base. Si ce fait était général, 1l entrainerait qu'il n'existe qu'un nombre fini d’anneaux commutatifs nilpotents sur un espace à z dimensions. |
Nous suggérons aussi que l’on pourrait faire intervenir systématiquement l’ensemble £ des sous-espaces invariants par similitude (pour tout S tel que R—S RS). Nous avons constaté sur des exemples que f était fini, mais nous n’avons pu obtenir de résultats généraux.
Les exemples étudiés montrent qu’un anneau commutatif maximal sur un espace à » dimensions dépend de x paramètres au moins. Nous ne savons pas si ce fait est général. J. Schur [20] a montré que le nombre de paramètres est,Z1+{[n°/4]([ ]désigne la partie entière). Pour n==4 les anneaux correspondant à ce maximum sont de la forme r(R, 1) où R est du type (10) si » est pair et du type (28) ou (29) si » estimpair. N. Jacobson[8]a montré que ces résultats sont valables avec un corps commutatif quelconque (J. Schur prenait le corps des nombres complexes). M. F. Kraveuk [11] a étudié les anneaux d’exposant 9 fixé et dépendant du nombre maximum possible de paramètres ; un exemple est l’anneau (20).
IV. — Relations avec les systèmes hypercomplexes commutatifs. Applications.
REPRÉSENTATION RÉGULIÈRE D'UN SYSTÈME HYPERCOMPLEXE. — 1° Système
hypercomplexe avec élément unité. — Soit Ë un système hypercomplexe de rang » sur le corps K. Considéré comme groupe abélien sur K, 2 est un espace vectoriel à » dimensions que nous appellerons E et dont les éléments seront notés par les mêmes lettres (petites) que ceux de ©.
À tout a€ Zon peut faire correspondre un opérateur linéaire sur E, que nous noterons À, défini par
Au—=au (ueE),
ÈË ainsi envisagé est un anneau R d'opérateurs linéaires sur E
appelé représentation régulière gauche de £. Cette représentation est fidèle car A — o entraîne Ar —a—o. E considéré comme groupe abélien sur R est monogène car E—R1. Cette propriété caractérise l’ensemble des représentations équivalentes à la représentation régulière, en effet : Si S est équivalente à R, c’est-à-dire si 5 — PRP, on à ESP" 1. Si inversement S est une représentation de Ë dans E CHener= Srilexiste Barelques = PeRPERetS SontEnomoE morphes à È, en tant que systèmes hypercomplexes ; mais les condiuons ER 1 — Se entraînant que R et S sont de rang n, ils seront isomorphes à Ë et par suite isomorphes entre eux. Soit alors T un isomorphisme des structures de système hypercomplexe de R et $, et P l'opérateur linéaire défini par T(A) 1 = PA, AER. Lorsque À parcourt R, Ae parcourt E, ainsi que T(A)r, donc P est inversible. Soit A, BER,ona
T(A)T(B)1=T(AB)1= PABe—PAP-T(B):;
CommesL(b par ourer oauramLON = PAPE rSroutpest démontré.
2° Système hypercomplexe sans élément unité. — La représentation régulière n’est plus fidèle, mais il est facile d'obtenir une représentation fidèle. Pour cela nous considérerons avec J. H. M. Wedderburn le système E°=K+E obtenu en adjoignant à Ê un élément unité, et nous prendrons pour E l’espace vectoriel Z°. On définit R en faisant correspondre à tout 4€Ë l'opérateur A tel que Au = au, u&ËE, cette représentation peut être considérée comme induite par la représentation régulière de Z°. Dans le cas présent E considéré comme groupe
ot ——
abélien sur p (R, D) est monogène et l’on vérifie comme plus haut que cette propriété caractérise l’ensemble des représentations équivalentes à R.
Pour la commodité du langage nous appellerons représentation canonique de È la représentation régulière gauche si E contient +, la représentation induite par la représentation régulière gauche de Z—K+2sirés.
La propriété &E,x1 est monogène » caractérise l’ensemble des représentations équivalentes à la représentation canonique, de sorte que l’étude des systèmes hypercomplexes peut se déduire de l'étude des anneaux d'opérateurs tel que EÉ,,, est monogène.
SYSTÈMES HYPERCOMPLEXES COMMUTATIFS DE RANG <{ D SUR LE CORPS DES NOMBRES COMPLEXES. — Soit À un système hypercomplexe commutatif contenant 1, R sa représentation canonique. De E=R 1 on déduit (théorème 2) que R'=R (cela résulte aussi de ce que R' est la représentation régulière droite). R est done commutatif maximal.
Si R se décompose en une somme directe de deux anneaux d’opérateurs : R—R;+R,, c'est à /ortiort une décomposition de R considéré comme système hypercomplexe. Donc finalement 1l suffit de déterminer les systèmes hypercomplexes commutatifs nilpotents; on les obtiendra à partir de leur représentation canonique, c’est-à-dire à partir des anneaux commutatifs milpotents vérifiant la condition uw, — codim RE — 1. Les anneaux vérifiant cette condition sont (1), (29248), (D), (7), (6m) ra), (14), (15) COCO ER (23), (26). Tous ces anneaux sont indécomposables en tant qu’'anneaux d'opérateurs linéaires, mais seuls (1), (2), (3), (5), (42), (14), (16), (22) sont des systèmes hypercomplexes indécomposables (nous reviendrons sur ce fait dans un instant). Nous donnons une table de multiplication pour chacun de ces systèmes :
Rang 1 :
Rang 2 :
RER 6. 5 Ac 2 DL.
De © DécomPosrrION D'UN ANNEAC COMMUTATIF D OPÉRATEURS, CONSIDÉRÉ COMME 128 | sysrème nypencowprexe. — Soit R commutatif nilpotent et R—R, +R, Pr une décomposition de R considéré comme système hypercomplexe. F Cela signifie que RR, ii RR,CR,, De on en déduit
RRCRNR;, = 0. Lie
SA Définition 1.— Nous ho qu'un RER E, CE est un support > de la composante R, si R;E=R,;E;CE;, nous dirons que E, est . E minimal si il ne contient pas de support plus petit.
On peut construire un support minimal de R, comme suit : soit F un sous-espace supplémentaire de RENR, (0) dans Ri(o). On prendra E, tel que E SRE, E+F=E.
Définition 2. — Nous dirons que 4€, est initial pour R, si u&R,E et que u est terminal pour R, si LE R,(o).
Tuéonbue 26. — Sou R=R,+R,,E,«E, des supports minimaux
de BR, et BR, respectivement. SiueF,NE,, u est initial pour R, et R, ou terminal pour KR, et R,.
mo D
Supposons 4 non initial pour R, ; cela signifie qu'il existe A, ER, et rEE, avec u—A,+. De R,R,—o résulte R,A,r— R,u—o, ce qui montre que w est terminal pour R,. D’après la condition de minimalité des supports un vecteur ne peut être à la fois initial et terminal pour R,, donc w est non initial pour R, et par suite terminal pour R;. Il reste comme possibilités & initial pour R, et R, ou w terminal pour R, et R..
Exemples. — Reprenons les anneaux (3) et (4) en désignant par C1, €», e, les vecteurs de base et par À et B les opérateurs. Pour (3) on à R—r(A)+r(B) où le signe + désigne une somme directe au sens système hypercomplexe. On peut prendre pour supports Eté, Eee) roma AE; (e)eue etamabpons r(A)etr(B). Pour l'anneau (4)on vérifie que les supports se coupent suivant des vecteurs terminaux pour r(A) et r(B). Les anneaux (3) et (4) se correspondent par dualité.
Nous allons montrer par deux applications que les notions précédentes peuvent être utiles pour l’étude de la structure des anneaux commutatifs d'opérateurs linéaires.
PREMIÈRE APPLICATION : UN CRITÈRE DE MAXIMALITÉ. — THÉORÈME 27. — Soit R un anneau commutatif nilpotent d'opérateurs linéatres, R=R,;+...+R, une décomposition de KR considéré comme système hypercomplexe, E,,..., E, des supports de R,,..., R, respectivement, que l’on suppose vérifier les conditions :
(1) EH RAo NRA ous PE rem (2) Ri(o)= Fi.
St chaque R; considéré comme anneau d'opérateurs sur E; est maximal, l'en est de méme de K.
OnaE;— M RS AN R;(0), ce qui montre que E; est stable pour jzi j#i
toutA € KR’. Dans le sous-espace E; on peut écrire A—;1+A; où À,€K,
A / \ a] 5 = / A;EeR;. Dans le sous-espace R(o)— [A 1 AN DENT Oo)
On AAA == NX EN CeEqiPmontrequentons ler éont égaux. D’après la définition du support d’une composante, on a
E=(E;, F;)=(E,;..., E,); comme d'autre part A;E,—osit<}, on en déduit A = XI + A,+...—+A,, ce qui démontre la maximalité de R.
Pour pouvoir utiliser le théorème précédent il faut déjà connaître des types d’anneaux commutatifs maximaux. Nous allons indiquer deux types simples.
Type I. — Anneaux commutatifs milpotents tels que E,x, soit monogène. Comme nous l'avons déjà remarqué la maximalité de ces anneaux résulte du théorème 2 ; ils sont caractérisés par p, = codim
HET Type II. — Anneaux commutatifs nilpotents tels que m;= dim R (0) ET
Le type IT se déduit par dualité du type I, en effet : Soit E’ l’espace des formes linéaires sur E, €u, u!> la valeur de la forme linéaire w' pour 4€ E. A chaque opérateur linéaire À correspond son transposé A* définbpar SAT Du, ATU! y:
À un anneau R correspond un anneau R° inversement isomorphe : (A+ BY = A*+B*, (AA) —XA*,(AB)—= B'A*. Si R est commutatif Ret R° seront isomorphes, mais non nécessairement semblables [parmi les anneaux (1) à (29) ceux qui sont semblables à l'anneau transposé sont (1), (2), (3), (3), (10), (12), (16)]. Supposons maintenant R commutatif nilpotent. Si R est maximal il en est de même de R*, de sorte que la maximalité des anneaux du type Il sera une conséquence du lemme suivant :
Lemue. — dim R(o)— codim R°'E’ (oum, = y).
e 4 \ nl Il suffit de montrer que R(o) est le sous-espace orthogonal à R°E’. ter \ 3 à 4 .
DOME (Oo) On AQU, AURA, EU —0o; CC qUuiMmOoNtre que HORDE ESC ETAINR EE Ron ar CA NT 0; quels que =1 soient EE’, A€R donc Au — 0 pour tout A€R, donc 4eR(o). On peut vérifier que le théorème 28 permet de démontrer la maximalité de tous les anneaux (1) à (29). Il permet aussi de recon-
tou
naître la maximalité des anneaux étudiés par J. Schur [20] et
M. F. Kravcuk [11].
DEUXIÈME APPLICATION : UN EXEMPLE GÉNÉRAL D’ANNEAU COMMUTATIF TEL QUE R'Zr(R, D). — Soit R un anneau commutatif nilpotent d'opérateurs linéaires, R=R, + R, une décomposition de R considéré comme système hypercomplexe, E, et E, des supports de R, et R, respectivement.
On obtient un anneau tel que R"£r(R, 1) si l’on suppose remplies les conditions suivantes :
(1) RAR 0 A = 1 y (2) R,(o)nE:=R(o), Ri(o)}nEcR(o);
(3) BR; et R, sont maximaux dans les sous-espaces E; et E, respectivement.
Nous allons déterminer R’. Pour cela posons E° — (E,, R(o)) et soit %,,..., 4 tels que EE, =RE, +{(4)+...+ (ue), #1,..2, 68 tels que E =E;, +(n)+...+(v8). Soit A;; l'opérateur linéaire défini par
Aux die) (dx, symbole de Kroneker), AR PE A;;E> ==10:
Remarquons que E= (E;, E,), cela résulte de ce que (E,, E,) est un support de l'anneau KR et de l’hypothèse (2) qui entraîne à ; —1 M 4 R(o)C(E;, E:). Nous allons en déduire que E,—R,(o), E = R;(o), ce qui montrera que E; et E, sont stables pour tout A€ R’. D’après (2)
ei : = on à FE, CR;(0); supposons que l’on ait R,u— 0 avec u&E,, on peut écrire u = ui + ü, avec 4 EE;, m4 &E;, & EE;, d’où Ru, — 0 ce qui
contredit (2). On a E,=R, (o)et l’on voit de façon analogue que
sa ris D 4 Eur E=R,(o). Dans E, on a A—À,I+ A, où A, €R.. Dans E” on a A—A,ES— anneau des commutants de R, considéré comme anneau d'opérateurs sur E. D’après la définition des A;; on peut former
BA + Ai; tel que BU: EE, (G—1,..., «). De BES résulte
ji alors BE, CE,;, en effet : D’après la définition des ; tout 1eE, s'écrit
M0 à RAD
CET AS PS Biu; où B;ep(R;, L) ; on en déduit
Bad BBiu= B;Bu;,cE.
On a donc Bal AS où A EeR:.
Dans le sous-espace R(o) on a A—X,I—X,1I, ce qui montre que À4 =", d’où finalement en tenant compte de A,E, = A, E° — 0 :
A=hl+A;+A+ Ÿ a,Ajer(R, An... Aug, 1) = R'.
ïj Comme Rest commutatif on aura également :
Re PCR A4 .. AB, I) TR, 1 L'exemple le plus simple d’anneau commutatif vérifiant (1), (2) et (3) s'obtient dans le cas d’un espace à quatre dimensions. Soit À, B,
C, D les quatre opérateurs de l’anneau (10). Si l’on pose R —r(A, B,C), on à
= r(ON Er (AD) RER Les sous-espaces E,(e,, e,), E, —(e,, e,, e,) sont des supports de R, et R; tels que (1), (2), G) sont vérifiés. On a E —(e,, &,, e,), donc R'—7r(A,B,C, D, 1)Zr(R, 1).
Il est facile de vérifier que dans le cas d’un espace à trois dimen-
sions on a toujours R’— r(R, 1), donc l’exemple précédent est le plus simple.
OPÉRATEURS LINÉAIRES SUR UN ESPACE VECTORIEL QUELCONQUE
Soit E un espace vectoriel sur un corps commutatif K et À un opérateur linéaire sur E. Nous avons vu que l’étude de A à une similitude près était équivalente à l’étude du groupe abélien à opérateurs Er
L'étude du cas général n’est pas autre chose que l'étude des groupes
on È
abéliens quelconques. Nous nous limiterons surtout aux deux cas particuliers suivants :
1° est un groupe abélien de torsion, c’est-à-dire tout ue Fann annulateur :£ 0. Si l’on veut on pourra dire que A est un opérateur de torsion.
2° Ex est un groupe cyclique généralisé, c’est-à-dire tout sousgroupe de Ex, ayant un nombre fini de générateurs est monogène ; on dit encore que KE,,,, est de rang 1. Nous verrons que la plupart des propriétés des opérateurs non dérogatoires sont encore walables, de sorte que nous pourrons dire que À est non dérogatoire si E,,,, est de rang I.
Nous emploierons uniquement le langage des groupes abéliens à opérateurs. Nous traduirons seulement quelques résultats pour l'opérateur linéaire A (cela ne représente aucune difficulté).
I. — Considérations générales
Soit E un groupe abélien muni d’un anneau R d’opérateurs avec les conditions :
1° Rest commutatif, sans diviseurs de zéro et possède un élément unité ;
2° Tout idéal de R est principal;
3° L'unité de R est opérateur unité.
L'ensemble des endomorphismes de E sera noté R', le centre de R’ sera noté R’. Comme R est commutatif tout a€R définit un endomorphisme de E et l’on a RCR'CR’ (quand nous considérons R comme anneau d’endomorphismes nous identfions les éléments de R qui définissent le même endomorphisme).
RE
convergence simple, E étant considéré comme muni de la topologie discrète) définie par le système fondamental de voisinages de zéro :
Wu se bes lu Qu, 0),
{u, ..., u,} parcourt l’ensemble des parties finies de E. La fermeture d’une partie T de S sera notée T.
THéoRëME 28. — Soit (1, ..., 0) + f(91, . .., 0.) une application dE <...XE dans E. L'ensemble T des Ô€S qui vérifient la relation JO, ..., 0u,)—0, où W, ...,u, sont n éléments arbitraires de E
est fermé dans S.
Soit w,…,uweEetceT; il existe 0ET tel que 0—5e Wu,,.….,u, donc HO Cum) (0 ae Un )E=r0;
CoRoOLLAIRE L. — R' est fermé dans S.
R' est l’ensemble des 0 ES qui vérilient les relations
LES EE Sa
O(u+pr)—Qu—0p—0; O(au) — a(0u) 0
< Or LE
La relation (4) fait intervenir trois éléments : u + 6, u, v et la relation (5) deux éléments : w, au.
CorozLarRe 2. — RCR".
Pour que be R'il faut que pourtoutse R’ on ait Ü(ou) — o(Ou)— 0, cette relation fait intervenir deux éléments de E : u, cu. On a donc Re RCREIGRZ
LE THÉORÈME FONDAMENTAL SUR LES GROUPES ABÉLIENS A OPÉRATEURS. — On peut énoncer ce théorème comme suit : Soit E un groupe abélien à opérateurs vérifiant les conditions (1), (2), (3). Tout sous-groupe de E ayant un nombre fini de générateurs est somme directe de groupes monogènes.
Une conséquence de ce théorème est :
Tuéorime 29. — Soi E un groupe abélien à opérateurs vérifiant les
PER : est
conditions (1), (2), (3). R coincide avec le sous-ensemble R° des endomorphismes de E qui laissent invariants tous les sous-groupes de E.
On aRGR*, en effet : Si l’endomorphisme 0 appartient à R on a pour tout u€E Ou — au avec aE&R. Ü conserve tous les sous-groupes monogènes de E, et par suite tous les sous-groupes de E, c’est-à-dire 0e R*.
On a R*CR, en effet : Soit 0ER*; il faut montrer que pour tout système fini w,, ..., u, d'éléments de Eil existeae Rtel que Ou; = au; Gr; 113 R) Parhypothèséona Ù
CUi,.2: 7, Un) =(r1) RAR),
où le deuxième membre est une somme directe. Comme 0ER*, on a
04 0, lue Over avr O(ei+...+ pr) = avi +... + pe), avec De dre On a Ori... + er) = ar +... + pe) = MPa... + RP, d’où diVi— AV; (CT ...) k).
Soit alors rE(u, ...,u,), on peut écrire = Zb;v; avec b;ER. Il vient
0e = 02b;v;— 2b,0 Pi; — Dar — aZ2b;v;— a”, ce qui achève la démonstration.
GROUPES ABÉLIENS DE TORSION. — Un groupe abélien E à opérateurs sera dit un groupe abélien de torsion si en plus des conditions (1), (2), (3)1l vérifie la condition :
(4) ToutueE à un annulateur 0.
Soit IT l’ensemble des éléments premiers de R (nous ne considérons pas comme distincts deux éléments qui engendrent le même idéal premier, c’est-à-diresontégaux à un facteur inversible près). L’ensembleE, des éléments de E dont l’annulateur est une puissance de (p) est un sous-groupe de E que l’on appelle composante primaire de E associée à l'élément premier p.
E est somme directe des sous-groupes E, et comme de plus tout endomorphisme de E conserve tous les E,, l'étude d’un groupe de torsion se ramène à celle d’un groupe primaire.
st; D
IT. — Groupes abéliens primaires.
On dit que E est un groupe abélien primaire associé à l’élément premier p s’il vérifie (1), (2), (3) et si l’annulateur de tout 4eE est une puissance de (p).
QUELQUES DÉFINITIONS. — Dans ce qui suit E est primaire, associée à p. On dit que E est du type p" s’il est monogène et si N(E)—(p"). Il en résulte EŒR/(p") et les seuls sous-groupes de E sont
ÉD DED. 0 piE 0:
On dit que E est du type p” si N(E)—o et si tout sous-groupe de E d’annulateur (p") est du type p”. Il faut démontrer l’existence de tels groupes, ce qui sera l’occasion d'étudier leur structure. On a de façon. générale
E=(JE UNE = HER |pru— ot.
Ici E, doit être du type p” de sorte que si E existe c’est une limite inductive de groupes du type p". Soit E,, ..., E, une suite de groupes tels que E, est du type p”. On peut identifier E,_, avec pE, car ces deux groupes sont isomorphes. Cela permet de définir E — U E, qui
est du type p”, en effet : il est clair que N(E)— 0, soit d’autre part F un sous-groupe de E, on a F — U FAE, et comme
FnhE;=E;(2 = n)
uen résulte R=E/SN(P)=poer FEES NE)="0;
En résumé tout groupe E du type p° est une limite inductive de groupes E, du type p" et les seuls sous-groupes de E sont les E, et E. Deux groupes du type p” sont isomorphes.
On appelle hauteur de u £o et EE la borne supérieure A(u) des entiers À tels que p'e — u soit résoluble en 6 dans E. Il se peut que h(u)— ; par exemple si E est du type p° on à h(u)—= pour tout LEE.
ea
On appelle racine de E un élément w qui est contenu dans un sousgroupe de E du type p”. Si u est une racine, on à A(u)—=@, mais la réciproque n’est pas vraie.
Remarque. — Soit E vérifiant seulement (1), (2), (3). On pourra dire que ugE est une racine associée à p si w est contenu dans un sous-groupe du type p° de E.
On peut aussi définir k,,(u) où u EF CE comme la borne supérieure des entiers » tels que p'e = u est résoluble en + dans K.
STRUCTURE DES GROUPES ABÉLIENS PRIMAIRES. — Si l’annulateur de E est (p*) on sait (théorème 7) que E est somme directe de groupes du E B type p'(BZa).
La structure d’un groupe primaire E est également connue dans le cas où E à un ensemble dénombrable de générateurs : Prufer [18 | a montré que la condition nécessaire et suffisante pour que E soit somme directe de groupes du type p" ou p” est que tout 4€E soit une racine ou soit de hauteur finie; dans le cas général Ulm [22] a donné un système complet d’invariants de structure pour celte question voir aussi Zippin [23 | et Kaplansky-Mackey | 26 |.
La structure d’un groupe abélien primaire quelconque n’est pas connue. Nous allons étudier quelques propriétés d’un tel groupe.
GROUPE DE RACINES. — Soit E vérifiant (1), (2), (3), F, un sousgroupe de racines associées à p€lIl (c’est-à-dire que tout 4€eF, est
3 a EN + a =
contenu dans un groupe du type p” contenu dans K,), F=Y+F, = ï P G un sous-groupe de E disjoint de F. Il existe un sous-groupe K' contenant G et tel que E = F + F7.
Cette propriété est une conséquence du théorème suivant :
Taéorkme 30. — Sort E vérifiant (1), (2),(3), F un sous-groupe de E
> |'£ , TO — NT 172 > P ) . K î . , y
tel que l'équation av — u soit résoluble en + dans K pour toutuerF, aëeR,
soit enfin G un sous-groupe de E disjoint de K. I existe F'35G tel que
Donnons une démonstration rapide de ce théorème qui figure dans R. Baer[ 2]. Soit F' maximal parmi les sous-groupes de E contenant G
ER ES
et disjoints de F. Nous allons montrer que EF +1". Supposons qu’il existe u &F + F’; deux cas sont à distinguer :
Cas À. — (u)N(F +F')—o. Alors F'—(u)+F"! vérifie F"3G
et F'NAF—o ce qui contredit la maximalité de F”.
Cas 2. — (u)N(F+F')3£ 0. Cela signifie que l’annulateur (a) de u modulo F + F'est £o. Soit p un diviseur premier de a; quitte à multiplier w par a/p on peut supposer que pueF. On a donc pu—=v+v, avec EF, EF’; d'après l'hypothèse sur F il existe we tel que pm —+. En substituant u — æ (qui &F+ F') à w on peut finalement supposer que pue". On a alors (uw, F'NF— 0. Supposons que au + u'€ F avec u'eF'; comme FAF'— oil faut que (a,p)=(1), c’est-à-dire a + pp—1.Onendéduit(i1—uwplu+ru eF ou u€e F + K', ce qui est une contradiction.
CoroLLaIRE. — Soit E un groupe de racines associées à pell; E est somme directe de groupe du type p”.
Taéorëne 31. — Soi E un groupe abélien primaire associé à pe; P—{ueE|pu=o\,P,=Pnp'E. Une condition nécessaire et suffisante pour que E soit un groupe de racines est que P,—P pour tout entier n.
La condition est nécessaire puisque pour un groupe de racines pE= E. Pour la suffisance nous montrerons que P,=P(n—1,2,...) entraine A(u)— pour tout ueE.
Pour 4e P on a A(u)— puisque p"E3 P quel que soit n. Pour w quelconque nous opérerons par récurrence sur l’exposant « de l’annulateur (p*) de u. Soit à résoudre pe — u en 6. On sait résoudre en æ l'équation pt = pu car N(pu)=(p**). De p(u — pfw)— 0 résulte qu'il existe w”’ tel que
piw'= u — ppw ou pe(w+w)— u, d'où RUU)= ce"
De h(u) = ©, ueË résulte que tout u&Ë est contenu dans un p ne T à œ ag sa 1re à À 3aQ DL à à pa 1 a groupe du type p ”, c’est-à-dire que E est un groupe de racines.
DÉCOMPOSITION PARTIELLE CANONIQUE D'UN GROUPE ABÉLIEN. — Soit E vérifiant (1), (2), (3), etp EIT. Posons P —{ueE {pu — 0}, P,—=PNnp.E; P et P, sont des sous-groupes de E qui sont contenus dans la compo-
Me Mec
sante primaire E, de E. Les ueP, &P; sont tels que À ,(u) 4. L'annulateur de P étant (p) on peut considérer P comme espace vectoriel sur le corps R/(p). Ceci nous montre qu'il existe un sous-groupe ou) sous-espace, c’est la même chose) Q, tel que P;,=P;+ Q;. On a alors P—=Q+...+Q:+P,, avec h,(u)—=1i—1sueQ;e h,(u)>=nsuep,.
Nous allons démontrer le théorème suivant de T. Szele [21].
THéorème 32. — On peut trouver une décomposition
eh eromente nine
telle Que NP = OP oi. 52) LE NPA Ypo
thèses et les notations sont celles que l’on vient de préciser).
Posons Q;— D + (u;;); comme h(u;;)—=1—1 il existe v;; tel que jEli p''éi;= ui, et en se reportant à la démonstration du théorème 7 on
à = — > : . Rnb se
voit que la somme pe +-(#;;) est bien directe. De la définition ïj des +;; résulte qu’en posant F;,=Ÿ + Cf one NnPE='Q;
RU q I on UP AIDE Ê l = ie
jEl;
Reste à trouver E, tel que E—E,+E,. Désignons par H l’image canonique d’une partie H de E dans le groupe quotient E — E/p'E. L’annulateur de E est (p") et en se reportant au théorème 7 on voit qu’on peul trouver une décomposition de E en groupes monogènes,
prolongeant la décomposition 2 + (v;;), c’est-à-dire qu’il existe E, tel
Auot, PE Non supposerons que E,3p"E, ce qui ne change rien. Noûs allons montrer que BÆ=E;+E,. D'abord E—(E,, E car l’égalité est vraie modulo p'E et E,3p"E. Ensuite E,NE — 0. Soit uEËE,NE,; comme E,;NE,—o(modp"E), on a uep"E; de PÉBNÉI = ONreultenalons eu 0 MO ECain pr PAR eee E,NP = P,, ce qui achève la démonstration.
COROLLAIRE. — Sou E vérifiant (1), (2), (3) et indécomposable. Ou bien 1l'existe p EN tel que E est du type p" ou du type p°. Ou bien E est sans torsion (tout élément de E a pour annulateur zéro).
ME
Le ceNTRE De L’ANNEAU R' DES ENDOMORPHISMES DE E. — Nous nous pro-
posons de démontrer que si E est un groupe de torsion on a R/— R. En fait nous allons établir le résultat un peu plus général suivant :
Taéorèue 33. — Soit E vérifiant (1), (2), (3). Tout 0€ R" conserve tous les sous-groupes de torsion de KE.
Il suffit de s'occuper des sous-groupes de E,=— ensemble des ueE dont l’annulateur est une puissance de pell. Nous distinguerons deux cas pour lé groupe E, (notations du théorème 32).
1° Il existe « tel que P,— P, pour n = «. Alors E, est terme direct d’une décomposition de E. Le théorème s'obtient en remarquant que tout endomorphisme de E, peut se prolonger à E, et en utilisant le lemme suivant dont la démonstration est analogue à celle du théorème 18.
Lemue 1. — Si E vérifiant (1), (2), (3) est somme directe de groupes
monogènes ou du type p° on a R'=RK.
2° Il existe uneinfinité de Q, non nuls. Soitalorsue E,etN(u)—(p°); il existe n > « tel que Q, <o, ce qui permet d’écrire E=(+)+ E' avec N(e)—(p"). Le théorème résulte du lemme suivant :
Leume 2. — Tout sous-groupe (u) homomorphe à un sous-groupe (9) qui est terme direct d’une décomposition de E est conservé par tout 0 e R".
Comme (e) est terme direct d’une décomposition de E: E=E'+(+), on a Ü(e)E (+). Soit d'autre part 6€ R’ défini par cË/=0, 5e —u|on peut poser ce — u Car (u)ro(e)]. Il vient
NS octets) =):
Si E est un groupe de torsion, tout 0 € R" conserve tous les sous- . groupes de E, puisque ce sont des groupes de torsion; on à donc Rhin:
Pour un opérateur linéaire de torsion le résultat qui précède s'écrit
De CAS
III. — Groupes cycliques généralisés
Soit E un groupe cyclique généralisé, c’est-à-dire vérifiant (1), (2), (3) et la condition : Tout sous-groupe de E qui a un nombre fini de générateurs est cyclique (= monogène).
Il se peut que E soit un groupe de torsion. S'il n’en est pas ainsi il existe 4€ E d’annulateur zéro; nous allons montrer que dans ce cas E est nécessairement sans torsion. Soit e€E; on a (u,,e)—(#) et (u)E(w) entraîne N(w)— 0. Comme + — aw avec a€R et que R n’a pas de diviseurs de zéro l’annulateur de 6 est aussi zéro. Nous avons donc démontré le résultat suivant :
Taéorème 34. — Sr E est un groupe cyclique généralisé, E est un groupe de torsion, ou un groupe sans lorsion.
(TROUPES CYCLIQUES GÉNÉRALISÉS DE TORSION. — SOIL ES +E, la Plesr
décomposition de E en somme directe de groupes primaires. E, sera
aussi un groupe cyclique généralisé, donc nécessairement du type p”
ou du type p” d’après l’étude faite au paragraphe 3. Inversement il est
facile de vérifier qu’une somme directe de groupes E, du type p” ou p°
(un seul groupe parélément premier) est un groupe cyclique généralisé.
Ceci permet de caractériser très simplement un groupe cyclique généralisé au moyen d’une fonction v(p) définie sur IT et à valeurs dans ensemble 6,7, .."00.Poureelfon pose y(p)=n tb resrdu type p" et v(p)— «. Il y a correspondance biunivoque entre les foncuons y(p)et les groupes cycliques généralisés de torsion.
Étudions maintenant le treillis £ des sous-groupes d’un groupe cyclique généralisé. Dans ce but commençons par considérer un groupe abélien quelconque de torsion E. £ est isomorphe au produit direct des treillis ©, des sous-groupes des composantes primaires E,.. Pour que ©, soit distribuuf il est en particulier nécessaire que P—IueE,|pu—o} soit un espace vectoriel de dimension r sur le corps R/(p). On vérifie sans peine que dim P —1 si et seulementsiE,
est du type p" ou du type p”. Dans ces deux derniers cas £, est un
Tire
ensemble totalement ordonné, donc est distributif. Pour un groupe de torsion il y a ainsi équivalence entre les propriétés :
(1) E est un groupe cyclique généralisé ;
(2) Le treillis £ est distributif.
Etudions l'anneau des endomorphismes d’un groupe cyclique généralisé. 0€ R’ conserve les composantes primaires E, et aussi tous les
sous-groupes de E, car ces derniers sont de la forme p(o)n Es ilen résulte que R'—R.
Inversement R'— R entraine (pour un groupe avec torsion) que E est un groupe cyclique généralisé. En effet si E, n’est pas du type p” ou p° c’est un groupe décomposable en E,—= KF-+ FF", considérons la projection sur F qui est un endomorphisme VER’. Soitu£<o, eFet telquepu—o;u'<o, eF'ettel quepu'—0. Onal(u+u)—Ou—=u et, comme (u—+u)Nn(u)=o, on a D(u+u)&(u+u!). Cela entraîne RER;
Résumons les résultats qui précèdent :
THéorèue 35. — Pour un groupe abélien de torsion les propriétés sutvantes sont équivalentes :
a. E est un groupe cyclique généralisé;
b. Les composantes primaires de E sont du type p" ou p° (ou encore sont indécomposables );
c. Le treillis des sous-groupes de E est distribuuf :
GATE dre
Tuéorème 35'. — Pour un opérateur linéaire de torsion les propriétés suivantes sont équivalentes :
a. À est non dérogatotre;
b. Les composantes primaires de À sont du type p' ou p” (ou encore sont indécomposables);
c. Le treillis des sous-espaces stables pour À est distributi f ;
TAC) = TL
GROUPES CYCLIQUES GÉNÉRALISÉS SANS TORSION. — Dans tout ce qui suit E désigne un groupe généralisé sans torsion. Le quotient de E par un
nine
sous-groupe est encore un groupe cyclique généralisé. En parliculier faisons le quotient E/(u). Soit e&E; on a (u, v) —(#), d’où u — aw, 6 — bw, d’où aæe(u) ce qui montre que l’annulateur de e(— classe de s)est;<o. Ej(u) est donc un groupe cyclique généralisé avec torsion, ce qui va nous permettre de ramener dans une certaine mesure le cas sans torsion au Cas avec Lorsion.
Le groupe E/(4) est caractérisé à une isomorphie près par une fonction v(p) définie plus haut; nous noterons cette fonction v(4, p). Comparons les fonctions v(4, pet v(e, p). Nous supposerons (4) 3 (+), le cas général se ramenant à ce cas en introduisant la fonction inter-
médiaire y(#, p), où (æ)—={(u)n(e). On a OU =D mal eu, lies pre ID
Posons EX(u)=D +F, et soit weF,, d’annulateur (p*); cela pell L À
entraine que p*w E(u), soit p*æ — bu; on doit avoir (p, b)—(1) car
dans le cas contraire p*!# € (u); il existe À, Le R tels que Ap*+ub=—1,
d’où p* (uw + Àu)= u, ee qui montre que l’on pouvait supposer
p*# = u. On en déduit aussitôt :
(9,2) = v(u;n) si D Pier.
V(6, Di) = VU, pi) Fa; CET ES
On en déduit que si & et v sont quelconques on a la condition
(L) D vu, p)—v(v,p}|<o pEll (on convient que & — æ—0o).
La condition (Fyest une relation d'équivalence dans l’ensemble des fonctions y(p); nous désignerons par y la classe de v. Si w parcourt E, y(u, p) parcourt une classe v ce qui permet de faire correspondre à tout groupe E une classe ». Nous allons montrer qu'inversement toute classe y est associée à un groupe E défini de façon unique à une isomorphie près. Pour cela nous allons utiliser une construction généralsant la notion de somme directe de groupes.
Soit Ki, :EI une famille de groupes abéliens ayant un même anneau R d'opérateurs ; on suppose de plus que F; contient un groupe Cr;
un
tive
isomorphe à un groupe donné H, et l’on identifie G; à H au moyen d’un isomorphisme bien déterminé.
Posons K > +F;, G De + G:;; si u E(u;) est un élément de G
la correspondance DE u; est un homomorphisme de G sur H ;
nous poserons ie V'u=ol. Nous allons étudier le
groupe quotient E = F/G:.
E contient quel que soit : un sous-groupe isomorphe à F;, à savoir l’image canonique F; de 'F; (F; Firrésuhentdercetque FA G'=G;nG'—0).Ona FnF,= G;= Gi, j El), ce qui montre que l'intersection des groupes F; est un groupe isomorphe à H, etque
nous identifierons à H; de plus E/H © > + FE.
Le groupe E que nous venons de construire généralise bien la
notion de somme directe que l’on retrouve en prenant H= {0}.
Reprenons une classe v dont y est un représentant et à tout pEl associons le groupe E, défini comme suit : E, contient un sous-groupe
ñn
(u,) d'annulatenr-o;s2y(p)=r estfim, EE, (4 hetu = pra" si
VipY=ior Et LU Bron lonpose Pt) pu ue n
On peut identifier les sous-groupes (4,) en posant u,— u, où u est un générateur d’un groupe K (UN) EAN. | Définissons à partir des E, un groupe E comme plus haut. Il est facile de vérifier que E est un groupe cyclique généralisé sans torsion auquel est associée la classe v. u et les #, [pelT, i—71, ..., v(p) forment ce que nous appellerons un système de générateurs canoniques de E. I nous reste à montrer l’'unicité de E. Soit E/telquev(u!,p)—=%(p); en se reportant à l’étude des fontions v(u, p) faite plus haut on voit quilexistenpouratoutip [tx 5, n(p)]latelssquerpr ut, pau’, Onvérile que ulet les uw} forment un système de généra-
teurs de E’ ce qui permet d'établir un isomorphisme entre E et E’. Tout est démontré.
Nous allons maintenant étudier le treillis des sous-groupes d’un
groupe cyclique généralisé. Nous démontrerons le théorème suivant
dû à O. Ore[15]().
Tuéorème 36. — Soit E un groupe abélien vérifiant (1), (2), (3), les propriétés suivantes sont équivalentes :
a. E est un groupe cyclique généralisé;
b. le treillis des sous-groupes de E est distributif.
«non a » -> «non b ». — Soit w, v tels que l’on n'ait pas(u,v)=(#). Comme nous avons déjà démontré le théorème pour un groupe de torsion on peut supposer que l’annulateur de # par exemple est nul. (u, #) étant somme directe de groupes monogènes nous pouvons encore supposer que (4)N(e)—o. Nous avons alors
((u)n(v), (u+v))=(u+r), (Cu), (u+v))n((), (u+r))=(u, v),
ce qui montre que la condition de distributivité pour £ n’est pas toujours remplie.
a b. — Il nous reste à faire la démonstration pour E sans torsion. Soit F, G, HE £. On a FRAGNH Zo et il suffit de vérifier la condiüuon de distributivité modulo FNAGNH. Cette condition est vérifiée car EFNGAH est un groupe cyclique généralisé de torsion.
Etudions maintenant l’anneau des endomorphismes d’un groupe cyclique généralisé sans torsion E. Soit v la classe de fonctions
associées à E et ve ».
Tuéorime 37. — Une condition nécessaire et suffisante pour que la multiplication par p e W soit un endomorphismeinversible est que (p)}—« . On a en outre
REP ND (D) Eco
Si p est un endomorphisme inversible, p"u existe pour tout 4€E, donc y(p)—«. Inversement si y(p)—%, on a y(u, p)—= pour tout
(*) O. Ore considère des groupes quelconques, mais sans opérateurs.
AE
uE&Ë, c’est-à-dire qu'il existe € E (nécessairement unique) tel que ps = u : p est imversible.
Pour la deuxième partie du théorème nous utiliserons le lemme : Soit 0, 5e R'; s’il existe u€&E tel que Ou = su, on a 0 — 6. Soit en effet EE ; on a be — au, d'où 0be — obv, d'où 0 — 6.
Soit 0ER'; de p0 —Üp(pell) résulte y(u, p)ZY(0u, p). On en déduit
DU pe NS pee, où aek, (PO EE SSN PRES
c’est-à-dire VEr(R, {pr }v(pi)=© }.
Pour A le théorème 37 signifie que tout commutant de A est une fraction rationnelle en A.
ANNEAUX COMMUTATIFS ENGENDRÉS PAR DES PROJECTEURS
Soit E un espace vectoriel sur un corps commutatif K et © un treillis de projecteurs sur E ; © est défini par les conditions : ,
DMPO0ES entraine POOP;: PQE», PIQ—=P+Q—PQEDH (2) P,Qeo et bÆ=0 entraine Q—Peo.
Si{P, Q
D; est un système commutatif de projecteurs, on désignera par {(P, Q, ...) le treillis engendré par P, Q,
Taéorkme 38. — Tout treillis o —I(P,, ..., P;) engendré par un sys- T 19 ? o Ÿ tème commutalif fint de projecteurs peut étre mas sous la forme
CO En 0 dre OO TEE
Si l’on ferme l’ensemble {P,, ..., P;} pour les opérations + produit on obtient encore un système fini car un projecteur est 1dempotent; on peut donc supposer que {P,, ..., P;} vérifie (1). Soit Q, un projecteur minimal de l’ensemble CP, Lt 0PP on alors Q,P;= Q, ou zéro selon que Q,-<P; est réalisé ou non. On peut ÉCHOS O RE O0 avec 0 0,= 0, #Les 0;
ÉnarR Ts
forment un système de moins de # projecteurs et vérifiant (1), ce qui démontre le théorème par récurrence.
Définition. — Nous dirons qu'un treillis © est complet si quel que
soit d Co les projecteurs [El Pet >; + P ont un sens et appartiennent PcyY Pev d ?.
Précisons le sens de cette définition. Nous poserons MN PR Ey 2eŸ et LU (I—P)E—E,. On vérifie que ENE,—0, mais on n'a pas PeEl(L)
nécessairement E —E$+ HymSiicette dernière condition est réalisée
la projection sur E, parallèlement à E, a un sens et on appelle [El P: PE
Posons Ÿ étant toujours une partie de ? : W'—{P|I—Ped};
lorsque P parcourt d, [— P parcourt un treillis o*. On à encore
EN Eu, = 0; si de plus Ey,+Ey —E la projection sur Ey, parallèlement à E,. a un sens et on l’appelle > + P. On a les relations PEy À . QE À = LlPr=i-ÏX+r, DrP=i-]Jfr.
PE Ÿ PE dx PE Ÿ PE Ux
ÉTUDE DE L'ANNEAU ENGENDRÉ PAR UN TREILLIS COMPLET © DE PROJECTEURS. — Soit R—7r(9) l’anneau engendré par ©. Nous munirons l’ensemble G des opérateurs linéaires sur E de la topologie finie introduite au chapitre précédent. La fermeture de R sera toujours notée R. L'ensemble des projecteurs de R sera noté R?; on a ici R?/— ©. Dans la suite P et Q désigneront toujours des projecteurs de o.
Tuéorème 39. — (R}— Rr.
Soit Pe(R}? et uE&PE, re(I—P)E. Il existe Q
O,,u—= Pu—=uet oO
uw Zur
€ R’ tel que e— Pe—o(il existe, d’après la définition de R, A€ER vérifiant Au— Pu et Ap— 0; d’après le théorème 38 on peut écrire A2), Poulet. RE=0 172}; 0n peut supprimer de
2 CPAS
la somme les P; tels que P;u—0; Au—u entraine alors À;=— 1 et A est un projecteur). On a = [I (S+ 0er vE(I—-P)E \uEPE
car R? est complet.
TaéorÈme 40. — Si E, est monogène, c’est-à-dire si E — Ru, tout sous-espace de E stable pour K est de la forme F = PE avec P eR?. Soit € EF stable pour R. D’après l’hypothèse E — Ru il existe des k à
a EK et P;eo tels que — > &P; |u; d’après le théorème 38 on =
peut supposer que P;P;=0 sr 12<7. On a P;e— Piel, ce qui
montre que F—/{aPulaekK, Peso, PueK!, d'où FCPE où
P= » + Q. Il y a égalité : F = PE car si QueF on a QECF.
Queer CoRoLLAIRE. — Comme E est stable pour R, E—Ruimpliquele 9 —R?.
Si Fest un sous-espace de E stable pour R nous désignerons par 9, le treillis des sous-espaces de la forme PF et par £, le treillis des sous-espaces stables pour R et contenus dans F. On à f,2 0%. Il est d'autre part naturel d'établir entre 9 et o, la correspondance P = PF; e, s'obtient en faisant le quotient de © par la relation d'équivalence «PQ si et seulement si PF=QF ». ©, est homomorphe à ©, ce que nous éCrIrons 4 rv 9; si il y a isomorphisme nous écrirons ©, © ©.
Tuéoriue 41. — Quelquesout Fe Prilexiste Ge FitelqueE=F+G.
Soit G maximal parmi les éléments def, qui vérifient GAF — 0. Nous pouvons pour la démonstration supposer que TER car f, est le même pour R et r(R, [) et d'autre part si o est complet, /(©, D) Pest aussi. Supposons qu'il existe u&KF + G; d’après le théorème 40 on peut écrire
RuNCFEG)=P(Rx)—=R(Pu);:
comme Ru—PRu+(I—P)Ruw,ona
(—P)RuN(F+G) —o.
Le sous-espace G'=(1— P)Ru+G vérifie G'NF—o, ce qui contredit la maximalité de G; on avait donc F+ GE.
THéorime 42. — Sleodlemst FES, tel que Pr 9 0.
Soit ® la famille des Fe£, qui vérifient f,—,. Il existe des Feet £o; d’après le théorème 40 il en est ainsi de tous les sousespaces F de la forme Ru. Nous allons montrer que ® est inductive; le théorème résultera de cette propriété, en effet : Soit F un élément maximal de D; Fest £o comme on l’a remarqué plus kaut; si lon n'avait pas ©, © © cela entraînerait qu’il existe P et Q tels que P ;£ Q et PF = QF. Quitte à remplacer P par PQ et Q par P + Q — PQ on peut supposer que PQ. On a alors (Q—P)F—o et en prenant uE(Q —P)E on vérifie que RuëNF —o puis que F'=F+Rued ce qui contredit la maximalité de F. On avait donc #, © ©.
Pour démontrer que ® est inductive considérons une sous-famille {F,l«eJ}co totalement ordonnée (par la relation d’inclusion).
Nous poserons F — U Hoi Gefronao— w! GNF,. De la œ (°4 définition de ® résulte qu’on peut écrire
EPA CPR ARS (P,€o); F,= P.8F8, avec Pgeo SL A0 (a <B signifie F,CF8).
One — { Il Pa) F, en effet
\B>o (LEP )' = (NP F2 (NP.
B> a B>a 6>ax 1 d'autre part si P,sFonauerF, d F = et d'autre part si ue «si onauer, donc uE€Ek, pour un cel B>a tain indice y, donc LE (+) F,CFe.
On a
Ce LU FE AG— LU P,F,— LU RUE © C2 0! B>a
PR es
Posons Il Pas Q,; il vient F,— Q,F et en posant Q=TI Q3, on B>a : B>ax a encore F,= QE avec Q, > Qs si & > 6. Dans F,nG—P,E, on peut remplacer P, par P,— LP: car B>a P,F,= AN Pa Fo Pa Fa==FonG ; > a
on a aussi P, > P3 si « > 6. On en déduit :
re QE LP, œ) Fer,
La
donc +, © et le théorème est démontré.
Tasorime 43. — STE il existe une famille de sous-espaces F,e £, LUE EE D NES D Pr, SL > J(,J parcourent l’ensemble
des ordinaux), E — D + F:.
L'existence de KF, résulte du théorème 42. Le théorème 41 montre qu'il existe E, e Ê, tel que EE, +F,. Dans E,, © induit un treillis o,rvo®(, est le quotient de o par la relation d'équivalence PQ si et seulement S PE=—=O0E%)" Onlpeut-trouver dansehR,, PF; telèque
Pi 0, ., ce qui démontretthéorème pas un ordinal n'ayant
£ [l , : AFS : 2 M | pas de précédent on définira E; par E;e £, et ( > ts F;) UE — 5] À j>i Érupe pes ANNEAUX R’ Er R". — Nous supposons toujours que R est engendré par un treillis complet © de projecteurs. Rappelons que Fetceh els Taéorème 44. — On a R'— pi, I).
Il est équivalent de démontrer que si [eR on a R’— R; nous sup-
poserons donc que 1eK. Soit E = +E, une décomposition de E
qui vérifie les conditions du théorème 43. Nous appellerons 1; la projection sur F;. On a l;e R’ ce qui entraîne la décomposition en somme sous-directe
Re D ee (LR =Y + (R;)’;
on à posé R;—1I;R — anneau induit dans LE. Ceci nous conduit à étudierdecasou = 0
Supposons maintenant F,— 9,etsoitu€eE. On a Ru = PE puisque Ruef,=— 0,.Soit BER', la condition B p.P entraîne Be Ru, c’està-dire l'existence de AER tel que Bu— Au. L'égalité B— A étant valable en w sera valable dans tout Ru. Nous allons montrer que B eh: Soit 4, EE ;ilfauttrouver A&RtelqueBu;—Au;(i=1,...,n). On’peut trouver A, eRtel que BA; 1. Soit RG, 2, WU) PE eboRu PES de bu, — Av) recule BA dans 24 nOHMa E=P,E+(I—P,)E; on peut trouver A, tel que B(I —P, )u;— An, d'où B— A, dans (1— P,)Rw,, etc. D'où finalement
D PAT EE ED PAS Ces Mes ME e
Ainsi, — 0, entraine = R'donc RP.
Revenons au cas général £,:£o,; ce qui précède montre que
S < UE A a CS c =.
he > + R;. Soit BER'et A.€eR vérifiant Bu —A,;u si ueF,. Nous Î
allons montrer que A; = AÀ,, ce qui entraînera B— A, et achèvera la
démonstration du théorème. Pour cela examinons comment on peut
construire A'ER' : Soit ueE et PE tel que Pu—u; A'p.P montre
qu'il est nécessaire que A’uePE; il sera donc nécessaire que
HOT On peut fixer arbitrairement Au dans QE
y BUS
car si 6EQE, Re considéré comme groupe à opérateurs sur R est homomorphe à Ru. La condition A'u — + détermine A’ dans Ru et il reste à prolonger A’ à E tout entier. C’est possible car d’une façon générale si l’on à défini A’ dans un sous-espace stable F où il vérifie A'p.kR, il existe Ge Ê,tel que F+ GE, et l'on pourra prolonger A'à F + Ru où u est arbitraire dans G (car alors Ru€CG).
Soit : le premier ordinal tel que BZ A, dans F;. Il se peut que B
er BQN
coïncide avec À, dans un sous-espace de F;, sous-espace qui est de la forme PF;; quitte à se placer dans (1— P)E on pourra supposer que Bu >< A,u pour tout 4€ Ki. Nous allons montrer que c’est impossible.
SOILOE > + Pet ue(I—Q)E, ; soit S — JlPe 9 < 0 appar-
PF;=0 Pu—=u tenant à SF;. Il existe A’ ER’ vérifiant A’u — + d’après ce qu’on a vu plus haut. On a
BR ATTEAOPUT ANNE EN RAT EN
ce qui est une contradiction, le théorème est démontré. De la démonstration résulte encore :
Tuéorème 45. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
Rp (R, 1) CSUQUEN ECO)
SPECTRE DE L’ANNEAU R. — Ilest naturel d'appeler l’ensemble + des projecteurs de r(R, 1) le « spectre » de R. Nous avons supposé que & était un treillis complet, c’est-à-dire inductif pour la relation P > Q.
Soit © l’ensemble des projecteurs < o de o et , le treillis engendré par les projecteurs minimaux de ©. On pourrait appeler ©, le spectre ponctuel de R. Posons
Dans ©, il n’y a pas de projecteurs minimaux, de sorte que l’on pourrait appeler ©, le spectre continu de R. Si 9 — 0, toute la théorie que nous avons faite est presque triviale. Il est donc intéressant de donner un exemple de spectre continu.
Soit F l’espace vectoriel des fonctions à valeurs réelles définies sur un ensemble infini X et E le quotient de F par la relation d’équiva-
lence « fr g si f(x) = g(x) sauf peut-être sur un ensemble fini ». A tout ensemble S € X on peut faire correspondre le projecteur P, défini par (P,f)(æ)= (x) sites et zéro si æéS. On a
Ps+ Ps — Psysr, PÉts Psns;
de sorte que l’ensemble + de tous les projecteurs PS est un treillis véri-
Gr
fiant les conditions (1)et(2) et tel que © ne contient pas de projecteurs minimaux (il n’y a pas d’élément minimal dans l’ensemble des parties
infinies de X!).
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