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INTRODUCTION
Le problème de l’applicabilité projective des surfaces posé et étudié par M. Fugini ‘), puis développé et complété par M. CAR- TAN ?), a été aussi l’objet de nombreux travaux dans les dix dernières années, mais dans tous ces travaux le cas des variétés développables occupe une place très peu importante; ce sont pourtant parmi les hypersurfaces d’un espace à un nombre plus grand que trois de dimensions les seules qui admettent, comme l’a montré M. CARTAN, une déformation projective du second ordre. C’est donc à l’étude dela déformation des hypersurfaces développables qu’a été consacrée la plus grande partie du présent travail.
L'étude des correspondances qui généralisent celle posée par l’applicabilité de M. Fugint et qui ont fait l’objet d’un travail de M. FÉRAUD*), m’a conduit à certaines correspondances entre deux hypersurfaces développables données ne dépendant que d’une fonction arbitraire d’un argument et qui s’obtiennent en établissant une correspondance ponctuelle arbitraire entre les arêtes de rebroussement des deux hypersurfaces.
Les différentes correspondances établissant des applicabilités projectives, au sens de M. FÉRAUD, entre ces arêtes des rebroussement même et dépendant d’une fonction arbitraire d’un argument, donnent naissance, d’un autre côté, à des correspondan-
1) Rend. Circ. mat. Pa. 41, 1916, pp. 135—162. 2) Ann. sc. Ec. norm. 37, 1920, pp. 259 — 556. s) Thèse 1928, Ed. Presses nouvelles,
ces ponctuelles bien dèterminées entre les deux hypersurfaces et la comparaison de ces diverses correspondances m'a conduit à certaines propriétés intéressantes, qui jouissent d’un grand degré de généralité. Ces propriétés, qui se trouvent développées dans le chapitre IT C, ont fait d’ailleurs l’objet d’une note parue aux Comptes Rendus”).
L'étude du contact des variétés correspondantes sur deux hypersurfaces applicables l’une sur l’autre, qui dans notre cas se laisse traiter sans difficulté, (Chapitre IIL E), conduit également à certaines propriétés intéressantes. Cette étude se trouve présenter une importance pour deux principales raisons. Elle est d’abo:d liée au problème qui pour les surfaces projectivement déformables de l’espace ordinaire, consiste à la recherche des réseaux de déformation projective, En effet, en chaque point d’une telle surface, les directions de déformation projective sont celles des courbes passant par ce point et qui par l’homographie unique qui réalise l’application C2, (au sens de M. FÉRAUD), ont un contact de 3°" ordre avec les courbes correspondantes ?).
Un deuxième point important de cette étude c’est qu’elle conduit naturellement à la découverte de certaines classes de variétés v, qui admettent une correspondance Css, qui de cette manière s'obtiennent plus facilement que par une méthode directe. C’est ainsi que j'ai obtenu, sans intégration, une classe importante de couples de surfaces reglées de l’espace à quatre dimensions, admettant une C, et dépendant de sept fonctions arbitraires d'un argument, tandis que les couples les plus généraux de v, de cette espèce dépendent de huit fonctions arbitraires d’un argument. De la même manière je ramène à l'intégration d’un système d’équations différentielles ordinaires d’une forme élémentaire, la recherche de couples de surfaces de E, spéciales (à une famille de caractéristiques planes et à une transformée de Laplace dégénérée), admettant une C:, et dépendant de huit fonctions arbitraires d’un argument, qui d’ailleurs est le degré de généralité d’un tel couple de variétés.
Le problème de la recherche des différentes applicabilités
1) C. R, 185. 1927. pp. 117879.
?) Ce théorème dû à M. Carran à été exposé dans les leçons professées à la Sor. bonne 1927— 28.
possibles entre deux hypersurfaces développables m'a conduit, en dernier lieu, à des propriétés concernant des variétés très générales, propriétés qui se trouve être l’extension d’un théorème de M. CEcu et d’un autre théorème de M. Fumini relatifs à l’applicabilité projective des surtaces de l’espace ordinaire. Ces propriétés, développées au Chapitre I, ont ététrouvé en partie par M. BERSANO'), mais à un degré beaucoup moins avancé.
Je dois le succès de ces résultats à l'attention que mon cher Maitre M. Carrax a voulu porter à mon travail. L'emploi dela méthode du repère mobile et des systèmes de Pfaff en involution dont M. CARTAN a été le créateur et l’animateur, m'a été d’un secours certain pour simplifier, d'un côté, les démonstrations dans bien des cas et dans d’autre cas, comme par exemple celui où sont poussées plus loin les recherches de M. BERSANO, comme moyen unique d'investigation. Qu'il me soit permis de lui exprimer par cet hommage, avec mon admiration, ma plus profonde gratitude.
CEÉSPIPERR PER ENILER Généralités sur l’applicabilité projective
À. Préliminaires
Nous avons employé, pour démontrer les résultats du présent travail, la méthode du repère mobile, développée par M. CARTAN et par d’autres auteurs dans des nombreux travaux de géométrie infinitésimale. J’indiquerai dans ce chapitre, entre autres, brièvement, quels sont dans cette théorie les principaux résultats dont nous nous sommes notamment servi. La plüpart ont été résumés par M. CaRTAN dans son article Sur les variétés à courbure constante d’un espace enclidien ou non en lidien (Bull. soc. math. 1919 et 1920); une autre partie se trouve développée dans la thèse de M. LALAN / Variétés à trois dimensions etc. J. Mat. pures et appl. 1924).
19, — Le repère mobile. Un point analytique est défini par l’ensemble de ses n +1 coordonnées homogènes par rapport à
1) Rend. r. Inst, lombardo 56. 1923 pp. 267—270.
un système fixe de coordonnées. Nous désignerons par des lettres majuscules, comme il est d'usage, aussi bien un point analitique que l’ensemble de ses n + 1 coordonnées homogènes.
Un repère mobile sera défini nar n +1 points analytiques Aos A4, ……, À, non liés par aucune relation linéaire de la forme
AA A EE D AS
dont on comprend facilement les sens. Il dépend en général de (n+1) —1 paramètres, par ex. les rapports mutuels des coordonnées homogènes des n +1 points A,, A; …, À, qu’on appelle aussi les ssommets du repère. On sera souvent conduit à considérer des repères moins généraux, en soumetant les sommets du repère à satisfaire à certaines conditions que nous préciserons dans la suite.
En donnant à tous les paramètres dont dépend la position du repère des accroissements infiniment petits, les coordonnées homogènes des sommets du repère subiront des variations d'A), dA,,…, d'A, quisatisferont à des relations de la forme
na
(1) ds Dopd, , fi=o,1,.,n)
@p0 -, Mn étant des formes linéaires des différentielles des paramètres, les coéfficients étant des fonctions de ces paramètres. On appelle ces formes de Pfaff w,, les composantes relatives du mouvemen! instantané du repère mobile. Nous remplacerons souvent dans la suite, pour simplifier les écritures, A, qu’on appelle l'origine du repère par À et w,, (i:<0) par w,. Les quantités w, satisfont aux relations extérieurs
nn L d O in — D lo) Ojn |
ÿ=0 dont nous ferons implicitement usage dans la suite des Calcules. Nous nous servirons souvent également du théorème ‘suivant : Lorsqu'on a une relation de la forme Lo, XL ]+ [eo L] + … + [ox {x ] = 0 et w,, …, w, sont des formes linéaires indépendantes par rapport aux différentielles des variables, les y, sont des fonctions linéaires des w, avec des coéfficients formant un tableau symétrique !)
1) CartTAN (7) p. 151. Dorénovant par des désignations de cette nalure nous renvoyons à la bibliograhie placée à la fin du volume
D’aprés celà nous pourrons écrire.
MEET G—1,2,...,k)
k p=ÿ) %; 4,étant un polynome homogène du 2° degré en w,,
Op
20,— Repères attachés à une variétés V,. Une variété à k dimensions V, de E, sera définie par les relations qui expriment les coordonnées non homogènes %,,%,..., %, par rapport à un système de coordonnés fixe d’un de ses points courants M en fonction de À paramètres uw, ,w,..., u,. Nous considérerons une suite de repères où le point À sera confondu avec le point M et les sommets A,,A,,..., À, seront situés dans le E, tangent à la variété en M. Certains paramètres dont dépend en général la position du repère mobile, seront ainsi déterminés en fonctions
de u,,U2,..., u, par l'intermédiaire des fon tions «, et leurs déà Li
* Nous dirons qu’un repère satis- CD ©
faisant à ces conditions, considéré dans toute sa généralité, ou pour lequel on a particularisé arbitrairement les paramètres non déterminés, est un repère du 1’ ordre. Les conditions imposées se traduisent par les relations
rivées partielles du 1° ordre
6x4 = 0 y “ee ni. 0)
On déduit des relations extérieurs et du théorème cité les relations
1 9 Pa È CA TS NE (2) Wiu = Y GPS —= DE Miyx Oy se kb HE x)
El
les D, étant certains polynomes homogénes du 2° degré en ,..., x et les quantités m,,—m;, étant des fonctions de Wu, u,...,4, (par l'intermédiaire de %,%:,...,%, et de leurs dérivées de 1' et de 2° ordre) et de certains paramètres restants Vies Up
Lorsqu'on aura donné des valeurs particulières à ces paramètres le repère sera dit du 2° ordre. Si nous désignons d’ailleurs par X1,Xe,...,X, lës coordonnées non homogènes d’un point de la variété par rapport à un repère quelconque du 1° ordre ayant le point M pour origine, les équations de la variété, sup-
on
posée analytique, pourront s’écrire par rapport aux X premières coordonnées prises Comme paramètres
€ 1 (2) Ya 74 il (3) c k [
Xe = 5 %e QU, + & Ve (BORN CENTRES 0) ,° étant des polynomes homogènes de degré sen X;,, X2,..., Xx et on aura ‘)
(2) Pe (01, ,..., 0x) = Do
(RER IBT ES) La dérivation extérieure des relations (2) nous conduira à des relations de la forme
k 5 Lo; (dmijn + Fija )]= 0 Je tk étant des expressions linéaires à coefficients numériques connus des w,, Nous pourrons donc écrire LE - ) n) ; AR RER De > Mile © (3) ijæ TT îj œ 6 Doi du - ijlc e où l’on a Fa = 29 (0,0, ...,o,(a = k+A,...,n)
Min dépendant des éléments du 3° ordre de la variété et de certains paramètres auxiliaires qui une fois particularisés déterminent un repère du 3° ordre.
Remarquons que pour fixer les valeurs des paramètres auxiliaires v,,...,v,, les relations (3) suffisent. Si nous fixons en effet les valeurs des paramètres u,,u2,...,u, ce qui revient à poser
wo; 000 == 0 rte)
et si nous disignons par à une variation compatible avec ces con: ditions et par e,, e,,, les expressions w,, (à), r,,: (2) nous déduisons de (3)
À Mija = — Ejje où les expressions e,,, sont connues. Les quantités m,,, subissent ainsi Les substitutions d’un groupe dont les traasformations in-
1) Lapan (14) p. 248—9255.
finitésimales se déduisent facilement des expressions e,,!). Nous pourrons donc assigner aisément à priori des valeurs numériques convenables aux fonctions m;,,, ou suivant les cas des valeurs égales aux invariants du groupe ainsi déterminé qui seront d’ailleurs des invariants projectifs de la variété considérée.
Nous avons esquissé ainsi un procébée de normalisation du repère de proche par ordres successifs?), jusqu’à un certain ordre ou Jusqu'à l'épuisement complet des paramètres lorsque cela est possible ; dans le cas contraire on est conduit naturellement à certaines variétés algébriques dont l’étude joue un rôle important dans l’étude même des variétés les plus générales.
3°, — Coordonnées plückeriennes d’un élément plan. Lorsqu’un élément plan E,_; est défini par h points M,,M,...,M,, ses coordonnées plückeriennes sont par définition l’ensemble de tous les mineurs d’ordre À de la matrice formée avec les h (n + 1) coordonnées homogènes des points M4, M:,..., M, Nous désignerons l’ensemble de ces coordonnées par le symbole
[M M... M] auquel on appliquera, le cas échéant, les règles de différentiation des déterminants.
Si (M, M2, ..., M,) et (Ny, Nes... , N,) sont deux séries de poins de définition d’un même E,_;, les coordonées de E,., définies de ces deux manières sont proportionnelles, ce que nous exprimerons dans la suite par la relation
[MM...M]=p[NN...Ml]
Des règles plus complètes concernant ce calcul symbolique, pour n = 3, ont été exposées par M. MENTRÉ dans sa thèse (Les variétés réglées etc. Ed. Presses Universitaires). Ces règles se généralisent sans peine pour n quelconque et nous en ferons constamment usage.
4°, — Eléments plans osculateurs à une variété V,. Si nous considérons l’ensemble de toutes les courbes passant par un certain point d’une variété V, et les E, osculateurs en ce point à
1) Si en effet on à éijæ = Ein) mio elh les transformations infinitésimales du groupe
53 2 f PIN dl (hi en Oro AOF ije) ie omija"
2) v. par ex. Carran (8) p. 280—286.
chacune de ces courbes, on appelle hyperplan osculateur du (h—1)" ordre”) ou plan h — tangent ?), le plus petit élément plan contenant tous ces E, osculateurs.
Si nous choisissons le repère de manière que.
RER pu ee AT RUE À Rs er Ne ne ere [ A... ALI AE-HD : Astotmr.: ARE DE RES soit le plan tangent, 2 — tangent, 5 — tangent, etc... nous aurons p4=0, pr =0, #70, Q>k+HQ,n>=KR+HOQHR,V-kHRERES,...) quant aux formes ECC) D PRO Pr Ce avec RENE On EL TO ERE VER MO ER ES =" on les appelle les formes assymptotiques du 1", 2,3", … ordre; elles jouissent de la propriété remarquable suivante : Les dérivées partieles d'ordre h d’une forme assymptotique d'ordre m est une forme assym ptotique d'ordre m — h°), On a en fin les relations suivantes qui nous serons utiles*):
h+0 (4) = Léom @zk+0) 1=h+1 59, — Dualité. Nous pouvons aussi déterminer un repère
mobile par les (n 4-1) coordonnées tangentielles des n +1 hyperplans (E,_,) formés en associant les sommets du repère n à n. En désignant par a; l’hyperplan (ou la face) opposé au sommet A;, ou bien l’ensemble de ses n+ 1 coordonnées tangentielles et par le symbole (a A) une expression de la forme
Lo Lo + Vi Li He Hu du
Vos Vis +. , V étant les coordonnées tangentielles d’un hyperplan a et Lp, Li, … , %, les coordonnées homogènes d’un point À, nous aurons pour définir les coordonnées a les relations
(2) (di AD E0 CÉNENS EUR REA)
1) CarraN (7) pp. 146—156.
2), v. Tugint (12) p. 731.
8) CARTAN (7) p. 155.
4) do (7)p. 158,
qui expriment que le point A; est situé sur la face a. Nous pouvons achever de déterminer les coordonnées des E, _; analytiques a; par les relations
(6) REA E)="1 (== 01e)
car les premiers membres ne sont pas nuls. Nous aurons alors des relations de la forme
(7) dé =\\oy œ. (CERN Perte)
De la différentiation des relations (5) et (6), en tenant compte de ces relations et des relations (1) et (7), nous deduirons facilement
(8) MCE
Cela étant la corrélation particulière
D = lp on la fera correspondre à un repère dont les faces sont 4, &,.…., a, un autre repère ayant pour sommets les points analytiques A;, A4, …, À, tels qu’on ait
A5 —= do; A,=a, se A 0%
et par conséquent
d'A;= > win À; (—=01,.,n) h=0
À une variété V, correspond par dualité une hypersurface 2 dont le plan tangent dépend de # paramètres. À des repères d'ordre h attachés à V, correspondront des repères attachés à 2% et les équations de Z® en coordonnées tangentielles par rapport à un de ces repères mobiles seront les mêmes que celles de V, en coordonnées ponctuelles par rapport au repère correspondant. Les relations (8) font passer des composantes du mouvement instantané des repères attachés à V, aux composantes relatives au mouvement des repères correspondants attachés à Xl.
6°. Systèmes différentiels en involution. Nous aurons souvant besoin dans la suite d'appliquer la théorie des systèmes de Pfaff en involution, aux systèmes différentiels que nous rencontrerons et qui seront posés par les différents problèmes de
déformation que nous traiterons, quand il y aura à determiner le degré de généralité de la solution.
La théorie des systèmes de Pfaff en involution a été édifiée par M. CARTAN dans deux mémoires fondamentaux parus dans les Annales de l'Ecole Normale [Sur l'intégration des systèmes d'équations aux différentielles totales t. 18, 1901 et Sur la structure des groupes infinis de transformations ch. I, t. 21, 14904) et exposé par ailleurs en résumé dans un mémoire cité‘). Nous renvoyons à ces travaux pour toutes les fois que nous aurons besoin d’appliquer les résultats de cette théorie fondamentale.
B. L’applicabilité projective. Extension d’un théorème de Ceckh.
7°. — D'après M. CARTAN®) le problème de l’applicabilité projective peut s’enoncer de la manière suivante :
» Deux variétés à p dimensions s et S d’un espace projectif à n dimensions sont dites déformées l’une de l’autre d'ordre h si l’on peut établir entre ces variétés une correspondance ponctuelle telle que deux morceaux infiniment petits correspondants des deux variétés puissent être amenés en coincidence, aux infiniment petits près d’ordre k + 1, par un déplacement projectif convenablement choisi (et variable avec le morceau considéré)«.
Ce problème a été généralisé par M. FÉrAUD”); j’emprunte au travail de ce dernier la notion de correspodance C,, entre deux variétés s et $ à p dimensions d’un éspace E,, qui est une généralisation de l’applicabilité d'ordre h de M. Fugini, qui n’est que la correspondance C,, (ou simplement C,):
» Une correspondance C;, entre deux variétés s et S est telle que par un déplacement projectif convenablement choisi A (variable d’un point à l’autre) on peut amener un point À quelconque de $ sur son homologue a des de telle sorte qu’au point commun les deux variétés aient après le déplacement uñe application C, et un contact d'ordre & ? h«.
La recherche des équations différentielles que ce problème pose est très simple. On choisit le long de s un repère (r) où A...
1) CarTAN (7) pp. 136 — 146.
2) d0 (9) Le probléme général de la déformation. 8) Féraub (10) Thèse p. 2.
A, d'ordre k ($ 2°), qui sera défini par un certain nombre d’équations linéaires en w;;, les composantes du déplacement instantané de ce repère. On écrit que ce mêmes equations sont satisfaites par les composantes Q;; relatives au repère (R) ou B.. B, attaché à S, repère qui se déduit de (r) par l’homographie H ! inverse de H, ceci est une conséquence du fait que ces équations linéaires résultent de la structure des formes 9% ($ 2°) qui doivent être les mêmes pour les deux varétés si t £ k, parce qu’il y a contact d'ordre k£. On écrit ensuite les équations que posent la C,.
Pour écrire ces dernières équations M. CARTAN à donné une méthode dans la communication faite au congrès de Strasbourg et une deuxième méthode valable pour la C: des hypersurfaces dans son mémoire sur la déformation des surfaces‘).
Nous donnerons ici une troisième méthode pour h — 2, 3, 4, méthode inspirée des lecons professées par M. CARTAN à la Sorbonne (1927—28) et qui a l’avantage de s’appliquer aussi aux problèmes déformation avec contact géométrique dont nous parlerons plus loin et mêmes aux problèmes de déformation avec un troisième genre de contact, que nous définirons égallement et que nous appellerons contact de Cech, parce qu’il a été considéré pour la première fois par cet auteur dans un beau théorème sur l’applicabilité projective des surfaces.
80,— Suivant la notion de déformation avec contact géométrique, deux variétés s et S sont applicables avec contact géométrique d’ordre h, si on peut établir une correspondance (que nous désignerons par G,), telle que par une homographie convenable H on puisse amener deux points correspondants en coïncidence de manière que deux courbes correspondantes quelconques, passant par ces points, aient entre elles après ie déplacement un contact d’ordre h°).
| De même nous dirons qu’une correspondance (que nous désignerons par l';) établit une applicabilité d’ordre k avec contact de Cech, lorsque par un déplacement projectif convenable on peut amener en coïncidence les E, osculateurs à deux courbes correspondantes en deux points correspondants.
1) CarrTAN (8) pp. 208 — 272.
2) Cf. Fuemi (11) p 141 et aussi CarTaN (8) p. 264,
M. Fugini avait déjà démontré que pour les V, de E; et pour h=—= 92 on a les deux propriétés suivantes:
A. Une applicabilité G, est nécessairement une Ci).
B. Une applicabilité G, est aussi une C,, si ou applique au besoin une nouvelle transformation homographique à la variété S°).
D’un autre côté M. Cecu, dans les mêmes cas également, a démontré le thèorème suivant *).
C. Une T, est aussi une G, si on applique au besoin une nouvelle homographie à S (qui peut d’ailleurs varier d’un point à l’autre).
Ces trois propriétés montrent l'identité pour les surfaces de l’espace ordinaire entre les trois genres d’applicabilitè projective du second ordre.
Les propriétés À et B ont été généralisées par M. CARTAN pour h=—2 et pour les V,_,de E, ; M. BERSANO a généralisé aussi les propriétés À et C pour k=2 et 3 et la propriété B pour h=— 2 pour toutes les variétés d’un espace projectif E,..
Il est remarquable le fait que toutes ces généralisations ont un caractère à part. Comme on peut parler d’applicabilité projective en un seul couple de points correspondants‘), ces propriétés sont valables isolément, c’est à dire qu’il suffit de supposer la validité des hypothèses en un seul couple de points correspondants pour que les conclusions soient justes en ce même couple de points.
La propriété À est très générale; quant aux autres propriétés, que nous avons tâchés de pousser plus loin, ÿ faut, pour qu’elles soient valables dans les cas que nous avons traités, que les hypotèses soient vérifiées dans tous les points, correspondants des deux variétés. A
90,—En empruntant pour ie moment l’analyse de M. Ber- SANO *), nous considérerons deux courbes (x) et (X) d’un espace E, dont les coordonnées non homogènes a, æ3,..,æ, et X4, Xe...
X, d’un point courant seront exprimées en fonction d’un même paramètre u. Pour qu’en un point correspondant à la valeur u,
1) Fusini (11) p. 144.
3) Cf, Font (12) p. 120.
4) Fosini (11) p. 146
8) BErsano (1) p. 267—275,
du paramètre il y ait un contact du 4"° ordre, il faut que pour u—"% on ait les relations suivantes :
Xi = &xi; Xi = pa; Xi = pa; +ox;, Xi = pari" + 3 pou EL Xi; XI = pt x OM E Gars” + + /4p4 + 30?! r;" L dx ; = dre.
les accents désignant des dérivées par rapport à u et p, s, y, ù étant des constantes. Les deux premières relations sont relatives au contact du 1° ordre, les trois premières relations au contact du 25 ordre, les quatre premières relations au contact du 3" ordre.
Considérons maintenant deux variétés V, et v, à k dimensions, rapportées biunivoquement de manière qu’à deux points correspondants, correspondent les mêmes valeurs des paramètres U, Us, ……, U, par rapport auxquels sont exprimées les coordonnées X,;. x; des points courants des deux variétés; pour qu’elles aient en un point correspondant aux même valeurs ui, uz, …, uÿ des paramètres un contact géométrique du 2° , 3% ou 4" ordre, il faut que, lorsqu’an remplace u,, U+, …, u, par des fonctions arbitraires d’un paramètre u, assujeties simplement aux conditions que pour U = %5, on ait
HU, +, Mi UNE U, les relations suivantes soient satisfaites:
Nr 00) = pD 2 ND, Xe Dr Ex DA —=pD,7, ESp5D, zx XD, x; D,X, = ptDyr, L 6prsDuz, EL (4 pl 302) Dia, 8D,æ,:
(OMR, 1)
où l’on a posé
k L _ af 70e JR > HUE ‘Us de P, É + L 2 Ur Aa? D, f qu 1 dUr als de Le r—=1
ry85t—=1 PTS
D de / / / / 3 a? f / 172 2 mers me lp cllsioU Ê me Uno Us s/ » PUADTREE TE GASOIL an »” , dUrdus a
. a f LA 4 ‘ ‘ Dre Ut a r,84q4= 1 dUr als ar dll q
D nr SR Entre RE ms. 2 74 172 re | PO Z , + 6 Ur Us Us! + 3 . airs UPARUTES 2
ET adly als AU te
DE k ] d ï:
+ / D» ee Ur us" Le D u UV) 5 1 à Uy 2 PE
dlltr als
#, s, y et à dépendront fonctionellement de u,, ue, …, u.. Les deux premières relations (9) sont relatives au contact du 1" ordre, etc. Contact géométrique du 2° ordre. Les deux premières relations (9) devant avoir lieu quelque soient u,', u,” on montre sans ditficulté qu'il faut que l’on ait k
p=1; : 52) ous
et par conséquent ». Ln'e re OPUS 2 ere en
ES Uy d'Ur 19 Uy A Us aUr aus
d’où l’on déduit qu’on contact géométrique du 2 ordre est néces-
sairement analitique du 1° ordre.
Contact géométrique du 5° ordre. De la troisième relation
(9) on tire immédiatement en tenant compte des relations précédentes
k GE (0 x == 9 »2 rs Us! Us!
Ty S—=1 et par conséquent + 2 V£ 2 X = rx : VAR : à X; LS) Tj :
i LA A ON CR RTE 2) u, 2) u,, au, ou, aile ELU | A, A. A > D.
© ji Ce i AY OA 4 = 7 %.
(11) at,at, dt, 9, au, au, de ou, FX d FE
dr DEMO À ETENX. r,s1=1,:k $
et on déduit comme précédemment qu’un contact géométrique du
3"*° ordre est néceesairement analityque du 2° ordre. Contact géométrique du 4"° ordre. De la dernière relation (9) nous tirerons facilement en tenant compte des relations pré-
cédentes le — 0,0 — Orst Up Us Us P, S, t=—1 ;
(Ru, NO SO 2%, FU un Dieter te — — DER d LL, au, aus ou, al ou, au, au, £ Z x7 D = = Z; 2° X, 7) à Z, ELA (12) 1 DURE! ? | VE 1 ) *E Or au, 21, au, au, ot, ou, au, ou n AU au, ad Fe au, as OT ; +3 dB, at; Det PAT Ost Oggr — Ogrs — re :
| À ou, e QU ee dl, r,s1.q=1 F , À
ce qui montre en particulier qu’un contact géométrique du 4° ordre est nécessairement analytique du 3° ordre. On reconnaît immédiatement que le procédé est général ; on peut donc considérer la propriété A (K 8°) vraie dans toute sa généralité.
40% Nous considérons comme évident, que lorsque deux variétés V, et v, ont en un point un contact de Cech d’ordre h, elles auront par le fait même un contact de Cech d’ordre à < h ‘).
Contact de Cech du 1" ordre. On doit avoir évidemment
DEN DID
(13) F2, Dx —2D,;# donc
ou
Cp
par conséquent un contact de Cech du 1" ordre est géométrique du 1° ordre ce qui était évident à priori.
Contact de Üech du 2° ordre. On doit avoir les relations (43) et
SUCRE 0! à D'X=aD,2-oD,z
ce qui donne par identification en tenant compte de (13)
1) Il faut pour cela évidemment qu’une des variétés au moins ne soit pas située toute entière dans un En,
et par conséquent on aura (13) et
9 € dx 2%; ox
are ou, AU, au, au,
5s 50 ou
il sera alors facile de voir que par l'homothétie
dj RQ L; on peut réduire ç à l'unité. On a ainsi démontré la théorème de Cech (proposition C, $ 80) dans toute sa généralité.
41°. Pour démontrer la propriété B ($ 8°) pour h — 2, nous considérerons pour simplifier un système de référence ayant le point considéré comme origine et tel que le KE, tangent en ce point soit défini par les équations
Nous prendrons ensuite æ, %,.…, æ, comme paramètres u, et nous écrirons les équations de la variété v, sous la forme
; RUN IS (14) #e == 2%. (æ,..,æ,)— CLS r)+. (@=h+ 1,1)
Po étant des polynomes homogènes en x, 22, .., x, de degré h. Avec ce choix les conditions (10) deviennent
RL
LRO EL 0,04) a &;j 2 Ne 2 y.
a ST d Xi ——— = —— 6j Eÿ Ge Sij à Àj à Le à Xj 9 Le En L ‘i F
( RE 4 PART Non On voit alors immédiatement que l’homologie
== Li
RE SEEN TU RS EAN) 1 CA » On Th h—4 transformera v, en une variété v, telle que pour x, = :: = x, = 0 on aura 0) X; LFP RE æ à 5 X; Ja 5É "A X = 0; SUNSET 0 Dir
et la proposition B se trouve ainsi démontré pour h = 2.
120. — Supposons en dernier lieu, que deux variétés aient en un point commun un contact de Cech du 3° ordre. On pourra par une substitution homographique convenable faire en sorte, d’après ce qu’il précède, qu’elles aient en ce point un contact analytique du 22 ordre. Nous aurons alors, après le dèplacement, les relations (10) avec 5 — 0, et si nous en tenons compte, la relation
Ds Xi = A Dai + BD, & + CD; x:
(est. tn) qui exprimera la dernière condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait contact de Cech du 3"° ordre, donnera par identification
à AN Route > CU:
D, S—f et on déduira les relations (11). La propriété C se trouve donc également démontré pour h — 3 dans toute sa généralité. Les démonstrations que nous venons de donner différent peu de celles de M. BersANo et les simplifie légèrement.
13°. — Pour aller plus loin, nous allons considèrer un repère mobile (r) que nous ferons varier d’une manière déterminée le long de la variété v.. Supposons V, projectivement applicable sur v, avec G; en tous les points correspondants des deux variétés et considérons le long de V, le repère (R) avec lequel viendra coïncider (r) par l’homographie qui réalise en chaque couple de points correspondants le contact géométrique du 3 ordre. Déplaçons v!, le long de V, de manière qu’à chaque instant (à 4 paramètres) ce contact soit réalisé, Un point de V, de coordonnés non homogènes X;,, Xa, ..., X, aura par rapport à (r) un mouvement relatif dont les composantes par rapport à (r) se calculent facilement. Ce sont:
nr n A X; — d Ve + ©; + \; (o; —\ D); ) 0" > X; (OP X; DE Xh Oo ii h=1,
(PR NU) Mais comme ce point est fixe, on aura d’un autre côté n n D 0 D 0 ON x 0, -X NX 0, iZi= h=1
(CE à mn)
2% et en faisant la différence et posant
E; = Q;; —0;; on aura
ñn
(15) AX;—=—E, — \, (Fi — Evo) = X; Ej + X "5 X» :Eno ji i=1 h=1 GI 2m n) On tire d'autre part des relations (11) qui expriment les
conditions de contact géométrique du 3" ordre, le développement suivant :
| Xi = (ti)o > (es) (ty —U; 2 a ms D | ÿ “.
V=1 , S—=1 a Ur aus k
0 0 1 PT : à Li (45 bis) (uy — Ur) (Us — Us) JRATE 5 er + rs — +
NOTE al, aus aus aus
d Ti . ) Y; 0 + + LL, e ; | Cu, —u;) (us — us) (us — U) +
JU» o c l NS) 6
(LR) D'après ces relations on a k X; —— [CE à Li 1 2 Li 1 pa = (15 ter) Do ER LÉ
9 Ur 2 Us/, (u, — u,) Ji u°) (us — ur) :
Si nous faisons maintenant varier üf , Ua , ..., Uy nous tirerons en différentiant les relations (15 bis) après simplification
k l 2 à & AX;= — — ) 8 —— + 4 LE è 5) Lys ou ou, l
ANRT aus},
(us, — us) (us — us) d'u +...
Revenons alors au choix fait au $ 14° du système de référence et des paramètres; avec ce choix on a
0 0 Met brel OO EN, et par conséquent 1 k (16) | AX;—=— D] : » a Et + Lo Eir —+ Ktr £is) Ty Æs O4 + .…
OESE AANPESS 0)
avec ce méme choix les relations (15 ter) deviennent k (16 bis) Xi = %; nn S 1 DA et else Sin Kiy Bis) Cr Le Le +=. CNT) et ces relations donnent l’écart qui existe entre deux points correspondants.
Posons dans (14) L (2) k D, — ". : Ts —= k + :
(17) D, 2 Mie Li À (=k+L1,...,n) et en tentant compte de ces expressions, introduisons les valeurs des æ, d’après les développement (14) dans (16 bis) et ces dernières ainsi modifiées dans (15) et identifions avec (16). L’identification des termes constant, du 1° et du 2" ordre en %,, æ,,..., x, nous donnera sans difficulté les relations suivantes, qui formeront la système différentiel de la G; :
{ { E=o, F,=o E;; == 0: be — 10 Eig = 0 (1 j)
nan bot NU. mu, Eee 0
n (9 En — LE d ? LE rs 2 Miie Evo: ST Ki OR - > Xin Op
L=ki+1 h=1
nn
E,, = Mije Loi = — ki OS - kn Op (QE 1) (b) ie on oo (let CE
NT, eat 27 #4 ( pk 1, n Si dans ces relations on fait x, — 0, on obtient la système de la C;.
449, — Soit alors Q le nombre des formes 9 linéairement indépendantes ; on a Q < / k(k +1) et À + Q est le nombre de dimensions de l’hyperplan asculateur de 1’ ordre ($ 4°) à v,'). Cela étant, on a entre les coéfficients m;,, des formes » (?.
1) Cartan (7) p. 180.
S=Skk+1) — Q relations linéaires indépendantes de la forme 19) A m;jo = 0 Ce À 1 A ETES! ie
De ces relations et de (18 b) on déduit immédiatement des relations telles que
“ — 1) (a) TÉCDNTID EN TUE 17 h=1 k (a) =; » Apr Lu
Di
& — E DS ( Re CAR Le
rame ce er 0 ce ce
Si alors la forme Hoeuts
> AEGEO — 0,
| qui définit dans un E,; un cône caractéristique, a son discriminant nul, on voit facilement que
(21) » An fu = 9; hi=1 dans ce cas, en effet, on a entre les premiers membres 0," des relations (20) une relation linéaire et homogène à coéfficients v, non tous nuls dela forme
+ Vi (5 — 0
D | et par conséquent
k E > An An » V; O3 — 0, hb=1 er ce qui démontre la relation (21).
Cela étant plusieurs cas sont à distinguer.
[I $S— 0. Il n’y a aucune relation dela forme (19) et parmi les formes ou il y en az k(k+1) linéairement indépendentes. On peut trouver dans ce cas des coéfficients x, tels qu'on ait
ki ñn
DO A
ou :
(23) lg SE Mije Le.
Q=k+ 1 IL SZ 2; on peut toujours s'arranger de manière que S — 1 cônes de base du réseau de cônes caractéristiques soient dégénérés. On aura $S — 1 => 1 relations telles que (21). Si le S”° cône du réseau est lui aussi dégénéré on aura une S"° relation
telle que (21). Dans le cas contraire supposons, par exemple, que la forme:
n’est pas dégénérée. On tire des relations (20) correspondant à a = 1 des relations telles que
k k = F EN ie +- ) Kih CORERSS cs ) h A (Op
où :
DE si T
=) et où les a!) désignent les mineurs du déterminant des Aÿ divisés par la valeur même de ce déterminant. Si nous tenons compte
de ces expressions une quelconque des relations (20) relative à a — ? deviendra:
1Y “es AC af=9,
1=1 j—=1 et comme les quantités, 2 f Fr Y A® af, = ne peuvent pas être toutes nulles‘) on aura nécessairement
(21) Le > An us — 0.
1) Car Ares le système d'équations linéaires
3 a® Et (Gi = 1,2, k),
Î=1 . 4 , ( ü : : 1. : £ admettrait : systèmes de solutions ;;, — 4 pa (= 1,2,..k), indépendantes ce quiest impossible.
[IT. S—1 et le cône caractéristique unique est dégénéré. On aura dans ce cas également d’après ce qui précède.
k (21) Af on = 0 h, 1=1 Dans tous ces trois cas par conséquent le cône k Du 80 80 = 0 1, j=1 appartient au réseau assymptotique et on aura toujours des relations telles que (22) et (23). Cela étant, l’homologie ee %; D 1 — D Lo Le Q—k+1 transformera v, en une variété v, qui aura avec V, un contact analytique du 3° ordre comme le montre un calcul facile.
15°. — Le cas S—1, où le cône caractéristique n’est pas dégénéré, doit être traité à part. Nous verrous justement qu'il présentera un cas d'exception. Nous voulons d’abord caractériser d’une autre manière les variétés appartenant à cette catégorie. On a dans ce cas, en effet, une seule relation de la forme
(24) D Ai Mije —= () CEE ER Fe » À)
Soit alors
les équations dela substitution homographique qui font passer d’un repère fixe (caractérisé par les coordonnées homogènes x) au repère choisi au $ 14°. On a les relations
NW = 0 m—=0 TRS n
qui expriment que le point qui correspond à w, = u? est l’origine du nouveau repère et que le plan tangent en ce point a pour équations par rapport à ce nouveau repère
DÉS ON CUS
Nous aurons d’un autre côte les développements
di — Ge +È(E) (u,-u, +5 à (te ri Je ve) { at)
1 Var allo à 14
reg (0 1 0) d’où, en remplaçant dans (25), par suite des relations (26)
pj (- te | (ur — uw.) (Us — us) . e
d Ur 2) u $
nn
» Ho (&r) + me
x # À a; | D Da | eu V.S==1 4—0 a Ur 9
D ao (mr) +
ea me
Si nous remplaçons enfin ces valeurs dans les relations (14) que nous écrirons de nouveau d’eprès (17) sous la forme: |
HS
7 » Mijo Di Dj À «+ (p—k +1, ,n)
ij=1
nous trouverons l’identité
d Tp 2H Lo Hoi ( Eh) Mijo Tip Xjq i=1 h—=o AUs/ 0 t=1 pP,4=0 TX Uy 0 À Us 0
= kekl,ss M CM ER à
Nous pourrons alors déterminer les quantités 0,, de manière que l’on ait
À En (Eu 0 0
Pet Mgr aW alle
| ce qui est toujours possible et nous aurons d’après (24)
» Jones er dr ds /0
relations qui expriment que le point de coordonnées homogènes
je metre Pa ! (i=0,1,. #)
\ dr als
par rapport au repère fixe, se trouve dans le plan tangent et qu’on à par conséquent
a? ao 6, ei 6 4 = 0 j — 0 1, on ‘6 De Or ds D) ee +6x G
en supprimant l'indice 0.
Il n’y aura évidemment qu’une seule relation de la forme (27) car autrement, s’il y en evait deux, en remontant en sens inverse nous aurons tiré deux relations de la forme (24) ce qui est contre les hypothèses.
Les variétés appartenant à cette catégorie sont donc les variétés que M. BzRSANO !) appelle des variétés D, par généralisation du nom de variétés d donné au 7, de cette espèce par C. SEGRE ?), qui dans le même travail a donné lui-même un aperçu très général sur ces variétés, en donnant entre autres une définition géométrique du cône ayant dans un E, pour équations
6, êr Ës — 0 qu’il appelle le cône caractéristique.
16° — Il résulte ainsi des deux paragraphes précédent que st une variété v, n’esl pas une variélé D (Les variétés V, applicables avec G; sur % ne le seront pas non plus, en vertu des équations de la G3) la proposition B se trouve vérifiée pour h = 3.
IL nous sera facile de montrer que chaque fois que la proposition B se trouve vérifiée pour k — 3, la propriété C se vérifiera elle-même pour k = 4.
Supposons, en effet, que deux variétés, pour lesquelles nous sachions que la propriété B se trouve vérifiée, sont applicables l’une
1) Bersano. (2) p. 261.
2) SEcre. (16) p. 1079,
sur l’autre avec contact de Cech de 4" ordre (F;) en un certain couple de points correspondants ; il y a par hypothèse une homographie qui amène les deux variétés à avoir un contact analytique du 3° ordre et par conséquent telle qu’on ait après le déplacement les relations (11) avec %— 0; on a en vertu de ces relations et tenant compte de la relation
D; Xi À Dai Hu Ds &i + y Doi +0 D, æi 1; Lo Sn)
qui exprime le contact de Cech de 4"° ordre, en identifiant
NET H—Y
NI 1 ‘ 74 LA — 4 ) Ôpsta Ur Us UE Ug P,Sit1—1
d’où les relations (12), ce qui démontre le théorème, Pour toutes les variétés autres que les variétés , le théorème de Cech (propriété C, $ 80) est vérifié pour h — 4.
170 — Revenons aux variétés D. Nous pourrons toujours par un déplacement convenable des sommets A,, Az, ..., À, du repère nous arranger de manière que la relation (24) unique ait la forme
Mie — Mzo Se Mike == 0,
et par une modification appropriée des sommets À,,:,. manière _ ait
AÀ,, de
Fo Muue mn) 1 HE 0)
où l’on a désigné par
CHINESE AE) ARE 0 MP AT ES 1,h) les indices
ROMANE ET 0-1 26,311... k+0
Si nous prenons enfin comme nouveau sommets A, les points \iÿ) = Ati) iù hij À
ÿ nous annulerons tous les x;;, (sauf x,,) et si nous posons
Rj= — 2% le système (18) de la G; s’écrira sous la forme 0, Es — 0, = 0 EE, =o, E;=0, Eio =0, Fy=06Zh
| | Eve — Eso — 0, Ho 0 (#0) !
(30) ù Ep = 3% 04 EE, = - 420, E y = —% 0» Eng s = 0 bmx 0, F5, 20, Ep —0 me, he) LA RO RES EEE ny PRE ES
si dans ses équations ou fait x — 0, on obtient lesystème de la C:.
180.— D'après un théorème énoncé plus haut ($ 4°), les formes +) ont pour 8 => +Q, des dérivées partielles qui sont toutes des combinaisons linéaires des formes (29); ces formes o°) seront alors elles-mêmes des combinaisons des formes suivantes :
3 5e 2 d D ë ,2 9 DJ — 9 £, js Lj + OL dj» d a) (4 1 = me æn)s Grau, 6 Lj En Lie
| j, h, l différents entre +) = k :
— goss
Nous ne considérerons que des variétés ® que nous appellerons exceptionnelles pour lesquelles le nombre de dimensions de l’espace 3 - tangent ($ 4°) est maximum c’est à dire :
R = En (41) Cu +4);
on pourra dans ce cas choisir les sommets A,:941,.., Assoun, A, (u > k + Q +R) de manière que (3 — 78 M, mè 8 — 78 6 2 | Ph LO44 = 24 + 32 2, Dos = 4) À 3 25, … (31) | Cor Por =} Lio Ly_4 Lx , Qu — 0
Pour plus de clarté nous allons faire 4 —3. On aura alors d’après (29) et conformément aux relations (2)
Dia Os Ou = O4, Dig = Do , Dig — 3 ; Dig = 0 Do O2 5 Dr — O0 , Dog — y , Way — 0 , Dog = 0 Day — 0 : Was — Wa >» La — 0, Way = 0); , Dog — Do
et de même d’après (31) et (4)
W49 LS (on ; Oy — 0 , O9 = W , Oy —= ORE Dog —= 0 Dy10 — 0 > O5 rs O6;10 — 0 ) O7.410 — Pa ) O8,10 — © Bon = 9 5 Op 0, On = , Op 0 , Oyy = 0 Da O0 5 Dispo — O3 , Op O0 , Wa = Wy ; Ogsyo = 0 Bang 0 ; Dig — O2, Ogg = 0 , Oyyz — O0 ; Duyg — 3 Dyga = O3 > Dipg —O , Ogg O0 ; Oyya = Op » Pg14 — Do Das 0 5 Dis O0, Ogys = O8 à Op = Po 5 Dis = Os Oy,u — 0 ( SC RC UT 15),
Nous en tirerons par dérivation extérieure les relations suivantes :
Ogg 2011 + O90 + 54 = Mi + bo + C0 Oga O2 — On = Vies + 6402 + fios
Da — Os = C0 + fa02 + 03
Oya — 2099 + Do + 404 + ho + i,03
Oga — Vg2 = [301 + L02 + J403
Os = Ja + 74102 + 103
ds à Os 7 2011 + Oo — 450 + bo, + cos Os Dai = 0,0 + 0,0) + fs0s
O5 Dig Op = C1 (02 +0,03
Os = 0501 + 502 +103
gs — Vs = [504 + 1,02 + Jo
5 — LO33 + %o0 = 9501 502 + lo
dy + 0,6 — Lo = 0 + 0502 + cos
gg — %22 — 11 + Oo — Dita E02 + fat Org Vg2 = C1 + l602 + 9603
og — 207 = 60 + ho + 1603
Ogg Og1 = /601 + 4602 À 603
d56 = Go +02 Li
dy +0, — 2033 — 40: + 0.0, + C0
O7 — Os = 50 + 502 + 103
O7 — 38 — 011 + Voo = 01 + 502 + Ut Our = 6:04 + lo + 1.03
Ogg — Ogg = / 101 + U102 + 503
On — og — Gr + 02 + lit
O8 + Osg = 4301 + Vgoo + CO
Ogg — dy = 0,0 + 6802 + (603
%yg — 2073 = 0301 + 0 + 1302
Ogg — Ogg — O2 + oo —= /80 1 + 1802 + js %58 — 2032 = 801 + 80) + (803
et par une nouvelle dérivation extérieure de ces relations on se rend compte qu’on peut annuler tous les a, b;, … , L; ce qui revient d’ailleurs à la possibilité du choix d’un repère tel que vf) = 0 CES) CR O0):
Les équations
qui figurent parmi les équations (30) nous donneront par dérivation extérieure, en tenant compte de toutes ces relations et du choix simplifié du repère (r),
3 4 + Lo + Bo — 6% 015 — 090 = Aoû + Bow + Cons
E50 — 2% 0,2 = Boy + Fo, + Fo
22) | E,0 — 240 O4 = C0: + F0: + Gotta — dE +24, — — @yp = = Eso, + Lio, + Lo:
He = Fo, + lo, + Jo;
— d'A + Eo +220, — 069 = 600, + J, ©, + Lie; si x = 0, c’est à dire dans le cas de la C4, on a A6 = Fo + Go Bo = 6 + Jo: Co = lot + Lo
Le système formé par (30) et (32) est en involution. On le démontrera en prenant les équations extérieures (les seules qui ne soient pas identiquement nulles) des groupes suivants :
DÉS 0-0 ab ONE 0 0 LE=0,E;—Ep=0, E:—0o, Ex —0 , Lg; = 0.
NES —=0Y 0e dt 00 = 0% == 0:
INSEE = OPA ONE = De — PE 0 Pi —0.
OR 0E SE op RP 0e PSE, —=0.
VLE, =0, E=0, E —=—0, , Es, =—%03 , Egy = 0.
VIL ER == 20,050), Es: —1o, E—0, Ego = — %04 VID ES Oro, , Li 0 , Le: —70, Egg = — %0,
et des équations (32).
Les équations extérieures de chacun des groupes I— VIIT se mettent toujours sous la forme.
[o, E; ] + [eo H; | Los [; ]= 0 [oi G: ] + lo, J']+ To, L ]= 0
(33) Lo, (+) + le F4 fo ]= 0 Lo, (Hi) + fe Ki 14e Gi ]= 0 [o, Fi ] + lo, + le di ]=0o
We 60)
où toutes les formes E,,..., L,; sont linéairement indépendantes. Chacun des groupes I— VIII est ainsi en involution avec 8 = 2,
Les équations extérieures du système (32) s’écriront par contre si x =< 0, sous la forme { Lo7Ao 1 0 Bo 14 [05 Co] = 0 Los BJ + To E ]+ To Fo ]= 0 (34) Eos Co 1 + To F ]+Tos Go] = 0 Los E + lo H]+Toesl = 0 [Lo ]+ lol ]+lo dd | = 0 [lo Gl+led|+les LI 0 et ce système est en involution avec s3 == 1.
Ainsi pour k=3, le systèmé différentiel qui donne les variétés V, applicables avec ‘contact géométrique du 3"° ordre sur une variété v, appartenant à l’espèce D exceptionnelle admet des solutions dépendant d’une fonction arbitraire de k arguments.
Six — 0 on à au contraire.
A6 = E + Go Bo = Mo + do, Co = lo + Lo et le système (34) a lui aussi la forme (33).
Pour k — 3, les solutions du système différentiel qui donne les variétés V, applicable avec contact analytique du 3° ordre sur une variété v, appartenant à l'espèce D exceptionnelle ne dépend que des fonctions arbitraires de k—1 arguments.
Ces deux résultats sont très généraux; ils s’appliquent à toute valeur de k et montrent la différence essentielle entre l’applicabilité projective analytique et géométrique du 3° ordre des variétés ® exceptionnelles,
190,—Proposons-nous maintenant de voir si le théorème de Cech est valable pour les var étés D exceptionnelles.
Nous reviendrons pour cela aux considérations du $ 13°; cette fois (R) designera le repère avec lequelvient coïncider (r)
par l’homographie qui réalise le contact de Cech du 4° ordre et en même temps un contact géométrique du 3", ce qui est possible d’après les résultats de M, Bersano ($ 122). On aura alors les relations (41) et nous déduirons cette fois de (28) en tenant compte de (11)
k Ami, pæ=0, v=6 ÿ'Xsuu,
Tr S= 1 k " 20 E7 912 D) Lou us +4 D, Braun a PS A, D, Sr t—=1 et on aura par conséquent (11) et a X; = a Lx 2 Di a dj EE RS LT RES TT L CRE SL Re CE EST dlty as AU AU 2 Ur aUs AU a Ua a Ut All AU» AU 2 2 . 2 y. 2 7.
d° Li 2° Li . d° Li d° Ti LR RSR Re pee als AUq dlly AUs aus aux al4 aUr o) ï d Li 2 Ti 2 Li + Ôrse PES (Tree Aa on AQU du Re au dut
En tenant compte un ces Stone nous aurons comme précédemment ($ 13°) le développement suivant
Xi = (ti )o DE je + _ Âee ut) ut +
à Ur A Us RE PL; TL n 0 DT ED 1,8, 11 à Uy als AU: aus d Ur AUs 0
uy—ur) (us—u) (u— ut) +
l APTE À 2 ZX; du ) 0 # } 2e 24 sr alr aUsaUrsatl 2 Ur & Ua 78,4,4—1
+ à rat ne Lo d
et par ns
Î ) TL T; 7 . d Li ° ci C d wi / 0 û ( AR = Ce — À As + Xi Se ) Qu, —u,)(us — us) dur A A C S 0
o Ur PAU
x; | Qu, — ur) (us — af) (u, —ut) ue 0 ‘
ê Li A Li
1 2 di +> 1 d'ht he d'art à Air | Qu ur) (us — u)(u, —u;) — r,8,t JU 0 1 e ÿ TL; : 2 TX; : >? Li Eure: ar TE Hg
TySst;q da aus 9 Ur AU: AUradUs
A Di
+ Ü,s où et avec le choix du $ 14°.
7 ) (ur — Ur) (ue — ue) (us — us) d'uÿ +.
A D reasmu, à
ot
+: > (ei d rs +- Ejr d Kst + eisd Kir) Ty Ls A4 —
CR y D pe Misi + sq Mi + Kg Mysgi
Le dpst Eiq <L dseq Eir + diqr Êis + Ours Eit ) Ty Ds Lt Og +...
où n,, — 0 (1— 1,2,..., k), et les m,, (b—#11,...,n) sont les coéfficients qui figurent dans les formes © % (17). En faisant l'identification avec (15) par l’intermédiaire de (16 ” ) jusqu'aux termes du 2° ordre en x, 2, , &, nous retrouverons évidemment les équations (18) de la G; tandis que l'identification des termes du 3° ordre nous donnera des nouvelles relations, que nous écrirons, pour fixer les idées pour k = 3, pour les variétés d exceptionnelles avec le choix simplifié du repère (r' et des quantités X,,, comme il suit:
(9 9] Fu —Eo +8 Enot-8 025 d 4 — Ado 0 Dr duos — Eu —Eiss +2 Eo 25
OS mm 01101
— Eggr — Ent 42 Es
_9$ en
3 113 O1 —2 123 V2 — 2 digg O3 Ss (o]
nt > . : — 2020, - O2 Ua Dog. 03 — list Eso . — 2123 Vi Dors Va — Vrgs Va — Eo1 4 Eso — 203 0— Üpgs Or Vr3s O3 —Eii 1 4 — 0,» 0 Es = — 030) — Es, = — 033 © | — Euh + — Ügas 0 (35) ; —Ege — Eve —= OI S — Eye —Ei3,2 + E,o+ =? d 4— Oil == 9 2 Ôgye D Ôyye &; — E29 — Es _ = ni —En +2E on — 7 dip2 03 —38 Dip2 a — 2 Dia Os —Eo+ LE + — diigdi— 20302 Digg O3 — Eve = — Di33 0 —Ene+3 Li = — 3 190 04 — À V2 Wp— 9 days V3 —Ese +9 E3o = —9 0,530 — 30 93 Dy— 7 dpas V3 —Eise+ LE — Visa D—2 Dogg Mo— Vggs Wa
Res es
— Eu 2 = — 0333
—Eys —Eios
— 13 — Es
Jia O3
Ci12 O3
— Eos Eus+ Et Eso=2 6 X— doi Ôu202— 2 0308
—KE9s
—Ei53 + Eo — Eos +2E, — Eu 3 —Eus+ Es —Eis3+2E;, —Ee3 +5E,
{ = Eos — Eoa + 3 Eto — Es — Ess + Eoo — F9, — Ein + Ezo — Eos + Et Es
Eos
Q — Eu +8 Er —
— Eur Es Ets
Éa,:
— K0,5 + 3 Eo — Es — E55 + Koo — Vas — Euss + Eso
Dr
— ss
— E05 + Eio — Fns
-— Es
— Eu3,5 + Ko 2H — Es: + 2 L30
— Es — Eos — Eus — Eis6— 2 Eo = Eye = Es — Eos + 2 Ko — E5,5 + Eso — E06 — Es — Eu — Eysc
— Eux
0199 03 — Dypoi— di 022 ps © — DD, 13 01 —9 di23 09 — 8 Vas O3
V222 03 — ip Oi— Dg22 Va —2 dors O9 9 Ô:3 oy—2 dp3 Wy—3 das D; — 8 D,33 0 1— 9 dpag Oy—À Vagg O3
— {on
— En — Eos =1}0 — Eur — Eisn 0 — Eos — Er Eo = — 2% — Es — Es E2o — Eo1+ 2 Eso | |
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SESRONSESERS
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— Eos
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— Eus
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— Eu
MONS CESR ES SNS S un =
EE PE
ee nn Eoo = 0 : Eug ==" 0 RE: (C8 2820 10,16 ne )
on voit tout de suite du groupe de relations (36) et de (30) que l’on a À — 0. Pour les variétés D exceptionnelles le contact géométrique du 3" ordre subordonné à un contact de Cech du 4"° ordre est nécessairement un contact analytique du 3" ordre.
Nous pouvons alors appliquer la remarque du $ 16° et concluire que pour les variétés ® exceptionnelles le théorème de Gech est vérifié pour h = 4.
On peut même aller ua peu plus loin. Nous tirons, en effet, des relations (35) les relations suivantes :
— 2E,, — 2 E;o = (4 à — 2 Ôy22 — 20133) 1 + (3 di19 — Da — V233) Vo + (3 d113 — D223 — 33) O3 — 2 Ejo = (3 Ô112 — 0222 — Vnga) © 1 + 2 0,92 do + 2 do — 2 E0 = (3 V113 — V223 — Vgg3) O1 + 2'Oy23 Oo + Ÿ dia O3
— 20 = 2 0112 O1 + (8 di92 — dyny + D133) Vo + 2 d123 O3
— 2 Eso = (3 0199 — din + D13g) O1 (4 222 — 2 Vyso À 2 D23s) Sa + (3 Do2a — di13 À D333) O3
— 2 Ego = 2 022 01 + (3 0208 — dira À Va33) O2 + 2 dogs Va
bo = 200 + Lo d (3 Dies — din + Di22)
— 2 Ego = 2 0193 O1 + L'Ün23 ©o + (3 Dogs — d112 + V222) O3
— 0 = (3 das — 155 + D122) © + 3 Doaa — d112 À V222) Wa + (4 dass — 2 dira + 20223) 03
Par la comparaison de ces relations nous déduirons facilement.
S ES JS TS ES S DS ES S Vian — Vi22 Tr Vu33 > Vi12 — V222 de CSS EC 115 en 0222 n 0333
et si nous prenons comme nouveaux sommets du repère (r) les points:
À —AÀ, —- 122 Ar A 104 10 + 133 A An=â ai D292 A ,Ap = À + 0333 A, A 13 A 13 + d233 À ,Ay=Au E 0293 À A5 À 5 + V123 A,
les autres sommets restant inchangés (ce qui revient à faire une certaine homographie sur v,, qui ne change pas les hypothèses), les nouveaux do. seront tous nuls et le contact du 4'° ordre sera analytique. La propriété B ($ 8°) se trouve elle aussi vérifiée au 4" ordre pour les variétés D exceptionnelles.
Le cas des variétés D n’appartenant pas à la classe excep-
tionnelle est plus compliqué. Nous reviendrons dans un autre travail.
CÉLCXEIREUE SNL
Propriétés projectives des courbes gauches
À. Les repères attachés à une courbe gauche
200,— Suivant la méthode générale indiquée dans le chapitre premier ($ 2°) nous attacherons à une courbe C des repères determinés par ordres successifs de la manière suivante :
Au premier ordre le repère sera déterminé par les conditions.
en désignant dans ce chapitre par &;, 6; les composantes du
mouvement instantané du repère. Les équations de la courbe par rapport à un tel repère auront la forme
HN NE UE LEA cr Lo ie + . . -}- Le Bi + On 0 = 2, 3 on) Pour déterminer le repère au second ordre, nous pourrons prendre CAES à a) 10 (5 > 3) ce qui revient à poser (37) OR —= (OPR QE —= O4 ee — On —= 0, cette particularisation n’etant pas possible pour les lignes droites. Au trosième ordre nous poserons les conditions nouvelles EG 0 GR 00 0, JO D 0 cette particularisation excluant les courbes planes A OC. BD el me D'une manière générale au p"° ordre figurerons les n — 1 nouvelles conditions (p < n + 1)
{ Op — 1, De [Lier 6-9, l + AE dp-3, 010) Gp1, 3 — Cli_e@p 0,9 HO, 06, 3 1 — CB 901 0 = 0 Gp di — Clo-ipt O0, 4 C2 _irr Gp3,5 a — ..
(37,) . LE + ee 1}? (perse (NE i-1,0 — O0
Op 1, DEA 2 69, p—2 —- Gp-3, p- 810 pt, p — Gp—9, p1 (p£n)
CEE &Zzp+i,p<n)
où C; sont les nombres binomiaux et C — 0 pour s > r;
ar LC: ÉD eelt:
Enfin au {n + 2/"° ordre nous ajouterons les nouvelles conditions
ee 2 N As ( DS (biere OT Te C n +1 Oy_1, 0 rat
(UE, 12) { Cu Ci i43 On, i—1 + Co irs &n_1, ei = . *. + (— a} On-i+3 Wy—it1,0 — 0
. . L e . 0 » . . . . . . e e { — 9 Op, n—1 - 36,1 n—2 — &n— ,n—3 — 0
Les particularisations ainsi imposeés sont possibles pour toutes les courbes gauches de l’espace (c’est-à-dire celles qui ne
sont pas entièrement situées dans un hyperplan E,_;) en tout point ordinaire d’une telle courbe.
210. — La dérivation extérieure des relations (37,,:) donne en tenant compte de (37:)...(37,4) des nouvelles relations de la forme
(37,43) Ono ES do o,; O1 ÈS 3 O1 MOD) y, n—2 = à;
A9, A3,... , &, étant des fonctions des paramètres dont dépend la position du repère mobile non encore déterminés au (n + 3)" ordre et des coordonées du point correspondant de la courbe et de leurs dérivées par rapport à l’une d’elles jusqu’au (n + 3)" ordre.
Cela étant si à désigne un déplacement compatible avec (37), (372) ... (37,43) et laissant le sommet A fixe (par conséquent tel que &, (à) — co), on aura en dérivant extérieurement (37,43) et posant &,, (à) = e,
© D) STE N On — 9 An €y4 — €00 S D LT (Em À ln —= 4 An — 4 1 — 00 — re An En. n — 1 (38) \ tes, Fe ‘Re = : _ Tera On -it1i = (2 -t 2) Un-it1 Er E00 rs Unix sn—1
dada = (n +-1) ao En — 00 — —— 3 Ens n — 1
En général, en un point ordinaire de la courbe on aura d, <0.
Un point sera dit singulier de 1° espèce si a, = 0, a, , <0; ou singulier de 2" espèce si a,=4a,_, —=0,4,.: 0;
CC CIC d’une manière générale un point sera dit singulier de la 1° espèce CLNEP\S 4 = tte Ne; = 0 020
re et
enfin il sera dit sestatique (ou de la n —1"”° espèce) si
D'une manière analogue nous appellerons courbe singulière de la i"* espèce une courbe qui aura tous ses points singuliers de i”* espèce. Ces courbes existent et dépendent de n —1—1 fonctions arbitraires d’un argument, comme il est facile de voir
en écrivant le système différentiel qui les définit, qui se compose des relations (37,), (372), ..., (37,12) et
Oh ea nes = Un nt t1=—=0 et en montrant qu’il est en involution avec s, —n—i—1.
Les courbes de 1”° espèce sont connues dans un E, . Ce sont celles dont les tangents appartiennent toutes à un complexe linéaire. Nous n'insisterons pas pour la démonstration. Ces courbes jouissent donc d’une propriéte géométrique d’ensemble qui malheureusement ne se généralise pas pour n > 3 aux courbes singulières définies précédement ‘). 11 semble très difficile de trouver pour ces courbes une propriété géométrique globale ; il faudra pour se rendre compte de la difficulté, trouver une deuxième propriété de cette nature aux courbes de E, dont les tangentes appartiennent à un complexe linéaire. Nous donnerons par contre plus loin plusieurs propriétés géométriques locales caractérisant les points singuliers d'espèce 1.
Les courbes d’espèce 7—1 (qu’on appelle aussi courbes normales) ont une définition simple; nous verrons que ce sont les courbes algébriques de degré n.
220, — Formules de Frenet. Nous, nous servirons dans la suite aussi d’une autre particularisation du repère mobile qui se conserve par une trasformation dualistique ; nous considérerons pour cela la courbe comme engendrée par ses éléments osculateurs définis par l’ensemble d’un point de la courbe, de la tangente en &e point, du FE, osculateur en ce point, etc. du E,., osculateur en ce point; une première détermination du repère consiste à faire coïncider le sommet A avec le point considéré de la courbe et à prendre le point A, sur la tangente, le point A, dans le E, osculateur..…,le sommet A,_, dans le E,_, osculateur. Celà entraine les conditions (qui existaient déjà avec le choix précédent).
(39,) Gj=0 (i<j—1,1—=9,8,...,n)
La dérivation extérieure de ces relations nous conduit à poser
D OO LAON Den dt, 1) Une telle propriété appartient en quelque sorte aux courbes étudiées par M. Borel (Sur l'équalion adjointe ete. À. K. N. 1892) qui sont différentes de celles que nous
étudions.
et une nouvelle dérivation extérieure nous montre qu’on peut, pour les courbes gauches, déterminer le repère de manière que l’on ait
RE ec
c’est —à—dire (39) ü, —= CO 12 == .. = O 1 n La dérivation extérieure de ces relations nous conduira de nouveau à poser | Do — 2 1 + Woo = Po Gi
La Ô D D ei, er D On 7 Uni, n—1 DU n—9 n° > On o,
et en suivant la même mèthode on pourra annuler G, ., 5, On aura alors
(39;) Bi — Don = Gp — bg = + = Gun — On, n—1 puis de nouveau par dérivation extérieure
et nous pourrons annuler y,,…, y,. Nous obtiendrons enfin par une autre dérivation extérieure
F Re PR 49 — 4 Gay + 6 Goo = 82 d,
ge RS À SA — 0 On 2 — À Oypi,n-3 — Vn-9,n-i = En 1
À partir de maintenant deux cas sont à considérer : IV, Tous les €; ne sont pas nuls. On peut alors poser
; Da ==1(0) nd D —= (OP (39 ,) LINE A su Oy,n 2 é 1 ….
V1 = V9 = + à à à 2 On-1, n-8 — 0 et tirer en dérivant extérieurement, des relations de la forme an Le ie de D CR UN OP = oo — 1e OR et on poura poser XL —0,4,—=...4,,=0,43=4,—k,:k, sera un invariant projectif, De nous tirerons
O1, = RP
et p sera un nouveau invariant ; puis Do — nn 1 — k, GRADE in à — Où ro 0 k, étant un troisième invariant, etc. ..; on posera finalement Dee Uni a0 un — kyes À, k,_3 k,_2 étant également des invariants projectifs. &, sera alors une différentielle exacte, que nous pourrons désigner par do, le
paramètre s« ainsi déterminé sera »l’arc projectif. de la courbe gauche considérée.
II°. Tous les &, sont nuls. On a alors pe — 0 et par dérivation extérieure on obtient des relations de la forme OO
Dans ce cas une nouvelle distinction pourra se présenter suivant que les /; ne sont pas, cu sont tous nuls. Dans le premier cas nous retrouvons les courbes de 1" espèce). Des particularisations successives, analogues à celles considérées précédemment nous conduiront à poser dans ce cas
On Of Un fn — 0 (O7 = (O7T = ON O,0 ==) p W;
40 = On,n er — k, Oy , Vi —.. — On -1,n-5 = 0 Du in 2 OS 0 Oo Bye OR
Dans le second cas on aura
lo, 0, Ex .… , k, + étant des invariants projectifs.
W30 = (Or = |, On o— 0
et ainsi de suite, En posant dans tous les cas &, — d « nous arriverons à écrire pour toutes les courbes gauches, sauf pour les courbes normales, les formules de Frenet suivantes: d'A d 5 = npA + a
1) Il sera, en effet, facile de montrer que le système différentiel qui les définit et qu’on obtient de cette manière est identique à celui qu'on obtient par la voie du $ précédent.
— = kA+LZ2(n—1)p4A, + A,
LS — LA Sin = 2)pA; FA y UT = nes À + 2 (n — 1)p Ans + An d Au
Te = En A + ke 9 A, + fe -4 A+... Age + ke A\,. 2 + np A? 1
où l’on a
pour les courbes générales k = 1; 0, k, = ,.., k, + étant des invariants; pour les courbes de 1" espèce k = 0, ki — 1; p, k,, ...,k, 2 étant des invariants, etc. |
pour les courbes de la (n—2)" espèce k=k=...—=k, ;=0 ki, = 1 ; p étant un invariant.
230, — On voit immédiatement qu’a un repère ainsi déterminè correspond par dualité un repère de même nature. D’après ce qu’il à été dit précédemment ($ 5°), les coordonnées tangentielles des faces a, 41, ..., a, du repère sont les mêmes que les coordonnées homogènes des sommets 40, A;,..., À, du repère transformé et entre les composantes du mouvement instantané des deux repères il y a les relations (8). Mais comme le KE, osculateur de la courbe donneé c’est a,, le E,_, esculateur l’intersection de a,, et a, 1, le E, + osculateur l'intersection de A, An_1, An_e, etC, .., on voit que pour l’hypersurface développable transformée À, sera le point de l’arête de rebroussement, An An1 la tangente, A,, A, 1 A, 2 le E osculateur en A,, etc. En changeant alors les indices
RNGELLET ESA 00
en 0e LT NEA
les relations (8) deviendront (40) Gi = — On; n—i
et on passera des composantes du mouvement instantané du repère de Frenet d’une courbe à celles relatives à la courbe dualistique par une symétrie par rapport à la seconde diagonale et
un changement de signe du tableau de ces composantes. Cette remarque met en évidence le caractère dualistique d’une point singulier d'espèce quelconque.
240. — Pour les courbes normales on ne peut pas achever la détermination du système de référence mobile; toutes les courbes normales sont projectivement égales entre elles ; de plus elles admettent chacune un groupe projectif à trois paramètres de transformations en elles mêmes et en chaque point de la courbe il existe «Ÿ transformations de ce groupe qui laissent ce point invariant. On peut achever arbitrairement la détermination du repère en ajoutant, par exemple, aux conditions du $ 20°, les conditions supplémentaires
19 = 0, y == Ogg —= 0 &, sera alors une différentielle exacte: nous pourons poser
&, = ds et l’on aura d A dA,
ST ii US
d’où l’on déduit facilement
RÉ 0 1 À 4.0 u 0 eo OR ya LE Tor A, + LG we Ne
A, A ,..., AO étant la position du repère pour $ — 0, qu’on peut d’ailleurs faire coïncider avec un quelconque des repères du (n+2)"° ordre attachés à la courbe normale en un point quelconque de cette courbe.
Il en résulte que les équations paramétriques de la courbe normale s’écriront par rapport à un repère d’ordre n +2 en coordonnées homogenès
Le =l, 1e
S La DTA
et en coordonnées non homogènes 1e 1
LI= SH, M 4 Re e ent On voit par conséquent qu'une courbe normale est une
courbe algébrique de degré n, c’est à dire telle que tout E,_; la
coupe en n# points distincts ou confondus. On démontre aussi facilement que par un point quelconque de l’espace on peut mener, en général, n E,_, osculateurs à une courbe normale quelconque.
250.— Deux courbes gauches arbitraires C et C, peuvent toujours être amenées par un déplacement projectif convenable de l’une d'elles de manière qu’un point M, de C, vienne coiïncider avec un point déterminé M de G et que les deux courbes aient, au point commun, un contact d'ordre n + 2. Il suffit, en eftet, de considérer l’homographie qui amène un quelconque des c* repères‘) d'ordres n +2 de C; en M, en coïncidence avec un repère d'ordre n +2 déterminé de C en M. On cbtient évidemment de cette manière toutes les transformations homographiques qui réalisent le contact voulu,
En particulier on peut amener une courbe normale à avoir un contact d’ordre n +2 avec une courbe donnée C en un point donné M mais cette courbe normale sera unique car les c? transformations de la courbe normale en elle-même maintiennent évidemment le contact d'ordre n +2. On appelle la cour be normale ayant un contact d'ordre n +2 avec une courbe donné C en un point donné, la courbe normale surosculatrice *).
26°.—Les équations d’une courbe par rapport à un repère d'ordre n +2 s’écriront d’aprés les considérations précédentes.
Lau
T=g Li + M; @ air +...
DÉS D | En = y) Li + Mn An 17 +.
1, Par un déplacement QE 219, ona en à n 1 ee ÊA = 69 A, à Ai = 60 À rs © exo Ai, dr €10 A1 + 7 €00 A2, n—it+1) —?i d Ai Lim Ai-1 + Ge 0 An = 630 Ân- -4 — €090 An ; il y a donc bien oo? repères d'ordre n + 2 attachés à une courbes gauche en un point
donné.
2) cf. Berzolari (3) p. 13.
Mg, M3, 1, étant certaines constantes numériques, C, day, a, étant les quantités introduites plus haut (& 21°).
270,—I1 y aurait intérêt à attacher à une courbe gauche un repère satisfaisant à des conditions dualistiques par rapport à celles que nous avons établies au $ 20°. Nous supposerons pour cela que les équations de la courbe s’écriront par rapport à un tel repère, en coordonnées tangentielles non homogènes
a£ EE TE NC NS EUR
nes, 3 5 35 tm Eee
RARETE sn sn+3 Re je 6 Hmanan 7 +.
les composantes &;, du mouvement instantané de ce repère satisferont comme on sait aux relations qu’on déduira de celles imposées au $ 20° par la substitution (40),
La courbe qui par rapport à un tel repère aura comme équations en coordonnées tangentielles
SARÉLs = G EE ET
est une courbe normale. C’est la seconde courbe normale surosculatrice à la courbe donnée au point considéré; elle joint de la propriété d’avoir avec cette courbe n +3 hyperplans (E,_;) osculateurs confondus en ce point.
28. — Nous voulons écrire les équations des deux courbes normales surosculatrices par rapport à un même repère que nous choisirons pour la symétrie des résultats être le repère de Frenet ($ 22,). J’indique sans développer les calculs, les moyens d’obtenir ces équations.
Remarquons d’abord que les équations dela courbe s’écriront par rapport à un repère de Frenet, en coordonnées ponctuelles non homogènes, sous la forme (d’après K 2°)
{ 2 — ae + mu 2$ + mas a Æ Mas. af mis af + … 1È— = 1x + M3 &; —- mMA3 6 — oz a + tot à j ;
LE : n+ —- M oi DA —- MA; us L ne æ Mi LEE D +- Hi
1 De Mon LT + Min LE La 33
où m,, est une expression linéaire à coéfficients HUE des termes de la forme
dk, \% di k | e Ha Es | À É d 51 X d 5" 1e a(a+p) HE + Er (CHE = hi en particulier m,; ont certaines valeurs numériques, les m, sont à des facteurs numériques près égaux à k, etc.
Nous écrirons ensuite les équations d’une courbe normale sous la forme
| Ln —=
avec
y + Qui 4 + Que de din An
a ee mme
n + Ant A + Ana T2 + .. + Ann Ln
Tr
ces relations exprimant que la courbe normale est le lieu des intersections des rayons homologues de deux gerbes homographiques, le sommet d’une de ces gerbes étant l’origine").
En remplaçant dans ces équations préalablement mises sous forme entière, % %3,.…, %, par les expressions (41 bis) et en identifiant jusqu'aux termes en x## inclus*), on trouvera (n—1). (n+4-2), équations linéaires et homogènes des [n (n+-1)—1] quantités in léterminées a, a; (i:<j), 4, —a;, qui les définiront complètement. On obtiendra de cette manière les équations de la courbe normzle surosculatrice R, qui s’écriront avec un paramètre n, sous la forme
1) Berzolari (3) p. 7.
?) Un calcul analogue pour n=3, se trouve dans le celèbre mémoire de Halphen (13) p. 360 et pour n quelconque dans Berzolari (8) p. 18.
dog = À + Mg 8 Mio 0 + HN nf, di = Mon nt Ms + Mon nf;
à == 1—3 \ , (42) ni = (n—3)! ui an Mo,n—3 n" ’
Ln—2 = m3 LE £
Mel ji
PE ul me À
MN arr
où les M,; ont la même forme que les M,
Si dans les équations (42) on change æ& x, , æ, respectivement en &,, &,_; .…ë& ou obtient les équations paramétriques de la seconde courbe normale surosculatrice r, en coordonnées tangentielles. Les équations de r en coordonnées ponctuelles s’obtiendront ensuite facilement ; elles auront la forme
| To = LE Mo U ox Mo ne QE + My -3,0 ne J À |
| HE Mn
les M,; étant analogues aux m;,
29°. — Des équations (41) on peut tirer sans complications les deux théorèmes suivants déjà énoncés par M. BERZOLARI ) :
4) Dans un point singulier d'espèce k le E, principal”) de la courbe donnée et de la courbe normale surosculatrice est situé dans le E,_. osculateur commun aux deux courbes, mais coupe le E,_, , osculateur commun suivant la tangente, et
2) Si nous projettons suivant le KE, ; 4 osculaleur sur un E,,, arbitraire la courbe donnée, la projection du point considéré M étant l'intersection M’ de ce K,,, avec le K, ;, osculaleur en M, on oblient une courbe pour laquelle M° est un point singulier seslatique.
309.—-Nous ajoutons à ces théorèmes, deux autres, que nous démontrerons facilement avec les considérations du $ 28°.
1) Berzolart 13) p 17—21.
2) On appelle ainsi, pour deux courbes ayant au plus un contact d'ordre p, le Ea tel que les projections à partir d’un point de ce E2 des deux courbes aient un contact d'ordre p + 4 au moins Cf. Berzolari (3)-p. 18.
na
3) En un point singulier d’espéce k, les lieux géométriques des points d’intersection des E,_,_, osculaleurs à chacune des deux courbes normales surosculatrices avec le E,,2 osculateur en M à la courbe donnée forment une mème courbe normale R;4, (ou r; 12) de ce E,42, passant par M, et
4) Les lieux des intersections des E,_,_, osculateurs à chacune des deux courbes normales avec le K,,, osculat ur en M sont deux courbes normales R,,3 el r,,3 de ce E,,:, passant par M et situées sur un même cône C3 (à deux dimensions] du second ordre ayant son sommet au point M.
Pour les demontrer nous remarquerons d’abord que, d’après leurs expressions, les M;; et M,, sont nuls pour h < k. Les équations de R,4 et r,42 qui se déduisent facilement de (42) et (43) seront les mêmes ce qui démontre le théorème 3. Ces équations s’écrivent.
Î E ù 2 Ê 2 CRM po nr ONE en mettant
He 1 1 ] | , a 1 On — FINE 7 Len Et l -55)
Les épuations de R, et r,,+ S'obtiennent aussi immédiatement. Ce sont.
! A | Lo —= | — (EAU M; . one k) 20 pin
E a Es Del — (SA Moine
(Ryxs) T'ES SE SA LL "7 £> 1 (k43) He (&) LE | To —= Û Le A k+1 M, dl (A) T1 — 0 k+1 n (Ty48) 1 + ee _— — — — | 1 (k+3) k +3
| Her pet mktt 1 ,
elles permettent de vérifier immédiatement le théorème 4.
Ou remarque qu’à l’encontre des théorèmes de M. BERZOLARI, les propriétés de ce paragraphe montrent bien le caractère dualistique que possède un point singulier de n'importe qu’elle espèce et par conséquent les courbes singulières correspondantes.
B. L'applicahilité projective des courbes gauches. Les c rrespondances T, To Ts, Ts Paramètres projectifs.
31°. — En nous rapportant aux notions et méthodes envi sagés au K 7°, sur l’applicabilité projective des variétés d’un E,, nous commencerons par l’étude de Papplicabilité Ce, , 4° entre deux courbes gauches données G et C,. Nous choisirons pour cela le long de C un repère particulier (r) ou AA,.... À, satisfaisant aux conditions (37;), (372)..…., (37,42) qui définissent le long de C un repère d’ordre n +2; nous ajouterons pour achever de le déterminer la condition supplémentaire.
One Ou 040
et d’autres conditions qu'il est inutile de préciser, Les composantes du repère BB... BŸ ou (R!) qui se déduit de (r) par l'application Co, ,49, devront satisfaire à des relations analogues aux relations (37,), (372), . . . , (37,43) c’est Ê dire se déduisant de celles-ci en remplaçant les &,; par les 7! ROSE et les paramètres «; par des nouveaux de AM, Les x) étant supposées être les composantes des repères (R!") les plus généraux satisfaisant à ces conditions, les seules équations qui résolvent
l’applicabilité Ce, ,:9 sont celles de la C, c’est à dire (44) = Qi, Th — 700 — Di — 00 qui conduisent à la scule équation extérieure qui ne soit pas identiquement vérifiés = (1) _.
or (riv Le Go) ] 0 d’où l’on tire (45) 7) a 10 — a 1 a étant un certain paramètre.
Le système (44) est donc en involution et sa solution dépend d’une fonction arbitraire d’un argument. On peut poser. i À dé { ésant un paramètre de position sur le courbe C. Si & —dT, l'équation {= & —d7 nous donne {—f(r). La correspondance ponctuelle qui réalise l'application peut être une correspondance arbitraire entre les deux courbes.
Nous aurons besoin d'écrire le système différentiel qui donne le repère (R®) sous une forme équivalente nouvelle. En posant
Ex = Ti = OQjx
où r;, sont les composantes du repère le plus général attaché à Cu ce système s’écrira
{ (roy [10 G< I) Rat | Leo = Eu =... = Eur =0 Eto Eor DE (1) — — = = —— (10) (T??) mn 2(n—1) n | Ci0 Evo TROT __ Eu,ne on ASE DAME
rp(i à A à { te) n Ex-1,0 7 Eu
Nous remarquerons en plus, qu’en vertu des relations (T®), (37,43) et (45) on aura toujours des relations telles que
Imaginons alors le »mouvement projectifs de la courbe C, sur la courbe C, qui à chaque instant réalise application Co, ; &;, sont les composantes du mouvement absolu, x! celles du mouvement relatif, par conséquent — E,, celles du mouvement d'entrainement du repère (R(°) suposé invariablement lié à (r). Si nous appellons A un déplacement d’entraînement laissant fixe le point À (&, (A)— 0), ‘on aura d’après (46).
(47) NN ei
antrement dit la position du repère (R®) est parfaitement déterminée par rapport à (r), par le systéme (T°). On voit de plus que dans le mouvement le E, osculateur [B° BŸ ... B®] à C coincide à chaque instant avec le E; osculateur [A À, ... A;] à C au point correspondant.
32°. — La transformation homographique qui réalise Papplication Cosse est d’après (47) unique pour chaque couple de doints correspondants. On déduit de ce fait une correspondance
bien déterminée entre lès éléments plans générateurs [A A,...A;l et [B®B©...B(°] des deux variétés développables à i+1 dimensions v;4, et Vi (1 2 <n — 2), ayant Get C; comme arêtes de rebroussement. Nous appellerons (T,) cette correspondance, que nous recontrerons plus tard ($ $ 420 — 48) dans plusieurs propriétés interessantes relativement à l’applicabilité projective des hypersurfaces développables.
33°. -— Nous nous occuperons en second lieu de l’applicabilité C,_1,,1. Nous choisirons le long de la courbe C le même repère {r) du $ 12°, Le repère B® B®... B® ou (R®) qui se déduit le long de C, par la transformation homographique qui réalise l'application C,_1,,1 devra être du (n + 1)" ordre; les composantes x{ du repère (R°) seront supposées assujetties à vérifier les relations (37;), (37e) ,..., (37yy) qui par dérivation extérieure nous conduiront aux relations.
= Geek in 41 io = B, nn à : ; 2) , — (n —1 + Sp Ro _ rs, Ac C —i+3 ire LUS
D (2) — rl) — À (2 FT Le = h # LENS —9 LAN n—3 Ba Pt
(37, 42 bis) e fs
Le système de Pfaff imposé par l’applicabilité C, 1 s'écrit
| RO — @, = 0, 9 — a) — y — Go (48) | TD) — 2 a — D, — 2 Gym e...t, CA] ns (n — 9) 7 — yo, — (n — 2) ns, 0
il donne lieu à la seule équation extérieure non identiquenent vérifiée
; ds ; Tite | (59) [5 (T1 "bat (0 à ua 2 (1x = Oui, 1 He Er ETS 4 18
qui montre que le système (48) auquel se réduit le système de la C, 1n41 St aussi en involution et sa solution dépend d’une fonction arbitraire d’un argument. Comme pour La Ce ,4e l'application peut être réalisée avec une correspondance ponctuelle arbitraire entre les deux courbes.
Nous écrirons également le système de la C,_:,,4, sous la forme équivalente:
{ (TS?) te in G <h) | Eco == Hi Tr m0 — nn =— 0) NE) bee ET Fu, n=1 (TP) lo D na = n Do — Es = Bo _ Es MA) NU NE É 3 (i (
(1 ) 1 2 n D — (15.3) E Be 1 54, 2 Ee
RON EERS so driuo = 3 . Cn1 CU, (TA ) E & | n—A,1 Es 2 n—2 1n— 2, 0 1 2 { ' Ce En vertu de (1%), (37,2 bis) et (49) on aur fee Re ie (0) La a DE FA | A DE ÈS HE À) À ) A AE > Are ne E, —1, o ). A,
ce qui montre que la transformation ns qui effectue l'application C,,_1,41 n’est plus unique ; elle dépend, pour chaque couple de points correspondants de deux paramètres arbitraires ; il existe par conséquent œ° transformations qui effectuent l’application. Toutes ces transformations, pourtant, déterminent comme on le voit facilement une même correspondance ponctuelle entre les éléments générateurs [A A,...A;]et[B BŸ.. BP](i<n— 2) des deux varietés développables v,:, et V,s, qui ont été considérées précédemment ($ 32°). Nous désignerons par (T.) cette correspondance.
34°. — Les correspondances dualistiques T; et T,. Remar-quons que chacune des homographies qui réalisent les deux applicabilités Coyye et C,114:1, font correspondre à des E,_, passant par le E,_;_, osculateur à G (1 < i < n—2) des E, ; bien déterminés passant par les E,_;_, osculateur à C. En effet les relations (47) ou (50) montrent qu'on a
À [A A An … Atwel—0,
quelque soient les indices 4, … , ,_2 différents de O et 4 et cela démontre immédiatement la propriété. Appellons 8, et 6, les deux correspondaic®s d’hyperplans que nous venons de mettre en évidence.
Soient alors y et y;les transformées de C et C, par une même corrélation; de toute correspondance ponctuelle entre Cet C, on déduit une correspondance ponctuelle entre y et 1. Envisageons les correspondances 0, et 0, qui se rapportent aux courbes y et y. Par la corrélation envisagée plus haut on déduira de 9, et 0,, inversement, deux correspondances ponctuelles nouvelles entre les éléments osculateurs [A A, … A;]et [B B, … B,|, correspondances que nous désignerons par T, et T,; elles vont jouer un rôle analogue aux correspondances T, et Ts
Pour écrire les systèmes différentiels de la T, et T;, considérons les homographies (h,) et (h.) qui réalisent les applications Conso €t Curny entre y et y; (par conséquent les correspondances 0, et %) et soient (H,) et (Ho) les homographies qui se déduisent cn sens inverse par la corrélation envisagée ((H,) et (H) réaliseront par conséquent T; et T,); soient enfin B° … BŸ ou (R®) et B°.… BŸ ou (R®) les repères qui se déduisent de (r) ($ 31°) par (H,) et (H:).Comme il a déjà été expliqué ailleurs (( 23°) les systèmes qui donnent (R°)) et (R(°) se déduiront des systèmes (T®) et (TŸ) en échangeant partout d’après (40)
Ex en — En-x, ni ces systèmes s’écriront par conséquent (157) { pe = Eu EE —— Es, 1 7 CR ds nav MIRE free
CU 3 (n—92) | ni
TG 2 (124) 2 En 4,0 = nn Eu
= Eix — 0 Œ< k) (TA Eoo ete En = 0
et
Fo Lot *L a: er m2
350. — Paramètres projectifs. Considérons en détnier lieu l'applicabilité Cs,,12. Le système qui résout cette applicabilité s’obtiendra en ajoutant aux équations (44) de la C,,32 et aux conditions envisagées au K 31°, l’équation nouvelle
TA — D) TN) — Or Ca B) ©10 qui en vertu des relations (T{°) devient
(51) + rene 00.
On trouve facilement que le système formé par (44) et (51) est complétement intégrable ; sa solution dépend de trois constantes arbitraires.
En particulier l’applicabilité C3, +4 entre une courbe quelconque C, et une courbe normale C conduit à une notion nouvelle interessante.
Choisissons, en effet, pour la courbe normale le repère défini plus haut ($ 24°). Les conditions auxquelles doivent satisfaire les x{} ($ 31°) nous permettront facilement de poser succesivement
ldu ue Y(L) Her A Ti0 — -, n Rs de + F cle
La résolution du système complètement intégrable formé par (44) et (51) qui dans notre cas s’écrit
4 1) «a 1 m'—ds, ai —70 = 0, mio =
nous donne SE A OL) Re
far (L) " 3 [2 (1) 9 y Fe A0) AT) Re (Le
La forme de cette équation nous montre que si t ({) en est une solution particulière toutes les autres solutions sont des fonctions homographiques de +. Nous pouvons prendre + comme paramètre dela courbe C, ; nous l’appellerons paramètre projectif. Tous les paramètres projectifs sont des fonctions homographiques
de l’un d’entre eux. Cette notion nous permettra entre autres de définir la notion de »rapport anharmonique de quatre points« de la courbe C4, d’une manière intrinsèque, comme étant le rapport anharmonique des quatre valeurs de + correspondant à ces points.
Il est évident qu’en prenant + comme paramètre de la courbe C, les points se correspondants par la C3, se déduisent d’une même valeur donnée au paramètre commun s—= 7. Mais s est un paramètre rationnel:de la courbe normale. Tout autre paramètre rationnel se déduit de s par une substitution homographique: On peut donc dire qu’une correspondance réalisant la C3 , 1e étant donnée, ou obtient toutes les autres en effectuant une substitution homographique sur un des paramètres rationnels de la courbe normale. Si C, est elle même normale on a W (rt) — 0 et + est un paramètre rationnel.
D’une manière analogue la C3, ,12 entre deux courbes quelconques C et C, s’obtiendra en établissant une relation homographique arbitraire entre les paramètres projectifs des deux courbes. Car de la forme des conditions imposées par l’application, on voit immédiatement que Si une correspondance entre Cet une courbe normale let une C; ,12. la Correspondance qui s’en déduit entre F et C, sera une C; ,,42 pour ces deux derniéres.
CEA PELERE "LIT Les hypersurfaces développables À. Détermination du repère mobile
36°. — Nous désignerons par w,, les composantes du repère mobile À 4, 4, ou (r) attaché en chaque point d'une hypersurface. En faisant coïncider À avec le point considéré et en prenant A A Ant dans le £, à tangent nous obtenons un repère déterminé au 4’ ordre par la condition
(51 A y —= 0 &1,..., ®, 4 seront alors n—1 formes de Pfaff finéarements indépendants par rapport aux différentielles des n—1 paramètres définissant la position du point sur l’hypersurface,
Si l'hypersurface est dévelopoblle, c’est-à-dire que son E,_ tangent dépen 1 d’un paramètre, on peut rameuer la forme.
n —1 p —= >> oO; O;»
CAES, |
assymptotique du 1” ordre (K 4°) à la forme a p=0 ce qui revient à poser
(519) Oin = , Don = On =... Op, — 0
L’équation de l’hypersurface par rapport à un repère quelconque du 2° ordre s’écrira alors
1 22, en 1 Lin = TL, RE D (Li: En 41) +
23 %4 (ss ONE +) AE
Da, Dy - . étant des polynomes du 3”, 4", ... degréen &,, Ze ..., %,_1. Suivant Ja méthode générale indiquée au début ($ 2°), nous devons, pour déterminer le repère au 3", ."*, ... ordre, simplifier successivement 9, #,, etc. ... Nous pouvons d’abord prendre 23 = 0, Ce qui revient à poser,
1 Onn — 2 041 + pp = 0
Von = dy =... == 0
puis ramerer ?, à la forme.
en posant
£ [9] 9 Oyg — 9 Oui =
Do O0, , Dag = : +: — Oy-1, 0 — 0
et l’on excepte par cette particularisation le cas d'une hypersurface dont le E,_;, tangent passe par un E, à fixe.
370. — Pour rendre plus facile l'étude de la corespondance Cas (8 7°) nous poursuivrons un peu différemment les particularisations successives du repère mobile.
Nous remarquerons d’abord que les relations
O0 = O0 = — Op 1,0 écrites sous (51,) nous donnent par dérivation extérieure
Uno — Us D), Ugo = y O), ..., Op 19 = 1
Gil il nous sera permis de prendre a, = {, 04 —...— conséquent
0,1 = 0, par
(51:) een et LT net id ul,
si nous écartons le cas des hypersurfaces développables dont le E,_, tangent contient un E, , fixe.
De la même manière nous pourrons poser pour toutes les hypersurfaces à arôte de rebrouss ment proprement dite, successivement les conditions suivantes :
{ Oy3 = O , Dig =... = Oy_13 — 0
Da —= Of y D =. —=Gy4r—0
GI L------ - - -- On-9,n-3 = Wy, On—1, n—3 = 0
| On1,n-92 — W,
38°. Dans le repère ainsi déterminé, le point A, 1 décrit
toujours l’arête äe rebroussement car DA or Ah_e + @n 1, n-1 A 40 ou S'apercoit aussi immédiatement que le sommet À, , est sur la tangente en 4,_, à l’arête de rebroussement, le sommet 4, ; dans le E, asculateur en ce point, d’une manière générale le sommet À, _,4 est situé dans le E, osculateur au point 4,_, à l’arête de rebroussement ; le E,_e NA: An-2 DEC À; A |
Là Là
étant osculateur en À, : c’est l’éléméat générateur de l’hypersurface développable.
La dérivation extérieure des relations
Dny — 09 np =... — Op in — 0 (51 bis) &;x = 0 ON PE OM ES RE On —= On == &op —_— O5 0) -1,n-9
qui figurent parmi les conditions écrites, entraine des relations de la forme Woo — 2 &9 + Ou = lo,
Lg .
Das 2 Woo + Wog — ba,
ee
Ont, n--1 7 À Dy 9, n—2 + Ones, n 3 — bn 1)
et la dérivation extérieure de ces nouvelles relations nous donnera n—2 relations telles que
Lo, (bi — bo, —06 + B w + B; O0 + Be 11e
D CERN PET k—2
8, , B;,... étant certains coéfficients numériques. Si nous désignons maintenant par à un déplacement compatible avec toutes les conditions écrites et laissant en plus le point A fixe, (c’est-à-dire tel que «4 (à) = w (Ô) =... —w, 1 (à) —0) et par e;; les quantités w,, (2), nous aurons
Pr. ! Ch 1) Gb = — (Bi HB)e0 — B; j ex kEt + Di (e;1 — 60) £
avec n—2 paramètres indépendants e10 9 QE , (27 2) ln - 9, DE | ; nous pourrons annuler tous les b; et poser par conséquent.
{ 5 — 2610 +o,, = 0 : | Was — 2 O5 + Dog = Ù (51:) À , | On—A,n-1 — 2 Oy—9, n—92 + Ont, n—3 — 0
et par suite des dérivations extérieures n—92 _" !! . k 1) B; On + B; O0 + B; Ont + D pi de on. EM = Ci &; = Entlesnee) Ces relations et la relation
= O] a (52) 9 Oyp — D On1
qui figure sous (5{,) nous permettront d’écrire
LE Cu cp À — 5,
Op, ki = Ci ; — x Op (k = “4 Nes n—?)
Diy Co + Po Lo » Ont
(52 bis)
les c; étant des combinaisons linéaires à coéficients numériques connus des c;, les G, étant des nouvelles constantes numériques. On a d’ailleurs
RS Use Po Fi ne 3 ;
La dérivation extérieure de la relation (52) nous donne (53) 6 6,9 — À O9 — À Oy — 03
et la dérivation extérieure des relations (52 bis) nous montrera mise SMS Pr qu on peut annuler Cas Casse, Cn_2 et nous aurons
(513) D, k44 —$; OP (k — PAUTE n — 2).
En dérivant extérieurement ces relations, ou trouvera en tenant compte de (53), des relations telles que |
0 € o; + Yo O3 1 V2 = 01 + V1 Os f Où, 149 — Ex O1 + Tr O3 (k= 2, n—3) avec Ge—4e, —a et 6 Yo — 4% + 1 —0,
les ;; étant certaines constantes numériques. Nous pourrons annuler e&, &,.., e,_;et tirer
- | _ (515) MO FAC + T0 Op = Ÿy Ga, (54) da Ox, k42 = Ÿk O3 (Re? 0 n— 3)
et la dérivation extérieure de (54,) nous donnera
(51,0) Dh 9 —= 7) 04 + Ep dy — x ®)
Oja = [1 y + Ej O4 Ok, k43 = /x O1 + ëk Dr Mat Di NA) les & étant des cocfficients numériques.
En annulantf, ,…, f,_, Ce qui est possible, nous aurons
(ol 16) Dj — € O4, Op, n+3 — Ex y (Eh 9;..,n-—4)
et ainsi de suite. On arrivera finalement aux relations Out) On, 3 = Mo di + 0 On 1 — Fo Vus D, n0 = My O1 + À On À et À étant deux nombres déterminés. Nous pourrons annuler 14 et nous aurons La OT 45) 04, n=2 = À On et en dérivant extérieurement
OU APT) ae hr, de tonton.
GA
B. La coorespondarce Ca. L'homographie
39°, — Supposons choisi sur une hypersurface développable (s) en chaque point un repère (r) dont les composantes w,, soient restreintes en particulier à toutes las conditions (51,), (512), …, (51 ,4:). Nous considérerons alors en chaque point d’une deuxième hypersurface (S) le repère B B, … B, ou (R) qui se déduit de (r) par la transformation homographique qui réalise l'application Ca de (s) sur (S) supposée possible.
Les composantés &;;, du repère (À) devront satisfaire à des conditions analogues à (514), (512), (514:) et (51). L’applicabilité Ce impose les relations *)
Do 00, 0,10, Où — Oo = ui — dpi = 1,2 …,n—1) Doi 0, (tel 2. 271 1) et cela montre d’abord que les &;; devront satisfaire en plus aux relations analogues à (51:), (515), … , (51 ,42). Nous considérerons en fin de compte les repéres les plus généraux attachés à (S) et satisfaisant à toutes ces conditions. Celà est toujours possible si (s) est une hypersurface développable à arête de rebroussement proprement dite. Si celà est les Q,;; satisferont également à toutes les relations analogues à (51:),… , (51,,:) et (51,4) qu’on déduit par dérivation extérieure.
Dans ces conditions le système de Pfaff qui résout l’applicabilité C4 Se réduit aux seules équations > Qi, O0 RO UE (54) Lu mont ME an l
qui conduisent à la seule equation extérieure | ü; (O5, nt = Ün, n—] +- À, On) | —= (1) OÙ A0 — Co — & et UC est le paramètre analogue à c, relatif à (S) (S 38°).
Le système (54) est en involution et sa solution depend d’une fonction arbitraire d’un argument.
40°. — De toutes les relations écrites on déduit facilement quesit <nona
1) Cartan (8) p. 272.
de même O91) Qu —ou = Anne ; (= 0,1) d’autre part (992) Qui — On = Ann O1 — À 39 ©n LORS À Si nous considérons alors un mouvement d’entrainement
qui laisse le point 4,_, de l’arête de rebroussement fixe, c’est à dire tel que w, = 0 on aura |
QU — Ojj = 0 QG n)
autrement dit la correspondance entre les arêtes de rebroussement (peut qui être arbitraire) étant donnée, la correspondance ponctuelle entre les E,_+ générateurs est projective. De plus si on considère un déplacement laissant le point À Jui méme fixe (4 — .… — %,_1— 0) on a pour toute (ij)
QG; T @ij = 0
Il en résulte qu’il y a une seule transformation homographique qui amène deux points correspondants en coïncidence de facon que l’application C4 ait lieu. Nous appellerons H cette homographie, dont nous verrons plus loin ($ 51° et suivants) des propriétés projectives intéressantes.
41°, — Considérons maintenant le long de la cowbe C, arête de rebroussement de (s) le repère (r) qui se déduit de (r) en faisant d'écrire au point À une certaine courbe de (s) non situé dans un E,_» générateur et soit m,—=dTt ét w;;,—a;; dt, T étant un paramètre de position sur C; les «;; sont des fonctions bieu déterminées de t. Soient A, A;,..., À, les sommets du repère (r) que nous allons faire correspondre respectivement à
PCR A EN OP Pr EN ES
et nous allons désigner par &;; les composantes du mouvement instantané de (r), Les &,, se déduisent des w,; —a;, dr par la substitution d'indices
net 02, 0, 1, N respectivement en
et doivent satisfaire en particulier aux relations suivantes qu'on tire de (511), (512), (513) et (514) par cette substitution:
( Was n —Ù D Lt OU à Mt ll)
Onn — 2 On—1,n-1; On | On_9,n 2 = 0
Din — Oi,n-1 D tr On -3, n-1 5 & Fe a »
Op—9, n—3 — o y, n—2 + 3 On, n—1 = 0 { On_3 n_2— Ün—2, nl OPARCE 1, Nd— On, nd 0
et de même aux relations qu’on déluit de (51 bis) par la même substitution.
Remarquons bien que les repères définis plus haut ($ 31°) satisfont à ces conditions. Nous allons désigner par B B;, ...B, ou (R) le repère le long de l’arête de rebroussement C, de (S), qui se déduit de (r) de la même manière que (R) de (r) et par r, ses composantes du mouvement instantané. Les r,, satisferont eux aussi aux relations suivantes
( Tn—9, n —= 0 Tn—t,n = Tn-9,n1, Tn = Un =... = Tn-3, n — 0 Tan — 2 Tn—1,n—1 The, n-2 — 0 Tai Tin = Tin... ne, n A — 0 (57) 4 Tn_9, n-3 — À Tn—1, n-2 +8 Ti.n-1 =") | Bn—3,n—2 = Tn-9,n-1 Tn-2—= Win-9— 8 = Tnt, n—9 = 0
n_9,: = @n-0,; (0, 1,...,n—Setn—1) Mi — Top — Qui — Ogg, Ta = One — IN2 sm 11) | T6 (tj, 1,30, 1,...,n—Seitn—1) relations qui d’ailleurs ne sont pas toutes indépendentes si l’on tient compte de (56).
Avec ces considérations nous pourrons écrire le système de
relations (57), en se servant des notations déjà employées (K 31°) sous la forme équivalente :
{ (0) Eix = 0 (Te ) Eoo = En bi ne (T9) | (TE) E 0 == For a — E, 9 mn 3— 0, Érer n—2 — 4 n 1 | (TS) Eli — Es, ps"
C. Relations entre les correspondances Ca, Ti, Ta, T3 et Ti
42°. — Une comparaison des systèmes de relations (T°), (T9), (TŸ), (T®) et (TO) (S$ 41°, 31°, 33°, et 34°) qui se refèrent aux correspondances Ca, Ti, Ta, T3 et T; nous permettra aisément de tirer plusieurs conclusions intéressantes.
Remarquons en premier lieu que dans tous ces systémes le premier groupe de relations (T) (i — 0, 1,,.., 4) est le même et que de ces relations seules on tire tout d’abord.
E,o = A0 &;, Eos — do: COPR ….., E,, n—A —= À, n—1 QE
Si À est alors un déplacement d’entraînement compatible avec ces relations et laissant fixe le point À (&, (4) — 0), on aura
NO NA 0 M ATAAS | 0 AA TAN A = 9,2 elc.-
ce qu? prouve que lorsque la correspondance entre les arêtes de rebroussement est donnée, ces relations déterminent à elles seules jes positions des points B et B;, de la droite [B Be] de l’élément plan [B B, B;] etc. autrement dit on a
(58) B, = 8,0 = B,® = RB,® = B,0 puis
BO = B, + 09 B (59) À BE — BR, + u@ B, + où B G=1, 2, 3, 4)
On tire d’un autre côté des relations dont on parle au
début en tenant compte des relations (56) et analogues
MR, — 0 ti 2... 0) puis (60) == + —=Tnin et (61) PNR ET ET = 0 ce qui nous permettra de poser (62) 7 — AU
t étant un paramètre de position sur C, et À un paramètre arbitraire,
De la dérivation extérieure de relations (60!) en tenant compte de (61) et (62) nous tirerons n—9i [- 2 À et par un calcul simple, en dérivant de nouveau extérieurement ces dernières relations, nous trouverons,
A Ra nm) È u? o ( (63) PME ES AS se — On de + x ai) +
Ti =
Es d}=(=0 1... n)
(Cia — ci44) dt (0), n— 1) avec C1 — C4 — 0, U et les c; étant des nouveaux paramètres, o(t) une fonctions bien déterminée de {. Nous aurons alors
(64) To À Ta + ain. nl RE w
du LA E — S— di + La]
Enfin la dérivation extérieure des relations (63), nous permettra de poser
7 (2 dÀ n (65) Bo at Hennes - SVde — 5 Na +
PAT it) +( À DE bn en vi e Ja W” étant une nouvelle fonction déterminée de t. Posons d’autre part avec les notations du $ précédent
(66) mnt Han (nt) (m4) à
et (67) Uno +: An, n-2 = Celà étant nous tirerons de E, = 0 | À dt —d * d’où
a AU) puis de Es = 0.
On déduit de là, par (64) et (66), en tenant campte des valeurs de uw et À
Es + E; + rue + Re =
)(n+2) f/du u? ?
lon 21 rpg + UT à j'di = Uo, où (n + 1)(n +9) LC OOMES e £ LE US v nec er CU re
et si la correspondance entre les aréles de rebroussement est donné (donc si la fonction f {t) est connue) U sera une fonction bien déterminée de f.
43°. — Ces considérations générales ayant été développées prenons pour commencer le cas n — 8. Soit M un point quelconque de la surface développable (S); nous aurons M = A, + © A Soient N, N;4, N:, Nset N, les points de (S) qui correspondent à M par les correspondances Ca, Ti, To, T3 et T. On aura N=—=B,+ab
et d’après (58)
par conséquent les correspondances Ca, T; To, T3 et T, sont identiques dans l’espace à trois dimensions.
4%, — Soit maintenant dans un E,, M un point de l’hypersurface développable (S) et N, N; N:, Nset N, les points qui se déduisent de M par les correspondances Cu, Ti, To, T3 et Ti. Nous aurons
M— À, + aA,+ GBA N—B,+aB,+8b N, — B + à Dé + BB) (i—1, 9, 8,4)
et d’après (58) et (59) N=N+uÿb
par conséqent dans un espace à quatre dimensions les points N, N,, Ne, Nset N, sont en ligne droite avec le point correspondant B de l’aréle de rebroussement.
Les relations (T°) nous donnent ensuite en tenant compte e (68)
(dl 0 (1) U a -(2 SIL RRS Ed —= 0, Ef == 5 wo, ES = 10 O:, U JU D ce " :
El? = Ke Os E() — S C .
D'autre part les relations BIO Le B() nous donnent en différentiant et identifiant le coéfficients de B: ay = A9 — fs par conséquent
E() _ Ei 2 u( UD dr u( @, ou aura ainsi l 1 Pet O— —— ÛU u2 Gin a 10 de 1 U (4) :
par conséquent z | N=N-<UB N=N-ZSQUB N, = N — UB NE=UN à UE sd 5 ’ NE Fe à
. Nous déduisons ainsi que les points N, et N, sont confundus el quatre quelconques des cinq points B, N, N,, N et N, forment des rapports anharmoniques numériques fixes.
45°.—Passons maintenant au cas n—5. Nous aurons d’après les relations (Tf) et (68)
Ein — 0 , ED = 0
ED =: U à, à Ep = s U &, EN ; EN —2U&, EU = U&, , En — EU Op
NT 7 ne ë U 6, : ESS = = U OR
et de dB, = d Bi nous déduirons par l’identification des coéfficientsen B Het EU, UD = — LU HU = IU
De même la différentiation des relations pti 2h | et l'identification des coéfficients de B, nous donne (69) —— EU, uŸ = — LU, = — BU, uÿ = —2U tandis que l'identification des coéfficients en B nous donnera (70) Gi = — #99 + #9 + duo — — + du) relations qui nous se viront plus tard ($ 46°). M, N, N;, N2:, Nyet N, ayant toujours la même signification on aura M—=A,+aA, +BA;+7yA N—B,;+0abB, + BB, + 7B N, = BD + a BS + BBD + y DB
et en vertu des relations (59)
N,=N+ufB, + (aus + 25) B par conséquent
[BN] = [BN] + «ÿ [BB] ainsi dans un espace à cinq dimensions les points N, N,, No, N,et N,sont dans un même KE, passant par la tangente B B, correspondante de l’aréte de rebroussement.
Les expressions trouvées pour les uf? nous montrent en plus que les droites B N, et B N; sont confondues et que les rapports anharmoniques de quatre quelconques des cinq droites B B,, B N,, BN,BNet B N, sont des nombres fixes.
46°. — Nous pouvons allier plus loin. Posons
L FRE SDRE
Ÿ et B étant les fonctions de { et de + qui figurent au $ 42°; des
relations auxquelles sont supposées satisfaire les ,,; en particulier ($ 31°) et de (66) nous tirerons d’abord
(Cm DE em DD
Éo (RE ROUES 0 1... 0)
d’où en tenant comte de (63) et (68),
VE — (a 1) 0e) (Hess u ESS Pier dt) alt=
un À D 6) 2 l)(n—2 1 == te, Ü Or + (Cia — Ci44) dt.
Un calcul direct des E!), ; d’après les relations (T{? ) comme nous l’avons fait plus haut pour Ef{) et E{ ($ 45°) nous donnerons par comparaison cf, cj, cf) et c{), que nous introduirons dans (65) et obtiendrons ainsi les expressions de
h) l (} (] Q ra m0 m9 Em (= 0, 1, 9, 8, 4)
et en tenant compte de (67) pour
E20 + ES? + Bi + E5.
Les relations (T°) nous donneront après, en particulièr, ES — 0, “3 V, ET UV JE Ego — + 2 = SU + LV et par conséquent (d’après ue et (70)) TROT ESS sut) #l@r-t)
d’où enfin par (59) nous obtiendrons la relation définitive 24 NLS5N, — BON, L7N —6N,—0.
Considérons alors les points Q=5N HN LION -EN, P=N,—N, P,=N,—N, P,= 110, -60,;
le point P se confond avec B tandis que P, et P, sont sur la tangente à l’arête de rebroussement. D’autre part on a 2N—6Q—70, par conséquent (PQ Ni Ns)= — 5, (M, Q No Ni) = — 10, (M N Q Q) =
Ainsi la droite N;N, coupant la langente en B à l’arêle de rebroussement en un point P,, il existe une droite Q, N Q P: passant par N, qui coupe la droite N,N; (qui passe par B) en un point Q, la droite NN, en un point Q, et la tangente en B à l'arête de rebroussement en un point P, et telle que les raports anharmoniques (B Q N; N3), (Pi Q Ne N3) et (Pa N Qi Qù) sont des nombres fixes.
47%. — Tous ces théorèmes peuvent se généraliser facilement pour ñ => 5. Nous en enoncerons quelques uns sans donner aucune démonstration, qui d’ailleurs n'offre pas de difficulté.
Les points N, N,, N:, N:, N, sont dans un même E,._, passant par le E,_, osculateur à l’aréte de rebroussement en B.
Le KE, _, osculateur et trois quelconques des E,_, passant par le E,_; osculateur el par un des points N, N,, N, N:, N, font des rapports anharmoniques numériques fixes.
480, — On a un cas particulier intéressant si U—0. Celà correspond au cas où la correspondance entre les arêtes de rebroussement est h5mographique ({$ 35°). On a, en effet, dans ce cas
Elo = 0 par conséquent la C,,2 entre G et C, (qui servait à la définition de la correspondance T;) est aussi une C,,_2 (cf. $ 350).
On a alors les théorèmes suivants pour lesquels nous passerons la démonstration :
Les points N, N,, N:, N:, N, sont dans un même E,,_, passant par le E, ; osculateur.
Pour n — 5, le rapport anharmonique de quatre quelconques des points B, N, Ni, No, N3, N, sont des nombres fixes.
Pour n >6, le E,_; osculateur et trois quelconques des E,..; passant par le E,_, osculateur et par un quelconque des points N, N;, No, N:, N, font des rapports anharmoniques numériques fixes.
Enfin par une démonstration un peu plus compliquée on pourrait obtenir pour n —6, dans le cas où la correspondance entre les arêtes de rebroussement est homographique, le théorème suivant, analogue à celui qui a été trouvé plus haut (K 46°).
Si les droites N, N,eï No: N, coupent la langente en B à l’aréte de rebroussement aux points P, el P, il existe une droite passant par N qui coupe les droites N, N;, N; N, et la tangente en B respectivement en Q,, Q et P;, telle que les rapports anharmoniques (P; Q: Ni N:), (P2 Qe No Ni) et (P3 N Qi Q) sont des nombres fixes.
D, La correspondance Cos.
490,— Nous dirons, dans ce qui suit, quelques mots sur les correspondances Cox (k > 5).
Si nous tenons compte les formules (51;), (53) la forme o; devient pour l’hypersurface (s) gs 41. DT et pour l’hypersurface (S) D AXI D XIX.
et si le deux hypersurfaces ont un contact du 5°" ordre on a DA d’où nous déduirons (71) | Co — 0.
C’est cette équation qu’il faut ajouter au système de la C pour obtenir celui de la Ces.
Mais la dérivation extérieure de la relation (53) et de la relation analogue nous donne
; ——— (est e Lo, (da + Sais — 69 + 0013 + 62 6 +3 Cow) | = 0
[8 (dA+3A9,—0,+ 6; AE CU = 0
h, et % étant deux nombres déterminés, « le paramètre introduit dans (52 bis)et C le paramètre analogue pour (S). Si a = A on déduit
= 3 (C — Co) Lo,v, |
par conséquent
G=à et en tenant compte de (52 bis) (72) Qio = w10
Avec les notations du $ 410 de (71) et (72) on déduit:
€ ( Es n—2 ( —= E», n--1À ) —0 “ remet
La première relation montre que U—0, par conséquent la correspondance entre les aréle de rebroussement est homographique, mais cette condition n’est pas suffisante, car il faut tenir compte de la 2°" relation (73).
Réciproquement si (73) sont satisfaites pour les repères à un paramètre que nous venons de considérer, les relations (71) et (72) seront aussi satisfaites pour les repères à plusieurs paramètres ($ 41°), comme on se rend compte par un caleul facile que nous omettrons et alors la Ca sera une C.
Les équations (T°), (TS) et (TS?) dela C prennent dans notre cas la forme très simple
E;; —0 iLk+9 et on se rend facilement compte que ces équations sont indépen dantes du choix du repère (r) pourvu qu’il soit tel que le E, a Ras
soit le E, osculateur à l’arête de rebroussement. Nous pourrons alors prendre comme repère (r) le rèpere de Frenet définiau $ 22°; le repère (R) ne sera pas nécessairement un repère de Frenet pour C1. Deux cas peuvent se présenter.
a) La courbe C est singulière de 1" expèce. La 2° relation (73) exige alors que C, soit aussi au moins de la 1" expéce et cette relation se satisfera alors d'elle-même. Il suffit alors d'établir entre les arêtes de rebroussement C et C, une correspondance homographique pour que la C,,; soit une Co:.
La C2; entre deux hypersurfaces dout les arêles de rebroussement sont des courbes singuhères est toujours possible et dépend de trois constantes arbitraires.
b] La courbe C n'est pas singulière. On a alors
on = A9 , jo = Ne da
5 étant l’are projectif et o un invariont projectif de GC ($ 22°). Mais on a aussi
= — D Ro UN Re LRO
Ÿ étant l’are projectif et R l’invariant de C, analogue à », car les relations (39,), (39)... (39:) du $ 22°, qui suffisent à définir ces éléments, seront vérifiées.
Nous aurons alors
LE ds QAR =D
et ces conditions seront alors suffisantes. Par conséquent la C;; entre deux hypersurfaces (s) et (S) dont les arètes de rebroussement ne sont pas singulières, n’est pas toujours possible; lorsqu’elle est possible elle dépend tout au plus d’une constante arbitraire.
900, — Quelque soit le cas où la C2; est possible, dans un E; par exemple, nous aurons d'après $ 46°
et nous concluerons que pour n — 5 les correspondances Css, Ti, Te, T; et T, sont identiques.
Ce rèsultat nous fait déjà pressentir .e théorème suivant que nous énoncerons sans démonstration :
Pour n—6, les points N, N; N, N3 et N, sont en ligne droite avec le point B de l’aréte de rebroussement et les rapports anharmoniqnes de quatre quelconques des points B, N, No N3 et N, sont des nombres fixes. |
De la même manière on peut énoncer la théorème plus géneral :
Pour n > 7 les points N, N, N, Net N, sont dans un même E,_-; passant par le E,_, osculateur et trois quelconques des E,_&6 passant par le E,, osculateur et par un quelconque des points N° N4, No, N3 et N, forment des rapports anharmoniques numériques fixes.
Des résultats analogues s’obtiennent si nous considérons les correspondances C.,avec k > 5. Nous n’insisterons pas davantage.
E. Propriétés spéciales de l’homographie H dans un E, ou Es.
51°. — Le problème que nous nous proposons maintenant est d’une façon générale le suivant : Trouver en chaque couple de points correspondants quelles sont sur deux hypersurfaces développables (s) et (S) les variétés v, et V, se correspondant par la C2, et passant par ces points, qui par l’homographie H ($ 41°) viendront en contact du 3° ordre (elles auront toutes d’après la définition de la C, un contact du 2° ordre).
Pour traiter ce problème nous reviendrons aux considérations du $ 13°. Suivant les conditions de la Ce si x,.…., x,; X4.…., X, sont les coordonnées non homogènes des points des deux variétés exprimées paramétriquement en fonction de u,.., vu, de manière qu’à deux points se correspondant par la C, correspon-
dent les mêmes valeurs des paramètres, on a pour u, = uf U, =U, |
Ve. 2X ___ ati D X: LR À T; di =, — = ——
Ur DNA, QU moral
par conséquent on aura
(74) V= (at D (Se) Cu - 2 +
k 1 PP | | As) »” D Er NOM NI, eu 2 (2 ous j nl À ) ) ( ë )
X; = + PO
En dérivant les formules (74) par rapport aux uw’, on aura, comme ailleurs, après simplitications
ANG l à æ (u ur) (u u°) du9 — i 9 En dUr dUs aus 0 , 1) à s) Éd
r'st= k Fil OR UES pe 5 D» a(u,— u?) 1 5) 2 =
et avec le choix du $ 11".
(76) \ À oi ho 5 ÿ Re = 4 = d®,
L'identification de ce développement avec le développement (15) nous fournira dans la suite les relations qui nous seront utiles.
520, — Pour traiter le cas des hypersurfaces développables nous prendrons comme repères (r) et (R) du $ 13° les repères (r) et (/) du $ 39° et nous tiendrons compte des relations auxquelles ces repères sont assujetis satisfaire.
Considérons d’abord le cas des surfaces développables de F4. Nous avons d’après $ 36°.
Longue (77) TD M+G De
Les relations (76) deviennent ici
1 a PES (78) AN »
et Or
Suivant les relations (55) on a Eo == Es — À jo, (79) E30 = A0!
Ego — À 32 OA 39 Oo les autres E,;, étant nuls. Ces relations nous donnent d’ailleurs par dérivation extérieure immédiatement les relations suivantes
| d A6 — (AN — 430) 1 — 4 A6 C0
4 , (80) d A0 AN AUS A ©) — Ô A30 ©, 0 | d A2 = Aie w, — Af0 Lp—2 À 100428 À 32 %o9
et la nouvelle dérivation extérieure de la première de ces rela-
tions nous donne
(81) d A10 = (Af5? E A )o,— = 4,002 — 6Aÿ/0m
Si nous tenons compte de (75) et (79) le développement (15) s'écrit
AX, =: RER
(l 1 — = 2 2 A AT.
les termes non écrits étant d’ordre supérieur au 2”*.La comparaison avec (78) nous donnera tout de suite
x 3 RUE TEE PE — Au ai — SA œ, UE 0.
et par conséquent
| pen en ; I (82) L= #, + Asa di — A0 2 dr +...
| X3 —= 3 + 5 00 Celà étant l’équation d’une courbe passant par À pourra s’écrire d’après (77) Zn = maX, kon af + pa +...
Po Ga Le et si cette courbe a un contact du 3”° ordre avec sa correspondante on doit avoir
X, = mX;+n Xi + p Xi +...
X3 —= DJ x + ...
Remplaçons dans ces relations X,, X2, X; par les développe-
ments (82) et identifions ; nous trouverons
(83) 2A,6m— Ay.
Supposons d’abord A;,,-< 0, condition dont nous verrons plus loin la signification géométrique ; l'équation de la tangente à la courbe repondant au problème s’écrit par rapport au repère (r)
NC Ut autrement dit l’équation différentielle des courbes cherchées sur la surface (s) s’écrira
(84) 244,0) — Ag o:
La première relation (80) montre que A4, est à un facteur près constant le long d’une génératrice (w, — 0) et d’après (T°) et (68) si A4, =: 0 on a U — 0, c’est à dire que la correspondance entre les arêtes de rebroussement est homographique. La condition écrite plus haut exprime donc que la correspondance entre les arêtes de rebroussement, qui définit la C2, n’est pas homographique.
53°. — L’équation (84) est complétement intégrable. Les courbes cherchées dépendent d’une constante arbitraire; elles forment une famille et par chaque point dela surface (s) il passe une courbe et une seule. Ces courbes jouissent d’une propriété géométrique caractéristique. Considérons, en effet, le point PE AR Ne
qui se trouve à la tangente à la courbe passant par À. Si désigne un déplacement le long d’une génératrice (w, (à) = 0) on a d'après (80) et (81)
Ch) A)
ce qui montre que les tangentes aux courbes de la famille en tous les points d'une méme génératrice passent par un même point P. De cette propriété découle d’ailleurs immédiatement que quatre courbes quelconques coupent les génératrices de la surface sous le même rapport anharmonique.
Réciproquement étant donnée sur (s) une famille de courbes satisfaisant à ces propriétés il existe toujours une surface (S) et une C,, entre (s) et (S) telles que les courbes de la famille considérée et les courbes correspondantes sur (S) soient des courbes répondant au problème proposé. En effet la position du point P nous donnera à un facteur arbitraire près (fonction du para-
si
mètre + de définition sur l’arête de rebroussement) les quantités Af0, A Az et la 1° relation (80) nous donnera Au. Le système complètement intégrable formé par les relations (55) nous donnera la surface (S).
Si maintenant À, — 0 c’est à dire si la correspondance entre les arêtes de rebroussement qui définit la C, est homographique, pour qu’il y ait une direction répondant au problème, autre que la direction de la génératrice, il faut d’après (83). que À» soit nul. Mais d’après (80) on à dans ce cas
Af0 — A d'Age — A 61 — Age — 8 Az d00 si donc As < 0, c’est à dire (cf. $ 49°) si la Ca, n’est pas une C, la relation À 3 — 0 ne peut pas être identiquement vérifiée. Elle définit sur la surface une ligne (Q) telle que toute courbe passant par un point quelconque de (Q) a un contact du 3" ordre avec sa correspondante; de plus d’après (82) les surfaces auront en un tel point un contact analytique du 8"* ordre (au sens de M. Fuini). Nous pourrons pour cette raison appeler la courbe (Q) une ligne flécnodale de déformation et par un raisonnement analogue à celui qui a été fait plus haut montrer que la courbe (Q) peut être une courbe quelconque tracée sur (s) en ce sens qu’il y a une infinité de surfaces (S) telle qu’une courbe quelconque tracée sur (s) soit la ligne flecnodale de déformation pour une C.;, spéciale entre (s)et (S).
On se rendra compte aussi facilement, en dernier lieu que si la C,, est une C; ou bien il n’y à aucune direction en aucun point (sauf sur l’arête de rebroussement) jouissant de la propriété demandée, ou bien les deux surfaces sont projectivement égales. :
54°, — Passons au cas n — 4, On aura de même d’après K 36°
1 9 L 9 — à + TG Li2 +
Ts — y £
et d’après les relations (55)
Eo =. E, —— À jo üw, Fo = À 50 © IEP PATTES À 9 2
Fys = A4 © — A0 3
les autres E,;, étant nuls. Ces relations dérivées extérieurement nous donnent () { d'Aio = (A6 — Ayo) 4 — 2 À 10 O2 1 4 (85) d'A y = A 04 — 5 Ayo ©2 — 3 A 40 Sa 1 1 | dAu— AU 64 — À {0 3 — 2 A 19 ©i2 — À Ag 4 1 c et la nouvelle dérivation extérieure de la première de ces relations nous donnera d AD — (AŸ) L AD) ©, — 2 À, 0 — 3 A Avec celà les développements (15) deviennent 4 1 9 AX=35Apyai0, +..
; 1 2 ) 1 9 AX — ( — % Ayo di + A6 di 22) 06, += À4 1 ©) +. - 1 2 1 2 A = (— 7 Ag @i+ Ant, 23) O1 5 A0 21 03 + …
NX et la comparaison avec (76) nous donnera 3 “es LES ie 3 À : > 2 ft 12 9 A0: CL Lo F5 = Aya 1 — à A5 ai La | ® a | par conséquent ; 11 (7 — % À, ai + a 3 2
1 3 1 2 X3 = 3 +5 As w1 A, da + … Xi = Le.
Cherchons d’abord les courbes répondant au problème. Les équations d’une telle courbe passant par À s’écriront
Ly=Ma+n ai + pie +.
L3 — ARTS GERS PTS Li n DR et celles de la courbe correspondante en Ven +PX +.
Xe N FTU Et XXE
en identifiant d’après (86) nous obtiendrons immédiatement
2 A9 — A en | 2154 = A4
par conséquent les équations différentielles qui donne les courbes cherchées s’écriront, si la correspondance entre les arêtes de rebroussement n'est pas homographique (A5 < 0),
s 2 Ag Oo — À 49 0,
Ce système est complétement intégrable. Les courbes cherchées forment donc sur l’hypersurface (s) une congruence de courbes (T) dépeadant de deux paramètres arbitraires et telle que par tout point de (s) il passe une courbe dé la congruence et une seule. Ces courbes jouiront, comme pour # — 3, de la propriété caractéristique d’après laquelle les tangentes aux courbes de la congruence (T) le long d’un élément plan générateur de (s) passent toutes par un même point P. En effet le point
P— A A + 20 41 + Au 4, + A4 43 est fixe car si &; (à) — 0 , On (à) == @ on a ÔP——53eP De la propriété précédente il résulte immédiatement que les courbes de la congruence (T) tracent sur les plans générateurs de (s) des configurations homographiques.
Si la correspondance entre les arêtes de rebroussement est homographique on a A4, — 0, par conséquent d’après (85) CETTE si alors la C2, n’est pas une CG; (A, < 0) il n’y a aucune relation identiquement vérifiée entre A% et A et pour qu’il y ait une courbe répondant au problème il faut d’après (87) que l’on ait Ay—0 , Ayg—0 et ces deux relations définiront sur (s) une certaine courbe {Q) qui sera une ligne flecnodale de déformation dans le sens qu’en chaque point de cette courbe la C, est une C;.
Enfin si la C, est une @; ou bien il n°v a aucune courbe en aucun point (sauf celles situées dans un KE, générateur ou en des points de l’arête de rebroussemens) répondant à la question, ou bien les deux hypersurfaces développables (s) et (S) sont projectivement égales.
La congruence (1) aussi bien que la courbe (Q) peuvent être d’ailleurs comme dans le cas précédent une congruence jouissant de la propriété énoncée plus haut ou une courbe quelconque tracée sur (s).
55°, — Passons maintenant au cas des surfaces. L’équation d'une surface située sur (s) et passant par À pourra s’écrire
dati Bas +, (a, 22) + Pi(e . Lo) +
P: , P;, … étant des polynomes homogénes du 22, 3”, … degré en %y, Le. 1 Cette surface a un contact du 3”° ordre avec la surface correspondante on aura aussi
Xg AN HN + Pi Xo) + Pa (Xi 3 No) He Xi EX ré
et par identification d’après (86) on obtiendra
A3 = 24 À,9 + BA
Si la correspondance entre les arêtes de rembroussement n'est pas homographique (A, -< 0), l'équation différentielle des surfaces cherchées s’écrira
avec un paramètre a. La dérivation extérieure de cette équation nous montre que ces surfaces dépendent d’une fonction arbitraire d’un argument; de plus on trouve par cette voie que les caractéristiques de cette équation sont données par les équations (88) c'est-à-dire ce sont les courbes de la congruente (T). Les surfaces cherchées (s) sont donc engendrées par les courbes de la congruence (l').
56. — La nature des surfaces (5) est facile à définir d’apres la propriété géométrique énoncée précédemment des courbes de la congruence (1). Les plans générateurs de (s) coupent en effet une surface (o) suivant une famille de courbes projectivement égales, qui forment d’ailleurs une première famille de lignes caractéristiques de (5); la transformée de Laplace correspondante se réduit à la courbe décrite par le point P. La deuxième famille de courbes caractéristiques est formée par les courbes de la congruence (l) génératrices de () et la transformée de Laplace correspondante est la surface développable ayant la même arête de rebroussement /c) que l’hypersurface /s). La surface (2) qui correspond à (s) par la C:, entre fs) et (S), donnera alors avec (c) un couple de surfaces dépendant de huit fonctions arbitraires d’un argument (six fonctions déterminant /s/et (S), une autre fonction déterminant la Ca et une huitième définissant la loi d’après laquelle on associe les courbes de la congruence (T°) pour engendrer (5)), et d’après la manière dont on les a obtenues les surfaces (5) et (£) admettent une Cx. La détermination d’un tel couple de surfaces et de la correspondance C3 se réduit donc simplement à l’intégration du système complétement intégrable (88).
Si la correspondance entre les arêtes de rebroussement est homographique Ja relation (87) devient
Aus — Ê A4 et l'équation des surfaces répondant au problème se réduit à À ya Wa — À 32 3 — a 0; avec le paramètre x. La dérivation extérieure de cette relation nous montrera également que la solution de cette équation dépend d’une fonction arbitraire d’un argument et que les caractéristiques sont données par wo 0, À,3 02 — As = 0
Ces caractéristiques sont par conséquent des lignes situées dans les éléments plans générateurs de (fs) qui recontrent la courbe (Q). Mais le long d’une telle ligne on a
(Op
d'A — te (A42 42 + Aus 43)
d (Ay A+ A4 43) — — e Op - 3 0) (A y 4; + À ya A2)
cette ligne est donc une droite. Les surfaces (o) répondant à la question sont par conséquent les surfaces réglées engendrées par des droites rencontrant la courbe (Q). Si nous considérons maintenant la surface reglée (R) correspondant à (p) par la C:, nous aurons en (0) et (R) un couple de surfaces reglées admettant uue C3 et dépendant de sept fonctions arbitraires d’un argument, qu’on obtient ainsi sans aucune intégration.
Enfin si la C:, entre (s) et (S) est une C;; sans que les deux hypersurfaces développables soient projectivement égales, je signale sans démonstration que les surfaces répondant au problème sont les surfaces reglées engendrées par des droites situées dans les plans générateurs de (s) et rencontrant l’arête de rebroussement (c) de l’hypersurfaces (s).
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