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INTRODUCTION
Dans un Mémoire paru il y a quelques années, M. P. Humbert a introduit l'équation 4 DUR PE TU YU ge dx dy ùz
qui généralise à certains points de vue l’équation de Laplace à deux dimensions. _ Un peu plus tard M. D. V. Jonesco a généralisé à l'équation précédente un théorème _classique de Lord Kelvin en utilisant les dérivées partielles du polynôme
pr + +2 —3xyz
La lecture de ces deux travaux m'a donné l’idée de faire une étude systématique de l'équation A,U — 0, en faisant jouer au polynôme p un rôle analogue à celui de la quantité 7° — x° + y* pour l’équation de Laplace à deux dimensions. Le fil conducteur de ces recherches m’ a, du reste, été en partie suggéré par une courte note de P. Appell (parue aux Comptes rendus, en 1877) qui, introduisant trois fonctions nouvelles pour représenter paramétriquement la surface
L+Y + —3xyz 1,
es —signalait qu'une théorie analogue à celle Fe nombres complexes pouvait être éta- L 44 blie à partir de ces nouvelles données. à HE Dans ce Mémoire, je rassemble la plus grande partie des résultats que j'ai acquis sur l'équation de M. P. Humbert. D’autres mises au point de recherches concernant des équations généralisant la précédente seront publiées ultérieurement (*). _ Au premier chapitre, j'ai groupé tout ce qui concerne les propriétés des inté-
7 _grales de l'équation A,U — o ainsi que les formules relatives aux différents chan-
__ gements de variables. .
É 2 = Dans le second chapitre, j'étudie les transformations qui conservent à un facteur # F2 k près la forme différentielle
D: De ds — dx + dy + di — 3dxdydz.
4 ee
0) Une liste détaillée des travaux que j'ai déjà Publiée se trouve à la bibliographie en fin de Mémoire.
Ces transformations qui sont l’analogue des transformations conformes en géométrie euclidienne plane font apparaître des systèmes aux dérivées partielles analogues aux systèmes de Cauchy. Je signale aussi l'existence d’un système d’équations aux dérivées partielles du second ordre intermédiaire entre les systèmes précédents et l'équation de M. P. Humbert.
Le troisième chapitre est un essai d'interprétation des résultats du chapitre précédent au moyen de nouvelles notions d'angle et de distance. En faisant jouer un rôle prépondérant aux trièdres équifaciaux ayant pour axe la droite x = y = 2, trièdres qu'avait incidemment considérés Appell dans la note déjà citée, j'ai été ainsi amené à introduire une orthogonalité au sens d’Appell. Ces nouvelles notions m'ont permis de donner une signification géométrique simple à l'équation A,U—o, et d’esquisser une théorie rapide des courbes et des surfaces dans l’espace ainsi considéré. Dans un dernier paragraphe, je compare les résultats obtenus pour la surface
C+HY+—3xyz =
à mon point de vue ou à celui de Finsler-Cartan.
Le quatrième chapitre est consacré à l'introduction et à l'étude sommaire de familles de polynômes à deux variables, généralisant ceux de Legendre, Gegenbauer, Hermite, ceux considérés plus récemment par M. Pincherle et ensuite M. P. Humbert.
J'ai réuni enfin au dernier chapitre un certain nombre de propriétés nouvelles d'équations dont le premier membre est l'opérateur A,U, le second membre ayant des formes simples, ainsi que d'équations relatives aux questions de prépotentiel, ce qui me procure l’occasion d'utiliser quelques-uns des résultats du précédent chapitre.
A la fin du Mémoire, je donne une liste des travaux se rapportant à l'équation de M. P. Humbert et à ses diverses extensions. Étant donné que ces travaux souvent très courts se trouvent disséminés dans de nombreuses publications, j'ai donné pour chaque titre un résumé succinct; cette liste bibliographique présente donc un aspect assez complet de ce qui a été publié actuellement sur ce sujet.
Ce m'est un devoir particulièrement agréable de remercier ici M. E. Cartan qui a bien voulu s'intéresser à ce travail et M. P. Humbert dont les conseils m'ont été si précieux pendant tout le cours de mes recherches. Je n'aurai garde d'oublier mon excellent collègue du lycée du Havre, M. P. Delens, dont les amicales conversations d’après classe m'ont permis de préciser ma pensée sur bien des points de la partie géométrique de ce travail. Je tiens enfin à remercier tout spécialement M. A. Bubl, qui a bien voulu se charger de faire paraître ce Mémoire dans le recueil des Annales scientifiques de la Facullé de Toulouse.
Considérons l'équation aux dérivées partielles
d (1) = Une
du d0 NW
et effectuons le changement de variables | U—X + y +7, (2) ER ET ee | wÙ D + Y +jz,
où j et j* sont les racines cubiques impaires de l'unité. Nous pouvons écrire les identités suivantes que nous utiliserons par la suite
(3) UVW = L° + Y + 7 — ee
(4) Su: ï # =$2< ; YU JU D ns.
DU Lo UE De ee nait
FX 3
dUdUdW. dx dy
Dorénavant nous réserverons le nom d’opérateur de M. P. Humbert à cette dernière expression [36](°) et nous poserons
ÉD UE UE QU (7) AE SF CUL GrRRE
dx dy dz dXOdYdZ
() Les nombres entre crochets renvoient au numéro correspondant de la liste bibliographique placée à la fin du Mémoire,
erie 10e CET TC PR EE Eee
2 Re RE 8 CCR er RER eee ( ) D , v) 3 Fo dacier Rae
et effectuons le nouveau changement de variables
(9) æ —0P(8,e), Y = PQ(6, +), z = pR(6, +).
Si nous rappelons avant les quelques identités
(10) PH Q+R—3PQR-==1, P°(8, 4) — Q(6,&) R(9, ») = P(—0, — ©), (u) Q°(8, 3) — RD, 9) P (6, &) = R(—0, — 9), R°(0, go) —P(6, ®) Q(6, œ) — Q(— 6, DAT œ),
dP—Rd0 + Qde,
(12) dQ = Pdô +Rdo.
dR — Qd0 + Pds.
On en déduit les relations
UE eu 0 NS EM LE ES p) es ee PE (15) Dore R(—0, — 4) + 2 © 6, — +), DU oU raU Puis A à) YU A ei D 1 DU USE: 5 Del EL ARE . PE en) poules LE dy oz ee ç 20 24 à P | +| ÉD EU ee do + Eee eur + % A LL) = : 1 d'U 1 oU ve d'U Re d'U L nd = dz dx d p° ep dÛèe p do p°00 e dpdy 6 d@°
d'U YU EP a 1 DU ne ne DR DER = = : — R+|———— Q+| — dx dy mor p' 00 Do ut pe do e dpdg | e* du”
e dpd0 [20
A ce SUR L'ÉQUATION DE M. PIERRE HUMBERT. 13 Fe et enfin se ET) à ue AU AU depot Fra ee mnt ES VAE dy dy ozdæ | 22 | 02 roy
; a en a nn Ur ou
D Nine oedia te de pois
_ [est aussi quelquefois commode d'effectuer le changement de variables
(16) Mr 4PÜx), y —=eQ(6, os 2— CR(0;0) ou 2 : log u=r+ 0 +, (16) à v—=r+j0+Jé, Se É mnNtionu— RSR
on en déduit facilement la relation e
ee SU YU YU
a Re A RTE ET PART Ed VETEE
_ En posant p — e” on retrouve évidemment (15).
3. Effectuons maintenant le changement de variables _G8) Se FRNCr, 2) ner 2), Z— 2 (x, 7,2),
Le | ME où X(x, 2 2 Mr, 2)» SU Ÿ, >) vérifient le système d' équations aux dérivées
artielles : re | + F3 à dx dy DZ | FER ss DE PR 0 VA dE eo y ee 2 RE LOR us = ER APREMO TE
ous ï ou plus loin déduit facilement l'identité
ur. PU SU : PU PU E oo io ar En To am ir
avec D'ANE X \° IN oX oX )X Fe \er2= (ST) ee NE Son MANS OMS 0e À ES PL ( = (+09 +0 dx dy (az dx dy àz
dZ \° dZ \° dLN ROZ O7 Z, A S R n e |
dx dy dz dx dy àùz
Ces relations sont encore valables lorsqu'on remplace (19) par l'un des cinq systèmes d'équations aux dérivées partielles que nous rencontrerons au chapitre IT. Remarquons tout de suite que ces changements de variables reviennent en coor-
données u, v, w, à écrire que les nouvelles fonctions x’, v', w' ne dépendent chacune que d’une seule des variables u,v,w précédentes.
&. Signalons aussi le changement de variables
(22) U—I®, VU —E+in, W—EË—in,
que nous utiliserons au chapitre Il et qui fournit la relation
d'U ù YU YU
23 h TETE 9 ne 0 5) du dv VW ae | dE? n°
Notons enfin que M. D. V. Jonesco [44] a effectué le changement de variables leplus général pour l'opérateur A,U; n'ayant pas besoin de ce calcul dans le présent. Mémoire, nous nous contenterons d’en indiquer la référence.
II. — Quelques théorèmes relatifs à certaines intégrales particulières de l'équation A,U — 0,
5. L'équation de M. P. Humbert pouvant se ramener à la forme (1) nous en:
connaissons immédiatement l'intégrale générale
(24) U — /j{u, v) + g (vu, w) + hk(w, u)
où f,g,h sont trois fonctions arbitraires.
La formule (24) paraît donc épuiser la question. Mais il est souvent utile deconsidérer des intégrales remplissant des conditions particulières, D'autre part l'équation de M. P. Humbert se présentant comme une généralisation de l'équation de Laplace, il est intéressant de voir les transformations que l’on doit faire subir à certains énoncés classiques, c'est ce dont nous allons nous occuper.
Dans ces questions le polynôme
p=X+y +i—3xyz
jouera un rôle important ainsi que ses dérivées partielles qui sont au facteur 3 près
x” — YZ, Y — 2%, Z — y.
6. THéoRÈME : Les intégrales de l'équation A,UÙ — 0, qui ne dépendent que de p sont log p et log*p.
Mettons l'équation sous la forme (1), nous aurons en posant
UF) D UbDW="Ee", à dE (25 a — CN ET ee GE Buvwdw da 2
nous en déduisons les intégrales q et 4* c’est-à-dire log p et log” p.
7. THéonème : Les intégrales de l'équation ASU — o,(‘) qui ne dépendent que de p sont données par la formule générale
p' log’ p. OR STE 0; +70)
Posons encore q — log p, U — F(q); nous sommes conduits à l'équation diftérentielle d'ordre 3k :
æ 80. CH.T- (26) L EP e ARE — 0}
dont l'équation (25) n’est qu’un cas particulier.
Après multiplication par e“* nous obtenons une équation différentielle linéaire à coefficients constants dont l'équation caractéristique est
(—k+1ÿ..,.(r—1ÿr —=o -ce qui démontre la propriété.
8. TnHÉorèe : L’équalion différentielle donnant les intégrales de l'équation ASU — o qui ne dépendent que de p, peut se mettre sous la forme
à d' É d' (SE) pl (2 ) dp* Je dp" P dp* =
(*) AÎU représente l'opérateur A,U itéré k fois.
En effet si k — 1 l'équation (25) s’écrit
TE Rene a DCR Te TC IT CR).
d'autre part nous pouvons écrire la suite d’égalités
dr pit d'a ve Rs F k+1 Gp ie P nb
dp d' ‘ d'# d æ Ce F Gi 2 d° MF ep lp Cp M Ne a Cp a)
pe Up dan. GDS d' DU pe dat De Ta j” dp° dp Le ee) DR NN RU RM er DS IS Se hr. Le dp (r ap D Pan À &)] j<
nous en déduisons par récurrence la formule (26').
9. THéorème : Si U(x, y, 2) est une intégrale de l'équation A,Ù — o il en est de
même de la fonction Va =ufÈoee, PROE Er |.
dy dz
Ce théorème a été énoncé pour la première fois par M. D. V. Jonesco [44], nous
donnerons la démonstration que nous avons déjà publiée [17] En utilisant les variables &, v, w la transformation
ù lo à log à log Ÿ Le S P { Y ce D P : 7 = € te) P :
dx dy dZz s'écrit nn = pu &:
On en déduit JU UE ET UC 00)
OLD NI En MENT
ce qui montre que les deux dérivées partielles considérées s'annulent en même temps.
10. Taéonèue : Si U(æ, y, z) esl une intégrale de l'équation A,U = 0, ilen est
de même de la fonction VC, We) =)
où X(x,y,2), Y(x, y, 2), Z(æ, y, 2) sont trois intégrales de l'un des systèmes (S) considérés au chapitre II.
Ainsi que nous le verrons plus loin cela revient à faire en variables uw, v. w, un changement tel qu’une quelconque des nouvelles variables u’, v', w! soit fonction d’une seule des anciennes, les six variables u, v, w,u', v', W' figurant toutes dans
la transformation. Nous pouvons, par exemple, supposer que l’on ait UE fu), = QD); Dh).
On en déduit
d'U(u',v', w') du dÙ dW
S'U(u', v',w') du dv 'dw'!
ce qui démontre le théorème. Le raisonnement subsisterait évidemment pour les autres combinaisons de variables u, v, w, u', v', w'.
En variables x, y, z l'égalité (27) peut s’écrire
VC Pt UN tnt D D 2e pion Go] tt PANNE) EAU À
De l'examen des formules (27), (27) et de l'expression (24) de l'intégrale géné-
rale on déduit le théorème suivant.
41. TaéorÈème : Les fonctions log À(x, y, z) et log” A(x, y, z) sont des intégrales de l'équation de M. P. Humbert.
Ce théorème d’abord énoncé par M. N. Botea [5] pour la fonction log}, a été complété par moi-même [22].
Remarquons, ainsi que nous le retrouverons plus loin, que la fonction À(x, y, 2)
peut se mettre sous l’une des formes (21).
42. Parmi les transformalions donnant lieu à l'identité (27) il est tout naturel
de chercher s’il en existe de linéaires à coefficients constants.
X=—=ax+by+ez+d, éY=ax+by+cz+ d", | Z = a"x + by + c'z + d", Si nous remplaçons X, Y, Z par leurs valeurs dans les systèmes (S) du chapitre I, on voit que dans tous les cas les constantes a, b,c, a',b',c', a",b",c" vérifient les
relations
CR DEC END C} CRD ACL
RD RC LDC CIDRE
ONE RO = em a dl =cC
DÉC DC en DNA GA
D’après ce que nous verrons au chapitre IIT, si l'on prend comme valeur commune des trois premiers délerminants l'unité, on aura une transformation orthogonale au sens d’Appell; on voit donc que :
THéoORÈME : L’opéraleur de M. P. Humbert est invariant par la similitude la plus
générale de l'espace que nous introduirons au chapitre II.
43. Cherchons maintenant parmi les intégrales de l'équation A,U — o celles qui sont des polynômes en #,y,z. On voit facilement que tout monôme de degré inférieur ou égal à 3, ne figurant pas dans le polynôme p, est une intégrale; en appliquant le théorème du n° 9, nous retrouvons certains résultats de M. D. V. Jonesco [44].
On peut aussi montrer que les coefficients de 1,7, j" dans le développement de
G@+jy +"
sont des intégrales, de l'équation considérée, jouant un rôle analogue à celui des polynômes harmoniques. En effectuant en effet le changement de variables (9) on obtient la formule de Moivre généralisée
CRETE
el les trois fonctions pe" P(u0, nœ), o"Q(n0, no), "R(n0, ne) » | sont des intégrales de l'équation de M. P. Humbert, comme on le voit facilement en
utilisant l'égalité (15) et en remarquant, grâce à (12), que les trois fonctions d’Appell
vérifient le système d'équations aux dérivées partielles
U VU d'U = = Le
C EE == G9) d0° der AURE
Le calcul de ces divers polynômes nous donne pour les premières valeurs de nr
x, y; Ca YZ, z + 2x, VO Z TL, X +y +2 + 6xyz, (xZ + zY +7yx) 3(x°2z + 2°*y + y°x),
So mrelelelele sr i<in rs nel ecote
En variables u, v,w, ces polynômes sont égaux, à un facteur numérique près, à
u” 2 v" <i w” ; Ti _e sd v” 4 J w” ie 2L ; Dh __ je w”
Ceci nous conduit Lout naturellement à nous poser la même question pour
v" ww" de ww" A 2e ie D" ; v” av" 2e A av" uw” Je J ie v” 3 D” w"! 2 jw” u" _e A u" v” :
on obliendrait les polyÿnômes résultant du développement de Lt = 2) + JO — 22) + pr
Revenons maintenant aux relations entre plusieurs intégrales particulières
44. Taéorèue : Si U(æ, y, z) est une intégrale de l'équation AE roitrenrest
de même des fonctions
Ed D d'U )
dU Sr SE QUES d TX” | àyèz
les identités (4), (5), (6) fournissent les relations
Utilisons les variables u, v, w
PDA | à d'U a] j a. du (eu
QU dL dW
à: #2 S: Feu 10 a) RE T1 un du dv dW SO UE Dies
ce qui démontre le théorème.
+9: Tafonème : Si U (x, y, z) eslune intégrale de l'équation A,U — 0, la fonction +igs VE 0:
V(æ, y, 2) = p'U(æ, y, 2) est intégrale de l'équation À,
Raisonnons encore en variables u, v, w; on a facilement
NS AU] = n° TU “e n° pv"! Su dU nes S nee YU ‘5 dead Al la ! KB d0 dW AAA)
du dÙ VW
QU JU AW
js YU VUE
D'après le théorème précédent, le théorème actuel est vérifié pour n = 1; on déduit ensuite de proche en proche par récurrence que le théorème est toujours vrai. Si nous partons de U = c", U = log p ou U — log” p nous retrouvons le théo-
rème du n° "7.
THéoRëME : Soient 0, B,y trois constantes telles que
el f(t) une fonction arbitraire assujettie seulement à posséder une dérivée troisième JA) US L— ax + 8y+7yz,
J(Ù est une intégrale de l'équation A,U — o.
En posant Fe, y, 2) = fax + By +2),
on a en effet AF—= (++ y —Safy)f" (ax + 87 + y2),
ce qui démontre le théorème.
47. Taéorème : Dans les conditions du théorème précédent, la fonction f(t), où
By)x + (B°— ya) y + (y —xB)z,
est une intégrale de l'équation À,U — o.
Avec les mêmes notations et en utilisant l'identité
(0): Br) FE re) + (= Se BNP = ro E8) = (& un eV RTE
on a en effet AFF = (o + f HA — 026 YA CE)
ce qui démontre le théorème.
48. Taéorème : Dans les conditions du théorème du n° 16, la fonction JE, où
LC — By) Ge — y2) + (É° — ya) (y — 20) + (y — ) (2 — x y),
est une intégrale de l'équation A,U — o.
Posons en effet
U—=X+ y +z, mec Vv—=x+jy+jz, b—o+j8+jy.
W= x + y +jz, Hop
Il vient
l = (be + cawu + abur)
avec HG + y — 3aby — abc — 0.
: I Supposons par exemple que la constante nulle soit a alors 4 — 3 bcvw et la
fonction f(t) qui est alors de la forme (24) est intégrale de l’équation de M. P. Humbert.
REMARQUE : On pourrait à partir de ces théorèmes en énoncer bien d’autres ; par exemple on pourrait remarquer qu'avec les notations du n° 42 la fonction f(X, Y, 2) où æ, f, y, a, B', y, a", 6 est encore intégrale de A,U — 0, etc.
y” annulent les 9 déterminants qui figurent à ce n° 12
149. Taéorème : Si U(x, y, z) est une fonction de x, y, z définie par la relation
. Ax+By+Cz=:
où À, B, G sont trois fonctions de U vérifiant l'égalité
G1) A? + B' + C°—3ABC —0o,
U est une intégrale de l'équation A,U — o.
Posons encore
U=X + ÿY +1z, d—=A+B +C,
DDR JV 12; R=A+JIB#E) CG,
w—=x+fy+)z, CE =A+jB+/jC.
Il vient
Aë + By + C2 = [bu + Bo + Cu] = 1 avec
A° + B° + C'—3ABC = LRC — 0.
22 J. DEVNISME.
L'une au moins des trois fonctions .b, @, € est nulle; supposons que ce soit b; on a alors Poe ACUE
d'où A D a) D! rail \ dU — (Bo + Cw) =($ v + Cw)— —=o du du
L'une au moins des fonctions $ ou € étant effectivement fonction de U on en dU te d'U
0 ,1d'où d'fOTUO EEE 0
ou du dv AU
déduit
20. Taéorèue : St U(x, y, 2) est une fonction de x, y, z définie par la relation (A — BC) x + (B°— CA) y + (C— AB) = 1 où A,B,C sont trois fonctions de U vérifiant l'égalité (31), U est intégrale de l'équation A,U — 0.
Prenons encore les variables &, v, w el posons {b—=(A—BC)+ (B—CA)+ (C—AB), 4 GB = (A*— BC) +j(B*— CA) + j (C° — AB), ! C — (A —BC) +j(B—CA) Ej (CAB)
Il vient
(A°— BC) x + (B°—CA) y + (C° — AB)z — 3 Cu + Bv + Cw) — 1, et la démonstration se poursuit comme au n° 49, compte Lenu de l'identité (30).
24. Taéorèue : Si U(&, y, z) est une fonclion de x, y, z définie par lc relation (A — BC) (x — y2) + (B°— CA)(y — 2x) + (C*—AB)(--xy) = 1 où À,B,C sont trois fonctions de U vérifiant l'égalilé (31), U est intégrale de ‘équation À, ÙÜ — o.
Avec le même changement de variables qu'au n° 49 on trouve que
BCvw + CRwu + MBuv—1 avec MRC— 0.
En supposant encore que c’est 4 qui est nul, il reste BCvw — 3, d’où en dérivant par rapport à u
dU (RCE RPCMuwE=— 0, du
dU FI ’ . A Le Si ous écartons la solution banale BC = cte il reste : dU du dD JW
—,0 d’où a forliori
ReMARQUE : Nous avons rencontré en cours de route une hypothèse sapplémen-
taire, ce qui fait qu'ici A, B, C sont liés par les conditions
d 2 22 \2 dU [A + B + (O
Revenons au théorème du n° 46 et prenons (1) — e!. Comme
our et CPI SEn) TRE Et) (CEE x),
-on en déduit les intégrales
er +) CHÂYHUE (ue y +7 ue eme D yes
; e en faisant les combinaisons simples convenables on trouvera les nouvelles intégrales
en PPT ua), HO ue) CE ROME)
-où P,Q,R, sont les trois fonctions d'Appell. 23. D'après ce que nous avons vu au n° 2, l'équation A,Ù — 0 s'écrit après le -changement de variables (16), et en négligeant le facteur e° : HE EC RIMEAN YU dr° 6° d&° drd6)0
On en déduit Le théorème suivant.
Tuéorème : St U(x, y, z) est une intégrale de l'équation de M. P. Humbert à en est de même de la fonction U(r, 6, +) où les nouvelles variables sont définies par rapport aux anciennes au moyen des équalions (16).
Cette remarque, compte tenu des possibilités de permutations circulaires sur les diverses variables, nous permettrait d'énoncer de nouveaux théorèmes à partir de ceux qui ont fait l'objet de ce chapitre.
Comme application nous nous contenterons de remarquer que le résultat du n° 22 peut s'énoncer :
Taéorèue : Les lrois fonclions
p="##} P(9, mo), et QU, me), PU PROG pe),
où ©, 0, « sont définis par le changement de variables (9) sont trois intégrales de l'équation A,U = o.
Ce résultat a été énoncé pour la première fois par M. P. Humbert [36]; la démonstration que nous venons de donner a fait l'objet d'un exercice proposé par
-moi-même dans la Revue de Mathémaliques spéciales, sous le n° 3454.
CHAPITRE II
Un essai de généralisation des fonctions analytiques.
I. — Sur des transformations analogues aux transformations conformes.
24. À l'étude de l'équation de Laplace à deux dimensions se trouve rattachée l'expression ds = dr dy
carré de la distance entre deux points infiniment voisins.
Il vient tout naturellement à l’idée de rechercher si la quantité
(32) ds — dx + dy + dr — 3dxdydz
joue un rôle analogue dans le cas actuel.
Effectuons d’abord les changements de variables étudiés au début du chapitre I.
Avec les mêmes notations on trouve respectivement les formes
(33) ds — dudvdw,
(34) ds = dé + p°d9° + c'de —3p"dodôdo,
(34°) ds = e"[dr° + d6 + de — 3 dr d0 de],
(35) AS OX ANS 47 ES dX AY d2), NE HN 22)
(36) ds® — di(dE° + dr°).
Si on se rappelle que le ds” euclidien plan prend en coordonnées polaires la
forme ds — de + p" dé”,
on voit que le changement de variables (9) joue par rapport à l'expression ds le même rôle que le passage en coordonnées polaires pour l'expression ds°.
25. Pour voir si l’analogie entre les deux formes différentielles peut être encore poussée plus loin posons-nous le problème suivant(‘).
PROBLÈME : Existe-t-il un ou plusieurs changements de variables
KE X (ae) LYS 2e = (Ye)
M. PRIPIR FES
(*) Signalons que M. M. Ghermanesco qui s'était posé à ma suite le même problème pour une équation particulière de quatrième ordre l'a résolu récemment [28].
SUR L'ÉQUATION DE M. PIERRE HUMBERT. 20 tels que l'on ait l'identité
(37) dS® = dX° + dY° + d2°— 3dX dY dZ — (x, y, 2) ds
À(æ, y, z) étant une fonction de x, y, z à délerminer. Étant donné la simplicité de la forme (33) nous raisonnerons en variables u, v, w c'est-à-dire que nous résoudrons le problème dont le nouvel énoncé es : Quels sont les changements de variables
UE HAU, v, D), DU). w' —= w'(u, v, w)
tels que l’on ait
du'dv'dw'" — A(u, v, w) du dvdw .
En remplaçant da', dv’, dw' par leurs valeurs et en identifiant les termes en du’, dv”, dw’, du*dv ... on est conduit à énoncer que :
Les fonctions u', v', w' sont des fonctions d’une seule des variables u,v,w, les six variables figurant toutes dans la transformation.
26. Cherchons ce que deviennent les conditions précédentes en variables æ, y, z. Les conditions d'annulation de certaines dérivées partielles de u', v', w' vont nous fournir des systèmes aux dérivées partielles pour de nouvelles fonctions.
En faisant toutes les combinaisons possibles des variables u(r1), v(2), w(3)
nons obtenons les six cas suivants où nous avons posé
Roses 2 DU X EN A7 CEMESRESEZ DIX CET N EJ'Z, Bd w' = X +j Y + jZ.
RS Sr Z PA A FN Reese ww V7 Ye ax dy Z AT nt (r2 3) (S,) à — dx — dy ; (GE 1) (S,) dz J dx 4 0y , ù de Va D 2 nt ET DA 00. on arr ot 02 Ce RE M LT on. an le RC AR RO EN nn Core MTS dy ?
Vus 7 D CR Ye 7 x A GUN 1x
x Neon nt 2 aY a VIT CYR dX di 7 2x dZ d\ 3 c + == = | —1)à 11 2) S UN — (3, F5 2) (S.) dz 3 dx À] dy , ( ; ) ( s) V2 dx dy DRE D nn x dZ dY FN AC dy dz dx
Nous appellerons ces systèmes d'équations ("), qui généralisent les systèmes de Cauchy dans l’étude des fonctions analytiques, les systèmes (S,); nous y avons du reste fait déjà allusion aux n° 8, 10, 11.
Dans tous les cas nous aurons les égalités déjà écrites
, dX \° 0X \° DAE\S oX OX 0X (21) a,» = (Se) +(+ +( ) D Her
dZ
27. On peut du reste montrer que ce facteur X(x, y, z) joue un rôle important dans des questions connexes. Soient en effet d, 3, 3 trois symboles de différentiation, on voit facilement que si X, Y, Z sont trois intégrales d’un des systèmes (S) on peut écrire
dX aX dX
à à dZ IX AY -d2 AEre de dy de RU ee NX es (38) YA ES EE =. |xX|8z ëx 57 SNS ZE) SVP TOR
oX dX dX dy dZ de
Nous déduisons de ceci que les transformations du n° 26 conservent à la fois l'expression dS° et ses formes polaires
(39) AIXN ON A) EMA ON OA dl 2e cod (ho) IX NON ET Ye Z ENV Z) MAN OV ZEN ZEN
+ dA(25452—G8XSY—SX5Y].
Les expressions
Sdx(ôx ——dy0z) SALI20LIT—- 0 Syoz o 5 S , ds(ès)” dsis3s
- sont donc invariantes pour les transformations considérées.
(‘) Le système (S,) a été considéré pour la première fois par Appell [1] dans la recherche des familles de surfaces dont les tangentes aux intersections forment un trièdre équifacial ayant pour axe une parallèle à la droite &æ = y = 2.
Ceci est une propriété analogue à l’invariance de l'expression
dixit + dyèy
Vds + dy Vox +5y
dans les transformations conformes planes.
Celte remarque nous amènera au chapitre suivant à introduire un espace où la nouvelle notion d'angle sera définie à partir de la première des expressions précédentes, la distance de deux points infiniment voisins étant donnée par la racine cubique de ds°.
REMARQUE I: X, Y, Z étant toujours intégrales de l’un des systèmes (S), on a aussi l'identité
à à Ù NAN OX à à d
dE. dÿe. 0 My dc Ne eL0A
à à EIRE DR NE LES à els 2 Dre y SR. nt lo oo ne
à ù ) REX à à ù ST dy dz dx Vo r dX
ce qui était évident a priori puisque le problème que nous avons résolu s’identifie à la recherche des transformations laissant invariant à un facteur près l'opérateur de M. P. Humbert.
Nous retrouvons ici le théorème auquel nous faisions allusion aux n° 8, 40 et 414. REMARQUE II : Les propriétés d'invariance que nous venons de signaler appar-
tiennent aussi à l'expression
(1) dé = (dyèz—dzèy) + (dzèx — dxiz) + (dx y — dyôx) — 3(dydz— dzôy)(dz5x — dx dz) (dx y — dyèx).
A cette expression do pourrait être attachée la notion d’élément d’aire. Si nous
effectuons le changement de variables (9), l'expression devient
(41) do — 9°(d05o — dy 00) + s'(dy5po—dedo) + (do d0 — d05b) — 25 (405 —dyè6)(do ds — deôs)(doè6 — d03c).
II. — Une seconde interprétation des systèmes (S
28. Avant toute chose il est bon de remarquer que toute intégrale de l’un des systèmes aux dérivées partielles du premier ordre (S) est intégrale du système d'équations aux dérivées partielles du second ordre |
d'U YU Dee NP NOT DU YU d'U s) D D : dy” dz dx d” dU DU sv — , à dz dx dy
et a fortiori de l'équation de M. P. Humbert.
Ce système (Ÿ) intermédiaire entre les systèmes (S) et l'équation A,U = o. étant utilisé dans la suite, nous en ferons une étude rapide.
29. Taéorème : En variables u, v, w le système (E) prend la forme simple
(5) d'U d'U d'U dUOW © DWOU | Qu €
On en déduit la forme de l'intégrale générale (42) U = /(u) + g(v) + h(w)
où f, g, h sont trois fonctions arbitraires d’une variable,
30. TaéorëmE : La seule intégrale du système (3) qui ne dépend que de p seul est log p. En effet on a
log p — log u + log v + log w.
31. Taéorème : Si U(x, y, z) est une intégrale du système (E) il en est de même de la fonction
"à log d à log V@r,9=u| 26e, dose Er |.
a dy dz
En effet la transformation considérée qui peut s'écrire
uu = VW! = wv' — 3 transforme l'expression (42) en une expression analogue.
32. La démonstration précédente est encore valable lorsque w’, v', w' sont des fonctions d'une seule des variables u, v, w; on peut donc énoncer le théorème ‘suivant : |
THéoRÈme : Si U(x, y, z) est une intégrale du système (E) il en est de même de da fonction
NX V2) US YEZ) où X, Y, Z, sont trois intégrales de l'un des systèmes (S). 33. TaéorèmE : La fonction log x(x, y, 2) est intégrale du système (©)
34. THÉORÈME : Les coefficients de 1, j, j*, dans le développement de (x + jy + j* 2)" sont des intégrales du système (=).
On a vu en effet au n° 43 que ces polynômes s'expriment linéairement en fonctondeuse, VND.
On pourrait aussi énoncer des théorèmes analogues à ceux des n°* 46 et suivants,
mais qui n'offriraient qu'un intérêt très limité.
35. Revenons maintenant aux systèmes aux dérivées partielles (S). Considérons les trois fonctions
de Ga) EN Z (y), (43) TÉL YA) NE, 2) JON (@ EI Z (GC Ty,2), | hæ, y, 2) = X(&, y, 2) + J'Y(æ, y,2) + j Z(æ, y, 2).
D'après ce que nous avons vu au n° 26, dire que X, Y, Z sont intégrales d’un système (S) revient à dire que les fonctions f, g, h dépendent chacune d’une seule des variables u, v, w.
Les systèmes (S) jouent donc dans le cas actuel un rôle analogue à celui des ‘systèmes de Cauchy Riemann dans l'étude des fonctions analytiques, ce qui justifie le tilre donné au présent chapitre.
On dira que les fonctions X, Y, Z intégrales d’un même système (S) forment un système conjugué; on pourra toujours, à des permutations près des lettres #, G; #6, mettre un tel système sous la forme
Ex, 7,2) = (a) +1 (0) + J6(w),
(44) Y(æ,y,2) = S(u) +j ie + j d6(w), 2 Ye (0) (Co) + 46 (w),
où Ju), ({(v), J6(w) sont trois fonctions arbitraires, dérivables.
86. Il est intéressant de confronter la définition que nous venons de donner des. fonctions conjuguées avec celle proposée par M. N. Cioranesco () pour les équations de Laplace à plusieurs variables, définition que nous allons adapter au cas actuel.
Exprimons que : la fonction
(45) De, y, 2) = log [(X + HN ++ (Z +) —3X ED + u)(Z +]
où X, Y, Z sont trois intégrales du système (2) (ou de l'équation de M. P. Humbert} est elle-même intégrale de ce syslème (ou de celle équation) quelles que soient les cons-
lantes À, pu, v.
Pour simplifier les calculs, il sera bon d'utiliser les variables u, v, w et de con-
sidérer la nouvelle fonction
(46) Wa, v, w) — log [(u' + à) (v' + 8) (w'! + y)] — S log (u' + «).
a) Exprimons d’abord que u’, v', w', W sont intégrales de (2) quelles que soient
les constantes #, 6,7. On a
ÿ du! du
dy Une du dv er SH 04 du 0 RD Ve (a! + a)”
Comme u', v', w' vérifient (Z') la première somme de Lamé est nulle, en écri-
vant que Y vérifie aussi (2) il vient donc
DUO du! du! du” ju!
du dd SG d0 dw dw du TES) CRT
Mais ceci doit être vérifié quelles que soienl les constantes «, 8, y, les neuf numé-
rateurs sont donc nuls, u', v', w' ne sont fonctions que d'une seule variable et
X, Y, Z seront de la forme (44).
(*) N. Cioranesco, Sur les fonclions harmoniques conjaguées (Bull. des Sciences mathématiques, 2° série, 56, 1932, p. 55). :
b) Exprimons maintenant que u', v', w', W sont intégrales de (1). En opérant
comme plus haut il vient
du DATE OT DATANT DATE.
dv Q QU dU MU Q QUdD dW dvdw du dWdu dv duo L'EuEoe) | K (u' + a) AIN ART du dÙ dw
KI (u'+a)
Comme u’, v', w' vérifient (1) la première somme de Lamé est nulle. En exprimant que la relation est vérifiée quelles que soient les constantes «, B, y on est amené à annuler fous les numérateurs ce qui montre que uw’, v', w' sont des fonctions de deux des variables u, v, w. Les fonctions X, Y, Z pourront donc se mettre
par exemple sous la forme
\ AIX, y. 2) = F(v,w)+ G(w,u).+ H(u,v), (47) SY(æ, y, 2) = Fu, w) + j°G(w, u) EL j Hu, v), | ZL(æ, y,2) = F(v, w) + j G(w, u) + j'H(u, v).
où F(v, w), G(w, u), Hu, v) sont trois fonctions dérivables arbitraires. Nous dirons encore que X, Y, Z forment un système conjugué. On voit facilement que les fonctions X, Y, Z du système (47) vérifient le sys-
tème d'équations aux dérivées partielles
DX = D,Z=— D, Y, (S,) 4D,X=D,2=0D,Y, D,X=D,4= D,Y
Ce système se déduit du système (S,) par la substitution des opérateurs D,,
- —. En opérant la même substitution sur l’en-
FORTE semble des systèmes (S) on obtient une nouvelle série de systèmes (S’), on pourra
D,, D, aux opérateurs
donc énoncer le théorème suivant :
Théorème : Si la fonclion ® où X, Y, Z sont lrois intégrales du système (®) (ou de l'équation de M. P. Humbert) est elle-même intégrale de ce système (ou de celle équation) quelles que soient les constantes À,4,v, c'est que les trois fonctions X, Y,Z sont conjuguées, c'est-à-dire intégrales de l'un des systèmes (S) (ou de l’un
des systèmes (S')).
37. Remarquons que les intégrales de l’un quelconque des systèmes
fient le système
(E) DU =D UD UD UD te DU 0
et a forliori l'équation
AU
puisque l’on a l'identité
XYZ se Are (EC 01 Signalons encore que dans le cas du n° 26 les dérivées PTE Te ; ee : oX DX 0X priment linéairement en fonction de ——, : à CO) ROZ III. — Comparaison avec les fonctions harmoniques.
(S') véride s’ex dv is
38. On sait que les permutations des lettres æ, y, z laissent invariant l'opéra-
teur A,u, c'est-à-dire géométriquement que la droite æ — y = z joue le rôle d’un
axe de répétition d'ordre trois. Faisons donc un changement d’axes tel que les nou-
[ea
veaux axes forment un trièdre trirectangle O
nf, le nouveau demi-axe Of étant
porté par la droite x = y = z. Nous pourrons prendre (cf. G. BouriGaxD. Cours de
Géométrie analytique, 2° éd., p. 35)
: sin « : AE € E — (x + y— 22) ; = — ———— + ———, 2 3 Sin « \/3 sin x 3 COS cn 2 ne £ (A8) = TT) ne (GQ) Éy = —— + 1 + ——., 2 3sinx V3sina 3cosx HT) icos 2 Fe RSR — 2z S x. RER j Ÿ 3 Sin « 3 COS &
Nous poserons aussi
CARTE =, (Bo) SU = (Y—) VS sin «,
LT —(X+Y+Z)cos «x.
Si nous supposons que le trièdre initial Oxyz est aussi trirectangle, l'angle x est alors celui de la diagonale du cube avec les arêtes.
39. Exprimons d’abord u,v,w en fonction de €, 1, €; en utilisant les formules (2) et (49) on trouve
D NE A COS
x À F rs PAPE
(51) NE Cour)
; ; —iV3 W=X+ y +) Ne
Nous nous trouvons, aux coefficients près, devant le changement de variables (22); on déduira de (51) l'identité
SU SAS Un b 52 = cos asinta | + |.
2) du dv dW ATOM QUES <
40. Exprimons maintenant le système (2) en variables 5, ,€; un calcul simple nous donne jies relations
3 JA 3 je = à
D, = -sin" à | — ) — Sin à COS % | ——— — 3——) AE es), dE DE V an dt /?
de
D : sin” À < de + ' sin œ COS dE + V3 ) Il E TS! CA Een EEE "Ty A UE 2 rent DEDC Dot)?
D dr JL D: 3 sin &« cos ù — — SIN TE OU SIN TCOSN——— el F dE
Le système (2) prend donc la forme
HS dU d'U d'U dUÙ A —— — == == 0) () RTC Tont
L'intégrale générale sera de la forme U = U,(C) + U, (6, n)
où U,() est une fonction de € seul, U,(ëé, x) une fonction harmonique de £,n.
Les fonctions %, 4; Z seront de la même forme, ainsi qu'il résulte du système (50).
41. D'une façon plus précise, cherchons par exemple ce que donnent les systèmes (S,) et (S,) pour les fonctions %, 1}, Z. Dans la première hypothèse on trouve
IAE dn 2 dT dy dz € FC PRE d4 se 21] V3 2X à ùn dE METRE 0 a dZ DZ
[e == = — = — —= Q dË dC dE dr é dZ — UV À AIA
on en déduit que
% et A} sont des fonctions harmoniques conjuguées de &, 7, [a +
& est une fonction de € seul.
La seconde hypothèse qui fournit les relations :
2e 2 7 RS RUX = = —= — EX ee — —— 2 — Le dr 2 dx dy dZ \ = r NEC AV EN RE OR d" LE PNA ERA re 24 d1] dZ dZ === mi — 0 à dE ES à —IAVNS
nous conduit à un résultat analogue.
Pour les autres systèmes (S,), (S.), (S,), (S,) la seule relation remarquable est
ic = 1+j+j)divX —=o;
on en conclut que Æ es! une fonction harmoniqué de £, n seuls, % et {| étant des
sommes de fonctions harmoniques de Ë, x et de fonctions de &
42. Cherchons maintenant ce que deviennent les systèmes ($') en variables 5, 7,0. Pour cela nous commencerons à interpréter le système (£,) qui s'écrit en dU °mQU
ra & ?
dE on
posant A,U —
2 27e dé : à PT D | D; D.) U — —sin° « cos « | cos sin ( — 1/3 ) VU LÉRUENESE 7 ne Ace TE 2 2 AT { ù NO:
D,, —D,,) ÜU = — sin" s — es) ( : z) ; Sin enr Se sine (+ VE) Lau Da D | = ncofe, ne NU ( Ér Fa Nes & C Heu eine | à 1 0) Ce système prend donc la forme simple ! Afe dE : V2 on AU — AU—— AU—o, : dE AG dndE * ù < il peut se réduire à l'équation unique a Ur 9" Ù + Ha AVE, ñ)cs
où A est une constante arbitraire et V une fonction arbitraire.
Sous la forme (2') on voit grâce à (52) que le système (£,) est vérifié lorsque U est intégrale de l'équation de M. P. Humbert, ce qui était évident a priori U étant dans ce cas une somme de fonctions de deux des trois variables u, v, w.
43. D'une façon plus précise, cherchons ce que donnent les systèmes (S’,) et (S’,) pour les fonctions x, y, z Dans la première hypothèse on trouve
AIRES sin & = (eue > dX 2 VX DÉ— [D, + D, Die 2008 2| LS + V3 sed sin % LR VX DE [D,+D,—2D,]X — Sin M Doeai sin & ne Je & d'X 3 VX Dr (D, + D,—aDJX = Ÿsintacosa| dEdC de dnd6_l’ 5 . nu x gx Du smelb DIX = SE sin cos a] 3 — V3 Re de CRE RE a D,Yy=—sine[D,—DJX= — = sin Et spere ; V3 Fa D Dane 3 V3 te 3 dx VE REX D,Y=—sinel Fe Al — Ta a COS % DEC FE , | dx dX D_& = D, — 3 = cos a (D, + D, + D.JX = Ÿ sin a cos «(= —
Ce qui nous fournit les relations
D,% + D,# + D%X—0, D, 4 + D, + D,Y = 0, D,% — D,4= V3 DU
D'Y=DUY—=-VSD,%;
\t c'est-à-dire encore
"% XX YU #1 — Ë c —
2 2 2 — O0, dr due dn
ee 1] d Fè% NE €
== (8) dE dr 6 Lan dE ,
dE° dr dE* dn" 21% JU do r% — | — + £ — | es Ô Î=o dÉTEOE dn dE Lodn dE <
Considérons le premier de ces deux systèmes; la troisième ligne fournit immédiatement
Z(E, UE t) = Æ,(E;, n) + 2, (6)
où Z,(6, n) et &,(0) sont deux fonctions arbitraires. De la deuxième ligne on déduit
mer (CU 1% à :
+ dE = p(Ë, n),
à dn
: > s ; RE 3 : :
où ®(5,), (5, x) sont deux fonctions arbitraires: mais de la première ligne on
déduit alors
An \o db dg —— + — — — — —=0; dE èn d7 dE
da fonction & + i} est donc analytique de la variable £ + in. Formons encore la dérivée aréolaire(') de la fonction % + if, on a [e
| 1% 4 de + eee D = y ti.
dn dE dS d?
Les résultats précédents expriment donc encore que la dérivée aérolaire de la Jonction X + i est une fonction analytique de la variable £ — ir.
Le deuxième groupe de relations nous donnerait des résultats similaires. Les autres systèmes (S',), (S',), (S',), (S') seraient d'interprétation moins simple:
remarquons seulement la relation
D,Z + D, & + D,Z —0 d'où A,Z 0:
44%. Pour l'équation de M. P. Humbert en utilisant la formule (52) on est con-
duit à dU d'U r = H(E,"),
dE dr
où H(£, x) est une fonction arbitraire, On peut aussi écrire l'intégrale générale sous la forme
UE; n, 5) =J6 + in, $— in) +96 +in, 0 +hE—in,0, où f, g, hk sont trois fonctions arbitraires. 45. Voyons maintenant comment peuvent s'interpréter les fonctions P(6, o)
‘Q(6, ) R(9, +) dans ce système de coordonnées. En utilisant les formules (8), (9) et (48) on trouve
SION LR E—=RcosD——p (enosesÿre VAT . : sin GPA RARES TRIO — 0. — [(1 — jet te ( je Ep 2V/3
= pcosæet?.
(*) M. Nicozesco, Fonclions complexes dans le plan et dans l’espace (Thèse, Paris, 1928). — N. Tuéoporesco, La dérivée aréolaire el ses applicalions à la Physique mathématique (Thèse,
Paris, 1931).
ds
‘ Tirons R et © de ces formules il vient
(53) RE Er)—= 0° sin? ze (*#) ;
MN | V3(6—+) Rips de en : 2 ( el I | SRE 8 (I) (b—+) Face PRES fr
J V3 Sao HI l ee) ue d’où (54) SN er È 2
On déduit des formules (53) et (54) que les surfaces 0 + 9 — cte sont des cônes de révolution d'axe OÙ et que les surfaces 0 — + — cte sont des plans dont on n’utilisera qu'un demi-plan.
On peut du reste retrouver les expressions 6 + # et 5 — + en exprimant P(6, +), Q(8, 9), R(5, 2) en fonction des lignes trigonométriques. En remarquant que
0+5 V3 eiris char Û+s V3 e! CE 2 Ce on trouve de eLoe oo [5] P6 ci :
0+5 Fe RES 3 et +oe ( 2 ) [5 4 + 1] (55) QG,#) = ; 04 a — S T et +oe 08 64 + 2] RD D) 2 | DRE à .
ce sont les formules données par Appell [1].
I. — Les trièdres d'Appel
46. — Dans les chapitres précédents nous avons vu que dans l'étude actuelle
les expressions
NT EN TE ds = dx + dy + di — 3dxdydz,
et les trois fonctions
P(6; 7, Q(6, œ), R(6, o), jouent le même rôle que les expressions DER, ds — dx + d#,;
et les deux fonctions
cos 6, sin 6
dans l’étude du Laplacien à deux dimensions.
Mais aux quantités 2° + y*, cos0, sin 0 sont attachées dans l’espace euclidien à deux dimensions les notions de longueur et d'angle; nous allons de même cher-
cher ici à faire correspondre aux quantités
Vars ryze P(6, +), Q(6, +), R(6, +)
de nouvelles notions de longueur et d'angle et définir un nouvel espace.
47. Dérinirion : Étant donnés deux points infiniment voisins M(x, y, z) et M'(x + dx, y + dy, z+ dz) nous appellerons distance entre ces deux points la quantité +
ds = Vdx° + dy + dr — 3dxdydz.
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Si nous cherchons les courbes qui réalisent entre deux points quelconques le
(Re fus.
minimum de l'intégrale
le calcul des variations nous fournit le système d'équations différentielles
ER Ver dx
où a et b sont deux constantes arbitraires.
Les équations générales de ces courbes peuvent s’écrire
nous leur réserverons le nom de droites.
Deux droites dont les coefficients x, 8, y sont proportionnels, les constantes %,, Yo» 2, étant différentes seront appelées droites parallèles.
Nous appellerons plan la surface d'équation
Aœ + By + Cz + D —o,
où A, B, C, D sont des constantes arbitraires. D'après ce qui précède la génération du plan fera l'objet des mêmes remarques qu’en géométrie euclidienne à trois dimensions.
Revenons à notre notion de longueur,
DÉriNiTioN : Élant donnés deux points M,(x,. y,, 2,). M,(x,, Y,, Z,) il passe une droite et une seule par ces deux points; nous appellerons distance M M, la longueur du segment de droite MM,
MEN EU dd FO de 0 Ne Cette relation donne lieu à l'identité (57) MM, + MM, — 0.
Étant donnés deux points distincts leur distance est en général différente de zéro. Toutefois si les deux points sont choisis dans le plan d’équation à 4
DIV =—ICS,
SUR L'ÉQUATION DE M. PIERRE HUMBERT. hr
leur distance est nulle ; la même propriété appartient aux plans d’équation
mjy js 0", ou
CPP Y EF ]JZ—=C":
Ces trois familles de plans jouent donc ici le même rôle que les droites isotropes de l’espace euclidien plan.
Prenons le point M,(x,, y,, z,), le lieu des points situés à une distance / de ce point sera la surface d’équation
(58) CT EG TN CT) 2) rez
ad)
que nous utiliserons plus loin.
48. Considérons maintenant les fonctions d’Appell P(6,%), Q(0, ®), R(9, +) pour lesquelles nous avons déjà donné un certain nombre de formules (cf. (8), (10), (1T);1Cr3), (55)). Complétons ces renseignements en donnant les formules d’addition dont nous nous servirons dans la suite
P(6 +6", © + p) — P(6, ©) P(6', #") + Q(6, p) R(6’, ©’) + R(0, ©) Q(6', '), (59) 4 Q(6 + 6°, p +») — R(, #) R(6’, »”) + P(6, p) Q(6', ») + Q(6, o) P(6', »’), RG + 6", ? + »') — Q(6, ?) Q(6', o”) + R(6, o) P(6', w'") + P(6, ©) R(6', o');
nous en tirons
Nous en déduisons de proche en proche les formules d’addition pour trois, quatre. couples d'arguments ainsi que les formules de multiplication correspon-
dantes.
49. Considérons un point M(a, b, c); d’après le changement de variables (9)
on peut écrire
a — pP(8, +), b— PQ(8, +), c— eR(0, g).
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e De la définition du n° 47 on déduit, grâce à l'identité (10), que la distance OM
est égale à +, on peut donc écrire
PQ) Va ET SE ; b (Gr) QE, 3) = ———@————, Va DEC SN U0C R(6, ») = = É
Va ++ 3abc
On dira que l'on a les cosinus direcleurs d'Appell de la droite OM. Plus généralement les expressions (61) définissent les cosinus directeurs d’Appell d’une droite de paramètres directeurs a, b, c.
50. Noriox D'ANGLE. Considérons deux vecteurs V et V' de composantes respectives a,b,c, a',b',c" ou de cosinus directeurs d’Appell P(6, +), Q(6, +), R(8, +), P(6", &), Q(0', ?”), R(', »').
Dans la géométrie euclidienne plane le cosinus de l'angle de deux directions joue un rôle important dans l'étude de cet angle, ici nous ferons appel à la fonction P mais cette fonction n'étant pas paire nous considérerons à la fois les deux expressions
P(6 —6, v'—#) et P(6— 0, :» — +").
En utilisant les formules (11), (59) et (61) on trouvera aisément que a(a® — b'c") + b(b® — c'a) + c(c° — a'b') Va +b+e—3abc W(a + BE ce 3h) a'(a* — bc) + b'(b®— ca) + c'(c* — ab) Va Bb + ce — 3a'b'c VO + LC 3abcy
er g— 9) (62) pres LRU
DériniTion : Nous appellerons angle de deux directions, l'ensemble des deux quanlités 6 — 0", & — +" définies par les équations (62) où les six quantités a, b, c, a, b', c' sont connues.
Remarquons bien que nous ne définissons ainsi que la figure de l'angle et non sa valeur.
En géométrie euclidienne plane deux directions sont orthogonales lorsque le cosinus de leur angle est nul. Par analogie nous dirons ici que deux directions sont orthogonales au sens d'Appell lorsque la double égalité
(63) P(0—0, o—%") — P(# —6, ns ee
est vérifiée.
51. Pour trouver les droites orthogonales au sens d’Appell à une droite donnée, on est ramené à résoudre les équations (63) qui s’écrivent encore
(63 \ a(a”® — b'e") + b(b® — c'a') + c(c*— ab) — 0, ( a'(a —bc) + b'(b®— ca) + c'(c — ab) — 0, où a, b,c sont les données, a', b', c! les inconnues.
Or en géométrie euclidienne à trois dimensions la première équation représente un cône du second degré ayant son sommet à l’origine et la seconde un plan passant par l’origine, il y a donc au plus deux solutions réelles. Comme on trouve que les valeurs
a’ b, DEC Ca
vérifient le système, on en déduit que ce sont les solutions cherchées. THÉORÈME : Par un point d'une droite on peut élever à celte droite deux perpendiculaires au sens d'Appell et deux seulement.
52. Considérons maintenant les trois droites D, D', D” issues d’un même point et dont les paramètres directeurs sont respectivement
Cr DU =) (63) LC: É=;:à, is, — b, &— c, y = a.
Ces droites prises deux à deux vérifient les équations (63') elles sont donc orthogonales au sens d’Appell, on dira qu’elles constituent un trièdre trirectangle d'Appell ou d’une façon plus abrégée un trièdre d’Appell.
53. Étudions les changements de coordonnées dans les trièdres d’Appell.
Soit Oxyz le trièdre de référence qui nous a servi jusqu'ici, Ox'y'z" le second D), n Rte les cosinus directeurs des autres axes seront donnés par le tableau (65).
trièdre. Les cosinus directeurs de Ox' étant P(6,, 2), Q(6
La notion de parallélisme étant conservée nous pouvons appliquer le théorème des projections, on en déduit les formules de changement d’axes :
D PE, EI YR( 5 P) HZ O(6.; p),
(66) || = 2'Q(6,, 9) + y PO, 2) + Z'R(6,, 9), be es z'R(6,, pi) 7e VAQ OS 2) a 22P(07, CNE
ou encore grâce aux équations (11)
= TP, 0) ER RE 2 (67) Par) EYROSS OPEN CZ = LR, RON EP pe
De l'identité
D +y +2 —3xyz = (x +y+2)(x +jy +j'2)(& +J\Y +J2) —=(x'+y +2)(PLQ+R)(x'+jy +jz)(P+jQ +ÿ HE ÿ+j2)(P+j Q+;jR) ph yErz 3x! y z!
on déduit que la distance d’un point M à l’origine est invariante par ce changement de variables, il en est évidemment de même de la distance de deux points quelconques.
Considérons maintenant une droite de cosinus directeurs P(6,«), Q(6,o), R(6, »), Un point M de cette droite situé à la distance p de l'origine a pour coor-
données dans le trièdre Oxyz EP ECO (Ge) eR(6, +).
Ses coordonnées dans le trièdre Ox'y'z' seront en tenant compte des équations (67) et (59)
D OPO EN ppt rt) EU EROEN SR
Les arguments des cosinus directeurs d’une droite quelconque se trouvent ainsi tous diminués d’une même quantité 6, ou »,; on en déduit que l'angle de deux directions tel que nous l'avons défini au n° 50 est invariant par le changement de variables (66).
Par analogie avec la géométrie euclidienne plane nous dirons que le système (66) définit une rotation au sens d’Appell autour de l'origine, d'amplitude (4, »,).
Le déplacement le plus général au sens d’Appell sera défini par les relations
æ— à + &'P(6,,9,) + Y'R(6,,9,) + z/Q(6,, o,), (68) ÿ TS b FU x'Q(6,, (A) + y'P(6,, D) + Z "R(6,. 26); Zz —C oo z'R(0,, Po) es y'Q(,, Pi) d AM CPE Po) »
où les constantes a, b,c, définissent la grandeur de la translation et les constantes 0,, w,, l'amplitude de la rotation.
La similitude la plus générale sera obtenue en multipliant les coefficients P(0,,9,), Q(6,,9,), R(6,,»,) par un même nombre, nous serons alors dans les conditions du n° 42.
54%. Nous venons de voir que les transformations définies par les équations (66) conservent les distances et les angles au sens d’Appell; on pouvait le voir plus rapidement en remarquant qu’elles entrent dans lé cadre des transformations étudiées au chapitre II.
Revenons maintenant à ces transformations, et considérons un système d’inté- -grales
NOR Gr A te AE LIL (ER, V2)
-de l’un de ces systèmes (‘).
Soient
AU Na, NACRE Z(æ,7,2) = y
où «x, B, y sont des constantes arbitraires, les équations des trois familles de surfaces. Les notions de contact étant évidemment conservées, les équations des plans tangents respectifs en un même point M,(x,, y,, z,) sont
dX
Abe dX ET NE A +5, 9%) es Een
dY dx
dY dY Co Era ed Dre DC
dZ dx
? »Z Æ Cp Roi re Cat Li ei
Les arêtes du trièdre formé par ces trois plans ont respectivement comme coefli-
cients directeurs
TAN D 0 0 2 NN OX AN x Ye rar 0m oz an oc MlÉonoe pont Mer Ur Ra à Loos De di Var ot. DAT RE ARE dz dx dx DZ + dY 0Z dY 0Z )Z dX dZ dX ; oX 0Y dX 0Y :
GS ct, | —— 5 dx dy dy dx dx ày DYMO dx dy dy dx
Si nous posons
| XN DE DK X XX OX Mon D res
dx dy dZ°
(*) Dans ce qui suit nous n’utiliserons que les systèmes $, et S, afin de rester dans le domaine réel.
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nous en déduisons dans le cas du système (S,) que les paramètres directeurs peu-
vent encore s’écrire | %, D 3
TE e Se) ëS - s nes RU t
ce
et dans le cas du système S, le même résultat avec échange des deux dernières. colonnes (‘).
Cela prouve avec les conventions du n° 52 que le trièdre considéré est un trièdre d’Appell. On dira que les familles de surfaces envisagées forment un système triple orthogonal au sens d’Appell.
Ces familles de surfaces jouent donc.ici le même rôle que les systèmes de courbes isothermes dans l’étude du Laplacien à deux dimensions.
Une famille de surfaces triple orthogonale au sens d'Appell, particulièrement. simple, sera celle définie par les équations
Al
où © est la fonction module, 6 et les deux fonctions arguments. Considérons eucore trois familles de surfaces d'équations
J,(&, y, 7) = a, JG, y, 2) = b, JR, 7,2) = c, formant un système triple orthogonal, et soient Li dar Un), CN CAO 20; (a; be)
les équations résolues par rapport à æ. D'après un résultat énoncé par Appell [1] les deux systèmes de familles de surfaces définies par les groupes d'équations
PC, y, 2) — a, PR, y, 2) =$, AL, y, 2) = ACATARDECTF PACANARDER TE LACAL AE ) =
constituent encore des systèmes triples orthogonaux.
() Nous aurions des résultats analogues avec les autres systèmes (S), mais nous verrions apparaître les coefficients 1, j, j? (ce qui ne changerait du reste pas les résultats au point de vue orthogonalité au sens d’Appell, les relations d’orthogonalité étant encore: vérifiées).
55. Nous venons de voir que si X(x, y, z), Y(æ, y, z), (x, y,z) vérifient un
système (S), les trois familles de surfaces d'équations
(69) AC Ya. NÉE PRIE) —Y constituent un système triple orthogonal au sens d'Appell. Cherchons réciproquement les conditions que doivent vérifier X, Y, Z pour que les équations (69) définissent un système triple orthogonal au sens d'Appel.
D'après ce que nous avons vu au n° 54 nous sommes amenés à écrire avec les
notations du n° 54 un système de relations tel que
ni NX Duc, ba", Car, CENT. ns
où À et & sont deux fonctions arbitraires("). Si l'on remarque que les dérivées de X, Y, Z, par rapport à x, y, z sont tout
simplement les mineurs du tableau
a a a b' b' C c' c" D'OCN2) au coeflicient d = ———— o. près, on trouve D(x, v,2) AA 2X ! 12 dY CA ll oZ ! ! 2 VAE b'e"— c'b"—u(c"—a"b"), d EE b'e—c"b—2(b"—c'a"), d bc'—cb'— \u(a"— b'c"), dX 1 12 V2 dY rer: TR REC 12 ENT dZ nue ' ae DES 12 rio ua 0"ct), > d = Car die (cu ab"); dt D = ca" — ac —= pu (b"® — dY dZ 1 _ — g'b"—b'a"—p(b"—c'a"), d à = a"b — b"a — \(a"* — b'c"), de — àb'— ba — )u(c"— a"b"). oz oz [e
X, Y, Z vérifient donc le système d'équations aux dérivées partielles
error NET RENTE : at nez Ce, RNA ET ÉTAT Riz MATTER
__ (‘) On peut toujours supposer a”, b", c” différents à la fois de zéro.
mn,"
Système déduit de S, par multiplication des deux premières colonnes par les. facteurs À, u(').
En considérant l’autre hypothèse de proportionnalité des a, b, c, a', b', c', a", b", c' nous trouverions de même un système analogue à (S,). En ne se restreignant plus au seul domaine réel nous verrions apparaître des systèmes analogues à (S,), (5.,), (5,), (S.), Appelons systèmes (S”) ces systèmes nous pouvons énoncer :
Pour que les équations (69) définissent un système triple orlhogonal au sens d’Appell il faut et il suffit que les fonctions X(x, y, 2), Y(æ, y, 2), Z(x, y, z) vérifient un système (S"). Dans le cas où le système (S") se réduit à un système (S), on a de plus un système isotherme de surfaces.
On peut du reste montrer que par un changement convenable de fonctions
un système ($”) peut se transformer en système (S). 11 nous suffira pour cela de montrer que la nouvelle fonction % peut être choisie de façon à vérifier le système (2).
Exprimons d’abord que le système (S”) est compatible; il nous suffira d'écrire
que les équations
dY dY dY dx HE dy PE dz T dZ dZ dZ ee is > du 0;
ou, ce qui revient au même, les équations
0X dX dX ; d. RS dE 0; dX dX dX ao - = JT 0;
sont complètement intégrables. Nous voyons que X vérifie le système d'équations.
aux dérivées partielles
oX 2X dX DR D De 0 dy GPA
(70) + x x [£ D'X LH DX + D X—0.
dx dYANE ARE
(:) Pour plus de symétrie on pourrait prendre les coefficients À, &, y pour chacune des.
trois colonnes.
Exprimons maintenant que Æ(X) vérifie le système (2), nous avons, en posant
2 DXNE NOX OX OX —=|—) — | dx dy àz
EN een
\ D,(&) oi À" D,X + d'5,X OP D, (4) = "D, X + %'3,X — 0, D, (%) = %'"D,X + #'5 X — 0,
ou
DR Der %'(X)
DT ER re Or
D'après les équations aux dérivées partielles vérifiées par X nous’savons que les
trois premiers rapports sont égaux; soit À leur valeur commune, il nous suffira de montrer que À ne dépend que de X.
Prenons comme expression de A :
SXD,X SD,x SS X,5,X A S 5x
d 4 ù En remarquant que de SX,D,X Se
SX.D.X — O0, nous pouvons écrire
d ùd RTE * à = SXD,X + e SXDX+—SXDX 3 SD.X [XX + XX + X.5,X]
SX, X LS x,2,x | S5.X
AN DIX DIX D SD LE GAGXD Xe ND/X)
SX5,X
Pubs X,A,X “1% SA [G,X) XL (3, X) (,X)]
Re EME 1 SX, ë,X SX, 5x
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À d à ; En recommençant le même calcul pour = el — nous trouverions que OY n Rens : SX5,X
Nous avons donc
D(ASX) M eD AO SD TON DYAMIDE TMD TUE
et À ne dépend bien que de la seule fonction X ce qui démontre la proposition que nous avions en vue.
56. L'introduction des trièdres d’Appell va pouvoir encore nous donner une interprétation géométrique simple de l'équation de M. P. Humbert, interprétation à rapprocher de celle du Laplacien à deux dimensions.
Considérons d’abord le système (2), on peut l'écrire
ù ù d OU ù JU ù DU \ RE ne me LANDE dy \ 2z QHAEREE dy à aU\ d / oU ù dU ù dU Diners) cie à dU d /aU ù dU ù J ee ee . DEN Z dx \ dy ds \0Z dy \ dx
—- Si nous appelons encore tourbillon d'un vecteur V (X, Y, Z) le vecteur de composantes
et que nous posions
daU ù à (71) Xe— + Vie Le —= L :
dz dx dy le système (2) s’écrira D'UN 0; (72) DÜ=S—=0, \
Si nous posons au contraire
JU JU dU (73) NA — —— , \L == ; 1 — — , dy dz dx le système (2) s’écrira RO 7 OR (54) DU 0, DU 0
Appelons rotation orthogonale d’Appell l'opération consistant à transformer un
vecteur 1 en un vecteur de même longueur mais porté par une de ses perpendiculaires d’Appell (cf. n° 54).
Les vecteurs définis par les composantes (71) ou (33) sont déduits du gradient dU oÙ oU de” dy 02 expriment que les tourbillons des nouveaux vecteurs sont encore nuls, on peut donc
par une rotation orthogonale d'Appell. Les équations (72) et (74)
énoncer :
THÉORÈME : Le système (2) exprime que le champ de vecteur obtenu à partir du champ de gradient de la fonction U en effectuant une rotation orthogonale d'Appell est encore un champ de gradient.
Prenons maintenant l'équation de M. P. Humbert; elle s'écrit ainsi que nous l'avons déjà vu
à ù à (15) SU (D,U)+ (DU) + (DU) =0:
On exprime ainsi que la divergence du champ de vecteurs (D,U, D,U, D,U) est nulle, c’est-à-dire que ce champ de vecteurs est un champ de tourbillon. Mais en utilisant les calculs (72) et (74) on sait que le champ de vecteurs (D,U, D,U D,U)
est un champ de tourbillon lui-même, on peut donc énoncer :
Taéorème : L'équation de M. P. Humbert exprime que le champ de tourbillon du champ de vecteurs oblenu en effectuant une rotation orthogonale d'Appell sur le champ de gradient de la fonction U, reste encore un champ de tourbillon lorsqu'on effectue sur lui une rotation orthogonale d'Appel.
57. Regardons un instant notre espace avec un œil euclidien. Comme nous l'avons vu au n° 45, les surfaces 0 +w—c"* et 9—%—c* sont respectivement des cônes de révolution ayant leur sommet à l’origine et d’axe commun
LES
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OË(x — y — 2) et des demis-plans issus de cet axe. Quant aux trièdres d'Appell ils ont leurs arêtes également inclinées sur cet axe, et ils sont équifaciaux.
La forme analytique que nous avons donnée à ces trièdres est plus maniable que celle que l’on aurait dans l’espace euclidien. À un problème euclidien sur ces trièdres il y a donc avantage à substituer un nouveau problème dans notre espace, dont nous interpréterons ensuite la solution.
Nous allons inversement utiliser l’espace euclidien pour rechercher les relations existant entre les arguments 0, de deux directions orthogonales au sens d’Appell. Soient les deux droites correspondant aux valeurs 0, et 0’, +’; en utilisant les relations (53) et (54) on trouve, les déterminations des arguments étant convena-
blement choisies
0 À — 0! ! (Eu LE DU Pire EI 31/3 d'où l’on tire RRUPTE Lu DDR 2Er
Us
Comme vérification on trouve en utilisant la première formule (55)
PO —6, 9) = PE, 9 =; |: + 2 cos 2 |=e.
IL. — Un essai de théorie des courbes et des surfaces
58. En géométrie euclidienne plane la normale en un point d’une courbe est la polaire de la tangente par rapport aux deux droites isotropes issues du point de contact. On est tout de suite amené à faire ici quelque chose d’analogue avec les surfaces en remplaçant les deux droites isotropes par les trois plans, jouant le rôle de plans isotropes, que nous avons rencontrés au n° 417.
Soit la surface d’équation
J(@, y, 7) —0, . \ et un point æ,, y,. z, de cette surface, point que nous choisissons comme origine
des coordonnées.
L’équation du plan tangent est Xe, + XP, +29, 0, -et celle de l'ensemble des trois plans isotropes RON ET ON VA 0) Passons en coordonnées tangentielles. Le plan tangent a pour coordonnées
UT rl. Re | ES UT x v, = f Ur w, Ex St Fr, = 0;
-et le cône décomposé en trois plans a pour équation tangentielle (‘)
Rémi
FT
La première polaire du plan tangent par rapport au cône décomposé aura comme équations tangentielles
u,(u* — vw) + v,(v° — wu) + w,(w°— uv) = 0,
r —0; en revenant aux coordonnées ponctuelles on a le cône d’équation
75) (us Fa kv,w,) At (OX 1 kw,u.) VE (w; Te Au,v,) 1° — 2(aui + v,w,) YZ —2(av, + w,u,)ZX — 2(aw + u,v,) XY — 0.
La deuxième polaire du plan tangent par rapport au cône décomposé a pour équations tangentielles
(uÿ — v,w,) u + (vi — w,u,)v + (wi, —u,v,)w = 0,
c’est donc la droite, issue du point considéré %,,Y,, z,, ayant pour paramètres
-directeurs
GRATIN PNR PONTS 2e PR ENS Le Les
(‘) Dans les divers calculs nous avons utilisé l’identité (30). Remarquons aussi que les notations u, v, w utilisées ici n’ont rien à voir avec celles des deux premiers chapitres.
59. Lorsque la fonction f(x, y, z) est une intégrale du système (2) on peut l’incorporer dans une famille de surfaces formant avec deux autres familles un système triple orthogonal au sens d’Appell. La droite définie par les paramètres (76) est, d’après ce que nous avons vu au n° 54, l'intersection des plans tangents en (,. Y,s Z) aux deux autres surfaces passant par ce point.
Dans tous les cas le plan tangent à une surface, a une équation vérifiant le système (2), on peut donc toujours l'incorporer dans un système triple orthogonal; la droite considérée est alors l'intersection des deux autres plans passant par le point commun. D’après ce que nous avons vu au n° 54, ces trois plans déterminent un trièdre d’Appell.
Finalement étant donné un plan et un point de ce plan on peut toujours (et cela d'une façon unique) le prendre comme face d’un trièdre d’Appell ayant ce point pour sommet; la troisième arête (non contenue dans le plan) de ce trièdre est la droite définie par les paramètres directeurs (76).
Dérinirion : Les droites dont les paramètres directeurs sont donnés par les expressions (76) où f(x, y, z) —o est l'équation d’un plan, sont dites normales d’Appell au plan au point d'intersection. Ces droites sont encore normales d’Appell à loutes les surfaces tangentes au plan au point considéré.
Réciproquement étant donnés une droite et un point de cette droite, il passe par ce point deux perpendiculaires au sens d’Appell à la droite considérée; ces deux droites déterminent le plan normal d'Appell en ce point à la droite donnée.
Ceci nous amène à nous poser le problème suivant :
PROBLÈME : Quel est au sommet d'un faisceau plan de droites, l'enveloppe des plans normaux d’Appell à toutes ces droites?
La théorie des formes polaires nous en donne la solution immédiate, cette enveloppe est la première polaire (75) du plan des droites par rapport au cône isotrope ayant même sommet que le faisceau.
60. Comme application de ce qui précède, cherchons ce qui pourra jouer le rôle de l'équation normale d'un plan.
Considérons la droite issue de l’origine d'équations
& — pP(6,4), y = PQ, 9), 2 — 6 R(6, &),
où 6 et sont deux constantes, £ la distance à l’origine du point courant. L’équa-
tion du plan normal d'Appell issu du point æ,, y,, 2, situé à la distance d de
l'origine sera
Ce — x,) (P*#(0, #) — Q (0, #) RE, &)] + (y — y.) [Q°(0, #) — R(0, +) P(6, g)] + (2 — 2,) [R#(0, &) — P(0, &) Q(0, #)] = 0,
c'est-à-dire
(œ — x) P(—6, T0) ne CÉENAD MEET 0) + (z—2,)Q(—6, — o) NO ou encore (77) DP(—0, — 7) + YR(—S, — +) + 2Q(—0, — 9) = d.
On démontrerait de plus très aisément que la plus courte distance (minimum de +) de l’origine au plan est justement la longueur d.
61. Faisons maintenant une étude succincte de la surface -(78) L'H+Y + —3xyz—p
-à laquelle nous donnerons le nom de sphère d’Appell ('). On peut, ainsi que l'a fait Appell [1], la représenter paramétriquement par les formules
(78") CN AUD Yo. 0), AA CE
La normale à la surface au point (x,,ÿ,,z,) a pour paramètres directeurs -d’après le paragraphe précédent (CA a A) (4e TE Z,%) (CA es LoY) Fe xp", (y “an 2 LD (z ae %,Ys) Ge 12) = V6 pe
(& ne NU 2) (Ge Es ZX) += Zipe
-elle est donc confondue avec le rayon vecteur. Le plan tangent au point (6,, ,) aura comme équation
(77) RS Re) RER ER Z QC ER):
Prenons maintenant un point M(x,, y,, z,) extérieur à la surface et considérons
“une sécante variable issue de ce point
a Vi 0, (a + b + c—3abc — 1).
ER
(:) Cette surface qui apparaît dans diverses théories porte de ce fait des noms difféæents, on l'appelle aussi sphère affine, hyperboloïde cubique.
L'équation aux À des points d’intersection de la sécante et de la surface est
Ge, + a) + (y, + 02) + (2 + 1) —3(x, + ax) (y, + BA) (2, + ce) — da): AE OUT nt Le] + AT... IFN = 0:
Le produit des trois racines À, À, à, s'écrit donc (79) AA À, = ps FU es ?
où p, est la distance OM. On appellera ce produit puissance du point par rapport. à la surface. Le lieu des surfaces d’égale puissance sont des sphères d’Appell con-
centriques.
62. Cette surface peut encore servir à définir une transformation, étudiée par M. D. V. Jonesco [44], analogue à l’inversion dans le plan. Au point M(x, y, 2), faisons correspondre le point u(£, n, €) défini par les
relations
(80) De PRE PR RE A Le Ce ER a — Yz ÿ— 2x 2 — xy C++ Y +2 —3xyz
On montre facilement que l’on a les relations
3 3 3 & Cre k° QE RE Te pneens à
GE y Z ke
8 ne RE AL AE @2) ec 2 ER Se
ce qui montre les rôles réciproques joués par les points M et x; on trouve du reste les relations
(83) xE+yn+zi—=k,
(84) (7) = n0 +072) (nt) EG 0) En).
Remarquons aussi que les droites OM, Ou sont dans un même plan avec l’axe == " NE Se Si nous utilisons les variables u, v, w du chapitre I la transformation s'écrit,
ainsi que nous l'avons vu au n° 9
TON SO
elle fait partie des transformations étudiées au chapitre II.
Exprimons maintenant la transformation au moyen des coordonnées 9,0, . Le point
æ — pP(0,9), y = pQ(0, #), z — pR(0, ©),
se transforme en
k ki k ere): ee D et he Er mb c'est-à-dire encore k k k a en) De CN Ep Ses im Les équations de la transformation peuvent donc s'écrire k (85) P——, O — —», P — — 6, le)
ce qui montre clairement que la transformation échange les surfaces concentriques e — c"* sauf une qui est laissée invariante; sur cette dernière surface les courbes 86—c*, 9 —c* (qui sont des asymptotiques ainsi que l’a montré Appell [1]) s’échangent. Sur cette surface la transformation revient du reste à une sorte de symétrie par rapport à la courbe d’équation
to —' 0:
63. Disons maintenant un mot des courbes gauches. Considérons une courbe gauche donnée par les expressions des coordonnées du point courant en fonction de
l’abscisse curviligne (86) œ — &(s), rt) z — 7(s); les cosinus directeurs de la {angente seront (*)
HACA EU dz
(87) gen É érraont
avec
M +É+y—Sabr= r.
(*) Nous utilisons ainsi la sphère d'Appell comme indicatrice; nous avons donc ici une mesure de l’angle élémentaire au moyen d’arc élémentaire de l’indicatrice de rayon unité.
As
Le plan normal d'Appell aura pour équation
Pour le plan osculateur, comme la théorie du contact est encore valable, son équation est
(89) My a) ED) EE Ca) EEE EE
L'intersection des deux plans sera la droite de coefficients directeurs (°)
on l’appellera normale principale à la courbe. Si a’, 8’, y sont les cosinus directeurs de cette normale, on aura d’après ce qui
précède les formules de Frenet (”)
du does a NOR Re SRE te DER UN Ne mA avec (91) —,,0 Je y ne 2" 3 c'y z' ;
Si nous considérons maintenant la courbe comme trajectoire d’un certain mou-
vement d'équations
on aura en posant
Le ds PACE (93) æ'— av, Y = fu, 2 Yyv, v° dv v° dv v° dv DS Ge Le Re pee Gt ME 1e PERS Or ner PER nr Ron
l'accélération T peut donc ici encore être considérée comme résultant d'une accélé- . ; dv k : v° ration tangentielle 1, — TR et d’une accélération normale V, — ni
(:) Nous avons utilisé les deux identités x'8 he ya Fe 23 — 3x'y'z! =, x" (x'2 LS 1202) dE y" (y'° 2 20) Je CAE Es Gas) = 0.
(*) Nous pourrions étudier aussi la variation du plan osculateur afin d'introduire quelque chose d’analogue à la torsion, mais les calculs sont rapidement inextricables.
64. Comme exemple de courbe, prenons une courbe 6 — 6, sur une surface e — p,. On a les équations paramétriques
(95) Ge POS): = 0, Q(06,, œ), 2 F0 0)
on en déduit
(96) Qu) BRU), = P(6; 9)
car
L'équation du plan normal sera ER OMR OC 9) EP RPÉES,, SE) 0 ou en remplaçant x, y, z par leurs valeurs (97) Em AE
ce plan passe donc par l’origine.
La normale principale a pour cosinus directeurs
(98) a — R(6,, o), BP (0 2), 006)
d’après ce que nous avons vu au n° 54, cette normale est donc orthogonale au sens d’Appell au rayon vecteur, ce qui montre que le plan osculateur à la courbe est le plan tangent à la surface o — »,. Les courbes 0 — 9, sont donc (tout comme dans l’espace euclidien à trois dimensions) des lignes asymptotiques de la surface p — o,. Pour le rayon de courbure on voit facilement qu'il ‘est constamment égal à »,. Les
mêmes propriétés appartiennent évidemment aux courbes 9 = »,.
65. Revenons encore à la sphère d’Appell sur laquelle se trouve tracé le réseau des courbes 6 = c“, 9 — c®. D'après ce que nous avons vu au n° 54, ce réseau de courbes est un réseau orthogonal (puisque les familles de surfaces o — a, 0 —b, #9 — © forment un système triple orthogonal).
La distance de deux points infiniment voisins est donnée par la formule
(99) ds = Vatdi + dr),
ainsi qu’on le voit en faisant + — p, dans la formule (34). On voit facilement que
la distance géodésique entre deux points distincts M,(8,2,), M,(6,, »,) est donnée de
A même par la formule
PACS TS I YU (100) MM, — p, V(0, — 0,)° + (9, —o)".
Mais si l'on considère de même le plan æOy d’un trièdre d'Appell (tout plan peut répondre à la question) la distance de deux points infiniment voisins est
donnée par (toi) ds = Wdx + dy’,
et l’on a pour deux points distincts M,(x,,7y,), M,(x,, y,)
(102) MM, = V(x,—2) +(r, =).
On peut donc établir une correspondance ponctuelle entre la sphère d’Appell et
un plan. Prenons par exemple
(103) mp, ppp:
les mesures de longueur sur le plan et sur la surface seront les mêmes.
Considérons maintenant deux courbes de la surface et leur représentation plane et cherchons si l’angle d’Appell de ces deux courbes est le même que celui de leurs représentations. Nous pouvons sans nuire à la généralité supposer ces courbes issues du point 6 — + — 0, leurs équations seront alors |
(104) | No; CENT
et l’on aura d’après (12) et (78) sur l’une et l’autre courbes
dx — QAR + Q) dy, ([ôæ—{(uR +Q)5, (105) dy = (@P +R)de, 5y —(uP + R)ôo, du (NQ EP) de. ôz = (UQ + P)5o.
et les expressions (62) sont respectivement égales à
1+Au +R à
Vi ne Vi on Va+x) Vite
Pour la représentation plane on aura
et le calcul des expressions (62) redonne les expressions (106). On exprimera cette conservation des distances et des angles en énonçant : THÉORÈME : La sphère d'Appell est applicable sur tout plan de l'espace. On déduit de cela sans calcul que les géodésiques de la surface sont les courbes d’'équation
-où a, b, c sont des constantes arbitraires.
REMARQUE : Ajoutons que si nous prenions comme élément d’aire l'expression do définie au n° 27, la transformation définie par (103) établit une correspondance à aires égales entre le plan et la sphère d’Appell.
IT. — Comparaison avec l’espace de Finsler-Cartan.
66. Dans les différents paragraphes qui précèdent nous avons cherché à généraliser la géométrie euclidienne plane en substituant à l'expression ordinaire de la
distance de deux points infiniment voisins la nouvelle expression (108) ds — Vdx° + dy + di — 3dxdydz.
De nombreux essais de généralisations ont déjà été tentés par d’autres auteurs parmi lesquels nous citerons MM. P. Finsler, L. Berwald... Je voudrais dans les lignes qui vont suivre voir en quoi le point de vue Finslérien tel que l'entend M. E. Cartan(‘) diffère du point de vue que j'ai considéré.
Remarquons tout d’abord que les notions de normales coïncident; en effet la sphère d’Appell est extrémale à la gerbe de droites issues de l'origine lorsque l’on prend comme ds l'expression (108), la normale de Finsler à la sphère d’Appell est -donc encore le rayon vecteur. On en déduit évidemment que la direction de la nor-
male est la même pour toute surface dans les deux espaces.
(:) Sur les espaces de Finsler (Comptes Rendus, 196, 1933, p. 584).
67. Étudions la sphère d’Appell p — 1 au sens Finslérien, nous aurons (‘) en coordonnées o, 0, +
(109) LP = p + p6 + po —3p'p0,
avec sur la surface (*)
Nous tirons de (109) les relations
(LL: = 0° — p'ôo, (110) (LL à = 90 — 600,
As = sp — pp0.
En utilisant l'indice zéro pour représenter les valeurs prises sur la sphère d'Appell, nous aurons
CRÉAS (LÉ) ro;
Nous aurons ensuite en dérivant convenablement les relations (110)
CET Æ 2L(L; 1) = 26, (LYS ,:3 + SR RE Vs = Pe, CHR Le AC E — 2 6°6, (Ds in ETAT: = = P"6, (LVL, 3:3 + 2L(L: 3) — 26, Qi Fate pro
d’où (Li258k = —1, il = (Bail = sis) = (4350, — (L;152) = 0.
Sur la sphère d'Appell la forme angulaire sera donc donnée par
il De 5 NAS , .
4e x° J ES @. @Q LD —= — LU g is dE ie a. (L234), dôdo = — 2dûde.
EE à _. dF dF (*) Nous utilisons les notations de la note cilée; par exemple F;: = —, F;,1 = — es de d0® d?
(*) Les mesures sont rapportées au repère naturel mobile en coordonnées p, 0, o l’élément d'appui étant dirigé suivant le rayon vecteur.
Comme sur la sphère d'Appell 8 —1, les d0, de sont égaux aux d6, do(), nous voyons ainsi que notre notion d'angle est profondément différente de celle de Finsler-Cartan puisque l’une revient à considérer d6° + d2° et l’autre dôdo.
Cette différence de théorie apparaît à nouveau si l’on étudie la géométrie intrin- -sèque de la sphère d’Appell.
Comme I >? ge re JE SR = Ali + Leds,
A or
-on trouve facilement que guh = 1; (Gas) = — 1; Ga = (ssh (hi (94) —:0 d’où ds — — 2dûd+.
Au point de vue Finsler-Cartan la géométrie intrinsèque de la sphère d’Appell -est celle du plan euclidien ; à notre point de vue c’est la géométrie plane de notre - espace (©).
68. Calculons maintenant la seconde forme fondamentale de la sphère d’A ppell. Nous pouvons très simplemeut montrer, ainsi que nous l’a signalé M. E. Cartan, que cette seconde forme est égale au signe près au ds’. Pour cela utilisons les
-variables u, v, w, on a alors
AVEC
(*) Ici les mesures se rapportent à un repère fixe.
() On peut encore faire apparaître la différence entre les deux notions d’angle en utilisant la remarque suivante que m'a communiquée M. E. Cartan. Si trois droites issues de l’origine constituent un trièdre d’Appell, deux quelconques d’entre elles sont parallèles aux tangentes aux courbes 0 = c'*, + — c'° passant par le point d’intersection de la troisième et d’une sphère d’Appell ayant son centre à l’origine. Au point de vue Finslérien
- ceci exprime que lorsque l’on fait les mesures en prenant l’une des droites comme droite d'appui, les deux autres sont orthogonales avec la première et isotropes.
Oa J. DEVISME.
Mais le long de la sphère d'Appell nous avons
( L AU, D, dw = dw; l'expression cherchée s'écrit donc ®.:.; du?
— ny Li,j du a | ; Lo) et elle est égale au signe près [($), — 1] à la forme angulaire, c'est-à-dire encore
au ds’.
On déduit de ce résultat que les lignes asymptotiques sont les courbes 0 — c", y — c* (comme à notre point de vue). Les lignes de courbure sont indéterminées,
les rayons de courbure principaux sont égaux à l’unité (le centre de courbure est ici
l'origine).
I. — Généralisation des polynômes de Legendre et Gegenbauer
69. On connaît le rôle important joué en analyse par l'expression
(tri) Reda) cos
M. P. Humbert et moi-même avons eu l’idée de généraliser cette expression en considérant le produit
G 12) (r . he°*++) (Gi nt heis) (1 ut he’ 1) = 1—3hP(6, 9) + 3h P(— 0, —%)—h.
J'ai enfin considéré aussi le produit plus compliqué
(n13) = he ke) (1 — Re — keŸ®)(1 — he — ke?) = 1—3hP(0,0) —3kP(0, ®) + 3hR°P(—6,0) + 3hk[3P(6, o) P(o, ) — P(6, #)] + 3k*P(0, — ©) — h—3hkP(—0,2)—3hkK°P(6, —e) —k.
Nous allons dans ce chapitre passer en revue un certain nombre de propriétés des expressions (112) et (113) généralisant celles classiques de l'expression (111).
70. On sait que le logarithme de l'expression (111) est la fonction génératrice
de cos nû nn
> h (114) — log(i—2hcos0 + k) = cos no.
Généralisant ce résultat M. P. Humbert a montré [41] que
P(n6, no).
us (n0, no)
Gb) op(1 3h PO, 9) 346, 5) — N
J'ai moi-même complété ce résultat en montrant [20] que le logarithme de l’ex-
pression (113) est fonction génératrice pour P(m6, n+) et donne lieu à l'identité
(116) —logir —3AP(6,0) —3kP(o, —9) + 3h" P(—0, 0) + 3hk[3P(6, o) P(o, &)] — P(6, »)] + 34*P(o, — 9) — h— 3h kP(—0, 0) —3hkP(9, — o) — hi
— ÿ, ÿ : C". R"K"P(m6, no).
m + n mn
71. Considérons maintenant la fonction génératrice (19) [1—3hx +3hy—Rh]" qui généralise celle de Legendre et Gegenbauer et qui admet comme cas particulier
celles qu'ont étudiées MM. Pincherle, P. Humbert et Bevan Baker [46, 31, 3].
Posons
(118) V=hi—3hx+8hy—#] = Ù k'C(x,y.
On en déduit immédiatement les identités
| dV (19) Goes nC y ro (120) En EE SONT a (121) — h ER LR dV dV (122) = F0:
En identifiant les coefficients de k” on trouve
(123) (n + 1)C —3(+v)æzc HAE 1 LANCE RES EEN)) C0,
. re C0 C 6, ur PIC do : dC, JC dc" — (AN — en Ur, + 4 tte (125) =D G ee ta «.
(126) Gt ac
Ces diverses identités ont lieu entre polynômes de même indice y. Si on lève cette restriction on peut écrire les identités de formes simples généralisant les identités classiques relatives aux polynômes de Gegenbauer (cf. Wirraker AND WATson :
A course of Modern Analysis, 4° éd., 1927, 1930). On peut écrire par exemple
dC »C ? v+1 n vi dx AC», dy Fr 3v CO
on en déduit les relations(*)
d ; A Cu, (ee 1) CES = 1) D'ute” CR re El en Per ere Te es Re Onihon - DAVIRENT Di dy SACRÉ 4 2 ?
SC >= C> n n— 0.
(129) = CNE
En utilisant les relations (123), (124), (125) on peut obtenir de nouvelles iden-
tités; (124) par exemple s'écrit, en tenant compte des relations précédentes y+1 y v+x ñn NT (130) DOME 00 He ve Cr
Dérivons (123) par rapport à y(*) et tenons compte de la deuxième relation (127)
on à RDC Sn v)æ CT + 3(n—1+2v)y CT — (n—2 +3) Ce PEER Ne n—1 à n— n— y n—1 ou n +2y
(31) (+2) CT Sn + 1 + De CT + 8(n + a)y CT —(n— 1 + 89 CT —
ce qui donne en remplaçant Ge par sa valeur tirée de (130) et en divisant par (7 + 2)
vx vi vx n in 3v TRE (132) C, en OR ER a re ou encore +1 y y Deal à , (152) Cr — 2% Ce + y Co — 3, L C,_,—0
(*) D’après les notations classiques — log(1 —3hx + 3h?y — hk°) — > ne C'(æ, y).
() En dérivant par rapport à æ on trouverait les mêmes identités.
En éliminant Ge entre (130) et (132) il vient
2) És PS Jos (133) n —— Era 3,
Ja —a(y—2) CT TE) CU Le 3v ; N—1 n—=
TUE Not ; ; En éliminant C”, on a d'autre part
vi 2 vi Ù ri 3 4 (134) Coy— D CÉ 2 — 0) CN y CE + RC 0.
On peut trouver bien d’autres relations; signalons encore celle qu’on obtient en
AE . v—+ . û éliminant C, " entre la relation suivante
(33) n CT (n+aH+3ME CT 66 +100) +36+DG—anC
et (132), et qui s'écrit
Ga) 86 +01 an CS 66 + NGC
ke n(n + 3 &
+ (By —n#a)z CT +ny CT = C,
Remarquons aussi que l’on peut tirer d’autres relations en dérivant par rapport à x ou y; toutefois certaines d’entre elles se reproduisent à condition de changer le
nom des indices » et v, il en est ainsi par exemple de (132), (133), (133'),
72. Si nous posons maintenant (a — U(x, y), on peut chercher les équations aux dérivées partielles vérifiées par la fonction U. Limitons-nous au second ordre; en tenant compte des relations (127), les équations (130), (132'), (134) et (134') donnent respectivement (")
YU YU nu dU (135) œ Si + 2y an pe —(n— 1) er d'U YU Ÿ (58) dx a dx dy 17 Le A à dU (137) (x, Sn Ro as 0,
d'U dU (130) 102 (Cr _— CR (xy — Diva D
(*) L'absence du coefficient » pour l'équation (135) est tout à fait remarquable. Remarquons aussi que ces équations ne sont pas indépendantes, (137) pat exemple est combinaison de (135) et (136).
73. Ces dernières équations ne sont évidemment valables que pour des polynômes dépendant effectivement de æ et y. Nous sommes ainsi amenés à chercher
ce qui arrive dans le cas contraire pour G (x, 0), C. (0, y).
«) Prenons d’abord le cas y = 0. On a alors
(n + DO (2 + v)x C—(n— 2 =. 8v)C._, ==; o CES CAE DOS Are
(ASE EN EAN d’où l’on tire en éliminant Gas CVS
CLR î Fe Ma pre RU
Éliminons maintenant Eu entre cette dernière équation et la suivante
: FRE dir :
AE PRE DRE 1 il vient dc, v C4 (ER, (139) 2 ra mc on Ur ONCE re
Mais on a aussi
d | dC, Us :
——| —— — 27% — — (n — 3v) C (140) 2 rs ere CRE LE Su) W
CAC CAES PT DIE CE EUR — (n + 1 + 3v) me 0!
d'Or die en résolvant les équations (139) et (140) par rapport à Ta , TS et en écrivant
dCi 2 d c' ) dei de Nano rer)
on trouve l'équation différentielle
(n) Ga+i) er + 6(8 + av)
dx?
d'C À —[ôn F3n(2v+ 1) —(3v+2)(GyEL5)]x Se —n(n+3v)(n+3v+3)C = 0.
C’est aux notations près (changement de k en — À et de x en — x) le résultat, déjà trouvé par M. P. Humbert [31]. Si nous posons u — — 4x* on est conduit à
dc, 7 dc, (HP) ARE (E ee + E — Ç + 7) «| UT
2 2 dC' (2 Je RS SR ONE 2 ie É 12 12 br PR UE du ñ n ÿ n y I ÿ a : )JE=e.
équation hypergéométrique dont M. Bevan Baker [3] a déjà donné l'intégrale générale-
0-0 “e D VTT 2 ni LE UT ES ET AU Te PP CRE (143) ne ASP es os 1 | —n to y Neon v+I NY Si Be,F MAR per +Ba | +3 Si HR ar | NI DONN Vo DT PAST SRE Cx°F SET tr TA ut FREE Ve 5 : GS +GaiF,] 52 + RME TR LP hs |
6) Supposons maintenant x = 0. On a
(n + 1) CA ROUE) OT ESPN) CS
y dus du, MSA A PT Ge de
d’où l’on tire en éliminant (où er |
dc, ES Au dy dy A1 È ou dc, ace, :
He 7 +(n—2+3v)C,, —o.
Éliminons encore une fois GAUES il vient
æC' FC ac. fa Fr Ad DR I ROME ea nues ON) STD) CES — 10 mais AO dc!
SUR L'ÉQUATION DE M. PIERRE HUMBERT. 71 -n éliminant (ps on trouve enfin d'O! PC dQ
4 3 MER Ge ? ROUE PTS ET SR “Ce OR (144) (4y +) d +6(3+2v)y de (Bn°—3n—10—30v+12nv)y de
NUE) (TES TLC 07
Il est remarquable de constater que le changement de y en x et de n+3v en —n (C, restant le même), transforme l'équation (144) en l'équation (141).
On en déduit immédiatement l'intégrale générale de (144)
n me er VON DOTE #1 (145) Ar [++ PTE Dr atne ne de) n —nN 1 —n. 5 2 4 à HE 6 +3 6 ee 27 on F di HE é Par 7.4 5. ë + CHE] +v+2, 6 T3 6 T6 33 |
En faisant y — o on retrouve aux notations près les résultats de M. P. Humbert [37].
Remarquons pour terminer que les calculs qui précèdent supposent n > 2; mais les équations (142) (144) sont vérifiées aussi pour n — o et 1 comme on le voit faci-
lement.
74. On sait que lorsque l’on utilise les fonctions circulaires, les polynômes de
Gegenbauer définis par le développement (146) fi—2hcos6 ay — ÿ "c'(6),
vérifient l’équation différentielle
d'U cos0 dU
(147) desert v)U 0;
# on peut se demander s’il existe une équation aux dérivées partielles généralisant cette équation lorsque l’on considère le développement de la fonction
CAB EN SPL) RPC, 5) A OC (6, +).
On a immédiatement les relations
(149) (nr + DCE (TV IP CS 1 +2v)(P° — QR) CMS 2 +3») 0 — OL
| oXEE ) CLONES Gr (150) nRG + (r—1)(Q = A P)C INR = DA ON ue re 2e, )C, Je Nes (G51) nQC'+(n— 1)(R— PQ)C'. = Pt — 2P— QR) +, n NI do ) do )C, DC _ dC’ REA CR UE One me Tee PE
qui sont analogues aux relations (123) à (126). Éliminons C_, entre (r49) et (r50) d’une part et entre (149) et (151) d’autre part,
il vient après avoir retranché membre à membre les relations obtenues
àC. d'O: dC. àC.
Lo RU à mn |_,plo ARE n € dv d6
LORIE JUNE à PR OR) R ESS EG ees) 0 ROSES
ou en tenant compte de (152)
)C )C dC’ | d CRT (o® [ce rr) RO) | -rf on) SE 0) _
k C, dC, | » =) | a a x À *48) En 3 Les 3 y ses Fe o TR rh GERS de de En résolvant le système des équations (152), (153) par rapport à ae et ne et na [de] dut en identifiant ensuite les deux expressions trouvées pour la dérivée seconde SRE ë 0vco
on voit que C, . vérifie une équation aux dérivées partielles du second ordre; en
changeant n —1 en n, on trouve l'équation vérifiée par C, qui s'écrira en posant C’ —U n
YU dU dU dU=
Considérons à nouveau les équations (150) et (151) et éliminons C, (mais non ses
dérivées) il vient compte tenu de (152) et après changement de ñn—1enn
Xe: )C Con) Ce POUR PES OR) CPREE OP aRQ! — n 0@ 0 CH CA 0 N'ivd do
En résolvant le système formé par les équations (152) et (155) par rapport à DC. dc” DE
R—1I r . 2 PHONE et en égalant les expressions trouvées pour 0 v 9
on voit que la 00€
fonction C, vérifie l'équation aux dérivées partielles du second ordre (*)
(156) mrQ|E—ne | =Q-nr| En
Considérons maintenant à nouveau les relations (133) et (134) que nous écrivons en tenant compte de (127)
)C (33) nC=(n—1+8)a 0, 272) 2 — (1 — y) nc | dc, 'c, (134) (RATES) nya GT pese CD) ra
En effectuant le changement de variables
doV doV dV — —R——(Q0 —R 20 èx Ë dy @ P),
daV dV do
oV Q— +R — PO),
ces relations deviennent
JU 10% (133") ACTES) P GE EE Q 4 HS C0, dC, (1347) (n—14+38%)C = n(P—QR)0C, +(Q°— RP) es + (R — PQ) .
(‘) Les équations (154) et (156) correspondent respectivement à (136), (135). La compli-_ cation du changement de variables &æ — P(0,%), y — P(—0, — +) fait qu'il est moins long de recommencer à nouveau les calculs comme nous l’avons fait.
æs-
En éliminant Ce entre (133") et (134") on trouve une troisième équation aux
dérivées partielles du second ordre vérifiée par C.
a d'U (157) Li —P(P—QR)| nu +3] CURE SU NES NP SE D CHE » sb Cr + Q(R PQ] ST Dent | + R(Q RP] ne
et DU : dU pe s,P] (R— PQ) Se + @—RP ES | _:
Des formules (155), (156), (157) on déduit facilement les relations
YU es) aU dU Er 2 NV D es je se A GB) pU= a+ NUE [RQ Fe 0) YU JU ST CRES PO) aU aU = —— — Æ. (STE Vo) DES He CESR E ne — | Eau UV 0 RD EME U Se TRE TO AU ee |
En formant la combinaison
ù à 3 55 DrU + es D'U == nyU,
on trouve l'équation aux dérivées partielles du troisième ordre cherchée (‘)
d'U d'U d'U ER po 3(n u y)
(161) IQ PQ DiU:—R(QERE) DUR (PS) De 0
75. On peut à titre de vérification remplacer U par quelques-uns des C, ; on
sait par exemple que
à 0e C° — 3P, C' = 3vP, C = —(2QR +30 + 1)P1.
Utilisons maintenant certaines des relations obtenues précédemment. Prenons par exemple la relation (133"), pour y — o elle s'écrit
dC
(t) Nous retrouverons cette équation au n° 404, chapitre V.
Comme Co — 3P(5, #) on en déduit par récurrence, compte tenu des relations (59), le résultat du n° 70
ds = P(n0, nv).
n L'identité (149) devient alors
(162) P[(n+1)8,(n+1)2]—=3P(6, &) P(n6, ng)—3P(—0, — cz) P[n—:1)6,(n—1)e] + P[(n — 2)0, (n—2)o].
formule qui généralise la relation classique COS (n + 1)0 — 2 cos 0 cos nô — cos (n — 1)6.
On trouverait d’autres relations en utilisant les diverses identités déjà men-
tionnées.
76. Généralisons maintenaut un résultat de M. Pincherle [46]. Soit e, la plus
petite racine de l'équation en À (163) 1—3hx +3hy—h —o, On a G64) o = Ten d[A"QG — 3hx + 3ky—K)]
= En AR" = 82(n + sh + Syén + 2V)RT (n + VAT [1 = 8 A + 3k°y — h°]" * dh.
Si l’on pose
(165) 5'(æ, ) = e RG She + 3hy—R)— dh, il vient (166) (n + 3v) su (0 23) Lu +3 Ev)rs ne —o.
De (165) on peut déduire aussi
Y ÿ dc dc dc
x Y— 1 n VE n Lt | (167) nn SO U)S > FAR nt Sr 5
On pourrait encore à partir de ces relations rechercher les équations aux dérivées
partielles satisfaites par 6, .
Es
Il. — Généralisation des polynômes d’Hermite.
77. Considérons maintenant les polynômes définis au moyen de la fonction
génératrice
h3 ; hxz—hMy+— h" 3 NT 1 (168) e = Go LG N.
On peut rapprocher les polynômes H, des polynômes C, , en effet si nous rem-
plaçons dans l'égalité m
DE Go)
(ti —3hx + 3hy—h)
h,7Y, 2, respectivement par ——, ue ; Au il vient Vm m° m RUN né 3 Ten ne Lim [1——+——— en (io ey+T) | = nee m m m m—> co m 3 d'où H ( m ny) A 16 a — lim RS lle ( 9) (1,n) dau Ce Ê | Considérons maintenant l'identité = p" d' ( on) 3 3 80), (170) € oo CAE FL DS
obtenue en appliquant la formule de Taylor; on en déduit
h3 ü RER y+— 3 3 / n € Es af D » TL ) dy
d’où ys — 75 HE RL or n de D Œn dy" , ;
formule qui généralise un résultat classique des polynômes d'Hermite
SUR L’ÉQUATION DE M. PIERRE HUMBERT. si]
‘On en déduit
ho hy + Hey) hp" d" ( +) e ; ==; \\ (— 1)" .
Le) (1 m) d m d” (, mA \ = p \\ DR Nre 3 Dis = RE 2) D 23 (1 _ 1) dy PC ) hi ( axe ) d”" ( — ÿà \| \ at Re ; 2\n—m 3 ) ‘y A (1,n) dd > (1,m)(1,Mm—n) Rrrr a) dy" € : -d'où
TER mn ds : Le GNT Es 1) (x, n) n—m 6 48 ( me) ‘G72) H,(@y)=e > ER Ch nc BLEE à) dy € :
mMm—0
78. Cherchons maintenant les relations de récurrence entre plusieurs polynômes H, ainsi que les équations aux dérivées partielles satisfaites par ces polynômes. En posant
Re — — => Le È (173) e rer — Gen = DUUK, (my, on trouve dV 4 SA —(x—2hy+h°) V, à dV Dos Rene PT dx dy d'où (174) (n ci 1) Kore an zK, AR ay Ge PS Ke LORS (179) dx Nr 11? ES lu 6 D, KE 0 DIE à
Des dernières relations on tire encore
Y Ke m 2” K, +em m dre K K, — dx! = (— 1) dy" = (— 1)
dx dy"
on en déduit que K, (donc H,) vérifie l'équation aux dérivées partielles
AU daU daU
79. Cherchons maintenant les équations différentielles satisfaites par H,(x, o) H, (o, y).
«) Prenons d'abord le cas y = 0, (174) s'écrit (n ne Dee a æzK, AE K
en dérivant trois fois il vient, compte tenu de la première des relations (175),
(178) À PS Dee OX
C’est aux notations près (changement de x et h en — x, —h) le résultat trouyé
par M. P. Humbert [39]. En posant u — — ce on trouve d eee 2 d n 2 K Es: res -— (179) u du 1e * 2u du? n ae _ a) du K, ae 3 Ke 0,
équation hypergéométrique confluente dont l'intégrale générale est
pi 0 l/3 == je G È %/3 nt. 2 4.5 Mie B RAGE Res MA e (180) Hire ngul+ u ne nn eu |+ Cu EE ; til.
8) Prenons ensuite le cas x — o, (174) s'écrit
(181) (R da 1) KES on 2yYk,, Si Koné,
c’est-à-dire compte tenu de la deuxième relation (175)
ak;e, our dK, K dy Ÿ “dy. en on en tire d'K, RTS ES d (RES Gad PATNAT = |" dy nr. | DPKA dK \ — — y dF mn mg ETS,
d'où l'équation cherchée
dK d'K dK (182) —— +hY +200 —2n)y——"+n(n—3)K, —0.
1 da a )y 7e ( ) En posant v — té on trouve
d'K n dK n(n — 0) ; 83 2 n K, Pr a RSR n si.
SE dv° La a R _ a |: C 3 ) | dv 36000 k,
équation hypergéométrique confluente dont l'intégrale générale est
CR? VUE AU OR 1}, —nN 1 —n 95 2 4 F2 Re Et | Bu: | CURE rer | (184) A,F, PR 5533 u |+Bu °F, G +3 G +333 0
| 2 = 5 °/, WE PAT PE 220 6 Na: 6 Tzrz 0
80. Cherchons à déterminer de proche en proche les coefficients du polynôme K, (x, y). Partons de (177) et posons
(185) K,, (x, y) — Er Di An; pr XL Y
il vient
D énrrosts QUAI) (HI) = pass — 2%; Fans,» LT Y —=0,
d’où la relation de récurrence
D SR AE 10 (SA) EEE
Qn; TRE
(186) Anspbr, vtr
-on est donc simplement ramené à chercher les @n;,0, @n;0,»- On a du reste facilement les relations de récurrence déduites de (178), (182)
u—n (187) An; 43,0 — (u a 1)(u 2e 2) (tu Fe an nm 0e (n— 2v)(n — 3 — 2) (188) : An; 0,,+3 — FEDG ED0 +3) LPO EDOE 3) An; 0,
Il nous suffira donc de connaître les cinq coefficients
An:0,0 n;1,0» An;0,13 An;3,0; Un;0,2.
fe
Nous avons à distinguer trois cas suivant les valeurs de n(°)
a) Dit FO en
An;1,0 — An;0,1 — An;2,0 — An;,0,2 — 0.
I I I 6) re n;1,0 m\ 3"? n:0,2 2 Go ER) en An;,0,0 — An;0,1 — Un;:,0o — 0.
) 3 ie I I I Ÿ n;0,1 m\3" ) n; 2,0 > ml3" ?
An;,0,0 — An;,1,0 — An;,0,2 — O0.
Le calcul des autres termes au moyen des formules (185), (187), (188) sera
évidemment limité par l'annulation des numérateurs.
81. Signalons pour terminer les polynômes qui naissent du développement de-
la fonction génératrice
k3 CE EU ner
(189) e De He ee
Comme k et ! n'apparaissent que par leur produit, on est amené à considérer: l'expression
hk3 ha—(h 1) + —
(190) Nie=te a où DRM HEE Ce x) -
On aura comme précédemment
dV dV 4 dV : dV On en déduira par identification Hé r (rgr) UE — H4_,,,, ù EH, 2 (192) = — He + Has, (193) (x + 1) Hets,e = CH, s — 27 Ho ,5 + He ,8, (194) BH, = Y Hp.
(*) Le calcul se fait aisément en remplaçant dans la formule de définition (168) les. exponentielles par leurs développements.
SUR L'ÉQUATION DE M. PIERRE HUMBERT. 81 On peut éliminer H,,:_, entre (192), (194) on trouve
ù EL, 8
ET RS Y Ho, e D BH: .
Éliminons maintenant H,_,,4, H;_,,: entre (191), (193), (195), en remarquant que
He, e(æ, y) = Y°Ka.s(e, y).
Nous trouvons les équations aux dérivées partielles satisfaites par la fonction
U — Kes(x, y),
URROU (196) mo SEE A URL U dU k (197) De en ne élue
Nous pourrions aussi chercher les équations différentielles vérifiées par les polynômes H,,:(0, y), H4,4(@, 0). Le second problème a été résolu au n° 79 ; pour le premier l'équation différentielle du troisième ordre que nous avons formée ne nous
a paru présenter aucun intérêt particulier.
es
I. — L'équation A,U — ÆU
82. Cherchons les intégrales qui ne dépendent que de p; elles vérifient l’équation différentielle Run EF dF
De P dp° L 3p dp° + dp Ÿ
Nous en déduisons l'intégrale (DAC TE
à le UE 83. Faisons le changement de variables (9) et posons s — “© ; il vient
Doit UMAAQU re A 0)
JS ETS RAT de 3 àsd0d00
Les intégrales de (199) qui sont de la forme U — P(m6, m#)V(s) vérifient l'équation différentielle
HN, ŒV m \ dv 2m (200) S seit) + ( —1)Y=0.
ds’ ds”
Si nous posons maintenant V(s)— s’Wi{s) l'équation (200) devient
d'W dW m | aW | 2 2e RP PRIT RER Go) SE + 86p +) + np) +69 +1 |
4 2 3 + [rt 0@—2+8p@— 5 +p( TE) +2 J-iiw=o.
(:) Dans l'étude de ces diverses équations À représentera une constante.
L'équation (201) sera hypergéométrique si le coefficient de 1/$ dans le dernier
terme est nul (condition nécessaire); mais cela s'écrit après réductions
; ne mn 2m ( m \° ( D — pr —— = | p—— —— | =0 Res 27 ê = PR 3
m | ë Pour p— re l'équation (201) devient
d'W ÊW IW nes) \ TD ST NN ds° ds” ds
équation hypergéométrique confluente qui admet les intégrales AE SE RO A QE ne rs)
l'équation (198) admet donc les intégrales (‘)
È ko° | DELLE P (no: ms) F,( 1. 1 + mm; — ;
/ 3 (202) | ke\ Go—m*) te e CUIR A T- UT à M p Pémé,ma)F, (4 m,1 pére D'ifre WE x :
Pour p — — CE l'équation (201) devient , ÊW dW .IW S Dan ee AM) SEC — m) RE Men elle redonne les intégrales (202).
à ; AO SU ae AL 84. On sait que l'équation rar ae — kU admet l'intégrale particulière FH : ee vec r) x +iy
cherchons si l’on a un théorème analogue dans le cas actuel.
(*) ILest clair que l’on peut remplacer P(mô, me) par Q(m0, me) et R(m0, mo). Cette remarque est valable pour les autres équations.
Aer
8l J. DEVISME.
En variables u, v, w on est ramené à chercher si l'équation YU (203) = EResTeee — FAR
admet une intégrale de la forme
Wu ftp)
En portant dans l'équation (203) nous trouvons la condition
PENSE di In ER de 0 RE
d a k r % r 4 Q Le changement de variable © — “1 nous donne une équation hypergéométrique
qui admet les intégrales
ARNO) 4 F, (13:56) SON 1 e à c
Nous en déduisons les intégrales de (203)
LE Et à ar
(204) "HEU k F/4 4. )
(uv) a ol
et quatre autres analogues en remplaçant u par v ou w ..(). En variables x, y, z, cela s'écrit
œ+y+2 Rue).
(LR + Y° + 7° — LT te RER HA e
(*) Plus généralement, on pourrait chercher les intégrales de la forme U — uv f(p), le même calcul conduirait aux intégrales
+ 8 .kp B—o — k du Ffatr frise), u U Fier e+s: 2)
et une troisième analogue. Toutes ces intégrales se ramènent du reste à la première.
85. Cherchons encore les intégrales de la forme e*‘#*#%; les constantes «, 6, y doivent vérifier la relation
+ +y—3asy —=k; À et x étant des constantes, nous pourrons prendre par exemple
Vale PG,u)-+7 Qu) +2 RO 2) (206) LU
86. Remarque. La seconde des intégrales (202) a été donnée incidemment (calcul intermédiaire dans la recherche d’un autre problème) sous une forme légèrement ‘différente par M. P. Humbert [36]. Elle a été explicitement reprise dans un autre Mémoire [37]. Avec les notations de ce dernier travail les deux intégrales s’écrivent respectivement
J,,,(— 2%) P(m6, mo), orme vo)
où l’on doit bien remarquer que pour la seconde on doit lire P(— mô, — mo) et non P(m0, me) ainsi que l'indiquait le Mémoire cité.
dU
II. L'équation A,Ù — k Fe
87. Si nous cherchons les intégrales de la forme U — e"V{x, y, z) nous avons l'équation A,U = kXV, nous déduirons des paragraphes précédents des intégrales telles que
et, (1,1, kb),
(208) ee" P(m6, ma).F,( a, 1 EM; Fe. :
kXp° ep "Pme, mo) À A (: OO TRUE p d F 27
88. Cherchons maintenant si l’on peut trouver d’autres intégrales en recommençant la suite de raisonnements du n° 88.
CF AESTRRS Nous ferons encore le changement de variables (9) en posant s — æ : il vient d'U d'U dU I ee +) LRQ aU RUES R PAR Nate Mes OU PATES a ne nos Ji soon don
Les intégrales de la forme U = P’P(m0, me) V(s) vérifient l'équation différentielle
MAN ŒV m° AM 2m Su +8 + = +s) + — ME 107 ds ds° 3
En faisant le changement de fonction défini par V(s) = s’W(s) nous trouverons encore une équation hypergéométrique à condition que
OÙ p—=—--——.
On en déduit comme précédemment les intégrales
U—rs° Po, mg) F(E —v: Houi +m;—s).
rés TS 3 RSS im mis),
c’est-à-dire avec un choix légèrement différent de constantes
7} 3 U= Le" P(m0, me) F,(— ni x, 1 + mi ; je DD)
(209) — k0° Wan PONE, me) FA (ni im im: :
DEL SE RTE 89. Si l’on cherche les intégrales de la forme e ainsi que l’a fait
M. P. Humbert [39] on trouve que les constantes &,.8, y, à sont liées par la relation
++ y — 3aBy—5—o.
On en déduit que la fonction
ag +alE8y ++ yz Hits agrt N On qu ; : = DD" 84 Prmn (@ Y 2, à
est intégrale ainsi que les polynômes qui naissent de son développement. En posant
M RE DE SR RE (SE) US RU
æ = —nVŸ3t, ENV ET z — —w V3,
SUR L'ÉQUATION DE M. PIERRE HUMBERT. 87 on trouve * _h3 h'3 h13 FOR ee Ur Fe th
| = p\rHnxp € nu >. Ne à CO om pe P (a, V,W, t) —
et l’on est ramené à l’étude des polynômes déduits de la fonction génératrice étudiée
au n° 79
d'U HER equation UE HS (210)
90. En cherchant encore les intégrales de la forme U — eV(x, Y,:2)Vontest
ramené à l'équation A,U = ÆX*U; on en déduira immédiatement comme au n° 87 un certain nombre d’intégrales.
: à ko° 94. Faisons maintenant le changement de variables (9); en posant s — —
il vient OAU 3 dU _ daU ie I (YU ge =) TOUL) s° Gr - —— às° . ds? ds 27S \ d6° dp° 3 dSd600 JU dU d'U JU — /$s° 6s — 5 —— .
à ds” js ds k ds dt dÉ
Les intégrales de la forme U — { P(m6, m#)V(s) vérifient l'équation différentielle
TN dV Ë m° dv 2m ess a SES RQ Nr PAPA ER ES ST + (3 —4s)s PTE +]: 3 (6 — Av) ‘| DE +[ 2 v(v | (e
qui devient par le changement de fonction V(s) — s’W(s) une équation hypergéom m métrique lorsque l’on y fait p — mou _ On en déduit tous calculs faits les deux intégrales (*)
m U—rs° POn6, me) FR, + — — RAT +mius), ‘(211) rs ME:
Ù is
om — 2m LL P (m6, mo) ,F, (= -L = ï 2 ;I—M,I—M; üs).
(‘) Nous rectifions ici un lapsus qui nous a échappé dans une Note antérieure (Comptes rendus, 195, 1932, p. 936).
Ænv-
c'est-à-dire avec un choix légèrement différent de constantes
n He kp° a P(m, my).F.(—?, EU ATOS ):
(212) Le Ê ; A n n I 4 ko UT EP RIM) É5 ERU ——+-; 1—M,I —M; Æ AE TOME DO
at +8y +73 + Le 92. Si nous cherchons les intégrales de la forme e nous trou--
vons la condition 0 2 6° de — 31By—?? 2.
Posons xa— a —bc, B—=b*— ca, y=c<—ab, d’où d — (a +b+c —abc),
d’après une identité déjà rencontrée.
On en déduit que la fonction
Es b° c? 3abc (DO) RE (DE Ca) QD) 7 Vx Vr : Ve Vx s — min — », ÿ » a”b CAQ SA V2 t):
e est une intégrale ainsi que les polynômes qui naïssent de son développement. Pour un changement de variables analogue à celui du n° 89 nous serons ramenés
aux polynômes déduits de la fonction génératrice introduite au n° 84
D uv)T— — (3— uv) 3
à IV. — L'équation A,U—# . : (213).
93. En cherchant encore les intégrales de la forme U(x, y, z, à) — eV(æ, ÿ,2)
nous sommes ramenés à l’équation ACER RUVE
En utilisant les résultats antérieurs on trouvera comme au n° 87 de nouvelles.
intégrales. On retrouvera entre autres une intégrale signalée par M. P. Humbert [86] où la fonction P(6, +) est remplacée par P(—6, — +) ainsi que nous l’avons
signalé au n° 86.
PAS Û
94. Faisons maintenant le changement de variables (9); en posant s —
on trouve SU SU oU NU OU s°(r DIS) EN (IE D OS) ee 1 +60 s (Fr =):
Ars po ne eee mi Cane ds “es TN 0° 3 250009 : YU ï SU ; RUE “ YU Doc PT 0 PT nu
Cherchons les intégrales de la forme U—1{ P(m6, mz)V(s), elles vérifient l'équation différentielle
RE
Œ\ 1 CAN + 3[r + (36 — gv)s]s SP
m ; Lipides LAN Ron:
1 EP A LE A 1) RON ds Le
— VV —1)(v— 2 V0; D ( )( | En posant V(s) —s’Wi(s) nous trouverons encore une équation hypergéométrique à condition que m — 2m
EC ou P — 3
On en déduit comme plus haut
3 F8 M — y mMm—y +1 m— y +2 Vars Pomme) E| ANSE ACTA ne verre RS LRU A pe 4 À (214) nr œ :
: — — — 2M — — 2 — 2 MESTS : PQn6, mg) ET, RE, EE, RÉNALE EME 2 à
c’est-à-dire encore avec un choix de constantes légèrement différent
ET Le) =
E l 2 ES a Poud,me).F. | DOUTE (sa 3 D
and DE NAN NY 12 ne Dr EPS mer, ENTRE + >, : +35! MEN ee
Signalons encore les équations
dU 2 AU fs ; (216) AÛ ke TRE d'U (217) A,U RE TRE d'U (218) A,U — k Dx0T d
Par les procédés des n° 87, 80, 93 en cherchant des intégrales de la forme
AU Abu kb pT+VT CNE e NUE e
on peut écrire un certain nombre de résultats eu égard aux paragraphes qui précèdent.
On peut évidemment considérer bien d’autres équations; nous nous contenterons dans ce Mémoire de celles que nous avons écrites, comptant du reste revenir sur la question.
96. Nous rappellerons seulement un théorème que nous avons démontré autre part [24] sur l'équation
œ° 210 MAAUE=EUr (219) : 5
Cette équation admet l'intégrale particulière U = p'.
Le problème que nous avons en vue est le suivant
Élant donnés un point fixe M(x, y, z), un point mobile P(a, b, c) décrivant une surface S, et une fonclion p.(a, b, c) de ce point, on considère la fonction .
(220) UGr,9= ff at t ol — a +0 + 08 — 0) @—0 (e— 0)" d5
Al , 4 “ . « où do est l'élément de surface de S, trouver dans des cas particuliers simples, des équalions aux dérivées partielles vérifiées par la fonction U.
Posons pour simplifier PACE G=) SG —a)(yTb) (0)
la notation p étant toujours réservée à l'expression &° + y + 2°— 3xyz; on aura
(220!) UGC, 2) — FU up do, S
dU (21) = 80 f fue-o-o-06-0pt "ds,
Ar
(22) D,U= qù ff utæ— api de, S
(223) AU an ff upt'de.
Remarquons, ce qui nous servira plus loin, que le mème problème pourrait se
poser avec des intégrales de lignes ou de volumes.
98. Cherchons à former des équations aux dérivées partielles dans les trois cas
suivants :
1°) S est le plan d’équation a — 0, on a alors Ta U — 2, nn d Zee 3 :
D> on Sa TN up, ‘do 3n
(224) NU _ DeUe
d'où
2°) S est le cône d’équation a — bc — 0, on à alors
À) n—1 res 3n Te [x — y2 —(2ax—bz—cy)]p} "do, dx S
3&D,U=yDU—zD,U— où ff vtt -v2) Gas = bz— cy)]p"" do,
aU=agn ff up ds, s
d’où
: OU (225) (&—"yz) À, Ü — 3n[2xD,U — yD,U — zD,U] + gn ne
3°) S est la sphère d’Appell d’équation à + b° + c'— 3abc = 1, on a alors
Le lee Sat —r2+3 ave): | ide, See nf fulp—a Sat 79 + S &(& — bo) bé D EE PT An RAD ANT 7 | Pa ?
x° le 2 Eu 2 a l A S — 2) D,U — 9n JS ur S ar Ya) ip do, CU ppiT de, S
ù ù (226) (p— D A,U—gn S (& —y2) DU + 270 Sox — 27 U = 0.
ba
Ces trois équations généralisent les équations des prépotentiels rectiligne el circulaire relatifs à l'équation de Laplace à deux dimensions.
99. Considérons l'équation (224). En utilisant les variables uw, v, w elle s'écrit
d'U n d'U AU dU _ Un ]
dudvdw u +v+w | dvdw Wu ao on le
les intégrales qui ne dépendent que de p = uvw vérifient l'équation différentielle
d'F dF dF Eu LE Fe EL RS nn a
ce qui fournit les intégrales
los pe INDE
Si nous cherchons les intégrales ne dépendant que de x, (224) s'écrit
an ; } :
F" — vi — 0 équation qui admet les solutions
msnte.
É HAE R MEL
SALE 2 I . Der :
dans les cas particuliers n — ANNE nue la deuxième intégrale devient log æ
ou x log æ.
Reprenons l'équation (224) on peut l'écrire
à” NIET d'U Re TS DIN te A nr Ca PRIE du dv dW ft NA n (tin du dvd ?
on eu déduit que pour ñn — —1 si U est une intégrale de l'équation de M. P. Hum- U bert, ——— est intégrale de (224" :
sen est intégrale de (224) donc
Pr “ se U à :
l'HéoRèME. Si U est une intégrale de A,U — 0, — est une intégrale de l'équation œ
(224) où l’on a fait n — —:1.()
400. Faisons maintenant le changement de variables (9) l'équation (224) devient
d'U 3(1—n) dU 1—3n dÙ 3 dU I AU dU do 0 d0 de pe dp)00% d6 d®
PU se YU YU YA PSE MEET
S l’on pose U — £&"V(6, 4) l'équation devient
on
ns (a
8 JV AP _3 3, dV e (228) STORE Je RUN EP sas] ms S|- | mi |+m(m 30 V0.
Cette équation formée par M. P. Humbert [43] est l’analogue ainsi que le fait remarquer cet auteur de l’équation de Gegenbauer
ŒV sin0 dV
(229) TUE CU a + m(m—an) V —o,
cos0 dû
obtenue à partir de l'équation du prépotentiel rectiligne
YU YU 2n dÙ
AP de Rte
où l’on a posé
æ —p.cosb, y— p;Sin6, ravi):
Du reste, ainsi que le fait remarquer toujours M. P. Humbert, l'équation (228) QUm + 1)6, (m + 9]
— — 1 les intégrales admet pour ñn 1 les intégr QG, 9)
tout comme l’équation
er sin(m + 1)0 (229) admet les intégrales IHELLCE., S
4014. Mais par un autre chemin nous avons trouvé au chapitre IV une équation totalement différente de l’équation (228) sauf dans le cas n — 0 (ou y — 0 avec les notations du n° 75) puisque l’équation se réduit alors à A,U — 0.
(*) Ceci généralise un résultat de M. P. Humbert [43].
Pour trouver une interprétation de notre équation (161), nous ferons appel à la
= fur ds
où L est la droite b — c — 0; nous généralisons ainsi le prépotentiel rectiligne en
fonction
prenant encore une droite au lieu d’un plan.
Nous avons alors
DU = qu'y f ep HASARD On z [up AUS AU— gr f up ds.
Parmi les équations aux dérivées partielles que vérifie U on peut considérer l'équation Gaz), (2 + 2æy) D,
AU = 32 ————— #———— , (230) U
faisons le changement de variables (9), nous trouvons
3(1—n) YU sè 1—3n JU DM I EE dU 3n dU pe op pp 26 popatdg Lo ae ENTE 3n ; : PU EU
— op PC + 2RP)— QU +2PQ] Sr te + LRQ + 2RP)— PR + 2P QI] Lee [= 0 eà0
Les solutions de la forme U = £"V(6, &) vérifient l'équation
dV dV DV.
(232) Tr y — 3(m—n) 2008 + m'(m—3n)V 3n Re = GK. D PC +2 RP) — QUR + 2 PQ] DIV — [PCR + 2PQ)—R(Q° + 2RP)] D, V 5
Si l’on tient compte des identités
R*— PQ) D, V = (Q'— RP) DV
On retrouve aux notations près (V, m, —n à la place de U, n, v) l'équation (161). Les équations (161) el (228) constituent donc deux extensions de l'équation de Gegenbauer.
402. Prenons maintenant l'équation (225), en utilisant les variables u, v, w elle s'écrit
Rt d'U (225') | Se AE etes ro + W) — FRA Ur aies En
En cherchant encore les intégrales ne dépendant que de p — uvw, on est conduit à l'équation différentielle
P'E"+(3—on)pF"+(1—n)ÿF —=o
qui admet les intégrales
P et Up Alos\p-
Un calcul simple nous fournit aussi les intégrales u”v”, vw", w”"u", ce qui montre que les polynômes considérés au n° 48 sont des intégrales de l’équation (225).
Dans le cas ñ — — 1 en utilisant l'identité Enr LUS vw |- LS | à Es +S6+u dvdw m+S on déduit que l'intégrale de l'équation (225”) pour ñn = — 1 s'écrit
Jo, w) + g(w, u) + h(u, v) VW + WU + UV
où f(v,w), g(w,u), h(u, v) sont trois fonctions arbitraires de deux variables.
103. Faisons maintenant le changement de variables (9) il vient
MU 3(1—on) YU (1—3n) dU 2 d° | Gn=d Us) D à onu vor a ru4 | 3n A aU d'U | 3n d'U oU dU
D D ns, ou um D nr in DENT AN ” 29° RTE)
En changeant le signe de 6, et z et en cherchant les solutions de la forme
U — :" V(6, ©) on est conduit à l'équation DNS ON: dV R PE 34) — + — — — —3n— (234) TE + y 3(2n — m) 3509 3n Dot DAV av.) Ù — in — m—3n) —!—m(m—3n) V —o.
P | do ul ) )0 | ( ) Si l’on pose m — 3n — — y on trouve une équation analogue à l'équation (228)
à ceci près que m est devenu y et que les fonctions Q et R ont échangé leurs rôles. Mais nous avons justement introduit l'équation (225) comme une généralisation
de l'équation du prépotentiel rectiligne dans le plan en remarquant que de même
que a (a +06") on à d—be=z—{a+b+c— 3abc]. L’équation 2 da Ô a
(224) constitue donc une troisième généralisation de l’équation de Gegenbauer (229).
404. Considérons enfin l'équation (226); en utilisant les variables u, v, w elle s'écrit À 3 N2 T
YU d'U dU 226! D'DIDEN)E? S vw —— Su nn UÜ— OP ( ) ( ) du dv dW k dv dW CE du
nn ?
d V 1 d'U d'U ie dU U — = —— en en Na CU Su , du dv dw True Puovaw dv dWw du s
l'équation (226) peut donc prendre la forme remarquable
I d'U (226!) ane P du dv VW = du
On en déduit immédiatement les intégrales particulières
ane U à Mais si nous posons V — —, un calcul simple montre que p
LC) + f(w)]u" + [g(w) + g,(&)] v" + [hÇu) + A (v)]w”,
où les six fonctions /, f,, g,g,, hk, h, sont arbitraires. Les intégrales qui ne dépendent que de p = uvw vérifient l'équation différen-
tielle hypergéométrique
JE
pp) ET + (+30 —n)plpF" +1
d'où F(p)= ,F[-—n, —n, —n;1,1,p].
Remarquons aussi que l’on peut écrire encore (226”) sous la nouvelle forme
de n di (226") = [P V] nn AU
udvow dU dVdW ?
mais c'est justement l'équation que nous aurions obtenue en prenant comme nouvelles variables les inverses des variables u, v, w.
Nous en déduisons que si S est la sphère d’Appell, p, le polynôme
[1 —(ax + cy + bz)] + [bx + ay + czŸ + (cz + by + az) — 3[1—(ax + cy + b2)](bx + ay + cz)(cx + by + az)
U =— ff PE) D PAIE
est aussi intégrale de l'équation (226).
la fonction
Si enfin on fait le changement de variables (9) on voit facilement que les fonc-
tions p"P(n6, no), e"Q(n6, no), "R(n0, no)
sont des intégrales de l'équation (226). Signalons à ce sujet que le changement de variables indiqué dans une de nos Notes (C. R., 193, 1932, p. 983) conduit à une équation analogue à celle obtenue à la page 984 mais où le premier terme est multiplié par e* ; les résultats énoncés à la suite ne se rapportent donc pas à l'équation
envisagée.
105. On peut plus généralement se poser le problème du n° 97 pour l’inté-
grale UG,y,9= ff eétpds.
M. P. Humbert [43] et moi-même [21] nous sommes déjà occupés de cette question pour des fonctions ® particulières; nous nous contenterons d'en donner
ici la référence.
H. BATEMAN. — Differential equations (Londres
3. H. Barman. — The mathematical analysis of « Electrical and Optical Wave-
motion » on the basis of Maxwell’s equations (Cambridge, 1915). 4. E. T. WniTTAkER AND G. N. Warsox. — À Course of Modern Analysis (Cambridge, 1927).
II. Nores Er Mémorres : Ainsi que nous l’avons indiqué dans l'introduction, nous voulons donner ici un aperçu de l’état de la question dont nous avons traité une partie dans ce Mémoire, celle relative à l'équation de M. P. Humbert, réservant pour des travaux ultérieurs la publication d’autres résultats amorcés dans plusieurs de nos Notes.
Dans les lignes qui suivent nous utiliserons les notations suivantes :
d à à dæ, dx, dx, ; ù ù à AU ae TE | A, U TE PS EEE EE RENE AB,n U — ox, ox, 0%, Ur du du, ou ù ù ù TX, dx, dx
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P. Appezz. — Propositions d'algèbre et de géométrie déduites de la considération des racines cubiques de l'unilé (C. R., 84, 1877, p. 540). Introduction des fonctions P, Q, R, et des trièdres équifaciaux à arêtes également inclinées sur lddiréction æ — y —"z(2, 45; 54).
. — Sur certaines fonctions analogues aux fonclions circulaires (C. R., 84, 1877, p. 1378). Systèmes différentiels définissant les fonctions circulaires et les fonctions P, Q, R. Généralisation à l’ordre n [19, 23].
. Bevax Baker. — On the relalion between Pincherle’s Polynomial and the Hypergeometric Function (P. E. M.S., [, 39, 1920, p. 58). Formation de l’intégrale générale (143) du n° 783 (cf. aussi [31 ]).
N. Bora. — Sur une généralisation d’un théorème de Lord Kelvin (M., 6, 1932, p- 132-139). Étude des équations An AU — 0, énoncé de quelques théo-
rèmes relatifs à des intégrales. Étude des équations
Se S \T d - E(U) — Il (D, L == 6) et de leurs associées.
. — Sur quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 195, 1932, p. 992). Rappel de résultats de [4]. Extension à A, de nos résultats [11, 22].
. — Sur quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 196, 1933, p. 35). Suite de [5]. Introductions des mineurs de A8,,, notions de fonctions conjuguées [7].
. P. Decexs et J. Devisme. — Sur cerlaines formes différentielles et les métriques associées (C. R., 196, 1933, p. 517-521). Étude d’un espace de Finsler et de la forme angulaire dé Landsberg, introduction d’autres formes différentielles, application à notre ds (67, 68). Remarques sur [6].
O. Devisue (M!) et J. Devise. — Sur une propriété des cosinus d'ordre supérieur (A. C. I. M., Zurich, 1932, Il, p. 67). Généralisation des polynômes (1—2hcos0 + h*) (1—3hP(G, ») + 3h P(—0,—%)—h°); expression des coefficients en fonction de la seule fonction cosinus d'ordre n [2, 19].
9. J. DevisMe. — Sur quelques équations aux dérivées parlielles (C. R., 193, 1931,
p. 825-828). Étude des équations A,U — o et de leurs intégrales ne dépendant que du produit p, = u, ...u,. Généralisation de la formule de Green et d’un résultat de M. Ghemanesco (C. R , 193, 1931, p. 477).
. — Sur quelques équations aux dérivées partielles (G. R., 193, 1931, p. 516-5r9). Équations du prépotentiel pour les équations A,U — o et les surfaces a, — 0, Ia; = 1. Cas particulier de l'équation A,UÙ — o (98, r03).
. — Sur quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 193, 1931, p. 1153-1156) Recherches sur les transformations conservant A,Ù et ds' à un facteur près. Généralisation d’un théorème de M. D. V. Jonesco [44]. Comparaison avec certains résultats d’Appell [2] (ro, 25, 26, 27, 62).
. — Sur quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 194, 1932, p. 516-519). Introduction des équations A, ,U —o qui généralisent l'équation de Laplace à plusieurs dimensions et comprennent le cas de A,U — o. Énoncés de théorèmes [25, 26].
Lo
Sur quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 194, 1932, p. 1550-1552). Introduction du système (2). Fonctions conjuguées au sens de M. N. Cioranesco et au sens de Ch. Riquier. Remarque sur l'équation de M. M. Ghemanesco [27] (28, 56, 36, 37).
Sur certaines familles de polynômes (C. R., 195, 1932, p. 437-439). Extension des polynômes de Legendre, Gegenbauer, Hermite. Quelques propriétés nouvelles des équations A,U — 0, A, ,U — o (cf. [26]) (69, 72. 77).
Sur quelques applications des fonctions hypergéométriques (G. R., 195, 1952, p- 936-938). Nouvelles fonctions génératrices. Remarques sur les équations kA,U = aU/dt, kA,U — “U/dË. Extension d’un résultat de M. Angelesco et introduction de polynômes hypergéométriques à deux variables définis à partir de la fonction F, (81, 83, 91).
Sur un espace quasi-euclidien à trois dimensions attaché à l'équation de M. P. Humbert (C. R., 195, 1932, p. 1059-1061). Introduction de notre notion d'angle. Orthogonalité au sens d’Appell. Interprétation géométrique de l'équation A,UÙ — o (47, 49, 50, 51, 52, 56, 59).
Sur un théorème de M. D. Jonesco (B. S. M. F., 59, 1931, communication du 24 juin 1931, p. 32-35). Remarques sur le Mémoire [44] (9).
Sur une équation se rattachant à l'équation de M. P. Humbert (B.S. M. F., 60, 1932, com. du 27 avril 1932, p. 23-25). Introduction de notre équation (225) du n° 98.
Sur les cosinus d’Appell (B. S. M. F., 6r, 1933, com. du 8 mars 1933). Sur les systèmes différentiels déduits de ceux d'Appell [2] par des permutations convenables des inconnues. Développement de P(A6, k+) en fonction de hk0®, h°0 + ko.
Sur la fonclion génératrice de la fonction P(m, no) d’Appell (Bull. de l’Acad. Roy. de Belgique, classe des Sciences, 5, 18, 1932, p. 505-506). Formation de l'identité (116) du n° 70.
Sur certaines questions relatives à l'opérateur de M. P. Humbert (B. S.S. L., 1, 1932, p. 173-176). Équations aux dérivées partielles satisfaites par l’in-
tégrale U — Us uP(p,) de pour les cas suivants D —p",p"logp,, a—0o I 1 p” log” p,,,,F,(t:mp), [p,] X.F,(r; 1; 252; p,) Extension au cas où le plan a — o est quelconque.
Sur certains résullats de M. M. N. Botea et M. Ghermanesco (B. S.S. L., 1,
1932, p. 242-246). Confrontation des résultats des notes [5, 11, 29, 3o] et énoncés de quelques résultats nouveaux (11).
23. —- Sur les équations aux dérivées partielles de MM. P. Humbert et H. Gherma-
nesco (M. à paraître ). Comparaison des équations mentionnées, introduction de fonctions analogues à celle d’Appell [r9] et énoncé de quelques théorèmes [cf. 27, 36].
24. — Sur quelques propriétés d'équations aux dérivées partielles du type A,U = c(u,...u,)U (Soc. Franç. pour l’avanc. des Sc. Actes Congrès de Bruxelles. 1932, p. 35-36). Formations d'intégrales dans le cas € = &’/p,, GC |20],1(09):
20. — Quelques remarques relatives à une classe d'équations aux dérivées partielles du troisième ordre (A. C. 1. M., Zurich, 1932, p. 76). Formation des équations du prépotentiel pour les opérateurs 4, , [12].
26. — Sur certains opérateurs décomposables en produits de Laplaciens et de dérivées partielles (*) (A. P. A.S., 86, 1932, p. 99-108). Formation d'équations différentielles vérifiées par les intégrales ne dépendant que des polynômes associés. Études de certaines intégrales.
27. M. GHEmanEsco. — Sur une équation aux dérivées partielles du quatrième ordre (B.S. M. F., 59, 1931, com. du 25 navembre 1931, p. 39-42).
28. — Sur une équalion aux derivées partielles du quatrième ordre (Beletinul Facultätii de Stiinte din Cernäuti, 6, 1932, p. 28-35). Ce Mémoire est le développement de [27] et d’une communication faite à la Soc. Roum. des Sc. le 16 nov. 1931. L'auteur considère une équation aux dérivées partielles du quatrième ordre généralisant l'équation de Laplace. Il étend à cette équation certains résultats de M. P. Humbert [36] et nousmême [11].
29. — Sur une généralisation de l'équation de Laplace (B. S. S. L., 1, 1932, p. 134- 137). Extension de nos résultats [11] aux équations déduites de A, U — 0 par une transformation linéaire dont les coefficients dépendent de
ae —"r}).
30. — Sur l'équation de Laplace (Atti dell. R. Accad. Naz. dei Lincei, 6, 15, 1932, p. 932-935). Même étude dans le cas &°— —1.
31. P. HumBerr. — Some extensions of Pincherle’s polynomials (P.E.M.S., 1, 39,
1920, p. 21). Étude des polynômes C(x, 0) (73). Expression au moyen des fonctions elliptiques.
32. — Sur les séries hypergéométriques (A. S.S. B., 43, 1923, p. 795). L'auteur donne entre autres l’expression de Ge o) au moyen des fonctions hyper géométriques.
33. — Remarques sur les fonctions hypergéométriques d'ordre supérieur (Comptes rendus du Congrès des Sociétés savantes Sciences, 1925, p. 81-85). L'auteur
y donne l'expression des cosinus de Villarceau au moyen des fonctions hypergéométriques.
34h. — Remarques bibliographiques sur les sinus d'ordre supérieur (A. P. A.S8., 8, 1929, p. 308-312).
(:) Un résumé de ce Mémoire a été diffusé par Radio-Vatican le 29 déc. 1932 et a paru dans le Scientarum nuncius Radiophonicus publié par l’Académie Pontificale, n° 17.
ho.
Sur une équation aux dérivées partielles du troisième ordre (A. C. 1. M.. Bologne, 1928, t. III, p. 55).
Sur une généralisation de l'équation de Laplace (") (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 8, 1929, p. 145-159). Ce Mémoire développe la Note précédente. On y trouve la définition de l'équation A,Ù — o et certaines de ses propriétés, une étude de diverses catégories de polynômes, et un
TRE , ; RE théorème sur l’équation A,Ù = — Ce (23, 93). j C c
Les fonctions de Bessel du troisième ordre (A. P. A. S., 83, 1930, p. 128-146). Introduction de nouvelles fonctions qui se rattachent à la série hypergéométrique triconfluente. Application à l'étude de A,U + U —0o (86).
Sar le potentiel correspondant à une altraction proportionnel à pe D AOMNETS 1929, P. 117-121).
Sur une généralisation de l'équation de la chaleur (A S.S.B., 49, 1929, p. 113-116). Étude de l'équation A,U — dU/àt et introduction de certains polynômes (79, 89).
Sur l'équation AQU — 0 :(A.S.S.B., 51, 1931, p. 91-93). Étude de certains polynômes attachés à cette équation.
On Appel's Function P(6, :) : (P. E. M.S., 2, 3, 1932, p. 53-59). Étude de la fonction génératrice de P(n0, n#). Formules d’addition (70).
Sur une généralisation du potentiel (GC. R., 194, 1932, p. 1549-1550). Extension d’un résultat précédent [38]. Utilisation de l'intégrale Die [1,p,/9]do.
Sur les potentiels du troisième ordre : (A. S. S. B., 52, 1931, p. 293-305). Étude de l'équation æA,U = 3nD,U. Extension de l'équation de Gegenbauer. Étude de l'intégrale citée plus haut [21] dans les cas D = e”: et ,F,[K +1, 1;p,]. Extension et développement de certains résultats antérieurs [38, 42] (98, 100, 105).
. V. Joxesco. — Sur une équation aux dérivées partielles du troisième ordre
(B.S. M. F., 58, 1930, p. 224-229). Extension du théorème de Lord Kelvin à l'équation A,U — o et démonstration de certaines identités [17] (9, 62).
. Pincaerse. — Una nuova extensione delle funzione spheriche (Mem. Ist. Bologna,
Un systema d'integrali ellitici considerati come funzioni dell invariante assolulo : (Rendiconti Lincei, 4, 7, 1871, p. 74) (76).
J. ToucaarD. — Sur les sinus intégraux du troisième ordre (A.S.S. B., 52, 1932,
p. 279-287). Étude des fonctions F,(x), F,(x), F,(x), définies par l'équation OR PAGE A A CAE ET a AC 2
+ , : : "12 sn \ (*) C'est ce Mémoire qui a été l’origine des recherches de MM. Botea, Ghermanesco,
Jonesco el de moi-même,
48. P. Decexs. — La métrique angulaire des espaces de Finsler et la géométrie differenlielle projective (Collection des actualités scientifiques et industrielles, n° 80, Hermann, Paris, 1933). Développement de la note [7] et d’une seconde : Sur cerlains problèmes relatifs aux espaces de Finsler (C. R.,
49. J. Devise. — Sur deux questions relatives à l'équation de M. P. Humbert (C. R., L. 196, 1933, p. 1203-1204). Introduction de la notion d’aire. Sur une interprétation du problème de Dirichlet, d'après M. A. Liénard [51].
90. — Sur certains polynômes (Société Française pour l'avancement des Sciences. Actes du Congrès de Chambéry, 1933, 57° session). Introduction des poly-
}HLauniLaus à
nômes P == _ UVW — 1 ”,m,p du" dv” dw? | ]
91. À. LrénarD. — Formule de Green pour les potentiels du 3° ordre de M. P. Humbert
(Soc. Math. de France, LXI, 1933. Communication du 22 mars 1933).
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