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Extrait des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, tome LXI.
Par m. HERWITE.
« La théorie des fonctions ciliptiqties conduit à deux méthodes pour la résolution de l'équation du cinquième degré. La première a pour fondement la possibihté de ramener l'équation proposée à la réduite
, 2 I -t- / = X^ — JC — 7^= =- = O
de l'équation modulaire relative à la transformation du cinquième ordre. Dans la seconde, qui est due à M. Rronecker (*), on prend pour point de départ certaines fonctions cycliques des racines dont les carrés ont seulement six valeurs, et qu'on représente par les quantités
cosamau cosarn4w iosan)4« cosamau
K (K' Kd=/K' ■.•.Iv±/K' „ r
'D étant successivement -p, -^i ^ — > - — ^ De ces lonctions on
(*) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, année l858, et Journal de Crellc, année 1861.
déduit ensuite rationnellement les racines elles-mêmes, qui s'obtiennent ainsi sous forme ex|)licite à laide des mêmes quantités. Ces deux mélhodes ont été pour moi le sujet d'une longue étude, dont je me propose en ce moment d'exposer les résultats. Je m'occuperai d'abord de la réduction à la forme trinôme x^ — jc — ci — o de l'équation générale du cinquième degré, et, à cette occasion, de la recliorcbc des conditions de réalité des racines, sur laquelle M. Sylvesler a publié récemment un de ses plus beaux Mémoires (*). J'essayerai ensuite d'approfondir la méthode de M. Kronecker et de la rapprocher de la précédente, en prenant pour base le travail remarquable et |)lein d'invention dans lequel 31. Hriosclii en a exposé les principes (**). Cette niélliode permet, en effet, de ramener l'équation générale du cinquième degré à celle-ci :
.r* — Sa' -1- /j5.r p ^^,
qui est la réduite de l'équation
, , , . , I /cosamaw (•osani4(>>\ '
dont les racmes sont les quantités - -, •
^ 2 \c0saiTi4w cosaniau/
» Mon but principal sera d'effectuer complélement le calcul de la substitution qui donne ce résultat si important, et, comme les éléments algébriques invariants et covariants des formes du cinquième degré servent de base à ce calcul, ainsi qu'à la réduction à la forme trinôme, je rappellerai d'abord à cet égard les notions dont j'aurai à faire usage, u I. Soit
f[oc,j-) = a.r' 4- j/3,r*;-+ loy.r' )"■' + lo/x^j-' + bp'xjr" -i- a.')^
la forme proposée, et
.r = mX -f- ni'Y, j ^ « X -I- n' Y
(*) On llie rcnl and imaginarv roots of nlgebraical équations : a tritogy. [P/iilosop/iical Transactions. Part. III, 1864.)
(**) Sal mrthodn di Kronrcker per la risoluzione délia rquazione di quinto grado [Actes de l'Institut Lombard, vol. I).
(3) une siibslitiilion San déterminant un, propre à réduire le cov;iriant quadratique
(«j3'- /,_^/4- 37-).r = +(a«'- 3i3/3'4- av/;.rr + (a'/3 - 4/5'7 + '^v") j'
au luonùme yA-XY, où je pose, pour abréger,
A =. (aa'- 3/3,3'+ 27/? - 4 («/3' - 4i37' +- 37=) {a' fi - 4i3'7 + '3 7'=).
» Cette substitution n'est pas ainsi entièrement déterminée; mais on sait qu'on en aura l'expression générale en la faisant suivre de toutes celles qui reproduisent y/A-XY. Celles-ci comprennent d'abord la substitution propre
X = coX', Y = - Y',
et la substitution impropre
.oY',
mais celte dernière doit être rejetée, si l'on veut conserver le déterminant de la subslilution S égal à + i. Cela posé, soit pour un instant
f{mX + m'Y, nX -h n'Y) = F (X, Y) ^ [a, b, c, c', b', a') (X, Y)=, de sorte que l'on ait
F (o)X, -y) =(«co%Z»u%cw,c'w-',Z''oj-',rt'r«;-=)(X,Y)^
.) J'acbèverai de définir entièrement la substitution en déterminant w par la condition C(.y = c'cj"' ; cela fait, je prendrai F ( wX, - Y j pour transformée canonique de la forme générale du cinquième degré, et en posant, pour abréger,
je la désignerai par J (X, Y), de sorte que l'on aura
.f(X,Y) = (>.,,J^,v/^,VÂ^fx',X')(X,Y)^
» Il est aisé de voir qu'on obtiendra la même forme canonique pour
tontes les transformées déduites de la proposée y^fx, y) par une siibstittilion quelconque 2 au (léleriniiiaiil tin\ car il suffira d'effectuer dans celle forme la substitution inverse 2~' qui ramènera à la proposée, et puis de la faire suivre de S, pour retrouver rf(X, Y), le déterminant de la substitution composée Z~'S étant d'ailleurs égal à l'unité. Il suit de là que les coeffK ienfs de la forme canonique sont des invariants de la forme proposée, et il importe d'étudier avec soin ces cofficients.
» II. Je dis, en premier lieu, qu'ils peuvent s'exprimer en fonction des trois quantités "iX' = g, fjLu,'=^ et à*. Effectivement le covariant quadratique de ^(X, Y) étant devenu \ A.XY, on a les deux relations
Xft' — 4 i^ V ^" "+" 3 A: = G,
X'/J. — l\ii'sj'k ■+- ?>k = o, d'où l'on tire ces deux équations du second degré :
Zùsk'l' - [h [g - iGky - gk' [g + iGA)] X + ^Gg^T' = o, 1 2 \k'[j.- — (c)k- ■+- iGIik — gh) [j. + I 2h\k^ = o.
En les résolvant et posant, pour abréger,
A = (9/t- -4- i6hk - ghf — 2!^-hk\
on aura un premier système de solutions, savoir :
72vÂ^X = h{g- iGkf - 9A= {g + iGk) + (g - 16A-) vÂ, ?.4 yj¥iJ. = 9A' + i(J//A- — gh — VA,
et le second s'en déduira en changeant à la fois le signe de y'A dans ces deux formules. Mais, d'après le produit des racines des équations en X et fji, ce
second système pourra aussi se représenter par ^1 -■, c'est-à-dire par X'ct fj.',
de sorte qu'on aura
72 v/Â"»X' = h{s- i6A)^ - çfk'(g + 16A-) - {g -iGk) VA,
l\\l k'-^ [j! =^ Ç)k'- -+- ïGhk — gh -t- VA
» Voici donc, comme on l'a annoncé, les coefficients de la forme canonique
.f(X,Y) = (À,f;.,s/^,sA-, ,a', X')(X,Yj'
( 5) exprimés en g, h, A:, et on va voir que ces quantités s'expriment elles-mêmes par les invariants de la forme proposée.
» III. Je rappellerai cl aboril cette proposition, que, (p(.r, >■) et ç (x, ^T") désignant deux covarianis d'une forme /, si l'on pose
(p (.r, j) = OoX' 4- a, jc'-'j- +. . . + a,_, xy"-' + rt, j", d'où
ç(— j, jr) = a.,x'' — a.,_,x'-\r + ...-+- { — iy~'n,xy-' + (- l'/floj'i l'expression
sera encore un covariant de /, et je dirai suivant l'usage qu'il a été obtenu en opérant avec (p (x, j-) sur ç, [x, y). Cela résulte de ce qu'en faisant
y (mX 4- w' Y, nX -+- n' Y) = AoX'^ + A. X'-' Y + . . .
+ A._, XY"-' + A„ Y'^ = $ (X, Y), et
f^ (mX + m'Y, nX + n'Y) = $, (X, Y),
l'expression semblable obtenue en opérant avec 0(X, Y) sur $, (X, Y), savoir :
sera
<|;(/nX + m'Y, nX ■\- n'\).[mri — m'n)'^,
où l'exposant V, du déterminant de la substitution est le degré dey^ {x, y). Je ferai usage de cette proposition en prenant pour $, (X, Y) et $ (X, Y) la transformée canonique de la forme du cinquième degré et son covariant quadratique, de sorte qu'on ait
$(X,Y) = VÂXY, <^, (X, Y) = J(X,Y).
On obtiendra ainsi, sous sa forme canonique, un premier covariant du troisième degré :
VA -^^ = io VA (fx, v'^-, V'^% p.') (X, X)\
(6) et, en opérant avec le carré île $ (X, Y), ce covariant linéaire :
Enfin on sait que le iléterminant
"^K^'D — dx dy dx dy est aussi un covariant. car on a
Faisant donc
«I>(X, Y) = v'ÂXY,
et prenant successivement pour $, les deux covaiiants auxquels on vient de parvenir, savoir :
(I) v'X(p-,VÂ,v^,fjL')(X,Y)»,
(II) A(v'ÂX + vlY), on obtiendra les suivants :
(III) A(3p.,v'^, -v'Â, -3,a')(X,Y)%
(IV) AVÂ(sÂX- vÂY),
qui sont encore du troisième et du premier degré en X et Y. Maintenant on voit qu'en opérant avec (I) sur (III), on est conduit à un invariant du huitième degré, y A' {p-lJ-' — ^') '• je le désignerai par B. En opérant avec (II) sur (IV), ou trouve un invariant du douzième degré, \ A^.A\ que je représenterai par C. On a d'ailleurs
XX' — 3 ^ij.' H- j A = V A ; de sorte qu'ayant posé
XX' = ^ , IJM.' — h,
on peut déterminer g, // et A' au moyen de rinvarianl tlu (piatrième degré A. et de ceux du Iniitiénie et du douzième degré, fpi'on vient de définir, par ces relations :
g —"ih -^- 2k= yJA, /(—/, = -=, k = —=■■,
(7) d'où l'on tire
A'+3Ar. H-C , ABH-C
» Enfin j'observerai qu'en opérant sur (I) avec le cube du covarianl linéaire (II), on obtient un invariant du dix-huitième degré, ayant pour forme canonique y^A' y/A' {p-~ l^')- J^ le désignerai par K, en posant
d'après les valeurs précédemmeni doiuncs de a et p.' en fonction de g. /?, A', on voit que
el, par conséquent,
K== A' A = A' [ (9A- + I (■) hk - gfi r - a/jV/A^'].
Or il vient, en remplaçant g, //, A par les valeurs ci-dessus,
K^=(A- + 3R)-AB=-f--2(A-H-3B)(A-- raB)BC+ (A=- 72B) AC^~48C';
de sorte que K" est une fonction entière des invariants A, B, C. Une dernière et inq>ortante proposition nous reste à établir pour terminer ce sujet, c'est que tout invariant, quel qu'il soit, peut être exprimé en fonction entière de A, B, C et R.
» IV. Désignons en effet un invariant quelconque, fonction entière des coefficients de la forme du cinquième degré :/= (a, /3, 7, 7', j'3', a') {■tc, j/, par
je remarque d'abord que la transformée canoinque
ayant été déduite de y par mie substitution au déterminant un, on a également
et l'on en conclut, d'après les expressions des coefficients X, /j-, etc., données
(8) précédemment,
p -hQ v^ï
en désignant par P et Q des fonctions entières en ^, /i, k. Mais distinguons entre les invariants directs et les invariants liauches, et pour cela considérons la transformée déduite de la forme canonique par la substitution impropre
savoir :
.f, = (X',pL',V^,xÂ-, .a,X)(X.,Y.)=.
On remarque qu'elle ne diffère de g que par le signe de y'A, de sorte que l'expression du même invariant I, relative à J,, sera
Nous aurons donc, selon qu'il s'agira d'un invariant direct ou d'un invariant gauche,
ou bien
Ainsi, dans le premier cas, Q =r o, et dans le second, P = o. J'ajoute que le dénominateur k" disparait dans l'une et l'autre de ces expressions, qui prendront dès lors les formes plus simples P et Q\ A. On va voir, eu effet, que d'après la nature même de la fonction 0, aucune de ces quantités ne peut devenir infinie pour A: = o; car, quel que soit u, on peut poser
0(/., IX, \k, \k,iJ.',).') =0(Xw', ,afo\ \k''>, yÂw"', ,w.'w~', X''jj~');
et, en prenant w = \'^, nous allons reconnaître que dans ce cas le second membre est nécessairement fini. C'est ce qui résulte inunédialement des expressions
72 v/Â*X = h{g- 16k]- - ç)k- {g -+- 1 6A) + [g - \ ()A ) VA. 2/4 s F^ = 9A' + I G //A - gh - v'Â,
(9) qui donnent, en supposante = o,
Ces deux quantités étant limitées, on voit qu'il en est de même de
X'u-'' = -S- et u'«-' =
on serait d'ailleurs parvenu à la même conclusion, si l'on eût pris un autre signe pour le radical v A dans les expressions générales de X et ^i, car on aurait opéré de même en supposant oj = —=, et considérant X' et p.' au lieu
VAde X et |u,.
» Ce qui vient d'être établi fournit une première donnée sur l'expression d'un invariant quelconque des formes du cinquième degré, au moyen de ceux qui ont été définis précédemment et nommés A, B, C, K. Ayant en effet
A^ -h 3 AB -f- C , AB 4- c , C ~r K
ff = = •> h = — =-5 k =-=.-, vA^^-F^'
° s/ A' \\' V'A' VA"
on voit l'invariant du dix-huitième ordre figurer comme facteur dans l'expression générale Q y'A des invariants gauches, tandis que A, B, C se présentent seuls dans les invariants directs. Mais pour parvenir à notre conclusion, exprimons en A, B, C, K les coefficients de la forme canonique. En posant, pour abréger,
L = C + ^ ABC= + ^ A- [(3 B + A=)* (C + AB) - 3o AC(C + AB) - 9 AC=],
M = C^+- ABC - 4a'(3B-+AC+A^B), 2 24
L'=^(5C+AB}K
M'=-iK,
on trouvera
XvC'' = r^~L'U, X'vC^=-L-i-L'U,
( to ) ot) a d'ailleurs
D'après cela, je fais la substitution
dont le déterminant est numérique; elle donnera le résultat suivant :
[ X + X'+ 5 (/x 4- a' ) -h 2.) vÂ J VÂ^T^ + 5 [X - X' -^^fjj.- a.')] \ T' P l 4- ,ofx -(-X'4-fjL + fi'-4vÂ-] vÂT'U^-4- io[X-X'- (/JL-,a')lvÂ^T=l.' -+- 5 I X 4- X'- 3 (fjL + //) + 4 \ Aj vÂ^TLI*+ [X - X'- 5 (pi - ij.')] s Â^ l %
ou bien, d'après les valeurs de X, p., X', ;jl',
2\/tF(L+ 5MC + ioC')T^
- iovC^(L'-+- 3M'C)AT*U
-h 20 \/C^( L + MC - aC*) A-' T* U»
-2oVc^(i;-]M'c)ru'
+ io\C^(L-3MC+2C*)A.-»TU'
- 2\/cF='(L'-5M'C)A-'U'.
Cette transformée pourra servir, absolument comme la forme canonitpic, à donner l'expression générale des invariants de la forme du cinquième degré, qui seront des fonctions entières de ses coefficients. Or, on observe que A, dans les termes en T^ U", TU*, U*, disparaît comme dénominateur; d'après les valeurs de L, M, L', M', on obtient effectivement
L'- 5M'C)A-' = -Î7BK
» Tous ces coefficients sont ainsi des expressions entières en A, B, C, K, ayant pour diviseur y/C^, et par conséquent un invariant quelconque sera une fonction entière des mêmes quantités divisée par une puissance de C. Mais les considérations précédentes ayant déjà conduit aux expressions P et Q\ A, entières en g, h, A, on voit que ce dénominateur, représenté par une puissance de C, disparaîtra nécessairement comme facteur commun. C'est le résultat que je m'étais proposé d'établir et qui autorise à regarder A, B, C, K comme invariants fondamentaux, puisque tous les autres quels qu'ils soient en sont t!es fonctions rationnelles et entières. M'arrétant à ce point dans la théorie algébrique des formes du cinquième degré, je reviens à mon objet principal en établissant la proposition suivante, qui sert de fondement à ma méthode, et montrera comment les invariants s'introduisent à titre d'éléments analytiques et jouent le principal rôle dans la résolution de l'équation du cinquième degré.
» V. SoitJ[.T^ j) unejorme de degré quelconque n, et (p[jc,j-) un de ses f avariants de degré Ti — 2 en x et jr; je dis que les coefficients de la transformée en z de l'équnlionj [x. i^ =; o, obtenue en posant
sont tous des invariants de J [x, j).
» Avant d'exposer la démonstration, je rappellerai qu'on nomme covariant de
tout polvnù[ne y [x^ y\ a, b, c,...) dont les coefficients sont fonctions entières de n, b, c,... et tel, qu'en posant
f{inX^ in'Y, nX + Ji'Y) == (A, B, C,...; ^X, Y)^ on ait
s(X, Y; A,R,C,...^= {nin' — ni'n)' '^ {niX ^ m'Y, //X + w'T; a. b, c,...). On voit qu'en faisant, pour abréger,
F,X,Y)=/(/«X + "/'Y, nX + !i'Y) et <I)(X, Y) = 9 (X, Y; A, B, C,...),
le polynôme <I> est déilnit de F absolument comme 9 de f.
» Cela posé, je considère les deux équations homogènes
(]iii donnent celles de l'énoncé pour^= i, et d'où on déduit aisément celles-ci :
( 'fy-^^? i^' y) = O' ^'^ i '^ , ^
sur lesquelles je vais raisonner. Si l'on y remplace les coefficients a, b, c,... par ceux (le la transformée A, B, C,..., elles deviendront
( z.^+X<I'tX,Y) = o,
et il s'agit de comparer le résultat de l'élimination de x et centre les équations (i) avec celui de l'élimination de X et Y entre les équations (2). J'observe à cet effet qu'on peut introduire x et j' au lieu de X et Y en posant
jc=^ iiiX-i- m' Y, j — nX -h n' Y, d'où
rlF df flf (IF , (If , (If
de cette manière les équations (2), en y remplaçant 0 (X, Y) par {mn'— m'nY (p{x,y), deviennent
Or, en multipliant la première par n, la seconde par n' et retranchan't, il viendra
z{mri' — l'i'n)'^ _ (,,x + «'Y) (m?i' — m'ny(p{x,r) = o,
( i3 ) OU évidemment
(if *
De même, en mullipliant la première par m, la seconde par m', et reIranchant, on obtient
Ce sont donc précisément les équations (i) qui se trouvent reproduites, en y multipliant ç [x^ y) par {mri — m' n^-* ou remplaçants par; — ; — ' , ,. ,
et il va être ainsi prouvé que les coefficients de la transformée sont bien des invariants de J [oc,y). En effet, cette équation en z sera, d'après un théorème connu, privée de son second terme, et si l'on désigne par D le discriminant, elle aura cette forme ;
J3l, B,..., pétant des fonctions entières de «, b, c, .... Maintenant, si l'on remplace z par , — -, r^—» elle deviendra
z"-+- [mn' - m' n)-'-- ^ z"-^ -h (w«' -/«'«)"-' ^ z"-' + .. .
-h [mn' — m'n"'~" — - = o,
d'où l'on voit que par le changement de rt, b, c,... en A, B, C,..., les coefficients p-'^'--*' ^» et, par conséquent, 3t, B,...,^, se reproduisent
multipliés par une puissance du déterminant de la substitution, et sont bien des invariants.
i> VI. Ce qui précède ne peut être appliqué aux formes cubiques et biquadratiques, qui n'ont pas de covariants linéaires ni de covariants quadratiques, mais plus tard on établira pour toutes les formes de degré n, égal ou supérieur à cinq, l'existence de divers systèmes de « — i covariants ilii degré n — 2. Désignant par
l'un de ces systèmes, et posant
•»• 1 • • II çf'^j ') • ....
] introduirai 1 expression z = —, , qm contient n — i quantités arbitraires /,, <2>--i 'n-o coinine formule générale de (ranslorination à l'égard de réquationy'foc, i) = o de degré quelconque supérieur au quatrième. On va voir ainsi disparaître en quelque sorte les coefficients de cette équalion, pour faire place aux invariants, et la suite de ces recherclies montrera comment ces quantités prennent le caractère d'éléments analytiques dans les plus imporlantesiquestioiis de la théorie des équations algé])riques. En ce moment, je me borne à observer que 51, l3,..., ^ deviendront des fonctions homogènes de <,, t^,...^ t„_f, du second, du troisième, et enfin du n''"" degré, dont les coefficients seront des invariants de la formey (x, j"); et pour montrer immédiatement comment intervient leur propriété caractéristique, en prenant, par exemple, ^, je vais déterminer le degré de ces coefficients dans les divers termes t\, t?^, t, t^-, etc.
') Nommons indice tliin invariant ou d'un covariant ç (.r,^) l'exposant /, qui figure dans l'équation de définition
9(X, Y ; A, B, C, . . .) = imn' - m'n)'(p{fnX -+- m'Y, «X -+- n'Y; a, b, c,...),
et soient /,, /j,..., /„_, les indices des covariants ç, (x, y), o^ix, j),..., 9ii-i{^'j j) qui entrent dans la formule génér.ile de transformation. D'après la démonstration donnée (§ V}, le changement de n, h, c,... en A, B, C,..., dans l'équaiiou en z, revient à remplacer t,, fî,..., par i,{nm' — m'n/>'\ tz[mn' — iti'n)'~*,..., et il en résulte immédiatement que l'indice du coefficient d'un terme quelconque t^ t^ dans % sera /«-h i^— 2. Mais ce coefficient a pour diviseur le discriminant dont l'indice est «(« — i); par conséquent rindicodu numérateur sera la somme /«4- i^ — 2-\- n{n — i), et son degré en a, b, c,... le double de cette quantité divisé par n, c'est-à-dire
'■ ~ h 2(n — i). En inli'oduisaul le dfgré o^ du covariant ipy.(x, j)
en a, i, c,..., au lieu de l'indice /'a, d'après la relation liy = «o\ — « -t- 2, cette formule se simplifie et devient o\. 4- â^ -h an — 4- On trouvera pour la forme cubique Î3, absolument de même, qne le degré du coefficient de txtit.^ est o\ ■+- oN -+- o\ ■+- 3ji — 6. Ce sont ces fonctions 21 et Î3 (jui jouent le principal rôle dans la réduction à la forme Irinùmede l'équation du cinquième degré, car cette réduction dépend de la résolution des équations J3l = o. S? = o. Et ici le |)oint qui m'a semblé le plus essentiel et m'a le plus préoccupé consiste à vérifier la première en ex[)riinant /,, t^, /,, t^ en fonction linéaire de deux indélerminées. La méthode à laquelle j'ai été amené repose en entier sur le choix des quatre covariauts du troisième degré qui entrent dans la formule de tiansformatioii,et voici comment on les obtient.
( «5 ) « VII. Une remarque facile à établir, et dont j'ai déjà fait usage ailleurs, me servira de point de départ. Elle consiste en ce que les coefficients des termes en | et vj, dans le développement de l'expression
OÙ tf[x, jr) et (p, [x, j) sont deux covariants d'une forme quelconque / (jT, j)^ sont encore des covariants de la même forme. En supposant 9 ("fi j) du second degré et 9, (.r, j) du troisième, on voit ainsi un premier CQvariant cubique doimer naissance à trois autres, et les éléments de la formule de transformation
tf< (j, 1) 4- f<<p;(.'-, 1) + fyj (-r, 1) + wtjijx, ()
semblent s'offrir d'eux-mêmes, en partant du covariant quadratique
? i>, j) = (a/5' - 4^7' -+- 3 7-) :c= -h (aa' - 3p,S' + 2 7/) aj + («'/3-4/3'7+37-)j%
et du covariant du troisième degré obtenu au § III, en opérant avec (f (jc, j^) sur la forme proposée /{x, y). Désignons, pour les introduire dans l'expression (i), par $(X, Y) et <I>,(X, Y), les transformées canoniques de ^(x, j^) et ç, (x, jr); on aura
$(X, Y) = v'ÂXY,
$, (X, Y) = /jiX' -t- 3 v'ÂX= Y + 3v^^XY= -+- fx'Y% et on pourra remplacer
par
<!>, [(? - »; VA) X, (? + 0 y/Â) Y], Posant donc
$, [(I - >5 s/Â) X, (? + •/, VA) Y] = ?»$. (X, Y) - 3f y,$, (X, Y)
voici, sous forme canonique, les expressions des covariants que nous
{ '6) soimnes tuiU d'alioiJ ameiii-s à prendre jjour 9i(.*i/)i ^2{x,j-), elc, à sa\oir :
«I), (X, Y) = v'Â (fiX' + 3 s Â X= Y 4- 3 vl- XY- + ,a' Y») , a>s(X, Y) = A (jxX' + v^X^Y- v^^XY» - ^'Y»), <l>,{X,\) = \/'K'{iJ.X' -\k\'\ - vÂ-XY^ -H /Ji'Y''), <1>,(X, Y) = A^l.aX'-Ss^X-YH- 3vÂXY=- ^'Y').
Le premier est du troisième degré par rapport aux coefficients de la forme pro|)osée, on, si l'on veut, du troisième ordre (*), et a rerude M. Sylvesler la dénomination de canonisant. Sous cette forme de déterminant, savoir :
fil'^^, j)= 3
^.3 _^2j^^-^2 — Jt'
il sert de base au mémorable travail de l'illustre analyste sur les conditions de réalité des racines de l'équation du cinquième degré. Je me bornerai à observer, à son égard, que toute forme cubique [a, b, b', a') {x, yY admettant pour covariant l'expression
(a/;' — 3abb' + a'a-, b"" b' -h aba' — -xab'-,
— b'- b — ab'a' -h aa'b', — a//' + 3a' bb' — an'-) [x^j^,
on en tiie un nouveau covariant du troisième degré et du neuvième ordre (J/, (j:,_;'), dont je désignerai la forme canonique par ¥,(X, Y), de sorte (pion aura
^F, (X, Y) = vÂ^ (2 \!¥- '5iJ.k 4- (J-'p.') X'
-t- 3 v'!» ( yF + fxpi' s ^ - -j-iik) X= Y
- 3 v'Â» (v'F + /J,a' \ k - 2/ji'A) XY-
- vF(2 v'F - 3 a.'/.- + iJ-ix'-) Y\
Le second covariant Çj [x, j), qui est du cinquième ordre, donne lieu à une
(*) Pour abréger, je désignerai désormais sous le nom d'orrfre, le degré des covariants ou invariants de /{x, y) par rapport aux coefficients de celte forme.
( '7 ) observation importante. Lorsque la pro|)Osée y (x, j)) admet un facteur linéaire au carré, il contient ce facteur à la première puissance, absolument
t \ , ■ , <lf df . . , , , . , . , ,
comme les dérivées — et — ; voici la démonstration de cette propriété.
» Désignant par c et t deux constantes arlntraires, j'observerai qu'en prenant pour les coefficients X, /a, etc., de la forme canonique
?=(X, fjL, V^, V^, p.', X')(X,Y)% les valeurs suivantes :
/X=^(3(7-^ 2t)tO-%
ik = --'■ -'
fJl' = 7(3t -I- 2C7)(7T%
\ X' = (6r-5ff)T= qui donnent identiquement
Xfi' — 4p. V^ + 3 A- = o, X'/j. — [\[j: y/Â- + 3 A = o, elle devient
(3t-4^)otS (6T-5ff)T'](X, Y)'.
On a donc ainsi, dans le cas d'une racine double, l'expression générale de la forme canonique, et, par suite, de tous ses covariants. En particulier, on obtient
(I)2(X, Y) = iA((7X + TY)[-(Q7+ 3T)ff-,
ce cpii établit la propriété annoncée. Mais on reconnaitra qu'elle n'appartient plus aux covaiianls ^^{x^y) et ç< (j:, >), et c'est ce qui conduit à les remplacer respectivement par les suivants :
qui sont encore du septième et du neuvième ordre, et où elle se retrouve. //. 3
( '8) On obtient en effet, dans le cas d'un factein- double, les expressions :
= - VÂ'(crX-(-TY.[(2 7 + 3T)<7», -((7+ aT)T7, ((7+ 3t)t-|:\. Y;\ 4*,(X,Y)+3A<Ds(X, Y)+961',(X,Y)
et si on les désigne de même par 9, (x,^) et ç^ {x, j) afin de ne pas multiplier les notations, leurs formes canoniques seront :
a>,(X, Y)= sÂ^(5,aX»-vÂX-Y-sXXY= + 5|x'Y»), <I>,(X, Y) = v'Â^bVÂfji + 96(avF - 3fxA- + ix'ij:-)] X'
-3vÂ'f3v/Â"s'Â- - 96(vr'-t- fJL.a'vÂ - 2.aA)]X-Y -t- 3 \/Â5[3s ÂyÂ- - 96(v/^+ /Jia's Â- - i(j.'k)]\Y'
- n/Â^I" 7 n'Â/ji' + 9G (2 s F - 3y.'A- + ixu-)] Y' ,
ou encore
<D,(X, Y) = \T'[jg - 53/^ + 1 ioA;,a - G4 VvÂ|X'
- 3vÂ"' [(3g + i5r^ - 9oA)s À - 64X>^]X='Y -I- 3vÂ^[(3g: + I 5i // - 9oX-)s Â - G4\a'- JXY'
- \'^'\i78- 53A + iioA);ji'-64X>vÂ]Y'.
» Tous les covariants dont se compose la formule de transformation pour l'équation du cinquième degré sont maintenant déiinis ^*), et il ne me
{*) Celui du neuvième ordre nicrile d'èlre remarqué; si l'on opère en effet avec le coviiriant (|uadratique sur <fi{x, y"\, on est conduit à un covariant du premier degré qui, dans le cas où la proposée contient un facteur linéaire élevé au carré, coïncide avec ce facteur. Sa forme canonique est
A'[(3g' -f- i5i /( — 90X ) V^ — 64"aV^]x — k\['ig-\- i5i /i — yoX) V J — t)4X(x"] Y.
Un résultat analogue a lieu pour toutes les formes /=(«, A,..., h', a')'..T,y)'> de degré impair et supérieur à trois. Soit, en effet, D le discriminant; M. Caylev a <lémontré que jiour D = o, le covariant
</D rfD d\-) r/D
( '9 ) reste plus qu'à montrer que l'invariant du huitième ordre D= A-+ 128B est le discriminant de cette équation. Effectivement les équations (i) relatives au cas d'un facteur douhie donnent
g = (_ 3o^-+ 6it7- 3oT=)a'T% 23 A = (Go-- + i3tc- -+- 61- )G^r^,
d'où
et en remplaçant g, k, k, par leurs valeurs en A, B, C,
A^-Hi28B = o,
ce qui fait voir que D s'évanouit bien dans le cas où la proposée admet deux racines égales. L'invariant du douzième ordre D, = aSAB + 16C, qui se présentera bientôt, pourrait être appelé second discriiuinant, les deux conditions D = o, D, = o exprimant que la proposée contient deux facteurs linéaires doubles.
» VIII. Nous voici parvenus à un point bien important et qui servira d'épreuve à toutes les considérations précédentes, c'est le calcul de la forme quadratique à quatre indéterminées désignée par %. Déjà nous savons que les coefficients de cette forme sont des invariants, je vais prouver de plus qu'ils contiennent tous le discriminant D, comme facteur, le coefficient du seul terme t^ étant excepté. Reprenons à cet effet l'expression
^ tfii^:, i) -(- K(fj(x, i)-|-i'cp3(x, i)-\- (V<fi{x, i)
et soit pour un instant
0(,r) = ^^92(•^) 0 + ^fdi^i >) -I- '^''P*('^» 0»
je dis qu'en nommant x^, x, , x^, x^, x\ les racines de l'équation proposée, la quantité 0(a:"„) seradivisible par(j"o— x,) (jt,,— Xj^ [Xg— Xj) [x^ — x i) .
devient la piiissanee ri'""' du facteur contenu alors dans/" au carré. Or en opérant sur ^(j:,))
avec la puissance du covariant qiiadralicjuc du second ordre de la forme proposée,
le cuvariant du premier de^ré et d'ordre 3« — 4- aiifjuel on sera ainsi amené, sera évideminenl, pour D = o, ce facteur linéaire. Dans le cas de « = 3, niais dans ce cas seul, il s'evauuuit ideulifpiement.
Remplaçons à cet effet -. ^, -, ^, - dans0(x) par leurs valeurs en fonc-
r» y. CL y^ CL a
tion des racines, Q{jcJ prendra évidemment la forme suivante :
II (-^0' •^1, "^2' '^SJ -^4),
n désignant une fonction entière. Cela étant, plarons-nous dans le cas de fleiix racines égales, en supposant par exemple Xo = x,, chacun des covariants qui entrent dans 0 .ri, et par conséquent cette fonction elle-mèmt-, s'évanouira pour .r = x^- H en résulte que U{jc„, x,, .Tj, .r3, x,) s'annule quand on y fait x^^x,, et il en serait de même pour
Xg = X^) Xq — ^a> "^0 — "^4 !
dou l'on voit que celle expression est divisible par
{x„ — X,) {x„ — x^) [Xg—x^) {x„ - .r,).
On peut donc, en désignant par $(x,) une fonction entière, écrire
tf,{x, l)
Cela posé, et observant que l'équation en z n'a pas de second terme, j'exprime — par la somme des carrés de ses racines, ce qui donnera
le signe V dans le second membre se rapportant aux diverses racines x = Xo, X,, etc. Or, on sait, par un théorème élémentaire, que
se réduit à une fonction entière, et l'on voit par là, qu'à l'exception du coefficient t-, tous les termes de ~ sont entiers^ ce qui démontre la proposition annoncée.
» Déterminons maintenant l'ordre de ces termes à l'aide de la formule du § VI,
et qui s'appliquera, en prenant pour ô*, , o\, o\ , o\ , les valeurs 3, 5, 7, 9.
Pour les coefficients de t-, ti>, v"^ ; u', uw, u'', on obtiendra it-s nombres 12, i6, 0,0; 16, 20, 24, midtiples de quatre; quant aux coefficients de tu, tiv, uv. v%K', ce seront des invariants d'ordres impairement pairs : 14, 18, 18, 22, et par conséquent tous sont nuls, car en les divisant par le discriminant qu'ils contiennent en facteur, l'ordre des quotients est inférieur à 18, qui est le plus petit degré possible d'un invariant gauche. On reconnaît ainsi, et avant tout calcul, que % est la somme de deux formes quadratiqu* s à deux indéterminées, l'une en t et i', l'autre en u et xv, de sorte que le mode de solution de l'équation 21 = 0, dont dépend essentiellement la réduction à la forme trinôme de l'équation en 2, se présente de lui-même en égalant séparément à zéro ces deux formes.
» Voici cette équation qu'on obtient par une méthode facile :
J [D,<=-6BD^i^-D(D, -ioAB)f=j ^^' i +D[-BM=-f- 2D,^^iv-^-(9BD- ioAD,)î»'^] = o,
D, , comme on l'a dit plus haut, est
25AB+ 16C, et eu posant
B,l'- 6BBtv - (D, - 10 AB) P- = o.
Bu-- 2D, mv- (9BD - ioAD<)ti- = o,
on trouvera, si l'on écrit, pour abréger,
N = DÏ-ioABD, -hgB^D,
ces valeurs bien simples :
3BD-+ V ND D, -H v/n
t= ., U=-^XV.
Aussi avais-je pensé qu'elles étaient la conclusion définitive de ma méthode, lorsqu'un nouvel examen de l'équation (i) me fit apercevoir cet autre mode de solution oià des invariants du huitième ordre seulement figurent sous les radicaux carrés. Eu l'écrivant ainsi :
D,(^- — Di^^ -f- 2Duiy - loADîv^) ■+- BD(ioAi'= - 6(i> - u- + gDii'^)^ o,
on la vérifie si l'on pose
<2_D('=-i- 2Duw- ioADn'^= o,
loAi'^ — Gt'.' — n- ■+- f)I)u'- ::= o.
Or, en faisant
/ = -^ V DT, ;/ ^ U -f- 5 AW, p = -L V, u' = W,
ces équations deviennent
T= _ v='-4-4UW =o, _5AV=-»-3v'DTV+ 0=*+ loAUVN -f-(25A= - 9D)W» = o.
La iiromière est satisfaite par ces valeurs :
T = 6W--U, V = oW-+^iu,
où c reste arbitraire, et en les substituant dans la seconde, il suffira pour la vérifier également de |irendre
|5' = 5A + 3vf).
)) Deux voies s'ouvrent donc comme conséquence de ces deux modes de solution, pour achever la réduction à la forme trinôme en calculant et résolvant léquation du troisième degré JD = o. Et connue on ne peut voir d'avance aucun motif de préférer Tune à l'autre, toutes deux doivent être suivies afin d'en comparer les résultats, et reconnaître les irralionnalités qu'elles introduisent dans la formule de substitution. Mais me sentant plutôt attiré vers la méthode de résolution de l'équation du cinquième degré à laquelle ]\I. Krouecker a attaché son nom, j'ai préféré consacrer à l'approfondir le temps que ces calculs paraissent exiger. J'indiquerai cependant quelques cas particuliers où ils s'abrégeraient beaucoup, eu supposant par exemple D, = o ou B =^ o ; car il suffirait de j)rendre dans le premier,
v= o, « = 3\ Dir,
et dans le second,
Enfin, si l'on avait _
5A -H SyD = G,
ce qui rendrait illusoires les expressions de T et \, on devrait poser
d'où
/=-î=VDT, « = 5AW, v=--^T, »>=W.
(23 ) En m'arrètant donc à ce point, en ce qui concerne la premièie méthode de résolution, je vais encore, avant de m'occuper de la méthode de M. Kronecker, déduire de ce qui précède la détermination, au moyen des invariants, du nombre des racines réelles ou imaginaires de l'équation du cinquième degré.
i> IX. Les résultats obtenus dans l'étude des formes à deux indéterminées, indépendamment de leur intérêt propre, paraissent avoir pour conséquence de donner à la théorie des équations algébriques une base nouvelle, et je ne pense pas m'éloiguer trop de l'objet principal de ces recherches en montrant de quelle manière les nouveaux éléments de l'Algèbre, invariants et covariants, s'introduisent dans les questions résolues pour la première fois par le théorème de Sturm. Mais on verra leur rôle commencer seulement à partir du cinquième degré, comme pour rendre manifeste, sous un nouveau poi«t de vue, la profonde différence qui sépare les équations des quatre premiers degrés, seules solubles par radicaux, de celles des degrés supérieurs. Ainsi ou a déjà remarqué que la formide générale de transformation
n'a pas d'existence effective à l'égard des équations du troisième et du quatrième degré; mais, ces cas exceptés, je vais donner la déhnition des « — i covariants qui servent à la composer.
» Je dis, en premier lieu, que toute forme du degré n ailmet un covariant quadratique du second ordre en supposant ii impair, du troisième pour n = 4* + 2, et enfui du cinquième pour /i = 4' + ^, ce qui exclut le cas de n = 4"
» On a effectivement, pour les formes du second et du troisième degré [a, h, a) {jc,j-)-, [a, b, //, a') (x, j^y, ces covariants :
{au' - h\'[a,b,a'){x,j)\ (rt-rt'' -H l^nb'^ 4- ^a'b^ - 'dlrb" - Gaa'bb']' X {b- - ab\ bb' - au', b'- — a' b) (.r, jY,
d'ordre 2/-f-i et l\i-k- 2; on en conclut par la loi de réciprocité l'existence, pour les formes de degré aZ + i et 4'+ 2, de covariants quadratiques du second et du troisième ordre. Pour le dernier cas, il est nécessaire de partir des formes du cinquième degré, et je vais établir qu'elles ont un covariant quadratique d'ordre 4' +■ 8. J'opère à cet effet sur le covariant
cdbique et du troisième ordre, ayant pour expression canonique
$. (X, Y) = VA (fJL, sÂ-, sÂ-, -x') (X, Y)\
avec le cnvariant linéaire et du cinquième ordre obtenu au § II, savoir :
A(vÂ-X-t-vÂ-Y).
On parvient ainsi au covariant quadratique et du huitième ordre, savoir :
sÂ^A[(s^-fA)X*-(vÂ-K)Y=],
et il sulfit de le multiplier par A' jjour obtenu- l'ordre ^i-^8, de sorte qu'on conclut, par la loi de réciprocité, comme précédemment, l'existence d'un covariant quadratique du cinquième ordre pour le degré ^i-i-8.
)i Ce résultat peut servir de base pour généraliser la notion dos formes canoniques (*) telle qu'elle a été donnée au début de ces recherches; mais actuellement je me bornerai aux conséquences que voici :
» Désignant par ç {x, j) le covariant quadratique auquel on vient de parvenir, j'observe qu'en opérant sur la proposée avec y {x,j) on obtient un covariant du degré n — 2, que je représenterai par ç>, {jc,j). Cela posé, et en recourant de nouveau au théorème dont il a été fait usage au § VII, le système des n — 1 covariants du degré « — 2 pourra être défini par les coefficients des termes en S et 0 dans l'expression
.1 A la vérité, et dès le cas de n = 5, ces covariants ne sont pas ceux qui ont été emiiloyés; mais ils présentent cet avantage d'avoir des transformées extrêmement simples, qu'on peut obtenir explicitement si l'on y fait la substitution propre à ramener <p{jc,)') à la forme monôme \AXY. Et c'est ainsi qu'on peut démontrer qu'ils sont linéairement indé|)endants ; mais j'arrive immédiatement, sans m'arrêter à ce point, à mon principal objet, qui est d'obtenir, au moyen des invariants de la forme proposée y" (.r,j)), le nombre des racines réelles et imaginaires de l'équation f{x, 1)^0.
(") On ne pourrait plus, en considérant par exemple le septième degré, déterminer les coefficients de la transformée ^ = (>, (t, v, \p, \fi, v', p', X') (X, Y)' en fonction de W = g, fin' = //, v/ := X et /. Il sera nécessaire de joindre à ces quantités, v — v', ^ — u.', et même > — >.' qui s'expriment faiilemeiU par des invarianls gauches; jiar cela seul on peut juger quelle différence sépare le cinquième degré des degrés supérieurs.
( ^5) >■ X. Acei effet je rappellerai le principe, dû à Jaco])i(*), qu'en réduisant à une somme de carrés, par une substitution réelle, la forme quadratique
[to + (1/,-h >rt, + . . . + a"-' l„ _ ,r- + (/„ -f- //, -f- l)- /,+...+ b"-' /„_,,,- + . . . + (/o + kl, + A-/, + ... 4- /."-'/„_,)%
où a, b, . .., Ix sont les racines de l'équation proposée, le nombre des carrés alfectés de coefficients négatifs est précisément égal au nombre des couples de racines imaginaires. Et si l'on fait
7ro(.r), ;:, (jr),..., 7:„_| (j:*) étant des fonctions rationnelles quelconques de X, le même fait a lieu à l'égard de la forme plus générale
Or, en prenant
n [oc] -to + j^j^^ -,
tous les coefficients seront des invariants de f[jc^ y), et par conséquent, si on la réduit à une somme de carrés, ce seront bien des invariants dont les signes détermineront le nombre des racines réelles et imaginaires de l'équation f{x, i) = o. On peut encore observer qu'en posant
on aura
n^(«) + \V[b) + ... + n^k) ^,itl + '^-'[a) + 4)- (A) -+-... + a''^ (A),
de sorte qu'il suffit d'opérer sur la forme quadratique à « — i indéterminées
F = 0- (rt) + <D= (*) + . . . + <I'- (A-).
C'est ce que je vais faire dans le cas de l'équation du cinquième degré, en supposant comme précédemment, pour obtenir la réduction à la forme
(*) Uber cincn algclirnisclun Fumlamentnlsatz urid sviiic Aruvcnduiigcn {^Journal de Crellr, t. L); iforez aussi une Noie i\i: M. tJorchardt faisant suite à l'article de Jacobi. //. A
{a6 ) trinôme,
<yi(.'-, i) -f-Hij»,(-r, l) -hv<fj(,x, i) -4- n'y, (j, r)
ce qui donnera
^DF = [!), /- — OBD/i' - D(D, -ioAli)i'-J
+ D[- B«- + 2D, «ir + (()iîD — ioAD,)tv-].
» J'observerai d'abord que le discriminant désigné par D est le produit des carrés des différences des racines, multiplié par le facteur positif 5\ et on en conclut aisément que la seule condition D < o est nécessaire et siitfisante pour que l'équation possède deux racines imaginaires et trois réelles. Mais l'hypothèse D > o convient aux deux autres cas de cinq racines réelles ou de quatre imaginaires, qu'il s'agit donc d'examiner.
» Pour le premier, F doit se réduire à une sonune de carrés tous affectés de coefficients positifs; ainsi il faut et il suffit que les formes quadratiques
(I) D,<--6r)D/P— D(D,- ioABu'=,
(II) -BM-+2D,Mtv4-(9BD- ioAD,)tv"
soient définies et positives. Faisant donc, comme au § VIII,
N = D;- loABD, -i-girD,
ou atu'a les criteria suivants :
» Pour le second, deux des coefficients des carrés doivent èlre négatifs, ce qui est réalisé de deux manières différentes : d'abord par la condition imique N > o, car les formes (I) et (II) seront ainsi des différences de carrés, et ensuite en les supposant toutes deux définies, l'une étant positive et l'autre négative. Cela donne avec N < o les conditions
ou bien celles-ci
c'est-à-dire simplement liD, > o.
B On remarquera que p irmi ces criteria ne figure point la combinaison
( 27 ) et le motif de cette exclusion est qu'on supposerait ainsi les formes (I)el (II) définies et négatives, c'est-à-dire F réductible à quatre carrés affectés de coefficients négatifs, ce qu'on reconnaît impossible d'après son origine même. Le tableau suivant peut donc résumer nos conclusions :
N > o, une racine réelle, quatre imaginaires;
N < o, BD, <; o, une racine réelle, quatre imaginaires;
N < o, BD, > o, cinq racines réelles.
h Mais voici un autre système de criteria auquel va nous conduire la méthode suivante.
» Supposant toujours le discriminant positif de manière à n'avoir à distinguer que deux cas, j'écris, comme au § VIII,
-DF = D,{t-- Di'--^2Dmi'-ioAn'^) + BD(ioAv=- Gtv — n""-^ gBiv^).
Cela posé, soit pour un instant
^J = t- — D^'-h aD;<u' — lo ADh%
^ := loAi»^ — 6ip — u^+ 9D1V-', d'où
(p+ w^=[f= — (3u;t-+(ioAu — Djt^']-[co«=— 2Dm(v + D(ioA — 9u)u'^].
On observera qu'on peut rendre un carré parfait chacune des deux formes (fuadraliques en t et v, u et n>, en posant
9 w^— loAu -I- D = o,
(le sorte qu'en nommant u et 0/ les deux racines de cette équation, on aura
<£ H- co ^= (< — Z'j>vY — w (n w) »
et, par conséquent,
D. <r + BD^= ^^^^ [t - 3.'.r- .' [u - l ».)']
» Or voici les conséquences de cette nouvelle décomposition en carrés : >) Supposons les racines w imaginaires, c'est-à-dire aSA^— qD < o, on
( 28 ) pourra (Widemment poser, en désignant par T, L, \ , W des fonctions linéaires réelles de /, ii, r, \\\
Cl) — ^ u
rw-^ f< - 3 COI')' - (T - v^^v)\
D,0. — BD/ D
D,o.'— BD/ D \2 / , v2
u - ,-- - « »• =llJ — V — iVVj,
de sorte que F deviendra
(T+ v'3Tv)V (T- V - i V)=- (IJ + V -"^w)'- (u - V -7w)=,
o!) l)ien
» Nous parvenons ainsi à deux carrés alfectés de coefficients négatifs, et, par conséquent, quatre des racines de l'équation proposée sont imaginaires.
» Soil, en second lieu, aSA^— 9D > o; deux cas seront à distinguer suivant que A sera positif ou négatif.
» Dans le premier, les deux racines w sont positives, ou est donc comme
tout à l'heure conduit à deux carrés dont les coefficients sont négatifs. Et
Il 1-1 1 > -1 »•» ' D,w — BD dans le second cas il en sera de même encore si les quantités 7—5
— ; sont de signes contraires. Or on trouve
(0, w - BD) (D, 0»'- BD) = - ND,
d'où la condition
» Enfin, eu supposant N < o, F se réduira à une somme de carrés, dont les coefficients auront tous le même signe, et par conséquent seront positifs, le cas où ils seraient négatifs devant être rejeté comme on la déjà vu. Les conclusions qui précèdent sont ainsi résumées :
i5A' — 9IJ < f>i ii'iR racine réelle, (]uatre imaginaires;
a5A-— 9I) > o, A > o, u;ie racine réelle, quatre imaginaires;
7.5tV — 9D > o, A < o, ]N > o, une racine réelle, quatre imaginaires;
A^— 9D > o, A < o, N <; o, cinq racines réelles
( ^^9 ) » Elles s'accordent avec les résultats auxquels est parvenu M. Sylvcster dans le Mémoire déjà cité, et j'observerai, pour en faciliter la comparaison, c|u'oii a, entre A, B, C et les quantités désignées par J, K, Tj, A dans ce ÎMémoire, les relations suivantes :
J --= A, R ^ -B, 9L=;C^- AB, A = A'- a'-L.
» Mais la marche que j'ai suivie ne saurait conduire à ce fai', si important et si nouveau en Algèbre, des crileria renfermant un paramètre variable entre certaines limites, et qui me paraît une des plus belles découvertes du savant géomètre anglais. C'est dans une autre direction que je vais encore un instant suivre ces questions intéressantes, en tn'occupant du système des fonctions dont les signes servent à déterminer le nombi-e des racines réelles, comprises entre des limites données.
« XI. Après avoir remplacé pir des invariants, dans les équations de degré supérieur au qu.itrième, les expressions données par le théorème de .Sturm ])our la détermination du nond)re de leurs racines réelles et imaginaires, on est amené à se demander s'il n'y a pas, à partir du cinquième degré, ime modification correspondante à découvrir dans le système des fonctions que ce théorème célèbre présente sous une seule et même forme analytique pour les équations de tous les degrés. On peut ainsi })enser à retrouver leurs propriétés caractéristiques dans certains covariants, afin de les employer alors au même usage; mais ce sont des covariants doubles qui m'ont paru s'offrir an moins de la manière la plus immédiate et la plus facile, comme je vais le montrer.
» Mon point de départ est dans une généralisation du système des fonctions
V = (.r-rt)(,r -/;)... (x~ /■),
jiJ{x — a) [.c— b)
que je vais d'abord iniliquer.
(3o) » Eiiijiloyan' avec JI. Sylvester(*), afin d'abréger, le symbole Ç <7,6,...,^) pour désigner le produit des carrés des différences des racines a, b, . . . , g, je poserai
V'„ = (j:' - a) (x' - Z.). . . (j:' - A-) Ç(fl, A, c,..., A), de sorte que -~ sera l'inviirianf de la forme quadratique
2 ?^ ('•• + '^•'' + rz' /, + ... 4- «' ^)^
» De là on conclut déjà, d'après le principe de Jacobi, que le nombre des variations de ia suite
(i) V, -ip,, \\,..., \''„
est égal au nombre des racines réelles de l'équation V = o comprises entre .r et x', plus le nombre des couples de racines imaginaires. Cette dernière quantité se déterminant en faisant jc = x' , on voit que les nouvelles fonctions qui sont à deux variables remplissent le même objet que celles de Sturm. J'ajoute qu'elles ont absolument les mêmes propriétés, et bien que je n'aie pas à les employer ultérieurement, j'indiquerai, à cet égard, les propositions suivantes.
» Soit
V>, = A, jc"-' -f- B,x"-'-' -!-...; les coefficients A,, B,, . . . étant des polynômes entiers en x' du degré /, ou
(*} On a 'flicory of thc syzygelic relations, dans lis Transactions /j/iilosnp/iitjiits de i853, p. 457.
(3, ) aura entre trois fonctions consécutives, ^Vu ''^i» ^Vn 'a relation suivante :
Aj \V. - [A,_, A, X + (B,_, A, - A,_. B,^]^, + A;_, \V, = o.
» On voit ainsi qu'elles poiu-ront de proche en proche s'obtenir en partant des deux premières, 'C'o ou bien V qui est le premier membre d<! l'équation proposée, et '<>, dont voici lexpression. Supjiosaut que V soit donné par la fonction homogèney(x, j) pour ^" = i, on aura
en faisant de même j- = i .
» C'est donc nniquement dans l'introduction de cette quantité à la place
de la dérivée V, = -7- que consiste la modification apportée aux fonctions
du théorème de Sturm, et, pour bien en montrer l'effet, je vais employer succinctement le mode de démonsti'ation de ce théorème fondé sur des considérations de continuité, en laissant fixe la quantité a' et faisant croître j" de x^ à X. Partant pour cela de l'équation
IX — a
je remarque si .v' es! en dehors de ces limites et supérieur à X, par exemple, <\ se comporte exactement comme la dérivée V,. D'ailleurs, quand une fonction intermédiaire quelconque 'C,- s'annule, 'C',.., et •<>,>, sont de signes contraires; donc l'excès du nombre des variations de la suite (2) pour X = X(,, sur le nombre des variations pour .r = X, est égal au nombre des racines réelles de l'équation V=o, qui sont comprises entre jr^ et X. En supposant x'< j^^, on pourrait encore raisonner de même, mais en faisant décroître x de X à a'^. Enfin, fpiand x' est compris entre Xg et X, on trouvera que l'excès du nond)re des variations pour x = jT;, sur le nombre des variations pour jr = X représente le nombre des racines réelles comprises entre Xq et x , moins le nombre des racines comprises entre x' et X, et ces résultats s'accordent évidemment avec l'énoncé donné plus haut. » J'indiquerai, en second lieu, la relation
W, et U, étant des polynômes rationnels et entiers en x et x' . I>e premier W,
■ ( 32 ) est l'iiivarianl de In forme quadratique
2 (-v - a) Ur' - a) {/„ -^ af, -^ a- /, + ... ^ n'-> l,^, )-,
de sor;e que la suite des polvnômes à deux variables
donne par les variations, absolument comme la suite des fondions %'',, le nombre des racines réelles comprises entre x et jc', augmenté du nombre des couples de racines imaginaiies. Pour avoir l'expression de U,, soit
5 ip) = (« -Pii^- ^') + (/' - l') {b - x' j -H . . . + {^" -P){k- x') =2] (« - P) (« - ^'). et de même
et ainsi de suite. On trouvera ainsi
\J, = ^[x-a){oi'-a)b^a),
TJ, = 2^-^' - "y.^ - b).'x' -a]fy - lK^{a, b)0'{a, b),
U, = 2 (-ï- - «) (-^ - *) (^ - c) . (x— rt) (.r' - ^>) {.%'- c) Ç (rt, A, r] 0- (r/, /;, c),
» La loi de ces expressions est évidente, et bien que dans l'équalion (2) l'indice i ne doive pas surpasser n — i, on peut néanmoins les Ci.utiuuer jusqu'au terme U„ qu'on trouve aisément avoir pour valeur \'', ">;'„• On obtiendrait de même d'ailleurs
W„=V^?,„ d'où \V, = o, comme on pouvait effectivement s'y attendre. Mais cest la relation
( 33) qu on doit surtout remarquer; si, pour abréger, on représente par —■>
— ,■■■■, — les valeurs de la fonction V, pour x = rt, è,.... A', de sorte que
CAO
on aura les expressions suivantes :
On voit assez, sans aller plus loin dans cette étude, l'étroite liaison de ces nouvelles fonctions avec celles du théorème de Sturm dont elles reproduisent les propriétés analytiques. Elles servent ensuite de transition naturelle et facile pour arriver à celles dont je vais établir l'existence à partir du cinquième degré et qui sont des covariants doubles de la forme^ (j!% j), l'équation proposée étanty (x, i) = o. Pour cela, il suffira de remplacer la forme quadratique
qui donne naissance aux fonctions <', par celle-ci :
où l'on a, comme au § X,
rP(n),
En effet, les expressions ^ étant des covariants doubles, et les quantités n(rt) des invariants, tous les coefficients de cette forme seront des covariants doubles en x et y d'une part, jc' et j' de l'autre, et auxquels on pourra donner^ {jc, j) pour dénominateur commun. Mais je ne veuxpas m'éteiidre davantage sur ces questions générales, qui m'éloigneraient de mon sujet; je m'abstiendrai même d'appliquer ce qui précède à l'équation du cinquième degré, pour entrer ifnmédiatement dans l'étude de la méthode de résolution par les fonctions elliptiques dontM.Rrunecker est l'auteur. Les H. 5
( 34) recherches que je vais exposer m'offriront d'ailleurs l'occasion de donner un système spécial au cinquième degré de ces covariants en x et^, x' et y i\\\\ peuvent remplacer les fondions de Sturm.
>' XII. La Iransforinalion des fonctions elliptiques conduit à deux sortes d'équations algébriques de la plus grande importance pour l'Algèbre et la théorie des nombres; les unes sont entre les modules X et A", les autres
entre le multiplicateur ^ et le module. Ce sont ces dernières qui ont été, au point de vue de la résolution de l'équation du cinquième degré, le sujet des beaux travaux de M. Kronecker et de M. Brioschi, et comme les résultats obtenus par ces éminents géomètres me serviront de point de départ, je vais les rappeler succinctement.
n D'après un théorème de Jacobi, démontré dans le n° 3 des Annali di Mntemalica, année i858, par M. Brioschi (*), on sait que les racines de
ré(]uation du sixième degré enlre — = j: et k, savoir :
, — sin ani4« sinamSt)
sin ruaiii 4 u sincoaiii8u
« étant successivement ^ et ^ pour v = o, i, 2, 3, .\, s expriment
v/x^ = A„-+-p'A, -f-pA,,
(le la manière suivante.
» Désignons par yo"» celle qui corresponil a w = p » ce qui conduit
naturellement à adopter la notation \jxa> pour la première qui est donnée en faisant 00 = ^; on aura
, ^ l v'-'":^. 3= Ao ^5 , \lx,
\ V.f, = A, +p'A, + p'A,, \jx,
r, étant une racine cinquième de l'unité. Ces expressions remarquables n'appartiennent pas uniquement d'ailleurs à l'équation entre .r et k : elles se retrouvent à l'égard des racines des équations analogues (**) que donne
la théorie des fonctions elliptiques entre le module et les quantités x^,
(*) Le P. Joubert avait trouvé, de son coté, la même démonstration, en s'occupant delà formation des éfiualions entre M et k pour la transformation relative au cinquième, septième et onzième ordre {Comptes rendus, séance du 12 avril i858).
(**) M. Bbioscbi, Siil mcthodo di Kronecker pcr la risolitzione délie equazioni di qiiinto grado, nota 2", et le P. JouBF.nT, Comptes rendus, i858, p. 34 1.
(35; J^ T» ^ ( -^ +-7=^) > etc. L'idée hardie, et qui devait être si féconde,
d'étudier en général toutes les équations du sixième degré dont les racines s'expriment de cette manière, quels que soient Ao, A,, A2, revient on entier à M. Kronecker. Un premier résultat, obtenu mais non publié par le savant géomètre, a été donné par M. Brioschi dans le n° 4 des yinnali di Matemalica, année i858, et consiste dans la formation même de cette équation du sixième degré. Si l'on pose
A = A2+ A.Aj,
B = 8AJ A, A, - 2 A^Af A^ + A?A^ - A„ (AJ+ A|),
C== 32oA«A^A|-i6oAf,A«A3+ 20A2 A* A^ + 6A^ A^
-4Ao(32Aj-2oA^A,Aa+ 5 AJA^) (A^+ A^) + A;"-+ A.^",
elle aura cette forme remarquable (*) :
[x - A)'(x— 5A) + ioB(^- A)' -C(x- A) + 5B^ - AC = o.
» Un second résultat extrêmement important est dans l'abaissement de celte équation au cinquième degré (**). Les expressions données par la formule
l'indice v étant toujours un nombre entier pris suivant le module 5, sont en effet les racines de l'équation suivante, où 5' Il représente le discriminant (***) de la proposée, savoir :
j=-2oB/* + io(3B=- AC)jr^ ^- 2oB(5B=' - AC) 7- + 5(2iB* - 26ACB= + 5A^C^)jr + v'n = o.
Enfin cette réduite peut être simplifiée, et, en posant \ j = /\Z, M. Brioschi parvient ultérieurement à ce beau résultat (****) ;
, 5B , 5(c)B'— AGI I 4 ?r
^ --F ^^-^^6 ^+ 4:vn = o.
Il sert en effet d'origine à ces équations remarquables du cinquième degré
(*) M. Kronecker, Uber die Gteichungen funften Grades [Journal de Crelle, année 1861).
(**) Le cas particulier de l'équalion M et k avait été pour la première fois obtenu par le P. Joubert. ( Comptes rendus, séance du 12 avril i858.)
(***) On trouve aisément, pour A = o, n = (O — I2=B>}=; et pour B =^ o,
(****) N° 5 des Annali di Mntcinatica, année i858.
(36) dont les racines s'obtiennent sons forme explicite à l'aide des transcendantes elliptlqnes, et qni, à cet égard, offrent denx cas principaux. Le premier s'obtient en posant
alors l'équation du sixième degré en x n'est autre que la relation entre le multiplicateur et le module considérée plus haut, et, comme on l'a dit, on a
\fx ■■
sin anitd sinamooi sincoam4w sincoamSw
Quant à la réduite, elle a la forme trinôme
à laquelle j'ai eu pour but, dans la première partie de ces recherches, de ramener toute équation du cinquième degré. » Le second cas s'obtient en posant
A — O, D — ~ Jî^n' ^ — ^ '^TJn '
il conduit à la réduite
ou plus simplement, en mettant -pj- au lieu do z,
et c'est à cette équation particulière que la méthode de M. Kronecker permet, comme on le verra bientôt, de ramener le cas général. Quant à l'équation en x du sixième degré, ses racines s'expriment de cotte manière :
, — cos a m Ol to cos ani 4 w
V ar = 7 '
cosam4w cosamaw
'•) étant toujours -^ et g ; nous avons ainsi les quantités par lesquelles M. Kronecker est parvenu le premier à l'epréscnter certaines fonctions cycliques des racines do l'équation générale du cinquième degré, et par conséquent les racines mémos de celte équation. Mais je renonce à dire, en énumérant ces divers résultats, ce que je crois plus particulièrement appartenir au géomètre allemand et à M. Brioschi, plusieurs choses fonda-
( 37 ) mentales me paraissant avoir été successivement découvertes par les deux auteurs. Je citerai surtout ce qui concerne les résolvantes de l'équation générale du cinquième degré, dont les racines ont la forme donnée par les équations (i). J'ai étudié avec admiration l'analyse donnée par M. Brioschi sur ce point si important, et elle me servira de base pour les considérations que je vais exposer.
» XIII. Désignons par S,, l'indice étant un nombre entier pris suivant le module 5, les racines de l'équation (a, |3, y, 7', /3', a') (Ç, i)^ = o, de manière à représenter par ces formules de M. Betti, savoir :
où a, b, c sont également des nombres entiers pris suivant le module 5, les 120 permutations de ces racines. Elles se décomposent en ces deux groupes de 60 permutations conjuguées, savoir :
de sorte que toute fonction rationnelle des racines, invariables par les substitutions d'un de ces groupes, n'aura que deux valeurs distinctes, et s'exprimera rationnellement par les coefficients de ly proposée et la racine carrée du discriminant. Considérant désormais comme quantité adjointe cette racine carrée, on pourra se borner aux subtitutions I, et les fonctions des racines dont nous allons surtout nous occuper, qui ont seulement six valeurs, seront caractérisées comme ne changeant pas par les substitutions |^,^_^j. Soit donc w = F (^0, ^1, £2) S3, £4) une telle fonction, et u,, ce qu'elle devient en remplaçant £,, par ^3^,^^, les six valeurs qu'elle pourra prendre pour les ^ 60 pernuitations I seront u, ?/<,, u,, u^, «3, «4, et le système de ces quantités donne lieu à la remarque suivante. Convenant de représenter la première par i/oa, et les autres par u,,, l'uidicc étant pris suivant le module 5, on vérifiera très-facilement qu'aux substitutions
,„ II. I iï. 1 u. I
correspondent
l.,) U.v) Ua»'
"«+) ) ( Wi,, ) 1 Ut
Mais les substitutions (A) répétées donnent toutes celles des formules I,
( S8) et il est visible qu'en composant entre elles les substitutions (B), on Irou-
vera pourrésullat j u^„^y [? a, b, c,d étant des entiers pris suivant le
' cn-i-d !
module 5 et tels que ad — bc est résidu quadratique. On voit danc que le (jroujte ^Q l'équation ou u, dans le sens de Galois, est le même que celui de I équation modulaire du sixième degré; mais cette remarque, que j'avais déjà indiquée (*), n'est qu'un premier pas vers un résultat beaucoup plus important donné ainsi par M. Brioschi.
» Supposons qu'au lieu d'être invariable par les substitutions ^^, ^, la fonction des racines qu'on vient de désigner par u soit cyclique, mais cliangc de signe quand on y remplace ^^ par S,^ ; on trouvera qu'aux deux
premières substitutions (A) correspondent celles-ci : | " !, " |,
et que le résultat de la troisième est représenté ainsi :
1 i/^ Ha n, //., //3 II;
Cela posé, faisons dans les relations (i) du paragraphe précédent :
Ap V 5 — k^ s 5 + Ao + A , -+- A, + A, -t- A«.
^ A, \ 5 = Ao + f/A, + /s'A., + p-Aj-f- ûA-,,
- \„ ^ j — ko -+- pf>', -+- p'-k., -+- f 'A3 + |(y'A,,
p étant une racine cinquième de l'unité, satisfaisant à la condition
^/S = p-4- p-- - p- - p\ et elles deviendront
yjx^ = K. v'^ -I- A-„ -f- A-, -f- Ao -I- A3 4- A,,
V-^O = ^cc -+- ^"oV^ — ''I -•- '^"2 "*~ ^3 — kt
y/.r, = A^ — /•„ + A, V 5 — An -+- A3 -+- Aj, yjjc., = A^ -+- A„ — A-, + A, v'5 — ^".1 ■+■ kt, \/^ = A^ + Ao + A-, — Ao -H A-3 v/5 — k^,
V^4 = ^cc ~ ^0 ■+■ ^1 + ^: — ^3 -!- ^^4 \^ .
(*) Sur la théorie des fonctions homogènes à deux indéterminées [Cambridge and Dnhliii Malhematical Jourritjl, annde }85^). ' ^
( Soi » Or, en représentant le système des quantités x et A par x^ et A„, l'indice devant recevoir les valeurs co , o, r, 2, 3, 4, on vérifie ioimédiatement
1 ,•, .■ I ^" \ \ ^''' I j . n • i V-^" \ qn aux substitutions j j, j /h correspondent celles-ci \ >,
^_^ , et enfin que la suivante ,=^' ,"' ," ," ,' , donne ( -v'x,„ ) ' ^o. /':., -/'M A3, A„ -A, )
absolument de même pour résultat
l yj-x'o, \'x^,-\îx,, VJ-3, v'-^2, -V-a^'* ;
On voit donc qu'en posant A„ = u„ les substitutions élémentaires (A) effectuées sur les racines §^ ne feront quereproduire, sauf l'ordre ou le signe, les
quantités yX;;; par conséquent il en est de même de toutes les substitutions!, et les coefficients de l'équation du sixième degré en o^sont des fonctions rationnelles de ceux de l'équation proposée du cinquième degré, et de la racine carrée du discriminant.
» La belle découverte de M. Kronecker est une conséquence immédiate de ce qu'on vient d'établir. Revenant en effet aux expressions désignées dans le paragrapbe précédent par A, B, C, on voit qu'en disposant de la fonction cyclique m et du module, de manière à avoir
les six quantités y'a: seront explicitement données par la formule
cosam2M cosara4w cos am i^ w cos am 2 m
» A cet effet, soit pour un instant
la fonction cyclique choisie par le savant géomètre est celle-ci, où figurent deux indéterminées p et q, savoir :
« = (012) + (laS) + (234) + (340)4- (4oi) - (o43) - (432) - (321) - (210) - (10/4).
" Cela étant, la condition A = o détermine - par une équation du se-
cond degré; la relation
dont le i)remier membre dépend seulement de -> donne A' A'-; enfin la con-
diiion B = — -j— 777 acliéve de déterminer p et q. Voici maintenant une
remarque importante qui suit de cette méthode.
» XIV. On a vu tout à l'heure que l'équation du sixième degré
(i) [x— A)'(jc — 5A) + ioB(j: -A)' — C{x - k) + 5B- — AC = o
était réductible au cinquième, la transformée obtenue par M. Brioschi ayant pour racines les expressions
Z.j ■=■ -—^ [(•'"ce — "^"Z ("^»-l-i — •3^v — i)('3^v-T-2 — Xj—ij\'t
on l'indice v prend les valeurs o, 1,2, 3, 4- H s'ensuit qu'en partant tie l'équation générale
et faisant k„ ■= u„, nous allons pouvoir revenir au cinquième degré en obtenant comme conséquence du passage par l'équation fi) ces résultats bien remarquables. En premier lieu la transformée en r, savoir :
, , .SB 3 SfoB' — AC) I 4 77
ne contient pas, comme on le voit, de puissances paires de I inconnue. En second lien, comme on l'a dit pins haut, dans le cas de A= 1, B = o,
C = — a'A-A''-, et dans celui-ci : A = o, B ^ — -7777-,' C = 2* — ^^77^ — >
c'est-à-dire, an fond, en supposant B = o ou A = o, cette transformée peut être résolue par les fonctions elliptiques. On voit donc combien il importe de reconnaître de quelle manière dépendent les inconnues z et |; voici connue on y parvient.
» Soit pour un instant
B=A,. -i-A„+^(/,, + A,), S = /.. +A,H-^(A^-A„), T= A3 — Aj H — A, — A.t),
on trouvera immédiatement
V-^oo - V^^o = -^ s, \/â7 + \jx„ = 2 (V5 + i) R
\jx, — \lx^ = 'jT, v'-^^, + \|x'^ — 1 (v5 + i)S,
v'jTo — V-a^s = — 2(v'5 -t- i)T, y/x, 4- \!xi = aR,
et l'on en conclura Zq = sRST, e désignant un facteur ninnérique.
» De cette expression rationnelle par rapport aux diverses quantités A„, ou déduira ensuite une autre racine quelconque z,, en effectuant la substitution ( " |. Ce résultat montre qu'en faisant A„ = M„, le produit RST, qui
devient alors une fonction ralionnelie des racines £(,, ^,, £o, ^3, g^, est symétrique par rapport à quatre d'entre elles, et peut s'exprimer rationnellement en So, au moyen des coefficients de l'équation et de la racine carrée
du discriminant. Effectivement, la substitution | " [, par laquelle z-, se
( lin + V )
déduit de z^, s'obtient, comme on l'a vu dans le paragraphe précédent, en faisant sur les racines ^ la permutation circulaire qui consiste à ajouter le nombre v aux indices. Cette propriété singulière et si remarquable du système des valeurs de la fonction cyclique désignée par u, se retrouverait encore dans le produit de ces trois facteurs où « est arbitraire, savoir :
R = My -- «0 "+" ''' ("2 + "3)»
S = M, -f- «, -!- Oj (w^ — ,/^),
T = «3 — Mn -h w (;/, — M4). » Ainsi on reconnait que les substitutions
qui laissent 2o invariable, ne changent pas non plus le produit RST, car elles donnent pour résultats
» Mais nous proposant d'approfondir cette nouvelle formule de trans- //. 6
(oi million qui ramène a l'équation (2) l'équation générale du cinquième degré, nous supposerons toujours dans ce qui va suivre o) = - — — ■
» XV. En prenant pour n un invariant par ra|)port aux racines, cette expression z — RST, comme celle dont j'ai d'abord fait usage, savoir,
, _ tf-'.-^, ') -^ "fijj^, ') -t-fy»(j, 1) + wy.(j. 1)
conduira à une translormée dont les coefficients seront des invariants de la forme f^= («, p, fi', 7', a') (r,^)'. Les deux substitutions se ramènent en effet an même type, et chaque expression u donne naissance à des covariants cubiques tels que y, (j?, j"), 92 (x, j"), etc., mais dont l'ordre est toujours un multiple de 4 augmenté de 3. J'ajouterai encore à ce rapj)rochemeut outre les doux niélliodes de résolution de l'équation du cinquième degré, en déduisant de la seconde les conditions de réalité des racines. Sous ce nouveau point de vue, on verra qu'il ne sera plus nécessaire de recourir au principe de Jacobi, le caractère propre de la seconde méthode consistant en ce qu'on opère toujours directement sur les racines. C'est pourquoi nous aurons lieu d'employer, dans tout ce qui va suivre, une transformée canonique de la forme proposée, différente de celle qui a été considérée an début de ces recherches. Nous la définirons par une substitution linéaire^ qui donne pour résultat
et de manière qu'aux racines r^i =m ?ji la» ?« correspondent respectivement les quantités i, £, o, oc , vj, en posant
_ (go — Sa) jgi — g») _ >g. — ?;)(£, — ë,)
i> Soil donc I = v."Q{'za, ImIj» la» I») l'expression en 5„, £,, etc., d un invariant d'ordre pair quelconque n; en désignant le coefficient de £^' dans f") par 0 C:^, S,, Zr,, z,, =4), on aura pour forme canonique
M Je vais appliquer ce résultat à l'invariant du dix-huitième ordre K, dont je rnppeller;ii d'abord l'expression en fonction des racines.
» Soient à cet effet
F — (lo — =l) (?0 — -.i) \'-.i — -.2) + [-.0 — -.■>) [-.U — -.3) {?. — T«)>
f" = (lo — =1) {-.0 — =2) (?4 — I3) -I- (,?o — =3) (lo — 1*^ (4i — 42y> H = (?o - I.) (?„ - i,){i, - %,) 4- (Ho - ?,) (?, - I,) (?3 - ?,),
et convenons de représenter par F,, G,, H„ ce L)ue deviennent respectivement ces quantités, en ajoutant aux indices des racines, toujours pris suivant le module 5, le nombre v; on sait qu'en faisant
on aura, abstraction faite d'un facteur numérique,
K=^ a'*XX, X.XjX,.
» Cela étant, désignons par ^,, c,',, *), Jes formes canoniques des quinze facteurs F,, G,, H,; elles s'exprifneront en e et c comme il suit :
-?, = u£ — {^ ~ -ri, g.. = c -H -^ — £/;, -f, = c -H 7; — I ,
et si l'on pose
la transformée canonique de l'invariant du dix-huitième ordre sera
K = (5 tt)" iCoX, 5C-J «X-a X,, .
» Ces quantités F, G, H ont pour notre objet une grande importance, et tout à l'heure il sera nécessaire de connaître comment elles se permutent
trouve aisément ces résultats, savoir :
i -G -TI3 -F, - F, IL i'
H H, H, II3 H. I
ot par consi'quent les expressions suivantes,
a* F F, Fo F, F^ , aMIH, H, H^ (1^.
qu'on reconnaît immédiatement être des invariants, et qui sont aussi des fonctions cycliques dos racines, se reproduiront l'une et l'autre, changées
de signe, lorsqu'on fera la substitution ^' !• Elles réunissent donc les
conditions qui permettent de les employer à composer une foiiclion u contenant deux indéterminées; mais leur étude exige qu'on considère on même temps que F, G, 11 les quantités
F,n désignant par /,, g,, h, ce qu'elles deviennent lorsqu'on ajoute v aux
indices des racines, gements que voici :
1 trouve que
la substi
\ =■■■> ution ■
(45 ) » La substitution ' donne pour résultats :
fh
(1011 l'on voit que sauf certains changements de signe, les deux groupes de quinze quantités se permutent de la même manière, quand ou effectue les mêmes permutations sur les racines de la proposée. Me bornant à remarquer en ce moment qu'en posant, pour abréger,
/=(|o-|,)(?0-?.)(lo-?3)(?0-?«),
on a les relations suivantes :
CP - H
j'arrive immédiatement à l'étude de nos fonctions cycliques. » XVI. Soient à cet effet
U = a''FF,F,F3F„ V=««HII,H,H,H<,
de sorte qu'on ait pour l'expression de u avec deux indéterminées
n = p\] -f- (yV,
le système des six valeurs : «^, m„, u,, n^, «3, u^ s'obtiendra, d'après ce qui a été dit au § XIV, en effectuant sur la première, qui représente u^ , la
substitution ' , ce qui donnera m, eu prenant /= o, i, 2, W, t\. On
aura d'après cela :
Uo = - a^FH.G.G,!!, V„ =. a'HG, F.F.G.,
U, = -a»HF, HX3G,, V, =a»GH,G2F,F.
U, = - a'^GTI.FjlIjG,. V, = a»F G.H.GjF,,
U3 = -Cf'GG.H.FjH,, V3 =a°FF, GJI3G,.
U, -^ - «niG.G.HaF,, V, = a-G F, F.GjH..
or, en faisant, pour abréger :
f'=-r+§K ^'=g^+A h'^h^+jg,
ces expressions donnent lieu aux transformations remarquables (pie voici ;
( U^. == ' a»F(/i»H- -)- hh' FH 4- h'- 1), \ U„ ^-. 4- ««F(;iMl- - ///i' FH + h'H),
1 U, =. - «'=H(g»G= -Hgg^'GH -f-g'^/), U, = + a»G(/'F- -ff'FG -^f'H), U, - -a«G(/»F--+//'FGM-/-/), V. - - a«H(/'F^ -//'FH -/-/), V„ = -f- a«H(/»F- -i-//'FH -/'="/), ( V, = - «"GlA^H^-F M'GH -//-/), i V, = -i- «"G(A»H^ - /i/i'GH - h'H), I V, = + «''F(g»G^' + gg'FG -g'=/), ( Y3 - ^«"F(g=G-= -gg'FG-g'^0-
» La démonstration est facile, comme on va voir; il suffit, en elfet, d'établir la seule relation
U„ = «»F(A'H= -T- A//'FH + h'H), pour en déduire toutes les autres. Or elle revient à celte égalité :
F.FjFjF, = h*\V H- hh' FH -+- h'H,
qu'on vérifie immédiatement en employant les expressions suivantes :
F.F, = i|. -i,)hU-^{£, --S,)(?o -?=)(/'= --/g), F3F, = (I3 - ?,)''H -+- (?. - £3) (Su - ?,) (A' +/è'J,
(47 ) et observant qu'on a idenliquement
Quanta ces produits F, Fj, F3F4, je remarque qu'en multipliant le premier, par exemple, par a'/i /a, on obtient un invariant par rapport aux racines, dont la forme canonique est {5a]^ tJb — -^1) [zî — r — r,) [î -h r, — ir, ■ Voici d'ailleurs la forme canonique de la quantité
aV'.y ,[(?, - ?,)^H + (=:„ - a,)(a„ - l,)(Jr +Ji
de sorte qu'ayant
{le. — £- —ri) (c- + Y; — £-o) = (2 — i)"'î' + (2'' — Se' -1- £)>? — £''(£ — 2),
on établit par l'égalité des formes canoniques celle des expressions proposées elles-mêmes. Après avoir démontré la relation
U^ = rj}Y[h^W- -r M'FH -F h'-l),
nous en déduirons comme il suit toutes les autres. » Soit pour un instant
nous obtiendrons d'abord Uo, en effectuant sur les racines la substitution
I '' \ qui laisse / invariable et donnera
Uo = <I'(F, -\\,h,h',l).
» Maintenant, ajoutons aux indices les nombres 1, 2, 3, 4, il viendra, en désignant par /,, l.,, la, l^ les valeurs correspondantes de /, et de même par J[ , g\, h\, etc., celles de /', §', h' :
( 48) Effectuons ensuite dans chacune de ces égalités la substitution ^ ! » o"
en tirera les suivantes :
_U, =^$( G3, F3, /,, Jl, /, ,
Enfin, dans chacune d'elles ajoutons aux indices des racines le nombre nécessaire pour ramener dans la fonction $ les quantités F, G, H, et on obtiendra de cette manière
d'où l'on conclut, comme on voit, les résultats qui concernent les quantités U. A l'égard des quantités V, il suffira d'effectuer dans les égalités qui
précèdent la substitution y^' , car U., L'o, U, , Uo, U,, U, deviennent
par la - ¥,,¥„, V,. V,, V,, V,, de sorte qu'on aura
-V. = $(-H, F, -/y, Ij,
et toutes les relations données plus haut se trouvent ainsi démontrées.
( 49 ) » XVII. La considération des quantités U et V ne suffit pas seule à l'objet que nous avons en vue, et aux résultats précédents il est nécessaire de joindre ceux que nous allons tirer des fonctions cycliques du second ordre envisagées par AI. Brioschi dans le beau et important travail déjà cité : Sut inelodo di Kronecker per la risoluzione délie equnzioni di quinto grado. Voici d'abord les valeurs de ces fonctions, ainsi que leurs formes canoniques en s et yi :
u, = a^:|„-s,u?.-ç.);S2-^3)(?3-?.)(ç,-?o) = 25tt=£(I-£)(I-•/3),
u. = a' ( ï, - ?0 ^1,- ?„) (;„-!,) (?.- I3) (?3- 2, 1 = .na^s (£ -V,) ( I - y;), u, = a- (I, - ?„) ( |„- S/^ (S, - H3) (ç3 - ?.) (ç. - ?.) = ^ ^n' v;(i - s),
u, =a^-(|,-|,U?2-l3l(l3-|o) ,ç„-?,ni.-Ç.)= 25o^y,(£-73)(E-i);
0, ^ «- |„-?;.'f^2-|ih?., — ?,)(li-?3)(=3-?o' = 25a--/;(>7 — e),
u., = a^:?o-?;Wç.-?.K?2-23)(|3-|.U?.-?o^ = q5o*-/î(i-£) (■-■/,),
t., = a^(i,-|,(S,-2,0(?4-?o)(l„-S3U?:.-?2' = 25a»£(£--/3)(-^-i), H3 - «^ (?3-S2VS.-|„) (|„-2,^ (?.-?,) (?,-|3l = 25a= (£ - y,) ; . - c),
a^(|,-?3)v?3-=,)(?.-l2 i£.-|„) (£„-£,)= 2Ta=£(i-y
Cela posé, et au moyen des formes canoniques, ou vérifiera immédiatement les relations suivantes, dont on verra bientôt l'importance, savoir- :
2U, = -h a=AfF + H), 2i), = — a^/(F — H), l 2U„ = + aV?fF - H), 2i)„ = -a-/(F +H),
! 211, = — a'g (H — G), 2U, =-t- «•■'// fH -H G), j 2U, = - «-g^fH-f- G), IV, =+ a.-h{\\- G),
I ixu = - v.y (¥ - G), IV, = _ a=g (F + Gj, au, = - or/iF -+- G), 21)3 = - a- g (F - G).
J'en déduirai d'abord l'expression des invariants du quatrième, du huitième et du douzième ordre, de la forme du ciucjuième degré, en fonction H. 7
( 5o ) (le F, G, H et /, g, h. On trouve aisément, en effet,
«i-t- «'-+-",' + "! + »! + K = — a5 (aSA + 3v^5D;, oi^u: + u:-(-u;4-i):-ho: = — a5(25A — 3v/5Dj,
et par conséquent
a'[h^ (F- -4- H=) -\-g^{W + G») +f'{G^ -h V j] = - .So(a5A ■+- SVSDl. a«[/ï(F--t-H^) + AMH- + G^)+^MG=' +F^)] =- 5o (c»5A - 3v'5D).
d'où
a*[y»(2F='-i-G^ + H')+gV2G=-l-H«-i-F^)+/j^2H = + F»-f-G^)] = -25ooA, a*[/3(H= _G=) +g*(F»-H=') + //VG= - F-)] = 3oo vSÔ.
Considérons ensuite la somme des produite trois à trois, qu'on peut écrire de cette manière :
(u4 -H K) (uî + u;) (n; + u;) -+- ul=u', (uj + u) + ul+nl)
+ a]vi',{al+ttl + n\ + nl) 4-ir,u', (ui+u; + u| + un-
FJle est la même pour les deux groupes de quantités u et u, et a pour
valeur 4 . t° (— 1), -H AD ) • C'est donc un des invariants du douzième
ordre qui s'évanouissent comme D, , lorsque la forme proposée admet deux couples de racines doubles; je l'introduirai en le désignant par CD, de sorte que l'on aura
-l^eD = ^/=g^AMG'^-hH=')(H^-hF»)(F^ + G^)
+ J_/*(F= - H»f [g>{F^- 4-G-^j + Ir{G' + H^)] -h^g' (G' - F" Y \h^ (G^ 4- H* ■ ■4-/-(H=' -+- F^^] ^. J_^*(H=-G='f [/=(H*+ F- +g2(F'''-i-G=)].
Mais ces diverses expressions ne sont pas sous leur forme définitive: observant en effet que F, G, H n'v entrant que par leurs carrés, on pourra, au
moyen des relations
anxquelles je joimlrai
les faire uniquement dépendre des quatre quantités F^, g, h et /. On trouveia ainsi :
- 2gh'g~h 'g»+3g-V, + .SgV/-'-Hiig'/?'+8g=/?*+ '.§/;'+/?'' /'
et la valeur de lO montre bien effectivement qu'il s'évanouit pour / == o et g = o, c'est-à-dire lorsque deux couples de racines deviennent égales entre elles.
o Les équations [i) peuvent aussi servir à démontrer immédiatement ces identités ren)arquables données par M. Brioschi, savoir :
Uo -+- Ut + Us + «3 H- lu = U^-t- a Ux- Ucc — H, -1- U2 + U3 — Ui = Uo + 2 Oo lioc — Uo — Us -I- Us -t- lU = Ui 4- ■■>- Ui- Ux + Uo — Ui — Ua + U4 = Ua + 2 Uj. U^ -I- Uo -t- U, — lu — U. = Us H- '^ 03- Ux — Uo -+- U] -H Us — Ua = «1 -I- 2 V,.
Mais nous les empk)yons principalement à l'étude des nouvelles fonctions cycliques ilu sixième ordre formées en élevant u et t) au cube, et que nous allons joindre à U et V.
« XVIIl. Je montrerai en premier lieu que ces deux groupes de quantitésUet u', de nalure si différente au premier abord, peuvent être compris danshi même forme a|o;ébrique. Pour cela, je lemplace les carrés F^ et H*. dans réqu.itioi)
8u^ = «'//'' F' H- "^F^H -h'^FM^-i-H'),
par H* — \lg et F' -+- ^Ig, après avoir divisé par 4 il viendra ainsi . 2U^ = «»(//^F'-i-A^H'H-3g//VF- 3gA'/H).
J'opère de même dans la relation
U,= '>;''[A'FH- + (//» + /g/,)F^H + ^/,= -h/^j- /F], ce qui doiuie
l]„ = «»[A'F' + (//- -//; -J-)hH' + J'* +■?./' h -J' h' - 6Jh' - Mi*]lV
» On voit donc que les rleiix fonctions cycliques du sixiémi' urdi-e sont comprises dans cette forme :
?) (y, A) F' + ^ (_/, //) H' + (p, (7, h) ZF + ^, ( /, A) / H,
f et '^ étant deux polynômes homogènes du troisième degré, (p, et i|/, du ipiatrième, cl il y aurait lieu sans doute d'en faire l'étude en recherchant l'expression la plus générale de ces polynômes qui permette d'obtenir ainsi des fonctions cycliques. Mais jiour ne pas Irop m'étendre, je me borne aux (ju.uitiiés U et u', et observant que l'expression
où fghl est proportionnel à la racine carrée du déterminant, est aussi du sixième ordre, j'envisagerai seulement les expressions de cette forme :
m U + /Ml' +ygA/ (fxu -I- V u),
où ///, n, [i, V sont des constantes. Cela étant, je me suis arrêté à la combinaison suivante :
U— 2u' +Jghl{6n-+- 4o) = 11),
( 53 d'où l'on tire
j o^ = 5,» [ + /uUiV + (h - a/ , g^hlH + /VF],
) n„ = .^o f _ /o^H' - r/^ - 2/) gHm + /VF],
j t), = «'\+ /ghG'+ [g- >.h)pglG - h'IW].
i 10, = a» [ -/ghG> - {^ - 2h)f'glG - AVH], 1:1, = a» r - IghV' - ( / - -2 g) hyi F + gVGJ, «3 = '^^ [ - f^h r -!/-2u) h^fl F _ „ VG 1 .
■' En opérant ensuite dans tD la substitution \^ [, j'en déduis ce second système, savoir :
<>^= x'I-JghF' 4- , / - 2h)g\fl¥ - AVHJ, ^''o = y' [ -./g/' r-' + [J - 2h]g\flF 4- h' /HJ.
j % = '>:' [ -./g^ti' + {g - 2/j /''g/G + / VF], 1 K\ = a" [ 4- /.'/.G'- - (g - 2: ] h'glG + / VFJ.
» Maintenant je prendrai pour la fonction u cette expression où figurent quatre coi^tantes qui tout à l'heure se réduiront à deux seulement, savoir :
11= C(^[f)t"> + p'\^-\- -îjghliqn-hq'o)].
(l'est dans cette détermination que se trouve le point le plus difficile et le plus important de mon travail, et elle ne pourra être justifiée que par les résultats qui en sont les conséquences, et que je vais exposer.
» XIX. Calculons d'abord les quantités précédemment désignées par R, S, T, et qui figurent dans la formule de transformation propre à la méthode de M. Rronecker, savoir :
R = M„ + ^^„ -+- r^ iu., -+- Uj),
S = u, ■+- U^ -i- « («^ — Mg),
T = «3 — Wo 4- ',i [u, — Ui).
On se rappelle qu'on a posé w = ïl^ faisant d'après cela, pour abréger,
f = _ -.gh P - (P + H'^O (g - /') / + v5y V. g = - 2)/i(r- [g- + 2Jll){h-J)t+ \og'/, b = - 2/-1P- [h' + 2jg] [f- g) / -(- v5 A' /.
on trouvera immédiatement
Ux -+■ V^o + w (Oa -4- t),) = + ooa'y f l*'' tl, -H C\ -H O) (Ox- t)o) = — ««• AbîK 03 — 132+0) (O, - D,) = — w«' gOG,
■C>x -t- ^''o + co (^^ H- ^P,) = + «V f ".
<^ + •C, + w (-C),- ■»?o) = — a* AI)H.
, V;, _ V)^, + co (^, - \^) = - «« g 9 (.
Soit en second lieu,
f'={h-s- ^1j)ëhL.
fl' = (_/- A-V5g)/A/,
et on aura de même
u. -H uo + w («2 -+-113) = + ««y f F, u, -I- u, -I- f.) (u^ — ii„l = — «"//!)' H, U3 — n, + « (u, - u<) = - K*gg'G,
»« + t'o -<- w ("2 + "3) = + wa'yf F, 0, -4- t), -(- w(Ox — l'o) = — 'x)a'/'l)'H, O3 — Uo -f- oj (0, — U») = — wa'gg'G.
Or il résulte des équations (i) que p et p' n'entreront dans R, S, T que par la combinaison w/j + /j', et des relations (2) que q et 9' se réuniront dans l'expression analogue (/ + «(/'; posant, en conséquence,
■>p-\-p'—Vy (j -^ 'J)(j'= i\,
! 55 ' on trouvera simplement
R = a«/F(pf + qf),
-S =u'hn(p\)-i- ql)').
La formule de trausfoi-matiou z= RST peut donc être présentée comme le produit de ces deux facteurs, qui, l'un et l'autre, sont des invariants, savoir :
«7g//FGH et a<='(pf+qf')(j,j + qg')fpi) + ql,'). Le premier, qu'on peut écrire ainsi :
met immédiatement en évidence une fonction rationnelle de la racine^o", mais il reste encore à donner explicitement au second cette nîème forme, et c'est ce que je vais faire, après avoir ajouté cette remarque, facile à vérifier, que
la substitution ^" | n'a d'autre effet que d'y changer le signe du radical \/5.
» XX. Comme élément essentiel de l'importante transformation qu'il s'agit d'opérer, j'introduirai l'expression suivante :
C'est un invariant, comme on le voit de suite,, et de plus nue fonction rationnelle de la racine cg, car le facteur c/.^(f— g) [g — h) [h —f) représente l'invariant cubiqne de la forme du quatrième degré obtenue en divisant la proposée par S — lo- Désignant donc par Xq, X,, Xa, X3, X, les cinq déterminations qui correspondent ainsi aux racines £01 ?ii ?2i ?3 , H,, on aura ces relations remarquables, savoir :
X„ - X, = -I- ia" (ço — ç,) Hj G3 H4,
^0 — ^3 = — 2a'' (lo — la) F| F2 G4,
X„ — Xj = -h 2aMo — I4) H, F2 G,;
X, -X3 = -2«*(?, -S3)FG,F,, X, -X, = -20-/(5, - ?,)FF, G3, X, -X, = - 2ry/(::, -ï,)GF,F3, X, - X, = -f- 2a' (|, - S3) G H, H„ X, -X, =+ 2««(i3-ï,)HG,H2, X, -X2 = + 2a^(?, -i^)\iW,G,.
( 56, ) Pour les établir il suffit, par exemple, de démontrer celles-ci :
).„ -l,=-h 2a* (lo- z,)l\^C., H,, X„ - lo — — -la* (zo — ?2)G, Fj F,,
les autres s'en déduisant par une simple permutation cyclique des racuies; or elles se vérifient au moyen des formes canoniques en ê el r; des facteurs de l'invariant du dix-huitième ordre et des quantités X elles-mêmes, dont voici le tableau complet :
Xo = (5a)*(i - £){i — v3)(eH--/5)(£ - 2-/-/)(2£ - yj), X, =(r)tt)*£(i — £)(e — ri){i -hn){i — 2>3)(-/î - 2), Xj = (5û)*£ï3(£ + ri — 2) [S - 210 -h i) {y) — 2S -h \], X, = ( 5a)* (£ -I- •'î — 2 Eyj ) ( £ - 9. -/j -I- £ïî ) ( r, - a c -f- ît, ), X, = (5o)*-/3(i -Ï7)(v3-£)(i +£)(l-a£)(£-^).
» Cela posé, et eu se ra|)pelant qu'on a désigné par K. linvarianl du dix-huitieme ordre, on tire des premières multipliées membre à membre
(Xo — X,) (Xo — X2) (Xo — Xj)(Xo — X4) = -TpGH ■ ou bien
en faisant, pour abréger,
n(X) = (X-Xo)(x -x,)(x-x,)(x - i,)[).-K),
et, par suite,
pour les diverses valeurs de l'indice. C'est ce qui va peimettie d'établir la proposition suivante :
» Tout invariant donné sous /orme de fonction entière des racines, s/melnqtn par rapport rtÇ,,?2< ?3> ?* et dont te degré' en Bo ^'^' multiple de f\, s'exprime par
L„ + X„L, + X^L, + X;;L, -+- Xf,K,.
( 57 ) les coefficients L^, L,, etc., étant des fonctions entières des invariants fondamentaux A, B, C.
» Soient en effet, pour un instant, @^, 0,, etc., les cinq valeurs de cette fonction, j'observe que le polynôme du quatrième degré en X
qui se réduit à ©q, 0,, etc., pour X= Xq, X = X,, etc., peut, d'après la valeur de n'(Xv), s'écrire ainsi :
» Or al, étant la dérivée du premier membre de l'équation proposée pour S = £ , on sait par un théorème élémentaire que i6K0 s'exprimera en fonction entière des coefficients de cette équation. D'ailleurs les quanti-
tés 0, et ; sont des invariants, donc il en est de même des coefficients
des puissances de X. Or, d'après la supposition faite sur le degré de 0„, leur ordre sera ^ 2, mod. l\ ; ainsi ils seront tous le produit de K par une fonction entière de A, B, C, et l'invariant du dix-huitième ordre disparaissant ainsi comme facteur commun, on en conclut relativement à 0 la proposition annoncée.
» Je vais l'appliquer à l'expression
«•'(pf+qf')(pg-hq9')(pl) + ql)'), préalablement mise sous la forme
Q^a'fghlsjlQ',
(i ) où 0 et 0' restent invariables quand on fait la substitution | > ; mais, avant
de commencer le calcul, j'ajouterai quelques remarques sur le système des quantités X.
» XXT. Je considère à cet effet la combinaison suivante :
(Ux»»-^"!»'* — OsOa) — (itxUo -1- UiUi — Us Us);
( 58 ) en employant les relations (i) du § XVII, on trouvera qu'elle rievient
'[p{F' - H^)-l-^*(G» - F^) -H A'{H^ - G»)] - -APi^^" - f') -»- g^H» - G») + A^(F» - H»)], ou epcoro
et, par suite, que sa valeur est X,,. En partant de là et effectuant sur les racines So» ?i' ^^^i ""^ permutation cyclique, on en conclut cet ensemble de relations, savoir :
Xo — (OxOo -i- f.U» -tl.Oj) — (U^Uo-t-U, U. — U.Us), X, --. (o,U, -+- OjOo - tJaOi) — (Hx«i + Hsll" - UnUi). X, -- (DxUî -h UjD, — DiUo) — (U^cUj -t- II, II, lUUo). Xs - (OxOs + inOs - Ool'i) — (llxlls -t- lUU, lloUi), X» -: (Oxfv -♦- «oOs — Oi»!) — (Ux«i -<- «olU 11,11.).
» Or, en employant de nouveau des relations (i), on voit qu'on pourra exprimer les seconds membres au moyen de F, G, H ety, g, h. Ainsi, nous avons déjà
4>o = «*[/'(2F=-(i-- TP)-i-g^{aG^-F^-H*)-l-*^(2H^- F^-G^)]. puis en faisant, comme au § XVI,
f'=r+ëi>^ g'==8'+jf'^ h=h-+jg,
tt posant, piHir abréger,
4>(x,_^, z) = — f^x"^ — g*_>'^ —h'^z* + "^f'y^ + ig'xz -+- ih' xy,
on obtiendra ces expressions fort simples :
( 59) On en tire ensuite les relations suivantes :
>.,-X,= «*F(g'H- h' G), )i3-X, =- a'F(g'H-^'G), X2-X, - Oi'G{h'¥ -/'H), >., -X, ^. a*G(^'F -/'H),
X, - X, =- îf'H(/'G -, g'F ), X, - X3 - a*H(y'G - g'F ),
et par conséquent, en employant les expressions précédemment obtenues pour les différences des quantités X,
» Ces dernières équations multipliées entre elles conduisent à cette valeur de l'invariant du dix-huitième ordre, savoir :
64yg/îK = «'»FGH{g'*H» - h'-G^){h'-V- - /'2H'-=)(/"'G2 - g'='F*).
» Nous parviendrons à l'égard de la même quantité à un autre résultat en considérant les différences X^ — X,, Xq — \«, etc., et employant l'équation
(X„- X.) (Xo- X,) (X„ - X3) (Xo - X,) = ~^^:
on trouve, en effet, après quelques réductions faciles, qu'en faisant pour un instant
$, (a:, j, z)=/'(jr-2- jz) +g'[f'- zx)^ h' [z" - xj),
on a
2(Xo-X.).: «»$, ( F, G, -H),
On en conclut par conséquent, en multipliant membre à membre,
/R = a'»FGH[/'(F-^ GH) ^ g' (G' - FH) -+- A' (H= - FG)]
x[/'(F'- GH) -T^g'(G= - FH)- -^'(H= - FG)]
X[/'(F'- GH) -g'(G=-FH)-^ A'(H= - FG)]
X [/'(F= - GH) -h g' (G* -- FH) -f- k' (H= - FG)].
(6o) Eiifîii, nous déduirons de la valeur trouvée pour /ghK, l'expression de R lui-même, en écrivant
g'2H^ _ h'^'G' = {g" - A'^)H' - 4 h'-fL et observant qu'on a
g'^ - A'^ =. 4/gMg - ^)'
y"-g'' = 4/gA(/-g),
ce qui donne immédiatement
R= x''FGll[fh{h -y) F' -/"/] x[g/(/-g)G'^-g-/] X [hg\S-h)]V--h'U].
» J'indique ces résultats, bien que je n'aie pas à en faire usage plus tard, pour montrer dans la théorie algébrique des formes du cinquième degré le rôle des deux groupes de quantités F, G, H ety', g, A, qui servent de base au calcul suivant.
» XXII. Un premier point à établir avant de mettre sous forme d'un polynôme entier en Xq l'expression ,
(pf+qf')(P9+ 'lil')U'l) ^qi)')
est de montrer que la partie multipliée par le radical ^5. **' tji'' seule,
comme on l'a remarqué plus haut, change de signe par la substitution | ^' ,
contient dans tous ses termes le (acieur Jghl. Or en faisant, par exemple, f= o, et par suite g — — h, on trouvera
pf^(^f' = 2p//'(F'— iiii) — ii\fiH,
d'où
(Pf + mD (Pô + qfl') (Pl) + il)') = - 8P'/'' /' Lp (F' - -^l'I) - ^f^l]>
et 1 oi) verrait que le radical \J5 disparait pareillement lorsqu'on suppose g = o, h = o et Z^o. On peut donc écrire
«'' (Pf -^ qf ) (P9 + qfl') (Pl) + ql)') = » + ^'fghl^'i',
ou 0 et 0' seront invariables par la substitution " \i qui change de signe
le produil fghl, et par suite symétriques par rapport aux quatre racines S,, la, la, S^. Ces quantités, qui sont des invariants, réunissent donc les conditions du théorème donné § XX, et conune elles sont du douzième et du huitième ordre, on est assuré de pouvoir les mettre sous la forme de polynômes en "ko du troisième et du second degré. Faisant ainsi
(i) 0 4- oi'fghl& = Lo + ^0 L, + llU-h l\ L, ,
les coefficients Lq, L,, Lj, L3 seront respectivement d'ordre 12, H, [\ i!\ o, et s'exprimeront au moyen des nivariants fondamentaux et de la racine carrée du discriminant par ces formules, où je pose
»i(» = 5'A, A = 5'D, a6n de simplifier tpielques ex|)ressions, savou' :
Ls = 6^l> -l-m \/^,
L, = cX"- -+- c' A -h II -.1. \fE~,
Lo = 3 oAo' ^ y A. A -H y cD + p --1-- \/Â -f- p' y/Â*.
a, e, etc., étant des constantes numériques qu'il s'agit maintenant de déterminer.
» A cet effet, j'observe que le jiremier membre de l'équation (i) peut être mis sous la forme d'une fonction homogène de F^ et /, dont les coefficients contiendront seulement g et h, car il suffira d'y remplacer G- et H^ par F^ — ^Ih, F^-H4'g, pu's d'éliminer / au moyen de la relation /+ g -h h — o. D'ailleurs le second membre est immédiateriient de cette même forme, en vertu des expressions des invariants fondamentaux obtenus au § XVII, et de la valeur
Xo = a'(/-g)(g- h [h -J)l = -x*[:tg-^li){g - h),ctlt +g)/.
Cel;i étant. |e dis que clans les deux membres les coefficients des diverses
iniissanti-s de F* sont ideiiliqnement les mêmes; car autrement on aurait
F' entre I"- et / une équation homogène qui pourrait donner — exprime en
g el h, c'esi-a-dire une fonction delà racine Ho, et par conséquent cette racine elle-même exprimée au moyen des quatre autres, puisque g et h ne contiennent pas Ho- O" ^^^^ donc qu'il suffira de calculer ces coefficients des diverses puissances de F pour arriver par l'identification aux valeurs des constantes a, 6, etc. En supposant h—t, et n'ayant pas égard aux puissances de g supérieures a la seconde, ce qui rend les opérations faciles, on pourra ainsi les obtenu- toutes, à l'exception de p', facteur d'un polynôme en g, commençant par le terme g^. Mais afin de simplifier encore, je vais, en considérant le cas particulier de f= o, établir à priori qu'on a c = o, i-» = o. Cette supposition donne, en effet,
X^ - 2aV/*(F» - 3^/), A o,
(0 =r «•= /l* P (F' - /i/ll],
Xo-- 2a' //^ /.
et tout à l'heure on a obtenu
(pf + qf) (pg + qg') (pi) + ql)') . 8p'A«/» [p (P - - 2/./) - q/*/].
I.'idt'utilé qui en résulte, savoir
8aA»/' — SèhW (F*— 3/1/) -r- 8c/iV(F' - ih/y- — 83 (F' — 3 A/)» -t- y A»/» (F'- ih/) = — 8p'A8/« [p (F' — aA/) ^ i]h/].
conduit immédiatement aux résultats annoncés.
» Sans entrer maintenant dans tous les détails du calcul, j'en rapporterai les éléments principaux, qui seront d'abord les expressions suivantes, où l'on n a gardé que la première puissance et le carré de g, en supposant,
( 63 ) pour simplifier, a-\, h = i, /= i, savoir :
X,^ = 8-4-36g -I8^^ >.l .1, = - 2(4 + i6g + i3^^) F^ ^ 8 ^ aog - i4g% ^oV/Â ^- 4g - i6g-, X„A = 2g%
Xo~i>VÂ - (4ê + .4g'j F^ - 4ë - 8g% Jl»A = — ■;>g^ F'' -J- 2g'-, à) = g^ F^ - 4g» F^ + (I + 4ê -T- l2g^) F^ + 2g + 4g%
.i,*V4 = -(4gH-i2g^)F* + (8g H- 12g:») F» - 4g.
• En second lien, si l'on fait
(pf -f^ qf ) (pji - qg') (pb ql)') = LF^ ^ MF' + NF^ ^- P, on aura
M- 8p4~v5g (4-3v5)gv|,
N:. Sr~~ i6p'(2 - V5)g-8[(ii- 3s/-5)p^ - 8p'q 2pq^Jgv
P :.= i6p'"-8p'q h4[i4P'- (9 + W5)P'<1 ■ 2pq-]g
^8[(ii^4v/5)P^ (•i-»ov/5)p^q-(5 -4v5)pq q%».
» Cela posé, on obtient sans peine :
a— 2p'-^p*q, m--:^5(- 2p'-i-5p'q apq")-
c' -= 46p= — i5p^q- lapq' ^- 4q% p — 2 v'5p\ i'— — 4P - 32p-q — 8pq
» La constante p' reste donc seule à déterminer; je considérerai pour l'obtenir le cas particulier de g =- i, A = i, ce qui donnera, en supposant
toujours cr = I , / — r .
û)^4F'^4iF'.
Xo = o;
ou aiiiM d ailleurs
(Pf - qf) (Pfl - 19') fP'' -^ l")') = [- =^P(F' -4 V'S) -T- aq S/5J
et le terme indépendant de F' suffit pour donner immédiatement
p'=v/5(— 44p'' + ii5p'ii — 42|)q'4-4<l')-
» Les éléments de la nouvelle formule de transformation de l'équation du cinquième degré, à laquelle conduit la méthode de résolution de M. Kronecker, sont donc maintenant complètement obtenus, et Ion a mis en évidence le mode d'expression de cette formule comme fonction rationnelle et entière de la racine ^g, ce qui est un des résultats auxquels je désirais surtout parvenir. On observera que les valeurs de a, d, etc., preiment une forme un peu plus simple par le changement de q en q + 2P; on trouve alors en clfet :
a = - p»q, «. =^ — v/5 (3p*q H- apq"),
c' = — i5p'q -i-i2pq' + 4q', pi=2^p',
y = + 28p'— 8pq% p'^ \/5(5op' — 5p'q — i8pq' — 4q'),
cV = _ 8pS
d'où on conclut ;
[p (f-f- af) + qf] [p(9 -^ 2fl') ^ qfl'J [p(b + ^.b') -^ ql)'] =-p't— 8cD-4-a8.i,A+aji,»s/5^-i- Soy/SÂ^)
— pq'Uo+\/5Â/
— 2pq'(X;s/5Â-6XoA + 4.vA-+- i8v/5Â^) 4-4q'(/„H-V^Â)A,
et c'est en multipliant ce résultat par a'^gAFGH que s'obtient vu résumé
la valeur de z. Or on va voir qu'on est ainsi ramené au type de substitution donné par la formule
_ t(f,{x, l) + «<r;(x, l) + fyafj, l) + tV(f,(j, l)
que j'ai employée au comn)encement de mon travail.
» XXIII. Effectivement après avoir été précédemment conduit à ex|)rnuer en fonction des racines les invariants des formes du cinquième degré, nous allons d'une manière analogue définir quatre covariants cubiques d'ordre 3, 7, II, i5 qui s'offrent d'eux-mêmes dans la nouvelle formule de transformation à laquelle nous venons de parvenir. N'ayant d'autre but en ce moment que de rattacher à un point de vue commun les deux méthodes de résolution que j'ai étudiées, je ne chercherai pas à étendre au delà de mon objet des considérations qu'il serait peut-être intéressant de généraliser, et je me bornerai aux résultats suivants.
» J'observe que l'expression a'FGHX" étant symétrique par rapport à ?o la, ?3) ?4 » on pourra écrire
a^FGH>;; = aNSâ + A|^ + 3B;g + 3B'|„ + A',
les coefficients N, A, etc., étant des fonctions entières de ceux de la forme proposée J {x, y) = (a, /3, 7, 7', j3', a') [x, /)'. C'est ce qu'on reconnaît par l'égalité
qui a lieu quel que soit ;, et d'où Ion tire pour le coefficient de :* cette valeur
OU, plus simplement.
Or on a déjà remarqué, § XX, que la quantité — "-—^ — ' est, par rapport
aux racines, un invariant comme X.,. Ce coefficient N se distingue donc de tous les autres en ce qu'il est un invariant dont l'ordre est 4 «4- 2, de sorte qu'il s'évanouit en supposant n inférieur à 4-
( 66 ) » Cela étani, je dis que
Ax' -+- 3Bj:-j -4- 3B'x/- -¥- A'j'
est un covariant de la forme du cinquième degré, et je l'établirai en cherchant ce que devi(Mit l'égalité
a'FGHX; = kll +38?^ + 3B'?„ -i- A'
appliquée à la transformée F (X, Y) =f(mX + m'Y, nX ■+- n'Y).
» Faisant à cet effet ^ =: mn' — m' n, et remarquant que les racines de
l'équation F(X, i) = o sont les quantités — '——-, on trouve que le prr-
mier membre devient
Si l'on désigne donc par %, t3, etc., les valeurs de A, B, etc., lorsqu'on y remplace a, /3, etc., paf les coefficients de la transformée F(X, Y), on aura
(m — «Ç»)' " \ m — "?« / \ m — "îc ) '" — "it "
et, par conséquent,
Cette égalité, ayant lieu en substituant à Sq l'une quelconque des racines, est identique par rapport à cette quantité, et l'on voit facilement qu'en faisant
X = wX -4- m'Y, y = nX 4- «'Y,
on en conclut
(Aj:' + 3Bx^j4-3B'j:7=+A'7')c?""'-'=:2lX'4-3JDX=Y+:iî3'XY' + Jl'Y',
de sorte qu'aux valeurs /j = o, i, 2, 3 correspondent bien, comme on l'a annoncé, quatre covarianls cubiques d'ordre 3, 7, 1 1, i5. Gela posé, et en les désignant pour un instant par 90 [x, j), 9, {x, j), '^^[x, j\ ç, [x^j], je reviens à la formule
(I) z = «VgAFGH (L„ 4- Xo L. 4- \l U ^ K U\
(67 ) où l'on a, d'après les valeurs de a, 6, etc.,
Lj= - v5â(3p'qM-2pq-),
L, •=- A(i5p^) -i2pif- - 4if),
Lo = AA(28p' -Hpq^j - 8ffip'
+ V5^[2.i.= p' -h A(5op' - 5p^ii - i8pq= + /jq')].
Or, en mullipliant et divisant par a.1 =Jf (2u, i), elle prend cette forme :
/Â Lo?o(?(„ l) H- Ll ?l (£.1, l) + L, <p, f?„, l) -4- I,3(p3(?», 0
"-^'^ -T^ïï^-T) '
et c'est le type de substitution que je voulais mettre en évidence, les indéterminées t, u, V, IV étant remplacées par Lo, L,, Lo, L3. De plus, on reconnaît que les covariants (p„[jc, j-), (p,(^x,j) sont précisément ceux du troisième et du septième ordre dont j'ai fait usage, et la relation
donne même une démonstration nouvelle de ce fait, établi au § VII, qu'on a (p, (ço, i) = o lorsque S,, est une racine double (*). Mais je remarque surtout cette conséquence que l'équation transformée en z étant (§ XII)
, . 5 5B , 5(qB'— AC) i i —
les valeurs en p et <\ de t, u, v, w, savoir : ^ = L,,, u = h, , etc., font disparaître le coefficient de 2^, propriété bien remarquable de la forme cubique en t, u, v, w qui représente ce coefficient.
)) Un autre point de vue sous lequel ou peut encore envisager la formule (i) résulte de l'équation
" '^^^») - ^;7fgh'
établie au § XX, car elle conduit à cette expression où n'entre plus que la
(*) A regard des formes du troisième et du quatrième degré/(.r, y), le covariant quadratique ou Hessien, quand on y fait ^ = H,,, j = i a pour valeur le carré de /l (?„, i), et le covariant du troisième ordre le cube de la même quantité.
(68) quantité Xo, savoir :
L'équation proposée /(x, i) = o disparaît donc pour faire place à celle-ci : H (X) = o, qui est directement ramenée à l'équation (2). Ce résultat obtenu, il ne reste plus, pour arriver à la résolution par les fonctions elliptiques, qu'à calculer l'expression de la quantité A, afin de déterminer par l'équation A = o le rapport -•
» XXIV. J'ai indiqué au § XII par quelle voie M. Brioschi avait été conduit à l'équation en z, et je rappelle succinctement qu'en désignant par lu une fonction cyclique des racines de l'équation générale du cinquième degré f{B, i) = o, qui change de signe par la substitution 'i' U
et nommant «, ce que devient u^ j)ar la substitution !" j> l'expression
TSv Vl ,
suivante, où s est numérique, savoir :
z = Ê [Mct + Uo -+■ W («2 + M3)]
X [u, -f- «4 4- « (m«c — Uo)]
satisfait à l'équation
, 5B 3 3(qB» — AC) I <7r
les quantités A, R, C et II s'exprimant ralionnellement par les coefficients et la racine carrée du déterminant de la proposée. C'est dans le cas particulier de A =: o que cette équation est immédiatement résolue par les fonctions elliptiques, et on a trouvé qu'en faisant
Ao\/5 = «00 s/5 4- «0 -i- II, -^ «2 -+■ "3 -+- i't '
-A, \JS — Uo -+- p"u, -f- p^U2 -f- (J^lti -f-/5«4 ,
-Ajjs/5 = "o + pw. -^- /5'«2 -t-p'^a -i-/5*«4, ou p est une racine cinquième de l'unité, donnant
(69) on avait
Cela posé, voici comment s'obtient cette quantité si importante lorsqu'on prend pour u l'expression dont j'ai fait usage,
u^ pV + pX> -+- 2x''Jghl{qn + q'v).
» On a vu que les quatre indéterminées/?, p\ q, q' se réduisaient, dans la valeur de z, aux deux suivantes :
P = wp+P', C[ = q + rj)q\ de sorte qu'on peut supposer p = o, q' = o, ce qui donne plus simplement
u = p\'' + 2ixy'ghlna, ou encore, en changeant i^ en q + 2p, comme au § XXII,
u = p'<> + lu^ghl {m + 2v)n.
Or, on a pour les six valeurs de t? et u ces expressions :
t?^ = a" I -JghF' + (/- 2h) g'flY - hH-R], au, = 4- a}h (F + H),
\\ = c<^\-JghF'+ (/_ 2h)g'flF + h' in], 21,0= + «V^(F - H),
\\ = a'I^/ghW -{h- 2g)phlYi - g" /G], au, = - oâg{W - G),
\\ = u'[-^fgliW -[h- 2g)phlW + g'IG], 2iu = - u'g (H 4- G),
^>, = a'[-JghG' + [g~ 2/) }rglG + ^ VF], 2u, = - «y (F - G),
■^3 = c'i^fëhG^ -{g- ^J)h'glG +/VFJ, 2U3 = - ay (F - G).
Elles montrent qu'en supposant G = o on a
et, par conséquent, u, = «4, u^ = «3, de sorte que les quantités A, et A., étant égales, l'équation A = o devient alors une somme de deux carrés, savoir :
ou encore, en faisant toujours 's) =
(!l=±Ji' ^ 0)^,) + [u, + "-^ a.)' = o.
Mais l'Inpothesc G = o revient à supposer nul l'invariant du dix-huitienuordre, ou bien a établir entre les invariants fondamentaux de la forme du cinquième degré une relation du trente-sixième ordre, et comme la quantité qu'il s'agit d'obtenir est seulement du douzième, cette relation ne pourra la modifier en rien, et c'est en nie plaçant dans ce cas [)articulier que je vais en faire le calcul.
u J'observe d'abord que les égalités
Ci» -11^ = 4//, H=-F='=4/S, F'-G= = 4M
donnant pour G = o : IV = — Itlf, F* = 4///, il suffit, pour obtenu- les invariants d'employer cette valeur de F= dans les expressions du § XVII. Mais on peut éviter ce calcul, car les invariants, fonctions symétriques des racines, ne changent pas de valeur en effectuant la substitution suivante : :' qui change F, G, H, y, g, // en G, -H. - F. ^, //, /; ainsi l'on a, par exemple,
'^ = '^ = -^{ë' + gh-^h^)F^-{g-h)i2g^ + gh^ 2fr)t
^ _ 2(/,= + h/-^J ^)G"- - {h -J){2h' + hj-^ 2/ ' ) l.
Cil-, celte dernière expression donne immédiatement
et l'on aurait de même
± = - ihf[h -/) (// -h 3hy-h8h*J ^ + , , /,7 » -H 8^7 * -^ 3/// » ^J •>/».
ce *
» Cela posé, en faisant m' = — "*"'■' on trouve pour G = o, apre^ quelques réductions faciles,
■1^ + ,,u,= c<^[<.r {/- g<.rv -^fgh{h - j\.)(i](v,
u, + ^^^^ w = ce' [i.y'h^{f- g^YV -Jgh [g - Aco)q]/H.
( 71 ) et il vient, pour la somme [des carrés, après avoir remplacé F" et W par 4 Ifi et -1,1/,
Soit donc, en me bornant au coefficient de p^,
l^ac'- (/- gw)* (/'w^" — h^fji'-)Jhl^ =■■ a-A' + aM,A +a"tD + G Jl»=s/Â + 6'\/A^.
On trouvera" d'abord a = o, en supposanty = o, et^ après avoir supprimé le facteuryZf, il suffira de faire/ = h,f= — /(,y=o, et enfin de comparer dans les deux membres les termes en/"/?, pour obtenir bien facilement
» Le calcul des deux autres coefficients est plus facile encore, et on obtient en définitive l'équation
» Ce résultat complète l'étude que je me suis proposé défaire de la méthode de M. Kronecker, en prenant jjour point de départ les quantités u, u, o, ■»?, et je serais au terme de mes recherches si la marche que j'ai suivie ne conduisait encore à une autre fonction cyclique dont je vais dire quelques mots. Aux expressions TJ„ = a^F F, F, F, F, et V„ = a°H H, Hj H, H,, composées avec les facteurs F et H de l'invariant du dix-huitième ordre,
on peut joindre celle-ci : W„c = a* G G, Go G3 G^, que la substitution ] ^^ J
laisse invariable, de sorte qu'on en déduit, en la multipliant parii„ oupar i)„, une fonction du huitième ordre, changeant de signe par cette même substiluliou, et qu'on peut par conséquent prendre pour u. Soit donc ainsi u = pu^V -+- cja, on aura, à l'égard de l'équation A = o, cette conséquence remarquable que les coefficients dep^ pq, q- étant du seizième, du dixième et du second ordre, cette équation ne contient pas le terme en pq. Mais j'ajourne l'étude de cette nouvelle espèce de fonctions, et je vais terminer en reprenant sous un autre point de vue la question déjà traitée des conditions de réalité des racines de l'équation du cinquième degré.
M \XV. En désigiiaiii par A, B, C les invariants fondamentaux et posant
I),= 25AB H- i(iC,
N =bî- loABD,^ f)IÎ»D,
j'ai donné, an (^ \, pour les conditions de réalité des cinq racines, ces trois critéria :
D>o, HI), <(), N<o,
qui sont du huitième, du vingtième et du vingt-quatrième ordre, et on a vu que les conditions n>o, 1), <o ne pouvant jamais avoir lieu simullanément, le second critérium donne à la fois B < o, D, > o. Or il est bien remarquable que le tliéorème de Sturni, appliqué à l'équation en À, reproduise exactement les mêmes résultats, et c'est ce que je vais établir avant de donner le procédé qui conduira à des critéria d'un ordre moins élevé. Voici d'abord, en posant avec M. Sylvester
9A = A'- 2"(AB-+-C), cette équation en X, qui a été calculée par le P. Jonbeit :
(èy-5A(i)V.oD(i)'-.o(:Ul)-.A)(|y
^ 5D(5D - 4A=)^ - D(io8A - 9AD- looA') = 0.
Cela posé, on Iroiivf, p:ir le calcul direct du |)temiei' leiine des Inijctions intermédiaires et en supprimant un facteur numérique,
V, = B).' -h . . . , ^ 3 = - NX= + . . . .
Mais pour la quatrième fonction, les expressions des différences des quantités X, données § XX, montrent qu'elle contient en facteur le carré de l'invariant du dix-huitième ordre, et l'on trouve ainsi, pour le coclficient de son premier lerme, l'expression
QiKiiit H V5, 011 obtient K*D, d'où M résulte qu'en supprimant les facteurs
( 73 ) K' et K* on retombe bien sur les critéria déduits de la forme quadratique
D,<^-6BD/t'-D(D, -ioAB)i'=-4-D[-BM^+2D,mv+(9BD-ioAD,)w=].
» Je remarque encore que l'équation en X, donne un système simple des covariants doubles en x et x' définis au § XI, et servant à déterminer par leurs signes le nombre des racines réelles de l'équation proposée y(jcr, i) = o qui sont comprises entre les limites données. En effet, on peut prendre, en désignant toujours ces racines par Xq, .r,, etc., et posant V=y^(.r, i),
Quant à <',, on supprimera le facteur R', amené par les symboles Ç qui contiennent quatre des racines X, et enfin on prendra '^i=/ [x , ij.D. On voit qu'ainsi ■T', sera du premier ordre, \'.> du neuvième, ^''3 du vingtcinquième, <>!, du treizième, et 'Ç.^ du neuvième. Mais j'arrive, sans m'arréter plus longtemps sur ce sujet, à la méthode élémentaire, et qui donne pour les conditions de réalité les criléria du quatrième, du huitième et du douzième ordre, et au nombre de trois seulement. Elle se fonde sur ce que les quantités iix, Uo , etc., satisfont à l'équation suivante :
n'= ^ (.1. + 3 s Â) n'" + 1^^ (.1. - V If - a] u^ - uôu' + 1} (a, -^ vÂ)' + A I Au'' + U - ^^s^) A-ir -^ A^' = o,
qu'on forme très-facilement, et dont les coefficients seront tous réels si nous supposons le discriminant A positif, ce qui est, dans la question préserUe, le seul cas à examiner. Or, en revenant à l'expression d'une des racines, par exemple
«X — a'' ^ro — a-,) [x, — x^) ' .i:., — .r, ' (.r, — .r,''. (x, — x^),
on reco;rinait immédiatement que x„ étant réel, .* ., et x^ imaginaires conjugués, ainsi que x, et 0:4, on obtient pour u^ une quantité de la forme m S — I , dont le carré est essentiellement négatif. En établissant donc que H. 10
( 74 ) Irquation en u n'a que des racines positives, c'est-à-dire que son premier membre n Ollre que îles v;(riatioiis, on aura les conditions à la fois nécessaires et suffisantes pour que les racines de l'équation du cinquième degré soient toutes réelles. Si l'on convient de prendre positivement \A. on parvient ainsi à ces résultats fort simples :
les coefficients de u* ei u* étant essentiellement positifs, et il est visible que le cas des quatre racines imaginaires sera caractérisé par un changement de signe des deux derniers critéria, en conservant la condition A > o. »
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