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1. Les travaux des ingénieurs et des géomètres sur la lliéorie de l'équilibre des voiltes ont eu principalement pour objet, depuis Coulomb, l’examen de la staliilité des voûtes construites ou projetées. Malgré les savantes recherches auxquelles ils se sont livrés, les solutions proposées sont encore loin de satisfaire aux exigences de l’art de l’ingénieur : elles n'oHrent à celui-ci que des moyens peu directs et assez incertains pour modiiier les constructions à l’état de projet, dont elles ont fait connaître le défaut plus ou moins prononcé de stabilité; et le plus souvent ce n’est qu’aprés une suite de tâtonneinenis qu’on parvient à satisfaire aux conditions d’équilibre indiquées par les niétbodes en usage.
Les solutions dont nous parlons seraient donc principalemeni
{*) Pourïe Rapport, voir Jes Comptes rendus des sétmcesde t Académie des Sciences, loiTU! XXIII, séance du 9 novembre i846.
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utiles dans lo cas où les cléments de la construction auraient été fixés d'une manière irrévocable; elles serviraient à faire connaître si le projet doit être admis ou rejeté. Mais aussitôt «jue l’on consent à apporter quelques modifications dans la courbure, soit de fintrados, sort de roxtiadü.s, ou dans les épais-seiii-s des voossoirs, on peut envisager la question sous un autre point de vue, et .se proposer de déterminer complètement la forme de la voûte, de telle sorte qu’il en résulte une construction jouissant de la plus grande .stabilité possible, et assujettie d'ailleur.s à des conditions particulières (|ui sont relatives aux dimensions de l’arche en largeur et hauteur, à la charge ipii doit s’élever au-dessus du plan horizontal tangent à fextrados et à la résistance des matériaux employés. Le problème ainsi posé est celui qui se présente ordinairement dans la pratù|ue.
Hans une série non encore terminée d'articles publiés dans la lievuc de l’Archileelure et des Travaux pahiies de .M. César Daly, nous avons présenté la théorie de l’équilibre des voûtes en bercotuix cylindriques sous le point de vue qui vient d’être indiqué. Parvenu à l’examen du cas particulier des ponts, la nécessité d’avoir égard à l’action du massif qui charge la voûte nous a pré- .senté quelques difficultés. Nous n’avons pu lever ces difficultés qu’en assujettissant fextrados à une discontinuité théorique, p-ésentant, il est vrai, peu d’inconvénients dans la pratique, mais laissant à l’esprit une impression peu favorable. La solution que nous avons donnée dans la Hevue de { Architecture résulte d’une condition arbitraire, celle de f égalité de pession par unité de surface dans tous les joints de la voûte : on peut conserver cette .solution comme se rattachant à la classification que nous avons donnée des ipestions relatives à l’équilibre des voûtes. Mais rien n'oblige absolument à satisfaire en toute rigueur à la condition de funiformité des pressions dans les joints, et l’on peut maintenir la continuité de la surface extrados, sans ipi’il en rêsidte une variation de pression trop considérable. Ajoutons que notre précédente solution n’est pas complète, analytiquement parlant : nous n'avons
DES ARCHES UE PONT, cfleclué que l’une seule des deux intégrations qui doivent conduire à l’équation de la courbe intrados, de sorte que le résiütat final dépend de tracés on de quadratiues. Abandonnant la condition qui avait eu pour conséquence la discontinuité de l’extrados, nous avons obtenu, depuis ce premier essai, une solution analytique complète, indépendamment de la solution graphique. Nous pensons que le Mérrioirc actuel, qui renferme l’exposé de nos recherches, ne sera point indigne de fixer l’attention de T.^cadémie des sciences, et offrira d'utiles renseignements aux ingénieurs.
Nous nous bornons dans ce Mémoije à l’examen du cas le plus important des arches de pont en bercetux terminés par des plans de tète perpendiculaires à l’axe, celui d’une arche chargée d’un massif terminé supérieurement par un plan horizontal.
Les équations finales que nous obtenons ne peuvent être résolues directement. En laissant de côté le moyen (pic présenterait la construction de tables spéciales pour tirer à vue la valeur des inconnues, nous sommes obligé d’avoir recours aux méthodes de tâtonnements, telles que celles des fausses positions ou des courbes d’erreurs; mais les tâtonnements se distinguent ici de ceux que nous avons signalés plus haut, en ce cpie, soit qu'on les elfectue graphicpicment ou numériipiement, ils correspondent à des constructions stables, ce cpii n’a pas lieu dans l’autre cas. Cette circonstance permet même de réduire le nombre des essais, attendu (pie si l’un d’eux ne s’éloigne pas trop de satisfaire aux données de la question, on peut adopter l’hypothèse sur laquelle il est basé, et modifier l’une des données, la demi-ouverture, qui n’est jamais déterminée avec une rigoureuse précision, en l’altérant de quelques centimètres, de manière que les équations de condition .soient satisfaites.
La solution (pie nous proposons conduit à des fonnes de l'intrados différentes des formes généralement usitées, mais dont le tracé peut néanmoins s’effectuer par les procédés (pi’on emploie lorsqu’il s’agit d’anses de panier. En cela nous nous conformons aux habitudes des ingénieurs : seulement, il arrive à ceux-d de
détermiDer les rayons de courbure de manière à donner à l'intrados une forme qui diifère le moins possible de celle d'une demi-ellipse, ou de n'employer qu'un seul arc de cercle, sans qu'aucime raison les porte à préférer ces courbes à d'autres, sinon la simpbeité de leur construction; tandis que, d'après notre théorie , les rayons de courbure varient suivant une loi dilTércnte de celle qui a lieu dans l'ellipse, et dans le cerdc où les rayons de courbure sont constants.
Le tracé de l’ilUrados, au moyen de scs rayons de courbure que nous pouvons construire géométriquement, nous olTre une solution du problème. L’exactitude de cette solution ne dépend que de celle du tracé, et se trouve sulbsante dans la plupart des cas.
2. Nous avons cru devoir faire précéder l’exposé de notre théorie d'une discussion sur l’indétermination du problème des voûtes en berceau, indétermination qui ne peut être levée qu’en ayant égard à la compressibUité du la matière des voussoirs; mais la théorie de la déformation des corps solides d'une structiu-c analogue 4 celle des pierres à bâtir nous a paru trop peu avancée pour tenter utilement d'en faire la base d’une théorie do l’équilibre des voûtes. Nous avons donc dû diriger nos rccbcrcbcs d'un autre côté, en nous proposant d'obtenir des résultats indépen- ' dants, autant que possible, de la compressibilité des matériaux. Nous croyons avoir atteint notre but en substituant à la voûte en berceau une construction purement idéale, dont on peut soumettre toutes les circonstances au calciJ, sans craindre d’y rencontrer rindétermination dont nous venons de parler, et telle, néanmoins, qu’en la comparant à la voûte proposée, on puisse afQrmer évidemment que si la première est en équilibre , il en sera de même a fortiori de la seconde. Les conditions que l’on fixe en envisageant le problème de cette manière sont confirmées a posteriori piar une discussion relative aux effets produits par les surcharges accidentelles.
I.A considération des différents modes d'action des matériaux
DES.ABCHES DB PONT, qui composent le massif, sur les voussoirs, met en évidence une autre indétermination qui se présente à un haut degré près des plans de tète , dans les arches dont les parement&extérieurs sont extradossés en gradins. Pour éviter la dÜTiculté que présente cette nouvelle indétermination, nous ‘sommes obligé de substituer i l’arrangement plus ou moins fortuit des matériaux du massif, une autre disposition idéale présentant quelque analogie avec les constructions usitées, et qui jouit de la propriété de tlonoer lieu à des pressions normales à l’extrados et déterminées. L’action des matériaux du massif sur les reins de la voiite provenant de cette disposition idéale est la même que si la voûte était chargée d'uii fluide avant la densité et la fonne du massif. Nous aurions pti. comme plusieurs auteurs, partir immédiatement de l'hypothèse <le la fluidité; mais il nous a paru bon d'indiquer à quel mode de disposition répond cette hypothèse que nous adoptons, d'accor^ en cela avec de savants ingénieurs.
L’application des équations de féquilibre au système idéal dont nous nous occupons ne peut se faire sans restrictions : on sait que ces équations ne sont satisfaites que lorsque les corps, après avoir été comprimés ou distendus, sont parvenus à un état permanent, sous l'influence des forces extérieures. Les résidtats que nous déduisons de ces équations sont donc uniquement relatifs i l'état normal de la voûte après le décintrement, et la question de Finjlexion reste, entière : on observera toutefois que nous fournissons les moyens de l’aborder, en déterminant la forme finale de la voûte. Quoique nous ne ti'aitions point cette question in extenso , nous indiquons cependant les causes qui peuvent produire l’inftexion, et les moyens d’en éviter les principales. Nous sommes porté à croire que si les pieds^roits sont inébranlables et les Joints de la voûte très-fins, une construction réalisée suivant nos principes ne donnera lieu qu’à une diminution de flèche si petite , qu’on pourra presque ne pas s’en préoccuper.
Sous les restrictions qui précèdent, nous avons mis le problème en équation, et ramené les principales difficultés analytiques à l'in-
Slin L’ÉTABLISSEMENT tégration de l’équation diflereatielle de la courbe intrados. Cette équation contient un radical recouvrant un polynôme du quatrième degré; et son intégration, qui dépend des fonctions elliptiques, exige, cÆmme on le sait, la décomposition du polynôme en ses facteurs du premier degré, ou la résolution d'une équation du quatrième. L’expression algébrique des racines est ici nécessaire fK)ur conserver à la question toute sa généralité; nous avons pu l’obtenir.par la réduction de ces racines en séries ordonnées suivant les ptii.ssancc$ des épai.ssetirs, en bornant là, comme dans tous nos calculs, l’approximation aux termes du second ordre, ce (|ui suffit parfaitement. A l’aide de développements analogues, nous avons réussi à éviter l’emploi des fonctions elliptiques de troisième espèce, et obtenu une intégrale qui se simplilie notablement dans le cas assez ordinaire où la voûte et le massif peuvent être considérés comme ayant la même densité. La faible charge des voûtes de pont au-dessus de la clef rend le module peu différent de l’unité, de sorte que l’on peut suppléer aisément aux Tables de fonctions elliptiques. Enfin, nous présentons deux vérifications analytiques qui, jointes à des confirmations d’une autre nature, ne nous pdhnettent pas d’avoir le moindre doute sur l’exactitude de nos développements.
Nous limitons l’usage de l’équation de courbe intrados à la détermination de l’inconnue principale, regardant le calcul des différences finies comme plus praticable lorsqu’il s’agit de calculer une stiitc de coordonnées de divers points d’tme courbe : la méthode que nous indiquons à ce sujet, fait tout dépendre de l’expression du rayon de courbure, et nous affranchit du besoin de recourir aiLX fonctions elliptiques pour effectuer ces calculs.
Les constantes introduites par l’intégrâtion sont au nombre de trois. Ce sont : i" la hauteur de la charge qui s’élève au-dessus de la clef; a® l’épaisseur à la clef; 3® une ligne égale à la hauteur d’une colonne de la matière des voussoirs dont le poids produirait sur tme base horizontale la pression qui a lieu dans le voussoir de clef. En supposant donnée la première de ces constantes.
i'iine des deux autres reste arbitraire dans les arches du genre du celles en arc de cercle, où la direction du joint des naissances n'est point Gxée. Si l’on prend pour la troisième constante une valeur indiquée par la résistance des matériaux, l’épaisseur à la clef en résulte. Dans les arches en anse de panier, où le joint inférieur e.st sensiblement horizontal, les deux dernières constantes sont néce.ssairement déterminées; mais il peut se faire que leurs valeurs données par le calcul répondent à des pressions auxquelles les voussoirs soient incapables de résister, ou tellement faibles, qu’il en résulterait un emploi peu économique des matériaux : il devient alors nécessaire de modifier les données dans un sens que nous indiquons suivant le cas. Il est d'ailleurs convenable de se ménager la possibilité de faire varier les données dans de certaines limites, afin de pouvoir, au besoin, tenir compte de l’clfet des surcliarges accidentelles.
L’épaisseur à la clef est f inconnue à la détermination de laquelle se ramène la solution du problème des arches de pont, et, en l’absence de tables, on n’en peut obtenir la valeur que par des approximations successives. Nous donnons, dans chaque cas, des valeurs approchées qui diOèrent assez peu des valeurs exactes de l’inconnue dont il s’agit, pour servir utilement de point de départ dans les calculs d’approximations successives.
L’importante question de la poussée contre les culées, dont la solution sert de base aux calcub relatifs à l’établissement de ces dernières, est résolue au moyen de nos formules, dès que la détermination de l’épaisseur à la clef est effectuée.
Nous terminons la première partie de notre Mémoire en présentant le résultat de comparaisons entre des arches établies suivant nos principes et des arches en arc de cercle ayant même épaisseur aux naissances. Ces dernières offrent moins de convexité vers les reins; et la différence des deux intrados parait assez petite pour qu’on soit tenté d’adopter l’arc de cercle , à cause de la facilité qu’il offre dans la construction. On tomberait néanmoins dans une grave erreur en admettant cette conséquence : en effet, nous
faisons voir, dans ie cas de l’arc de cercle, qu'à l'endroit où celuici s'écarte le plus de l’intrados construit suivant notre théorie, la résultante des pressions dans les joints peut se rapprocher de l'extrados, jusqu'à n'en être plus distante que d'une quantité égale au tiers de l'épaisseur des voussoirs : cela donne lieu, vers l’extrados, à des pressions par unité de surface, doubles de celles qui ont lieu dans l'autre arche , tandis que la pression vers l'intrados décroît jusqu'à devenir nulle. 11 est facile d’en conclure que les voussoirs devront, dans ce cas, présenter une résistance double de celle qu'exigerait l’application de notre théorie. Les intrados des arches en anse de panier différent aussi de nos coiu-bcs par une moindre convexité vers les reins, et donnent lieu à des remarques analogues aux précédentes.
La convexité vers les reins dans les arches de pont présente clés avanUtges dont il est bon de profiter : car, outre la plus grande facilité qui en résulte pour l'écoulement des eaux, elle oU're un aspect agréable et un caractère de hardiesse que l’on aime à rencontrer dans les constructions de ce genre.
INOXTKBIUMÀTIOK DV FSOBLIMB DE L'BQDn.lBHE DES VoOtSS ES BEflCEAC.
<'l. On est dans l'habitude , lorsqu'il s'agit d'appliquer les principes de la statiqüe, de considérer les corps comme absolument durs et incompressibles, et il est exact de dire, comme l'a fait remarquer M. Poncelet, que lorsque les corps compressibles ou extensibles sont parvenus à un état permanent, sous l'inBuence de forces extérieures, l'action de ces forces est la même que si ces coi-ps étaient vraiment invariables de forme. Nous raisonnerons dans cette hypothèse, aGn de n’employer que le» principes les plus simples de la statique.
Considérons donc une portion de voûte comprise entre deux plans de joint quelconques, et supposons connue l’action, sur cette voûte, de la portion du massif de maçonnerie qui agit sur elle, ainsi que le poids même de cette portion de voûte; nous dési-
' gncrons par R la résultante de ces deux forces, qui en général ne
se réduiront point à un couple. Les autres forces extérieures qui sollicitent la voûte sont les pressions ou réaction.s qui s’exercent sur chacun des plans de joint extrêmes; soient T et T les résultantes de ces forces. La voûte étant en berceau, et les plans de tète perpendiculaires à l'axe, l'action des forces reste la même dans deux tranches d'égale épaisseur, déterminées par des sections parallèles aux plans do tète; nous pouvons dés lors considérer l’cquillbre d'une tranche infiniment petite, ou simplement appliquer le principe relatif à l'équilibre d'un corps sollicité par trois forces situées dans un même plan, principe qui consiste en ce que la résultante de deux des forces est égale et opposée à la troisième. Prenons donc un point quelconque r, sur la direction de R; puis, par ce point, menons deux droites qui rencontrent les surfaces des joints extrêmes en deux points t et i, et décomposons R suivant ces directions : les composantes de R pourront théoriquement être regardées comme égales et opposées aux réactions inconnues 1' et T', d’après le principe énoncé. Si l’on réduit, en effet, les surfaces de contact aux seuls points i et t', et que l’on ait égard à l'hypothèse relative k la dureté parfaite, en supposant d’ailleurs les points f et susceptibles de réagir dans tous les sens, les réactions T et T' deviendront cfTectivement égales et opposées aux composantes de R obtenues ci-dessus.
En réalité, pour que les forces égales et opposées à ces composantes puissent être regardées comme donnant l'expression dos réactions T et T', il faudra, i° que leur point de concours r, situé sur R, soit tellement choisi qu’elles ne deviennent point des forces de traction, à moins qu'on ne veuille avoir égard é l'adhésion des mortiers (le maximum de leur intensité dépendrait alors de cette adhésion); 3 ° les directions des composantes devront faire, avec les normales aux surfaces de joint, des angles inférieurs à l’angle du frottement, et dans le cas où l'on aurait égard à la cohésion des mortiers, ces angles devront rester plus petits que le plus grand des deux angles de frottement et de cohéaion; 3“ enfin, les |)oinls
SUR L'ÉTABLISSEMENT f et t'-ne devront point être aaeez voisins de l'intrados ou de l'exr trados, eu égard à l’intensité de T et T', pour qiie les voussoirs se brisent vers ces parties. Les intensités T et se trouveront limitées par la considération de l'étendue hvpotbétique des surfaces de contact et de la position des points t et l'; il faudra que T et T' rentrent dans les limites qui en résulteront.
Malgré ces restrictions, qui limitent l’étendue dans laquelle les points r, l et t' peuvent être pris arbitrairement sur la direction de R et les surfaces extrêmes, le problème qui consiste à déterminer T et T' reste susceptible d’une infinité de solutions. (On a coutume de limiter encore les solutions en partageant la voûte en dciuL parties symétriques au moyen d'un plan, vertical mené par l’axe et le sommet; et par motif de symétrie on admet que la réaction T qui a lieu au sommet est horizontale.) Toutefois, quel que soit le système de valeurs que l’on admette pour T et T', ces valeurs une fois fixées, les résultantes des réactions dans tous les plans de joints compris entre les extrêmes se trouvent déterminées; on les construit graphiquement avec la plus grande facilité. En effet, considérant le premier voussoir à'partir du sommet, on compose l’action de la charge qui le sollicite, avec son propre poids, puis la réaction T qui a lieu au sommet de la voûte, avec la résultante des premières forces; la résultante des trois forces est égale et opposée à la i-éaction du deuxième vou.ssoir sur le premier, et par conséquent égale à la réaction do premier sur le deuxième , et de même sens que cette réaction résultante. On obtient ainsi de proche en proche toutes les réactions intermédiaires, et la dernière, obtenue par le même procédé, doit, si l’on of>ère bien, coïncider avec celle T faisant partie du sptèine de valeurs T et T' d’où l'on est parti. Les réactions intermédiaires sont assujetties, quant é leurs intensités, directions et points d’application, aux mêmes conditions que ci-dessus, pour que l’équilibre puisse avoir lieu; et ce n’est que lorsqu'on a trouvé un système de valeurs de T et T tel que toutes les autres réactions qui en résultent satisfassent à ces conditions,, que l’on est
DES AnCHES DE PONT. 11
fondé à regarder l’équilibre de la voûte comme pouvant être stable. Ordinairement, quand on a trouvé une solution, il est rare qu’on n’en trouve jvas une infinité d’autres comprises entre des limites plus ou moins resserrées, mais il est impossible de prévoir laquelle de ces solutions se réabsera, ou même si l’équilibre aura L'eu, sans introduire dans le calcul la considération de la compressibilité de la matière des voussoirs. Or, avons-nous dit, la théorie de la déformation des corps solides tels que les pierres à b4tir, est trop peu avancée pour que l'on puisse en faire la base d'une théorie de l’équilibre des voûtes. C’est ce qui nous a mis dans la nécessité de substituer à une voûte proposée la construction idéale dont il a été question au n° 2, et qui va être décrite dans un instant. Rappelons cependant que le mode d’action sur les voussoirs, du massif qui charge la voûte, doit olTrir un nouveau genre d’indétermination dont nous aurons à nous débarrasser en procédant d’une manière analogue; mais pour ne point compiicpier inutilement les discussions, nous supposerons d’abord que l’action de la chaire s’exerce normalement à l’extrados des voussoirs, sauf à ramener ensuite à ce cas celui dont nous nous, occupons actuellement.
ÉQUSTIOSS DE L'ÉQCILIBnE D'USE ToCtE ES DKECEAC SOUMISE À L'ACTIOS UE rOECKS AGISSAST SOBUALEMENT À L'EITBAOOS.
A. Considérons une portion de voûte comprise, d’une part, entre t •': < • • ■
deux plans parallèles aux plans,^ •' ’-i t. / des têtes, et distants d’une quan- ' ' litè quelconque A, qu’on pourra, .
ai l’on veut, supposer égale à l’unité linéaire ou même infiniment petite i et, d’autre part, ter- ' minée par deux plans perpendi- ' < culaires à l’extradcts. ■ . |
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Supposons ia voiUe divisée en voussoirs inPiniinent petits, par des plans de joint normaux à l’extrados. De cette division résnltera la possibilité d’assigner la position du centre de gravité de chaque voussoir élén>entairc : nous nommerons courbe des cenlrcf de gravité la courbe passant par tous ces centres.
Prenons sur chacune des noimales un point voisin de l’intrados situé à une distance du centre de gravité correspondant , égale à celle qui sépare l’extrados de ce même centre; noos obtiendrons une nouvelle courbe que nous appellerons, pour abréger, intrados .
Imaginons maintenant que, sans altérer en rien le poids des voussoirs élémentaires, la position de leur centre de g^ravité et l’action des forces normales à l’extrados , on les déforme de manière à réduire la surface de contact de deux voussoirs voisins , à l’étendue .de l’élément superficiel correspondant aux arêtes ou génératrices qui ont leurs pieds sur la courbe des centres de gravité. Faisons, de plus, abstraction du frottement des voussoii's et de la résistance qu’oppose l’adbé^on des mortiers à leur glissement les uns sur les autres.
Il est évident que si l'équilibre peut exister dans un système établi suivant ces hypothèses, il existera a fortiori dans un système où des séries de voussoirs inCmiment petits seront changées en voussoirs de dimensions finies, et lorsqu’on remplacera le contact de deux arêtes par celui des surfaces, de joint comprises enti-e l’extrados et l’intrados fictif, c’est-à-dire lorsque la presque totalité de la surface de chaque joint sera rétablie , de manière à donner lieu aux frottements, et à pouvoir mettre en jeu l’adhésion des mortiers, suivant le besoin; le rôle de ces forces étant de s’opposer au glissement quand il tend à se produire. Nous dirons plus; c’est que ces dernières forces ne se développeront pas, tant du moins
DES ARCHES DE PONT, que la voûte restera soumise aux seules forces qu'on aura fait entrer dans les équations de son équilibre : en effet, puisque l’équilibre est supposé devoir exister sans l’intervention des frottements et adhésions, il n’y aura aucune tendance au mouvement dans un sens déterminé pour quelque' voussoir que ce soit, et comme le frottement ne prend naissance que par suite de cette tendance, il est clair qu’il ne se produira aucun frottement; il en sera de même des effets de Fadhésion des mortiers. Ces forces ne se développant point dans notre voûte à son état normal, il est inutile, comme on le voit d'ailleurs assez clairement, de les faire entrer dans les équations de son équilibre.
Pour compléter la transformation do la construction idéale en la construction réelle proposée, il eût fallu rétablir le contact des voussoirs dans toute fétendue comprise entre l’extrados et l'intrados, tandis que nous l'avons étendu seulement à l'espace compris entre la première de ces courbes et l'intrados fictif, comme cela aurait lieu si l’on pratiquait dans les joints un refouillement d’une profondeur égale à la très-petite distance qui sépare l'intrados fictif de l'intrados réel, distance qui natteindia jamais qu’un pietit nombre de centiraëtres. Nous allons donner la raison do la nécessité qu’il en soit ainsi, du moins théoriquement. Dans la construction idéale, la résultante des pressions dans les joints passe par Farète de contact située sur la courbe du centrer de gravité, ou bien par le milieu du joint limité, comme nous venons de le dire dans la construction réelle ; et l’on peut admettre qu’après le rétablissement du contact des surfaces planes de joint, la pression se distribuera uniformément sur ces surfaces, de même qu’on admet en pratique que les pressions se distribuent imiforinément sur les surfaces quand les résultantes passent par leurs centres de gravité-. C’est sur cette hypothèse que l'on s'appuie pour déduire des expériences connues les coefficients de résistance é l’écrasement. On sera d’autant mieux fondé à admettre l'égalité de la répartition des pressions, qu’on pourra la faciliter par l’introduction dans les joints d'une mince couche de ciment très-fin.
la SUR L’ÉTABLISSEMENT
Si nous avions étendu la surface de joint jusqu'à l'intrados réel, la compressibilité de la matière des voussoirs eût pu avoir pour eflet de déplacer la résultante des pressions, en tendant à la ramener vers le mibeu du nouveau joint, et nous eussions en à considérer le lieu géométrique de son point d'application aux divers voussoirs ; l'introduction des coordonnées de cette courbe dans les équations du problème les compliquerait beaucoup plus que ne le fera la considération de Tintrados fictif qui, dans tous les calculs, exclura l'intrados réel. Pour nous, moyennant les conventions précédentes, les courbes des centres de gravité et des résultantes des pressions se confondront en une seide et même courbe. Quant à la condition relative au refouillement des joints, pour que CCS courbes se confondent tliéoriquement, on pourra juger, d'après le faible intervalle qui sépare les “intrados réel et fictif, du peu d'importance qu’il y aurait à s'y conformer pratiquement, dans le plus grand nombre des cas. Si l’on s’abstient d'effccluor ce refouillement, il n'en pourra résulter qu’une faible variation de la pression par unité de surface dans l’étendue de chaque joint.
Enfin, disons que la résultante des pressions étant assujettie à passer par les centres de gravité, c’est-à-dire très-près du milieu de l'épaisseur des voussoirs, et à être nonnalo aux plans de joint, la voûte acquerra par cela même un grand degré de stabilité. En effet, quand la voûte sera soumise accidenCeileinent à des charges auxquelles on n’aura point eu égard en fixant les conditions de son établissement, l'action de celles-ci sera, tant que l'équilibre pourra subsister, de déplacer le point d'application et la direction de la résultante des pressions en faisant varier l'intcasité de cette dernière. Or, piour que le point d'application de la résultante puisse se déplacer dans im sens ou dans l'autre, sans trop se rap^ procher de l’intrados ou de l’extrados, il est évident qu’il doit coïncider avec le point milieu de l’épaisseur lorsque les surcharges dont il s’agit n'ont pas lieu, c’est-à-dire lorsque la voûte est soumise à l'action des seules forces qu’on a fait entrer dans le calcul qui a servi de base à sa construction. D'un autre côté, la .direction
de la résultante des pressions devant pouvoir s’écarter de celle qui répond à l’absence des surcharges accidentelles, sans cependant faire avec la normale aux plans de joint un angle qui atteigne le plus grand des deux angles du frottement et de la cohésion, il est également évident que la résultante de» pressions doit être noi^ male aux plans de joint dans l’état ordinaire de la voûte. Or l’équation (d) du 'numéro suivant exprime’ précisément 'la inénii' condition k laquelle il nous sera facile de satisfaire. Il résulte de ces considérations que le système dont nous nous occupons jouira ■l’une très-grande stabilité, oaiii.si que nous l’avons annoncé plus haut. Nous aurions presque pu nous dispenser del les présenter ici , tant elles sont évidentes : nous ferons seulement observer qu^n nous fondant sur ces considérations, il nous eût été fecile d’éviter la substitutioa d’un système idéal é la réalité; mais il nous a semblé bon de présenter nos idées dans l’ordre où elles se sont produites. > ■ ■
Quant i la stabilité au point de vue de l’ellet de surcbaiges accidentelles considérables; pour la constater sûrement , il resterait à s'assurer que, soiu l’influence de cos surcharges, la résultante des pressions ne peut nulle part se rapprocher de l'intrados ou de l’extrados d’une quantité inférieure au tiers de l’épaisseur des voussoirs; que la pression maximum par unité de surface n’excédera pas la chatte que peuvent supporter les matériaux sans inconvénient; enfin, que la direction de la résultante ne s’écartera de la normale aux plans de joint, que de quantités inférieures aux angles de frottement et de cohésion.
5. Ceci posé, avant de former les équations de l’équilibre du système idéal décrit ci-dessu», nous devons rappeler ce que nous avons dit, n* 3, relativement à l’application aux corps compressibles, des équations d’équilibre établies pour des corps de forme invariable, et faire remarquer que les conséquences auxquelles nous pourrOQs être conduit, s’appliqueront seulement k la voûle parvenue à son état permanent. Si nous déterminons la forme que doit conserver la voûte dan^ cet état, nous ne serons pas dispensé
pour cela de rechercher la forme qu’on doit lui donaer pendant qu elle repose sui' ses cintres , forme qui soit telle , qu’après le décintrenient elle se change en celle qui répond à l’état permanent. En un mot, la question de Finjlaûon de la voile restera tout entière; mais nous aurons fourni le moyen de l’aborder en déterminant une donnée indispensable de la question, la forme finale de la voûte : n’ayant point l’intention de la traiter ici , nous nous contenterons d'indiquer les causes qui peuvent contribuer à produire rinfiexion et les moyens d’éviter les principales.
Une des causes de l’inflexion des voûtes est dans la diminution de longueur de l’arc de la voûte, mesuré dans le sens de fextrados ou dans celui de l’intrados, d’où résulte une diminution de la flèche ou un surbaissement : cette diminution de longueur de la voûte provient de la compression qu'éprouvent ses parties, et souvent de celle du mortier dans les joints; il importerait donc de diminuer l’épaisseur de ceu.v-ci, et d'employer, pour les remplir, des mortiers ou ciments qui ,se sobdilient. promptement ou avant <pie les elfels de la compression puissent devenir sensibles. Oisons que les constructeurs habiles se sont rendu compte de ces effets, et qu’ils emploient, pour les prévenir, les moyens dont il est question ici. Mais une autre cause de l’inflexion ou du surbaissement, k laquelle on ne paraît pas avoir beaucoup fait attention, provient de l'habitude où l'on est d'opérer le décintreraent avant d’avoir achevé le massif ou tout au moins chargé les reins: or les formes d’arches généralement adoptées ne s'éloignent pas beaucoup de celles que notre théorie assigne aux voûtes chargées; si donc ces formes conviennent à l'équilibre sous l’influence de la charge, elles ne conviennent plus en l’abscncc de cette charge, et la voûte, abandonnée à elle-même lors du décintrement, doit se déformer en se surbaissant, ce qui arrive effectivement. On éviterait la plus grande paiiie de cet effet, en n'opérant le décintroment qu'aprèsla construction entière du massif.
11 pourrait bien se produire encore une inflexion « mais elle serait générale, et la déformation beaucoup moindre que dans le cas
contraire, où ia clef s’abaisse, tandis .que les reins se relèvent; le surbaissement final se trouverait donc considérablement diminué , il ne proviendrait plus alors que du resserrement des joints et de la compression des vousspirs.
Maintenant, désignons par:
x', J les coordoiiuées d’un point quelconque de l’exti-adus, rapportées à des axes OX «t OY, l'un horizorMal, l’autre vertical, et parallèles aux plans des tètes;
« l’angle de la tangente en ce point avec l'axp des x;
X, J les coordonnées du point de la covie des cesttns de gravité .situé sur la nonnale i l'extrâdos menée par le point
x", y“ les coordonnées du point de l’intrados fiotif situé sur la même normale;
m SUR L’ÉTABLISSEMENT
ds', ds et ds" les éléments de chacune des trois courbes précédentes, compris entre la normale à l'extrados et une autre normale menée par le point infiniment voisin , dont x -4- dx, y -H dy sont les coordonnées;
e l’épaisseur de la voûte au point (a^Vy), c’est-à-dire la partie de la normale comprise entre l’extrados et fintrados réel;
c l’épaisseur fictive , ou la partie de la normale comprise entre l’extrados et l’intrados fictif;
S la distance qui sépare le milieu de fépaisscur réelle du voussoir de la position de son centre de gravité, de sorte qu’on ait la relation - e — 5 = - e;
p\ P et p" les rayons de courbure des trois courbes en leurs points situés sur la meme normale;
dp le poids du voussoir infiniment petit, compris entre les deux normales infiniment voisines;
rs le poids de fiinité de volume de la matière des voussoirs; N' la pression normale exercée sur l’extrados, par unité de surface, au point (•«'./);
T la résultante des pressions exercées perpendicidaircmcnt au premier joint de la partie de voûte considérée, par les parties extérieures de la construction;
T, la résultante des pressions exercées perpendiculairement au dernier plan de joint, par la voûte elle-même, sur les parties de la construction avec lesquelles elle est en contact : à cause de la réaction égale et contraire à faction, T, exprimera en meme temps l’intensité de la réaction reçue par le dernier voussoir; le sens de cette réaction sera contraire à celui de T,;
t et les pressions par unité de surface correspondantes à T et T,; - 1 I
P la hauteur variable d’une colonne prismatique de la matière des voussoirs, dont le poids produirait, sur une base horizontale, la pression t par unité de surface, d’où tBit, = t;
fx, la hauteur de la colonne correspondante à t,, de sorte que l'on ait ® fl, = L;
i le rapport de -la densité des matériaux qui composent la charge de la voûte à celle des voiissoirs, de sorte que le p>oids de Tunité de volume des premiers soit iz3.
Les forces extérieures à l’arc de voûte sont :
I** La pression résultante T qui agit en im point (x, de ta courbe des centres de gravité, perpendiculairement à la normale à l’extrados ou parallèlement à la tangente à cette courbe, c'està-dire en faisant l’angle a avec l’axe de x; scs composantes suivant X et Y, sont respectivement T cosa, et T sina.
a° La pression T, agissant à l’autre extrémité de l’arc de voûte en un point de la courbe des centres de gravité, suivant
luie direction opposée à celle de la tangente à l’extrados, ou faisant avec l’axe des x l’angle 1 8 o® -I- «, ; de telle sorte que ses composantes suivant X et Y, sont — T, cosat^ et — T, sina,.
3° IjCS divers poids dP des voussoirs, dont les points d’application appartiennent à la courbe des centres de gravité : leurs composantes .suivant X et Y, sont zéro et dP.
4" La pression exercée normalement sur chacun des voussoirs élémentaires avec l’intensité N' par unité de surface. Or, la profondeur de la voûte parallèlement à l’axe étant X, la sùrface élémentaire de l’extrados est Xdr', d'où résulte N'Xd/ pour la valeur de l'action exercée sur un voussoir élémentaire. On la supposera dirigée vers le centre de courbure. (S’il en était autrement, comme cela pourrait avoir lieu, dans le cas d’arches complètement submergées ou destinées à recouvrir des conduites souterraines, le signe de N' pourrait être changé.) Les coordonnées des points d’application de cette force sont celles x et y de l’extrados. On obtiendra ses composantes, en observant que la normale fait avec l’axe des x, l’angle 9 , 0 '’ -I- a, et avec l’axe des y l’angle a, dont les cosinus sont respectivement — sina et-l-cosa; les composantes de cette Ibrce sont donc; .
suivant X, — N'X(/r'sina= — KXdy; suivant Y', N'Xds' cosa = -I- N'Xdx'.
Si nous appliquons maintenant à la portion d'arc de voûte les si» équations d’équilibre d’un corps solide qui doivent égalcnieirt être satisfaites dans le cas d’un système de corps solides, nous remarquerons que toutes les forces agissant dans des plans parallèles, la somme des projections de ces forces sur un axe perpendiculaire à CCS plans est nécessairement nulle. L’une des éqtiali'ons dite de translation est ainsi naturellement satisfaite. Si , pour plus de simplicité, on .suppose X inliniment petit, ce qui réduit toutes les forces à être situées dans un môme plan, celui des xy, les directions des forces coupant les deux axes ou bien leur étant parallèles, les moments de rotation autour de ces axes .seront nécessairement nuis, et deux des équations dites de lutation seront également satisfaites : en sorte qu’il suilit d’écrii'e les équations qui expriment que les .sommes des projections des frSrces sur les axes X et Y sont nulles, et celle exprimant que la .somme des moments de ces forces autour d’un troisième axe perpendiculaire au plan des deiix premier», est également nulle.
Ces équations sont
— ■ T, cosa, -t- T cosa — jti'Xdy = o,
— T, sina, T sina -f- J'N'Xdx' — fdP — o,
— y, T, cosa, -H y T cosa — j'N'Xydy'
-f- X, T, sina, — r T sina — fWXxdi' — J xdP
Nous passerons facilement aux écpiations relatives à l’équilibre d’un voussoir élémentaire en réduisant dans les équations (a) les différences a, — a, à la dilTérenticlle di, r, — x, et y, — y à dx et rfy; les intégrales contenues dans les mêmes équations se réduiront à- un de leurs éléments, et les différences de déux termes composés de même en a, x, y, T, et a„ j„ y„ 1 „ se réduiront aux différentielles de ces termes. De cette manière, les équations différentielles du problème seront
— d.T cosa — = o,
— d.T sina -I- N'Xdx' -t- dP = o;
— d.jT cosa-f-d.a:T siu» — N'X (y'dy-f-x'dz') — xdP== o. (c)
Nous allons changer la forme des deux premiers termes de la dernière de ces équations, en. effectuant comme il suit les différentiations indiquées :
d.j' T cosa =^d.T cosa T cosa dj-, d.xT sinaf = xd.T sina-+-T sinadi.
Au moyen de ces relations, et en observant que l’on a cosa = sina = nous pourrons mettre l'équation (c) sous la forme •
— yd.T cosa-t-*d.T sin* — T ^ dxj
— N'X (y'dy x'dx') — xdP = O.
Or nous pouvons simplifier cette équation au moyen des équations [b); multiplions la première de celles-ci par y et la devxième par X, puis retranchons, il viendra
— y d.Tcos® -+- *d.T sina — N'X{ydy' H- xdx') — xdP t= o.
De cette équation et de la précédente on déduit
mais, comme les points (x, y) et (x', y') sont situés siu- la même norfnale à l'extrados, les coordonnées x ety satisfont à l’équation de cette normale, qui peut se mettre sous la forme
(y — y) -I- {•*' — x) dx'= o,
SUR L’ÉTABLISSEMENT et l’équation dont nous nous occupons se réduit à
en supprimant le facteur T, qui ne peut être nul : on en tire
dx iLf
Ainsi l'équation (c) indique qtie la tangente à la courbe des centres de gravité doit être parallèle à la tangente à l’extrados.
Exprimons analytiquement la condition fournie par l'équation (d) : pour cela nous observerons que les différènees des coordonnée.^ des points de l'extrados et de la courbe des centres de gravité situes sur la même normale, ne sont autre chose que les projections sur les directions de ces coordonnées, de la distance e qui sépare le centre de gravité de l’extrados; bous aurons donc les relations
T — X = e sin»,
y — y' = cos»; d’où, en dilTérentiant,
dx = dx' e cos» d» sin» de,
dy = dy — -^e'sin» d» -f-^cos» de.
Mettant ces valeurs de dx et dy dans l'équation (dj, celle-ci devient
e ^cos» — sin» d« j ^cos» ^-|-sin» de = o.
Or le facteur de d» se réduit à zéro, et celui de de à à cause de ^ = sin», et ^ = cos»; il en résulte •
as as
, ■ de — O,
ou, en intégrant,
DES ARCHBS'dE pont.
' c = constante.
Telle est la condition exprimée finalement par l’équation des moments ('); nous en déduirons immédiatement une relation entre l'épaisseur variable s et la quantité S qui sépare le point mibeu de l'épaisseur du voussoir de son centre de gravité; cette relation indiquée plus haut est ‘ .
d’où
équation qui lixera la valeur de e quand celle’ de S aura été déterminée, et dans laquelle il est bien entendu que e désigne désormais une constante.
Les équations du problème se trouvent actuellement réduites au système des équations (6) et (e). Toutefois, dans le but de simplifier l’intégration des premières, nous allons former avec celles-ci un système de deux nouvelles équations propres à les remplacer, et que nous emploierons par la suite avec les équations (6). Écrivons ces équations sous la forme
rf.Tcôsa = — N'Xsinads'’ d.T sina — -q- N X cosa ds' -+- dP.
(*) U eût été faeite d'établir a priori cette condition, en.ofaaervant <{ue let plana de joint (ont normaiu i l'eitradq^, et que la courbe dei centre* 4e gravité e*t per- |>emltculaire aux plans de joint, ce qui établit le parallélisme de cette courbe et de l'extrados, et entraîne comme condition la constance delà quantité | e. De cette manière, le* quatre forces qui sollicitent le voussoir élémentaire passent par un même point, le centre de gravité, et l'équation des moments est naturellement salislaite. L'on eut pu ainsi poser immédiatement les équations (i) tans poster par les équations (a). Abis il nous à paru convenable de suivre, autant que possible, une méthode uniforme.
Multiplions, d’une part, la première par cos*, 'la deuxième par sina, et ajoutons; puis, d’autre part, multiplions la première par sin* et la deuxième par cos*, et retranchons : nous aurons
cos* d.T côs* -I- sin* d.T sina = sin* dP,
'cos* d.T sin* —.sin* d.T cos* == cos* dP -f- N'Ad*';
la dilTérentiation donne d'ailleurs
d.T cos* = cos* dT — Tsinad*, d.T sin* := sin* dT -l- T cos* d*.
Pour former avec ces valeurs celles des premiers membres des équations précédentes, ilsuffit de multiplier la première par cos*, la deuxième par sin*, et d’.ajouter; puis ensuite de multiplier la première par sin*, la deuxième par cos*, et de retrancher; on obtient ainsi immédiatiement
dT = sin* dP,
Td« = cos* dP -H N' Adi'.
Telles sont les combinaisons nous nous propomons. d’obtenir. On pourrait former immédiatement ces équations en égalant à zéro les sommes des projections des forces qui sollicitent un voussolr, sur deux axes, l’un tangent à l'extrados, l'autre normal à cette courbe. Il faudrait seulement faire attention à ce que, si l’on prend pour l’un des axes la normale menée par l’une des extrémités de l’élément ds', la projection de T sur la partie de cet axe dirigée vers le centre de courbure est nulle , et la projection de la force (T -h dT) sur la même partie s'obtient en mul-, tipliant par cos(90" da) ou — sind*; la composante a dès lors pour expression — Td*, en négligeant les iniiniraent petits des ordres supérieurs. Les autres composantes s’obtiendraient sans difficulté.
6. Nous allons niaiiiteDant nous occuper de déterminer la position des centres de gravité et le poids d’im voussoir élémentaire.
Considérons le voussoir compris entre deux plans normaux infiniment voisins, faisant entre eux l'angle da des deux tangentes consécutives : décomposons la surface base du voussoir en tranche.*, infiniment minces au moyen d'arcs de cercle de rayons variables r, décrits du centre de courbure; soit dr la largeur d’une de ces tranches, sa surface sera rdadr, et, -si nous prenons les moments par rapport à une droite située dans le plan de la base,' et pa.ssant par le centre, de courbiu'e,, le moment élénrcptalre de la tranche aura pour expression r'dadr. En se rappelant (|ue p' désigne le rayon de' courbure de l'extrados, on aura, pour expression de la somme des moments élémentaires,
5 [p’ — tP'* — e)’]da,
ou eu réduisant.
Soit d’une autre pari dS la surface, l>a«e du voussoir éléuMutaire, son expression est “ ii.uiii.n , ■ ,n .i.^ ..i, i< ..t
dS = </» rdr=-[p'’ — (p' — - e)*] da = ep' da-.
celle de la distance du centre de gravité au centre de courbure est d’ailleurs p' — ^ - e — ^ il s’ensuit que le moment de la surface est
Egalant maintenant la somme des moments au moment de la somme, on aura, en supprimant les facteurs communs.
on en tirera ensuite, en développant, réduisant et résolvant, la valeur suivante.
(*) Pour ceux des lecteurs' qoi connailraient nos articles sur les voûtes insère» dans U lietiu tU t'Archiioclurê, nous allons montrer que l exprosnioa clé ^ donnée dans le premier article s'accorda exactement avec celle que nous venons de Irouver, malgré la diiTércnce de forme que présentent les deux expressions.
lii valeutr de 9 obtenue dans ce Hecueil a été tirée de réijnatron • ' * '
ir —
qui donne . m - • . *i .» . |
dou
(p— (p— pi— — -«'•
Or la courbe des centres de gravité ta'étaH point assujettie -é être parallèle à l'extrados. Si nous joignons cette condition qui revient à , ,
La quantité ^ étant toujours une petite fraction, on est en droit de développer le deuxième membre de l’équation précédente, .suivant les puisswices de cette quantité^ ce (jui donne
e n P’ \ ■ P if' f.
mais, pai* la suite, nous nous contenterons d'avoir égard aux
termes du premier et du deuxième ordrf de petitesse, en regardartt
le rapport A comme étant du premier, ce qui réduira la valeur
de — à P
IJ p'*’
et nous dirons que cette quantité est du deuxième ordre. Quant au poids du voussoir, son expression sera
dP
— tsXdS = xsXep'
ou bien
dP:
: taXs ^1 — ds'.
Cette expression et la précédente [ÿ) ont lieu indépendamment de toute condition tirée des équations de l’équilibre; nous allons
d'oit
r«xpressiou préc^enie deviendra
Or cette relation ât identique avec celle que nous venons d'obtenir dans le m^oire actuel.
SUR L'ÉTABLISSEMENT les combiner avec l'équation (e), de manière à en déduire de nouvelles valeurs qui satisfassent à cette équation. Substituons dans l'équation [g) la valeur (e) de e bornée à son premier terme, puisque nous négligeons les termes d’ordre supérieof au deuxième; il viendra d'abord
puis ensuite, meltani celte valeur dans l’équation (c), on aura
Pour foniier à\ec aette valeur celle de dP, on peut remplacer par e l’e qui entre dans la parenthèse du deuxième membre, car cette parenthèse étant multipliée par-s en dehors, il n'en résultera qu’une erreur du troisième ordre : on aura ainsi
puis,' en cfl'cctuant le produit des parenthèses, et y négligeant les termes du deuxième ordre, de manière à ne négliger finalement que ceux du troisième,
dP=:x!r>e|i — • U)
dp
Maintenant, les valeurs de e et de — ne se trouvent dépendre i|ue du rayon de courbure.
Il reste à substituer cette valeur de dP dans les équations (b) et [f)\ nous allons le faire, et en même temps y remplacer la résultante T par son expression Aejx®,*dans laquelle Xc est l’étendue de la surface du joint, et g. la hauteur du prisme dont le poids produirait la pression T sur la surface Xe, si elle était horizontale. Disons, en passant, que l’usage de la hauteur fi est ici le même que celui des hauteurs manométriques dans la mécanique
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des fluides; il a, comme ces demièies, l’avaatsi^ de rendre plus saisissable . pour l’esprit l’intensité des pressions, que tel ou tel nond>re de kilogrammes par mètre carré : il sert, d’un autre côté, à ‘mettre en évidence l'iiomogénéité des differents tennes des équations, de telle soite qu'il n'y entre plus que des lignes et des rapports numériques. Ces considérations nous ont décidé à remplacer partodt les pressions par unité de surface, au moyen des hauteurs qui les représentent; les premières, que nous avons désignées par t. sont d’ailleurs liées à celles-ci par la raladon
Nous écrirons donc
T = ■aXefJL, dT = vsXedfi.
Ces valeurs et celle (j) de dP étant portées dans les équations [b) et (/), on aura, en divisant ensuite par isXe,
d.ft cos* = — ^ dy,
d.fü sin* = -4- dx' H- — 5 '^)
dft=^i — sin* di',
fxdec = (• — 3 A j «os* di' -H- ^ ds.
Les deux premières de ces équations ne peuvent être intégrées sans que l’on .se donne l’expression de la variable N' en fonction de Tune des coordonnées; les deux dernières, au contraire, quoiqu’elles n’èn soient que des combinaisons, conduisent facilement aux valeurs de fi et du rayon de courbure p', quel que soit N'.
En effet, à cause d<^ sia*ds' = dy' et — —da, on peut mettre la troisième équation (1) sous la forme
^ ^ _ dp 5= dy' j e sin* da;
SUR L'ÉTABLISSEMENT or cette équation s'intégre irtunédiatement, et si l’on désigne par ^ et A les valeurs de p. et y qui ont lieu pour a = o . on aura . en intégrant à partir de ces limites,
ft — y — A — 5 ® ( ' — cos«). (;«)
D’autre part, substituons la valeur de fx tirée de ce^te cquatiou, ilans la dernière 'équation [l) divisée i>ar da, et observons que
dt‘ , ^ -
— =r P BOUS aurons
fl, -+-j' — A — ^e(i — cos«) = ^ p' — '-e^ cosa -t- ^ f>'; tirant ensuite la valeur de p', il viendra
y ~ h — - » ( I — » CM*)
p'=e jjp . (n)
— f CO*«
Les équations (m) et (n) sont équivalentes aux deux premières équations (/), et pour pouvoir faire usage des unes et des autres, il devient indispensable de préciser la valeur de N' en fonction des coordonnées ; c’est ce que nous allons essayer de faire en examinant les diverses manières dont les charges que supporte la voûte peuvent agir sur les voussoirs.
' taDETERHIIflTION DE L'ACTIOE DES CHARGES Sl'R LES REINS DES VofTIiS DANS LES ARCHES DE rOKT-
7. Nous ne nous occuperons point dans ce Mémoire des arches dans lesquelles les plans de joint s'étendent Jusqu’au plan horizontal langent à l’extrados. Dans les autres cas, on distinguera l'action exercée sur la voûte par la construction en assises horizontales qui forme les parements extérieui-s, et celle que produit la masse, plus Ou moins irrégulièrement disposée , des matériaux ipii remplissent l'espace intermédiaire. * ■ - ■ •
La disposition irrégulière des matériaux d’un massif formé par un blocage de maçonnerie ou composé de parties semi-fluide.s.
t«i qu’un mw o lf de terre ou de béton, rend tout A fait impossible la détermination de leur action sur la voûte, ^out ce que l'on pourrait faire de mieux à cet- égard serait de recourir au calcul des probabilités pour découvrir le mode d’action le |dus probable de cette partie du massif.
Nous allons voir que la disposition presque régulière de la construction par assises horizontales présente autant de difficultés.
I..a répartition de la charge sur les différents voussoirs dépend , dans ce cas, de la pose des assises horizontales dont les extrémités s’appuient sûr les reins de la voûte, et des tassements qui se produisent pendant la construction et après le décintrement. Les effets qui se produisent pendant la pose, et le tassement, dépendent essentiellement du soin qu’apportent les ouvriers pendant la construction, et de la nature des lûatériaux employés : de lé naît l’impossibilité de tenir compte, dans le calcul, de circonstances si variables et si difficiles à apprécier. C’est à -cette variation que tient d’indétermination des actions exercées par les assi.ses horizontales sur les voussoirs des plans de tète. Pour bien nous rendre compte des efl'ets de la pose des assises horizontales, il nous suilira. d'examiner les cas extrêmes qu’elle peut présenter.
Le plus souvent ,1 dans les coastructions de voûtes cbajgées, ies voussoirs des plans de tète ne .se terminent point vers l'extradôs par ime surface cylindrique ayaiU cette com-be pour directrice , mais bien par deux surlàces planes, l’une horizontale et passant par l'arète supérieure du* voussoir, l'autre verticale et passant par Tarét» inférieure située sur l’extrados. Au moyen de cette dispo- .sition-en gradins, on luel'de niveau les laces horizentales des voussoirs avec celle! de» assises de uia^nnerie qui forment les parements extérieurs de la constnictionv - ti nu *i j
Nous examinerons diverses circonstances de la pose des assises, -dans cette di.sposilion par rapport aux voussoirs. Il est facile de voir qne les face» verticales des assises peuvent être phi.s ou moins serrées, et même que la face verticale de contact d’une assise avec le voussoir peut, ne stqq>orter aucune pression, soit
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pendant la poae, soit après que le tassement a «1^ ptinduit;< ce4a dépendra principalement de la -pose de l’aasise eonsidérée et de celle des assises voisines. 11 pourra donc y avoir un plus ou moins grand. nombre de vouasoirs dont les têtes ne recevront des assises
♦ iwj ^1-; -li.
-, ..a- i.'jjJ LSuqrti; la MiJi * • -‘ü'
fT»*i I»!»* I' 5U>’
■ ji '-Il r f
*’•- Itl* ' lui'
/ f ^ ,1; ^ -Wj *l^“ l^'l' 'il *f
^ » . . ■ r t ■ rr ff • Il . * ••»('•• •• !' -I ^ 1 *. •
. rTTTT P i
»*• . Il» 't iM- 'l'û *
adiaccMes aucune pression borisontale; de même que pour d'autres vouasoirs, ces pressions pourront aussi être plus ou moins' considérables. D'un autre cdté, la pressicm verticale qu’inse pierre appartenant à Une assise exercera sm- la face boricoMale de.la tête du voussoir oorsespottdant 4 l’assise iniérieure , dépendra de plusieurs circonstances, telles «pie l’exécution {dus ou moins parlaitc dés surfaces -de joint, et la longueur de far partie d« la pierre considérée^ engàgée entre les assbes aupérieure et inférieOre, du côté opposé à la tête du voussoir : oui conçoit encore une atéoutien ou une pose asscx imparfaites, pour que quelques-unes des fiices horizontales de joint communes à l'assise- et au voussoir haférieui* ne supportent aucune pression; de mèmè aussi, il pourra arriver qite ces pressions soient très-grandes, comme da!ts le cas où la pierre dont il s’agit aurait une plus grande épaisseur vers' la tète du voussoir que vers le côté opposé (’). il est peitnis encore de se
(*) AjtDt bien aaUi ces ikarlicuUrités, on s’expliquera aisément les rupUires>que présentent prfois les voussoirs dans une direction perpendiculaire à celle des plan.v de Joinl« et vers le tiers ou la moitié de" Itur longueur a partir de Thitnidos Lorsque les résoltantas des presaonsnanr les plans de ’ joioi des voussoir peinent
repré»ent«r un cas dans lequel les pressions horizontale.s et verticales transmises par les assises aux tètes des voussoirs seraient nuUes en même temps : ce serait celui où le système des assises horizontales -se tiendrait de lui-roéme en équilibre, comme dans les «onstruciion.s égyptiaaaes; 1a voûte serait simplement touchée, SMS être pressée par ces assises, et ne serait d’aucune utilité dans la conatniction , de teAe sorte qu^on pourrait la supprimer, et qu’elle devrait -ée tenir en équdibre cTeAc-mcme si l'on voulait la conserver.. • <
Ue ceiqoi précède, il &nt conclure qu’il est impossible d’assigner aucune valeur déterminée aux composantes horizontale el verticale de l’action exercée par les parties du massif sur chaque voussoir; il est donc également impossible de les soumettre à aucun calcul précis. Nous serons obligé, pour lever la difficulté tjui résulte de cette indétemiinalion, de procéder à l'égard du massif comme nous l’avons faippour la vdûte; nous lui suhstitucroDs une disposition idéale donnant lieu à des pressions nomiales ilétemiinées : il y aura ensuite k examiner s’il est convenable de pa.sser, sans modifier le jeu des forces, du système idéal dont il s’agit, à telle disposition des matériaux que l’on se propo.sera de réaliser.
|ire5 de l’inlrados, let joints s*ouvrenl vers l'extrados, d'une quantilé plus ou inoin!> appréciable ii Vieil. Le voussoir est alors dans le cas d'un solide encastré vers Viine de- ses e<tréniflés‘, et soUidté « Vautre p«r une force non dirigée dans le sens de sa luogueMi’. CcUe force eai ici la réaaàtanle ém pression» boriaootolas et vertioalcii exercées par les assises contiguës; il y a possibilité de rupture dès que cette résul Uintc prend une direction oblique par rapport à la longueur du voussoir. La ruplure*V;nd à se pTtiduire le plus prés possible de U section d’encastrement ou de -la courbe dk bi vésultanle des psussions; et elle y est bcsiîlée. non-seulcsncnt perce que le moment de In forc^ qui produit la rupture va ea crousant vers ce point, tandis que le momsut des résistances k la rupture décroît avec la action du vou> soir, mais enedre parce que laeprcssion InUiîe exercée par les voussoirs adjacents se trouve concentrée <Un» le votsirmge \le cette section, el qu'il en résulte en res points une désagréfatinia Ha U inaüéce du TOuaooir, qui a’alt^d pour se naanilbater que le concours d’une nouvelle foreç. Ces considérations indiquent l'importance qu'il peut y avoir è assurer la direction normale de Vaction de la charge sur les vottaéoirx.'* • j • ' ‘ * •
SUR L'ÉTABLiSSEMKRT
MSPO»ITIO«( DE LA CHARGE KlTÉRtBl'RC O'ÜRE ARCHE, DOARAlrr LIEf ** ' • À DBS PRESSIONS NORIIALES DÉTERimiÉES. <> ' '
. • 1 . , 1 8. Dans le but <l'abréger les descriptions, disons comment on pourra passer de la disposition en gradins dont il a été qnesdon dans le numéro précédent, é la disposition idéale que nous nous proposons d’étudier. Supposons d’abord, dans la première, la division de la voûte en voussoirs eOectuée au moyen de pians normaux infiniment rapprochés : les deux faces de la tète de chaque
voussoir qui déterminent les gradins seront inBniment étroites'; imaginons actuellement qu’on sépare le corps £t la tète des voussoirs suivant la surface extrados, c'est-à-dire suivant la surface qui passe par les arêtes extérieures des plans de joint normaux; on aura isolé de chaque voussoir un prisme .triangulaire ayant pour l>ase un triangle rectangle de côtés infiniment petits, et dont l’hypoténuse répond à la face de contact de ce prisme et du voussoir. Substituons enfin aux assises horizontales de la. disposition ci-dessus, une série de prismes verticaux ayant pour hases les faces horizontales, des prismes triangulaires que nous venons de définir, et limités, dans le sens vertical , par un meme plan horizontal dont le niveau ne soit pas inférieur à celui du peint le plus
élevé de l'extrados. On obtiendra de cette manière une disposition dans laquelle chaque voussoir se trouve accompagné d'.iin prisme triangulaire et d’un prisme quadrangulaire, et telle que les actions exercées par le massif sur les voussoirs seront normales à rexU>ados et déterminées. ' •
En elTet, dans le système qtie nous examinons, la force qu'un voussoir reçoit du massif est fa pression normale exercée par la face du prisme triangulaire par laquelle il est en contact avec lui , en taisant toutefois abstraction, du frottement : mais on pourrait dire que cette fore» ne se développe pas, si l'on admettait que la bce hypoténuse et la face verticale du prisme triangulaire fussent en contact parfait au moment de la pose, l’une avec le voussoir, l'autre avec le prisme quadrangulaire adjacent; du moins, il n’aurait lien qu'en vertu de la compressibilité de la matière du prisme, qui lui permettrait de descendre un tant soit peu sous l’influence du poids du prisme superposé et du gUssement occasionné par l'inflexion de la voûte. Nous négligerons donc ici le frottement, cg qui revient à supposer normale l’action du prisme sur le voussoir. Déterminons maintenant l’intensité de cette action; pour cela, nous aurons à considérer l’équilibre du prisme triangulaire.
Afin de simplifier les notations , nous placerons l’axe des x dans le plan horizontal qui limite les prismes quadrangulaires à leur partie supérieure.
Les forces que reçoit le prisme triangulaire sont au nombre de quatre : ce sont les trois pressions exercées perpendiculairement sur ses trois faces longiliidiuales, et le poids de ce prisme; noirs devons faire alistraction de ce poids, qui est une force Infiniment petite du deuxième ordre à Cause des deux dimensions infiniment petites du prisme, et ne doit point, pour cette raison , figurer dans des équations entre les autres forces qui son^ inliniment petites du premier ordre, r-, .
Soit ds le coté hypoténuse de la base du prisme triangulaire, les côtés horizontal et vertical de cette base seront dx’ et t/y'; les étendues superficielles des faces correspondantes seront re^ecti-
vement Xd/, Xdx' et Xdy. N' désignant comme ci-dessus l’intensité de la pression normale par unité de surface , l'intensité de la pression exercée par le voussoir sur le prisme sera N'Xds'.'Ot comme cette force est dirigée du centre de courbure vers l’extrados, scs composantes horizontale et verticale seront N'Xds'sina et — N’Adi' co8«.
Soit H' la pression horizontale par unité de surface exercée par le prisme triangulaire sur la partie adjacente <lu massif, et que , réciproquement, celle-ci exeree sur la face verticale du précédent; la force exercée contre le prisme parla paiti» adjacente du massif sera H'Xdy, et dirigée vers les x négatif, la convexité de l’élément ds' étant supposée du côté des x positifs.
Enfin, la face horizontale du prisme trianguiairc reçoit une force verticale qui n'est autre chose que le poids du prisme quadrangulairc correspondant, ou ixsy'Xdx', en désignant par i le rapport de la densité du massif à celle de la voûte, de sorte que ivs représente le poids de l’unité de volume du massif, ainsi que nous l'avons dit plus haut.
Egalons à zéro les sommes des projections horizontales et verticales des forces qui sollicitent le prisme triangulaire; nous aurons
KXds' sina — IfXdy = o; — NXds' cosa -t - i-ayXdx o,
ou bien
V=ir,
ou encore
La pression normale N', par imité de surface se trouve ainsi déterminée; et de ce que cette pression et la pression 11' ont pouivaleur commune U i[uantité tiay', on en conclut que le mode de disposition des matériaux du massif dont nous nous occupons ici, donne lieu à la même distribution des pressions, que si le massif était un liquide de densité correspondante au poids its de l’unité de volume.
Nous aurions pu, comme plusieurs auteurs, partir immédiatement de riivpothèse de la fluidité; mais il nous a paru bon d’indiquer à quel mode . de disposition répond cette hypotbèec que nous allons adopter dans ce qui va suivre. Nous signalerons à ce sujet la tendance d’un bon -nombre d’ingénieiU'S à remplacer généralement la disposition en gradins des parements extérieurs par celle résultant d’un extradas continu, avec assises horizontales coupées obliquement en leur intersection avec l'extrados. Cette disposition de l’appareil des tètes peut donner lieu à des pression.s normales, mais leurs intensités restent indéterminées; il ne faudrait que séparer les prismes triangulaires, des assises horizontales, pour diminuer not.'iblement l’indétermination et se rapprocher de notre disposition idéale : si l’on avait à redouter la rupture de ces prismes en leurs angles aigus, on pourrait les construire d’une matière plus résistante, et même, dans certains cas, les rattacher aux pierres supérieures, c’est-à-dire les faire alors de la même pièce que celles-ci.
On dira peut-être que , si l’oi^applique aux appareils consistant en assises horizontales et voussoirs en gradins les formules relatives à l’équilibre du système formé de prismes disposés verticalement et reposant sur des prismes Uiangulaires détachés des voussoirs, ou celles relatives à l’hypothèse de la fluidité des matières du massif, on ne courra aucun risque relativement à la stabilité de la construction proposée, puisque celle-ci donne lieu à des liaisons résultant du croisement des pierres des assises horizontales , que ne présente pas la (bsposition du massif en prismes verticaux, et que, d’autre part, le passage de l’état fluide à l’état solide établit des liaisons favorables à la stabilité, et sur lesquelles on n'a pas compté. Nous n'invoquerons point ces raisonnements, qui sont plus spécieux qu’exacts, attendu que les liaisons établies dans la construction ont pour résultat précisément d’empêcher les charges de se répartir sur les reins de voûte, comme elles le feraient si ces baisons manquaient absolument, ou dans le cas de la fluidité.
Nous avons indiqué, dans la note du n° 7, la nécessité d’assu-
SUR L'ii^TABLISSEMENT rcr la direclion normale des pressions exercées par le massii'; nous croyons donc ne pouvoir mieux faire, et sur ce point nous sommes il'accord avec de savants ingénieurs, qu'en adoptant rLypothèse de la fluidité, et en engageant les constructeurs à se confonuer, dans _ l’apijareillage des parements extérieurs, aux conséquences de cette liypotlicse, par l’adoption de dispositions propres à la réaliser, ou é en choisir qui se rapprochent le plus possible de celle que nous avons décrite, et que nous allons soumettre au calcul.
ArpLlCATIOS DES FOlUtULES DE L'ÉQeiLIBEE AO CAS OC LES PRESSIOIU HOHIIALES EXTBIIIBI'RES MX VOOSSOIBS SOHT FROPORTIONNELLXS k LA HAOTEWa DE LA CUAÉkE QCI S'ELEVE AO-DBSSVS DE CECX-CI.
9. Nous partirons de la valeur de N' obtenue dans fe numéro précédent, et qui donne
En substituant celte valeur dans le!S deux premières équations (/), on a ■
• d.(xcosa = — ^ '
d.fx sina = ^ dx' -I- \ - ’
Quant à l'équation (m), elle reste la même.
et l'écpiatlon (n) devient
A — r e( 1 — cosa).
r. ^-y — * *- - » ( 1 — » co»«) iy * CO» s
ip)
Cette expression du rayon de courbure de l'extrados olire un moyen très-simple de construire cette courfre : nous reviendrons
sy
plus tard sur ce sujet. Nous allons maintensuit nous occuper de l'intégration des équations difTérenliclles ci-ilessus, ou mieux de la première d’entre elles, comme plus simple, ce qui suffira, puisque la valeur de (t résulte d’une Intégration effectuée précédemment.
On obtient immédiatement, en intégrant la première de ces équations, k partir des limites (jl,, i et A relatives à (i, cosa et y,
F. — F cosa = ^ (/• — /(•):
pour éliminer (jl, multipllon.s par cosa l’équation qui donne la valeur de (x — fi,, et ajoutons membre à membre avec celle-ci; il viendra
(i, (i— cosa)=;:(y— A)coso.— ^e(i — cosa)cosa A*), (ç)
Kn exprimant dans celle équation cosa en fonction de tanga dont la valeur est^, on aurait l’équation diiférentielle de la courbe extrados, qui semble présenter, pour l’intégration, plus de facilité que réquatiorndiflerentielle de l'Intrados; naais il convient mieux d'obtenir l'équation de l’intrados ('), et dans ce but nous ne nous laisserons point arrêter par des difficultés qui sont plutôt apparentes que réelles.
* Pour passer de l’équation (c/] k celle relative k l'intrados, il suffit de remplacer y par sa valeur en fonction de en effet, cosa conserve la même valeur pour les points des trois courbes situés sur une même normale à l'extrados, ces courbes étant parallèles en vertu de la constance de j-c. Or les coordonnées y et y’ ne diffèrent que d’une quantité égale à la projection verticale de e; on' a donc - * •
y' = y' — f cosa:
('} Nous voulons parler ici de VmfraJos que nous dêaignerons simplciuenl par la dénoutoslion d"intrado9, à moins que nous ne prévenions du contraire.
nous déduirons de cette équation la valeur initiale de y", en fai-
sant à la fois y = h et a = o ; soit h" cette valeur de y’, il vieüt
équation qui, combinée avec la précédente par voie d’addition et de soustraction, donne
y h = y’ -y- h“ — e (i -|- cosa), y — h =\r* — A" -4- e (i — cosa);
multipliant celles-ci membre à membre, il vient
t’* — A* = y"' — h"' — 2 c (je* cosa — h') — c’ ( i — cos’a) ;
substituant, enfin , cette valeur et la précédente dans l’équation [q), nous aurons
fx, (i — cosa) r= [y' — h") cosa | c (i — cosa) cosa
-4- ^ (j’* — h"') — : i (/ cosa — A') — (i — cos'a).
C’est ici lÿ lieu de remarquer que si l’on considère la quantité e comme étant du premier ordre de petitesse par rapport aux rayons de courbure, ou aux coordonnées que l’on suppose de même ordre, la quantité p, est du premier ordre de grandeur par rapport h ces dernières*: en efTet, le deuxième membre de celle équation ne contient que deux termes ayant e en dénominateur, et qui sont pour cela du premier ordre de grandeim, réunis sous la forme — {y’' — A’’); la différence de ces termes reste en général
d’un ordre de grandeur supérieur à celui des coordonnées , puisque le facteur de cette différence y’ — A' est en général d’un ordre de grandeur plus élevé que e : il faut donc que le deiixiètiie membre, et par suite le premier, soient du premier ordre de grandeur, généralement. On observera que si, vers le sommet de
l’intrados, y' — A’ devient très-petit et même oui, le facteur 1 — cos a devient nul en même temps, et l’ordre de p, reste indéterminé vers le sommet , d’après l’équation précédente ; mais l’e*pression (p) de p' montre que le produit de e par p, est constamment égal au produit de quantités de l'ordre des coordonnées. Nous sommes donc autorisé à regarder p, comme étant du premier ordre de grandeur.
Posons, pour abréger et simplifier les discussions.
la (juantité y sera, d'après ce qui vient d’èhe dit, de l’ordre de grandeur des coordonnées et des rayons de courbure. .Multiplions l’équation ci-dessus par — Ou par sa valeur 4^, il viendra
_^(/cos«-A')
cos a) cos a — cos’ a).
(ictie équation est du deuxième degi-é par rapport à cosa; mais observons que cos’a n’affecte que des termes du deuxième ordre, de sorte que si, comme nous sommes convenu de le faire, nous négligeons cem du troisième, il suffira ici d'y substituer A cosa
et à I — cosa, leurs valeurs obtenues en négligeant ceux du pre-
y'*—- fc"*
mier. Or la valeur de i — cosa est aux termes prè.s du
premier ordre, d’après l'équalion précédente; d’où résulte pour
la valeur de cosa, au même degré d’approximation, i — ‘ — ;
nous pourrons donc, en ne uégbgeaut que les termes du troisième ordre, mettre le troisième terme du second membre sous la l'ornïe
îTf
■ — — cosa.
et écrire le dernier terme de ce membre ainsi qu’il suit :
• I — • — ; — ) cosa.
.Vu moyen de ces valeurs, l’équation précédente deviendra
,_cosa=-^ H
ir''r''—k‘' «• ,• ^ —
on en déduit
ou bien en ajoutant et retranchant ” h’ dans la parenthèse du premier membre, et tirant la valeur de cosa,
cosa :
ctif— c) j« f* M \y''—k-'
Telle est l’équation dKTérenticlle do l’intrados qu’il reste à intégrer, en y supposant cosa exprimé en fonction de tanga ou de
• 10. .\vanl de procéder h l’intégration de cette équation, nous aurons à exprimer les quantités p et p", puis ensuite e ou S, en fonction des ordonnées de l’intrados.
L’équation (m) donne immédiatement, au moyen de la valeur ci-dessus de y' — h,
(X — (k,=/ — ^ — cos*);
et. si l’on observé que e est du deuxième ordre par rapport à ft.
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on aura une expression de ft exacte justpie dans les ternies du deuxième ordre relativement à cette quantité, en mettant à la place du facteur i — cosa la valeur obtenue plus haut en négligeant les termes du premier ordre; le dernier terme du second
membre de l’équation précédente pourra s'écrire - e - — ; — . ou, en vertu de féquation (s), (y'* — /i'*) : il vient donc
fx — — é' -t- (/■ — A'*). (r)
Quant à l’expression du rayon de courbure, observons qu'en vertu du parallélisme des trois courbes, on a
substituant cette valeur et celle de y' dans l'équation (p) dont nous chasserons les dénominateurs, nous aiurons
(p'-t-e) — i)ecosa] = efi,-f-e{y" — e*(i — cosa)
— j e’ (i — a cosa);
divisant tout par i, et ayant égard à la relation ( 5 ), puis effectuant les réductions qui se présentent, il viendra d’abord
p’ ^y' -f- e cosaj ey’ -+- c'eosa = y -t- ^ (y' — A')
T — (t — cosa) — e' cosa,
puis ensuite
p' (y' H- ^ c cosa) = 1 ç- — «A' -h j y -h ^ e (y* — A')
et enfin
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Nous reviendrons plus loin sur celle expression du rayon de rourbure, et nous indiquerons le parti qu’on en peut tirer pour substituer à l'eiuploi de i’intégralc de {'équation (u), celui des constinclions graphiques. Actuellement, nous nous bornerons à opérer la vérilication de celle expression, en observant qu’on doit pouvoir la tirer de l'équation (u) par la difl'érenlialiun.
En cflel, diflérenlions cette équation en y faisant préalablement disparaître le dénominateur du deuxième membre, il viendra
cos a
Or, ou a liy' = sina ds = p’ sina da; substituant cette dernière valeur à la place de dy", et supprimant ensuite le facteur commun sina da, on aura
J , r , I — 1 t' fi y ■) tfh' r'
-.P [y -H — ecosa-+-y(--*]'-cosaJ=. -4--
.Nous pouvons mettre dans le dernier terme du second nombre
au lieu de - — - — , la quantité i — cosa, d’après ce qui a été dit ci-dessus; puis, en transposant le dernier terme de la parenthèse du premier membre, et multipliant par q', nous aurons
a p’ j^y' -I- e cosa j = 9 ’ — 2 cA'-+-e’-t- * c (y ’ — A”)
') (i- cosa) --^(5-.)
Or le dernier terme du second membre étant du deuxième
orflri!, on peut mcUre à la place de p", sa valeur obtenue en négligeant IcstcmieSdu premier, et l‘é(juation donne ici -xp’ y' =q\ en négligeant ces tenues; il en résulte que le dernier se réduit 4 — ^ (5 — ') cosa, et, par suite, la soiniiie des deux derniers 4
%■ — ÎL — I j cos a. Mettant ces valeurs, achevant
la réduction des termes en e”, puis tirant la valeur de p', il vient
a* — 1 fh ^ J
valeur identique avec celle obtenue précédemment.
Nous pouvons déjà remarquer. que, dans l’h^'pothèse 1= 1, cette expression devient plus simple que celle (p) du rayon de courbure de l'extrados. On pourra encore observer que, dans la même hypothèse, le second membre de l'équation (o) ne contient que des pui.ssances paires de y", d'où il est facile de conclure que la courbe qu’elle représente devient alors symétrique par rapport à l'axe des x. Le numérateur de la valeur de p’ conserve le même .signe pour des valeurs égales et de signe contraire de y", tandis que le dénominateur change de signe. Le rayon de courbure prend alors des valeurs égales et de signe contraire, comme cela doit être, puisque les courbures en deux points symétriquement placés par rapport à l’axe des x sont néces-sairement de sens contraires.
Actuellement la détermination de la distance S du centre de gravité au milieu de l’épaisseur du voussoir devient très-simple: en effet, nous déduisons de l’équation (A)
on peut substituer ici p' à la place de p', puisque leur différence est égale à e, et qu’il n’on peut résulter qu’une erreur du troisième ordre que nous négligeons; de plus, on peut à p* subsii-
tuer sa valeur, en y négligeant les termes du premier ordre, la-
f|uelle se réduit à — alors il vient simplement
en ayant égai'd à la relation (s).
L’expression (/) de l’épaisseur variable e se change de même en
Dans le système que nous considérons, les épaisseurs croissent donc proportionnellement aux ordonnées de l’intrados, et la constante e est l’épaisseur qui aurait lieu au point où l’intrados couperait l’axe des X si cette intersection était possible.
CETRi.orrKvrsT iik c’Éor.xTios mFFF.ar.NTiF.i.LF. de imstrxdos.
1 1 . Nous avons à former l’expression du coefficient dill'érentiel dont la valeur en fonction de cosa est
(is
àz
on a d’abord, en renversant les deux membres de fé(|ualion (u),
^ ^ a(i — ,), (/ — A') ^ ,n . W'tx'* — *'•)
y * — fc • -I- f (ï A* — f) ’
devant au carré les deux membres de cette équation, retranchant l'imité, et réduisant ensuite au même dénominateur, on aura, en supprimant les termes qui se détruisent, et négligeant ceux du troisième ordre.
i(‘— ■) « (/— n 4tA' (y — r*)
8 8{.-.) <•*•(/-*') . 4(.-i)* «'(/-ATI
Multipliant haut et bas par q' et mettant le facteur commun y* — h’ en évidence, si, de plus, on pose
R’ = (/ — I’) j [ 3 7 ’ —.(.y'* — /i'*) j (j'' -f- II’) -f- 4 ^ cq‘ -4e4'(/-»-A')-+-^e'(y'-+-r)
l'équation précédente deviendra
dy’’ R'
et l'on on tirera
dx =dz î ^ dy. (a)
Telle est l'équation qu’il reste à intégrer.
On sait que l'intégration d'une expression de cette espèce, dans laquelle R’ est un polynôme du quatrième degré en y', consiste dans la réduction aux fonction.! elliptiques. Sous la forme (a'), l'intégration n’est pas même ramenée aux quadratures, à cause de la valeur infinie que prend le coefficient de dy', quand y' est égalé A',, et c’est le cas qui se présente pour le premier élément de l’intégrale. Or la réduction aux fonctions elliptiques exige la décomposition du polynôme R’ en facteurs du premier degré, et cette décomposition nous présentera une - circonstance favorable à'ia
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réduction de l’intégrale aux quadratures; nous commencerons donc par opérer la décomposition du polynôme R’ en ses facteurs du premier degré.
IIKCOMPOSITION DC POLVKÔNF. H* ES SES EACIECHS l)L’ PREHIEH UEGKE.
UMITF..S DE LA COCRDE ISTEADOS DASS LE SERS DES _r. .
12. La question dont il s’agit se résout ordinairement par la détermination des racines du polynôme R* égalé à zéro. Dans le cas actuel, l’un des facteurs y' — h' est déjà connu, et il ne resterait plus qu’à résouilre une équation du troisième degré; mais la forme des racines étant trop compliquée, lorsqu’on fait usage de la formule de Cardan, pour que nous songions à appliquer cette domicrc, et l’exactitude rigoureuse de la valeur des racines n’étant point nécessaire ici, puisque la valeur du polynôme n’e.st exacte que jusqu’aux termes du deuxième ordre inclusivement, nous devrons recourir à un autre procédé, celui de la réduction des racines en séries ordonnées suivant les puissances de e, dans lesquelles nous négligerons les termes d’ordres supérieurs au second.
Nous commencerons par déterminer les parties de chacun des facteurs du polynôme du troisième degré , qui sont indépendantes des tenues du premier et du second ordre : pour cela nous rechercherons les facteius du polynôme en faisant abstraction de ces termes, dont la suppression le réduit à
{y'-i-in [a _/,'•)].
L’un des facteurs du premier degré est en évidence; en égalant à zéro l’autre facteur, il vient
Posons
Ii9
on tirera de l'équation précédente.
de sorte que les deux facteurs cherchés seront H y’ et 11 — y“ (nou^ changeons ici le signe de la différence y’ — II à cause du signe — qui affecte y"' dans le facteur du deuxième degré). Le produit des trois facteurs, en négligeant les termes du premier et du deuxième ordre, est donc
Désignons maintenant par ’a.'c, |S'c, y'e les tenues du premier ordre i[ui doivent-entr'er dans la composition des facteius que nous nous proposons de déterminer, de telle, sorte que le produit de ces facteurs soit, à des termes près du deuxième ordre,
il s’agit de déterminer les valeurs de a', et y' de manière que les termes du premier ordre provenant du produit de ces facteurs .soient identiques avec ceux qui font partie du polynôme proposé, quel que soit y". Qnant aux termes de l’ordre de y’, il n’y a point à s’en occuper, puisqu'ils sont nécessairement identiques avec ceux du polynôme , en vertu de la décomposition que nous venons d’effectuer. Fonnons donc l'expression des termes du premier ordre (jue peut fournir le produit des facteurs ci-dessus : on aperçoit immédiatement que ces termes ne peuvent provenir que du produit du terme du premier ordre de chacun des facteurs, par le produit des termes des deux autres facteurs qui sont de l'ordre de y’. On a de la sorte, pour les termes dont il s’agit,
*'« (H-4^') (H — y')-i-^e {y’-hh’] (Il — /) -t-y'e (y'H-é’) (H- i /).
' Or la somme de ces termes devant être égale, pour toute valeur de y’, à la somme des termes du premier ordre qui entrent dans la composition du polynôme du troisième degré, laquelle est
4^ev>- 4eA'(y'-t-A').
nous allons égaler les coefficients des mêmes puissances de y‘ dans ces deux sommes, et en faisant abstraction du facteur commun e, nous aurons les trois équations de condition
a' H* - H (^' H- /) Il A' = 4 Illi _ 4 h'\
La dernière de ces équations donne
substituant cette valeur dans la première et midtipliant la seconda par A”, il vient
((3' y') HA' _ ((S- — y') H' = 4 ^ r — 4 A'*.
(^' -h y') HA' — {^' — y') A'- = — 4 A'*; puis en soustrayant,
-((3'-y’)(H'-A-) = 4^9'; mais on a (A')
il en rcsidte
jy — y = _ a
et, en substituant cette valeur dans la deuxième des équations de condition,
(^'-|-y')H-(-a tl^h’ = —àh\ ou
on en tire
En ayant égard à là valeur ci-des.sus de a en (3' et y', puis se servant des expressions de la différence et de la somme de ces deux dernières quantités que nous venons de trouver, on formera les valeurs suivantes:
Acluellcmenl, désignons les termes du deuxième ordre respectivement par *"c*, ^’e', y'e', de sorte que le produit des trois facteurs soit
(H-4-y'-4-j3' (H — y'-hy'e-f-y'e’); nous aurons simplement à identifier les termes du deuxième ordre fournis par ce produit, avec ceux du polynôme du troisième degré, puisque ceux du premier et ceux de l'ordre de y' se trouvent identiques en vertu des calculs précédents. Remarquons à ce sujet que les termes du deuxieme ordre de ce produit proviendront d’abord du produit de chaque terme de cet ordre faisant partie d'un facteur, par le produit des deux autres facteurs débarrassés de leurs termes du premier et du deuxième ordre; puis ensuite du produit de deux termes du premier ordre contenus dans deux facteurs différents, par l’autre facteur débarrassé de ses termes du premier et du deuxième ordre. Cette remarque nous fwnnettra d’écrire immédiatement les tenues du deuxième ordre dont il .s'agit, et en les égalant à ceux contenus dans le polynôme du troisième degré, on aura l'équation
— y')-f-a'y'e’(ll-l-y')-f-^'y'e’ (y'-l-A")
qui se décompose, en égalant séparément Tes coellicients des
mêmes puissances de y, en les trois équations suivantes :
a'H> -t- ((3' + /) H A* -4- *' (jS' -f- y') H 4 - ^'y'W = ^ A'
— a'— iS'-|-/ = o.
I,a dernière de ces équations donne
substituant cette valeur dans la première, multipliant la deuxième par A', et transposant les tenues connus dans les seconds membres, il viendra
soustrayons la première de la seconde, nous auroas
-/)(H--A'-)=a'[(j3’+ylH+(;3'-y') A'] + 8 AV8 ^ A';
mais nous avons trouve plus haut les valeurs de (jS'.-f- >')l! et fS' — y’; elles donnent immédiatement
(^-+-/)H-H(i3'-/)A' = -iA':
au moyen de cette relation et de la valeur de a, le second membre de l'équation précédente se réduit à
cette même équation donne par suite
Reprenant la deuxième équation de condition, nom aurons, en vertu de jS" — y' z= o et des valeurs déterminées précédemment de a, (S' — /, ^ et y.
■ii ’
d’où , en ayant égard à la même équation ^ — y' = o,
Kii vertu de cette égalité des valeurs de jS* et y', celle de a se réduit à ïéro.
Dans le but de simplifier les calculs qui vont suivre, nous donnerons aux expressions de ^ cl y’ une autre forme. Faisons disparaître le dénominateur H' de la parenthèse ; en tenant compte de la relation [b'), nous aurons
réunissons les termes affectés des facteurs h’' et q', il viendra finalement
Au moyen des valeurs de et, y', a", y" que nous venons de déterminer, les trois facteurs dont nous proposions de former les expressions en négligeant les termes des ordres supérieius au second, deviennent respectivement
Posons pour abréger • « h”
fT »“♦** ^ ‘T/ * *
les deux derniers facteurs deviendront
i*) q' — J ih"‘'^ e\ (c')
et leur produit pourra s’écrire
de sorte que la valeur (z) de F\’ prendra la forme
R> = ^ A')- (/+ h’-^7^e) [e- - (/ - ^ eÿ]. (<f)
13. Les limites de la courbe intrados dans le sens des y, s’obtiendront en posant ^ = o, condition qui sera remplie, d'après l'équation (a'), lorsque l’on aura R = o. Or la décomposition que nous venons d’opérer, de la fonction R’ en facteurs, donne le moven de déterminer les bmites dont il s’agit, en posant chacun des facteurs égal à zéro : il en résulte , pour valeur des ordonnées niaxiina et minima de la courbe, les quantités suivantes, que nous disposons par ordre do grandeur, ^
— ^ B — '—r^ ej , — (h’ -h 2 ej , -I- A', H- ^0 -I- ej .
L’ordre de grandeur de ces quantités ne parait pas évident si l'on ne remonte jioint aux valeurs de 0 et H en fonction de A', et si l’on ne se rappelle pas que A* est positif d’après la nature de la question. D’ailleurs l’ordre que nous venons d’établir est simplement subordonné aux trois conditions suivantes
qui évidemment se réalisent dans le cas de la question qui nous occupe.
Nous allons faire voir maintènant que la courbe se compose de deux branches séparées, l’une située tout entière du côté des y positifs, et comprise entre deux parallèles à l'axe des x menées
aux distances A’ et 6 -f- e, l’autre située du côté des y négatifs, et comprise entre deux autres droites parallèles menées atu distances — ^ A' a e j et — ej.
En'effet, la condition que le radfcal R re.sle réel exige que le polynôme R* soit positif. Or ce polynôme est du quatrième degré en y et le terme aifecté de est négatif : si l’on fait y' = ± oo , la valeur de R' devient infinie et négative; elle ne change de signe que lorsqu’on fait décroitre la valeur absolue de y en 1^ ramenant
aux limites extrêmes — ^0 ■ — -î-r-î- ej , -4- ^0 ej. Donc
la Courbe ne confient'aucun point situé en dehors de ces limites. La valeur de R* commence à devenir positive lorsque y atteint CCS valeurs, puisqu’il n’existe pas de racines égales; et, si l’on continue de faire décroître la valeur absolue de y , on voit que R’ reste positif jusqu’à ce que y atteigne les valeurs ou il change de
signe, ce qui a lieu aux limites — ^A'-|-'9 ej et -f- A'; le
signe de R*" se trouve changé entre ces limites et devient négatif. On doit conclure de cet examen que la courbe est composée de
deux branches, l’une située entre les limites — ^0 — •i-4- e'j et — ^A' H- a , l’autre comprise entre les limites 0 4- e
etA';etqu’enoutrerespacecompriscntreleslimites — ^A'-t-a^^ —
et 4- A' n'en renferme aucun point, non plus que les espaces situés au delà des limites extrêmes.
L’équation (a') fait connaître l’ordonnée du point où la tan-
ds“
gente est parallèle à l’axe des y; en effet, en ce point on a -^ = o.
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Pi réqiiatioîi (a) fournit, pour satisfaire à cette condition, ia relation ‘
d’où l'on tire
Les limites obtenues et la détermination des points où la tangente est verticale vont nous permettre d’aborder la discussion de la forme de la courbe, et de fixer l’usage que l’on devra faire du double signe du radical R de l’équation [a). Observons qu’en vertu de ce double signe la courbe est symétrique par rapport Â un axe parallèle à l’axe des y, dont la position ne dépend que du choix de la constante introduite par l’intégration , de sorte qu’ayant détemiiné’ les circonstances de la forme de la courbe en ne considérant à la fois qu’un seul des déux signes, il suffira d’avoir égard à la symétrie, pour se figurer les parties de la courbe que l’on n’aura point étudiées. •
Occupons-nous en premier lieu de la branche située du côté des y positifs, et partons de y“ = h". Supposons d’abord II positif oti considérons le signe -I- dans l’expression (fl') de dx". Les limites que nous avons reconnues , de la valeur de y”, notis obligent à faire dy’ positif; or le numérateur de dx’ est positif, tant que l’on a y'’ < 9 ’ -f- (A* — e)', la valeur de x’ croît depuis y’ = A' juscju’à y* = V q’ -f- (A* — c)*. A celte valeiu' de y', le numérateur devient nul et change ensuite de signe, ce qui rend dx' négatif audelà de cette valeur; ainsi l’abscisse décroît d’abord depuis le point dont il s’agit, jusqu’à la limite B -f- e, de y* : or celte limite ne pouvant être dépassée, il faut faire décroître y", et afin que la courbe ne s’arrêfe point brusquement, nous devons changer le signe de 11 de sorte que se trouve encore positif. De cette manière le numérateur reste négatif, jus(]u’à ce que y' ait atteint dans sa décroissance la valeur -+- V q’ -f- (A" — e)’; et.
l'abscisse continue de diminuer juscni’en cet endroit : mais au
dy*
•delà, le numérateur reprend sa valeur positive, et le rapport
étant toujours positif, x’ croît de nouveau jusqu’à ce que y" ait atteint la limite h’. Au delà de ce point, il faut faire croître y“, c’est-à-dire prendre dy’ positif et aussi le signe de R; il en résulte de nouveaux accroissements de x" égaux aux précédents, pour les mêmes accroissements dy’ et les mêmes valeurs de y’. La courbe présente dès lors une reproduction périodique des mêmes formes' qui lui donne quelque ressemblance avec les cycloîdes allongées.
Si l’on considère la brandie située du côté des j négatifs, on reconnaîtra sans peine qu’elle présente une forme tout à fait analogue à celle de l’autre branche; et cette brançhe serait exactement symétrique avec la première, par rapport à l’axe des x, si l’on avait i = i . On reconnaîtra de plus que la condition de continuité dans les parties de cette branche exigera que l’on choisisse le signe de R de manière que ^ reste positif comme dans la première. Et l’on conclura de cette convention que le signe de R sera nécessairement contraire dans les parties correspondantes des deux branches.
Nous nous sommes étendu longuement sur la discussion de lu forme des deiLx branches de la courbe, quoique nous ne devions utiliser qu’une faible partie de l’une d’elles; mais nons avions à
dy’
fixer relativement aux signes de et de R des conventions dont l’une nous servira pour l’intégration de l’équation (a'), et l’autre , pour la vérification des coefficients que nous présentera l’intégrale de cette expression.
RÉDUCTION DF. L'INTÉGRALK DE L'EXPRESSION (a'} AUX QUADRATURES.
14. 'Nous avons reconnu, après avoir établi cette expression, l’impo&sibilité de lui appliquer la méthode des quadratures, et nous en avons indiqué la cause , dans la présence du facteim V yr' — h“
au dénominateur' de la valeur de dx". Nous aurons recoiu^ au procédé de l’inlégration- par parties, poiu faire disparaître celle^ difficulté , eu faisant passer le facteur dont il s'agit du dénominateur au numérateur.
Posons
V*= (/-f- A'-+-a la valeur de R deviendra
et l'équation (u') pourra s'écrire
En intégrant et séparant les intégrales, il vient
±x"z={q' — ah’e-hc‘) f—M==— dy.
' Jvv / — *■ J \
Effectuons la première intégration par parties, nous aurons
Or on a
JV «VdV I J.V
D’un autre côté, en appliquant k l’expression de V* la dilférenliation logarithmique, il vient
rf.v
cl, par suite.
— (y— ^-r-^ ') j ’ Vy -t- » -
Au moyen de ces expressions, on aura rmaicment dcx’ = i[q’ — 2 A*e -f- c’) — ; ^
H- (7' — 2 II’ e -+- e
[* Vf— h
On devra remarquer qu’aucun des éléments de ces intégrales ne devieril infini pour des valeurs de y" comprises entre h' et V 9* -f- [h’ — e'/’, les seules dont nous ayons à faire usage , et que , par conséquent , ces intégrales sont propres à recevoir l'application de la métliodc des 'quadratures. Mais nous renoncerons à faire us^e de fexpression précédente de x’, qui serait plus longue à calculer que celle que nous obtiendrons plus loin, dût-on, dans celle-ci, calculer par quadratures les deux fonctions elliptiques de première et deuxième e.spèce qu’elle renferme.
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HEDLCTION AUX rOXCTIOXS ELLIPTIQUES, DE LTKTÉCHALE DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DE LA COURBE INTRADOS ('j.
15. Nous mettrons d’abord la valeiu- de R’ sous la forme d’un Mi-ré parfait, en posant
relation de laquelle J>n tire
et qui donne, en effet , pour la valeur de R’, d'où
■R=[e*-(/-^e)’ls. (/')
Nous supposons ici R susceptible de prendre le double signe; et comme y' né peut recevoir de valeurs qui rendent négatif le facteur de Z, ainsi qu’il résulte des limites fixées précédemment, il suit de là que z a nécessairement le signe de R.
Tirons actuellement de l’équation (e') la valeur de y’ en z; il vienilra d’abord, en développant.
y'* — /i'’H- D — — y' f — 2 — T- fi' e — y** z' -I- l'—r-ey'z’
(‘) Ceux des lecteurs qui, étraugers à U théorie des fonctions elliptiques, craiodcsieiit de ne pouvoir suivre les développements dans lesquels nous allons entrer, |)ourTunt passer immédiatement aiu n" ‘29 et 30, où nous indiquons une solution numérique et une solution graphique fondées sur 1a détermination de l'intrados au nio)rcn de son rayon de courbure
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puis, en ordonnant,
Multiplions tous les termes de cette équation par i i’, et résolvons-la par rapport au produit jr'(i -t- z*) considéré comme étant l'inconnue, il viendra
± Vz'C I 4- (^)’e’( ' -Z')*4- (a ^ A'c+ A'*) ( 1 4-z*).
Désignons par Z’ la quantité comprise- sous le radical, nous aurons, en supposant provisoirement *Z 'susceptible de prendre le double signe,
Or diOcrentions l’équation (e'), nous aurons
^ y'-f- A' -J - a ^ e j dy (j“ — A') a z ^6’ — e j ' j J:
ou, en réimissant les termes affectés des mêmes dilféreniielles et divisant par le facteiu' commun a.
mais le premier membre étant ordonné par rapport à y', et le facteur de dz dans le second étant remplacé par sa valeur tirée de (/'), cette équation devient '
d’un autre côté, le facteur de dy“ est égal à Z, d’après (j') : on a donc
'Zd/ = R(fz.
d'où
diy di
Nous avons établi, dans le n“ 13, que le rapport doit rester positif; il suffira, pour faire usage de l’équation (A'), de donner à Z un signe tel, que le rapport — soit également positif.
Formons actuellement la valeur de Z’ : cette valeur, en ordonnant par rapport A z, et supprimant les termes qui se détruisent, devient v
ou bien
Nous avons encore besoin de décomposer la quantité Z* en scs facteiu-s du second degré; mais, pour cela, nous calculerons préalablement la valeur du coefficient du deuxième terme : formons donc le carré de la valeur do 0 équation (c’); nous aurons, en négligeant les termes du troisième ordre,
0' = H' — a ^ A'e -H ^ i + »’) a 9 ’ — ^iA'*+{i-(-i)'A'*je*.
En ayant égard à l’équation (A'), p\iis opérant les réductions, cette valeur deviendra •
Or les termes qui suivent O’, dans le coeiFicient du deuxième terme de la valeur de Z*, sont
en faisant la somme de ces termes et de 0', le facteur de z' dc' vient "
et la valeur de Z’ se réduit à
mais au lieu de décomposer cette expression en facteurs, il sera plus simple de décomposer en facteurs le produit Z' 0 *.
Posons, pour abréger.
il viendra
Z’-0’ = 0‘ -f- 2 2‘ 0 * ni’ -+- n’ 0* ;
il suffit d'égaler à zéro le second membre de cette équation, et d'en tirer les racines; ces’ racines sont
' 2’ 0' — — in' àz\/ m' — n* 0*.
Posons encore
K’ ni* — n* 0*,
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nous aurons, pour expression du polynôme ci-dessus décomposé
en ses facteurs.
11 reste à calculer les quantités m' - J- K, m' — K, et par suite m*, puis le produit — b’ B’. Effectuons les deux dernières de ces opérations sans réductions d’abord; nous aurons, en écrivant séparément les valeurs des trois termes dont se compose — p' 0’,
in — n-i’
-A'c= J_aI^(A'’’-f-a7')A'e
Ajoutons ces équations membre à membre, il viendra, toutes réductions faites, et à cause de K* = m* — n’ B',
,, 4 ,, iq'i' /8 . \ 4*'*»’ , .
K' = q>~rq'h e-h~
Pour extraire la racine, nous mettrons en évidence le facteur q\ ainsi qu’il suit :
Elevant les deux membres de cette équation à la puissance -, nous
et enfin
K =, ,■ - i *•. + 4'-[î , - -i)' If)
Soient maintenant
nous aurons, au moyen de la valeur de
v.^ /-'• -h h’e -h -(- yje', ^ I
et la valeur de Z* 0’ décomposée en ses facteurs pourra s’écrire Z* 0’ = (z’ B- M‘) (r* 0’ -f- N’).
ou bien encore
d’où l’on tire
Soit un 'angle auxiliaire lié à z par la relation
tang^=|2.
le même angle sera donné en fonction de y’ par cette antre équation déduite de (e').
tang^ = ± ? y
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On aura réciprocpiement , pour la valeur 'de z en fonction de
; = -tang(p; cette équation donne, en diOcrentiant,
0 cm' ^
Subslituoés la valciu' {p) de z dans l'équation {m}, il viendra .
Z = ± \/^i -t- ^ tang*? ) ^ ‘ang**?)-
Divisons meinbre à membre l'équation qui précède par celle-ci; nous aurons
df
ii’ÿ ^ j (l-t-Ung’a)
ou
dt
dp
V CM* a -( sin'p
En remplaçant ici cos’ 9 par sa valeur i — sin'i^, il vient
dt 1 d^ * >
Posons
(*).La Taleor de c* peut ét^e mise nous une autre forme. En effet, les équa* tions {k*) donnent, par soustraction ,
doù ••
M’^N*>^2lC.
et, ensuite.
Digilized by Goo^e
et, de pille,
A' = I ^ — c' sin'i?, .
nous aurons
Ht %'Hp
L’équatron (h') comparée à cette dernière donnera
H» dy’ I d^
en faisant abstraction du double signe; et, si nous voulons que cette fooiiule soit générale, il suffira que nous disposions des valeurs de et A, de. telle sorte que le rapport soit toujours positif, attendu que — doit toujours l’ètre, d’après ce qui a été dit au n° 1 3.
.Voici comment on fixera les signes de ces variables : nous avons vu qu’en vertu de l’équation (/'), z doit avoir le signe de R; il résidte de féquation (n') que tangi^ doit avoir au.ssi le signe du radical R. Or, d’après la variation de signe de ce radical que nous avons reconnue n° '13, il faut que tang^ soit de même signe
que le rapport le sens positif de ds’ étant celui que l’on obtiendrait en suivant le contour de la courbe depuis les x infinis négatifs jusqu’aux x infinis positifs.
.Vinsi, dans la branche inférieure, on fera varier <p de.o" h 90",
pour y compris entre A’ et 0 -f- e, ce qui donne tangi^ positif : en faisant décroître y’ depuis la bmite 0 H j— e jusqu’il
la limite inférieure A", ^ variera de 90“ à 1 80°, et taug sera négatif; il est clair qu’en faisant de nouveau croître et décroître y’, les mêmes valeurs de tang^ se reproduiront périodiquement avec les mêmes signes, et queppourra varier de i8o“à27o“, puisde 270“ à 36o°, et ainsi de suite, à cause de tang (180" -t- i^) = tang^. On aura donc d<p positif dans toute l’étendue de la branche inférieure, et pour que — soit toujours positif, ilsuffira que l’on prenne dans cette branche le radical A avec le signe -H.
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Dans la branche supérieure ou située du côté des y négatifs, en faisant décroître y" dèpuis — ^ ej jusqu’i —
on pourra faire varier (p de o® à — go”, ce qui rendra tang^ négatif, comme cela doit être; puis, en faisant croîtrey’ depuis la limite
supérieure négative — ^ 9 — ^-r- ej jusqu’à la limite inférieure
négative — (h" -t- a ej , on devra faire varier (p de — 90"
à — 1 8o“, ce qui rendra tang^ positif : en continuant ensuite à faire décroitro, pua croître _ successivement y', p prendra les valeurs — 270", — 36 o", etc. On'aura donc dp négatif dans toute l’étendue de la branche supérieure, et pour que — reste positif, il
faudra que l’on prenne A négatif dans toute l’étendue de" celle branche.
En résumé, il faudra, pour pouvoir faire ser\'ir l’auxiliaire p à représenter la moitié de l’étendue indéfinie de la courbe intrados, lui altribucr des valeurs croissant indéfiniment à partir de zéro, dans la branche inférieure, en donnant à A le signe -f-; puis lui donner des valeurs négatives de grandeurs absolues indéfiniment croissantes, en faisant A négatif dans la branche supérieure. L’autre moitié résultera de la symétrie avec la première par rapport à un axe vertipal passant par le point correspondant à p =0. On remarquera toutefois que les intégi-ales J'^ etj'sdp que fournira
l'intégration conserveront les valeurs ab.solues qu’elles prendraient si A et l’amplitude p étaient positives, puisque les deux quantités A et dp sont toujours de même signe. Fixons encore le signe de In fonction Z que nous avons laissé arbitraire dans l'équation (9') ;
observons que, d’après l’équation (A'), ^ positif, et que
la dilTérenticile de z tirée de (p'} donne dz de meme signe que dp, c’est-à-dire positif dans la branche inférieure et négatif dans la branche supérieure : il faudra donc que l’on fasse pareillement Z positif dans la première et négatif dans la seconde; mais nous
n’aurons point i avoir égard à cotte circonstance , attendu ((ue Z n’entrera dans tes équations finales que sous la forme Z' et ■Vu moyen de ces conventions, l’usage des doubles signes se trouve fixé, et il deviendra facile de procéder plus loin à la vérification susmentionnée des coefficients de l’équation de la courbe intrados.
L’équation (a') contient, outre le facteur un ternie eu
■f' qu’il s’agit également de -transformer. Or on tire de l'équation fj').
et il vient, en élevant au carré,
puis, à cause de l'équation [h'), on en déduit
dt
.\u moyen de la même équation [h') et de cetle valeur, l’équation (a') devient
dx" = [9* -+-(h ' — c)’ j
di
dz I
Un
Sous cette forme, on voit qu’il n’y a point à se préoccuper du signe de Z, puisque cette quantité n’entre qu’au carré et en diviseur de dz, et qu’il n’en résulte que des facteurs positifs. Transformons d’abord le terme algébrique : le coefficient de dz, dans ce terme, ne contenant que des pui.s.sances paires de z, son déve-
70 sun L'établissement
loppcment sous forme de fractions ne devra contenir également
que des puissances paires de 2; on pourra donc poser
. (1 î’)’ i-vt* .
I.a réduction au même dénominateur donne i — 2’ = fl (1 -I- 2’) -I- a'.
et l’on en tire, en égalant les coefficients des. mêmes puissances de 2’,
et , par suite , a' = a ; il vient donc .
dt
dz = a ■
or, on a, par les formules connues de réduction,
ÇJl_
d’où, en différentiant, ’
.ajoutant membre à membre cette équation et l’équation diflérentiellc précédente, il vient, pour l’expression transformée.
dz = d
Transfonnons le facterir — du deuxième terme du second
membre de (t), et pour cela repreoona la valeur primitive de Z', nous aurons
extrayons maintenant de la fraction qui formé' le second membre de cette équation, la partie entière qu’elle contient, la division donnera
Enfin, extrayons aussi la partie entière de la fraction qui
affecte le dernier terme de l'équation (f), nous aurons
et, par suite,
Au moyen de ces diverses valeurs, l’équation (f) deviendra
lu!:, d—
ou, en réunissant les termes de même forme,
17. Exprimons maintenant les facteurs qui contiemient z* en fonctions de nous aurons d’abord, en vertu de l’équation (p'),
N* 0* co**<3 -+- N* 8in*'2
.-+-z*=:i-+--tang*p = .
ou
te — (6* — Nq «io'p e'oo»*^ ’
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on en déduit
tH-«* e*— N’
Posons
il viendra
i-fr-t* 1 — (c* -+-«!*)
Nous allons faire voir que c,’ est une quantité du deuxième ordre de petitesse. En effet, la relation précédente donne, en mettant pour c* sa vdeur { 9 '),
et il en résulte
-Hc,*,
les valeurs (f) de 0’, et (/’) de M’, ne dilfèrent que dans le.s termes du deuxième ordre, et la différence de ces termes se réduit à
si l'on a égard à la relation [b'), on en déduit
Or pour former la valeiu- de c,', en négligeant les termes du troisième ordre, on doit négliger, dans les facteurs M*, N* et 0 *, les termes du premier et du deuxième ordre, puisque le facteur que nous venons de calculer est du second; ces facteurs se réduisent dès lors à H‘, k"‘ et H’, et il vient simplement
La valeur de c,’ est donc effectivement du deuxième ordre, ainsi que nous venons de l’annoncer. Nous profiterons de cette circons^ lance pour éviter les fonctions elliptiques de troi-sième espèce. • Considérons, en effet, la fonction
nous aurons, en développant cette fonction suivant les puissances de c,*, au moyen du théorème de Taylor, et nous bornant au terme en C|',
I — (e*-+- e/) >in’Ç
I tin* P ^
I— -c*iinV (i — c* sin'ij)* *’
et la valeur ci-dessu.*i de — - — ,
pourra s’écrire
en faisant asage de la formule (/),
coé*0 tin’^ cos*^
on tire de là
coê*^ ^ co**^ ^ ^
puis, ail moyen de l’équation (p)»
X N iin^co«^ si&Vco«)9 A* ,
(on remplace ici, dans le terme du" deuxième ordre, le rapport ^ par ^ qui n’en diffère que de quantités du premier ordre, et ne donne lieu, par suite,. qu’à des erreurs du troisième).
En élevant au carré les deux membres de cette équation, il vient
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équation dans laquelle ^ tient la place de ^ au dernier terme, par
les memes raisons que tout à l'heure.
Substituons maintenant les diverses valeurs que nous venons d’exprimer en fonctions de <p, dans l'équation (a') dont nous midtiplierons préalablement tous les termes par M, puis à la place de M sa valeur — tirée de (s'), et enfin i la place de c,*, sa valeur (w'); il viendra, en né^igeaint des termes d’ordree supérieurs au second.
Mdx' =
. lin^ oœP
Il devient indispensable de présenter ici le développement de chacim des. coefficients, que l’on effectuera sans peine au moyen des valeurs de 0*, ni* et n*:
I " coefficient = — 9’
coefficient = -t- 2 j^9* — z h’ e -+coefficient = -1- 2 — 4 A'e -|-
Le quatrième coefficient n'a point de changement à subir. Quant au dernier, observons qu’il suffit d’avoir égard au terme du premier ordre, dans la valeiu- du produit 4 ^, puisque ce dernier coefficient est lui-même du premier ordre. Or nous pouvons tirer
la valeur du rapport -, de l’expression obtenue ci-dessus de la dilTérence 0’ — M'; elle donne, en effet,
en substituant l'unité au rapport — dans le tenue du deuxième ordre; on en déduit
Cette quantité ne différant de l'unité que par un terme du deuxième ordre doit être réduite à l’unité dans l’expression du produit — , ce qui réduit ce produit à la valeur de N développée jusqu'aux termes du premier ordre inclusivement; or, la valeur (f) de N‘ peut s’écrire
et lors même que h’^ qui est toujours > e, serait très-petit, on aurait encore, aux termes près du deuxième ordre,
Le dernier coefficient a donc pour expression a!^A'e-t-a(^)*eV
^ Au moyen de ces valeurs des divers coefficients , l’équation différentielle ci-dessus devient
Mdr' = ~[9‘ — Ji-l-i-) e*]^
r h"e a / A . ^.\ 1 r N* âin*® oos*^
. /» — i\t 4'* MU*®
(—) iîf — i^]
Développons les produits indiqués dans le second membre, et négligeons les termes d’ordres supérieurs au deuxième, nous aurons
}Adx'
. □ 1^,. _i A'e _f_ i , J e'] îÇîd^
— iWA"*
dip
18. Commençons par effectuer la réduction des termes du deuxième ordre qui ont A’ en dénominateur. Ces termes peuvent s’écrire
sin*^ cot’^ fk^
sin*^ -H cos’pj dp,
et la dernière parenthèse de cette expression donne
k"' / fv .
— sin'ip -I- cos*^ = 1 — fl — — j sjn’^ :
or on peut substituer dans cette valeur, à la place de —, le rap- N* • . . . “
port — qui n’en diffère que de quantités du premier ordre, et,
par suite, ne peut produire que des erreurs du troisième; il
en résiilte que te facteur i — — pourra être remplacé par c’ d’après (f')>et que fou aura, en ayant égard à la relation [r')i
■ — sm*^ -f- cos*^ = A*,
valeur exacte aux ‘quantités près du premier ordre.
La somme des termes du deuxième ordre qui ont A’ en dénominateur se réduit ainsi à
Les termes qui ont A* en dénominateur dans la valeur de Mdx* peuvent se grouper ainsi qu'il suit :
2 1^9’ — r A'eJ sin’^ cos’^j
«’l «“•'P — cos*<pj dip
■ 6 co«’p / k"' , \ J
-f- JT «■ (a cos’ip — — sin'^j d<p.
(Dans les deux derniers termes, qui sont du deuxième ordre, on a remplacé le rapport ^ par — qui n'en diflère que de quantités du premier ordre.) Le premier de. ces termes va se réduire aisément ; en effet, on a, en ayant égard aux relations (»'), (r') et (le'),
^ sin'^ H- cos’9 = 1 sîn’^ = i — (c* -t- c,*) sin*^,
— sm*(p -h cos*(p = A* — 2 — - sin'<p;
en substituant cette valeur, le premier terme donne
[ > I» T co»'^ J , /i— i\« k’’ sia*f co*’^ . ,
^.-.ht\~^d<p — à(—)-c'—^d<p. (a)
Pour transformer le deuxième terme, écrivons la parenthèse sous
la forme
A'* . fh'^ , \ ,
— sin’ip — cos'ip = — [— sin’p-I-cos'pj ’ Ir
puisqu’il s’agit ici de termes du second ordre , on aura d’après ( y'),
— sin'^ — cos*^ = — A* -t- a — sin*^, et le deuxième terme donnera
i , -.1 . co>‘p J 8 , 1., . «inV «“'P /I»,
— 7; -H t; (> -H i') ÿ;e’ ^ dtp. (i )
Enfîn écrivons la parenthèse du troisième terme sous la forme
2 cos’^ — — sin'^ = a feos*^ H- — sin*(pj — 3 — sin'^,
on aura, de la même manière.
a cos’^ — — sin’^ z= 2 A’ — 3 — sin*^,
et le troisième terme deviendra
Sa . coi*^ 16 fc** . aio*® coi*ip .
-e' — dp-.j-e‘ — — d<?.
Le seul terme qui contienne A' en dénominateur dans l’équation [x') est
Observons que l’ensemble des termes (/], («'), (&'), {c) et (<Tj est l’équivalent de la somme "des ' cinq termes compris entre le premier et le dernier du second membre de [x]; il ne reste, pour former ^expression transformée de la valeiu- de Mdjr’, qu’à réunir
CCS icrmes aux termes extrêmes du second membre de (x'). Effectuant cette réunion, et ordonnant en même temps, il vient
M da:' = — [fl- _ i A'e -t- (a — i i-t- 1-) e«] ^
r . ’ l» * Ir.
/l — i\i «n‘9 coi»Ç J
18 bis. Nous allons nous trouver obligé de donner des formules de réduction applicables à l’équation qui précède. Proposons-nous d’abord de réduire l'exposant élevé qui entre au dénominateur du troisième terme de son second membre.
On arrivera par la différentiation, et en opérant convenablement les réductions, à la formule suivante :
V-vf . r • IV i-rrf • IV • COft
Dun autre cote, si ion diUerentie 1 expression — - — et que l’on opère les réductions, on arrivera à la relation
, cosÿ
— L jArf(p — (i~c-) ^],
d’où l’on déduit inversement
■ÎD^
Substituant cette valeur de — dans l’expression düTérentielle cidessus, on aura
' . «°yc°»P .-c-, .iByco»p , td^
Or cette expression düTérentielle affectant dans l’équation («'} un terme du deuxième ordre, on peut y substituer à la place de c* sa valeur obtenue en négligeant ceux du premier et du deuxième , laquelle est, d’après les équations (g') et (f),
le* »’
on en tire .
c’ »j* II’
et, par suite.
Tv"’
Au moyen de ces diverses valeurs, le terme qui contient A* dans l’équation (e") se transformera en
Occupons-nous maintenant du factéur nous aurons
on peut écrire
* I — e*wn*^--
“Ti“ r 7« A*
on en déduit
puis, en ayant égard à l’équation (9’).
J* ‘ A . ,j«OPCOt^\
~ d^ = -[j — Sdp-+-c‘<l—^), et le deuxième terme du second membre de (e') devient
Réunissons les expressions {h’) et (i*) aux deux termes extrêmes du second membre de l’équation (e”), puis ordonnons; il viendra
-<-> lr-7*’'-<-î7-‘’ (^)'(‘-^r)‘i
.tlo^ CM0
) COtÇ
Avant d’écrire l’intégrale de cette expression, nous réduirons les coefficients de ses différents termes. Et d’abord considérons la quantité
qui fait partie des deux premiers coefBcients : substituons à c* sa
valeur
^ iK
qu'on obtient en -vertu de M* — N* = a K, la quantité ci-dessus deviendra
Soit, pour abréger,
la valeur {j’) de K pourra se mettre sous la forme
et la même quantité deviendra K.
en divisant haut et bas par K, , et substituant ensuite 9* & la place de K, , dans le terme du deuxième ordre ; mais si nous réduisons en série le facteur de M', la quantité dont il s’agit aura pour expression
effectuant le produit indiqué ici au moyen de la valeur [F) de M*, cette quantité deviendra
Réduisons les termes du deuxième ordre, ces termes deviendront successiven\,ent
il t . , H’ *'■ I
et l’on aura finalement
Cette valeur va nous servir à opérer la réduction des coefficients
de — et dans l’équation [f]\ en effet, pour former le premier, nous devons ajouter au second membre de (A*) les tenues
En ajoutant et réduisant, il vient .
r coeff. de — = h"' -)- 0' — 2 h’ e -J- e'.
Pour former le coefficient suivant, il faut ajouter au même membre les termes
et changer ensuite le signe du résultat : effectuant ces opérations,
on a
cocff. de A -4- 3 q' — 3 h' e '
On peut donner au coefficient de e* une autre forme en rempla-
çant H’ par sa valeur h"' -+- 3 q\ d’où résulte — z= a -{ ; on
trouve, en faisant cette substitution.
coeff. de Ad^ = —
En réunissant les termes en e' du coefficient du terme suivant, on aura
coeff. de d ^h’e+ ~ — i* — i — (i — i)*^ j e'j.
Au moyen de ces valeurs réduites des coefficients, l'équation (/’) devient finalement
Mdx’
. cos^
I CM
DES AnCHES DE PONT.
19. Maintenant l’intégration de l'équation dilTérentielle de l’intrados se trouve dépendre des fonctions elliptiques. En efifet, po.sons, comme le fait Legendre,
po.sons en même temps
i:=r'-4-v-îA'cH-^c>. 1
B = 3 o’ — a II’ e i — i* — 3 — a (i — iV— )e*, j
nous aui'ons, en intégrant ré<[uation (f), et supposant ar* nul en même temps que
M * i n/ n 17 / a>$<p ,, sin^ co*^ . ^
X =A,F(c,ip)-B.£(csip)+C— ' — -t-D — hG — -, — ,[o^
(*) Nous Icroris remarquer que les coefficients B et C, comparés aux exprès sions (f) et [f], donnent
B — M\ C— iK.
H est probable quen suivant dans l’intégration une marche plus directe, on aurait obtenu ces relations a priori. Cela eut été d’autant plus intéressant que nou^ ne pouvons offinuer leyr exactitude que jusque dans les termes du deuxième ordre inclusivement. (Au lieu de rcclierclier les moyens de réduire les développements analytiques dans cette partie du Mémoire, nous avons préféré consacrer le temps dont nous pouvions disposer, au calcul des Tables que l'on trouvera à ta fin de la deuxième partie.) *
Les équations précédentes simplifient la valeur de c' qui devient
et l’on peut écrire y B à la place de M, dans l’équation (o').
Telle est l’éqiiation de l’intrados qu'il s'agissait d'obtenir, et dans laquelle x’ se trouve implicitement affecté du double signe, en vertu de la relation (o'). Nous n'avons tenu compte que de l’un des deux signes en discutant les parties des deux branches de la courbe qui s’étendent vers les x positifs; la symétrie autour d’un axe (jui se <^onfond actuellement avec l’axe des y en vertu de la valeur nulle de la constante de l’intégration, nous a dispensé de nous occuper des deux signes à la fois. On voit mainteaant qu’on ayant égard au double signe de tang^, l’équation (o") re'présente la courbe dans toute son étendue.
On remarquera, ainsi que nous l’avons annoncé plus haut, (pie l'expression de x’ perd deux termes lorsqu’on suppose i = i ; en effet, cette hypothèse rend nuis les coefficients D et G, en même temps (pi’elle simplifie les valeurs des trois premiers.
Avant de faire usage de l'équation (o'] en l’applicpiant à la question des arches de pont, il convient d’indicpier un procédé rapide pour le calcul des fonctions F et F, et de vérifier Texactitude des coefficients (n').
CALCOL DES FOSCTIOSS F ET F..
20. On emploie deux procédés différents pour le calcul de ces fonctions, suivant que le module c est voisin de l’unité ou de zéro. 11 est facile de voir que , dans la question des arches de pont , ce module diffère peu de l’unité : en effet, c* ne diffère de i, en
vertu de l’équation (ç'), qiie de la quantité — ; or le carré /i*' de
l’ordonnée du sommet de l’intrados est en générai assez petit par rapport à a f ', à cause de la grandeur du produit e fji , , équation [s) ; c* diffère donc peu de l’unité.
Dans cette hypothèse, on calcule une échelle de modules c,‘, c,, c„. . ., c, par les formules suivantes;
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ou calcule pareillemenl une série d’amplitudes Çi, , par les équations
sin (a^i — =c sin^p,
sin (a(p, — 9.) =
sin (a<^, — (p,) = c, sin<p,,
sin (a(p„ — <P*-i)=
et l'ou s'arrête, dans le calcul des modiües, au module c, qui devient égal A l’imité, du moins, au degré d’approximation que l'on veut obtenir; on poursuit le calcul des amplitudes jusqu’à celle ip, qui correspond à c, = 1 , d’où résulte l’égalité de toutes les amplitudes suivantes. On a ensuite, entre les fonctions />’ des module.^ et amplitudes de mômes indices, les relations
F(c„ (p.) = logtang(45“-i-^P.). f)
(') Le logarithme qui figure ici est un logarilbme népérien ou hyperbolique.
SLR L’ÉTABLISSEMENT On en déduirait, en multipliant ces équations membre à membre.
mais le calcul de la fonction E exige , lorsque c diffère peu de l'unité, que l’on fasse usage des fonctions F intermédiaires.
Au moyen des modules, amplitudes et fonctions F précédemment calculées, les formules suivantes serviront au calcul de la fonction E :
F(c„^.,^„_,)=(i+c,k-i)F(c. ,^„) -t-( i-c,..., )F(c, ,<?„) -c,K-. si'»'?.-.
E (cj,— ,, — *) — ( * *) E ( I Cm _i) F^Cb_i, ^r— i) » sin^R — i.
F(c, ,ip,) =j I -4- c.) F{c, . ip,) -I- ( i — c.) F(c, , p,) — c, sinp, , F(c, ,0,) = (i -t-c,)F(c„p,)4-(i— c,)F(c..p.) — c.sinp,, F(c, P )=:;(i4-c )F(c.,p,)-(-(i— c )F(c,,p,)-c sinp.
I.es fonnules qui précèdent peuvent paraître longues calculer; pourtant il n’en est rien, dans le cas qui nous occupe : en général, il suflira de calculer un seul module et ime seule amplitude, ce qui réduira le calcul de F et de E à l’emploi de la première et de la dernière formule de chaque série.
On poiu-rait profiter de la petite différence que nous admettons entre c et l’unité pour réduire les intégrales (m’) en .séries ordonnées suivant les puissances de (i — c’); nous préférons nous en tenir aux formules que nous venons de reproduire, attendu qu’elles sont encore facilement applicaliles au calcul des fonctions F et E lorsque c diffère beaucoup plus de l’unité que nous ne l’avons supposé.
VKIlIFICATIOtl DE L'EIACTITEDE DES COEFFICIEATS (n*).
21. Nous ne prétendons pas donner ici la vérification générale de CCS coefficients, ce qui conduirait à des calculs fort pénibles; mais seulement les vérifier dans quelques <;as particuliers. Nous allons diflérentier l’équation (o"), et pour cela, considérons la fonction
ftin^ eoé0
nous aurons, en diflerentiant.
. sin^ cniÇ
dip
. c'»in*^oos*3 ,
k — — — dip.
et, en faisant successivement dans cette formule k = i, k = a et A' = 3, nous obtiendrons .les différentielles des parties variables des derniers termes du second membre de (o*). Quant à celles des premiers termes, elles résulteront de la suppression du signe / dans les équations (m'). Nous aurons ainsi
Mda;'= A ^ + C d?
Or nous avons, équation («'),
1 4^ dy
et, d'après l’équation (a),
I ds^
en faisant abstraction du double signe; on en tire
m SLIR L'ÉTABLISSEMENT
égalant le üecond membre de cette équation à la valeur de M A ^
tirée de l’expression de Mdx", il vient
7'+(A'— e)'— y* = A— BA’-t-C ^cos*<p — sin'^ +c'
• /cu**^— sin*® «in*® cos*®\ ^ /co«*®— siü*® _ «in*® co«*®\ i
+ ü(— - + ar-_— )+G(— ^ +
(]elte relation entre y“ et ^ étant générale, doit pouvoir être aisément vérifiée dans certains cas particuliers.
Soit, en premier lieu, y" = h" ordonnée du sommet de l’intrado.s, l'équation (o') donne tang(^ = o, d’où sin*^= o, co.s*^ = i , et A ~ I . Ces valeurs étant substituées dans l’équation (p°), il en résulte la relation suivante entre les coefficients.
q' — aA'<-f-e* = A — B -h C -f- D -|- G. [q‘)
Soit, en second lieu , y' = — (h' -|- a — ordonnée du point de la branche supérieure le plus voisin de l’axe des x, l’équation (o') donnera pareillement tang^ = o, et l’on aura comme tout à l’heure sin’^ = o, cos’^ = i ; mais le point dont il s’agit appartenant à la bratiche supérieure, nous devrons, d’après ce qui a été dit au n" 1 5 , donner à A le signe — », d’où résultera A = — i . .Substituant ces valeurs dans l’équation {p'), il viendra
Soustrayons membre k membre cette équation de la précédente , nous aurons d’abord
-h er = tiD,
puis, en divisant par a et M'ansposant,
Or cette valeur de D est précisément celle qui fait partie des éqmtions (n'); il est donc seulement nécessaire de vérifier la relation (q") pour que les deux équations (q’) et (r") se trouvent à la fois vérifiées.
Il suffit de jeter un coup d’œil sur les équations (n’) pour voir que la somme des termes de l’ordre de q' contenus dans les seconds membres, en y changeant le signe de B, se réduit eSectivement à q', ainsi que l’exige la relation (f*). La somme des coefficients des termes du premier ordre qui ont tous h’e pour facteur est — 2 -H 2 — T -I- 2 somme nui se réduit évidem-
III
ment à — 2, comme dans l’équation [q'). Enfin, cette même équation exige que la somme des coefficients de e*, dans le second membre de (n'), se réduise à l’unité. Or cette somme est
J, [2 i—ji+ji + 3 1'— 4 i* — 1 - 1 - 3 — 4 -f- 2 (i— 1)‘
On pourrait encore appliquer l’équation (/>') aux ordonnées extrêmes y' = 6 -h e, et y' = — ^0 — ej pour lesquelles ona tang^=± 00 et sin*^= i; mais alors on a A=± V i — c\
ou, d’après la note du n® 19, A = ± , et la vérification
ne pourrait s’opérer algébriquement qu’au moyen de développements fort longs dans lesquels nous nous dispenserons d’entrer, pensant que les vérifications précédentes et la comparaison des valeurs numériques fournies par l'équation (e") avec de nombreux tracés déduits de l’expression (te) du rayon de courbure, prouvent suffisamment l'exactitude de nos formules.
DBTEMftHATIOM DES CORSTAKTBS.
22. Avant de nous livrer à l'examen des deux cas principaux que présente la question des arches de pont, lesquels sont ceux
■ des arches dites en arc de cercle et des arches en anse de panier, nous croyons devoir résumer ici les diverses formules auxquelles nous sommes parvenu dans les numéros précédents, en les présentant dans l’ordre de leur application, et modifiant l'expression de quelques coefficients suivant les indications fournies par la note du n° 19 ; et cela, dans le but d'éviter de faire dépendre un coefficient de la différence de grands nombres peu différents. Il résulte de cette note que l'on a
Or, d’après la note du n" 1 5 , on a d'ailleurs M- = N*-hîK,
et, par suite,
Enfin, nous avons trouvé, n** 17«
il en résulte
Nous nous servirons de ces relations pour déduire des équations (r), (s), (/'), (o'), (n'), (o"), et (i), les formules qui vont 'figurer dans le tableau suivant :
TtbleaB det formület relativet à l’ét/nation de la courbe inlradot.
D=a[::iiA'c-^(^)’e’]
tang*<p =
A’ = 1 — c* sin*0
X I par le* fornuilca du n* 10,
' ou par Ica Table* de
£(C, 9 )= j fonctioa*eüipli,t«..
\/B.x’ — K.F {c, <p) — B.fc (c, (p) -f- C — ^ — j
slnÇ coîÇ ,, »in^cos 9 i
-hO
=-sV/- • .
Il résulte de l'inspection de ce tableau, que si l’on considère comme donné le rapport i de la densité du massif à celle de la voûte, les formules qui le composent ne se trouvent renfermer d'autres constantes indéterminées que les trois quantités e, fi, et k.
23. Les données ordinaires d’un projet d’arche sont : la demiouverture, la hauteur sous clef à partir des nai.ssances, ou la flèche, puis la hauteur de la charge au-dessus de la clef, que nous avons désignée par A. (Nous verrons, dans la deuxième partie , comment on ramène à dépendre de ces données, la solution des questions où l’une d’elles serait remplacée par ime condition relative à la différence de niveau des naissances et de la chaussée.) 11 résulte de cette énumération, que le nombre des inconnues à déterminer se réduit effectivement aux deux seules quantités e et [t,. Souvent on se dispense d’avoir égard à la charge A dans le calcul d’une arche, et cependant elle mérite plus d’attention. Disons d’abord que la hauteur de cette charge provient ordinairement, dans les ponts, d’im lit de maçoimerie en béton, reposant sur le plan 'horizontal tairgent à l’extrados, d’une couche de cailloux, d’une autre de gravier, d'une couche de sable, et enfin du pavé lui-mème, quant à la chaussée; dans les ponts-canaux, plusieurs de ces couches sont remplacées par une couche d’eau. Nous supposerons remplacée, pour le calcul, la hauteur de chacune d’elles par la hauteur d’une couche de U matière du massif qui aurait le même poids, ce qui se fera en la multipliant par le rapport de sa densité propre à celle du massif ; et ce sera la somme de ces hauteurs réduites que nous désignerons par A.
Actuellement, distinguons les deux espèces d’arches dont nous devons nous occuper. L'équation de l’intrados que nous avons obtenue ci-dessus est celle d’une courbe qui diffère assez du cercle pour qu’on ne doive pas nous supposer l’intention de lui substituer un arc de cercle, même vers le sommet : néanmoins, pour éviter toute confusion, nous désignerons par arches incomplètes celles du genre des arches dites en arc de cercle, dans lesquelles les tangentes extrêmes à l’intrados réel feront, avec l’horizontale.
DES ARCHES DE PONT, un angle moindre que 90”; et nous nommerons archet complètes les arches en ante de panier où ces tangentes extrêmes sont verticales.* Ces dénominations se justifient par la considération des angles que font les tangentes menées au sommet et aux extrémités de -l’intrados.
Soient f el g la flèche et la demi-ouverture données. Dans le cas des arches incomplètes, se donner ces deux quantités, revient à faire passer la courbe intrados par un point donné dont la position est celle des naissances , et il ne peut résulter de l'expression des coordonnées x' et y' en fonction de / et g, qu’une seule équation de condition entre les données et les inconnues du problème ; d’où il suit que, dans les arches dont il s’agit, on peut prendre arbitrairement l’une des quantités e et p,. Dans le cas des archet complètes, outre cette condition résultant des données / et g, il en existe une autre introduite parla verticalité des tangentes extrêmes, et qu’on exprimera en écrivant dans l’équation propre à foinnir le maximum de l’abscisse de l’intrados réel, à la place de sa valeur en fonction de /. On a donc ici deux conditions qui suffiront pour déterminer e et p,.
I,a constante p, est la valeur au sommet de l’arche, de la variable P dont nous avons expliqué le caractère au n“ 6. Cette variable exprime, ainsi que nous l’avons dit, la hauteur d’une colonne de la matière des voussoirs dont le- poids produirait sur une base horizontale la pression qui a lieu dans les joints normaux. Cette quantité , d'après l’expression («) , croît depuis le sommet de l’arche avec les ordonnées, et il importe que la plus grande valeur qu’elle puisse prendre ne dépasse jamais une certaine limite fixée par la résistance des matériaux employés. Nous désignerons par p, la valeur de p au point inférieur de la voûte , ou dans le joint des naissances. 11 est bon de connaître à peu près la plus grande des valeiu-s de p ou de p, qu’on puisse .adopter. Or Navier, dans son Rétamé des leçons sur l'application de la Mécanique, n“ 1 76, fixe la bmite des pressions que l’on peut employer avec«sécurité dans les arches , à 6 1 o kilogrammes pour une surface de 2 5 centimètres
carrés. On en déduit (x= loo mètres, si l’on prend pour poids du mètre cube, 10= a 44 o kilogrammes; c'est le poids du liais de Bagneux ; les autres pierres employées aux environs de Paris donneraient des valeurs de p un peu plus fortes, i cause de leur moindre densité. Suivant Navier, on ne s’exposerait donc point A trop charger les voûtes, toutes les fois que p ou p, ne dépasserait pas 1 00 mètres. 11 va sans dire cpie les matériaux employés doivent présenter, quant à la résistance, les qualités des pierres employées dans les bonnes constructions, comme celles que Navier a dû avoir en vue, lorsqu'il a énoncé son assertion. Nous pouvons présenter un exemple frappant dans lequel on reconnaîtra facilement que la Uniite p = too mètres a été dépassée; les piKers prisnuitiques de l'aqueduc de Spolette ont plus de 1 00 mètres de hauteur, et sont chargés d’une énonne construction k leur partie .supéricore : il est facile d'en conclure, malgré le défaut d’indications sur la dureté et la densité des pierres employées, que la valeur ^e p A la partie inférieure des piliers, doit excéder too mètres.
Nous allons maintenant tirer de l’équation (v] une relation entre p, et p,. Cette équation est
nous rappellerons qu'on y a négligé les termes du deuxième ordre qui se trouveraient être du troisième par rapport A p ; or, si nous négligeons les différences des coordonnées de l’intrados réel et de l'intrados' lictiF, qui sont du deuxième ordre de petitesse, nous aurons, à' ces différences près, au point inférieur de riiitrados',’
iiCf jr' liMk'
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substituant cette valeur dans l'équation précédente , et écrivant (x, au lieu de fi, on en déduira
fi, = fX, -i-f-h-
on tire*" inversement de cette équation
evnression dans laquelle / pourrait être négligé devant fi, au dénominateur du dernier terme.
L’usage de ces équations est facile à saisir ; dans le cas des arches incomplètes où fi, est arbitraire, on fixera la limite fi, arbitrairement, mais de sorte qu’elle ne dépasse pas loo . mètres par exemple, et l’on déduira fi, de l'équation (a'j. Lorsqu'il s'agira d'arches complètes, et (fue fi, et < auront été déterminés de manière k satisfaire aux deux conditions énoncées plus haut, on fera usage de l’équation (<') poiu- calculer fi, et s''assarer'que sa valeur ne dépasse pas la limite de fi qu’on aura adoptée; si elle la dépassait, il faudrait nécessairement modifier les données du projet.
CiS DXS iSCHES llfCOMPliTMS, DITES lit ÀMC DK CtKCLB.
1k. Nous avons vu dans le numéro précédent qu’une des deux constantes e et fi, reste arbitraire dans les arches incomplètes : cela résultera avec évidence des calculs qui vont suivre. En général, on n’a aucune raison de se donner a priori l’épaisseur à la clef, ou en un joint quelconque, tandis qu’au contraire on est intéressé, dans le but d’économiser les matériaiut, à utiliser leur résistance, à faire supporter à chaque joint la plus grande charge possible par imité de surface. Il est clair, en effet, qu’un joint devant résister à une chaige totale déterminée, si la pression par unité de surface est inférieure à celle maximum que la pierre
•fc * ’ - •
ou le qsortier pourraient supporter sans inconvénient, la surface ^ du joint, et par suite, le volume du voussofr seront plus grands ^e si la pression par unité de surface était portée au inaxi- ^lun, la pression totale restant la même. Nous ajoufiMIpaa. é ce sujet, une observation qui eût peut-être été mieui placée ailleurs, c'est que la condition que la résultante des pressione passe par le milieu de l’épaisseur est également favorable à la diminution de l’étendue des surfaces de joint; cela résulte de ce que la pression par unité de surface va en augmentant vers les extrémités de la surface de .joint dont se rapproche la résultante des pressions : eu eU'et, lorsqu’elle a atteint son maximum vers ces points, elle se trouve, dans les autres, plus ou moins au-dessous de ce maximum , et la pression totale devient moindre que pour un joint d’égale étendue dans lequel la résultante des pressions passerait par le milieu, et où la pression par unité de surface serait portée à la même valeur maximum que dans le premier. Donc, si la pression totale que supporte le premier est doùnéc, en faisant passer la résultante des pressions par le milieu du joint, on pourra ré> duire son étendue sans alimenter la pression maximum par imité de surface.
Ces considérations doivent engager les ingénieurs à adopter autant que possible les plus grandes valeurs des pressions par unité de surface dans les joints, ou de la quantité fi qui les représente.
On pourra se donner généralement p, a priori, pourvu qu’il n’excède pas 1 oo mètres suivant Navier, et l’on déduira p, de l’équation (a') que nous reproduisons en y joignant sa relation avec q’ :
f», = ft, — / —
iüLLltl 3 ((«.-/) •
Disons cependant qu’on pourrait au besoin profiter de ce que la quantité p, reste arbitraire pour l’assujettir à quelque condition particidière.
Il reste maintenant à déterminer e. Nous allons former une équation entre cette quantité, la flèche f et l'ordonnée du point inférieur de l'intrados, que nous désignerons par y',. Rappelons que l'intradoa fictif et l’intrados réel sont distants de la quantité a S, différence entre l’épaisseur réelle e et l’épaisseur fictive e, mesurée suivant la normale [voir équation (c)]. H en résulte que la valeur de fordonnée du point inférieur de l’intrados réel est
y’i -i- ^ S, cos a, ,
en désignant par l’indice i les quantités qui se rapportent à ce point. L’ordonnée du sommet de l’intrados réel est
mais la différence de ces ordonnées est égale à la flèche f, d’où il suit q\ie l’on a
f = y', — h’ — a -t- 2 ^1 cosoi, :
mettant ici pour 2 S, et 2 S, leurs valeurs tirées de (x), et prenant la valeur de y, , il vient
/.=/-HA*-+-5;;(A'-/.cos<t.).
Or le dernier terme du second membre étant du deiuième ordre, on peut y substituer à y', et cosa, leurs expressions privées des termes du premier et du deuxième ordre. Remplaçant d’abord A' par y', — /, la parenthèse devient
y, (' — cosa,) — /;
mettant ensuite pour i — cos a, sa valeur approchée - — ; — ou
SUH L’ETABLISSEMENT
- — ; — et f -r- h’ à la place de y’,, l’expression précédente se
réduit à
et il vient finalement
On pourra le plus souvent négliger le dernier terme de cette expression.
Soit de même x", l'abscisse du point inférieur de l’intrados fictif, on aura évidemment
x', = J -f- a <î, sina, ,
et la valeur de sina, dans cette équation pourra se déduire de celle de i — cosa, obtenue plus baut en négligeant les termes du premier et du deuxième ordre : nous aurons ainsi les deux relations
1 — coso, = ■
i -I- cosa, = a ■
d’où, en multipliant membre à membre et extrayant ensuite les racines, ^
La première des deux équations précédentes donnerait d'ailleurs la valeur approchée de - a, , en l’écrivant comme il suit :
On a enfin
La valeur ci-dessus de x ', , en passant tous les termes dans le premier membre, donne l'équation de condition
/(/-i-aV) r
dans laquelle le second terme sera le plus souvent négligeable.
C’est maintenant du système des équations (i') jointes à {«'), (il)') et (x’), qu'il s’agit de tirer la valeur de l'inconnue e. On comprend l’impossibilité de l’élimination et la nécessité de recourir aux méthodes de tâtonnements ou d’approximations successives. On pourra y procéder, soit en s'aidant de tracés fondés sur l’expression («>) du rayon de courbure p', soit au moyen des seuls calculs numériques. Voici, en nous en tenant pour le moment à ces derniers, comment il faudra s’y prendre : on attribuera à l’inconnue c une valeur hyqiotliétique plus ou moins approchée, dont nous allons bientôt donner le moyen de fixer les limites; puis, s’étant donné fx, dans les limites indiquées plus haut, on calculera fi,, q' et y", par les équations («") et (u'); on calculera ensuite X par le système des équations (j') dans Icstpielles on fera y' = y',, et l’on substituera cette valeur pourx’,, dans le premier membre de l’équation (x“) qui devrait s’annuler, si la valeur hypothétique de e d’où l’on est parti se trouvait être égale â celle cherchée. Comme il n’en sera pas généralement ainsi, on fera varier ensuite cette quantité, et l’on recommencera les calculs, ce qui donnera, pour le premier membre de (x'), un résultat different du précédent : ime simple proportion suffira pour «orriger en grande partie l’erreur de e; et, si l’on substitue la valeur qui a subi une première correction, on aura un troisième résidtat déjà beaucoup plus voisin de zéro que les deux premiers. Enfin ces trois résultats fourniront un moyen de corriger la valeur de e au-
SUR L'ÉTABLISSEMENT tant qu’il esl nécessaire, soit en employant les courbes d’erreurs, soit en ayant recours à tout autre procédé d'interpolation. (Nous avons indiqué un de ces procédés déduit du théorème de Taylor, au S XLVI de l'Eqailibre des voûtes en berceaux cylindriques, troisième article.)
LtUITES DE LA TALEl'R DE «, DANS LES ARCHES IKCOSSPLàlES,
EUTES EU AEC DE CEECLE fj,
25. Nous obtiendrons une limite inférieure de la valeur de e, en partant de cette considération, que le rayon de courbure de l'intrados au sommet est plus grand que le rayon du cercle passant par les naissances et langent à l'intrados en son sommet. Cette assertion se vérifie aisément : en effet, d’après l’écpiation («') dans laquelle on fera, pour plus de simplicité, abstraction des tenues du premier et du deuxième ordre, le rayon de courbure va en décroissant à partir du sommet de l'intrados. Or, si le rayon tle courbiue au sommet était égal à celui de l’arc tangent et pas.sant par les naissances, la diminution du rayon de courbure ne permettrait pas à la courbe d'atteindre les naissances, et cellc-çi serait embrassée par l’arc de cercle dont le rayon est constant; il en serait de même a fortiori si le rayon de courbure de l'intrados se trouvait au sommet être plus petit que le rayon de l’arc tangent. Donc, pour que l’intrados passe par les naissances. Il faut que ce rayon de courbure au sommet excède le rayon de l'arc tangent. On peut conclure de là que l’intrados embrasse l’arc de cercle vers le sommet, et de ce qu’ils passent tous deux par les naissances. Il résulte que l’angle de la tangente extrême à l’intra- * dos, avec l’axe des x, excède celui de la tangente à l’arc de cercle
(‘) P. S. Les Tables que nous donnons » U lin de U deuxième partie de ce Mémoire di-spcnscronl de recourir aux formules proposées aux n" 25 el 27 pour oblriiir une valeur approebée de l'inconnue e, dans le cas de i = i . Si le rapport i ne dilTérerait pas trop de Tunité, la solution déduite des mêmes Tables serait une solution appmcbée qui dispenserait encore de l'emploi de ces formales •'
avec le même axe, ou bien que la normale à l’extrémité de l’intrados fait avec l’axe des y un angle plus grand que celui de la normale au cercle menée par le même point. Cette dernière remarque fournit le moyen de fixer une limite supérieure de la valeur de e.
Dans les calculs relatifs à ces limites, nous regarderons les intrados réel et fictif comme se confondant en une même courbe, et nous négligerons les termes du deuxième ordre.
Soient p", le rayon de courbure de l’intrados au sommet, et r celui du cercle tangent à l’intrados en ce point et passant par les naissances.
La première proposition s’exprime analytiquement par l’inégalité
Or on a entre la flèche , la demi-ouverture et le rayon r, l’écpiation
d’où l’on lire
d’un autre côté , si nous faisons y" = h“ = A - 4 - e et cosa = i dans l’équation (w), nous aurons
substituons ces valeurs dans l’inégalité ip’,'^ a r équivalente à la première, et pour q' sa valeur a il viendra
d'où
SIB L'ÉTABLISSEMENT
ae [^ - .A - i . - { -H ^.)] > ikf(i -+- Ç), et, a fortiori,
2 e [fl. — I A — ^ / (i -4- ^) ] > t A/ (i
On en tire
O ih
Telle est la limite inférieure de e. Quant à la limite supérieure, elle se déduira de l’autre proposition, qu’on pourra traduire de cette manière : le cosinus de l’angle a, de la normale extrême à l’intrados avec l’axe des y, est plus petit que celui de la normale au cercle; or ce dernier cosinus a pour expression - — - ou
I V; mais à cause de la valeur ci-dessus de 2 r ou de 2 r/",
la valeur de ce cosinus est i . ; on a donc l’inégalité
cosa, < 1 —
Substituons à la place de cosa,, sa valeur (a), en y mettant pour y’ la valeur f, donnée par l’équation (u') , puis A H- c à la place de A*, et négligeons les termes du deuxième ordre; il viendra
OU, en développant et réduisant, /(/-*- i h) »«/
it
Celle inégalilé sera >Taie, à plus forte raison, si, pour simplifier, on supprime au dernier lerme la quantité f, qui sera positive dans les cas ordinaires de la pratique; multipliant ensuite tout par 9’ ou par sa valeur 2 il viendra *
inégalité qui donne la limite supérieinrc de la valeur de e. Celte limite et celle précédemment déterminée laissent entre elles un intervalle assez considérable : nous indiquerons, sans toutefois en garantir la généralité, un moyen de déduire de ces limites une valeur approchée de e; il consiste à doubler la limite inférieure, prendre la moitié de celle supérieure, et ensuite la moyenne des deux résultats, ce qui revient à ajouter à la limite inférieure le quart de la limite supérieure, ou à prendre pour valeur approchée de e, l’expression
Le calcul des valeurs limites ou de la valeur approchée de e, suppose qu’on a préalablement calculé p, par la formule (»’), au moyen de la quantité donnée fz,. La correction de la valeur approchée s’opère ainsi qu'il a été dit au numéro précédent.
CAS DES AECBES COKMÈrES. OU E.V AJTSE DE fAXIEK.
26. Nous avons fait voir au n® 23 comment les deux conditions résultant d’une flèche et d’une demi-ouverture données, jointes à celle de la verticalité des tangentes extrêmes, suffisaient pour déterminer les deux constantes inconnues e et (i,. Pour plus
de simplicité, nous substituerons à l’inconnue (i, la quantité 9’,
liée à celle-ci par la relation
de sorte qu’ayant détermine 9* et e, on déduira de cette équation la valeur de fi,.
Nous exprimerons d’abord que la'tangente extrême à l’intrados réel est verticale. Pour cela, observons que l’abscisse d’un point quelconque de cette courbe a pour expression
■v^ . ■>. x' — a^sina;
nous aurons donc aux naissances de cet intrados, i{x‘ — a s sina) = o,
d’où '
— — sina -rr —ad cosa — = o.
Or nous avons, par l’ime des équations (x),
on en tire
i.ii
jj' — y
D’un autre côté, l’on a
ds* da
substituant ces valeurs, il vient
— = cota, da ■■
• ar
P nii«
aè 7 ad
cota r Sina r cota = o,
ou
si , ai
’ — sina tanga — — ;
et, par suite,
sina tanga =^(i — ^).
■ Il Y aurait à substituer h 3 S, a et p’, leurs valeurs en fonction.s de y, et à tirer la valeur de celle ordonnée; niais nous opérerons plus simplement. L’é^ation précédente montre que le produit siii* tanga est très-grand, ou que a est voisin de 90®, comme on pouvait le prévoir. Celte circonstance permet de faire sina = 1 et de négliger ^ devant l’unité au deuxième membre : on a alors
tanga = —
Kliminant tanga entre cette équation et fcquation (a'), il viendra
ou bien en affectant de l’indice 1 , les variables de cette expression qui répondent aux nai.ssanccs de l'intrados réel, et prenant la valeur du dénominateui' du second membre,
Désignons actuellement par y’, l'ordonnée du point de l'intrados fictif où la tangente est verticale, et pour lequel on a cola = o, la même équation (a') fournira la relatiuq
ou , à cause de A’ — c = A ,
(>ettc valeur permet de mettre l’équation précédente sous la forme
d’où
y, y, _ tt..
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La difTércDce des ordonnées des points de l'intrados fictif correspondants aux tangentes verticales des deux intrados est, comme on le voit, une quantité du deuxième ordre, ce qui permet de 8id»titucr dans le second membre j’„ S, et R, à y\, et R,, puis à ces quantités, leurs valeurs en y négligeant les tennes du premier ordre; de cette manière, on a d’abord
Actuellement, la valeur (î) de R* devient .
et, en ayant égard à la valeur de y/’,
R,* = [q’~ (A’> ~ A*) } [q> -I- A'* — A*], ou
mais à cause de A’ — h~e, le dernier terme de cette expression est du deuxième oadre, ce qui la réduit à q\ Substituant cette valeur et celle de S, dans la différence ci-dessus, il vient
ou, à cause de y,’’ = A’,
On en déduit finalement
y " — v/ fl’ -t- *’
y , — . V 9 -i- #1 g v^T^nr*-
Quant à l'angle (90° — a,) du dernier joint avec l’horizontale.
il se dikluira de la valeur de tanga obtenue plus haut, et l'on aura '
ung (90* —a,)
Maintenant nous allons faire usage d’une autre expression de , que nous avons formée pour le cas des arches incomplètes; elle est
• 3 7. {^* — y*i tosa,):
or l’expression de tanga donne j", cosa, = a sina,; cette valeur n'introduirait dans y", qu’un terme du quatrième qrdre, nous devons donc n'en tenir aucun compte, de sorte que la valeur précédente se réduit à
Il s’agit actuellement d’éliminer y", entre cette équation et celle obtenue plus haut qui exprime la valeur de la même quantité. Cette dernière donne, en négligeant les termes du quatrième ordre,
Elevons la précédente au carré et éliminons y,’’, il viendra
on en tire, à cause de A = A’ — e,
et en mettant au dernier tenne,* pour q', sa valeur approchée
Il reste à former l'équation qui lie la flèche /à la demi-ouverture ^ : on a ici, comme dans les arches incomplètes,
x\ = ÿ -t- a sina, ,
et nous avons vu qu’on peut faire sina, = i , tandis que l’on a
Substituons et f’, leurs valeurs approchées f-{-h' el f[ /-f-aA ], il viendra •
et l’on aura l’équation de condition
La détermination des constantes e et q' dépend maintenant de la résolution du système des équations (<f), (e“) et (c*) jointes aux équations [s') dans lesquelles on fera y'=r=y,' etx*’=x",. L’élimination ne sera pas plus praticable ici que dans l’autre cas; on sera encore réduit k l’emploi des méthodes de tâtonnement, et voici comment on devra s’y prendre :
On partira d’une valeur hypothétique de e plus ou moins approchée, que nous ferons bientôt connaître; puis, au moyen de l’équation (</ ) dans laquelle on a A' = A -t- c, on calculera la valeur correspondante de q‘. Celle de y’, sera donnée par l’équation (c*) ou celle qui la précède , et l’on se servira de cette valeur particiUière de y" pour calculer, au moyen des équations (/), celle correspondante de x' qui deviendra x’, : cette valeur" devra être portée dans l’équation de condition (e*) qui pourra n’étre pas satisfaite. 11 faudra alors avoir recours aux méthodes de correction indiquées à la fin du n® 2/i, pour corriger hi valeur de e d’où l’on est parti, et recommencer les calculs jusqu’à ce* qu’on en ail dé-
terminé une qui satisfasse à i' équation («"). Toutefois, il ne faut pas oublier que la valeur de fi, ne doit pas dépasser certaines limites dont il a été question au n° 23. On devra donc, après avoir qbtenu les valeurs de e c*l ç' qui satisfont à l’ensemble des équations du problème', calculer la valeur de fi, par l'équation
et en déduire celle de fi, par l'équation (/*) que nous reprodui-
sons ICI,
ou de la suivante qu'on obtient en éliminant fx, et </' enlre celleci et les équations («T) et (/"),
fX, = l
En changeant A' en A 4- e dans les deu.\ premiers termes, cette
expression devient
Le dernier terme est très-petit, lors même que e atteint quelques mètres'; il suiSt, pour cette raison, de considérer les seuls premiers teanies dans la discussion de la valeur de fx, : on reconnaît ainsi que cette grandeur fx, est d’autant moindre que e devient plus grand. Si donc la valeur trouvée de e est très-grande relativement, et qu'il en résulte une valeur assez petite de fx, ou de faibles pre.ssions dans les joints, ce qui serait contraire aux principes de l’économie dans les constructions, on en conclura la nécessité de modifier les données. Du reste, nos formules basées sur l’hypotbèse que e et fx sont l'un petit et l’autre très-grand cesseraient d’être applicables.
VÀI.Kl:H APPROCHÉE DE e DAES LE CAS DES MRCHES COArpLÉTES , - ' OU f.V AfISE DE fAKIEB.
27. La discussion qui nous a servi, n°'25, à üxer les deux iiiniles de e, dans le cas des Jirchcs incomplètes, pourrait être reproduite ici; mais ce serait sans application utile à notre objet. En cITct, si nous voidions appliquer les deux propositions sur lesquelles nous nous sommes appuyé pour arriver aux deux inégalités {z’) et (a"), nous devrions, dans les calculs qui les précédent, remplacer q' par sa valeur (d*) en e, et nous obtiendrions, au lieu de l'inégalité (r") qui donne une limite inférieure, l’expression d’une limite supérieure fort éloignée de la vraie valeur dee, et telle que nous pourrons, en parlant d’autres considérations, obtenir ime autre expression de la limite supérieure dont la valeur sera exactement moitié moindre.
Quant à la condition qui nous a fourni l’autre limite, et qui est exprimée par l’inégalité
- ii;«j A 'i, ''VJ 'j'jti UC - - é - ■ ' n.É
à cause que cosa, est ici égal à zéro, elle se réduit à
tf ; 's«i ■ * . - '
OU à ‘ ■>" " a<'£i8W3'Nb 4 aMt; ■ •
h ri'jfÇibsisip' -' ■■
Cette condition, ';relntife •tu^dmaées seahiBfeiit, ne peut rien fournir qui soit' reklifrnn'lniHtco do lniMiuui de e; eÜM condoh à cette conséquence remarquable, que les arches chargées donent toiqoura être surbaissées. • 'r
Nous ne nous proposons ici que de donner une Iknho snpé*
rieure de la valeur de.e qui ne différera pas considérablement de la valeur exacte. 11 résulte de la comparaison de nombreux tracés de notre courbe intrados avec des demi-ellipses ayant pour demiaxes les longueurs / et g , que l’intrados présente toujours plus de convexité vers les reins que la demi-ellipse correspondante, et que, par suite, il embrasse complètement cette dernière depuis le sommet jusqu’aux naissances. Cette circonstance indique que le rayon de courbure de l’ellipse au sommet est plus petit que celui de la courbe intrados au même point; écrivons cette inégabté, en mettant pour le rayon de courbure de l’ellijfte son expression connue j, et pour le rayon de courbure de l’intrados, sa valeur p’, tirée de (y*), nous aurons
fc -4- —
Substituons pour 7', sa valeur («T), et faisons disparaître le dénominateur du second membre; il viendra, à cause de A'= A-+-e.
or, I étant <C ■ • on peut le remplacer par l’unité , dans le premier membre, ce qui augmentera l’inégalité. On peut aussi négliger le terme en c’ dans le second membre; car le facteur de e’ est
très-petit, d’abord parce que 1 — i et le rapport j sont très-
petits, ensuite parce que les deux petits termes où entrent ces quantités sont de signes contraires et tendent à se détruire : on pourra donc écrire ^
II<| ou
et l’on en déduit
L’élimination de q' entre l’écpiation [d”) et l’inégalité (z') eût conduit à une limite supérieure de e H- é, double de celle que nous venons de déterminer. On peut obtenir une valeur approchée de e -H A en prenant les j de la valeur limite donnée par l’inégalité (y*) (nous donnons cette indication comme ressortant de nombreux calculs et tracés); on pourra même en faire usage pour se fonner une idée approchée des dimensions auxquelles on arrivera au moyen de valeurs données de f, g et A. La correction de la valeur de e s’effectuera comme il a été dit au no 26 0-
S’il nous est permis de raisonner sur la valeur approchée de e, comme si elle était exacte, nous dirons que l’épaisseur augmente avec la flèche ol aussi avec le rapport -, c’est-à-dire avec f, lorsque
(*) N. B. L«s Tables qui sont à la fm du Mc^moirc nous ont permis de rechercher ultérieurement des formules empiriques pour calculer l'épaisseur à la clef c«, dans le cas dc^ arches complèlet où l'on a i = i . Nous avons trouvé, pour les surbaisse'
ments usités qui sont compris entre les limites
, 0,79876 / — o.as 864 i
giati — 0,19639
g reste constant, et nous ajouterons que lorsqu’on aura trouvé e et (i,, l'un évidemment Uop grand et l'autre beaucoup au-dessous de la limite i oo mètres par exemple , il faudra , pour diminuer e et augmenter fx,, diminuer la flèche, ce qui augmentera en même temps le surbaissement ; il n’y aura aucune difhculté à le faire, puisqu’il suffira, d’exhausser les naissances, pour avoir la même hauteur de la def au-dessus des eaux. Si l’épaisseur était évidemment trop petite et donnait lieu par conséquent à de très-grandes valeurs de p,, ce serait l’indication d’un trop grand surbaissement, ou de trop petites valeurs de /; il serait moins facile de remédier à cet inconvénient. '
Ces considérations montrent que les arches en anse de panier se prêtent plus difficilement aux conditions qu’on peut voidoir leur faire remplir, que les arches incomplètes; cela tient à ce que, dans les premières, tout se trouve déterminé au moyen des données, au lieu que, dans celles-ci, l’une des deux constantes reste arbitraire. 11 ne faudra donc point s’étonner si nos formules relatives aux arches en anse de panier conduisent quelquefois à des valeurs de e et p, inadmissibles dans la pratique.
La deuxième partie du Mémoire présentera des exemples propres à mettre en évidence les effets produits par la variation des données. Nous ne pouvions ici que les indiquer sommairement.
POOSSis DB LA VOAtE BT OU MASSIF CONTBE LBS CCLBBS.
28. Nous n’aurons que peu de mots à dire concernant les piles. En admettant que le pont se compose d’arches ^ales, on voit que les poussées horixontales exercées au sommet des piles se font équilibre, et que chaque pile doit résister à une action verticale égale à la somme des composantes verticales des pressions exercées sur les joints des naissances des deux arches contiguës, augmentée du poids de la partie du massif qu’elle supporte directement.
Désignons par T, la valeur de la pression totale T dans le plan des naissances, et soit toujoius X la longueiu de la voûte
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parallèlement aux génératrices; on aura T, par l'équation {k) ou
celle qui suit:
T, 3-: ■wXcft, ; {A")
la valeur de u, sera donnée a priori dans le cas des arches iiicomplèles, et par l'équation (A'^) dans le cas des nrches complètes. Les composantes horizontale et verticale de cette pression seront
T, cos®,, T, stu®,. (T)
et l'on déduira la valeur de l'angle ®,, de l'expression de la tangente qui devient, en vertu de {a) et (d').
tanga,
après qu'on y aura mis pour y*„ sa valeur (ui*) dons le cas des arches incomplètes : dans le cas des anses de panier, on a
Ung( 90 »-®,) = ^ = 1^.
La somme des projections verticales des pressions exercées par les deux arches voisines sur une même pile, est généralement
ï T, sin®,.
Maintenant supposons que les plans de joint extrêmes des deux voûtes se rencontrent suivant les arêtes extrêmes des extrados, de sorte que la pile n'ait à stipporter directement aucune partie du massif; la section horizontale de la pile sera égale à la somme des projections horizontales des surfaces de joint passant par les naissances; elle aura pour expression
, a Xc sin®, . .
Kn divisant. la somme des pressions verticales par cette section, on aura pour valeur de la pression par unité de surface que sup- [)ortera‘la pile à sa partie supérieure ,
iü’
ou, d’après l’équation (A").
taft,.
Dans cette hypothèse, on voit que la pression par unité de surface transmise verticalement à la pile sera précisément celle qui a lieu dans le plan des naissances; de sorte 4|ue si les assises de la pile présentent la même rési.stance que les voussoirs inférieurs, il suffira de donner à la pile, lorsqu’on n’aura égard qu’à la charge supérieure, une section horizontale égale à la somme des projections des plans de joint extrêmes.
S’il existe un intervalle horizontal entre les deux arêtes extérieures des deux derniers plans de joint, la pile aura à supporter directement ime partie du poids du massif qui donnera lieu à une pression par unité de surface de beaucoup Inférieure à wp.,, de sorte qu’on pourra évidemment donner à la pile toute largeur qui ne sera point inférieure à la somme des projections horizontales des épaisseurs extrêmes, lorsqu’il suffira d’avoir égard à la charge supérieure.
Quant aux culées, elles sont d’abord soumises à l’action de la force totale T, [équation (A'^)], faisant l’angle ot, avec l’axe desar; les coordonnées de son point d’application sont
X, = ®‘', - e sina, ,
i ccosa,;
mais les culées reçoivent en outre les 'actions horizontales exercées par le massif qu’elles encaissent. Pour déterminer la résulte.
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tante de ces actions et son point d’application , nous aurons recours
k la relation (o) obtenue au n® 8 , laquelle est
ir = »®y,
11' désignant la pression horizontale par unité de surface exercée par les prismes triangulaires sur les parties acyacentes du massif. L’équilibre de celui-ci exige que la culée exerce des réactions égales et opposées. La pression transmise à la ctdée sur une étendue superficielle verticale \<iy située à la profondeur y, est donc
i-eXydy, . ^
et son moment • m
iztXy'dy,
le tout, comme dans l’hypothèse de la fluidité.
Pour obtenir les valeurs de la résultante et de son moment, il sufiit d’intégrer ces expressions entre des limites qui sont les ordonnées du sommet et du point inférieur de l’extrados : soient y , et y, ces ordonnées, nous aurons
y\ = /i — e oos».-
Intégrons maintenant les expressions différentielles précédentes et désignons par U et a l’intensité de la résultante et fordonnée de son point d’application, il viendra
et l’on en déduira, par division membre à membre.
DES ARCHES DE PONT, résultat qu'on mettra sous la forme
afin de faire disparaître l’indétemiination qui se manifesterait dans le cas où la différence de niveau y\ — y, serait très-petite.
La partie de la culée située au-dessus du plan des naissances devra être construite d’après les mêmes principes que les murs de réservoirs, pour résister aux pressions élémentaires dont la force U se compose, à cela près qu’il faudra substituer la densité du massif à celle de l’eau et tenir compte de la pression représentée par la hauteur h (|ui s’exerce au niveau du sommet de l'extrados.
Connaissant maintenant les forces T, et U, leurs directions, et les coordonnées de leurs points d'application, on aura toutes les indications que la théorie abstraite de l’équilibre de la voûte et de son massif peut fournir, pour procéder au calcul de l’établissement des culées.
CALCUL DES COOEDONStSS, ISCUKAISOSS DES JOINTS, RATONS DE COl'RBUSE, ETC.
29. Ajrant déterminé par les procédés indiqués aux n" 22 et suivants, les valeurs des constantes e, p, ou f ', les coordonnées des points extrêmes de l’intrados seront connues : on se trouvera dès lors en mesure de procéder au calcul des coordonnées intermédiaires et des diverses quantités qui leur correspondent; on aura en même temps un moyen de vérifier l'exactitude des calculs, si Ion emploie la méthode des différences finies, comme nous allons le faire. Il est facile de se figurer quelle difficulté il y aurait à calculer, au moyen des formules (»'), l’abscisse r* en fonction de l'ordonnée y’ qu’on se donnerait arbitrairement; en admettant qu’on fit ce calcul, il resterait à faire celui de Tinclinaison des joints, par l'équation différentielle (a'). Le moyen que nous allons indiquer, fondé siu" l'emploi du rayon de courbure, aurait pu nous dispenser, à la rigueur, d'effectuer l’intégration des
équation» (IKTénentielles du problème, mais la détermination des
constantes aurait présenté plus de dirRctdtés.
Nous allons nous proposer d’abord de calculer les différences finies des coordonnées de la courbe intrados, en prenant pour variable indépendante l’angle a des normales avec la verticide: nous ferons varier a de quantités constantes que nous désignerons par Aa, et les coordonnées x’, y' du point où la normale fait l’angle * varieront de quantités Ax', ^y’ qu’il s’agit de déterminer. Nous ne prétendons point donner l’expression exacte de ces différences, mais seulement des expressions dont le degré d’approximation sera d’autant plus grand que la différence Aa sera elle-mëine plus petite. Pour fixer les idées, nous supposerons qu’on veuille tenir compte, dans les valeurs de Ax" et Aj”, des termes du deuxième ordre OU en e*, afin qu’on soit sùr^que les valeurs de x' et y’ obtenues par les additions successives des Ax' et A/ ne soient point en erreur dans les termes du premier ordre ; il faudra, pour simplifier les calculs, choisir Aoi de telle sorte que les termes en Aa soient, ainsi que ceux en Ax” et Ay”, de l’ordre de e ou du premier ordre. La différence Aa sera assex
petite quand elle n’excédera pas de beaucoup le rapport - qui s’est présenté au commencement de nos calculs comme type des quantités du premier ordre.
Ceci posé, nous déduirons les expressions de Ax', Ay', de celles des différentielles dx' et dy’, en mettant à profit une proposition due, nous le croyons, à Legendre, et qu’on peut énoncer de cette manière : Si dans un système d’équations différentielles du premier ordre, on change les différentielles en différence» finies, on peut donner au résultat un degré d’exactitude qui s’étende aux termes du deuxième ordre inclusivement, en augmentant en même temps chaque variable dépendante ou indépendante de la moitié de sa différence finie.
Appliquons cette proposition aux valeurs suivantes de dx" et dy',
dx” = p' cosa da, dy' = p' sina d<t,
DKS ARCHES DE l’ONT.
nous aurons
Ax’ — (p' H- i Ap'j cüs ^ A«) A*. j
A / = ^p* -f“ ^ Ap'^ sin fa
- Aa) Aa.
Or, observons qu’cn présence du facteur Aa, l’expression p'-t- - Ap"
n’a besoin d’être exacte que jusqu’aux termes du premier ordre inclusivement; nous déduirons cette expression de celle (te) du rayon de courbure p', en mettant cette dernière sous la forme
et désignant par ij/ luae fonction des deux quantités y' et a. Différentions cette expression, il viendra
si nous passons des dilTérentielles aux différences finies, et que nous divisions tout par 3, nous aurons, aux quantités près du deuxième ordre,
I. . ’ Il •f
ajoutons maintenant, membre è membre, cette équation et celle qui donne la valeur de p’, il viendra
mais, en vertu du théorème de Taylor, et en négligeant les termes du deuxième ordre, celte expression équivaut à ->•<%)'
p' -4- ^ Ap' « -t- - Aaj.
(*) Nous aurions^ évilé ce tour de démonslralioq en appliquant iniiuMialerDenl la proposition de Legendre eUx expresatonS 4e dx'-éS dy'. miMM sou» la rorme Do-.
■ II., !f- i«.i i(i; die’ S
.Kit
t-)!) II..
d'.|lj'‘
d- '.l'il
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Pour faire usage de cette formule dans le calcul des valeurs de Ax' et reprenons la valeur de p’ équation (w), rpie nous écrirons comme il suit :
-o’ — - fc f-t- — «*-i- ■ t y — I — — i|e*ooia , I l 3i i Ui / , »,
En vertu de la formule précédente et de la définition de la fonction nous aurons
Cette expression, qui contient plusieurs termes constants, se simplifiera notablement dans l’hypothèse t = i ; mais, quoi qu’il en soit, elle renferme encore l’inconnue - Ay': rappelons à cet égard qu’il suflit ici d’étendre l'exactitude aux termes du premier ordre, d’où il suit qu’on peut substituer à - Ay', sa valeur obtenue à ce degré d’approximation ; nous écrirons de cette manière
;A/=p'sin«^. (a-)
jr -4* - Ajr H 7 - f Co«
«•4- — Aa
et ce sera cette valeur dont il' faudra faire usage dans la formule (f*). I ■ .11 swÇqri II ' .
Résumons ces diverses operations.
Après avoir fait choix d’un intervalle Aa, d'après les principes énoncés plus haut, et avoir exprimé en rapport d’arc aa rayon cette quantité qui répondra à un petit nombre de degrés tel que a®, 3® ou 4't on disposera' un tableau par colonnes verticales en tète desquelles on écrira les diverses valeurs de a qui seront équi-
dutante.s; deux lignes horizontales seront réservées pour inscrire les valeurs de y’ et x’’(celle5 de ces valeu^ que l’on connaît tout d'abord répondent à a =o, cllçs sont A' == A -t- e et zéro); ou écrira ensuite les logarithmes de sina et cosa, puis de sin - Aaj et cos ^a-l- - Aaj : au moyen des valeurs inscrites dans la première colonne verticale, on calculera p' par la formide {**'), et - Ay'
par la formule («’); il sera facile ensuite de calculer p* H- - Ap' par la formule (<”), et les équations [r”) feront connaître A y” et Ax". On Inscrira ces diverses valeurs au fur et à mesure; puis, en ajoutant Ay' à la valeur de y' inscrite en tète de la colonne, et de même Ax' à i', on aura les valeurs de y" et x’ qui devront être inscrites en tête de la colonne suivante, F>a vérification des calculs contenus dans deux colonnes vfrticales consécutives s'obtiendra en prenant la moyenne arithmétique des deux valeurs de p',
et comparant cette moyenne à la valeur de p' ^ Ap' qui répond à la première des deux colonnes. Si les calculs sont exacts, ces deux résultats devront être sensiblement égaux.
. On continuera de la sorte jusqu’à ce qu’on ait dépassé les valeurs de y', et x', , dont l’une aura été employée dans le calcul dos formules (s*), et l’autre en sera résultée. Par interpolation, on pourra déduire des nombres contenus dans le tableau, la valeur de x’ correspondante à y' = y',; et, si l’on a bien opéré, cette valeur devra coïncider avec x',, sauf quelqift légère différence provenant de l’accumulation des erreurs dues aux termes du troisième ordre qu’on a négligés , en supposant que Aa ait été pris assez petit.
Les calculs étant vérifiés, on pourra compléter le tableau par la détermination des coordonnées de l’intrados réel et de l’extrados et des épaisseurs.
Le calcul des coordonnées de f extrados se fera par les formules
y = y" — € cosa.
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La 'distance des deux intrados, suivant la normale à l'intrados
iictif, est donnée par la double (brmule .
If , I r’ ,
On en déduit, pour les ordonnées et abscis^s Y et X de l’intrados réel, les deux expressions
\ -H a Æ cos*, X = x' — 2 S sin».
Enfin les épaisseurs seront données par la formule ' s = e -f- a J.
(ies divers calculs sont de la plus grande simpbeité , et les valeurs obtenues étant réunies aux précédentes, il en résultera un ensemble propre à représenter complètement la forme et les dimensions de l’arche parvenue à son état permanent. Le problème que nous nous étions posé se trouve dès lors complètement résolu sotis le rapport analytique et soils celui des applications numériques : quelques mots nous sulüront pour indiquer fusage qu'on peut faire des procédés graphiques, dans le but d’éviter l’emploi des fonnules(/), quand on n’a pas en vue une exactitude supérieure à celle que fon peut obtenir en ayant recours aux tracés.
SOU'.TION ni- rSOBLÈMF. «U MOTE.V DU raOCBDÎS GSAPHIQllES.
3ü. La solution, que nous allons donner dépend de la construction de la courbe intrados au moyen de son rayon de courbm-e. Il n’entre pas dans notre intention d’expliquer ici comment on trace une courbe dont le rayon de coiu-bure est donné en fonction des coordonnées; chacun sait comment on peut remplacer un petit arc de la courbe par un arc de cercle d’une petite amplitude décrit avec le rayon de courbure correspondant au point milieu de cet arc. Nous renverrons, quant aux précautions à prendre lorsqu’on donne aux arcs une certaine amplitude, à ce que nous avons
dil sur ce sujet, dsns le troisième article de notre Théorie de l'équilibre des voûtes, S xxxvi. Pour que les procédés indiqués dans cet article s'appliquent au cas actuel , il nous sulTu-a de donner une construction du rayon de courbure : nous transformerons son ptpütion (w), en posant
, If 4 f’ . .
lang^=î— -, .«=.(5-.)-. b = ^e, •
et l'équation (ui) deviendra
— a CO»
Pourfonstruire cette expression, avant mené deux axes OX , OV,
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l'un faorixontal, l'autre vertical, on fixera lé sommet de l'intrados sur l'axe des y, k la distance OS = /<" = A -f- <; par le point S on mènera la droite SB faisant l'angle BS Y = |S; on prendra ensuite sur le prolongement de OX une distance OQ == “ 9> sur
OV, OQ'= q' : cette partie des constructions servira pour tous
les rayons de courbure. Nous supposerons, pour plus de généralité, la construction de l'intrados fictif parvenue en un point I par lequel est menée la normale IN. Prenons sur cette normale les distances 11' = a, vers l'extrados; 11' = 6, dans le sens opposé. Projetons le.s trois points 1, 1', T sur l'axe des y, et soient P, P’, P leurs projection^ nous aurons OP=y', PP' = a cos«, PP’ = b cosa, et, jîSr *te, *
OF = y'-|-6cQS«.
Actuellement, prolongeons la droite 1 P jusqu’à ^sa rencontre avec la droite BS en L, nous auroas PL = {y' — A') tangjS; rabattons le point L en L' sur la droite O Y, de sorte qu'on ait PL'=PTJ, il viendra ’ '
FL' = db [(y' — .A') tangjS — a cosa],
suivant que l’on aura PL' ^ FF : pour former le numérateur de
la fraction qui multiplie dans la valeur de p',. il reste à
ajouter avec le signe convenable la ({uantité ± PL' à q', ce qui se fera en transportant parallèlement à elle-même la droite P'L' en Q'p, de façon que le point L' tombe en Q', et le point P' en // qui devra être situé par rapport à Q' du même côté que P' par rapport à L'. De cette manière, on aura
0p[ = </’-+- (jr* — A') tang^< — a cosa.
Le rayon de courbure s'exprimera au moyen des lignes que l’on vient d<^ construire, et l'on aura
Pour éviter la construction de lignes de grandes dimensions dans le sens des x, ce qui obligerait à donner à l'épi^e de grandes dimensions à la fois dans le sens des x et dans celui des y, nous rabattrons le point P en P* sur le prolongement de l’axe des x, de sorte que l’on ait O P = O P. Or, si nous joignons P/,' , et que nous menions QR parallèle à P p', il eat facile de voir que l'on aura OR = p', car les triangles semblables OQR, OP’p' donnent la relation
ÔH Üp
TSTT
qui coïncide avec l’équation précédente. La position C du centre (Te courbure s’obtiendra ensuite, en portant sur la ■normale, de I. en C, la di.slance IC = OR. •
Cette construction du rayon de courbure de l’intrados fictif donnera le moyen de construire en même temps l’extrados, puisque ces courbes sont parallèles et distantes de la quantité e. Quant à l’intrados réel, il sera facilement donné par la construction des ^épaisseurs dont l’expression (y) est , ' ‘ .
Kn effet, prenons sur l’axe des x la distance OE' = c, et menons par le point E' une droite E'E', parallèle à O Y; menons ensuite par le même point E' une afttre droite .E'E' faisant avec la pre-
niière un angle dont la tangente soit 4— ou 4 ‘ ; l’abscisse PJ, ® .. .. " . 3
du point J de la droite E’E' ayant y" pour ordonnée, sera la valeur de l’épaisseur t correspondante au plan de joint qui se projette en IN. Si donc on fait ÎE =’«, et que l’on poite ensuite de E on i la distance ?!■= e, le point.! ainsi déterminé appartiendra à l’intrados réel. • ,
Il ne Sera peut-éti-e pas sans intérêt d’indiquer par une ligure , la disposition qu’affectent l’extrados et l’intiados fictif construite par le procédé qai vient d’étre indiqué, et dans l’Iiypotbèse i = i .
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La Ggure ci-jointe rend sensibies les particularilés de la disposition dont il «èagit: • t
31 . Voici maintenant l'usage que l'on pourra faire du tracé de l'intrados au moyen du rayon de courbure, pour la détermination des constantes (n°* 22 et suivants), lorsqu'on voudra obtenir leurs valeurs approchées, sans avoir recours aux formules (V), ou qu'on pourra s’en tenir é l'exactitude doutées procédés graphiques sont susceptibles. On déduira des considérations relatives aux limites de e exposées ‘n“ 25 et 17, une première valeur approchée de cette inconnue. L'équation (e"), n* 2^1, donnera p, en fonction de l'arbitraire p, dans le cas des arches incomplèles, et q sc déduira de la relation q' = 3 ^ déjà plusieurs fois mentionnée. Dans le cas des arches en anse de panier, la quantité q devra être tirée de l'équation n* 26. Au moyen de e ét y, il sera possible de construire l'intrados réel, et si l'on a préalahiemeot tracé une droite parallèle à l'axe des x, A U distanqe / au-dessous du
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somoiel de cet intrados « on const|itera si cette droite rencontre la eourbe à une distance de l’axe des y égale à la deoii-ouvertiire QU différente de celle-ci. Dans' le premier cas, la valeur de e d'où l'on-sera parti sera la valeur cherchée; dans le second, il faudra recommencer le tracé en adoptant une valeur de e différente i de la première, et appliquer pour la correction» de cette valeur l'une des méthodes dont il a été question i la fin du n° 24. U est claiique le dernier tracé oorrespoitdant à la valeur de e.qui donne la demi-ouverture ou abscisse g, pour. une flèche f ou une ordonnée égale à A -t- e, -ÿ- /, prés«ite la solution graphique du problème qui consiste.à déterminer la forme entière de l'intrados et de l'extrados, puis les inclinaisons des plans de joint et les rayons de «xjiirbure. Dans le tracé définitif comme dans les tracés préliminaires, la construction des courbei» se trouve ramenée à celle d'aro de cercle de plus ou moins d’étendue, ainsi que nousd'avons annoncé dans le i?* 1.
On pourra vérifier l'exactitude des tracés successifs ou du tracé définitif dans le cas des arches incomplètes, en calculant l'angle extrême. *, par la formule'” [m"), où y", doit avoir la valeur donnée par l'équation (iv* ), et comparant cet angle à celui donné par le tracé; ces angles doivent coïncider, quelque fausse que soit l'hypothèse sur la valeur de e. Dans le cas des arches en anse de panier, si l’on mène une droite parallèle à l’axe des x à une distance égale à f au-dessous du sommet de l'intrados réel, il faudra que la normale au même intrados menée par le point d'intersection de la droite et de l’intrados coïncida avec cette même droite. ’’
LOMP.4RAISON ORS MICHBS ETABLIBS SÜIVABT LES PEIIfCIPES PEÉCÉOEKIS, tVKC r.gl.LKS DONT L’ISTSADOS Pflisstns LIS FOSMSS Al'JOVRD>Hrl BN USAGE.
3*2. Ayant effectué divers tracés cfarches incomplètes , conformément à la théorie que nous venons d’exposer, nous avons coni- , paré ces tracés à ceux fournis par des intrados ayant en réalité la forme d'arcs de cercle , et asstjÿetlis aux mêmes conditions rela-
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tives à la flèche et à l'ouverture que les précédents. Les voûtes en arc de cercle présentent, ainsi que Cela doit être, moins de convexité vers les reins que les intrados déduits de notre théorie , et il semble, au premier abord, qu’il ne doive y avoir aucun inetmvénient à s’en tenir à l’emploi de l’arc de cercle, à cause de la facilité de sa construction. Oit tomberait néanmoins dans une grave erreur en admettant cette conséquence. En effet, si-, comme il est vrai, l’arc de cercle et la courbe’ théorique, qui coïncident au .sommet et aux naissances, laissent entre eux un assez faible intervalle vers les reins, on admettra aisément qu’en remplissant cet intervalle , c'est-é-dire en passant de l’intrados indiqué par la théorie à l’arc de cercle, on n’ajoutera pas sensiblement à la charge totale de l’arche, et que dès lors la situation de la résidtante des pressions restera sensiblement la même que dans le premier ras. Cette résultante passera vers le milieu des joints qui répondent à l'appareil théorique. Or supposons qu’en substituant l’appareil en arc de cercle à ce dernier, on conserve néanmoins les mêmes épaisseurs, ou encore, des épaisseurs constantes égales à celles qui ont lieu aux naissances, il arrivera que vers le tiers de la distance de celles-ci au sommet, à l’endroit du plus grand écart que présentent les deux courbes, les points qui correspondaient au milieu des anciennes épaisseurs se «trouveront plus voisins du nouvel extra-
dos, au point de n’en être éloignés q*u^ du j ou <îu ^ de l’épaisseur totale : la résultante des pressions s’approchera donc d’autant de ce nouvel extrados, et la distribution des pressions dans chaque joint se trouvera considérablement modifiée. On peut facilement reconnaître que l’addition de matière prpvenant du passage de la courbe théorique à l’arc de cercle, doit avoir pour efl'et une augmentation de la charge générale de la voûte, si la différence de convexité est notable, et qu’il en doit résulter une plusgi'ande convexité dans la courbe de la résullanle des pressions; celle-ci doit donc en réalité se rapprocher plus du nouvel extrados que s’il n’y , avait aucune augmentation de charge. Admettons seulement qu’elle
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s'cn rapproche en déCni^vc d'une quantité égide au tiers (*) de l'épaisseur du voussoir^ la pression totale dans le joint n'ayant pu qu'augmenter, il en résultera que la pression par unité de surface deviendra au moins double de celle primitive qui était uniforme : or, si la pression primitive était déjà égale à la limite des pressions . <^'on peut faire supporter sans inconvénient aux voussoirs, il arrivera qyo ccuai-ci ne seront plus capables de résister à l'artiou de forces dont les i^ensités ont été doublées; de là naîtront des phénomènes plus ou moins prononcés de rupture par écrasement. . et qui pourront compromettre gravement .la stabilité de la- cons- ' truction. Inversement, on conclura de ces considérations, que si des arches en arc de cercle présenteol toute la stabilité <lésirable , on pourrait leur substituer des archesjètablies suivant nus prin^ cipes, et dans lesquelles les pressions maximum par unité de sur- ‘ face se trouvant réduites de moitié, par exemple, il serait facile de réduire en même temps les épaisseurs, et, par suite, les frais de construction; d'tme quantité .notable. •
Eniin nous ajouterons que les mêmes considérations s'appliquent aux arches en anse de panier construites d'apiés des procédés qui donnent à l'intrados une forme plu.s ou moins voisine de celle des ellipses. Toutes ces courbes présentent, comme l'aii: de cercle, moins de convexité vers les reins que celles que nous proposons. l,a deuxième partie de ce mémoire sera accompagnée d'épures qui présenteront la compvaison des profils circulaires ou eUiptiques avec ceux dont nous avons exposé la théorie.',,^
■- - 1 - ; S-. , itjr . —
(*) En M bftMnt sur le prinçipe asses généralement athnta ac U iMporUoiuialilé des prorondeurt dtmprMsion aux intanaités des preseioiis. on dénranlre ee rSauhal . bien connu t que si deux corps prismatiqites sonl an contact aaixant une &ce plane, et qu'on vieanc t les soumctlrc t des pressions dont la rêsollaiHe perpendiculaire à celte face, et sititee'dans un plan qui la partage sjnteiriquenieni, passe à une dislaucc d'une arête. épit au tiers de U distance de celte arête à celle oppoaés , la pr^wTn par unilê de suriace, vers la première, s'élèxara an double de la prttsion moyenne, tandis qu'eUe dèeroilra jusqu'à dexeuir uuHe vers l'arête opposée.
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1 33 . La deukièine piulie de notre traTail diffère, à quelque.** égards, du mémoire qui a été présenté à l’Académie des Sciences dans la séance du >4 décembre i84d, et sur lequel un rapport a été fait dans la séance du 36 octobre i 85 a. *
üe mémoire, dans lequel nous avions restreint nos formules au CW ordinaire où les noatérianx qui forment le massif peuvent être oonsidéréa comme présentant sensiblement la même densité que (les voussoirs, renfermait divers exemples de l'application de ces fonnuies par voie de tltonnements, au cas des arches incomplètes dites en arc de cercle, et des Tables à double entrée pour le cas des arches complètes ou rn anse de panier, tables qui dispensaient if effectuer les calculs par tétonnementS' dont il vient d'ètre ques* ' lion pour le cas dc« autres arches. Nous avions prolité de la facilité que nous offraient cas tables pour nous livrer è l'examen d'un Wfes grand nombre d'arches en taue de pnnier -construites depuis longtemps. Le mémoire était suivi d’une applicabon de la théorie générale, aq cas où la chai^ qui s’élève au-dessus de la clef est . très-grande , et nous avions choisi pour exemfdc celui que nous offre l'appareil connu, dans l'art des constructions, sous le nom de peitfvil. •
. Dans leur rapport, MM. les (xHnmisSaires ont exprimé le désir que des tables ^fussent aussi construites pour abréger les calculs relatifs à l'établissement de.s arches dites en arc.de cercle. . S.\xmoment où l'impression, de notre mémoire a été décidée, nous avons songé sérieusement è nous rendre au vœu exprimé par la Commission, et à combler ain.si une lacune que nous regretti'on.s noiusmeute de laisser daus uotre travaiL' .... - .
Après un mûr examen , noos avons reconnu que le problème relatif aux arches incomplètes, qui nécessiterait la construction de tables à triple entrée, si l'on tenait à conserver les données et
inconnues que nofts avions introduites dan* la première partie de notre mémoire et dans le mémoire présenté en dernier lieu . n’exige que le calcul de tables à double eDtrée,' si l'on exclut les termes du deuxième ordre ou dépendants du carré des ■ épaisseurs, . et que l'on .substitue aux données et aux inconnues d’autres quantités. (Par exemple, à l’égard dès données, il convient de substituer la quantité A' t= é é à la donnée h.) De cette manière, on n'aurait^ il est vrai, que des valeurs approchées des inconnues, et qui conviendraient dans les cas les plus ordinaires; mais on aperçoit la possibibtc de construire ime nouvelle table A double entrée, d’une petite étendue, qui fournisse la correction de la valcur'de l'inconnue principale. Le même ordre d'idées s’applique ail cas des arches en anse de panier, et In construction d'une table k simple entrée est alors suffisante. Théoriquement, la solution déduite de cette table exige une correction; mais on peut s’a»' ^iirer que, dans les circonstances les plus défavorables, la coi^ rection qui porterait sur la düTérence de niveau du sommet de l’intrados ou des naissances avec' la chaussée, dépasserait'^ peine un millimètre, et que, dans les limites ordinaires de la pratique, la correction qui resterait presque toujours au-dessous de cette quantité, serait toujours négligeable : en sorte que la table relative aux arches en anse de panier peut être considérée comme donnant des solutions exactes au point de vue pratique. Cette table, d'un usage très-simple, remplace la table à double entrée que nous avions construite tout d’abord. Quant è la transformation que notis faisons .subir aux données, elle est telle que l’une ou l’autre arbitrairement, des deux quantités h et p,, peut toujours être donnée a pnun. ^ ’ • — • .'•i '
Nous exposerons dans cotte deuxième prtie les principes qiii^ nous ont guidé dans la construction des tables pour les deux espèces d’arches dont nous traitons, et nous insérerons cès tables à la lin du mémoire. Comme* elles dispensent d’effectuer, par voie de tâtonnements, les calculs ou tracés qui seraient indispensables sans leur secours, nous ne donnerons point d'exemple de ce genre.
iS.
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Il n>s seriiit nécessaire de recourir k ces procéd&j que si l'on voulait avoir égard à la différence dé densité du massif et des voussoirs. Or nous pensons que les ingénieurs qui tiendront assc* à la précision ^ur avoir égard k cette différence, ne reculeront pas devant l'emploi des méthodes de calcul ou des méthodes graphiques qui ont été Indiquées* dans la première partie; Faisons remarquer, à C-é sujet, qu’en suppésant seulement le produit (i - 7 ^ r) du même ordre de petitesse que les épaisseurs, ou du premîèr ordre, eê qui est très-admissible dans les arches de pont, il serait possible de joindre à nos tables de nouvelles tables destinées à corriger la solution obtenue' en- faisant i=M}'Le temps nous manque absolirment pour entreprendre ces nouvelles ' recherches. .,< •/ ,
I.’étendue'déjà considérable de notre Jravail, et la crainte d’abuser de la facilité que l’Académie a bien voulu notut offrir po'ur l'itnpression, nous déterminent à ne point publier ici le chapitre^ sur l’établissument des appareils dits poürails , lesquels, bien qu'ils présentent une grande analogie avec les arches de pont, ne doivent point cependant être considérés comme étant des cas particuliers d’arches de pont proprement dites. ' . ' • '
‘ SIHFLIFTCATIOS DES rOEMl'I.ES CESEEALES TOCB LES CAS OsnlSAmES ‘ .
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34. Los deux éléments de réduction auxquels nous aurons recours sont le rapport désigné par i , de la densité du m'assif à ceBe des voussoirs, et la hauteur h de la' chargé qui s’élève au-deSsus du plan boriEOntal taïq'ent à l’extrados; • ' ■ - '
. Le plus souvent, et c'e.st d’aMlcurs l’habitude du plus grand nombre des ingénieurs, on peut négliger la différence do densité du massif et- des voussoirs.' C’est ce que nOUs ferons dans tout ce qui va suivre , en posant • . • •
Cette relation permet d’efTe«tber immédutsmept-iine grande siim plification dans les forimiles {$'), en y réduisant à xéro les coefficients D et G et les ternies des autres coefficients qui ont (i — i\ pour facteur.
Quant à la hauteur de charge h , cette quantité est très-grande par rapport à l'épaisseur dans les timnels et dans les poitrails dont il a été question au numéro précédent. La grandeur de L perâiettrait aussi des sinqpli Gestions, et rendrait praticable femploi des séries à la place des fonctions elliptiques; mais nous ne nous occuperons point Je ces constructions, par la raison énoncée en terminant le même numéro. Dans les ponts, au contraire, la hauteur b est très-làible, et presque toujours plus petite que l'épaisseur de la voûte'. Nous avons déjà dit au n° 20 que la petitesse de h permet de «éduire l'échelle des modules des fonctions elliptiques au premier de la série , et qu'il suffit de calciüer une seule amplitude en outre de celle qui sert de point de départ à la série des amplitndcs. Nous avons fait de diverses manières le calcul de l’eiTeur qui en résulte, Oè nous nous sommes assuré qu'elle est à peu prés insensible dans le cas des ponts. Néanmoins, dans le calcul des tables, nnus nous sonunes astreint à ajouter la petite correction nécessaire pour obtenir le degré d’exactitude que l'on atteindrait en tenant compte, dans le calcul des fonctions elliptiques, d’uq module et d’une amplitude de plus.,
Nous commencerons par opérer sur les fonctions elliptiques des transformations indiquées par la petitesse de à ou de A*. L’expreasion de tang' équations (i'), montre. que si l’on y prend y' égalé l'ordonnée du peint inférieur de l'intrados, l’angle ^ sera plüs voisin .de go°' que de zéro : coiihzm; nous ne ferons usage des équations (r*) que pour établir une relation entre les coordonnées du point inférieur de l’intrados, il convient ici de substituer à l'angle p son complément; posons donc
' — yo* ~ • - •
Nous avons dit en outre que le module c est très-voisin de l’unité
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dana la même hypothëae relative à* h" ; pour cette raison , nous
lui substituerons son complément b dmmé par la formule
si l'on fait, de plus, d’où.
sin^ =z b.
' ■ • _ eos^ = c,
on aura récbelle. suivante de/s modules : ' *
sm^, = tangî f - . sini/s = tang* i
' sin\//. = tang* i . .
celle des amplitudes deviendra '
_ ■ ' cos(îÇ,' — |) = cos$ cosyff,*
cos (a 5, — $,) = cosS. coss|/,(, .. .
'• cos (a $. — = cQs^m-, cos\|/^,. ' .
Dans le cas où les angles ( seraient très-petits, on ne pourrait phu se servir de^ces formules; mais on en déduit les suivantes qui ne présentent pas les mêmes difficultés :
sin’(a|, — $ ) =3 sin’ S -f- cos’ $ sin*t^,. . • . . i sin’(aS, — 6,) = sin* Ç, -t- cos’S, sin’i^,' ' ' ' .
sin' {a £, — £,_)== ain* h- coa* £»_, sin*
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Cea demëres fui^nules n« sont pas logarithmiques : il en existé ' d’autres qui ont l'aTantage de l’être { mais elles exigent que les modules se succèdent dkns l’ordre inverse de celui que nous avons adoplé; nous les aurions rapportées, s’il nous avait été nécessaire d’ell'ectuer les calculs au delà du premier module. Les précédentes, qui nous serviront au calcul de l’erreur que l’on coinmot en s’ar- ' rètantà ce module, montrent actuellement la rapidité avec laquelle l’angle ^ se rapproche de sa valeur limite, lorsque ^ est très-petit ou que c diffère peu de l’unité.
Enfin, les deux systèmes de formules ■ propres au calcid des , fonctions elliptiques elles'^ièmes deviennent : ,
F (c,, <p») — log cot ~
eo«*-è«, .
y cos* - 4',
' £(c„'^,) = cos5,,
E ^c,_, , = 2 cos* i E(c.', <P,) -f- 2 jin'; F(c„ — cos (2 Ç, —
F (c, , 2 COS* '-\j/,E (c„ ^,) -f- 2 sin* ^ ij/i F (c, , ip.) — cos (2 5, — ê. ) ,
F(c ; ^ ) = 2cos*^if< £(c,, 2Bin*i|^ F{c,, ^,) — cos (a 5i — S )‘^
35. Nous limiterons d's^rd l’emploi des formules précédentes en faisant n i= i . De cette manière, il sera inutile de calculer et il suâira d'appliquer la première des formules qui donnent la série des Le calcul des fonctions F et £ se réduira ainsi à celui des formules, extrêmes de chacune des deux séries.
Ceci posé, les premières équations («') donnent, en vertu de
'• ; ^ ' ?•== aep,. ’ ^ >
‘*"g'P=îV
hr B— •
De cette dernière équation on tire les trois relations suivantes : .g _ _.,a_ B /*-*’ . . .. . i- B-y
sin’£ = — ' • cos’c ■= — . lane'f = — ,
dont la première sera parbculièreipent utile. ' ' *
Nous avons posé plus haut : sin^ = 6, et 6* = i — c'; il s'ensuit
sini^ = V I — ■ c';
or, i — c’= vertu des équations (s"), il vient donc
I.a valeur de A* est
A* = 1 — c* sin’^ = cos’^ -t- è’ sin‘9, . -
ou
A* = sin'Ç cos*$ sin*^;
de celle expression comparée avec la première des relations non logarithmiques entre les amplitudes, rapportées plus haut, on tire
A* = sin* (a S, — Ç) :
mettant dans la valeur précédente de A*, pour sin'f , cos'£ %t sin<('-, leurs valeurs données ci-dessus, il vient • '
et l’on a simplement
A = sin(aÇ, — Ç) = p.
Le troisième terme de la valeur de x’ devient de même
C ûn^ co«^ B—
B—*'*/ . - , /îT i ir*
= — rr- 7: sinÇ cosS = \/B — y ’ v/ 1 7
(en supposant les angles ^ et £ compris entre 0° et 90®), ou, en vertu de la relation précédente.
C sio^co*^
— cos(aS, — Ç). - ;
Les fonctions elliptiques limitées dans leur développement, comme il a été ooüvênu, se réduisent à ^ ^
F{c, P) = — ^ logcot
co«*-4-
£(c,ip) = acos*'|^cos{, -t-a sin*^ ^logcot — cos (a Ç, — Ç)
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A l'aide des valeurs que nous venons d'obtenir, et à cause de D = O , G = O, l'expression de ± x' se réduit d'abord à
rfc ir'= -L.F{c.(P)~ V/B .E(c. ^)~t-VB— /• cos(a I ^ i)
(on écrit ici le double signe devant x', parce que l'on suppose les angles ^ et ( compris entre o’ et 90°, ce qui suffit dans le problème des arches de pont) : en substituant dans cette .dernière équation les valeurs des fonctions F cl E, il vient
± i' = i col - Çi — a V^B cos* - \ff cos5,
V/Bco»*i* ’ ’
-4- (y/B cos(j s. — S).
On petit encore chasser l’angle yf/ : en effet, l'on a
a cos* - u/ = i,-f-cos^ = i-(-i/ I — — = iH -,
ce qui donne
3 V^B cos* ^ = y B -f- y/c.
D’un autre cété, le numérateur de la fraction qui multiplie log cot - 5, peut s'écrire
A_ lBsin*d- = A— i A’*;
or, on a, par les équations ( 3 ), .
et, par suite.
d’où . ,
soit, pour abréger.
VB-t-Vc’
il viendra finalement' • •
x' = .V log cot — (y/B -f-\/ C)cos6, -H (V — ^v*') cos (2 Ç, — |)
05 bis. Sans enDer dans tous les développements qui seraient nécessaires pour effectuer les calculs, nous allons dire brièvement comment nous avons obtenu la correction qu’il faut apporter à la valeur de x’ pour parvenir au même degré d’exactitude que si nous avions poussé le calcul des fonctions elliptiques jusqu’à l'eniploi de l’amplitude
Nous avons posé d’abord
O désignant une quantité très-petite que nous avons obtenue en appliquant le théorème de Taylor à la relation '
8in'(a5, — S,)=sin’$;-t-cos*Ê,ain*^,i
la valeur de .a est, aux termes près des ordres supérieurs,
<7 = I cetÇ, taing'
Qïiant à la valeur de*tabg ^ : de la relation . - '
1A2' on tire
d’où
2 y/B sin* = ^/B — ^C,
lane -ip = ,
'VB-t-v/c
quantité dont la quatrièmê puissance est très-petite.
En faisant toujours usage du théorèn\e de Taylor, on trouve’ aisément
1 I » I I » I cot Cl
log cot-Ç, = log cot-ç. — J — tang*
cos$, = cos5, — J cosS, tang*^»^.
A l'aide de ces valeurs, on obtient pour expressions approchées des corrections 4 appliquer aux fonctions F cl E,
JNF = ltang‘lV/(lpgcoli$.— ^).
S^E~ tang‘^d> ^logcot — cos$,J;
et l'on en déduit, pour la correction de la valeur- absolue de x’,
Fx' = — -V/B Ung* '-}}t 1 2 log cot — i) cos|. j,
en négligeant les quantités de l’ordre de tang'-^if; Dans cette . expression , la parenthèse croît à mesure que S, diminue ou que A* tend vers zéro; mais le facteur tang* \f/ décroît plus rapidement que la valeur de la parenthèse n’augmente» èt s'annule avec A'.
Une expression encore susceptible de simplibeation est celle de la tangente de l'angle a que fait la normale à l’exUados avec la verticale : l’équation (m*) dans laquelle ]es quantités a. et y* ont été'
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notées de Tindice i, devient, en rétablissant la généralité de cette formule, • -
tanga =
on en tire aisément, au moyen des relations précédemment établies entre les quantités A, B et C, 'et négligeant' les termes en e*, .
sma ==; —
cosa
La dernière de ces équations va nous fournir ün moyen plus rapide de calculer l’angle a. En y substituant la valeur de A en fonction de C obtenue précédemment, puis multipliant haut et
bas par'^, on a _ ■ .
cosa = :
soit
kr* ' . ‘
cosa' = I — a — ,
d’où
équation qui
sera très-propre à déterminer l’auxiliaire a'; la valeur
de cosa deviendra
cosa
COI
V I — -cosa* —
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or,' M i’on néglige les termes du quatrième ordre, eHe se i*éduira à
cosa = cos» — J - 8in*« : . .
on en déduit aisément ^
sin (a — a ) = T- 7^ sinot •
Cette équation, jointe à celle qui donne l’angle »' par le sinus de sa moitié, sera d'un emploi jdus commode que les formules précédentes, pour calculer l’angle ».
L’interprétation géométrique de cette relation entre les angles » et »' est facile. Déterminons, en effet, 1’angle‘des intrados réel et
V «r • d.iè I e* j t» » • / i
iictil; son expression est — vertu de 1 équation (x):
or, CD négligeant les termes du troisième ordre , cette expression coïncide avec la valeur de » — a! donnée par l’équation précédente. Il eu résulte que l’angle _»' est l’angle que ferait avec l’axe des X la tangente à une courbe dont les éléments seraient symétriques avec ceux de l'intrados réel par rapport à la tangente à l’intrados fictif.
Avant d’aller plus loin, il est indispensable de résumer les relations que nous venons d’obtenir; nous y joindrons une relation nouvelle en posant C = 4Q*. Q* étant ime quantité qui nous • servira dans le calcul des coordonnées par voie de différence. Pour ' éviter le recours à la première partie du mémoire, nous reproduirons les natations.
luisuiis DES FOSMILKS SIUPLirlÉES POCE LE CAS OÔ LE MASSIF ET LA VOÔTE* SOKT DE MÊME DESSITÉ.
Notations.
36. L’axe des y est vertical et passe par le sommet de l’arche; l’axe des x est horizontal et situé dans im plan parallèle au plan des tètes, qui est élevé au-dessus du plan tangent à l’extrados d’une quantité h représentant la hauteur d’une couche de matériaux
de même densité que ie inassU' et dont le poids serait égal à celui des couches de deosilés diverses qui surchargent la voùt^i.^
• Nous désignons par: t * ./ ••
A 4a hauteur de la charge qui s’élève au-dessus de la def réduite à la densité du massif, comme il vient d' être dit. Ai sorte que II désigne l'ordonnée du sommet de l'eatrados; <
e l’épaisseur ficU va. de la voûte ou la distance constante .entre r«atrados>et l'intrados fictif, mesurée suivant la normale commune à ces deu» courbes; * r ' * - - *
A' l’ordonnée du sommet de l’intrados fictif; ’ *
x', y et P les coordonnées et le rayon de courbure, de l’extrados;
x’, y“- et p' les coordonnées du point de l’intrados fictif situé sur la bormale à l’extrados menée par le point (x', /); et le rayon de courbure de l’intsadlE fictif, au point (x', y);
/- X, T les cootVonnées du. point de Fintrados réel situé sur la même normale;
a l’angle de cotte normale avec l’axe des y ou du plan de joint passant par le point (x', y') avee4a verticale;,
si' on angle auxiliaire très-peu différent de a, et dont la significitlon géométrique a été donnée à la fin du numéro précédent.
e l’épaisseur réelle, ou la distance comprise entre le point (x', y') de l'extrados et le point (X,Y) de Fintrados réel;
' S la distance comprise entre le milieu du joint réel et le milieu .de l'épaisseur fictive, en sorte que 3^ désigne la distance des points (x', y'] de l’intrados fictif et (X, Y] de l’intrados réel;
P la hauteur d’une colonne prismatique de la matière des voussoirs, dont le poids produirait sur une base horizontale la pression qui a lieu dans le plan normal à Fextrados mené par le point
A la dimension de l'arche dans le sens perpendiculaire au pian des têtes ou parallèle aux génératrices;
■w le poids de l’unité de volume de la matière des voussoirs et du massif; -, . . ' . • . - '
I&6 ’ SUR L ÈTABLlSSEME.\t'
T et Ma pression totale et la pression par onitè de surface qui ont lieu/lans le plan normal à l'extrados mené 'par le point (z', ÿ);
l) la poussée horizontale qui résulte des actions .exercées par le massif sur la face verticale de la-cülée qui passe' par l'aréte . infériedrc do l’extrados;
B l’ordonnée du point d’application de cette résultante; ' '
' V le volume des matériaux de la demi-arche et du massif limité dans le sens horizontal par des plans verticaux menés par le sommet et le point inférietur de l’extrados parallèlement aux généra^ Iriccs ; *■ - • ' • . .
y la flèche de l'arche , ou la montée ; '
g la demi-ouverture.
• Les indices o et i serviront à désigner les valeurs particulières que prennent les diverses variables au sommet de la voûte- et aux naissances (à l’exception de l’indice #qui affecte les lettres et ^ dans les expressions des modules et amplitudes des fonctions elliptiques). ^ ~ _
Voici maintenant les relations dont nous aurons à faire usage pour calculer l’abscisse d’un point de l’intrados, fictif en fonction' de l’ordonnée , déterminer la situation de la normée et l’intensité des pressions: . , '
h Ti- e, . ■ (»)
aep,. (a)
Ki7
sin(a5, —
*>n5 = pV/ —
x'= A' log cot ^ — (\/B+\/C) cos5, +(\/B+V/B— /’) cos(a S)| ( 4)
(Pour plus de clarté, on a supprimé les doubles signes, ici et dans les expressions suivantes; on pourrait toujours les rétablir au besoin, en se rappelant que les courbes Intrados et extvdos sont symétriques par rapport à l’axe des y : tout se rapporte ainsi à la partie de l’arche située du côté des x positifs.)
sin a
cosa = —
tang* =
_ VÜ^
on peut aussi calculer l’angle a au moyen des deiu formules
8ina .
> (*) U arrive souvent que le deuxième et le troisième terme du seoood membre sont peu différents : il &ut alors calculer ces termes avec une figure de plus que le premier, à moins qu*on ne remplace oes deux termes par le suivant, que Ton obtient après quelques transformations,
y* cos* (*
VB4-y/B-/’ \ I
>VC /»•(>{, — î) -I- CO* {,)
(^anl au dcmirr, U ot presque intonsible pratiquement; malgré cela, non» en avons tenu compte «Uns le calcul des tables dont il sera queation ci-apréa.
V = y' H- ai cosa, y' =y — e«osa,
X = x' — ai sina, x' = x’ c sina.
Les ordonnées des |K>ints extrêmes de l'intrados fictif sont
J, — h", y", = / -I- A' H- a i, — ai, cosa,; (lo)
celles des points extrêmes de l'intrados réel sont
Y.=: A*-4-ai., Y,=/-+-A'H-ai,; (i i)
et la valeur de la demi-ouverture est
j = X, = x', — ai, sina,. (la)
Les relations entre les pressions qui ont lieu dans les plans de joint extrêmes données par les équations (l*) et («') sont enfin
fX, — /-T-.
/l/t-vO 3 (^ '
Nous n'avons point à dire ici conynent on devra se servir de ces formules, et pratiquer, suivant le besoin, les éliminations. En traitant de la construction des tables destinées à éviter les calcul.s par tâtonnements, nous montrerons, dans les numéros suivants, comment nous avons fait usage de ces formules; mais nous devions les rassembler tout’ d'abord.
DE IA COSSTnrcTION DK TABLES AmXOPRIÉES X LA DKTEKMINATIO.V DE.S INCOSMKA.
OASS LE CAS DES ARCHES ISCOHPLÈTKS, DITES E.1 AÂC DE CXMCLt.
37. De ce qui a élé exposé au n“ 24, il résulte que si Ton se donne, dans le cas des arches incomplètes, les quantités /, g.
/<, |U, ou fi, et I, et que l’ou attribue à l'épaisseur e une valeur hypotliétique, ou pourra calculer la valeur de g en fonction det< cinq autres quantités, à l’aide des formules générales. Comme nous avons fait i = i , la valeur de g n’est plus fonction , au moyen des équations du numéro précédent, que de quatre variables indépendantes; mais l'homogénéité de nos formules permet de substituer aisément la recberchc des rapports des variables à la recherche de leurs’ valeurs absolues ('), en sorte que le problème serait ramené à celui de la construction de tables à triple eqtrée , problème à peu près inabordable pratiquement. Or la difficulté qui se présente ici peut être levée en substituant à la donnée A, l’ordonnée Y, du sommet de l'intrados. Les problèmes qui se présentent dans la construction des chemins de fer comportent plutôt, comme données relatives aux arches de pont, les diflerences de niveau de leurs diverses parties, que l’épaissaur rigoureusement déterminée des couches de matériaux qui s'élèvent audessus du sommet de l’extrados.
Admettant donc la quantité Y, comme l’une des données du problème, nous remarquerons que, si l'on fait abstraction des termes du deuxième ordre ou qui ont en facteur le carré de l’épaisseur e, et que, de plus, on prenne pour inconnue la quantité
Q'ou -C, l'épaisseur e disparaîtra complètement des équations; en sorte que g sera seulement fonction de f. Y, et de finconnue Q*.
(’) Nous proCicroDs de U circoosUnce pour présenter une remarque qui eût peutêtre été mieux placée ailleurs , et que le lecteur ouni sans doute faite. Les relations que nous avons établies, ajrant lieu entre des rapporta de grandeurs linéaires, restent les mémM dmé les areisM da pro61a semMaUes, od les longueurs homologues sont entre dies dans nn même m^poct ; il l'ensnil que, dans les arches sentblahlcs , 1s quantité p , qui détermine les pressions par unité superficielle entre les voussoirs en des points semblablement placés , est proportionnelle aux dimensions linéaires bomolô^as des arches que l'on compare. La pressicn totale par unité de longueur mesurée paraUdement aux génératrioei de l'intradoo, qui eat représentée pu pe, et détermine la pousaée dans le joint infièrieur quand p pmd la valeur particulière p, , ae trouve , par suite , proportioaneile au carré des dimensions homolognes.
En effet, se donnant Q*. Y, et f, les équations (i i) et (lo) donnent A' = Y, et j", = /-H f’, aux termes près du deuxième ordre ; les équations (3) donnent C = 4 0’. B = C -t- A’’; et, en faisant y' — /, dans les équations (4), celles-ci permettent d’obtenir la valeur de x', qui, en vertu de (i a), est égale à ÿ, aux termes près du deuxième ordre. Introduisant les rapports de lignes au lieu de
leurs valeurs absolues, il arrive que -, par exemple, n’est plus
fonction que de y et de^,. et que la solution approchée du
problème se trouve dépendre de la construction de tables à douljle entrée seulement.
En suivant la marche qui vient d'etre indiquée, nous avons calcnlé effectivement des tables qui présentent la suite des valeurs
de - relatives à des valeurs fixes de et à des valeurs variables
du rapport dix tables de ce genre ont été calculées pour des va- Y. '
leurs de — égales à 0,4; o,5; o,6;. . . . ; i ,a ; i ,3. Or, la recbcrcbc de la valeur de ^ en fonction de y et de ^ à l’aide de ces tables
eût été pénible; il eût fallu même en augmenter très-notablement l’étendue pour les adapter à cet usage. Pour obvier à ces inconvénients, nous avons pris le parti de reloamer chacime des dix tables, c’est-à-dire de calculer par voie d'interpolation, à l’aide des tables primitives, de nouvelles tables qui donnent directement la
valeur de y en fonction de y et de j. Nous avons formé de cette
manière la première des tables à double entrée que l’on trouvera à la fin de ce mémoire, sous le titre de Table /. L’étendue que
aux exigences de l’art des constructions. Nous ne présenterons point ici' les détails relatifs au calcul des tables; disons seulement que nous avons fait usage des formules d'intercalation mentionnées, à propos du calcul des épbémérides des planètes, dans un mémoire sur la détermination de leurs orbites, inséré dans la Connaissance des Temps pour i85a.
’ nous lui avons donnée nous paraît répondre
DES AHCHES DE PONT La Tablo I donne la valeur approchée de et, par suite, celle de Q', aux termes près du deuxième ordre. Cette première approximation permet de calculer la valeur des termes négligé.s, et d’en tenir compte ensuite. En effet , ces termes étant du deuxième ordre ou dépendants du carré de e, il suffit d'obtenir la valeur approximative de e en fonction des données. A cet égard , se donnant pi, 'par exemple, la deuxième équation (i3] fait 'connaître p,, et, si l’on élimine q' entre les équations (a) et (3), il vient
d’où
3 q* il'
équation dans laquelle on pourrait négbger j e au dénominateur. La valeur trouvée de e, |>our être admissible, doit, en vertu de l’équation ( i ), donner une valeur h = h’ — e qui ne soit pas négative , et qui soit au moins égale à celle réclamée par l’expérience.
Si,. au lieu de se donner p^, on se donnait h, il viendrait par l’équadon (i), , . ,
la valeur de p, s’en déduirait :
* jc, (i6j
, rv» ^ ‘- i-a Sitiltq.v: : - r
et la première équation ( 1 3) donnerait celle de pi, ; oette dernière devrait être compatible avec la résistance des matériaux employés, pour que la solution fût admissible. ‘
Dans les deux cas, il est donc possible d’obtenir tme valeur approchée de e; nous allons dire actuellement quel usage il convient d’en faire, pour corriger la valeur de Q* déduite des tables.
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Enuniéronsles quantités négligées dans le calcul de laTable I. I® Nous avons fait h" = Y,; il résulte de la première équation (i t) que h’ doit recevoir la correction
2° Nous avons pris y", = / -J- A'; la deuxieme équation (to) montre que l'on doit appliquer i y', la correction
S^y', — h' -h Q S, — 2iîi cosa,.
ou simplement
J^y", r= — 2 S, cosa, ,
en vertu de la relation précédente.
3 “ Le terme en e* de la valeur de A' ayant été négligé, il s’ensuit que x*, doit subir la correction- spéciale
log eot —
3 \/b-4-vc
4 “ Nous avons fait simplement y = x',; il résulte de l’équation ( 1 2) que g doit recevoir la correction <Nx', — 2 S, sina, : comme, d’autre part, la valeur de g ne doit pas changer, on a cette équation de condition,
S^x', — 2 lî, sina, = o.
dans laquelle nous devons regarder «bx*, comme étant la variation de x', qui résulte des trois corrections que nous venons d’indiquer, et d’une correction inconnue J^(Q') ou J^C qu’il s’agit de déterminer : x", étant donc considéré conune fonction de A”, y", et G, nous aurons
-t- ( 9 ) J\A' -H ^ ^ J^C — 2i, sinsi. =0:
dans celle équalion, désigne la dérivée partielle de a;', par rapport à h', obtenue eu faisant abstraction de la variation que x", subit par suite de ce que varie avec A'; le terme ■— ^y'i oomjprend cette variation.
Substituant les valeurs obtenues plus haut de />A' et
et observant que l’on a ^ J^C = 4 (Q*); il viendra
lof eot - f,
- ; «• - +4 t JV(V) = O.
Nous avons d'ailleurs, première équation (8),
ou, en négligeant les quantités du troisième ordre, équation (3),
En négligeant les quantités du deuxième ordre dans la première équation (5), ce qui ne donnera lieu qu’â des erreurs du quatrième dans le résidtat, on aura encore
Ciin«, y.co.(je.-<) VA-./.’''
Substituant ces valeurs dans l’équation de condition, on en tirera
COt “
“'C ' ' (v'B-+-VC (-\ilAy ,ca»(>6 — f)VB— y ) '
Pour faire usage de celle formule, il reste à déterminer les valeurs des deux dérivées et obtenir de
deux manières différentes.
En premier lieu, si l’on clTcctue les différentiatioas à l’aide des expressions du n" 3f), cl que l’on néglige la variation du dernier terme de x' , on parvient, après des trtmsformalions que nous nous dispenserons de reproduire , aux deux valeurs suivantes :
(— )=A logeot-s,— -r-p — v'B— >,
' ■'* / IV/B-t-v'Cl' » L"“f. ' J ^ —
i/,'V'BcM(a{. — f)
-!i' tang(a I. — S) -H A'
co»(aî, — f) I
VB-/," VB
-[cos$, — cos (a 5, — S)]|,
6 fi; = 3 log cot i 5. - [-i- - (V/B -t- V'C) sinS.l - îlZlüîÜiiZj'
- - ■-) O . L«»«. '' ' J» Cv'BV/B^,'-
I VB — Vi VL \/B
En second lieu, désignant la 'dérivée partielle de x’, par rapport è A*, il vient, en vertu de ce qui a été dit plus haut,
rfx", / «ix'", \ ^ dy", ' ^ ^ ■
rfT ~ iïpj ^ ■JT’ < V. . \,.:y
ou simplement, - • m «k..
Jk’ J/.’
à cause de i, a' équation (lo). Qr, on a, équation (6),
— vÇTTZTîv/rrTT;’ .
valeur qui donne , en ayant égard aux relations établies au n* .35 ,
et né^geant les termes du deuxième ordre, , .
^ • VB-jr> /,««(»{.-?) '
>/,eo.(aft — f) «VB—
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‘ Mainte’naBt, C o«l 40* étant, en vértu^dii retoamement des' tables, une fonction de.ÿ et Y, ou de x', et h", il vient -
JC J » , JC
pour obtenir la dérivée partielle on doit supposer Q* oti C constant; alors cette équation; en y faisant o, donne
■ JC •
lU', ■ dp'
if
dx\ ' ' ; -
ils ' ^ t
I.a dérivée partielle s'obtiendra psereillement en Taisant = o, et il viendra •
A l’aide de ces diverses valeurs, on tirera de l’équation ( 17 ),.
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Or, les nouvelles dérivées partielles que nous venons d'écrire se idéduisent «rsénient des tables retournées, en prenant les différences de la fonction *uc^ssiveipent dans le sens vertical et dans le sens horiaonlal. et faisant usage de la formule connue
dx
Ax f
qui sert i obtenir la dérivée d'une fonction a réduite en table, au moyen de ses différences Au, A'u,... et de la différence constante Ax de la variable. jL - . , i
Il suffit ici de faire A<r o, i ce qui conduit à prendre lesdifférences de dix en dix ternaes dans le sens vertical, et de ternie en ternhe dans le sens borixontal, poin-'obtenir des valeurs de — — ' et, par suite déJ^Q,*, qui corrigent assex exactement celles de Q*. Lies tables -primitives ou des valeurs de ~ auraient bien pu
donner im'otédiÿtemettt les dérivées partielles mais il nau- , . ' . . , ■ ''àx\ '
rait pas été po.ssiide d’en déduire aisément les dérivée --p, tant
à cause de la divergence de la série des diOé^nces Au, A*u,,.'.î
qu’à cause des limites relatives'à ^ qu’il eût fallu reculer en aug-
mentant démesurément l'étendue de 'ces tables. . ' ' ' .
Nous avons calcolé les tables qui donnent les valeurs de la ^(Q*) '
fonction — - on les trouvera à la suite des tables de la valeur de soüs le titre de Table II. Ayant obtenu une valeur approebée de e’, 'comme il a été dit.au n” 37, on en déduira' aisément i à l’aidç de la -Table 11, la correction ■/'(Q*) à’appbquer à la„v^eur de Q* fotlrnie parla Table 1; et l’on aura,, pu les équations ( 1 1),.
(8) et (3). . . ^
6 ce
.(ai)
Les valeurs corrigées de Qf et h' poiuront être a}q>bquées
au
DigtLiCG 6y ■ÇOogle
caiciii d'une valeur plus exacte de e au moyen de l'une ou de l'autre des formules . (i 4) et (*^)> suivant les caS'Q. Connaissant àictnellcment Q‘,*A*ve et p,,'t’e'niploi d’un petit nombre des formules du n° 36 fournira tout ce qu’il est nécessaire de connaître pour procéder au calad des coordonnées, rayons de cdurbiue, poussées, etc. ' • • ••;
COKSTMICnOR DSS TABI.BS POUR LS CAS DBS ABCBBS COMFL^TBS.'
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39. Nous avons vu, n*' 26,'connnent la condition de' la vertioaUté des tangentes extrêmes introduit une équation de condition .entre lès constantes ,' et réduit d’une unité les arbitraires du problème relatif aux arches complètes.' Il est clair, si l'on se reporte aux' considérations q>résentées n* 37, que la substitution de la constante h’ 4 is constante h permettra de ramener la solution du problème 4 la construction d'une table à -simple entrée.' Cest 'ce qui se. vérifiera du reste aisément par le fait même. ^
.. L’équation de condition que nous venons de rappeler est (cTj
' ’** . » * en ébniiaantq* entre celle-ci et la a* équation (3), U vient immédiatement ' ••• ,fi*^ ' *. £ •. ~ . /
(') Noua indiqnrronA un moyen d'éritèr te caioial d« é‘ (Q'J, M d’obtenir, néan-' iDoim oné solution esacte jusipie dans les termes du deuxiênie^ordre. Ce moysa consistcraïl i accepter U valeur approchée de Q\comme exacte, étii en déduire les ndearsde e er^.t procédant ensuite Sn calent des ceordohnées ou aU tracé dé l'intandos, on'e'arrétnrail k l'ordonnée de Tintredosféel; qui répond, soit é la 6èche. 10 ^ à U deqii-ouv.ertare données , et l'on prendrait à U place de l'une d'entre dlea, celle fuunée par' le calcul ou le tracé. A la vérité , ce. ne serait pas la solution du proUéfée pro|ioaé, mais bien celle d'un problème du même genre, dans lequel lés' données diOtreraienI Irésqseu. des données du pryMéine pnmitif. Or il est tré s v a r e ' que 1rs données soient tellement bien fisées'.' qu'on ne puisse leur faite subir, en pra-.. tique, la trésqietite variation qu’entraînerait le mode dé solution qui vient (Tétre
■ ■ /e rv
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équation à laquejie il feut joindre la valeur de obtenue n® 2Ç,
On tire de ceUe-ci. * -
cette valeur permet d’écrire C sous la fcutne ’ ’ , ;
OU
bien
i O* un autre côté, lès équations (lo) et (i i) donoent'
• • • ' ■' ' Y, — 7'i WaJ. cosse,; . ■ • "■ .
’ or observons que a et cosa,' sont des quantités du deuxième . ' ordre; leur produit étant du quairicme, on aura donc, é des
quantités près de cet ordre, •;
' ' V-' ' ». ,' yi. ^ ^ »w* . . , •
' Mainteïiani, il^st évident quo, si Ton se doime l'ordonnée' Y, des ■ ■ naissances,; et l'une des quanülés f et A*, çn pourra, en négligeant . •
les termes du deuxième ordre, obtenir la valeur de x'< à l’aide* dés équations (ad). (à’îijt'ét^S), j<)lÿea i la relation B s=C -H- A'*
■ ^t aux équations (4^, Là de!q|ir«j|tvt||g^ g tirée de ré«pUlit|a (O. - , peut d’ailleurs i’éoÎHVt: ■’-y. HWlf»»
,• ■ '-Oipitizeci by CjO'ogle
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elle se Kéduh é j =3 xti,' lorsqu’on nég^gé,lM termes du 'second ,<ordre.'i^à,U quanti^^ est fonction des deux, variables Y^^et ^
ou A’; Cl le rapport -^ë trouve* par suite, être (onction d’une.
seule variable'qui esti^ôû— , suivant que l’on sc donné l’ime
bu l’autre des deux variahlês/ et A'. •. ' / '/
La-Table lU insérée à. la fin de ce niémoire contient, dans une première colonne , la suite des valeurs de. y. et. dans une seconde, les valeurs- correspondantes de Le rapport^ des nombres de la deuxième et de la premiérè colonne est donné dans une troisième colonne. De Cette manière notre table -permet de trouver fune des trois quantités /, g et Y, an moyen des dèux autres. 11 est vrai que, théoriquement * les valeurs tirées de la Table III sont Seulement approximatives i mais nous verrons bientôt qu’en pra-^ ■tique, on peut les considérer 'comme exactes. ' ‘
' Les valeurs de / et h' étant connues,' du moins approximativement, il devient possible de calculer l’épaî^ur «; ert se don- _^nânt Tune ou l’autre des quantités p, et A. _ , ’
En premier lieu, soit donné jx, : la deuxième équation (i3) fait connaître fi, à l’aide dé fq. 'L’équation (c*) jointe à la relation A =’A" donne ' ' ‘ .
et, & cause de f* = 2 e fl,, on obtient ioimédiatcmenl . ■
■ La valeur de e s’eu déduira en négligeant d’abord le-tenne j e su
' dénora'inateur, et y substituant ensuite sa valeur obtenue par une . première approximation. ‘ ,
On obtiendnit aussi la valeui\dc e sans passer par fi,, au moy«n de là formule ' ^ t
mais, comme la valeur de fi, sert au calcul de g’, il sera préfé- ' raLle d’employer l’équatien (’i6). . '
Quelle que sort, au surplus, celle des’ deux expressions (a 6) et (37) dont on ait Fait usage, la solution trouvée devra, pour être 'admissible, satisfaire & de certaines conditions. Nous ne mentionnerous pas la condition e ^ o, attendu que les valeurs de fi, et ft, seront toujours prises beaucoup plus grandes que y’, et A'; cette condition sera donc toujours remjpbe. Mais il faudra' que l'on art toujours e A*, et, en outre, que la quantité A = k ’ qui èn résultera, ne soit point inférieure à une limite fixée par les conditions particulières A l'établissement de la chaussée. Si ces conditions ne sont Pas reinpbcs, il faudra modifier les données. On diminuera l’épaisseur^e en choisissant des matériaux plus^ résistants.' -, ' ■ « ■ ‘ . - ^
'' £n second lieu, si Ton te donne la. hauteur A de la surcharge, on aura immédiatement ’ . ■ . ‘ ‘ •
Vf' • i,.-'. '■ .* . ■ ' ■
et il faudra s’assurer si la plus grande valeur, de p est compatible avec la nature des matériaux employé». A cet égard, ''on aura par l’équation (a 6), _ ^ .
et la. première équation (1 3 ] fera connaître ensuite p,. Dans le cas -où la valeur de p,‘ se trouverait être trop forte, U faudrait aug- ' roenter s..et par suite A'.. ^
La valeur de e étant supposée connue au mbms approximatir
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vemmtv'n»tit aypna à rechanter qo«Ue»«orceoUoâ» d«ivent subir les tnconnaçà <&> problèone d4dmtee de la Tabiu ill/ '*'
''' 40. Les vijubies/, Y,', tontra iesqudUes la Table. III établit une dépendance mutuelle, sont au nombre de trois; et ron|teut SC donner deux de ces variables arbitrairement^ ce qui fouruti trois comhinaisoqs distinctes ; mais» la denii.^uvfirture g étant toujours au nombre des données, 'nous^n’iiùroqs à examin^ que les deux Mmbinaisohs'qtû- comprennent des deux systèmes'de données g. Y, et g, ‘ • ' ' ^ • -'y* V *
Première -eombinaitohS—lËlaitl donnés j^et Y,, trouver la coi^ rection de la valeur de f tirée de la Table 14- x.
Les quantités négligées dans la constnictton de cette table sont faciles à rétablir, maintenant que la valeur de e est connue appiroxiiiiativement. Soh,"!»® effet, i^/la correction iticonnuè de /.
1 ° L'équation (a a) a été apjdiiptée en négligeant- tê terme du deuxième ordre- et en faisant usage d’une valeur seidemènt*approchée de/; on aura donc '' >’ ' * .
a* L'équation, (a a bis) donne beii à des corrections du même -^nre; leur Mranae est ■ : ” • ’ ,
. ... ' • . ^ iî' A- ■ , V
3® l.,a valeur île x\ a été 'calculée en négligeant le.lornic, du deuxième ordre contenu dans A';' npus devons dope, en vertu de l'équation (i) èt'de la valeur de A', appliquer à x', la correction
4® Le terme du deuxième ordre ayjmt été négligé dans t’équ»*
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" tiou (3â)ii si nous désignons par la correction de x', qui résulte de celles que nous venons d'indiquer, et que nous obser- . vions que y .doit conserver une .valeur consUntê cl donnée , nous
aurons X ■ : .
Or. X*, peut être considéré coinme une fonction des deux variables A' cl C, données paj Ics^ épations (a^ et (a 3). puisque / n’entre dans x', que par ces variables; et l’équation précédente devient,
'du, en mettant pour (<bx',), S^h“ et <bC leurs. valeurs, . . '
•î\v6-eVC ® cj dC "^4C /*
op en tire
, Vb VVC ■!“ c."" c.dtr t; j dc - .
On peut encore utihser ici Ics'dilléreitccs obtenues en calculant la Table III,* poiu éviter le calcul direct de la dérivée En effet, puisque x", est fônOtTbn de V et C, on' a
et, cOmine K et G sont d’ailleurs fonctions de la seule variable /, •
en vertu des équations (as) et (a 3) privées de leurs termes du deuxième ordre, on a, pour expression de la dérivée totale,
'tis" X dk" ^ dz"i de
1/ Ir 1/ ~dc 1/' ■
ou, en vertu des mêmes équations, '
dk’’
^ valeur de la dérivée partielle qu’on en tire étant portée dans celle de il vient, à cause de h’ = y", — f.
log Ml - {,
If J V B-t-\/C
y, k- dx\ T ~ G~d/
dx’i
~îf
Il est clair que, y’, étant constant, on peut substituer à la déri-
vée la dérivée qui se déduit immédiatement des diffé- ' dL
rences foiuuies par la Table III. Quant à la dérivée nous en
avons donné l’expression, (i8). Cette expression et quelques-imes de celles qui servent à calculer x’, ou g reçoivent des simplifications provenant de la condition particulière aux arches complètes (*) ; nous nous dispenserons de les présenter ici , attendu que
{') Le) qnanlitii fc' et C (si) et (i3), étant privées deleara tennei du deuxième ordre, foumistent aiiément la relation
— ic,
qui permet de timplifier le calcul de x’i et de aea dérivéea partielles , dena le eu dea archea complètea.
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nos tables n'ont pas besoin d’ëtre étendues au delà des limites que nous leur avons données, et qué, sauf cette application, l’exposé des formules serait sans objet.
Deuxième combinaison. — Etant donnés f et g, trouver la correction de la valeur de Y, tirée de la Table III. Soit Y, la correction cherebée.
1 ® A cause de y", = Y,, on tire de l’équation (a a)
a® L’équation (a a bis) donne *
<bC = 4/J\Y. -t-5(n-ai')e*.
3® La valeur de r', doit, comme plus haut, recevoir la correction spéciale .
iog cot - f ,
V'B -+- VC
à cause du terme du- deuxième ordr» négligé dans A'.
4° g étant donné , et S't", désignant l’ensemble des corrections que doit subir x',, l’équation (a 5) donne encore ^
Or, x", se trouve être ici fonction des deux variables h’ et C, si l’on conçoit y", remplacé par sa valeur h' -+- /, équation (a a); il s’ensuit que l’équation précédente peut s’écrire
désignant la dérivée partielle de x*, relative à A*, et prise
en faisant abstraction de ce que C dépend implicitement de h". Substituons les valeurs précédentes, il viendra
logcol — f, 3 \ y/B H- v/C
log co« - (,
• J'Y, « VB V'c ^ C V itt" / \ C / JC
dC
Voici maintenant comment on utilisera les différences obtenues dans la constrtiction de la Table III , pour éviter le calcul de la dérivée D’après ce qui a été dit il y*a un instant, on a
on en tire, pour la valeur de la dérivée totale de x", par rapport à h’, puisque cette quantité reste seule variable indépendante ,
Jv'i / Jj'i \ dx\ dC _
dk’ [ dk" ) de. dk"'
or, on a
dk- d/, dk-
en vertu des équations (a a éw) et (a a) : il vient donc
= /fl:.
dk- [dk-/^ ^ ^ de ’
et, par suite,
logcot - I,
a A' dx^ f k‘ y*, \ ifx*,
lY, > v/B VC C Ci*’ V cl de
<tr‘,
en mettant j’, à la place de y -1- A*.
Maintenant, soient
•Il
valeurs auxquelles on peut substituer les rapports ~ et Le premier de ces rapports étant une fonction du second considéré comme variable indépendante, qui est donnée par la Table III, on aura
• » • • dix •
et la valeur du coel&cicnt différentiel ^ se déduira des diilérences
successive» de la quantité ^ et de la différence constante des va-
leurs de Mais,/ étant ime constante donnée, on a Y»
(iz
dK = -^dy%;
substituant ces valeurs dans la précédente équation, on en tire /.dx*.=(z.
d'où, à cause de = i,
* dh
dk’
ds
x' — y — ■' <tc
On obtiendrait une expression encore plus simpie de la valeur
de —, en posant
(Les ‘quantités z' et ^ désignent ici les nombres contenus dans la troisième et la première colonne de la Table LU.) Ces relations donnent
dz='-dx„ dî = —
et l’on a,.à cause de dz =
d’où, en vertu de
dk‘
/ di'j ,
dk- dK ~ V J / •
Nous n’avot\s pas fait usage de cette fumiule, parce que la fonction ^ n’était pas encore calculée . quand nous avons entrepris le calcul de la Table V, qui donne la valeur de Y»
Les expressions (3a) et (33) sont, comme on le voit, entièrement fonuces de quantités que l’on peut déduire aisément de la Table 111. Enjoignant l’une ou l’autroà la deuxième équation (i 8),
on a tous les éléments nécessaires pour calculer à l’aide de la formule (3 1 ). ' • '
Les deux formules (3o) et (3 i) ont été appliquées au calcul de.s
deux Tables IV et V, qui donnent, l’une, les valeurs de et
l’autre celles de Y,. Ces deux tables ont été placées à la suite de
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la Table 111. Nous les avons insérées.dans ce mémoire, non pour en ^ recommander l’usage, mais pour montrer, au contraire, que l’on peut se dispenser d’y recourir, attendu que les corrections que l’on en tire sont tout à fait négligeables dans la pratique, fin effet,
la plus grande valeur de donnée par la Table lV,estM-o,ooo5;
elle se mppôrte à 0,67 ; on en déduit i^/= o,ooo5 — Y,; à cause de e <C A", il vient /•/ <C o,ooo5 — Y, : or, — — 1 — —
est ici égal à o,33, on a donc S'f <Z o,ooo5 (o,33)’ Y,, ou cb / < o,oooo54 Y,. Si l’on suppose, par exemple. Y, = quantité qui n’est pas atteinte dans les constructions modernes, on aura o“,oo 1 . On aurait de meme, par la Table V, avec
ces données, — cb Y, C o“,oo48. Nous ferons observer que ces nombres se rapportent à des surbaissentents inusités : la limite de surbaissement admise dans la pratique est ^ ; encore convient-il
mieux de prendre le surbaissement entre ^ et -, Or le surbaissèment - répond à une valeur de égale 4 . 0,733 environ, d’après
la Table 111; en parlant de ce nombre, let supposant Y, = j 8“,5 , on trouverait J^/ < o”’,ooo 2 6; — cbY, < o*,ooia. Les siu’bai.ssements plus voisins de - donneraient des corrections encore plus faibles. On voit donc que, dans les limites de la pratique, on n’aura pas à craindre de faire une erreur de plus Je 1 millimètre, ou à peu près, sur des différences de niveau qui seront à peine déterminées d’ailleurs à ce degré d’approximation, lorsqu’on se dispensera de corriger les valeurs tirées de la Table 111 (').
(") Si l'on tcnail à appliquer les correcüons de fou Y,, on se servirait, ponrlça ralculer, de nombres fournis par les Tables IV et V, et de la valeur approchée de s oBie'nuc au n* 39 . A l'aide de ta valeur corrigée de f on de Y’, on «olculerait
au besoin U valeur corrigée de A*, par la formule (13] mise sous la forme
on aurait ensuite c par l'équation (36) ou par l'équation (37) jointe A Ta deuxième
PODMIE UE LK VoAtE ET DU MASSIF CONTRE LES CULÉES, INCLINAISON DU DERNIER JOINT SUR LA VERTICALE, VOLUME D'UNE DEMI-ARCUE ET DE LA PARTIE CORRES- PONDANTE DU MASSIF.
41. La réduction des formule.^ du n“ 28 c.st très-simple; iiou.s nous contenterons d’en présenter les résultats, renvoyant à ce numéro pour tout ce qui est relatif ■k l’exposé et à la discussion.
Les équations réduites qui donnent la valeur générale de l'angle a ont déjà été présentées n° 36; nous reproduirons l’expression de la tangente, en y mettant à la place de y“ l’ordonnée^", du point inférieur de l’intrados fictif, et poui- A sa valeur (3) : on aLU"a ainsi , pour déterminer l’angle a, du dernier joint avec la verticale, la formule
UngOL, =
à laquelle on pourra trouver plus commode de substituer les deux suivantes :
sin («, — a',) 1 =
sina',.
(34 bis)
Ces formules serviront particulièrement dans le cas des arches incomplètes, dites en arc de cercle, et ‘la valeur de y', qu’il conviendra d’employer est celle donnée sous la marque (u').
(On évitera l’emploi de ces formules en déduisant l’angle a, par vole d’interpolation, lorsque les calculs ou tracés qui vont être indiqués dans les numéros suivants amont été effectués.)
équation (i3)i et dans le cas de h donné, par la relation a = A* — h. Dûons enlin que les quantités Q*=z:-C etf* 2 =aefi,, néeessairefl pour le calcul des coordon»
nées et le tracé, s'obtiendraient à Taidc des formules (a5] et (i3), si la valeur de ne te trouvait pas déjà déterminéo. ^
Dans le cas des arches complètes ou en anse de panier, on aura simplement
cota, =j.^. (36)
Pour obtenir les diverses coordonnées qui se rapportent au plan de joint extrême, on aura d’abord
puis ensuite
• x\ = g 2 $, sina,, (38)
équation à laquelle on joindra la valeur précédente de y", dans le cas des arches incomplètes; mais, dans le cas des arches complètes, il sera plus court d’employer les valeurs suivantes, tirées des relations obtenues n° 26 :
Les piles ou cidécs sont soumises à l’action des pressions qui ont lieu dans le joint inférieur; la résultante de ces pressions, perpendiculaire au plan de ce joint, est
T, = vsXeft,,
et passe par le point dont les coordonnées sont X, = x", -h - e sino,,
J, = y', — -T e cosa,.
Les composantes horizontale et verticale de T, sont d’ailleurs T, cosût, et T, sina,.
Les culées reçoivent en outre les actions horizontales exercées
par le masaif qu’eUea. encaissent. La résultante de ces actions dépend des ordonnées des-^ints supérieur et inférieur de l'extrados, qui sont ‘ ' . , ' .
t ■ ff '
• y ^ = y — c C06ÛI,.
I.,a valeur de cette résultante est
elle agit 'horizontalement dans le plan qui a pour ordonnée
> ri'' y «y»
-Ij,
Eiifin, le volume V des matériaux de la demi-arche et de la partie du massif limitée horizontalement paé des plans verticaux menés par les génératrices du sommet et du point inférieur de l'extrados, s’obtiendra en observant que le poids «V de ce volume est égal il la composante verticale T, sina,; on aura donc
V = Xefi, sina,
expression dans laquelle sina, poui;ra être pris égal à i, lorsqu'il s'agira d'arches complètes. . > ■ • ' ,
A l'égard des piles, nous rappellerons q^ue, 1>^ extrados des deux arches voisines ne se coypent pas au-dessus des derniers plans de joint, ou si, en d'autres termes, ceux-ci conservent leur laideur, les assises horizontales des p'des, à leur partie supérieure, seront sôumises à des pressions verticales représentées par des hauteurs qui n'excéderont* pas p,; en sorte que, les piles étant supposées construites de matériaux aussi résistants que ceux de la vodte, il sufiira, pour qu’elles résistent au poids des voûtes et- du massif, que leur largeur ne soit pas inférieure à la somme
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(ies_ projections horizontales des joints des naissances. L'excès de largeur à leur donner dépendra de l'action de causes étrangères, telles que celle «le l'eau dans lés graïules crues, etc. '
CALCIL DES CnonunsSEBS, ISCLISAKON DKS JUISTS, SWOSS 1>K r.OliHBI HE, KrAI.SSS(iRS. BTC.
•'l2. .Nous renverrons au n“ 29 pour 'ce «pii est relatif à l’objet niètnc des calculs; nous présenterons inuiiédiattnueiit l’expression du rayon de courbure de l’intrados lictiî réduite eu vertu «fe l’hypothèse i =: I . I.a formule (f"), en_ ayant égard à la valeur d«* Q' tirée de la deuxiènïe étjuation (3), se réduit à
f* co»«
Nous proliterons de la forme simple de celte expression; pour • obtenir une valeur de p' -f- - Ap* be'aucoup plus approchée que celle à laquelle se réduirait notre formule (t”) en y faisant i = i.
l^expression de-p' donne .
p'y*=Q’ — ^ e* cosa.
On aiira également en un autre point où la- normale fait l’angle a Aa avec la verticale, ' ' ■
(p' -t- Ap’)(/ ■+- A/) ^ e' cos(a-è Aa). ,
Cette équa^on et la précédente donnent par sonstraeliop (/ -4- A/) Ap' H- p'A/ = — j «J* [cos {a - 4 -, Aa) — cosaj
= -f- -e'.sin fat - Aa) sin-Aa;
DEà ARCHES UF, PONT de celle-ci, o» tire exactement
p'Ar'— — (f*Tiio |s>4-*Aal«in~Af
Ap’ \ ’
Si, maintenant,. on substitue k A_y" sa valeur approchée . Ay' = ^p' -I- - Ap' j sin^a -t- - AaJ Ajx,
et que l'on remplace au numérateur 3sin-Aa par Aa, il viendra
Ap' = -
fi' 1
Ap')
| — if»
P -K -Ap'
Hi — A A *
sin^a -t- - Aaj Aa.
Faisant disparaître le dénominateur, et rangeant Ap"' avec les quantités connues, on en déduit
Ap* =-
sin^a -t- - Aa j Aa. •
On voit qu’en négligeant e* et Ap”', on ne' négligera dans Ap' que des termes du ttbisième ordre; les erreurs qui en résulteront se compenseront en partie, pui.sque les termes négligée sontde signe.s * contraires ("). De cette manière il vient simplement
lAp
— p'^Utt|C>H*Aa) Aa
• («-!>• - As lAa
{‘4 On éviterait l'erreur que nous négligeons, en prenant p' pour variable indépendante au beu de a, ^ taisant Ap* = — e V p dans ce eu, i cause de
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d’où, en ajoutant p’ aux deux membres et rMuisant,
-p'iiD ^U“*--Aaj ,
P -f- ; Ap = P -
• - p' sin
Cette valeur est très-approchée; «lie ne donne que 7 à 8 «11111mètrbs d’erreur sur des rayons de courbure de 60 mètres«env!ron , et dans l’hypothèse de A a = 2°.
-On peut obtenir cFautres expressions de même forme, et qui
diffèrent de la précédente en ce que les deux facteûrs 1 et - de p' au numérateur et au dénominateur, sonf remplacés respectivement par - et i , ou même par o et
Voici l’usage de cette formule : en partant des valeurs initiales de a, y' et x', qui sont respectivement zéro, h' et zéro, et faisant varier l’angle a d’une quantité Aa égal» à a° ou 3 ®, les accroissements correspondants de y’ et x’ se déduiront de la valeiu* de p*
et de celle de p' -t- ^ Ap", jointes aux deux suivantes: *
Ay" = ^p’ -I- - Ap'j sin j Aaj A«, A®' = f^p’ -4- ^ Ap'j cos^at -t- j Aaj Aa.
àconazn — a sin H — Aaj»in-Aa, l'équalion pr»^cé<lcnlc donnerait tréa-
approxinutivenient ^
à CO»« aw — •
Ap*
p -V y Ap
L*em|^oi de cette formule exigerait *ie recours aux T^les de sinus naturels; elle •erait facile à appliquer de a = o* i a = 9^*; mais, entre go* cl 180", on ne pourrait a'en servir qu*aulant que la constante - A p* aurait une valeur dïsoluc inférieure
au tniiiimtim de p*. Eàntn 180* et 860", il. faudrait üûr^ Ap* « -t- e \/
. Non-seidement la valeur de. p’ H- - Ap"sert A obtenir \y' et £kx’ , mais elle offre en même temps un précieux moyen de vérifier les calculs successifs de p'. et y'. En effet, ayant obtenu, au moyen de^p’ Ap’, k; différence Ay'; celle-ci ajoutée 4 y' fera connaître 1» nouvelle ordonnée y -(- Ay'-du point où la normale f»*t avec la verticale l’angle a-f- Aa î et, si l’on calcule à l’aide de cette -ordonnée la nouvelle valeur, du rayon de courbure, et que l’on fasse la demi-somme de cette valeiu' et de. celle ’de p' d’où l’on est parti,. on. obtiendra un résultat qui coïnciderait avec
p' -1- ^ Ap' si nos formules étaieifl rigoui'eusement exactes. Dans tous les cas^ on prendra la différence entre p' -f- ^ Ap' et la
moyenne dont nous venons de parler. Cette différence ou erreur, qui prendra un signe déterminé suivant le sens de la soustraction, devra être très-faible, et sensiblement nulle au sommet de l’intrados; mais, si l’on détermine de la sorte plusieurs erreurs consécutives, en faisant varier chaque fois l’angle a de la quantité constante Aa, il faudra que la ‘marche de ces erreurs présente unerégularité facile à reconnaître; autrement Oti serait averti de l’eaistdnee de f%ittes matérielles dans le calcul,
A faide des valeurs obtenues 3e a, y' et x', les équations et (g) permettront de calculer l’épaisseur variables et les coordonnées de l'intrados réel et de l’extrados. On pourra vérifier ces dernières quantités et l’abÿcissé x’, en prenant leurs différences successives. .
Nous observerons qu’il n’est pas nécessaire de conserver la même valeur de Aa dans toute k ^ite des calculs. S'il.s’agit, par exemple , d’une arche complète , où l’angle a atteint sensiblement go”, on pourra, à partir de 3o® ou environ, augmenter l’intervalle Aa de moitié, sans inconvénient, si l’intervalle primitif s’est trouvé être assez petit de o° à 3o°; on pourrait même, à partir de 6o°, doubler-k valeur primitive de Aa. Les trois séries de calculs devraient alors ‘être vérifiées sépüréihent. <-
- * SfSIPUriC\TION DI- TIl/kCF, DE L'l|ïTR.\lX>S EJCTIF Al MOVER PR SON RArOFr • ' “ » - . ^DE COURBURE.
L’hypothèse (i = i) réduit la valeur de y', n" 30, a
• *' . * ^ * 1 , et celles de ^ et ^ à zéro. En même temps, la quantité, a devtent
La foime qui en résulte pour l'équatîon du raj'on de ‘courbure de" l'intrados fictif appViTpriée à la construction géométrique est
I 9 a eo« a
:7 — rr—
Nous allons indiquer sominaireifient la construction dont il s’agit .
Ajrant mené deux axea rectangulaires, l’un OX boi'izontal, l’autre OY vertical* on Fixera le sommet de l'intraflos fictif sur l'axe de* j, à la distance OS c=c- A" = h e. On marquera sur le •prolongement de OX un point Q, k làdis^ncc OQ = «t%iu- Oy un ‘autre point Q'' à la distance ü0’-~ ?’• Supposons, pour phis de généralité, la construction de rintrados lictif parvenue en 411) point I par lequel est menée la normale 1 n. Prenant sur cette noifnale la distance if ~ a vers f extrados, et projetant les points 1 et f sur l’axe-des y en P et P', on aura ()P= et PP’ = uurosa. On portera cette longueur PP' supposée poshive, de Q' en p' veiv. l’origine O, 'la distance Op' sera égale à la quantité q ' — aatna.. Si, ayant rabattu le point P sur le prolongement de l’axe des x> en P", on joint ensuite P*p', et que l’on mène QP parallèle à V p\ la droite Oh sera égale au rayon de courbure qu'il s'agissait de construire. En effet, les triangles semblables QOR, P'” Op’ donnent la relation
. ÔH Ôp
\ or ’
qui coïncide avec fèquation (5i) mise sous la forme .
* P* 9* — acofts
Portant OR de I en C sur la normale, le point C sera le centre de courbure de fintrados fictif et de f extrados k la fois, puisque ces deux courbes sont parallèles; pour construire fextrados, on portera ta distance e qui les sépare de 1 en E.
La constniction de fintrd’dos réel résultera de celle des épaisseurs vraies e; leur expression est ,
Prenons à cet effet, sur l'axe des 7. OE' e, et menons par le
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point E'. une droite parallèle à O Y; menons encore, par le Blême point', ime autre droite E'E* faisant avec la première, 'et dansJe sens ioditjué par U ligure* un angle dont la tangente soit 5 J:>ab scissc P J du ppinti Je la droUe £'£', qui a- pour ordon* aée y', sera égàk à 'l'èpaisseitr réelle e* du- joint qqî^répond à IN. Si l'on porte donc sur la normale la longueur £i = P J, de £ en i, le point i appartiendra à l'intrados réel. *'
Il nous parait snOisant d'avoir repris la construction simplifiée du rayon de courbure; noos renverrons, quant à l’usage qu'il convient d’en Aùre,^ au n° 30 qui contient déjà les indications nécessaires è cet égard. ; ,
W)SSEF.S EXTEMMESTALES RELATIVES A LA LIMITE BE LA RESISTASCE BES MATERIALE EMPLOVÉS DANS LES CONSTRICTIOKS.
liU. Nous nous sommes asser longuement étendu, n“ 6 et -23, sur la convenance qu'il y a de substituer dans les formules, aux charges par unité de surface, la hauteur d'une colonne prismatique de la matière employée, dont le poids produirait sur une surface horizontale la- charge ou là pression qui a effectivement lieu : nous ne reviendrons pas sur ce sujet. Rappelant seulement que cette hauteur a été désignée par p, et qu’elle est liée à lapression t par unité de surface, et au poids ® de l’unité de volume pur la relation
nous allons présenter un tableau des diverses valeurs que prend cette quantité p, dans les expériences où l’on produit l’écrasement des matériaux, et au moment de cet écrasement.
Nous extrayons les .données de ce tableau de l' Intnduction à la Mécanique industrielle de M. Poncelet (p. 3o8); mais nous substituons aux densités le poids o du mètre cube. Pour déduire p de ces données, -il a suffi de multiplier par i oooo les résistances
DES ARCHES DE PONT, relatives au centimètre carré et de diviser ensuite par o, ce qui revenait il multiplier par i o le quotient de la résistance par centimètre carré divisée par la densité. De cette manière nous avons formé le tableau suivant :
MATtailOX SOCMU A L'ÉCSASGaiENT.
POttS
du
méUu tuhu.
Cl AMI
cmUmSUi
mnd.
VAMOm
..tiL
du
ricruMMit.
Piems rolcanûfmet, , iilictuus et ar^ilniêi.
kil.
ta.
BamIIcs de Suide el d'Auvergue.
1 gSo
L«ve du V^ve
» 6oo
L«ve teodre de Neples
Porphyre.
Grâiul vert dee Vosgee «...
6ao
Gréait griv de BreUgne ^ .
a 7ie
Grtail de Normendie .
Graait gris de« Vosges
4ao
Gris Iris-dur, blanc ou rousaâlre
a Soo
Gris tendre, . . . .
1 igo
Pierre porc ou puante (a^ilcuse)
Pierre grise de Florence
éio
Pitmt calcatns.
Marbre noir de )^lorence.
t yao
Marbre blanc veiné, statuaire et turqnio..
3io
Pierre notre de S'-Fortunai , très-dure et coquillense .
Roebe de ChitUlon . dure et ou peu coquilleuse.. . . *
Liais de Bsgncui, iris-dor et à grain fin
* ééo
. tto
Roche douce de Bagneui
Roche (TArcueil *
1 3oo
ïHerre de Saiüanoourt. j 1^* ^
' « éio
1 t' qualité
Pierre ferme de Conflaua
Pierre tendre (lambourde et vergelëe) employée à
Paris, résistant à l'eau
1 8ao
Lambourde de ipudité ioféneure, résistant mai à l'eau.
ao
Calcaire dur de Givry.
3io
ti
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roraa
méirt cnb*.
ensasc
cMiimiu*
t»rr4.
VALvm
ft
èn momnnl ié
Calcaire tendre de Givry
5So
Calcaire jnunc oolitlnqije de Jaumont. ^ i'*qoaiilé. .
prV’aMt’il.. 1 1* quaHlé. .
(kicatre Jaune oo!iUii<|ue tfAinanrii- 1 i**qualit(^. .
lien, pi+8 Mt-li ) V qualité. ,
9 OOO
too
5oo
Kocitc vive de Sauiiiy« pr^ Meli (ood rompue)
9 SSo
3oo
Roebe jaune de HoiéreuiHes, pr6s Mett
Calcaire bleu i graphite, donnant la chaut hydraulique
de Metz (non rompue)
firiifues.
3oo
Brique dure, trèa-cuil«
Brique rouge.
Brique rouge p&le (probablement mai cuite)
9 oqo
Brique de Hammentcnilh
Brique de Hanimersoiith . brult^^ ou vitrifiée
PUtrej et tnurliers.
l'Iiltrr f;4clté 1 l'eati. . , .
PlÂtrr gâché au lait de chaut
Bdorlier ordinaire en cliaui cl sable
1 5oo
Mortier en ciment ou tuileaux pilés
3ig
Mortier en grès pilé
1 6âo
Mortier en pouzxoUne de Naplea et de Romo.
Enduit cTune conserve antique prU de Rome.
Euduit eo ciment d^déraolitiona de la Bastille
Beaucoup d'ingénieurs expérimentés admettent comme étant dans de bonnes conditions les constniétions où les charges permanentes n’excèdent pas le dixième de. celles qui produiraient la rupture instantanée , c’est-à-dire celles où la valeur maximum de p. ta’excède pas le dixième des valeurs de p insérées au précédent
DES ARCHES DE PONT tableau. En se reportant aui pierres ualcaires autres que les marbres et pierres noires, mais fermes et de bonne quabté, on verra que les valeurs correspondantes de ft réduites au dixième, sont à peu près comprises entre i8o mètres et 43 mètres, bmiles qui se rapportent : la première au liais de liagneux, la seconde à la pierre de Saillancourt deuxième quabté. La limite loo mètres résultant 'des cliinVcs admis par Mavier, tient presque le milieu entre les deux nombres précédents. Si la charge permanente peut, dans tous les cas où l’on emploie des pierres de fort échantillon , être portée au dixième de la charge de rupture, on voit (jue l’emploi de pierres aussi résistantes que le liais de Bagneux permettrait de s’écarter beaucoup de la limite proposée par Navier; et au.ssi, combien il serait prudent de se tenir au-dessous de cette limite, s’il s’agissait de construire une arche avec des pierres calcaires telles que celles de Saillancourt ou de Conflans.
Dans le cas de forts échantillons, la valeur de p, qui répond au joint inférieur d’une arche de pont devrait donc se trouver au plus égale au — de la valeur de p donnée au tableau; et dans le cas de faibles échantillons, elle n'en devrait pas atteindre le — ouïe (Voir la Mécaniqae industrielle de M. Poncelet, n* a64-)
RÉSUMÉ
CONCERSAirr L'STABLISSESEST DES ARCHES DE ROST DARS LESQUELLES LA VO<StE ET LE MASSIF PECVERT ÊTRE SCPrOSÉS D'EGALE DERSITÉ.
45. Nous nous proposons de présenter ici, d’une manière succincte , la suite des opérations à elfectuer pour déterminer complètement une arche de pont, afin que les ingénieurs qui n’auraient pas lu notre mémoire, ou qui, l’ayant lu, auraient perdu de vue la marche que nous avons suivie, puissent cependant procéder sans difficulté aux diverses opérations qui se rattachent à l’établissement des arches de pont. Si , pour ne pas augmenter le nombre déjà considérable des répétitions, il nous arrive de renvoyer à
SL’R L'ÉTABLISSEMENT certains chapitres du mémoire, nous aimons à croire que ie lecteur pourra comprendre sans peine ce qui fera l’objet du renvoi.
Les notations ayant été reproduites au commencement du n^Sô, nous renverrons à ce numéro pour ce qui les concerne.
Dans les applications, on connait ordinairement les épaisseurs des diverses couches de matériaux de densités dilTérentcs de celle du massif; qui forment la chaussée proprement dite; on devra commencer par calculer l'épaisseur d'une couche ayant la densité du massif, et dont le poids serait égal au poids des diverses couches dont nous venons de parler. L'axe des x devra être placé audessous du niveau de la chaussée , d'ime quantité égale à la diQ'érence entre l’épaisseur totale des couches données et l'épaisseur calculée , cette dernière étant supposée la plus petite ; dans le cas contraire, il faudrait placer l'axe des x plus haut que le niveau de la chaussée, d'une quantité égale à la même différence.
USACt Uts TABLCS.
Arches incomplètes, dites en arc de cercle. — Les données sont : f la (lèche, g la demi-ouverture, et Y, l'ordonnée du sommet de l’intrados réel. jSi l’on se donnait l’ordonnée Y, des naissances, au lieu de Y,, on en déduirait Y, = Y, — /). A l’aide de ces données, on calculera les rapports^ et -j; et la Table 1 (fin du mémoire) fera connaîti'e, par voie d’interpolation, la valeur approchée de d’où l’on déduira celle de Q*.
Pour corriger la valeur approchée de Q’, il faut obtenir une valeur approchée de l’épaisseur fictive c. La détermination de cette dernière dépend d’une nouvelle donnée, qui est l’une ou l’autre des quantités (t, et h.
1 ° Soit donnée la quantité p, qui mesure l’intensité des pressions dans le joint des naissances, et que l’on pourra prendre égale au*-^ de la valeur de p inscrite à la dernière colonne du tableau du n** si les matériaiu dont on dispose sont compris
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Hans ce tableau (autrement il faudrait déterminer fi, par des expériences spéciales) : on fera
puis, on aura
Le calcul de e se fera en négligeant d’abord au dénominateur du deuxième membre, et mettant ensuite dans ce dénominateur, à la place de e, sa valeur trouvée; la seconde valeur obtenue sera d’ime exactitude suffisante. Pour que cette v4eur de e soit admissible, il faudra que la quantité k = h’ — e qu’on en tirera ne soit pas négative, et soit au moins égale à celle que réclame la pratique.
a” Soit donné h au lieu de /x, , on aura
et l’on pourra ne calculer les valeurs exactes de |x, et /x, par les fonnules
IV
qu’après avoir obtenu les valeurs corrigées de Q‘, A' et s, comme il va être dit dans un instant.
La solution ne sera admissible qu’autant que |x, sera compatible avec la nature des matériaux employés.
Dans l’un et l’autre cas, k l’aide des valeurs de ^ et de y, on tirera de la Table H, la valeur correspondante de — et, de
celie*ci jointe à la valeur approchée de e, on déduira la correction (Q*) de la constante Q'.
Ayant ajouté cette correction à la valeur approchée de Q*. on* SC servira de la valeur corrigée, pour caiciüer It’ par la formidc
et l'on pourra calculer une valeur plus exacte de e en faisant usage des formules précédentes et des valeurs corrigées de A’ et Q*. On aura d’ailleurs dans le prennlcr cas h = h" — e, g, = Y, — h, et dans les deux cas,
<;• = aep, = H- A'e — (vi)
Arches complètes ^diie» en anse de panier. — Les données sont ici deux des trois quantités f. g et Y, prises arbitrairement. ( On ne peut pas se donner ces trois quantités simultanément et satisfaire en même temps aux conditions de .stabilité qui caractérisent notre théorie.) Ayant calculé le rapport des deux quantités données, la Table III fera connaître le rapport de f inconnue à l’une des données, d’où l’on déduira finconnue elle-même. A la vérité, la solution n’est qu'approchée, théoriquement parlant; mais nous avons montré, n“ ÙO, qu’on peut, en pratique, la regarder comme exacte, les erreurs restant toujours au-dessous de celles que comporte l’exécution. Au reste, nous avons doimé, dans ce même ■numéro, le moyen de corriger la solution, à faide des Tables IV et V; mais, 'nous le répétons, il ne sera jamais nécessaire d’elTec- Itter celle correction.
La solution déduite des tables ne devra être acceptée qu'autant qu’elle pourra satisfaire d’ailleurs à de certaines conditions relatives au débouché , au passage des bateaux , au niveau de la chaussée, etc. Autrement, il faudrait modifier l’une des données.
Pour déterminer l’épaisseur e, il est nécessaire de joindre une nouvelle donnée p, ou h aux précédentes.
I ° Soit donné fi, d'après les mêmes considérations que dans le cas de.s arches incomplètes, on ptourra calculer e par lesformule.s
’L 6le.-/)J
(vit)
(on réduirait, sans erreur sensible, le dénominateiu' de la valeur de ae à ^ — 'V'')' Mais il sera préférable d’employer les suivantes:
(vin)
la seconde de ces valeurs s’obtiendra en négligeant d’aliord au dénominateur. Les ordonnées h’ du sommet de l'intrados fictif et A du sommet de l’extrados et l’épaisseur à la clef $, se calculeront par les formules
*==*'-«• e. =/.-/- A. (ix)
En supposant fi, notablement plus grand que y*,, il faudra, pour que la solution soit admissible, que l’ordonnée A ne soit point inférieure à une certaine limite fixée par les conditions particulières 5 l’établissement de la chaussée.
Si l’on veut plus d’exactitude, on recalculera. e par la formule
(ix Au)
2 ° Soit donné A au lieu de fji,, on aura, en vertu des formules précédentes.
et l’on calculera fi, par les rornnlles
— je.
I) l'aiidra que la valeur de p, ne soit pas incompatible avec la résistance des matériaux; autrement, on devra modifier les données.
Dans les deux cas, connaissant p,, on calculera
9* = aep,;
(Ml)
Si, dans le premier cas, on a évité de calciüer p,, on emploiera la formule
qui donnera 9’ en fonction deQ’ et oQrira, d’ailleurs, un moyen de vérification.
raUSSÉE DE LA VofiVE ET UO HASSIE, IKCLINAISOK DD JOINT DES NAISSANCES, VOLOME DES UAliaiADI.
ArcAes incomplètes, dites en arc de cercle. — L’angle a, du joint des naissances avec la verticale, s’obtiendra à l’aide des formules suivantes :
A ia valeur précédente de y’,, on joindra celle de l'abacissc a', qui se déduit des équations
x’, — g -+- aS, sina,.
XVI
et les coordonnées du point inférieur de l'intrados fictif, par les relations
(xvji)
Dans les deux espèces d'arches, la poussée T, exercée norma- / lement au plan de joint des naissances contre les piles ou culées est • •
’ T, = nrXepi; (xvui)
les coordonnées du point d’application de cette résultante sont
X, ~ x', -+- -esiira,,
J, =r J , — -^cosa,;
les composantes horizontale et verticale de T, sont d’ailleurs T, cosa, et T, sina,.
Les culées sont , en outre , soumises aux actions horizontales produites par le massif qu’elles encaissent; la résultante U de ces
actions dépend des^ ordonnées des points supérieur et inrérieur
de l’intrados, qui sont
/i = J I — f cosa, = — -ecosa»;
et To
L = tïX - (v/'
XX I
(xxi
r.ette résultante U agit horizontaleinenl dans le plan dont l’ordonnée est •
•î *■. -H.ri
Ixxii)
.Enfin le volume V de la demi-arche et de la partie correspondante du massif a pour expression
V =■• Xep, sina,.
(xxiiit
Dans les arches complètes on a sensibleiuent siua, = i .
(Voir n“ 41 les remarques relatives à la largeur des piles.)
On peut obtenir une vérification relative aux poussées borizon. taies par l'équation suivante :
«Acfi, = T, cosa, L , (xxiii bis)
qui se déduit de la considération de l'équilibre des forces qui sollicitent rcnscmblc de la deini-voùtc et du massif, projetées horizontalement, ou des équations du n° 9.
Les intensités, directions et points d'application des forces T, et U doivent servir de base à l’établissement des culées; il y aura encore à examiner quelles sont les plus grandes variations que peuvent subir ces quantités sous l’influence dus surcharges accidentelles, tassements, etc., pour procéder avec sécurité è l’ét»-
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bli&senient des culées. Cependant, si l^n procède à l'égard de celles-ci comme nous l’avons fait à l’égard de la voûte , il ■pourra bien être suffisant de s’en tenir aux charges moyennes.
CALCDL DES COORDOSSÉtiL. ISCLIKAISOS9 DES JOIVrS, R.tTOSS DE CODUOEE.
•• ÉFAIMEDM. ETC.
I.es calculs- si 4 vants supposent le projet bien arrêté ; on n’aura besoin de les efifectuer que lorsqu’il s’agira de passer à l’exécution.
x“, y' et p' étant les coordonnées et le rayon de courbure de l’inti-ados fictif correspondants à l’angle a d’un plan' de joint avec la verticale, et Ar', Ay", Ap* les accroissements finis que prennent les coordonnées et le .rayon de courbure lorsqu’on fait croître a d'une quantité iinie Aa; on a, pour calculer ces accroissements, les formules
Q* - €* CCtttt
/■-V- />' >in 1
1 Aa
r -h- fl «ni
(xxiv)
Ay' = ^p’ -4- - -^p*^ sin^a Aaj Atx,
A.r' = ^p' ^ Ap'j cos^at -•*- Aaj A*.
dans lesquelles l’angle A oT^e'ii 'dehors des signes* sinus et 'cosinus doit, être exprimé en rapport d'arc aa rayon. Cela se fait en multipliant le nombre de degrés correspondant psœ (tr désignât
le rapport de la circonférence' au diamètre) t on évite ce calcul en se servant des tables que l’on trouve pages 2 14 et suivantes des Tables de Callet. Les trois dernières des formules {trécédentes
sont seulement approxinlatives , et d'autant plus exactes ^ue As
est plus petit.
Dans la pratique, on prendra Aa égal à a® ou 3“, et l’on fera varier l'angle a de la même quantité A a, du moins pendant une grande partie des calculs. On devra commencer ces calculs en. attribuant à a, y’ et x‘ les valeurs zéro, h' et zéro, qui ont lieu au sommet de l’intrados fictif. Chaque fois que l’on aura obtenu une noitvelle valeur de p’, il conviendra de l’ajbuter à la précédente, et de prendre leur moyenne arithmétique; le résultat devra
différer très-peu de la dernière valeur calculée de p’ -h - Ap", ce qui offrira un moyen de- vérification. (Voir n° Û2.)
On déterminera en.suite fépaisseur vraie e mesurée suivant la normale à fexlrados, par les formules
aÆ = j^/ou aÆ = e = e-(-ai; (xxv)
puis les coordonnées X, Y de f intrados réel et celles x, y' de l’extrados, par les relations
Y = y’ -t- a lî cosa, y = y° — c cosa, J
I (xxvi)
X = x’ — a^ sina, x' = x' -4- e sina. I
Les valeurs de y’ et p' sont vérifiées chaque fois, ainsi qu’il vient d’être dit; mais les autres quantités ne l’étant pas, il conviendra, à leur égard, d’employer le procédé -des différences.
Parvenu à une valeur de » qui excède l’angle a, déterminé plus haut, on recherchera par voie d’interpolation les valeurs correspondantes de Y et de X : ces valeurs devront très-peu différer de Y, -t- / et de g (Y, désignant fordonnée du sommet de l’intrados ou h' -f--ai,), et offriront ainsi un moyen de vérilication générale <fes calculs. >
TRACl DU PIIOPIL OE LA TOUTE AD HOTEK DD EAVON DE COBRBDRE DE l.’lirTBADQS FICTIP.
Indépendamment de la quantité q déterminée précédemment, les constantes nécessaires pour effectuer le tracé sont :
tangE'.ÈX'
(.\XVIl)
()n remarquera que cet angle E',E‘É*, dans le ca.s des arches complètes, se trouve être égal au complément de l’angle a, du dernier joint avec la verticale, ou à l'inclinaison de ce joint sur l’horizon.
Nous renverrons au n“ 43, pour ce qui est relatif A la construction du rayon de courbure p' de l'intrados fictif. Ajoutons cependant une remarque sur la manière de procéder au tracé.
L’arc que l’on se propose de décrire avec un rayon p' étant supposé très-petit, mais non pas infiniment petit, on atténuera l’erreur commise par ce fait, en décrivant ie petit arc à l’aide du rayon de courbure correspondant ou à peu près au milieu de cet arc. A cet effet, il faudra s’y prendre à deux fois, du moins vers le sommet de Tiptrados; la première fois, on déterminera le rayon de courbure correspondant à l’extrémité connue de l’arc à décrire, et l’on décrira avec ce rayon un arc d’une amplitude donnée en degrés. On prendra alors le milieu de cet arc et l’on construira le rayon de courbure correspondant; on se servira de ce nouveau rayon pour tracer délinitivemeilt l’arc d’amplitude donnée : on obtiendra de cette manière une suffisante exactitude. Lorsque l’on aura décrit de la sorte plusieurs petits arcs d’une même amplitude, on pourra prévoir assez approximativement la position du point milieu
de l'arc à décrire, pour éviter de faire le tracé de cet arc à deux
reprises difféi-entes.
Nous allnps maintenant présenter quelques applications des règles qui viennent d’être exposées.
APPLICATIOINS.
AliCHf:S INCOMPLETES. DITES EN ARC DE CERCLE
piieMir.il rxEHrrr.
Pont d'iéna, à Paris
^l6. I.es calcids suivants ont été faits eu partant de données que nous «vons lieu de regarder connue un peu incertaines : mais il s’agit seulement ici de montrer par un exemple l'usage de nos tables et de nos formules; pour cette raison, nous nous sommes dispensé de faire des rcchercbcs dont le ré.sullal nous eût peutêtre obligé à recommencer les calculs.
Les données sont:
Demi-ouverture
Flèche - 1
Ordonnée du sommet de l'intrados. .
à ces quantités, nous joindrons la hauteur p, qui représente la charge dans le plan des naissances, et nous supposerons
■ fx, = 65“,o4a i •
et le poids © du mètre cube,
’ ' ! © =^44o kil.
(') hes décimales qui figurent ici et dam la valeur de (ti ticoocnl a CQ^que nous 4VOOS voulu utiliser des calculs faits en partant de la quantité h cnrome donnèé. laquelle étaft égale h o^.qo. "1 '
Nous suivrons la marche tracée dans le numéro précédent. Il vient d'abord
-=s il, 16667; "y “ O.68A7I.
A l'aide du premier de ces dciix nombres, la Table I donne aisément :
rdilTér.
l'difT.
-t- o.gSii
pour 0.6 6,6903
' partM prop. . . . ^ 0,79466
3 * diff. * *6
on en déduit
v«ieur ipp/ocliéfi. Q* 69,166.
àQVATlOII (j).
0,1 it
i.oSt
éQ 04 iieii.(u). :.çiU
I ** «pMtMPMiliim l,^ = e,o6>7
WV» , 1 t.
•— 9 .. Jr ■ ^
>' .pproninMioii. 1. 1 ^ 0,0871 <
J 9 ii
La Table 11 donne, à Faide des valeurs de
?ct^ / /’
d’où ■ , 0,4*7
valeur corrigée. Q*m€9,6i3
éo«ÀTio. (,).
L 6 es 0,7781 1.6Q‘=-=i.6ao8
... LY.m«.3i«6
— - — Y, » — o,oo 64 o. I. « 7,8060 —
i,oi 7^3 i.
En se servant de celte valeur et de celle de Q*, on peut obtenir une valeur plus exacte de l’épaisseur fictive e. A cet eflet, on a:
iODlTIOIt (il).
^ M 6i,ga6
(léDoin. «I 6n.6A i 1. déoom. « 1,78x79
valeur corrigée r m 1 , 1 479 I. < » 0,06990
Nous devons faire remarquer que lasurcharge A = A’— c = o“,90 environ ne pèche pas par excès de petitesse : elle présenterait plutôt l'excès contraire.
(’) Ce nombre provient iTunc première approximalinn obtenue en faiunt luage de ia valeur 0.770 einplovée plus liaut-
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Texte : https://archive.org/details/bub_gb_7WfL7oIDU3gC. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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