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PREMIERE PARTIE
[PAÉSENTSE À L'ACADÉMIE DES SOENCBS DANS SA SEANCE DU 10 NOVEMBRE l845.] (*)
1 . Les travaux des ingénieurs et des géomètres sur la théorie de Téquilibre des voûtes ont eu principalement pour objet, depuis Coulomb, Texamen de la stabilité des voûtes construites ou projetées. Malgré les savantes recherches auxquelles ils se sont livrés, les. solutions proposées sont encore loin de satisfaire aux exigences de Tart de Tingénieur : elles n offrent à celui-ci que des moyens peu directs et assez incertains pour modifier les constructions à l'état de projet, dont elles ont fait connaître le défaut plus ou moins prononcé de stabilité ; et le plus souvent ce n est qu'après une suite de tâtonnements qu'on parvient à satisfaire aux conditions d'équilibre indiquées par les méthodes en usage.
Les solutions dont nous parlons seraient donc principalement
(♦) Pour le Rapport» ^oir les Comptes rendtis des séances de V Académie des Sciences, tome XXTll, séance du 9 novembre i846.
utiles dans le cas où les éléments de la construction auraient été fixés d'une manière irrévocable; elles serviraient à faire connaître si le projet doit être admis ou rejeté. Mais aussitôt que Ton consent à apporter quelques modifications dans la courbure, soit de rintrados, soit de Textrados, ou dans les épaisaHeurs des vouss(Mrs, on peut envisager la question sous un autre point de vue, et se proposer de déterminer complètement la forme de la voûte, de telle sorte quil en résulte une construction jouissant de la plus grande stabilité possible;, et assujettie d'ailleurs à des conditions particulières qui sont relatives aux dimensions de l'arche en largeur et hauteur, à la charge qui doit s'élever au-dessus du plan horizontal tangent à l'extrados et à la résistance des matériaux employés. Le problème ainsi posé est celui qui se présente ordinairement dans la pratique.
Dans une série non encore terminée d'articles publiés dans la Revue de f Architecture et des Travaux publics de M. César Daly, nous avons présenté la théorie de l'équilibre des voûtes en berceaux cylindriques sous le point de vue qui vient d'être indiqué. Parvenu à l'examen du cas particulier des ponts, la nécessité d'avoir égard à l'action du massif qui charge la voûte nous a présenté quelques difficultés. Nous n'avons pu lever ces difficultés qu'en assujettissant Textrados à une discontinuité théorique, présentant, il est vrai, peu d'inconvénients dans la pratique, mais laissant à l'esprit une impression peu favorable. La solution que nous avons donnée dans la Revue de l'Architecture résulte d'une condition arbitraire, celle de l'égalité de pression par unité de surface dans tous les joints de la voûte : on peut conserver cette solution comme se rattachant à la classification que nous avons donnée des questions relatives à l'équilibre des voûtes. Mais rien n'oblige absolument à satisfaire en toute rigueur à la condition de l'uniformité des pressions dans les joints, et l'on peut maintenir la continuité de la surface extrados, sans qu'il en résulte une variation de pression trop considérable. Ajoutons que notre précédente solution n'est pas complète , analytiquement parlant : nous n'avons
efiFectué que Tune seule des deux intégrations qui doivent conduire à réquation de la courbe intrados, de sorte que le résultat final dépend de tracés ou de quadratures. Abandonnant la condition qui avait eu pour conséquence la discontinuité de Textrados, nous avons obtenu, depuis ce premier essai, une solution analytique complète, indépendamment de la solution graphique. Nous pensons que le Mémoire actuel, qui renferme Texposé de nos re^ cherches , ne sera point indigne de fixer Inattention de FAcadémie des sciences, et offrira d^utiles renseignements aux ingénieurs.
Nous nous bornons dans ce Mémoire à Fexamen du cas le plus important des arches de pont en berceaux terminés par des plans de tête perpendiculaires à Taxe , celui d'une arche chargée d'un massif terminé supérieuj:*ement par un plan horizontal.
Les équations finales que nous obtenons ne peuvent être résolues directement. En laissant de côté le moyen que présenterait la construction de tables spéciales poiur tirer à vue la valeur des inconnues , nous sommes obligé d'avoir recours aux méthodes de tâtonnements, telles que celles des fausses positions ou des courbes d'erreurs; mais les tâtonnements se distinguent ici de ceux que nous avons signalés plus haut, en ce que, soit qu'on les efiec^ tue graphiquement ou numériquement, ils correspondent à 'des constructions stables, ce qui n'a pas lieu dans l'autre cas. Cette circonstance permet même de réduire le nombre des essais, attendu que si l'un d'eux ne s'éloigne pas trop de satisfaire aux donpées de la question, on peut adopter l'hypothèse sur laquelle il est basé, et modifier l'une des données, la demi-ouverture, qui n'est jamais déterminée avec une rigoiureuse précision, en l'altérant de quelques centimètres, de manière que les équations de condition soient satisfaites.
La solution que nous proposons conduit à des formes de l'intrados différentes des formes généralement usitées, mais dont le tracé peut néanmoins s'effectuer par les procédés qu'on emploie lorsqu'il s'agit d'anses de panier. En cela nous nous conformons aux habitudes des ingénieurs : seulement, il arrive à ceux-ci de
déterminer les rayons de courbure de manière à donner à Tintrados une forme qui diffère le moins possible de celle d we demi*ellipse, ou de n employer qu'un seul arc de cercle^ sans qu'aucune raison les porte à préférer ces courbes à d'autres, sinon la simplicité de leur construction; tandis que, d'après notre tbéo* rie , les rayons de courbure varient suivant une loi différente de celle qui a lieu dans l'ellipse, et dans le cercle où les rayons de courbure sont constants.
Le tracé de l'intrados, au moyen de ses rayons de courbure que nous pouvons construire géométriquement, nous offre une solution du problème. L'exactitude de cette solution ne dépend que de celle du tracé, et se trouve suiEsante dans la plupart des cas.
2. Nous avQns cru devoir faire précéder l'exposé de notre théorie d'une discussion sur l'indétermination du problème des voûtes en berceau, indétermination qui ne peut être levée qu'en ayant égard à la compressibilité de la matière des voussoirs; mais la théorie de la déformation des corps solides d'une structure analogue à ceUe des pierres k bâtir nous a paru trop peu avancée pour tenter utilement d'en faire la base d'une théorie de l'équilibre des voûtes. Nous avons donc dû diriger nos recherches d'un autre côté, en nous proposant d'obtenir des résultats indépendants, autant que possible, de la compressibilité des matériaux. Nous croyons avoir atteint notre but en substituant à la voûte en berceau une construction purement idéale, dont on peut soumettre toutes les circonstances au calcul, sans craindre d'y rencontrer l'indétermination dont nous venons de parler, et telle, néanmoins, qu'en la comparant à la voûte proposée, on puisse affirmer évidemment que si la première est en équilibre, il en sera de même a fortiori de la seconde. Les conditions que l'on fixe en envisageant le problème de cette manière sont confirmées a posteriori par une discussion relative aux effets produits par les surcharges accidentelles.
La considération des différents modes d'action des matériaux
qui composent le massif, sur les voiissoirs, met en évidence une autre indétermination qui se présente à un haut degré près des plans de tête , dans les arches dont les parements extérieurs sont extradossés en gradins. Pour éviter la difficulté que présente cette nouvelle indétermination, nous sommes obligé de substituer à l'arrangement plus ou moins fortuit des matériaux du massif, une autre disposition idéale présentant quelque analogie avec les cons* tructioUs usitées, et qui jouit de la propriété de donner lieu à des pressi(ms normales à Textrados et déterminées. Uaction des matériaux du massif sur les reins de la voûte provenant de cette disposition idéale est la même que si la voûte était chargée d'un' fluide ayant la densité et lai forme du massif. Nous aiu^ions pu, comme plusieurs auteurs, partir immédiatement de Fhypothèse de la fluidité; mais il nous a paru bon d'indiquer à quel mode de disposition répond cette hypothèse que nous adoptons, d'accord en cela avec de savants ingénieurs.
L'application des équations de l'équilibre au système idéal dont nous nous occupons ne peut se faire sans restrictions : on sait que ces équations ne sont satisfaites que lorsque les corps, après avoir été comprimés ou distendus, sont parvenus à im état permanent, sous l'influence des forces extérieures. Les résultats que nous déduisons de ces équations sont donc uniquement relatifs à l'état normal de la voûte après le décintrement, et la question de Tinfiexion reste entière : on observera toutefois que nous fournissons les moyens de l'aborder, en déterminant la forme finale de la voûte. Quoique nous ne traitions point cette question in extenso, nous indiquons cependant les causes qui peuvent produire Ti/iflexion, et les moyens d'en éviter les principales. Nous sommes porté à croire que si les pieds-droits sont inébranlables et les joints de la voûte très-fins, une construction réalisée suivant nos principes ne dînera lieu qu'à ime diminution de flèche si petite, qu'on potUTâ presque ne pas s'en préoccuper.
Sous les restrictions qili précèdent, nous avons mis le problème en équation, et ramené les principales difficultés analytiques à l'in-
tégration de Téquation différentielle de la courbe intrados. Cette équation contient un radical recouvrant un polynôme du quatrième degré; et son intégralion, qui dépend des fonctions elliptiques, exige, comme on le sait, la décomposition du polynôme en ses facteurs du premier degré, ou la résolution d'une équation du quatrième. L'expression algébrique des racines est ici nécessaire pour conserver à la question toute sa généralité; nous avons pu Tobtenir par la réduction de ces racines en séries ordonnées sui* vant les puissances des épaisseiirs, en bornant là, comme dans tous nos calculs, l'approximation aux termes du second ordre» ce qui suffit parfaitement. A l'aide de développements analogues, nous avons réussi à éviter l'emploi des fonctions elliptiques de troisième espèce, et obtenu une intégrale qui se simplifie notablement dans le cas assez ordinaire où la voûte, et le massif peuvent être considérés comme ayant la même densité. La faible charge des voûtes de pont au-dessus de la clef rend le module peu différent de l'unité, de sorte que l'on peut suppléer aisément aux Tables de fonctions elliptiques. Enfin, nous présentons deux vérifications analytiques qui, jointes à des confirmations d'une autre nature, ne nous permettent pas d'avoir le moindre doute sur l'exactitude de nos développements.
Nous limitons l'usage de l'équation de courbe intrados à la détermination de l'inconnue principale, regardant le calcul des différences finies comme plus praticable lorsqu'il s'agit de calculer une suite de coordonnées de divers points d'une courbe : la méthode que nous indiquons à ce sujet, fait tout d^endre de l'expression du rayon de courbure, et nous affranchit du besoin de recourir aux fonctions elliptiques pour effectuer ces calculs.
Les constantes introduites par l'intégration sont au nombre de trois. Ce sont : i® la hauteur de la charge qui s'élève au-dessus de la clef; 2° l'épaisseur à la clef; 3° une ligne égale à la hauteur d'une colonne de la matière des voussoirs dont le poids produirait sur une base horizontale la pression qui a lieu dans le voussoir de clef. En supposant donnée la première de ces constantes.
Tune des deux autres reste arbitraire dans les arches du genre de celles en arc de cercle, où la direction du joint des naissances n est point ûxéet Si Ton prend pour la troisième constante une valeur indiquée par la résistance^ des matériaux, i*épaisseur à la clef en résulte. Dans les arches en anse de panier, où le joint inférieur est sensiblement horizontal, les deux dernières constantes sont nécessairement déterminées; mais il peut se faire que leurs valeurs données par le calcul répondent à des pressions auxquelles les voussoirs soient incapables de résister, ou tellement faibles, qu'il en résulterait un emploi peu économique des matériaux : il devient alers nécessaire de modifier les données dans un sens que nous indiquons suivant le cas. Il est d'ailleurs convenable de se ménager la possibilité de faire varier les données dans de certaines limites, afin de pouvoir, au besoin, tenir compte de Teffet des surchai^es accidentelles.
L'épaisseiu* à la def est Tinconnue à la détermination de laquelle se ramène la solution du problème des arches de pont, et, en l'absence de tables, on n'en peut obtenir la valeur que par des approximations successives. Nous donnons, dans chaque cas, des valeurs approchées «qui diffèrent assez peu des valeurs exactes de l'inconnue dont il s'agit, pour servir utilement de point de départ dans les calculs d'approximations successives.
L'importante question de la poussée contre les culées, dont la solution sert de base aux calcub relatifs à l'établissement de ces dernières, est résolue au moyen de nos formules, dès que la détermination de l'épaisseur à la def est effectuée.
Nous terminons la première partie de notre Mémoire en présentant le résultat de comparaisons entre des arches établies suivant nos principes tt des arches en arc de cercle ayant même épaisseur aux naissances, ^es dernières offrent moins de convexité vers les reins; et la différence des deux intrados paraît assez petite pour qu'on soit tenté tf adopter l'arc de cercle, à cause de la facilité qu'il oflre dans la construction. On tomberait néanmoins dans une grave erreur en admettant cette conséquence : en effet, nous
faisons voir^ dans le cas de Yarc de cerck, qu'à Fendroit où ceini-^ ci s'écarte le {dus de Tintrados construit suivant notre théorie, la résultante des pressions dans les joints peut se rapprocher de Tex* trados, jusqu'à n'en être plus distante que d'une quantité égale au tiers de l'épaisseur des voussoirs : cela donne lieu, vers l'extrados, à des pressions par unité de surface, doubles de celles qm ont lieu dans l'autre arche, tandis que la pression vers l'intrados décroit jusqu'à devenir nulle. Il est facile d'en conclure que les voussoirs devront, dans ce cas, présenter une résistance double de celle qu'exigerait l'application de notre théorie. Les intrados des arches en anse de panier diffèrent aussi de nos courbes par une moindre convexité vers les reins, et donnent lieu à des remarques analogues aux précédentes.
La convexité vers les reins dans les arches de pont présente des avantages dont il est bon de profiter : car, outre la plus grande facilité qui en résulte pour l'écoulement des eaux, elle offre un aspect agréable et un caractère de hardiesse que l'on aime à rencontrer dans les constructions de ce genre.
INDETERMINATION DU FROBlàME DE L'ÉQOILIBRE DES VOAtES EN BERCEAU.
3. On est dans l'habitude, lorsqu'il s'agit d'appliquer les principes de la statique, de considérer les corps comme absolument durs et incompressibles, et il est exact de dire, comme l'a fait remarquer M. Poncelet, que lorsque les corps compressibles ou extensibles sont parvenus à un état permanent, sous l'influence de forces extérieures, l'action de ces forces est la même que si ces corps étaient vraiment invariables de forme. Nous raisonnerons dans cette hypothèse, afin de n'employer que les principes les plus simples dé la statique.
Considérons donc une portion de voûte comprise entre deux plans de joint quelconques^ et supposons connue l'action, sur celte voûte, de la portion du massif de maçonnerie qui agit sur elle, ainsi que le poids même de cette portion de voûte; nous dési-
gneronfi par R la résultante de ees deux forces, qui en général ne se réduiront point à un couple. Les aiUres forces extérieures qui sollicitent la voûte sont les pressions ou réactions qui s'exercent sur chacun des plans de joint extrêmes; soient T et T les résultantes de ces forces. La voûte étant en berceau, et les plans de tête per* pendiculaires' à Taxe, Faction des forces reste la même dans deux tranches d'égale épaisseur, déterminées par des sections parallèles aux plans de tète; ntras pouvons dès lors considérer f équi* libre d'une tranche infiniment petite, ou simplement appliquer le principe relatif à l'équilibre d'un corps sollicité par trois forces situées dans un même plan, principe qui consiste en ce que la résultante de deux des forces est égale et opposée à la troisième. Prenons donc un point quelconque r, sur la direction de B; puis, par ce point, menons deux droites qui rencontrent les surfaces des joints extrêmes en deux points t et if, et décomposons R suivant ces directions : les composantes de R pourront théoriquement être regardées comme égales et oj^osées aux réactions inconnues T et T', d'après le principe énoncé. Si l'on réduit, en effet, les surfaces de contact aux seuls points t et ^, et que Ton ait égard à l'hypothèse relative à la dureté parfaite, en supposant d'ailleurs les points t et tf susceptibles de réagir dans tous les sens, les réactions T et T deviendront effectivement égales et opposées aux composantes de R obtenues ci-desaus.
En réalité, pour que les forces égales et opposées à ces composantes puissent être regardées comme donnant l'expression des réactions T et T\ il faudra, i^ que leur point de concours r, situé sur R, soit tellement choisi qu'elles ne deviennent point des forces de traction, à moins qu'on ne veuille avoir égard à l'adhésion des mortiers (le maximum de leur intensité dépendrait alors de cette adhésion); 3^ les directions des composantes devront faire, avec les normales aux surfaces de joint, des angles inférieurs à l'angle du firottement, et dans le cas où. l'on aurait égard à la cohésion des mortiers, ces angles devront rester plus petits que le plus grand des deux angles de frottement et de cohésion; 3^ enfin, les points
t et t' ne devront point être assez voisins de Tintrados ou de Tex^ trados, eu égard à Tintensité de T et T, pour que les voussoirs se brisent vers ces parties. Les intensités T et T' se trouveront limitées par la considération de Tétendue hypothétique des surfaces de contact et de la position des points t et t^; il faudra que T et T' rentrent dans les limites qui en résulteront.
Malgré ces restrictions, qui limitent Tétendue dans laquelle les points r, / et ^ peuvent être pris arbitrairement sur la direction de R et les surfaces extrêmes, le problème qui consiste à déter* miner T et T' reste susceptible d'une infinité de solutions. (On a coutume de limiter encore les solutions en partageant la voûte en deux parties symétriques au moyen d^un plan vertical mené par Taxe et le sommet; et par motif de symétrie on admet que la réaction T qui a lieu au sommet est horizontale.) Toutefois, quel que soit le système de valeurs que Ton admette poiu- T et T\ ces valeurs une fois fixées, les résultantes des réactions dans tous les plans de joints compris entre les extrêmes se trouvent déterminées; 09 les construit graphiquement avec la plus grande facilité. En effet, considérant le premier voussoir à partir du sommet, on compose l'action de la chaîne qui le sollicite, avec son propre poids, puis la réaction T qui a lieu au sommet de la voûte, avec la résultante des premières forces; la résultante des trois forces est égale et opposée à la réaction du deuxième voussoir siur le premier, et par conséquent égale à la réaction du premier sur le deuxième , et de même sens que cette réaction résultante. On obtient ainsi de proche en proche toutes les réactions intermédiaires, et la dernière, obtenue par le même procédé, doit, si Ton opère bien, coïncider avec celle T faisant partie du système de valeurs T et T' d'où Ton est parti. Les réactions intermédiaires sont assujetties, quant à leurs intensités, directions et points d'application, aux mêmes conditions que ci-dessus; pour que l'équilibre puisse avoir lieu; et ce n'est que lorsqu'on a trouvé un système de valeurs de T et T' tel que toutes les autres réactions qui en résultent satisfassent à ces conditions, que l'on est
fondé à regarder Téquilibre de la voûte comme pouvant être stable. Ordinairement^ quand on a trouvé une solution, il est rare qu^on n en trouve - pas une infinité d'autres comprises entre des limites plus ou moins resserrées, mais il est impossible de prévoir laquelle.de ces solutions se réalisera, ou même si l'équilibre aura lieu, sans introduire dans le calcul la considération de la compressibilité de la matière des voussoirs. Or, avons-nous dit, la théorie de la déformation des corps solides tels que les pierres à bâtir, est trop peu avancée pour que f on puisse en faire la base d'une théorie de l'équilibre des voûtes. C'est ce qui nous a mis dans la nécessité de substituer i une. voûte proposée la construction idéale dont il a été question au n^ 2, et qui va être décrite dans un instant. Rappelons cependant que le mode d'ac* tion sur les voussoirs, du massif qui charge la voûte, doit offrir un nouveau genre d'indétermination dont nous aurons à nous débarrasser en procédant d'une manière analogue; mais pour ne point compliquer inutilement les discussions, nous supposerons d'abord que l'action de la charge s^exerce normalement à l'extra* dos des voussoirs, sauf à ramener ensuite à ce cas celui dont nous nous occupons actuellement.
BQCATIOMS Dfi L*BQDItIBAB ITUNB VoAtA BN BBRCBilU SOUMISE À L'ACTION I>B FOaCBS AGISSANT MORMALBMBNT X L'BXTBABOS.
Considérons une portion de
voûte comprise , d'une part , entre '^•^.^.^ '^ > ^^^^^^^ deux plans parallèles aux plans "^'' ' ^^
des têtes, et distants d'une quan* tîté quelconque A, qu'on pourra, si l'on v^t, supposer ég^e i l'unité linéaire ou même infiniment petite « et> d'autre part, ter* minée par dem^ {dans perpendi-^ culaires à l'extrados.
Supposons la voûte divisée en voussoirs infiniment petits, par des plans de joint normaux à Textrados. De cette division résultera la possibilité d'assigner la position du centre de gravité de chaque voussoir élémentaire : nous nommerons courbe des centres de gravité la courbe passant par tous ces caitres.
> Prenons sur chacune des normales un point voisin de Tintrados situe à une distance du centre de gravité correspondant, égale à celle qui sépare Textrados de ce même centre; nous obtiendrons une nouvelle coiu^be que nous appellerons, pour abréger, intrados
fictif'
Imagin(xis maintenant que, sans
altérer en rien le poids des voussoirs élémentaires , la position de leur centre de gravité et l'action des forces normales à Textrados, on les défiorme de vnanière à vk* duire la fifurlace de contact de deux voussoirs voisins , à rétendue de Télément superficiel correspondant aux arêtes ou génératrices qui ont leurs pieds sur la courbe des centres de gravité. Faisons, de plus, abstraction du fi-ottemept des voussoirs et de la résistance quoppose Tadhésion des mortiers à leur gliâsemait les uns sur les autres.
H est évident que si l'équilibre peut exister dans un système établi suivant ces hypothèses, il existera a fortiori dans un système où des séries de voussoirs infiniment petits seront changées en voussoirs de dimensions finies, et lorsqu'on remplacera le contact de deux arêtes par celui des surfaces de joint comprises entre l'extrados et l'intrados fictif, c'est-à^-dire lorsque la presque totalité de la surface de chaque joint sera rétablie, de manière adonner lieu aux frottements, et à pouvoir mettre «en jeu l'ddhésion des mortiers, suivant le besoin; le rôle de ces forces étant de s'opp09er au glissement quand il tend à se produire. Nous dhrons pliis; cesl que ces dernières forces ne se développeront pas, tant du moins
que la voûte restera soumise aux seules forces qu on aura fait entrer dans les équations de son équilibre : en effet, puisque Téquilibre est supposé devoir exister sans Tintervention des frot** tements et adhésions, il ny aiu*a aucune tendance au mouvement dans un sens déterminé pour quelque voussoir que ce soit, et comme le frottement ne prend naissance que par suite de cette tendance, il est clair qu'il ne se produira aucun frottement; il en sera de même des effets de l'adhésion des mortiers. Ces forces ne se développant point dans notre voûte à son état normal, il est inutile, comme on le voit d'ailleurs assez clairement, de les faire entrer dans les équations de son équilibre.
Pour compléter la transformation de la construction idéale en la construction réelle proposée, il eût fallu rétablir le contact des voussoirs dans toute l'étendue comprise entre l'extrados et Tin- Irados, tandis que nous l'avons étendu seulement à l'espace compris entre la première de ces courbes et l'intrados fictif, comme cela aurait lieu si l'on pratiquait dans les joints un refouillement d'une profondeur égale à la très--petite distance qui sépare l'intrados fictif de l'intrados réel, distance qui n'atteindra jamais qu'un petit nombre de centimètres. Nous allons donner la raison de la nécessité qu'il en soit ainsi , du moins théoriquement. Dans la construction idéale, la résultante des pressions dans les joints passe par l'arête de contact située sur la courbe des centres de gravité, ou bien par le milieu du joint limité, comme nous venons de le dire dans la construction réelle; et l'on peut admettre qu'a-près le rétablissement du contact des surfaces planes de joint, la pression se distribuera uniformément sur ces surfaces, de même qu'on admet en pratique que les pressions se distribuent unifor* mément sur les surfaces quand les résultantes passent par leurs centres de gravité. C'est sur cette hypothèse que l'on s'appuie pour déduire des expériences connues les coefficients de résistance à l'écrasement. On sera d'autant mieux fondé à admettre l'égalité de la répartition des pressions, qu'on pourra la faciliter par l'introduction dans les joints d'une mince couche de ciment très-fin.
Si nous avions étendu la surface de joint jusqu'à Tintrados réel, la compressibilité de la matière des voussoirs eût pu avoir pour effet de déplacer la résultante des pressions, en tendant à la ra«< mener vers le milieu du nouveau joint, et nous eussions eu à considérer le lieu géométrique de son point d*application aux divers voussoirs : l'introduction des coordonnées de cette courbe dans les équations du problème les compliquerait beaucoup plus que ne le fera la considération de Tintrados fictif qui , dans tous les calculs, exclura Tintrados réel. Pour nous, moyennant les coti-^ ventions précédentes, les courbes des centres de gravité et des resultantes des pressions se confondront en une seule et même courbe^ Quant à la condition relative au refouillement des joints, pour que ces courbes se confondent théoriquement, on pourra juger, d'après le faible intervalle qui sépare les intrados réel et fictif, du peu d'importance qu'il y aurait à s'y conformer pratiquement, dans le plus grand nombre des cas. Si Ton s'abstient d'effectuer ce refouillement, il n'en pourra résulter qu'une faible variation de la pression par unité de surface dans l'étendue de chaque joint. Enfin, disons que la résultante des pressions étant assujettie à passer par les centres de gravité, c'est-à-dire très-près du milieu de l'épaisseur des voussoirs, et à être normale aux plans de joint, la voûte acquerra par cela même un grand degré de stabilité. En effet, quand la voûte sera soumise accidentellement à des charges auxquelles on n'aura point eu égard en fixant les conditions de son établissement, l'action de celles-ci sera, tant que l'équilibre pourra subsister, de déplacer le point d'application et la direction de la résultante des pressions en faisant varier l'intensité de cette dernière. Or, pour que le point d'application de la résultante puisse se déplacer dans un sens ou dans l'autre, sans trop se rapprocher de l'intrados ou de l'extrados, il est évident qu'il doit coïncider avec le point milieu de l'épaisseur lorsque les surchai^es dont il s'agit n'ont pas lieu, c'est-à-dire lorsque la voûte est soumise à l'action des seules forces qu'on a fait entrer dans le calcul qui a servi de base à sa construction. D'un autre côté, la direction
de la résultante des pressionis devant pouvoir s'écarter <le celle qui ré]|k)nd à rabs^nce des siu*charges accidentelles , sans cependant faire avec la normale aux plans de joint un angle qui atteigne le plus grand des deux angles du frottement et de la cohésion, il est également évident que la résultante des pressions doit être normale aux pbns de joint dans Tétat ordinaire de la voûte. Or le-quatîon (if) du numéro suivant exprime précisément la même condition à laquelle il nous sera facile de satisfaire. Il résulte de ces considérations que le système dont nous nous occupons jouira d'une très-grande stabilité, ainsi que nous Tavons annoncé plus haut. Nous aurions presque pu nous dispenser de les présenter ici, tant elles sont évidentes : nous ferons seulement observer qu'en nous fondant sur ces considérations, il nous eût été facde d'éviter la substitution d'un système idéal à la réalité; mais il nous a semblé bon de présenter nos idées dans Tordre où elles se sont produites*
Quant à la stabilité au point de vue de l'effet de surcharges accidentelles oonmdérables; pour la constater sûrement, il resterait à s'assurer que, sous l'influence de ces surcharges, la résultante des pressions ne peut nulle part se rapprocher de l'intrados ou de l'extrados d'une quantité inférieure au tiers de l'épaisseur des voussoirs; que la pression maximum par unité de surface n'excédera pas la chai^ que peuvent supporter les matériaux sans in* convénient; enfin, que la direction de la résultante ne s'écartera de la normale aux plans de joint, que de quantités inférieures aux angles de firottement et de cohésion.
5, Ceci posé, avant de former les équations de l'équilibre du système idéal décrit ci-dessus, nous devons rappeler ce que nous avons dit, n^ 3, relativement à l'appUcation aux corps compres^ sibles, des équations d'équilibre établies pour des corps de forme invariable , et faire remarquer que les conséquences auxquelles nous pourrons être conduit, s'appUqueront seulement à la voûte parvenue à sc« état permanent. Si nous déterminons la. forme que doit conserver la voûte dans cet état, nous ne serons pas dispensé
pour oda de re(^iercher la ùxcme qu'on doit liaî domier pendant qu elle repose surseséintres, forme qui £oit telle, qu^après le décintrecnent elle 6e change en celle qui répond à Tétftt permanent. £n un mot, la question de f inflexion de la voûte tesibét?L tout en^ tière ; mais nous aurons fourni le moyen de Taborder en déterminant une donnée indispensable de la question, la forme finale de la voûte : n'ayant point Tintention de la traiter ici , nous nous (M>ntenterons d'indiquer les causes qui peuvent contribuer à produire rinflexion et les moyens d'éviter les principales.
Une des causes de f inflexion des voûtes est dans la diminution de longueur de Tare de la voûte, mesnré dans le sens de l'extrados ou dans celui de l'intrados, d'où résulte une diminution de la flèche ou un sUrbaissement : cette diminution de longueur de la voûte provient de la compression qu'éprouvent ses parties, et souvent dé celle du mortier dans les joints; il importerait donc de diminuer l'épaisseur de ceux-ci, et d'employer, poiurlesremplir^ des mortiers ou ciments qui se solidifient promptem^at ou avant que les efiets de la compression puissent devenir sensibles. Disons que les constructeurs habiles se sont rendu compte de ces effets, et qu'ils emploient, pour les prévenir, les moyens dont il est question ici. Mais une autre cause de l'inflexion ou du surbaissement, à laqueUe on ne parait pas avoir beaucoup fait attention, provient de l'habitude où l'on est d'opérer le décintrement avant d'avoir achevé le massif ou tout au moins chargé les reins: or les formes d'arches généralement adoptées ne s'éloignent pas beaucoup de celles que notre théorie assigne aux voûtes chargées; si donc ces formes conviennent à l'équiUbre sous l'influence de la charge, elles ne conviennent plus en l'absence de cette charge, et la voûte, abandonnée à elle-même lors du décintrement, doit se déformer en se surbaissant, ce qui arrive effectivement. On éviterait la plus grande partie de cet effet, en n'opérant le décintrement qu'après la construction entière du massif,
11 pourrait bien se produire encore ime inflexion, mais elle serait générale, et la déformation beaucoup moindre que dans le cas
coQtraire, où la elcf s^tbaisse, tandis qne les reins se relient; le surbaisseineiil final se trouverait donc considérablement diminué, il ne proviendrait filus alors que du resserrenoent df s joints et de la compression des voussoirs.
Maintenant, désignons par :
x\ y les coordonnées dW point quelconque de Tentrados, rapportées A des aves OX Cft OY, t^un horizontal) feutre ^erlicaL et parallèles aui plans des tètes;
a Tani^e de la tasi^entf en ce point avec 3'ax«' des a;
Xyj lîeS'^oonionDéesidu'pointdela' coqri# tkt^eentnf» dê^gpavifé situé sur la normafeà'FexlRados^'mènée'^rkipoÎMl (a/> y); • > ' li\ y< les coordonnées d«| pdnt doi^iktrados'fiettf situé 6ur la même normale; v 7^ li . 'n\
ds, d$ et ds'^ les. éléments de chacune des tj^is 'courbée précé^ dentés « compris entre la normale à Textrados et une autre normale menée parle point infiniment voisin » dont x -f- dx, y H- dy sont les coordonnées; î,
s l'épaisseur de la voûte au point [x, y), cert-à-^ire la partie de la normale comprise entre Textrados et Tintrados réel;
e répaissfiur fictive, ou la partie de la normale comprise entre l'extrados et l'intrados fictif;
S la distance qui sépare le milieu de l'épaisseur réelle du voussoir de la position de son centre de gravité, de sorte qu'on ait la
relation - e — S= - e;
p\ p et p" les rayons de courbure des trois courbes en leurs points situés sur la même normale;
rfP le poids du voussoir infiniment petit, compris entre les deux normales infiniment voisines;
tfr le poids de l'unité de volume de la matière des voussoirs;
N' la pression normale exercée sur l'extrados, par unité de surface, au point {x\ y);
T la résultante des pressions exercées perpendiculairement au premier joint de la partie de voûte considérée, par les parties extérieures de la construction; ^
Ti la résultante des pressions exercées perpendiculairement au dernier plan de joint, par la voûte elle-même, sur les parties de la construction avec lesquelles elle est en contact : à cause de la réaction égale et contraire à l'action, Ti exprimera en même temps l'intensité de la réaction reçue par le dernier voussoir; le sens de cette réaction sera contraire à celui de T»; -
t et ti les pressions par unité de- surface correspondantes à T et T.;
(i la hauteur variable d'une colonne prismatique de la matière des voussoirs, dosit le poids produirait^ sur îme base horÎBsonlale, la pression t par i^nité d]s «ur&ce, d'cà/ fSfL^nzt;
jXi la bauteuir de>ia coiobnb coivqspèndante à f^ de^ âorte, que l'on ait tfrjùL, = ^; • ^
I le rapport de la densité des matériaux qui composent la charge de la voûte à celle des voiissoirs, de sorte que le poids de Tunité de volume des premiers soit i^uf.
Les forces extérieures à l'arc de voûte sont :
1^ La pression résultante T qui agit en un point [x, y) de la courbe des centres de gravité, perpendiculairement à la normale à Textrados ou parallèlement k la tangente à cette courbe, c'està-dire en faisant l'ange a avec l'axe de x; ses composantes suivant X et Y, sont respectivement T cosa, et T sina.
2^ La pression T, agissant à l'autre extrémité de l'arc de voûte en un point (a:,,)',) de la courbe des centres de gravité, suivant une direction opposée à celle de la tangente à l'extrados, ou faisant avec l'axe des x l'angle 1 8o® -H «i ; de telle sorte que ses composantes suivant X et Y, sont — T, cosa, et — T, sinai.
3^ Les divers poids dV des voussoirs, dont les points d'application appartiennent à la courbe des centres de gravité : leurs composantes suivant X et Y, sont zéro et J P.
4^ La pression exercée normalement sur chacun des voussoirs élémentaires avec l'intensité N' par unité de surface. Or, la profondeur de la voûte parallèlement à l'axe étant A, la surface élémentaire dé l'extrados est Xds\ d'où résulte NXds' pour la valeur de l'action exercée siu* un voussoir élémentaire. On la supposera dirigée vers le centre de courbure. (S'il en était autrement, comme cela pourrait avoir lieu, dans le cas d'arches complètement submergées ou destinées à recouvrir des conduites souterraines, le signe de N' pourrait être changé.) Les coordonnées des points d'application de cette force sont celles x et y' de l'extrados. On obtiendra ses composantes, en observant que la normale fait avec l'axe des x, l'angle go**-!- a, et avec l'axe des y l'angle a, dont les cosinus sont respectivement — sina et -h cosa; les composantes de cette force sont donc :
suivant X, — N'Xd/ sina = — KXdy; suivant Y, -h N'Xd5'cosa==-h N'Xda:'.
Si nous appliquons maintenant à la portion d^arc de voûte les six équations d'éqm libre d'un corps solide qui doivent également être satisfaites dans le cas d'un système de corps solides, nous remarquerons que toutes les forces agissant dans des plans parallèles, la somme des projections de ces forces sur un axe perpen* diculaire à ces plans est nécessairement nulle. L'une des équations dite de translation est ainsi naturellement satisfaite. Si , pour plus de simplicité, on suppose A infiniment petit, ce qui réduit toutes les forces à être situées dans un même plan, celui des xy, les directions des forces coupant les deux axes ou bien leur étant parallèles, les moments de rotation autour de ces axes seront nécessairement nuls, et deux des équations dites de rotation seront également satisfaites : en sorte qu'il suffit d'écrire les équations qui expriment que les sommes des projections des forces sur les axes X et Y sont nulles, et celle exprimant que la somme des moments de ces forces autour d'un troisième axe perpendiculaire au plan des deux premiers, est également nulle.
Ces équations sont
— T, cosai -h T cosa — /N'Arf/ = o,
— T, sina. + T sina H- J^'Xdx -+- fd? = o,
— y, T, cosa, -H y T cosa — /N'X/ d/ j
-h X, ^^ sina, — a? T sina — JKXx'dx — fxd? j ~~ ^'
Nous passerons facilement aux équations relatives à l'équilibre d'un voussoir élémentaire en réduisant dans les équations (a) les différences a^ — a, à la différentielle rfa, x^ — x, et j, — ykdx et dy; les intégrales contenues dans les mêmes équations se réduiront à un de leurs éléments, et les différences de deux termes composés de même en a, x, y, T, et ai, a ,, y^^ T», se réduiront aux différentielles de ces termes. De cette manière, les équations différentielles du problème seront
— d.T cosa — N'Arfy = o,
— d.T sina -h N'Xrfx' H- dP == o;
— d.yTcosa-\^d.xTsina—KX{y'dy'^x'dx)-^xd?z=o. (c)
Nous aUons changer la forme des deux premiers termes de la dernière de ces équations^ en effectuant comme il suit les différentiations indiquées :
d.y T cosa = y d.T cosa -f- T cosa dy, d.xT sina = Jîrf.T sina-+-T sinadx.
Au moyen de ces relations, et en observant, que Ton a cosa = — , sina = -p, nous pourrons mettre Téquation (c) sous la forme
— yd.T cosa'+'Xd.T sina — T [ji dy — T^^^l
— fi'X{y'dy^x'dx') — xdP = o.
Or nous pouvons simplifier cette équation au moyen des équations (6); multiplions la première de celles-ci par y et la deuxième par X, puis retranchons, il viendra
— - jrf.Tcosa -t- a?rf.T sina — KX [ydy -f- xdx') — xd? i= o.
De cette équation et de la précédente on déduit
'r(^dy—.%dx)-h^'X[{y'—y)dy-+.[x'-a^dx-] = o;
mais, comme les points {x, y) et (je;', y') sont situés sur la même normale à Textrados, les coordonnées x et y satisfont à Téquation de cette normale , qui peut se mettre sous la forme
(/ — y) ^y ^•" (^' — x)dx' = o,
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et l'équation dont nous nous occupons se réduit à
^,dy ~^£dx = o, [d)
en supprimant le facteur T, qui ne peut être nul : on en tire
dx dx
Ainsi Féquation (c) indique que la tangente à la courbe des centres de gravité doit être parallèle à la tangente à Textrados.
Exprimons analytiquement la condition fournie par Téquation [d] : pour cela nous observerons que les différences des coordonnées des points de Textrados et de la courbe des centres de gravité situés sur la même normale, ne sont autre chose que les projections sur les directions de ces coordonnées, de la distance ^ e qui sépare le centre de gravité de l'extrados; nous aurons donc les relations
X — X = — --e sma,
y — y = -h-e cosa; d'où, en différentiant,
dx = dx' e cosa rfa sina de,
dy = dy e sina da H--cosa de.
Mettant ces valeurs de dx et dy dans Téquation (rf), celle-ci devient
1 / dy . dx'\ j 1 / da' - dy\ j
- e (cosa-^ — sma-r-;) aaH — ( cosa-r-jH-sma •^]de=: o.
2 \ dt d$ / 2 \ ds ds J
Or le facteur de da se réduit à zéro, et celui de de k -^^ k cause
sa; il en
de = o,
de -p; = sina, et ^-f:= cosa; il en résulte
ds ds
ou, en intégrant,
e = constante.
Telle est la condition exprimée finalement par Téquation des mo* ments (*); nous en déduirons immédiatement une relation entre répaisseur variable e et la quantité i qui sépare le point milieu de répaisseur du voussoir de son centre de gravité; cette relation indiquée plus haut est
d'où
équation qui fixera la valeur de e quand celle de S aura été déterminée , et dans laquelle il est bien entendu que e désigne désormais ime constante.
Les équations du problème se trouvent actuellement réduites au système des équations (6) et [e). Toutefois, dans le but de simplifie!* l'intégration des premières^ nous allons former avec celles-ci un système de deux nouvelles équations propres à les •remplacer, et que nous emploierons par la suite avec les équations (6). Écrivons ces équations sous la forme
d.T cosa = — N'A sina ds
d.T sina = -h N'X cosa ds' H- d?.
(*) 11 eût été facile d'établir a priori cette condition, en observant que les pians de joint sont normaux à i*extrados , et que la courbe des centres de gravité est perpendiculaire aux plans de joint, ce qui établit le parallélisme de cette courbe et de 1 extrados, et entraîne comme condition la constance de la quantité je. De cette manière, les quatre forces qui sollicitent le voussoir âémentaire passent par un même point, le centre dé gravité, et Téquation des. moments est naturellement satisfaite. L*on eut pu ainsi poser immédiatement les équations (b) sans passer par les équations (a). Mais il nous a paru convenable de suivre, autant que possible, une méthode uniforme.
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Multiplions, d'une part, la première par cosa, la deuxième par sina, et ajoutons; puis, d'autre part, multiplions la première par sina et la deuxième par cosa, et retranchons : nous aurons
cosa d.T cosa -f- sina d.T sina = sina rfP, cosad.T sina — sina (2. T cosa = cosa (2P H-N'Xrf/;
la différentiation donne d'ailleurs
rf.T cosa = cosa rfT — T sina rfa, rf.T sina = sina dT -f- T cosa da.
Pour former avec ces valeurs celles des premiers membres des équations précédentes, il suffit de multiplier la première par cosa, la deuxième par sina, 'et d'ajouter; puis ensuite de multiplier la première par sina, la deuxième par cosa, et de retrancher; on obtient ainsi immédiatement
(iT=sinadP, T(ia = cosarfP-+-N'X(i5'.
Telles sont les combinaisons que nous nous proposions d'obtenir. On pourrait former immédiatement ces équations en égalant à zéro les sommes des projections des forces qui sollicitent un voussoir, sur deux axes, l'un tangent à l'extrados, l'autre normal à cette courbe. U faudrait seulement faire attention à ce que , si l'on prend pour l'un des axes la normale menée par l'une des extrémités de l'élément ds', la projection de T sur la partie de cet axe dirigée vers le centre de courbure est nulle , et la projection de la force (T -h dT) sur la même partie s'obtient en multipliant par cos{^o^ -h d<t) ou — sincia; la composante a dès lors poiu* expression — Tc/a, en négligeant les infiniment petits des ordres supérieurs. Les autres composantes s'obtiendraient sans difficulté.
6. Nous all<MQ6 maintenant nous occuper de déterminer la position des centres de gravité et le poids d'un voussoir élémentaire.
Considérons le voussoir compris entre deux plans ncHinaux infiniment voisins, faisant entre eux Tangle da des deux tangentes consécutives : décomposons la surface base du voussoir en tranches infiniment minces au moyen d'arcs de cerde de rayons variables r, décrits du centre de courbure; soit dr la largeur d'une de ces tranches, sa surface sera rdadr, et, si nous prenons les moments par rapport à une droite située dans le plan de la base, et passant par le centre de courbure, le moment élémentaire de la tranche aura pour expression r^dadr. En se rappelant que p[ désigne le rayon de courbure de l'extrados, on aura, pour ex-* pression de la somme des moments élémentaires,
daf^'_^r^dr= i [p" - (p'- e)'] da, OU en réduisant.
Soit d'une autre part dS la surface base du voussoir élémentaire, son expression est
dS
==dafj;_jdr='-[p'*-{p'-eY]da = sp'(.-A)da,
celle de la distance du centre de gravité au centre de courbure çst d'ailleurs p' — (- e — S]; il s'ensuit que le moment de la surface est '
Egalant maintenant la somme des moments au moment de la somme, on aura, en supprimant les facteurs communs,
1 — 7-+-Ô — == h 7(1 îH--;
on en tirera ensuite, en développant, réduisant et résolvant, la valeur suivante.
p la 18
(*) Pour ceux des lecteurs qui connaîtraient nos articles sur les voûtes insérés dans la Rwme de VArchitectare, nous allons jncmtrer que l'expression de h donnée dans ie premier article s accorde exactement avec celle que nous venons de trouver, malgré la difiiérence de forme que présentent les deux expressions.
La valeur de 8 obtenue dans ce Recueil a été tirée de Téquation
qui donne
d'où
Or 1^ courbe des centres de gravité n'était point assujettie a être parallèle à l'extrados. Si nous joignons cette condition qui revient à
p'=pH--«— ^,
la quantité — étant toujours une petite fraction, ou est en droit
de développer le deuxième membre de Féquation précédente > suivant les puissances de cette quantité, ce qui donne
p ta p" \ « p 4 p* /
mais, par la suite, nous nous contenterons d'avoir égard aux termes du premier et du deuxième ordre de petitesse, en regardant
le rapport — comme étant du premier, ce qui réduira la valeur
delà '
et nous dirons^que cette quantité est du deuxième ordre. Quant au poids du voussoir, son expression sera
ou bien
Cette expression et la précédente [g) ont lieu indépendamment de toute condition tirée des équations de Téquilibre; nous allons
Texpression précédente deviendra
Or cette relation est identique avec celle que nous venons d'obtenir dans le mémoire actuel.
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les combiner avec Téquation {e), de manière à en déduire de nouvelles valeurs qui satisfassent à cette équation. Substituons dans Téquatîon [g) la valeur (c) de e bornée à son premier terme, puisque nous négligeons les tefmes d'ordre supérieur au deuxième ; il viendra d'abord
puis ensuite, mettant, cette valeur dans Téquation (e), on aura
Pour former avec cette valeur celle de rfP, on peut remplacer par e Ve qui entre dans la parenthèse du deuxième membre, car c^tte patrenlhèse éUut mukip&ée par c en dehors, il n'ea ré» sultera qu'une erreur du troisième ordre : on aura ainsi
dP = «Xe(.H-ii)(.-,il)rf,',.
puis, en effectuant le produit des parenthèses, et y négligeant les termes du deuxième ordre, de manière à ne négliger finalement que ceux du troisième.
Maintenant, les valeiu*s de é et de — ne se trouvent dépendre
que du rayon de courbure.
Il reste à substituer cette valeur de c/P dans les équations (6) et (/); nous allons le faire, et en même temps y remplacer la résultante T par son expression Xefivf, dans laquelle Xe est l'étendue de la surface du joint, et |x la hauteur du prisme dont le poids produirait la pression T sur la surface Xe, si elle était horizontale. Disons, en passant, que l'usage de la hauteur (i est ici le même que celui des hauteurs manométriques dans la mécanique
de» fluide»; il a, comme ces demièros, l'avantage dje rendre plus saisissable pour Teaprit Tintensité des pressions, que tel ou tel nombre de kilogrammes par mètre carré : il sert, d'un autre coté , à mettre en évidence Thomogénéité des diflérents termes des équations, de telle sorte qu'il ny entre phis que des lignes et des rapports numériques. Ces considérations nous ont décidé à remplacer partout les pressions par unité de surface, au moyen des hauteurs qui les représentent; les premières, que nous avons dé* signées par t, sont d'ailleurs liées à celles-ci par la relation
Nous écrirons donc
T = tarXefit, rfT = tarXedjx.
Ces valeiu*s et celle (jf) de dT étant portées dans les équations (6) et (/), on aiu*a, en divisant ensuite par isrX^,
(jL cosa, . —
{/. sina =
dfx-
sina
df\.
ftda =
Zp'j
Les deux premières de ces équations ne peuvent être intégrées sans que Ton se donne l'expressloi^ de la, variable N en foiy^tion de Tune des coordonnées; les deux dernières, au contraire ^ quoiqu'elles n'en soient que dès combinaisons, conçluisent facilement aux valeurs de ft et du rayon de courbm*e p', queï que soit N'.
En effet, à cause de sina^^'. =^ dy' eit-TT^^^^'ai^.onpdutmcittw la troisième équation (/) sous la forme i
, rfft xzr (^' — j e sina da; .. ,• .,
or cette équation s'mtègre immédiatement, et si Ton désigne par ^« et A les valeurs de fi et y qui ont lieu pour a£= o, on aura, en intégrant à partir de ces limites,
fi — fAa=y — h — ^ e{\ — cosa). (m)
D^autre part, substituons la valeur de fi tirée de cette équation, dans la dernière équation (/) divisée par doL\ et observons que
— z= p , nous aurons
ft, H-y — h — '^e{i — cosa) = ( p' — ^ «) cosa -+- — p'; tirant ensuite la valeur de p', il viendra
p'=ze jjT .. (n)
Les équations (m) et (n) sont équivalentes aux deux premières équations (/), et pour pouvoir faire usage des unes et des autres, il (levient indispensable de préciser la valeur de N' en fonction des coordonnées; c^est ce que nous allons essayer de faire en examinant les diverses manières dont les charges que supporte la voûie peuvent agir sur les voussoirs.
INDBTBRMINAn^lON DB L'ACTIOB DES GUABGBS SUR LBS «klN5 DBS VOUTES DANS LBS ARCHES DB PONT.
7. Nous nç ho]Lig occuperons point dans ce Mémoire des arcbes dans lesqueïles les plans de joint s^étend^nt jusiquau plan horizontal tangent à Tëxtrados. Dans les autres cas, oh aistinguera l'action exercée sur la voûte par la construction en assises horizontales qui fomie les parements extérieurs, et celle que produit la masse, plus oti'moini^irrégulièrement disposée, des matériaux qui remplissent l'espace intermédiaire. : • , « . : , r -: i
La disposition irrégulière des matériaux d'un massif formé par un blocage de maçonnerie ou composé de parties semi-fluides,
t^ qu'un naisif de terre ou de béton, reoA tovi à hit îœpossible la détermination de leur action si» la voûte. Tout ce que fon pourrait faire de mieux à cet égala serait de recourir au calcul des probabilités pour découvrir le mode d'action le plus probable de cette partie du massif.
Nous allons voir que la disposition presque régulière de U construction par assises horizontales présente autant de difficultés.
La répartition de la charge sur les différents voussoirs dépend, dans ce cas, de la ppse des assises horizontales dont les extrémités s'appuient sur les reins de la voûte, et des tassements qui se produisent pendant la construction et après le décintrement. Les effets qui se produisent pendant la pose, et le tassement, dépendent essentiellement du soin qu'apportent les ouvriers pendant la construction, et de la nature des matériaux employés : de là nait l'impossibilité de tenir compte, dans le calcul, de circonstances si variables et si difficiles à apprécien C'est à cette variation que tient l'indétermination des actioDfi exercées par les assises horizontales sur lea voussoirs des plans de tète. Pour bien nous rendre compte des effets de la pose des assises horizontales, il nous suf* fira d'examiner les cas extrêmes qu'elle peut présenter.
' Le {4ufi souvent > dans les constructicms de voûtes chargées, les voussoirs ides jJans.de tète .ne se terjtiinent point Vçrs l'extrados* par une surface cylindriqu^e ay^tit cette courbe pour directrice , mais bien par deux sur£aices planes, J'une hoirizontale et passant par Tarête supérieure du voussoir, l'auire verticale et paasant par l'arête inférieure située sur l'extrados. Aui moyen de cette disposition e/i fradinsi, on met de niveau*, les faeeo horizontales des voussoirs avec celles des assises de maçonnerie qui forment, les pare* imentsextéFieurs de. la conatcuctian.
Nous. examinerons diverses oirconsinnces de la pose des assises, dans cette disposition par rapport aux voussoirs. 11 est facile de vtfir que les faces verticales des assises peuvent être plus ou ^fUQJins serrées, et xùème que la iaçe yerticale de contact d'une aasiseiavecJie voussoir peut ne supporter aucune pression, soit
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peadant la pode^ aok i^ès que le tassement a 'été produit; cela dépendra principalement de la pose de laasisè considérée et de; celle des assises voisines. 11 pourra donc y aivoir un plus ou moina grand nombre de voussoir^ dont les tètes ne recevront dea assises
adjacentes aucime pression horizontale ; de même que pour d'autres voussoirs, ces pressions pourront aussi être plus ou moins considérables. D'un autre côté, la pression verticale qu'une pierre appartenant à une assise eitercera sur la face horizontale de la tète du voussoir oorrespondant à Tassise inférieure , dépendra de phi>sieurs circonstances, telles que Texécution j^us ou moins par&ite des surfaces de joint, et la longueur de la partie de la pierre cmn sidérée engagée entre les assises supérieure et inférieure, du coté opposé à la tèfle du voussoir : on conçoit encore une exécution ou une pode assez imparfaites, pour que quelque&^mes desllaoes horizontales de^ joint communes à Tassise et au vouesoir inférieur ne supportent aucune pression; de même aussi, il pourra airiver que ces pressions soient très^grandes, comme dans' le oas où la pierre dont il s'agit aurait une plus grande épaisseur vers la tète' du voussoir que vers le coté oj^sé (*)« Il est permis eaoorede se
(*) Âjant bienaam ces particularUési, ou s'expliquera aiiéi^ei^ le^ niptpr^ qi^e. présentent parfois les voussoirs .dans une direction perpendiculaire k celle des plans de joint, et vers le tiers ou la moitié de leur longueur à partir ie l'&ilhidôs.' Lorsque les réstdtantes des pre^sfiomstit leé plans de<johit'déS yebsscnrt psMni
représenter un cas dans lequel les pressions horizontales et verticales transmises par les assises aux tètes des voussoirs seraient nulles en même temps : ee serait celui où le système des assises horizontales se tiendrait de lui-même en équilibre, comme dans les construcÉMNis égyptimmeS'; la voùiè serait simplement touchée, sans être pressée par ces assises, et ne serait d^aucune utilité dans 1» coBStmction* de tette aorte qu^on pourrait la supprimer, et qu'elle devrait se teair en équililnre d'eUt*4nème si Ion vcmlaît la Qooserver.
De ce qui précède ^ il &ut conclure qu'il est impossible d'assi* gner aucune valeur déterminée aux composantes horizontale et verticale de Taction exercée par les parties du massif sur chaque voussoir; il est donc également impossible de les soumettre à aucun calcul précis. Nous serons obligé, pour lever la difficulté qui résulte de cette indétennination, de procéder à l'égard du massif comme nous l'avons fait pour la voûte; nous lui siibstituerons une disposition idéale donnant lieu à des pressions normales déterminées : il y aiu-a ensuite à examiner s'il est convenable de passer, sans modifier le jeu des forces, du système idéal dont il s'agit, à telle disposition des matériaux que l'on se proposera de réaliser.
près de Tinlrados , les joînU s'ouvrent vers Textradod , d*uiie quantité plus ou moins appréciable k Toeil. Le voussoir est alors dans le cas d*un solide encastré vers Tune de'ées extrénnlés, et sollidlé a l^autre par une force non durigée dans te séné de sa lQi^[u«iir. GeMe. force eyt ici h réaaltente doa preasiona boôtoalalet et wartioaies exercées par les assises conAjguës ; il y a possibilité 4^ ruptuiie dès qup cette résultante prend une direction oblique par rapport à la longueur du voussoir. La rupture tend à se produire le plus près possible de la section d*encastrement ou de \a covrbe 4l6 la résakanla dea posMions; et eHe y est frciKtée\ noii-senicinent parce que le n»<aneiit de la force qui produit la rupture va ea croissant vers ce. point, tandis que Iç moment des résistances à la rupture décroît avec la section du voussoir, mais encore parce que la pression totale exercée par les voussoirs adjacents se ttonye concenlrée 4mis ie vMaîiMge de cette section, el qu*il en'résnlie en ces ppinta uvA désagirégatiqn'^e la ii^^ d^ vo«uK|ir,.qi^i n attend po«ir ae namife^t?^ que le concours d*une noifVelle force. Ces considérations indiquent Fimportance qu*îl peut y avoir à assurer la érection normale de Faction de la charge sur les 4ro«Miaoirs.' , '
DISPOSITION DE LA CHARGE BXTBRIEUAB D*ONB ARCHB, DO!iNANT LIEU A DBS PRESSIONS NORMALES DÉTERMINÉES.
8. Dans le l^ut d'abréger leg descriptions, disons ooinnient on pourra passer de ia disposition en gradins dont il a été question dans le numéro. précédent, à la disposition idéale que nous nous [»:*oposons d'étudier. Supposons d'abord, dans la première, la division de la voûte en voussoirs eOectuée au moyen cde plans normaux infiniment rapprochés : les deux faces de latête de chaque
voussoir qui déterminent les gradins seront infiniment étroites; imaginons actuellement qu'on sépare le corps et la tète des voussoirs suivant la surface extrados, c'est-à-dire suivant la surface qui passe par les arêtes extérieures des plans de joint normaux; on aura isolé de chaque voussoir un prisme triangulaire ayant pour base un triangle rectangle de côtés infiniment petits, et dont l'hy'poténuse répond à la face de 'contact de ce prisme et du voussoir. Substituons enGn aux assises horizontales de la disposition ci-dessus, une série de prismes verticaux ayant pour bases les faces horizontales des prismes triangulaires que nous venons de définir, et limités, dans le sens vertical^ par un même plan horizontal dont le niveau ne soit pas inférieur à celui du point le plus
élevé de Textrados. On obtiendra de cette manière une disposition dans laquée chaque voussoir se trouve accompagné d un prisme trian^aire -et d'un prisme quadrangulaire, et telle que les actions exertées par te massif sur les voussoirs seront normales à Textrados et déterminées.
En effet, dans le système que nous examinons, la force qu'un voussoir reçoit du massif est la pression normale exercée par la face du prisme triangtdaire par laqueUe il est en contact avec lui, en faisant toutefois* abstraction du frottement : mais on pourrait dire que cette force ne se développe pas, si Ton admettait que la face hypoténuse et la face verticale du prisme triangulaire fussent en contact parfait au moment de la pose, Tune avec le voussoir, Tautre avec le prisme quadrangulaire adjacent; du moins, îl n'aurait lieu qu'en vertu de la comjHressibilité de la matière du prisme, qui lui permettrait de descendre un tant soit peu sous Tinfluence du poids du prisme superposé et du glissement occasionné par rinflexiôn dé la voûte. Nous né^igerons donc ici le frottement, ce qui revient à supposer normale l'action du prisme sur le voussoir. Déterminons maintenant l'intensité de cette action; pour cela, nous aurons à considérer l'équilibre du prisme triangulaire.
Afm de simplifier les notations, nous placerons l'axe des x dans le plan horizontal qui limite les prismes quadrangulaires à leur partie supérieure.
Les forces que reçoit le prisme triangulaire sont au nombre de quatre : ce sont les trois pressions exercées perpendiculairement sur ses trois faces longitudinales, et le poids de ce prisme; nous devons faire abstraction de ce poids, qui estime force infiniment petite du deuxième ordre à cause des deux dimensions infiniment petites du prisme, et ne doit point, |>Our cette raison, figurer dans des équations entre les autres forces qui sont infiniment petites du prenttër ordrCi .
Soît às^ le côté hypoténuse de la base du prisme triangulaire , les côtés horizontal et vertical do cette base seront dx et ity'; les étendues superficielles des faces correspondantes seront respecti-
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vement Xds\ Xdx' et XJ/. N' désigoast comme ci-di93au3 Vimen-. site de la pression normale par unité de surface, rintemité de la pression exercée par le Youssoîr sur le priame sera N'Xd^\ et comme cette farce est dirigée, du centre àt courbure vers Tex*trados, ses composantes horizontale et verticale seront Kïids' smn. et — N'Xrfi' cos a.
Soit H' la pression horisontale par unité d^ surface ex^eccée par le prisme trianguiaire sur la partie adjaicente du massif, et que, réciproquement, celle* ci exerce sui* la faee verticale du précédent; la force exercée contre le prisme par la partie ac^acente d«i massif sera H'Xdy, et dârigée vers les x négatifs^ la convexité» de Yiàèment ds' étant supposée, du côté des x positifs.
Enfin» la face horizontale du prisme trimgukire reçoit une fovoe verticale qui n est autre chose q«te lie poida dia pvisniequa^ drangulaire c<MTesp(Midant, ou i^myXdx^ en, déaigamA par i le^ rapport de fat densité du massif à ceUe de la vouti^ de soirtQ que itff représente le poids de Tuiûté de vdkuoe du massif, aussi <|ue nous Tavons dit fdus haut.
Egalons à zéro les sommes des: projections, horiaoftiales et. verti* cales des forces qui sollicitent/ le prisme triangvdaire ;> nous aurons
NXds' sina — ïïXdy' = o ;; — }i'Xds' çosot -+- ivfyXdx' = o, ou hien
ou encore
. La pression ncHtn^e N' par unité de surface se taoïAVe ainsi déternnnéa; et de ce que eeUie pression et k pression H' ont pouff valeur commune la quantité i'Wj^ on. en conclut que le mode, de disposition des matériaux du massif dont nous nousi ocaupoi^9iic^9 donne lieu à la même distribution des ^es^ions, quei si lé massif était un liquide de densité correspondante autpoftda itu de L^uDÎtiJ de volume.^
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Noué dorions pu, comme plusieurs àQteurs, partir immédiat tement de Thypothèse de la fluidité; tuais U iicms a para bon ^'ifidiqaer à qoel mode de disposition répond cette hypodièse que BOUS allons adopter dans ce qui va suivre. Nous signalerons À ce sujet la teadauce d'un bon Dombre d'ingénieurs k remplacer généralement la disposition en gradins des parements extérieurs par cette résultant d\m extrados continu, avec assises horiçotitales coupées ^obliquement en leur intersection avec Teitrados. Cette disposition de Tappareil des têtes peut donner lieu à des pressions normdkes, mais» leurs intensités restent indéterminées; il ne faudrait que séparer les prismes triangulaires, des assises horisoQtales, pour diminuer notablement Tindétermination et se rapprocber de notre disposition idéale : si Ton avait à redouter la rupture de ces prismes t!n leurs angles aigus, On pourrait les éonstruire d\me matière plus résistante, et même, dans certains cas, les rattacher aux pierres supérieures, c'est-à-diris les faire alors de la même pièce que celles-ci.
On dira peut-être que , si Ion applique aux appareils consistant en assises horizontales et voussoirs en gradins les formules relatives à réquilibre du système formé de prismes disposés verticalement et reposant sur des prismes triangulaires détachés des voussoirs, ou celles relatives à Thypothèse de la fluidité des matières du massif, on ne courra aucun risque relativement à la stabilité de la construction proposée, puisque celle-ci donne lieu à des liaisons résultant du croisement des pierres des assises horizontales , que ne présente pas la disposition du massif en prismes verticaux, et que, d'autre part, le passage de Tétat fluide à Tétat solide établit des liaisons favorables à la stabilité, et sur lesquelles on n'a pas compté. Nous n'invoquerons point ces raisonnements, qui sont plus spécieux qu'exacts, attendu que les liaisons établies dans la construction ont pour résultat précisément d'empêcher les charges de se répartir sur les reins de voûte, comme elles le feraient si ces liaisons manquaient absolument, ou dans le cas de la fluidité. Nous avons indiqué, dans la note du n"^ 7, la nécessité d'assu-
rer la direction normale des pressions exercées par le massif; nous croyons donc ne pouvoir mieux faire, et siu: ce point nous sommes d'accord avec de savants ingénieurs, qu en adoptant rbypotl;^èse de la fluidité, et en engageant les constructeurs à se conformer, dans l'appareillage des parements extérieurs, aux conséquences de cette hypothèse, par Tadoptiôn de dispositions propres à la réaliser, ou à en choisir qui se rapprochent le plus possible de celle que nous avons décrite, et que nous allons soumettre au calcul,
APPLICATION DBS FORMULES D£ L'EQUILIBRE AU CAS OÙ LES PRESSIOHS NORlf ALS^ EXTERIEURES AUX VOUSSOIRS SONT PROPORTIONNELLES \ LA HAUTEUR DE LA CHARGE QUI S'ELEVE AU-DESSUS DE CEUX-CI.
9. Nous partirons de la valeur de N' obtenue dans le numéro précédent, et qui donne
En substituant cette vajeur dans les deux premières équations (/), on a
d.fjL cosa = — — dy\
d.fjL sina = -h- — dx' ^~ V — ^ "^) ^^'' Quant à Téquation (m), elle reste la même,
fi — li.==y — h — ^ e(i-- cosa), et réquation (n) devient
pz=:(i — : . {p)
iy-4-ccosa ^ ^''
Cette expression du rayon de courbure de Tcxti^ados offre un moyen très-simple de construire cette courbe : nous reviendrons
plus tard ftor ce sujet. Nous alloua mainteuani nous occuper de riutégration des équatioos différentielles ci-<lessus, ou mieui de la première d'entre elles, comme plus simple, ce qui suffira, puisque la valeur de ft résulte d'une intégration effectuée précédeomient.
On obtient immédiatement, en intégrant la première de ces équations, à partir des limites pi^, i et A relatives à fi, cosa et y,
fi. — fi cosa = ^ (y* — h'):
pour éliminer ft, multiplions par cosa Téquation qui donne la valeur de |X — fi», et ajoutons membre à membre avec celle-ci; il viendra
tt,(i.---cosa)=(/~A)cosa— -e(i~co8a)cosaH (/'—A*), (y)
En exprimant dans cette équation cosa en fonction de tanga
dont la valeur 6st^, on aurait Téquation différentielle de la
courbe extrados, qui semble présenter, pour l'intégration, plus de facilité que Téquation différentielle de Tintrados; mais il convient mieux d'obtenir l'équation de l'intrados (*), et dans ce but nous ne nous laisserons point arrêter par des difficultés qui sont plutôt apparentes que réelles.
Pour passer de l'équation [q) à celle relative à l'intrados, il suffit de remplacer y par sa valeur en fonction de j"; en effet, cosa conserve la même valeiu* poiu* les points des trois comtes situés sur une même normale à l'extrados, ces courbes étant parallèles en vertu de la constance de |-e. Or les coordonnées y et y' ne diffèrent que d^une quantité égale à la projection verticale de e; on a donc
y' =z y" — -ccosa:
(') Nous voulons parier ici de Y intrados fictif , que nous désignerons simplemenl par la dénomination d'intrados, à moins que nous ne prérenions du contraire.
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nous déduirons de cette é^attoii la râleur ittîtiale <ie j\ €n &i\^
«ttnt à la foi» y' :î=r: A et a r= o ; soit V «ette valeur At *f, il tient
équation qui, combinée avec la précédente par voie d^adclition et de soustraction, donne
/-f- A=/-H A" — e(i-f-cosa), y — h=y'' — A"-f- e{\ — cosa);
multipliant celles-ci membre à membre, il vient
/> — k* = /» — h"' — 2 e {y cosa — h") — e'{i — côs^ût);
substituant, enfin, cette valeur et la précédente dans Téquation (7), nous aurons
fAo (1 — cosa) = {/ — h") cosa -h ■: e [i — cosa) cosa
-+" Te ^y'' ~ *'') ~ ^ (/ ^^^^ — h')-^^ (1 — cos'a).
(Test ici le lieu de remarquer que si Ton considère la quantité e comlne étant du premier ordre de petitesse par rapport aux rayons de courbure , ou. aux coordonnées que Ton suppose de même ordre, la quantité ji^ est du premier ordre de grandeur par rapport à ces dernières : en effet, le deuxième membre de cette équation ne contient que deux termes ayant e en dénominateur, et qui sont pour cela du premier ordre de grandeur, réunis sous la
forme — (y^* — A"*); la difiTérence de ces termes reste en générai
d'un ordre de grandeur supérieur à celui des coordonnées « puisque le facteur de cette différence y^ — A" est en général d'im ordre de grandemr plus élevé que e : il faut donc que le deuxième membre, et par suite le premier, soient du premier ordre de grandeur, généralement. On observera que si, vers le sommet de
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rintxados, / -^ V devient taras-petit et nidma mii, le facteur 1 — cosa devient nul en même temps, et Tordre de pi» reste indéterminé vers le sanuDet , diaprés Téquation précédente ; mais l'expression (/>) de p' montre que le produit de e par jx, est constamment égal au produit de quanhîtér de Tordre des coonleoMèce. Nous sommes donc autorisé à regarder |Xo comme étant du premier ordre de grandeuir.
Posons, pour abréger et simplifier les discussions,
ia quantité, 9^ sera, d'après ce qui vient d'être dit, de Tordra de grandeur des coordonnées et des rayons de courbtipe. Multiplions
Téqu^tion ci-dessus par — :(ml par sa valeur -r-^, il viendra
1 tîOSa =•^1 — ; h T-r (/ V) COSflt -f- rr": f t — CÔSa) COSfa
; [f cosa — A*) j (i — cos*a).
Cette équation est du deuxième degré par rapport à cosa; mais observons que eos^a a'affecte que des termes du deuxième ordre, de sorte que si, comme nous sommes convenu de le faire, nous négligeons^ eeu« div troisièiDe', il suffira i^ ^ suj^Hit^er à cosa et à I --^ coMt Jeilr^ vaJwrs obtteo^eiqreQ'Q^g^fSMftl QW* du p«emj^ei;. .Oi5 U; valeur de i — doso; Qs|t ■■.. ; , » .. aw *r»i§^ prè$ du prenuer ordre, d'àprèsiFéqualion^ précé^^nte; d<0à ):^u4te'pour la valeur, de cosa, au même degré d*approximîition, i — - — ; — :
nous pourrons donc, en ne négligeant que les termes à^ troisi^n>e ordre, mettre le troisième terme du second membre sous ia forme . / ,
<îo&a,. . ,-... :.,
fi)
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et écrire le dernier terme de ce membre ainsi qu'il suit :
Au moyen de ces valeurs, Féquation précédente deviendra
} — COSCL='- ^; h[t^.{/~A)~-/.
h e* y* — h"* «• i« /• — A'» 1 H- 7T-; ;; h ; ; — COsa;
on en déduit
ou bien en ajoutant et retranchant — h" dans la parenthèse du premier membre, et tirant la valeur de cosa,
casa — ■ ,,,,,_,, ,, ' : — .« /A x/«^A-> ' (**)
Telle e3t réquatîqn différentielle de Tintrados qu!il reste à intégrer, en y supposant cosa exprimé en fonction de^ tanga ou de ~.
10. Avant de procéder à l'intégration de cette équation, nous aurons à exprima Je9 quantités (x et p^ puis ensuite e pu St ea fonction des ordonnées de Fintrados.
L'équation (m) donne immédiatement, au moyen de la valeur ci-dessus de y — A, •
jx — {^=^f — *''~*^ 3 ^ (' — cosa); et, si Ton observe que e est du deuxième ordre par rappoit à jx,
^n aura une expression de (i exacte jusque dans les termes du
deuxième ordre relativement à cette quantité, en mettant à la
place du facteur i — cosa la valeur obtenue plus haut en négli*
géant les termes du premier ordre; le dernier terme du second
membre de l'équation précédente pourra s'écrire - e ^ — ; — , ou, en vertu de Téquation [s), — (/• — A'*) : il vient donc
Quant à l'expression du rayon de courbiu*e, observons qu'en vertu du parallélisme des trois courbes, on a
substituant cette valeur et celle de f dans l'équation [p) dont nous chasserons les dénominateurs, nous aurons
(p'-h e) [iy'-h (i — i)e cosa] = e^ -f-^ {y" — i')-!- ô*( i —cosa)
— 3 ^* (' — ^ cosa);
divisant tout par i, et ayant égard à la relation (5), puis effectuant les réductions qui se présentent, il viendra d'abord
p' [y" -h ^^ e cosa] -f- ey' -h ^^ e'cosa = - -4- t (/'' — h")
-+- r - (1 — cosa) -h — e" cosa, 3 i ^ ' éi
puis ensuite
P"(r'-4-^^co8a)=iv'-«A'-4-^TH-^e(7'-A')
— j f- — ijc*c9sa.
et enfin
,• _ , a* -H iï -H , i-r^ « (/— fc') — 4 (?-«•) «• oo.a P = - —7 • («»)
y"-! ^ — e cosa
Nous reviendrons plus loin sur cette expression du rayon de courbure, el nous indiquerons le parti qu^on en peut tirer pour substituer à Temploi de Tintégrale de Téquation (b), celui des constructions graphiques. Actuellement, nous nous bornerons à opérer la vérification de cette expression, en observant qu'on doit pouvoir la tirer de l'équation (u) par la différentiation.
En effet, différentions cette équation en y faisant préalablement disparaître le dénominateur du deuxième membre, il viendra
Or, on a àf i^n: Siha rfs'^^irrrp" sina rfa; substituant cette dernière valeur à la place de ày\ Qt. supprimant ensuite le facteur commim sina^rfa, on aura.
Nous pouvons mettre dans le dernier terme du second nombre
au lieu de - — ^ — ,-la quantité 1 — cosa, diaprés ce qui a été dit
ci-dessus; puis, en transposant le dernier terme de la parenthèse du premier membre, et multipliant par f% nous aurons
3 p^ Ty^-^ izl e cosa] = q' — ^^eV -+- e' -^ ^-^ e{y'—h")
-^l\z — ') (1 — cosa)— ^ (3 - V — ^^'*- Or le dernier terme du second membre étant du deuxième
ordre, on peut mettre à ia place de p\ sa valeur obtenue en négligeant les termes du prenotîer, et l'équation donne ici 2 p" y'^zq^^ en négligeant ces termes; il en résidte que le dernier se réduit à
— %- l M cosa, et, par suite, la somme des deux derniers à
% ( ij — ^ (- — i\ cosa. Mettant ces valeurs, achevant
la réduction des termes en e*, puis tirant la valeur de p"^ il vient
cosa
_ I — t y H : — e cosa
valeur identique avec celle obtenue précédemment.
Nous pouvons déjà remarquer que, dans Thypothèse 1=1, cette expression devient plus simple que celle [p] du rayon de com*bure de Textrados. On pourra encore observer que, dans la même hypothèse, le second membre de Féquation (a) ne contient que des puissances paires de y\ d'où il est facile de conclure que la courbe qu'elle représente devient alors symétrique par rapport à l'axe des x. Le numérateur de la valeur de p" conserve le même signe pour des valetu^s égales et de signe contraire de j", tandis que le dénominateur change de signe. Le rayon de courbure prend alors des valeurs égales et de signe contraire, comme cela doit être , puisque les courbiures en deux points symétriquement placés par rapport à Taxe des x sont nécessairement de sens contraires.
Actuellement la détermination de la distance ^ du centre de gravité au milieu de l'épaisseiu* du voussoir devient très-simple : en effet, nous déduisons de l'équation [h)
on peut substituer ici p" à la place de p\ puisque leur différence est égale à e, et qu'il n'en peut résulter qu'une erreur du troisième ordre que nous négligeons; de plus, on peut à p" substi-
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tuer sa valeur, en y négligeant les termes du premier ordre, laquelle se réduit à -^,; alors il vient simplement
en ayant égard à la relation (5).
L'expression (ï) de l'épaisseur variable e se change de même en
Dans le système que nous considérons , les épaisseurs croissent donc proportionnellement aux ordonnées de Fintrados, et la constante e est l'épaisseur qui aurait lieu au point où l'intrados couperait l'axe des X si cette intersection était possible.
DEVELOPPEMENT DE L^EQUATION DIFFERENTIELLE DE L'INTRADOS.
IL Nous avons à former l'expression du coefficient différentiel -p;, dont la valeur en fonction de cosa est
dx
dx" V^^ * '
on a d'abord, en renversant les deux membres de l'équation (a),
cosa - /« — r--i-«(a^"— «) '
élevant au carré les deux membres de cette équation, retranchant Timité, et réduisant ensuite au même dénominateur, on aura, en supprimant les termes qui se détruisent, et négligeant ceux du troisième ordre,
1 dv"* 1 ' ( /• — A" (/« — A"»)"
Multipliant haut et bas par ç* et meUant le facteur commiu) j" — A^ en évidence, si, de plus, on pose
R. = (j"— A") [ 3 9» - (y" — A'«)] tr' -H A") H- 4 V ^ V'
-4eA'(/H-A'')-+-^e'0.'-H-A')
l'équation précédente deviendra
et l'on en tirera
Telle est Téquation qu'il reste à intégrer.
On sait que l'intégration duixe expression de cette espèce, dans laquelle R* est un polynôme du quatrième degré en y"^ consiste dans la réduction aux fonctions elliptiques. Sous la forme (a'], l'intégration n'est pas même ramenée aux quadratures, à cause de la valeur infinie que prend le coefficient de dy", quand j^' est égal à h", et c'est le cas qui se présente pour le premier élément de l'intégrale. Or la réduction aux fonctions elliptiques exige la décomposition du polynôme R* en facteurs du premier degré, et cette décomposition nous présentera une circonstance favorable à la
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réduction de Tintégrale aux quadratures; nous commencerons donc par opérer la décomposition du polynôme R* en ses facteiurs du premier degré.
DECOMPOSITION DU POLYNÔME R< EN SES FAGTECRS DU PREMIER DEGRE. LIMITES DE LA COURBE INTRADOS DANS LE SENS DES y,
12. La question dont il s'agit se résout ordinairement par la détermination des racines du polynôme R* égalé à zéro. Dans le cas actuel» Tim des facteurs j'' — Il est déjà connu, et il ne resterait plus qu'à résoudre une équation du troisième degré; mais la forme des racines étant trop compliquée, lorsqu'on fait usage de la formide de Cardan, pour que nous songions à appliquer cette dernière , et l'exactitude rigoureuse de la valetu* des racines n'étant point nécessaire ici , puisque la valeur du polynôme n'est exacte que jusqu'aux termes du deuxième ordre inclusivement, nous devrons recoiuîr à un autre procédé, celui de la réduction des racines en séries ordonnées suivant les puissances de e, dans lesquelles nous négligerons les termes d'ordres supérieiu*s au second.
Nous commencerons par déterminer les parties de chacun des facteurs du polynôme du troisième degré , qui sont indépendantes des termes du premier et du second ordre : poiu* cela nous rcr chercherons les factetu^s du polynôme en faisant abstraction de ces termes , dont la suppression le réduit à
L'un des facteurs du premier degré est en évidence; en égalant à zéro l'autre facteur, il vient
Posons
on tirera de l'équation précédente,
de sorte que les deux facteurs cherchés seront H -+- y" et H — y (nous changeons ici le signe de ia différence y — H à cause du signe — qui affecte y^ dans le facteur du deuxième degré). Le produit des trois facteurs, en né^igeant les termes du premier et du deuxième ordre, est donc
Désignons maintenant par a'e, (S'e, y'e les termes du premier ordrç qui doivent entier dans la composition des facteurs que nous nous proposons de déterminer, de telle sorte que le produit de ces facteurs soit, à des termes près du deuxième ordre,
il s'agit de déterminer les valeurs de a', |3' et y de manière que les termes du premier ordre provenant du produit de ces facteurs soient identiques avec ceux qui font partie du polynôme proposéf,* quel que soit y\ Quant aux term'es de Tordre de y^ il n'y a point à s'en occuper, puisqu'ils sont nécessairement identiques av^c ceux du polynôme , en vertu de la décomposition que nous venons d'effectuer. Formons donc l'expression des termes du premier ordre que peut fournir le produit des facteurs ci-dessus : on aperçoit immédiatement que ces termes ne peuvent provenir que du produit du terme di^ premier ordre de chacun des facteurs, par Je produit des termes des deux autres facteurs qui sont de l'ordre de y . On a de la sorte, pour les termes dont il s'agit,
a'e (H-h/; (H— y')-t-^e tr'-hA*) ^—f) -^y'e {y'-i-h") (H-+-/).
Or la sonmie de ces termes devant être égale, pour toute valeur de y^j à la somme des termes du premier ordre qui entrent d^s la composition du polynôme du troisième degré, laquelle est
nous allons égaler les coefficients des mêmes puissances de y dans ces deux sommes, et en faisant abstraction du facteur commun e, nous aurons les trois équations de condition
La dernière de ces équations doime
substituant cette valeur dans la première et multipliant la seconde par A', il vient
((3' -t- /) Hfc' — (^' — /) H« = 4 ^ 7* — 4 A",
(jS' -f- /) HA' — (ly — /) *'* = — A A'»; puis en soustrayant,
_(|3'-/)(H»_A") = 4^V'; mais on a (6^)
H» — A''» = 2 q\ il en résulte.
et, en substituant cette valeur dans la deuxième des équations de condition,
(|S'-f-y')H-4-2i=iA' = — 4A', (^-t-/)H = -^i(,-4-.)A";
OU
on en tire
En ayant* égard à la valeur ci*dessus de cul en ^ et y\ puis se servant des expressions de la différence et de la somme de ces deux dernières quantités que nous venons de trouver, on formera les valeurs suivantes:
y=+-i th-
Actuellement, désignons les termes du deuxième ordre respectivement par a^e*, |S'^% y'^, de sorte que le produit des trois facteurs soit
(/-h*'-f-a'e-haV) (H-4-/-+-|S'^-t-|S'e«) (H— /-h/^-n/^);
nous aurons simplement à identifier les termes du deuxième ordre foimiis par ce produit, avec ceux du polynôme du troisième degré, puisque ceux du premier et ceux de Tordre de y' se trouvent identiques en vertu des calcids précédents. Remarquons à ce sujet que les telmes du deuxième ordre de ce produit proviendront d'abord du produit de chaque terme de cet ordre faisant partie d'un facteur, par le produit des deux autres facteurs débarrassés de leurs termes du premier et du deuxième ordre ; puis ensuite du produit de deux termes du premier ordre contenus dans deux facteiu^s différents, par Fautre facteur débarrassé de ses termes du premier et du deuxième ordre. Cette remarque nous permettra d'écrire immédiatement les termes du deuxième ordre dont il s'agit, et en les égalant à ceux contenus dans le polynôme du troisième degré, on aura l'équation
a'^evt» — /O -H/r^' {y"^V) (H—/) ~H/e« {j"^h") (H-i-/) j -f.a'|3'c«(H— /)-f-aV'^MH-4-/)H-^'/e'(y'4-A'') (
qui se décompose, en égalant séparément les coefficients des
mêmes puissances de y^, en les trois équations suivantes :
a'H' -f- (jS* -+- /) HA' -f- a' ((3' -4- y') H -f- /S'y'*' = ^ /i"
((3--+./) H - ((3"-/) h' -a' (,3'-/) -f-|Sy =z=1h- 4^1^',
La dernière de ces équations donne
substituant cette valeur dans la première, multipliant la deuxième par h!\ et transposant les termes connus dans les seconds membres, il viendra
((3'+/)HA'-C^-7*)H'=-a'(|3'+y')H-|3'y'A'+^-4^^A'-8i=iA"
soustn^ons la première de la seconde, nous aurons
mais nous avons trouvé plus haut les valeurs de (jS^ -f- y')H et ^ — y'; elles donnent immédiatement
(^-H/)H-h(i3' — /ji'^^ — jA^
au moyen de cette relation et de la valeiu* de a , le second membre de Téquation précédente se réduit à
_»(,_.-)r+ ;(._.•). A' H-S^ZI^A-^o;
cette même équation donne par suite
Reprenant' la deuxième équation de condition « nous aurons, en vertu de ^ — y'' == o et des valeurs déterminées précédemment de«', ^ — y',^et>^,
d'où, en ayant égard à ia même équation ^ — y^ = o.
En vertu de cette égalité des valeurs de ^ et )^, celle de cl se réduit à zéro,
Dans le but de simplifier les calculs qui vont suivre, nous donnerons aux expressions de ^ et y'' une autre forme. Faisons disparaître le dénominateur H* de la parenthèse ; en tenant compte de la relation (6'), nous aurons
rènnissons les termes affectés des fadeurs V* et 7', il viendra finalement
Au moyep des valeurs de a', ^', y\ cl\ |3*, y'' que nous venons de déterminer, les trois facteurs dont nous proposions de former les expressions en négligeant les termes des ordres supérieurs au second, deviennent respectivement
H j-e ^-c-H— [(,-+.-H-i^)9«-j.A"je«-h/,
Posons pour abréger
les deux derniers facteurs deviendront
et leiu* produit pourra s'écrire •
de sorte que la valeur {z) de R* prendra la forme
13. Les limites de la courbe intrados dans le sens des y, s'obtiendront en posant -~ = o, condition qui sera remplie, d'après
l'équation (a'), lorsque l'on aura R = o. Or la décomposition que nous venons d'opérer, de la fonction R* en facteurs, donne le moyen de déterminer les limites dont il s'agit, en posant chacun des facteurs égal à zéro : il en résidte , poiu* valeur des ordonnées maxima et minima de la courbe, les quantités suivantes, que nous disposons par ordre de grandeiu*,
L'ordre de grandeiu^ de ces quantités ne parait pas évident si l'on ne remonte point aux valetu^ de et H en fonction de h", et si l'on ne se rappelle pas que h" est positif d'après la nature de la question. D'ailleurs l'ordre que nous venons d'établir est simplement subordonné aux trois conditions suivantes
qui évidemment se réalisent dans le cas de ia question qui nous occupe.
Nous allons faire voir maintenant que la courbe se compose de deux branches séparées. Tune située tout entière du côté des y positifs, et comprise entre deux parallèles à Taxe des x menées
aux distances A"" et ô H r- e, Tautre située du côté des y négatifs, et comprise entre deux autres droites parallèles menées aux distances — f A*" -h a ^-r^ e\ et — (9 — ^-r- e J.
En effet, la condition que le radical R reste réel exige que le polynôme R* soit positif. Or ce polynôme est du quatrième degré en y* et le terme affecté de y^^ est négatif : si Fon fait y*' z= zt oo , la valeur de R* devient infinie et négative; elle ne change de signe que lorsqu'on fait décroître la valeur absolue de y en la ramenant
aux limites extrêmes — f © — ~- «) , H- ( © ^- —r- e\. Donc
la courbe ne contient aucun point situé en dehors de ces limites. La valeur de R* conunence à devenir positive lorsque j" atteint ces valemrs, puisqu'il n'existe pas de racines égales; et, si l'on continue de faire décroître la valeur absolue de y ^ on voit que R' reste positif jtisqu'à ce que y atteigne les valeurs où il change de
signe, ce qui a lieu aux limites — ( A" -h 3 —^ e\ et -h- A"'; le
signe de R* se trouve changé entre ces limites et devient négatif. On doit conclm*e de cet examen que la courbe est composée de
deux branches. Tune située entre les limites — f 9 — ^^ e\ et — [A* -H 2 ^-r- e\ , l'autre comprise entre les limites © -h -^^ e
et A"; etqu'enoutrel'espace compris entreleslimites — ( A^'-t- 3 ~^^
et -H A*' n'en renferme aucun point, non plus que les espaces situés au delà des limites extrêmes.
L'équation [a) fait connaître l'ordonnée du point où la tan-
gente est parallèle à Taxe des y; en effet, en ce point on a — = o,
et réqnation (a') fournit, pour satisfaire à cette condrtion, ia rela*
tion
d^où l'on tire
Les limites obtenues et la détermination des points où la tangente est verticale vont nous permettre d'aborder la discussion de la forme de la coiu-be, et de fixer l'usage que l'on devra faire du double signe du radical R de l'équation (a ). Observons qu'en vertu de ce double signe la courbe est symétrique par rapport à un axe parallèle à l'axe des y, dont la position ne dépend que du cboix de la constante introduite par l'intégration, de sorte qu'ayant déterminé les circonstances de la forme de la courbe en ne considérant à la fois qu'im seul des deux signes, Il suffira d'avoir égard à la symétrie, pour se figurer les parties de la couii)e que l'on n'aura point étudiées.
Occupons-nous en premier lieu de la branche située dm côté des y positifs, et partons de y" = h". Supposons d'abord R positif ou considérons le signe -h dans Texpression {a!) de dsf. Les liantes que nous avons reconnues, de la valeur de y\ nous obligent à faire dy" positif; or le numérateiu* de dx" est positif, tant que Ton a y"* <C 7* -f- ( A" — e)\ la valeiu* de x" croît depuis y" = h" jusqu'à y" = \/ q* -h {h" — c)*. A cette valeiu* de y\ le numérateur devient nul et change ensuite de signe, ce qui rend dx" négatif audelà de cette valeur; ainsi l'abscisse décroit d'abord depuis le
point dont il s'agit, jusqu'à la limite -f- ^^ e, dey" : or cette
limite ne pouvant être dépassée, il faut faire décroître y"j et afin que la comte ne s'arrête point brusquement, nous devons changer le signe de R de sorte que -^ se trouve encore positif. De cette manière le numérateur reste négatif, jusqu'à ce que y" ait ^. atteint .dans sa décroissance la valeur -h V q* -h [h" — e)*; et
Tabscisse continue de dimmuer jnsqa'en cet endrok : mais au delà, le numératettr reprend sa valeur positive, et le rapport —
étant toujours positif, x" croît de- nouveau jusqu'à ce que y"" ait atteint la limite h". Au delà de ce point, il faut faire croître y", c estrà-dire prendre dy" positif et aussi le signe de R ; il en résulte de nouveaux accroissements de x" égaux aux précédents, pour les mêmes accroissements dy" et les mêmes valeurs de y". La comrbe présente dés lors une reproduction périodique des mêmes formes qui lui donne quelque ressemblance avec les cycloîdes allongées. Si Ton considère la branche située du côté des y négatifs, on reconnaîtra sans peine qu'elle présente une forme tout à fait analogue à celle de l'autre branche; et cette branche serait exactement symétrique avec la première, par rapport à l'axe des x, si l'on avait i = i . On reconnaîtra de plus que la condition de continuité dans les parties de cette branche exigera que l'on choi-
sisse le signe de R de manière que -^ reste positif comme dans
^la première. Et l'on conclura de cette convention que le signe de R sera nécessairement contraire dans les parties correspondantes des deux branches.
Nous nous sommes étendu longuement sm* la discussion de la forme des deux branches de la courbe , quoique nous ne devions utiliser qu'une faible partie de fune d'elles; mais nous avions à
fixer relativement aux signes de — et de R des conventions dont
l'une nous servira pour l'intégration de l'équation (a'), et l'autre , pom* la vérification des coe£Bcients que nous présentera l'intégrale de cette expression.
BÉDUGTION DE LUIîTÉGBALB DE L'EXPRESSION (a) AUX QUADRATURES.
14. Nous avons reconnu, après avoir établi cette expression, l'impossibilité de lui appliquer la méthode des quadratures, et nous en avons indiqué la cause , dans la présence du factem* V y" — A"
au dénominateur de la valeur de dx''. Nous aurons recours au procédé de l'intégration par parties, poiu* faire disparaître cette difficulté, en faisant passer le facteur dont il s'agit du dénominateur au nimiérateur.
Posons
v«= (/-+- r-+- 2 ^ e) (e« — (/ _ !zl e)«),
la valeur de R deviendra
et l'équation (a') pourra s'écrire
± dx' = 9'-»*'^-H«'-(^--n ..
En intégrant et séparant les intégrales, il vient
Effectuons la première intégration par parties, nous aurons Or on a
JvKryzTK' v J \ V
, 1 av
dV iViV 1 d.V
V V* i\* aV V"
D'un autre côté, en appliquant à l'expression de ¥• la dilFérentiation logarithmique, il vient
et, par suite,
'^[9.-(/-;=i,)'pv'/-Ki.-+.^.'
Âu moyen de ces expressions, on aura finalement
±ix'=:2{q^ — 'ï Ve H- e*) ^ ^
— 2 (9" — 2 Ve -t-
.X /• ^r?^^"ày'
\//^^.-..lZie[e._(/-l=ie)'y
On devra remarquer qu'aucun des éléments de ces intégrales ne devient infini pour des valeiu's de 'f comprises entre V et ^ 9* ■•" ('*' — ^)*' ^^^ séides dont nous ayons à faire usage , et que , par conséquent, ces intégrales sont propres à recevoir l'application de la méthode des quadratures. Mais nous renoncerons à faire usage de l'expression précédente de x"^ qui serait plus longue à calculer que celle que nous obtiendrons plus loin, dût-on, dans celle-ci , calculer par quadratures les deux fonctions elliptiques de première et deuxième espèce qu'elle renferme.
RÉDUCTION AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES, DE LUNTBGRALB DE L*BQUATION DIFFERENTIELLE DE LA COURBE INTRADOS (').
15. Nous mettrons d'abord la valeur de E* sous la forme d'un carré parfait, en posant
{y" - h') (/-H A' -H a ^ e) = [e«_ (/ - '^ e)'] z\ [e') relation de laquelle on tire
et qui donne, en effet, pour la valeur de R", d'où
■ R=[e.-(/-ir:: .)•].. (/o
Nous supposons ici R susceptible de prendre le double signe; et comme y" ne peut recevoir de valeurs qui rendent négatif le facteur de Zy ainsi qu'il résidte des limites fixées précédemment, il suit de là que z a nécessairement le signe de R.
Tirons actuellement de l'équation [e') la valeur de y* en z; il viendra d'abord, en développant,
f^^h''^2-r-je—:k -r-h'e = e«^» — /'z* -Ha --p-e/^'
(*) Ceux des lecteurs qui, étrangers à la théorie des fonctions elliptiques, crain* draient de ne pouvoir suivre les développements dans lesquels nous allons entrer, pourront passer inunédiatement aux n"" 29 et 30, où nous indiquons une solution numérique et une solution graphique fondées sur la détermination de l'intrados au moyen de son rayon de courbure.
puis, en ordonnant.
_t_ 2 izi A'e -H A"'.
Multiplions tous les termes de cette équation par i -h z*, et résolvona-la par rapport au produit y' (i -+- z") considéré comme étant riaconnue, il viendra
Désignons par Z* la cpantité comprise sous le radical, nous aurons, en supposant provisoirement Z susceptible de prendre le double signe,
/(.-Hz') = --^-.(i-z')-hZ. [g')
Or diflerentions Téquation (e') , nous aurons
ou, en réunissant les termes affectés des mêmes différentielles et divisant par le facteur commun a,
[/_HilleH-.'(/-i=ie)]rf/ = .[e«-(/-lifie)']rfz;
mais le premier membre étant ordonné par rapport à y'^ et le facteur de dz dans le second étant remplacé par sa valem* tirée de (/'), cette équation devient
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d'un autre côté, le facteur de dy' est égal à Z, d'après {g') : on a donc
Zd/~^dz, d'où
Nous avons établi, dans le n"^ 13, que le rapport — doit rester positif; il suffira, pour faire usage de Téquation (A'), de donner à Z un signe tel, que le rapport — soit également positif.
Formons actuellement la valeur de Z* : cette valeiu*, en ordonnant par rapport à z, et supprimant les termes qui se détruisent, devient
^ iiZ^%.^3 izi A''^ ^- A\ ou bien
z« = ^*e'-hz»[e'-f-A"'-f-2 iiii A*e — 3 ^^%']
Nous avons encore besoin de décomposer la quantité Z' en ses facteiu*s du second degré; mais, pour cela, nous calculerons préalablement la valeiu* du coefficient du deuxième terme : formons donc le carré de la valeur de équation [c); nous am*ons, en négligeant les tenues du troisième ordre,
e«=H«-2ii:iA'c+^.[(i+^i + i')29*~^.A'"+(i-h.?A'"]e'.
En ayant égard à l'équation (6'), puis opérant les réductions, cette valeur deviendra
Or ies termes qui suivent 8*, dans le coefficient du deuxième terme de la valeur de Z*, sont
en faisant la somme de ces termes et de B% le facteur de t^ de* vient
et la valeur de Z* se réduit à
mais au lieu de décomposer cette expression en facteurs, il sera plus simple de décomposer en facteurs le produit Z'B*. Posons, pour abréger,
il viendra.
il suffit d^égaler à aéro le second membre dé cette équation, et d'en tirer les racines; ces racines sont
Posons encore
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aoua aurons, pour expression du pol^xiome ci^essus décomposé
en ses facteurs,
V 0* rT-_ (2* 0* -f- m* -h K) {z^ 0* -4- m» — K).
Il reste à calculer les quantités /n* -f- K, m* — K, et par suite m*, puis le produit — a* 0". EffectuonsJes deux dernières do ces opérations sans réductions d'abord; nous aurons, en écrivant séparé* ment les valeurs des trois termes dont se compose — n* 0%
iii' = -h(A"''-+-^')'— 4(A'''-l-9')A'e-h2 1^ (A"»-f-9')c>
i-+--i-hi
_e«A''=_(A"''-|-29*)r'-j-a ^A'^AV — A"'e'
_ae.lZ:iA''c= ■ — 2^(A"'-h2 9«)A'c h- ^ IZ^ A*' »•
Ajoutons ces équations membre à membre, il viendra, toutes réductions faites, et à cause de K* = ml — v? 0',
K«=9* _ ^ 9. A'e-h -Ç- (- ,_ ,._ ij H- -^ (2«- .').
Pour extraire la racine, nous mettrons en évidence le facteur 'ç*, ainsi qu'il suit :
. K*== ?* j 1 — '-r ^,^ -1^ e^ :[j t— ^^ — IH- ^ (21^ 4J |.
Elevant les deux membres de cette équation à la puissance -, nous aurons
et enfin
Soient maintenant
nouB «XTons, au moyen. de la vileur de m',
et la valeur de Z* 0* décomposée en ses facteiu*s pourra s'écrire
ou bien encore
Z.e- = M-N-(,-h^^),(.-H^|). „ d'où Ton tire
Soit (^ un ang^e auxiliaire lié A z par la relation
lang^=-z. (r')
le même angle sera donné en fouction de y' par Celte autre équation déduite de {e'), '
On aura réciproquement, pour la valeur de z en fonction de ^,
z = - tang(p; {p')
cette équation donne, en difiérentiant,
Substituons la valeur (p') de z dans f équation (/w'), il viendra
Z =z zfc ^ \/(n- ~ tang»^ ) (iH- tang»(p).
Divisons membre à membre Téquation qui précède par celle-ci, nous aurons
dz / 1 d^
co«* ? V ( " -*- jjj; *«ng*^) (» -Htang»^)
OU
dz 1 df
C08*P H 8iD*0
En remplaçant ici cos*^ par sa valeur i — sin*<p, il vient
iz ^ 1 dÇf
Posons
(*) La valeur de c* peut être mise sous une autre forme. En effet, les équations {h^) donnent» par soustraction,
d'où
et, ensuite.
C* tag .
N»H-aK
et, de plus,
A* = i — c*sin»(p, (r)
nous aurons
L'équation (A') comparée à cette dernière donnera
Y — T — mT' ^^^
en faisant abstraction du double signe; et, si nous voulons que cette formide soit générale, il suffira que nous disposions des
valeurs de ^ et A, de telle sorte que le rapport -^ soit toujours
positif, attendu que ^ doit toujours Têtre , d'après ce qui a été
dit au n** 13.
Voici comment on fixera les signes de ces variables : nous avons vu qu'en vertu de Téquation (/'), ^ doit avoir le signe de R; il résidte de Téquation (n'J que tang(p doit avoir aussi le signe du radical R. Or, d'après la variation de signe de ce radical que nous avons reconnue vP 13, il faut que tang^ soit de même signe
que le rapport —^ le sens positif de à$^ étant celui que Ton obtiendrait en suivant le contour de la courbe depuis les % infinis négatifs jusqu'aux x infinis positifs.
Ainsi, dans la branche inférieure, on fera varier ^ de o^ à go**,
pour y" compris entre A' et ô H r- e, ce qui donne tang (p positif : en faisant décroître f depuis la limite Ô H r-e jusqu'à
la limite inférieure A", ^ variera de 90** à i8o**, et tang^ sera négatif; il est clair qu'en faisant de nouveau croître et décroître y*, les mêmes valeurs de tang ^ se reproduiront périodiquement avec les mêmes signes, et que ^ pourra varier de 1 80** à a 70**, puis de 2 70"" à 36o®, et ainsi de suite, à cause de tang (1 80® -+- ^) = tang^. On aura donc à(p positif dans toute l'étendue de la branche infé-
rieiu^e , et pour que — soit toujours positif, il suffira que l'on prenne
dans cette branche le radical A avec le signe +.
Dans la branche supérieure ou située du côté des y négatifs, en faisant décroître ;y'' depuis — ( A'^H- 2 ^-r^ e\ jusqu'à — f — ^-r^ e\ ,
on pourra faire varier ^ de o^ à — 90', ce qui rendra tang^ négatif, comme cela doit être ; puis , en faisant croître y" depuis la limite
supérieure négative — f :— e\ jusqu'à la limite inférieure
négative — Ui --\- 'x -^"t— c], on devra faire varier ^ de — go""
à — 1 80**, ce qui rendra tang^ positif: en continuant ensuite à faire décroître , puis croître successivement y", ^ prendra les valeurs — 2 yb"*, — 3 60®, etc. On aura donc d<p négatif dans toute Féten-
due de la branche supérieure, et pour que — reste positif, il
faudra que Ton prenne A négatif dans toute Fétendue de cette branche.
En résumé, il faudra, pour pouvoir faire servir Tauxiliaire (p à représenter la moitié de Fétendue indéfinie de la courbe intrados , lui attribuer des valeurs croissant indéfiniment à partir de zéro, dans la branche inférieure, en donnant à A le signe H-; puis lui donner des valeurs négatives de grandeurs absolues indéfiniment croissantes, en faisant Â négatif dans la branche supérieure. L'autre moitié résultera de la symétrie avec la première par rapport à un axe vertical passant par le point correspondant à Ç = o. On remarquera toutefois que les intégrales j «- et J A(j(p que fournira
Fintégration conserveront les valeurs absolues qu'elles prendraient si A et FampUtude (p étai^oit positives, puisque les deux quantités A et d^ sont toujours de même signe. Fixons encore le signe de la fonction Z que. nous avons laissé arbitraire dans Féquation {g) ;
observons que, d'après Féquation (A'), -— doit être poâdf, et que
la différentielle de z tirée de (/>') donne dz de même signe que d(p, c'est-à-dire positif dans la branche inférieure et négatif dans la branche supérietHre : il faudra donc que Fon fasse pareillement Z positif dans la première et négatif dans la seconde; mais nous
n'aurons point à avoir égard à cette circonstance , attendu que Z n'entrera dans les équations finales que sous la forme Z' et — .
Au moyen de ces conventions, Tusage.des doubles signes se trouve fixé, et il deviendra facile de procéder plus loin à la vérification susmentionnée des coefficients de Téquation de la courbe intrados.
16. L'équation (a') contient, outre le facteiur -~, un terme en
y* qu'il s'agit également de transformer. Or on tire de Téquation (j'),
Z-LJ.e(.-^.')
et il vient, en élevant au carré.
rf'i
puis, à cause de Téquation (A'), on en déduit
Au moyen de la même équation (A') et de cette valeur, l'équation {a') devient
daf = fa* -h (A — eV ha — e dz J
-(¥)-«-(iii;)'7-r
Sous cette forme, on voit qu'il n'y a point à se préoccuper du signe de Z, puisque cette quantité n'entre qu'au carré et en diviseur de dz, et qu'il n'en résulte que des factemrs posittis. Transformons d'abord le terme algébrique : le coefficient de dz , dans ce terme, ne contenant que des puissances paires de z,.son déve-
loppement sous forme de fractions ne devra contenir également
cpie des puissances paires de z; on pourra donc poser
La réduction au même dénominateur donne
et Ton en tire, en égalant les coefficients des mêmes puissances de 2*,
et, par suite, a' == a : il vient donc
1 — z* -, d% dz
dz ^=2
or, on a, par les formules connues de réduction, d'où, en différentiant,
dz 1 2 dz
ajoutant membre à membre cette équation et Téquation différentielle précédente, il vient, pour Texpression transformée.
-' rf^=rf-i
Transformons le facteur — du deuxième terme du second
membre de (('), et pour cela reprenons la valeur primitive de Z% nous aurons
z* ; r^e^H-Si'm'-l-A»
extrayons maintenant de la fraction qui forme le second membre de cette équation « la partie entière qu'elle contient, la division donnera
Enfin, extrayons aussi la partie entière de la fraction f — ^ j qui affecte le dernier terme de Téquation (f'), nous aurons
et, par suite.
Au moyen de ces diverses valeiu*s, Téquation [t') deviendra
ix'=[,-+(»--e).]i-[e.-,(e--»-)^-(e.-».)^]i
OU, en réunissant les termes de même foitne,
17. Exprimons maintenant les facteurs qui contiennent z* en fonctions de ^, nous aurons d'abord, en vertu de Téquation (/)'),
iH- ^* = 1 H- ^ tanij*0 = ^ — ; -,
ou
j 8* — (6* — N») sin'Ç
on en déduit
I cosf^
Posons
il viendra
GOS
•«• 1 — (c'h-C|*) sio'^
Nous allons faire voir que c^* est une quantité du deuxième ordre de petitesse. En effet, la relation précédente donne, en mettant pour c* sa valeur {q')y
et il en résidte
les valeurs (i') de ô*, et (/') de M% ne diffèrent que dans les termes du deuxième ordre, et la différence de ces termes se réduit à
si Ton a égard à la relation [b') , on en déduit
Or pour former la valeur de e^*, en négligeant les termes du troisième ordre, on doit négliger, dans les facteurs M^ N* et O*, les termes du premier et du deuxième ordre, puisque le facteur que nous venons de calculer est du second; ces facteurs se réduisent dès lors à H', A*'* et H*, et il vient simplement
La valeur de C|* est donc effectivement du deuxième ordre, ainsi que nous venons de Tannoncer. Nous profiterons de cette circonstance pour éviter les fonctions elliptiques de troisième "espèce. Considérons, en effet, la fonction
I— (c'-Hc,")8inV'
noua aurona, en développant cette fonction suivant les puissances de CiS au moyen du théorème de Taylor, et nous bornant au terme en c,\
1 1 lin*
et la valeur ci-dessus de ;, en faisant usage de la formule (/),
pourra s^écrire
oa tire de là
puis, au moyen de Téquation (/)'),
(on remplace ici, dans le terme du deuxième ordre, le rapport -
par ~ qui n'en diffère que de quantités du premier ordre , et ne
donne lieu, par suite, qu'à des erreurs du troisième).
En élevant au carré les deux membres de cette équation, il vient
équation dans laquefle - tient la place de - au dernier terme, par
les mêmes raisons que tout à Theure.
Substituons maintenant les diverses valeurs que nous venons d'exprimer en fonctions de (p, dans Téquation (n') dont nous mul- . tiplierons préalablement tous les termes par M, puis à la place de
M ^, sa valeur — tirée de Is'), et enfin à la place de Ci% sa va-
leur (u;'); il viendra , en négligeant des termes d'ordres supérieurs au second,
M (ix''====— [e«— v«— (A''— e)«-4- (i:=:i)%«] Ç
Il devient indispensable de présenter ici le développement de chacun des coefficients, que Ton e£Pectuera sans peine au moyen des valeurs de 0% m* et n*:
i*T coefficient = — U» — ^}ie-\-^ii — 3 * "•" ^ y ^'1'
2* coefficient = -h 2 U* — ^ h"e-v-^i\ — î ' "*" ^ y ^ p
y coeffîcient= -+-a|9* — ^ *^^"*" "^(s ' — '* — ^ r
Le quatrième coefficient n'a point de changement à subir. Quant au dernier, observons qu'il suffit d'avoir égard au terme du pre-
MN
mier ordre, dans la valeur du produit —, puisque ce dernier coefficient est lui-même du premier ordre. Or nous pouvons tirer
la valeur du rapport -, de rexpréssion obtenue ci-dessuB de la différence 0* — M*; elle donne, en effet,
en substituant Tiuiité au rapport ^ dans le terme du deuxième ordre; on en déduit
Cette quantité ne différant de Timité que par un terme du deuxième ordre doit être réduite à Uunité dans Texpression du produit
— , ce qui réduit ce produit à la valeur de N développée jusqu'aux
termes du premier ordre indi^sivement; or, la valeur [t) de N* peut s'écrire
et lors même que A^ qui est toujours > e, serait très-petit, on aurait encore, aux termes près du deuxième ordre.
Le dernier coefficient a donc pour expression
2—7- A eH-2
Au moyen de ces valeurs des divers coefficients , l'équation différentielle ci-dessus devient
M ix- = - [,._ a îjî+i (. -^.■+.-.) ..]?
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DéyeloppojDS les produits indiqués, dans le second membre , et négligeons les termes d'ordres supérieurs au deuxième, nous
aurons
Mdx'
18. Commençons par effectuer la réduction des termes du deuxième ordre (jui ont A7 en dénominateur. Cea termes peuvent s*écrire
et la dernière parenthèse de cette expression donne
— sin*^ -+- cos'^ = 1 — ( i — —1 sin^^ :
or on peut substituer dans cette valeur, à la place de 77;^ le rapport -~ qui n'en diffère que de quantités du premier ordre, et, par suite, ne peut produire que des erreurs du troisième; il
en résulte que le facteur i — — pourra être remplacé par c* d'après [q), et que Ton aura, en ayant égard à la relation (r),
- sin'ip -h co6*(p = A* , (/ )
valeur exacte aux quantités prés du premier ordre.
La sonune des termes du deuxième ordre qui oui A' en dénominateur se réduit ainsi k
Les termes qui ont A' en dénommateur dans ia valeur de M<ir' peuvent se grouper ainsi qu'il suit :
a [7» — j h'êj ^ (2.»™'<? •+■ co»'<p) <^<P
-H ^ (1 -h «•*) e' ^ (g »m«(p - cos«(p) rf(p
-!- — «* *-j- (a cos*9 — — sm'^j a^.
(Dans les deux derniers termes, qui sont du deuxième ordre, on
a remplacé le rapport — par — qui n*en diffère que de quantités
du premier ordre.) Le premier de ces termes va se réduire aisément : en effet, on a, en ayant égard aux relations (v'), (r^) et (w'),
— sin*^ H- cos*^ = 1 — - sin*^ = 1 — (c* -4- c,*) sin'(p,
N* /l — î\i A"* rf*
— sin»^ -f- cos'(p = A* — 2 l-T-j ^ - sin'Ç; en substituant cette valeur, le premier terme donne
Pour transformer je deuxième terme, écrivons la parenthèse sous
la forme
-- sin*^ — oos*^ = — f— sin*^-hcos*9j -f- 2 -- sin'(p;
puisquil s'agit ici de termes du second ordre, on aura d'après (/'),
— sih*^ — cos*^ == — ^* "+* ^ H* *^^*^ ' et le deuxième terme domiera
Enfin écrivons la parenthèse du troisième terme sous la forme 2 cos*^ r— -- sin»(p = 2 fcos»^ H- — sitf^j — 3 — sin*^, on aura, de la même manière,
2 cos*0 — — sin*^ = 2 A* — d — sin*^, et le troisième terme deviendra
Le seul terme qui contienne A' en dénominateur dans Téqualion [x') est
Obscfrvons que Tensemble des termes [z'), (a"), (6''), (c") et (cT ) est Téquivalent de la somme des cinq termes compris entre le premier et le dernier du second membre de (a?'); il ne reste, pour former Vexpression transformée de la valeur de Mdx'^, qu'à réunir
ces terme» aux tenues extrêmes du second membre de {x'). Effectuant cette réunion, et ordonnant en même temps, il vient
.18 bis. Nous allons nous trouver obligé de donner des formules de réduction applicables à Téquation qui précède. Proposons-nous d^abord de réduire Texposant élevé qui entre au dénominateur du troisième terme de son second membre.
On arrivera par la différentiation, et en opérant convenablement les réductions, à la formule suivante :
-T'^T-= («n —) i^n <*<?-»- "7 ■^, àp
d'où Ton tire inversement
A**^ ^ (,*— ,)c»J m-Hn sin"
En faisant dans cette formule m=i, n = i et* = a, il viendra
D'un autre côté , si Ton dififérentie l'expression "" et que
Ton opère les réductions, on arrivera à la relation
d— ^— = -[Ad(p-{i-c«)-J,
d*où Ton déduit inversement
«te Substituant cette valeur de -^ dans Texpression différentielle cidessus, on aura
Or cette expression différentielle affectant dans Técpation (e") un terme du deuxième ordre, on peut y substituer à la place de c' sa valeur obtenue en négligeant ceux du premier et du deuxième , laquelle est» diaprés les équations (9') et (f),
on en tire
et, par suite,
Au moyen de ces diverses valeurs, le terme qui contient A' dans Téquabon [e") se transformera en
Occupons-nous maintenant du facteur — -(f(p; nous aurons
OB peut écrire
on en déduit
puis, en ayant égard à Téquation (/),
et le deuxième terme du second membre de [e^) devient
,._.Ae + --j-J[----A(i9H-d-^J. (I)
Réunissons les expressions [h") et (f ) aux deux termes extrêmes du second membre de Téquation (e'), puis ordonnons; il viendra
Avant d'écrire l'intégrale de cette expression, notis réduirons les coefficients de ses différents termes. Et d'abord considérons la quantité -^
qui fait partie des deux premiers coefficients : substituons à c' sa
valeur
qu*on obtient en vertu de M* — N* == a K, la quantité ci-dessus deviendra
Soit, pour abréger,
la valeur {j') de K pourra se mettre sous la forme et la même quantité deviendra
'-m"(-4>- -mh?)?'
en divisant haut et bas par R^, et substituant ensuite q* à la place de K|, dans le terme du deuxième ordre; mais si nous réduisons en série le facteur de M% la quantité dont il s'agit aura pour expression
effectuant le produit indiqué ici au moyen de la valeur [F) de M% cette quantité deviendra
Réduisons les termes du deuxième ordre, ces termes deviendront successivement
■j^,_3.^-3-hM»-')'(='-H=»^V^)je« ' et Ton aura finalement
Cette valeur va nous servir à opérer la réduction des coefficients de — - et A(/(p dans f équation {/); en effet, pour former le premier, nous devons ajouter au second membre de [k") les termes
En ajoutant et réduisant, il vient
coeff. de — = A*'* H- ç* — 2 h'e -h ^^^ e\
Pour former le coefficient suivant, il faut ajouter au même membre les termes
et changer ensuiteie signe du résultat : effectuant ces opérations,
on a
coeff. de À d(p=— [*'• -h a 7' — a '-^ h'e
On peut donner au coefficient de e' une autre forme en rempla-
çant H* par sa valeur A'* -f- 2 a% d*où résulte -- = 2 H — -; on trouve, en faisant cette substitution,
coefiF. de Ad^ =— [A'»^ 2 ^«_ a !±i A»^
En réunissant les termes en e* du coefficient du terme suivant, on aura
coeff. de d^lp^=:i [,._ iA'e+f.(|.-.-«-, -(.-,)« î')c'].
Au moyen de ces vdeurs réduites des coefficients, l'équation (y") devient finalement
-[A'«+a7'-a^A'c+^(ji-3i'-3-a(i-i)«^)e']AdÇ
/l — iXtA** . ,8100 0080
I sinÇ 008^
19. Maintenant Imtégration de Féquation différentielle de Tintrados se trouve dépendre des fonctions elliptiques. En e£Fet, posons, comme le fait Legendre,
posons en même temps
nous aurons, en intégrant Féquatien (f), M supposant x" nul en même temps que <p ,
(*) Noaa ferons reauBn|uer que le» ooeffitienla B «t G, conqpcvés aux. etpressions (f). et (/) , donnent
11 est probable quen suivant dans Imtégration une marche plus directe, on aurait obtenn ces rdations a priori. Cela eût été d*autant pins intéressant que nous ne pouvons affirmer leur exactitude que jusque dans les termes du deuxième ordre inclusivement. (Au lieu de rechercher les moyens de réduire les développements analytiques dans cette partie du Mémoire , nous avons préféré consacrer le temps dont nous pouvions dbposer, au calcul des TaUesque Ton trouvera à la fm de la deuxième partie.)
Les équations précédentes simplifient la valeur de c* qui devient
B et Ton peut écrire y B à la place de M, dans l'équation (o").
Telle est Téquation de Tintrados qu il s'agissait d'obtenir, et dans laquelle x" se trouve implicitement aOPecté du double signe, en vertu de la relation (o'). Nous n'avons tenu compte que de Tun des deux signes en discutant les parties des deux branches de la courbe qui s'étendent vers les x positifs; la symétrie autour d'un axe qui se confond actuellement avec l'axe des. y en vertu de la valeur nulle de la constante de l'intégration « nous a dispensé de nous occuper des deux signes à la fois. On voit maintenant qu'en ayant égard au double signe de tang^, l'équation [o") représente la courbe dans toute son étendue.
On remarquera, ainsi que nous l'avons annoncé plus haut, que l'expression de rr*' perd deux termes* lorsqu'on suj^ose i r=: i • en effet, cette hypothèse rend nuls les coefficients D et G, en même temps qu'elle simplifie les valeurs des trois {uremiers.
Avant de faire usage de l'équation [o") en l'appliquant à la question des arches de pont, il convient d'indiquer un procédé rapide pour le calcul des fonctions F et Ey et de vérifier l'exactitude des coefficients {n').
CALCUL DBS FONCTIONS F ET E
20. On emploie deux procédés différents pour k calcul de ces fondions, suivant que le module c est voisin de l'miité ou de zéro. Il est facile de voir que, dans la question des arches de pont, ce module diffère peu de l'unité : en effet, c* ne diffère de i, en
vertu de l'équation (9'), que de la quantité 7-; or le carré A"'* de
l'ordonnée du sommet de l'intrados est en général assez petit par rapport à 2 9*» à cause de la grandeur du produit e /x,, équation {s) ; c* diffère donc peu de l'unité.
Dans cette hypothèse , on calcule ime échelle de modules c, , c,, Cj, . . . , c„ par les formules suivantes:
C| — — , Cj — - , Ci — 9 • • • > ^n — - î
on calcule pareillement une série d'amplitudes (p, , (p,, ^3, . . ., ^^^ par les équations
sin(2^, — (p) =csin(p, sin {2(p, — ^1} = c, sin(p,,
sin(2^, — ^,)=zc, sin(p,,
sin {a(p„ — ipn-i) = c^, sincp^,,
et Ton s'arrête, dans le calcul des modules, au module c„ qui devient égal à Tunité, du moins, au degré d'approximation que Ion veut obtenir; on poursuit le calcul des amplitu<ftes jusqu'à celle (p„ qui correspond à c, = i , d'où résidte l'égalité de toutes les amplitudes suivantes. On a ensuite, entre les fonctions F des modules et ampKtudee de mêmes indices, les relations
FK. (p.) = logtang(45--+- ; (p.), (')
(*) Le logarithme qui figure ici est un logarithme iiépériéu ou hyperbolique.
On en déduirait, en multipliant ee$ équations membre à membre,
F(c, 0) =-i-. — ^ . -^ —^— . — i— log tàng f 45*'-h-0n) ;
mais le calcul de la fonction E exige, lorsque c di£Fère peu de Tunité , que Ton fasse usage des fonctions F intermédiaires.
Au moyen des modules, amplitudes et fonctions F précédemment calcidées, les formules suivantes serviront au calcul de la fonction E :
E{cn. <pn) =sin(p;,
E{cn^,, (p„_,) = (i +c„_) jB(cn-n(p«-,)+(i— c„-.) F(c„^„ (p„-,) ~c«_, sin(p„
E{c,,(p,) = {i+c,)E{c,,(p,) + {i-c,)F{€,,(p,)-^c,sin<p,,
Les formules qui précèdent peuvent paraître longues à calculer; pourtant il n^en est rien, dans le cas qui nous occupe : en général, il suffira de calculer un seul module et une seule amplitude, ce qui réduira le calcul de F et de £ à l'emploi de la première et de la dernière formide de chaque série.
On pourrait profiter de la peUte différence que nous admettons entre c et Tunité pour réduire les intégrales {m") en séries ordonnées suivant les puissances de (i — c*); nou3 préfiérons nous en tenir aux formules que nous venons de reproduire , attendu qu'elles sont encore facilement applicables au calcul des fonctions F et E lorsque c diffère beaucoup plus de Tunité que nous ne Tavons supposé.
▼ÉRmCATION DE L'BXACTITUDB DES COEFFICIENTS (n'j.
21. Nous ne prétendons pas donner ici la vérification générale de ces coefficients, ce qui conduirait à des calculs fort pénibles; mais, seulement les vérifier dans quelques cas particuliers. Nous allons difiPérentier Téquation [o"), et pour cela, considérons la fonction
nous aurons, en différentiant,
tf - ^V ■ = ? d^^k ' M^;^ . d(p,
et, en faisant successivement dans cette formule ft = i , A: = 2 et A: == 3 , nous obtiendrons les différentielles des parties variables des derniers termes du second membre de (0"]. Quant à celles des premiers termes, elles résulteront de la suppression du signe / dans les équations [in]. Nous aurons ainsi
M(fx'= A ^ - BAd<p + C (^:^ + c îîî^) d^ Or nous avons, équation (s'),
MA R
et, d'après Téquation (a'),
1 (fe dx'
en faisant abstraction du douUe signe; on en tire
égalant le second membre de cette équation à la valeur de M A — tirée de l'expression de ^Adw" , il vient
^»+ ( A^-. e)^ -.y'» =r A--BA«+C (cos'ip -- sin*^ + c» îi^^^^
\{P) + D( — +ac'— ^;— .J + G( . ^. +3c'-— ^r-j.)
Cette relation entre y" et (p étant générale, doit pouvoir être aisément vérifiée dans certains cas particuliers.
Soit, en premier lieu, j" = A" ordonnée du sommet de Tintrados, Féquation (o') donne tang^ = o , d'où sin'^ = o, cos'^ = i , et A =: 1. Ces vdeurs étant substituées dans Téquation (p^), il en résulte la relation suivante entre les coefficients,
Soit, en second lieu i ^ = — f A*' -f- a ^-r-^ e\ ordonnée du point
de la branche supérieure le plus voisin de Taxe des x, Téquation (o') donnera pareillement tang(p r= o, et Ton aura comme tout à rheure sin*^ ^= o, cos*^ :r=: i ; mais le point dont il s'agit appartenant à la branche supérieure, nous devrons, d'après ce qui a été dit au n® 1 5 , donner à Â le signe — , d'où résultera A = — i . Substituant ces vdeurs dans l'équation (p^), il viendra
7*-!iA'e+e«-4^A'e-4{^)*e«-A-.B+C-D+G. (r")
Soustrayons membre à membre cette équation de la précédente , nous aurons d'abord
puis, en divisant par ^ et transposant,
Or cette vdeur de D est précisément celle qui fait partie des équations [n"); il est donc seulement nécessaire de vérifier la relation (/) pour que les deux équations (/) et (/) se trouvent à la fois vérifiées.
Il suflSt de jeter un coup d'œil sur les équations [n') pour voir que la somme des termes de Tordre de 7* contenus dans les seconds membres, en y changeant le signe de B, se réduit effectivement à (i\ ainsi que Texige la relation (9'). La somme des coefficients des termes du premier ordre qui ont tous h'e pour facteur
est — a -f- a — : t -h a — :— , somme qui se réduit évidem-
ment à — a, conmie dans Téquation {/). Enfin, cette même équation exige que la somme des coeflBcients de e*, dans le second membre de (n'), se réduise à Tunité. Or cette somme est
On pourrait encore appliquer Téquation {p") aux ordonnées extrêmes y' = 8 4- ^^ c, et y == — [8 — ^-7-^ ej pour lesquelles onatang(p=it: 00 etsin*^= 1 ; mais alors on a A= db vHT — c*,
OU, d'après la note du n® 19, A = ± r= , et la vérification
ne pourrait s'opérer algébriquement qu'au moyen de développements fort longs dans lesquels nous nous dispenserons d'entrer, pensant que les vérifications précédentes et la comparaison des valeurs numériques fournies par l'équation {0") avec de nombreux tracés déduits de l'expression [w) du rayon de courbure, prouvent suffisamment l'exactitude de nos formules.
DETERMIIfATION DBS CONSTANTES.
22. Avant de nous livrer à l'examen des deux cas principaux que présente la question des arches de pont, lesquels sont ceux
iS
des arches dites en arc de cercle et des arches en anse de panier, nous croyoos devoir résumer ici les diverses £drmules auxquelles nous sonunes. parvenu dans les numéros précédents, en les présentant dans Tordre de leur application, et modifiant l'expression de quelques coefficients suivant Les indications fournies par la note du n"" 19 ; et cela» dans le but d'éviter de faire dépendre un coefficient de la différence de grands nombres peu différents. Il résulte de cette note que Ton a
Or, d'après la note du n® 15, on a d'ailleurs
M*=:N--4«2K, et, par suite,
B = M« = N*-hC.
Enfin, nous avons trouvé, n^ 17, il en résulte
Nous nous servirons de ces relations pour déduire des équations
(0» (^)' (n» (^')» i^")^ i^*')^ ^ {^)y ^^^ formules qui vont figurer dans le tableau suivant :
DES ARCHES DE PONt.
TobUaa dei formule» nktivti à l'équation de la couiie inUraiot. A' == A -4- c
iri--- 1
b = c-hn>
tang'® = - — ^— r-^ — L
1 — c' sin'(p
' J» ^ f par les fonoittlea 4u n* ao,
(> ou par les Tables d« fonetioD*«yi|>tiipM.
y/B.»' = A.F (tf, 9) — B.£ (c. (p)-+-*C
sin^ cos^
U -; hlj
Il résulte de Tinspection de ce tableau, que si Ton considère comme domié le rapport i de la densité du massif à celle de la voûte, les formules qui le composent ne se trouvent renfermer d^autres constantes indéterminées que les trois quantités e, fi» et h.
23. Les données ordinaires d'un projet d'arche sont : la demiouverture, la hauteur sous clef à partir des naissances, ou la flèche, puis la hauteur de la charge au-dessus de la clef, que nous avons désignée par A. (Nous verrons, dans la deuxième partie , comment on ramène à dépendre de ces données, la solution des questions où Tune d'elles serait remplacée par une condition relative à la difiérence de niveau des naissances et de la chaussée.) n résulte de cette énumération, que le nombre des' inconnues à déterminer se réduit effectivement aiix deux seules quantités e et fio. Souvent on se dispense d'avoir égard à la charge h dans le calcul d'une arche, et cependant elle mérite plus d'attention. Disons d'abord que la hauteur de cette charge provient ordinairement, dans les ponts, d'un lit de maçonnerie en béton, reposant sur le plan horizontal tangent à l'extrados, d'une couche de cailloux, d'une autre de gravier, d'une couche de sable, et enfin du pavé lui-même, quant à la chaussée; dans les ponts-canaux, plusieurs de ces couches sont remplacées par une couche d'eau. Nous supposerons remplacée, pour le calcul, la hauteiu* de chacune d'elles par la hauteur d'une couche de la matière du massif qui aurait le même poids, ce qui se fera en la multipliant par le rapport de sa densité propre à celle du massif; et ce sera la somme de ces hauteurs réduites que nous désignerons par h.
Actuellement, distinguons les deux espèces d'arches dont nous devons nous occuper. L'équation de l'intrados que nous avons obtenue ci-dessus est celle d'une courbe qui diffère assez du cercle pour qu'on ne doive pas nous supposer l'intention de lui substituer tm arc de cercle, même vers le sommet : néanmoins, pour éviter toute confusion, nous désignerons par arches incomplètes celles du genre des arches dites en arc de cercle, dans lesquelles les tangentes extrêmes à l'intrados réel feront, avec l'horizontale,
un an^e moindre que 90®; et nous nommerons arches complètes les arches en anse de panier où ces tangentes extrêmes sont verticales. Ces dénominations se justifient par la considération des angles que font les tangentes menées au sommet et aux extrémités de rintrados.
Soient / et jf la flèche et la demi-ouverture données. Dans le cas des arches incomplètes, se donner ces deux quantités, revient à faire passer la courhe intrados par un point donné dont la position est celle des naissances, et il ne peut résulter de Texpression des coordonnées x" et y" en fonction de f et g, qu'une seule équation de condition entre les données et les inconnues du problème; d'où il suit que, dans les arches dont il s^agit, on peut prendre arbitrairement Tune des quantités e et (i^. Dans le cas des arches complètes, outre cette condition résultant des données / et g, il en existe une autre introduite par la verticalité des tangentes extrêmes , et qu'on exprimera en écrivant dans Téquation propre à fournir le maximum de Tabscisse dé Tintrados réel, à la place de y", sa valeur en fonction de /. On a donc ici deux conditions qui suflBront pour déterminer e et fto.
La constante |x« est la valeur au sommet de Tarche, de la variable |x dont nous avons expliqué le caractère au n° 6. Cette variable exprime, ainsi que nous l'avons dit, la hauteiu* d'une colonne de la matière des voussoirs dont le poids produirait sur une base horizontale la pression qui a lieu dans les joints normaux. Cette quantité, d'après l'expression (v), croît depuis le sommet de l'arche avec les ordonnées, et il importe que la plus grande valeur qu'elle puisse prendre ne dépasse jamais ime certaine limite fixée par la résistance des matériaux employés. Nous désignerons par [k^ la valeur de |x au point inférieur de la voûte, ou dans le joint des naissances. Il est bon de connaître à peu près la plus grande des valeurs de |x ou de jx^ qu'on puisse adopter. Or Navier, dans son Résumé des leçons sur V application de la Mécanique, n® 176, fixe la limite des pressions que l'on peut employer avec sécurité dans les arches, à 6 1 o kilogrammes pour ime surface de 2 5 centimètres
carrés. On en déduit ft=: loo mètres, si Ton prend pour poids du mètre cube, *&= a44o kilogrammes; c'est le poida du liais de Bagneux : les autres pierres employées aux environs de Paris donneraient des valeurs de |x un peu plus fortes, à cause de leur moindre densité. Suivant Navier, on ne s'exposerait donc point à trop chaîner les voûtes, toutes les fois que |x ou f*i tte dépasserait pas 1 oo mètres. Il va sans dire que les matériaux employés doivent présenter, quant à lai résistance, les qualités des pierres em** ployées dans les bonnes constructions, comme celles <jue Navîer a dû avoir en vue, lorsqu'il a énoncé son assertion. Nous poiicvODS présenter un exemple frappant dans lequel on reconnaîtra tellement que la limite |x == loo mètfes a été dépassée; les piliers prismatiques de laqueduc de Spotette oni|4usde loo aotètres de hauteur, et sont chai'gés d'une énorme construction à leur pcartîe supérieure : il est facile d'en conclure^ malgré le défaut d'indications sur la dureté et la densité des pierres employées, que la valeur de ^ à la partie inférieure des piliers, doit excéder 1 oo mètres.
Nous allons maintenant t^rer de l'équation {v) une relation entre fA« et (Xi. Cette équation est
nous rappellerons qu'on y a négligé les termes du deuxième ordre qtii se trouveraient être du troisième par rapport à |x : or, si nous négligeons les différences des coordonnées de Tintrados réel et de l'intrados fictif, qui sont du deuxi^e ordre de petitesse, nous aurons, à ces différences près, ati point Inférieur de l'intrados,
d'où et
^f^ih',
substituant cette vateur dans Féquation précédente, et écrivant fAi au lieu de |x, on en déduira
on tire inversement de cette équation
exp^ssion dans laquelle /pourrait être négligé devant (x^ au dénominateur du dernier terme.
L'usage de ces équations est facile à saisir : dans le cas des arches incomplètes où fi» est arbitraire, on fixera la limite |Xi arbitrairement, mai« de sorte qu'elle ne dépasse pas loo mètres par ex^nple, et Ton déduira jx, de Téquation (a^). Lorsqu'il s'agira â!arches complètes , et que fi^ et e auront été déterminés de manière à satisfaire aux deux conditions éncmcées plus haut, on fera usage de l'équation {f) pour calculer pt, et s'assurer que sa valeiu* ne dépasse pas la limite de (i qu'on aura adoptée; si elle la dépassait, il faudrait nécessairement modifier les données du projet.
CAS DBS AACHBS IJXCOMPlÀnS, DITB8 EN AMC DS CERCLE,
24. Nous avons vu dansie numéro précédent qu'une des deux constantes è et fi, reste arbitraire dan64es arches incomplètes : cela résultera avec évidence des calculs qui vont suivre. En général, on n'a aucime raison de se donner a priori l'épaisseur à la clef, ou Qn un joint quelconque, tandis qu'au contraire on est intéressé, dans le but d'économiser les matériaux, à utiliser leur résistance, à faire supporter à chaque joint la plus grande charge possible par unité de surfieice. U est clair; en effet, qu'un joint devant résister à une chai|[e totale déterminée, si la pression par unité de surface est inférieure à celle maximum que la pierre
ou le mortier pourraient supporter sans inconvénient, la surface du joint, et par suite, le volume du voussoir seront plus grands que si la pression par imité de surface était portée au maximum, la pression totale restant la même. Nous ajouterons, à ce sujet, une observation qui eût peut-être été mieux placée ail^ leurs, c est que la condition que la résultante des pressions passe par le milieu de Fépaisseur est également favorable à la diminution de rétendue des surfaces de joint; cela résulte de ce que la pression par imité de surface va en augmentant vers les extrémités de la surface de joint dont se rapproche la résultante des pressions : en effet, lorsqu'elle a atteint son maximum vers ces points, elle se trouve, dans les autres, plus ou moins au-dessous de ce maximum, et la pression totale devient moindre que pour un joint d'égale étendue dans lequel la résultante des pressions passerait par le milieu, et où la pression par unité de surface serait portée à la même valeur maximum que dans le premier. Donc, si la pression totale que supporte le premier est donnée, en faisant passer la résultante des pressions par le milieu du joint, on pourra réduire son étendue sans augmenter la pression maximum par unité de surface.
Ces considérations doivent engager les ingénieurs à adopter autant que possible les plus grandes valeurs des pressions par unité de surface dans les joints, ou de la quantité (x qui les représente. On pourra se donner généralement fti a priori, pourvu qu'il n'excède pas loo mètres suivant Navier, et l'on déduira jx, de l'équation {u") que nous reproduisons en y joignant sa relation avec q* :
Disons cependant qu'on pourrait au besoin profiter de ce que la quantité |x» reste arbitraire pour l'assujettir à quelque condition particulière.
Il reste maintenant à déterminer e. Nous allons former une équation entre cette quantité, la flèche / et Tordonnée du point inférieur de Tintrados» que nous désignerons par f^. Rappelons que l'intrados fictif et Tintrados réel sont distants de la quantité 2 ^, différence entre l'épaisseur réelle t et Tépaisseur fictive e, mesurée suivant la normale [voir équation [e] ]. Il en i:ésQhe que la valeur de l'ordonnée du point inférieur de Tintrados réel est
/i-f-2^iC0saM
en désignant par l'indice i les quantités qui se rapportent à ce point. L'ordonnée du sommet de l'intrados réel est
mais la différence de ces ordonnées est égale à la flèche /, d'où il suit que l'on a
/ = /i — V — 2<îo-+- atîiCOSOi:
mettant ici pour 2 j, et 2 ^1 leurs valeurs tirées de [x) « et prenant la valeur de j^,, il vient
/.=/-l-A'-f-ij;(A'-/.co8«.).
Or le dernier terme du second membre étant du deuxième ordre ^ on peut y substituer à y'^ et cosOi leurs expressions privées des termes du premier et du deuxième ordre. Remplaçant d'abord A' par^,^- — /, la parenthèse devient
/, (1 — cosOj) — /;
mettant ensmte pour 1 — - cos ot, sa valeur approchée -^ — - — ou
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/ , eif-h h!^ à la place de /,, l'expression précédente se
réduit à
et il vient finalement
On pourra le plus souvent négliger le dernier terme de cette expression.
Soit de môme x\ Tabscisse du point inférieur de l'intrados fictif, on aura évidemment
x^ = ^ -+- 2 ^i sina, ,
et la valeur de sina^ dans cette équation pourra se déduire de celle de 1 — cosfti obtenue plus haut en négligeant les termes du premier et du deuxième ordre : nous aurons ainsi les deux relations
cosai
f- cosotj == a
d'où, en multipliant membre à membre et extrayant ensuite les racines.
sma, = V 1 — cos'ax = \^ -^—^ — - 2 — ui_^ — 1\
La première des deux équations précédentes donnerait d'ailleurs la valeur approchée de - ot, , en l'écrivs^nt comme il suit :
On a enfin
La valeur ci-dessus de x"^^ en passant tous les termes dans le premier membre» donne Téquation de condition
dans laquelle le second terme sera le plus souvent négligeable.
Cest maintenant du système des équations [s') jointes à (r*), [uf] et (x^), quil s^agit de tirer la valeur de finconnue e. On comprend rîmpossibililé de féHmination et la nécessité de recourir aux méthodes de tâtonnements ou d'approximations successives. On pourra y procéder, soit en s'aidant de tracés fondés sur l'expression [w) du rayon de courbure p*, soit au moyen des seuls calculs numériques. Voici, en nous en tenant pour le moment à ces derniers, comment il faudra s'y prendre : on attribuera à l'inconnue e ime valeur hypothétique plus ou moins approchée, dont nous allons bientôt donner le moyen de fixer les limites; puis, s'étant donné (Xi dans les limites indiquées plus haut, on calculera (i,, 9* et y^ par les équations [v*) et (w"); on calciJera ensuite x" par le système des équations (/) dans lesquelles on fera y" = y^, et Ton substitueria cette valeur pour a?^, dans le premier membre de Féquation [x") qui devrait s'annider, si la vaîeiu* hypothétique de e d'où l'on est parti se trouvait être égale à celle cherchée. Comme il n'en sera pas généralement ainsi, on fera varier ensuite cette quantité, et Ton recommencera les calculs, ce qui donnera, pour le premier membre de (a?*"), un résultat différent du précédent : xme simple proportion suffira pour corriger en grande partie l'erreur de e\ et, si l'on substitue la valeur qui a subi une première correction, on aura Un troisième résultat déjà beaucoup plus voisin de zéro que les deux premiers. Enfin ces trois résultats foiuiiiront un moyen de corriger la valeur de e au-
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tant quil est nécessaire, soit en employant les courbes d'erreurs, soit en ayant recours à tout autre procédé d'interpolation. (Nous avons indiqué un de ces procédés déduit dû théorème de Taylor, au S XLVi de VEquilibre des voâtes en berceaux cylindriques, troisième article.) •
LIMITES DB LA YALBUR DB e, DANS LES ARCHES tNCOMPLÈTES, DITES EN ABC DE CERCLE ('}.
25. Nous obtiendrons une limite inférieure de la valeur de e, en partant de cette considération, que le rayon de courbure de Tintrados au sommet e$t plus grand que le rayon du cercle passant par les naissances et tangent à Tintrados en son sommet. Cette assertion se vérifie aisément : en effet, d'après l'équation [w) dans laquelle on fera, pour plus de simplicité, abstraction des fermes du premier et du deuxième ordre, le rayon de courbure va en décroissant à partir du sommet de l'intrados. Or, si le rayon de courbiu*e au sommet était égal à celui de l'arc tangent et passant par les naissances, la diminution du rayon de courbure ne permettrait pas à la courbe d'atteindre les naissances, et celle-ci serait embrassée par l'arc de cercle dont le rayon est constant; il en serait de même a fortiori si le rayon de courbure de l'intrados se trouvait au sonunet être plus petit que le rayon de l'arc tangent. Donc, pour que l'intrados passe par les naissances « il faut que ce rayon de courbure au sommet excède le rayon de l'arc tangent. On peut conclure de là que l'intrados embrasse l'arc de cercle vers le sommet, et de ce qu'ils passent tous deux par les naissances, il résulte que l'ange de la tangente extrême à l'intrados, avec l'axe des x, excède celui de la tangente à l'arc de cercle
(*) P. 5. Les Tables que nou» donaons a la fin de la deuxième partie de ce Mémoire dbpenseront de recourir aux formules proposées aux n** 25 et 27 pour obtenir une valeur approchée de Tinconnue e, dans le cas de î = i. Si le rapport i ne différerait pas trop de l'unité , la solution déduite des mêmes Tables serait une solution approchée qui dispenserait encore de Temploi de ces formides.
avec le même axe, ou bien que la normale à rextrémité de f intrados fait avec Taxe des y un angle plus grand que celui de la normale au cercle menée par le même point. Cette dernière remarque fournit le moyen de fixer une limite supérieure de la valeur de e.
Danis les calctds relatifs à ces limites, nous regarderons les intniudos réel et fictif comme se confondant en une même courbe, et nous négligerons les termes du deuxième ordre.
Soient p\ le rayon de courbure de Tintrados au sommet, et r celui du cercle tangent à Tintrados en ce point et passant par les naissances.
La première proposition s'exprime analytiquement par l'inégalité
Or on a entre la flèche, la demi-ouverture et le rayon r, Téquation
d'où l'on tire
d'un autre côté , si nous faisons j' = A' := A -f- c et cosa = i dans l'équation (w), nous aurons
>p'. = r^: Cr')
substituons ces valeurs dans l'inégalité a p'o :> 2 r équivalente à la première, et pour 7* sa valeur 2 -^, il viendra
..^— ii>/(.-H^),
d'où
et, a fortiori, '
,e[p,-iA-i/(n-^)]>tA/(t-+-^).
On en tire
Telle est la limite inférieure de e. Quant à la limite supérieure , elle se déduira de Tautre proposition, qu'on pourra traduire de cette manière : le cosinus de Tangle cLx de ia normale extrême à rintrados avec Taxe des y, est plus petit que celui de la normale au cercle; or ce dernier cosinus a pour expression ou
1 — -4^: mais à cause de la valeur ci-dessus de a r ou de a r/i la valeur de ce cosinus est i r^^\ on a donc l'inégalité
cosa. < 1 — ^..
Substituons à la place de coso^, sa valeur (a), en y mettant pour y" la valeur y, donnée par l'équation [vf) , puis A H- c à la place de V^ et négligeons les termes du deuxième ordre ; il viendra
/(/-hafc)-i>a€(/H-M
OU, en développant et réduisant,
ji-i:
Cette inégalité sera vraie, à plus forte raison, si, pour simplifier, on supprime au dernier terme la quantité — :— / qui sera positive dans les cas ordinaires de la pratique; midtipliant ensuite tout par 9" ou par sa valeur 2 -[^, il viendra
inégalité qui donne la limite supérieure de la valeur de e. Cette limite et celle précédemment déterminée laissent entre elles im intervalle assez considérable : nous indiquerons, sans toutefois en garantir la généralité, un moyen de déduire de ces limites ime valeur approchée de ^; il consiste à doubler la limite inférieure, prendre la moitié de celle supérieure, et ensuite la moyenne des deux résultats, ce qui revient à ajouter à la limite inférieure le quart de la limite supérieure, ou à preudre pour valeur afqprochée de e, Texpression
^/('-Hj.)(/-*->o^)
Le calcul des valeurs limites ou de la valeur approchée de e, suppose qu'on a préalablement calcidé fA« par la formule [v"), au moyen de la quantité donnée [ly. La correction de la valeur approchée s'opère ainsi qu'il a été dit au numéro précédent.
CAS DES ARCHES COMPLÈTES, OU SN AIVSE DE PANiEn.
26. Nous avons fait voir au n^ 23 comment les deux conditions résultant d'une flèche et d'ime demi-ouverture données, jointes à celle de la verticalité des tangentes extrêmes, suffisaient poiur déterminer les deux constantes inconnues e et (i^. Pour plus
de simplicité, nous substituerons à Tinconnue fio i^ quantité 9*/
liée à celle-ci par la relation
de sorte qu^ayant déterminé f* et e, on déduira de cette équation la valeur de jx,.
Nous exprimerons d'abord que la tangente extrême à Tintrados réel est verticale. Pour cela, observons que Tabscisse d'un point quelconque de cette courbe a pour expression
a;' — 2^sina;
nous aurons donc aux naissances de cet intrados,
d{x'^ — 2 S sina) = o , tfoù
d*' . d.iê ^ da
-j-z — sma -r^ — 2 d cosa — - = o.
dy df df
Or nous avons, par Tune des équations (x), on en tire
D'un autre côté, Ton a
i«r ds' da 1 ds' i
dy p dy p dy p'uam
substituant ces valeurs, il vient
cota 7 sma r- cota = 0,
ou
1 — — 7 sma tanga r = o,
et, par suite,
sinatanga = -^i — ^j.
Il y aurait à substituer à 3 ^, a et p\ leurs valeurs en fonctions de y", et à tirer la valexu* de cette ordonnée; mais nous opérerons plus simplement. L'écpiation précédente montre que le produit sina tanga est très-grand, ou que a est voisin de 90^ comme on pouvait le prévoir. Cette circonstance permet de faire sin a = 1
et de négliger -7 devant l'unité au deuxième membre : on a alors
tanga =:^.
Eliminant tanga entre cette équation et Téquation [a'), il viendra y ^ R
ou bien en affectant de Tindice 1 , les variables de cette exprès* sion qui répondent aux naissances de Tintrados réel, et prenant la valeur du dénominateur du second membre,
Désignons actuellement par y^, Fordonnée du point de Tintrados fictif où la tangente est verticale, et pour lequel on a cota = o, la même équation (a') fournira la relation
ou, à cause de h" — e = h,
y/« = 9* -h h\ Cette valeur permet de mettre Téquation précédente sous la forme
tfoù
/ii/.-^y.)
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La différence des ordonnées des points de Tintrados^cfi/' correspondants aux tangentes verticales des deux intrados est, comme on le voit, une quantité du deuxième ordre, ce qui permet de substituer dans le second membre j^, ^^ et R, à f^^ S^ et R. , puis à ces quantités, leurs valeurs en y nég^geant les termes du premier ordre; de cette manière, on a d'abord
Actuellement, la valeur [z) de R" devient
et, en ayant égard à la valeur de y/*,
R.«==[^ — (A''» — A»)] [9«^^ *'• — *•], ou
mais à cause de A'^ — A = e, le dernier terme de cette expression est du deuxième ordre, ce qui la réduit à (j^. Substituant cette valeur et celle de ^, dans la différence ci-dessus, il vient
ou, à cause de j/' = y" -+- A%
On en déduit finalement
Quant à Fangle (90^ — On) du dernier joint avec Thorizontale,
il se déduira de la valeur de tiuaga obtenue fdus haut, et Ton aura
tang (90^ _ a,) = j ^*.
Maintenant nous allons faire usage d'une autre expression.de y'^y que nous avons formée pour le cas des arches incomplètes; elle est
/.=/-f.A' + i!;{A'-/.co8«0:
or l'expression de tang a donne y, cosai = 2 ^1 sinot^; cette valeur n'introduirait dans y'^ qu'un terme du quatrième ordre, nous devons donc n'en tenir aucun compte, de sorte que la valeur précédente se réduit à
11 s'agit actuellement d'éliminer j"^ entre cette équation et celle obtenue plus haut qui exprimé la valeur de la même quantité. Cette dernière donne , en négligeant les termes du quatrième ordre ,
Elevons la précédente au carré et éliminons j/% il viendra
^f» -+. A» - i e» = (/-f- A')» H- i A' (/-H A') ^v on en tire, à cause de A = A*^ — e,
9.=/(/-H..A')^aA'e-î(,-^:i:^).., et en mettant au dernier terme, pour q\ sa valeur approchée
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Il reste à former Féquatlon qui lie la flèche /à la demi-ouverture ^ : on a ici, comme dans les arches incomplètes,
x^ = 5 -f- 2 5, sinot, ,
et nous avons vu qu'on peut faire sinai = i , tandis que Ton a
Substituons ky^^ et y*, leiu^ valeurs approchées f-i-h" et f{ /-Ha A*), il viendra
et Ton aura Téquation de conditioli
La détermination des constantes e et q* dépend maintenant de la résolution du système des équations ((T), [e"') et [c") jointes aux équations [s") dans lesquelles on fera y" = y^ et x" = af^. L'élimination ne sera pas plus praticable ici que dans Fautre cas; on sera encore réduit à Temploi des méthodes de tâtonnement, et voici comment on devra s y prendre :
On partira d'une valeur hypothétique de e plus ou moins approchée, que nous ferons bientôt connaître; puis, au moyen de l'équation [d") dans laquelle on a A'^ = A -4- e, on calculera la valeur correspondante de y". Celle de j^ sera donnée par l'équa^ tion (c") ou celle qui la précède , et l'on se servira de cette valeur particulière de. j" pour calculer, au moyen des équations (/), celle correspondante de x^ qui deviendra x^i : cette valeur devra être portée dans l'équation de condition [e"') qui pourra n'être pas satisfaite. Il faudra alors avoir recours aux méthodes de correction indiquées à la fin du n^ 24, pour corriger la valeur de e d'où l'on est parti , et recommencer les calculs jusqu'à ce qu'on en ait dé-
terminé une qui satisfasse à Téquation [e"). Toutefois, il ne faut pas oublier que la valeur de ft| ne doit pas dépasser certaines limites dont il a été question au n"" 23. On devra donc, après avoir obtenu les valeurs de e et q* qui satisfont à Fensemble des équation» du problème, calculer la valeur de ft, par Téquation
et en déduire celle de ft^ par Téquation (f) que nous reproduisons ici,
ou de ia suivante qu on obtient en éliminant ft, et q* entre celleci et les é(piations (d*) et {f).
En changeant h' en h -h- e dans les deux premiers termes, cette expression devient ^
Le dernier terme est très-petit, lors même que e atteint quelques mètres; il suffit, poiu* cette raison, de considérer les seids premiers termes dans la discussion de la valeur de ft^ : on reconnaît ainsi que cette grandeur (X| est d'autant moindre que e devient plus grand. Si donc la valeur trouvée de e est très-grande relativement, et qu'il en résulte une valeur assez petite de (X| ou de faibles pressions dans les joints, ce qui serait contraire aux principes de Téconomie dans les constructions, on en conclura la nécessité de modi6er les données. Du reste, nos formules basées sur Thypothèse que e et (X sont Tun petit et Fautre très-grand cesseraient d'être applicables.
VALEUR APPROCHSB DB 9 DANS LB CA5 DBS ARCHES COMPLÈTEa, OU EN AW3S DB PANIEJt.
27. La discussion qui nous a servi, n^ 25, à fixer les deux li- • mites de e^ dans ie cas des arches incomplètes, pourrait être repro- ' duite ici; mais ce serait sans application utile à notre objet. En effet, si nous voulions appliquer les deux propositions sur lesquelles nous nous sommes appuyé pour arriver aux deux in^ar* lités (/) et {oT) , nous devrions , dans les calculs qui les précèdent, remplacer q* par sa valeur [(T) en e, et nous obtiendrions, au *lieu de Tinégalité (/) qui donne une limite inférieure, Texpression d'une limite supérieure fort éloignée de la vraie valeur de e, et telle que nous pourrons, en partant d'autres considérations, obtenir une autre expression de la limite supérieure dont la valeur sera exactement moitié moindre.
Quant à la condition qui nous a fourni Fautre limite, et qui est exprimée par Tinégalité
COSOti < 1
à cause que cosAi est ici égal à zéro, elle se réduit k
oii à
Cette condition, rektive aux données seulement, ne peut rien fournir qui soit relatif aux limites de la videur de e; eUe conduit à cette conséquence remarquable, que les arches chargées doivent toujours être surbaissées^
Nous ne nous proposons ici que de donner une limite supé-
rieure de la valeur de e qui no différera pas considérablement de la valeur exacte. Il résxdte de la comparaison de nombreux tracés de notre courbe intrados avec des demi-ellipses ayant pour demiaxes les longueurs /et jf, que l'intrados, présente toujours plus de convexité vers les reins que la demi-ellipse correspondante, et que, par suite, il embrasse complètement cette dernière depuis le sommet jusqu'aux naissances. Cette circonstance indique que le rayon de courbure de Tellipse au sommet est plus petit que celui de la courbe intrados au même point; écrivons cette inégalité, en mettant pour le rayon de courbure de Tellipse son expression
t S tirée de (y*), nous aurons
connue ^, et pour le rayon de courbure de Tintrados, sa valeur p%
Substituons pour 9*, sa valeur (cT), et faisons disparaître le déno* minateur du second membre; il viendra, à cause de A' =: A + ^t
or, I étant <C 1 * on peut le remplacer par Tunité, dans le premier membre, ce qui augmentera l'inégalité. On peut aussi nég^g^r le terme en e' dans le second membre; car le facteur de é^ est
très-petit, d'abord parce que 1 — i et le rapport — sont trèspetits^ ensuite parce que les deux petits [termes où entrent ces quantités sont de signes contraires et tendent à se détruire : on pourra donc écrire
2 (e-hA) ^ </• -4-2 (e H- A)/,
OU
M«-HA)(^-i)</
et Ton en déduit
e-HA<:i^.
L'élimination de q* entre l'équation (eT) et l'inégalité (/) eût conduit à une limite supérieure de e -h A, double de celle que nous venons de déterminer. On peut obtenir une valeur approchée de € -h A en prenant les - de la valeur limite donnée par
l'inégalité (jf^) (nous donnons cette indication conune ressortant de nombreux calculs et tracés); on pourra même en faire usage pour se former une idée approchée deb dimensions auxquelles on arrivera au moyen de valeurs données de /, g et h. La correction de la valeur de e s'effectuera comme il a été dit au n^ 26 Q.
S'il nous est permis de raisonner sur la valeur approchée de e^ conune si elle était exacte, nous dirons que l'épaisseur augmente
avec la flèche et aussi avec le rapport -, c'est-à-dire avec/, lorsque
f ) N. B. Les Tables qui sont à la fin du Mémoire nous ont permis de rechercher ultérieurement des formules empiriques pour calculer Tépaisseur à la def e^, dans le cas des arches complètes ou Ton a i = i. Nous avons trouvé, pour les surbaisse*
ments usités qui sont cimpris entre les limites - et -:*
*,^4« ^ f, à-— près;
.&=-; {o,92a4i —0,19839-: )•, à—— près.
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g reste constant, et nous ajouterons que lorsqu'on aura trouvé e et fil , Tun évidemnient trop grand et Tautre beaucoup au-dessous de la limite loo mètres par exemple, il faudra, pour diminuer e et augmenter fi^ , diminuer la flèche , ce qui augmentera en même temps le surbaissementj il ny aura aucune difficulté à le faire, puisqu'il suffira, d'exhausser les naissances, pour avoir la même hauteur de la def au-dessus des eaux. Si l'épaisseur était évidemment trop petite et donnait lieu par conséquent à de très-grandes valeurs de (Xi, ce serait l'indication d'un trop grand surbaissement, ou de trop petites valeurs de/; il serait moins facile de remédier à cet inconvénient.
Ces considérations montrent que les arches en anse de panier se prêtent plus difficilement aux conditions qu'on peut vouloir leur faire remphr, que les arches incomplètes; cela tient à ce que, dans les premières, tout se trouve déterminé au moyen des données, au lieu que, dans celles-ci, l'une des deux constantes reste arbitraire. Il ne faudra donc point s'étonner si nos formules relatives aux arches en anse de panier conduisent quelquefois à des valeurs de e et |X| inadmissibles dans la pratique.
La deuxième partie du Mémoire présentera des exemples propres à mettre en évidence les effets produits par la variation des données. Nous ne pouvions ici que les indiquer sommairement.
P0U5S1ÉE DB LA YOOtB ET DU MASSIF CONTRE LES CULEES.
28. Nous n'aurons que peu de mots à dire opncemant les piles. En admettant que le pont se compose d'arches égales, on voit que les poussées horizontales exercées au sommet des piles se font équihbre, et que chaque pile doit résister à une action verticale égale à la somme des composantes verticales des pressions exer* cées sur les joints des naissances. des deux arches contiguës, augmentée du poids de la partie du massif qu'elle supporte directement.
Désignons par Ti la valeur de la pression totale T dans le plan des naissances, et soit toujours A la longueur de la voûte
parallèlement aux génératrices; on aura T, par Téquation [k) ou
celle qui suit :
la valeur de jXi sera donnée a priori dans lô cas des arches inconH plètes, et par f équation {h") dans le cas des arches complètes. Les composantes horizontale et verticale de cette pression seront
T. cosa,, T, sinot., (f)
et Ton déduira la valeur de Tangle a^ de l'expression de la tangente —, qui devient, en vertu de (a') et (rf'),
après qu'on y aura mis pour y'i, sa valeiu* {w") dans le cas des ardies incomplètes : dans le cas des anses de panier, on a
tang(9o»-a.) = ^ = j^.
La somme des projections verticales des pressions exercées par les deux arches voisines sur une même pile, est généralement
2T1 sina,.
Maintenant supposons que les plans de joint extrêmes des deux voûtes se rencontrent suivant les arêtes extrêmes des extrados, de sorte que la pile n'ait à supporter directement aucune partie du massif; la section horizontale de la pile sera égale à la somme des projections horizontales des surfaces de joint passant par les naissances; ^e aura pour expression
a Xe sinai
En «bvisaat k somme des pressions verticales par cette section, on aura pour valeur de la pression par unité de surface que supportera la pile à sa partie sypérieure ,
ou, d'après Féquation (A^),
Dans cette hypothèse, on voit que la pression par unité de surface transmise verticalement à la pile sera précisément celle qui a lieu dans le plan des naissances; de sorte que si les assises de la pile présentent la même résistance que les voussoirs inférieurs, il suffira de donner à la pile., lorsqu'on n aura égard qu'à la chaîne supérieure, une section horizontale égale à la somme des projections des plans de joint extrêmes.
S'il existe un intervalle horizontal entre les deux arêtes extérieures des deux derniers plans de joint, la pile aura à supporter directement une partie du poids du massif qui donnera lieu à une pression par unité de surface de beaucoup inférieure à tarfti, de sorte qu'on pourra évidemment donner à la pile toute largeur qui ne sera point inférieure à la somme des projections horizontales des épaissem*s extrêmes, lorsqu'il suffira d'avoir égard à la charge supérieure.
Quant aux culées, elles sont d'abord soumises à Faction de la force totale T| [équation [k")], faisant l'angle otj avec l'axe des x; les coordonnées de son point d'application sont
a?,=a^,-f- - c sina,, j
yi=yi — -«cosa»; J
mais les cidées reçoivent en outre les actions horizontales exercées par le massif qu'elles encaissent. Pour déterminer la résul-
tante de ces actions et son point d'application, nous aurons recours
à la relation (o) obtenue au n® 8, laquelle est
H'==iiïy/,
U' désignant la pression horizontale par unité de surface exercée par les prismeq tiîangûlaires sur les parties adjacentes du massif. L'équilibre de celui-ci exige que la culée exerce des réactions égales et opposées. La pression transmise à la cidée sur une étendue superficielle verticale Xdy située à la profondeur y\ est donc
i^Xydy\ et son moment
i7sXy*dy\
le tout, comme dans Thypothèse de la fluidité.
Pour obtenir les valeurs de la résultante et de son moment, il suffît d'intégrer ces expressions entre des limites qui sont les ordonnées du sommet et du point inférieur de l'extrados : soient y\ et y\ ces ordonnées, nous aurons ^
yo==h, ]
y\ = y\ — e cosa^. )
Intégrons maintenant les expressions difiérentielles précédentes et désignons par U et a l'intensité de la résultante et l'ordonnée de son point d'application, il viendra
et l'on en déduira, par division membre à membre,
résultat cfu'on mettra sous la forme
afin de faire disparaître rindétermination qui se manifesterait dans le cas où la différence de niveau y\ — y\ serait très-petite.
La partie de la culée située au-dessus du plan des naissances devra être construite d'après les mêmes principes que les murs de réservoirs, pour résister aux pressions élémentaires dont la force CI se compose, à cela près qu'il faudra substituer la densité du massif à celle de Teau et tenir compte de la pression représentée par ia hauteur h qui s'exerce au niveau du spmmet de l'extrados.
Connaissant maintenant les forces T^ et U, leurs directions, et les coordonnées de leurs points d'application, on aura toutes les indications que la théorie abstraite de l'équilibre de la vo^te et de son massif peut fournir, pour procéder au calcul de l'établissement des culées. %
CALCUL DBS GOORDONMBES , INCLINAISONS DBS JOINTS, HATONS DE COtRBCAB; ETC.
29. Ayant déterminé par les procédés indiqués aux n"^ 22 et suivants, les valeurs des constantes e, ft» ou 9*, les coordonnée^ des points extrêmes de l'intrados seront coimues : on se trouvera dès lors en mesure de procéder au calcul des coordonnées intermédiaires et des diverses quantités qui leiu* correspondent; on aura en mîème temps un moyen de vérifier l'exactitude des calculs, si l'on emploie la méthode des différences finies, comme nous allons le faire. Il est facile de se figurer quelle difficulté il y aurait à calculer, au moyen des formules (/), l'abscisse x" en fonction de l'ordonnée j" qu'on se donnerait arbitrairement; en admettant qu'on fit ce calcul, il resterait à faire celui de l'inclinaison des joints, par l'équation différentielle (a'). Le moyen que nous allons indiquer, fondé sur l'emploi du rayon de Courbure , aurait pu nous dispenser, à la rigueur, d'effectuer l'intégration des
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équations différientielles du problèaie, mais la détermÎAation des constantes aurait présenté plus de difficultés.-
Nous allons nous proposer d'abord de calculer les différences finies des coordonnées de la courbe intrados, en prenant pour variable îndépeadante Tangle a des normales avec la verticale : nous ferons varier a de quantités constantes que nous désignerons p«r A a, et les coordonnées a;^ y' du point où la normale fait Tangle a varieront de quantités Ax", Aj' qu'il s'agit de délter-*miner. Nous ne prétendons point donner l'expression exacte de ces différences, mais seulement des ex[»'essions dont le degré d'apprpidmation sera d'autant plus grand que la différence Aa sera elle-même plus petite. Pour fixer les idées, nous supposarons qu'on veuille teaiiT compte, dans les valeurs de àx" et ày", des termes du deuxième cipdfe ou en e\ s£n qu'on soit sûr que le« valeiura de x" et y" obtenues par les additions successives das Ax' et iiy" ne soient point en erreur dans les, termes du premier ordre : il faudra, pour simplifier les calculs, choisir Att de telle sorte que les termes en Aa soient, ainsi que ceux en Ax" et Ay", de l'ordre de e ou du premier ordre. La différence Aa sera Assez
petite quand elle nlexcédera pas de beaucoup le rapport - qui s'est
présenté au commencement de nos calculs comme type des quantités du premier ordre.
Ceci posé, nous déduirons les expressions de Ax'', Aj^', de celles des différentielles dx" et dy", en mettant à profit ime proposition due, nous le croyons, à Legendre, et qu'on peut énoncer de cette manièrp : Si dans un système d'équations différentielles du premier ordre, on change les différentielles en différences finies, on peut donner au résultat un degré d'exactitude qui s'étende aux termes du deuxième ordre inclusivement, en augmentant en même temps chaque variable dépendante ou indépendante de la moitié de sa différence finie.
' Appliquons cette proposition aux valeurs suivantes de dx" et dy"^
dx* z=zfl' coha da^ dy' =:: p" eina da^ ,
DES ARCHL£5 DE PONT. ISl
ttona aurons .
^x" = (p' -h - Ap") cos (a -H ; Aa) Aa, i
A/ = fp' -+- - ApM sin (a-f- - Aa) Aa. \
Or, observons qu'en présence du facteur Aa , Fexpressîon p''--\ — Ap*
n*a besoin d'être exacte que jusqu'aux termes du premier ordre inclusivement; nous déduirons cette expression de. cpUe (w) di| rayon de courbure p"^ en mettant cette dernière sous la forme
et désignant par y^ une fonction des deux quantités y' et a. Différentions cette expression, il viendra
si ocms passons des différeDtiell^s aia différancfs iini^^, et que nous divisions tout par 2, nous aurons, aux quantités près dy deuxième ordre,
ajoutons maintenant^ membre à mambre, c^tte équation etcfMt qui donne la valeur de p", il viendra
mais, en vertu du théorème de Taylor, et en négligeant les termes du deuxième ordre, cette expression équivaut à
('] Nous aurions évité ce tour de démonstration, en appliquant immédiatement la proposition de Legendre aux expressions de daf éiBy^s mises sous la forme
Pour faire usage de cette formule dans le calcul des valeuiiB de A a;" et Aj", reprenons la valeur dep" équation (w), que nous écrirons comme il suit :
'coset
7 H : — e cosa
En vertu de la formule précédente et de la définition de la fonction yp, nous aurons
Cette expression, qui" contient plusieurs termes constants, se sinlplifiera nbtableiment dans Thypothè^e i ±=: t; mais, quoi qu'il
eii soit? elle renferme encore Tinconnue - A j^' :* rappelons à cet
égard qu'il sufiQt ici d'étendre l'exactitude aux termes du premier
ordre, d'où il suit qu'on peut substituer à - A j'*, sa valeur obte-
wtf à ce àegré d'approximation ; nous écrirons de cette manière
iA/=p%ma^", (a")
et c^e sera cette v^eur dont il faudra faire ujsage dans la formule(r).
Résumons ces diverses opérations. .
Après avoir fait choix d'im intervalle A a, d'après les principes énoncés plus haut, et avoir exprimé en rapport d'arc au rayon cette quantité qui répondra à uii petit nombre de degrés tel que 2^ 3° ou 4^ oh disposera un tableau par colonnes verticales en tète desquelles on écrira les diverses valeurs de a qui seront équi-
distantes ; deux lignes horizontales seront réservées pour inscrire les valeurs de y' et x* (celles de ces valeuw que Fon connaît tout d'abord répondent à a = o, elles sont V == A -4- e et zéro); on écrira ensuite les logarithmes de sina et cosa, puis de sin [aH — A a] et cos [a -h - A a] : au moyen des valeurs inscrites dans4a première colonne verticale, on calculera p" par la formule (/), et - Ay'
par la formule (tt^); il sera facile ensuite de calculer p" -+- - Ap'
par la formule (T), et les équations (r^) feront connaître A y" et A«'. On inscrira ces diverses valeurs au fur et à mesure; puis, en ajoutant A^ à la valeur de y" inscrite en tête de la colonne, et de même ûkx" k x' , on aura les valeurs de y'' et x*^ qui devront être inscrites en tête de la colonne suivante. La vérification des calculs contenus dans deux colonnes verticales consécutives s'obtiendra en prenant la moyenne arithmétique des deux valeurs de p',
et comparant cette moyenne à la valeur de p" H — Ap* qui répond
à la première des deux colonnes. Si les calculs sont exacts, ces .deux résidtats devront être sensiblement égaux.
On continuera de la sorte jusqu'à ce qu'on ait dépassé' les valeurs de y^i et a?'i , dont Tune aura été employée dans le calcul des forjnules {5")^ et Tautre en sera résultée. Par interpolation, on * pourra déduire des nombres contenus dans le tableau , la valeur de x" correspondante à ^ =;: j',; et, si l'on a bien opéré, cette valeiu" devra coïncider avec x', , sauf quelque légère différence provenant de raccumulation des erreurs dues aux termes du troisième ordre qu'on a négligés, en supposant que Aa ait été pris assez petit.
Les calculs étant vériGés, on pourra compléter le tableau p^r la détermination des coordonnées de l'intrados réel et de l'extrados et des épaisseurs.
Le calcul dea coordonnées de l'extrados se fera par les formules
y = y" — e cosa, «'=•«'-4-^ sina.
La distance des deux intrados, suivant la normale i rintrados
fictif, est donnée par la double ibrmtde
On en déduit, pour les ordonnées et abscisses Y et X de Fintrados réel, les deux eipressions
Yr=j'^ -+-2 ^ cosa, X=î=x" — 2 usinât.
Enfin les épaisseurs seront données par la formule
Ces divers calculs sont de la plus grande simplicité , et les valeurs obtenues étant réunies aux précédentes, il en résultera un ensemble propre à représenter complètement la forme et les dimensions de Tarche* parvenue à son état permanent. Le problème que nous nous étions posé se trouve dès lors complètement résolu sous le rapport analytique et sous celui des abdications numériques : quelques mots nous suffiront pour indiquée Tusage qu'on peut faire des procédés graphiques, dans le but d'éviter Tem^oi des formules {**'), quand on n a pasr en vue une exactitude supérieure à celle que Ton peut obtenir en ayant recours aux tracés. .
SOLtTIOM DU PROBLEME AU MOYEN DBS PBOCKD^S OBAPHIQUBS.
30. La sotutidtf ^lie nous allùns dôfmér dépend de la construction de la ccfùrbe intrados au* moyen de son -rayon de courbure. Il n'entre pai ^tas. notre intention d'ei^liquer ici comment on trace une courbe dont le rayon, de couirbure est dottné en fonction des coordonnées; chacun sait comment on peut remplacer un petit arc de la courbe par un arc de cercle d'une petite ampKtude décrit avec le rayon de courbure correspondant au point milieu de cet arc. Nous renverrons, quant aux précautions à prendre lors-* qu'on donne aux arcs une certaine amplitude, à ce que nous avons
dit sur ce BfOj%%, dans le troisième article de notre. Théorie de Féquilibre des voûtes, S xxxvi. Pour que les procédés indiqués dans oet article s'appliquent au cas actuel, il nous sufilra de donner . une construction du rayon de courbure : nous transformerons son équation (10), en posant
et Téquation (10) deviendra
Pour construire cette expression, ayant mené deux axes OX, OY,
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Yxm horizontal, rantre vertical, on fixera le sommet d^ Tintrados sur Taxe des y, à la distance OS = A'' = A -f- ^; par le point S * on mènera la droite SB faisant Fangle BSY = |3; on prendra ensuite sur le prolongement de OX une distance OQ = - qr, et sur
OY, 0Q'=: q' : cette partie des constructions servira pour tous les rayons de courbure. Nous supposerons, pour plus de généralité, la construction de l'intrados fictif parvenue en un point I par lequel est menée la normale IN: Prenons sur cette normale les distances 11' = a, vers Textrados; IV z= b, dans le sens opposé. Projetons les trois points I, T, T sut Taxe des y, et soient P, F, P leurs projections; nous aurons OP =y^ PP' = a cosa, PP* = 6 cosa, et, par suite.
OP" = / + 6cosQt.
Actuellement, prolongeons la droite IP jusqu'à sa rencontre avec la droite BS en L, nous aurons PL = (y' — h") ta ngjS ; rabattons le point L en L' sur la droite Y, de sorte qu'on ait PL'= PL , il viendra
P'L' = ± [ (j^ — A") tang|3 — a cosa], suivant que Ton aura PL' ^ PF : pour former le numérateur de *la fraction qui multiplie - f , dans la valeur de p*^, il reste à
ajouter avec le 'signe convenable la quantité zh PL' à ç', cemû se fera en transportant par^^èlement à elle-même la droite FL en Q'p', de façon que le point L' tombe en Q', et le point P' en p qui devra être situé par rapport à Q' du même côté que P' par rapport à L'. De cette manière , on aura
Oj7 == v' -h (/ — A'') tangjS — a cosa.
Le rayon de courbure s'exprimera au moyen des lignes que Ton vient de construire , et l'on aura
Pour éviter la ccmstruction de lignes de grandes dimensions dans le sens des x, ce qui obligerait à donner à Fépure de grandes dimensions à la fois dans le sens des x et dans celui des y^ nous rabattrons le point P^ en F* sur le prolongement de Taxe des x, de sorte que l'on ait OP* = OP*. Or, si nous joignons Vp\ et que nous menions QR parallèle à V"p\ il est facile de voir que Ton aura OR = p^ car les triangles semblables OQR, OP^p' donnent la relation
OR Op
qui coïncide avec l'équation précédente. La position C du centre de courbure s'obtiendra ensuite , en portant sur la normale , de I en G, la distance IC = OR.
Cette construction du rayon de courbure de l'intrados fictif donnera le moyen de construire en même temps l'extrados, puisque ces courbes sont parallèles et distantes de la quantité e. Quant à l'intrados réel, il sera facilement donné par ta construction des épaisseurs dont l'expression {y) est
6 fH -^ 3 9'^
En effet, prenons sur l'axe des x la distance OE' =:==; e, et menons par le point Ë' une droite E'E\ parallèle à OY; menons ensuite par le même point E' une autre droite Ë'E'' faisant avec la pre-
mière un anfi:Ie dont la tangente soit -—ou - *-: l'abscisse PJ,
du point J de la droite E'E* ayant y'' pour ordonnée, sera la valeur de l'épaisseur 6 correspondante au plan de joint qui se projette en IN. Si donc on fait lE = e, et que l'on porte ensuite de E en i la distance FI = e, le point i ainsi déterminé appartiendra k \mtrado» réel.
Il ne serft peut-être pas san» intérêt, d'incbquer par une figure la disposition qu'affectant l'extrados et l'intrados fictif construits pur le procédé qui vient d'être indiqué, et dans l'hypotbèse i ::=? i ,
La figure ci-jointe rend sensibles les particularités de la
sition dont il s'agit:
31. Voici maintenant Tusage que Ton poiura faire dû tracé de rintrados au moyen du rayon de courbure, pour la détermination des constantes (n~ 22 et suivants), lorsqu'on voudra obtenir leurs valeurs approchées, sans avoir recours aux formules [s")^ ou qu'on pourra s'en tenir à l'exactitude dont les procédés graphiques sont susceptibles. On déduira des considérations relatives aux limites de e exposées n~ 25 et 27, une première valeur approchée de cette inconnue. L'équation (/), n*" 24, dofmera (i^ en fonction de l'arbitraire fi^ dans le cas des arches incomplètes, et q se déduira
de la relation ^ * == 3 -7^ déjà plusieurs fois mentiqnnée. Dans
le cas des arches en anse de panier, la quantité q devra être tirée de Téquation (d')^ rfi 26. Au moyen de e et q\ il ftera possible de construire l'intrados réel, et si Ton a préabfaiemtnt traeé^un^ droite parallèle à l'a^e des' ;r, à la distance / ârà-desfisous du
DES AvUCHES DE PONT. 129
sonuMit de cet intrados i on constatera si cette droite rencontre la courbe à une distance de f axe des y %ale à la demi^ouverture g ou différente de celle-ci. Dans le premier cas, la valeur de e d'où Ton ^era parti sera la valeur cherchée; dans le second, il faudra recommencer le tracé en adoptant ime valew de e différente de la praniène, et appliquer pour la correcti<m de cette valeur Tune des méthodes dont il a été question à la fin du n^ 24. U est clair que le dernier tracé correspondant à la valeur de e qui donne la demi-ouverture oû abscisse 9, pour une flèche /ou une ordonnée égale à A H~ e» H- /« présente la solution g;raq)hique du problème qui consiste à déterminer la forme entière de Tintrados et de Textrados, puis les inclinaisons des {dans de joint et les rayons de courbure. Dans le tracé définitif comme dans les tracés préliminaires, la construction des courbes se trouve ramenée k celle d'arcs de cercle de plus ou moins d'étendue, ainsi que nous Tavons annoncé dans le n^ 1 .
On pourra vérifier l'exactitude des tracés successifs ou du tracé définitif dans le cas des ardies incomplètes ^ en calculant l'angle extrême a^ par la formule {nC), où y\ doit avoir la valeur donnée par l'équation {w")^ et comparant cet angle à cekû donné par le traoé; ces angles doivent coïncider, quelque fausse que soit l'hypolhèse sur la valeur de e. Dans ie cas des arcbesKJi anse de panier, si Ton mène une droite parallèle à Taxe des x à une distance égale à/ au-dessous du sommet de l'intrados réel, il faudra que la normale au même intrados menée par le point d'intersection de la droite et de l'intrados coïncide avec cette même droite.
COMPARAISON DES ARCHES ETABLIES^UIYANT LES PRINaPBS PRECEDENTS, AVEC CELLES DONT L1NTRAD0S PRESENTS LES FORMBS AU100RD*HUI EN USAGE.
32, Ayant efiectué divers tracés d'arches incomplètes, conformément à la théorie que nous venons d'exposer, nous avons comparé ces. tracés à ceux loumis par des intrados ayaaat en réahté la forme d'arcs de cercle^ et assujettis aux méiQes conditions rela-
tives à la flèche et à l'ouverture que les précédents. Les voûtes en arc de cercle présentent, ainsi que cela doit être, moins de convexité vers les reins que les intrados déduits de notre théorie , et il semble, au premier abord, qu'il ne doive y avoir aucim inconvénient à s'en tenir à l'emploi de l'arc de cercle, à cause de la facilité de sa construction. On tomberait néanmoins dans une grave erreur en admettant cette conséquence. En effet, si, comme il est vrai, l'arc de cercle et la courbe théorique, qui coïncident au sommet et aux naissances, laissent entre eux un assez faible intervalle vers les reins, on admettra aisément qu'en remplissant cet intervalle, c'est*-à-dire en passant de l'intrados indiqué par la théorie à l'arc de cercle, on n'ajoutera pas sensiblement à la chaîne totale de l'arche, et que dès lors la situation de la résultante des pressions restera sensiblement la même que dans le premier. cas. Cette résultante passera vers le milieu des joints qui répondent à Pappareil théorique. Or supposons qu'en substituant l'appareil en arc de cercle à ce dernier, on conserve néanmoins les mêmes épais* seurs, ou encore, des épaisseurs constantes égales à celles qui ont lieii aux naissances, il arrivera que vers le tiers de la distance de celles-d au sommet, à l'endroit du plus grand écart que présentent les deux courbes, les points qui correspondaient au milieu des anciennes épaisseurs se trouveront plus voisins du nouvel extrados, au point de n'en être éloignés que du - ou du - de l'épaisseur totale : la résultante des pressions s'approchera donc d'autant de ce nouvel extrados, et la distribution des pressions dans chaque joint se trouvera considérablement modifiée. On peut facilement reconnaître que l'addition de matière provenant du passage de la courbe théorique à l'arc de cercle, doit avoir poiur effet une augmentation dé la charge générale de la voûte, si la différence de convexité est notable, et qu'il en doit résulter une plus grande convexité dans la courbe de la résultante des pressions; celie-ci doit donc en réalité se rapprocher plus du nouvel extradt>s que s'il n'y avaitaucime augmentation de charge. Admettons seulement qu'elle
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s'en rapproche en définitive d'une quantité égale au tiers (*) de Tépaisseur du voussoir, la pression totale dans le joint n ayant pu qu'augmenter, il en résultera qué^'la pression par unité de surface deviendra au moins double de celle primitive qui était uniforme : or, si la pression primitive était déjà égale à la limite des pressions qu'on peut faire supporter sans inconvénient aux voussoirs, il arrivera que ceux-ci ne seront plus capables de résister à l'action de forces dont les intensités ont été doublées; de là naîtront des phénomènes plus ou moins prononcés de rupture par écrasement, et qui pourront compromettre gravement la stabilité de la construction. Inversement, on conclura de ces considérations, que si des arches en arc de cercle présentent toute la stabilité désirable, on pourrait leur substituer des arches établies suivant nos principes, et dans lesquelles les pressions maximum par unité de sur^ face se trouvant réduites de moitié, par exemple, il serait facile de réduire en même temps les épaisseurs, et, par suite, les frais de construction, d'une quantité notable.
Enfin nous ajouterons que les mêmes considérations s'appliquent aux arches en anse de panier construites d'après des procédés qui donnent à l'intrados une forme plus ou moins voisine de celle des ellipses. Toutes ces courbes présentent, comme Tare de cercle, moins de convexité vers les reins que celles que nous proposons. La deuxième partie de ce mémoire sera accompagnée d'épurés qui présenteront la comparaison des profils circulaires ou elliptiques avec ceux dont nous avons exposé la théorie.
(*) En se basant sur le principe assez généralement admis de la proportionnalité des profondeurs d*impres9ion aux intensités des pressions, on démontre ce résultat bien connu : que si deux corps prismatiques sont en contact suivant une face plane, et qu*on Tienne k les soumettre k des pressions dont la résultante perpendiculaire à cette face, et située dans un. plan qui la partage symétriquement, passe à une distance d*une arête, égale au tiers de la distance de cette arête à celle opposée, la pression par unité de surface, vers la première, 9*âèvera au double de la pression moyenne, tandis qu*dle décroîtra jusqu*à devenir nulle vers Tarête opposée.
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DEUXIÈME PARTIE
33. La deuxième partie de notre travail- di£f%re, à quelques égards, du mémoire qui a été présenté à TAcadémie des Sciences dans la séance du ]4 décembre i846, et sur lequel un rapport a été fait dans la séance du 26 octobre i852.
Ce mémoire, dans lequel nous avions restreint nos formules au cas ordinaire où les matériaux qui forment le massif peuvent être considérés comme présentant sensiblement la même densité que les voussoirs, renfermait divers exemples de l'application de ces formules par voie de tâtonnements, au cas des arches incomplètes dites en arc de cercle^ et des Tables à double entrée pour le cas des arches complètes ou en anse de panier, tables qui dispensaient d'effectuer les calculs par tâtonnements dont il vient d'être question pour le cas des autres arches. Nous avions profité de la faci-* lité que nous ofiraient ces tables pour nous livrer à Texamen d'un assez grand nombre d'arches en anse de panier construites depuis longtemps. Le mémoire était suivi d'une- application de la théorie générale, au cas où la charge qui s'élève au-dessus de la clef est trè»-grande, et nous avions choisi pour exemple celui que nous oflBre l'appareil connu, dans l'art des constructions, sous le nom de poitrail.
Dans leur rapport, MM. les Commissaires ont exprimé le désir que des tables fiissent aussi construites pour abréger les calculs relatifs à l'établissement des arches dites en arc de cercle. Au moment où l'impressioa de notre mémoire a été décidée, nous avons songé sérieusement à nous rendre au vœu exprimé par la Commission, et à combler ainsi une lacune que nous regrettions nousmème de laisser dans notre travail.
Après un mûr examen, nous avons reconnu que le problème relatif aux arches incomplètes, qui nécessiterait la construction de tables à triple entrée, si l'on tenait à conserver les données et
iocoimues que nous avions introduites dans la première partie de notre mémoire et dans le mémoire présenté en dernier lieu , n exige que le calcul de tables à double entrée, si Ton exclut les termes du deuxième ordre ou dépendants du carré des épaisseurs « et que Ton substitue aux données et aux inconnues d'autres quantités. (Par exemple, à Tégard des données, il <^nvient de substituer la quantité A'' = A H~ « à la donnée h.) De cette manière, on naïuait, il est vrai, que des valeurs approchées des inconnues, et qui conviendraient dans les cas les plus ordinaires; mais on aperçoit la possibilité de construire une nouvelle table à double entrée, d'ime petite étendue, qui fournisse la correction de la valeur de TinccMmue principale. Le même ordre d'idées s'applique au cas des arches en anse de panier, et la construction d'une t^le à simple entrée est alors sufi&sante. Théoriquement, la solution déduite de cette table exige une correction; mais on peut s'assurer que, dans les circonstances les plus défavorables, la correction qui porterait sur la différence de niveau du sommet de l'intrados ou des naissances avec la chaussée, dépasserait à peine un millimètre, et que, dans les limites ordinaires de la pratique, la correction qui resterait presque toujours au^lessous de cette quantité, serait toujotu^s négligeable : en sorte que la table relative aux arches en anse de panier peut être considérée comme donnant des solutions exactes au point de vue pratique. Cette table, d'un usage très-simple, remplace la table à double entrée que nous avions construite tout d'abord. Quant à la transformation que nous faisons subir aux données, elle est telle que l'une ou l'autre arbitrairement, des deux quantités A et ft,, peut toujours être donnée a priori.
Nous exposerons dans cette deuxième partie les principes qui nous ont guidé dans la construction des tables pour les deux espèces d'arches dont nous traitons, et nous insérerons ces tables à la 6n du mémoire. Comme elles dispensent d'effectuer, par voie de tâtonnements, les calculs ou tracés qui seraient indispensables sans leur secours, nous ne donnerons point d'exemple de ce genre.
Il ne serait nécessaire de recourir à ces procédés , que si Ton voulait avoir égard à la différence de densité du massif et des voussoirs. Or nous pensons que les ingénieurs qui tiendront assez à la précision pour avoir égard à cette différence, ne reculeront pas devant Temploi des méthodes -de calcul ou des méthodes graphiques qui ont été indiquées dans la première partie. Faisons remarquer, à ce sujet, qu'en supposant seulement le produit (i — i) h" du même ordre de petitesse que les épaisseurs, ou du premier ordre, ce qui est très-admissible dans les arches de pont, il serait possible de joindre à nos tables de nouvelles tables destinées à corriger la solution obtenue en faisant î = i . Le temps nous manque absolument pour entreprendre ces nouvelles re-* cherches.
L'étendue déjà considérable de notre travail, et la crainte d'abuser de la facilité que l'Académie a bien voulu nous offrir pour l'impression, nous déterminent à ne point publier ici le chapitre sur l'établissement des appareils dits poitrails , lesquels, bien qu'ils présentent une grande analogie avec les ^ches de pont, ne doivent point cependant être considérés comme étant des cas particuliers d'arches de pont proprement dites.
SIMPLIFICATION DES FORMULES GÉNÉKâLES POUR LES CAS ORDINAIRES QUE PRESENTENT LES ARCHES DE PONT.
34. Les deux éléments de réduction auxquels jious aurons recours sont le rapport désigné par i, de la densité du massif à celle des voussoirs, et la hauteur h de la charge qui s'éîève au-dessus du plaâ horizontal tangent à l'extrados.
Le plus souvent, et c'est d'ailleurs l'habitude du plus grand nombre des ingénieurs, on peut néghger la différence de densité du massif et des voussoirs. C'est ce que nous ferons dans tout ce qui va suivre, en posant
Cette relation permet d'effectuer immédiatement une grande simplification dans les formules (/), en y réduisant à zéro les coefficients D et G et les termes des autres coefficients qui ont (i — i) pour facteur.
Quant à la hauteur de charge h , cette quantité est* très-grande par rapport à l'épaisseur dans les tunnels et dans les poitrails dont il a été question au numéro précédent, La grandeur de h permettrait aussi des simplifications, et rendrait praticable Temploi des séries à la place des fonctions elliptiques; mais nous ne nous occuperons point de ces constructions, par la raison énoncée en terminant le même numéro. Dans les ponts, au contraire, la hauteur h est très-faihle, et presque toujours plus petite que l'épaisseur de la voûte. Nous avons déjà dit au n® 20 que la petitesse de h permet de réduire l'échelle des modules des fonctions elliptiques au premier de la série , et qu'il suffit de calculer une seule amplitude en outre de celle qui sert de point de départ à la série des amplitudes. Nous avons fait de diverses manières le calcul de l'erreiu* qui en résulte, et nous nous sommes assuré qu'elle est à peu près insensible dans le cas des ponts. Néanmoins, dans le calcul des tables, nous nous sommes astre jpt à ajouter la petite correction nécessaire pour obtenir le degré d'exactitude que l'on atteindrait en tenant compte, dans le calcul des fonctions elliptiques, d'un module et d'une amplitude de plus.
Nous commencerons par opérer sur les fonctions elliptiques des transformations indiquées par. la petitesse de h ou de A'\ L'expresaion de tang*^, équations i^"), montre que si l'on y prend y" égal à l'ordonnée du point inférieur de l'intrados, l'angle ^ sera plus voisin de 90^ que de zéro : comme nous ne ferons usage des équations [s") que pour établir ime relation entre les coordonnées du point inférieur de l'intrados, il convient ici de substituer à l'angle p son complément; posons donc
Nous avons dit en outre que le module c est très-voisin de l'unité
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dans la même hypothèse relative à h" : pour cette raison, nous
lui substituerons son complément h donné par la formule
si Ton fait, de {dus,
sin>^ = 6, tfoù
COS>^=:C
on aura Téchelle suivante des modules :
sin>^i = tang* - >^, smi^, = tang» ^ y^,,
sih>^,. = tang»^>^„«,;
celle des amplitudes deviendra
cos (25, — ê ) = ^^^5 costf/, cos (a €, — I,) = cosli cos>^i,
cos (2 ê« — 5«-i) = cosS,^, cos>^^,.
« Dans le cas où les angles | seraient très-petits, on ne pourrait ]dus se servir de ces formules; m^s on en déduit les suivantes qui ne présentent pas les mêmes difficultés :
sin* (2 S, — 5 ) = sin* S H- cos*| sin' )^, sin* (2 ^ — I,) = sitf 5, -+- cos» g, sin* >//, ,
sin* ( 2 Êi — 5,1-, ) = sin» 5— 1 -4- cos* i^^ «»• if^»
Ces dernières formules ne sont pas Ic^rithmiques : îi en existe d'autres qui ont Tovantage de Tétre, mais elles exigent que les modules se succèdent dans Tordre inverse de celui que nous avons adapté; nous les aurions rapportées, s'il nous avait été nécessaire d'effectuer les calculs au delà du premier modide. Les précédentes, qui nous serviront au calcul* de l'eireur que l'on commet en s'arrétantà ce module, montrent actuellement la rapidité avec laquelle l'angle ^^ se rapproche de sa valeur limite , lorsque ^ est très-petit ou que c diffère peu de l'unité.
Enfin, les deux systèmes de formules propres au calcul des fonctions elliptiques elles-mêmes deviennent :
F(c„,^„) = logcot^|,,
CM
£ {C„, <Pn) = COS^n,
£ (c, , <p,) = 2 cos* ^ 1^, F (c„ (p.) -H 2 sin* ; t//, F (c. , (p.) — C08 (a Ç, — Ç.) , jF(c , (p ) = 2cos'^if' jE(c„ 9,)-H2sm'^^ F(c„ (p.) — co8(a|, — |).
35. Nous limiterons d^abord Temploi des formules précédentes en faisant ii c=: i . De cette manière, il sera inutile de calculer )^i, et il suffira d^appliquer la première des formules qui donnent la série des ^. Le calcul des fonctions F et jE^ se réduira ainsi à celui des formules extrêmes de chacune des deux séries.
Ceci posé, les premières équations (/) donnent, en vertu de
De cette dernière équation on tire les trois relations suivantes :
dont la première sera particulièrement utile.
Nous avons posé plus haut : sin^^ = b, et 6' =: i — c* ; il s'ensuit
sin>^ = V/i — c*; B — C
or, 1 — c* = — ^ en vertu des équations (/), il vient donc
sm>// = ^,
La valeur de A* est
A* = 1 — c* sin*^ z=^ cos*p -h b* sin*^,
ou
A* = sitfê H- cos"| sin*^;
de cette expression comparée avec la première des relations non logarithmiques entre les amplitudes, rapportées plus haut, on tire
A* = sin*(2|» — ê):
mettant dans la valeur précédente de A*, pour sin^f , cos*^ et sint^, leurs valeurs données ci-dessus, il vient
/«(B-fc'«) /•'
et Ton a simplement
A = sin (2 $j — 5) = ~.
Le troisième terme de la valeur de js' devient de même
(en supposant les angles ^ et ^ compris entre o® et 90®), ou, en vertu de la relation précédente,
c ftin^ coa^
^3 A =VB::^cos(a§.-$).
Les fonctions elliptiques limitées dans leur développement, comme il a été convenu, se réduisent à
F[c, (p) = — ^ logcot ^ I»,
£^{c,ip)=2cos*->//cos|i-h2 sin*- ^logcot-|, — cos(2^t — |)
Â Taide des valeurs que nous venons d'obtenir, et à cause de D = G, G = o, régression de d= rç" se réduit d'abord à
yB
(on écrit ici ie double signe devant x", parce que Ton suppose les angles ^ et ^ compris entre o® et 90^, ce qui suffit dans le problème des arches de pont) : ep substituant dans cette dernière équation les valeurs des fonctions F et E^ il vient
A — a B sin» - + cos" - ^ ^
± x'' = ^ — log cot -Il — 2 y/B cos* - ^ cosS,
\/Bco§«i +
H- (V/B H- V/B— /•) <^os (2 S. — ê).
On peut encore chasser Tangle '^ : en effet, Ton a
ce qui donne
2C0S'-tf/ = 1 -h COSî^ = 1 -f- 4/ 1 -. =r 1 -f- ^,
a V/B cos*^ij!/ = VB H- V^.
D'un autre côté, le numérateur de la fraction qui multiplie log cot -ê, peut s'écrire
A^-3sin*>// = A— -A'*; or, on a^ par les équations (3),
et, par smte,
d'où
soit,
pour
abréger,
il viendra fitiaiement
x' — A' log cot ^ S, — (y/B -f-y/C) cosê, -^ ( V/B-f- V^B— /•) cos (2 Ç» — ê) .
35 615. Sans entrer dans tous les développements qui seraient nécessaires pour effectuer les calculs, nous allons dire brièvement comment nous avons obtenu la correction qu'il faut apporter à la valeur de x" pour parvenir au même degré d'exactitude que si nous avions poussé le calcul des fonctions eUiptiqties jusqu'à remploi de l'amplitude ^t*
Nous avons posé d'abord
(T désignant une quantité très-petite que nous avons obtenue en appliquant le théorème de Taylor à la relation
sin* (2 ^ — I,) = sin*$i -+- cos*ê, sin*^i:
la valeur de tr est, aux termes près des ordres supérieurs,
<* = - cotSitang*-^.
Quant à la valeur de tang -yp : de la relation
2 V^cos* i^ = y/B -h VC,
on tire
a V/B sin» ^t^ = \/B — VC,
d'où
quantité dont la quatrième puissance est très-petite.
En faisant toujours usage du théorème de Taylor, on trouve aisément
log cot^ê. = log cot-l, — - — tang*-)//,
cosê, = cosêi — - cosêi tang*-)//.
A l'aide de ces valeurs, on obtient pour expressions approchées des corrections à appliquer aux fonctions F et Ey
;.F = iu..g.l+(logco.lf,-^),
S^E = tang* - yp (log cot - Ç» — cosê» J ;
et Ton en déduit, poiur la correction de la valeur absolue de x',
JVx' = — S/Btang'i,^ jZlogcoti|.-f-(j^ — i)cos|.j,
en négligeant les quantités de Tordre de tang *->//. Dans cette
expression, la parenthèse croît à mesure que 6i diminue ou que h"
tend vers zéro; mais le facteur tang* - >^ décroit plus rapidement
que la valeur de la parenthèse n'augmente, et J^x'^ s'annule avec h\
Une expression encore susceptible de simplification est celle de
la tangente de l'angle a que fait la normale à l'extrados avec la
verticale : l'équation {mT) dans laquelle les quantités ce et y" ont été
notées de Tindice i , devient, en rétablissant la généralité de cette formule, «
tanga
on en tire aisément, au moyen des relations précédemment établies entre les quantités A, B et C, et négligeant les termes en e\
sma =: —
cosa • —
V/-5[-J""-'iï
La dernière de ces équations va nous fournir un moyen plus rapide de calcider Tangle a. En y substituant la valeur de A en fonction de C obtenue précédemment, puis multipliant haut et
bas par ~, on a
cosa
soit
d'où
cosa
sm-a
équation qui sera très-propre à déterminer l'auxiliaire a'; la valeur de cosa deviendra
cosa
cosa
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or, si Ton néglige les termes du quatrième ordre, eile se réduira à
côsâ = cosft' — - - sin'a':
on en déduit aisément
sin(a — a') = - -- sina'.
Cette équation, jointe à celle qui donne Tangle a' par le sinus de sa moitié, sera d'im emploi plus commode que les formules précédentes, pour calculer Tangle a.
L'interprétation géométrique de cette relation entre les angles a et a' est facile. Déterminons, en effet, Tangle des intrados réel et
fictif; son expression est -^=~ j^, en vertu de Téquation (x):
or, en négligeant les termes du troisième ordre, cette expression coïncide avec la valeur de a — a' donnée par Téquation précédente. Il en résulte que Fangle a' est Tangue que ferait avec Taxe des X la tangente à une courbe dont les éléments seraient symétriques avec ceux de Tintrados réel par rapport à la tangente à Tintrados fictif.
Avant d'aller plus loin,' il est indispensable de résimier les relations que nous venons d'obtenir; nous y joindrons une relation nouvelle en posant C =: 4QS Q* étant une quantité qui nous servira dans le calcul des coordonnées par voie de différence. Pour éviter le recours à la première partie du mémoire , nous reproduirons les notations.
RÉSUMÉ DES FORMULES SIMPLIFIEES POUR LE CAS oil LE MASSIF ET LA YOAtB
SONT DE MEME DENSITE
Notations.
36. L'axe des y est vertical et passe par le sommet de l'arche; l'axe des x est horizontal et situé dans un plan parallèle au plan des têtes, qui est élevé au-dessus du plan tangent à l'extrados d'une quantité h représentant la hauteur d'une couche de matériaux
de même densité que le masdif et dont le poids serait égal à celui des couches de daasités diverses qui aurchargent la voûte.
Nous désigvboaa par :
h la li^uteur de k charge qui s'élève au-dessus de la def ré* duite à la densité du massif, comme il vient d'être dit, en sorte que h désigne l'ordoiinée du sommet de Textrados;
e Tépaisseur fictive de la voûte ou la distance constante entre Textrados et Tiotrados fictif, mesurée suivant la normale commune à ces deux courbeja;
h" Tordonnée du sommet de Fintrados fictif;
x\ y et p les coordonnées et le rayon de. courbure de Textrados;
x", y' et p" les coordosiiées du point de Tintrados fictif situé sur b normale à Textrados menée par le point {x\ y'); et le rayon de courbure de Tintrados fictif, au point (a?", y");
X, Y les coordonnées du point* de Tintrados réel situé sur la même normale;
a Tangle de cette normale avec Taxe dea y ou du plan de joint passant par le point {x\ y') avec la verticale;
ft' un angle ausùliaire très-peu difiE&rent. de a, et dont la signification géométrique a été donnée à la fin du numéro précédent.
6 répaisseiu- réelle, ou la distance comprise entre le point [x\ y') de l'extrados et le point (X,Y) de Tintrados réel;
S la distance-x^omprise entre le milieu du joint réel et le milieu de l'épaisseur fictive, en sorte que a S désigne la distance des points (jc", y") de l'intrados fictif et (X, Y) de l'intrados réel;
[i la hauteur d'ime colonne prismatique dé la matière des voussoirs, dont le poids produirait sur une base horizontale la pression qui a lieu dans le plan normal à l'extrados mené par le point
A la dimension de l'arche dans le sens perpendiculaire au plan des têtes ou parallèle aux génératrices;
tar le poids de l'unité de volume de la matière des voussoirs et du massif;
T et Ha pression totale et la pression par unité de surface qui ont lieu dans le plan normal à Textrados mené par le point [x\ y) ;
U la poussée horizontale qui résulte des actions exercées par le massif sur la face verticale de la culée qui passe par Tarète inférieure de l'extrados;
u l'ordoimée du point d'application de cette résultante;
V le volume des matériaux de la demi-arche et du massif limité dans le sens horizontal par des plans verticaux menés par le sommet et le point inférieiu* de l'extrados parallèlement aux génératrices ;
f la flèche de l'arche , ou la montée ;
g la demi-ouverture.
Les indices o et i serviront à désigiier les valeurs particulières que prennent les diverses variables au sommet de la voûte et aux naissances (à l'exception de l'indice i qui affecte les lettres yp et S dans les expressions des modules et amplitudes des fonctions elliptiques].
Voici maintenant les relations dont nous aurons à faire usage pour calculer l'abscisse d'un point de l'intrados fictif en fonction de l'ordonnée ) déterminer la situation de la normale et l'intensité des pressions :
h' — h-he,
V» — aef*,, (a)
K = g'-t-(h' — ey,
VB-»-Vc'
x'=Aiog cot^ $,-(v'B+v/C)cos£,+{v/B+V/B^)cos(26,-|)} (4)
(Pour plus de clarté, on a supprimé les doubles signes, ici et dans les expressions suivantes; on pourrait toujours les rétablir au besoin, en se rappelant que les courbes intrados et extrados sont symétriques par rapport à Taxe des y : tout se rapporte ainsi à la partie de Tarche située du côté des x positifs.)
sm a = — —
cosa = -
Ung.= Vi£^^iî^; (6)
on peut aussi calculer l'ange a au moyen des deux formules
sm
i a' = y/^— ë — . s™{» ~ *') = J ^ 8™*'- (6 his)
pt = ^L.-+-/-A'-f-^^(/'_A-), • (7)
(') Il arrive souvent que le deuxième et le troisième terme du second membre sont peu di£férentd : il faut alors calculer ces termes avec une figure de plus que le premier, à moins quon ne remplace ces deux termes par le suivant, que Ton obtient après quelques transformations ,
_/.co.M.e.-i)( ^^^_^^_^/ v^BH^ygEF) »i..'(»g.-g) j
yfç,^\p^~p\ \ ay/c / cos (a |, — |) -♦- cos 6 )
Quant au dernier, il e^ presque insensible pratiquement ; malgré cela , nous en avons tenu compte dans le calcul des tables dont il sera question ci-après.
Y = / -h 2 5 cosa, y =y" — ^ cosa, 1
X = x" — 2 S sina, a;' = x" -+- e sina. j
Les ordonnées des points extrêmes de Fintrados fictif sont
y\ = h\ /,=/-+- A" H- 2^0 — 25, cosa.; (lo) celles des points extrêmes de l'intrados réel sont
Yo = A''-+-2<J., Y,=/^-r-+-25.; (il) et la valem* de la demi-ouverture est
g = Xi = x'i — 2 <î, sina,. (i 2)
Les relations entre les pressions qui ont lieu dans les plans de joint extrêmes données par les équations {(") et (a^) sont enfin
Nous n'avons point à dire ici comment on devra se servir de ces formules, et pratiquer, suivant le besoin, les éliminations. En traitant de la construction des tables destinées à éviter les calculs par tâtonnements, nous montrerons, dans les numéros suivants, comment nous avons fait usage de ces formules; mais nous devions les rassembler tout d'abord.
DB LA CONSTRUCTION DB TABLES APPROPRIBBS X LA DETERMINATION DBS INCONNUES , DANS LE CAS DBS ARCHES INCOMPLETES, DITES EN ARC DE CEHCLE.
37. De ce qui a été exposé au n^ 24, il résulte que si Ton se donne, dans le cas des arches incomplètes, les quantités /, g,
h, (Â^ on fil et z, et que Ton attribue à Tépaisseiu* e une valeur hypothétique, on pourra calculer la valeur de g en fonction des cinq autres quantités « à Taide des formules générales. Comme nous avons fait i = i, la valeiu* de g n'est plus fonction, au moyen des équations du numéro précédent, que de quatre variables indépendantes; mais Thomogénéité de nos formules permet de substituer aisément la recherche des rapports des variables à la recherche de leurs valeiurs absolues (*), ei^ sorte que le problème serait ramené à celui de la construction de tables à triple entrée , problème À peu près inabordable pratiquement. Or la dif* ficulté qui se présente ici peut être levée en substituant à la donnée h, l'ordonnée Y« du sommet de Tintrados. Les problèmes qui se présentent dans la construction des chemins de fer comportent plutôt, comme données relatives aux arches de pont, les différences de niveau de leiurs diverses parties, que l'épaisseur rigoureusement déterminée des couches de matériaux qui s'élèvent audessus du sommet de l'extrados.
Admettant donc la quantité Y^ connue l'une des données du problème, nous remarquerons que, si l'on fait abstraction des termes du deuxième ordre ou qui ont en facteur le carré de l'épaisseur e, et que, de plus, on prenne pour inconnue la quantité
Q*ou -C, l'épaisseur e disparaîtra complètement des équations; en sorte que g sera seulement fonction de/, Y^ et de l'inconnue Q*.
(*) Nou3 profiterons de la circonstance pour présenter une remarque qui eût peutêtre été mieux placée ailleurs, et que le lecteur aura sans doute faite. Les relations que nous avons établies, ayant lieu entre des rapports de grandeurs linéaires, restent les mêmes dans les arches de profils semUaUes, où les longueurs homologues sont entre elles dans un même rapport : il s*ensuit que, dans les arches semblables, la quantité |x, qui détermine les pressions par unité superficielle entre les voussoirs en des points semblablement placés, est proportionnelle aux dimensions linéaires homologues des arches que Ton compare. La pression totale par unité de longueur mesurée parallèlement aux génératrices de Tintrados , qui est représentée par fi 6, et détermine la poussée dans le joint inférieur quand pi prend la valeur particulière fit , se trouve , par suite , proportionnelle au carré des dimensions homologues.
En eflet, se donnant Q*, Y, et/, les équations (i i) et (lo) donnent Il = Yo et y"^, =/-+- A", aux termes près du deuxième ordre; les équations (3) donnent C = 4 Q*, B = C -h A"*; et, en faisant j" = y^i dans les équations (4) , celles-ci permettent d'obtenir la valeiu- de x"i qui, en vertu de (i 2), est égale à g, aux termes près du deuxième ordre. Introduisant les rapports de lignes au lieu de
leurs valeurs absolues, il arrive que ^, par exemple, n'est plus
fonction que de -^ et de ■-■, et que la solution approchée du
problème se trouve dépendre de la construction de tables à double entrée seulement.
En suivant la marche qui vient d'être indiquée, nous avons calculé effectivement des tables qui présentent la suite des valeurs
de ^ relatives à des valeurs fixes de -? et à des valeurs variables
du rapport --; dix tables de ce genre ont été calculées pour des va-
leurs de ~ égales à o,4; o,5; 0,6 ;* . . . ; 1 ,2 ; 1 ,3. Or, la recherche
de la valeur de •-; en fonction de -j et de ^ à l'aide de ces tables
eût été pénible; il eut fallu même en augmenter très-notablement l'étendue pour les adapter à cet usage. Pour obvier à ces inconvénients, nous avons pris le parti de retourner chacune des dix tables, c'est-à-dire de calculer par voie d'interpolation, à l'aide des tables primitives, de nouvelles tables qui donnent directement la
valeur de -- en fonction de -j et de ^. Nous avons formé de cette
manière la première des tables à double entrée que l'on trouvera à la fin de ce mémoire, sous le titre de Table I. L'étendue que nous lui avons donnée nous parait répondre aux exigences de l'art des constructions. Nous ne présenterons point ici les détails relatifs au calcid des tables; disons seulement que nous avons fait usage des formules d'intercalation mentionnées, à propos du calcul des éphémérides des planètes, dans un mémoire sur la détermination de leurs orbites, inséré dans la Connaissance des Temps pour ]852.
La Table I donne la valeur approchée de —, et, par suite, celle
de Q*, aux termes près du deuxième ordre. Cette première approximation permet de calculer la valeur des termes négligés , et d'en tenir compte ensuite. En elFet, ces termes étant du deuxième ordre ou dépendants du carré de e, il suffit d'obtenir la valeur approximative de e en fonction des données. A cet égard, se donnant |x, par exemple, la deuxième équation (i3) fait connaître fto, et, si Ton élimine q^ entre les équations (â) et (3), il vient
d'où
équation dans laquelle on pourrait négliger r 6 au dénominateur.
La valeur trouvée de e, pour être admissible, doit, en vertu de l'équation (i), donner une valeur h ^h" — e qui ne soit pas négative, et qui soit au moins égale à celle réclamée par l'expérience . Si, au lieu de se donner fi,, on se donnait h, il viendrait par l'équation (i),
la valeur de fi, s'en déduirait :
fi, = h"-i-^ — je, (i6)
et la première équation (i 3) donnerait celle de jx,; cette dernière devrait être compatible avec la résistance des matériaux employés, pour que la solution fût admissible.
Dans les deux cas, il est donc possible d'obtenir une valeur approchée de e; nous allons dire actuellement quel usage il convient d'en faire, pour corriger la valeur de Q* déduite des tables.
152 SUR LÉTABUSSEMENT
38 . Eniunérons les quantités négligées dans le calcul de la Table I.
1° Nous avons fait A* = ¥«; il résulte de la première équation (il) que h" doit recevoir la correction
2® Nous avons pris y'i =/ -+- A''; la deuxième équation (lo) montre que Ton doit appliquer à y'y^ la correction
S^y\ = S^h" -h 2^0 — ^S, cosa,.
ou simplement
J^y", = — 2 Si cosa, ,
en vertu de la relation précédente.
3° Le terme en e* de la valeiu- de A' ayant été négligé , il s^ensuit que x"^ doit subir la correction spéciale
log cot - {,
4** Nous avons fait simplement gzrzzx'^; il résulte de Téquation (i 2) que g doit recevoir la correction J^x"i — 28^ sinai : comme, d^autre part, la valeur de g ne doit pas changer, on a cette équation de condition,
J^oî', — 2 Si sina, = o,
dans laquelle nous devons regarder S^x"i comme étant la variation de w"i qui résulte des trois corrections que nous venons d'indiquer, et d'ime correction inconnue J^(Q*) ou J^C qu'il s'agit de déterminer : x^^ étant donc conâdéré comme fonction de h", j'y et G, nous aurons
( J^«'. ) -f- ( ^) i^ A' H- ~ V. ^- ^ J^ G — a ^. sin». = o :
dans cette équation, (^ j désigne la dérivée partielle de x\ par rapport à A", obtenue en faisant abstraction de la variation que x\ subit par suite de c^ que y\ varie avec }i\ le terme j4 ^y\ comprend cette variation.
Substituant les valeurs obtenues plus haut de ( J^x^) , J\ A* et S^y\,
et observant que Fon a -tv = -: — ^» J^C = 4 J^ (QM; il viendra
3 V/B-HV/C •Vdfc-y NDa. ^'* dC " ^^ '
Nous avons d'ailleurs, première écpiation (8),
ou, en négligeant les quantités du troisième ordre, équation (3],
En négligeant les quantités du deuxième ordre dans la première équation (5), ce qui ne donnera lieu qu'à des erreurs du quatrième dans le résultat, on aura encore
Substituant ces valeurs dans Téquation de condition, on en tirera
Ilog COt — Cl f
i^-^-0 (S) +n;:;7riwi^.h(. 7)
Pour faire usage de cette formule, il reste à déterminer les valeurs des deux dérivées "jp ®* ("jrr)- On peut les obtenir de deux manières différentes.
En premier lieu, si Ton effectue les diflFérentiations à Taide des expressions du n^ 36, et que Ton néglige la variation du dernier terme de x ^ on parvient, après des transformations que nous nous dispenserons de reproduire , aux deux valeurs suivantes :
(s^)='-jf^'»«-T«-[=^-(^s+^^"'"^']
fc" \
(V/B-HV/C)
VB=7;
ÏJ','\/BC0«(2«, — {)
En second lieu, -rr;^ désignant la dérivée partielle de x'^i par rapport à A", il vient, en vertu de ce qui a été dit plus haut,
dx\ _^/d^\ d^ 4y^
OU simplement,
dh" [dk")'^ df, dk" '
da;\ (dar,\ dx\
dk" [dk")
à cause de -^ = i, 2* équation (lo). Or, on a, équation (6),
dx\ A — ri"*
-— - == cota, = ,
valeur qui donne , en ayant égard aux relations établies au n^ 35 , et négligeant les termes du deuxième ordre,
ds\
Vb^=^
/.COS(2 6-e)
dy\ 2/. C08 (a e. — e) , VB— ^'«
Maintenant, C ou 4Q* étant, en vertu du retournement des tables, une fonction de g et Y^ ou de x', et h", il vient
dx"
pour obtenir la dérivée partielle -jj^y on doit supposer Q* ou C constant; alors cette équation, en y faisant dC = o^ donne
àC
dx\
dk'
dk'
dk'
dC
La dérivée partielle -r^ s'obtiendra pareiUementen faisant dh" = o, et il viendra
ds\
le
dm
A Taide de ces diverses valeurs, on tirera de Téquation (17),
log cot - {,
3l [ daT, 3C dk' ^^'y'
La quantité /étant une constante, les deux dérivées que renferme cette expression peuvent s'écrire
di d-
SI
Or, les nouvelles dérivées partielles que nous venons d'écrire se
déduisent aisément des tables retournées, en prenant les difie*
rences de la fonction -— successivement dans le sens vertical et dans le sens horizontal, et faisant usage de la formule connue
? = ~ JAa — - A»aH-^ A» a — 7 A*«H-. . , j (ao)
dx àw { S 3 4
qui sert à obtenir la dérivée d'une fonction a réduite en table, au moyen de ses différences A a, A" a,... et de la diflPérence constante Au; de la variable.
Il suffit ici de faire Ao: = 0,1, ce qui conduit à prendre les différences de dix en dix termes dans le sens vertical, et de terme
en terme dans le sens horizontal, pour obtenir des valeurs de — 5-^
et, par suite de J^Q% qui corrigent assez exactement celles de
Q*. Les tables primitives ou des valeurs de ^ auraient bien pu
donner immédiatement les dérivées partielles —^; mais il n aurait pas été possible d'en déduire aisément les dérivées -rr^y tant à cause de la divergence de la série des différences Aa^ A' a,..., qu'à cause des limites relatives à -^ qu'il eût fallu reculer en augmentant démesurément l'étendue de ces tables.
Nous avons calculé les tables qui donnent les valeurs de la
fonction — ^-î; on les trouvera à la suite des tables de la valeur
de —, sous le titre de Table IL Ayant obtenu une valeur approchée
dee, comme il a été dit au v? 37, on en déduira aisément, à l'aide de la Table II, la correction <A(Q*} à appliquer à la valeur de Q* fournie par la Table I; et l'on aura, par les équations (i i), (8) et (3),
Les valeurs corrigées de Q* et h" pourront être appliquées au
calcul d'une valeur plus exacte de e au moyen de f une ou de Tautre des formules (lA) et (i5), suivant les cas (*). Connaissant actuellement Q*, A', e et ft,^ Temploi d'un petit nombre des formules du n^ 36 fournira tout ce qu'il est nécessaire de connaître pour procéder au calcul des coordonnées, rayons de courbure', poussées, etc.
CONSTRUCTION DES TABLES POUR LE CAS DES ARCHES COUPLÂTES, OU EN ANSK DE PANIER.
39. Nous avons vu, n^ 26, comment la condition de la verticalité des tangentes extrêmes introduit une équation de condition entre les constantes, et réduit d'une unité les arbitraires du problème relatif aux arches complètes. U est clair, si l'on se reporte aux considérations présentées n^ 37, que la substitution de la constante h" à la constante h permettra de ramener la solution du problème à la construction d'une table à simple entrée. C'est ce qui se vérifiera du reste aisément par le fait même.
L équation de condition que nous venons de rapfteler est ((T)
,.=/(/+, »-) + .A'.-i(,_£Miïl).-=
en éliminant q* entre celle-^ci et la 2^ équation (3), il vient immé* diatement
(*) Nous indiquerons un moyen d'éviter le calcul de J^ (Q*) , et d'obtenir néanmoins une solution exacte jusque dans les termes du deuxième ordre. Ce moyen consisterait à accepter la valeur approchée de Q* comme exacte, et à en déduire les valeurs de et f* : procédant ensuite au calcul des boordonnées ou au tracé de Tihtrados, on s*arrêterait k lordonnée de Tintrados réel, qui répcmd, soit à k flèche, soit à la demi-ouverture données, et Ton prendrait à la place de Tune d'entre elles, celle fournie par le calcul ou le tracé. A la vérité , ce ne serait pas la solution du problème proposé, mais bien celle d*un problème du même genre, dans lequel les données différeraient très-peu des données du problème primitif. Or il est très-rare que les données soient tellement bien fixées, qu on ne puisse leur faire subir, en pratique, la très-petite variation qu'entraînerait le mode de solution qui vient d'être indiqué.
SI
équation à laquelle il faut joindre la valeur de /, obtenue n° 26,
On tire de celle-ci,
cette valeur permet d'écrire C sous la forme
C = a/(t.y.'-/)-4-^(i-hÇ)e», (aa6t,) OU bien
D'un autre côté, les équations (lo) et (i i) donnent
Yi — y^ =2^, cosa^:
or observons que 2^, et costti sont des quantités du deuxième ordre; leur produit étant du quatrième, on aura donc, à des quantités près de cet ordre,
Maintenant, il est évident que, si Ton se donne l'ordonnée Yi des naissances, et l'une des quantités/ et V^ on poiu'ra, en négligeant les termes du deuxième ordre, obtenir la valeur de x"^ à l'aide des équations (ail)» (22) et (28), jointes à la relation B = C H- A''* et aux équations (4). La demi-ouverture g tirée de l'équation [e") peut d'ailleurs décrire
9 = x:-\ùe^, (a5)
elle se réduit à ^ = a?',, lorsqu^on néglige les termes du second ordre. Ainsi la quantité g est fonction des deux variables Y| et J
ou h"; et le rapport ~ se trouve, par suite, être fonction d'une
seule variable qui est 4- ou --, suivant que Ion se donne Tune
OU Tatutre des deux variables /et h".
La Table III insérée à la fin de ce mémoire contient, dans une
f première colonne, la suite des valeurs de -^9 et, dansime seconde,
les valeurs correspondantes de y* ^ rapport ^ des nombres de
la deuxième et de la première colonne est donné dans une troisième colonne. De cette manière notre table permet de trouver Tune des trois quantités /, g et Y» au moyen des deux autres. Il est vrai que, théoriquement, les valeurs tirées de la Table III sont seulement approximatives , mais nous verrons bientôt qu^en pratique, on peut les considérer comme exactes.
Les valeurs de / et h" étant connues, du moins approximativement, il devient possible de calculer Fépaisseur 6, en se donnant Tune ou l'autre des quantités fi^ eih.
En premier lieu, soit donné |Xi : la deuxième équation (i3) fait connaître fx, à Taide de jXi. L'équation (c"') jointe à la relation h =z h" — e donne
et, à cause de f'rz=:ae|Xo, on obtient immédiatement
1 yr-h''
' ^^h'^le
La valeur de e s'en déduira en négligeant d'abord le terme r ^ au dénominateur, et y substituant ensuite sa valeur obtenue par une première approximation.
On obtiendrait aussi la valeur de e sans passer par |v«, au moyen
de la formule
mais, comme la valem* de |Xo sert au calcul de 7% il sera préFérable d'employer Téquatien (26).
Quelle que soit, au surplus, celle des deux expressions (a 6) et (37) dont on ait fait usage, la solution trouvée devra^ pour être admissible, satisfaire à de certaines conditions. Nous ne mentionnerons pas ia condition e ;>> o, attendu que les valeurs de fx^ et ft, seront toujours prises beaucoup plus grandes que y", et K \ cette condition sera donc toujours remplie. Mais il faudra que Ton ait toujours e <:; A", et, en outre, que la quantité A = A" — e qui en résultera, ne soit point inférieure à une limite fixée par les conditions particulières à rétablissement de la chaussé^. Si ces conditions ne sont pas remplies, il faudra modifier les données. On diminuera l'épaisseur e en choisissant des matériaux plus résistants.*
En second lieu, si fon se donne la hauteur A de la surcharge, on aura immédiatement
et il faudra s'assurer si la plus grande valeur de ft est compatible avec la nature des matériaux employés. A cet égard, on aura par l'équation (a 6),
et la première équation (1 3) fera connaître ensuite fti. Dans le cas où la valeur de ft, se trouverait être trop forte, il faudrait augmenter e et par suite V.
La valeur de e étant supposée connue au moins upprodœati-
vement^ nous avons à rechercher quelles cerrections doiv^fit subir les inconnues du problème déduites de la Table III.
40. Les variables/, J, Yi, entre lesquelles la Table III établit une dépendance mutuelle^ sont au nombre de trois; et Ton peut se donner deux de ces variables arbitrairement, ce qui fournit trois combinaisons distinctes : mais, la demi-ouvertmre g étant toujours au nombre des données, nous n aurons à examiner que les deux combinaisons qui comprennent les deux systèmes de données j. Y, et 5,/.
Première combinaison. — Etant donnés g et Y, , trouver la correction de la valeur de / tirée de la Table III.
Les quantités négligées dans la construction de cette table sont faciles à rétablir, maintenant que la valeur de e est connue approximativement. Soit, en effet, J^/la correction inconnue de/.
1® L'équation (22) a été appliquée en négligeant le terme du deuxième ordre et en faisant usage d'une valeur seulement approchée de/; on aura donc
2® L'équation (2 2 615) donne Ueu à des corrections du même genre; leur son^me est
J\C = 4(/.-/)J^/+^{iH-4).'.
3^ La valeur de x^i a été calculée en négligeant le terme du deuxième ordre contenu dans A'; nous devons donc ^ en vevtu de l'équation (4) et de la valeur de A', appliquer à j:"!, la correction spéciale
logcot -ft
(J\a^,) = — I _ '_ eK
^ " 3 v/Bh-V/C
4* Le terme du deuxième ordre ayant été mégiî^é dans l'équa-
tion (a 5), si nous désignons par J^x"i la correction de x'^ qui résulte de celles que nous venons d'indiquer, et que nous obser* vions que g doit conserver une valeiu* constante et donnée , nous aurons
Or, x\ peut être considéré comme ime fonction des deux variables A" et C, doûAées par les équations (a 2) et (2 3), puisque /n'entre dans x''i que par ces variables; et Téquation précédente devient
OU, en mettant pour {^x'^), J^h' et J^C leurs valeurs,
~» VviTv^ "*■ c "SF ~ ^ ["•- ^ "c Jic "*" c y *
on en tire
log cot « (1
On peut encore utiliser ici les di£Férences obtenues en calculant la Table ni, pour éviter le calcul direct de la dérivée -j^. En effet, puisque x'^ est fonction de A' et C, on a
et, comme h' et C sont d^ailleurs fonctions de la seule variable /,
en vertu des équations (22) et (23) privées de leurs termes du deuxième ordre, on a, pour expression de la dérivée totale,
dx\ dx\ dh" dx\ de
'df IPlf '^ le Jf'
OU, en vertu des mêmes équations,
La valeur de la dérivée partielle -^ c[u*on en tire étant portée dans celle de -7, il vient, à cause de h" = y't — /,
S'f » y/B-t-y/c "^ c c ij 'de
If
Il est clair que, j^, étant constant, on peut substituer à la dérivée -TT, la dérivée — y qui se déduit inunédiatement des diffé-
^•^ dL
rences fournies par la Table III. Quant à la dérivée -^, nous en
avons donné l'expression , (18). Cette expression et quelques-imes de celles qui servent à calculer x\ ou g reçoivent des simplifications provenant de la condition particulière aux arches complètes (*); nous nous dispenserons de les présenter ici, attendu que
(*) Les quantités h" et C (aa) et (a3), étant privées de leurs termes du deunème ordre, fournissent aisément la relation
qui permet de simplifier le calcul de x'i et de ses dérivées partielles , dans le cas des arches complètes.
nos tables n'ont pas besoin d'être étendues au delà des limites que nous leur avons données, et que, sauf cette application, Texposé des formules serait sans objet.
Deuxième combinaison. — Etant donnés / et j, trouver la correction de la valeur de Yi tirée de la Table III. Soit J\ Yj la correction cherchée.
1^ A cause de y'j = Yi, on tire de Téquation (a a)
a® L'équation (22 bis) donne
3® La valem* de x*\ doit, comme plus haut, recevoir la correction spéciale
log cot - Ç,
à cause du terme du deuxième ordre négligé dans A'.
4** g étant donné, et S^x\ désignant l'ensemble des corrections que doit subir x\^ l'équation (3 5) donne encore
Or, x\ se trotive être ici fonction des deux variables. A" et G, si Ton conçoit y'\ remplacé par sa valeur h" -h/» équation (22); il s'ensuit que l'équation précédente peut s'écrire
\lé] ^^s^g*^^^* 1^ dérivée partielle de' x*» relative à h\ et prise
en faisant abstraction de ce que C dépend implicitement de h'. Substituons les valeurs précédentes, il viendra
/logcotif. ^ ^. _ \
d'où /
fê)-'/S
Voici maintenant comment on utilisera les différences obtenues dans la construction de la Table III , pour éviter le calcul de la dérivée (■^). D'après ce qui a été dit il y a un instant, on a
<i.-,=(^)a-H-^rfC:
on en tire, pour la valeur de la dérivée totale de x^i par rapport à A'', puisque cette quantité reste seule variable indépendante ,
lir [ihrj ^ dFdir''
or, on a
dhr d/, dh" ^J'
en vertu des équations (22 615) et (22) : il vient dope
dh" U^"/ ^ dG '
et, par suite,
logcot - ^1
C "*" C dW *\'"*"* C 1 dC
3 ciar",
en mettant y\ à la place de / -4- h'.
Maintenant, soient
valeurs auxquelles on peut substituer les rapports ~ et •^. Le
premier de ces rapports étant une fonction du second considéré comme variable indépendante, qui est donnée par la Table III, on aiu-a
dç ^'
dz et la valeur du coefficient différentiel r- se déduira des différences
successives de la quantité -^ et de la différence constante des va*
leurs de y. Mais, /étant une constante donnée, on a
«^ = r^ • «^ = — 7^ «J^ iî
substituant ces valeurs dans la précédente équation, on en tire
d'où , à cause de ^ = i ,
dh
dh' — y, — Y. Y, ^2* ^ '
On obtiendrait une expression encore plus simple de la valeur de — /, en posant
(Les quantités z! et K désignent ici les nombres contenus dans la troisième et la première colonne de la Table UI.) Ces relations donnent
et Ton a, à cause de dz' = -rr dKr
lix\=z — ^-d'y\.
d'où, en vertu de -^ = \^
di
dk- 7,-«"~ Y.'^/'
Nous n avons pas fait usage de cette formule, parce que la fonction ^ n'était pas encore calculée, quiand'nous avons entrepris le calcul de la Table V, qui donne la valeur de Y, —f.
Les expressions (82) et (33) sont, comme on le voit, entièrement formées de quantités que Ton peut déduire aisément de la Table III. En joignant Tune ou l'autre à la deuxième équation (18),
on a tous les éléments nécessaires pour calculer — ^ à l'aide de la
formtde (3i).
Les deux formules (3o) et (3 1) ont été appliquées au calcul des
deux Tables IV et V, qui donnent, l'une les valeurs de -7 J^/ et
l'autre celles de -^ J^ Y|. Ces deux tables ont été placées à la suite de
la Table III. Nous les avons insérées dans ce mémoire, non pour en recommander Fusage , mais pour montrer, au contraire , que Ton peut se dispenser d'y recourir, attendu que les corrections que Ton en tire sont tout à fait nég^geables dans la pratique. En effet,
la plus grande valeur de -^ J\/ donnée par la Table IV, est-h o,ooo5 ; elle se rapporte à-^= 0,67 : on en déduit S^f= o,ooo5 --; Y,; à cause àee<Z h\ il vient S^f <C o,ooo5 — Yj : or, -— = 1 — ^
est ici égal à o,33, on a donc J^/ < o,ooo5 (d,33)* Yj, ou J\/< o,oooo54 Yi. Si Ton suppose, par exemple, Yi = i8"',5, quantité qui n'est pas atteinte dans les constructions modernes, on aura J\/<C o"*,oo 1 . On aurait de même, par la Table V, avec ces données, — J\ Y, < o"*,oo48. Nous ferons observer que ces nombres se rapportent à des surbaissements inusités : la limite de
sùrbaissement admise dans la pratique est - ; encore convient-il
mieux de prendre le sùrbaissement entre - et -. Or le surbaissèment - répond à une valeur de y égale à 0,733 environ, d'après
la Table III; en partant de ce nombre, et supposant Yi = i8™,5 , on trouverait J^/< o™,oooa6; — J^Yi <; o"*,ooi2. Les surbaissements plus voisins de - donneraient des corrections encore
plus faibles. On voit donc que, dans les limites de la pratique, on n'aura pas à craindre de faire une erreur de plus de 1 miUimètre, ou à peu près, sur des différences de niveau qui seront à peine déterminées d'ailleurs à ce degré d'approximation, lorsqu^on se dispensera de corriger les valeurs tirées de la Table III (*).
(*) Si l'on tenait à appliquer les corrections de /ou Yj, on se servirait, pour les calculer, de nombres fournis par les Tables IV et V, et de la valeur approchée de « obtenue au n* 39. A Taide de la valeur corrigée de/ou de Yi =^1, on calculerait au besoin la valeur corrigée de V , par la formule (a a) mise sous la forme
on aurait ensuite ê par Téquadon (26) ou par Téquation (27) jointe k la deuxième
POUSSBB DE LA VOCtB ET DU MASSIF GONTBB LBS CULEES, INCLINAISON DU DERNIER JOINT SUR LA VERTICALE , VOLUME D'UNE DEMI-ARCHE ET DE LA PARTIE CORRES- PONDANTE DU MASSIF.
41. La réduction des formules du a** 28 est très-simple; nous nous contenterons d'en présenter les résultats, renvoyant à ce numéro pour tout ce qui est relatif à Texposé et à la discussion.
Les équations réduites qui donnent la valeur générale de Tangle a ont déjà été présentées n^ 36; nous reproduirons l'expression de la tangente, en y mettant à la place de y Tordonnée y y du point inférieur de Tintrados fictif, et pour A sa valeur (3) : on atura ainsi, pour déterminer Tangue fXx du dernier joint avec la verticale, la formule
à laquelle on pourra trouver plus commode de substituer les deux suivantes :
70^'»= V 1 1 «»(«! — a'i) = ~sina'j. (34 his)
Ces formides serviront particulièrement dans le cas des arches incomplètes, dites en arc de cercle, et la valeur de y^^ qu'il conviendra d'employer est celle donnée sous la marque [w"),
{On évitera l'emploi de ces formules en déduisant l'angle a» par voie d'interpolation, lorsque les calculs ou tracés qui vont être indiqués dans les numéros suivants auront été effectués.)
équation (i3); et dans le cas de h donné, par la relation ezzzK" — h. Disons enAn
que les quantités Q'=->G et^'irraefi», néoessaires pour ie calcul des coordon-
h nées et le tracé, s'obtiendraient à Taide des .formules (a3) et (1 3], si la valeur de y^^
ne.ae tcoavûl; pM déjà déteraûoé«.
sm
Dans le cas des arches complètes ou en anse de panier, on aura simplement
Pour obtenir les diverses coordonnées qui se rapportent au plan de joint extrême , on aura d'abord
puis ensuite
x\ = j -f- 2(î, sintti, (38)
équation à laquelle on joindra la valeur précédente de y^ dans le ca^ des arches incomplètes; mais, dans le cas des arches complètes, il sera plus court d'employer les valeurs suivantes, tirées des relations obtenues n® 26 :
Les piles ou culées sont soumises à Faction des pressions qui ont lieu dans le joint inférieur; la résidtante de ces pressions, perpendiculaire au plan de ce joint, est
T, = «XcjXi, (4o)
et passe par le point dont les coordonnées sont
a?, = aîï, H — e sinai.
Jf
(Ai)
y, = y i e cosa,.
Les composantes horizontale et verticale de T| sont d'ailleurs î', cosa, et Ti sinaj. *
Les culées reçoivent en outre les actions horizontales exercées
par le massif qu'elles encaisseot. La résultante de ces actions dépend des ordonnées des points supérieur et inférieur de Textrados, qui sont
y\ = /, —, c cosa,. )
La valeur de cette résultante est
elle agit horizontalement dans le plan qui a pour ordonnée
Enfin, lé volume V des matériaux de la demi-arche et de la partie du massif limitée horizontalement par des plans verticaux menés par les génératrices du sommet et du point inférieur de Textrados, s'obtiendra en observant que le poids tarV de ce volume est égal à la composante verticale T, sinai; on aura donc
V= X«|x, sina,, (45)
expression dans laquelle sinai pourra être pris égal à i, lorsqu'il s'agira d'arches complètes.
A l'égard des piles, nous rappellerons que, si les extrados des deux arches voisines ne se coupent pas au-dessus des derniers plans de joint, ou si, en d'autres termes, ceux-ci conservent leur largeur, les assises horizontales des piles, à leur partie supérieure, seront soiunises à des pressions verticales représentées par des hauteiu's qui n'excéderont pas |Xi; en sorte que, les piles étant supposées construites de matériaux aussi résistants que ceux de la voûte, il suffira, pour qu'elles résistent au poids des voûtes et du massif, que leur largeiu* ne soit pas inférieure à la somme
des pijojections horizontales des joints des naissances. L'excès de largeur à leur donner dépendra de Taction de causes étrangères « telles que celle de Teau dans les grandes crues , etc.
ÉPAISSEURS, ETC
42. Nous renverrons au n** 29 pour ce qui est relatif à l'objet même des calculs; nous présenterons immédiatement l'expression du rayon de courbure de Tintrados fictif réduite en vertu de l'hypothèse i z= i. La formule (/), en ayant égard à la valeur de Q* tirée de la deuxième équation (3) , se réduit à
Q' e' cosa
Nous profiterons de la forme simple de cette expression, pour
obtenir une valeur de p"'H — Ap" beaucoup plus approchée que
celle à laquelle se réduirait notre fommle (T) en y faisant i =:•- i . L'expression de p" donne
p\y" = Q* — -r e* cosa.
On aura également en un autre point où la normale fait l'ange a -h A a avec la verticale,
(p" H- Ap") (/ -4- A/) — Q» — ^ e« cos(a ^ A a).
Cette équation et la précédente donnent par soustraction
(/ -+- A/) Ap' -f- p"A/ = —'-e* [cos (a -}- Aa) — cosa]
= -)- %*sin (a -f- - Aa) sin-Aa:
de celle-ci , on tire exactement
p àjr e' sin ( a H A a ) sin - A a
Si, maintenant, on substitue à Aj'^ sa valeur approchée A/ = (p" -H i Ap") sin(a -H ^ Aa) Aa, .
et que Ton remplace au numérateur 2 sin- Aa par A a, il viendra
A rr \2/3 ./ »a\a
Ap = — sm aH — Aa Aa.
J^-f-(pH — Apj»in|a-H-AalAa
Faisant disparaître le dénominateur, et rangeant Ap"' avec les quantités connues, on en déduit
Ap" = — — sinfa-h - Aa ) Aa.
y -\ psinlaH — AajAa
On voit qu'en négligeant c* et Ap"*, on ne négligera dans Ap" que des termes du troisième ordre ; les erreurs qui en résulteront se compenseront en partie, puisque les termes négligés sont de signes contraires (*). De cette manière il vient simplement
-p'^sin («-H-- Aa ) Aa
y" -k- - p" ain [ a -l — Aa j Aa
(*) On éviterait Terreur que nous négligeons, en prenant p" pour variable indépendante au Ueu de a, et faisant Ap' = — ^y-^ dans ce cas, à causé de
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d*où, en ajoutant p^ aux deux membres et réduisant,
y -^ — p sinlaH — ÀajÀa
Cette valeur est très-approchée; elle ne donne que 7 i 8 millimètres d'erreur sur des rayons de courbm^e de 60 mètres environ, et dans Thypothèse de Aa = 2**.
On peut obtenir d'autres expressions de même forme, et qui
diffèrent de la précédente en ce que les deux facteurs 1 et - de p" au numérateur et au dénominateur, sont remplacés respectivement par - et 1 , ou même par o et -.
Voici Tusage de cette formule : en partant des valeurs initiales de a, ^' et x'^ qui sont respectivement zéro, V et zéro, et faisant varier Tangue a d'une quantité A a égale à 2® ou 3^ les accroissements correspondants de y" et £ se déduiront de la valeur de p"
et de celle de p" H — Ap", jointes aux deux suivantes:
A/ = (p"' H- i Ap") sin (a -+- ; Aa) Aa,
^x" = (p" H- A Ap^Ycos^a -f- - Aa) Aa.
Aco8a= — asinfaH — Aajsin-Aa, Féquation précédente donnerait trèsapproximativement
Acofta=s'
^p'-h-Ap-
L*emploi de cette formule exigerait le recours aux Tables de sinus natureb; eUe
serait iacile à appliquer de a = o* à a = 90*; mais, entre 90* et 180*, on ne pour-
rait s*en servir qu*autant que la constante - Ap' aurait une valeur absolue inférieure
au minimum de p'. Entre rSo*" et 36o**, il faudrait fiôre Ap' = -^ e\ -r.
Non-seulement la valeur de p'^ -+- - ùkp" sert à obtenir A/ et Ax'^ m^is elle offire en même temps un ^précieux moyen de vérifier les calculs successifs de p' et j\ En effet, ayant obtenu, au
moyen de p' H- - Ap'', la différence Aj^'; celle-ci ajoutée ky" fera
connaître la nouvelle ordonnée j + Aj' du point où la normale £ût avec la verticale Tangle a -4- Aa : et, si Ton calcule i Taide de cette ordonnée la nouvelle valeur du rayon de courbure, et que Ton fasse la demi-somme de cette valeur et de celle de p d'où Ton est parti, on obtiendra un résultat qui coïnciderait avec
p'' -\ — Ap' si nos formules étaieut rigoureuseinent exactes. Dans
tous les cas, on prendra la différence entre p' -^ — Ap" et la
moyenne dont nous venons de parler. Cette différence ou erreur, qui prendra im signe déterminé suivant le sens de la soustraction , devra être très-faible, et sensiblement nulle au sommet de Tintrados; mais, si Ton détermine de la sorte plusieurs erreurs consécutives, en faisant varier chaque fois Tangle a de la quantité constante A a, il faudra que la marche de ces erreurs présente une régularité facile à reconnaître; autrement on serait averti de Texistence de fautes matérielles dans le calcul.
A Taide des valeurs obtenues de a, j' et a?', les équations (8) et (9) permettront de calculer l'épaisseur variable t et les coordonnées de rintrados réel et de l'extrados. On pourra vérifier ces dernières quantités et l'abscisse x^^ en prenant leurs différences successives.
Nous observerons qu'il n'est pas nécessaire de conserver ia même valeur de A a dans toute la suite ides calculs. S'il s'agit, par exemple, d'une arche complète, où l'angle a atteiiit sensiblement 90*, on pourra, i partir de 3o® ou environ, augmenter l'intervalle A a de moitié, sans inconvénient, si l'intervalle primitif s'est trouvé être assez petit de o^ i 3o®; on pourrait même, à partir de 6o^ doubler la valeur primitive de A a. Les trois séries de calcub devraient alors être vérifiées séparément.
L'hypothèse (i = i) réduit la valeur de q\ n** 30, à
et celles de |S et 6 à zéro. En même temps, la quantité a devient
La forme cpii en résidte pour Téquation du rayon de courbure de Tintrados fictif appropriée à la construction géométrique est
« \ Q — r acosa
Nous allons indiquer sommairement la construction dont il s'agit.
DES ARCHES DE POl^ï. 177
Ayant mené deux axes rectangulaires, l'un OX horizontal,
l'autre OY vertical, on fixera le sommet de l'intrados fictif sur
l'axe des y, à la distance OS == h" z=== h --h e. On marquera sur le
•prolongement de OX un point Q, à k distance OQ = - ^, et sur
OY un autre point Q', à la distance OQ' = q\ Supposons, pour plus de généralité, la construction de l'intrados fictif parvenue en un point I par lequel est menée la normale IN. Prenant sur cette normale la distance II' = a vers l'extrados, et projetant les points 1 et I' SUT l'axe des y en P et F, on aura OP 2=^ et PF == a cosa. On portera cette longueur PP' supposée positive, de Q' en p^ vers l'origine O, la distance Op' sera égale à la quantité 9' — a cosa. Si , ayant rabattu le point P sur le prolongement de l'axe des x en P^, on joint ensuite P"p\ et que l'on mène QR parallèle à V p\ la droite ÔR sera égale au rayon de courbure qu'il s'agissait de construire. En effet, les triangles semblables QOR, P^Op donnent la relation
ÔR _ 57
ÔQ ' Ôr ' t
qui coïncide avec l'équation (01) mise sous la forme
p" q' — a cosa
Portant OR de I en C sur la normale, le point C sera le centre de courbure de l'intrados fictif et de l'extrados à la fois, puisque ces deux courbes sont parallèles; pour construire l'extrados, on portera la distance e qui les sépare de I en E.
La construction de Fintrado» réel résultera de celle des épaisseurs vraies e; leur expression est
Prenons à cet effet, sur Taxe des x, OE' = e, et menons par le
point E' une droite E'E^ parallèle k OY; menons encore, par le même point, une autre droite E'E'^ faisant avec la première, et dans le sens indiqué par la figure, un angle dont la tangente soit
- ~ : Tabscisse P J du point J de la droite E'E', qui a pour ordonnée y^ sera égale à Tépaisseur réelle e du joint qui répond à IN. Si Ton porte donc sur la normale la longueur Ei = PJ de E en I, le point i appartiendra à Tintrados réel.
Il nous parait suffisant d'avoir repris la construction simplifiée du rayon de courbure; nous renverrons, quant i Tusage qu'il convient d'en faire, au n^ 30 qui contient déjà les indications nécessaires à cet égard.
DONIŒBS EtPBRIMBNTXLES RELATIVES X LA LIMITÉ DE LA RESISTANCE DES MATERIAUX EMPLOYES DANS LES CONSTRUCTIONS.
44. Nous nous sommes assez longuement étendu, n^ 6 et 23, sur la convenance qu'il y a de substituer dans les formules, aux charges par unité de ^surface, la hauteur d'une colonne prismatique de la matière employée, dont le poids produirait sur une surface horizontale la charge ou la pression qui a effectivement lieu : nous ne reviendrons pas sur ce sujet. Rappelant seulement que cette hauteur a été désignée' par |x, et qu'elle est liée i la pression f par unité de surface, et au poids mr de l'unité de volume par la relation
• nous allons présenter un tableau des diverses valeurs que prend cette quantité |x, dans les expériences où l'on produit l'écrasement des matériaux, et au moment de cet écrasement.
Nous extrayons les données de ce tableau de ¥ Introduction à la Mécanique industrielle de M. Poncelet (p. 3o8); mais nous substituons aux densités le poids isT du mètre cube. Pour déduire (i de ces données, if a suffi de multiplier par lopoo les résistances
relatives au centimètre carré et de diviser ensuite par ter, ce qui revenait à multipfier par i o le quotient de la résistance par centimètre carré divisée par la densité. De cette manière nous avons formé le tableau suivant :
MATÉRIAUX SOUMIS A L'ÉCRASEMENT
Pierres volcaniqaes, granitiqt»u, siliceuses et argileuses.
Basaltes de Suède et d* Auvergne
Lave da Vésuve ^
Lave tendre de Napies
Porphyre
Granit vert des Vosges
Granit gris de Bretagne.
Granit de Normandie
Granit gris des Vosges
Grès très-dur, blanc ou roussâtre
Grès tendre
Pierre porc ou puante (argileuse)
Pierre grise de Florence
, Pierres calcaires.
Marbre noir de Florence
Marbre blanc veiné, statuaire et tarquin
Pierre noire de S*-Fortunat, très-dure et coquilleuse.
Rocbe de Ghàtiilon , dure et un peu coquilleuse
Liais de Bagneux, très-dur et à grain fin
Roche douce de Bagneux
Roche d*Ârcueil
Pierre de Saiilancourt. 1 '"4^*»*^
( 2* qualité
Pierre ferme de Gonflans
Pierre tendre (lambourde et vergelée) employée à
Paris, résistant à Teau «
Lambourde de qualité inférieure, résistant mal à feau.
Calcaire dur de Givry
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MATÉRIAUX SOUMIS A. L'ÉCiUSEMENT.
Calcaire tendre de Givry
Calcaire jaune ooHthîque de Jaumont, i i" qualité. .
près Meti ( î V qualité . .
Calcaire jaune oolithiquc ' d*Aiaanvil- ( i" qualité. .
liera, près Mets \ «* qualité. .
Roche vive de'Saulny, près Metz (non ronopue)
Roche jaune de Rozéreuilles, près Metz
Calcaire bleu à graphite^ donnant la chaux hydraulique
de Metz (non rompue].'
Briques.
Brique dure, très-cuile.'
Brique rouge
Brique rouge pâle (probablement mal cuite]..
Brique de Hammersmith
Brique de Hammersmith, brûlée ou vitrifiée.
Plâtres et mortiers.
Plâtre gâché à Teau
Plâtre gâché au lait de chaux
Mortier ordinaire en chaux et sable
Mortier en ciment ou tuileaux piles
Mortier en grès pilé
Mortier en pouzzolane de Naples et de Rome. ... Enduit d'une conserve antique près de Rome. . . Enduit en ciment des démolitions de la Bastille.
MM
du mètre eab«.
kil.
2 aoo
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Beaucoup d'ingénieurs expérimentés admettent comme étant dans de bonnes conditions les constructions où les charges permanentes n^excèdent pas le dixième de celles qui produiraient la rupture instantanée, c est-^-dire celles où la valeur maximum de ft n'excède pas le dixième des valeurs de |x insérées au précédent
tableau. En se reportant aux pierres caicaûre». autres que les marbres et pierres noirea, mais fermes et de bonne qualité» on verra que les valeurs correspondantes' de ft réduites au dixième, sont à peu près comprises entre 1 8p mètres «t 43 mètres, limites qui se rapportent : la première au liais de Bagiueux, la seconde à la pierre de Saillancourt deuxième qualité. La limite i oo mètres résultant des chiflBre» admis par Navier, tient presque le milieu entre les deux nombres précédents. Si la charge permanente peut, dans tous les cas où Ton emploie des pierres de fort échantillon « être portée au dixième de la charge de ruptiure, on voit que Tenir ploi de pierres* aussi résistantes que le liais de Bagneux permet* trait de s'écarter beaucoup de la limite proposée par Navier; et aussi, combien il serait prudent de se tenir au-dessous de cette limite, s'il s'agissait de construire une arche avec des pierres calcaires telles que oeUes de Saillancourt ou de Conflans.
Dans le cas de forts échantillons, la valeur de (Xi qui répond au joint inférieur d^une arche de pont devrait donc se trouver au
plus égale au — de la valeur de fi donnée au tableau; et dans le cas de faibles écluo^tillons, elle n'en devrait pas atteindre le -ou le — . (Voir la Mécanique indastrielk de M. Poncelet, n^ 264)
RÉSUMÉ
CONCERNANT L'BTABLISSEUBNT DES' ARCHES DE PONT DANS LESQUELLES LA VO€tE ET LE MASSIF PEUVENT ETRX SUPPOSÉS D'EGALE DEN3ITÉ.
Ii6. Nous nous proposons de présenter ici, d'une manière succincte, la suite des opérations à eflFectuer pour déterminer complètement une arche de pont, afin que les ingénieurs qui n'auraient pas lu notre mémoire, ou qui, l'ayant lu, auraient perdu de vue la marche que nous avons suivie , puissent cependant procéder sans difficulté aux diverses opérations qui se rattachent à l'établissement des arches de pont. Si, pour ne pas augmenter le nombre déjà considérable; des. répétition., il noua arrive de renvoyer à
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certains chapitres du mémoire, nous aimons à croire que le lecteur pourra comprendre sans peine ce qui fera Tobjet du renvoi.
Les notations ayant été. reproduites au commencement du n^36, nous renverrons à ce numéro pour ce qui les concerne.
Dans les applications, on connaît ordinairement les épaisseurs des diverses couches de matériaux de densités différentes de celle du massif, qui forment la chaussée proprement dite; on devra commencer par calculer l'épaisseur d'une couche ayant la densité du massif, et dont le poids serait égal au poids des diverses couches dont nous venons de parler. L'axe des x devra être placé audessous du niveau de la chaussée , d'une quantité égale à la différence entre l'épaisseur totale des couches données et l'épaisseur calculée, cette dernière étant supposée la plus petite; dans le cas contraire, il faudrait placer l'axe des x plus haut que le niveau de la chaussée, d'une quantité égale à la même différence.
USAGE DBS TABLES.
Arches incomplètes, dites en arc de cercle. — Les données sont :
/ la flèche, g la demi-ouverture, et Y, l'ordonnée du sonmiet de
l'intrados réel. (Si l'on se donnait l'ordonnée Yi des naissances,
au heu de Yo, on en déduirait Yo = Y^ — /). A l'aide de ces
données, on calculera les rapports 7 et -^; et la Table I (fin du
mémoire) fera connaître, par voie d'mterpolation, lavaleiu* appro-
chée de -— , d'où l'on déduira celle de Q*.
Pour corriger la valeur approchée de Q\ il faut obtenir une valeur approchée de l'épaisseur fictive e. La détermination de cette dernière dépend d'une nouvelle donnée, qui est Fune ou l'autre des quantités |x, et h.
i^ Soit donnée la quantité jx, qui mesure l'intensité des pressions dans le joint des naissances, et que l'on pourra prendre
égale au — de la valeur .de (i inscrite à la dernière colonne du
tableau du n^ 44, si les matériaux dont on dispose sont compris
dans ce tableau (autrement il faudrait déterminer (f^ par des expériences spéciales] : on fera
puis, où aura
^-à'-HÎe
Le calcul de e se fera en négligeant d'abord -e au dénominateur
du deuxième membre, et mettant ensuite dans ce dénominateur, à la place de e, sa valeiu* trouvée; la seconde valeur obtenue sera d'une exactitude su£Bsante. Pour que cette valeur de e soit admissible , il faudra que la quantité h = h" — e qu'on en tirera ne soit pas négative, et soit au moins égale à celle que réclame la pratique.
2® Soit donné h au lieu de jXj, on aura
e. = Yo — *, *' = Yo, e = h'' — h, ' (m)
et Ton poxirra ne calculer les valeurs exactes de jx» et fti par les formules
^ = »' + 2:_|., ^ = ^+y + iMiî£l, („)
qu'après avoir obtenu les valeurs corrigées deQ\ h" et e, comme il va être dit dans un instant.
La solution ne sera admissible qu'autant que (x, sera compatible avec la nature des matériaux employés.
Dans l'un et l'autre cas, à l'aide des valeurs de ^ et de --?; on tirera de la Table II, la valeur correspondante de — ^; et, de
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ceUe-^ci^ jomte k la valeur approchée de e; on déduira la correc*
tien ^ (Q*) de la constante Q*.
Ayant ajouté cette correction à la valeur approchée de Q*, on se servira de la valeur corrigée , pour calculer h" par la formule
et Ton pourra calculer une valeur plus exacte^de e en faisant usage des formules précédentes et des vsdeurs corrigées de A'' et Qv On aura d'ailleurs dans le premier cas A == A" — e, e, = ¥« — A, et dans les deux cas,
q* =r2efio = 2rQ*-4- A'c — ^c*1. (vi)
Arches complètes, dites en anse de panier. — Les données sont ici deux des trois quantités /, g et Y» prises aititrairement. ( On ne peut pas se donner ces trois quantités simultanément et isatisfaire en même temps aux conditions de stabilité qui caractérisent notre théorie.) Ayant calculé le rapport des deux quantités données, ta Table III fera connaître le rapport de Tinconnue à Tune des données, d'où Ton déduira l'inconnue elle-même. A la vérité, la solution n'est qu'approchée, théoriquement parlant;; mais nous avons montré, n° 40, qu'on peut, en pratique, la regarder comme exacte , les erreurs restant toujours au-dessous de celles que comporte l'exécution. Au reste, nous avons donné, dans ce même numéro, le moyen de corriger la solution, à l'aide des Tables IV etV; maisi, nous le répétc^s^t il ne sera jamais -nécessaire d'effec^^ tuer cette correction.
La solution déduite des tables ne- devra être acceptée qu'autant qu'elle pourra satisfaire cd'aiUeurft à> de ^ certaines 'conditions peia* tives au débouché , au passage des bateaux , au niveau de la chaussée^ etcl) Autrement;, il faudrait modifier l'une; des données»
Pour déterminer l'épaisseur e, il est nécessaire de joindre une nouvelle donnée ft, ou h aux précédentes.
1** Soit donné fi; d'après les mêmes considérations ^que dans le
cas des arches incomplètes, on pourra calculer e par les formules
''^-^'hei;^,]
(on réduirait, sans erreur sensihle, le dénominateur de ia valeur de ue kfi, — y",). Mais il sera préférable d'employer les suivantes:
la seconde de ces valeurs s'obtiendra en négligeant d'abord - e
au dénominateur. Les ordonnées h" du sommet de l'mtrados fictif et h du sommet de l'extrados et l'épaisseiur à la clef e« se calculeront par les fonnules
*' = /.-/-Î7jg^«*. h=h'-e, e. = /.-/- A. (,x)
En supposant ^1 notablement plus grand que y^^ il faudra, pour que la solution soit admissible, que l'ordonnée h ne soit point inférieure i une certaine limite fixée par les conditions particulières à l'établissement de la chaussée.
Si l'on veut plus d'exactitude , on recalcidera e par la formule
e = • . (ix bis)
2^ Soit donné h au lieu de |Xi, on aura, en vertu des iormules précédentes,
/. = Y„ eo=/.— /— A, j
Vf Jf T * 7» / ^j ^ Ltt I l
et Ton calculera ft^ par les formules
• I rc ■
XI
' mm ■*
Il faudra que la valeur de jXi ne soit pas incompatible avec la résistance des matériaux; autrement, on devra modifier les données.
Dans les deux cas, connaissant |Xo,.on calculera
Si, dans le premier cas, on a évité de calculer jx,, on emploiera la formule
(,« = 2 [q* -+- Ve — ^e'j, (xm)
qui donnera 9' en fonction de Q* et ofirira, d'ailleurs, un moyen de vérification.
POUSSÉE DE LA VOÊTE ET DU MASSIF, INCLINAISON DU JOINT DES NAISSANCES, VOLUME DES MATlilUAUX.
Arches incomplètes, dites en arc de cercle. — L'angle ai du joint des naissances avec la verticale , s'obtiendra à Taide des formules suivantes :
l(wv)
A la valeur précédente dé y^, on joindra celle de Tabscisse x'y^ qui se déduit des équations
x", = g -+- 2 Si sina,.
Arches complètes ou en anse de panier. — On obtiendra Fan^e ai par la fomude
cota, = r 1, (xvi)
et les coordonnées du point inférieur de Tintrados fictif, par les relations
Dans les deux espèces dWches, la poussée T| exercée normalement au plan de joint des naissances contre les piles ou culées est
T, = isXejx,; (xvm)
les coordonnées du point d'application de cette résultante sont Xi = a?*i H — esinai, 7i=/i — -ecosa^;
les composantes horizontale et verticale de T, sont d'ailleiu^s T, cosai et T^ sinût,.
Les culées sont , en outre , soumises aux actions horizontales produites par le massif qu'elles encaissent; la résultante U de ces
actions dépend des ordonnées des points supérieur et inférieur
de rintrados, qui sont
'(xx) y\ = y*i — e cosa, = ;^i e cosa, ; i
et l'on a
U = «X ; [y:^ - y:^). (XXI)
Cette résidtante U agit horizontalement dans le plan dont fordonnée est
Enfin le volume V de la demi-arche et de la partie correspondante du massif a pour expression
V =: A^jx, sina,. (xxui)
Dans les arches complètes on a sensiblement sina^ = i . (Voir n^ 41 les remarques relatives à la largeur des piles.) On peut obtenir une vérification relative aux poussées horizontales par Téquation suivante :
tsrX^IXo = Ti cosa, -h U, (xxiii 615)
qui se déduit de la considération de l'équilibre des forces qui sollicitent Tensemble de la demi-voûte et du massif, projetées horizontalement, ou des équations du n^ 9.
Les intensités, directions et points d'application des forces T, et U doivent servir de base à rétablissement des culées; il y aura encore à examiner quelles sont les plus grandes variations que peuvent subir ^es quantités sous Tinfluence des surchaiges accidentelles, tassements^ etc., pour procéder avec sécurité à Téta*
blissement des culées. Cependant, si Ton procède à Tégard de celles-ci comme nous Favons fait à Tégard de la voûte , il pourra bien être suffisant de s'en tenir aux charges moyennes.
CALCUL DBS COORDONNEES, INCLINAISONS DES JOINTS, RAYONS DE COURBORE,
EPAISSEURS, ETC.
* Les calculs suivants supposent le projet bien arrêté : on n aura besoin de les effectuer que lorsquMl s'agira de passer à l'exécution. x", y et p" étant les coordonnées et le rayon de courbure de Tintrados fictif correspondants à l'angle a d'un plan de joint avec la verticale , et Ax*", ÙLy*^ Ap'' les accroissements finis que prennent les coordonnées et le rayon de courbure lorsqu'on fait croître a d'une quantité finie Aa; on a, pour calculer ces accroissements, les formules
p H--Ap _p — — .
^-h-p^sinfa -H- A«| Àa
(xxnr)
A/ = (p" -h ; Ap") sin(a -h ^ Aa) Aa, ÙLx' = (p'' -rH ^ Ap'') cos^a -h ^ Aaj Aa,
dans lesquelles l'angle A a en dehors des signes sinus et cosinus doit être exprimé en rapport d'arc au rayon. Cela se fait en multipliant le nombre de degrés correspondant par -— ( tt désignant
le rapport de la circonférence au diamètre) : on évite ce calcul en se servant des tables que l'on trouve pages 21I1 et suivantes des Tables de Callet. Les trois dernières des formules précédentes
sont seulement approximatives, et d'autant plus exactes que A a
est plus petit.
Dans la pratic[ue, on prendra A a égal à a^ ou 3^, et Ton fera varier Tangle a de la même quantité A a, du moins pendant une grande partie des calculs. On devra commencer ces calculs en attribuant k cty y" eX x" les valeurs zéro, A" et zéro, qui ont lieu au somniet de Tintrados fictif. Chaque fois que Ton aura obtenu une nouvelle valeur de p"^ il conviendra de l'ajouter à la précédente , et de prendre leur moyenne arithmétique ; le résultat devra
dififérer très-peu de la dernière valeur calculée de p" H — Ap",
ce qui oflrira un moyen de vérification. (Voir n® 42.)
On déterminera ensuite l'épaisseur vraie e mesurée suivant la normale à l'extrados, par les formules
2<î = î^/ou2^ = ^^/, ■ e = e-H2^; (xxv)
puis les coordonnées X, Y de l'intrados réel et celles x\ y' de l'extrados, par les relations
X =zy" -+- ^ Sjcosccy y =zy" — e cosa, \
I (xxvi) X = a?'' — 2 ^ sina, x' =z x" -^ e sina. )
Les valeurs de y" et p" sont vérifiées chaque fois, ainsi qu'il vient d'être dit; mais les autres quantités ne l'étant pas, il conviendra, à leur égard, d'employer le procédé des différences.
Parvenu à une valeur de a qui excède l'angle ol^ déterminé plus haut, on recherchera par voie d'interpolation les valeiu'S correspondantes de Y et de X : ces valeurs devront très-peu dififérer de Yo -h / et de g (Y. désignant l'ordonnée du sommet de l'intrados ou A'' -f- 2 <îo)» et offriront ainsi un moyen de vérification générale des calculs.
TRAci DU PROFIL DE LA TOUTE AU MOYEN DU RAYON DE COURBURE DE L*1NTRAD0S FICTIF.
Indépendamment de la quantité q déterminée précédemment, les constantes nécessaires pour effectuer le tracé sont :
,' = ,-,l(*'-îe) = .2:.
a = 3 -, ) (XXVII)
On remarquera que cet angle £', E' E^, dans le cas des arches complètes, se trouve être égal au complément de l'angle a, du dernier joint avec la verticale , ou à Tinclinaison de ce joint sur rhorizon.
Nous renverrons au n*^ 43, pour ce qui est relatif à ia construction du rayon de courbure p" de Tintrados fictif. Ajoutons cependant une remarque sur la manière de procéder au tracé.
L'arc que Ton se propose de décrire avec un, rayon p" étant supposé très-petit, mais non pas infiniment petit, on atténuera Terreur commise par ce fait, en décrivant le petit arc à l'aide du rayon de courbure correspondant ou à peu près au milieu de cet arc. A cet efiet, il faudra s'y prendre à deux fois, du moins vers le sommet de l'intrados; la première fois, on déterminera le rayon de courbiu'e correspondant à l'extrémité connue de l'arc à décrire, et l'on décrira avec ce rayon un arc d'xme amplitude donnée en degrés. On prendra alors le mUieu de cet arc et l'on construira le rayon de courbure correspondant; on se servira de ce nouveau rayon pour tracer définitivement l'arc d'amplitude donnée : on obtiendra de cette manière une suffisante exactitude. Lorsque Ton aura décrit de la sorte plusieurs petits arcs d'une même amplitude , on pourra prévoir assez approximativement la position du point milieu
de Tare à décrire, pour éviter de faire le tracé de cet arc à deux
reprises difierentes.
Nous allons maintenant présenter quelques applications des règles qui viennent d'être exposées.
ARCHES INCOMPLETES, DITES EN ARC DE CERCLE
PAEMIER EXEMPLE.
Pont d'Iéna, à Paris.
46. Les calculs suivants ont été faits en partant de données que nous avons lieu de regarder comme im peu incertaines : mais il s agit seulement ici de montrer par im exemple Tusage de nos tables et de nos formules; pour cette raison, nous nous sommes dispensé de faire des recherches dont le réstiltat nous eût peutêtre obligé à recommencer les calculs.
Les données sont :
Demi-ouverture ? = 1 2",5
Flèche. /= 3^o
Ordonnée du sommet de Tintrados.. Yo = 2™,o54i3 (*);
à ces quantités, nous joindrons la hauteur jXj qui représente ia charge dans le plan des naissances, et nous supposerons
jx, = 65'",oil2,
et le poids tsr du mètre cube,
^ = a44o kil.
(*) Les décimales qui figurent ici et dans la valeur de fti tiennent à ce que nous avons voulu utiliser des calculs faits en partant de la quantité h comme donnée , laquelle était égale à o°',90.
Nous suivrons la marche tracée dans le numéro précédent. D vient d^abord
A Taide du premier de ces deux nombres, la Table 1 donne aisément :
l'^différ.
aMiff.
d'où
ou:
pour 0,6 6,8902
partie prop
2* diff. -+- a6
on en déduit
Yaleur approchée Q' "=" 69«i66.
ÀQDAnON (il)
iQUATIOH (l).
V^—f= 6a,o4i — î — 0,1 iS
fS-= 6i,9a6 W— a,o54
approximation 1. <« 0,0627
dénom. «> 6o,64a 1. «= 1,7828
a' approxinuHioD 1. a «» o»o57i
La Table II donne, à Taide des valeurs de ^ et —,
\. e*r=:o,iida
d'où J^(Q")= 0,447 -. 1.»= 9.6501
valeur corrigée. Q' = 69,6i3 l.<=s 1, 8436g
iQCATION (v).
Yo ^= — o,oo64o 1. = 7,8060
i'«= 2,04773 1. i'' = o,3ii27
En sejservant de cette valeur et de celle de Q*, on peut obtenir une valeur plus exacte de Fépaisseur fictive e. A cet effet, on a:
ÉQUATION (U
flo=6l,926
dénom. e=s 6o,644 - • • 1. dénom. =& 1,78279
valeur corrigée e «s 1,1 479 i. e ss= 0,05990
Nous devons faire remarquer que la siu^charge A = A*' — e = o", 90 environ ne pèche pas par excès de petitesse : elle présenterait plutôt Texcès contraire.
(*) Ce nombre provient d'une première approximation obtenue en fieûsant uaage de la vdeur 0,770 employée plus haut.
iQaATIOR (vi).
>o,3oio3 s 0,05990 »i,79»S7
f*s= 143,168 1. 9*eB3,l5s8o
L'épaisseur à la clef, adoptée dans la construction du pont dléna, est i^^aS, nombre qui excède de o",i environ Tépaisseur fictive que nous venons de déterminer.
Calcul de l
iQUATIOl 5«o4'773--- 1. ^ss a.To2iA
apottsiée.
rs (xiT).
y»ts_ j5,4io
i, s=s 1 ,4o5oo
fc-= 4,193
y,** — Wcx ai,a»7
• /-H«fc' =
... 1. = 0,85098 cl. 9* «-7,84730
.— id.=
diff. = 8,88193 . . 1. sin = 9,44097
.. 1.810 = 9,7348 .. 1. sin = 7,3183
3* terme =-
. 1. siotti = 9,73593 L ces a, = 9,93774
Dans les calculs suivants, nous déterminerons les poussées par unité de longueur de la voûte, mesurée parallèlement aux génératrices. Pour avoir les poussées totales, il sufiGra de multiplier ensuite par la longueur A.
(*) Si, à laide des valeurs que Ton vient de détenniner, on calcule x'i, puis g par les formules du n* 36, on trouvera pour la valeur de g précisément celle qui nous a servi de point de départ. L^accord de nos Tables avec le calcul direct se trouve vérifié dans cet exemple ; il en est de même pour les deux exemples présentés plus loin. Or on pouvait craindre que la substitution des différences finies aux différentielles ne laissât subsister des erreurs un peu sensibles.
(**) En calculant «i parTéquation (6), n* 56, on trouve «i = 3a* 8' 37"; la différence 4' entre cette valeur et celle que donnent les équations (xiv) est tout à fait négligeable.
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EQD4TIOR9 (xv).
L(/-|-fc')«0,703l
9' 2 il ftiDa]!
0,0084 I. = 7,9aa4
iQVATlOIl (XTIIl).
Pooisée nomiale an plan des oaissanoes .
I. «r<=s3,387$9 Lf»,=s i,8i3i9 1. e =s
= 189171 kil l. = 5,96od8
Composante Yerttcaie
Composante horixontale
iQUATioirs (uz) BT (zx).
sin«i-» 96919 1.» 4,98641
-^ooaa, «s 154948 !.<» 5,18899
-H - e sinsi = -H o,3o535 ...... 1. = 9,4848o
--rcosflt, = — 0,48597 I. =39,6^661
d?|SB 19,81 38 ^,«: 4,5548
Aquation (zzi).
— =s 19909 kil i.es4,9835i
iQUATIOll (ZXII).
Ji
rlj'i"— .r/")« "."o4 l.« i,34655
B«s 9,89i9 l.aso4So43
iQUAtiOK (zzm hUy Yér^ieatum.
— cosai-h — =i73457kîl L = 5,939i9
I. efc,«i,85i77 i.«refH
erreur «» 3
La résultante -y des pressions qui sollicitent les culées normalement au plan des naissances se trouve dét^mûnée, ainsi que les coordonnées opi et j^ de son point d'application; et sa direction
est définie par Tan^e a,. La résultante — des pressions horizontales qu'exerce le massif sur la face verticale de là culée passant par Textrémité inférieure de Ji'extrados, et l'ordonnée u de son point d'application, sont aussi connues par les calcids précédents. Ces données, jointes à la connaissance de la profondeur à laquelle doivent descendre les fondations des culées et de la résistance du sol avoisinant, doivent être complétées par des hypothèses sur l'action des surcharges accidentelles et l'effet des tassements, pour quMl soit possible de procéder à la détermination de la forme et des dimensions inconnues des culées.
• Au lieu du volume V des matériaux, nous allons calculer la
surface - du profil de la demi-arche et du massif.
iQQânoif (ixui).
-.s»39~*«,7si l.«s 1,5990s.
B nous reste à déterminer la forme de la voûte.
Calcul au eeordmiaées, ineUnaisont, rayons d$ can^un, épmsê i un.
Le tableau ci-joint présente le détail des calctils numériques. Ces calculs sont basés sur les formules (xxiv), (xxv) et (xxvi)i dans lesquelles on a fait l'angle constant A a égal à 3^.
FORMULES
p'-HiAp-^p-
y-h p*sm(«-f- J Aa)Aa jr^H-îp'8iji(a-^iAa)A«'
A/=.(p''-f-lAp')sin(a-i-jA«)Aa, Ijf" == (p" h- i Ap') cos(a H- i Aa) A«.
Pour vMfieadon :
p\ -H î Ap', — i (p\ -+. p'.H.i) = «reur-
^ «7 — «C08«, «'as dp' -4- esiDA, I e*
Xs^aT — a^ sina.
* GOHSTAMTBS.
Soit As «9*.
Acae 0,0349066 i.Ac=: 8,54391
Q' «69.613 1.6*^=0,11980 - 1. 3sso,d77i3 1.1 «««,9.64868 *''—/•« a",o4773
I. a^oosa
tè
a^sina
a^oosa
69» "7^ 1,83994 o,3iia7 1,53867 8,3 1 344 o,oao58 3,o683i 0,01099 9,07860 0,3 1 56a 0,31777 i,5a65a 8,31199 0,06936 o,oao48 1,17311
ôô 0,05990 o
7,8047 o,oo638 o
o,oo638 i,i543 a,o54i o
39,973 o 8,60879 0,05964 o,o4oo6 1,14720 0,9210
9*99834 7,48321 8,54 ia5 9,64 16 2,12845
69,175 1,83995 0,39806 1,5 11 8,99510 0,09888 9,99733 0,04944 9,97677 0,34778 0,35739 i,5o935 8,98556 0,043 60 0,09673 i«io56o
39,5oo5
3 1,794 o 8,9o348 0,08007 i,i45o9 0,9834 2,4026 7,8215 6,665 1 7,8204 o,oo663 0.0004 6 0,00661 i,i545 2,i35i
69,178 1,83997 0,37177 1,46890 9,2o544 09 16049 2,5i43i 0,08024 2,59455 o,4oo43 o,4i4o6 1,45456 9,19180 9.99*09 o,i5556 0,98195
DITES BN ABC DE CERCLE
MCLUlUSpIU DBS PLANS Dl JOIHT, BATORS DB GOORBDKB>. ÉPAISSBOM.
9,4k3oo
8,3oi5o
0,4 ia8
69,iS&
j,8iooi
i,84oo3
i,84oo8
i,84oii
i,34oi4
'i,34oi8
i,8io96:
'i,8dd3i
. ov65493:
3,66oo3
o,iiii9
* 0,l3tl9
A 9il3o46
l,223lO
9,344oo
i3,ii45
••ï4.^rf8'-i^
i4ll4r
il ii' iP
9»6oo24
o,o38ii
o,oi366
o,oo533
o,43ooi
i,io342
i<,0i3Si9
ii,o43i
0,01 io3
o,oo3i9
o,oo44i
o,oo683
o,oio37
i,iS63
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Chaque colonne verticale est calculée isolément jusqu^à p\ Ajoutant ^y' et A a?' aux valeurs de y' et x' qui se trouvent dans là mêmexdlonnè/ on obtient les y'' et x' de laxolonne suivante, et Ton continue les calculs jusqu*à p" inclusivement. Revenant alors & la colonne précédente, on y effectue la vérification indiquée, et Ton poursuit ainsi les déterminations successives jusqu'à la dernière colonne verticale. La marche des erreurs, par sa régularité, indique suffisamment Texactitude de toutes les valeurs obtenues, sauf celle de x". L'abscisse x"\ de même que les coordonnées af^ y\ X, Y et les épaisseurs e, ne peuvent être vérifiées qu'à Faide de leurs différences successives.
Le calcul qui vient d'être présenté constitue une véritable intégration par quadratures : il convient d'en compatrer le résultat à celui que fournissent nos Tables ou que donne l'intégration effectuée au moyen des fonctions elliptiques.
* Nous avons trouvé j'i = 6"*,o4o8, x'i = ia*,5o8A, et «i = 3a® 8' 33'; il s'agit de tirer du tableau, par interpolation, les valeurs die x" et de a correspondantes à la valeur y" = 5"^,o4o8. Soit n la fi[>action de l'intervalle de a® à laquelle répond j^; il viendra poiu* déterminer n, en prenant les différences i** et a^ de y" à partir de a = 3a%
• (n— i) o,oi6i B^ n . o,s5566 H o,oooS5,
d'où, ;en négligeant le dernier terme,
cette valeur étant ^substituée dans le deuxième terme ne donne rien (}e sensible. On en déduit
nU — i)
s pcHSe proportioaattHej ... -h 0,0949» ' * a* diiéreiice H- 0,00079
i^ssis.Sooo
En compai'aQt cette valeur à x^, on voit que les erreurs accumulées de notre calcul ne s^élèvent qu^à o*',oo84.
Quant àFang^e a, on a immédiatement a =: 3 3®+n. a^=32*7'36^ ce qui donne une erreur de 67'', quantité que Ton peut parfaitement nég^ger dans une question de ce genre. On ferait disparaître f erreur qui affecte a;',, soit en diminuant la demi-ouverture de o'^^ooS dans la construction, soit en appliquant les nombres du tableau jusqu'à x" = la^'^SoSA; n^ais alors on produirait dans y, une erreur de o"*,oo5 environ; c'est-à-dire qu'il faudrait élever la chaussée ou abaisser les naissances d'autant
Le calcul des coordonnées y" et x'^ ayant été poussé jusqu'aux centièmes de millimètre, l'inexactitude des dernières décimales n'a pas dû s'élever par accumidation jusqu'au chiffi^e des millimètres. On peut regarder les écarts entre le calcul par quadratures et le calcul par les TaMes, comme provenant de ce que l'intervalle Aa n'est point extrêmement petit, plutôt que des termes du troisième ordre négligés dans les formules générales.
Dans la pratique, on n'aura jamais besoin d'effectuer les calculs qui précèdent avec autant dé^ figures que nous en avons em« ployé, le nombre des déterminations successives de e potura être réduit, et les calculs du tableau précédent pourront quelquefois être remplacés par la consreruction graphique. Si nous n'avons pas abrégé lesl calculs, c'est que nous tenions à comparer les résultats des deux méthodes* d'intégration.''
Les ingénieurs que n'effrayeront point les longs calculs présentés en dernier lieu, feront bien de les exécuter ou d'en surveiller l'exécution, qui ne peut exiger plus de un à deux jours de travail, suivant Thabileté du calcidateiu*. Lorsqu'on songe à l'importance des constructions, aux accidents graves qui peuvent naître du défaut de bonnes proportions, ou de ce que l'ingénieur ne s'est pas bien rendu compte du jeu des forces en faisant son projet, on a de la peine à ccmcevoir que Ton ne .consacre pas aux calculs qui font la base fondamentale du projet,, le quart ou la dixième partie des soins que. l'on consacrera à l'enjolivement des dessins.
SUR LÉTABUSSËMENT
Cakul des constantes nécessaires à l'exécution du tracé.
La :;s=0/3oio3
' i.a(?«=i='i,i4i7!i <if=±± u'^gîSA. .:. .-.. l. 9 '*i= 1,07640
q' =k l'i ,6767 '\. q* ssz 1,06789 '
i. tÇss 1,37743
l\«'Er-«=o' k/ 37* ,i.famg— 7,^8988
Au mQyen, de c€;s ({ifaQtités, on .p9ui;rait effectuer. le tracé ^n &uiywt.l,e3 indications données i^^ 43 et 45. Uépure du proi^jl dç la voûtp étant, fiiite^, soit e^i, suivant ce procédé, spit à, l'aide des coordpnnées, calculées au tableau précédent; si Ton trace sur la même épupe Tare de ciercle tangent au sonunet et passant par le^ naissances, osfi trouve que. le plus, grand éca^ entre Tintrados circulaire et, celui de ,notre épure est de o™,iil à peu près; cet écart sej0)ani£est$; à;uae.j(^st;anc6,deis^<yepticaJe qui pa^se par. le sommet, l^g^e; à. 0,7^ epviro^ deia demi-puverture. Nqus avons dit, en teriz^inaixt ta pr^irn^^fp partie 4u mémpirei,qu^ l!épa^^ assez taibl^.en appigirçncie,, .dçs deuxinti^ado^.ne serait pas, une raisQp pour substituer Tare de cercle à pçhii que nouis propQSons.
La plac^che 1 purésente jiç pxofil.d'une detqi-r^rche^ et la plancl^e II rélévatiqn id'ui^ popt projeté. sur les doqnéeçjdu pont^^Iéça. /' ... . • •■ ^. '• •»• ' ■ »* ' ' ' •> . • I 'i
DBUlfEME EXEMPLE.
Arche à grande portée, de 5 mètres dejlèche et près deMS mètres d'ouverture.
lil. Soient donnée^ : /= 5"^; ^= 2!i'*,4957; Y; =±= 2'',6i4; pL, =r ioo",07i ; tar i= 244o kilV La charge DnaximuiÉi ji, répond à peu prè^ à la limite loo"' de Navier, et au dixième de larésisP tance 2J)soIiië dé là roche d'ArcUëil, eu égard à la différence dés densités. (Les chiffres^ décimaux qui "^figurent- dans ces données
proviennent, comme dans Teriemple précédent, de ce que nous avons voulu utiliser des calcids faits avec d'autres données.) En suivant la marche indiquée n° 65, nous trouverons d'abord
La Table I donne, relativement à la valeur de ^:
d'où :
i"difllSr.
l'diffi
poar 0,5 6,8739
partie proportionnelie -h 3o
3*diffét«Dce 4 -H 1
valeur approchée Q* = 173,598.
ÉQUATION (l).
all' =
5,os8
io,os8
f«0= 94*8953... K MB 1,97734
ÉQUATION (il).
fh — fc"» 93,38 j...
va), app.
.. Le
a^i 1,96558 = 0,37146 ss 9,83391
dénom. as 98,637 1.-61,97140
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Pour corriger la valeur de Q\ nous aurons recours à la Table II qui donne, avec les valeurs précédentes de ^ et -?,
d*oii J^{Q*)-= m53 1. = 0.06199
valeur corrigée Q*sss 173,751 1. Q*s= 9,33993
ÉQUATION
6Q* ' Yo3s a,5i4o ].Yo=so,dood
Y» = — o«oo8a i. = 7,9i36 —
valeur corrigée h'^s a,5o58 !.&'«= 0,39895
A l'aide de cette valeur , nous allons calculer une autre valeur de e plus exacte.
ÉQUATIOH (n).
^, — ^' as 91,3894
(à posteriori) -«= »»«37a i.Q*» 3.23993
dénom s» 93,6166 1. = 1,97140
râleur corrigée e » i,8558 1. c «3 o,a6853
* ÉQUATIOll (?l).
L a a=so,3oio3 1. p««=i.977»A
ç*»35s,ao9 1. 9*=a,5468o
La comparaison de V et e donne A = o"", 6 5. Or la hauteur de la chaîne h peut être réduite à peu près comme il suit :
HATâtiAVi mnorés.
ipAisun.
•IMITé.
■ASTBvm wtoviTi
1* Béton
o,i5 o,so (Si5 o,a5
o,isi 0,273
a"* Gailloui et gravier. .
3» Sable
4* Pâvé.
ÉDaisBeur totale
ÉpaiBseor réduite, à=o,65
La solution est donc réalisable. Dans ce cas, les ordonnées sont rapportées à un plan horizontal situé à 0°", 1 o au-dessous du niveau du pavé.
Gaicoi du pwusies, etc.
ÉQQATIOn (llf).
CALCUL DE
/-+- 2^'= 10,01a ... l.sai,ooo5a
= o,ii336
i— id.
somme = 1,87591 l.ç* as 3,54680
.. 1. = 9,89578 l.-y = o,2ai85
3* termes 0,01 a8a.... 1. = 8,10789 /i= 7*49*98 L = 0,87465
CALCUL DE a..
fc''*= 6,379 1. == 0,79789
diff. = 8,8558i 15** 3a' 13" I. ain 8=9,43791
:3i 4 a6 ].sin = 9,7138
«, — a\= o 5 47 l.siû== 7,2260
:3i'io'i3*' l.»ina, = 9,7 1398
l.cosa,=» 9,93339
SUR LÉTABLISSEMENT
ÉQUATION (XXII
^/* = ao5,9ii.
^(:r/*-:ro'')= 68,545.
ÉQUATION (XXUI).
KQUATION (xxiïi 6m). Vérification,
— cosa, -+--= 499746 kil L = 5,63331
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Nous renverrons, pour ce qui concerne Tusage des quantités que nous venons d'obtenir, à ce qui a déjà été dit dans l'exemple du numéro précédent, à Fégard de quantités analogues.
Calcul des coordonnées, incUnaisont des joints, rajrons de courbure, épaisseurs.
Le tableau ci-après offre les détails des calculs effectués en sui* vaut la marche qui a été indiquée dans l'exemple relatif au pont d'Iéna : nous nous bornerons à comparer les valeurs de x'\ et ai déduites du tableau par interpolation, à celles qui ont été déduites des Tables. Désignant toujours par n la fraction de l'intervalle de 2^ à laquelle répond y" = 7™,49298 , nous avons pour déterminer n ,
n{n — 1) o,33gi7 == n. o,4i655 -f- • . 0,00066»
d'où Ton tire, en nég^geant le dernier terme,
11=0,57417, et, en ayant égard à ce dernier terme,
Avec cette valeur et les différences de x'^ relatives à a = 3o°, il vient
n(ii — 1) ii(n — 1) (n — j)
x" = 2«,o8359-Hn. 0,693^7 . o,o5o83 H- o,oo434
i*' terme 33,oS359
partie proportionnelie -i
3* différence -h 630
3* différence -4- 35
d'où «"= 33,48833
or nous avons trouvé ^ «'i = a«,5o836
l'erreur est donc o.otoi
quantité moindre que la millième partie de la demi-ouverture.
ARCHES INGCHIPLÈTES,
PAOJET D*ARCBB X GRANDE POATàfi, DB 44"i991 lyOnfBRTUBB ST 5'*,000 DB FLàCBE. —
PORMULBS.
n Q« — le'cosa
p'-hiV=p'
/-H p''wn(«-t.JA«)A«
A/ == (p* -f- J Ap') sin (« -H i Aa) Ad , Aa;" = (p" ^ i Ap')co8{«-f- i Aa) Aa.
Pour Vérification :
p"« -4- iAp".-i(p^-t-p^^O== erreur.
jr =j — ecosot, a?' =a7"-*-« sina,
Y==y -H s^ cosa, X = jp' — s ^ sin a.
OO
o,oo58i
o,oo685
o,oio46
o,oi336
o,oai86
4,45oi
Quant à la valeur de a, elle est 3o*^ -f- 71. 2*^ = 3i^ 8' 55* au lieu de 3 1** 1 o' 1 3*, d'où il résulte que Terreur sur'a, est dé 1' 1 8*, quantité négligeable au degré d'approximation que nous nous sommps imposé.
Les erreurs sur a!?'i et a^ auraient été évidemment réduites en prenant A a égal à 1^. Si Ton veut réaliser l'ouverture proposée, il suffira de faire croître y^^ de la quantité o"*, 0201 tang ûtj = o™, o 1 2 2 , et il en résultera la nécessité d'élever la chaussée ou d'abaisser les naissances de 1 centimètre environ.
Colcid des constantes néçiUidres à l'exécution da tracé.
ÉQUATIONS (XXVÏI).
LQ»= 3,33993 1. 3 =:o,3oio3
a as l8'".76'7S. .
\, qsss 1,37340
Ê/E^«o*ii'it'...
Ltang«=7,5i3i4
Le tracé de l'intrados comparé à l'arc de cercle tangent au sonunet et passant par les naissances donne, entre ces courbes, un écart qui s'élève jusqu'à o™,3o environ, et qui se présente vers les 0,7 de la distance de Taxe de la voûte aux naissances. C'est à cette comparaison des deux intrados que s'applique la discussion du no 32.
On peut voir, planches I et II, le profil de l'arche que nous venons d'étudier et une élévation de pont construite sur ce profil. On a figuré, planche II, im mode de disposition de l'appareil des tètes qui semblerait se prêter à la réalisation approximative des actions normales de la charge sur l'extrados de la voûte. Le sens vertical ou horizontal du lit de carrière serait indifférent, dans cette disposition, si l'on pouvait négliger l'effet des surcharges
accidentelles, puisque les pressions horizontales et verticales en un point donné du massif seraient égales, conformément aux conséquences de rhypothèse de la fluidité. Nous n'osons pas insister pour que Ton réalise la disposition indiquée dans la figure; nous avons voulu seulement donner une idée de Taspect que présenterait un semblable mode d'appareiller les parements extérieurs.
ARCHES COMPLÈTES OU EN ANSE DE PANIER, Exemple d*an projet â^ arche à grande portée, de 60^,070 d'oavertare.
48. Il nous a semblé bon de présenter un exemple des grandes dimensions que nos formules permettent de donner aux arches de pont, sans sortir des conditions de grande stabilité, ni exposer les voussoirs à des pressions trop considérables.
L'arche en pierre de la plus grande dimension que l'on con- . naisse est celle du pont de Vieille-Brioude (sur l'Allier). Cette arche a 54"", 20 d'ouverture et ai mètres de flèche; le projet dont nous nous occupons présente encore plus de hardiesse, comme on va le voir.
Soient données en premier lieu :
Demi-ouvertare 5 «= So'fOdS ... 1. jr «»= 1,67763 '
Ordonnée des naîiiances. ... Y| «s 18 ,7480. . i. Yi 3» 1,97295
d'où -^ « 1,60907. . . 1. SB o,9od68
Si l'on cherche ce nombre dans la Table III, colonne marquée Y, on trouvera, par interpolation, qu'il répond à
d'où /«i6,a338....
. 1. 3s i,aio4s
puis, à cause de /, = Y,,
/i-/- i.5iA»....
. 1. ^ o,4ooiio
On voit ainsi que la somme de Tépaisseur à la clef et de la surcharge ne s'élève qu'à a™,5i4-â «il convient donc d'employer des matériaux résistants, pour ne pas avoir une surcharge trop faible. Supposons que les matériaux dont on dispose soient capables de résister à la charge permanente représentée par
ft^ = 1 lî^jSaÔ .
. fx, == 3,o5od8
et soit
r=244okil... L«== 3,38739;
jX| ne sera qu'environ le -- de la hauteiu* 1 8o3 mètres qui répond
i la rupture du liais de Bagneux (voir le tableau, du n^ 44). Si Ton s'en tient aux prescriptîoda rapportées par M. Ponc^et, on ne courra aucun risque en adoptant ie chifire ci-dessus. L'emploi de la charge |x, que nous proposons aurait contre kii le dire de Navier, qui limite les chaînes à 100 mètres dans les arches de pont; mais nous devons penser que cet ingénieur n'a pas prétendu les fixer ainsi à — près : il avait en vue les constructions
telles que tout le monde les pratiquait à son époque , constructions dans lesquelles la stabilité s'éloigne plus ou moins de la grande stabilité que nous avons assignée aux nôtres. Calculons jx, et ^ :
ÉQUATIONS (nil).
fi,— /« 96,093
-r: TT^ '''^^ l.==»o.o783a
fi,s= 94.89S l.«= 1,977x4
P^-Zi-e/^ 9>t38i !,=« 1,96558
val. appr.... 1. «==0,37143 1. 3^=0,47713
eas 0,6337 i. = 9,79430
dénominat. := 93,0037 i. ==^ 1,96850
3' val. appr«. .. 1. ea»«,3685o
-««= o,6i85 l.cB- 9,79138
i«vinoM (u)
/)" — /=j,5i4a 1. = o,4ooio
e* SMS o,oo8i& 1. SBB 7,9tas5
h' = a,5o58 Ih'^ 0.39895
h 8= o,65oo
Cahtâ pim pHcit dt e , Aquatior (ix hU).
y,'*—r««=345,ao9
(ji**— fc'») «= 171404 1. «= a,a37o5
dénooiiB. . . . 1 vil. eoir.. . ei
EQUATIONS (JUI).
-ç* S3S 1^6,105,. . 1. «fi, 3=3, 34577
so,3oio
— fc" « = — 4,65o 1. = 0,66748 —
Q«-= 1*73,751. .. KQ» = 3,33993
On peut remarquer actueilementque les constantes Q', e, jx,, 9' et h" sont précisément les mêmes que dans l'exemple précédent. Nous avons choisi nos données de manière à retrouver ces constantes : en cela nous nous sommes proposé d'utiliser les calculs relatifs aux coordonnées, rayons de courbure, etc., présentés dans cet exemple.
(*) Si Ton voulait se servir de cette valeur de e pour corriger la solution, à Taide de la Table IV, on trouverait < 0,0001, d'où /'/<o",oooo2.
Sans cette circonstance, nous aurions pu nous dispenser d'effectuer le dernier calcul de e, car le logarithme de cette quantité, obtenu en dernier lieu , ne difiFère de celui obtenu précédemment que de trois unités du dernier ordre.
En se reportant à la valeur de e, on voit comment le bon emploi des matériaux conduit, malgré des dimensions si considérables, à une épaisseiu^ à la clef qui n'a rien d'exagéré, et que probablement tout ingénieur, en l'absence d'une tbéorie aussi approchée que la nôtre , eût augmentée notablement. C'est du moins ce que l'on peut induire de l'examen des constructions existantes, où l'on trouve des épaisseurs de voûte de 2 mètres à 2", 2 5 pour des portées incomparablement moindres que 60 mètres.
Si, au lieu de se donner |X|, on se fût donné A, on aurait calculé e et fti par les équations (x) et (xi) : la valeur trouvée aurait fait admettre ou rejeter la solution.
Calcul des poussées, etc.
égUATIOM (xYi).
i. 3>=o,477ia
«, « 89* 48' 48* l cota» = 7,5i3i4
]. slna, xsB o 1.co8aia=7,5i3i4
1** éQUAnOR (XYIl).
= 18,7396 l.BB 1,27276
r(/-+-fc')--=« 0,06108 i.«= 8,78690
^OAnOR (XYIIl).
i. efiisss 2,31901
-^ SB — ^ un a, csa 508628. kil 1. e= 5,70640
^cosa, BB i658 Lb= 3,21954
^QUATIOHS (Xix).
- e 8iDa,= 0,92790 ... 1, - « a» 9*96750
-. e oosoi ss o,oo3o2 1. ss 7,48064
Xisss 81,02398
iQUATIORS (U) ET (XZl).
y\= 0,65. L/o = 9»8ia9i
jr/«==:35i,a53 l.==a,5456a
yi^= o,iaa i. = 9,6a58a
;./•— jr;«=35o,83i
-(J«'*— /•'•) = >75»4i5 l.«s.aao7
-»da8oi6kil i.«=5,63i46
iQVATiON (xxili 6m), vérificûtion.
— co8«, H — := 439674 1. =:5,633i4
LtrefitSBs 5,633 16
erreur ==
iQDATIOH (xxii).
jr/»= 6583,o9 L« 3,81 843
i. dénom.
= 3,34ia9 : a,a44o7
a 83 ia,5o89 1. = 1,0973a
iQQATlOlf (xxiii).
-«ao8-',454 L = a,3i9oi
Nous reviendrons tout à Theure sur l'emploi des quantités U et Ti dans le calcul des culées.
Calcul des coordonnées, inclinouons des plans de joint, rayons as coarhwre, épaûsears.
De ce que les constantes QS e, 9' et A'' sont les mêmes que dans l'exemple du n^ 47, il résulte que le tableau annexé à ce numéro fournira toutes les quantités demandées, pour des angles a eompris entre o* et 34®; il reste donc à poursuivre le calcul jusque vers 90*^.
Nous donnons la suite de ces calculs dans le tableau ci-joint, où nous avons fait Aa = 3^ de 32*^ à 62**; et Aa = 4^ de 6a^ à 90^, afin d'abréger les calculs. Dans ce tableau, les constantes, sauf Aa, sont les mêmei que dans le précédent; et les valeurs de x" et y'j qui nous ont servi de point de départ, sont celles du précédent tableau qui se rapportent à a == 32*^.
Oy846o
aOfioo o 0,0271a 0,18189
24,7878 8,4321 8,1907 8,3455 0,02705 0,01 55 1 o,o3ai6 i.88a9 8,3190
18,740 o 0,05787 o,i65o6 i.»ii354 1,46338 7,46o4
35,7119 8,4636 8,3539 8,36oi 0,03908 0,01790 0,03391 1,8849 8,9457
17,558 o 0,08547 o,i463i 1,31750 i,4oo59 8,i463
i6,544o 8,4930 8,3o99 8,3708 o,o3iia o,oao4i 0,03349 1,8869 9.5704
9»84i77 9,85693 9,85334 9.84566 8,57324 8,56466 9.91687 io,]68ojf
36,oo435| 26,6
io,8o3i4 0,31766
16,591 0,1 io3o 0,1 9546 1,98914 i,3349i 8,833i
i,oS iM
i6,oi 3i,i i5.6< i5,&
en m'
ad
ii
)68oi
ôô
ia,oo3A4
i5,3oi53
0,1 Co
3,238ao
l,3o5ll
l,224lO
$iio3
J3oi7
i,iii44
o,33ii5
io,8i5i
io,586o
io,i525
io,584o
io,i5oi
9>94oi4
1, Si 832'
i,ii684
:o,5ia53.
i8,oo38
3o,84ii
ôô
o,o43oi
o,o3iio
o,oo4i3
lo
ï6,o5io
,^fi^^^
ISSSSSSSSSSêÊ
La marche des erreurs a£Fecte une grande régularité : d'un autre côté, les valeurs des coordonnées autres que y"^ et celles des épaisseurs, ayant été vérifiées par les différences successives, il n'est pas admissible qu'il se soit glissé quelque faute de calcul assez notable pour qu'on doive s'y arrêter.
Pour comparer le résultat fourni par notre tableau à celui que donnent les Tables, il convient ici de rechercher à quelle valeur de a répond le maximum de l'abscisse X de l'intrados réel, et la valeur correspondante de Y; nous comparerons ensuite a à l'angle tti calculé plus haut, et le maximiun de X à la demi-ouverture ^, puis Y à Y^. Soit n la fraction de l'intervalle Aa= 4^ comptée à partir de 90^ vers o^ à laquelle répond le maximum de X; nous aurons, pour expression générale de X, dans le voisinage de 90^, à l'aide des différences de X prises dans le même sens que n,
^ _ - n(ji — 1) 11(11 — i)(ii — a)
JV
d'où l'on tire, en posant — = o,
3n — 1 3ii* — 611-4-3
o c=s — 0,0307 — . 0,0479 — . o,oo36.
Cette équation donne, en réduisant et tirant la valeur de n d'une certaine manière,
d'où
n as -H 0,04619.
La valeur correspondante de a est 90®- — n.il®» ou 89® 48' 55': cet ang^e étant comparé à la valeur de a^ calculée directement, donne une différence de 'j' qui est tout à fait insensible; et même, pour pouvoir répondre de l'exactitude de cette différence, il faudrait avoir déterminé les différences de X avec une figure de plus.
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L'eipression générale de Y, en partant de a =: 90^ s'obtint de la même manière (jue cette de X; elle est
: 18,7858 — ii.o,65^6 o,02i3.
En substituant la valeur de n dans les expressiqns de X et Y^ il vient
X==3o,oa33, Y =18,7561; or nous avions
les erreurs sont donc
— o",oii8, -h o"»oo8i.
On pourra généraienient négliger de telles erreurs dans la pratique. Pour les réduire, il eut fallu prendre des valeurs de A a plus petites que celles employées.
La valeur de Tépaisseur $ qui figure dans la dernière colonne du tableau fera connaître la laigeur minimum des piles : en effet « cette largeur doit être au moins égale au double de la projection horizontale du joint extrême, ou à 2 6 dans le cas actuel, et dans Tbypothèse où les matériaux qui forment les aasise» des piles présentent autant de résistance que les vouasoirs. ^laigeur des piles serait donc au minimum de 3°^,834. «
GALCDIi DIS GON8TA1ITBS NÉCESSAIBU À L'IzicCTlOII DD TlACé.
Ces constantes étant évidemment les mêmes que dans l'exemple précédent, nous renverrons à cet exemple, en rappelant que, si
Tangue E'^ E' E'' n'était pas déjà déterminé, on le ferait, sans calcul, égal au complément de a^.
On trouvera, planches I et II, le profil de Tarche qui vient d'être calculée et Télévation d'un pont à plusieurs arches' construite sur ce profil.
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En comparant fe tracé de Tintrados à celui d'une demi-ellipse ayant pour demi-axes la flèche et la demi-ouverture de Tarche qui nous occupe, on verra que l'écart de ces courbes ^'élève jusqu'à o^^Ao, et qu'il a lieu vers les 0,7 de la distance des naissances à la verticale qui passe par le sommet. Si l'on voulait substituer l'ellipse à notre intrados, en donnant pour épaisseur à la voûte celle que nous avons trouvée pour les naissances, et qui est i"*,92, on trouverait, en raisonnant comme au n® 32, que la résultante des pressions pourrait passer à une distance de l'extrados
elliptique égale à o'^jSg, quantité qui n'est que les — environ de
l'épaisseur. Or, les pressions ne s'exerçant que sur une étendue triple de celle-ci ou égale à i°',77, il s'ensuit que les joints s'ouvriraient à l'intrados d'une profondeur de o™,i5 autour du point où les deux courbes présentent le plus grand écart, La pression moyenne y serait représentée par la valeur de (x relative au joint considéré,
multipliée par = 1,0 5, et la pression vers l'extrados, par
cette -même valeur multipliée par a,i. Cette dernière serait donc plus que double de la pression qui aurait lieu dans notre système. •
L'exemple que nous venons de présenter montre que, sauf les difficultés d'exécution, on peut construire des arches de trèsgrande portée dai^ les conditions d'une très-grande stabilité, sans donner aux voû|es des épaisseurs exagérées. Nous ne croyons pas avoir fixé la limite du possible : dans cet exemple et le précédent, les charges maximum que supportent les voussoirs n'excèdent pas 11 2*^,3 3; tandis qu'en employant le liais de Bagneux par exemple, on pourrait charger les voussoirs jusqu'à 180 mètres,
sans excéder le — de la chaîne de rupture.
La nécessité de donner un large débouché aux arches des ponts qui traversent nos grands fleuves a reçu une nouvelle confirmation dans ces derniers temps. On s'accorde à admettre qu'une partie des désastres survenus aux environs d'Orléans en 1 846 est due
au manque de débouché du p<mt de Vie)rzon et à la prégence du remblai par lequel on aborde ce pont du côté du sud. •
On conçoit, en effet, que des arches à grande portée, assises sur des piles fortes et peu nombreuses, présentent un débouché total plus grand et plus facile qu'une série de petites archw établies sur des piles un peu plus faibles, mais plus nombreuses.
Avant de passer en revue divers ponts construits en France ou ailleurs, nous allons présenter quelques considérations sur l'établissement des culées dans les ponts où les arches sont en anse de panier.
DÉTEBMINATION DE LA FORME QCPIL CONVIENT DE DONNER A LA PARTIE SUPERIEURE
DES CULÉES [dIGBESSIOn).
49. Nous prendrons pour exemple les culées sur lesquelles devrait s'appuyer l'arche étudiée dans le numéro précédent.
D'après ce qui a été dit jusqu'ici , nous considérerons la partie déterminée du profil d'une culée comme étant formée par : une verticale passant par le point inférieiu* de l'intrados, la ligne de joint des naissances, la verticale menée par le point inférieur de l'extrados, et' une horizontale menée au niveau du sommet de l'extrados (*). Nous supposerons la culée terminée latéralement par le plan des tètes, quoique, dans certains cas, il soit préférable de donner aux culées une largeur croissante à partir du massif, au moyen de murs en aile. Le problème à résoudre est la détermination de la forme qu'il convient de donner à la partie extérieure du profil de la culée, ou à la partie qui limite la face de la culée opposée au massif, cette face étant supposée perpendiculaire aux plans des tétest
(') Si Ton pouvait compter sur la résistance du sol aux abords du pont« il sufiirait d*élever les maçonneries de la culée jusqu'à «la hauteur du point inférieur de Textrados, puisque la partie supérieure de la culée doit seulement résister à l'action exercée parle massif agissant comme un fluide; mais il- serait à craindre, dans le cas d'un débordement des eaux, que les abords ne fussent emportés ou du moins profondément ravinés, ce qui compromettrait la stabilité du pont. Il sera donc généralement plus prudent d'élever les maçonneries des culées jusqu'au niveau du sommet de l'extrados.
atj
Considérons Téquilibre, de la partie de lune des culées limitée dans le sens vertical par deux plans homsontaux <iont les oixlon^ nées sont y\ et y\ égales respectivement aux ordonnées du sommet et du point inférieur de Textrados. Admettons que;- suivant rhabitude, on ne tienne aucun compte de la butée des terres qui s'exerce sur la face de la culée opposée au massif. Rappelons que le massif «xerce sur la culée la même pression que si^ le massif était un licpiide ayant la même densité, s'étendant jusqu'au plan horizontal tangent à Textrados, et soumis, à sa partre supérieure, à une pression représentée par la hauteur y\ = h des matériaux qui s'élèvent *au-des*sus de' ce plan. La culée est censée soumise à la même pression verticale s'exerçant sur sa partie supérieure.
Ceci posé, faisons passer un axe vertical O' Y par le point inférieur de Fextrados, et conservons le même axe des x que dans tout ce qui précède.
Soient x et y' les coordonnées d'un point du profil de la face de la culée opposée au massif;
p le poids de la partie de la culée qui est limitée inférieure-^
ment par «n j^an horfeonUl. ayant '/ pour ordonnée, augmenté de la chaiige que supporte la cidée supérieurement;
t/ le poids de Tunité de volume des matériaux qui composent la culée; * •
/ le coefficient de frottement moyen de ces matériaux que nous supposerons, pour plus de simplicité, disposés par couches horizontales infiniment minces. (La lettre /ne figiire avec cette nouvelle signification que dans ce numéro; on ne la confondra donc pas avec la flèche des arches.)
D'après ce que nous avons vu,' n® 28, la résultante des forces» horizontales exercées parie massif sur la culée est repré^ntée par
lorsque ïoa a i = i .
La condition d'équilihre de la portion, de culée limitée intérieurement à l'ordonnée y\ que fournit la considération des forces horizontales , est simplement
lorsque Ton fait abstraction de la cohésion. Différentiant cette inégalité et substituant pour df sa valeur
dp == ^Xxdy\ on en dédxnt
Il est possible de satisfaire à cette inégalité de bien des manières difiérentes. Soit y «n nombre pins petit qaef, on pourra écrire
et le profil de la culée sera une ligne droite passant par l'origine des coordonnées et inclinée au-deaaoua de l'horizontale, d'une quantité moindre que Tan^e du frottement multiplié par le rapport de la densité de la culée à celle du massif.
Soit a une cooptante positive, Tinégalité précédente sera encore satisfaite si Ton pose
/=/-(^ — ?)^ d'où
et même, si dans cette relation on remplace /par/'; mais cela ne sera pas nécessaire, puisque le poids des terres qui viendront s'appuyer sur le profil de la culée déterminera une pression verticale sensiblement égale au poids de la culée lorsque a sera une petite longueur, et que, pair suite, le frottement limite fp se trouvera à peu près doublé.
Si nous supposons t/ == isr, et que nous prenions avec M. Boistard /= 0,76, nous pourrons donner au profil une inclinaison de 37° 1 4' sur Taxe des x. Les bases supérieure et inférieure du trapèze qui forme les faces latérales de la partie des culées dont
nous nous occupons, devraient excéder respectivement — ^ et — ^
ou o°',854 et aA'^tôo environ; la largeur moyenne de ce trapèze serait donc plus grande que 1 2^,73.
Le frottement développé peut thétriquement prendre toute valeur nécessaire à la stabilité dans le cas actuel; mais, en pratique , il convient que la poussée horizontale exercée sur la culée reste inférieure à la cohésion des matériaux dont elle est formée , alors même que cette poussée serait inférieure au frottement théorique.
Soit X la cohésion par unité superficielle , la condition d'équilibre relative à la cohésion serait exprimée par Tinégalité
d'où\ a' désignant une constante positive ,
Le [urofil fourni par cette considération est une parabole dont Taxe coïncide avec Taxe des Xy et la concavité est dirigée vers les X positifs : cette parabole coupe Thorizontale menée par le som* met de Textrados au point dont Tabscisse est a', puisque Féquation du profil est satisfaite par le système de valeurs x = a', y = y\. On pourrait aussi satisfaire à l'inégalité précédente en substituant dans Téquation de la parabole un coefficient x' <ix k la place de ce dernier.
il faudrait, pour se conformer ^ux indications de quelques ingénieurs, employer celui* des deux profils rectiligne et parabolique pour lequel Tabscisse x relative à la même valeur de y' est la plus grande.
Soit / Texcès de Tabscisse du profil rectiligne sur celle du profil parabolique pour une mèmç ordonnée y', et posons
d'où
on aura
an n \ a •^ /
la quantité a — a étant arbitraire, nous pom-rons, pour fixer les idé^s, la supposes assujettie à la condition
an
et TOn aura -simplement
Sous cette forme, on voit aisément que Ton aura d'abord / == a pour y = o ; c'est-à-dire que les deux profils se couperont en un point de l'axe des x qui aura poiu* abscisse a; = a. La différence / restera positive tant que l'on aura y' <:i^m, et les deux profils se
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coUpenottb de nouveau au point dont Tordonnée.est /'= sm; au delà» la quantité i deviendra négative « c^est-^à-dire que le pro&i parabolique aura* son absciefie plus grande que le profil rectiligne
d'une quantité qui deviendra —[- y\ — m j au point le plus bas
des deux profils.
Soient isr = 13^*^= 24Ao kil., x == lOoookiL, et, comme plus haut,/= 0,76; on aura 71 = 4™, 10, m == ô'^jSg: Les deux profils se rencontreront au point dont l'ordonnée est iô™,78; et, en observant que l'ordonnée y, est 18™, 7 4; on trouvera que l'écart horizontal de ces profils s'élève jusqu'à 1 8^, 1 9. Cette grande différence tient au coefficient x que nous avons lieu de croire beaucoup trop faible. (Dans les expériences relatives à la cohésion, les blocs sur lesquels on a expérimenté se détachaient en tournant autour d'une arête au lieu de glisser horizofttalement sur leurs bases.) Il ne serait pas nécessaire de doubler le coefficient x poui^que les assises du profil parabolique deviennent tputes moindres que celles du profil rectiligne. Si l'on observe d'ailleurs que Ton n'a pas tenu compte de la butée des terres, on n^hésitera pas à adopter ce dernier profil dans toute l'étenàue comprise entre les plans horizontaux dont les ordonnées sont y\ et yV
Ayant admis , soit le profil rectiligne , soit le profil mixtiligne , déterminé à l'aide d*une valeur convenable de x, il ne serait pas sans intérêt de faire l'application de l'équation des moments à la portion de la culée limitée inférieurement par l'ordonnée quelconque y. Pour cela, il faudrait supposer connue la loi de répartition des pressions dans le plan inférieur, admettre, comme Navierpar exemple , qu'elles varient uniformément entre lea limites de l'abscisse x, de sorte qu'en désignant par (i" la hauteur qui .représente la pression en un point du plan {y) dont S'' serait l'abscisse, on puisse poser
réquation des moment*, jointe à eelle de» projections veiticaleB
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dès forces , servirait à déternaiiier les valeurs- des .constantes jx^ et b ^n fonction de y. La quantité fi, qui deviendrait fonction des deux variables indépendantes y' et I'', devrait être assujettie à ne point prendre de valeur négative^ car ce serait supposer que Ton tient compte de la résistance à la rupture par traction; mais cettç condition ne pourrait être vérifiée qu'a posteriori. Ajoutons encore qu'il ne parait pas probable que les pressions varient dans l'étendue de couches horizontales formées de parties disjointes, commes elles varieraient dans l'étendue de la surface de joint de deux blocs uniques (*).
(*) Nous allons présenter ici la détermination des constantes fi"« et b de Téquation
pour le cas du profd rectiligne.
Soit, pour abréger,
l'équation du profil rectiligne s'écrira
/ et i on aura
dy = ^ J^.
Formons Téquation d*équilibre des forces qui sollicitent la portion de la culée comprise entre les plans horizontaux (y\) et (y') projetées sur l'axe des j. Le poids d'une tranche horizontale d'épaisseur égale à dy' est
/ dp = ii^'^xdy' =<Br"A — xdx,
La composante parallèle à Taxe 'des y de la réaction élémentaire exercée contre le plan (y') sur Tétendue Xdp est
Intégrant ces deux expressions , la première entre les limites x^ et x, la seconde entre les limites ?" r=r o et ê* r=: a?, puis égalant la somme des deux intégrales à zéro , il vient
Lu
-7- fa?* — j:%; — ft"o X t X* = 0,
Prenons actuellement les moments autour d*un axe passant par le point M (voir
On pourrait eneore faire un autre usage de Téquation des moments. Considérons l'équilibre de la partie de la culée c(Ui est
la figure), afin d'éliminer ceux des forces horizontales «développées dans le plan inférieur. Le moment élémentaire de dp , dans le sens de x vers y, est
celui de la composante parallèle à i*axe des y de la réaction élémentaire développée dans le plan (y) est d'ailleurs
Quant au moment élémentaire de la poussée horizontale exercée par le massif contre la culée; soit v l'ordonnée variable du point d'application, on aura pour expression du moment de la poussée élémentaire wXvdv, autour de M ,
quantité qui doit être intégrée entre les limites y 9 et y.
Effectuant entre leurs limites respectives les intégrations des trois expressions précédentes, et égalant la somme à zéro, il vient
^(«•-*.')^^^»--x'^-tr'--3/:ro"-H>7.")
Cette équation, jointe à celle des forces verticales, donne d'abord
En ajoutant membre à membre, il vient
Soit
en sorte que fi'» représente la pression qui a lieu aux points du plan [y] où edui-ci est limité par le profil de la culée, on aura
limitée inférieurement par le plan [y'). Les forces qui sollicitent cette partie de la culée sont : i^ son propre poids augmenté de
les équations précédentes fournissent aisément les valeurs séparées de ff% et 6 ;
11 convient d*exprimer les valeurs de x et à?» en fonction de j' et y'». Or, si nous posons
nous aurons
dou • .
à Taide de ces valeurs, il viendra
Supposons, pour fixer les idées, que Ton ait i' = 1, et que les quantités y\ et c soient nulles , le profil de la culée sera triangulaire et passera par l'origine des coordonnées ; alors les formules précédentes donneront
dans le cas de/= -^ ces valeurs deviendront» à cause de y« = o et c r=r o,
t La comparaison de ces nombres montre que les pressions varieraient seulement de
deux neuvièmes de leur valeur moyenne dans Tétendue d un même plan horizontal.
De cette manière, il y a lieu de croire que Thypothèse de la variation uniforme des
pressions ne serait pas très-éloignée de se réaliser. En prenant /=—=: 0,7071,
on trouverait bz=,o\ d'où /*' = - y, quantité constante avec j'*.
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la chai^ qui peut agir supérieurement; a^ la poussée hovizoutale exercée par le massif; 3** les réactions qui ;se développeni, contre le plan [y]. Les composantes horizontales et verticales des premières forces sont connues, et donnent par un simple changeiïient de signe les valem^s des composantes des réactions dans le plan [y). Les moments des premières- forces sont pareillement connus, en sorte que, si Ton substitue dans l'équation des moments les composantes connues de la résultante des réactions contre le plan (j'), cette équation ne contiendra d autres inconnues que les coordonnées du point d'application de la résultante des réactions.
Soient ^ et V ces coordonnées, l'équation des moments présentera une relation entre |, rj et y qui n'est autre chose que l'équation de la droite suivant laquelle agit la résultante des réactions. La direction de cette résultante dépend de la valeur- de y' que l'on considère, de sorte que, pour chaque valeur de y\ onaïu^a une droite particulière. Si l'on sup'^ose construites les diverses droites qui répondent à toutes les valeurs possibles de y\ les inter- . sections deux à deux des droites consécutives détermineront leur courbe enveloppe. Pour obtenir l'équation de cette courbe, il suffira, suivant la théorie connue des courber enveloppes, d'éliminer j entre l'équation des moments et sa dérivée par rapport à la même quantité y'.
Si l'oD fait 7; ===•;/' dans l'équation des moments ou de la droitesitivanf laquelle agit la résultante des réactions, cette équation fournira l'abscisse ê dii point d'application de la résultante dans le plan [y]. L'équation que l'on' obtiendra ainsi entre ^ et v est celle du lieu géométricfue >des points de neûcontre des résuitanles des réactions exercées sur les divers plans [y) avec ces mêmes plans. Cette courbe est celle que l'on nomme courbe des pressions. L9 diire^^tion, de la résultante-» s'obtie^adrait en tirant ide f équation entre Ç, 77 et y lé rapport -- qui est égal à la tangente de l'angle
formé par la résultante avec Taxe des x, et compté de x vers y. On aurait encore cette direction en menant par le point de rencontre avec le plan*{j') une tangente à la coufhe enveloppe.
Au lieu de développer ^analyse qui vient d'être indiquée, nous nous bornerons à présenter la détermination de la direction de la résultante des pressions et la construction de la courbe des pressions, dans le cas très-simple où le massif et la culée ayant la même densité, le profil extérieur de celle-ci est rectiligne, et aboutit dans sa partie supérieure à l'origine des coordonnées, la ponsséti exercée par le massif étant supposée, contrairement à ce que nous avons admis jusqu'ici, commencer à se produire en ce point.
Nous aurons recours à des Considérations très-élémentaires de statique et de géométrie , et quoique les données actuelles soient sensiblement diflérentes des données primitives, le résultat sera cependant de nature à faire entrevoir ce qui devrait se passer s'il s'agissait de celles-ci.
if
H \ G fi--
Soient OC le prolil rectiligne de la culée faisant avec Thorizontale l'angle a' ('); / l'ordonnée d'un plan horizontal MM'; G le
centre de gravité du triangle OMM' dont l'ordonnée est - y ; H le
(*) Cet angle ne doit pas éire confondu avec Tauxiliaire a' des n*" 36'et suivants.
point d'application de la poussée horizontale exercée par le massif
et dont l'ordonnée est aussi - /, en vertu de Thypothèse de la
fluidité.
Le poids de la partie supérieure de la culée limitée au plan MM'
est -isrXya:, la résultante des pressions horizontales produites siu-
cette partie par le massif est simplement -isrXj'. D'après ce qui
vient d'-être dit, ces forces concourent au point G, et la direction de leur résultante s'obtiendra en menant par ce point deux droites, l'une verticale , l'autre horizontale , respectivement proportionnelles aux intensités de ces forces, ou aux coordonnées x ety\ et achevant le parallélogramme qui se résout ici en le rectangle G'GH'R. De cette manière, le triangle G'GR que l'on obtien(h*a sera semblable au triangle MM'O; l'angle G'GR sera égal à l'angle MM'O et aussi à l'angle M'OX que fait le profil avec l'horizontale. Il s'en-* suit que la direction GR de la résultante des réactions est constante pour les divers plans horizontaux MM', et que cette direction fait avec la verticale un angle égal à celui du profil avec rhorizon. On voit déjà que la condition d'équilibre relative au frottement est que ce dernier angle soit moindre que V angle du frottement
Soit Ç l'abscisse du point P où la résultante des réactions rencontre le plan MM'; l'angle G'GR étant égal à COX ou a , on aura
S = MN -K NP = HG-+- NG tanga',
ou, à cause de HG = - ^x, et NG = ^ y',
1 = joî-t- j/ianga'.
Exprimons d'abord Ç en fonction de x : en vertu de
y=a;tanga', il viendra
Si Ton sup()ose a' égal à Tangle du frottement, et que Ton
prenne , comme quelques auteurs, tangot' = ^, on aura $ = — rr :
là résultante des pressions passera, comme on le voit, très-près du milieu de la base MM'; pour quelle passât exactement au
milieu, il faudrait que Ton eût tanga'.= -pi = 0,7071 ou
a = 35® 1 6' 62''.. Cette valeiu- de tanga' est presque la moyenne
exacte entre le coefficient - et le coefficient 0,76 indiqué par
M. Boistard.
En éliminant x entre les deux dernières équations, et* changeant ensuite j en 9;, nous aurons pour équation de la courbe des pressions, . .
OU
; V =^ - smaa ç.
Cette équation montre que la courbe des pressions se réduit ici à ipie ligne droite passant par Torigine et inclinée sur Taxe des x
d'une quantité égale à - sinsa; c'est la drbite OP de la figure. Son
inclinaison serait égalé à -- dans le cas de tanga' = -, et à v'a
dans le cas de tanga' = -7=. Dans cette dernière hypothèse, la
droite OP se confondrait avec la direction PR des pressions.
Généralement, les directions PR menées par les divers points P étant toutes parallèles, n'ont pas de coarbe enveloppe, ou du moins une telle courbe doit se réduire à ime droite parallèle àPR, dont on ne considérerait que les points situés à Tinfini.
Nous terminerons cette digression en faisant remarquer que l'établissement de la culée d'une arche complète serait entièrement fixé d'après ce que nous venons d'exposer, si le plan hprizontal passant par le point inférieur de l'extrados, contre lequel s'appuie le dessus^ de la culée, présentait une résistance indéfinie; si, par
exemple, le roc vif affleurait à ce niveau. Dans le cas contraire, il y aura à consldér^^ unef autre portion de la culée sollicitée par des forces connues qui sont : i ° les actions qu'exerce la partie de la culée que ncAis venons d'étudier; 2° la force de direction presque verticale T^ que nous avons calculée précédemment; et sollicitée en outre par les forces inconnues qui proviennent, tant du propre poids def la construction, que des réaction» du. sol et des actions 'fortuites ou accidentelles, lorsqu'on en voudra tenir compte.
EXAMEN aAPIDE ET SUCCINCT DE QUELQUES ARCHES DE PONTS DECRITES DANS LES aUVRAGES DE PERRONET ET GAUTHEY.
50* Dans les numéros précédents, nous avons présenté avec Iqs plus grands détails l'ensemble des calculs à effectuer pour fixer définitivement les formes- et dimensions d'une arche projetée, ainsi que les poussées auxquelles l'arche devra donner naissance danis son état normal. Nous nous abstiendrons d'entrer ici dans ces détails : examinant diverses arches décrites dans les ouvrages de Perronet et Gauthey, nous prendrons, soit dans le texte, soit dans les figures qui l'accompagnent, les dimensions principales de ces arches. La quantité h qui suppose la construction terminée supérieurement par un plan horizontal, tandis que le profil du pavé et des trottoirs est loin d'être rectiligne, ne peut être estimée qu'en remplaçant ce profil par une droite horizontale disposée de manière à ne pas changer la superficie de la section. Le plus souvent,, en l'absence des données, nous supposerons A très- Yoidin de .o'",6ô. L'incertitude qui affecte cette quantité affecte également les ordonnées Yo et Yi, mais leur différence / en est exempte.
) Partant des données spéciales à chaque* cas , nous nous proposerons: de déterminer les constantes principales à l'aide de nos Tables, ^omme s'il s'agissait de faire un avant*projet. Nous sui* vrons dans ces calculs la marche tracée au n^ 45. La comparaison àes vàieursr trouvées avec celles adoptées pourra- -donner lîeuà une
courte critique : et, en ce qui concerne les arches en anse de panier, nous espérons que le rapprochement des résultats auxqueb Texamen de chaque arche en particulier nous aura conduit, pourra jeter quelque lumière sur la question des limites qu'il convient d'assigner au surhaissement des arches de cette espèce.
ARCHES INCOMPLÈTES, DITES EN ABC DB CMBCLB
Pont de Valence, sur le Gaadalaviar.
Cet ouvrage, dit Gauthey, est composé de dix arches de i3 mètres d'ouverture, dont la flèche est à peine de i°',3. En Tabsence d'autres données, nous supposerons l'ordonnée du sommet de l'intrados égale à i'",6g, et nous admettrons que les matériaux dont on a pu disposer présentent une résistance au moins
égale à celle des pierres de Saillancourt 2* qualité, dont le —
est li2^,g. Les données seront ainsi :
^ = 6^5o; /=i^3o; Y. = 1^,69; (X, =I:42^9, d'où ^z=5,oo; y =1,3.
Avec ces deux derniers nombres, la Table I donne 7; = 1 8,96 1 ,
et l'on en déduit (valeur approchée) O* = 32,o44- On trouve ensuite par la formule (i), /Xo = Ai'^^SSi , et, par la formule (11) (valeur approchée), e = o"*,793. On tire ensuite de la Table II,
— ~-i = 0,0482 , d ou
J\(Q«)= 0,219 puis Q* = 32,263.
Par la formule (v), il vient h" = i'",68A; et, en reprenant le calcul de e par la formule (11) à l'aide des valeurs corrigées, on trouve
fifialenient e = o°*,798^. La valeur A = o"^,885 (jui en résulte n< est pas trop faible. Cette quantité pouvant, en pratique, recevoir une moindre valeur, on en conclut que le pont de Valence aurait pu être construit avec des matériaux moins résistants que nous ne Tavons supposé : les épaisseurs auraient alors reçu un accroissement égal à la réduction de l'ordonnée A.
Pont de Pont-Sainte-Maxence , sur VOise.
Ce pont, construit par Perronet, est formé de trois arches de 2 3"',39 d'ouverture et a'",09 de flèche; l'épaisseur des voûtes au sommet est de l'^f^ô. Aux parements extérieurs, les voussoixs se prolongent jusqu'au plan horizontal tangent à l'extrados : nous ferons abstraction de cette particularité. Les piles, au lieu d'être pleines comme d'ordinaire,, consistent en quatre colonnes de a"^, 9 a 3 de diamètre, groupées par deux aux extrémités de chaque pile, de manière qu'il existe entre les colonnes intérieures im espace égal au diamètre de ces colonnes : en outre, les plans des têtes passent par les axes des colonnes extrêmes, de telle sorte que les moitiés extérieiu^es des mêmes colonnes servent d'avant-becs et d'arrière-becs. La distance d'une tête à l'autre ou la largeur du pont est de i2"*,667. D'après les dessins de Perronet, on peut admettre que l'ordonnée du sommet de l'intrados est égale à la flèche. Nous admettrons, en outre, que la hauteur A ait été fixée i o'^,65. Les matériaux employés dans la construction des vpâtes sont les pierres de SaiUancourt, et des pierres des environs de Pont-Sainte-Maxence , qui ont présenté à l'essai une résistance environ quatre fois plus grande que ceUes de SaiUancourt.
Les données sont ainsi :
g=\ i^695;/=2",o9; ¥0=2^09; Azz^o^ôS; A=i2%667,
d'où ^=5,60; -f- = i,o.
0* Avec ces deux nombres, on tire de la Table 1: -- = 18,6935,
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d*où (valeur approchée) Q' = 81, 656. Les formales (o) et (m) donnent (valeur approchée) c= i*,44, et Ton a, par la Table II,
-1^ = 0,3^22, dou
puis Q*=: 82,366.
Par la formule (v), on a ensuite
V =z 2»o8i3, d'où
Actuellement les formides (iv) donnent
On aurait pour épaissexu* réelle à la clef e, = i™,44» quantité qui 4iffère seulement de 2 centimètres de celle adoptée par Perronet. Au reste , ce rapprochement tient uniquement au choix que nous avons fait des doimées Y» et A. Quant à la valeur de |X|, on voit
oueDe est environ — de la résîst^ce absolue 58 1 mètres des
pierres de Saillancourt i** qualité, et environ -- de la résistance
de celles de Pont-Sainte-Maxence, d'après ce qui a été dit plus haut. Il est facile d'en conclure que si nous avions pris pour donnée jXi r= 58™,i à la place de A, nous aurions obtenu une valeur de e un peu plus faible et une valeur de h d'autant plus forte.
Déterminons maintenant la limite inférieure de l'épaisseur des piles. Pour cela nous aurons d'abord, par la première équation (xii),
puis ensuite, par les formules (xiv).
On en déduit pour la largeur minimum ^esmct^ à donner aux piles en leur partie supérieiure, 2 e sin»! r=: i", 1 1 g. La charge que supportent les piles en cette partie est représentée par jx»; si Ton veut que les piles ne soient pas plus chargées à leur base, il faudra à très-peu près augmenter leur largeur d*une fraction égale au rapport de la hauteur des piles à la quantité jXi ; or cette hauteur étant de 5°',8A6, il faudrait augmenter la laideur ci-dessus de la
fraction ' = 0,096, ou de o"',i07, ce qui porterait la limite
inférieure de la largeur des piles à 1^,226, et la limite inférieure de la section horizontale à i"*,2 26.X ou i5"^53. Pour comparer cette section à celle réalisée parPerronet, nous pourrons réduire à trois le nombre des colonnes qui supportent le poids des arches, à cause de la situation des colonnes extrêmes; de cette manière,
la somme des sections horizontales sera 3 -(2,923)* = 20"*'', 1 3.
En comparant ce nombre à la limite théorique i5"''',53, on voit que le célèbre ingénieur ne s'en est écarté que de la fraction 0,296 ou environ trois dixièmes. A vrai dire, les colonnes qui servent de piles supportant une charge verticale un peu moindre que jx^, attendu que le poids des voûtes a été diminué au moyen de lunettes pratiquées dans le sens de la longueur du pont. Quoi qu'il en soit, on peut conclure, de la comparaison que nous venons
de faire, qu'il serait suffisant d'augmenter de - la largeur limite
2esin OLi des piles, lorsqu'il s'agira d'établir des ponts dans des conditions comparables à celles que présente celui de Pont-Sainte- Maxence.
Pont de Mirepoix, sur le Lers.
Ce pont est formé de sept arches de 19", 5 d'ouverture et de 2"^,6i2 de flèche. Les autres données nous manquant, nous sup-
poserons Tordonnée du sommet de l'intrados égale à i^^56'j2, et nous admettrons que les matériaux présentent une résistance au moins égale à celle de la pierre de Saillancourt 2^ qualité. En
fixant la limite des charges au — de la résistance absolue , nous aurons le système de données suivant :
d'où ^=3,7328; y = 0,6.
En procédant comme dans le premier exemple, on trouvera
(Xo = 40°*,! 64; A"= i"',56o7; ^ = o"',9835; A = o^5772; Q*:= 38,6io.
L'épaisseur e pourra paraître un peu forte, et la charge A un peu faible; pour diminuer la première et augmenter la seconde, il suffirait de faire fi, un peu plus fort (5o mètres par exemple).
Pont de Homps, sar l'Aade.
Ce pont, construit par M. Ducros, se compose de trois arches de 2 1'',4 d'ouverture et de 2"',87 de flèche. (Nous n'iiurons point égard aux petites cornes de vache que Ton a pratiquées dans le voisinage des têtes.) Nous compléterons les données précédentes par des nombres supposés. Soient donc
d'où ?:=: 3,7282; -îz=0,6;
on trouvera, en procédant comme dans le deuxième exemple:
Q* = 46,5o8; A' = 1^7149; « = l^o629; fio = 4/r,762; fA, =2 47^,766.
La valeur de jx^ répond à - environ de la résistance absolue de la pierre de Saillancoiut a® qualité, et se trouve au-dessous de — de celle qui se rapporte à la i •* qualité.
Pont de Pesmes, sur VOgnon. "^
Ce pont , construit par M. Bertrand , est composé de trois arches de 1 3", 6 4 d'ouverture et de i", i 9 de flèche; f épaisseur à la clef adoptée dans la construction est de 1", 19, égale à la flèche. Conune dans les exemples précédents, nous joindrons à ces nombres des données hypothétiques; nous partirons des données suivantes : . . ,
g = 6^S2; /= 1-19; Yo==^î^547; A =0^647.
d'où lr=: 5,781; 7==»>3;
puis, en suivant ia même marche que précédemment,
0« = 35,216; h" = 1^541 1; e = o",894i; fi, = 4o%332; jx, = 41^564.
L'épaisseur réelle à la clef 6« = 0^,9 qu'on en déduit est moindre de 0^,29 que celle adoptée dansia construction, et cependant la
valeur de (â^ est inférieure au — de la hauteur qui représente la
résistance absolue des pierres de Saillanci3urt 2* qualité et de Conflans.
Pont Foachard9i, sur le Thouet, à Saumar.
Ce pont, construit sur le projet de M. de Limay, est formé de trois ar<^es de 26"',99 d'ouverture m de 2'*,636 de flèdiè. Nous supposerons les données qui nous manquent. Soient
g = 12^995; /c= ô^^5; Yo := 1^8446; y., = 62»,5
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(la valeur de fi^ répond à -^ de la résistance absolue de la roche douce de Bagneux); on aura d'abord
puis, pour résultat final des calculs,
Q'= 75,409; c = i"*,2827; A' 1= i"*,8379; h = o^^SôSa ; (u^ = 59"*,77a.
On pourrait faire ici les mêmes remarques qu à l'occasion du pont de Mirepoix.
Pont de Saint-Diez, sar la Mearthe.
Ce pont, construit siu* les dessins de M. Lecreulx, se compose de trois arches de 12 mètres d'ouverture sur 1 mètre de flèche, et de deux petites arches latérales en plein cintre de ^ mètres d'ouverture. Nous ne nous occuperons que des premières. Les* données étant encore incomplètes, nous admettrons les suivantes :
<^ = 6^o; /=:i«,o; Yo=i°",3; A = o"»,65,
d'où ^=6,0; y=z=:i,3.
Le calcul conduit aux résultats que voici :
Q« =z= 27,112; h" = i'»,2966; e = o'»,6466; jXo = 4a",795; fil = 43"»,823.
La valeur de |Xi répond à peu près à — de la résistance absolue des pierres fermes de Conflans.
Pont de Branoy, sàr l'Hyères.
Ce pont a été construit sur les dessins de Perronet; ii se compose de trois arches de 5"',8A6 d'ouverture et de o"",783 de
flèche. Uépaisseur des voûtes à la clef est de o",65; Tordonnée du sommet de Fintrados peut être évaluée à i mètre et quelques centimètres. Nous prendrons cette ordonnée égale à i™,oi79, et la hauteur h égale à o°^,5o; en sorte que les données seront
gz= 2^923; /= 0^783; Yo = ^^0l79; A = o^5o, d'où ^z=3,733i; y=i,3.
On en déduit, par le calcul :
Q» = 6,784; h' =z i»oii2; « = o^5ll2; (u^ = 13^9^1; jx, = i4^777,
puis répaisseur réelle à la clef e, = 0^,5179, quantité moindre de 0°*, 1 32 que celle adoptée par Perronet. La valeur de jXi répond
à — de la résistance absolue de la lambourde de qualité inférieure, et à — de celle de la pierre tendre employée à Paris.
Pont de Rosoi, sur ÏHyères.
Ce pont a été construit, comme le précédent, sur les dessins de Perronet; il est formé de deux arches de 7^,80 d'ouverture et de o"*,975 de flèche; l'ordonnée du sommet de l'intrados est de i™,25 à i™,3o, d'après les dessins de Perronet; l'épaisseur des voûtes à la clef a été faite de o"*,8i2, et les voussoirs sont en grès très-dur. Au lieu de supposer que l'on ait à sa disposition des matériaux aussi résistants, nous admettrons que les matériaux ne présentent pas plus de résistance que le mortier ordinaire. En
prenant le — seulement de la résistance absolue représentée par
219 mètres, et supposant l'ordonnée du sommet de l'intrados égale à 1^,2675, nous aurons pour données
g = 3^90; /= o^975; Y. = l^2675; ft, = 21^,9,
d'où ?:=A,oo; y =1,3.
On déduit de ces nombres:
Q« = 11,922; e = o"*,596o; A''=i",26i3; A =o«,6653; jx. = 2o'°,870.
L'épaisseur réelle à la clef est e» =0" 6022 : elle est moindre que celle adoptée par Perronet de o°',2i, et cependant la plus grande valeur de (x est extrêmement faible. La construction, réalisée avec des matériaux beaucoup plus résistants que nous ne l'avons supposé, présenterait donc une très-grande stabilité. La hauteur h est, du reste, très-admissible dans la pratique.
Pont de la Concorde, à Paris.
Ce pont, construit sur les dessins de Perronet, se compose de cinq arches d'ouvertures et de flèches inégales : la chaussée est disposée en pentes qui s'étendent seulement aux quatre arches latérales; elle est de niveau dans le sens de la longueur sur Tarche du milieu seulement. Il est facile de reconnaître qu'il était impossible de substituer au projet de Perronet celui d'un pont horizontal formé de cinq arches égales, sans élever le niveau des abords ou abaisser celui des naissances d'au moins 5o à 60 centimètres. Nous nous occuperons seulement de l'arche du milieu , qui a 28^,6 d'ouvertiu^e et 2^,99 de flèche, et à laqueUe on a donné i°", i4 d'épaisseur à la clef : supposant l'ordonnée du sommet de l'intrados égale à i",794, et la charge h égale à o"',65, nous aurons les données suivantes :
g = i4",3o; / = 2^99; Yo = l^79^; * = o^66,
d'où ^ = ^,782 7; y = 0,6.
A l'aide de ces nombres et des précédents, on trouve la solution
Q« = 8o,435; h" = 1^7891; e= i^iSgi; fi.= 71^642; ft, = 74",723;
Tépaisseur réelle à la clef s'en déduit e^= i", i44. Cette dimension coïncide à peu près avec celle adoptée par Perronet. Quant
à la valeur de (Xj , elle répond à — environ de la résistance absolue
des pierres de Saillancoiut que Ton a employées dans la construction.
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Pont de N agent, sur la Seine.
Ce pont, construit par Perronet, se compose d'une seule arche de 2 g"*, 2 4 d'ouverture et de 8"*, 7 7 de flèche, dont la voûte est construite en grès très-dur : malgré les rampes légèrement inclinées qui conduisent au milieu, nous procéderons comme si la chaussée était exactement horizontale dans le sens de la longueur du pont. En ajoutant aux données précédentes la charge h = o*",65 prise hypothétiquement, les données seront
En suivant la marche indiquée n^ 45 , nous aurons d'abord
quantité qui répond sensiblement à un surbaissement de — . On tire ensuite de la Table III, relativement à la valeiu* de -,
f = 0,81006, d'où Y, = 10^826;
et les équations (x) donnent : h" = 2°*,o443, e = i"*,3943; puis il vient, par les équations (xi), (Xo = 4'i",i 12; ft, = 5i'",776;
et réquation (uni] donne, pour la superficie du profil de la demi-
arche et de la partie correspondante du massif « T ~ ^ 1^=7 î^"**'» 192.
La charge représentée par ft, est un peu faihle, puisque les voussoirs ont été faits de grès très-dur; l'épaisseur est d'ailleurs peu différente de celle adoptée dans la construction, qui est de i™,6o pour les voussoirs des têtes» et de i"*,3o pour les voussoirs intermédiaires. On eût pu diminuer l'épaisseur des voussoirs sans exagérer la charge jXi, en diminuant la flèche et élevant d'autant les naissances, afin que le sommet de l'intrados restât au même niveau. La diminution de l'épaisseur aurait ainsi permis de réduire l'inclinaison des rampes.
En effet, soit/= 8"",44i ce qui revient à diminuer la flèche de o™,33, et, tout en conservant la même valeur de g, portons la
valeur de jXi à 58", 1 ou au — de la résistance absolue des pierres
de Saillancourt i"* qualité, les données seront
g = 14^62; /= 8-,44; ft» = 58«,i, d'où ^=1,7323.
On aura, par la Table m,
^=:o,83265, puis Y» = io^i36.
Les équations (vm), en ayant égard à la première équation (vu), donneront (x, = 48^,990; e = i™,o48i; et il viendra, par les
formules (ix), h" = i"*,690i; h = 0*^,6420; puis, par l'équa-
tion (xxm), — = 60*^894. [La formule (ix bis) donnerait plus
exactement e = 1 ",048 2 ; on voit que la deuxième équation (vrii) est suffisamment approchée.]
Ces nombres, comparés à ceux qui résultent des données primitives, présentent une réduction de o°^,346 sur les épaisseurs,
ou de près de - sur les premières. La surface du profil de la
voûte et du massif serait réduite de plus de - : il est vrai de dire .
que les culées devraient être élevées de o™,33 de plus que dans la première solution; mais l'élévation des naissances faciliterait le débouché. La solution que nous présentons ici eût donc offert des avantages marqués sur celle adoptée par Tillustre constructeur de nos plus beaux ponts.
Pont de Mantes , swr la Seine.
La chaussée de ce pont formé de trois arches inégales, est disposée en rampes des deux côtés à partir du milieu; la pente
est de -— . Nous ferons abstraction de cette pente, et nous ne nous
occuperons d'abord que de l'arche du milieu^ dont l'ouverture et la flèche sont respectivement 38^,98 et 1 1'',37 : la charge h peut être estimée approximativement à o",74. Les données sont ainsi:
(/=:i9",49; /=ii»,37; A = 0^74;
d'où ^ = 1 ,7 1 42 , et, par la Table III, Y, = 1 3^753. 1 dant comme dans l'exemple précédent, on trouve
A^ = 2»37i4; e=z i^63i4; (jl, =z bS'^.o'jS; ^ = 70^,498; Y = ii5-^oi.
Les pierres employées à la construction des voûtes du pont de Mantes sont celles de Saillancourt, dont la résistance absolue est représentée par 58 1 mètres. La valeur de fio coïncide avec le dixième de cette dernière quantité, tandis que celle de |Xi s'en
écarte notablement : elle répond en effet à - environ de la résistance absolue des pierres de Saillancoiut. Si , à l'exempie de beau*coup d'ingénieurs, on n'a égard qu'à la pression au sommet, on trouvera que la pierre employée présente une suffisante résis*-
tance. Cela est du reste assez admissible, puisque c'est au sommet que les pressions varient le plus par Taction des surcharges accidentelles , et que ces dernières ne produisent que peu d'effet sur les voussoirs inférieurs : si donc les voussoirs peuvent résister à la chaîne |u^ au sommet de la voûte, et en outre à Faction des surcharges, il est vraisemblable qu'ils résisteront encore à la charge |x, qui a lieu dans les plans des naissances, augmentée de ses très-faibles variations. Quoi qu'il en soit, il serait évidemment préférable d'employer de la pierre plus résistante.
L'épaisseur adoptée dans la construction est de i^.g^Q; mais Perronet avoue qu'on aurait pu la réduire à 5 pieds ou i",62 4, nombre qui coïncide à très-peu près avec la valeur e, c= i",643i que fournit notre solution. On doit remarquer que cette réduction de l'épaisseur à la def eût permis de diminuer la pente longitudinale de la chaussée.
Actuellement nous allons examiner s'il n'eût pas été possible, sans élever les abords, de construire un pont horizontal formé de trois arches égales ayant leurs naissances au niveau de l'étiage. (Les naissances dans la construction sont à o"*,g74 au-dessous de l'étiage.)
Les arches latérales ont 35°',07 d'ouverture, et les piles ont 7*", 80 de largeur : en ajoutant au premier de ces nombres la demi-ouverture 19",49 de l'arche du milieu, on a pour la demilongueur du débouché 54"*,56, dont le tiers donne, pour la demiouverture d'arches égales, gz= 18", 1867. La demi-loqgueur du pont s'obtiendra en ajoutant la largeur d'une pile à la demi-longueur du débouché, ce qui donnera 62™,36, et pour la pente de
la chaussée, — 62",36 = o™,866. La hauteur du sommet de la
chaussée au-dessus du plan des naissances est égale à la longueur formée par la flèche de l'arche du milieu, l'épaisseur adoptée dans la construction et la hauteur que nous supposons équiva-s lente à 0^,74 : en déduisant de cette somme la pente o°*,866, et la profondeur 0^,974 à laquelle les naissances ont été placées au-dessous de l'étiage, nous aurons la difiérence de niveau des
abords du pont et des naissances relevées à la hauteiur de Tétiage, égale à 12*^,219 :=Yi. L'élévation actuelle du sommet de Imtrados de Tarche du milieu au-dessus de Tétiage est d'ailleurs 1 1'",37 — o'^^gyA = 10^,396, tandis que l'élévation des autres arches est moindre de 0*^,487. Il importe que la solution cher* chée donne une flèche peu différente de 10*^,396, afin que le débouché ne soit pas diminué et que la navigation puisse se faire avec la même facilité.
Soient donc g = 18°*, 1867; Y» z= i2",ai9; h = o'^^ôo,
d'où ^ = 1,4884. On déduit de ces données, par la Table III,
f = io°',3oi; ce dernier nombre n'est inférieur à 10^,396 que de o"*,095, et il excède ceux qui répondent au niveau du sommet de l'intrados des arches latérales de o°^,392. En poursuivant le calcul, on trouve
A" == i°',9io4; c=i"',3io4; /x, = 67°',o62;
ft, = 68«,2o4; Y = 89-',372.
Dans cette solution, les pressions sont un tant soit peu moindres que dans la précédente, et, quoique l'inégalité des arches ne per-
mette pas de comparer directement les sommes des surfaces —
des deux profils, notre solution aurait évidemment présenté une économie notable des matériaux des voûtes, indépendamment des avantages qui se rattachent à l'horizontalité de la chaussée et à l'élévation des naissances, et cela sans que le niveau des abords ait été changé.
Pont de Neuilfy, sar la Seine.
Le pont de Neuilly, construit par Peironet, est formé de cinq arches terminées du côté des têtes par des voussures qui donnent à l'ensemble dç la construction un caractère de hardiesse fort remarquable. Nous n'aurons point égard à ces voussures, qui exi-^ géraient une théorie k part, et nous appliquerons nos formules comme s'il s'agissait d'intrados purement cylindriques. A cela
près, les arches sont en anse de panier surbaissée au quart; leur ouverture est de 38",98, la même que celle du pont de Mantes. L'épaisseur des voûtes à la clef est de i'°,62 4y et la hauteur moyenne de charge h peut ètr« évaluée approximativement à i ™, 1 5.
Quant aux pierres employées à la confection des voussoirs, elles sont de provenances diverses (*); toutefois leur qualité ne paraît pas devoir être estimée beaucoup au-dessous de celle des meilleures pierres de Saillancourt.
Soient données
(y = i9»,49o; /= 9^745; A = i»,i5, d'où ^ = 2;
on aura, parla Table 111,^=: 0,89769, d'où Y, = io*,857;
puis par les formules (x), A" = 1™, 1 1 3 ; e= — o",o38.
La valeur négative de e que nous rencontrons ici , et déduite de la relation e = h" — A, montre que la donnée h est incompatible avec les autres. 11 est visible, en effet, qu'en diminuant A, la valeur de e deviendrait positive , mais sans pouvoir dépasser la limite i™,i 12, ni même l'atteindre tout à fait en faisant A = o.
Nous allons changer les données, en conservant cependant la demi-ouverture g , et nous astreignant à conserver également l'ordonnée Y, des naissances : pour calculer cette ordonnée, nous ferons la somme des trois quantités
Charge approximative i", 1 5
Epaisseur à la clef adoptée 1 ,624
Flèche adoptée 9 ,745
d'où
Ordonnée des naissances Yi = i2",5i9
(*) On trouve dans une Note jointe au Mémoire de Perronet sur Vépaissear des piles et la courhare ie$ voûies, le rérallat d'expériences qu'il a faîtes sur les pierres de Saillancourt employées par lui a la construction du pont de Neuilly. L'babile ingénieur parait avoir fait usage des hauteurs de charge à la place des pressions par unité de sur&oe; il dit en e&t <{u'il &udrait, pour opérer la rupture de la pierre en question , la charger ia poids d'une colonne de 1580 pieds de hauteur de la même pierre. Ce nombre , ramené aux nouvelles mesures , donne 5i S'^a , résultat inférieur à celui que fournit notre taUeau pour les pierres de Saillancourt i** qualité.
Soient donc
d'où i.= 1,5568;
on en déduit, par la Table III, /= io",73i. Ce nombre, comparé à la donnée primitive , répond à mie smrélévation du sommet de rintrados d'un mètre à très-peu près : le niveau des naissances restant d'ailleurs le même qu'auparavant, il est clair que la nouvelle flèche sera plus favorable à la navigation et à l'écoulement des eaux que celle adoptée par Perronet. Il reste à voir si les avantages de la nouvelle solution se maintiendront dans les éléments qu'il nous reste à déterminer. Or, en poursuivant les calculs, on trouve
V = 1^7820; e = 1^2320; fto = 63^689;
puis So = i",238o.
Cette valeur de l'épaisseur réelle à la clef comparée à celle réalisée par Perronet présente une réduction de o"*,386 ou d'à peu
près un quart. Quant à la valeur de ftj, elle répond à -^ ou environ de la résistance absolue 6 1 3 mètres déterminée par Perronet : pour ne faire travailler la pierre qu'au —, il faudrait employer la roche de Châtillon par exemple, dont la résistance absolue est représentée par 7^2 mètres. La valeur de ft^ est loin d'atteindre la limite indiquée par Navier; mais sans recourir à l'autorité de cet auteur, il est admissible que la solution déduite de notre théorie aurait pu être réalisée avec des matériaux un peu plus résistants que ceux employés, et, à la rigueur, avec ces derniers, si l'on se rappelle que le coefficient — est proposé pour
des constructions qui ne jouissent pas d'un degré de stabilité comparable à celui que nous pouvons atteindre. Les avantages de notre
solution sont assez manifestes pour que nous ne croyons pas devoir insister davantage.
Pont d'Orléans , san la Loire,
Ce pont, construit sur le projet de M. Hupeau, est composé de neuf arches inégales, dont fes naissances sont établies à o°',3a5 au-dessus des basses eaux. L'arche du milieu a 3 2", 484 d'ouverture et 9",095 de flèche; l'épaisseur à la clef est de 2", 1 1 1 pour cette arche. Quant aux autres arches, leurs dimensions sont suc^ cessivement décroissantes. Les arches des culées ont 2 g*", 88 5 d'ouverture, 8", 1 2 i de flèche et i°*,787 d'épaisseur à la clef. Là longueur totale du pont entre les exilées est de 334",839 : quatre des piles ont une largeur de 5™, 622 ; la largeur des quatre autres est de 5™,847» ce qui donne, pour la largeur totale dès huit piles, 45^,476; en sorte que le' débouché des neuf arches est de 279"» 363. La pente longitudinale du pavé du pont a été ré^ée
de part et d autre à — -, d'où il suit que la difierence de niveau de
la chaussée au milieu du pont et à ses abords s'élève à — *- —
= i"*,5o4. La hauteur de charge h peut être évaluée approximativement à o™,85.
Nous ferons remarquer qu'en construisant le pont d'Orléans, l'on a cru convenable de réserver, dans le massif, des cavités qui ont pour eflet de diminuer la charge. Cette manière de décharger les voûtes nous paraît vicieuse dans .l'application que l'on en a faite jusqu'ici. Pour concilier de semblables dispositions avec les exigences de la théorie, il faudrait que les voûtes des arches présentassent des solutions de continuité dans leur courbure , aux endroits où les naissances des voûtes en décharge s'appuient sur les reins de la voûte principale. Nous ferons abstraction de ces particularités dans ce qui va suivre, en supposant le massif plein.
Nous nous dispenserons d'étudier en particulier l'arche du milieu, et nous examinerons s'il n'aïu^aitpas été possible d'établir à Orléans un pont horizontal formé d'arches égales et en même
nombre, sans changer les niveaux des abords du pont et des naissances. En conservant la largeur totale des piles, on a pour chacune d'elles 5°*,6845, moyenne des largeurs inégales qui ont été adoptées dans la construction. L*ouverture d^une arche
devient égale à - 279"*,363 = 3i™,o4.o3. L'ordonnée des naisss^ces, pour Tarche du milieu, est égale à 9^,095 ^- 3", 1 1 1 H- o",86 = 1 2^,056; déduisant la différence de niveau i"»,5o4» nous aurons io"',5Ô3 pour ordonnée des naissances, dans le pont horizontal , en conservant le niveau des abords. Nous réduirons la hauteur h en la prenant, comme dans l'exemple précédent, égale à o™,55. De cette manière nous aurons d'abord les données suivantes :
j=i5°',5qo2; y, = io'»,552; A = o"*,55, d'où |-= 1,47086.
On en tire, au moyen de la Table III, /= 8^,8 54 2, ce qui donne
lieu au surbaissement r-r-tr-* La flèche que nous déterminons ici
est moindre que celle de l'arche du milieu du pont d'Orléans de o"*,a4iï et plus grande de 0^,733 que celle des arches extrêmes. En ayant égard à ces différences, et observant que nos intrados sont plus convexes vers les reins que ceux pratiqués jusqu'ici, on aperçoit, sans calcul, que le débouché correspondant à la valeur de /que nous venons de déterminer, excède celui que présentent les arches du pont d'Orléans. Nous devons cependant constater que la réduction o°^,24i de la montée de l'arche dite marinière, bien qu^elle soit assez faible, apporterait peut-être quelques obstacles à la navigation par les hautes eaux. En poiumiivant les calculs, on trouve
h" — 1^6909; e = iM4o9; 1x0== 48» 863;
ft, = 58^447; Y = 66-S682,
puis «» = i"*,i478.
L^épaisBeur à la clef que nous obtenoos est de beaucoup moindre
que celles adoptées dans la construction, et qui varient de a^^^i 1 1
à î"',787; la réduction dans les épaisseurs varie par conséquent
de — à — . La valeur de a. répond très-sensiblement au — de la
résistance absolue des pierres de Saillancourt i*^ qualité. Nous ignorons quelle était la résistance des pierres de Mignier et de Beaugency qui oixt été employées; celias de Beaugency sont signalées conune dures. Malgré le défaut d^indications plus précises, nous sommes porté à regarder la solution précédente comme offrant d'assez grands avantages sur celle adoptée. ^
Pont de Gignac, sur ŒérauU (arche da mUiea).
L'arche du milieu de ce pont est surbaissée au tiers, et son ouverture est de 48", 70, d'où
g = a4^35; /= 16» 2333, et ^ =: i,5.
En admettant ces données, on trouve parla Table III, Yi=:3 2% 1 60, d'où Yi — fony\ — /= 5™,92 7. Or, on voit qu'en supposant par exemple e compris entre 2 mètres et 3 mètres, 'A serait compris entre 3™,9 et 2^,9 : ces valexu^s de h étant de beaucoup supérieures à la hauteur de chaîne strictement nécessaire, on voit qu'en admettant la valeur donnée de /, on serait conduit à surcharger la voûte d'une masse énorme de matériaux, tout à fait inutile. L'inconvénient que nous rencontrons ici tient au surbais-
sement ^, qui conduira toujours à de pareik résultats dans les arches
de grande ouverture. Mais nous avons la ressource de diminuer la flèche , ce qui nécessite simplement une élévation égale du sommet des piles ou des naissances. Pour fixer les idées, nous substituerons aux données primitives les suivantes :
5= 24'»,35; /= l3^25; |x, = loo^oo, d'où ^ = 1,8377.
A l'aide de la Table III, on en déduit Y, = lÔ^.SÔyô; puis, en
achevant les calculs, il vient
En prenant ft, moindre que loo mètres, la valeur de.e croîtrait et celle de h diminuerait. Nous ne donnons les chifires précédents que pour montrer TefiFet de la variation du surbaissement. Il est clair qu'en considtant certaines convenances locales, on trouverait le moyen de fixer d'une manière moins arbitraire les valeurs de y et de ft, ou h.
Pont de Vizille, sur la Romanche.
Ce pont, construit par M. Bouchet^ sur la route de Grenoble à Briançon, consiste en une arche unique de 4i",90 d'ouverture et de 1 1"*,69 de flèche. Nous supposerons la hauteur de chaîne h e à o™,66. Les données seront ainsi
3f = 2o-,95; 7=11^69; A=:o%66, d'où ^ = 1,79213.
Par la Table III, on en déduit Y, == 1 3°',742 6 ; et, en achevant les calculs,
h' = 2^0464; e = 1^3854; ft, = 68^234; ft,:=z8o™,826; \= iii"^98, puis 60 = 1^,3926.
L'épaisseur adoptée dans la construction estde i°^,9Ô; notre solution aurait donc permis une économie* de o°',557 sur l'épaisseur des voussoirs, ou de — de l'épaisseur réalisée. La valeur de fti n'est pas excessive, elle supposerait l'emploi de pierres présentant
la résistance du calcaire de Jaumont i** qualité, travaillant au—.
La roche douce d'Arcueil employée à Paris ofirirait une résistance plus que suffisante.
Le surbaissement du pont de Vizille est > et par consé-
quent assez éloigné de - et -; c*est à cette circonstance que nous
devons de n^avoir pas rencontré les difficultés relatives aux données, qui se sont présentées dans quelques-uns des exeimples précédents.
Pont de Céret, sur le Tech.
Comme presque tous les ponts qui datent de la même époque , le pont de Céret a été construit en plein cintre. Il se compose d'une seule arche de 45 mètres d'ouverture, dont les pieds-droits s'appuient contre des rochers. La forme de plein cintre a tellement exhaussé le sommet de la voûte, que Ton est obligé de franchir des pentes très-rapides pour arriver au milieu du pont. Malgré l'abondance des eaux torrentielles qui descendent des Pyrénées , il n'est guère probable que l'on ait élevé si considérablement le sommet de la voûte dans le but unique d'offirir un grand débouché' à l'écoulement des eaux.
En examinant les dessins du pont de Céret, on reconnaît aisément qu'il aurait été possible d'établir à sa place un pont horizontal formé d'une arche en anse de panier, %t de se passer des fortes rampes qui existent aux abords. Admettons, par exemple,
le surbaissement—, qui donne, pour l'ouverture de 4 S mètres,
une flèche de 12"',857. Cette flèche, comparée au rayon 2 2"*,5o de l'arche en plein cintre, présente une diflerence de 9®, 643 dont on aurait pu abaisser le sommet de l'intrados, en conservant le même plan des naissances; en élevant les naissances d'une fraction de cette quantité, pour ne pas trop réduire la hauteur du débouché, on abaisserait le sommet de l'intrados d'une quantité égale au reste. Dans tous les cas, l'établissement des culées serait
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facilité par la présence des rochers contigus. (Voir l'exemple du
Faisons le calcul avec les données suivantes :
5 = 22^5o; /= l2^857; A = o^,65, d'oii^= 1,76. Nous trouverons, par la Table III, Yj = lô^'jSSS; puis ensuite A" = 3^4690; 6== 1^8190; fto = 64^854; ix,= 78",888; y = i43"S5o.
La valeur de e n'a rien d'exagéré ; celle de ft, exigerait dans les matériaux des voussoirs une résistance comprise entre celles de la roche de Châtillon et celle du calcaire de Jaumont i*^ qualité. On doit prévoir assez aisément l'effet des variations de / et de A par rapport à e et fi^, pour que nous n'insistions pas davantage siu* ce sujet.
Pont de Tours, sur la Loire.
Ce pont est composé de quinze arches en anse de panier surbaissée au tiers, de 2 4°'»4' d'ouverture, ce qui donne 8™, 1 333 de flèche; les piles ont 4"»87 d'épaisseur.
Avec les données / = 8"'ti333 et | = i,5, on trouve, par la
Table III, Y, £== 1 i",io3 , d'où Y| — /= 2^,970, quantité é^e à la somme de l'éjpaisseur réelle k la clef et de la surcharge h. En prenant h dans les limites usuelles, l'épaisseur serait encore trèsconsidérable pour une assez faible ouverture, et les pressions dans les joints resteraient très-faibles, ce qui impliquerait un emploi peu économique des matériaux. La cause des inconvénients qui se présentent ici est, comme pour le pont de Gignac, dans le
surbaissement -.
Nous pourrions obtenir une solution exempte de pareils inconvénieiits en diminuant la flèche des arches, ce qui .permettrait d'élever les naissances et favoriserait l'écoulement des eaux, sans
que le nWeau de la chaussée fût changé; nous irons plus loin. La construction du pont de Tours a été signalée par une suite de désastres paraissant avoir eu pour origine la difficulté de fonder les piles , et la facilité avec laquelle se sont produit; les affouillements. Il nous semble qu'en réduisant le nombre des piles et leur largeur, on aurait réduit d'autant les difficultés du travail des fondations, et que, (fun autre côté, la largeur du débouché se trouvant augmentée, les afibuillements auraient été moins à redouter. On peut objecter à cette manière de voir» que les conséquences de la chute des arches, par suite de vices de fondation des piles, seraient plus graves que dans le cas d'arches de moindres dimensions; cependant il faut reconnaître que les chances de pareils accidents seraient bien diminuées : en outre, il n est pas impossible aujourd'hui de s'assurer que des piles établies dans des conditions déterminées pourront résister à des charges données. En nous plaçant à ce point de vue , nous proposerions de composer le pont de treize arches, et de donner aux piles 4 mètres seidement de largeur. Le débouché des quinze arches est de 366 mètres; la somme des épaisseurs *des piles est de 68°*, 1 8, ce qui donne une longueur totale entre les culées de 434°*, 1 8. De ce nombre déduisons 48 mètres, épaisseur totale des douze piles, et nous aurons pour le nouveau débouché SSô*", 1 8, nombre
qui excède celui du pont de Tours de 20", 1 8, et dont le -^ est
2 9"»7o6i5. Telles seraient les dimensions des ouvertures dés arches. Au lieu de nous donner la flèche , nous admettrons la condition que l'ordonnée des naissances reste la même : or, d'après les planches de l'ouvrage de Gauthey, cette ordonnée peut être évaluée à environ 10™, 80. Soient donc
5= 1 4^853 1; Y, = 10^80; Ac=o^65; on trouve la solution suivante :
lti.= 44^169; jx, = 53^837; \ = 71-^182.
On observera que la flèche excède celle adoptée dans la construction, de G""; 6 84; elle est donc plus favorable à la navigation et à l'écoulement des eaux. L'épaisseur ne présente rien d'exagéré, et la valeuï de fs^ répond à — - de la résistance absolue des
pierres de Saillancourt i** qualité. Si Ton admet que les matériaux présentent ime résistance même un peu inférieure à cette dernière , la solution que nous venons d'obtenir pourra être regardée comme préférable au projet qui a servi de base à l'établissement du pont de Tours.
Quant aux piles, les nombres précédents donnent 6i t= i"',376, dont le double est 2^,^62 : or cette quantité est de beaucoup inférieure à la largeur 4 mètres des piles; les matériaux intérieurs des piles n'auront donc pas besoin de présenter une résistance aussi grande que celle des voussoirs, les parements extérieurs seront seuls assujettis à la condition d'être aussi résistants que les voussoirs siu» une profondeur égale à l'épaisseur de ceux-ci, et encore suffîra-t-il qu'il en soit ainsi vers la partie supérieure des piles.
Pont des Chavamies, à Chalon-sur-Saône.
Ce pont, construit par Gauthey, est composé de sept arches surbaissées au tiers, ayant i3 mètres d'ouverture, et par conséquent 4°',3333 de flèche. L'épaisseur des piles est de 4"*,66. Si nous admettons que la charge au-dessus de la clef soit o™,65, les données seront
g = 6^5; /= 4^3333; A = o^66, d'où.^= 1,6,
et l'on obtiendra la solution suivante :
Y,= ô^giôS; ^A"'^! 1^6681; e=z 0^9181;
fi, = 18^,980; ft, = a3*,884; 7 = 21-^928.
L^épaisseur est un peu forte pour des arches d'aussi faible portée; la valeur de fti est en même temps très-faible : les pierres de la moindre qualité présenteraient une résistance suffisante. Construites avec ces valeurs, les arches pécheraient plutôt, si cela était possible, par un excès de stabilité que par l'excès contraire.
Si le pont était à reconstruire, nous ne nous arrêterions pas aux chiffres que nous venons de trouver. On lit, en effet, dans l'ouvrage de Gauthey, page i o i : « La disposition du terrain ne permettant pas d'élever suffisamment la surface du pavé du pont, les grandes eaux montent jusqu'à la clef des arches; et afin de compenser la diminution de largeiu* que leur débouché éprouve à mesure qu'elles s'élèvent, on a pratiqué dans la partie supérieure des piles des ouvertures ovales de 2™,6 de largeur. » En considtant les planches qui accompagnent le même ouvrage, on trouve que la hauteur du pavé au-dessus des naissances est de 6°*,3o environ.
Pour obvier à l'inconvénient signalé par Gauthey, il faudrait augmenter le débouché, ce qui peut se faire de diverses manières: par exemple, en réduisant l'épaisseur des piles. Réduisons cette épaisseur -à 3™, 60, les six piles donneront un accroissement de débouché égal à 6.i™,o5 = 6°',3, lequel, réparti également entre les sept arches, donne pour chacune un accroissement d'ouverture égal à 0*^,9 : les nouvelles dimensions des ouvertures seront de la sorte 13°*, 90. Nous pourrions aussi élever les naissances; mais conservons leur position et celle du niveau de la chaussée: l'ordonnée des naissances pourra être prise , d'après les dessins de Gauthey, égale à 6",3o environ. En partant des nouvelles données
on trouvera la solution suivante :
/= 4^6a48; h' = 1^6593; e z= i",oo93;
(Xo = 19^621; jx, =24^872; j= aS-'Sioil.
Indépendamment de Taccroissement du débouché dû à la réduction de la largei^* des piles, la flèche que nous trouvons ici, et qui excède celle adoptée de 0^,291, détermine un nouvel accrois* sèment du débouché; et l'on aperçoit, sans calcul, que l'accroissement total excède de beaucoup cdui qui est dû aux ouvertures pratiquées au sommet des piles. Les considérations présentées dans l'exemple précédent, au sujet de la laideur des piles, sont applicables ici. L'épaisseur à la clef est très-admissible, et la valeur de |x, excède à peine celle trouvée dans la première solution; en sorte que les pierres les moins résistantes pourraient encore être
employées. La surface -- du profil de la demi-arche et de son
massif est augmentée de - environ, mais cet accroissement est en
partie compensé par la diminution de largeur des piles
Nous ne donnons pas la solution précédente comme étant la meilleure; mais elle suffit pour montrer la facilité avec laquelle il devient possible de satisfaire aux diverses conditions du problème en substituant à im surbaissement trop voisin de - un autre qui soit moins éloigné de -.
Pont de Neuville, sur VAin.
Ce pont, construit sur le projet de M. Aubry, est foimé de deux arches de 29™,!SO d'ouverture. D'après les planches de Gau-
they, la flèche parait être égale à — de l'ouverture. Soient
g = iii»,6o; /= 8^5882; A =o^65, on aura la solution
Yi = io°',ii49i; h" :=z i"',8523; « = i%20q3;
fto = 45^43 1 ; ft, = 54^795 ; 7 = 65» S879.
Ces nombres sont réalisables, si Ton dispose de matériaux dont la résistance ne soit pas notablement inférieure à la résistance
de la pierre de Saillancourt i'* qualité. Le dessin qiie nous avons sous les yeux ne nous permet pas de comparer l'épaisseur adoptée dans la construction avec celle que nous venons de déterminer.
Pont de Roanne, sur la Loire,
Ce pont est' formé de sept arches surbaissées au tiers, de 23",4o d'ouverture, et, par conséquent, de 7^,80 de flèche. En admettant ces données, on aurait y\ — / ou s, -f- A = 9* 8478 ; de sorte qu'en prenant h dans les limites habituelles, l'épaisseur eo excéderait 2 mètres, et la valeur de pt., serait assez faible. Comme précédemment, ces résultats tiennent à ce que le surbaissement
est égal à -. 1
Le niveau de la chaussée paraît, d'après les dessins de Gauthey, supérieur au sommet de l'intrados d'environ i°,7. En conservant le niveau de la chaussée , nous nous proposerons de réduire la flèche en nous astreignant à la condition que l'ordonnée du sommet de l'intrados n'excède pas i"',7. L'élévation des naissances qui en résultera favorisera l'écoidement des eaux. Prenons par exemple pour nouvelles données
g = 1 1^70; /= 7^oo; h := o^65, il viendra
Y, = 8^6242; h' = 1^6171; e= 0^9671; fjL, = 38",399; IX, — 46'",o2i; y = 44*^5o5,
puis e« r=: 0^,9742. L'ordonnée du sommet de l'intrados réel est 60 -+- A = i°*,6242, quantité un peu moindre que 1^,7 : ainsi notre solution exhausse le sommet des arches de o'",076. Quant aux naissances, leur ordonnée se trouve être, au pont de Roanne, égale à i",7 -f- 7"*,8 = ^",5 : or nous trouvons Y» = 8^,624; les naissances sont donc exhaussées de o°^,876 dans notre solu-
tion. La valeur de ft, répond à — - de la résistance absolue de la
pierre de Saillancourt i" qualité, et à — environ de celle de la
pierre ferme de Conflans. Les nombres que nous venons d'obtenir seraient réalisables; peut-être même raccroissement de débouché dû à Texhaussement du sommet et des naissances de Tintrados eût-il suffi pour éviter la ruine du pont de Roaime survenue pendant la terrible inondation qui a désolé les popidations riveraines de la Loire, dans Thiver de 1 846-47. Mais on aurait évité plus sûrement les eflFets désastreux des grandes crues, en construisant les arches de ce pont dans le système de celles que nous nommons arches incomplètes.
Pont de Frouards, sar la Moselle,
Ce pont, construit par M. Lecreulx, est composé de sept arches dont le sin^baissement est compris « entre le tiers et le quart, » dit Gauthey, et dont les ouvertxu'es sont de 19^,6. D'après les dessins de ce dernier ingénieiu*, le surbaissement peut être évalué à
T— , ou la flèche à 5"*,357i. En partant des données
g = 9« 7Ô; /=:= 5^3571, d'où ?;= 1,82,
on trouverait y\ — /ou e^ -t- A = o°',885i; en sorte que la somme de l'épaisseur à la clef et de la hauteur de charge h n'atteindrait pas seulement o"^,^. La moindre valeur admissible que l'on attribuerait à h laisserait pour e^ une valeur inadmissible en raison de sa petitesse, et à laquelle répondraient d'énormes pressions dans les joints. La cause de ces inconvénients tient à ce que
le surbaissement est trop voisin de - : ainsi les données doivent
être modifiées. En conservant l'ouverture des arches, admettons la condition que la différence de niveau des naissances et de la chaussée, qui paraît être de 7",35 environ, d'après les dessins
de Gauthey, reste la même, et attribuons comme dans d'autres exemples, à la hauteur h, la valeur o^.ôÔ; les données seront
au moyen de quoi , Ton aura la solution suivante :
/= S^goyS; h' = i»,A369; c = o»,7869;
fx. = 34",i9i; fti = 4o^6o5; j = 3i"',96o,
puis e, =0^,7928.
Cette solution est plus favorable sous le rapport du débouché et de la facilité du passage des bateaux, que le projet réalisé par M. Lecreulx, puisque la flèche excède celle du pont de Frouards d'environ o"*,55; Fépaisseur à la clef est très-admissible, et la
résistance mesurée par |x, est — 7 de la résistance absolue des
pierres de Saillancourt »• cpialité, et — de celle de la pierre
ferme de Conflans. Le surbaissement auquel répondent les valeurs
de g et de / est —r — .
^ ^ 3,3oo9
Pont des Taileries, à Paris, sur la Seine.
Ce pont> construit sur les dessins de Mansard, est formé de cinq arches inégales : Touvertiure de l'arche du milieu est de 2 3™, 5 ; celles des arches latérales sont de 2 2",2 et 2 i",o. La chaussée du pont forme deux rampes, et les naissances des arches sont situées à des niveaux différents. Les dimensions des flèches ne sont pas données dans Gauthey, et il est difficile de les obtenir à l'aide des planches de son ouvrage. Nous allons examiner s'il n'aurait pas été possible d'établir un pont horizontal composé d'arches égales, en satisfaisant principalement à la condition que le sommet des arches ne fût pas sensiblement moins élevé que celui de l'arche du milieu du pont des Tuileries, le niveau des abords restant le
même. La différence de niveau des abords et du sonmiet de Tarche du milieu paraît être d'environ i^.'j à i™,8, d'après les dessins de Gauthey. La somme des cinq ouvertures est 109°*, 9, dont le cinquième est 2 1"",98 ; essayons le sm-baissement -— , la flèche sera de 6^,7632, et en prenaoot h == o"*,66, les données seront:
j= io-,99; /= 6^7632; A = o%65. .
-A l'aide de ces nombres, on obtient la solution
fi, = 33^020; (i, = /io%485; j = 44"S624,
puis So = i"*,! 102 : il s'ensuit 6, -t- 'i = i",76o2. Ce nombre est compris entre les limites 1^,7 et i™,8 que nous ont fournies les dessins de Gauthey. Autant qu'on en peut juger d'après les mêmes dessins, la position des naissances donnée par la valeur de Yi serait à peu près au niveau de celles de l'arche du milieu du pont des Tuileries. L'épaisseur que nous venons de trouver est très-admissible, et la valeur de jXj est compatible avec l'emploi des pierres de qualité inférieure, telles que celles de Saillancourt 2® qualité et de Conflans. En supposant que les dessins de Gauthey ne nous aient point induit en erreur, on voit que notre solution présente des avantages marqués Siu* celle qui a été réalisée.
Pont de Dôk , sur le Doubs.
Ce pont, coilstruit par M. Guéret, est composé de sept arches inégales surbaissées au tiers, dont la plus grande a 18", 80 d'ouverture, et, par conséquent, 6^,2667 de flèche. Les piles ont de 3", 25 à 3°*,5o d'épaisseur. On trouve dans le Tableau général des ponts de Gauthey, que le débouché total est de i2a'",4o. D'après le dessin que donne cet auteur, on peut estimer qu'il existe une différence de niveau de 7"*,o à 7", 10 entre le niveau de la
chaussée aux abords du pont et les naissances : soit 7°',o5. Ce nombre, comparé à la flèche de Tarche du milieu, donne 0^,7 833 pour la différence de niveau entre celui des abords du pont et le sommet de cette même arche. Proposons-nous de déterminer les dimensions principales d'un pont horizontal formé de sept arches égales, dans lequel on conservera le niveau des abords et celui des naissances, en augmentant d'ailleurs le débouché par la réduction de la largeur des piles. La largeur moyenne de celles-ci étant de 3°*,375, la somme pour les six piles est 20", 21 5; nous pouvons, sans hésiter, réduire la laideur de chacune d'elles à 3 mètres, ce cpii augmentera le débouché de 2", 2 5, et élèvera la
somme des ouvertures' à 12 4"^, 65, dimension dont le - est
17^,807. Prenons donc pour données
nous obtiendrons la solution que voici :
/== 6'",64o3; h" =: i«»,5oi9; e = o"',85i9; fjL, = 29^o65; (X, = 35^a9; l = 29-^943,
puis So =o"*,8597.
Cette solution serait réalisable avec les pierres à l^âtir les moins résistantes; mais elle peut pécher en ce que le sommet des arches est ici moins élevé qu'au miheu du pont de Dole de 0^,726, différence des valeurs de /. Une telle réduction de la flèche peut être nuisible à la navigation et dangereuse dans le cas de grandes crues. On diminuerait ces inconvénients en élevant les naissances, ce qui aurait pour effet de diminuer l'épaisseur à clef et d'exiger l'emploi de matériaux plus résistants; mais il est dairque l'on ne parviendrait pas pratiquement à réduire l'ordonnée du scmimet de l'intrados k 0^,783.
Pont de Lavaur, sur l'Agoât.
Ce pont , qui date seulement de 1775, est composé d'une grande arche en anse de panier, approchant du plein cintre , dont Touverture est de 4 8"^, 7, la même que celle de l'arche du milieu du pont de Gignac. L'épaisseur de la voûte à la clef est de près de
« Cette grande épaissetu*, dit Gauthey, est ime des causes des dégradations qui se sont manifestées à ce pont. Les accidents ne proviennent point, d'ailleurs, d'im manque de force de la part des culées, qui sont très-épaisses. » A cette cause, on peut, selon nous, ajouter la grande épaissem* de la surcharge.
Nous avons vu déjà que, dans le cas des grandes arches, le sur-
baissement - entraîne des inconvénients, et que le surbaissement -
exige des matériaux très-résistants et de faibles épaisseurs à la
clef. Les stu*baissements voisins de -r- réussissent bien dans les
arches d'assez grandes dimensions : nous adopterons ici un surbaissement un peu plus voisin de - ou —; et, en prenant, comme
plus haut, o'°,65 poiu: hauteur de la surcharge, nous aiu:ons les données suivantes :
Avec ces données, on obtient la solution:
fi, = 75^222; fjL, — 89^841; 7 == i5o"*-',57.
puis 6, s= i",685o.
La flèche adoptée dans la construction parait être de 21 à 2 2 mètres. La réduction que nous lui faisons subir exigerait un exhaussement des naissances d'au moins 7°',5, si le sommet de
rintrados devait être maintenu à ia même hauteur. En Tabsence de renseignements suffisamment exacts sur le niveau de ia chaussée et la nécessité de le maintenir, ou ia convenance qu^il aurait pu y avoir de rabaisser, nous ne discuterons pas la valeur de Yj. Nous ferons remarquer que l'épaisseur réelle à la clef que nous obtenons excède, de quelques centimètres seidement, ia moitié de celle qui a été adoptée. Quant à la valeur de fii , elle montre que les
voussoirs seraient soumis à des pressions pouvant atteindre le — de la résistance absolue de la roche d'Arcueil, ou le - de celle
du calcaire de Jaumont i** qualité.
Pont d'Ingersheim, $ar le Fecht
Ce pont a été construit en 1778 par M. Ginchamp, ingénieur militaire. Il se compose de trois arches en anse de panier dont le
surbaissement est entre - et -, et dont les ouvertures sont de 1 6", 3
et 1 8™, 3. Diaprés le dessin de Gauthey, ia chaussée serait disposée en pentes très-douces de part et d'autre du milieu du pont, et les naissances seraient à 5*^,4 environ au-dessous du niveau de la chaussée aux abords du pont.
Si l'on fait abstraction de la légère pente pour l'arche du milieu,
et que Ton parte du surbaissement — et de l'ouverture 18"", 3
comme données, d'où résulte /= 4™,o667, on trouvera s, H- A = o°^,!i909, quantité évidemment inadmissible dans ia pratique. Si 1 on se propose l'établissement d'im pont horizontal de même débouché et formé de trois arches égaies, et que l'on ajoute la condition que la différence de niveau des abprds du pont et des naissances soit de 5'",4f les données seront d'abord
et l'on trouvera /:= 4"",5762 ; e, -(- A == o°',82 38. Il est évident qu'en attribuant à h une valeur comprise dans les limites ordi-
naires, Tépaisseur à la clef restera encore très-petite et répondra à des pressions très-considérables dans les joints. Il suffirait d'élever les abords de quelques décimètres ^ pour obtenir une solution admissible en pratique. Si les exigences locales ne le permettent pas, il conviendra de renoncer aux arcbes en anse de panier, et de recourir à Temploi des arches incomplètes. Au reste, il semble que Tingéni^ur a fait quelque cbose d'analogue , car en examinant le dessin du pont dlngersheim dans Touvrage de Gauthey, on reconnaît que Tintrados est formé d'un arc de cercle de grand rayon raccordé avec les pieds-droits, au moyen de deux arcs de rayons beaucoup plus petits. En prolongeant le tracé de Tare principal jusqu'aux pieds-droits, on aurait un intrados circidaire trèspeu différent, au fond, de celui dont il s'agit. La direction des plans de joint dans le voisinage des naissances peut seule établir une différence marquée entre les deux genres d'intrados : ne sachant pas au juste quelle est cette direction, il nous est impossible de dire si les arches du pont d'Ingersheim appartiennent à la classe des arches en anse de panier ou à celle des arches en arc de cercle.
Poni dé Vieille-Brioude, sar VAlUer.
On lit dans Gauthey : «Ce pont a été bâti en i4â4> par les entrepreneurs Grenier et Estone, aux frais de la dame du lieu, n est composé d'une sexde arche en arc de cercle de 5 4", 2 d'ouverture, et de 2 1 mètres de flèche. C'est la plus grande de toutes les arches qui existent en France, et probablement en Europe; elle n'a que 4™» 9 de largeur, ainsi que les levées qui y aboutissent.
« La voûte est formée de deux rangs de voûssoirs posés l'un sur l'autre, sans que l'on ait pratiqué entre eux presque aucune liaison; l'un est en pierres volcaniques, et l'autre en grès trèsdur. Les pierres n'ont que o^^jaG à o",2 5 d'épaisseur sur o™,65 au plus de longueur de coupe. Le pont est fondé solidement sur deux rochers qui s'élèvent au-dessus des basses eaux. »
Il est moins probable que la grandeur de la flèche ait été
fixée par la nécessité de donner de la hauteur au débouché, que par robligation où croyaient être beaucoup de constmcteurs des siècles passés d'éviter le plus possible les formes éloignées du plein cintre. La grande hauteur de Tarche a nécessité rétablisse* ment de rampes très-rapides qui se prolongent à une assez grande distance des deux côtés du pont. Le sommet du pavé est, diaprés le dessin de Gauthey, élevé d'environ 2 A", 6 au-dessus des naissances.
Nous supposerons qu'il s'agisse de construire un pont horizontal, à une seule arche en anse de panier de 5 4"» a d'ouverture, et que l'on ait à utiliser la résistance de matériaux du genre de ceux qui ont été employés au pont de VieîUe-Brioude. (Les constructeurs de ce pont ont dû s'imposer xme telle condition d'économie, puisque les frais ont été supportés par la dame da lieu et non pas par une province ou partie de province.) Nous admettrons
xm surbaissement voisin de-, soit 7-; et une hauteur o™,65 de charge au-dessus de la clef. De cette manière, les données seront
5f = 37°>,io; . /= 14^2633; A = 0^65.
On en déduit
Y, = ^6^253Q; A' = l^9853; 6 = i"»,3353; fxo = 98^,976; pi, = 1 14"*, 1 16; ^ = 1 5 1-^38,
puis So = i"',3399. ^^ présence des deux rochers dont parle Gauthey, permettrait d'appliquer ici les notions que nous avons exposées au n® 49 sur l'établissement des cillées. Le profil d'une culée serait un trapèze rectangle dont les bases supérieure et inférieure de niveau respectivement avec le sommet de l'extrados et
les naissances-, amraient des dimensions qui excèdent -—4- et - — ^
ou o^^g et 21", 4 environ. Il est clair que la partie des rochers s'élevant au-dessus du plan des naissances serait comprise dans
la culée déterminée par ce profil, moyennant mi raccordement convenable avec les maçonneries.
En supposant que la flèche trouvée laisse un débouché suffisant, on voit que Tordonnée lô'^faô du plan des naissances permettrait un abaissement du sommet du pavé égal à S'^^dS. On observera que Tépaisseur réelle à la clef i^^^A excède peu la sonune des épaisseurs des deux rangs de voussoirs; laquelle serait \^y3o au plus, selon Gauthey. Enfin la valeur de ft, est très-loin
d'atteindre le — de la résistance absolue des pierres volcaniques
et des grès dur^; elle répond à — de celle de la roche d'Arcueil.
La solution que nous venons de trouver, bien que s^écartant un peu *des habitudes actuelles des ingénieurs, nous parait trèsadmissible dans les conditions d'économie que nous nous sommes imposées. Hors de ces conditions, il eût été facile, en augmentant la flèche de quelques décimètres, d'obtenir des épaisseiu*s plus considérables, sous de moindres pressions.
REMARQUES RELATIVES AUX ARCHES DE POMT EN ANSB DE PANIER
51. Nous venons de passer en revue un assez grand nombre de ponts actuellement existants, et nous avons fait l'application de notre théorie aux données relatives à ces ponts, comme s'il se fût agi de procéder à leur construction. Dans beaucoup de cas, les résultats du calcul appliqué aux arches en anse de panier nous ont montré une incompatibilité entre les données, et nous avons été obligé de les modifier, pour arriver à la détermination d'un système d'éléments de construction qui pût satisfaire à la fois aux conditions d'ime très-grande stabilité et aux exigences d'une économie bien entendue. En nous bornant toujours aux arches en anse de panier peu chargées au-dessus de la clef, ou dans lesqueUes Tordre de grandeur de la hauteur qui représente la charge est celui de l'épaisseur, il nous semble résulter des applications présentées dans le numéro précédent, et des coiutes discussions auxqueUes elles ont donné lieu, quelques conséquences importantes.
1^ Xe surbaissement des arches complètes doit rester compris entre le tiers et le quart, et même ne point atteindre ces limites, du moins tant que les matériaux employés seront des pierres calcaires, même les plus résistantes. Il s'ensuit que les arches en plein cintre ne doivent point être adoptées dans la construction des ponts : nous avons dit ailleurs qu'elles répondent à des charges infinies audessus de la clef, et que les voûtes qui s'en rapprochent le plus sont celles des tunneb, en raison des charges considérables qu elles peuvent avoir à supporter.
2"^ Le surbaissement des arches complètes doit être iautani plus voisin du tiers ou du quart, que les ouvertures sont moindres ou plus grandes. Cette conséquence, déduite de faits particuliers, est facile à explic[uer : en effet, dans les arches de pont, la hauteur h de la charge au-dessus de la clef, qui sera plus généralement prise pour donnée que la quantité ft,, peut être regardée comme indépendante des dimensions du pont en hauteur et largeur; elle ne dépend que de la nature et de l'emploi des matériaux qui composent la chaussée. La hauteur h est donc ime grandeur absolue très-peu variable et qui se trouve, dès lors, être une fraction des autres dimensions, d'autant plus grande, que celle&-ci sont moindres. Or nous savons que les formes d'arches doivent se rapprocher du plein cintre à mesure que les hauteurs de charge sont plus considérables (et il faut entendre ici les hauteurs relatives); donc, la forme des arches en anse de panier doit se rapprocher d'autant plus du plein cintre que ces arches ont une plus faible ouverture.
Les ingénieurs sont aujourd'hui dans l'habitude d'employer les surbaissements un tiers et un quart, et le plus souvent le premier de ces rapports; mais il est rare qu'ils adoptent des nombres intermédiaires, qui seraient cependant de beaucoup préférables.
Notre théorie, envisagée dans toute sa généralité, laisse le choix entièrement arbitraire de deux données, entre les trois quantités/, g et Y,; mais, d'après ce qui vient d'être dit, les deux arbitraires doivent, dans la pratique, être assujetties à la condition que le surbaissement qui en résultera tombe entre le tiers et le quart.
Les valeurs admissibles de ce surbaissement seront, dans chaque cas, assez peu variables, pour que Ton soit tenté de regarder le rapport des deux arbitraires restantes comme ne pouvant pas être donné absolument a priori, et de rechercher, ailleurs que dans les circonstances locales, les raisons de ce rapport. Développons notre pensée.
Jusqu'ici nous avons considéré les arches comme soumises uniquement à Faction du poids de leurs diverses parties, et aux actions et réactions mutuelles de ces mêmes parties. Cest en ayant égard à la résistance des matériaux employés, et au peu de variabilité de la quantité h, que nous avons été conduit à établir les limites du surbaissement dans les arches complètes. Mais on conçoit que, si Ton tient compte en même temps des surcharges accidentelles et des chocs que les voitures lourdement chargées peuvent occasionner, on parvienne à déterminer la pression maximum par unité de surface à laquelle les voussoirs seront soumis , et c[ui se développera, soit dans Tétat d'équilibre, soit dans l'état de vibration résultant de chocs plus ou moins répétés. Les pressions dépendront naturellement des hypothèses que l'on fera sur les surcharges et le mouvement des voitures; mais elles dépendront aussi de la constitution physique et géométrique des arches, que nous supposerons toutefois établies conformément à la théorie de l'équilibre des arches non soumises à des acticms accidentelles. Or, comme nos équations laissent deux des trois quantités f, g et Y, entièrement arbitraires, on doit profiter de cette indétermination pour satisfaire à la condition que , dans le nouvel état du système, la pression maximum qui pourra se développer n'excède point une limite donnée, l'amplitude des oscillations étant d'ailleurs supposée très-petite.
L'analyse mathématique de cette partie de la question de la stabilité des voûtes dépend de l'intégration des équations aux différences partielles, et notre intention n'est pas de l'aborder en ce moment.
A défaut d'une solution théorique, l'expérience doit être con-
sultée; mais les ponts actuellement existants ne peuvent fournir que peu de renseignements « hsars formée et dimensions relatives n ayant point été déterminées de manière à satisfaire à nos équations. Il serait fort à désirer que Ton appliquât notre méthode à quelques-uns au moins des nombreux ponts ou viaducs dont la construction des chemins de fer exige rétablissement. Comme il est toujours posaîble, en faisant varier assez peu la flèche ou Tordonnée des naissances ^ de ramener l'épaisseur à la clef aux dimensions usitées, qui ne dépendent que de l'ouverture, il y aurait en cela de quoi rassurer les plus timorés d'entre les ingénieurs, et, dans ce cas, l'important avantage d'obtenir la plus grande stabilité que puisse présenter une arche dont les . dimensions principales sont données.
Les arches incomplètes n'étant, au fond, que des portions d'arches complètes seraient l'objet de considérations analogues à celles qui ont été présentées relativement aux restrictions que les surcharges accidentelles doivent apporter dans le choix des données; mais les arches incomplètes comprenant une arbitraire de plus, il restera toujours plus de latitude à cet égard que dans le cas des autres arches.
RÉFLEXIONS GBMBRALES SUR LA THEORIE EXPOSEE DANS CE MEMOIRE
52. Les deux conditions que nous avons établies pour obtenir une très-grande stabilité dans les arches de pont« sont que la résidtante des pressions dans les joints passe très^près du milieu de Tépaisseur des voussoirs, et que cette résidtante soit normale aux plans de joint. Pour remplir le mi«ux possible la première de ces deux conditions, nous avons supposé, dans la mise en équa* tion, les surfaces de joint réduites à celui de leurs éléments qui rencontre la courbe des centres de gravité, et nous avons admis que le contact étant ensuite rétabli sur des portions égales du plan de joint de part et d'autre de l'élément primitif, les pressions se répartiraient uniformément sur toute l'étendue du nouveau joint :
les défauts d'exécution des surfaces de joint ou d'homogénéité des Youssoirs et des mortiers pourraient empêcher qu'il en fût ainsi ; mais ce sont là des causes accidentelles. La seconde condition, relative à la direction normale de la résultante des pressions, a été remplie par le seul fait que les actions tangentielles ou frottements n ont point été introduites dans les équations de Téquilihre : il est facile de réaliser cette condition dans la pratiquera l'aide de quelques précautions apportées dans la pose des voussoirs.
Nous avons vu comment les accidents de ruptiu'e qui se manifestent après le décintrement, dans les voûtes partiellement extradossées en gradins, peuvent être attribués à ce que la résultante des actions exercées par les assises sur les voussoirs est alors dirigée obliquement à l'extrados. L'indétermination des actions exercées sur la voûte dans ce genre de constructions et dans le cas où le massif est un simple blocage, jointe à des considérations théoriques, nous ont fait rechercher une disposition des matériaux formant le massif, qui, au frottement près (et il est inutile d'y avoir égard), donne lieu à des pressions normales égales à celles que produirait un liquide de même densité que le massif et soumis supérieurement à la même charge que celui-ci. C'est à cette disposition que s'appliquent ensuite nos calculs. Il n'est pas indispensable qu'elle soit réalisée en toute rigueur ; il suffit, pour que nos calcids fournissent des indications satisfaisantes, que l'on supprime la disposition en gradins^ comme le font déjà beaucoup d'ingénieurs, ou que la surface extrados soit sensiblement continue , sinon dans toute l'étendue de la voûte, du moins dans l'espace où l'inclinaison des joints avec la verticale s'étend de 18® à 76® environ.
Les résultats auxquels nous sommes parvenu [*) sont essentiel-
(*) D ne sera pas sans intérêt de montrer jusqu'à quel point la manière abstraite dont les géomètres du siècle deraier ont traité les questions de statique , leur permettait cependant d^obtenir des solutions applicables aux cas de la pratique. Ces géomètres assimilaient l'équilibre des voûtes à celui d'un système d'éléments matériels de dimensions infiniment petites : c'est de cette manière qu'ils ont trouvé que la forme d'équilibre d'une voûte infiniment mince et d'épaisseur constante devait
lement relatifs à Tétat de la voûte après le décintrement, celle-ci étant supposée soumise aux actions de son poids, de la surcharge permanente et aux réactions mutuelles de ses parties; de sorte qu'il faut encore rechercher quelle doit être la forme de la voûte sur ses cintres, pour cpi'elle prenne, après leur enlèvement, la forme déterminée par la théorie que nous avons exposée. En un
être celle d*ime chaînette renversée, lorsque la voûte est soumise uniquement à l'action de son propre poids.
Dans la question des arches de pont soumises à des forces normales dues à la pression d*un liquide, la manière de laire des anciens géomètres conduirait a des résultats identiques avec ceux quon déduirait de nos équations en y faisant i = i , et nég^geant les termes dépendants des épaisseurs autres que le terme fini
efio = -^' : l'expression (w) du rayon de courbure traitée ainsi, donne immédiatement
Nous avons obtenu cette équation sous une autre forme , dans notre deuxième article sur Y Equilibre des voâtes en berceaux cylindriques, en nous plaçant au point de vue abstrait des géomètres.
Or si Ton néglige seulement les termes du deuxième ordre dans le cas de i = i , la première équation (xxiv) se réduit à
on a d'ailleurs par Féquation (vî) , entre ç*. Q", h' et e, la relation
d*oà il suit que les deux rdations précédentes seraient identiques, si les termes h^e — - e* pouvaient se réduire à zéro ou être négligés. Or, dans les arches de
pont, k' étant généralement supérieur à e dune fraction assez faible, le produit ft^^ est du deuxième ordre, et l'opposition de signe de ces termes atténue l'erreur commise en les né^igeant entièrement. On peut donc dire que la solution abstraite ne diffère de celle plus approchée que nous avons obtenue, que de quantités du deuxième ordre, et nous avons vu qu'en pratique ces termes sont presque négligeables. La transition de la solution abstraite à la solution pratique consisterait à
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mot, ia question de Tinflexion est encore à résoudre; mais* elle ne nous pai^t pas susceptible d^étre traitée rigoureusement, si Ton n étudie en même temps celle de l'équilibre du cintre luimême, question dans laquelle le mode de pose des voussoirs ne devra pas être négligé. Toutefois; nous croyons avoir établi que, si Ton s'astreint aux formes que nous proposons, si Ton prend les
décomposer la constante - q* en un produit de deux facteurs finis 6 et fu, le premier étatit très-petit par rapport au second, mais non pas infiniment petit.
L^assimilatioD faite par les anciens géomètres, de leur système idéal avec une voûte ou une arche de pont, n^étaît pas suffisamment justifiée a prim, et l'on conçoit que les ingénieurs n'aient tenu aucun compte de résultats théoriques ainsi obtenus ; mais il n'en faut pas moins remarquer l'espèce d'intuition qui a permis aux premiers de poser le problème de manière à obtenir des solutions beaucoup plus approchées qu'on ne devait rationnellement s'y attendre.
La solution approchée dont il vient d'être question donne lieu à une remarque digne d'intérêt : c'est que, à ce degré d'approximation, la courbe intrados coïncide avec la courbe dite élastique, dans un de ses cas particuliers. Considérons, en effet, l'équilibre d'une verge élastique assujettie à la condition de couper normalement l'axe des y en un point fixe dont l'ordonnée^soit fc', et sollicitée du côté des x posi* tife par une force P parallèle à l'axe des x et de même sens que cet axe» dont Tor* donnée du point d'application soit i" ; on aura , la concavité delà Yerge étant tournée du côté des y positifs (voir le Traité de Mécaiùquede Poisson, a* édition, n* 3o8),
équation où ^ désigne un coefficient qui dépend des dimensions de la section transversale de la verge et du coefficient d'élasticité de la matière dont elle est formée. Les conditions d'identité de cette équation et de l'expression renversée du rayon de courbure
sont
? Q" La première indique que la force P doit être appliquée dans le plan qui limite le massif supérieurement. Cette condition est fiicile à remplir au moyen d'une tige rigide di^Mwée parallMement à Taxe des y et liée invariablement à la courbe éHmtique en son extrémité libre : ia force P s'appliquerait au point ou cette tige rencontre l'axe des x» Si l'on conçoit une disposition toute par«Ue pour la partie de la verge située du côté des x négatiTs, et dans laquelle la force P soit de sens
précautions convenables dans Texécution et la pose des voussoirs, et que, d'ailleurs, on ait le soin de ne décintrer qu'après un certain avancement, sinon Tacbèvement entier du massif, Tinflexion de la voûte sera très-faible, ou du moins incomparablement plus petite que les inflexions observées jusqu'ici (*).
.Quant à l'action des surcharges accidenteUes et des chocs- proopposé à la première, il est érident que Ton pourra supprimer le point fixe; il y a plus : les deux forces P égales et de sens opposés pourront être remplacées par une troisième tige rigide de longueur égale à la corde qui joint les deux, extrémités libres de la vei^e , et placée dans rintervalle compris entre les deux premières tiges , de manière a coïncider avec Taxe des x. En supposant mesurée la compression qu*éprouverait )a troisième tige, sa valeur P permettrait de déduire, de la seconde équation de condition, la valeur du paramètre Q de Téquation de Tintrados.
Nous ne^ pouvons exposer ici comment l'appareil que nous venons d'examiner pourrait être utilisé dans la résolution des questions relatives aux arches de pont, ni comment on parvient, par de simples raisonnements, à vérifier la dépendance mutuelle des trois quantités/, ^ etYi dans les arches complètes, et à distinguer le cas où ces arches se réduisent au plein cintre ; chaèun le devinera aisément. Mab la construction de nos Tables permettant d'obtenir une exactitude très^sufpsante , le rapprochement de deux problèmes aussi difiiérents en apparence que ceux des arches de pont et des lames élastiques n'oflre plus qu'un intérêt puren^ient spéculatif.
(*) Nous ne pouvons exposer dans ce mémoire les recherches que nous avons entreprises sur la détermination de la forme à donner aux cintres supposés parfaitement rigides, pour que le profil de la voûte, après le décintresient, devienne identique avec celui qui résulte de notre théorie , dans le cas où l'opération du décintrement serait effectuée après l'achèvement du massif : le résultat de ces Techerohes est trop incomplet Nous avons pu obtenir l'expression des limites de Taccroissement de flèche qu'il conviendrait de donner aux cintres : malheureusement, on ne possède aucune notion satisfaisante sur l'élasticité des pierres à bâtir et ^es mortiers ou ciments. Pour nous faire une idée de l'ordre de grandeur de l'inflexion du sommet d'une arche, inflexion qui est toujours en raison inverse du ooefiicient d'élasticité de la matière de la voûte , nous avons été réduit à supposer que les ciments solidifiés se contractent à peu près comme les voussoirs eux-mêmes , et à prendre un coefficient d'élasticité moyen entre ceux que l'on emploie ordinairement pour le bois et la fonte de fer. En faisant l'application de nos formules et de ce coefficient moyen aux grandes arches que nous avons étudiées n*" 47 et 48 , nous avons trouvé des variations de flèche notablement moindres qu'un centimètre. Ces résultats nous paraissent confirmer l'opinion énoncée dans le t^te, malgré l'incertitude que présente le coefficient d'élasticité employé. Beaucoup d'ingénieurs assurément regarderaient de pareilles inflexions comme négligeables dans la pratique.
duits par le mouvement des lourdes voitures {*), nous avons vu que l'un des moyens à employer pour en prévenir les efiPëts désastreux consiste à faire en sorte que dans Tétat d'équilibre de la voûte non soumise à ces actions, la résultante des pressions passe très-près du milieu de l'épaisseur, et soit normale au plan de joint. Or notre théorie comprend déjà ces conditions. Mais il résulte des remarques du numéro précédent, que Tune des arbitraires du problème est assujettie pratiquement à rester dans des limites assez restreintes, pour qu'on doive plutôt la regarder comme une indéterminée dont on ait à profiter pour satisfaire aux nouvelles conditions statiques ou dynamiques* résultant de la considération des surcharges accidentelles. Voici donc une nouvelle question à traiter dont la solution devrait précéder l'application de la théorie de l'inflexion de la voûte et de l'équilibre des cintres (").
Tels sont les deux importants problèmes à résoudre pour que la question de l'établissement des arches de pont soit entièrement résolue : la théorie exposée dans le présent mémoire nous paraît
(') Le mouvement des locomotives sur les ponls- et viaducs détermine des pressions variables dues au mouvement relatif de leurs différents organes; en sorte que pour tenir compte de la surcharge qui en résulte, il faudrait connaître les valeurs de ces pressions : à cet égard, nous renverrons aux n** 20 et 28 de notre Théorie de la stabilité des machines locomotives en mouvement
(*') Ici ks difficultés provenant de Tindétermination des pressions dans les joints ne pourraient être levées par le procédé qui nous a réussi lors de la mise en équation; il serait de toute nécessité d'introduire Télasticité des voussoirs. En attendant qu'une solution rigoureuse se produise, on pourrait procéder pa^ voie de tâtonnements. Attribuant, par exemple, à Findéterminée dont nous avons parlé, une valeur prise entre de certaines limites, et faisant Tapplication de notr« théorie, on examinerait, à Taide des procédés en usage, quelles sont, pour un mode donné d action des surcharges accidentelles, la situation du point d application, la direction et l'intensité de la résultante des pressions en chaque joint; et l'on ferait varier l'indéterminée jusqu'à ce que l'on parvienne à des valeurs telles , que les trois éléments de la résultante des pressions restent compris dans des limites que la pratique tolère. Si l'étendue des valeurs de l'indéterminée qui satisfont à ces conditions restait sensible, on en profiterait pour choisir celle qui se rapproche le plus de la valeur donnée primitivement.
être le véritable point de départ dans Tétude de .cette matière difficile.
PAR LES SÉRIES
La théorie des fonctions elliptiques n'étant connue que d'un très-petit nombre d'ingénieurs, nous présenterons ici l'expression en séries de l'équation de l'intrados fictif, pour le cas où le massif et la voûte sont supposés d'égale densité.
En faisant i = i dans les équations {z) et [a') (première partie du mémoire), et posant, pour abréger,
q"*:=q- — 2h''e-hle\ ^ (a)
l'équation différentielle [a!) peut se mettre sous la forme
La quantité sous le premier radical dans le second membre , étant
élevée à la puissance , l'équation (jS) devient, après de simples
transformations ,
..iU'^â^JVM'*/ v*^~ / J(y)
I- da" V
— etc.
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La loi de la série comprise sous les parenthèses est mamfeste. H reste à obtenir une suite d'intégrales de même forme. Posons généralement
au moyen des formules connues de réduction des expressions des différentielles binômes, nous aurons, entre les diverses intégrales Am, la relation
aiR
et cbacune d'elles se trouvera ramenée à ne plus dépendre que de rintégrale
La condition que l'intégrale de l'expression (y) donne x '^=l o pour y = A'', détermine ime valeur nidle de la constante. On peut donner à A. les formes suivantes :
^ v/-+-*'-v/7^k"' \_.j7El
dont ridentité avec la précédente se vérifie aisément. Le dernier de ces logarithmes donne, pour expression de Â« en série.
Cette série est très-convergente, lorsque y — hH est une petite fraction de f H- }{,
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En faisant successivement m = i , m =r a,. . . dans la relation (e) ,
on a
«A' = r(pi-')'-«'*-
et, en substituant ces valeurs les unes dans les autres, on trouve
■ÎA.,
i ^'^l/lï
Intégrant actuellement l'expression (y), et supposant, comme il a été dit, ap*^ = o pour y' == A', il viendra
- rïG^-5?î)(7?)^*'
..3.5/7 , "•\/fc"VA
etc.
Telle est Tune des formes que Ton peut donner à Féquation de la courbe intrados fictif, à Taide des séries.
Les fonctions Â^^ Â^ etc., sont susceptibles d'être mises sous d'autres formes. Soit, en désignant par des lettres gothiques les sinus, cosinus hyperboliques et leurs fonctions inverses,
r0BAe = J;
d'où
ou
puis
on aura les relations suivantes :
2 A, c= (OBA. 0m Ae 1 Ae,
à A. = (obA. j0m'A« — 3 A,, 6 A, = (ùbA. BbeA. i— 5 A,,
Ces expressions peuvent être substituées les unes dans les autres, n y a plus : la nouvelle forme donnée à la fonction A» permet de la développer au moyen des sinus hyperboliques des multiples de 2A0; il sufiBt, pour cela, de développer 0tn'"*Ae et d'intégrer après avoir tout multiplié par dA^ : on trouve ainsi
a""^ ( am i am — a i.a am — à i i.a.3...iii '
Enfin, au moyen des fonctions trigonométriques, si l'on pose
h" cosô = -,
d'où
puis
on aura
. ttng— '9 , .
et, par suite,
A, — logtang(45»-|-i0),
2 A, secô tang 6 — i A„
4 A. — secÔtang'd — 3 A,,
6 A, — secôtang'Ô — 5 A,,
L'angle 6 et la fonction A^, dans les formules qui dépendent des sinus hyperboliques, étant affectés du double signe, il devient inutile de conserver le signe zfc qui affecte le premier membre de Téquation de Tintrados. On voit d^ailleurs clairement que la fonction A^ est une fonction impaire de 6 dans les formules qui contiennent les fonctions trigonométriques, et de Ao dans les autres, comme cela doit être.
Les formides que nous venons de présenter auraient pu servir au calcul de notre Table I; et elles serviraient, au besoin, à en augmenter Tétendue. Toutefois, la concordance parfaite entre les résultats qu'elles fournissent et ceux qui sont consignés dans cette même table offrent ime nouvelle preuve de l'exactitude de nos calculs. Donnons un exemple de l'application numérique des formides précédentes : supposons qu'il s'agisse de construire l'une des
tables dont se compose la Table I; nous exdurons les termes du deuxième ordre et nous observerons que Téquation (a) comparée il la deuxième équation (3), n^ 36, donne
de cette manière, la série deviendra
=A. ~Q^ ~\Q'^ -mQ''' -Ti^lQ ■*—• («)
Au même degré d^approximation, Ton a
*' = ¥., y\=f-hh\ x\ = 9, tangi(9=y/^. (p)
Si Ton se donne le rapport y, on voit que les fonctions A., A,,.. seront des constantes pour cnacune des tables, et que ^ sera une fonction de - ou de -r; seulement.
Soit, par exemple,
on aura
tangi«c=-;i=, d*oùi«==32^6o'3i',67; tf ==65^ 4i' 3',35,
puis
Ag= 1,5350817; LAi =o,a83a6ili; 1. A, = o,7i 1086; LA, £= 1,235668; l.A^ = i,8o542; 1. A,= a,4oi 1 1.
A Taide de ces valeurs, on obtient la formule
-(8.aio54)(^y-(7,7o397)(^y — (7,3aoo4)(^.)'— etc..
dans laquelle les nombres, entre parenthèses sont les logarithmes
des facteurs nmnériques dont ils tiennent la place. Cette formule
permettrait de calculer avec une grande facilité la table inverse
.de celle qui forme la quatrième colonne de la Table I; mais elle
se prêterait moins facilement au calcul de la fonction -^-7-^ donnée dans la Table II.
Qt
En faisant, par exemple, •— = 5,8, les termes de la série deviendront
— o,ooiA33A
— o,oooooo3
somme = 1,4727602 == 7 ^1 d'où 7 :== 3,546853;
or ce résultat coïncide, à une imité près du dernier orcbe, avec celui que nous avons détenu en calculant nos tables à Taide des formules du n® 36, et Ton ne pourrait pas répondre d'une unité de cet ordre, dans les calculs. Si Ton cherche dans la Table I la
valeur de ^ correspondante k -jr =:Oij et -- = 5,8, on trouvera
^ = 3,54685, seides figures que peut donner cette table.
L'intégrale de Téquation (^) peut encore être exprimée au moyen d'une autre série, en posant, comme dans le n"" 35 6û,
cosa. == 1 — —^^ (^)
d'où
sini«' = ±y/^ (T)
puis
sina'cîa' = -^ dy"\ (u)
on pourra mettre d'abord Téquatlon ((S) sous la forme
et l'on aura, à. cause de — = cota,
cota COtflt = r-^,
sma
d'où Ton tire aisément
a = a' -f- ^ ^. sina'. (x)
L'interprétation géométrique de cette relation entre les angles a et a' a été présentée dans le n® 35 6i5. L'angle a se déduira avec facilité du système des équations (t) et (x).
En éliminant y et (fy" entre les trois équations (cr), (v) et (^), et posant, pour abréger,
il vient
Pour intégrer cette expression, ayant effectué le développement de la quantité i — | cosa' à la puissance , et multiplié ensuite par Ç [cosa' — \~:rA àcL\ nous avons obtenu une suite de
termes de la forme cos^a'da' auxquels a été appliquée la formule de réduction
/cos^a'da' = - sina' cos"*""*»' H- î^^— ^ ( cos"*-"*a'(fa'. m m J
Nous nous bornerons à présenter le résultat des calcids. Posant
T\ "*" a.4 3^ "^ a. 4.6.8 3.5^ "*" a.Â.6.8.10. la 3.5-7 "^ ' * 7
aa\ ^^4.6 4 4.6.8.10 4.6^ 7
4'6.8.io3.5 a. 4. 6. 8. 10.1a 3.5.7
(1 -h C,) a' -h Co sina' -f- Ci sina' cosa'
Cl sma cos'a
e. sma cos'a
on a pour intégrale de Téquation (w),
- =Ci a'+ Co sin a'+ Ci sin a'cos a'+ C, sin a' cos* a'+Cs sin a' cos' a'+ . . .
La constante de Fintégration est nulle, attendu que Ton suppose x^ nul lorsque f est égal à V . On aurait pu se proposer d'obtenir rintégrale sous forme d une suite de termes procédant suivant les sinus des multiples de d : pour cela il eût fallu transformer les puissances de cosinus en cosinus de midtiples. L'expression (y), qui contient Tangle a' en dehors des signes sinus et cosinus, met en évidence la reproduction périodique des mêmes formes de la courbe intrados : elle ne pourrait être de quelque utilité que dans les cas où la constante ^ serait une fraction assez petite, comme dans ceux que présentent les tunnels et les poitraib.
Considérons le cas idéal où Ton supposerait l'épaisseur nulle , et la hauteur k" infinie : soit f la flèche correspondante à la valeur maximum de x''; l'équation (w) donne pour condition de ce maximum, cosa' := o; l'équation (er), en y égalant son second membre à zéro, et écrivant f -{- h" k la place de y", fournit la valeur de la constante qf"",
,"" =/"(/ + an {S')
d'où résulte
/. H- A" = c/' -H A7; « = ^'IJ'^K'P ' («')
La flèche/" étant finie, on voit que la quantité ^ est infiniment petite du premier ordre. Cette circonstance réduit l'équation (y') à
en vertu des valeurs précédentes; Téquation (<t) donne elle-même
1 — .,..^____^«_«__ — cosot .
Éliminant a! entre ces deux équations, il vient
Or, on peut neiger ici f devant lî et mettre 2 A^ à la place de y -h A', en sorte que cette équatioA se réduit à
équation qui n'est autre chose que celle d'un cercle de rayon/', et dont le centre a pour ordonnée h' -4-/'. Ce résultat était facile à prévoir, d'après ce qui a été dit plusieurs fois à Tégard des hauteurs de charge considérables.
Nous ne nous étendrons pas sur Tusage que T^ pourrait faire des expressions de o^ en séries; nous croyons en avoir assez dit pour que chacun, au besoin, puisse aisément tirer parti de ces développements.
PONTS TERMINAS PAR DES ARCHES SECONDAIRES DE DIMENSIONS GENERALEMENT MOINDRES QUE CELLES DES ARCHES PRINCIPALES.
Dans rinipossibilité d'aborder ici, sous toutes ses faces, le problème que présente l'établissement des ponts formés d'arches inégales, nous nous bornerons à des indications sommaires. Ces indications suffiront aux ingénieurs qui possèdent les notions relatives à l'établissement d'un massif de maçonnerie soumis à l'action de forces données.
Les arches principales et les arches secondaires sont séparées par une pile de largeur beaucoup plus considérable que celle des piles interposées entre les arches principales. Cette pile peut être envisagée comme faisant, en partie, fonction de culée à l'égard des deux arches inégales. Le défaut de symétrie de ces arches entraîne une complication dont la question de l'établissement des piles ordinaires se trouve exempte.
Supposons tout d'abord les diverses parties de la construction déterminées, la question à examiner sera celle de la stabilité de la pile-culée qui sépare deux arches inégales. A cet effet, considérons l'équilibre d'une portion de cette pile-culée limitée dans
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le sens vertical par deux plans menés, Tun par celle des arêtes inférieures des deux extrados qui est la plus élevée, l'autre à un niveau infériçur d'ime quantité quelconque au niveau le moins élevé des naissances des deux intrados, les limites dans le sens horizontal étant les plans des pieds-droits, et im plan vertical passant par l'arête inférieiu^e la moins élevée des deux extrados, tandis que les plans de joint des naissances achèvent de déterminer la portion de la pile-culée dont il s'agit. Les forces qui sollicitent ce système considéré dans son ensemble doivent satisfaire aux conditions de l'équilibre d'un corps solide ; celles d'entre elles qui sont censées connues sont : le poids des matériaux qui reposent directement sur le plan horizontal supérieur et le poids propre du système, puis les poussées exercées normalement aux plans des naissances, enfin la poussée horizontale produite par le massif contre le plan vertical mené par l'arête inférieure la moins élevée des deux intrados. Les points d'application de ces forces sont d'ailleurs également connus, en sorte que leur résultante, qui ne se réduira pas généralement à un couple, étant prise en sens contraire, déterminera la résultante des réactions exercées contre le plan inférieur dans le cas de l'équilibre. Sous le rapport de la stabilité, la direction, l'intensité et la situation des points d'application de cette force devront satisfaire à des conditions relatives à la nature des matériaux et à l'hypothèse faite surda distribution des réactions (voir la note du n^ 49). La détermination des actions intérieip:es qui se développent dans le système, présente des difficultés insurmontables dans l'état actuel de nos connaissances en cette matière , et l'on ne peut que reconunander d'apporter dans le choix des pierres et mortiers et leur arrangement, toutes les précautions nécessaires pour que l'ensemble puisse être assimilé à un seul corps solide, lors du décintrement des arches.
Supposons que les conditions de stabilité soient remplies à l'égard du système limité inférieurement par l'assise correspondante à celle des naissances qui est la moins élevée; il sera facile.
en purUnt de la rémihante obtenue, et au moyen des poids des assises inférieures, de construire le polygone des pressions exer- ' cées sur les surfaces de joint des diverses assises jusqu^aux fondations. Les diverses résultantes obtenues devront pouvoir satisfaire aux mêmes conditions que ci-dessus, pour que la stabilité de la pile-culée soit assurée.
Si ces conditions n'étaient pas remplies, on serait dans la nécessité de modifier une ou plusieurs des données du problème qui ne seraient pas fixées d'une manière absolue, et le sens de ces modifications serait facile à découvrir : ime suite de tâtonnements, en Tabsence d'un système de formules appropriées à la question, conduirait à la détermination d'un ensemble d'éléments qui satisferait aux conditions de stabilité.
Les différentes manières suivant lesquelles on groupera ceux des éléments de la construction que l'on pomra regarder comme donnés, présenteront autant de problèmes distincts, dont la solution dépendra des courtes notions que nous venons d'exposer.
L'auteur du mémoire qu'on vient de lire, ayant abandonné en 1 846 la carrière de l'ingénieur pour entrer à l'Observatoire de Paris, s'est trouvé, par suite de l'exigence de ses nouvelles fonctions, dans l'impossibilité de continuer ses recherches sur la théorie des voûtes, et il s'est décidé à présenter la deuxième partie de son mémoire à l'Académie, quoiqu'il n'eût point encore calculé de tables relatives aux arches dites en arc de cercle, ni produit d'apphcation de pareilles tables.
La nécessité de combler une telle lacune a déterminé l'auteur, au moment de l'impression du mémoire, à consacrer la partie disponible de son temps au calcul de nouvelles tables : cette
292 SUR UÉTABLISSEMENT DES ARCHES DE PONT, circonstance Ta empêché de réduire Tétendue de la prooiière partie du mémoire, et de rechercher, quant à la seconde, une diiAribution des matières qui lui permit d'éyiter les répétâkions qu on y pourrait remarquer.
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5,3oi8
4,Gûoi
3io
5,4 io5
5,54So
4»o4sa
4,Si33
4,oG3o
aSo
7ii95i
ao3
tfn
2fi^
3ai
îoà
f,3oa5
ao4
hi^obi
5,ooe4
TABLE I
TAunJUB APPftooHiBS DB *-^. (Ârcbes incomplèUê, dites mare d$ eeroU.]
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7,7631 7,8oao 7.8411 7»88o3
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TABLE I
TALBOAS àPVWùcmkBB DE -^. (Arches incomplitiSp dites m are. 4$ offv2«.)
4i35oo
ai 4
3tti
à,oi
4,oî
3iq
4,8ôo4
5,ao4 L
5,3391 5,itâ4i 5,3793 5,3od4 5,3*97 5^3550
5,38o4 5,4o59 5,43 1 4 5,4570 5,4Sa6
Diff.
a49 s49 aSo 35o aSi aSa a55 a56 a58 a6i 26a a63 ai64
5,9439 5,9716 6,ooo5 6,0394 6,o584
6,a34o 6,a635 6,3981 6,3afl7 6,35a5
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7,083 a 7,ii58 7*1494 7,i83a 7,3170
Diff.
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8,1167 8,i588 8,1919 8.si3oi 8,9685
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Diff.
38o 38 1 ZSr
TABLE I
VALBDits APnocsiu DE — . (Archcs ineomplitet, dites «h arc de eerob.)
Yc
Dijr.
Diff.
Djir.
Diff.
4oi
ii,33o3
9,oa65
9^Si4o
9iïï48
SS
4oâ
iOf055Q
io,io36
io,i534
4ii
bbq
ii,33ia
ii,aS46
13,13lO
4ib
4qb
ii36
8,Bio4
Ml
8,S&!ij
5oo
4îo
5oi Soa
Bfti
à>oo
i3,4io3
91OÏOO
So5
4ai
io,oa34
ii,77»8
ia,6444
dio6
ÏÛ.9998
5io
ii,88i5
ii,o5o8
9,36oS
4So
di3
io,3o5o
ii,ao4i
ia,ioa6
SUR L'ÉTADtISSEMENT
TABLE I
TALBDRs APPROCHEES DE -—. (Arches incomplètes, dites ex <urc de cercle.)
fui 2
Tir
4,8445 4,8667 1,8889 4,91 lî 4>9335
5,i8a5 5,3o55 5,aa85 5,a5iG 5,2747
5,7689 5i7y53 5,83 iS 3,6484 5,8750
6f3Q94 6,3373 6,3649 ^'^927 G,43oû
6,4486 6,4766 6,5o47 6,5328 6,56io 6,5893
7ti5ï9 71^474 7**794
3o7 3o8 3o9 3o9 3io 3ii 3m 3i3 3i3 3i4 3i4 3i5 3iG 3i7 3i8 3i8 3.9
If /
7,8û4S 7i84oi 7*8756 7,9111
8,4908 S,5ii78 8,5§43 8,6030 8,6393 8,6765
9>"767 913173 9,35So
9i5o44 9,5458 91^873 9,6389 9>fi7o5 9>7i«3
39S 4 00 4oo 4o3 4 03 4o6 4io 4ii
T/LBLE L
TALBOBS ÂPFROQaiBS DB — . (Atches incompûtes, dites enarcdt cercle,)
4,11 4,ia d,i3
0,3873 o,33s6 LO,378o o,4i35 0,4691
Diff.' 473'
^99 5oi 5o4 6o4 5o6
,9669 ,3.075 ,3699 ,4iii
,3 118 ,4so9
Diff.
Diff.
i3,3ooi i3,36o6
14,9996 1 4,9863 14^3481 i4,4iio 14.4741
Diff.
SDR L'ÉTABLISSEMENT
TABLE L
TALBI7K8 approch4b9 db — . (Archos ÎMomptètes, dites m arc d$ arck.]
^Ài i,43 kM
4,53 kM 4,55 4,56
5,5564 5,58oa 5f6o4i 5,638a
6,oiS3 6,o433 6,0681 8,093 1
6,ii8q
a4a 3 43 a44 aU 3i7 35o
^H agi
= 97 3a o 3oi 3o3 3oa
7,8oi3 7,8346 7,8679 7.90*3 7.9348
fiâ
8,o356 8,0694 8,io33
a,ïoS3
8,3a8o 8,3433 8.3768 8,4ii3 8,4459
8,48o5 8,5i5a 8,55ot 8.5850 8,6300 6,655o
DiU.
8,8tj'u 8,903a 8,9400
o,35o3 0,3935 0,4369 o,48o4 o,5ado
Diff,
4ti
TABLE I
Q* yàLBMMB kmocBÈsa DE —, (Archet ûteomplkUSi dites en arc de uecU,)
âv43 i,V5
kM
àM
4Xo
4,63 4.63 à M 4,65 4.66 4,C7 4.Gs!
0,9776 i,oa45 î,07i5 i,ii85 i,j657
ii,t3i3 3,1807
Dîff.
48^ 4yo
ii77^' 1,6359 1,8767
3,3881 9,34oi 3,3933 3.4443
3,8138 3,8659 3,9193 3,9735 3,os59
3,0794 3fi33i 3*1869 3,34o8 3,3948 3^3489
Diff.
5oS 5o8 5io 5l3
3,o8û8 i^,i3G7 3.^937 3,3488 3^So5o
3,9330 3,9898 4,0476 4,io56 4,j637
l>iff.
56o 56/ 56^ 58o 58 1 6Sr
5,3373 5,3ooo
6,1660 6,333o 6,3ooa 6,3675 6,435a
DifT.
302 SDR L'ÉTABLISSEMENT
TABLE I
TALBURS AFPROCHiBar DB -7^. (Arches incomplkties, difes en arc de cercle.)
So3 3,73o8 3,7^ ï 4 ^iS3a3 a,ft85t
3, 1 tjoh
34495 3,5oi6 3,S53$ 3,6063
Drff.
5 00 Soi 5o3 5o3 5o5 5o3 5o6 Son 5o9 5o9 5u bi% 5i3 3i4 5i5 3i5 5j7 5i8 S30
3,4Li3a 3,457a 3^5i3t 3,5667
318967 3,953 1 4,0076 4,u633 4*i jC|o
4^6359 4,ti8aS
6rl533
Go 3 6o5 6lo 6u 61S
6,8439 6,9114 6,9800 7iô488 7-i'77
7,8856 7>fl563 8,0371 8,0980 6,1691
8,a4o4 8,3ii8 8,3833 8,455o 8,5s69
Diir.
son . SUR L'ÉTAfiCISSCMEIfT
TABJLE I.
5,02 ' 5,o3* 5,oA 5,o5 5,06 5,07 5,08 5,09
5,16 5,17 5,ï8 5>i9 5,ao 5,ai
7,3833 7,4ioo| 7,4377
7,4654 7»4932 -7,6iii 7t5490 7,5770
Si
Oiff.
VJO «76
sr8i s8a
Diff.
.3ai3
âi4
ni
«iO^
9i^oJ
ilO,OÀA0
t<M>8oO
.10,1 180 iOii56i ««Os 1943 i(0)j93a5 10,2708
10,3093 10,3477 io,3863 io,4349 10, 4636
io,5o94 io,54i3 io,58o9 10,6193 io,6583
io,t)974 10,7366 10,7760 •10,81 5) 10^8549 10,8943
Diff.
ii,i546 11,1973 1 1 ,34oo
11,3628 11,3357 11,3687 ii,4ii8 11,4549
^ifjkgSa ii«54i5 11,5849 11,6985 11,6720
11,7157 11,7594 ii,8o33 11,8479 11,89.13
Diff.
4»9 43o 43i 43i 44o 44o 4So
19,3995 1 9,44oo 19,4877 19,5354 19,5833
19,8734 12,9909 12,9695 i3,oi89 13,0670
1 3,36 18 i3,4ii3 13,4609 1 3,5 106 i3,56o3
i3,6i09 a 3,6601 13,7109 1 3,7603 i3;8io5
Diff.
48i 48i 5oi Soi
oo
8,o3ai 8,0610 810900 8,1190
8f53og 8,5607 8,âgo5
8^Gao4 8.65o5 8,68o5 8,7106 8,7 4 08 8,7709
Diir.
agi
^99 3ot 3 00
3oi
9,3985 9,4336 9,4668 9i5oi ] 9,5354
0,9736 ,oi33 ,o53i
DiiT, ^97 ^97 4oo
4ûa
4o3 4oi 4o5 4o6 4o8 4oS 4io 4^0 4ii 4ii
^oS
4, Il 39 4,1 648 4,3i58 4,3669 4,3iSi
Diir.
Sni 5o5 5o6 5 07 5o8 5 to 5ii
TABLE I
f ALBOBs APPBOGHiis DB — . (Arckes wcamplktes, dixm Manie cêrde.)
5,3^63 5,3931 5,448o 5,5o4o 5,56oi
Diff.
7,ii53
7»»770 7»a389 7,3oo8 7,3629
8,3721 8,4362 8,5oo4 8,5646 8,6290 8,6935
Diff.
18,2775 i8,344o 18,4107 18,4774 ift,5443
i8,6ii3 18,6785 18,7458 18,81 32
Diff.
20,io55 20,1780 ao,25o7 20,3235 20,3964
Diff.
2,7824 2,8625 2,9428 3,0a 3 2 3,io38
DUT
TABLB L
Q' VALioas ippaocaiss de — . (Arches ineompHtet, ditw taon de oerele.)
5t7fi ^■79 5,80
5,83 liM 5,85 5,S6 5,87
8,83 1 5 8,SCi8 8,8933
8,9337 8.9533 8.9838 9iï>ï4S g.o45i
9,0759 g, 1 067 9ii375
9«ji3o4
9»575o 9,6067 9,6384 9,670a 9*7 oao
3o5 3oi 3o6 3o!j 3o7 3o8 3o8 3io 3io 3m 3m
3i3 3i3 3i4 3i4 3i5 3i5 Si 6 3t7 3i8 3i8
o,8id4 o,85i \ 0,8879 0,9348 0,96^7
»,uoo 1,1473
Iij845 1,3319
1,3730 1,4096 1,4474 j,485i ît^aSo i,56io
DifT.
3,5365 a,ri79 1 3,63 ï 7 3,6645 3,7073
3,3368 3^3706 3.3 145 3,3584 3,4ot4
mff.
4i8 iig
4i3 4a5 4a6 ki% 43g 4$i 43 1 44o
4,0071 4,o55o 4,io3i 4,>5i3
4,9830 5,o3t8 5,iâ33 5,33a3
1^,99^^ i7to543
53fi 54 1 54i S5i 55g 56c
TABLE I
Q* TAJLBOBS APFBOCHiss DB — . (Arches wcompUtês, dites ênurode cercle.]
7,o56i 7,ii5i 7*1741 7,a333 7,8926
7,3520 7»4ii4 7i47io 7,5307 7,5905
7,65o4 7»7io4 7,7705 7,83o8 7»S9>»
8,a553 8,3i63 8,3775 84388 8,5ooa
Diff.
6o3 6o3 Go4 6o5 61a 6i3 6i4 6i4 6ao
»9»oi78 i9,o83o i9,i484 19,2x38 19,2793
20,0080 20,0750 ao,i42i 20,2093 20,2765
20,3439 2a4ii4 20,4791 20v5468 20,6147 20,6826
Diff.
ao,328o 20,3988 20,4687 20,5392 20,6099
ai,o365 21,1081 11,1798
21,3955 21,4677 2i,54oo 21.6124 2i,685o
Diff.
i3,ii36 23,1915 13,2696 13,3479 i3,4i63
Diff.
15,6739 25,7591 i5,8445 1 5,9800 16,0157 i6,ioi5
Diff.
8ai 83 1 84 1 84 a
TABLE L
TàLBUBs APPEOcaàss D£ — ^. (Arches incompliies, dites en arc de cercle.)
6, Ta 6,1 4
0,02 3 a o,o556 0,0881 0,1 ao6 0,1 53a
0,1 858 0,1184 o,a5ii o,a84o o,3i68
Diff.
3i9 3ao 3ao 3ai
i,56io 1,5990 1,6371 1,6763 1,7134
Diff.
Diff.
6,2607 6,3oa6 6,3545 6,4o65 6,4586
sas5
Diff.
5o3 6o3 6o4 5o6 5o6 5io 61a 6i4
7,6769 7.7ÎA0 7.79» 3 7.8487
8,1949 8,3639 8,3iii 8,3693 8,4376
Diff.
TKBLE I.
TAUoas AP»B0C8iis m — . (Arches wcompûut , £tM ekaredt cercle.)
9»94o9 o,oo48 0,0688
Diff.
DilF.
-T = la
Diff.
25,1037 25,2666 25,3482 25,43oo
25,5ii9 25,5939 25,676] 25,7684 26,8409
Diff.
Diff.
SUR L'ÉTABLISSEMENT TABLE n.
T&UOnS DB
. (Ardie* tiwoii^iei, dites m arc J» etrele.)
o,3io7
o,3iioo
0,3 4oo
o,34oo
o,34oo
o,34oo
TABLE II
VALBOBS M
(Arehw ineoay&tM, ditat eu arc d* cereU.)
o,36oi
o,36ii
o,35oo
o,35oo
o,35oi •
o,34ai
o,34io
o,34ii
o,34oi
TABLE riL
ARCH£S COMPLÈTES, OU Bit ANSB DM PÂNIBR.
Yi
1,00064 t,oo3oi 1,00649 1,00798 1,01047 1,01397
DilF.
,4 11 20 ,4ia67 ,41394 ,4i633 ,41670
,41809 ,41948 ,4ao88 ,43339 ,43370
,43963 ,44iii ,44360 ,44409 .44669 ,44710
Yi
,o384i ,o4ioo ,oi36o ,04630 ,o488i
DiiT.
,44710 ,44862 ,46oi4 ,46167 {45330
Diff.
TABLE ni.
ABCHIS COUnàrSS, OO £H ans* dm PÂMIMK.
Yi
DLir.
Di(r.
D^ÏÏ.
Diïï.
if J9560
aoi
I,l83lû
3o9 3io
Jv5oo83
3îî
irt^*
i,5oU4
j,i9ii6o
aHj
i,ioS5o
i^âûGi 2
3ifi
1^1 \ \Zi
afl3
iSo
1,1» Oqt}
3iO
MiQ8/*
i,3io44
aSG
3ao
aia
Ï1II
i,ai364
i,ai6S6
JtiîlSii&
iS.^
i,53oGa
3aC
i,aafiGo
ai8
i,i37iG
i,j4oo8
iSS
i,ï43oi
ipiiiagi
i,343io
ii5937i
3oo
Ini
i,a66So
3oi
Mh
Sh^
TABLE IIL
ABGBBS COMPLÀTgS, OU SIT AltS* DÉ PAKtMM.
Yi
Diiï.
Dif.
Diff,
Uiïï.
Uf^
1 aS6
i,6ai44
4ii
1,39 i8o i,ag837
1,63868 i,63iia
35fl
nM\
3oo
ijogig
0,800 Soi
i.64io4 i,6U56
3oû
i,3aoi7
ijGdCo9
i,73oj3
Sii
i,443Sfi
^4il82i
6oti
i,335oé
iQ:^
i,346iû
i,66iî7
fin
t,35do6
Sl3
45fl
3go
Afi7
i,7fi37^
û,Si5
4oo
TABLE. III
iSï 1 k I
,53 109 ,53597 ,&do8i|
«54584 ,55oS3 ,55581 ,56o8ç> ,565()S
,57650 .5aJiS5 ,56668 ,5gig5
^^97^5 160359 ,60798 ,6]3Lio ,61886
,6âi36 T63t)9<i ^635 '19
,6535] »65837 j66io7
5j6 53o 55o 57G 5So 5S6 1^90
,83BSG ,83073 ,53463 ,83856 .84253
♦H4ti53 f85oS7 ,85464 ,8SS7=i ,863^0
LOSS L084 1 1Q
ii36 iî55 IJ74
1,07399 i,o8o46 3,08701 1,09364 i,ioo3G
3,10717 3,1 i4o7 a*»i J07 a,i3Si6 a^i 3535
1,1 4 164 3,t5oo4 1, 15754 3,iG5i5 1,17187
3,ll397
3*i3po6 3,14795 i,356gS
3,16617 1^17551 i,385oi 3,39470 3,3o455 i,5i458
Biff.
eu
ioo3
9ii
3HÏ9977
i,3o5o6 1,31939 i,334oi 1,34894 3,364 18
3,55780 3,57833 3,59947 i,Gi I 36 î, 6437^1 1,66^95
Diff.
M93 1 ii3 11 56 i3o3 i3i6 1 35i i4o^i 1 461 i534 >558 16G* i79i i84o 3û53 31 i4
2i4oi 16
1,49189 2i5o594 3,5io35 2,535i3 1,55039
103 2 io4j io6a loSi iio3 1 1 26 1 149 1 173
TABLE III
ABGBBS COMPtiTMS, OD MH AHSt BM PAIIIMK,
Diff.
24oo 3oi2 3i45
Diff.
=»9'7 3o6i 38oo 4o4o 43i4
Diff.
3,2o548 3,25172 3,3oi54 3,35549 3,4i432
Diff.
2,79600 2,8sd88 2,855oo 2,88645 2,91937
3,47896 3,55o64 3,63 io3 3,72247 3,82839
TABLE IV
AECHE8 COMPLàTBS', OU BIf AlfSS DB PANIBR,
TABLE V
ABCHBS COMPLÀTBS, OU BN AN SB DB PANIBB»
Table pour corriger la valeur de f, étant donnés g et Yj.
Table pour corriger la valeur de Yj, étant donnés / et g.
-H o,ooo5
o,ooo4
o,oood
o,ooo3
o,ooo3
o,ooo3
— o,ooo3
— o,ooao
— o,ooo3
— o,ooo3
PREMIÈRE PARTIE
PréambuU. i
Indétermination da problème de VéqoiUhre des voûtes en berceau 8
Éqaations de VéqoiUhre toM toAie en berceau soumise à l'action de forces agissant normalement à Veûptrados 1 1
Notations 17
L'épaûseur fictive est constante; transformation des équations différentielles a3
Situation du centre de gravité d'un voussoir élémentaire; convention relative aux quantités très-petites du premier ordre a 5
Poids du voussoir élémentaire; pressions remplacées par les hauteurs de charge; équations différentielles, en introduisant ces hauteurs; rayon de courbure de Tintrados. • , . . . a8
Indétermination de Faction des charges sur les reins des voûtes dans les arches de pont 3o
Disposition de la charge extérieure d'une arche, donnant lieu à des pressions normales déterminées, égales à celles que produirait un Jlaide ayant la densité du * massif: l'auteur adopte cette hypothèse 3à
Application des formules de réquilihre au cas ou les pressions normales extérieures aux voussoirs sont proportionnelles à la hauteur de la charge qui s élève audessus de ceua>€i 38
Spécification plus précise des quantités du premier ordre de petitesse, ào Équation différentielle fondamentale; expression de la hauteur de
charge 4a
Rayon de courbure de Tintrados fictif; vérification de son expression;
épaisseur réelle 43
Développement de l'équation différentielle de T intrados 46
Décomposition da polynôme R* en $es factears ia premier degré, Limilâs de la
courbe intrados dans le sens des y à8
Rédaction de Vintégrale aux quadratures 67
Rédaction aux fonctions elliptiques, de l'équation de la courbe intrados 60
Intégrale réduite aux fonctions elliptiques 85
Calcul des fonctions F et E 86
Vérification de l'exactitude des coefficients de t équation de la courbe intrados ... 89
Détermination des constantes g t
Tableau des formules relatives à Téquation de la courbe intrados ... 93 Arches incomplètes, du genre des arches dites en arc de cercle; arches
complètes ou en anse de panier. 96
Cas des arches incomplètes 97
Limites de la valeur de V épaisseur fic^ve, dans les arches incomplètes 10a
Cas des arches complètes io5
Valeur approchée de l'épaisseur fictive, dans les arches complètes 11a
Poussée de la voûte et da massif contre les calées 1 1 5
Calcul des coordonnées^ inclinaisons des joints, rayons de courbure, etc 119
SoluUon du problème au moyen de procédés graphiques 12a
Comparaison des arches établies suivant les idées de Vauteur, avec celles dont fin-
prados présente les formes aujourd'hui en usage 129
DEUXIÈME PARTIE
Préambule i3a
Simplification des formules générales, pour les cas ordinaires que présenient les arches de pont i^h
Les fonctions elliptiques sont remplacées par des fonctions ex(dicites
algébriques et transcendantes i4i
Expressions simplifiées pour le calcul de la tangente à Imtrados. ... i&3
Résumé des formules simplifiées pour le cas où la voûte et le massif sont de même densité. (Notations.) iM
Vmgn.
De la con» traction de Tables appropriées à la détermination des inconnues dans le cas des arches incomplètes dites en arc de cercle i48
La solution qui se présente d'abord comme dépendante de Tables à triple entrée est ramenée à dépendre de deux Tables à double entrée, dont Tune fournit une valeur approchée de Tinconnue principale , et l'autre la correction de cette valeur 1 5o
Construction de Tables pour le cas des arches complètes oa en anse de panier. . . iSy
Les Tables à double entrée sont remplacées par des Tables à simple entrée : les unes donnent une solution approchée, les autres en fournissent la correction 169
En pratique, on peut s'en tenir à la solution approchée, qui est suffisamment exacte 1 68
Poussée de la voûte et du massif contre les culées, inclinaison du dernier joint sur la verticale, volume d'une demi-arche et de la partie correspondante du masstf, 169
Calcul des coordonnées, inclinaisons des joints, rayons de courbure, épaisseurs, etc. 1 72
Siay)lification du tracé de l'intrados fictif , au moyen de son rayon de courbure ... 176
Données expérimentales relatives à la limite de la résistance des matériaux employés dans les constructions 1 78
RÉSUMÉ concernant rétablissement des arches de pont dans lesquelles la voûte et le massif peuvent être supposés d'égale densité 181
Usage des Tables 18a
Arches incomplètes dites en arc de cercle Ibid.
Arches complètes dites en anse de panier, 1 84
Poussée de la voûte et du massif, inclinaison du joint des naissances, volume des
matériaux • 186
Arches incomplètes dites en arc de cercle Ibid.
Arches complètes ou en anse de panier. 187
Calcul des coordonnées, inclinaisons des joints, rayons de courbure, épaisseurs, etc, 1 89
Tracé du profil de la voûte au moyen du rayon de courbure de V intrados fictif . . 191
APPLICATIONS
Arches incomplètes dites en arc de cercle.
Premier exemple. Pont dléna, à Paris 192
Deuxième exemple. Arche à grande portée , de 5 mètres de flèche et de près de 45 mètres d'ouverture 30a
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