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Sur la décomposition d’un nombre m en sommes de i nombres!)
Sur le nombre de systèmes us en lesquels se répartissent les combinaisons i à i de m éléments par les substitutions du groupe aies d'ordre m. (m) ?)
INTRODUCTION
En 1940, S. Bays et CHUIN-CHE Hsra ont établi (Cf. Commentarii mathematici helvetici, vol. 12, fasc. IV) que le nombre de systèmes intransitifs (ou colonnes cycliques) en lesquels se répartissent les combinaisons i à i de m éléments par les substitutions du groupe cyclique de degré m est :
Lie ddx
NN EC Ed) Cr (1) dx |$ ddx
où à est le p.g.c.d de ïi.et m ; d un diviseur de à ; dx un diviseur dé #
\ ddx LR: m Em le nombre des combinaisons ne à à à de ie u(dx) est la fonction de MÔBIUSs telle que : # (dx) = 1 pour dx = Î, (dx) = (— 1} si dx est le produit de r (r > 1) facteurs premiers différents,
u(dx) — O dès que dx est divisible par un facteur premier au carré.
nombres;
1) m et i seront toujours des nombres entiers positifs.
?) Groupe métacyclique au sens de S. BAys. Cf S. Bays « Sur la transitivité et la primitivité des groupes de substitutions ». Commentarii mathematici helvetici, vol. 22, fasc. I, p. 27.
ER
Cette formule, valable quels que soient les entiers i et m, prend une forme simple lorsque i et m sont premiers entre eux :
CE | Ni = mm (2)
Comme sujet de thèse, Monsieur le Professeur S. Bays m'a proposé de résoudre le même problème, mais avec le groupe métacyclique d’ordre m. y (m) ; il s’agit du groupe qu’il a défini et déjà utilisé dans plusieurs travaux et qui est constitué des substitutions!: w —"|:x, a Fbr-|foù a = 0,12%m—tretsoù les b sont les y {m) nombres de la fonction d’Euler, c’est-à-dire les entiers b premiers à m et tels que 1 <b< m. Un tel groupe est donc bien d’ordre m. y (m).
Ce problème est beaucoup plus complexe qu'avec le groupe cyclique qui comprend seulement les m substitutions : r — x a x loota= 0,12. m=t.
De plus, le procédé de Cauin-CHE Hsra ne donne rien ici. Et c’est une nouvelle méthode qui m’a permis de résoudre cette question, mais seulement pour m premier et pour i — 1,2,3 et 4. Toutefois, j'ai démontré, en même temps, des propriétés nouvelles sur les congruences dont la preuve directe paraît très ardue.
Mais l’établissement du nombre de ces systèmes intransitifs (ou colonnes métacycliques) n’a pu se faire qu'après l’introduction de la caractéristique d’une colonne cyclique. Et cette notion de caractéristique m’a conduit aux décompositions d’un nombre m en sommes de i nombres. Ce sont des décompositions particulières, non encore envisagées jusqu'ici, et dont le nombre est précisément donné par la formule (1). Comme ce nombre Nix de telles décompositions intervient dans le calcul du nombre des colonnes métacycliques, ce problème sera donc traité en premier lieu. C’est du reste une question assez vaste qui fera l’objet d’une publication ultérieure, et je n’en donnerai ici qu’un développement limité.
$ 1. Historique.
En 1740, Ph. NaAuDE, professeur à l’Université de Berlin, propose ce problème aux mathématiciens : frouver le nombre de décompositions de 50 en la somme de 7 nombres différents. Comme ce nombre est de 522, il s’agit de concevoir une méthode. C’est EuLER qui résout cette question, et qui publie, en 1750, son ingénieux procédé ?). Il mentionne aussi d’autres genres de décompositions d’un entier en sommes d’autres entiers et relie entre eux, par des formules simples, ces différents modes de décomposition. C’est ainsi qu'il fonde la fhéorie additive des nombres qui sera un terrain de recherches très fécond pour CAYLEY, SYLVESTER, VAHLEN ). Cependant, EULER n’a résolu le problème de NAUDE qu’à l’aide d’une formule de récurrence qui lui a permis d'arriver de proche en proche à m = 50 et i — 7. Une formule générale serait donc d’un grand intérêt. Pour ma part, je n’ai pu obtenir une telle formule que pour i<5 et m quelconque. Par contre, les nouvelles décompositions que j'introduis sont au nombre de Ni donné par la formule (1), applicable pour un i et un m quelconques.
8) LEONHARDI EULERI : Opera omnia, Commentationes arithmeticae, volumen primum edidit F. Rudio.
4) BACHMANN : Niedere Zahlentheorie, Zweïiter Teil, Additive Zahlentheorie, Drittes Kapitel.
82. Les différents types de décomposition de m en sommes de nombres.
Comme c’est le nombre de décompositions intervenant pour chaque type qui me préoccupe, je développerai donc cette question de ce seul point de vue.
L À (i,m): nombre de décompositions de m comme la somme de nombres pris parmi 1,2,3,..,i; Ces nombres n'étant pas répétés, ni ordonnés.
ExEMPLE : A (3,4) = 1 4 = 1 +5.
FORMULE DE RÉCURRENCE
B (im) = B (i,m—i) + B(i—1,m).
IL. D;, : nombre de décompositions de m en sommes de i nombres, répétés ou non, mais pas ordonnés.
ExEMPLES : D34 — 1 $ ASE 1-2, Da = 3 : 6—=1+1+4 ; 6—1-22+3 ; 6 — 2+2-P2,.
FORMULE DE RÉCURRENCGE Dis =D Der
IV. Eim: nombre de décompositions de m en sommes de i nombres différents et non ordonnés.
ExEeMPie: Ko —=53 "94-6209 = C5 9 — 2+3 +4.
FORMULE DE RÉCURRENCE : Ein — Ein; PE ia +
V. Him: nombre de décompositions de m en sommes de i nombres, différents ou non, mais ordonnés.
EXEMPLE : H
Il |
EXPRESSION DE Hin :
Et ici H35 — Ci 6
VI. Th: nombre de décompositions de m en sommes de nombres, différents ou non, mais ordonnés.
EXEMPLES 2 Te = RS 1-2; 321; D De LT, —8:4 = 1+1-+1+1; 4 = 1+1+2; 4 — 1+2 +1; 2 NUE) EI EE ET ES RES ES PA EE
EXPRESSION de T, : TN 1
DC EE CC ue Et
REMARQUE : De ces 6 modes de décompositions, les quatre premiers donnent un nombre de décompositions exprimable par une formule de récurrence et les deux derniers donnent un nombre de décompositions calculable directement par une formule générale simple. Et si l’on n’envisage même que les décompositions de m en sommes de i nombres, on peut dire que, de DIS. Eimet Hi. seul; se Calcule”directement partune formule générale.
$ 3. Un nouveau type de décomposition de m en sommes de i nombres.
I. Définition
Il s’agit d’un mode intermédiaire entre les types III et V précédents. Et le nombre des décompositions, que nous désignerons par Nim, Sera lui-même compris entre Dim et Him.
Ni,m : nombre des décompositions de m en sommes de i nombres différents ou, non, deux décompositions étant distinctes si elles ne s’obtiennent pas par permutation circulaire des termes de la somme.
EXEMPLES : N
NS 205 LE1 +90 71522, Nsr Dati +115; ul 24 07. —, 14-62; 1—=1+3+3 ; 7 — 2+2+83.
NE
Ce type de décomposition semble de prime abord assez artificiel. Pourtant, il intervient logiquement dans la détermination des colonnes cycliques de S. Bays et Hsra ainsi que je vais le montrer.
II. Expression générale de Nime A. RAPPEL SUR LES COLONNES CYCLIQUES
On peut définir une colonne cyclique de deux façons :
1° Une colonne cyclique de i— uples5) des éléments 0,1,2,... ,m— 1 est l’ensemble de i — uples (Combinaisons i à i des m éléments donnés) suivants :
As LT; Lo CC RE LNCÈRTE TRUE CTI où 4,, 4... a; sont i entiers différents pris parmi 0,1,2,...,m—1; x — 0,1,2,...,m— 1; et où chaque entier plus grand que m—1 est remplacé par son plus petit reste positif ou nul (mod m).
29 C’est l’ensemble des combinaisons i à i de m éléments issu de l’une d’entre elles par les substitutions du groupe cyclique de degré m.
ExEMPLE :-Cas m — 6 et 1 — 3.
Soient les 6 éléments 0,1,2,3,4,5 et le groupe cyclique de substitutions de degré 6 correspondant : I ; (012345) ; (024) (135) ; (03) (14) (25) ; (042) (153) ; (054321).
Sous l'effet de ce groupe, les Ce — 20 combinaisons : 012 ; 013::014: 0150235024 0251034 205904824103 24224195 LA SSP S E000 162299 0215-0345
se répartissent en les 4 colonnes cycliques :
On voit bien ainsi que les deux définitions ci-dessus sont équivalentes. Rappelons, d’autre part, que le nombre des colonnes cycliques, obtenues comme dans cet exemple, est donné d’une façon générale par la formule (1). Remarquons aussi, d’après la définition 1°, qu'un i—uple quelconque permet d'obtenir toute la colonne cyclique à laquelle il appartient. Il s’agit donc de
. 9) S. Bays : « Sur les systèmes cycliques de triples de STEINER différents pour N premier de la forme 6 n + 1». Commentarii mathematici helvetici, vol. 4, p. 187.
SE Ne
voir ce qui distingue deux combinaisons prises dans deux colonnes cycliques.
Ce sont, comme je vais le montrer, leurs intervalles.
B. NOTION D’INTERVALLE ET DE CARACTÉRISTIQUE
Considérons l’une quelconque des combinaisons i à i de m éléments que nous désignerons par à, & A3 Au... Aj—1 A; et où les a; sont ordonnés en croissant ; donc à, <a < a3 < ay <<... < A1 < A
Ce qui est toujours possible puisque l’ordre des éléments d’une combinaison est arbitraire. |
Pour une telle combinaison, j'appelle intervalle chacun des i nombres suivants :
Cid An: 0 lé — A; A4; ne, — A,-— A3:
5 C1 = Ai Ai-1 ; © — (M + à1) — ai.
Il résulte de cette définition que tous ces intervalles sont des nombres € tels que 1 <ex < m.
On a même le:
Théorème 1. — La somme des i intervalles de l’une quelconque des Cn combinaisons est égale à m.
PREUVE. En effet, on a : e, +e, +e, +... +ei-1+e; — (a; —a;) + (3 — à) + (A4 — a3) + + (ai — Ai-1) + (m + a) — a = — à + (mM+a,) = m.
ExEMPLes : Pour la combinaison 234 avec m — 6 on a: oil ed 1: 6e —(6 +2) 4-4.
les intervalles sont donc : 1, 1, 4.
Pour la combinaison 134 avec m—6ona:e —=3—1 =2; ee —=4—3—1; e;, —(6 +1)—4—3. Les intervalles sont alors : 2, 1, 3. Ils sont différents des précédents, mais dans les deux cas, leur somme est 6.
C’est donc cette suite d’intervalles e,, e,,...., e; qui semble caractériser chaque colonne cyclique. Nous allons démontrer, en effet, le :
Théorème 2. — A l’ordre circulaire près, la suite des intervalles d’une combinaison quelconque, fixe complètement la colonne cyclique qui contient cette combinaison.
Preuve. Elle sera double :
19 Je vais montrer, tout d’abord, que la suite des intervalles d’une combinaison est la même, à l’ordre circulaire près, pour toutes les combinaisons de la colonne cyclique.
More
En effet, soit a, à A3...ax Ax-1...4;-1 Ai Cette combinaison où les a sont ordonnés en croissant.
On a: 6 —4—A; € = A3 — A9; ©k — Ak+1 — Ak >... OÙ : Oj, opeees. Os . Ckrtoe, its © pour les i intervalles de cette combinaison.
La combinaison générale de la colonne cyclique s’écrit : AREA ET ASSET di TO NRANE ET Si cette nouvelle combinaison est encore ordonnée, alors ses intervalles sont e;, @, €3,..…., ei; 1, &i Comme précédemment et dans le même ordre. Si ce n’est pas le cas, c’est que des an + Tr, à partir d’un ak + r, ont été remplacés par leurs restes (mod m) et qu'ils sont effectivement :
ARR M: AL 1 TMS sd SNS AE TN.
Et la combinaison générale ordonnée s’écrit : Ax +T— M Axr1 + T — M... BRENT UN EN ge 1 == int EV: SEP A+. Ak1i+r dont la suite des intervalles est :
Ax+1 — Ax = Ex ; Akx+2 — Akxr1 — Ekr1..... dj Aj1 — Ei 1 ; m+a)—a—e; &4— a — 0e; 5 Ak — Ax-1 — Ex 1 Ou : Ok; Ck+ltsee..s Ci 15 js "Css EX Le Ce sont donc les mêmes intervalles que ceux de à, & a3..……. Ai1 à, mais ils ont subi une permutation circulaire.
29 Il reste à prouver maintenant que la suile des intervalles Ci, Ceres CRI OkI lose Ciel ep: Jedi did. dan dr dome caractérise, à l’ordre circulaire près, que la seule colonne cyclique contenant cette combinaison. Or c’est bien le cas, car si on part des intervalles ci-dessus, on ne pourra former, d’après la définition, que la combinaison :
O e, e+e e,+ e+ eg.er + Et . + it ou la combinaison générale :
S S+e, S+e+e S+ + e2—+ 03...8 + € + eo +... + ei qui donnera pour s — 0,1,2,.., m — 1 toutes les combinaisons de la colonne cyclique et uniquement celles-ci. Or pour s — a, cette combinaison est : à; a, + €, 4, + €, + €9......ay + © + © +... 1 ou en remarquant que €, — 4 4) ea de...
Ay A9 Age... Akx Ak+1-..di-1 Ai.
La seule colonne cyclique que l’on puisse retrouver avec les intervalles e,, €, e3,.…., 6; 1, e; est donc bien celle qui contient ay A A3... 1 A. Et le théorème 2 est ainsi établi.
DÉFINITION. — Cette suite d’intervalles, à l’ordre circulaire
près, qui fixe chaque colonne cyclique sera appelée la caractéristique de la colonne cyclique.
Bépoe
C. EXPRESSION GÉNÉRALE DE Nim à
Il est à remarquer que la caractéristique, dans le cas des Ch combinaisons, est une suite de i nombres > 1 dont la somme vaut m d’après le théorème 1. A chaque caractéristique correspond donc une décomposition de m en sommes de i nombres différents ou non, à condition de ne pas considérer comme distinctes, deux décompositions obtenues l’une de l’autre par permutation circulaire des termes de la somme. Et cette constatation amène le :
Théorème 3. — Le nombre Nim des décompositions de m en sommes de i nombres, différents ou non, deux décompositions étant distinctes si elles ne s’obtiennent pas par permutation circulaire des i nombres, est égal au nombre de colonnes cycliques en lesquelles se répartissent les combinaisons i à i de m éléments par les substitutions du groupe cyclique de degré m. Ce nombre Nim est ainsi donné par la formule générale (1).
PREUVE. D’après le théorème 2, on sait qu’à toute colonne cyclique correspond une caractéristique qui donne précisément une telle décomposition. Mais, réciproquement, à toute décomposition de m en sommes de i nombres ainsi mentionnée correspond-il une colonne cyclique ? Certainement, car soit m = €, + ee +... +e;-1+e; une telle décomposition tout à fait arbitraire ; il lui correspond la caractéristique e;, e,,......, e;_1, €; qui fixe la colonne cyclique contenant en particulier la combi- NAÏSON O €y Ep + Core. + Corse + ei-1. Et comme les C; combinaisons sont toutes réparties dans les Nin colonnes cycliques, la colonne cyclique envisagée est forcément l’une des Nim. Donc, à chaque décomposition de m (avec les particularités précisées) correspond bien, réciproquement, une colonne cyclique et le théorème 3 est ainsi complètement établi.
Exempce : Montrons en particulier que le nombre de décompositions de 10 en sommes de 3 nombres différents ou non, permutations circulaires exclues, est égal au nombre de colonnes cycliques en lesquelles se répartissent les combinaisons 3 à 3 des 10 éléments 0,1,2,..., 9 par les substitutions du groupe cyclique de degré 10.
Décompositions Caractéristiques Colonnes cycliques
1+1+8 PERS 012125 1+2+7 LR DIS PAZET 1+7+2 use OIS 04297 1+3+6 er0 01424125;
PET Re
Décompositions Caractéristiques Colonnes cycliques
1+6+3 PAGES RON PES 1+4+5 12415 OISE" 1+5+4 15%4 O6 2+2+6 DO 024205 2+3+5 2, 3-5 025150 2+5+3 2290 O2 ANSE 2+4+14 2,544 02671497 3+3+4 CS Ÿ | 036;.: 147, Calcul de N3,10. — La formule (2) est applicable et
N310 — Cao — a — 12 : nombre obtenu ci-dessus.
D. APPLICATION GÉOMÉTRIQUE
Je vais montrer encore que cette question des colonnes cycliques permet de résoudre un problème de nature géométrique : étant donnés m points équidistants sur une circonférence, combien forme-t-on de polygones non superposables par rotation dans le plan du cercle autour de O en joignant ces points i à i ? Pour cela, je considère le cas particulier m — 6. Soient donc les 6 points bb, b;, b;,°b;,-b/sommets d’un hexagone régulier sur la circonférence de centre ©. Successivement, je joins ces points £ à 2 puis 4 à 3...
Cas i — 2. J’obtiens alors les segments :
b52D, 04.002 DD D CDD DNS D b D», b; pb, D, b, D; b;, b, Do b; b, Do Ds D, 4 be b;
Les 6 premiers s’obtiennent par rotation de l’un d’entre eux
dans le plan du cercle, autour de O. Il en est de même pour b, D... b; b, ainsi que pour b, b,....,b, b;. De plus, on remarque
EE
aussitôt que ces segments correspondent aux 3 colonnes cycliques des C£ combinaisons suivantes :
Et on voit bien que le nombre des segments, non superposables par rotation autour de O, est le même que celui des colonnes cycliques.
Cas i — 3. J’obtiens alors les triangles suivants que je groupe en «colonnes cycliques » : ceux d’une même colonne s’obtenant par rotation :
BD CD, DD, bebe De--bebi ba bébeb be bc:
bo D Ds D, be ba, be b3 bs D, b, bé, b4 b; b,, b; b be ÉD AB ED be bib he bib, bb: bb D: bb, DÉD Di btb.1b
Cas i — 4. J’obtiens les trois groupes de quadrilatères :
bob,b;bs, Dibsbsbé bibsb4bs, b3b4b;b,, bib;bçbz D5bo bi Da bob:b3b;, bib:babo D:2b3b5b;, bsbabobz bab5bibz D5b6b2b4
correspondant aux 3 colonnes cycliques des Cé combinaisons.
Cas i — 5. J’obtiens alors le seul groupe de pentagones :
DR D DD hat D DA De be bb Ps b, b; D D, > by b; D b, Da, pb; b b, D bp,
correspondant à l’unique colonne cyclique des C5 combinaisons. D'une façon générale, on peut énoncer le :
Théorème 4. — Etant donnés m points équidistants sur une circonférence de centre O, si on joint ces m points i à i on obtient Ni,m polygones à à côtés qui ne sont pas superposables, par rotation sur le plan, autour de 0.
REMARQUE. Il est à noter que deux triangles comme b, b, b; et b, b, b; qui sont égaux et superposables par retournement autour de b, b, ne sont cependant pas superposables, par rotation sur le plan, autour de O. Du reste, à ces triangles correspondent les combinaisons 013 et 035 dont les caractéristiques : 1, 2, 3 et 3, 2, 1 sont bien distinctes.
$ 4. Détermination de Nim à partir de Him.
On sait que Him est le nombre de décompositions de m en sommes de i nombres, différents ou non, mais ordonnés. De plus, Him — C}_} quels que soient i et m. Si on trouve une formule liant Nim à Him, on obtiendra ainsi la valeur de Nin. Je ne donnerai pas ici cette formule de liaison générale et me limiterai aux cas suivants : m et i premiers entre eux; i premier et m quelconque ; m quelconque et i — 4 ou i — 6. J’obtiendrai, de cette façon, les expressions de Nim qui me seront nécessaires pour calculer les Eim dont j'ai parlé.
DÉFINITIONS. Considérons l’une quelconque des Him décompositions : €, + e, + + e;-1+e. Si on effectue sur les termes ek des permutations circulaires, deux cas sont possibles :
19 Il faut 1 permutations pour obtenir à nouveau cette décomposition, dans le même ordre ; c’est-à-dire que cette seule décomposition engendre 1 décomposilions parmi les Him. Une telle décomposition sera dite asymétrique.
20 Après d permutations (d <i), on retrouve déjà la décomposition initiale ; c’est-à-dire que cette décomposition n’engendre que d décompositions parmi les Him. Une telle décomposition sera dite symétrique d’ordre d. En effet, elle doit nécessairement avoir la forme suivante :
(b, + D, + + Da) _ (b, + b, + se. + ba) ER c’est-à-dire qu’elle doit être constituée de î parties contenant d nombres identiques et dans le même ordre.
Il résulte de ces définitions le :
Théorème 5. — La condition nécessaire et suffisante pour que l’une au moins des Nim décomposilions engendre moins de i décompositions entrant dans les H;h est que m et i ne soient pas premiers entre eux.
PREUVE. 10 La condition est nécessaire en effet, car si on suppose qu’une telle décomposition symétrique d’ordre d existe,
elle est constituée de + parties dont la somme vaut m. Chacune d’elles vaut donc À = Æ<, Or 2 doit être un entier et, comme
d d<i, il faut nécessairement que m soit divisible par i.
Ni vhs
20 La condition est suffisante aussi, car si i divise m, le nombre 7 Ÿ est entier et on peut toujours construire une décomposition symétrique d'ordre d. Ce théorème va maintenant nous permettre d’établir les formules donnant N;n dans les cas suivants :
I. m et i sont premiers entre eux
Alors on peut établir le :
Théorème 6. — Si m et i sont premiers entre eux, on a : Nim = -2— (4)
PRrEUvE. D’après le théorème 5, si m et i sont premiers entre eux, les Nim décompositions sont asymétriques et elles engendrent donc, par les i permutations circulaires effectuées sur chacune d'elles, toutes les Him décompositions ; car on sait que deux quelconques des Nim décompositions sont distinctes si elles ne s’obtiennent pas par permutation circulaire. D'où : Him = à Ni,m
et comme Him — C}=? on a bien la formule (4).
REMARQUE. Or la formule (2) nous donne, pour m et i pre-
; C miers entre eux : Nim = ——,; Ci Cie.
te mm m _ Cm—1 (5) on en déduit donc la relation : _ :
dont on vérifie aisément l’exactitude.
II. m quelconque et i premier
1° m -< ki alors Nim est donné par la formule (4).
20 m — ki alors la seule décomposition symétrique est : FH D OT + et elle est d'ordre 1. Toutes les autres décompositions prises dans les Nin sont au contraire asymétriques et d'ordre i, d’où l’équation :
ÉD ON DE le out = —1(Mim-—1) #1
D'où l’on tire: NAS Copie 1 (6) »m ñ
TS
III. m quelconque et i
19 m<2 k donc m et i sont premiers entre eux et la for-
mule (4) donne : (m—1) (m—2) (m—3) |
20 Le p.g.c.d de m et 4 est Ü—2 (m<4ketm—2k).
Les Te SUR de . JTE ont chacune pour somme l’entier = ou o a ï prendre que d = Z DOuE que + soit entier. 1e seules décompositions symétriques, possibles sont ainsi toutes d’ordre 2. Ce sont du reste : m—? Lee 20) + (247 ë
Et elles ni au nombre ‘de N 2, me D’ où l’équation :
Him = 4 (Nam — N2,2) + 2 Re OÙ Him — 4 Nam — 2 N2,7.
Mais ici m—2Kketm<4k donc * est impair, donc premier à 2. Par suite Ne est donné par la formule (4) :
N,.— Ci vou | Nina = 4,m — PET
Ca "2 2 4 2 Mit m SN ax laps + = PRE 1 CON rt D'ou Ne :
Et comme Him — C1 = Le (m9 (ue) il vient :
| FRE. 2 A NIUE m 6 m nl m 12 (8)
EXEMPLES : N4s — 22 Nitat #73
30, Le p.g.c.d de m et 4'est à = "4 (m = #k).
Cette fois, mé s'écrit 2% = m”.d et on peut avoir d — 1 et d — 2; c’est-à-dire qu’il y a des décompositions symétriques
d'ordre 1 et d’ordre 2 et uniquement des décompositions de ces ordres. Les RS d'ordre 2 sont :
(EEE CRE OR ER et sont au nombre . —. On le voit directement, mais on peut
l’établir; ce nombre est en effet : Nm ; mais ici, est pair et
10e comme 2 est premier, on doit utiliser la formule (6) qui donne :
Ca D Im 1 N2,n — ie Sr et PAR SORT
2 2 2 4 La seule décomposition symétrique d’ordre 1 est par contre : +4 tata décomposition qui est aussi d'ordre 2. D'où l'équation : Him — 4 (Naim — 7) +2( —1) +1 im SE 2 EF 1
ou Ham = 4 Nam — 5 — 1 : Nin — D ED no)
Étrcomme tn LS 0 il vient :
m Nam are
APPLICATIONS. Nu — 43 Nas — 116.
IV. m quelconque et i
Il faut considérer quatre cas :
LOMME EN EC de 10 € Alors m est premier à 6 et la formule (4) donne :
Use Ca où | N,. — (m-1) (m2) (m-3) (m4) (m5) | É 720 20m—2ket m3 fe Dans ce cas, le nombre = 4 s'écrit 224 et il est entier si d — 3.
Les décompositions bre sont AE toutes d’ordre 3. Ce sont du reste :
(HIS + OHIHS ; (24248) + (24242) ; Ces décompositions étant au nombre de ie on a l’équaon: —- 0 (Ne. me Nes, =) ES NE 10 Mais comme m < 3 k, N3, ë se ie avec la formule (4) :
RENE D 6 —2) _ (m2) (m4) US 24 |
DOTE OR CLIENT
Dans ce cas, le nombre me se simplifie et devient m4 : ce qui donne d — Z pour que ce dernier nombre Be soit entier. Toutes les décompositions symétriques sont donc d’ordre 2.
Ce sont du reste les décompositions :
(+) HS) + (HS); (24H) (24) + (242) qui sont au nombre de N2,,. Toutes les autres décompositions étant asymétriques et d’ordre 1, on en déduit l’équation : Hé 0 (Nôm — No, =) ) Ne OU Hs m — 0 Net 4 Ne
Hôm + 4 N2,2 Dour mNE — 3 Mais EHémn — C? "et, d'autre part, HRyTnE ME<AIk N2,2 m est donné par la formule (4) : Ni — _ 3 eu : L 2 6
3 Ch-1 + 2 (m—3)
D'onNtreE Ou en effectuant :
Nôm — 720
APPLICATIONS. N6,9 — 10 N
Dans ce cas le nombre ee s'écrit m’.d et les d (diviseurs inférieurs à i) qui conviennent sont : d = 1, d = 2, et d=3. Il y aura donc, cette fois, des décompositions d'ordre 1, 2 et 3.
role
La seule décomposition d’ordre 1 est: © +R+T+e +e+e Les décompositions d'ordre 2 sont :
(ne en ee x air A Cr) Eu Corn EC ÉtUevVren a: N,7. Les décompositions d’ordre 3 : GIE) + (HITS): (+248) + (+242):
sont au nombre de Na. Mais il est à remarquer que la décomposition d’ordre 1 est une décomposition d’ordre 2 et aussi une décomposition d’ordre 3. Il y a donc: (N22-1) décompositions qui sont seulement d'ordre 2 ; (N:," —1) décompositions qui ne sont que d'ordre 3 et [ Nôm —1 — (ES D) — (2 — D] décompositions qui ne sont que d’ordre 6. D’où l’équation : 5 ( [Nôom-1-(N22- 1) — (NE 1] +1+2 (2-1) +3 (Ns2-1) OU Hém — 0 N6,m — 4 Ne — 3 Ne + 2 Him + 4 N2,2 AONNE ES Mais Hô6m — C2. D'autre part, comme m — 6 k, N22 et N3,2 sont cette fois donnés par la formule (6) et : F—1)C —2 nl tes 229 G ) 6 ) L 2 3 . 2 — 2 ÉQURE 3 3
D'où 8 N6,m —=
D'où : SINEE — nee) + 2
(m—2) (m— 4) Ci 2
CL N3,2 — 2 5 2 en. 21 DOUANES — o 1 ie él A Ne DAC: 16 m ES (m ) (m ) an
Nm 720
APPLICATIONS. Né,12 — 80 N6,13 — 1038.
$ 5. Détermination de Ein à partir de Njim-
De même que j'ai calculé N;n en partant de Him, je vais relier à son tour Eim à Nim- Comme Nim est donné, dans tous les cas, par la formule (1), si Eim peut être exprimé en fonction de Nim dans le cas général, alors le problème sera résolu complètement. Je me contente ici de donner les formules qui permettent de calculer très rapidement N;,n pour m quelconque mais i< 5.
On sait que Eim est le nombre des décompositions de m en sommes de i nombres différents et non ordonnés.
l' Casa = 1.01rest évident que Er = "TT:
IF Cast?
A. — m impair. Alors les N2m décompositions sont toutes des sommes de 2 nombres différents. D'où : Esm — Nom Mais
Ge : à ï s Nom = “2-1 puisque m est impair, ou Nom = 5
Donc : Ein = 2
B. — m pair. Alors, des N;,:m décompositions, seule CG + =) ne fait pas partie des E2m. D’Où E2;m — N2,m — 1. Or, ici, la for- Coast (21) m sa
mule (6) donne : Nom — 2 = et En —
ou E2,m == BÉ
III. Cas i
À. — m impair.
1° m 3 k. Quelles sont, dans ce cas, les décompositions de
Nam qui ne font pas partie de E;m ? Tout d’abord, celles qui contiennent 2 nombres égaux, c’est-à-dire les décompositions :
LÉ (me 2) Eee ; M4 RE 1 et qui
sont au nombre de +, Ensuite, toutes les décompositions a + c+ b obtenues de a + b+ c par une permutation non circulaire. Or le nombre de décompositions a + b+c (où a <b = c) non ordonnées est précisément Esm, et comme chacune d'elles engendre une seule décomposition a+ c+b, on a l’équation : | ve AREAS | N3 m1 Non Pre Son OUNESS— à D =
Drome
Et comme m<3k, N3m — ca à ms (0-2
EDEN
D'où : 1DPES D
APPLICATIONS. E3,7 = 1 Eu =5 E3,19 = 21.
20 m—3k. En remarquant que (5 +% ++) est l’une des Nom — "7
Mais cette fois m — 3 k et Nm est donné par la formule (6) :
—1 , Frs .
= décompositions, on obtient encore : E3m —
n.. — Cnit(GB—1) _ ea St (m1) (me 2) A AN 5 Ÿ 3 F 6 PU Ou) 2}e41-5(m 1), “brés 12 . m? — 6 m +9 Penn ee 12
APPLICATIONS. Eso — 3, Esis — 12 L'Es2y — 27,
B. — m pair.
19 m-<3 k. Le raisonnement est le même que dans A. 1°, mais cette fois les décompositions renfermant 2 nombres égaux sont au nombre de #-*:
EE (M 2) 2 2 (m4). 2 2 02 Alors Em — a avec Nam — C1 D'où :
FPE (m—2) (m—4)
APPLICATIONS. E3,8 —2 E3,10 — 4 Es,14 — 10.
20 m — 3 k. En remarquant que la décomposition (5 +3 ++) A ; A9) ; PA où les 3 nombres sont égaux est l’une des —,* décompositions où 2 nombres sont égaux, on a encore comme ci-dessus : m—2 N3,m — 9
Fin una Mais ici m = 3 k et la formule (6) donne :
DA
Non — Gite Ds (ue AS et on obtient ainsi :
m2 — 6 m + 12 Esm — 12 APPLICATIONS. E3,ç = 1 E3,12 = 7 E3,18 — 19. IV. Cas i — Z.
Avant d'aborder le problème pour un m quelconque, consi-
dérons les N4,11 — 30 décompositions :
RDS D T2 ES ES le S--0222 JE SRS 9) ÉLSns DES
1ELEIES
PRE e7 1151-47-42 14224147
SERIES IEEE ES TSI ET OICES
DRE MPEG, HAUTES
LOUE SOS ETS | API
On constate tout d’abord que parmi ces N4,11 — 30 décompositions il n’y a qu’une seule décomposition E4,11 : (1+2+3+5). Et cette décomposition E4,11 engendre 6 décompositions de N4,11. Du reste, à ce sujet, on a le:
Théorème 7. — Chaque décomposition de Ei,m engendre (i-1) ! décompositions de Nim par permutations des termes de la somme.
PREUVE. En effet, soit a, + a, + + a l’une des Ein décompositions. Dont, 4,4; <....…. <a. En effectuant sur les ax toutes les permutations possibles, on obtient i/ des Him» décompositions. De ces i! décompositions, soit r le nombre de celles qui appartiennent aux Nim. Si on effectue sur chacune
de ces r décompositions les i permutations circulaires, on retrouve
les 1! décompositions de Hi,n. D’où : r.i—i! donc r — a —(i1)1 Cid
On remarque ensuite que toutes les autres décompositions ont au moins deux nombres égaux. Et pour exprimer leur nombre, on peut opérer ainsi. On ne considère, en premier lieu, que la colonne de gauche ; le nombre de ces décompositions est :
pe
N2,9 + No,7 + N2,5 + N23 et d’une façon générale :
No,m-2 + N2,m-4 + + No5 + No: pour m impair et
N5m=2 + Nom-4 + ce + No,4 + No, pour m pair.
Pour obtenir ensuite le nombre total des décompositions de N4,11 Où 2 nombres sont égaux, il faut fripler la somme ci-dessus puis y retrancher 2 fois le nombre des décompositions contenant 3 nombres égaux. Or le nombre de telles décompositions est de : TD UE sm -Sk+le -##im UE,
En effet, ces décompositions vont de:
1+1+1+(m-3); 2+2+2+(m-6); … à 428420 0 si m=3k+2 de 1+1+1+(m—3); … à 4 LT 4 1 si m—8k+1 et de 1+1+1+(m-3); … à 4,2, 8 si m—3k.
D'où les différents cas à considérer :
À. — m impair.
D’après ce que nous venons de dire, Nm est égal à (= 1) ! : Eym — 6 E4m (théorème 7) augmenté de 3 fois le nombre de décompositions ayant Z nombres égaux, qui est No,m-2 + No,m-4 + + No,5 + N23 et diminué de Z fois le nombre des décompositions qui ont 3 nombres égaux et qui est ici de La D'où l’équation :
Nam — 6 Een 3 (Nom + Nom + + Nas + Nos) — 2 (ES) 3 Nam —9 (N2,m-2 + N2,m-4 +....+ No,5 + No,3) + 2 (m—2)
er 1 O7 = 18 ] : e m— | —2 —3 Mais comme m est impair : N4m — C à Le (n-1) Le ) (m5) D'où ; 3 Nam = (m2) M3) D'autre part, les nombres
(m—2), (m—4),… 5, 3 sont tous impairs aussi. D'où : No,m2 + Norma + + No,5+ Nos = MS, +3+2+1—
3 —8\ __(m-—1) (m3) Le ol CO). car il s'agit de la somme des
termes d’une progression arithmétique. D'où : (m—1) (m—2) (m—3) — 9 (m—1)(m—3) + 16 (m —2)
Esm 144
are "Le
ee 2 0) Où. EE m 15 ee 63 m
APPLICATIONS. Eau = | E4,17 — 1 Ea,23 — 39.
Le raisonnement est le même, mais cette fois il y a = décompositions, parmi les N4m, qui possèdent 3 nombres égaux etrOnLAar Nm = 6 Et + 3 (Naum2 + Nom-a + 2. + Na,5 + Na,3) — 2 (FT) __(m-1) (m-2) (m-—3) — 9 (m-1) (m-3) + 16 (m-1) x 144
D'où : Eim
mS —— 15 m2 + 63 m — 49
QUE Esm = 144
APPLICATIONS. Ea1s = 3 Euio = 18 Eu25 — 54.
O0 => Ji
Le raisonnement est encore identique, mais il n’y a, cette fois, que (= :) décompositions de N4m Où {rois nombres sont égaux. D'où l’équation :
Nam = 6 Em + 3 (Nam-2 + Na,m-4 +... + No,5 + N2,3) — 2 Ca )
D'onCSE (m-—1) (m-—2) (m-—3) — 9 (m-—1) (m—3) + 16 (m3) + 4 DA 144 de E mÿ — 15 m°? + 63 m — 81 * 4m —
APPLICATIONS. 415 = 6 io 271 Eu4,27 = 72.
B. — m pair.
Alors le nombre des décompositions de N4m qui contiennent deux nombres égaux est donné par :
No,m-2 + Noym-4 + se. + No, + N24 + No. De plus, il existe, cette fois, des décompositions de cette nature qui ont une forme non rencontrée avec m impair. Elles sont même de deux types et il faut distinguer 2 cas :
ur Dear
1° m<4k. Les LE Er particulières :
1+1+RSHRS, 2424 mt pm, —2 m—2 +2 mi, mt m +2 — m—2 Es da # 4 ei a ra ee: ns ; Sn de ‘490; nr ler un
entrent dans la somme ci-dessus. Mais les e R premières décompositions n’engendrent, chacune, qu’une nouvelle décomposition de de par FÉRRANOR I
. —4 à +2 2 1+RÉÈ+I4TÉ te PES M ere rene Dos chacune des 2e ne to e donne naissance,
en tout, à 2 décompositions de N4m et non à une seule comme (a+ a+ a+ b) ou à trois comme (c+c+d—+e). De la somme 3 (Nam-2 + Nam-4 + + No4 + No) qui intervient dans l’expression de N4m, il faudra donc retrancher Le à cause de ces décompositions. Il faudra encore retrancher 8:12) de cette
même somme car les . dernières décompositions, qui sont
comptées trois fois dans cette même somme, sont les mêmes
décompositions de Nim que les re premières (obtenues par
permutations circulaires) ; elles n’engendrent donc aucune nouvelle
décomposition de N4m. — En résumé, pour m pair et m=4Kk,
il faudra retrancher dans l'expression de Nam le nombre : m8 + 3.(M$) c’est-à-dire (m—2).
D'où les trois cas nouveaux :
Alors l’expression de Nam est :
Nam = 6 E4,m+3 (N2m-2+N2m-4+...+N2,4+N2,2) — à - (m2) — (m2) 3 Nam — 9 (N2,m-2-+ N2,m-4+ + N2,4+ No,2)+ 5 (m2)
D'où Û Ds = 18
Or Nam, avec m pair et m <4k, est donné par la formule (8) : 3__6 m? — 3_ 6 m°? + 14m—12
Ne 6 m? + 14m Ne 6 m? + 14m
More
D'autre part, comme m est pair, m—2, m— 4... sont pairs et la Cis+10 m2: ._.m-4.
) = 9 , Net — 9 ge.
D'où : 9 (Nam-2 + Nam-4 + + Noa + No) —
m — m— m (m—2 = 9 (nt OP POI À 1) mes m8 — 6 m? + 14 m — 12 — 9 m (m—2) + 40 (m—2)
formule (6) donne : N2,m-2 —
D'où: Eim —
Ou Eim —=
APPLICATIONS. Ea,14 — 5 4,26 — 64 Eu4,38 —= 249,
Il suffit, dans ce cas, de remplacer dans l’expression de Nam ci-dessus, — ?(m—2) par — À (m— 1) :
Nam = 6 Em 3 (N2m-2-+ N2m-4+ + No,4+ N2,2) —$(m—1) — (m2) Do He m$—6m?+14m—12-9m(m-2)+16 (m-1)+24(m-2) | 144 m® — {5 m°? + 72 m — 76
Ou : E4m —
APPLICATIONS. Eu10 = 1 Eug22—134 Ei46 — 478.
C) Im —="otk.
Cette fois, il faut remplacer, dans l’expression de N4m du cas m — 3 k + 2, le nombre — _ (m—£2) par — + (m—3), et comme tout le reste demeure inchangé :
Nam = 6 E4,m+3 (N2m-2+ N2,m-4+...+ No,4+ N2,2) — 2(m-3) — (m-2) mm —6m?+14m—12—9m(m-2)+16 (m-3)+24 (m2)
D'où Erin
E4,m ES
APPLICATIONS. E4,18 = 15 E4,30 — 108 E
PAU j 0 eC 2
Le raisonnement est le méme que pour m pair et m“4k avec quelques particularités. Tout d’abord, la décomposition Ce HT + + mn) peut être assimilée à l’une des décompositions de la forme (a+ a+a—+b) et ne change rien ici. Par contre, les décompositions particulières sont dans ce cas :
a a a ua
m+4 , m+4 m—4 m—4. . mM—4 m—4 u—2 —?
a tn on Lil.
Et dans l’expression de Nam il faudra retrancher D à cause
dernières, donc (m—4) en tout. D'autre part, il faudra retran-
cher aussi À (m—2) si m—3k +2, 2 m-—-1) sm—3k+l
et £ (m—3) si m—=3k.
1 GS > ,. 4 3 des —— premières décompositions, et 3 ee à cause des
D'où les 3 cas suivants à considérer de nouveau :
Dans ce cas, Nam prend la forme :
Nam = 6 E4,m+ 3 (N2:m-2+ N2m-4+...+ No,4+ No,2) <(m 2)—(m-4) D'où :
CAB 3 Nam — 9 (N2m-2+ N2,m-4+ res L N2,2)+2(m-2)+3(m-4) OÙ 9 (Nom-2 + Nom-4 + + + No,4 + No) — pour m<4k. Mais, par contre, puisque m—4k, Nam est
9 m (m —2) Een comme
donné par la formule (9) :
- m$ — 6 m?+ 14m m°==6 m'+141m NA FE D et 3 NS mer 8 Es m$—6 m°?+ 14 m—9 m (m-2) + 16 (m-2) + 24 (m-4) D'OUErS— E Me nl one 2072 10 — 128 4,m Fe 144
APPLICATIONS. E4,20 — 29 Eas2 — 136 Eu — 411.
soie b)m—3k+ ll.
Il suffit de remplacer, dans l’expression de Nam, — = (m-à) par —+(m-1). D'où:
Nam = 6 E4,m+ 3 (N2,m-2+ N2,m-4+...+ N2,4+ N2,2) — £(m-1) —(m-4) m$ — 6 m°?+ 14 m — 9 m (m-2) + 16 (m-1) + 24 (m-4)
8 ne 2 ml
D'où ä 2 =
APPLICATIONS. Eui6 — 92 (Eiss — 84 0, Ei40 — 297.
CLIS
Dans l’expression de N4m du a) il faut, cette fois, changer —+ (m—2) en — + (m—3), ce qui donne :
Nam = 6 Etm+ 3 (N2,m-2-+ N2,m-4+...+ No,4+ Na,2) — 5 (m-3) — (m-4) m$ — 6 m? + 14 m—9 m (m-2) + 16 (m-3) + 24 (m4)
Im — 15 m° 172 m — 14
D'où : Ein —
Em és
APPLICATIONS. Eii2 — 200 Fiosi—T7 F43e — 200:
Conclusion. — Toutes les possibilités pour m et toutes les décompositions ayant été envisagées, il en résulte que l’on peut calculer E4m pour m quelconque avec l’une des formules obtenues. Le problème pour un à quelconque se trouve de ce fait simplifié, car, avec la formule de récurrence relative à Em, il suffira de revenir jusqu’à Em.
Montrons-le, en effet, en donnant la solution du problème de NAUDE : le calcul de E;,50.
La formule de récurrence : Eim = Eim-i + Ei-1,m; permet d'obtenir la formule de récurrence pratique :
Eim — Eit,mi + Eit,m2i + Eii,m-3i +... 4 Eji,m-xi, OÙ (m—k:i) est le premier nombre inférieur à nr et qui vaut 28-pour«it== 7; 218 pour Get ponE=")
D'où : E,50 — E6,43 + E6,36 + E6,29 + E6,22.
PART US
De même :
E6,22 = Esi6 ; E6,29 = E5,23 + Es,17 ; Ec,36 — E5,30 + E5,24 + E5,18 et E6,43 — E5,37 + E5,31 + E5,25 + E5,19.
À leur tour, ces E5s,m se calculent en fonction des E4,m, donnés par les formules, et dont les valeurs nécessaires ici figurent dans les applications :
Bow bu Este Eir — 2; Er =bis 3; E519 = Egu = 95 Es — Es + Eurs = 15 + 3 = 18 ; E5,24 — Ea,10 + Eu ia — 18 5:23 ; Es,25 — Eu,20 + 4,15 + Eu1o = 23 + 6 + 1 = 30 ; Es,3o — E4,25 + Eu,20 + E4,15 + Ea,10 = 54 + 23 + 6 + 1 = 84 ; Es,31 = E4,26 + E4,21 + Eu,16 + Ean1 = 644 27 +9 +1 — 101 ; Es,37 = Eu,32 + Eu,27 + Eu,2o + Eur + Eu = — 130+ 722344 11+2 = 255; D'où : E6,22 — Es16 = 1 ; 6,29 — E5,23 + E5,17 = 18 + 2 = 20 ; Ec,36 = 5,30 + E5,24 + Es,18 — 84 + 23 + 3 — 110 ; E6,43 = E5,37 + Es,31 + E5,25 + Es,19 — 255 + 101 + 30 + 5 — 391 ; Et finalement :
E7,50 — E6,45 + E6,36 +, E6,29 + Ec,22 — 391 + 110 + 20 + 1 — 522
SUR LE NOMBRE nim DES SYSTÈMES INTRANSITIFS EN LESQUELS SE RÉPARTISSENT LES COMBINAISONS i à i DE m ÉLÉMENTS PAR LES SUBSTITUTIONS DU GROUPE MÉTACYCLIQUE D'ORDRE m. (m).
$ 6. Position du problème.
A. DÉFINITION
Le groupe métacyclique, au sens de S. Bays, est l’ensemble des m. g (m) substitutions : w — | x, a, + bx | où a = 0, 1, 2,...m-1 et où les b sont les g (m) nombres premiers à m tels que 1 <b <m; c’est-à-dire un système réduit de restes (mod. m). P. LamBossy a établi que ce groupe est l’ensemble des substitutions du groupe symétrique permutables avec le groupe cyclique ; donc il est, dans le groupe symétrique, le sous-groupe maximum dans lequel le groupe cyclique est diviseur normal.
B. EXEMPLES
1° Groupe métacyelique pour m — 5.
Alors les œ (m) nombres b sont : 1, 2, 3 et 4. D’où les substitutions du groupe :
En e 29 Groupe métacyclique pour m — 6.
Cette fois on a b — 1 et b — 5. Et le groupe est : b—1 I; (012345) ; (024) (135) ; (03) (14) (25); (042) (153) ; (054321) ;
REMARQUE. — Pour b — 1 on obtient, quel que soit m, le groupe cyclique de degré m.
A. EXEMPLES
1° Soient les C5 — 10 combinaisons suivantes : 012 ; 013 ; 04452025 024051477123 124; :1545: 254.
Par les substitutions du groupe cyclique de degré 5, elles se
répartissent en N3,5 — ST — 2 colonnes cycliques, qui sont du reste :
012 ; 123 ; 234 ; 340 ; 401 (x) et 013 ; 124 ; 230 ; 341 ; 402 (b).
Mais, par les substitutions du groupe métacyclique de degré 5.4 — 20, on constate que ces 10 combinaisons ne se répartissent qu’en un seul système intransitif qu’on appellera aussi colonne métacyclique.
On obtient en effet :
Et on remarque que, dans ce système, les colonnes cycliques (x) et (8) figurent deux fois. D’une façon plus précise, on voit que les substitutions relatives b=A/Chansent (c)/en. (à) et (B)ren. (6); celles relatives à b —2 changent («) en (8) et (6) en (x) ; celles relatives à b — 3 changent («) en (8) et (8) en (x) et celles relatives à b — 4 changent («) en (x) et (B) en (8).
20 Soient les C5 — 20 combinaisons :
DENON
Le groupe cyclique de degré 6 les répartit en: LL Cirr+s-i
Nic = 4 colonnes cycliques qui sont :
Par contre, le groupe métacyclique pour m — 6 répartit ces
20 combinaisons en 3 systèmes intransitifs qui sont : (9 : (6) + (n) et €).
Plus précisément, on constate que, pour b — 1, chaque colonne cyclique reste inchangée et que pour b —5 : (+) et (e) restent les mêmes, mais que (ô) devient (7) et (7) devient (ô).
Ces constatations vont conduire à l’établissement du :
Théorème 8. — Les m substitutions d’un groupe métacyclique, pour un b fixé, changent une colonne cyclique en une colonne cyclique, différente ou non.
PREUVE. Soient r, r....1i li et 1 +S l+S....r+s deux combinaisons quelconques d’une même colonne cyclique. La substitution | x, a+ bx | change ces deux combinaisons en celles-ci : a+br, a+br, …. a+br; et a+b(r,+s) a+b(r,+s) a+b (r;+s)
ou (a+br,)+bs (a+ br) +bs ……… (a + bri) + Ds ; et on voit que ces deux nouvelles combinaisons appartiennent encore à une méme colonne cyclique. Et en faisant a —0,1,...,(m-1) on obtient les m combinaisons de cette colonne cyclique qui peut évidemment être différente de la colonne initiale ou non. À son tour, ce théorème sera le point de départ d’un développement plus général.
B. COLONNES MÉTACYCLIQUES ET GROUPE R = |x, bx|.
Ce théorème 8 montre que, pour passer d’une colonne cyclique Ci à une autre colonne cyclique Cx, il faut faire agir, sur Ci, les m substitutions |x, a+ bx| avec un b convenablement choisi CCR UNE , MmM—1. En somme, c’est le nombre b qui est la cause du passage d’une colonne cyclique à une autre, ou, plus exactement, les substitutions |x, bt| avec b— 1, b,, ; Py(m)- C’est ce que l’on va établir :
Théorème 9. — Chaque substitution |x, bxx| change une colonne cyclique en une colonne cyclique, différente ou non.
NET SET
PREUVE. En effet, soit la Ag Ag se... Ai-1 Ai colonne cyclique quelconque ::::..........
ci-contre. Par la substitution A+S A +Ss...……. Ai 1+S ai+S OR TE CUERENIENn TE CM NON ETS MAR re
Dx CF Dx A9 ee... Dx Ai—1 Dx Ai
eUdhetolelele to lee» eee els ele ele er ele ce se sue. eo + e
néalole he tele ele cha ee ste els ele ere els ts ere et» eiele ee ne eee ie) eo e/e g'elele sue eee ea «ee
qui est encore une colonne cyclique, généralement différente de la colonne cyclique initiale. On voit aisément, en effet, que pour bx — 1 (qui est toujours l’un des g(m) nombres b premiers à m) on obtient la même colonne cyclique.
Les y (m) substitutions | x, bXk x | du groupe métacyclique wW— |x, a+bx]| vont donc jouer un rôle important dans le problème proposé et, à leur sujet, on va prouver :
Théorème 10. — Les substitutions | x, bx | constituent un groupe R, d'ordre ç (m), diviseur du groupe métacyclique G (w = |x, a+ bx|) d'ordre m. q (m).
PrEuvE. En effet, l’ensemble des substitutions |x, bx| est tout entier contenu dans le groupe G. Par suite, d’après A. SPEISER (« Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung », p. 7) si la loi du groupe existe pour cet ensemble, ce dernier constituera un groupe R. Or, la loi du groupe existe bien car, si | x, bxx | et |x, bex| sont deux substitutions quelconques de l’ensemble, leur composition : |x, bxx|:1|x, bex| — }x, bux|: | bxx, bebuxX| — |x, bebkx| est encore une substitution de l’ensemble car bebx ou son reste (mod m) est un nombre premier à m puisque be et bx sont premiers à m.
Théorème 11. — Le groupe R = |x, bx]| (b = 1, b:,....., by(m)) change l’une quelconque des Nim colonnes cycliques en œ(m) colonnes cycliques (différentes ou non) constituant un système transitif fermé qui sera appelé une colonne métacyclique.
PREUVE. En effet, soit C, une colonne cyclique quelconque prise dans les Nim. Si on la soumet aux g(m) substitutions du groupe R — | x, bx | elle deviendra successivement : RC CC NE Dei = Cie x Xe .. Ce = (ORE | X, Dx Xe ; .. Con) == (GE | X, by) X | :
Or, ces @(m) colonnes cycliques constituent un ensemble transitif fermé car, si on soumet l’une quelconque de ces colonnes,
soit Cx — C-|x, bx x|, à une substitution arbitraire de R, soit |x, be x|, on obtient encore une colonne cyclique de cet ensemble,
En effet, Cr: |x, be x] = C [x bx x] : [xX,be X| = C- [x, bebx X|.
Et comme be bx, ou son reste (mod m), est l’un des œ (m) nombres b, la colonne cyclique €, : |x, be bx x| est bien dans l’ensemble considéré.
CONSÉQUENCE. Si cette colonne métacyclique contient les Nim colonnes cycliques, alors le groupe R — |x, b x| est transitif par rapport à ces colonnes cycliques. Dans le cas contraire, il existe encore une ou plusieurs colonnes métacycliques différentes, c’est-à-dire un ou plusieurs systèmes, intransitifs les uns par rapport aux autres, vis-à-vis du groupe R.
Cependant, le problème proposé concerne les systèmes intransitifs relatifs au groupe métacyclique et ïil s’agit maintenant d'envisager cette question.
C. COLONNES MÉTACYCLIQUES et GROUPE MÉTACYCLIQUE G
Le passage du groupe R au groupe G va se faire à l’aide du :
Théorème 12. — Les systèmes intransitifs en lesquels se répartissent les C;, combinaisons, par les substitutions du groupe métacyclique, sont identiques aux colonnes métacycliques en lesquelles
se répartissent les Nim Colonnes cycliques par les substitutions du groupe RTS SDL
PREUVE. Ensellet soit ME TAC Cr Cha Com) l’une quelconque des colonnes métacycliques relative au groupe R. Alors, chaque substitution |x, bX x| de R change une colonne cyclique arbitraire de M, soit Ci, en une colonne (x de M (Cx pouvant être différente ou non de Ci). Mais, d’après le fhéorème 8, les m substitutions | x, a + bx x|, avec b4 fixé et a —0,1,2,...,m-1, changent la colonne cyclique Ci en Cx. D’une façon générale, le groupe R — |x, bx| change chaque colonne métacyclique Me en elle-même et il en est de même pour le groupe métacyclique G= |x, a+ bx|. Et comme, d’autre part, les Ci combinaisons sont toutes contenues dans les Ni Colonnes cycliques et que ces dernières sont toutes réparties dans les nim colonnes métacycliques, le théorème 12 est bien prouvé.
IR el
III. Conclusion
La recherche du nombre de systèmes intransitifs en lesquels se répartissent les C}, combinaisons, par le groupe métacyclique G—]|x,a+bx|] de degré m:w(m), est donc ramenée à celle du nombre Anim des colonnes métacycliques en lesquelles se répartissent les Ni colonnes cycliques par le groupe R — |x, bx| de degré y (m). De plus, on a établi au $ 3 que chaque colonne cyclique, qui comprend en général m combinaisons, est complètement fixée par sa caractéristique. Ainsi, le problème proposé se trouve grandement simplifié. Toutefois, pour lui donner une solution, on va tout d’abord démontrer diverses propriétés.
$ 7. Propriétés générales.
I. Colonnes métacyeliques complètes et incomplètes
De même qu'il existe des colonnes cycliques complètes, avec m combinaisons différentes, et incomplètes, avec moins de m combinaisons distinctes, il y a également des colonnes métacycliques complètes et incomplètes. Les premières sont constituées de o (m) colonnes cycliques différentes, alors que les secondes en comportent toujours moins. Lorsque i et m sont premiers entre eux, on sait que toutes les colonnes cycliques sont complètes et que Cm om
colonnes métacycliques étaient également complètes, on pourrait
leur nombre est : Nim — . Si, dans un cas fixé, toutes les
affirmer que leur nombre serait : Dim — 2. . Malheureusement, m
un tel cas ne se rencontrera jamais, quels que soient i et m, et on prouvera au contraire qu’il y a au moins une colonne métacyclique incomplèle pour chaque couple (i, m). La détermination du nombre nm Se trouve ainsi ramenée au dénombrement de ces colonnes métacycliques incomplètes. Et, à ce sujet, on a le :
Théorème 13. — Soit une colonne métacyclique incomplète avec ses @ (m) colonnes cycliques non toutes distinctes ; la condition nécessaire pour que chaque colonne cyclique figure p fois est que p divise q (m).
Preuve. En effet, d’après le théorème 11, chaque colonne cyclique joue le même rôle dans son système intransitif ; donc, si l’une d’entre elles figure p fois dans sa colonne métacyclique, elles figurent foutes p fois. Le nombre des colonnes cycliques différentes figurant dans la colonne métacyclique est par suite
de _. . Et comme ce nombre doit être entier, il faut que p
divise œ(m). La fonction y(m) va jouer, de ce fait, un rôle important et on va étudier ses propriétés.
II. Propriétés de la fonction y (m
La fonction d'EULER ç (m) est une fonction de la théorie des nombres. Elle exprime, comme on le sait, le nombre des entiers, b, premiers au nombre m et tels que 1 < b< m. Elle peut
Stécniret) On) = 7 (1 =.) où les nombres p sont les facplm
teurs premiers différents de m. Mais, pour ce qui concerne les colonnes métacycliques, œ (m) jouit d’une propriété importante que l’on va établir :
Théorème 14. — Pour m > Z, les o (m) nombres b peuvent
être groupés en *%® couples dont chacun a pour somme m.
PrEuUvE. Remarquons, tout d’abord, que l’on prend ici m > 2 car y (1) n’est pas défini puisque 1 < b < m done, ici, 1 <b <1 est impossible, et, d’autre part, œ (2) — 1. Soit donc m > 2.
On va prouver qu’à chacun des g (m) nombres b il correspond un nombre {m—b) premier à m.
En effet, si b est premier à m on a m-<kb et par suite m—b <kb —b ou m—b=<(k — 1) b ou m-b=K b. Ce'qui prouve bien l’existence d’un nombre (m-—b}), premier à m, dès que b est premier à m et, en même temps, la possibilité de grouper tous les g (m) nombres b en F couples ayant chacun pour somme m, et cela, pour tout m > 2.
REMARQUE. Il résulte, de ce théorème 14, que pour tout m > 2
le nombre @ (m) est pair. On peut le voir aussi sur l'expression de g (m) après l’avoir un peu transformée. En effet, la décompo-
: à) os LaNDAU : Vorlesungen über Zahlentheorie, Erster Band, satz 41.
LS et
T: re
sition de m en facteurs premiers étant : m = p; :p, pue
fonction : œ (m) — m x (1 1) devient : | m
pm) = # pe (1) où p(m) = Pr (Pl).
Et cette dernière expression montre que y (m) est pair dès que
m > 2, car px—1 et pk sont 2 entiers consécutifs. Par contre,
DÉFINITIONS. Deux nombres b” et b”, pris dans les œ (m) nombres b, et tels que b'+b"— m seront appelés complémentaires. De même, deux substitutions | x, b'x| et |x, b”x| du groupe R = |x, bx| avec db’ + b” — m seront dites complémentaires.
IIT. Colonnes evycliques conjuguées.
On a vu au $ 3, théorème 2, que chaque colonne cyclique est complètement fixée par sa caractéristique ; une caractéristique étant une suite d’intervalles qui peuvent subir une permutation circulaire, sans que cette caractéristique change. Mais toute autre permutation engendre, en général, une caractéristique différente ; elle n’est toujours distincte que si les intervalles sont tous différents ou bien si les intervalles égaux sont au nombre de h << (i—1) et disposés d’une façon asymétrique comme on le montrera plus loin. Ainsi, les caractéristiques : €, 62,..., ei-1, ei et ei, ei_1,....., @, €, constituées des mêmes intervalles, mais dans l’ordre inverse, sont en général différentes. Toutefois, j’ai remarqué que deux telles caractéristiques figurent foujours dans la même colonne métacyclique. On va donc établir ce fait et donner aussi un nom à ces caractéristiques.
DÉFINITION. Deux caractéristiques telles que er, e2,..., ir, €i et e;, e;_1,..., €, e1 formées des mêmes intervalles, mais dans l’ordre inverse, seront appelées deux caractéristiques conjuguées et les colonnes cycliques correspondantes, deux colonnes cycliques conjuguées.
Théorème 15. — Deux substitutions complémentaires | x, bx| et | x, (m-—b)-x| changent toute colonne cyclique en deux colonnes cycliques conjuguées.
PREUVE. En effet, soit a, a... an... a; 1 a; l’une quelconque des Ci combinaisons. Par la substitution |x, bx| elle devient : ba, ba... bax …. bai1 bai (x), et par la substitution |x, (m-b)x|: (m—b) a, (m—b)a,....(m—b) ax..….(m-—b) ai1 (m—b) a (8).
MAD
Et les éléments correspondants des combinaisons (ax) et (8) ont une somme congrue à 0 (mod m) car bax + (m—b) ax = 0 (mod m). Mais, en réalité, on n’écrit que les restes (mod m) de ces éléments et si on ordonne la combinaison (x) elle deviendra :
Ci Ce C3 eee Ci-e Ci C: (»).
La combinaison (8) prendra, elle aussi, un autre aspect si on lui fait subir la même opération. On va toutefois écrire cette nouvelle combinaison, sans l’ordonner, mais en plaçant ses éléments au-dessous des éléments correspondants de (+). Ce qui donnera :
m—C1 m—-C: m—Cz; m—Ci-2 m—Ci1 m—Ci (ô) puisque la somme des deux éléments correspondants de (y) et (ô) reste encore congrue à O0 (mod m). Or (7) est ordonnée au sens habituel, donc :
C; << (D <a (QE LE reiete Qt DE DSL UC
Et par suite: m—C, > m—C, > m—C, >... ou n-G<m-Cum-G << «<Lm=C< m—C, < m—C,.
Et la combinaison (ô), ordonnée, s’écrira :
m— C; m—Ci1 m—C;-e ssnen m— C3 m— Ce m— Ci (e).
Comparons maintenant les caractéristiques de (+) et (e). Soit
CON Eee ei, ep1, @ Celle de (y).
Par définition, on a donc :
CORRE Drq ES CARRE DES DR GR EUR 7 ;
ere = Cri — Go; epi = G— C1; à = (m+C)—G.
Les intervalles de la combinaison (e) sont, d’après cela :
(mr) = m=D UGU— CG ren (m— C2) — (m—Cs) = Cia — Ci2 = &2 (m-CGs) — m-Ge) = Go CS — es
(m—C;) — (m—C) — (m—C) — (m—C;) = CG — CG = © (m—C) — (m—-C) = G—G=e m + (m—C) — (m—C) = (m+C) — CG = «&.
Ainsi, la caractéristique de la colonne cyclique contenant la combinaison (e) est :
(RES EN ER ST Egs Co Cp Ci ou en permutant circulairement e; :
CR NCIET CE 2 RCE rence rs AG. NGC Et cette caractéristique est constituée des mêmes intervalles
que celle de la colonne cyclique contenant la combinaison (+), mais ces intervalles y figurent dans l’ordre inverse. .
Êe
Ce théorème a des conséquences importantes qui vont permettre de faciliter la recherche des colonnes métacycliques incomplètes et que l’on va envisager.
Théorème 16. — Chaque colonne métacyclique est toujours constituée de Pr paires de colonnes cycliques conjuguées, toutes
différentes ou non.
PREUVE. En effet, d’après le théorème 11, une colonne métacyclique s'obtient en faisant agir le groupe R — |x, bx| sur une colonne cyclique arbitraire. On obtient ainsi un système intransitif de o (m) colonnes cycliques, différentes ou non. Mais, d’après le théorème 14, les œ (m) nombres b se répartissent en en couples complémentaires auxquels correspondent les 4 substitutions complémentaires du groupe R. Et ces dernières engendrent, d’après le théorème 15, E_00) paires de colonnes cycliques conjuguées, qui sont différentes ou non, selon que les œ (m) colonnes cycliques sont toutes distinctes ou pas.
À son tour, ce théorème amène le suivant :
Théorème 17. — Chaque fois qu'une caractéristique et sa conjuguée sont identiques (c’est-à-dire que si on écrit les intervalles dans l’ordre inverse, on ne fait que les permuter circulairement), les
colonnes cycliques correspondantes appartiennent à une colonne
métacyclique qui contient au plus de colonnes cycliques différentes.
Preuve. En effet, d’après le théorème 2, à chaque colonne cyclique correspond une caractéristique bien déterminée, dont les intervalles sont dans un: ordre fixé, à une permutation circulaire près. Donc, dès que deux caractéristiques sont identiques, les colonnes cycliques correspondantes le sont aussi. D'autre part, le théorème 11 nous permet d’affirmer que si, dans une colonne métacyclique, deux colonnes cycliques sont identiques, elles le sont foutes, deux à deux. Donc, dans le cas considéré, chaque colonne cyclique est identique à sa conjuguée ; et il y a bien au plus 7%. colonnes cycliques différentes dans une telle colonne métacyclique.
On va maintenant appliquer ce théorème dans un cas particulier et en déduire le :
Théorème 18. — Quels que soient i el m, les nim Colonnes mélacycliques ne sont jamais toutes complètes.
Preuve. En effet, parmi les N;n Colonnes cycliques, il y a
= Die
toujours la colonne cyclique de caractéristique 1, RE Pa . {= m—(i—1). Et comme la caractéristique de la colonne cyclique conjuguée n’est autre que m—(i—1), 1, ...… ,1,1,1 ou en permutant circulairement 1,1,1,....., 1, m—(i—1), elle est identique à la première. Par suite, d’après le théorème 17, une telle colonne cyclique fait partie d’une colonne métacyclique qui contient au plus ro colonnes cycliques distinctes.
Les propriétés générales de ce $ 7 vont maintenant permettre de calculer le nombre de colonnes métacycliques pour i — 1, 2, 3, et 4 ; avec m quelconque pour i — 1, mais avec m premier seulement pour i = 2, 3, 4.
$ 8. Détermination de n1,m pour m quelconque.
On sait que C — m. D'autre part, le groupe cyclique de degré m change l’un quelconque des m éléments 0, 1, 2,....,m—1, en ces m éléments ; donc les C! combinaisons se répartissent en une seule colonne cyclique ; Nim — 1. Et le groupe métacyclique de degré m. y (m) change cette colonne cyclique y (m) fois en elle-même pour donner une colonne métacyclique unique. D’où :
Théorème 19. — Quel que soit m on a : | Dim = Î |
Et cette colonne métacyclique unique contient œ (m) fois la colonne cyclique constituée des m éléments : 0, 1, ‘in 1
$ 9. Détermination de n2m pour m premier.
Avant de calculer nm pour m premier on va prouver un théorème valable pour m quelconque.
Théorème 20. — Pour tout m, premier ou non, chacune des D2,m Colonnes métacycliques contient, au plus, ? om) colonnes cycliques distinctes.
PREUVE. En effet, d’après le théorème 3, le nombre N;im des colonnes cycliques est égal au nombre de décompositions de m en sommes de i nombres, différents ou non, deux décompositions étant distinctes, si elles ne s’obtiennent pas par permutation
TC res
circulaire de leurs termes. Or, le nombre de façons d'écrire m comme la somme de deux nombres, avec les conditions indiquées, s'obtient en écrivant : 1+ (m—1) ; 2+(m—2) ; 3-+ (m—3) ;..….. Et à ces décompositions correspondent les caractéristiques suivantes des colonnes cycliques : 1, m—1 ; 2,m-—2 ; 3, m—3 ;.... Mais les colonnes cycliques, conjuguées de celles-ci, ont comme caractéristiques m—1, 1; m—2, 2; m—3, 3;... Et ces dernières, qui s’obtiennent des premières par permutation circulaire, caractérisent donc les mêmes colonnes cycliques. De plus, d’après le théorème 16, 2 colonnes cycliques conjuguées font partie d’une
même colonne métacyclique. Et, d’après le théorème 17, cette colonne métacyclique contient bien, au plus, ? En colonnes cycliques distinctes.
On va dès lors envisager m premier et établir le :
Théorème 21. — Pour tout m, premier, on a : Dom —
Et cette colonne métacyclique unique contient exactement
P_(m) m— 1 : pete , — , Colonnes cycliques différentes.
Preuve. En effet, soit, comme ci-dessus, les Nom caractéristiques suivantes avec m premier :
er ee ti Es Fe : m—i1, 1, correspondant aux N2m Colonnes cycliques dont les têtes de colonnes peuvent s’écrire respectivement :
OMO2 SOS ET. ; O0 (m—1).
Or, le groupe R — |x, bx| change la première combinaison 01 successivement en 01; 02; 03; 0m) pour b=1"273
Re ,m—1 (m premier). Et ce groupe changerait foute la première colonne cyclique en toutes les autres de la même façon. Mais, d’après le théorème 11, toutes ces colonnes cycliques obtenues avec ce groupe R — |x, bx| appartiennent à une même colonne métacyclique. Et cette colonne métacyclique unique contient g(m) —m-—1 colonnes cycliques conjuguées deux à deux et donc, ici, identiques deux à deux à cause du théorème 20. Au contraire, deux colonnes cycliques non conjuguées sont toujours différentes
. rte | LA et il y en a ainsi 7% = ET distinctes.
REMARQUE. On sait, en effet, que si i et m sont premiers entre i i —1 EUX Non — Cm — NE et, ici, avec m premier : Nom — mt m 2
comme on vient de l’obtenir.
$ 10. Détermination de n3m pour m premier.
I. Propriétés générales
Avant d'aborder le cas particulier de i — 3, on va établir une propriété valable pour i quelconque et m premier ; propriété qui sera utilisée souvent, aussi bien pour le calcul de n3m que de N4,m-
Théorème 22. — Pour tout m premier, chacune des nim colonnes métacycliques contient au moins une colonne cyclique dont la caractéristique possède, au moins une fois, l’intervalle 1.
PREUVE. Pour cela, on va tout d’abord montrer que chacune des N;in Colonnes cycliques contient au moins une combinaison avec l’élément 0. En effet, soit a, & .……… Ati Ai-1 A; un i—-uple quelconque. Une substitution quelconque du groupe cyclique la change en a,+s a+ 5... Ax + S A1 + S A+Ss.
Et pour un élément quelconque, soit ax, 11 y aura infailliblement un s parmi 0, 1, 2, ….…., m—1 tel que ax + s = 0 (mod m). Soit donc 0 d: d3 .……… di1 di une telle combinaison. Le groupe R = }x, bx| la change en g(m) — m—1 combinaisons de la jorme0bdbarr bd;_: bd; avec b — 1, 2,3,....,m—1, combinaisons qui appartiennent toutes à une même colonne métacyclique, d’après le théorème 11. Et je prétends alors que pour l’un des nombres b, soit bx, on aura forcément bx d2 = 1 si m est premier. En effet, d, qui est l’un des éléments 1, 2, 3,...., m—1, est inférieur à m, donc premier à m. Il en est de même pour bx. Par suite, les produits bd,, ou leurs restes (mod m), constituent un système réduit de restes (mod m) et pour l’un des b, soit bx ,on a assurément bx d; = 1 (mod m). Ainsi, dans toute colonne métacyclique, il existe une combinaison de la forme 0 1 d, d4......di 1 di qui entre dans une colonne cyclique de caractéristique 1, e, e3,.…. …, © possédant donc au moins une fois l'intervalle 1.
Jusqu'ici, par les substitutions du groupe R — |x, bx|, on a toujours transformé les combinaisons des colonnes cycliques. Maintenant, on va opérer directement sur les seules caractéristiques de ces colonnes cycliques et établir à ce sujet le :
Théorème 23. — Deux substitutions complémentaires du groupe R— |x, bx| changent l’une quelconque des Nam colonnes cycliques en deux colonnes cycliques conjuguées (théorème 15), et elles
RAT AE
transforment la caractéristique de cette colonne cyclique en deux caractéristiques. Mais la somme des intervalles de ces caractéristiques vaut 2m pour l’une et m pour l’autre. Donc, seule cette dernière caractéristique est à considérer, et elle fixe du reste l’une des deux colonnes cycliques conjuguées mentionnées ci-dessus.
PREUVE. Avant de commencer la démonstration, on va
illustrer ce théorème par un exemple avec m — 7.
C Pre Les Ns,7 — © —5 caractéristiques sont :
Less Ad 422661918572; 2,53.
Soit 013 la combinaison de la colonne cyclique de caractéristique 1, 2, 4. Les substitutions | x, 2 x} et | x, 5 x] changent 013 respectivement en 026 et 015 qui entrent dans les colonnes cycliques de caractéristiques 7, 2, 4 et 1, 4, 2 qui sont conjuguées. Et ces deux mêmes substitutions transforment 1, 2, 4 respectivement en £, 4, 8 et 5, 10, 20 qui deviennent 1, 2, 4 et 5, 3, 6 en écrivant seulement les restes (mod 7). Or, la caractéristique 1, 2, 4 correspond bien à la colonne cyclique contenant 026 ; alors que 5, 3, 6 est à exclure, car la somme de ses intervalles vaut 14272 27m.
On va établir ce fait d’une façon générale.
Soit 01d une combinaison prise dans l’une des n3m Colonnes métacycliques où elle s’y trouve toujours. Elle est du reste contenue dans la colonne cyclique de caractéristique : 1, d—1, m—d (a).
Par la substitution | x, bx| la combinaison 01d devient 0 b bd et se trouve dans une colonne cyclique dont la caractéristique varie suivant la valeur de bd ; d’où les différents cas à considérer.
I. bd << m. Alors la combinaison 0 b bd est directement
ordonnée et la caractéristique de sa colonne cyclique est : b, b (d—1), m—bd (B).
19 Or, dans ce cas, la substitution |x, bx| transforme précisément (a) en (B). En effet, cette transformée de (a) est : b, b(d-1), b (m-d) et il faut écrire seulement les restes (mod m) de ces produits. Or b (d-1) ne change pas, car si bd <<m, b (d-1)<m. Par contre, b (m—d) qui est bm—bd s’écrira m—bd car, avec bd<m, on a 0<m—bd<m. Cette transformée s’écrira donc b, b (d—1), m— bd et c’est exactement la caractéristique (B).
20 Au contraire, la substitution |x, (m-—b) x| transforme (x)
en une caractéristique dont la somme des intervalles vaut 2 m
et n'entre pas en ligne de compte. En effet, («) devient : m—b, (m—b)-(d-—1), (m—b) : (m-d)
PC
où il faut remplacer les produits par leurs restes (mod m). Or, (m—b) - (d—1) = (d—1) m—b (d—1) dont le reste (mod m) est m—b (d—1) car on est dans le cas bd<m donc b-(d—1)<m et 0<m—b (d—1)<m. De même, (m—b) (m—d) — bd + (m—d—b) m et le reste (mod m) est tout simplement bd puisqu’ici 0<bd<m. Finalement, la caractéristique transformée de («) par | x, (m—b) x} s'écrit : m—b, m—b (d—1}), bd.
Et la somme de ses intervalles est bien 2 m.
II. bd > m. Alors, le reste (mod m) de bd sera bd — K m tel que 0 < bd — Km < m.
On va considérer deux cas à nouveau :
A. bd-— Km —bh. Alors, la combinaison 0 b bd ordonnée prend la forme 0 b (bd— Km) et la caractéristique de sa colonne cyclique est: b, b(d—1) — Km (K+F1) m—bd (r).
19 On va prouver que cette caractéristique s’obtient encore en transformant («) par la substitution |x, bx|. En effet, (x) s’écrit alors : b, b (d— 1), b (m—d) où il faut garder les restes (mod m) des produits. Or, le reste (mod m) de b (d— 1) est b (d—1) — K m car on a, par hypothèse, bd_—K m > b d’où : b (d—1) > Km; de plus, b (d—1)—K m est inférieur à m car, par hypothèse encore, (bd— K m) < m. D’autre part, le reste (mod m) de b (m—d) n’est autre que {K + 1) m—bd parce que b (m—d) — bm—bd et bm doit être remplacé par (K + 1) m car, de bd—K m > b, on déduit bd > km et, de bd —k m < m, on tire bd < (K +1) m. Ainsi K m < bd < (K +1) m et 0 < (K +1) m — bd < m. Finalement, la transformée de la caractéristique (a) s'écrit b, b (d—1) — K m, (K +1) m — bd et c’est exactement la caractéristique (y).
20 Au contraire, la substitution | x, (m—b) x| change («) en une caractéristique dont la somme des intervalles vaut 2 m et qui est donc à exclure. En effet, («) devient alors : m— b, (m—b) (d— 1), (m—b) (m—d) où les produits sont à remplacer par leurs restes (mod m). Or, le reste (mod m) de (m—b) : (d—1) est : (K+1)-m—b:(d—1) car (m—b) (d—1) — (d—1)m—b(d—1) et (d—1) : m doit être remplacé par (K +1)-m parce que, si bd—K mb (par hypothèse), Km <b(d—1) et, comme bd—K m < m, (K +1) m > bd et, a fortiori, (K+1)m>b (d—1). Ainsi Km<b(d-1)<(K+1)m et on a bien 0 <(K+1) m—b (d—1) < m.
D'autre part, le reste (mod m) de (m-b) - (m-d) est bd K m.
rt, Re
En effet, (m-b) - (m-d) = bd — (b + d — m) m et (b+d-—m)-m doit être remplacé par K : m car on a par hypothèse : 0 < bd — K m < m.
La caractéristique transformée de (x) par la substitution |x, (m—b):x| s'écrit donc finalement :
m—b, (K+1) m—b (d—1), bd—Km et la somme de ses intervalles est bien 2m.
B. bd—Km <bhb. La combinaison O0 b bd s'écrit alors en l’ordonnant : O0 (bd — K m) b et sa colonne cyclique possède la caractéristique suivante :
bd— Km, Km—b (d— 1), m—b (à)
1° Cette fois, la transformée de («) par la substitution |x, bx| ne donne pas (5) mais une caractéristique dont la somme des intervalles est 2m. En effet, cette transformée est :
b, b (d— 1), b (m—d) où les produits sont à remplacer par leurs restes (mod m). Or, le reste (mod m) de b (d—1) est b f{d—1) (K—1) m car, d’une part, bd — K m<b donc b (d— 1) < K m et, d’autre part, de bd> Km on déduit bd—d>=Km-—m car d<m d’où b(d—1)=>(K—1)m. Par suite on a (K—1)m<b(d—-1) <Km donc 0 < b (d—1)—(K—1)m <m. Quant à b (m—d) son reste (mod m) est (K+1)m-—bd car bd> Km et comme bd—Km<m on en déduit bd <(K+1)m. Donc Km <bd<(K+1)-:m et par suite 0<(K+1) m— bd<m. Ainsi la caractéristique transformée de («) par la substitution |x, bx| s'écrit : b, b(d— 1) — (K—1) m, (K+1) m— bd
et la somme de ses intervalles est bien 2m.
20 Dans ce cas, c’est la substitution |x, {m—b})x| qui transforme («) en une caractéristique dont la somme des intervalles vaut m et qui sera du reste la caractéristique conjuguée de (ô) soit : m—b, Km—b (d— 1), bd— Km (e).
En effet, («) devient alors :
(m—b), (m—b) (d—1), (m—b) : (m—d) où les produits sont à remplacer par leurs restes (mod m). Aïnsi (m—b) (d—1) deviendra K m—b (d-1) car (m—b) (d-1) — (d—-1) m-b (d-1) et (4-1) m doit être remplacé par Km parce que, de bd-K m<b, on déduit b(d-1) <K m et, de bd > K m, on tire bd-d>Km-—m ou b (d-1) >(K-1) m. Par suite (K-—1) m < b (d-1) < Km et 0=K mb (d—1)<m. D'autre part, le reste (mod m) de {m—b) - (m—d) est bd—K m. En effet, (m—b) - (m—d) — bd—(b+d—m)m et (b+d—m)m est à remplacer par
Km car, par hypothèse, on a 0 < bd— Km <m. Ainsi E caractéristique transformée de (x) s'écrit :
m—b, Km—b(d—1), dd—Km et c’est la caractéristique (£) comme on l’a prétendu.
Remarque. Ce théorème 23 est établi en partant de la combinaison particulière 014 mais, comme dans chaque colonne cyclique chaque i — uple joue le même rôle et qu’il en est de même pour toute colonne cyclique dans sa colonne métacyclique, ce théorème se trouve démontré d’une façon générale et pour m premier ou non.
Théorème 24. — Pour obtenir toutes les caractéristiques des colonnes cycliques de l’une quelconque des ns Colonnes métacycli-
ques, il sufjit de transformer l’une de ces caractéristiques par toutes les substitutions du groupe R = |x, bx], de conserver les re d’entre elles qui ont m comme somme de leurs intervalles et de Lur
adjoindre les ?® caractéristiques conjuguées.
PREUVE. En effet, d’après le théorème 23, deux substitutions complémentaires du groupe R — |x, bx| changent toute colonne cyclique C en 2 colonnes cycliques conjuguées dont l’une d’entre elles a une caractéristique obtenue en transformant directement la caractéristique de la colonne cyclique C par l’une ou l’autre de ces deux mêmes substitutions complémentaires. Par suite, des g (m) substitutions du groupe R — |x, bx| il n’y en a que PP non complémentaires qui peuvent transformer la caractéristique de C en = em) caractéristiques dont la somme des intervalles vaut m. Et les thédrèmes 23 et 11 nous montrent que ces Fe caractéristiques fixent re colonnes cycliques d’une même
colonne métacyclique. Le théorème 15 nous fait dire que ces colonnes cycliques ne sont pas conjuguées entre elles. Et enfin, d’après le théorème 16, il suffit d’associer à ces colonnes cycliques (ou caractéristiques) leurs conjuguées pour obtenir les y (m) colonnes cycliques de la colonne métacyclique.
Théorème 25. — Le nombre des substitutions du groupe R = |, bx | qui changent une colonne cyclique en elle-même est le même que celui de ces substitutions qui transforment sa caractéristique en elle-même ou en sa conjuguée.
PREUVE. En effet, d’après le théorème 23, si une caractéristique est transformée en elle-même ou en sa conjuguée, elle l’est par l’une ou l’autre de deux substitutions complémentaires.
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Or, seule l’une de ces deux substitutions changera la colonne cyclique correspondante en elle-même, car on sait que l’autre la change en sa conjuguée (théorème 15).
On va alors utiliser ces théorèmes généraux dans le calcul de n3m, Mais en considérant séparément les deux types de colonnes métacycliques.
IT. Les deux types de colonnes métacycliques.
Des n3,m Colonnes métacycliques, on va distinguer celles qui ont des colonnes cycliques identiques à leurs conjuguées de toutes les autres. Les premières seront dites du {ype 1 et les autres du type 2. Or, comment caractériser chacun de ces types ?
Théorème 26. — La condition nécessaire et suffisante pour que l’une des n3,m Colonnes métacycliques soit du type 1 est qu’elle contienne des colonnes cycliques dont les caractéristiques ont deux intervalles égaux.
Preuve. En effet, la caractéristique conjuguée de e, e’, e”, est e”, e’, e où e, e”, e Et e, e’, e” sera identique à e, e”, e’ sie” — e”. D'autre part, toute caractéristique de la forme e, e, e, est identique à sa conjuguée e:, €, €.
III. Colonne métacyelique du type
Théorème 27. — Parmi les n3m Colonnes métacycliques avec m premier, il y en a toujours une et une seule du type 1, et elle
contient ! colonnes cycliques différentes.
PREUVE. En effet, soit 1, 1, m—2 la caractéristique de la colonne cyclique contenant la combinaison 0 1 (m—1). En appliquant le théorème 24, on obtient les caractéristiques de toutes les colonnes cycliques appartenant à cette même colonne métacyclique :
2 ll lise TND mn 7 el.
On obtient ainsi toutes les caractéristiques ayant deux inter-
valles égaux et qui sont identiques 2 à 2. Il y a donc bien une
seule colonne métacyclique du type 1 avec — ! colonnes cycli-
ques distinctes. É
IV. Colonnes métacycliques du type
Ces colonnes métacycliques ne contiennent donc que des colonnes cycliques dont les caractéristiques possèdent trois intervalles différents. Et, d’après le théorème 22, on trouvera dans chacune d’elles au moins une colonne cyclique de caracté- FIStIQUERÉ,° D FIAVEC DAT p 7 LA
Théorème 28. — Avec m premier, chacune des n3,m Colonnes
, . . . m—1 . + , métacycliques contient au moins — colonnes cycliques diffé-
rentes, et elle en contient exactement = si elle possède une
colonne cyclique dont la caractéristique 1, p, r (avec p <r, p <1 et r=<1) est telle que pr = 1 (mod m).
PREUVE. Puisque m est premier, chacune des n3M Colonnes métacycliques contient donc au moins une colonne cyclique de caractéristique 1, p, r. De plus, ici, pour ne pas se placer dans le cas du théorème 27, on prendra p <r, p<1l tr =<l: ainsi 1, p, r n’est pas identique à sa conjuguée. D'autre part, d’après le théorème 11, si une colonne cyclique figure p fois dans sa colonne métacyclique, toutes les colonnes cycliques y figurent p fois. L’établissement de ce théorème à l’aide de la caractéristique 1, p, r, n’a donc rien de restrictif. Enfin, d’après le théorème 25, une colonne cyclique, différente de sa conjuguée, figurera exactement 3 fois dans sa colonne métacyclique, s’il existe uniquement 3 substitutions du groupe R = |x, bx| qui transforment sa caractéristique en elle-même ou en sa conjuguée. De ces trois substitutions, il y a évidemment l'identité et il reste à chercher les deux autres et les conditions sous lesquelles ce fait est possible. Soit donc la substitution |x, bx| avec b 1. Elle transforme la caractéristique 1, p, r en b, bp, br où les produits sont à remplacer par leurs restes (mod m). Et il faut trouver les valeurs de b autres que 1 pour lesquelles la caractéristique b, bp, br (après réduction) n’est autre que 1, p, r ou sa conjuguée r, p, 1. Pour cela, comme b -=1, on ne peut donc avoir que bp = 1 ou br = 1,°) d’où les deux cas à considérer :
ANT SE
sont 2 nombres inférieurs à m, donc premiers à m, et leur produit est, lui aussi, premier à m.
Bb = T et "alors br = p. | Or, avec D =r;, bp =1et br = p deviennent respectivement pr = 1 et r?= p. Et on va prouver que cette dernière congruence n’est qu’une conséquence de la première. En effet, d’après le théorème 1, on sait que 1+p+r—m donc p—m—(r+1) ou p=—(r+1) et en substituant dans pr = lil vient r(r+1)=—1our=—{(r+1) donc r°= p.
Aiïnsi, si pr = 1, la caractéristique 1, p, r, est transformée en elle-même (car b, bp, br devient r, 1, p) par la substitution Prat DT br):
IT. br = 1. Il reste à nouveau deux possibilités :
Ab =/p et Alors Dp="r: LOrtavecubr= p; br ="1 ét bp = r deviennent respectivement : pr = 1 et p’=r. Et, cette fois encore, on va montrer que la deuxième congruence est une conséquence de la première à cause de 1+ p+r — m. En effet, r = m—(p+1) ou r=—(p+1) et pr = 1 s'écrit alors p p+1)=—1 ou p=—(p+ 1) ou p?=r.
Donc, si pr = 1 la caractéristique 1, p, r est encore transformée en elle-même (car b, bp, br devient p, r, 1) par la substitu- Done |r, pr}. (car b =D).
B. b—r et alors bp =p. Mais ce cas n’est pas possible car bp = p ou p (b—1) = 0 est impossible ainsi qu’on l’a vu pour r (b—1)=0.
Ainsi, les 3 seules substitutions du groupe R — |x, bx| qui peuvent changer la caractéristique 1, p, r, en elle-même sont x, æ|, |x, px] et |x, rx] (la caractéristique conjuguée n'étant pas obtenue ici).
Et comme p <r, p<1 et r<1 ces 3 substitutions sont toujours différentes et une même colonne cyclique peut donc figurer 3 fois au plus dans sa colonne métacyclique et cette
dernière contient donc au moins _- colonnes cycliques distinctes quel que soit m premier. Et pour qu'une des n3,n Colonnes métacycliques possède exactement + colonnes cycliques différentes, il faut qu’elle contienne une colonne cyclique de caractéristique
Pare CleRqUue D Er pe IN Ie pr =.
Théorème 29. — Parmi les nsm colonnes métacycliques avec
. . S à el
m premier, il y en a, au plus, une seule à contenir exactement e colonnes cycliques distinctes.
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PREUVE. Pour cela, il suffit de montrer que la congruence pr = 1 est satisfaite, au plus, par un couple (p, r). Et ainsi la caractéristique 1, p, r et sa conjuguée 1, r, p seront uniques aussi ; et comme elles fixent deux colonnes cycliques conjuguées, ces dernières se trouveront à leur tour dans une colonne métacyclique unique à jouir de cette propriété. — Soit donc la caractéristique 1, p, r avec pr=1 et p+r—=m—1. On a vu, de plus, au théorème 28 que ces conditions entraînent p°=r et r? = p. On va supposer qu’une deuxième caractéristique existe, soit donc, 1, p', r’ avec p’ r' = 1 et p'+r = m—1 et aussi p?=7r et r'2=p’. De p+r=p'+r" =m—1 on déduit (p+r)? — (p’ + r’) ? ou en effectuant : p?+2 pr + =p?+2pr+r? et comme pr=p'r'=1, p+r=p?Î+r?. Mais r°=p et r'2=p" d'où p’+p=p?+p. Ou, en supposant p>p', p?—p? +p—p'=0. Ou (p—p'}:(p +p'+1)= 0. Mais p et p’ sont inférieurs et premiers à m de même que p —p', on doit donc
avoir: p+p'+1=0 où p=—(p +1). D'autre part, de 1+p'+r —m on tire r =m—(p" +1) ou r=—(p +1) et alors p=—(p’+ 1) s’écrit p=r’ donc r’ — p. Et par suite
p'—=r. Le couple (p’, r°) est donc bien le méme-que (p,r). On peut maintenant passer au calcul de n3,m.
Théorème 30. — Avec m premier et m—3 K—1, les Nm colonnes métacycliques contiennent toutes (m — 1) colonnes cycliques différentes, sauf une seule qui n’en contient que “—. Et l’on a:
Nam = | (10)
PREUVE. En effet, d’après le théorème 27, la colonne métacyclique contenant 1 colonnes cycliques distinctes existe toujours et est unique, donc elle figure ici. D’autre part, le théorème 28 dit que chacune des n3m Colonnes métacycliques possède au moins _ colonnes cycliques différentes et le théorème 29 précise même qu'il y en a une seule à en contenir *. Il en résulte que les n3 Colonnes métacycliques sont toutes complètes, sauf deux au plus : celle du théorème 27 qui existe toujours et celle du théorème 29 où les mêmes colonnes cycliques figurent trois fois. Mais, d’après le théorème 13, cela n’est possible que si 1e = KN(CnteNROoU Le K ou m—3K+1. Or, ici, on est dans le cas m — 3 K — 1 et l’existence d’une telle colonne métacyclique est impossible. Ainsi, avec m premier et m—3K—1,
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toutes les colonnes métacycliques renferment (m— 1) colonnes cycliques distinctes, sauf une qui en contient En et leur nombre
est : m—1 Ns,m =
Mais ici m est premier et le nombre des colonnes cycliques est donné par la formule (4):
_ Cu _ Ci _(m—1)(m—2) (m—1) (m—2) m—1 = 6 NEC LUE nel oo. nier u N3,m 6 Théorème 31. — Avec m premier et m—3K+1, les n3m
colonnes métacycliques contiennent toutes (m — 1) colonnes cycliques différentes sauf une qui en renferme “+ et une autre qui en possède ©. De plus, leur nombre est donné par:
D 3 Ro mn n+5 (11)
PREUVE. En effet, d’après ce qui vient d’être dit dans la
démonstration du théorème 30, les n;,m Colonnes métacycliques sont {outes complètes sauf celle qui contient = colonnes cycliques et qui existe foujours et celle qui en renferme _. et qui
n'existe que si m — 83 K +1. Or c’est précisément notre cas. Il ne reste donc plus qu'à montrer que si m—3K+1 cette colonne métacyclique figure toujours. Pour cela on va supposer qu'on ait m — 3 K +1 et qu’elle n’existe pas. Alors n3m est
forcément donné par la formule (10): nm — = où avec HV CS OR ER RE, Mais m, premier est en tout cas impair et pour cela K doit être pair, donc K = 2 k et T3 rm — Êe 2 =k+ - qui n’est pas un nombre entier, ce qui est impossible. Donc, dès que m —3K +1, la colonne métacyclique
contenant *— colonnes cycliques différentes existe et comme la
TEEN
seule colonne métacylique incomplète avec celle-là est celle qui m
possède + colonnes cycliques distinctes, on a:
m—1 m—1 Na as
13m — 2 À = à m—1 DIN es 0e 2 (m—1) (m2) __m—1 __ m2 D'où: Nm = 2 + —$ 2? à.
m— 1 m —2 À 1 Ou n3m = 2 + Fo
Et on vérifie bien alors que, dans ce
: 3K +6 CAS, Nm est un enfier CAT Nm =
et avec K = 2 k on à n3m = —=k+li.
Ou m+5
CoNCLUSION. — Les formules (10) et (11) donnent respectivement la valeur de n3m pour m—3 K—1etm—3 K+1 et pour m premier. Et comme m premier ne peut pas être de la forme m — 3K, la détermination de n3m avec m premier est complète.
Ce calcul de n3m met en évidence des propriétés sur les congruences que l’on va signaler.
Tout d’abord, il faut et il suffit que m premier soit tel que m=— 3 K+1 pour qu’il existe une colonne métacyclique avec m—1
—; Colonnes cycliques distinctes ; et parmi ces dernières, on
sait qu’il y en a toujours une de caractéristique 1, p, r avec pr = 1 (mod m). Et si on considère, d’une façon générale, dans cette colonne métacyclique une colonne cyclique de caractéristique h, p, r, on peut établir le :
Théorème 32. — Soit m premier et h+ p+r — m. La condilion nécessaire et suffisante pour que la congruence pr = h? (mod m) existe est que m — 3 K + 1. Et le nombre de ces triples différents
(h, p, r) jouissant de cette propriété est égal à ME
PREUVE. En effet, la substitution |x, bx| change la caractéristique h, p, r en bh, bp, br ; et cette dernière ne sera autre que h, p, r ou sa conjuguée que si :
19 bh=p, bp=r et br=h. Ou 2 bh=7r, bp=h et br = p car on ne peut pas avoir bh=h, bp = p ou br=r.
Avec le 1°, de bh = p on déduit brh = pr puisque r est premier à m et comme br =h on a : pr = h?.
Avec le 20, de bh=r on déduit bph = pr puisque p est premier à m et comme bp =h on a: pr =h?. D’autre part, on sait qu'avec h <p <r la caractéristique h, p, r, si elle se répète, figure trois fois dans sa colonne métacyclique et qu’alors m—3K+1. I ya donc 2 SU (h, p, r) différents si on
ne permute que circulairement ou — triples (h, p, r) distincts
si on ne tient pas compte de l’ordre car, avec h,p,r, figure toujours sa conjuguée r, p, h.
On va maintenant appliquer les résultats obtenus.
APPLICATIONS ET VÉRIFICATIONS. On va calculer n3m pour les nombres premiers les plus simples et écrire les colonnes métacycliques sous forme de caractéristiques. Ces dernières sont obtenues comme l'indique le Théorème 24, mais les tableaux ci-après ne renferment, dans chaque colonne métacyclique, que les caractéristiques différentes et les conjuguées ne sont pas notées non plus. De plus, chaque colonne métacyclique est désignée, outre son numéro d'ordre, par («), (8) ou (y) selon qu’elle con-
tient m—1; #7 où 7 colonnes cycliques différentes.
m — m—3K—1 d'où njm—%#t | ns = 1 | 1,1,3;1,2,2;...(1) (f) On a en effet Nas — E — 2 m — 7 m—3kK +1 d’où Nm = | N37 = 2 | PAR 2 083 001.) 0(E) MA, (2) (+ c2 On a, en effet : N3,7 — Se = — 5 colonnes cycliques distinctes. me om 3KR- 1 d'où n,— 22 er D D Do SSD 4 8265 52.0: (D PS 085 36,2% 7:31. 6,1:4:-0)- (y
En effet Nz11 — = — — 15 colonnes cycliques distinctes.
m—13 m—3kK +1 d'où n3m— 3 N313 — 3
PR Pol Re: 0, 94: 0,0, 15..(L)29 (6)
bis (0) el 0 6 om 1307: 248 (0) (e)
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On obtient ainsi yclies.
77 colonnes c ques différent
me EEE E À OO vi vi
ZAR Ro Si os of a
+OoLN:
CPR a RUES Er 6 ve SR EN TEE OI O OÙ ri
CS ER NT ET CE ETC EC DE Ve ë
NM HONOR SOS mn:
RE OURS RE ne
RNA TNT eee Pat a es ee.
UN
Re.
nt pt
ei OO DR 10 ON mt OR 10 MI vn :
ro me VA SOmin NN M HO © Le 00 OÙ A A : ae
DATENT NI ENT AT ON AL “el je:
OT ee
4 RD PEER > SN ON eu)
CRE NOIOT NE CESR et REC EU SEC ET ONE) Pat
I (a he ae
Fe ie elle el Te en Ier ne 1 et
CNRC RER NEC TR 2 EN CRC NE RC IH
ati ies tn
md ni mi mA |
EN RSR CET EE SE
COTE Te re CPAUCNTI ER NNNOAION vi 4 pi mi !
RAR MANIA ISA AR ALT te. EL et Tee a et
CMS MORT VIEN NEC EC EAN En A fn a CN Ke: i
LÉ
Pour les nombres premiers supérieurs à 31 et inférieurs à 100, on va seulement considérer ceux qui sont de la forme 3 K + 1. De plus, on n’écrira que la caractéristique 1, p,r pour laquelle on à pr = 1 (mod m):
m—37 1,10,26 ns37—7 ; m—43 1, 6,36 n,4—8
m— 61: 1,13,47 - nsg1—11;2m—67 119,46 "n367—12
$ 11. Détermination de n4m pour m premier.
Pour le calcul de n4m on va tout d’abord montrer l’existence de deux types distincts de colonnes métacycliques, puis envisager séparément chacune de ces catégories.
I. Les deux types de colonnes métaeycliques
On sait que n4m Sera obtenu lorsqu'on connaîtra le nombre des colonnes métacycliques incomplètes et la nature de celles-ci. Or, les premières colonnes métacycliques de ce genre à envisager sont celles qui contiennent des colonnes cycliques conjuguées à elles-mêmes. Et les caractéristiques de ces dernières sont de la forme e’, e, e”, e où e, e’, e, e”, c’est-à-dire qu’elles possèdent deux intervalles non consécutifs égaux. On va du reste l’établir :
Théorème 33. — La condition nécessaire et suffisante pour que l’une des n4m Colonnes métacycliques ne possède que des colonnes cycliques conjuguées à elles-mêmes ‘est que les caractéristiques de ces dernières aient deux intervalles non consécutifs égaux.
PREUVE. 1° La condition est nécessaire. En effet, une colonne cyclique est conjuguée à elle-même si sa caractéristique l’est également, c’est-à-dire si e:, e,, e4, e, est identique à e,, es, e, @& à une permutation circulaire près. Et, pour cela, on doit avoir Soit €j — €3, SOit € — es. De fait, dans le premier cas, e,, e., e;, e est bien identique à e,, e,, e,, e, qui est, en permutant circulairement, e,, e.,, e, e,. De même, dans le deuxième cas, on a Ex Co Cas © qui est bien identique à e,, e3, &, e,. Au contraire, on vérifie immédiatement que si e, — &, ou e,; — e, la conjuguée de e;, @&, €; €, est toujours différente de e,, e., es, e4.
roues
20 La condition est suffisante. En effet, si e, e’, e, e” est la caractéristique de i’une des colonnes cycliques, celle de la conju- _quée est e”, e, e’, e, c’est-à-dire e, e’, e, e”.
D'autre part, d’après le Théorème 11, si l’une des colonnes cycliques d’une colonne métacyclique est conjuguée à elle-même, les p(m) colonnes cycliques de ce système intransitif sont conjuguées à elles-mêmes automatiquement. Le théorème 33 est ainsi démontré complètement.
Il est à noter également que les n4m Colonnes métacycliques peuvent ainsi être réparties en deux catégories distinctes : celle dont les colonnes métacycliques ne contiennent que des colonnes cycliques conjuguées à elles-mêmes et celle constitutée de toutes les autres colonnes métacycliques. Et, d’après le théorème 33, cette répartition peut se faire ainsi :
a) Colonnes métacyceliques du type 1: celles dont les colonnes cycliques ont des caractéristiques possédant deux intervalles non consécutifs égaut.
b) Colonnes métacyeliques du type 2 : toutes les autres ne possédant pas cette propriété.
IT. Colonnes métacycliques du type 1.
Comme m est premier, le théorème 22 permet d’affirmer que chacune des n4m Colonnes métacycliques contient au moins une colonne cyclique dont la caractéristique possède au moins un intervalle égal à 7. Mais, avec les colonnes du type 1, on peut démontrer davantage :
Théorème 34. — Avec m premier, chaque colonne métacyclique du type 1 contient au moins une colonne cyclique dont la caractéristique possède deux intervalles non-consécutifs égaux à 1.
PREuUvE. En effet, soit 1, g, h, g avec g <h 1 la caractéristique d’une colonne cyclique, choisie dans une colonne métacyclique du type 1. Une telle colonne cyclique renferme entre autres la combinaison : 0.1. (g+1).(m—g) dont la caractéristique est bien 1, g, h, g carh—=m—(2g+1). La substitution |æ, bx| change cette combinaison en : 0.b.b {g+1).b(m—39) où les produits sont à remplacer par leurs restes (mod m). Et on sait que cette nouvelle combinaison entrera dans une colonne cyclique de la colonne métacyclique envisagée. De plus, sa caractéristique sera de la forme 1, p, 1, q si, en particulier, on a : b (g+ 1) = 1. En effet, b (m—g) = —bg. Or, de b(g+1)=1
on tire bg = 1—b et —bg=b—1. Par suite, la combinaison : 0. b. b(g+1).b (m—g) s'écrit, ordonnée : 0. 1. (b — 1). b. Et sa caractéristique est : 1, b—2, 1, m—b, donc de la forme 1,p, 1,q. D'autre part, il est toujours possible de trouver un b tel que b (g+1) = 1 car (g+1) < m, donc (g+1) est premier à m et les y(m) produits b (g+ 1) constituent un système réduit de restes (mod m). On va maintenant montrer que, dans les q (m) caractéristiques de l’une des colonnes métacycliques du type 1, une telle caractéristique de la forme 1, p, 1, q n’est jamais seule.
Théorème 35. — Avec m premier, chacune des colonnes métacycliques du type 1 contient exactement 4 colonnes cycliques, différentes ou non, qui possèdent une caractéristique avec deux intervalles non consécutifs égaux à I.
Preuve. Soit la colonne cyclique, de caractéristique 2, p, 1, q, contenant en particulier la combinaison 0.1. (p+1). (p+2). Par la substitution |x, bx| cette dernière est transformée en la combinaison : 0. b. b (p+ 1). b(p+2£2) («) qui appartient à une colonne cyclique de la même colonne métacyclique. Il s’agit de prouver qu’il existe 4 nombres b, exactement, qui conduisent à une combinaison (x) dont la caractéristique possède deux intervalles 1, non consécutifs. Il y a évidemment b — 1 et b—m—1, et le problème consiste à trouver les deux autres. Pour cela, il faut remplacer, dans (x), les produits par leurs restes (mod m) et envisager toutes les possibilités qui donnent à (x) une caractéristique de la forme 1, p, 1, q.
À. b(p+1) = 1. Alors b (p+2) devient b+1. Et comme b<m—1 on a:b+1<m. Par suite («) s'écrit : 0. 1. b. (b+1) dont la caractéristique est : 1, b— 1, 1,m—{(b+1) qui est bien dela forment D; t'a:
B. b(p+ 2) = 1. Alors («) s'écrit, ordonnée, soit 0.1.b. b(p+1) soit 0.1. b (p+1).b.
19 Soit 0.1. b. b{p+1). Alors la caractéristique sera de la forme 1, p, 1, q si b(p+1)—b= 1 ou bp = 1. Mais avec b (p +2) = 1 cela donne 2b = 0: ce qui est impossible car 2 et b sont inférieurs à m donc premier à m qui est premier.
20 Soit 0.1.b(p+1).b. Cette fois, on doit avoir b-b(p+1)=1 ou. bp =-1"; ce qui-donne/tavec b\(p 2) = 1 02b=2Mou 2 (b—1) = 0: ce qui est impossible comme ci-dessus.
C. b(p+1) =1. Dans ce cas, b (p + 2) s'écrit b+1 et (x), ordonnée, devient : 0. b.(b+1).(m—1) dont la caractéristique est : b, 1, m—(b+2),1-donc de la forme 1, p, 1, q.
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D. b(p +2) = —1. Alors («) devient, ordonnée, soit 0. b. Nas (m—1), soit 0.b (p+1).b. (m1 )
19 Soit 0.b.b(p+1).(m—1). Pour avoir deux intervalles 1 non consécutifs, dans la caractéristique, il faut Eu que : b(p+1)—b= 1 ou bp = 1. Mais comme b (p +2) = cela entraînerait 2b = —2 ou 2 (b+1)=0: ce quin est pe us possible car b<m—1 donc (b+1)< m.
29 Soit 0.b(p+1).b.{(m—1}). Cette fois, on doit avoir, de plus, b—b(p+1)=1 ou bp=—1; et alors b (p +2) = — devient 2b=0: ce qui est impossible comme on l’a déjà vu.
Toutes les possibilités étant épuisées pour obtenir deux intervalles 1 non consécutifs, il en résulte que, à part 1 et m—1, les seuls nombres b répondant à la question sont tels que : b (p+1) = 1 ou b (p+1) =—1I.
Or, pour un nombre p fixé, il existe toujours un nombre b et un seul tel que b (p+1) = 1 et un autre b et un seul tel que b(p+1)= —1, car les y(m) produits b (P + 1) constituent un système réduit de restes (mod m). Soient b’ et b” ces deux nombres b tels que b’ (p+1) = 1 et b”’(p+1) =—1. On en déduit : (b’+b”) (p+1)=0. Ou b’+b”=0. Ou b’+ Bb" — m. On vérifie ainsi que ces deux nombres b sont complémentaires comme c'était à prévoir.
Ainsi, 1l est bien établi que chaque colonne métacyclique du type 1 contient {oujours 4, et uniquement 4, colonnes cycliques de caractéristiques 1, p, 1, q identiques 2 à 2 ou toutes les 4. Reste à savoir sous quelle condition ce dernier cas intervient et combien il y a de telles colonnes métacycliques ?
Théorème 36. — Avec m premier, il y a au plus une colonne
métacyclique du type 1 qui contienne = colonnes cycliques différentes.
PREUVE. En effet, il faut pour cela qu’il existe une colonne métacyclique, au plus, du type 1 où les colonnes cycliques figurent 4 fois. Donc, d’après le Théorème 35, la colonne cyclique de caractéristique 1, p, 1, q doit être changée en elle-même par les 4 substitutions [x bx | AMÉCHOEEUR Le m— 1; et b’ et b” tels que : b’ (p+1)=1 et b” p+ 1) = — 1. C’est évident pour b — 1 et b—m—1 ; et cela adviendra aussi automatiquement pour b” si cela arrive pour b” qui lui est complémentaire. Il suffit donc d’envisager le cas À du théorème 35 et de chercher à quelle condition la caractéristique 1,b—1,1,m—{(b +1) n'est autre que la caractéristique 1, p, 1, q. Il y a 2 possibilités :
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19 b—1—p ou b—p+1 et alors, forcément, m—(b+1)—q. Mais, si b —p+1, la congruence b(p+1)=1 devient (p+1}= 1 ou p?+2p = 0 ou p (p+2) = 0 : ce qui est impossible car p et p+2 sont inférieurs et donc premiers à m premier.
20 m— (b—+ 1) — p et alors, automatiquement, b—1 — q. Mais, si m—(b+1) — p, b—= m—(p+1) ou b= —(p+1) et alors la congruence b (p+ 1) = 1 devient (p+ 1)? = —1. Telle est la condition cherchée. Et pour prouver qu'il y a une
er
colonne métacyclique, au plus, possédant —— colonnes cycliques
distinctes, il reste à démontrer que la caractéristique 7; p, 1, q telle que (p+ 1)? = — 1 est unique quand elle existe. Or, c’est bien le cas, car si on admet qu'il en existe une autre 7,p”, 1, q' telle que l’on ait aussi: (p'+ 1) = —1, on en déduit, avec (p+1)Ÿ=—1, (p+1—(p+1)=0, ou (p—p'): (p+p'+2)=0 ou p+p'+2=0 car (p—p') <m donc premier à m qui est premier. Or, on sait que p+q+2—m ou p+q+2=0. Et, en comparant avec p+p’+2=0, on en déduit p'—q. Il en résulte donc, pour la caractéristique 1, p, 1, q, que si (p+1)} = —1 on a aussi simultanément {q+ 1) = — 1 et que p et q sont les deux seules solutions de la congruence (x + 1) = — 1. Par suite, la colonne métacyclique en question est bien unique quand elle existe. Mais à quelle condition existe-t-elle ?
Théorème 37. — La condition nécessaire et suffisante pour
que, avec m premier, i y ait une et une seule colonne métacyclique
du type 1 à contenir = colonnes cycliques distinctes est que UD 4 ycuq q
m4 KT.
PREUVE. 19 La condition est nécessaire. Si une colonne métacyclique renferme a. colonnes cycliques différentes, c’est que les @ (m) — m—1 (avec m premier) colonnes cycliques de cette colonne métacyclique sont identiques 4 à 4. Et pour cela,
il faut que m—1 — 4 K ou m—4K+1.
20 La condition est suffisante. C'est-à-dire qu’il faut démon-
trer l’existence d’une colonne métacyclique avec = colonnes
cycliques distinctes, chaque fois que m premier est de la forme 4 K+1. Et, pour cela, on va montrer que le nombre des colonnes métacycliques du type 1 est entier ou non selon que l’on suppose ou non l’existènce d’une telle colonne métacyclique avec m premier et m — 4 K + 1. En effet, d’après les théorèmes 35 et 36, il n’y à que deux possibilités pour les colonnes métacycliques du type 1 : ou (p+1})?=< — 1 et elles sont toutes constituées
AT Ce
de >! colonnes cycliques distinctes ; ; où (p+1}?=—1 et alors elles contiennent toutes Sa ! colonnes cycliques différentes, sauf une qui en possède “—. On va considérer séparément ces
deux cas :
1% cas : (p+1)? =< — 1. Toujours d’après les théorèmes 35
et 36, dans les _— colonnes cycliques différentes de chaque
colonne métacyclique, il y a deux et deux seules colonnes cycliques dont les caractéristiques possèdent 2 intervalles 1, non consécutifs, de la forme 1, p, 1, q. Par suite, le nombre des colonnes métacycliques sera, dans ce cas, égal à la moitié du nombre des colonnes cycliques de caractéristiques 1, p, 1, q. Or, ce dernier est égal au nombre de façons d’écrire m— 2 comme la somme de 2 nombres différents car on a toujours :
1+p+1+q—m donc p+q—m—2.
Et ce nombre a Fe Gone au $5; pour m impair, on a trouvé,
en effet, que Em — . Or, ici, m premier est impair, de même m -3
que m—2 et on L En = aie le nombre des colonnes SÉETPREUNES du type 1 Fi 107: . Etsim=—4kK+1 = = ë qui is pas entier, Ce qui
est impossible.
2e cas : (p +1)? = —1. Cette fois alors, chacune des colonnes métacycliques du type 1 contient Z et Z seules colonnes cycliques distinctes de caractéristiques 1, p, 1, q, sauf une qui n’en contient qu’une. Il en résulte que le nombre de ces colonnes métacycliques du type 1 est ici de:
m—3 ea VD EP Le OR NO an ie Et pour tout m de la forme 4 K + 1 ce nombre est bien entier. Le théorème est ainsi établi et la démonstration ci-dessus permet, de plus, l’énoncé du :
| ENS 38. — Avec m premier et m—=4K—1, il y a MS colonnes métacycliques du type 1 et elles contiennent toutes =
ons cycliques distinctes.
Si m est premier et si m or ilivea = colonnes métacycliques du type 1, dont = avec + colonnes cycliques Cole cycliques distinctes.
La Re du théorème 37 amène aussi une propriété sur les congruences.
Gite
Théorème 39. — Soit m premier et h tel que 2<<h <m—é, la congruence h? = — 1 (mod m) a toujours 2 et 2 seules solutions hetm—hsim—4K+1, et aucune si m—4K—1l.
Preuve. En effet, on sait que 1+p+1+q—m donc Dp di m2 et il atété démontré que p DIN a les 2 seules solutions p+1 et m—(p+1) si m—4K+1, et aucune si m — 4 K — 1. Et en posant h — p + 1 on a bien le théorème 39.
REMARQUE. Il est à noter que cette propriété des congruences peut s'établir directement. En effet, le critère d'EULER®) nous permet d’affirmer qu'avec m > 2 et m premier à U :.
19 Si = —= 1 (mod m), alors h? = U (mod m) a toujours 2 solutions.
20 Si 4" —=—1 (mod m), alors h? = U (mod m) n’a jamais de solutions.
Or, dans notre cas, U — — 1 et on voit bien que : m—1 s a) 1) 2 =1isi EE =2Koum—4K+1.
m—i1 D) (Der SN = 2 K— Louvn —2KeU:
On va maintenant passer à l’étude de l’autre type de colonne métacyclique.
III. Colonnes métacycliques du type
Ces colonnes métacycliques, par définition, ne contiennent jamais des colonnes cycliques conjuguées à elles-mêmes. Aucune de ces colonnes cycliques ne pourra donc avoir une caractéristique de la forme 1, p, 1, q. Par contre, d’après le théorème 22, puisque m est premier, chacune de ces colonnes métacycliques du type 2, possèdera une colonne cyclique, au moins, de caractéristique 1, r,s,t avec r£t et S>£1; c’est-à-dire une caractéristique avec deux intervalles non consécutifs toujours différents qui ne sera jamais identique à sa conjuguée. C’est avec une telle colonne cyclique de caractéristique 1, r, s, t que l’on va maintenant opérer pour trouver toutes les colonnes métacycliques du type 2 qui sont incomplètes. En effet, l’une de ces dernières sera obtenue
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chaque fois qu’une ou plusieurs substitutions | x, bx| transformera une colonne cyclique de caractéristique 1, r, s, t en elle-même. Et le problème revient à chercher les nombres b de ces substitutions pour lesquels ce fait se produit.
Soit donc 1, r, S, t avec r <tet s -<1 la caractéristique d’une colonne cyclique choisie dans une colonne métacyclique arbitraire du type 2. Cette colonne cyclique contient en particulier la combinaison 0.1. (r+1).(r+s+1) (a) dont la caractéristique est 1,r,s, m—(r+s+1), c’est-à-dire 1, r, s, t car 1+r+s+t— m. Et la substitution |x, bx| change cette combinaison en : 0.b.b. (r+1).b (r+s+ 1) (B) qui appartient, comme on le sait, à une colonne cyclique de la même colonne métacyclique. Mais à quelles conditions la colonne cyclique de (B) est-elle la même que celle de (a) ? Tout simplement si la caractéristique de (6) n’est autre que 1, r, s,t. Et, pour cela, il faut tout d’abord que cette caractéristique possède un intervalle égal à 1. Or, comme b — 1 est une solution évidente et que b >< m— 1 il reste les dix possibilités suivantes :
99 b(r+s+1)—b(r+1)=1 100 b(r+1)—b(r+s+1)=1 On va alors envisager séparément chacun de ces dix cas.
1° b (r+ 1) = 1. Alors (6) s'écrit, ordonnée, 0. 1. b. b. +s + 1) ou bien 0. 1.b (r+s+ 1).b selon que b (r+s+ 1) ou son reste (mod m) est supérieur ou inférieur à b.
A. — Soit 0.1.b.b (r+s+1). Sa caractéristique sera 1,r,s,t si b—1—r et b(r+s+1)—b=s. Ou b=r+l et b(r+s)=s et, avec b —r+1, cette dernière congruence devient : (r+1)-(r+s)=s ou r+rs+r=0 our(r+s+1)=0; ce qui est impossible car r et r+s+ 1 sont inférieurs à m donc premiers à m qui est lui-même premier.
B. — Soit 0.1. b (r+s+1).b. Sa caractéristique sera PT SACS D (TS. 1) 1=7r et b—b(r+s+1)=s ou b(r+s+1) =r+1 et b (r+s) = —s. Or, avec cette dernière congruence, la précédente s’écrit : —s+b=r+1. Ou
B=r+st2I ou b—r+s+1 car rEs+1<m. Ainsi, on tient l’une des valeurs de b cherchées, mais il faut, de plus, que les deux congruences b (r+1)=1 et b(r+s+1)=r+1 soient satisfaites simultanément. Et ces dernières, avec b=r+s+1, s’'écrivent (r+1) (r+s+1)=1 et br+1)+bs=r+ 1 ou
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1+bs = r+1 ou bs=r ou sfr+s+1)=r. Ainsi, une colonne cyclique de caractéristique 1, r, s, t sera transformée en elle-même par la substitution | x, bx | si, en particulier, les conditions suivantes sont remplies simultanément :
© Hi œ+s+1) SITES = Tr
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20 b (r+ 1) = —1. Alors (6) s'écrit, si on l’ordonne : soit 0.b.b (r+s+ 1) .(m—1) soit 0.b (r+s+ 1).b. (m—1).
A. — Soit 0.b.b(r+s+1).(m—1). Sa caractéristique sera 1,r,s,t si br et b(r+s+1)=r+s. Et, avec b=r, les congruences b (r+1) = —1 et b(r+s+1=r+Ss deviennent respectivement : rfr+1)=—1 et r(+s+1)=r+s ou rfr+s)=s.
D'où les nouvelles conditions simultanées :
fr m+1) = —1 b
@) rs
B. — Soit 0.b(r+s+1).b.{(m—1}). La caractéristique sera 1,r,s,t, si b(r+s+1)=r et b—r+s. Or, avec cette valeur de
jf
b, les 2 congruences b(r+1) =—1 et b(r+s+1)=r s’écrivent respectivement : (r+s) (r+1) = —1 et (r+s)(r+s+1)=r. Et cette dernière se transforme en (r+s)?= — s qui, avec la précé-
dente, donne : (r+s) (s—1)= —(s—1). Ou fs—1) (r+s+1)=0. Ce qui n’est pas possible car s — 1 < m, de même que r+s+1<m.
39 b(r+s+1) = 1. Alors (6) s'écrit, en l’ordonnant, 0.1.b.b (r+1) ou bien 0.1.b (r+ 1).b.
A. — Soit 0.1.b.b{(r+1). La caractéristique sera 1,r,s,t si b—r+1 et b(r+1)=r+s+1. Or, avec b —r+1, les congruences b (r+s+1) = 1 et b (+1) =r+s+1 deviennent respectivement : fr+1) (r+s+1) = 1 et (r+1)}?=r+s+1 ou (+1) —(r+1)=s ou r(r+1)=s.
D'où les conditions simultanées suivantes :
frFD=S és 9 L@+1) (+s+1) =1 b=r+1
B. — Soû 0.1.b(r+1).b. Sa caractéristique sera 1,r,s,t si b(r+1l)=r+1 et b=r ts E1 Mais, br Dre peut s’écrire : (b— 1): (r+ 1) = 0 ce qui est impossible car b—1<m et r+1<m.
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40 b (r+s+1) = — 1. Alors (8) s'écrit, ordonnée : 0.b.b (r+1).(m—1) ou bien 0.b(r+ 1).b.(m—1).
A. — Soit 0.b.b(r+1).(m—1). Sa caractéristique sera 1,r,s,t si b=r et b(r+1)=r+s qui s'écrit encore, avec b=r, r(t+1)=r+s ou r?=s. D'autre part, b(r+s+1) = —-1 devient avec b=r, r(r+s+1)=—1 ou r+rs+r= —1 qui, avec r2=5s, s'écrit : s+rs+r+1=0. Ou (r+1)(s+1) = 0. Ce qui n’est pas possible puisque r+1<m et s+1 < m.
B. — Soit 0.b (r+1).b.{(m—1}). Sa caractéristique sera 1,r,s,t si b(r+1)=r et b—r+s. Et, avec cette valeur de b, les congruences b (r+s+1) =—1 et b(r+1) =r deviennent respectivement : (r+s) (r+s+1) = — 1 et (r+s)(r+1)=r. D'où les conditions simultanées qui suivent :
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99 b(r+ 1) —b = 1 ou br = 1. Alors (8), ordonnée, s'écrit : 0.b.b(r+1).b(r+s+1) ou 0.b(r+s+1).b.b(r+1).
A. — Soit 0.b.b(r+1).b{(r+s+1). Sa caractéristique sera 1,r,s,t si b(r+s+1) —b(r+1)=r et b(r+s+1) = —s. Congruences qui s’écrivent encore : bs= r et b(s+1) = —(s+1)
ou (b+1):(s+1) = 0. Congruence impossible puisque b+1<m et s+1< m.
B. — Soit 0.b(r+s+1).b.b{(r+1). Sa caractéristique sera 1,r,S,t si b(r+1)=—r et b(r+s+1)=s. Et, avec br = 1, ces 2 congruences s’écrivent : = — fr +1) et b(s+1)=s—1. Et, à leur tour, br=1 et b(s+1)=s—1 deviennent, avec Rp r(r+1)=—1 et (r+1)(s+1)=1-Ss ou r (s+1) =
D'où les rte conditions simultanées :
- 60 b—b(r+1) = 1 ou br = —1. Alors (£), ordonnée, s’écrit : 0.b(r+1).b.b(r+s+1) ou 0.b(r+s+1).b(r+1):b.
A Soit 0.b (rE1).b.b(r+s+1). Sa caractéristique sera 1,r,s,t si b(r+s+1)—b=r et b(r+s+1)=—s. Congruences qui s’écrivent encore : b(r+s)=r et b(r+s)+b=—s Où r+Db— s où b——/fr+5s). Et, avec cette valeur de b, les congruences br=—1 et b(r+s)=r deviennent à leur tour : DE) == LEL (nr ES) == Tr:
HT) = PAU Ür(s+1=—2s | Pr ie
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D'où les conditions simultanées suivantes :
T'ES) —=1 ru Le (6) es Mrs)
B. — Soit 0.b (r+s+ 1).b(r+1).b. Sa caractéristique sera 1,r,5,t si b=—r et b(r+s+1)—=s. Mais cette dernière congruence devient, à cause de b=—7r, r (Tr+s+ 1) = —s ou r{r+s)=—(r+s) ou fr+s):(r+1)= 0. Ce qui est
impossible avec r+s<m et r+1< m.
70 b(r+s+1) —b=1 ou b (r+s) = 1. Alors (8), ordonnée, s'écrit : 0.b.b (r+s+1).b(r+1) ou 0.b (r+1).b.b (r+s+1).
À. — Soit 0.b.b(r+s+1).b(r+1). Sa caractéristique sera 1,r,s,t si b (+1) —b(r+s+1)=r et b (r+1) = —s. Or, avec b(r+s) = 1 et b(r+1) = —s, la congruence b(r+1) —b(r+s+1)=r devient : —s—-1-b=r ou b=—/(r+s+1). D'autre part, b(r+1)—b(r+s+1)=r s'écrit bs=—r. Et cette dernière congruence, ainsi que b(r+s)= 1, s’écrivent, avec b=—(r+s+1), sfr+s+1)=r et (r+s)-(r+s+1)=—1.
D'où les conditions simultanées suivantes :
sS(r+s+1)=r "re (7) Se Be RRTNe GE B. — Soit 0.b(r+1).b.b{(r+s+1). Sa caractéristique sera 1,r,Ss,t si b (T+s+1) = r et b(r+1)=s. Or, avec b (r+s)=1, b(r+s+1) = —r devient: b=—(r+1). Et, avec cette valeur de b, les congruences b (r+s)= 1 et b(r+1)=s s’écrivent : (r+1)-(r+s)=—1 et +1} =—s. Et, en
retranchant membre à membre ces deux dernières congruences, il vient : (+1): (s—1)=s—1 ou r (s —1) = 0; ce qui est impossible car r < m et s—1 < m.
80 b—b(r+s+1) =1 ou b(r+s) = —1. Alors (8), ordonnée, s'écrit : 0.b(r+s+1).b.b(r+1) ou 0.b(r+1).b(r+s+1).b.
A. — Soit 0.b(r+s+1).b.b(r+1). Sa caractéristique sera 1,r,s,t si b(r+1)—b=r et b(r+1)=—5s. Mais b(r+1)—b=r s'écrit br =r ou r (b—1)=0. Congruence impossible puisque r < m et b—1 < m.
B.— Soit 0.b.(r+1).b(r+s+1).b. Sa caractéristique sera 1,r,s,t si b=—r et b(r+1)=s. Et, avec b = —r, les congruences b (r+1)=s et b (rs) = =" Itdeviennent rr = x et r.(r+s) = 1.
REC D'où les nouvelles conditions simultanées :
Tr T+1)=—Ss r (r+s)=l 90 b(r+s +1) —b(r+1) =1 ou bs = 1. Alors (8), ordonnée, s’écrit : O0.b.b(r+1).b(r+s+1) ou 0.b(r+1).b(r+s+1).b. A. — Soit 0.b.b(r+1).b(r+s+1). Sa caractéristique
sera 1,r,s,t si b(r+s+1) = —r et b —s. Et, avec cette dernière valeur de b, les congruences bs = 1 et b(r+s+1)=—7r deviennent : $=1 et s(r+s+1)=—7r ou sr+s+s+r= 0
ou avec $ = 1, rs+r+s+1=0 ou r(s+1)+s+1—=0 ou (r+ 1) (s+ 1) = 0. Congruence impossible avec r+1<m et SL 1 < m.
B. — Soit 0.b(r+1).b(r+s+1).b. Sa caractéristique sera 1,r,s,t si b—b(r+s+1)=r et b=—s. Et, avec cette valeur de b, les deux autres congruences bs= 1 et b—b (r+s+1)=r,
qui est —b(r+s)=r, deviennent alors : s°= — 1 et s(r+s)=r. D'où les conditions simultanées :
ee] b—=m—s
Toutefois, ces conditions ne sont satisfaites que si s = J OU —1. "Or. icr la caractéristique L'r.5, test telletque:r -<F. et s-<1; ces conditions ne sont donc pas acceptables.
En effet, comme 1+r+s+t—m, on a: s=—(r+t+1).
Et, avec cette valeur de s, les 2 congruences ci-dessus s’écrivent : HP D GEI)ET
Mt =" ou en simplifiant :
C+rt+2t=—|1l t+2rt+2t+r+2r+1=—1 ou en transformant cette deuxième, compte tenu de la première : PA en, +rt+2r = — 1 ou en retranchant membre à membre ces deux congruences : t—r2+2 (t—r) =0 ou ft—r) (t+r+2)=0.
Et cette congruence est impossible avec r £t et sÆ1, c'est-à-dire s > 1; avec s = 1, ttr+2—m, mais, dès que SL tr +2 << m:
Cut
10° b(r+1) —b(r+s+1)=1 ou bs= —1. Alors (8), ordonnée, s'écrit 0. b.b(r+s+1).b(r+1) ou 0.b(r+s+1)-b(r+1).b.
A. — Soit 0.b.b (r+s+1).b (r+1). Sa caractéristique
sera 1,r,s,t si b(r+1)=—r et b —s. Et, avec cette valeur de b, les deux congruences bs = — 1 et b(r+1) = —r s’écrivent : s=—1 ets (r+1)=—r.
D'où les conditions simultanées :
s? = — 1 DES
Mais, ici encore, les deux congruences ne sont satisfaites que pour r —t; et, comme dans notre cas on a r-<t, ces conditions sont inacceptables. En effet, en remarquant que s=—(r+t+1) ces deux congruences deviennent :
ARE œm+l)=r (+t+1}=—1
HR EE +2 rt+2rt + 2t+ 1 = —|1
Ou, en modifiant la deuxième congruence, compte-tenu de la première :
CR Re = — | (ORNE RENE 34!
D'où par différence membre à membre :
r2—{t2—=0 ou(r+t):(r—t) =0 congruence impossible puisque r+t<m et r—t<m; et que, d'autre part, ici r <t.
B. — Soit 0.b(r+s+1).b(r+1).b. Sa caractéristique sera 1,r,s,t si b—b(r+1)=r et b=—s. Mais b-b(r+1)=r s'écrit br=r ou r {(b+1)—=0. Ce qui est impossible puisque r < m et b+ 1 < m.
Il résulte de cette étude qu’une colonne cyclique de caractéristique 1,r,s,t figurera 2 fois dans sa colonne métacyclique si r et s satisfont l’un quelconque et un seul de ces 8 systèmes de
congruences de Gi) à (8): la colonne cyclique de caractéristique
1,r,s,t sera en effet transformée en elle-même par la substitution |x, bx| pour b — 1 et le b correspondant au système de congruences satisfait. De même, une telle colonne cyclique figurera 3 fois
si deux et deux seuls des systèmes de à sont satisfaits :
et elle sera transformée 3 fois en elle-même par | x, bx | avec b — 1 et les deux b correspondant aux 2 systèmes de congruences
SN AE
satisfaits. Et on pourrait poursuivre le raisonnement si on n’était pas limité par le:
Théorème 40. — Tous les systèmes de congruences de
ci) à sont incompatibles sauf Q) et (3): (2) et (5): Det (D: © à ©.
PREUVE. Pour la démonstration on montrera successivement
l tabilité 1 tabilité d ; :
Re Da Guns
(2) el (2) sont incompatibles. En effet, de (r+1)(r+s+1)=1
et r (+1) = — 1 on déduit : (r + 1):(2r +s +1) = 0 ou 2r+s+1—=0 (car, avec m premier, r + 1<m est premier à m) ou r+s+1=—r. Et, alors, la congruence s (+s+1)=r
de © devient : —sr=r ou r (s+ 1) —=0. Ce qui est impossible avec m premier, r < m et s+ 1 < m.
et (3) sont compatibles. En effet, ils ont tout d’abord la congruence commune (r+1) (r+s+1) = 1.
Ensuite, cette congruence est changée par la congruence sæ=r (r+1) de G) en {+1)-[r+1+r (r+1)]=1 ou (r+1)$=1. Enfin, avec s=r(r+1), la congruence s(r+s+1)=r de () s'écrit à son tour : r(r+1) [r+1+r(r+1)] =r ou r (r+1)5=r. Et, si (r+1)$= 1, cette congruence est évidemment satisfaite.
(2) et (a) sont incompatibles. En effet, de (r+1) (r+s+1)=1 de (1) et (+s) (r+s+1) = —1 de (4) on déduit : (r+s+1) (2r+s+1)=0 et, comme r+s+1<m, 2r+s+1= ou r+s+1——r. Mais, alors, la deuxième congruence de S (m+s+1) = r est changée en —sr=r ou r (s+1) = 0. Ce qui est impossible avec m premier et r < m ainsi que s + 1 < m.
PR
(2) et (5) sont incompatibles. En effet, de (r+1) (r+s+1)=1 de G) et r(r+1)=—1 de (5) on déduit : (r+1) (2r+s+1) =0 et, comme r+1<m, 2r+s+1=0 ou r+s+1=—r+r. Mais, alors, la deuxième congruence de @) s (r+s+1) = r s'écrit : —sr=r où r (s+1) = 0. Impossible, comme ci-dessus.
(2) et (6) sont incompatibles. En effet, avec r(r+s) = 1 de (6) la congruence (r+1) (r+s+1) = 1 de Q devient : r(r+s)+r+r+s+1=1 où 1+2r+s+1=1 ou 2r+s+1=0 ou r+s+1=—r. Et, encore une fois, la deuxième congruence de G) s(r+s+1)=r s’écrira alors : —sr=r ou r(s+1) = 0. Ce qui est impossible.
(2) et (7) sont incompatibles. En effet, de (r+1) (r+s+1)=1 de () et (+s) Tr +s+1) = — 1 de (7) on déduit : œ+s+1) (2r+s+1) = 0 et, comme r+s+1i<m, on a: 2r+s+1—=0 ou r+s+1—=—T+r. Et la deuxième congruence de (@) s (r+s+1) = r devient à nouveau : — sr = r ou r (S+ 1) = 0. Ce qui est impossible.
(G) et sont incompatibles. En effet, avec r (r+s) = 1 de (8), la congruence (r+1) (r+s+1) = 1 de (@) devient :
r(r+s)+2r+s+1=1 ou 2r+s+1—=0 ou r+s+1=—r.
Et, une fois de plus, la deuxième congruence de () s(r+s+1l)=r
devient : — sr = r ou r {s+ 1) = 0. Ce qui est impossible. (2) et (3) sont incompatibles. En effet, de r(r+1) = —1
de (2) et r(r+1) =s de (3) on déduit : s+ 1 = 0. Ce qui est impossible car s+ 1 < m.
(2) et (4) sont incompatibles. En effet, avec r (r+s) =s de (2) la congruence (r + 1) (r+s) = r de (4) s'écrit :
PACE
r +s)+r+s=r ou s+r+sær ou ?s=0. Ce qui est impossible puisque m est premier ; m>2; s < m.
et (5) sont compatibles. En effet, ils ont tout d’abord la congruence commune r (r+1)=—1. Ensuite, la congruence r(s+1) = —72s de (5), qui est aussi r = —s(r+2), permet d'écrire la congruence r(r+s)=s de (2) de la façon suivante : —sS(r+2)-[—s(r+2)+s]=s ou s (r+2) (r+1)=s ou s:[s(r+2) (+1)—1]=0 ou s(r+2) (+1) =1 puisque s<m et s premier à m. Et, avec r=—s (r+2), cette congruence devient : r (r+ 1) =—1 qui n’est autre que la congruence commune aux deux systèmes @) et
(2) el (6) sont incompatibles. En effet, de r(r+1) = —1 de (2) et de r (r+s) =1 de (6) on déduit r (2r+s+1) = 0. Et, comme r <<m, 2r+s+1—=0 ou r+s=—(r+1). D'autre part, des deux congruences de (6) :r(r+s)=l1et (r+s}=-r on obtient, par soustraction membre à membre: s(r+s) = —(r+1). Et cette congruence, combinée avec r+s=—(r+ 1), donne :
s(r+1)=r+1 ou (r+1) (s—1)=0 qui est impossible car Lim et s—1<m.
(2) et (7) sont incompatibles. En effet, avec r (r+ 1) = —1 de (2) la congruence (r+s) (r+s+1) =—1 de (7) devient : rr+l)+rs+s(t+s+1)=—1 ou s(2r+s+1)=0. Et, comme s << m, on a 2r+s+1—=0 ou r+s+1=—7r. Or, cette congruence permet d'écrire l’autre congruence de 0 sous la forme : —rs =r ou r (s+ 1) = 0. Ce qui est impossible car r < m et s+ 1 < m.
el sont incompatibles. En effet, les congruences rt+1)=—1 de (2) et r(r+1)=—s de entraînent s— 1 = 0 qui est impossible puisque s — 1 < m.
FATAL ES
et (a) sont incompatibles. En effet, les congruences M+D+s+1)=1 de (3) et (r+s) (r+s+1)=—1 de (a), combinées, donnent : (r+s+1) (2r+s+1)=0. Mais r+s+1<m d’où : 2r+s+1=0 ou r+s+1—=—r et, alors, la congruence (+1) (+s+1)=1 de (3) s'écrit: r (r+1)=—1. Mais la deuxième congruencé de (3) est r (r+1) = s. D'où l’on déduit, par différence membre à membre : s+1—0. Ce qui est impossible avec s + 1 < m.
et (5) sont incompatibles. En effet, les congruences r(r+1)=s de (3) et r(r+1)=—1 de (5) entraînent la congruence s + 1 = 0 qui est impossible comme ci-dessus.
et (6) sont incompatibles. En effet, les congruences r(r+1)=s de (3) et r(r+s)=1 de (6) entraînent la congruence r(1—s)=s—1 ou r(s—1)+(s—1)=0 ou (r+1)(s—-1)=0 qui est impossible avec r +1 <m et s— 1 < m.
el (7) sont incompatibles. En effet, les congruences œ+1)(+s+1) = 1 de (3) et (r+s) (r+s+1) = —1 de (7) entraînent (r+s+1) (2r+s +1) = 0 et, comme r+s+1< m, 2r+s+1—=0 ou r+s+1——T+r. Et, alors, la congruence s(r+s+1)=rde(7) prend la forme : —sr=r ou r {s+1) = 0. Ce qui est impossible, avec r < m et s+1 < m.
et sont incompatibles. En effet, les congruences r(r+1l)=s de (3) et r(r+1) = —5s de entraînent 2r (r+ 1) = 0. Ce qui est impossible avec m>2; r < m et r+ 1 < m.
el (5) sont incompatibles. En effet, les congruences œ+1)(r+s) =r de (a) et r(r+1) = —1 de (5) entraînent s-(r+1)=r+1 où (r+1):{(s—1)=0. Ce qui;est impossible avec r +1 < m et s— 1 < m.
RAT MES
el sont incompatibles. En effet, les congruences œ+1) (r+s)=r de (4) et r(r+s) = 1 de (6) entraîi- NOR RPEETS == Ur, 1. Par ‘suite, la congruence de (a), œ+s) w+s+1) = —1, s'écrit r (r —1) = — 1, tandis que la congruence r (r+s) = 1 de (6) devient r(r—1)= 1. Et, de ces deux nouvelles congruences, on déduit : 2r (r— 1) = 0. Ce qui est impossible avec m>2; r <m et r —1< m.
et @ sont compatibles. En effet, ces systèmes ont tout d’abord la congruence (r+s) (r+s+1) =—1 commune. De plus, la congruence (r +1) (r+s) =r de (a) s'écrit r?+rs = —s ou S——1r (r+s). Par suite, la deuxième congruence de s(r+s+1)=r devient : —r(r+s)(r+s+1) = r, ou, commer est premier à m: fr+s):(r+s+1)=—1 qui est précisément
la congruence commune aux deux systèmes.
el (s) sont incompatibles. En effet, la congruence œm+1) (r+s) = r de (4) est changée, par la congruence r(r+s) = 1 de (8), en r(r+s)+r+s=r ou s+1= 0. Ce qui est impossible puisque s + 1 < m.
nel sont incompatibles. En effet, les congruences r (+1) = —1 de (5) et r(r+s) = 1 de (6) entraînent r (2r+s+1) = 0 ou, comme r <m, 2r+s+1 = 0 ou
r+s—=—(r+1). D'autre part, des deux congruences de r(r+s)=1 et (r+s)?=—7r, on déduit : s (r+s) = —(r+1). Et cette congruence, avec r+s=—t(r+1), s'écrit à son tour
s(r+1)=r+1 ou (r+1)(s—1)=0. Congruence impossible avec, r+ I < m et s—1 <m.
el (7) sont incompatibles. En effet, les congruences r(r+1)= —1 de (5) et (r+s):(r+s+1)= —1 de c) entraînent (r+s):(r+s+1)—r(r+1)=0 ou rs+s(r+s+1)=0,
PERS
qui devient, à son tour, avec la congruence s (r+s+1)=r de : rs+r—=0 ou r {s+1)—=0. Congruence qui est impossible avec r < m et s+ 1 < m.
el sont incompatibles. En effet, les congruences r(r+1)=—1 de (5) et r(r+1)=—Ss de entraînent s+ 1 = 0, Congruence impossible puisque s + 1 < m.
el (7) sont incompatibles. En effet, la congruence {+s) t+s+1) = —1 de (a) peut S$’écrire :
r(r+s)+r+s(r+s+1) =—1. Et elle devient alors, à cause des congruences r (r+s) = 1 de (6) et s(r+s+1) =r de : l+r+r=—1 ou 2 (r+1)=0 qui est impossible avec im >2-et r+1<m.
et sont compatibles. En effet, ces deux systèmes ont tout d’abord la congruence commune : r(r+s) = 1. D’autre
part, avec la congruence r (r+1) = —s de (s), qui est aussi s = — r (r +1), cette congruence commune s'écrit : r{—r(r+1)]=1 ou r°=— 1. Or, en tenant compte de la congruence s = —r(r+1) de (8), la deuxième congruence de , w+s)?= —7r, prend la forme : [r—r(r+1)]?=—7+r ou
= — r ou, puisque r est premier à m, r° = — 1 qui est bien
la même congruence que celle trouvée précédemment.
(7) et sont incompalibles. En effet, les congruences (r+s)(r+s+1)=—1 de (7) et r(r+s) = 1 de entrainent (r+s):(2r+s+1) = 0 et, comme r+s<m, 2r+s+1=0 où r+s+1=—r. Et, alors, la congruence s(r+s+1)=r de
devient sr=—r ou r{s+1)=—= 0. Congruence impossible AVEC MAC LISE AT
Aïnsi le théorème 40 est complètement établi. Et il va permettre de prouver le :
AR
Théorème 41. — Avec m premier, toutes les colonnes métacycliques incomplètes, si elles existent, qui se trouvent parmi toutes les colonnes métacycliques du type 2, sont constituées de en colonnes cycliques distinctes.
PREUVE. — En effet, d’après le théorème 40, il n’y a que deux possibilités pour l’une quelconque des colonnes métacycliques du type 2, prise parmi les n4m.
1° L’une des colonnes cycliques de caractéristique 1,r,s,t est telle que le couple fr,s) satisfait deux et deux seuls des systèmes
de congruences de (2) à (8). Alors la colonne cyclique est trans-
formée en elle-même par les trois substitutions |x, bx| avec b — 1 et les deux nombres b différents correspondant aux deux systèmes de congruences compatibles satisfaits : elle figure donc trois fois dans sa colonne métacyclique. Or, d’après le théorème 11, il en sera de même pour chaque colonne cyclique et, par suite, la colonne métacyclique envisagée contient bien — ! colonnes cycliques différentes.
20 Il est impossible de trouver une colonne cyclique de caractéristique 1,r,s,t telle que le couple fr, s) satisfasse l’un quelconque
des systèmes de congruences de (2) à (8). Alors, une colonne
cyclique de caractéristique 1,r,s,t est, dans ce cas, changée en elle-même par la seule substitution |x,x|: elle ne figure donc qu’une fois dans sa colonne métacyclique. Et, comme il en est de même pour chaque colonne cyclique, la colonne métacyclique considérée est complète.
Il reste à savoir, maintenant, si dans les colonnes métacycliques du type 2, il y a toujours des colonnes métacycliques incomplètes ?
Théorème 42. — La condition nécessaire et suffisante pour que les colonnes métacycliques du type #, avec m premier, ne soient pas toutes complètes est que m—=3K+1.
Preuve. — 1° La condition est nécessaire. En effet, d’après le théorème 41, si une colonne métacyclique du type 2 est incomplète, elle contient obligatoirement 1 colonnes cycliques distinctes. Mais cela n’est possible que si - est un entier K, c’est-à-dire si l’on a = —Rooum—S K°-+ 1.
20 La condition est suffisante. Soit donc m = 3 K + I ; on va alors prouver qu’il n’est pas possible que toutes les colonnes
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métacycliques du type 2 soient complètes. Pour cela, on va chercher la valeur de n4m en supposant que toutes les colonnes métacycliques du type 2 sont complètes ; et on démontrera qu'avec m premier et m—3K<+1 ce nombre n4m nest pas entier. I1 faut tout d’abord remarquer que nm est la somme du nombre des colonnes métacycliques du {ype 1 et de celui des colonnes métacycliques du type 2. Or, ici, ces dernières sont toutes supposées complètes alors que celles du type 1 peuvent ne pas
l’être toutes. Et, d’après les théorèmes 37 et 38, on sait que leur nombre est © sim—4K—1et = sm—4K+1. D'où les deux cas à considérer :
A. m—4K—1. D'après le théorème 38, les colonnes métacycliques du type 1 sont toutes constituées de Es colonnes cycliques différentes et on sait qu’elles sont ns, Et, avec notre supposition, toutes les autres colonnes métacycliques, celles du type 2, sont complètes. Or, avec m premier, on sait que le nombre
Nam des colonnes cycliques est donné par la formule (4). Ce, (m— 1) (m—2) (m—3) de 24 ‘
Il en résulte que, dans notre cas, on à un nombre de colonnes cycliques -< du type 1 égal à "$.®T et celui du type 2 est : (m1): (m2) (m3) (m5) (me)
Et, comme ces dernières sont au nombre de m1 dans chaque colonne métacyclique, on a :
D'où É Nas =
{m-1):(m-2):(m-3) (m—3) : (m—1) Dim — ms SE 2 net 8 m—3 — 2 — 3 — Ouen 4 + Er LU ) —- ee : Ou 1 Lie nn — M+D m3)
Or, avec m = 3 K + 1, ce nombre s’écrit : n4m = Ÿ £ +2) 6 E2,
Mais 3K +2 et 3 K —2 sont deux nombres premiers à 3 ; leur produit ne sera donc jamais divisible par 24 qui contient le facteur 3. Ainsi, avec m = 3 K+ 1, n4m n’est pas entier. La supposition est donc erronée.
70 0e B. m—41K#+1. Cette fois, d’après les théorèmes 37 et 38,
. —5 , . Æ il y a -, colonnes métacycliques du fype 1 contenant 2 colonnes cycliques distinctes et une seule qui en possède #1 ASE :
— différentes. Le nombre de toutes ces colonnes cycliques est D mel 1 ; ee OR En re + - Et il en reste ainsi:
(m1) -: (m—2) : (m—3 <5)! Goe-i ARE MD 2) 9 _ MD MD MT réparties dans toutes les
colonnes métacycliques du type 2. Et, comme ces dernières sont toutes supposées contenir (m — 1) colonnes cycliques distinctes, il vient :
(m—1) - (m—2) - (m—3) pa (m—5) .: (m—1) > oil
Dim = + 1 + = RTE :
uns | 2 18? E
e A 1 mn) ris 24
OPAicL m9 KR ElNelom—=4K +1 donc m—12 K01 (2K+1)? — 2(12K+1)+9
OU Nim — 6 K?+-,; qui n’est pas un
CLAAIOrS, Mit S ÉCIIC: Nam —
144 K?+38 nombre entier. Donc, ici encore, la supposition est erronée. Il est donc établi que si m = 3 ae 1, il existe au moins une a
colonne métacyclique possédant “— colonnes cycliques diffé-
rentes. Mais, du même coup, on a démontré davantage :
ou N4,m =
Théorème 43. — Avec m premier et m— 12 K—-1, les n4m colonnes métacycliques contiennent toutes (m— 1) colonnes cycliques distinctes, sauf = d’entre elles qui n’en possèdent que _ Et Lou
nm 12 K 1 nn = CHR (12)
PREUvE. En effet, avec m premier, on ne peut avoir que m = 3 K + 1 ou m — 3 K — 1. Soit donc m — 3 K — 1. D’après le théorème 42, toutes les colonnes métacycliques du type 2 sont complètes. De plus, soit m — 4 K — 1. D’après le théorème 38,
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toutes les colonnes métacycliques du type 1 contiennent alors . colonnes cycliques différentes et sont au nombre de = Ainsi, avec m—3K—1 et m—4K—1, c’est-à-dire avec m = 12 K — 1, on est placé dans le cas A) de la démonstration
précédente, où on a trouvé :
(m + 1) : (m—3) wi 24
Et on vérifie bien que si m —12K—1 ce nombre est entier. 12K 42K4
Enterñet no OA — 2KGK— 1).
De même, on peut énoncer le :
Théorème 44. — Avec m premier et m = 12 K +6, les nam
colonnes métacycliques contiennent toutes (m— 1) colonnes cycliques distinctes, sauf n=S d’entre elles qui en possèdent MT et une qui en
“ renferme ee. Et-Monvas
m=12K+5 | nee | (13)
PREUVE. En effet, en prenant m — 3 K — 1, on est assuré que toutes les colonnes métacycliques du type 2 sont complètes. Et si, de plus, on prend m — 4 K + 1, le théorème 38 nous apporte précisément les colonnes métacycliques incomplètes mentionnées dans le théorème. D’autre part, on se trouve ainsi placé dans le cas B) du théorème 42, où on a obtenu :
| Nm —
Enfin, comme on doit avoir simultanément m — 3 K — i et m = 4 K +1, il faut que m = 12 K +5. En effet, avec m premier on ne peut avoir que Um M2 RE ou RERO avec m—3K—1, on ne peut avoir ni m—12K-1,\ni m—=12K—5 car 12K +2 d’une part et 12K—4 d’autre part ne sont pas divisibles par 3. Il ne reste donc en considération que m = 12 K —1 et m = 12 K +5. Or, 12 K —1 est à exclure puisqu'on a ici m—4K+1: car 12 K —2 n’est pas divisible par 4. Il ne reste donc que m — 12 K + 5 avec lequel on a bien m—=3kK—1etm—4K+tÎ.
Et, avec m = 12 K +5, on vérifie également que nam est [né 2 + entier. cEnteftet.: Tim — CRE) SUR +9) nn EESSSE à 21 Ne PT re
Il reste maintenant à envisager le cas m = 3 K + 1.
IV. Détermination de nim avec m — 3 K
Pour calculer n4m, dans ce cas, il s’agit de dénombrer toutes
les colonnes métacycliques incomplètes du type 2 dont chacune est constituée de D colonnes cycliques distinctes, comme l’affirme le théorème 41. Or, d’après le théorème 42, on sait qu’il y en a toujours au moins une si m est premier et si m— 3 K+1 et qu’elle contient, entre autres, une colonne cyclique de carac-
téristique 1,r,s,t (théorème 22) dont le couple (r,s) satisfait un et un seul des quatre systèmes G). (ni), Gi), Gv) ci-dessous. Ces derniers étant chacun la réunion de deux systèmes de congruences compatibles, pris parmi AO ainsi qu’on l’a établi
au théorème 40. Ces 4 nouveaux systèmes sont donc incompatibles entre eux, et un couple fr,s) ne peut satisfaire qu'un seul de ces systèmes, comme il a été dit.
b=r+s | (6) b — m—(r+s) D (7) b=m—(r+s+1) QE b=m—r
Le problème revient donc à trouver : d’une part, le nombre de colonnes cycliques différentes dont la caractéristique est de la forme 1,r,s,t et qui sont contenues dans chaque colonne métacyclique incomplète du type 2; et d’autre part, le nombre de tous les couples (r,s) différents, {(r,s) étant considéré comme
différent de (s,r)] qui sont solutions des 4 systèmes Gi)... Ainsi, si toute colonne métacyclique incomplète du type 2
PS DESE
contient toujours 4, et uniquement 4, colonnes cycliques distinctes de caractéristiques 1,r,s,t et si les 4 systèmes OC ne pos-
sèdent que 4 couples (r,s) différents comme solutions, on pourra affirmer qu’il n’y a qu’une seule colonne métacyclique incomplète du type 2 avec m premier et m—3K+1. C’est précisément ce qui arrive pour tout m > 7, mais il faut l’établir.
Théorème 45. — Une colonne métacyclique incomplète du type 2 contient soit 2, ou soit 4 colonnes cycliques différentes dont la caractéristique possède un intervalle égal à 1.
PREUVE. — En effet, avec la colonne cyclique ci-dessus de caractéristique Z,r,s,{ figurera toujours, dans la même colonne métacyclique, la colonne cyclique conjuguée de caractéristique t,s,r,1 ou 1,t,s,r qui est différente de 1,r,s,t puisque s 1 tr lt. Et, s’il n’y a pas d’autre colonne cyclique avec une caractéristique possédant l'intervalle 1, la première partie du théorème est démontrée. Si, au contraire, il existe encore une autre colonne cyclique différente des deux précédentes et dont la caractéristique est 1,R,S,T, on trouvera aussi, dans la même colonne métacyclique, la colonne cyclique conjuguée de caractéristique, 1,T,S,R qui est distincte de 1,R,S,T de 1I,t,s,;r et de 1,r,s,t. Et le théorème sera ainsi complètement prouvé si on montre qu’il ne peut pas exister une autre colonne cyclique, dans la même colonne métacyclique, dont la caractéristique possède également un intervalle égal à 1 et qui soit différente des 4 colonnes cycliques déjà envisagées. Or, c’est bien le cas. En effet, pour cela, il suffit de démontrer que chaque colonne métacyclique incomplète du type 2 contient au maximum 2 colonnes cycliques, différentes ou non, avec une caractéristique possédant un intervalle égal à 1, puisque dans une telle colonne métacyclique, chaque colonne cyclique figure exactement 3 fois. Or, soit : 0.1. (r+1).(r+s+1) la combinaison choisie dans la colonne cyclique de caractéristique 1,r,s,. Par la substitution |x,bx| elle devient : 0.b.b (r+1). b (r+s+ 1) et se trouve dans une colonne cyclique de la même colonne métacyclique ; et cette colonne cyclique aura une caractéristique possédant au moins un intervalle égal à 1 si:
b—1 ou b=—1 ou b(r+1=1 ou b(r+1)=—1
ou b(r+s+1)=1 ou b(r+s+1)=—1 ou b(r+1)—b=1 ou b—b(r+1)=1 ou b(r+s+1)—-b=1 ou b—-b(r+s+1)=1 ou b(r+s+1)—b(r+1)=1 ou b(r+1) —b(r+s+1)=1
Fate ou, après réduction :
PAL 2% p=— 1 "3m" b(r+1)=1 de b(r+1)=—1
Dim b(r+s+1)=1 Gt b(r+s+t1)= 1 7m br=1 8m br——1 Jim b(r+s)—=1 10% b(r+s) = —1 11ème bs— 1 12ème bs = — 1,
Et comme ces 12 congruences sont toutes du 7e degré en b, elles ne peuvent avoir, chacune, qu'une solution au plus en b. Il y a donc au maximum 72 nombres b différents qui sont solutions de ces 12 congruences, donc au plus 72 colonnes cycliques dans une même colonne métacyclique incomplète du type 2 à posséder une caractéristique avec au moins un intervalle égal à 1, comme il fallait l’établir. Mais il reste à fixer à quelles conditions on obtient l’un ou l’autre des deux cas mentionnés.
Théorème 46. — Une colonne métacyclique incomplète du type 2 contient toujours Z et seulement 2 colonnes cycliques distinctes dont la caractéristique possède au moins un intervalle égal à 1, si m — ?, et toujours 4, et seulement 4, si m > 7.
PREUVE. Il faut en somme démontrer que les 12 congruences du théorème 45 ne sont satisfaites par 12 nombres b égaux 2 à 2 que pour m — 7. En effet, comme dans une colonne métacyclique incomplète du type 2, il ne peut y avoir que 12 ou bien 6 colonnes cycliques -< ou non, avec une caractéristique possédant au moins un intervalle égal à 1, les 12 congruences ci-dessus ont soit 12 nombres b différents, soit 12 nombres b égaux 2 à 2 comme solutions. Et on va montrer que, dans ce dernier cas, on a forcément et seulement m = 7.
Soit donc b — 1. Quelle est alors l’autre des 12 congruences qui est satisfaite simultanément pour b — 1? Avec b = 1 les
11 congruences qui restent deviennent successivement : 2° 1 = —1 ou 2=0 : or, m >2, c'est impossible ; 3% r+1= 1 ou r=0: impossible car m premier et r <m; 4#®r+1=—1 ou r+2=0:
impossible car r+2<m; 6%r+s+1=—1 où r+s+2=0:
or, r+s+t+1=0 on doit donc avoir nécessairement { — 1 ; 7ème r= 1 ou r — 1 mais, par hypothèse, r<t, donc on ne peut pas avoir ettt—1:soIt doncr —7et t-=1./Ainsi, des 2 congruences Gt" et 72», seule 7?" sera satisfaite pour b — 1 et cela si r — 1. Or, avec r — 1, on voit immédiatement que les congruences 9me et 8 qui deviennent toutes deux b = — 1, sont satisfaites aussi par le même nombre b. Il est certain, d’après ce que l’on sait, que ce sont les deux seules congruences qui sont satisfaites par ce nombre b, mais on va tout de même montrer que, si b= — 1,
Pr) ee
les 8 autres congruences qui restent et qui, avec r — 1, s'écrivent : See 2b— 1. 4% 2p—-1/5#2b(s4+2)=1 67 b(s+ 2) =—] Qu b{(s 11)=1, 10% b(S41)= III bs =102 pbs 1 ne sont pas satisfaites par ce nombre b.
Enteftet, si b—==1152%%b ="Ss'écrit 3b —0f#mpossibles gène 2h = — 1 devient b = 0 : impossible ; 5%*° b (s +2) = 1 devient b(s+3)=0 ou s+3—=0, or, avec r—1, s+t+2—0,
d'où t—1, or r=Æt: impossible ; 6%°°b,(s +2) ==1/sécrit b (s+ 1) = 0 : impossible ; 9% b(s+1) = 1 devient b(s+2) = 0 : impossible ; 10% b (s+1) =—1 s'écrit bs = 0 : impossible ;
11% bs = 1 devient s+ 1 = 0 : impossible ; 12%* bs =—1 s'écrit s — 1 = 0: impossible car s 1.
Maintenant, ces 8 congruences ci- dessus sont à leur tour satisfaites 2 à 2 pour le même nombre b. Soit donc 3°*° 2b= 1 alors seule la congruence 11°* bs = 1 est satisfaite pour le même nombre b et cela si s — 2. En effet, 4° 2b = —1 est incompatible avec 2b = 1 sinon on aurait 4 b = 0 : impossible car m > 4 ; 5m b (s+2) = 1 devient, avec 2b = 1, bs = 0 : impossible. Si 2b = 1, 6% b(s+2) = —1 s'écrit b (s+4) = 0 ou s+4= 0, OÙ r+ st l=0 et" avec r— ls LE 22 = Dress 0 on doit avoir {— 2. De même, avec 2b=1, 9% b(s+1)=1 devient b (s— 1) =0 : impossible ; 10% b(s+1) =—1 s'écrit b (s+3) = 0 : impossible ; avec r =1 et t> 1; 12% bs=—1 devient s+2=0: impossible. Par contre, 11% bs=1 s'écrit b (s—2) = 0 d’où s —£. Mais, si s —2, on ne peut pas avoir simultanément t = £ et r =1 car 1+r+s+t—6, or m est premier. Ainsi, si on prend s — 2, la congruence 6** ne sera pas compatible avec 3** 2b = 1 et il ne restera que 11% bs= 1. Alors, avec r — 1 et s — 2, les 6 congruences qui restent s’écrivent :
4ème 2h = — 1] 5x Ab = 1 6ère 4b = — 1 9ème 3b = 1 10% 3b=—1 12% 2b—=— 1 Et, alors, la seule congruence compatible avec 4% 2b = — 1] est 12% £b=— 1.
En effet, si 2b = — 1:
9% 4 b = 1 s'écrit 6 b = 0, impossible car os m—3kK+1 6% 4b = — 1 devient 2b = 0 impossible ; 9ème 3 b = 1 s'écrit 5 b = 0 impossible car m > 7 10% 3 b = — 1 devient b = 0 impossible.
Aiünsi, il ne reste que les 4 congruences suivantes à considérer : 5 4Ab= 1, 6m 4b= T9) 3 D = NTM SD:
Or, la congruence 5°%* 4b— 1 est seulement compatible avec 10e 3b—= 1]. En effet, si 4b = 1, alors 6" 4 b = — 1 devient
8 b = 0 qui est impossible avec m premier, m >7 et b<m et 9ème 3b = 1 s'écrit b = 0 : impossible.
Alors, forcément, les deux dernières congruences 6% 4 b = — 1 et 9% 3b=— 1 sont compatibles ; et il résulte de là que 7b=0 congruence qui n’est possible, avec m premier de la forme m—3kK+1, que si m = 7.
Ainsi, il est bien établi que toute colonne métacyclique incomplète du type 2 contient foujours 4 colonnes cycliques distinctes dont la caractéristique possède au moins un intervalle égal à 1, sauf pour m = ? où on en trouve seulement 2. On va donc tout d’abord considérer ce cas particulier :
Cas m — 7.
On a vu au $ 6 que la répartition des C}, combinaisons par les substitutions du groupe métacyclique en systèmes intransitifs est la même que la répartition des N;in colonnes cycliques par les
substitutions du groupe R — |x, bx|.
OPucrL EN Gé 2 6 bi o col li ICONE D ES 9 4 0: ces 5 colonnes cycliques
ont des caractéristiques qui correspondent aux 5 façons d'écrire 7 comme la somme de 4 nombres différents ou non, deux décompositions étant distinctes, si elles ne s’obtiennent pas par permutation circulaire. Ce sont donc :
PARA E ES
Soit alors 0123 la combinaison prise dans la première colonne cyclique. Par les substitutions du groupe R = |x,bx|, avec b — 1,2,3,4,5,6, elle devient :
0123 ; 0246 ; 0362; 0415 ; 0531 ; 0654 ; ou en ordonnant :
Et ces combinaisons appartiennent à une même colonne métacyclique et figurent dans des colonnes cycliques dont les caractéristiques respectives sont :
Ce qui donne une colonne métacyclique du {ype I où les 3 colonnes cycliques 1,1,1,4 ; 1,2,2,2, et 1,2,1,3 figurent chacune deux fois.
Soit alors 0124 la combinaison choisie dans la colonne cyclique du caractéristique 1,1,2,3. Par les substitutions du groupe R = |x,bx|, elle devient : 0124 ; 0241 ; 0365 ; 0412 ; 0536 ; 0653 ou 0124; 0124; 0356; 0124; 0356; 0356; combinaisons qui correspondent aux caractéristiques :
D ES 10288082 1033.21: (7) qui fixent les colonnes cycliques d’une colonne métacyclique du
Fopet
type 2 où les deux colonnes cycliques, de caractéristiques 1,1,2,3 et 1,1,3,2, figurent 3 fois. Ainsi na, — 2 : il y a une colonne métacyclique (8) où les colonnes cycliques figurent 2 fois et une colonne métacyclique (y) où les colonnes cycliques figurent 3 fois.
F reste maintenant à trouver le nombre des colonnes métacycliques du type 2 pour m > 7.
Théorème 47. — Avec m premier e m—=3K+I1I, il y a toujours une et une seule colonne métacyclique, parmi les 45m) qui contient ee colonnes cycliques distinctes.
Preuve. Tout d’abord, pour m — 7, on vient de voir que c'est juste. Soit donc m > 7. D’après le théorème 42, il y en a toujours une au moins. Il suffit donc de prouver qu’elle est unique. Or, c’est bien le cas, car, d’une part, chaque colonne métacyclique incomplète du type 2 contient 4 colonnes cycliques différentes avec des caractéristiques de la forme J,r,s,t (théorème 46, cas m > 7) et, d’autre part, chacun des 4 systèmes de
congruences Goes a un et un seul couple (r,s) solution.
En effet, d’un côté, chacun de ces 4 systèmes contient en particulier une congruence qui est du Ze degré en s et qui a donc, au plus, une solution en s pour un r fixé. Ce sont :
pour (1): r +1)=s; pour (1): r (r+s)=s
pour G): œ+1) +s)=r; pour (iv): r'T+l)=—Ss D'un autre côté, chacun de ces systèmes renferme au moins une congruence qui est du 1 degré en r et qui a donc, au plus, une solution en r pour uns fixé. Ce sont: s(r+s+1)=r pour
G); r(s+1)=—25s pour Qu); s(T+s+1)=r pour Gn) ; et r(s—-1)=s+1 pour (y). Cette dernière étant obtenue à partir
des congruences r (r+s) = 1 de (6) et r(r+1)=—Ss de (8).
Par suite, des 4 systèmes Goes) qui à, au plus, une
solution en r et une solution ens, a, au plus, un couple (r,s) solution, et à cause du théorème 42, il en a foujours une. Et ces 4 couples (r,s) sont différents d’après le théorème 40. Ils permettent donc la constitution de 4 caractéristiques différentes de la forme 1,r,s,t qui fixent les 4 colonnes cycliques de la méme colonne métacyclique incomplète du type 2, comme le montre le théorème 46,
Rue Ne EXEMPLES :
=: COS Dee On a bien deux couples (r,s) seulement.
m=18. (1):r=2;s=6 GE PE Core Ces
On a, cette fois, 4 couples (r,s) différents.
M — 19. CD EPL: CPE CHERE pme S 4
On a, ici encore, 4 couples (r,s).
TB 1 PEN CORRE (RE CORRE
On obtient, à nouveau, 4 couples (rs).
PNR NE ee (m):r=38;s HR DEA SE IO
On obtient aussi 4 couples
m = 48. Er RES n0 Qu): r=26; s — 10 (Gv):r=7: s= 30
Et on trouve encore 4 couples (r,s), comme prévu.
La démonstration du théorème 47 permet alors l’énoncé d’une propriété originale sur les congruences :
Théorème 48. — La condition nécessaire et suffisante pour que chacun des 4 systèmes ERA ait un et un seul couple (r,s) solution, et que ces 4 couples soient tous différents entre eux, est que m soit premier > ? et de la forme m=—3K+1.
PREUVE. En effet, d’après le théorème 42, m premier et m = 3 K +1 sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que
les n4,m colonnes métacycliques ne soient pas foutes complètes, donc, d’après le théorème 47, pour qu'il y ait une et une seule colonne
ART nl métacyclique avec Le colonnes cycliques distinctes. Mais, pour cela, il faut que l’un au moins des 4 systèmes Ge
ait un couple (r,s) solution. De plus, le théorème 46 et la démonstration du théorème 47 précisent que ces 4 systèmes en Gv)
sont foujours solidaires si m'>7 et que chacun a un et un seul couple (r,s) solution. Enfin, le théorème 40 affirme l’incompatibilité de ces 4 systèmes ; il en résulte donc que les 4 couples (r,s) solutions ne peuvent être que différents.
On peut dès lors calculer n4m pour m=8K+1. Mais il faudra distinguer encore le cas où m—4K—1 du cas où m—4kK+1.0Or, sim—3K+1etm—4K—1, on peut écrire m = 12 K — 5. En effet, d’une part m— 1 doit être multiple de 3, ce qui est vérifié pour m— 1 = 12 K —6, et d’autre part m +1 doit être un multiple de 4, ce qui est juste pour m+1—12K— 4. Au contraire, ss m—3K+71et m—1K+E1 on doit écrire m = 12 K +1 car m—1 —=12K est bien un multiple de 3 et de 4. D'où :
Théorème 49. — Avec m premier et m— 12 K—-5, les nm
colonnes métacycliques contiennent toutes (m— 1) colonnes cycliques HSE = à : & =
distinctes sauf © d’entre elles qui n’en possèdent que "= el
une qui n'en renferme que =. Et l’on a :
M (HD In ME En
Preuve. En effet, si m—12K—5, c’est que m=3K+1 et m—4K—1. Or, lorsque m—4K—1 on sait, d’après le
théorème 38, qu'il y a RÉ colonnes métacycliques du type 1 qui
contiennent donc chacune Le colonnes cycliques distinctes. Et, puisque m — 3 K +1, le théorème 47 nous impose une et une seule colonne métacyclique incomplète du type 2. On obtient
ainsi toutes les colonnes métacycliques incomplètes qui sont donc au nombre de DS + 1. Toutes les autres colonnes métacycliques possédant alors (m— 1) colonnes cycliques chacune. Mais le nombre de ces colonnes cycliques qui figurent dans toutes les colonnes métacycliques complètes est connu; c’est
NN, MISE —1 \ Nam — 5 0": oUNia est le ombre or EU
: 1 3 Ÿ colonnes cycliques, © : = le nombre de celles qui entrent
dans les ®* colonnes métacycliques du type 1 et qui sont
HAN
différentes, et = représente le nombre des colonnes cycliques
distinctes figurant dans la colonne métacyclique incomplète du type 2. Or, ici, comme m est premier, N4m est donné par la
formule (À) : Nam — “1 ou Na, m = m-I@-2 m-S | (m—1) (m—2) (m—3) (m—1)(m—3) m—1 se NE tn 24 PHASE ELITE D'Or — i AURS Re REA 3 _m+1l , (m—2) (m—5) RE PE PP NE oi ee Er en 22 13 Ou : RUES ne
Et on vérifie bien que nam est entier, si m —12K—5. En Dre EEE OR ES ps 24
OU Nam — 06K —6K+2
effet, on a alors : Ram
qui est bien un entier.
Soit maintenant le dernier cas: m—=12K +1.
ou N4,m —
Théorème 50. — Avec m premier el m = 12 K+ 1, les n4m colonnes métacycliques contiennent toutes (m— 1) colonnes cycliques,
Er 3 4 ces £ sauf ®— d’entre elles qui en possèdent >, une qui en renferme M ef une qui en contient +. Et l’on a:
EU Rene mnt | (15)
PREUVE. En effet, si m —12K +1, c’est que m—4K+1 et m—3K+1. Or, lorsque m = 4K + 1, d’après le théorème 38, les colonnes métacycliques du {ype 1 sont foutes constituées de m1 colonnes cycliques distinctes sauf une qui en a ®-+. Et le
. ne er , m—5 nombre des premières a été trouvé égal à =. D’autre part,
comme m — 3 K +1, le théorème 47 ne prévoit bien qu’une et une seule colonne métacyclique incomplète du type 2. Le nombre
de toutes les colonnes métacycliques incomplètes est donc de : mn + 1 +1, et elles comptent en tout : = . Sym. + 1
20) 0n5 m1 colonnes cycliques. Il reste alors Nam — 27-09 - Moi Re
F0) Æe
colonnes cycliques qui entrent dans des colonnes métacycliques comprenant (m1) colonnes cycliques distinctes. D'où le nombre des colonnes métacycliques au total :
han = D +1+1+ æ er — 3) m—2) - (mMm—3 m—5 1 1 SAS Lo = +! ) — 8 4 2__9m+ 25 Dee | RER
Et on vérifie bien, alors, que pour m = 12 K + 1 ce nombre (2K+1):—2(12K+1)+25
est entier. En effet, on a : N4m 91 NT Pare 2e _ _ OU N4m — 6 K2+ 1 qui est bien un
nombre entier.
Les théorèmes 43, 44, 49 et 50 résolvent ainsi complètement le problème de la recherche de ni,m aVeC m premier, et fixent même le nombre et la nature des colonnes métacycliques incomplètes. On va dresser un tableau des résultats obtenus en ajoutant encore le nombre des colonnes métacycliques complètes qui s’obtient aisément. Et, pour simplifier, on désignera par : (a) : une colonne métacyclique contenant (m—1}) colonnes cycliques différentes ; (B) : une colonne métacyclique qui n’en possède que ee différentes ; par (y) : celles qui n’en ont que ÎLE, et par (ô) : celles
: : s m—1 qui n'en possèdent que ——.
m premier EN) D no AU Re AU MIE ee Û 24 (23m 5) colonnes (x) et ee colonnes (8).
2) m—12K+5 num = PRES | Go m—9
(8) ms) colonnes (x) ;
’ colonnes (6) ; 1 colonne (à).
ot
3) m=12K—5 on Ames) (5 Er + colonnes (x) ; a ñ : colonnes (8) ; 1 colonne (7). 4) m—12K+1 | non — D 2m + 2 | na 2— > min +7 colonnes (x) ; = 4 : colonnes (£); 1 colonne (+)
et 1 colonne (6).
On va maintenant appliquer et vérifier ces formules.
APPLICATIONS ET VÉRIFICATIONS
On s’en tiendra aux nombres premiers les plus simples et on ne donnera pas de détails sur la façon dont les colonnes métacycliques ont été obtenues. Ces explications ont été données complètement à la suite du théorème 46, dans le cas m — 7, et comme on opère ici d’une manière analogue, il n’y a pas lieu d’y revenir. — Les colonnes métacycliques seront mentionnées, avec leur numéro d’ordre, et par (x), (8), (+) ou (ô) selon leur nature. Quant aux colonnes cycliques, on n’écrira que celles qui sont distinctes, et même pas, quand elles ne sont pas identiques à leurs conjuguées, car on n'écrira pas ces dernières. D’où les tableaux obtenus où les pointillés indiquent qu’il faut encore écrire les mêmes intervalles, mais dans l’ordre inverse, pour avoir toutes les caractéristiques des colonnes cycliques distinctes de la colonne métacyclique en question.
no CAS) 10 Ke avec = 0:
IV ar (un — 0 colonne (0) ; Me — 0 colonne (8) et 1 colonne (ô). Du reste on trouve bien :
m?—2m+9 , N4,m GE 24 DE n4,5 —= ji
VÉRIFICATION. 1,1,1,2 (1) (ô). C’est en effet la seule colonne métacyclique avec une seule colonne cyclique figurant 4 fois car : Na,5 = 4 = .
MOT m—7, Cas 3) m—12K—5\avee K—\1.1OnrobHente
ue ea | ME? = .0"colonne (c).'; Ms —.1 colonne (B)vet 1 colonne (y). Du reste, la formule (14) donne :
NÉRIFICATION. 111545000222 07e MO PE CE) (8) 11622 SR DENTS GC) REED Ce qui nous donne avec 3,2,1,1, conjuguée -de 1,1,2,3 5 colonnes cyclhiques. SOrEUNrT— Ci = 5; c’est donc exact.
m—11 Cas l) m1? K==1\avec K=1"MOn'obtient su 2 — £ colonnes (a) et DS — À? colonnes (B). Du reste, la formule (12) donne :
14,m 94 Nuit —= À
VÉRIFICATION. 1,1,1,8 207 1 AE 1,1,3,6 DDASS 240225 DOS 1,2,2,6 do 207 129 1224 12543 13,156 Æ151 1295 A5 A1 4,1,4,2 Le ER 153,220 (1) (2) ÉAe es 4)
Ce qui donne ainsi 30 colonnes cycliques distinctes. Et c’est
bien juste puisque N411 — cie OU!
m—13 Cas 4) m—12K+1 pour K—1. On obtient :
m?—8m+7 m—9 Yi — à colonnes (a) ; Te 2 colonnes (B) ;
1 colonne (y) et 1 colonne (à). Du reste, la formule (15) nous donne POUF in UIS
m? — 2m + 25 LL DA A DAS |
On obtient :
3 colonnes (B) et
FE
1 colonne (à). Du reste, la formule (13) donne :
car ES m
C’est bien en effet le nombre obtenu à C$
l’aide de la formule habituelle, car :
112 00l0nnesk (a)
= ON M © NO ON HO mm ei 7
Ce qui donne, au total, 65 colonnes cycliques diffé-
Cas2m=12KEE 5 avec KT.
Na17 =
rentes.
Nm —
VÉRIFICATION. On retrouve bien, ci-dessous, ces colonnes méta-
cycliques mentionnées, qui comprennent en tout 740 colonnes
cycliques différentes ; ce qui est bien juste car :
ON D TO
© LAN TER LA MN 1 M M ANSE HAN. #9 ne nes T0 RNA NRA ims LE Der Gama TEE Sig ai SR ON RS ES: AUTO Ce Qi af sf a = et NN ON M mi CO mm 10 = Ra < MONS ONIQ + NN HAN O 8 # ELA - ve ES 2 + Fee MAS oS a) on Pie AA M © Sanogaene. S,olsel ads | Loose DER AC NSNes rw | S| LES ANS SRRSRe dada DRE ON SF ge La din Sas ON O9 Hi ei les D 5 7". NOT HOT HIS AO uS (æ) a a, & = | ne) — BR > vs ee € . OX & | H — + © & D + rire le) = NS) © + Del os se) mie BNENTIRRS. FD SEX | Sasrenca D RON none se RE | ESS, dim ondadgse some ndnsnson TO NE Su vents mécdaididedT Lane mi ON 5 <H 10 «9 109 00 a Æ > 4 D AN III NTI mi EN 0 + 10 «© 8 =, _È con ioes 0: I & D + eo a Le 5 4x PRET © M S € | - 3m Z Noss Ÿ = © + — ASTRA | de Se ANS AN CE EUR Gao si 0 5 S AE ÉS s moindre és a |, © ZE 2 ciao Haas TN TOR ; © | 0+$ = + ON OÙ =H 10 EN 10 00 ON M 10 «oO ESS E 5; = & ÈS [| mise se JE OS al S LE) Lin RE QUE TRER Lun) Le 2 (y) le) QD HA M mA | PRE BRE À San tion HR dénninmssnNies. A || PER | sidsosndise sde Nine AUS Se DO 1 Du D ma of sf sf OT td QUI 6: cr: DO EE aim <#in es ii 06 + où 10
Te (&)
oo (x)
Rem mn mn:
(ep) —
GRR UN SR EDR Le Te Te ,
mt ON 9 mt 10 © mi ON < :
on va dresser un tableau des nombres premiers
de 5 à 101 et calculer, à l’aide des formules (12), (13), (14) ou (15), la valeur de n4m Correspondante. On vérifie, en particulier, que
chaque n4m est bien un nombre entier.
Te Le Le D ni en jee
ON OT 10 HOT LG
Pour terminer
ef ON Où 9 LO ON mi RnNSMaR mo in FT
mi ON M SH 1Q © © 00 10 :
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ME Une
$ 12. Sur une propriété valable pour les n;im avec m premier et i quelconque.
Les résultats obtenus pour m premier et i — 2,3,4 montrent que, dans toute colonne métacyclique, les colonnes cycliques ne peuvent pas figurer plus de i fois. Cette propriété est-elle vraie pour i > 4? Oui et on va l’établir.
Théorème 51. — Avec m premier, dans chacune deS Dim colonnes métacycliques, les colonnes cycliques ne peuvent pas figurer plus de à fois.
Preuve. En effet, soit 01 a,...a; la combinaison choisie dans l’une quelconque des nim Colonnes métacycliques, combinaison qui existe toujours avec m premier.
Le groupe R — |x,bx| la transforme en les œ (m) = (m—1) combinaisons du tableau (x). Et on va faire deux hypothèses au sujet de ce tableau :
0 1 Ageooooe Ai 0 2 2A ge... 2j (x) 0 S: 343 ones 3a;
ete en» ee le {eue ce, ses 6 ee) es 0 19 1e
I. Les combinaisons du tableau (a) sont toutes différentes. Il est toutefois possible que ces combinaisons ne se trouvent pas dans (m—1) colonnes cycliques distinctes. Cependant, on peut affirmer qu'il n’y a pas plus de i colonnes cycliques idenliques parce que la colonne cyclique contenant la combinaison 01 a,...a; renferme exactement i combinaisons possédant l’élément 0 et qui, seules, peuvent éventuellement figurer dans le tableau (x). Et, comme toutes les combinaisons d’une colonne cyclique jouent le même rôle, il est clair que le choïx de la combinaison particulière 01 a,....a; n’enlève rien à la généralité de la démonstration.
IT. Les combinaisons du tableau (a) ne sont pas toutes différentes.
Alors, en vertu de ce qui vient d’être dit, on peut encore affirmer que si une combinaison figure « fois dans ce tableau, elles figurent foutes w fois. Mais quand ce fait se produit-il ? D'une façon plus précise :
Et 7
19 À quelles conditions la combinaison 0 2 2a3...2a; est-elle identique à la combinaison 0 1 a3.….a; ? Si:
dg— 2,0 4, —1 29, à, = 24, a = 2aj1 et 2a—=1 ou ä—=2#? et 251=1 ou m—2t1— 1. Et, comme m doit être premier, il faut que i— 1 —p soit un nombre premier. En effet, si i—1—r.s on a m—25— 1 — (2r)s — 1 —(27—1). [a CERRE Or) +1] et m n’est pas un nombre premier car, avec r_>1, on a 27—1>1. Les seuls nombres premiers à considérer dans ce cas sont donc de la forme m — 2P — 1 avec p premier et p—i—1.
29 A quelles conditions la combinaison 0 K Ka:...Ka;i (K > 2) est-elle identique à la combinaison 0 I a3..…...ai ?
En raisonnant comme ci-dessus on voit qu’on doit avoir m = KÏ-1- I ou, en décomposant, m—(K—1)(Ki-2+ Ki-3+..+1) et, pour K > 2, m n’est jamais un nombre premier.
Ainsi, les combinaisons du tableau («) ne sont pas toutes distinctes pour les seuls nombres premiers de la forme m — 2P— 1] où p est premier et p—i-—l.
Dans ce cas, le tableau (x) devient le tableau (8) ci-dessous où chaque combinaison figure p —i—1 fois.
0 1 2 DÉlaoteases 2
One Done D 2m) (mel) pe
Mais ces a combinaisons différentes du tableau (B) appar-
tiennent-elles à des colonnes cycliques toutes distinctes ? Oui, et on va le démontrer. En effet, chaque combinaison du tableau (8) est transformée en elle-même par chaque substitution du groupe cyclique T —{}x;2x|}. Or, on va montrer que la combinaison FFSA re 2P-1, par exemple, est la seule de sa colonne cyclique à jouir de cette propriété. Soit donc la combinaison s 1+s D'RISPP EE Sn 214$ avec s <0; par la substitution | x,2x | elle devient : 2s 2+2s 2+2s 22+2s...2P14+2s 1+2s et elle ne sera identique à la précédente que pour 2s =s ou s — 0 ce qui est impossible ici puisque s -< 0. Par suite, même dans le cas où m premier est de la forme m — 2P— 1, chaque colonne métacyclique ne contient que des colonnes cycliques qui y figurent à fois au plus, car ici, au tableau (8) correspond une colonne métacyclique où les colonnes cycliques figurent p=i—1 fois.
REMARQUE. Il en résulte que si m premier est tel que m— 2P— 1, avec p premier on a m—1—kKp. En eftet, m—1—2—2—92 (2r1— 1). Et le «Petit théorème de Fermat » dit que a? = 1 (mod n), si a et n sont premiers entre eux ; donc, si on l’applique à p premier on a g(n)—p—1 et pour p>2 on a 2P1—=1 (mod p) ou 2P-1— 1 — kp d’où m—1— Kp. Avec p = 2, on à m —3 et m—1—2et.la propriété est encore valable.
La démonstration de ce théorème amène une autre propriété :
Théorème 52. — Avec m premier de la forme m = 2P— 1, l’une au moins des ni,m Colonnes métacycliques contient des colonnes cycliques figurant p = (i—1}) fois.
PrEuUvE. Cela résulte immédiatement du fait que, si m premier est de la forme m — 2P —1, la colonne métacyclique correspondant au tableau (8) existe toujours.
$ 13. Les résultats obtenus et les diviseurs du groupe métacyclique.
On sait que le groupe cyclique H = {| x, 1+x |} est un diviseur normal du groupe métacyclique G. La décomposition de G, en fonction de H, est donc la même à droite qu’à gauche, soit par exemple :
G=H ED RIRE + [X, bom) X| + H où le groupe H laisse inchangée toute colonne cyclique, et où chacun des complexes |x, be Xx| - H change une colonne cyclique généralement en une autre.
Un autre diviseur de G est le groupe R des substitutions v — |x, bx|. D'où la décomposition :
G=R+Ix, 1+x|-R+....+]x (m—-1)+x| -R décomposition qui n’est pas la même à gauche, et où R change une colonne cyclique généralement en ç (m) colonnes cycliques différentes. Si ce n’est pas le cas, alors R a un diviseur, au moins, qui change une colonne cyclique en elle-même. Or, avec m premier, il existe toujours une racine primitive de m, c’est-à-dire un nombre 8 tel que PB?) = 1 (mod m), pour la première fois avec y (m). Par suite, le groupe R est le groupe cyclique R —{|x, 8 x|}; les diviseurs de R sont de la forme D — {|x, Bkx|} où k est un
TT Rs
diviseur de æ(m) ; le groupe métacyclique prend la forme G—{|x, 1+x|, |x, Bx|} et les diviseurs de G sont tous les groupes S = {|x, 1+x|, |x, UE
D'où la décomposition de R en fonction de D :
R=D + 1]x, b,x|: D+ Albi | ED décomposition identique à droite comme à gauche, car |x, be x|- PAR Ex |<" D <| et où Drest d'ordre: w— #,
De même, on peut décomposer G en fonction de S : GS EC DR SE IX Dex les décomposition qui n’est pas la même à droite qu’à gauche, et où S est d'ordre m.o = m: PR. Et, dans une colonne métacyclique où les colonnes cycliques figurent w fois, S (de même que D) transforme une colonne cyclique en w colonnes cycliques identiques à celle-ci, alors que chacun des complexes |x, be : x] - S change cette même colonne cyclique en w colonnes cycliques, identiques
entre elles, mais différentes de la colonne cyclique initiale.
Maintenant, est-ce que, réciproquement, en prenant m premier, la racine primitive 6 et K diviseur de g(m)—m—1 donnant le groupe D —{}x, 8: x|} d'ordre © = 1 et le groupe S —{|x, 1+x]|,|x, 8Kx|} d'ordre m w, il existe au moins une colonne métacyclique où les colonnes cycliques figurent w fois ? Certes non, car on a constaté que pour m premier et 1 — 2,3,4, et démontré pour tout i, que les colonnes cycliques ne peuvent pas figurer plus de i fois dans leur colonne métacyclique alors qu’il peut exister des nombres w, diviseurs de m—1, supérieurs CRE
Ainsi, certains résultats obtenus précédemment peuvent s'exprimer sous une forme nouvelle.
Théorème 53. — Avec m premier, chaque colonne cyclique conju-
. ’ SORTE an — 1 quée à elle-même est un invariant vis-à-vis des groupes ( x, 62. x l ,
| et x, 1+x x, B2-x
où B est une racine primitive de m.
Théorème 54. — Avec m premier et m = 3 K+1, il existe toujours une et une seule colonne métacyclique parmi les n3,m;
et une parmi les n4M où chaque colonne cyclique est un invariant —1 RESTE vis-à-vis des groupes { a = | et ( X,1+x x, A ” l}
Théorème 55. — Avec m premier et m—4K+1, il existe toujours une et une seule colonne métacyclique parmi les nam où chaque colonne cyclique est un invariant vis-à-vis des groupes sex) effe1+x),}x pe x}
$8 14. Conclusion.
La connaissance de tous les diviseurs de G ne suffit donc pas pour se prononcer sur la nature des colonnes métacycliques incomplètes et ne donne pas leur nombre. Or, il en est de même avec les diviseurs du groupe cyclique H et les colonnes cycliques incomplètes. En effet, si m est premier, H n’a pas de diviseur et toutes les colonnes cycliques sont complètes. Mais si m a le diviseur k, le groupe H a le diviseur L = {(|x, 1+x|)K} et H se décompose en :
H=PE)x Ex) ER + |x, ax+x| - L
où L est d'ordre & —+. Et, dans une colonne cyclique où les combinaisons figurent w fois, L est le diviseur de H qui transforme une combinaison w fois en elle-même. Mais, ici encore, la réciproque n’est pas vraie et on sait, de plus, que les combinaisons figurent o fois dans leur colonne cyclique si w divise non seulement m mais i également. Ainsi s’explique-t-on pourquoi la recherche de Nm ne s’est pas effectuée à l’aide de la décomposition du groupe cylique ; et pourquoi le calcul de nim, pour m premier et i — 1,2,3,4, n’a pas utilisé davantage la décomposition du groupe métacyclique. Il faut, en effet, tenir compte du fait que, dans un cas comme dans l’autre, ces groupes agissent sur les C} combinaisons auxquelles correspondent C,, substitutions qui ne constituent pas un groupe.
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