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La notion de la structure d’un groupe de transformations fini et continu s’est présentée à M. Lie dès le début des recherches qui ont amené le grand géomètre norvégien à fonder sa théorie des groupes, théorie qui, par sa fécondité, a renouvelé pour ainsi dire plusieurs branches de la science mathématique. Dans sa méthode de résolution des équations algébriques qui admettent un groupe de substitutions donné, Galois ramène le problème à la résolution d'une série d'équations auxiliaires dont le nombre et la nature ne dépendent que de la structure du groupe de substitutions considéré. De la même façon, M. Lie ramène l'intégration d’un système d'équations aux dérivées partielles qui admet un groupe de transformations fini et continu à l'intégration d’une série de systèmes auxiliaires, et le nombre de ces systèmes, leur nature, la manière dont ils se relient les uns aux autres ne dépendent encore que de la structure du groupe considéré. D'une manière analogue encore, la théorie des équations différentielles linéaires fondée par MM. Picard et Vessiot ct plus généralement celle des équations différentielles qui admettent un système fondamental d’intégrales, mettent en évidence l’importance de la structure des groupes finis et continus.
Le problème proprement dit de la structure des groupes de transformations finis et continus pourrait s’énoncer ainsi : 7rouver toutes les structures possibles des groupes à un nombre quelconque de paramètres; dans cet ordre d'idées, M. Lie a déterminé, en 1874, toutes les structures des groupes à un, deux, trois et quatre
paramètres. Mais, à s’en tenir là, on n'aurait qu'une vue imparfaite de la question, etilest clair que le travail précédent n’est possible et n’est utile que si on connait au préalable un certain nombre de lois générales permettant de guider les recherches. C'est ainsi que M. Lie a depuis longtemps (), par des considérations tirées de sa théorie d'intégration des systèmes d'équations aux dérivées partielles, classé les groupes en intégrables etnon intégrables et donné le moyen de reconnaitre si un groupe donné est intégrable ou non. Parmi les groupes non intégrables, il y en à qui jouent un rôle prépondérant, ce sont ceux que M. Lie a appelés simples; il a en effet montré que les systèmes d'équations différentielles auxiliaires auxquels se ramène l'intégration d'un système d'équations qui admet un groupe fini et continu sont des équations à groupe simple ®); aussi a-t-il déterminé toutes les structures des groupes simples d'ordre » dont les plus grands sous-groupes sont d'ordre r—1,r—2 ou r—3(%), etplus récemment, en utilisant un travail de M. Page (), celle des groupes simples dont les plus grands sous-groupes sont d'ordre r—4. M. Lie a en même temps indiqué quatre grandes classes de structures de groupes simples, celles du groupe projectif général à n variables, du groupe projectif d'un complexe linéaire à 2n —1 variables et celles du groupe projectif d’une surface du second degré à 2n et 2n—1 variables F.
Peu de temps après, M. Engel publiait dans le Leipziger Berichte, quoique dans un ordre d’idées tout différent, deux Notes relatives à la structure des groupes. Dans la première de ces Notes (Leipz. Ber., 1886, p. 83-94), il rattachait le problème de la structure à la théorie d’une certaine forme trilinéaire ; dans la seconde (Leipz. Ber., 1887, p. 89-99), il énonçait un théorème très intéressant donnant comme condition nécessaire et suffisante pour la non intégrabilité d'un groupe l'existence dans ce groupe d’un sous-groupe simple à trois paramètres, théorème dont il a donné tout récemment une démonstration rigoureuse (5),
La question en était là, lorsque M. Killing, qui avait déjà publié deux mémoires sur la théorie des groupes (), fit paraitre dans les Wathematische A nnalen ® une série
(1) Comptes Rendus de l'Acad. des Sc., Christiania, 1874; Archiv for Math. og Nat., 1878, t. 3, p. 112-416.
(2) V. notamment Math. Ann., t. 25, 1885, un mémoire de M. Lx, ayant pour titre : Allgemeine Untersuchungen über Differentialgleichungen, die eine continuirliche, endliche Gruppe gestatten.
(3) Lix, Acad. des Sc., Christiania, 1883 ; Math. Ann., t. 25, loc. cit., p. 132-134.
(4) Leipziger Dissertation, Amer. Journal, t. 10 (1888).
(5) Math. Ann., t.25,p. 130 (1885); Norw. Archiv, t. 10, p. 413 (1885); Leipz. Ber., 1889, p. 325,
(6) Leipz. Ber., 1893, p. 360-369.
(D) Erweiterung des Raumbegriffes, Braunsberg, 1884, et Zur Theorie der Lie’schen Transformationsgruppen, Braunsberg, 1886.
(8) Die Zusammenselzung der stetigen endlichen Transformationsgruppen ; erster Theil, Math. Ann., t. 31, p. 252-290 (1888); zweiter Theil, Math. Ann., t. 33, p. 1-48 (1889) ; dritter Theil, Math. Ann., t. 34, p. 57-122 (1889) ; vierter Theïl, Math. Ann. t. 36, p. 161-189 (1890).
de travaux étendus riches en résultats nouveaux. M. Killing y utilise la notion d'équation caractéristique d'un groupe, due d’ailleurs à M. Lie, et en fait la base de sa classification des groupes d’après ce qu'il appelle leur rang. Les plus importants de ses résultats sont les suivants : À part les quatre grandes classes de groupes simples trouvées par M. Lie, il n'y a que cinq structures possibles de groupes simples, qui ont respectivement 14, 52, 78, 133 et 248 paramètres. En second lieu, {out groupe non intégrable est formé d'un sous-groupe invariant intégrable et d'un sous-groupe simple ou composé de sous-groupes invariants simples. Le premier résultat fait concevoir la possibilité d'établir tous les systèmes d'équations différentielles irréductibles auxquelles se ramènera l'intégration d’un système d'équations aux dérivées partielles admettant un groupe fini et continu; le second montre que, abstraction faite des quadratures, on n'aura à intégrer que des systèmes irréductibles indépendants les uns des autres.
Malheureusement les recherches de M. Killing manquent de rigueur, et notamment, en ce qui concerne les groupes qui ne sont pas simples, il fait constamment usage d’un théorème qu'il ne démontre pas dans sa généralité ; je signale dans ce travail un exemple où ce théorème n'est pas vérifié, et, quand l’occasion s’en présente, un certain nombre d’autres erreurs de moindre importance. I] était donc à souhaiter que les recherches de M. Killing fussent reprises et ses résultats démontrés d’une façon rigoureuse.
- C'est ainsi que dans une Thèse faite en 1891 sous la direction de M. Engel l), M. Umlauf reprend l'étude de l'équation caractéristique, démontre en toute rigueur un certain nombre de théorèmes énoncés par M. Killing, et fait spécialement l’étude des groupes de rang zéro ; il montre qu'ils appartiennent à la grande classe des groupes intégrables et détermine les structures de ceux de ces groupes qui ont moins de sept paramètres.
Le présent travail a pour but d’exposer et de compléter en certains points les recherches de M. Killing, en y introduisant toute la rigueur désirable. J'ai déjà annoncé, dans deux Notes présentées à l'Académie des Sciences ©), que j'avais retrouvé les résultats fondamentaux énoncés par M. Killing, et, dans une troisième Note publiée dans les Zeipziger Berichte ), J'ai indiqué à grands traits de quelle facon on pouvait rendre rigoureuse la partie des recherches de M. Killing qui se rapporte aux groupes simples.
(1) Ueber die Zusammensetzung der endlichen continuierlichen Transformationsgruppen, insbesondere der Gruppen vom Range Null, von Karl Arthur Umraur, Leipzig, 1891.
(2) Comptes Rendus, t. 116, p. 184 sqq. (1893).
(3) Leipz. Ber., 1893, p. 395-420.
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Ce travail est divisé en trois parties. Dans la première, je rappelle les notions fondamentales et les théorèmes nécessaires pour la suite, dont la plupart sont d'ailleurs connus depuis longtemps; puis j'expose la classification des groupes d'après M. Lie en intégrables et non intégrables, et je rappelle rapidement les propriétés des groupes intégrables et des groupes de rang zéro qui s’y rattachent élroitement. La considération d’une certaine forme quadratique (2) me conduit à un critérium nouveau pour l'intégrabilité d'un groupe.
La seconde partie est consacrée aux groupes qui n’admettent aucun sousgroupe invariant intégrable et que j'appelle semi-simples en utilisant une expression de M. Killing (halbeinfach). La considération de la même forme quadratique (4) donne immédiatement la propriété fondamentale de ces groupes de se décomposer en sous-groupes invariants simples, ce qui justifie leur dénomination. J'étudie alors les propriétés de l'équation caractéristique d’un tel groupe et montre comment M. Killing en déduit tous les groupes simples.
La troisième partie est consacrée aux groupes non intégrables. Je pars a priori de l'existence du plus grand sous-groupe invariant intégrable, au lieu de l'obtenir a posteriori et péniblement, comme M. Killing. Je démontre le théorème de M. Engel dont j'ai parlé tout à l'heure et énonce des résultats importants et nouveaux relatifs aux rangs des groupes dérivés successifs d'un groupe donné. La considération de la forme quadratique %.(e) me fournit, sans résolution d'équations, algébriques ou transcendantes, le plus grand sous-groupe invariant intégrable d’un groupe donné. Un chapitre est consacré aux groupes non intégrables de rang un. Enfin dans un dernier chapitre, j'étudie les groupes qui n’admettent qu'un sousgroupe invariant intégrable, groupes dont la théorie se lie d’une façon très étroite à celle des groupes linéaires et homogènes semi-simples ; en particulier je détermine tous les groupes linéaires et homogènes simples à n# variables qui ne sont isomorphes à aucun groupe linéaire et homogène à moins de x variables, détermination dont il est inutile de faire ressortir l'importance relativement à la réduction à des systèmes d'équations différentielles linéaires des systèmes d'équations aux dérivées partielles qui admettent un groupe fini et continu. Enfin, je dis un mot d’une question non moins importante, qui à fait l'objet d'un mémoire de M. Killing (, mais dont le développement m'aurait entrainé beaucoup trop loin, celle de la détermination des plus grands sous-groupes des groupes simples.
Qu'il me soit permis, en terminant, d'exprimer à M. Sophus Lie toute ma
(1) Bestimmung der grôssten Untergruppen von endlichen Transformationsgruppen, von W. KiunG in Braunsberg, Math. Ann., t. 36, p. 239-254 (1890).
reconnaissance pour l'intérêt qu'il à bien voulu porter à mes recherches. Il est presque inutile de dire que j'ai fait, surtout dans la première partie, les plus larges emprunts à son bel ouvrage sur la théorie des groupes finis el continus (1),
(1) Theorie der Transformationsgruppen, unter Mitwirkung von Prof. Dr. Friedrich ENGEL, bearbeitet von Sophus Lie, Leipzig. Erster Abschnitt, 1888; zweiter Abschnitt, 1890; dritter Abschnitt, 1893.
CHAPITRE I
GROUPES FINIS ET CONTINUS. TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES. GROUPE ADJOINT
4. Étant donné un ensemble de transformations de # variables 2x1, 2, ..., 4»,
dépendant de >» paramètres arbitraires à, &, ..., ar,
(1) D Dr Do es did ee nl
on dit que ces transformations forment un groupe si, en effectuant d’abord la transformation qui correspond aux paramètres &, @&, ...,4,, puis la transformation qui correspond aux paramètres b,, bd, ..., b, on obtient encore une transformation de l'ensemble (1), quels que soient les a et les b, en d’autres termes si l’on a des relations de la forme CR a RL a)ab be, 0) = flans rpm à es ee Ch CSS SRE
où les c sont certaines fonctions des a et des b : (3) Ce Gi An © ni Un, Dose bp}, CES ONE
Le groupe défini par les équations (1) est dit fini el continu.
2. Si dans les équations (1) on peut donner aux paramètres des valeurs telles
que l’on ait identiquement fifæ, a) = x%;, MEME on) on dit que le groupe contient la transformation identique. M. Lie a montré que, si les r paramètres sont essentiels, on peut trouver dans le groupe transformations infinitésimales (4) LIL + Ex(d, Dee Xn)Èt sets RL),
les termes non écrits étant du deuxième ordre au moins par rapport à la quantité
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infiniment petite à. Ces r transformations infinitésimales sont indépendantes, c'est-à-dire qu'il n'existe aucune relation à coefficients constants de la forme ET » Créxlt) = 0, (AE ne de plus le groupe contient toutes les transformations infinitésimales de la forme P group = x} her >; exexi(x). SE ». où (à — il, 22 BG. 00 n), | où les €, sont des constantes arbitraires.
ôf
Si on définit la transformation infinitésimale (4) par la limite du rapport =, où
dl f désigne une fonction arbitraire des x, on a àf (= 0) of (o] ; RUE CRD ST Laye ces nl 5 x] kil 1, , , 2) 0x; 1—1
Chacune des transformations infinitésimales Xe,X,;f engendre un groupe à un paramètre ; si on donne aux e toutes les valeurs possibles, on obtient ainsi un groupe de transformations à » paramètres essentiels, contenu dans le groupe (4).-
Les » transformations infinitésimales X;f, ...,X,f satisfont aux relations
amet IP
(5) (XX) = XX) — XX) = D cuXf,
S—1 où les cx, désignent des constantes.
Réciproquement, étant données r transformations infinilésimales indépendantes Xif, ..., X,f, satisfaisant à des relations de la forme (5), les groupes à un paramètre engendrés par les transformations infinitésimales Xe,X;f, où les e prennent toutes les valeurs possibles, forment un groupe à r paramètres essentiels.
Dorénavant nous ne nous occuperons plus que des groupes à 7 paramètres engendrés par r transformalions infinitésimales indépendantes.
3. Les constantes cx, qui entrent dans les formules (5) définissent ce qu'on appelle la structure du groupe engendré par les transformations infinitésimales X1f, ..., X,f, ou plus brièvement du groupe X,f, ...,X,f. Cette structure joue un rôle fondamental dans un grand nombre de questions, notamment dans la théorie de l'intégration des équations différentielles qui admettent un groupe fini et continu donné.
La théorie de la struclure est dominée par le théorème suivant, dû, ainsi que les précédents, à M. Lie :
La condition nécessaire el suffisante pour qu’il existe » transformations infinité-
SUR LA STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS FINIS ET CONTINUS il
simales indépendantes X;f, ..., X,f, satisfaisant aux relations (5) : Re À) s ; ee (5) COTEDICT OR UE LE Laon), Fe |
est que les constantes cy, salisfassent aux relations
Ciks + Cris = 0,
(6) (ekeCres UN CrnpCios 3e ChipCks) —= 0,
R—1 (MÉRSnd 2 t n obtenues en écrivant les identités de Jacobi ((KXx)X2) + ((KiX:)X;) + (XaX)Xx) = 0.
On aura donc toutes les structures possibles des groupes à r paramètres, ou,
plus brièvement, foules les structures d'ordre r, en résolvant de la manière la plus générale les équations (6).
Etant donné le groupe X,f,...,X,f, on peut tout aussi bien le définir par r transformations infinitésimales indépendantes Y:f, ..., Y,f:
er Yf F » hiX,f; ( ee 1 De ‘5 |, e—1
les À étant des constantes.
On à alors des relations an1logues à (5) :
(5') Er) — > dre dle (te ki = le 2, ONCUE) r),
où les y, sont déterminés par les relations
D—?" 1,2,-..0r (8) ; losJire > S | hélice, m—| ER
MARS 2 Er ri et vérifient nécessairement les équations (6). Il est clair que ces nouvelles constantes gx, définissent une structure qui n’est pas à considérer comme distincte de
la structure c;,. On pourra alors profiter de l’indétermination des r? constantes pour simplifier la résolution des équations (6).
4. Deux groupes d'ordre » qui ont la même structure sont dits isomorplhes, que le nombre de leurs variables soit le même ou non. D'une manière plus générale, étant donnés un groupe d'ordre #: Xif, ...,X,f, de structure cx,, et r
transformations infinitésimales, indépendantes ou non, Vif, ..., Y,f, satisfai-
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sant aux relations
(5) GX) = D caf, UNE).
SEA ces r transformations définissent un groupe qui est dit isomorphe au premier. L'isomorphisme est holoédrique si le second groupe est d'ordre r, mériédrique s'il
est d'ordre inférieur à r.
5. Étant donnée la transformation infinitésimale la plus générale Xe,X;f d’un groupe d'ordre 7, si l’on effectue sur les variables primitives et sur les variables transformées une même transformalion du groupe, par exemple la transformation infinitésimale X;f, on oblient encore une transformation infinitésimale du groupe, à savoir
TeiXrf + (ZerXr, XÔt +...
ou Xe;X;f, en posant
(9) ex = Ex > eCsÔt + ss (A — 4® VA ... r).
Si on donne dans (9) toutes les valeurs possibles à l'indice ?, on obtient r transformations infinitésimales des variables e2,,e,, ...,e,, à savoir
ae 29 sr
(10) Ef — D) cu SL (rm PNR EST S,
Ces » transformations infinitésimales, qui ne sont pas nécessairement indépendantes, engendrent un groupe isomorphe au groupe primitif, comme on peut le vérifier en tenant compte de (6). Ce groupe s’appelle le groupe adjoint du groupe primitif. Il ne dépend que de la structure de ce dernier et indique comment les parametres €,, @,...,e, dela transformation infinitésimale Xe;X;f sont transformés lorsqu'on effectue sur cette transformation infinitésimale une transformation du groupe.
Si l’on a une relation linéaire et homogène à coefficients constants entre les
Ef, soit
= di De..sr 2 KE = » ag = 0,
ds À
c'est que
et
D car — 0, (s, & = 4,9, ...,r),
ou encore (XX X;) = 0; CRE RE dE
La transformation infinitésimale EAX;f est échangeable avec toutes les transformations infinitésimales du groupe, ou encore est distinguée. La réciproque est d'ailleurs vraie. Le groupe adjoint est donc d'ordre v—9, si le groupe donné
admet 9 transformations infinitésimales indépendantes distinquées.
6. Le groupe adjoint est intransitif, c'est-à-dire qu'il existe une relation de la forme
on vérifie en effet immédiatement que
En (41) D exExf =), KA On peut dire encore que le système complet Ef = 0, OS EE A)
admet au moins une solution. Si Fe, &, ...,e,) est une telle solution, la fonction F ne change pas lorsqu'on effectue sur e,, &, ... ,e, une transformation du groupe adjoint; c'est pour cette raison un invariant du groupe adjoint.
On peut donc énoncer le théorème suivant :
Le groupe adjoint d'un groupe quelconque admet au moins un invariant. q q q
7. Le groupe adjoint (10) E;f, ....,E,f a été obtenu en partant des transformations infinitésimales X,f, ...., X,f. Si nous étions partis des transformations Yf définies par les formules (7), une transformation infinitésimale quelconque
aurait été définie par les paramètres n,, 9, ....,n, de l'expression Zr:Y;f, et nous aurions obtenu dans ces nouvelles variables un second groupe adjoint : 4,2,+..sr | 0f | (12) Hf = y» Vire ) (e — 4, 2: es Ta k ss À
où les gx sont définis par (5’). On a entre les deux systèmes de paramètres e et * d’une même transformation infinitésimale la relation
K=—r nr D exXxf — >) nu Yxf x KA KA qui se décompose en ==} \\ “ (13) GE > houne, ( = 4 2e OCT r).
pi
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Il est bien évident qu'on doit passer du groupe Ef au groupe H/f en effectuant sur les e la substitution (13). Il est facile de le vérifier directement, car on a | ae 1,2,°..sr Q) of Hf = à H;ex : . = 2 NsŸsipllor sr HA Sp»
d'où, en tenant compte de (8) et ensuite de (13), 1,2,+..)r of 1,2,++-97 of V—r Hf ET D ns Cox de = » CNE de, == D hEf, S Bi À ps Vo À FE | et cela en vertu des équations (13). Les relations obtenues ainsi :
Th
(14) dre, (Gi =1,2,...,r)
sont les mêmes que celles qui définissent les Yf en fonction des X/.
8. Étant donné un groupe G d'ordre r engendré par les » transformations infinitésimales indépendantes X,f, ....,X,f, un sous-groupe de G est un groupe déduit de G en liant les » paramètres de G par certaines relations. Un tel sousgroupe g d'ordre m est engendré par m transformations infinitésimales indépendantes de la forme
(45) Mi anXif Eonkof Po X,f (Gi=1,2,...,1m),
les 4x; étant mr constantes convenablement choisies. On voit alors que la recherche des sous-groupes d'ordre m de G revient à déterminer les constantes zx les plus générales de telle façon que les crochets (4:%:) se déduisent linéaire-
mentide Pie... rec
SM
(LM) = D ru Bf, (i, = 1,2, ...,m).
CE
On voit que la solution du problème ne dépend que de la structure du groupe. On peut encore définir le groupe g par les relations auxquelles satisfont les paramètres &, €, ....,e, de sa transformation infinitésimale la plus générale. Ces relations sont linéaires et homogènes et s’obtiennent par exemple en éliminant A4, À2, .... Àm entre les r équations 0) (16) Ëg = » À, (k ns 4, 2. 56.60 re Si nous regardons, avec M. Lie, e,, @&, ...., e. comme les coordonnées homogènes d'un point dans un espace à #—1 dimensions, le sous-groupe 4 d'ordre
m est représenté dans cet espace par une multiplicité plane à m—1 dimensions, M, qui est dite l'image du sous-groupe, un point quelconque de cette multiplicité étant donné par les formules (16). Imaginons que nous effectuions sur cette multiplicité une transformation du groupe adjoint. Nous obtenons une nouvelle multiplicité plane M’, Elle est évidemment l'image d'un sous-groupe g, celui qu'on obtient en effectuant sur les x et les +’ dans les équations
(Eh cs ne Ste rTS MAN an)
du sous-groupe g la transformation correspondante de G. Les deux sous-groupes g et g' sont dits homologues dans le groupe total G. On dit encore qu’ils appartiennent au même fype de sous-groupes.
Si en particulier, quelle que soit la transformation du groupe adjoint qu'on effectue sur M, M’ coïncide avec M, le sous-groupe g est dit un sous-groupe invariant. D'après le $ 4, on voit que si @f désigne une transformation infinitésimale quelconque d’un sous-groupe invariant g et X;f une transformation quelconque de G, (@X;) fait partie de g, c'est-à-dire que
s—m UT) (MX) = Ÿ 6m bif, G—=1,2,...,m; k—1,9,...,r). s—1
La réciproque est d’ailleurs bien évidente.
9. Un sous-groupe invariant important est formé par les transformations infinitésimales (X;X;). On a en effet, en vertu de l'identité de Jacobi,
p—=r ir
(X{X,X,) = > Fos > Co XeX y)
p—1 PA
CRE MORE à À
Si donc les (X;X,) forment moins de r transformations infinitésimales indépendantes, elles définissent un sous-groupe invariant G, de G. C’est ce qu'on appelle le groupe dérivé de G®). Si les (X;X4) forment r transformations infinitésimales indépendantes, G est son propre groupe dérivé.
Le groupe G dérivé de G, est le deuxième groupe dérivé de G, et ainsi de suite. On dit aussi que G, est le premier groupe dérivé de G.
Si q est un sous-groupe invariant de G, le groupe dérivé g, de q est aussi un
sous-groupe invariant de G), car de
(1) Le, Leipziger Berichte, 1888, p. 19. M. KicuxGé (Math. Ann., t. 31, p. 253-254), emploie l'expression « Hauptuntergruppe », ou sous-groupe fondamental.
(2) Cf. Kruuxc, Zusammensetsung von Gruppen, Math. Ann., t. 36, p. 161.
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SN
(Xi 0x) = » baxsdef, (a De LE 2, HOUR k = 15 2, Cr! ni) ,
on déduit
pm p—Mn GRR) = D b(%,%,) — D 6:,(2,%6.).
La différence r —7r, des ordres du groupe G et de son groupe dérivé G est égale au nombre des invariants linéaires indépendants du groupe adjoint de G; car si 2, est un invariant du groupe adjoint, on a
d'où er 0: RTE | et réciproquement, si X,,,41/,.. .,X,f définissent (, on a Coui = 0, AE RO MENT Se QE eur
et &, 2, ...., e Sont des invariants du groupe adjoint.
10. Étant donné un groupe G d'ordre r défini par les r transformations infinité-
simales indépendantes X:f, X2f,...., X,f, appelons comme tout à l’heure E;f les transformations infinitésimales du groupe adjoint :
Sy k et posons Of (48) Ge G=1,2,...,r) On a alcrs (49) (EG) = Ÿ cnGf.
Cela étant, considérons la famille de transformations infinitésimales a %1f + Bof + +: + ce, Omf. OÙ Gif = Xi + + u,X,f, RER RE E Supposons que la transformation infinitésimale AXf+:+2,X,f laisse invariante cette famille, c'est-à-dire qu'on ait s—m
(20) (EXX;, Lx) = D Ars sf , (HA 7 Ra
(1) Cf. KizuNe, Math. Ann., t. 31, p. 268.
SUR LA STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS FINIS ET CONTINUS 21 alors on aura, en posant Gil — af + 2 + ty Gr/, (a = Le 2, (iehens mt),
les relations
Sn
(20) ŒXE;, Gi) = À a Gif, ITR NNE "I
Le | Soit d'autre part F(e,, 6, ....,e,) un invariant du groupe adjoint et posons a
Ef = D) \E;f; i—1
nous aurons
SM
GE) = D aGF,
S—1 GE) = Da GuGe — D aGiGF, S—1 s—1
\ (RER A2... ne).
Il résulte de là que la transformation infinitésimale %f — EXAX/f laisse invariante chacune des familles de transformations infinitésimales définies par l'un des systèmes suivants d'équations en e,, 63, ...., 0, :
(22) GE 0, (CRE PR LS (23) GiGiE — 0; RL 2 Em),
(24) GiG:GE 0, ends ee Le RO
Il en est de même de chaque transformation infinitésimale qui laisse invariante la famille a %f +. +e, hf.
En particulier, si ®%:f,...., %,.f forment un sous-groupe de G, il en sera ainsi de chacune des transformations de ce sous-groupe.
Si %if, -..., nf forment un sous-groupe invariant de G, le groupe G laissera invariante chacune des familles de transformations définies par les systèmes (22), (23), (24),... Si alors Fe, &,...,e,) est un polynome homogène de degré m, le (m—1)° de ces systèmes définira un nouveau sous-groupe invariant de G.
Théorème. — Si les om transformalions infinitésimales indépendantes
22 E, CARTAN k=r
DETTE Q—=1,2,.,.,m) forment un sous-groupe invariant du groupe
k= G d'ordre ri Xif SX, fs side plus F désigne un invariant du groupe adjoint de G qui soil un polynome homogène et de degré m en e1,63,...,e,, le système d'équa-
lions linéaires
GG, GG _F=0, RONA TN PE = s pe d 0f où G Ÿ = Y SN Caen Gil éd dey R=!
définit an sous-groupe invariant de G.
Si le premier sous-groupe invariant se réduit au groupe lui-même, le système d'équations considéré s'obtient en égalant à 0 loutes les dérivées partielles d'ordre
m—1 de K par rapport à e,es, ..., 6.
DÉTERMINANT CARACTÉRISTIQUE. ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE. ANG
1. L'équation caractéristique d'un groupe a été introduite par M. Lie. M. Killing l’a prise pour base de ses recherches sur la structure des groupes (Math. Ann., t. 31, 33, 34, 36) et en a montré la grande importance ",.
Étant donné un groupe G engendré par les r transformations infinitésimales indépendantes X,f,X2f,...,X,f, proposons-nous de chercher tous les sousgroupes à deux paramètres dont fait partie une transformation infinitésimale arbitraire Ze,X4f du groupe. Nous aurons pour cela à déterminer r constantes À ha... À telles que
(4) (EeX; ZX) = o2eX if + HE)X y] ;
2 etw désignant deux nouvelles constantes ; naturellement les à ne doivent pas étre proportionnels aux £. Le problème est toujours possible, comme l’a montré M. Lie ), On peut toujours supposer en effet que la transformation infinitésimale considérée est X,f et que 2), — 0. Alors
kr kr (X4, à DuXx) == L Mc = oXif +w : LiX af; k=2 k,s d k=2
w est déterminé par l'équation
nn — O0 C1 14 C1 Ce Cuas — © - NE 123 “133 ss. fr? s L=P, | Ci2r Cr ne Cirr puisona },23,...,)}, par les équations k=r > Cusshg —= wW},, (s— 7 . "9 1);
A) Die Zusammensetzung der stetigen, endlichen Transformationsgruppen, von W. Kuzixe. {re partie, Math. Ann., t. 31, p. 252 sqq.; 2° partie, t. 33, p. 1 sqq.; 3° partie, {. 34, p. 51 sq. : 4e partie, t. 36, p. 161 sqq. Je désignerai dans la suite ces différents mémoires par la notation : Kiuuxe, Z. v. G., f (ou SE, ou III, ou IV),
(2) Lie, Tranformationsgruppen, J, p. 590 et aussi Archio for Math, og Nof.,t, I, 1876.
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et enfin o par l'équation or= > TE k—2
En particulier si dans l'équation (4) on veut que P soit nul, c'est-à-dire si on cherche une transformation infinitésimale ZXX4/ invariante par la transformation
donnée Xe;X;f, w est déterminé par l'équation
Zeru—w Een + ein : Xe;Ci12 Jet — W .., De;Cre (2) — A(w) — (), ZE;Citr ZeiCi PDC CRU
Le déterminant A(w) s'appelle le déterminant caractéristique du groupe, et
l'équation A(w) —= 0 est dite l'équation caractéristique du groupe.
Dans l’emploi de ces expressions on suppose que 4, 6, ...,e, sont des paramètres arbitraires. Si on donne à #,2:,..., e, des valeurs particulières +9,69, …., er, le déterminant deviendra le déterminant caractéristique relatif à la transformation Xe°X,f, de même si l’on exprime les paramètres des transformations infinitésimales d’un certain sous-groupe 4 d'ordre », en fonction de m arbitraires À, À9, ..., Âm, on obtientle déterminant caractéristique(ou l'équation caractéristique)relatif au sousgroupe g, qu'il ne faut pas confondre avec le déterminant caractéristique du sousgroupe g, qui est d'ordre » seulement.
Remarquons que pour «w — 0, les éléments de la u° colonne du déter-
3 +5: Æ of of minant caractéristique sont les coefficients de = Rte dans la transformation Ole; OR?
infinitésimale E,f du groupe adjoint :
1,2%, +.r Ef= À seul p ss de; Sy?
Pt Il en résulte, comme > eE,f = 0,
que le déterminant caractéristique est nul pour vw — 0. Nous poserons
(3) (— L'A(w) = où — We)wt + We)o 2 Le. LE (— AY, (6e).
Le coefficient Vi(e) est un polynome homogène en 2, 6, .…., er, de degré à. On a en outre
LUE MONS We = À ccm dk (4) De UE Ye) — Ste) = Ÿ eécmcpn, NE
CCC . . . . . . . . CC
2. Supposons qu'on définisse le groupe par les # transformations infinitésimales indépendantes X!f, ..., X;f:
(3) =D EXT, (i= 1,92, ...,r),
S—1 ce qui revient à faire sur les e la substitution
(6) Ex = > hinei, Hal 2er).
i—1 Alors si on pose HONTE S$—1
on à, en se reportant à la formule (8) du chapitre I,
GT 1,2,...r (7) ÿ ci à LA TRES MSN PT
D— 1 pc
Soit A'(w) le nouveau déterminant caractéristique. Si y;; désigne l'élément de a’ qui se trouve à la 2° ligne et à la 7° colonne, nous avons
; Ejÿ —= Au SIN 7 1 8" POINTE ( 1. 2 ‘ (8) Yij >> j j 0 si ij.
et de la même façon pour 4 :
pass j)
(8) Vi — y CsCsiÿ — £;ju).
Je dis que l’on a, en vertu de la substitution (6),
== =" (9) te Dh (i,j =14,2, ...,r).
En effet, en vertu de (8) et (8'), cela revient à démontrer que
CARTAN 4
> Rio(esCseÿ — 5j) = D he — so).
CN pis
Les deux termes en w disparaissent immédiatement et, en utilisant (6), la formule à démontrer devient
: — lat > RER ÿ Mecs
CEROE pas qui se ramène immédiatement à la formule (7). Considérons alors le déterminant D dont l'élément général est
D==à DE à !
Li = y» Revo; = D hÿtio.
On voit immédiatement que D est d'une part égal au produit de 4 et du déterminant H des Lx, d'autre part égal au produit 4’.H. Comme H est différent de 0, il en résulte
A(@} = Au).
De plus le degré du mineur principal de D est égal d’une part à celui de 4, d'autre part à celui de 4. Nous arrivons ainsi au théorème suivant, démontré par M. Umlauft):
Théorème 1. — ÆZlant donné un groupe d'ordre r défini d'une part par les r transformations infinitésimales indépendantes X;f, ..., X,f, d'autre part par les r transformations
XF REX; on passe du premier déterminant caractéristique du groupe au second, en effectuant sur les ei la substitution (6), et de plus le degré du mineur principal du déterminant caractéristique ne change pas. En particulier on a Were ee CN ace DCE)
D’après ce théorème on peut toujours, par exemple, supposer que de) se
réduit à e, ou à 0.
3. D'après l’origine même du déterminant caractéristique, il est bien vraisemblable que les racines de l'équation caractéristique sont des invariants du groupe adjoint. Cela du moins est certain si toutes ces racines sont simples. Mais on peut le démontrer directement ®). Voici la démonstration de M. Engel, beaucoup plus simple que celle de M. Killing, qui procède de proche en proche pour chaque coefficient We), We),
(1) V. Unraur, Ueber die Zusammensetzung der endlichen continuierlichen Transformations-
gruppen, insbesondere der Gruppen vom Range Null. Leipzig, 1891, p. 15 sqq. (2) CF. Kiuuine, Z. V2 G., 1, p. 259 sqq.
SUR LA STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS FINIS ET CONTINUS 27 On a
| : O4 + OA E,A = > E,Yi dy = » CoCoysCsij dy ’ (7) ij
ou, en tenant compte de la formule (6) (chap. 1),
ï D 04 E,4 = ») Col CuisCwsj + SRE
re dYÿ _ s oA O4 Es > Cais( si + Est) Dr on Cusÿ(Vis + Est) di sb li Sy li à — (à Ci — >» cu }s NI} î j On a donc le théorème suivant, très important : Théorème II. — Les coefficients Vie), …., Yrte) de l'équation caractéristique
sont des invariants du groupe adjoint.
Comme, d'après ce théorème, les racines de l'équation caractéristique sont des invariants du groupe adjoint, si A(w) contient en facteur un polynome du) = w — y(e)o" + E 1(e), les 7 étant des polynomes en e,, 6, ..., e,, il est clair que ces polynomes y seront
aussi des invariants du groupe adjoint.
Corollaire. — Si le déterminant caractéristique contient en facteur un polynome entier, homogène, de degré m en w, e,, .……., e,, le coefficient de w" étant l'unité, les
coefficients des autres puissances de w sont des invariants du groupe adjoint.
. Suppos Lo) I: - invari q oup nné.
4. S sons qu'on connaisse un sous-groupe invariant 4 du groupe do On peut toujours supposer, d’après le S2, que ce sous-groupe est engendré par
nr ja ee. -4 DE
Alorson a 72e AO Sr Combi ke —"Ù, UN EE VE = 1 9,2 mn
(1) Si on se reporte au chapitre précédent ($ 9), on voit que l'équation pile) = ZE ec; = 0 dk définit un sous-groupe invariant d'ordre r —1 du groupe. Ce théorème à été démontré par
M. Læ (Archiv for Math. og Nat., X, p. 88), puis par M. Excez (Leipz. Ber., 1886, p. 89) et M. KmuG (Z. v. G., I, p. 263).
Il en résulte que dans le déterminant caractéristique on a Van 10: GE A2,, 2 TN 2; eee on):
Par suite le déterminant caractéristique se décompose en deux : AU) PA ET MR EME ENT
Nous voyons que le premier facteur ne dépend que de #,, #, …, en et pas de Emi +. . Quant au second facteur, si on y fait à — € ne En =), CE n’est pas autre chose que le déterminant caractéristique du sous-groupe invariant. Il résulte de là que le déterminant caractéristique relatif au sous-groupe invariant (S1)est,à w”* près, le déterminant caractéristique de ce sous-groupe invariant.
Rappelons d'autre part un théorème de la théorie des groupes, dû à M. Lie( :
Si un groupe G admet un sous-groupe invariant q, il existe un groupe G' iso-
No A Ya, mr |
morphe mériédrique à G, et à la transformation identique duquel correspond dans G le sous-groupe invariant q, et réciproquement, si G' est isomorphe mériédrique à G, il correspond à sa transformation identique un sous-groupe invariant de q.
La correspondance dont il est question dans l'énoncé est celle qui donne aux constantes cx, les mêmes valeurs pour les deux groupes.
Ici en particulier il existe r transformations infinitésimales Y;f, ..., Y,f, Yuaf, .... Y,f, les r—m dernières étant identiquement nulles, et satisfaisant aux relations
RADIEDD IT AAE
s—1 Ces > transformations déterminent un groupe G d'ordre m: Yif,..., Ynf, que nous dirons associé au sous-groupe invariant g. Nous voyons que le déterminant |7;| n’est autre chose que le déterminant caractéristique du groupe G.
Théorème III). — Soient q un sous-groupe invariant d'ordre r—m d'un groupe G d'ordre r, G' le groupe isomorphe d'ordre m associé à q, le déterminant caractéristique de G contient en facteur le déterminant caractéristique de G'; de plus le déterminant caractéristique de q est à w” près le déterminant relatif à ce sousgroupe invariant.
On à un théorème analogue pour un sous-groupe quelconque.
Théorème IV. — Le déterminant caractéristique relatif à un sous-groupe quelconque q contient en facteur le déterminant caractéristique de ce sous-groupe F). ee CU
(1) Lie, Transformationsgruppen, I, ch. 17.
(2) V. Uuraur, loc. cit., p. 34.
(3) Cf. Umwraur, loc. cit., p. 32.
Car si, comme on peut toujours le supposer, X,/f, ..., X,f sont les transformations infinitésimales de ce sous-groupe, on a, pour toutes les transformations eXaif + RPC ECS En:
Yom; = 0, CR md 2 ol),
5. M. Killing a fondé sur les propriétés des coefficients 4;(e) de l'équation caractéristique une classification des groupes finis et continus).
Définition. — On appelle rang d’un groupe le nombre de ceux des coefficients de l'équation caractéristique, qui sont indépendants. Cette définition est légitime, en vertu du théorème I, car elle ne dépend pas des transformations infinitésimales indépendantes choisies pour définir le groupe. Comme les polynomes v'e) sont des invariants du groupe adjoint (th.IT), le rang du groupe est au plus égal au nombre des solutions distinctes du système complet ir Ef= Din (u= 1,2,...,7r), où y: est l'élément y,; du déterminant caractéristique où on aurait fait w = 0; d’après cela le rang est au plus égal à l’ordre du mineur principal de A(0). Si m est cet ordre, il est bien clair que l’on a
bafe) = bee) = + = Vr-m-+i(e) = 0,
puisque (e) est une somme de mineurs à 1 lignes et : colonnes de A(0). On peut donc énoncer le théorème suivant :
Théorème V®). — Ze rang d’un groupe est au plus égal au nombre des racines identiquement nulles de son équation caractéristique.
En particulier si %,._(e) n’est pas identiquement nul, le rang est égal à 1. La réciproque n'est d’ailleurs pas vraie. Nous verrons plus tard que dans le cas %._1(e) 0, on peut toujours ramener ce polynome à l’une des formes e;-! ou
v—1 (ei — exe3) ? .
Si tous les polynomes Ÿ sont nuls, le groupe est de rang 0.
Si on se reporte au théorème IL, on voit que le rang d’un groupe G' isomorphe mériédrique au groupe G est au plus égal au rang du groupe G; car au fond le rang n’est que le nombre des racines indépendantes de l'équation caractéristique.
(4) KiuuG, Z. v. G., I, p. 266 sqq.
(2) Cf. KizuG, loc. cit., p. 267.
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6. M. Killing fait une étude particulière des groupes pour lesquels %,.(e) n'est pas identiquement nullt). J’aborderai immédiatement le cas général où l'équation caractéristique admet une racine nulle multiple. |
D'une manière générale si l'équation caractéristique relative à une transformation déterminée X,f admet une racine w, différente de 0, il existe toujours une transformation X,/f distincte de la première et telle que
(XaX2) = wÿXf.
Si w, — 0, enest-il toujours ainsi?
D'abord si le groupe est de rang zéro, X;f fait partie d’au moins un sous-groupe à deux paramètres X;/, Xf, et l’on a
(KiX2) = aXif + DXif.
Si l’un des deux nombres a et b n’était pas nul, # par exemple, on aurait (x “. +Fx) = PET + . xf) | de sorte que l'équation caractéristique relative à X,f admettrait la racine h, ce qui H'eSDDAS DONC UE A0 Pet (MX 0!
Il en est autrement si le groupe est de rang /=>0. Soit F un invariant du
groupe adjoint, homogène et de degré m en e6,,,...,e,. Supposons que le-
DR} mineur principal de A(0) soit du premier ordre pour une certaine transformation infinitésimale efXif+...+exX,f. Soit (a 2 :
Ef= Du (u=—=1,2 .
En appelant A;; le mineur de A(0) relatif à «;;, on a
TR
(41) DE (Ur (as = 192 ST LE à
(12) > dodi = 0, (p,5=1,2,...,r),
D'autre part
er
13 Dr — = 2 CM
(1) KicuinG, Z. v. G., I, p. 276-285. Il s'est glissé dans cette première partie une erreur qui est rectifite dans la troisième partie, p. 80 sqq.
SUR LA STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS FINIS ET CONTINUS 31 Er (14) + AC i = (O (e —S 4e 2: . n}.
i=1 Comme l’un des mineurs, A,, par exemple, est différent de 0, on peut poser, en comparant (42) et (14), (45) AO: LME RER ER DE d’où, en portant dans (41), È
(GPS > dar 0, (er tte de 7).
1— 1 Il en résulte
(16) Du = 0, (b=1,2,...,r) = Les À n'étant pas tous nuls, puisque À,2£0, la comparaison de (43) et (16) permet de poser (17) — = pÀ;, MM nr)
d'où, par suite,
OF = (48) mE — > Ci Fo D Ch p D Ag — pue).
Si donc une transformation infinilésimale annule 4,_i(e) sans annuler lous les nuineurs du premier ordre de A(0), elle annule tous les invariants du groupe adjoint homogènes et de degré non nul.
Si alors l'équation caractéristique relative à une certaine transformation infinitésimale X,f admet k racines nulles (4 <'k<7r), cette transformation n’annule certainement pas l’invariant 4, ;(e), et par suite elle annule tous les mineurs du premier ordre de A{0); autrement dit, il existe une transformation X,f échangeable avec elle (c’est-à-dire telle que (XiX,) = 0).
Mais il y a plus; l'équation (18) est vraie quels que soient e,, 6, ...,e,. Si donc le groupe est de rang {=>0, oubien %.(e)Z0, et alors l[—1, ou bien tous les mineurs du premier ordre de A(0) sont identiquement nuls, et dans ce cas toute transformation infinitésimale est échangeable avec au moins une autre.
En se rappelant ce qui a été dit tout à l'heure pour le cas {—0, on peut énoncer le théorème suivant :
(1) Cf. Lie, Transformationsgruppen, TL, p. 616 sqq., où des considérations du même genre sont appliquées, et où se présente un polynome ge, e», …,e») de degré r—1, qui n'est autre chose que d, 1 (e).
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Théorème VI. — Si le polynome %,_,(e) de l’équation caractéristique d’un groupe est identiquement nul, toute transformation infinitésimale du groupe est échangeable avec au moins une autre transformation infinitésimale W,
Si dite) <0, on ne peut plus rien dire. Par exemple pour le groupe à trois
paramètres X1f, X,f, Xaf :
(X1X2) = Xif, (XIXSE=R2X 7 (X2X3) = X;f, on à Wroaile) — Ve) = 4e; —%e;; X;f annule de), mais n’est échangeable avec une autre transformation infinitési -
male du groupe.
M. Killing démontre le théorème précédent en remarquant que si (X;X2) = Xi/,
l'équation caractéristique relative à X;f n’a que des racines nulles, car alors
C2 = Cu = = Car = 0, nu = 1, d;\ 1 et par suite EYE — () = — (We = TU 64, e—1 L es—0 e,—0 ae 2e e,—0 ey—=0
X1f annule tous les polynomes .
Je n’insiste pas sur le reste de la démonstration et me contente de renvoyer
au mémoire de Killing ©).
7. Cela étant, appelons avec M. Killing # le nombre des racines identiquement nulles de l'équation caractéristique, et supposons 4 > 1. Prenons une transformation infinitésimale générale, c’est-à-dire pour laquelle 4%, ;(e) Z0. Nous pouvons toujours supposer que X,f est une telle transformation. Alors d’après le théorème VI, il existe au moins une autre transformation échangeable avec la première, soit Xaf :
ECO Le déterminant caractéristique relatif à X,f est alors Alw, 4, 0, ..., 0) = w? | ci — cs; |, ORNE NE ne Em)
Si #2, on pourra déterminer une transformation infinitésimale indépendante de X;/ et de Xf, telle qu'en la combinant avec X;f, on obtienne une transformation de la forme aX;f + 6X;f, soit X;f:
(XiXs) = ciXif + cinXaf ; alors A(w, 1,0, ..., 0) = — ui. | Cie Eole (à, =D or).
(2) CF. Kizun6, Z. v. G., Il, p. 4 et 5, et Umraur, loc. cit. p.22 et 23. (2) V. Krcuw6, Z. v. G., I, $ 5, p. 269 et II, & 10, p. 4.
SUR LA STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS FINIS ET CONTINUS ni)
Si 3, on pourra de même trouver une transformation X,f telle que CUX;) = Cu Xaf + CisaXaf + Css Xof et ainsi de suite, jusqu'à (XiXx) = CmXif tn CiXof + one CareiX x 1f. Le déterminant caractéristique se réduit alors à AM 0, 0) = (— 41}fof, | ce; — eo |, CNRS USE De 1) Gomme l'équation caractéristique relative à X,/ n’admet que k racines nulles, on a RERAE AS NERRE RER P), et par suite il est impossible de trouver une transformation infinitésimale
HSE SAN Ge boom CAGE telle que | à \ (Xi, Ex aX x 1 ap 2" + e,X,) — a X1f + 42X2f -+ RÉ + 2 Xf.
Nous avons donc fait correspondre à la transformation générale X,f, # — 1 autres transformations, X2/, X2:/,...,X,/. Je dis que les # transformations DURANT forment un groupe. Je suppose en effet qu’on ait démontré que tous les crochets CN on M 0 Th; j 1,2). .., kr), dépendent linéairement . de Ai Ko, +, X; je disquil en estencoreainsipour %— 1, 2,..., h + 1. Eneffet,
on à s—h Sn (Ki(Kr1Xn+2)) = > Cint,s XX 2) CR > Cinte,sXsX741), S—1 Ce |
d'où il résulte que (Xx/1Xs,2) combinée avec X;/, ne dépend que de Xif, .…, Xaf. Donc, d'après une remarque faite plus haut, (X,,,Xx,>) ne dépend aussi que de "Xi, . .; Xf.
On aura de même
sh 5 —h 122
(Ki(Kn1Xn+s)) = > Chr (Xe Nr) re D Cints(XsXn +1), Ss—1 S—i
ce qui démontre la proposition pour (Xx,1X»4:), et ainsi de suite.
Comme le théorème est vrai pour —1, il en résulte qu'il est vrai d’une manière générale, et par suite les À fransformations infinilésimales X;f, X,f, …, X4/ forment un groupe.
Je dis que ce groupe est de rang zéro. En effet, considérons l'équation caractéristique relative au sous-groupe X:/,...,X,f. Elle s'écrit
Éeicyn — w ... Xe; : 2e;cr, RS a Dr 0e 20, r, k41 (49) one C9 4 0, ZeiCar .. ZeiCix — © Ze;c;, HA r ….. Dir — ©
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les sommations étant étendues de 1 à k. Cette équation admet X racines identiquement nulles, puisqu'il en est ainsi, par hypothèse, de l'équation caractéristique générale. Or le deuxième déterminant n’admet pas de racine nulle pour
DEN A EE
donc il n’en admet pas non plus dans un certain domaine autour de ce système de valeurs. Par suite le premier déterminant est, à l’intérieur de ce domaine, divisible par w", c'est-à-dire que l’on à identiquement
(20) Dec — eo | = (— 1), (G,j1—=1,2,..., À).
Autrement dit, le sous-groupe Xif, …, Xif est de rang zéro. Prenons maintenant une transformation générale quelconque appartenant à ce sous-groupe, soit aXif + + eXyf. On ne pourra jamais avoir d'égalité de la
forme (eiXi Hi HeXz, ÂpiaXpua + + \Xy) — BiX1f + Co BaXxf
sans que tous les À ne soient nuls. Il en résulte que le sous-groupe d'ordre Æ qui correspond à cette transformation infinitésimale ne contient aucune transformation indépendante de Xif, ..., Xxf, c’est-à-dire coïncide avec le sous-groupe Ne ee Nu.
Théorème VII. — £tant donné un groupe d'ordre r dont l'équation caractéristique admet k racines identiquement nulles et k seulement, toute transformation générale de ce groupe fait partie d’un sous-groupe d'ordre k et de rang zéro. Ce
sous-groupe nest contenu dans aucun sous-groupe plus grand de rang zéro.
8. Revenons à la transformation générale X,f et au sous-groupe de rangzéro, Xif,..., X;f, dont elle fait partie. Les transformations infinitésimales X4.:f,..., X,f ne sont jusqu'à présent soumises qu’à la seule condition d'être indépendantes de Xif,..., Xxf. On peut en profiter pour annuler tous les coefficients
Ca le Ce NE.
Posons en effet
# Es = aie D Ai, x}, (à — 4 22 oo k).
(2) V. Kizun, Z. v. G., IT, p. 7 et 8, et aussi UmLaur, loc. cit., p. 24-32.
Alors on a == ==) $—=k Gi) D arrc(tief— DarteXf) + Dansskf F1 Cm | s—=1 px S—p—1 \ LL 7 p Ê me > Ai 0 >> CipsX sf î (2 —1,2,...,r — k).
ps 1 S— 41
Nous avons donc à résoudre les systèmes d'équations suivants, obtenus en égalant à O les coefficients de X;f, Xx1f,...,X1f, dans le second membre :
D) Ci, ktè hote, k — CE & (a M2. 0. k) p—1 p—=r—#
> Ci, ki, polkt op, ki — Ci, ki, ki = nt, KA, %, kA, (id..) p—1
D Ca, ki, k+ok+p, 9 — C4, ki, k—2 — > ji, 001, 0, k—2, (id.) p—1 SEL pr —k SR)
> Cki koi = Chi De eCt ose (id.) p—1 S=—2
On voit que le premier système détermine complètement les quantités ax4i,x; ce système étant résolu, le second détermine les quantités @x4:,x1, et ainside suite. Nous pouvons donc supposer qu’on a des relations de la forme
(21) (XiXy+i) — Ci, xp, kaXe af + LG, ie (D 0e) Je dis de plus que sil'ona r—% transformations infinitésimales du groupe, SON im V1 OÙ
Sr
PARA de, CESR il 5 telles que p—=r—} pr Re Ne Rte Dante fe G=d,2,..,1b), p—1 p—1
les constantes rx, étant les mêmes que dans les formules (21), les transformations Yy:1f, ..., Y-f ne dépendent que de Xz,4f, .…, X,f. En effet, égalons
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dans les deux membres de (22) les coeflicients de X4f, Xx1f, ..., X1f, en Suppo-
sant que le premier membre (X:Yx,) soit remplacé par sa valeur
4; 2, CCC ES (XiYe+) — D Nr ei Naf ps On aura d’abord = rh = > Ci et ep (GG —=1,2,...,r— h), ce qui donne déjà Ai x = 0; p—=#"—} | puis (= D Gas felkee k—1; (è = 1, 2, el — k) ù ce qui donne Â+i a = 0,
et ainsi de suite, ce quil fallait démontrer. Cela étant, on aura
S—r—Ù (Ki (R2Xx1:)) Æ (X(XiXx+)) — » Ci, Hi, res(X2Xx +) ; S—1 CE PP TE ce qui monire, d’après la remarque précédente, que les (X:X;,;) ne dépendent queden XX 7, :... Ar. Ona ensuite
S—r—h (Ki RX x) = Ca(XiXpts) + Co XoX 54) + y Cie + NaXt s) » ND PT) ce qui montre que les (X,;X:,) ne dépendent que de Xx;1f, .…, X,f. On continuerait ainsi de proche en proche. On arrive ainsi aux formules suivantes : S—r—k COR S CS er 0 S—41 Le sous-groupe X;f,..., X,f laisse invariante la famille de transformations infinitésimales e44Xy af + + + e,X,f.
Théorème VII. — Si Xif,..., X,f désignent le plus grand sous-groupe de rang zéro contenant la transformation générale Xif, ilexiste 7 — KE transformations indépendantes des k premières : Xxsif, …, X,f, et telles que le sous-groupe
Xif, .…, Xaf laisse invariante la famille de transformations ex aXy af + + e,X,f.
(1) CÊ. Umzaur, loc. cit., p. 31.
SUR LA STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS FINIS ET CONTINUS a
9. Supposons toujours que dans le sous-groupe de rang zéro Xi. Xe la transformation X,f soitgénérale. Alors l'équation caractéristique relative à X;f admet >» — k racines différentes de zéro. Supposons que parmi ces r—%# racines, il y en ait p de distinctes, que nous désignerons par 4, @,..., Gp; soient nu, M, .…., m, leurs degrés de multiplicité. Alors en procédant de la même façon qu’au $ 7, nous verrons qu'on peut supposer choisies Xz,41f, ..., X,f de la façon suivante. Posons
k+ mn = À, km = bo, se ne = er:
Nous aurons / (X iX&; Lun) = — aiX y, DE (X iXx. ur = aX x _ Les CIRE tv Hf
de (X iXx;) = «à Xxf Cr, AN) Le does + Fait = SD CREER
De plus, par un raisonnement déjà fait au $ 8, nous voyons que si une trans-
formation infinitésimale Yf satisfait par Soie à la relation (= aff Er oXe
Yf ne dépend que de X;,1f, ..., X;,/. I en résulte que tous les crochets (X;X;,:), EX). (XXL), (= 1, 2, ..., #) ne dépendent que de Xz,17,..:,Xif. Autrement dit le sous-groupe de rang zéro laisse invariante la famille de transformations ex14Xx44f +... + EX f -
Il résulte de là que le déterminant caractéristique relatif au sous-groupe de rang zéro Xif, ..., X;f se décompose en un produit de p+ 1 déterminants :
Ni Y \
26; ue M VO; | 200, pipi D se. AiCi,k,k441 See.
26;Ci% .. DEC — © Ze:c, ht y . ZiCoppr 0
les sommations étant étendues de 4 à 4. Le premier de ces déterminants se réduit comme nous l'avons déjà vu à (— w}*; le second se réduit, pour Cle = te, — 00 aa = uw},
et ainsi de suite. Si l’un de ces déterminants, le second par exemple, n'était pas, quels que soient &,6,, ..., ex, une puissance parfaite par rapportà w, il y aurait au moins une transformation générale de la forme eXif +... +e;X,f pour laquelle les racines de l'équation caractéristique provenant de ce déterminant ne seraient pas toutes égales. Alors on pourrait pousser plus loin la décomposition du déterminant caractéristique. Nous pouvons donc supposer que l'on a la relation
suivante :
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Zeic:, HN, 4 O0 Ze;c:, Kj) k41 (23) TN de et dde sr te Perte lient — (03 — w)1, 26iCi, k41, k4 . Xe;c;, Brsiine O w, étant une certaine fonction de &,6, ...,ex, et de même pour les p —1
autres déterminants. De cette façon l'équation caractéristique relative au sousgroupe Xif, ..., Xxf admet p+1 racines distinctes, à SaVOIr :
Our 00510,
On a d’ailleurs, en vertu de (25),
Eh P—m) \ (26) DE > Cikto,kto | = Nuit, 2—1 p—1 ce qui montre que ces racines wy, 62, ...,w, Sont des fonctions linéaires et homogènes de e1,€2, ...,ex, Soit (27) &; = WÙ)e, + 2e, + + + we, G=N 2, 67, ph) Théorème IX. — Si eXif + .....—+ eXif est la transformation infinité-
simale la plus générale du plus grand sous-groupe de rang zéro qui contient une transformation générale déterminée, le déterminant caractéristique relatif à ce sous-groupe se décompose en un produit de facteurs linéaires et homogènes en w, 6, €, ..., ep.
Ce théorème est démontré par M. Killing seulement dans l'hypothèse que les transformations X:/f, ..., X;,f sont échangeables entre elles (), Ce fait se présente, d'après lui, dès que le groupe donné ne contient pas de transformation infinitésimale distinguée ®); cependant dans son 3° mémoire (Math. Ann., t. 34, p. 66) il restreint le théorème au cas où le groupe est son propre groupe dérivé etoù il n'y a pas de transformation distinguée. Nous y reviendrons plus tard et nous donnerons un exemple où le théorème n’est pas vérifié.
10. Désormais nous désignerons le sous-groupe d'ordre # et de rang zéro qui contient une transformation générale déterminée sous le nom de sous-groupe y relatif à cette transformation. Les racines 0, w,, w, ...,w, de l'équation caractéristique relative à ce sous-groupe seront désignées, tant qu'une confusion ne sera pas à craindre, par racines de l'équation caractéristique. Les transformations infinitésimales Xx,1f,..., X,f (v.le $ 9) seront dites appartenir à la racine w, (par
(1) Ki, Z. v. G., Il, p. 9-12.
(2) Kiuwe, Z. v. G., If, p. 8 et 9; la démonstration, qui repose sur la théorie des groupes de rang Zéro, n'est faite que dans le cas où les racines de l'équation caractéristique sont toutes simples.
rapport au sous-groupe y); par analogie les transformations X;f, ..., Xxf du sous-groupe y seront dites appartenir à la racine 0.
Le choix des » transformations infinitésimales indépendantes Xif, ..., NES Xrpafs ce. nf, c.., X;f, fait tel qu'il a été dit dans les paragraphes précédents, constituera ce que nous appellerons une forme réduite du groupe relative au sousgroupes Xi, -.. Xef.
Dorénavant pour simplifier les notations, nous désignerons DA ES NS TR les transformations infinitésimales du sous-groupe y; par Xuf, ..., Xim,/ Celles qui appartiennent à la racine 1, ..., par Xhf,..., X pm, celles qui appartiennent à la racine w,. Nous conviendrons par symétrie de poser w, = 0, m, = k. Alors
ee ile 0 dette net) Ni
Tout ce que nous venons de dire s’applique naturellement aux cas particuliers de Æ—7r (groupes de rang zéro) et de k—1; dans ce dernier cas le sousgroupe y ne contient qu'une transformation infinitésimale.
11. Etant donnée une transformation infinitésimale quelconque appartenant à la racine w,, soit %,.f, considérons une transformation du sous-groupe y, soit Xuf. Si (Xi %u) n'est pas égale à w,%.,f, nous poserons
(Xoidu) = SU Luf + Va; de même (KB) = Bof + Moss et ainsi de suite jusqu’à (Ko: Ban) st Banf ; et le nombre entier À est certainement au plus égal à m,, degré de multiplicité de la racine w.. Cela étant, si un sous-groupe invariant contient la transformation Baf, il contiendra aussi Vosf, Masf; +: à Manf-
Supposons alors qu'un sous-groupe invariant contienne une transformation
infinitésimale de la forme
LAS ne Guf + Bauf + ..
où Buf, Baf,... Sont des transformations infinitésimales qui appartiennent respectivement aux racines w,, w,, &,, ... Si, comme on peut toujours le sup-
poser, les p+1 racines de l'équation caractéristique relative à Xf sont toutes distinctes, le sous-groupe invariant contiendra
GF =(Ku1%) — LR = Baf + [0 — 0 0)Buf + Bafl+ Si je démontre que le sous-groupe invariant contient chacune des transformations
Baf, (ol —w )Bauf + Bf, ..., alors il contiendra (4) —w Bof + Œf, …, (o#@)— w,0@f (h désignant le nombre analogue à À), et par suite, comme w4) £ w,(), il contiendra aussi en! -1f, ..., Huf. Le sous-groupe inva-
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riant contiendra Ba, Gaf, ... et par conséquent Xuf. Mais on peut faire sur %/f la même opération que sur %/ jusqu'à ce qu'il n’y ait plus de transformation appartenant à la racine w,, puis jusqu'à ce qu’il n'y ait plus de transformation appartenant à w,, etc. Finalement on réduira le problème au cas où il y à une seule transformation appartenant à une racine déterminée ; elle appartient alors évidemment au sous-groupe invariant.
Théorème X (). — Ætant donné un groupe G d'ordre r mis sous la forme réduite relative à un sous-groupe y déterminé, tout sous-groupe invariant de G est complètement déterminé par celles de ses transformations infinitésimales qui appartiennent aux différentes racines de l'équation caractéristique relative au sous-groupe +, en ce
sens que toutes les autres transformations du sous-groupe invariant se déduisent linéai-
rement de celles-là.
42. Etant données deux transformations appartenant l’une à la racine w,, l’autre à la racine w.,, que peut-on dire de leur crochet ?
Supposons d’abord que w,+w, ne soit pas unc racine de l'équation caractéristique. Alors on peut toujours supposer que will) + uw.) n’est aucune des quantités O0, ml), ll), ..,.,w,0). On peut alors imaginer les transformations NÉ EE Or den pt choisies de telle façon que
(XX) —= OX if + XaXaf + \X cf ++ miñe ao (AE ee et de même pour Xuf, ... X;m,f. Cela étant, on aura KalXuXa)) = (0,0) + (XX), et comme l'équation caractéristique relative à X4,/ n’admet pas la racine w,(0 + w,0), on en déduit (XX = 0.
On a ensuite, en tenant compte de ce résultat, Gu(XuXa)) = (030 + 0, )(XaX 2), d’où encore (XuXg) = 0, el ainsi de suite. On voit de proche en proche que tous les crochets (X.X,,) sont nuls.
Supposons maintenant que w,+ uw, soit une racine, w, par exemple. On
peut supposer que toutes les racines 0, lt), ...,w,{) sont distinctes. Alors on
aura RafXuXa)) = SUUXuXu),
ce qui montre que (XAXA) appartient à la racine w, et se déduit linéairement de
(1) KiLuNG, Z. v. G., IL, p. 12-13 ; le théorème est démontré dans le cas où toutes les racines sont simples.
SUR LA STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS FINIS ET CONTINUS 4 Xaf X:»/, CCE Xomaf - De plus (XX) = AUX aX 4) + ha(XaXs1),
d'où, d'après une remarque précédente ($ 9), on voit que (XX) appartient encore à la racine w,, el ainsi de suite.
Théorème XI (). — Ze crochet de deux transformations infinilésimales appartenant respectivement aux racines w, et w estnul si w,+ 4 n’est pas une racine, et appartient à la racine w, sù ù, + 0 = 0.
Les indices x, 6, à sont quelconques dans lasuite 0, 1,2,...,p. Si en parliculier w, = —w,, les crochets (X;;X;4;) appartiennent au sous-groupe +.
43. Nous allons trouver dans ce dernier cas une relation remarquable entre les racines de l'équation caractéristique relative à une telle transformation (X,;X4;) du sous-groupe y (my; — — w,).
Soient, pour simplifier les notations, %.f et &,f deux transformations appartenant respectivement aux racines w, et w,——w,. Soit w, une racine quelconque de l'équation caractéristique relative au sous-groupe y; parmi les racines de la forme 0, + mw,, m étant un entier positif ou négatif, soit w, + hu, celle pour laquelle » est le plus grand et ww — h'w, celle pour laquelle m est le plus petit. Posons
Wy +0, = ,, O, +0, = 0, LS 0, +0, = 0, = 04 + ho, We UE L, , — 40} —"u)}, TE DE D =D = Up — h'o.. — Posons enfin CA » EoiXoif »
V4) =, (GaXsi) = > dir Xrif 3 (= 1,2, ..., me), j=1 EUR (GX) = Ÿ brrenXif, (i =1,2,...,m,) js et les relations analogues. Ecrivons alors les identités de Jacobi ®) es Ga Xi Se LC: Ua X;; =: = 0.
Nous aurons en particulier
(4) V. Kuu6, Z. v. G., I, p. 280 sqq.; Il, p.14; IT, p. 69. (2) Je pose pour abréger XX Xy = (XX ;)X3) + (KXpX;) + (KA XX ;)
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| D—k I=M, D ConC(owsis) — > Uaie 0 (eÿoù » ( = 1,2, ..., Me) ; Go 1 » j—1 D— À =" 0, D — Ÿ annee + À Botte : (i = 1,2, ...,m), W=—1 j—1 Î—A1 D—k jm, =, D ConC(onerd = > ein be + > Bip) Lu » (= 1,2, ..., M), 5—1 j—=1 Î—1 D—k =, > Com Com) — D De) Haras (= 1,2, ..., m3).
D —1 jf
Ajoutons membre à membre toutes les égalités que nous obtenons ainsi. Il vient
D —} > Ego P) + 2e + mo, 9 Emo + ++ + mo) = 0,
W— 1 ou =} (28) (me + m, +: + ms + mm, +: + mi) D) io el)
AA
= = (Nm +. + om, — 0m, — hm,) > Epiwal)..
ss |
Comme le coefficient m,+m, + ... est certainement différent de 0, on voit qu'on peut énoncer le théorème suivant :
Théorème XII. — Si on considère la transformation du sous-groupe + obtenue en combinant deux transformations appartenant respectivement aux racines égales et de signes contraires w, el —w,, les racines de l’équation caractéristique relative à cette transformation sont des multiples réels et commensurables de l’une d’entre elles, à savoir la racine w, elle-même.
Si la racine w, relative à cette transformation est nulle, toutes les autres sont nulles ®); c'est ce qui se présente certainement si « —0, c’est-à-dire si on combine deux transformations de +.
Corollaire ). — L’équalion caractéristique relative au groupe dérivé du sousgroupe y a toutes ses racines nulles.
(2) C£. Kizuie, Z. v. G., Il, p. 45 et 16.
(2) Cf. Kruue, Z. v. G., IL, p. 80, 99.
(8) Cf. Kizuwe, Z. v. G., IL, p. 59 sqq.
44. Enfin une formule analogue à la formule (28) s'obtient en considérant les racines de la forme mow,, m étant un entier positif. Si À est la plus grande valeur possible de l’entier m, si on pose
Va = Vas b, — 20; ; Wa, = he, on à FX (29) (ay + Mas + Me) DT 00 = D Cana" 500) Copa am)» p—1 Us Ep
LT ON = Se Un), On voit en particulier que si l’on a, quel que soit o,
(KopXai) = MX sf, il en résulte
(me, Em, HE me, —1)Zcpe oo —= 0; ou bien la racine w, est simple, il n’y a pas d'autre racine de la forme mo, (m >> 1); ou bien l'équation caractéristique relative à (XAX,';) a, quel que soit J, toutes ses racines nulles ().
45. Les huit premiers paragraphes de ce chapitre ne sont, à part quelques petits changements ($6), que le résumé de la première partie de la Thèse déjà citée de M. Umlauf; ils contiennent les démonstrations de théorèmes dus à M. Killing, mais où la précision et la rigueur faisaient défaut. C’est en très grande partie à M. Engel que sont dues les démonstrations que j'ai rappelées.
Les théorèmes exposés dans les derniers paragraphes appartiennent aussi à M. Killing, quoique le théorème XII ne soit énoncé nulle part dans toute sa généralité. Mais M. Killing se borne dans son mémoire au cas où toutes les racines non nulles de l'équation caractéristique sont distinctes ; ou du moins, quand il examine le cas général, il suppose que les transformations du sous-groupe y sont toutes échangeables entre elles, ce qui, d’après lui, se présente toutes les fois que le groupe est son propre groupe dérivé ou n’admet pas de transformation distinguée. Or cette dernière affirmation est inexacte, et, serait-elle exacte, que M. Killing n'aurait pas démontré dans toute leur généralité les théorèmes IX, X, XI et XII,
qui sont fondamentaux.
(1) Cf. Kizuie, Z. v. G., LE, p. 89.
GROUPES DE RANG ZÉRO
4. M. Lie a depuis longtemps ( partagé les groupes en deux grandes classes, les groupes intégrables et les groupes non intégrables.
On dit qu'un groupe est intégrable lorsque l’ordre de ses groupes dérivés successifs va constamment en diminuant jusqu'à ce que l’un d’eux se réduise à la transformation identique. Un groupe est non intégrable lorsqu'à partir d’un certain rang, tous ses groupes dérivés sont identiques, tout en étant d’un ordre plus grand que zéro.
Il résulte immédiatement de cette définition que fout sous-groupe d’un groupe intégrable est intégrable, que si le groupe dérivé d'un groupe donné est intégrable, le groupe lui-même est intégrable, que l’ordre du groupe dérivé d'un groupe intégrable est inférieur à celui du groupe.
Si G est un groupe intégrable d'ordre r, G; son groupe dérivé d'ordre ri 7, G admet au moins un sous-groupe invariant d'ordre r—141; il suffit d'ajouter à G, #—7,—1 transformations infinitésimales quelconques indépendantes entre elles. Un tel sous-groupe invariant étant lui-même intégrable, admet un sous-groupe invariant à 7—2 paramètres, et ainsi de suite.
Théorème E. — Si un groupe d'ordre r est intégrable, il admet un sous-groupe invariant d'ordre r—1A, celui-ci un sous-groupe invariant d'ordre r—92, et ainsi de suite.
C'est d’ailleurs là la première définition que Lie a donnée des groupes intégrables.
La réciproque du théorème est évidente, car si un groupe d'ordre r admet un sous-groupe invariant à 7—1 paramètres, sou groupe dérivé est un sous-groupe de ce sous-groupe invariant.
(1) Archiv for Malh. og Nat., 1878, t. 3, p. 112-116. La notion de groupe intégrable a été introduite pour la première fois par Lie en 1814 dans les Comptes Rendus de l'Acad. des Se. de Christiania ; le nom lui-même de groupe intégrable se trouve pour la première fois dans les Leipziger Berichte, 1889.
I y à plus. M. Lie, en partant de ce fait évident que toute transformation infinitésimale linéaire et homogène en x, 2, …, a, laisse invariant au moins un point 2:2:..:æ,, et que toute multiplicité invariante par un sous-groupe invariant g d’un groupe G est transformée par G en une multiplicité invariante par g, à démontré que tout groupe intégrable, linéaire et homogène, laisse invarlants au moins un point, une droite passant par ce point; une multiplicité plane à deux dimensions passant par cette droite, etc. Appliquant cela au groupe adjoint d'un groupe intégrable, on arrive au théorème suivant, dû à Lie ().
Théorème IL. — J'out groupe intégrable d'ordre r contient un sous-groupe invariant d'ordre À, lequel est contenu dans un sous-groupe invariant d'ordre %, ce dernier dans un sous-groupe d'ordre 3, et ainsi de suite ; de sorte qu’on peut trouver r transformations infinitésimales indépendantes X;f, X:f, …, X,f telles que
= ROM EDIT 0 OLA, ...,r; k—1,9, ..,,r—i).
Dans l’énoncé du théorème I, le sous-groupe d'ordre g(q = 1,9, .… , r —1)
n'était invariant que dans le sous-groupe d'ordre qg+1.
2. Les formules (1) nous donnent immédiatement la forme de l'équation caractéristique d'un groupe intégrable.
On à en effet
ir / pr (2) A(w) = — w [} > EC — © si FI
Le déterminant caractéristique d’un groupe intégrable se décompose en un produit de facteurs linéaires en w, 61, e2, .…, er.
Si nous nous reportons au corollaire du théorème II du chap. Il, nous voyons que ces formes linéaires Xe,c,; (1 = 1,2, …., r) sont des invariants du groupe adjoint. Par suite, elles s’annulent identiquement pour le groupe dérivé (I, 9). Donc (If, 3, th. Il) :
Théorème IL. — Le groupe dérivé d’un groupe intégrable est de rang zéro.
M. Killing (Z, v. G., I, p. 269) énonce bien la propriété du groupe dérivé d’être de rang zéro, lorsque les coefficients de l'équation caractéristique du groupe peuvent s'exprimer en fonction de / formes linéaires en &, &, .…., e,, l étantle rang du groupe ; mais nulle part il ne dit que ce fait se présente pour tous les groupes intégrables.
(4) V. Le, Transformationsgruppen, I, p. 618 sqq.
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3. M. Engel est le premier qui ait démontré la réciproque du théorème IT, à savoir que tout groupe de rang zéro est intéggable (. Voici sa démonstration, un peu modifiée.
Remarquons d'abord que, d'après le Th. IV du Chap. Il, fout sous-groupe d’un groupe de rang zéro est lui-même de rang zéro.
De plus, rappelons le théorème suivant, démontré par M. Lie ©), à savoir que siun groupe d'ordre r contient un sous-groupe intégrable d'ordre q <7, ce sousgroupe est au moins contenu dans un sous-groupe d'ordre q +1.
Cela étant, pour démontrer que tout groupe de rang zéro est intégrable, il suflit de démontrer que tout groupe de rang zéro d'ordre >» contient au moins un sousgroupe invariant d'ordre »—1. Or cela est vrai pour #7 —2, car alors on a (XiX:) — 0. Supposons que cela soit démontré pour r = 1, 2, .…, s. Je dis que le théorème est vrai pour #7 = s+1. En effet, prenons dans un G,,, de rang zéro une transformation infinitésimale quelconque. Elle est contenue au moins dans un sous-groupe à deux paramètres nécessairement intégrable, soit 92; g2 est donc contenu dans un sous-groupe 4; de rang zéro et par suite intégrable si 3< 5, g3 dans un sous-groupe g,, et ainsi de suite. Finalement on arrive à un sous-groupe y, d'ordre s —7—1. Je dis que ce sous-groupe d'ordre #—1 est invariant. Il suflit pour cela de démontrer qu'une quelconque de ses transformations combinée avec une certaine transformation ne faisant pas partie de 4, donne naissance à une transformation faisant partie de g.. Or soit X;f une transformation quelconque de g. On peut trouver (II, 7) #—1 autres transformations X:f, .…, X,-1/ telles.que l’on ait
Î=i-1 (XiX:) — D Cri X jf; (Gi = 2,3, ...,r).
Pi Soit X,f la première de ces transformations qui ne fasse pas partie de g,. On aura CUXG) = Go Xif + CagXaf + 2 + Crigrai gts c'est-à-dire que (X,X,) fait partie de g,. COAOPATANE Tout groupe de rang zéro est donc intégrable. Par suite on peut donner à sa structure la forme (4), où cette fois toutes les constantes Cjx Sont nulles : S—i—1
(3) (XX) = y Ci, its Xef +
(4) Uuraur, loc. cit., p. 35 sqq.
(2) Le, Transformationsgruppen, 1, p. 596 sqq., et II, p. 682.
Théorème IV. — La condilion nécessaire el suffisante pour qu'un groupe soil intégrable est que son groupe dérivé soit de rang zéro.
On voit sur les formules (3) que tout groupe de rang zéro contient au moins une transformation infinitésimale distinguée à savoir X,f, et que son groupe dérivé est d'ordre r—2 au plus.
4. On peut donner un critérium extrêmement simple pour reconnaitre si un groupe est intégrable ou non. /{ suffit, en effet, que le groupe dérivé d'un groupe G d'ordre » annule identiquement le coefficient v{e) de l'équation caractéristique de G pour que G soit intégrable.
Car si G n’était pas intégrable, il aurait un sous-groupe invariant, à savoir un de ses groupes dérivés successifs, qui serait son propre groupe dérivé. Or pour ce sous-groupe invariant, 4,(e) serait identiquement nul. De plus, il en serait de même de fe), puisque le groupe dérivé de G annule tout invariant linéaire du groupe adjoint et en particulier d,. On aurait donc un certain groupe d'ordre q pour lequel l'équation caractéristique serait de la forme
(4) ot — We )o + p(ejert + Æ Yo(e)o = 0,
et qui serait son propre groupe dérivé. Or, mettons ce groupe sous la forme réduite relative à une transformation générale quelconque. En employant les notations du Ch. Il, $ 10 sqq., nous voyons que toutes les transformations du sous-groupe y: Xo1fs Xo2fr -» Xowxf> Se déduisent linéairement des crochets (X;X,;) et (XX), un, lu 1,2". ,1p). Or, d'apres le théorème XIT (Il, 13), pour chacune de ces transformations (X,:Xo;), (XaX:;), les racines de l’équation (4) sont des multiples réels de l’une d’entre elles, ce qui, d’après la théorie des équations, n’est possible que si toutes ces racines sont nulles. On peut donc supposer que pour X transformations indépendantes du sous-groupe y, l'équation caractéristique a toutes ses racines nulles, et par suite il en est de même de l’équation caractéristique relative au sous-groupe y lui-même. Cela n’est possible que si k=—r, c'est-à-dire si le groupe est de rang zéro. Mais alors il est intégrable et ne peut pas être son propre groupe dérivé.
Théorème V.— La condition nécessaire et suffisante pour qu’un groupe d'ordre r soit intégrable est que les transformations de son groupe dérivé annulent identiquement le coefficient We) de ww"? dans son équation caractéristique.
Remarquons que si X,y4f, Xmyof, .…, X,-f forment le groupe dérivé d'un
(1) Cf. Umraur, loc. cit., p. 40, Satz 12.
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groupe intégrable G, (e) ne dépend que de &, €, ..., €m, et réciproquement, d'après le théorème V, si d.(e) ne dépend que de &, €, .…., em, le groupe est
intégrable. Alors les équations 0% 042 Œ dy,
DE Les Jen? der se réduisent à des identités. Done dans le cas général le groupe sera intégrable si
les équations
On db .
dc —0, (2, B = A2 er 0) de,
ot )
se réduisent à des identités, ce qui, en tenant compte de l'expression de d,(e) et des
relations entre les cx,, peut s’écrire
LÉ ADN LP FOOT 2 (5) > Cul jp Con — D CipaC jp. Cv) WE J k — de D SOC Fr}. LS) Dh V
Les équations (5) expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que le
groupe soit intégrable.
5. Reportons-nous au théorème énoncé à la fin du chapitre premier et appliquons-le à l’invariant 4, (e) du groupe adjoint. Nous voyons qu’on peut énoncer les propositions suivantes, conséquences du théorème V :
Les équations linéaires
TU (= 2 Er) définissent un sous-groupe invariant intégrable. Si aXif + xXof + +oX,f, (i—1,2,...,m) sont m transforma-
tions infinitésimales indépendantes d’un sous-groupe invariant q d'ordre m du
groupe G: X4f, X2f, ..., X,f, les équations Ro (UM 2 mn)
définissent un sous-groupe invariant q' de G, et les transformations conmunes à ce sous-groupe invariant jet à g forment un sous-groupe invariant intégrable de G, car pour toute transformation commune à get d' d, s’annule.
En particulier s g est le groupe dérivé de G, g' est un sous-groupe invariant intégrable. Nous verrons plus tard que c'est le plus grand sous-groupe invariant intégrable de G; il est défini par les équations
(ui
(6) > de 0 (i,k = 1,9, ...,r).
6. Revenons à un groupe quelconque d'ordre #, intégrable ou non, mis sous la forme réduite relative à un sous-groupe y déterminé. Soit toujours
CA7D. 097 A CRD + Cam Nam, Ja transformation infinitésimale la plus générale qui
appartienne à la racine w,. Soit Eif, Ew/,...,Exf le sous-groupe du groupe
adjoint qui correspond au sous-groupe y.
C'est un groupe linéaire et homogène de rang zéro, et par suite intégrable, qui échange entre eux les points de l’espace eur, uns +, Eam,. Donc, d'après une remarque déjà faite (K 1), il laisse invariants un point de cet espace, une droite passant par Ce point, ete. Autrement dit on peut (OUJoUrS choisir Xaf, .. , Xomf. de telle façon que l’on ait
(7) (XoiX aj) = Ÿ conso X te RM 2 ed 2 D 1 et de plus on a (8) Coañan = Va.
En particulier on a, quel que soit 1, (XoiXa) = = IX auf (a =
M. Killing fait un usage constant des formules (7), qu'il ne démontre d’ailleurs que dans le cas où le sous-groupe y a toutes ses transformations échangeables entre elles. Mais même dans ce cas la démonstration qu’il donne n'est pas rigoureuse(). Il dit en effet que si, pour chaque transformation %,f de +, il y a par exemple trois transformations au moins X4f, Xf, X.:f, telles que
(GX) — wo Xoif, (MX) = wo X/f, (LoXa3) = OX 3f, et s’il n’y en a que trois en général, par exemple pour %,f, on aura, quel que soit t, (XoiXa1) = IX of, (XoëXs2) = = EX Xaf, (XoiX le = w,Ù X of. Or cela n’est pas es :1il suffit de prendre £—92, et
DAS Re (Xo1X32) = X:2/, (XoiXas) = Xs5f + Xuf , (Xo2Xa1) = X af» (XX 42) = Xof + Xaf, (XX 3) — Xcaf.
7. Les résultats énoncés et démontrés dans les SA, 2et 3 sont dus en très grande partie à M. Lie ; néanmoins la démonstration de la propriété des groupes
(1) V. Kiuwe, Z. v. G., IE, p. 10, et IT, p. 68.
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de rang zéro d'être intécrables a été donnée pour la première fois par M. Engel. D e) Quant aux $ 4 et 5, ils se rapportent à des résultats entièrement nouveaux.
M. Killing (Z. v. G., I, p. 285 sqq.) a fait aussi une étude particulière des
groupes de rang zéro; mais ses raisonnements manquent de rigueur et il énonce des théorèmes inexacts 0).
(1) Kiui6, Z. v. G., I, p. 288 ; voir à ce propos Umraur, loc. cit., p. 45, note.
DEUXIÈME PARTIE
CHAPPDRES DEV
GROUPES SEMI-SIMPLES. PROPRIÉTÉS DE L'ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE D'UN GROUPE SEMI-SIMPLE
4. Parmi les groupes non intégrables, une classe très importante est formée par les groupes d'ordre r > 4 qui n’admettent pas de sous-groupe invariant intégrable. Nous appellerons ces groupes semi-simples(), Parmi les groupes semisimples, ceux d'ordre r > 1 qui n’admettent pas de sous-groupe invariant sont dits simples. Il résulte de là qu’un groupe simple est son propre groupe dérivé et par suite n’est pas intégrable.
Rappelons que, d’après le chapitre précédent, pour qu'un groupe soit semi-
[ Ë . = . 2 N simple, il faut que les équations _. == CARTON EN cu; NI) CS
Le coefficient 4e) de l’équation caractéristique d’un groupe semi-simple est donc réductible à une somme de r carrés indépendants.
Réciproquement, si le discriminant de la forme quadratique 4, (e) est différent de zéro, le groupe G n’admet aucun sous-groupe invariant intégrable ; car s’il en admettait un, g, en prenant les groupes dérivés successifs de g, on finirait par en trouver un, g', invariant dans G et formé soit d’une seule transformation infinitésimale, soit de transformations infinitésimales échangeables entre elles. Si Xmsaf, Xmof, -.., Xf Sont ces transformations, on vérifie immédiatement que le déterminant caractéristique ne dépend pas de emi, Emrps --.,0, et par suite Ye) est réductible à une somme de m carrés indépendants au plus.
(1) Cette expression est la traduction du mot « halbeinfach » introduit par M. Kizuwe, Z. v. G., IE, p. 14. La dénomination de groupe « simple » est due à M. Læ; v. Lie, Transformationsgruppen, I, p. 264.
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Théorème I. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un groupe soil
semi-simple est que le discriminant de la forme quadratique ae) soit différent de zéro.
2. Supposons qu'un groupe semi-simple G d'ordre r admette un sous-groupe
invariant g d'ordrem: X,f, X2:f,..., Xf. Alors (IL, 5) les équations 0Ÿ: Den UE Vos ne 0Ÿ, pee 0 de = de» sa “ dem :
définissent un autre sous-groupe invariant g' de & et les transformations com-
munes à g et g' forment un sous-groupe invariant intégrable de G. Il faut donc que les équations
AQU osé e e ( 0 nr — . — RC 0 EC — de, des dem re DEN entrainent TE Ve OS OU die Donc les 5» formes linéaires MR OST sont indépendantes en &,,,..., 0» JE Em
et g' contient »—m transformations infinitésimales X',,,f,...,X',f indépendanteside XX. Xl, =Deplus on woitque
Lo DE (ei, C2) ., En) Em te Em2s HO) CAE
Il en résulte que © et y sont deux formes quadratiques à discriminant différent de 0, par suite que les deux sous-groupes invariants g et g' sont semi-simples.
Théorème IF. — Si un groupe semi-simple G d'ordre r admet un sous-groupe invariant g d'ordre m, il admet un autre sous-groupe invariant q" d'ordre r—m n'ayant aucune transformation commune avec q, el les deux sous-groupes q et q' sont semi-simples.
REMARQUE. — La démonstration s’appliquerait encore si on supposait le sousgroupe invariant g semi-simple, sans rien supposer sur le groupe G; on aurait encore un sous-groupe invariant g d'ordre r—m n'ayant aucune transformation commune avec g et échangeable avec g. On peut donc énoncer le théorème suivant :
Théorème HIT. — Si un groupe G d'ordre r contient un sous-groupe invariant semi-simple q d'ordre m, il admet un sous-groupe invariant g! d'ordre r—m n'ayant aucune transformation commune avec qg; autrement dit, il se décompose) en
deux sous-groupes invariants dont l’un est précisément q.
(1) Cette expression est la traduction du mot « zerfallen » dû à M. KizuwG, Z. v. G., IX, p. 57 et 74. Un groupe se décompose en plusieurs sous-groupes lorsque ces sous-groupes n'ont aucune transformation commune et que toute transformation infinitésimale du groupe est une combinaison linéaire des transformations infinitésimales des sous-groupes. On pourra remarquer qu'il y à un lapsus dans la définition de M. KizzG, lorsqu'il dit que toute transformation du groupe, à part la transformation identique, appartient à un et à un seul des sous-groupes en question,
3. Revenons aux groupes semi-simples. Soit G un tel groupe. Si G est un sous-groupeinvariant de G qui nesoit contenu dans aucun sous-groupe invariant plus grand autre que G, G admet un sous-groupe invariant semi-simple 4, qui avec G, complète G, et g, n'admet évidemment pas de sous-groupe invariant ; comme il ne peut pas être d'ordre 4, parce qu'il serait intégrable, il faut que gi soit un groupe simple. G&, se décompose de même, s’il n'est pas simple, en deux sousgroupes invariants (3 et ÿ:, ce dernier étant simple, et ainsi de suite.
Théorème IV. — out groupe semi-simple se décompose en un certain nombre de sous-groupes invariants simples échangeables entre eux, et réciproquement.
La réciproque est en effet évidente, car si un groupe formé de À sous-groupes invariants simples gi, g:,...,gn admettait un sous-groupe invariant intégrable y, les transformations communes à g et g, par exemple formeraient un sous-groupe invariant intégrable de g:, ce quiw’est possible que si g n’a aucune transformation commune avec g,. Le même raisonnement prouve que la décomposition d’un groupe semi-simple en groupes simples n’est possible que d’une seule manière.
Le théorème IV montre aussi qu'un groupe semi-simple est son propre groupe dérivé.
L'étude des groupes semi-simples se ramène donc immédiatement à celle des groupes simples.
4. Considérons un groupe semi-simple et mettons-le sous la forme réduite relative à un sous-groupe y déterminé. Appelons toujours Xof, Xo2/, ..., Xoxf 1CS transformations infinitésimales qui déterminent le sous-groupe +, et X,if, Xo2f, -+., Xem f Celles qui appartiennent à la racinew, (x —1,2,...,p). Nous supposons de plus (IL, 6) que l’on a
(1) KoX7), = SX + Coins 3 0X a jf + 2 Cote) Xa1/; CR 2,0, «0,1 9; 2):
Considérons alors la forme quadratique %,(e). Comme le groupe est son propre groupe dérivé, 4(e) est identiquement nul et par suite (IF, 1), on à 1,2, +.
(2) — 24e) — > Cie jCinnC jun + DRE
Supposons que Xif, X2f, .…, X,f soient dans un certain ordre les transfornation 0 1 2 p;0—1,27,M".). etque dans les formules (2) les indices #, 7, À, p se rapportent aux transformations X'f, …, X;f. Alors pour que le coefficient de ee, ne soit pas nul, il faut que les racines auxquelles appartiennent X'fet X/f soient égales et de signes contraires, car sinon tous les pro-
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duits Cut seraient nuls (II, 42). 4, est donc la somme d'une forme quadra-
tique en ei, €pa «6x et d’une somme de termes de la forme "Aer dUDe EE = OMR SE 2 D).
(3) Ya == De, Epa, +. Cox) + y» Apaten (2% 8— 1 2, ….,p; w + = 0). CAEN)
On déduit immédiatement de là que pour avoir la valeur de ®, il suflit de prendre le coefficient de w’-? dans le premier membre de l'équation caractéristique relative au sous-groupe y. devant être réductible à une somme de k carrés indépendants, les racines w,,w, ..., w, ne peuvent s’annuler en même temps pour aucune transformation de y. Si alors nous nous reportons au corollaire du théorème XII (IL, 43), nous voyons que le groupe dérivé de y doit se réduire à la transformation identique, e’est-à-dire que les transformations du sous-groupe y sont échangeables entre elles.
La formule (3) montre en outre que les racines de l'équation caractéristique sont deux à deux égales et de signes contraires. Je dis de plus qu’étant donnée une transformation infinitésimale quelconque appartenant à la racine w,, soit par
— ii)
exemple X,,/, je puis lui en associer une autre appartenant à la racine w, — E soit Dh Xi f XX 8f don em fs telle que si (Xu%:)=e0Xo1/ +... +CorXoxf, on ait
Eoiw,0) sr pa, () Se 0e Cool) ee 0 ; car s'il n'en était pas ainsi (II, 13), l'équation caractéristique relative à une quelconque des transformations (XuX:,), ..., (XXe) aurait toutes ses racines nulles, ou plutôt chacun de ces crochets serait nul. Considérons alors le coefficient de euex
par exemple dans ile). C'est, à un facteur constant près,
A = À conne Au bj Prenons dans cette somme tous les termes qui se rapportent à la même valeur de À; ils seront nuls si aucune racine n’est égale à w,+w,; et dans le cas contraire il faudra prendre pour x l'indice qui correspond àla racine w,+w,. Mais d'après les relations entre les €, on a
In, =" DA en ee DRASS RTS LE 2 = 0 DA) (BED TT Ad AE e7)/(a1)(p7)N) (81)(a1)(09) x $ J—1 1 1
Le dernier terme est nul par hypothèse, et on voit que la somme des termes de A qui se rapportent à une même valeur de À est nulle si w,—w, nest pas racine, et est égale à la somme des termes qui se rapportent à l'indice p,
Si &,—w, —0%,, En continuant de proche en proche on finira par arriver à une
somme nulle. Donc finalement A— 0. Les coeflicients de Paie nlrs Catéges eus r d seraient donc nuls et par suite e,, n'entrerait pas dans , ce qui est impossible. Supposons donc que à étant un des indices 1,92, ...,m;, on ait
DO al”-gm, £
TE >» Capo) a) Æ 0.
Pi Si nous nous reportons au $ 14 du chap. Il et si nous remarquons que (aa) = SX af, nous voyons que la racine w, est simple el qu'aucune des quantités 2w,, 3w,, . n’est racine.
Si enfin nous remarquons que parmi les racines de l'équation caractéristique relative au sous-groupe 7, il yenacertainement k d’indépendantes, nous voyons que le rang / du groupe (II, th. V) est exactement égal à #.
Théorème V.— Æiant donné un groupe semi-simple d'ordre r et de rang !, l’équation caractéristique de ce groupe possède L racines identiquement nulles et L seulement. Chaque transformation générale fait partie d’un sous-groupe + d’ordre Là transformations échangeables entre elles. L’équation caractéristique relative à ce sousgroupe y n'a, à part la racine 0, que des racines simples deux à deux égales et de signes contraires ; L de ces racines sont indépendantes ; si w, est une racine, il n’en est jamais de même de 2w,, 3w,, ... Enfin le crochet des deux transformations qui appartiennent à deux racines égales et de signes contraires n’est jamais nul.
Dorénavant je désignerai simplement la transformation, définie à un facteur constant près, qui appartient à la racine w,, par X,f. De plus je désignerai par
x l'indice de la racine égale à —"w,. Je poserai en outre pour simplifier (4) (XX!) = Va = Caya, (0 X of + EE Ca, a’, wXof -
Comme la quantité Xc,,,,6n".) est différente de 0, je pourrai toujours
supposer que j'ai les relations suivantes :
(5) QEX = —2X;f, CYEX = 2X 0, EN REON E il suffit pour cela de multiplier X.fet X,f par des constantes convenables. Y,f est alors complètement déterminée. Je poserai enfin (6) EX x. CRAN RER 0 J'introduis ainsi (r—/)? constantes a, où par convention on a Aux = — 9, DEN Re, lag” — — lag Are = — ge
Les formules (5) montrent qu'à chaque couple de racines égales et de signes contraires correspond un sous-groupe à trois paramètres simple.
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La transformation infinitésimale Y./, telle qu’elle est définie par (5), sera
dite associée à la racine w..
5. Soit w, une racine. Prenons une racine quelconque w, et supposons que 0, + 0,, 6, + 2, ..., w,—+huw, soient racines, mais non w,<+(h+1l)u; de hw,. La formule (28) du ch. IT ($ 13) devient ici
(+ h + ag = (hi —R\h + h +1),
MÊME Wy—0w,, ..., We c'est-à-dire
(1) a h—N, et cette formule est encore applicable si À ou k' sont nuls. De plus, si on suppose k > 4 et si on appelle 4, la racine w,+w,, ona
CagrCalye == i— h(h' + 1) DE 0.
On peut donc énoncer le théorème suivant :
Théorème VI Ü). — Zecrochet des deux transformations qui appartiennent aux racines w, et w, est différent de 0 si w, + uw, est une racine. De plus dans les formules
(YeXs) = GosXof; (dis = — 2), les constantes a, sont des nombres entiers qui jouissent de la propriété suivante : l'expression w,+ a,çw, est une racine, de même que toutes les quantités w, to, w, + 204,..., comprises entre w, el ao; enfin si w, + how, est une racine, il en est de même de w, + (as — hjo, cette dernière propriété caractérisant d’ailleurs complètement le nombre ae.
Nous avons supposé implicitement qu'il n'y avait pas d’autres racines de la forme w, + mu, que celles comprises entre w, — he, et w, + hw,. Or cela est évident, car si w, =w, +(h+/hkju, était racine (k> 2) sans que w, + (h + k— ju, le fût, on devrait avoir d’après la formule (7)
: U£E > 0; mais
los = Aya + (h + has = —(h + h + 2k) <LO, ce qui est impossible.
Remarquons que de la définition même des nombres 4, résultent les faits suivants : Si w, — M, + nwy +..., OnA
Bi = Mai + Ni + ... ; CSN nf nf Mont
di, = Mis + Ne + ...
(2) Cf. KiunG, Z. v. G., Il, p. 34 et 16.
SUR LA STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS FINIS ET CONTINUS ol
Le fait qu’on peut déduire de l'existence de deux racines l'existence d’une troisième racine est fondamental pour la suite.
Soient w; et w,; deux racines et posons | Wx = W; + di
Cherchons à déterminer les a,; connaissant les a; etles a; Si w, = vw, +hoz est une racine, il en sera de même des quantités suivantes : D = 0 + dj = 04 + dj0; + (ox + 4x0), D = 0, + A = Wa + dajo + (dei + dajtji)oi + Moy + aj0; + (Ari + Axjaji)oi], De = + jo; = O4 + (Qi + dj j)(oi + Go) + Rloz + (ani + da) wi + ajw,)], d'où, en tenant compte de la valeur de w4, D, = 0, + (au + dei — hjos.- Il en résulte (fin du Th. VI) que Uk — ai FT Qajajie Si nous appelons Y;f la transformalion du sous-groupe y associée à wy, nous avons alors, quel que soit «, | (rx — Y: — a;Y;, X,) = 9, d'où, puisque pour aucune transformation de y les racines ne peuvent être toutes nulles, Vf = Vif + af.
Théorème VII. — Si Y,f et Y,f sont les deux transformations du sous-groupe y associées aux racines w, et w, Y,f+a,YAf est une transformation associée à une
troisième racine, à savoir w, + 4,504. Si alors on pose
DS = 04 + ait DS; — (w,S)S; ; ' Ye = Ya + Gif, YS;S; = (Y.S)S;, A CE à la racine wSiS;Sx... est associée la transformation Y,S;S;Sx...
Le raisonnement fait nous montre en outre que si
WU — WS on à OS} = HS, 995) d'où par suite :
Théorème VIII. — Si on appelle w, la racine wS; S;, : 5, on a, quel que soit «, (8) Do — wS; S;, CE Si 989 ee S,) et si Vif = YSj95, --. 5j, On à de même (9) NPS> —= YeS 5 59 à .... S;,SiS 9j … Si,
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7. Je vais maintenant exposer la manière dont Killing utilise la propriété fondamentale des entiers 4;;, ). Soient p racines quelconques indépendantes wi, 4, ...,w,. Considérons une racine quelconque non indépendante de 1,0, ...,w,, C'està-dire de la forme myw, + mous + ... + myw,. Si nous effectuons sur celte racine w, la substitution Y— S,S...S,, nous trouverons une autre racine w,Ÿ; de même w,2?, w,%, .... Le nombre des racines étant fini, il faut que pour deux entiers h>0 et uw>14, on ait
als SlOD POSE Si, MOD VOI Que do
DO = à, = Si on fait cela pour toutes les racines non indépendantes de «4, 02, ...,w,, on obtiendra une série de nombres entiers æ dont nous prendrons le plus petit commun multiple. Si nous le désignons encore par y, nous voyons que quelle que soit la racine 0, = Mu + Mau + ... + M,0,, ON 4
DDC),
Sinous regardons nu, M2, ..., M, Comme des indéterminées, la quantité w,2
est de la forme mie, + mu + .., + m;w,, où
(40) M — D bay, CR ol Comme il y à au moins p racines w, indépendantes, par exemple 4, 6, . ., w,,
il faut que la substitution (10) répétée à fois sur les variables m4, ma, ..., m,, donne la substitution identique.
Il faut et il suflit pour cela ® que le déterminant
DS UE ose bin (11) Den by a 0 VER ba bp pp —S
qui contient l’indéterminée s, ne s'annule que pour des racines x* de l'unité et que si $, est racine multiple d'ordre À du déterminant, elle soit racine multiple d'ordre h—1 de tous ses mineurs du premier ordre. Calculons donc les coefficients 44. Si nous posons MS 92... 8 = MU, HE mio, +... + m, Vo, nous voyons que
(LMKILLING, Zv. (Il p.18-23.
(2) V. Lrrsourrz, Acta Mathematica, t. X, p. 131 sqq.
ml = mi, mo = mi + > ma; Get) pi On en déduit facilement les relations suivantes (), en remarquant que my") — m,, pour 22% etque mi — Xbm,-pour 1 < 4:
p—=i—1 br ÿ Gibor (27 p—1 p—i—1 (12) bi + > db ie 4 p—1 p—i 1 bg — » Aider + Ai << k:
ET On déduit de là bi = —1, by = an, ce. y Am »
bn — Qybys — 0, 32 — Aisbys = — À, .) bp — Gyebiy — lp, p—?—1 p—p—1 p—=p—1 INT NU EN EN ET DD 7 p—1 p—1 p—1
Par suite le déterminant (11) est égal au déterminant
—1—5s a; GE rs UE — 1 —5$ 32 SATA UP
(43) dis l23S —A1—s ... a» —=1D(s)} AipS AS A3pS a —1—5
et pour les deux déterminants (11) et (43), les mineurs d’un certain ordre de l’un quelconque d’entre eux s'expriment en fonction linéaire des mineurs du même ordre de l’autre.
Le déterminant (13) ne peut pas s’annuler pour s = 1 sans que 1 soit une racine multiple d'ordre pair 2h ; mais alors le mineur obtenu en supprimant la dernière ligne et la dernière colonne devrait avoir la racine À comme racine multiple d'ordre 2h —1 au moins, c'est-à-dire d'ordre 2h au moins, et ainsi de suite jusqu'à —1—5 qui n’admet pas la racine 4. Donc le déterminant (43) ne
s'annule pas pour s—1, autrement dit, on a
CRC 672 0ve CUT D 197
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PAIE AU (HET ASIE D) et cela sous la seule condition que les racines 6,, &, ...,w, Soient indépendantes (). Il en serait de même si les transformations Yif,..., Y,f étaient indépendantes. On a donc le théorème suivant :
Théorème IX. — La condition nécessaire el suffisante pour que p racines Wi, Wa, ..., w, soient indépendantes est que le déterminant des entiers a;; correspondants soit différent de zéro. La condition nécessaire et suffisante pour que les transformations du sous-groupe y associées aux p racines 4, M, ..., w, soient indépendantes est que le déterminant des entiers a;; correspondants soit différent de 0.
Pour que les transformations Y;f, ..., Y,f associées aux p racines 04, w:, )
soient indépendantes, il faut et il suffit que les p racines soient indépendantes. Si alors w,, 2, ...,w, sont p racines indépendantes et w,,, une racine de la forme muuw, + maws + ... + myw,, les m; sont déterminés par les relations pp?
TT D) Mi, (M0) p—1 etpar suite, comme |a;| est différent de O0, sont des nombres commensurables.
Coroliaire(®). — Si p racines sont liées par une relation linéaire et une seule, on peut toujours la ramener à être à coefficients entiers. De même si p transformations du sous-groupe y, associées à p racines, sont liées par une relation linéaire etune seule, on peut ramener cette relation à être à coefficients entiers.
En particulier si on considère ! racines quelconques indépendantes, toutes les autres s'expriment en fonctions linéaires à coefficients commensurables de ces l'racines ; de même pour les transformations qui leur sont associées, relativement aux transformations associées aux / premières racines.
8. Si nous développons le déterminant (13), nous trouvons (— 1}D(s) = $ — Mist +. — M, 35 +1, où, en particulier, en supposant ü <'h <i3 <<, onà M, — ed ee Dai Gi, ie Zi, Qi ii + tt + Gioos . Up 1,pAm.
Si nous remarquons que l’équation D(s) = 0 doit être réciproque et que d'autre
(1) KizuinG, Z, v. G., IL, p. 22.
(2) Cette proposition (ou plutôt la première partie de cette proposition) n'est énoncée par KizLING que dans le cas p—1+1.
nous trouvons, en SUppo-
EN
part pour avoir s’D (=) il suflit de changer 4;; en 4; sant toujours que dans chaque somme à <Z ù ...,
= h J M,_: Pere = ÿ4) = Adi, di + Lai ini Giiy 1e OO CETURCEES lpp1dips
et on doit avoir M, — M,1. Comme cela a lieu quels que soient l’ordre et le nombre des racines w,, 2, ...,w,, on voit que si on prend un nombre quel-
conque de racines indépendantes w,, 6e, .…., 6, &,, on 4 (14) HS NE EC CRE :
Enfin (?) si —1 est racine multiple d'ordre À de D(s), on voit que
D(s) = {— 1 — shheir — sjfe—ir — 5) ..., d'où (45) 0O<(—1}D(1) < 27.
Une dernière remarque qui nous sera utile est la suivante. Si w, et w, sont deux racines indépendantes, on ne peut avoir «3 — 0 sans avoir en même temps
an = 0; car le déterminant
ie GE 0 EL admettant la racine double —1, le mineur du premier ordre 4x doit l’ad-
mettre aussi, ce qui exige Gun = 0.
Théorème X. — Si 01, 62, ...,w,, désignent les racines simples de l'équation caractéristique d’un groupe semi-simple d'ordre r et de rang L, les entiers a;; déterminés par ces racines sont tels que :
1° Si w;, w; sont deux racines indépendantes, a; ne peut être nul sans que a; ne s’annule en même temps ;
2 Si w,, 6, &.,,..., w,, w, sont des racines indépendantes en nombre quel-
conque, on & Ce eo e Mpalpes - Glen
3 Si wi, 02, ...,w, désignent p racines indépendantes quelconques, le déterminant des entiers a;; correspondants n’est jamais nul et est compris entre Oet(—2)}r, cette dernière valeur pouvant seule être atteinte.
Etant données p racines indépendantes w,, w, ..., w», nous dirons que les p? entiers a; correspondants constituent un système d'entiers d'ordre p associé aux racines wi, &2, ..., w,. Toutes les racines obtenues en partant de uw, uw», ...,w, et effectuant dans un ordre quelconque les substitutions Si, $, ..., S, seront dites
fournies par le système d’entiers.
(1) Ki, Z. v. G., I K I
1 Apr ele 2)KuErInNG, 2° v. G; Il, p.22:
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9. Un système d’entiers d'ordre p: a, est dit simple), si, étant donnés deux indices quelconques 4,7 de la suite 1,2,...,p, on peut trouver une série 1, %, +.., 4, Q'indices de la même suite telle que
| VA dix Az (4 g (27e) = 0.
Le système est dit composé dans le cas contraire; dans ce cas on peut, en faisant au besoin une permutation sur les nombres 14, 2, ...,p, faire en sorte que les systèmes (14,2, ..., A), (hi +1, ..., he), ..., soient simples, les a;; pour lesquels les indices ietj appartiennent à deux séries distinctes (1,2, …, k,; la +1, .…, ha), ..., étant tous nuls.
Tout système simple d'ordre p > 3 contient au moins deux sous-systèmes sim ples d'ordre p—1A%). Pour p—3 cela est évident, car des trois produits do, sd, Gsly, UN au plus peut être nul, sans quoi le système serait composé. Supposons que la proposition soit vraie pour p = 3, 4, .…, h; je dis qu'elleest vraie pour p—=h+1> 24. Supprimons en effet l'indice +1. On obtient un système d’ordre k qui peut être simple ; si cela a lieu quel que soit l'indice supprimé, la proposition est démontrée. Si le système (1,2, ..., h) est composé, on peut supposer qu'il est formé des k> sous-systèmes simples (1,2, ...,u), (Mi 1, ..., pa), .:., (Dr 1, ...,h); et danschacune des £° séries d'indices (4, 2, ....7), ..., il existe au moins un indice « tel que, a4,:::=20.Sile prez mier sous-système (1,2, ...,p,) ne comprend qu'un indice, en le supprimant, on a évidemment un sous-système (2,3,..,h+1) quiest simple. S'il comprend plusieurs indices, on peut toujours, en en supprimant un autre que «, obtenir un sous-système simple d'ordre p;,—1, ce qui donne encore manifestement un sous-système simple d'ordre —p—14. Il y a donc au moins k#>2 soussystèmes simples d'ordre À. CrONRAD:
Deux systèmes d’entiers d'ordre p, correspondant l’un Ÿ aux p racines indépendantes w,, 2, ...,w,; l'autre X' aux p racines indépendantes
Di = Mat + Mie + Emo, (? = 1,2, .….,p), sont dits équivalents, lorsque toute racine fournie par le système Ÿ est fournie. par le système X' et réciproquement F).
Si les racines wi, w,, …, w, sont fournies par le système Y', il en est de même de toutes celles fournies par le système È. I] suffit, pour le voir, de se reporter au théorème VIIT ($ 6) ; car une substitution $; revient alors à une succession de substitutions S’.
CARILLING, Ze Il p.28; (2) Cette proposition est énoncée sans démonstration par KizzinG, loc. cit., p. 24. (3) Kizune, Z. v. G., Il, p. 24.
Il en résulte que pour que les deux systèmes Y et Y! soient équivalents, il faut et } q q “{Dy 77 mMnIeco > CMAn @ ! 1 défi Cp VIS 2 ù il suffit que le système Ÿ fournisse lesracines w', w4, …., w}, qui définissent le système Y?, el que le système E' fournisse réciproquement les racines 1, 63, .., w, qui définissent le système Y.
Par exemple, si
0) —= y + di20, w! = wy == 0)
25 OMC] D
M4, 63, ..., wp Sont évidemment fournies par E, et réciproquement, e1, &2, ..., w, sont fournies par Ÿ’ puisque
DD ==. 0) 09 == Dion = 0
Si deux systèmes sont équivalents, ils sont en même temps simples ou composés. Car si le système Y par exemple est composé des deux sous-systèmes simples (1,2, ...,h)et(h+1,...,p), les racines fournies par Z sont ou de la forme May + Mas +... + Mon, Où de la forme Mm3:,0»,, +... +myw,. On peut donc supposer que 4, &;, …, w, ne dépendent que de’ w,, 63, .…, y etque 4, ...,w, D AdONOndenIIqUe de we r -.w). mais alors tous less 4; = 1,2 ,..,;h; j—=h+1,..,p) sont certainement nuls et le système YŸ est composé.
De tout cela il résulte que si on veut déterminer tous les systèmes possibles d'ordre p, il suffit de déterminer tous les systèmes simples, non équivalents d'ordre inférieur ou égal à p. Gette détermination a été faite à peu près rigoureusement par M. Killing ), et on arrive à ce résultat excessivement remarquable que /e nombre des systèmes simples non équivalents d'ordre p est fini ef ne dépasse jamais cinq.
Pour ne pas interrompre la suite des idées, nous supposerons faite cette détermination et nous allons voir quelles conséquences on en peut tirer.
40. Je vais d’abord démontrer le théorème suivant, énoncé sans démonstration par Killing ®).
Théorème XI. — Ætant donné un groupe semi-simple de rang L, on peut toujours choisir l racines indépendantes telles que le système d’entiers qui leur est associé fournisse toutes les racines de l’équation caractéristique.
Considérons d'abord p racines w,, w2, …,w, liées par une relation et une seule, nécessairement à coefficients commensurables,
Mao + M0 +. + M0 = 0,
où nous ne supposons aucun des coefficients nul. Alors il est bien clair que
(4) KizuG, Z. v. G., Il, p. 25-33.
(2) Kuue, Z. v. G., IL, p. 31.
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Je dis que le système d’entiers 4;; (en étendant un peu une définition précédente) est simple ; car s’il se décomposait par exemple dans les deux systèmes simples (4,2,...,h), (h+1,..,p),. l'un des déterminants correspondants, par exemple le premier, serait nul; par suite (th. IX), les racines w,, &:, ..…., w, ne seraient pas indépendantes, ce qui n’est pas possible. Il résulte de là ($ 9) qu'on peut trouver (p—1A) des racines 1, w, …,w, fournissant un système simple ; soient &i, (2, .…., Wyp_ 1.
Cela étant, je dis qu'on peut trouver (p—1) racines telles que le système
d'ordre p—1A qui leur est associé fournisse les p racines uw, w,, .…., w,. En effet, je suppose démontré qu'un certain système équivalent au système simple (4, 2, .…, p—1), soit le système associé aux racines 0: els jouisse de la propriété que p—1 des racines w{, uw, .…, w,1, w, fournissent la p°, soient, pour fixer les idées, w:, w, .…. , &, 4, w,. Alors le système associé aux racines &i, 5, …., 4, w, fournira les racines 4, CR et par suite aussi w,, w,, ..…, w,. Tout revient donc à faire la vérification sui-
vante. On prend tous les systèmes simples non équivalents d'ordre p—1 qu'on a déjà déterminés ; soit (a;) (à, 3 = 1, 2, …., p—1) un de ces systèmes ; on détermine de la manière la plus générale 2(p —1) entiers 4;,, a; tels que le système d'ordre p obtenu soit simple et que le déterminant total des 4;; soit nul. On en déduit une relation entre 1, w:, ..., w,: NU + Mat, .., + Mpwy = 0.
On exclut les cas où un des coefficients m; serait nul et ceux où une des p racines se présenterait comme multiple d’une racine fournie par les p—1 autres.Il suflit alors de vérifier dans tous les autres cas que p—1 des p racines
$ Wii, (W2, ++. ; Wp fournissent la 7°.
Ces vérifications se font par des calculs entièrement analogues à ceux qui servent à déterminer tous les systèmes simples non équivalents d'ordre p, connaissant ceux d'ordre p—1. Nous les supposerons faites pour l'instant.
Cela étant, soit un groupe semi-simple de rang /. Prenons / racines indépendantes quelconques &,, w,, ..…., w,, et considérons toutes les racines qui s’en déduisent au moyen des a;. Si on obtient ainsi toutes les racines de l'équation caractéristique, le th. XI est démontré. S'il n’en est pas ainsi, soit w, une racine non obtenue. On a une égalité de la forme
EL NE PE 0 ll)
Il en résulte, d'après les considérations précédentes, qu'on peut trouver / ra-
cines indépendantes ui, uw, ..., w/ fournissant «wi, m2, ..., &, et w,. Par suite, d’après les considérations du $ 9, le système qui leur est associé fournit toutes les racines obtenues au moyen de 4, &2+, ..., y, mais fournit en outre la racine w.,. En procédant de proche en proche on voit qu'on peut supposer les / racines indépendantes «w,, 63, ., w, choisies de telle façon que le système qui leur est associé fournisse toutes les racines de l'équation caractéristique.
Nous dirons que ces { racines ainsi choisies forment un système fondamental
de racines de l'équation caractéristique.
41. Considérons alors un groupe semi-simple G de rang / et supposons que W,, @», .…, w) forment un système fondamental de racines de l’équation caractéristique relative à un certain sous-groupe y. Cherchons tous les sous-groupes invariants de G. Nous savons, d’après le th. X (II, 11), qu'un tel sous-groupe est déterminé par celles de ses transformations infinitésimales qui appartiennent aux différentes racines de l'équation caractéristique. Supposons d’abord qu’un sous: groupe invariant contienne une {ransformation du sous-groupe y, soit
EN Vf:
Alors il contiendra (YX;), (YX:), …, (YX,), c’est-à-dire l’une au moins des transformations X4f, X2f, .…., Xyf, Soit X,f. Par suite il contiendra aussi (XX) = Yif, et tous les X.f pour lesquels as <0 (d'après (YiX,) = auX.f). On en déduit que si (1, 2, …, h) est la plus petite série d'indices contenant 1(h < 1), et telle que 1, w,, …,w, donnent naissance à un système d’entiers simple, le sous-groupe invariant contiendra toutes les transformations qui appartiennent aux différentes racines nu, + Mots + ... + Myo», ainsi que toutes les transformations du sous-groupe y qui sont associées à ces racines.
On déduit de là que si Le système fondamental d’entiers a;; est simple, le groupe est simple. Si le système fondamental d’entiers a,; se décompose en deux sous-systèmes simples, par exemple (41, 2, … , h) et (h+1, .…, l), le groupe contient deux sous-groupes invariants simples échangeables entre eux M,
Nous retrouvons ainsi une deuxième démonstration du théorème IV, car à partir du $ 4, nous avons supposé uniquement que pour les groupes dont nous nous occupions, le discriminant de la forme quadratique d(e) était différent de zéro.
D'après cela, si nous supposons faite la détermination de tous les systèmes d’entiers simples non équivalents d'ordre /, nous n’aurons que peu de chose à faire pour déterminer toutes les structures de groupes simples de rang /. Il suflira
(1) Cf. KiunG, Z. v. G., Il, p. 36.
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de prouver qu'à chaque système d’entiers trouvé correspond une structure de groupe simple et une seule. C’est ce que nous ferons dans le chapitre suivant. On arrive ainsi au résultat capital que j'énonce immédiatement :
Sion ne regarde pas comme distincts deux groupes de même structure, il existe en général quatre groupes simples de rang L. Ce nombre se réduit à 1 pour l=1, à 3 pour l—=%-.et l—3, et devient égal à 8 pour l = 4, 6, 7 et 8.
12. La partie des recherches de M. Killing qui se rapporte aux groupes simples est sans contredit la plus importante, aussi bien par le talent dont fait preuve son auteur que parles résultats auxquels il arrive. M. Killing(YWath. Ann.,t.33, p.13 sqq.) se propose la recherche de tous les groupes d'ordre » qui satisfont aux conditions suivantes. Chaque transformation infinitésimale générale fait partie d'un sousgroupe + d'ordre ! à transformations échangeables entre elles, et l'équation caractéristique relative à y admet »r—7/ racines distinctes et différentes de zéro ; de plus le groupe doit être son propre groupe dérivé ; enfin il ne doit pas admettre de transformation distinguée. Killing en déduit que / désigne précisément le rang
du groupe. On peut alors trouver 2{ racines : uw, Æuw,, .…, uw, telles que les 2/ transformations qui leur appartiennent : X;f, X1/, .… , Xif, Xyf donnent par leurs crochets (XiX:), (X2X,), …, (X/Xy), | transformations indépen-
dantes du sous-groupe y. Killing arrive ensuite à la notion des nombres entiers Aus Aus +, A, % désignant l'indice d’une racine quelconque ; il montre alors que si le déterminant des 4;; est différent de zéro (1,7 = 1, 2, .…, l), touteslesracines peuvent s'exprimer en fonctions linéaires à coefficients commensurables des J'racines «,, 63, .… , w; (p. 13-17).
M. Killing établit ensuite les conditions auxquelles doivent satisfaire les /? nombres entiers; c'est ce qui est exposé dans les $ 7 et 8 de ce chapitre. Néanmoins Killing n’a pas vu l'espèce de réciprocité qui existe entre les racines et les transformations du sous-groupe y qui leur sont associées, et en particulier le rôle joué par les entiers a;; aussi bien vis-à-vis des tranformations que j'ai appelées Y,f que vis-à-vis des racines auxquelles elles sont associées. Après avoir partagé les systèmes d'entiers en simples et composés, équivalents et non équivalents, quoique sans donner de critérium nécessaire et suffisant pour l’équivalence de deux systèmes, Killing passe à la détermination de tous les systèmes simples non équivalents (p. 23-33).
M. Killing s'occupe ensuite des groupes qui, selon notre manière de parler, possèdent un système fondamental de racines. Il montre alors, quoique d'une façon peu rigoureuse, que les crochets (X,X.) sont toujours différents de zéro dès que w,—+uw; estune racine, et que, en particulier, aucun des crochets (X,X,:) n’est
nul. [l'en déduit que le groupe est simple ou composé suivant que le système fondamental d’entiers est lui-même simple ou composé.
M. Killing cherche alors à démontrer que si un groupe est simple, il possède nécessairement un système fondamental de racines ; il démontre pour cela que s'il n’en est pas ainsi et si on prend un système particulier de / racines indépendantes, il doit y avoir au moins une racine w, non fournie par ce système et telle que (X,X,)< 0. Ilen déduit qu'on peut prendre w, pour une des { racines &4, 2, «++, ©); mais il ne démontre nullement qu'il est possible de le faire de façon à obtenir encore toutes les racines que fournissait le premier système. De plus M. Killing admet implicitement dans tous ses raisonnements les théorèmes que j'ai démontrés relativement aux systèmes équivalents (9).
M. Killing essaie, dans la troisième partie de son mémoire (t. 34, p. 87-107), de démontrer pour les groupes simples que les hypothèses faites au début sont toujours vérifiées; malheureusement ses calculs sont d’abord très longs, et ensuite il suppose toujours démontré que le sous-groupe y a toutes ses transformations échangeables entre elles lorsque le groupe est son propre groupe dérivé,
ce qui n’est pas().
(4) V. plus bas, ch. VIL $S 6.
SYSTÈMES D'ENTIERS SIMPLES D'ORDRE /. — (GROUPES SIMPLES
DE RANG l.
4. Ce chapitre est consacré aux calculs que j'ai indiqués dans le chapitre précédent.
Nous avons d’abord à déterminer tous les systèmes d’entiers a;; simples non équivalents d'ordre {. Cette détermination sera simplifiée par la remarque déjà faite (IV, 9) que tout système simple d'ordre p contient au moins un sous-système simple d'ordre p—1; si donc on a déterminé tous les systèmes simples non équivalents d'ordre p—1, on n’a plus, pour chacun d'eux,que 2(p —1) entiers à déterminer de façon à satisfaire aux conditions du théorème X (IV, 8). Nous aurons ensuite, d'après ce qui a été dit au chapitre précédent (IV, 10) à déterminer 2{(p —1) entiers nouveaux de manière que le déterminant total soit nul et à vérifier que l’une des p nouvelles racines peut s’obtenir au moyen des p—1 autres.
Commençons par les valeurs les plus simples de p.
Pour p—1, ïl n'y a qu'un système au — —%, qui fournit les deux racines + eu.
Partons de ce système et cherchons d’abord à déterminer avet a, de manière
que le déterminant 1422 — lyolay —= À. — joln = 0;
ifaut SOI == 9 Soit 0e = lo EPP OU, 0e 71.
Les deux derniers cas donnent soit uw, —Æ2w,, soit w = + 2w,, cas à
exclure. Il reste w, — Æw,; on ne peut donc pas avoir d'autre racine que «1. Déterminons maintenant a; et 4 de manière que
O <'Aiar — yon << 4 et que le système d'ordre 2 obtenu soit simple; alors il faut aa = 1, 2 ou 3.
Comme on peut toujours changer au besoin «w, en —w,, et aussi échanger w, et w,, on voit qu'il y à trois systèmes simples d'ordre 20) :
(1) Kizue, Z. v. G., IL, p. 25.
| 1 di = (a = — 2. dia —— oi ES — 1; DB TE Os — Ag =" 9, An = — 1; ( = — — DA A = —3, Lay — — À.
Ces trois systèmes donnent en effet chacun un nombre fini de racines, qui sont :
1 How, Hw,, Æ(w, —u), auxquelles sont associées NS CU Ne 2 Lu, Luw,, Æ (uw, — uw), + (w, —Iw,), avec HV, VS, HV), EN ff); 3 Lu, Lu, EE (oi—uw), Æ (oi — us), Æ (4 — Bu), Æ (Lui — Zu);
ÆEYaf, HVaf, (3 Yaf—Yof), BV LV of), Vif Ya f), HV —Vof).
2. Prenons successivement chacun des systèmes que nous venons de trouver et déterminons &3, G3, 4, Aw, de manière d'abord que le déterminant D obtenu soit nul, ensuite qu'il soit compris entre Ô et —8.
a. Si nous prenons le premier système, nous aurons
D = — 6 +303 + Lisa — Goslas — Ayollis.
Si nous voulons d’abord que ce déterminant soit nul, nous pourrons toujours supposer par exemple Gisdss < Goal.
Sat — 0, Cest-à-dire a. = 4 — 0; -ilfaut 043 = 73,0 eéton peut toujours supposer, en changeant au besoin w, de signe et les a;; en a;, ce qui importe peu pour notre vérification, que Gr =—3, 433 = — 1. Onen déduit un = 2w— 3w3, et les racines «w,, w, forment le troisième système simple d'ordre 2 (form. 1) qui fournit bien 2062 — 303.
Si auau —1, c'est-à-dire as — an —= —1, il faut que
= Lys + U23 + Ag — À = 0, ce qui exige, dy = 1 ou 3; la première hypothèse seule est admissible et donne &G»3 = 4» —1. Ona alors w3 = wi—w,, racine qui est bien fournie par w, et uw.
Si dau — 2, c'est-à-dire par exemple as —=—2, ay = —1, il faut
D = 2433032 + dns + Zap —2 = 0, d'où az —"#©2, ay = +1, ce qui n’est pas possible.
Si enfin Guüu — 3, c'est-à-dire par exemple &as—=—3, dan = —1, il faudrait 4»:4» — 3, d'où
c'est-à-dire @3 = —3, ay —= —1. Alors w,+w;—3w, — 0, et «2, w, fournissent bien 3w;—w,. Sion avait pris @s =—1, ay = —3, cela conduiraità Yif+ Y:f—3Y;3f — 0, et la constatation à faire serait la même.
b. Si nous prenons le deuxième système, nous aurons
D = — 4+ Dasan + Daasda2 — Aisllyn — Darslas
Nous pouvons toujours supposer qu'aucun des nombres sn, Gsüy n'est égal à 4, sans quoi on serait ramené au cas a. On voit que, pour que D soit nul, il faut que a;;ax soit pair.
D'abord si l’un des produits aysdy, Gay est nul, l’autre est égal à 2, ce qui donne quatre cas possibles. Deux de ces cas donnent pour une des racines le
double d'une racine fournie par les deux autres. Le troisième : as; =—2, du = — 1, y; — dy — 0, donne w3 i—uw2, racine qui est bien fournie par w,, w ; le quatrième : au = dy —0, G3——1, ay ——72, donne égale-
ment une racine w3 — 206; —uw, fournie par wi, w.
Si aucun des produits Gisdy, dy, n'est nul, ils sont égaux à 2 ou à 3, mais l’un au moins est égal à 2. On vérifie facilement qu'aucun de ces cas ne peut se présenter.
c. Enfin si nous partons du troisième système d'ordre 2, il vient
D = — 2 + Dastsr + Disdyi — Gisds2 — Brass, eton peut toujours supposer que les produits &s4n, Gp sont égaux à 0 ou à 3. Aucun de ces cas n’est possible.
Nous avons donc déjà trouvé tous les systèmes simples non équivalents d'ordre 1 et 2, et démontré que si trois (ou deux) racines sontliées par une relation et une seule, l’une au moins de ces racines peut être obtenue au moyen des autres,
3. Passons maintenant à la détermination de tous les systèmes simples non équivalents du troisième ordre. Ici nous pourrons utiliser la relation qui a lieu entre trois racines indépendantes (IV, 8) : :
Ui2023%3 — Anidyi3.
U suffit de prendre chacune des trois valeurs de D trouvées dans le para -
graphe précédent et d'écrire que D est négatif et supérieur ou égal à —8. Je ne
retiens de la discussion que le résultat suivant. On a D = —8 + Laysay + Layidis + Daily + Lardasay.
Il faut nécessairement que asasay < 0%; sinon chacun des nombres @3@3, Unis; don, Gold Serait au moins égal à 1, et D ne serait pas négatif. On peut
(1) Cette remarque essentielle n’est pas faite par Kizuine,
SUR LA STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS FINIS ET CONTINUS 11 alors, en changeant au besoin le signe d'une racine, faire en sorte que tous les entiers 4;; associés aux trois racines indépendantes 4, w,, w, soient négatifs.
4. Je dis maintenant que dans le cas général, on a le théorème suivant :
Théorème 11). — J'out système d’entiers simple d'ordre l'est équivalent à un des
systèmes des cinq types suivants :
AR ae 0 = — 1, (27) 17 = 4,2, ...,l); DIN — 2, di —1, auta= 2) (1-1; 4,1 —=1,9;,,., 1): G)1>3: a =—92, aj—=—1, sauf ax = —2, (iÆj;i,j —=1#,9,...,1); (2) D 2 = rsaut = 0, (0, = 1:2,:..,1); BEC ST ou 0 4} 1, Sault rares — dire, 0; MP m2 0 d'sautds = 0, = 03 04,, 12; | G)l=2: au = an = —2, ay = —3, ay = —1.
Ces systèmes donnent respectivement naissance aux racines suivantes, avec les transformations qui leur sont associées :
_. Æ 6, Go; RS D D v 5,4) —1, 24; ...,1).
Lors vf. Yf—Y, EST HE Wis a O7, Dj — WU, = (w; — 2u,), SE (y == w;), ne (w; + U; = 2w,), (>2)£ EYf, EYf, Yf—Yf, E0T—-Yf), EOÉ-Nf), EVÉHYT Vif)
GHj;ij=1,2,...,1—14).
0j, 0, m— 0), E(w;--w,), Æ (0 — Qui), E (w;+w; —w)),
Gijiij=1,9,...,1—1).
v); DS 6);
RTE EE SLT = LIT
(1) Kuwe, Z. v. G., IE, p. 33. M. KicuG indique un autre système simple d'ordre 4, loc. cit., p. 30; mais les deux systèmes qu'il désigne par les notations IVE) et IVF) sont manifestement équivalents.
(2) On peut remarquer que le système du type B) d'ordre 2 pourrait aussi être regardé comme du type C).
Vif, Vif, Vf Ni, ENT —-NI), ET), ENTHYf— if),
is = Os Dir ;, =. (wo; — w), me (op uw); se (wi at CEE ont w}),
LS
| 0) me} foto, w,—0,), Æ (ww — 02 pat), Æ(diHo; How 2 — 07, — 0), ne (w; Sie 9; RO 0) 2), mr (u; Eine w; RC me) Cle = 2, '
E)(1=6,7,8) ) Æ (o+w;+u,+u,— 2, —0,— uw), Æ (u;+0,+ 6,+0+w,— 2, —w, — 2),
E (o+o oo, +0,—2w 3—207 1—20), (oo, +ow+mo+,—20,—w,—317),
(oo Hoyt, +o,—20_ 220 130), E(Do+o, Hotte, —2w_—207 ,—3w)). BEST ET D OR UT Un Les coeflicients des Yf sont les mêmes que ceux des «.
Lu, Hu, ww) Æ(u;— 20), (0, — 0), 0, — 0, (u,+u— 2%),
AS J ÆEYf, EP, Vif, ESP), EN), ff, EME) Eo—=wy—o,), Æloitw—20,—%v,), Hoi+o—wy;—w,), (20; +w,— 253 —20,),
D CD Love VEN, OPEN) HO Y NL) OV EV ENV) Æ (oi + W, — 2w, — w,), : ; a Ds GT) DE (QYif + 2Yaf — 2Y,f — Y,f). ADR E 6, uw, Æ (wi — uw), Æ (y — Qu), Æ (1 — Bo), Æ (2m, — Zu»),
D =D he en de he dt Cl =)
Le théorème est vrai pour {—141 et [—92. Il suffit donc de démontrer
que S'il est vraipour U—=4,2,.x.,1p, “ilest vrai pour pue
5. Prenons d’abord un sous-système simple d'ordre {/— 1 >2 etdutype A). Un au moins des nombres &@,, au, ..., @&_1, est différent de zéro. S'il y en a plus d’un, si par exemple Gay» 0, ona Andy = Aydatr < 0, d'où nu = Ge > 0;
il en résulte facilement àan = 4», y = 4y. Supposons
Ur == =, ire en > 0) an = An... = mn = $, Uni = ee = Gran = 0, A<h<1—1.
On voit d'abord que les cas de k et de /—h se ramènent l’un à l’autre, car si on prend 0 0 + Ant = +, — D MNT AU Vence on trouve Un == da = re = 0,1) — 0 CT 7 0:
(EE 1Ë 2 fi À ie er 1 na = na = ++: &,14 = P; RE (1
On peut donc supposer k > {—h, c'est-à-dire k > 2 Cela étant, en calcu-
lant le déterminant D, on trouve, par une combinaison facile de lignes et de
colonnes, DANIR UNS
kB 0 2 Lorsque À varie de : à Î[—1, le second membre croit de 2 — “28 à D — (1 — A)a8. J 4° 48—3. Alors (—1})D est au plus égala 3—7/; cette quantité n’est
Jamais positive si {>3; elle peuts'annulerpour /—=3, mais alors on a à faire une vérification déjà faite.
2° aB—92. Alors pour h—1l—1, (—1)D—72. On peut donc prendre
hkh—1l—1. Si a ——9; 8 —-—1, on retombe sur le type B); si x — —1, 8——2, on retombe sur le type C).
Si h—1—9, ce quiexige 1—2> D OU [> 4, ona (—1})D—8—021/. On peut avoir tout au plus D—0 pour {= 4. Dans ce cas, si a = —9, B——1, onaentre w,,w, m3 et w, la relation
y + Wa — 3 — 2, — 0 :
le sous-système (1, 2,4) est du type B) et fournit bien la racine 6, + w, — 24. Sionavait 4 ——1, $f——2, on aurait
Yif Yf — Y:f — ANT = 0 4 le sous-système (1, 2, 4) est du type GC) et fournit bien Yif + Y,f —2Y,f.
3° 43 —14. Alorson peut avoir À — [—1, ce qui donne le type A).
On peut avoir aussi h=1—2 ([>4); alors (—1ÿD—4, ce qui est toujours possible : on retombe sur le type D).
On peut avoir h="1—3 "(1 6) ; alors (—1ŸD —=S—1>05-Si 1—6,7,8, on retombe précisément sur le type E). Si {—9, on a entre Wj, 62, .…, &, la relation
© + 02 + 03 +0, +0, Ho, — 20, — 20, — 30, = 0; mais le sous-système (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) est du type E) et fournit précisément O2 + O3... +0 — 2w, — 20, — 30.
Enfin on pourrait encore avoir h—=1—A4(1>8), car alors (—1)D—2(8—1),
ce quiexige {—8, D—0. Onaentre w,,u,...,w, la relation D + 09 +0 +0, — 0, — 0, — 0, — 20, = 0;
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Le théorème est donc démontré dans le cas où il y a un sous-système simple d'ordre /—1 et du type A). On voit de plus que dans ce cas le système est équivalent à un système du type A), B), C), D) ou E\.
6. Supposons maintenant qu'on parte d’un sous-système d'ordre /—1>72
du type B) :
GT Ut À CE = D © VEN EEEELF RER ER RE Er 2 Si on supprime l'indice {—1, on a un sous-système (1, 2,...,/—2,1) qui
pourrait être composé; on aurait alors
= 0e an Ua ne UE
mais en prenant — w/} = + Qu, pa0 y, —Yf = Vif + &,rY nf, il n’en serait plus ainsi. Supposons donc le sous-système (1, 2,...,/—9,7/) simple. Comme il admet un sous-système (1, 2,...,/—2) du type A), c’est qu'il peut être supposé du type A), B;, C), D), E) ou G). S'il est du type A), on retombe sur un cas déjà traité, et le système total est lui-même du type B). Supposons donc que le soussystème . (1,2, .…., [—9,7/) soit de l’un des types B), C), D), E) ou G). Alors il existe un nombre entier À (1 Lh<1—9V), tel qu'on peut supposer
TE GC dpi = = Ga, = 0,
An = la =... = Am = $, Q,nxa = + = Q,12 = 0,
« et 8 étant deux nombres négatifs tels que «8 —1,2ou 3. De plus on aura
nd, 1-4 a, = ur, 14 0,
c'est-à-dire 264_à, — AU, 71 > 0.
Cela étant, le déterminant D est donné par
BA pes D æ
170 h | D 0 a h [— h — 2 DLL RB 0 y, a 2
1° Le sous-système (1, 2, ...,/— 92, !) est du type B). Alors h = [— 2, D 2 PAG; rt ON trouve
(AND = 4— radin — (l— 24 + Vu os + Dar + Qi, 11-41).
Si @,rn = sr = 0, (—1)D est du signe de 3—7{, c’est-à-dire est toujours négatif, à moins que / = 3, auquel cas o,, 6, w, sont liées par une relation déjatexamimée Sie, 2 = 04, — dd, Mon. à «(—1}ŸD —85—7J. Il faut l— 3 ou 4 pourque (—1)D>0; mais alors si /{—=3, on a un système dutype/G), "si = 4;--on a le type F). Enfin si {—5, D—0:; on a la relation 4 — 3 + 3 — 2w, _ 2w, — 0;
le sous-système (2, 3, 4, 5) est du type F) et fournit bien w, + 63 — Qu, — 2w,.
2° Le sous-système (1, 2, ...,[—92,/) est du type G) (1> 4). Alors RQ, a = —41, = —2, din Ada 10 Par Suite
(—1)D = 4(3 — !) <LO; ce cas ne peut pas se présenter. 3 Le sous-système (1, 2, ..., {— 9,1) est du type D) (/>3). Alors EN CE PS OR
Dei, 0, onal | 1)D— 257) <0%. on ne peut. avoir que. l=5, et alors D—0; mais la relation entre wi, w,, .,.,w. ne contient pas w3. Si au contraire &z1,,—=—14, onaencore D—0, et la relation entre les racines
ne contient pas wi.
4° Le sous-système (1,2, ...;, [—2,1) estdutype E) (1 = 7, 8,9). Alors AU 3%; D — 1; li = a,r 0 et
(— 1)D —= À — Ga?_;, == 2(1 = 4) | + A, 11 ; le second membre est toujours négatif, que a, soit égal à O0 ouà —1. 5° Le sous-système (1,2, ...,/{— 9,7) est du type G) ({ —3). Alors il y a deux cas à distinguer.
a. RL 013, À, Val, 8 aa = et =D = — 9, ce qui est impossible.
b. RU, = A1, DS, ya Oui, — 0; el — D = — 2,
ce qui est encore impossible.
La discussion est donc terminée dans le cas où on à un sous-système simple d'ordre /—1 et du type B). Nous voyons de plus que dans ce cas on peut toujours en prenant convenablement v, faire en sorte que le système total soit du
hype B) pour l quelconque, CG) pour l=38, ou F) pour l—4.
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7. Supposons maintenant qu'on parte d'un sous-système d'ordre /—1 et du type C). Il suffit de répéter ce qui vient d'être dit dans le paragraphe précédent, en changeant partout a;; en a;; les types B)et C) s’échangent, les autres types restant équivalents à eux-mêmes.
8. Supposons maintenant qu'on parte d'un sous-système simple d'ordre / —1 et du type D):
Gi, = —2, dj ii doi Pt RU à) (DETTE A QUES)
Alors l’un au moins des sous-systèmes (1,2,...,/—3,{—1,1) et (4,2,...,/—3, 1—2, 1)
est simple ; supposons que ce soit le second. Comme il admet un sous-système simple (1,2,...,/—92) dutype A), c'est qu’il peut être ramené à l’un des types A), B), C), D), E). Les trois premiers cas nous ramènent à des problèmes déjà traités. On peut donc supposer que lesyslème (1,2, ...,/— 9,1) est du type D) ou E). Alors l’un au moins des nombres 4y, dy, ..., 4, estnul,et /—24 au moins
d'entre eux sont égaux à —1. Sionavait @ 2, =0 et ay; =—1, en prenant OÙ = 07 — 6j + W72 = 081872, on obtiendrait un système équivalent : a; garderait la même valeur (+ étant différent de 4 et de !{—2) et ay =0, a2,1 = —1. Supposons donc &»=—1. Si alors on avait a1,,—0, avec par exemple
au = 0, en prenant 6 = 6, — w,_2 + 01 — w/S72S,, rien ne serait changé sauf qu'on aurait ay ——1; d;—=0 4%; "1; "sie système 219") était du type D), le système (1,2,...,1—3,1—1,!) serait maintenant du type À) et le problème aurait déjà été résolu; si le système (1,2, ..., [ — 9, [) était du type E), le système (1,2, ..., [—3,1—1,1) serait maintenant du type D), ce qui nous ramène au cas précédent.
On peut donc toujours supposer &i2s = Ga = Gy2 = Ur1 = —1; de plus An =" = y = 0, EP — 4) UT 0: nya — = Ur = — 1°
h étant égal à 1 ou à 2, et dans ce dernier cas /— 7,8 ou 9. On a alors hR+1 l—h—3 2 0 h [—h—2 2 A h [—h—3 2 1 0 l—h—3 2 2
= AA — à) < 0.
On ne peut avoir que h—1, etalors D —0: w,,w;,...,w, sont liées par une relation qui ne contient pas 62, 63, ..., 7; (> 5), Cas à exclure.
SUR LA STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS FINIS ET CONTINUS gi
Nous n'obtenons donc rien de nouveau.
9. Supposons maintenant qu'on parte d'un sous-système simple d'ordre l— 1 = 6, 7 ou 8 et du type E):
dj = — 2, dj = "À, SAUT ae T0 ii = pare 0;
eau mL CE Ul )
Si le sous-système (1,2, ...,{—9,7) était composé, alors 4,0; en prenant & = 81 = 0 + eus, Vif = Yi = Yf + @raraf, il n’en serait plus ainsi. Supposons donc le système (1,2, ..../— 92,1) simple. Comme il contient un sous-système (1, 2, ..., [—2) du type A), c'est qu'il peut être ramené à l'un des types A), B), G), D) ou E). Les quatre premiers cas nous ramènent à des problèmes déjà traités. Supposons donc que le système (4,2, ...,1—92,1) soit du type E). Alors deux des nombres @y, 4x, ..., &in,r
sont nuls et tous les autres égaux à —1. Si 4,3, par exemple étail égal à — A4 et a;—0, en prenant uw, —"—w;3;+u, on aurait @3,:= 0, ay = —1. On peut donc supposer que ce sont les deux nombres 4,3,, et &y2,, qui sont nuls, et tous les autres égaux à —1. Deplus &,,71 = 471, 0. On a alors [—3 2 l 1 [— 4 3 0 0 (— 1)D = = (2 + ap ,1]22— 4 — (1 — Las].
Si a1,,; = 0, le second membre est toujours négatif. Si 4,1, —=—14, ïilne peut que s'annuler pour /—7; alorsona
Di + Do + W3 — 0, — 0, —0, —0, = OÙ;
le système (1, 2, 3, 4, 5, 6) est alors du type E) et fournit bien la racine
DD 0 DE OPA
10. Supposons maintenant qu'on parte d'un sous-système simple d'ordre 4 et du type F):
dj = —2, aj—=—1, sauf a —=4,E= An = 4, —= — 9, Alors un au moins des sous-systèmes (1,2, 3, 5), (1, 2, 4, 5) est simple, soit le premier. Comme il contient lui-même un sous-système (1,2, 3) du type B), c'est qu'il peut étre ramené à l’un des types B) ou F). Le premier cas nous ramènerail
à un problème déjà traité. Supposons donc &;=d;=—2, == Qi; Gi 4:
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On a alors
Qulisdia = Andy (O}.
C'esta-dirée ta, — a, /<0. Sil'on avait as = 1e sous-syslème (1, 3, 4, 5) serait du type C), cas déjà examiné. Supposons donc 4,, —4;, = 0: mais alors —D——%<0, ce qui est impossible.
11. Supposons enfin qu'on parte d'un sous-système simple d'ordre 2 et du
type G) :
Uyy = Un — — 9, Dia a An = — L.
Alors l’un au moins des sous-systèmes (1, 3) et (2, 3) est simple, soit le premier. Il est de l’un des types A), B) ou G); le troisième cas seul est à examiner ;
dysly = 3.
Supposons d’abord as=—3, ay ——1; alors &G3 ap <0, et (— 1)D = —2(2 + 43)(1 + a) < 0.
Supposons en second: lieu as ——1, ay = —3; alors ax — Jay = 0 et —D——4<0, ce qui est encore impossible.
Toute cette discussion démontre le théorème que nous avions en vue, eten outre justifie le théorème XI du chapitre précédent.
42. Il resterait encore à démontrer que parmi tous les systèmes simples trouvés, il n’y en a pas deux qui soient équivalents. Or, considérons le nombre des racines fournies par les systèmes en question.
Le système À) fournit {l+1) racines, [>1; — B) — 22 — 1529) — C _ DIE = LE:
— D) — 21(1—1) — [> 4; — E) — 72 — 0; Æ — — 126 —— LEE — — — 240 — PES = F) — 48 — =; _ G) — 12 — LES
Comme deux systèmes équivalents fournissent le même nombre de racines, il ne pourrait y avoir doute que pour les systèmes B) et C), dans le cas de L > 3, et pour les trois systèmes B), C), E), dans le cas de ! — 6.
Or le système E) jouit de la propriété que l’on a, pour toutes les valeurs de à et dej, a; = a, C'est-à-dire que les Y,f s'expriment au moyen de Yif, Y:f, …., Yf de la même facon que les w, au moyen de w,, w2, …., w,y, et avec les mêmes
coeflicients ; il en sera donc de même quelles que soient les { racines indépendantes que l’on choisira ; or ce fait ne se présente pas pour les systèmes B) et C); donc il ne peut pas y avoir équivalence entre B) et E) ou C) et E).
Remarquons maintenant que si on cherche celles des racines fournies par le système B) qui sont la moyenne arithmétique de deux autres racines distinctes, on en trouve 2{, à savoir (w;— w,), uw. Sion fait la même opération pour le système C), on en trouve ({—1}{{+2), àsavoir uw, —(w—w)), L(w;+w;—uw). Comme les deux nombres 2 et ({—1)/+92) ne peuvent être égaux pour {> 3, il est bien clair que les systèmes B) et C) ne sont pas équivalents.
43. M. Killing a mis les racines des systèmes B), C), D), F) sous une forme très symétrique, que je vais indiquer (.
Lu, les 2/
Prenons d’abord le système B). Si nous appelons wi, …,
racines que nous avons considérées tout à l'heure, à savoir : Ok == ES (OZA «} = (7; (a = 1 2) ….., Ü— 4),
et de même Y'f, ..., Y/f les transformations qui leur sont associées :
Vif = 2Yf — Yif, NA = UV, (tee LEA), les racines et les transformations qui leur sont associées prennent la forme Æ wf bu \ : :
B DE eh HÉROS AP NET e
Si nous passons au système C), il suffit d'échanger les w et les Yf du système B), ce qui donne les racines et les transformations sous la forme
{ Æ w! Æ w} | +Eu =, es C) ) CES UMTS NO Le EN), SD sense Pour le système D), si nous posons W; = w! + w!, V4 = 01 + Of, Wy = — W}_1 + 0, ÉRAUR Ne de. DUR ie
les w’ ne désignant plus des racines, nous obtenons la forme suivante :
D) ns Gi; 4i=19,...,0 Mahé pie
(4) V. Ki, Z. v. G., II, p. 38, 39, 46.
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Pour le système F), nous pouvons obtenir deux formes également symétriques. Posons d’abord
OÙ = WU — W3,. Op = D — 3, w!, — W3, WU — y + W2 — 3 — 2w,,
= ff, VV, Yf= Yo, Vif = Diff —Yf—2Y
alors les racines et les transformations se présentent sous la forme
! / ! Wi L w, À @> + wo, + 0),
| à 1 ! * NE ee
ME rl 202)
NN er. EVENE EN 9 j 9 ?
F) | vf,
Si on échange les w et les Yf en échangeant en même temps les indices 4 et 3,2 et 4, ce qui reproduit le système, on obtient la forme suivante :
/ 2m) men Eee Eu, | — w;, 9 — 3 9 , F) ÿ iZj; i,j —=1,92,8,4).
ne te sp res Pen ae | EPS NÉE, NT, \ Z
Enfin on peut aussi pour les systèmes E) et G) donner aux racines et aux transformations qui leur sont associées une forme très symétrique. Prenons d'abord les systèmes E). Si on pose
W,= + 0 2 HO), Wa Vo — 0, M4 0j —UW, WW, 2 +0 +, VV EN ff, Vif, VER, YEN if,
on obtient les racines et les transformations sous la forme
w—w, Eloi+o;+of), E{oi +, + uw, + + 0h), (wi +! ++. +w$). À VEN, HOT NIL) OPEN ENV) ONU YU)
SA
CE RENE TER ET OO RE CR D
les 2/ dernières racines et les 27 dernières transformations n'existent que dans le cas de ! —8. Dans ce dernier cas, si on pose
of + w!\ + w, + NEC) SE —US les racines et les transformations prennent la forme
VII E) je de Æ (0 +; + wi), 2. MT 10 DA POSER SA TR Et RE Enfin considérons le système G). Si nous posons
On = 00) == hp} ! ! / 1 & d A w, Ou CT 0)
7 1 TL Lee 7 PL .
ni ss Yi, Vf = Na Y+Yf + XX = 0,
les racines et les transformations prennent la forme
1 l | + w!, Di
A Lee fie De, = l:2;9), G D a É
O1 + W +0, — VEN EN
14. I s’agit maintenant de voir si à chacun des systèmes que nous venons de trouver correspond un groupe ou plutôt une structure de groupe. Nous allons examiner successivement tous les systèmes.
Prenons d'abord le type A) avec les {(l+1) racines —uw;, w; —w, (, 3 = 1, 2,.., /). Nous appellerons X:f la transformation qui appartient à la racine &;3; Xof, X;;f celles qui appartiennent respectivement aux racines
Ye
En appelant toujours Y;f la transformation du sous-groupe y associée à w;, nous aurons
(VX) = — 2Xf, (VXo) = 2Xoif, PS CE (TX) use (YX ;:) — Xe 14 (XX 5) — Yf —Y;f, (VX 0) = — X»f, (EX) = Xojf:
Nous aurons ensuite des égalités de la forme (X0X0x) = XX - En combinant successivement les deux membres de cette relation avec Xvf, Xx0/, Xxf et tenant compte des identités de Jacobi, il vient
Xi XX 7) EE X:0f; A(XoiX:x) HT Xoxf, Xi Vif — Yxf) RE Yf + Ver, ou }uhpi = — (|.
On peut toujours prendre arbitrairement tous les À4 pour lesquels ?<[#k, alors tous les autres sont définis ; par exemple
Ne — À, si QE \x = — 1, si 1 Changeons alors les signes de X,f et de Xyf (i <k);, nous aurons (XioXox) = Xn/, XX) = Xiof; oki) = Xor/; d’où, facilement, (XaXx;) = Xif.
Si enfin nous posons Yf — X,,/{ — X:f, nous voyons que tout peut se résumer dans les formules (XXe) = Xaf, (KaëXge) = Xarf — Xspf Ge, Gubve= 04024"),
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les crochets non écrits étant tous nuls (.
D'ailleurs les formules (3) définissent bien un groupe : il suffit de prendre of.
One comme les X;f n’entrent que par leurs différences X;/— X;;f, on a ce que M. Lie appelle le groupe linéaire homogène spécial de l'espace à /<+1 dimensions
DDR Li) On voit de plus que les groupes simples de rang l qui admettent comme système fondamental d’entiers a;; un système du type A) ont tous la même structure. [Ms ont
{+ 2) paramètres.
15. Groupes simples admettant un système fondamental d'entiers du type B). ([> 2). Nous avons vu ($ 13) que les racines et les transformations qui leur sont associées pouvaient se mettre sous la forme
U);, DE
Yf, Res be RS M eh avec D+uw = w + 0; = 0, NE = EN EU, CE) Appelons X:f et 2X;0f les transformations qui appartiennent respectivement aux racines w;, et —w; (10), X;f — —X;f celle qui appartient à la racine w;—+w; (1, j quelconques). Enfin posons Yif — 2X;f — —9X;;f. Alors on a, pourtoutestlesialeurs RE -imdes indices pitezpa) (XX) = X/, (XX ») = 0, (X:X;;) = — Dee (KoXo) = Xirf, (RXrr) = Xif + X;j;f.
Posons (XX 0) = XX jf,
et combinons les deux membres avec X;;f; il vient
Ko(XoXs)) — (Ko KoXs) = HAXaf + Xyf), d'où (X;Xi';) —= ÀXi0f : (XX; ;') = — XX of - La première de ces deux égalités, combinée avec X;,f, donne alors
Xjhij' — 4
Comme on peut toujours, des deux transformations X;f, X;;f, définir l’une par la condition À;; = 1, on voit que toutes les constantes };; peuvent être supposées égales à 1, et par suite
(XX 0) = Xi (XjX;) = X0f, (Xi Xio) = X jf.
———————————]—” —Z—ZE (4) C£. Kizuine, Z, v. G., Il, p. 42.
SUR LA STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS FINIS ET CONTINUS 83 On en déduit (XX x!) = (Xo(X 5 Xx5')) = (XX 0) Au:
On vérifie facilement que cette dernière formule est valable, même si l’un des indices 1, 7, # est nul, à condition de supposer X6f/ = —Xf, quelles que soient de plus les valeurs des indices 4, 7, k, pourvuque i+#k nesoit pas nul. Finalement la structure est résumée dans les formules XX) = Xxf GX) = Xxf + X;;f, PARA ON nt) = IN 0 EU EE 2 EX 0):
Les groupes simples de rang L qui admettent un système fondamental d’entiers du type B) ont tous la même structure, celle qui est déterminée par les formules (4). Ils ont (2/1) paramètres (1.
Par exemple, on n'a qu’à prendre dans l’espace à 2/+1 dimensions (By Vi, Lu, .., y, œ >}; le plus grand groupe linéaire et homogène qui laisse invariante la forme quadratique L9° + 21 + Date +. + Da y.
Xaf = Lx — LP y.
16. Groupes simples admettant un système fondamental d’entiers du type G). Si [>3 désigne leur rang, ils sont encore à /(2/+1) paramètres. Les racines et les transformations qui leur sont associées peuvent se mettre sous la forme
4 !l &;, RO CU NEA EE ARE RE) Yf, Yf + Ve yes uw; + w — 0, Yf + Yrf = 0, TE
Soit aX;f = eX;f la transformation du sous-groupe y qui est associée à la racine w,, <; étant égal à +41 ou à —1 suivant que à est positif ou négatif. Soient de plus X;f, X;»f, X:f, Xr;f les transformations qui appartiennent aux racines uw, —0) wj+w;, —w—v;, et élant maintenant positifs, et enfin X;;f où —X,;;f celle qui appartient à w,—w;, suivant que le nombre positif à est plus grand ou plus petit que le nombre positif j. Alors on aura les formules suivantes :
(XX) = — 2aX if, XX) = — Xi, (XXe r) = EX (XXr;) EX f + Xl ME OTl=2 nel)
EE — (1) Cf. Kizue, Z. v. G., IL, p. 42.
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Nous aurons ensuite des égalités de la forme (6) (XX) = XX .
En combinant les deux membres avec X;/f, on en déduit
(7) Mu x; (XaXix') = 2x ; puis, en combinant avec X;/, (8) Ki = — 1° Or on peut toujours, étant donnés deux indices positifs quelconques + et #, remplacer X3f par oXaf, X:xf par oX;xf, à condition de remplacer en même . 1 1 temps Xxf par — Xyf, X:xf par — X:yf. Alors À; et 1x sont remplacés par g p ©) 1 . É L Ale — À et — Àx;, par suite on peut déterminer p et s de manière que À = 1m —1.
Alors les formules (7) et (8) donnent d'une manière générale (9) (Kaki) = EXif, (Kaki) = 2exX if ; et on peut encore, si l’on veut, changer de signe les quatre transformations X;f, Xxf, Xsf, X:xf- Cela étant, posons (40) KaX je) = LijXif = — in X if.
En remplaçant successivement dans cette formule X;f par s{X:X;x) et 2x(XuXix},
il vient À x = kr = —= Àijx' = À je
Il résulte de là que la quantité ex; ne dépend que des valeurs absolues des indices 1, j, k, et ne dépend pas de l’ordre des indices à et j. Si nous combinons alors (10) avec X;;f, il vient E;À jki — Spy — Exhijre Enfin combinant (10) avec X;,f, il vient es je pige SL Donc la quantité :;%;; ne dépend que des valeurs absolues des indices à, j, 4, mais nullement de leurs signes ni de leur ordre ; de plus cette quantité est égale AR LOT ET Enfin l'identité de Jacobi relative à X,,f, X;f, Xixf donne À ji jet — À 55 ri »
égalité qui prouve que toutes les quantités xhijxx Sont égales à +1, pourvu qu’il en soit ainsi pour les quantités X;1 (à, j positifs; à < j). Orétant donnés deux indices à, j positifs différents de un, on a CPOESS X;jf
SUR LA STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS FINIS ET CONTINUS 85 il suflira de changer au besoin le signe de X;,f, ce qui entraine, comme nous l'avons vu, le changement de signe de X;f, X;;f, X»yf, pour que 4 soit égal à 4. Alors nous aurons la formule générale
(11) (XX jt) = SX if:
Les formules (5), (9), (14) définissent une structure et une seule : (X ij* Xx) = er FX inf »
(12) “re ih x — NX yxf + Xi]; | (X; == = 2 X5); (X:X#:) — XET or th eo 2 NET)
Les groupes simples qui admettent un système fondamental d’entiers du type ©) ont donc tous la même structure. Comme exemple, on peut prendre dans l’espace à 2/ dimensions APE AU SE PT EE Xl = LiPr ct SL xpir, mi 0, UE k).
C'est le plus grand groupe linéaire et homogène qui laisse invariante l'expression
de Pfaff Pa y —— L'aUT + TL — 2 200 + + LL y — 2 _jdM.
47. Groupes simples de rang Ll > 4 admeltant un système fondamental d’entiers du type D). Ils sont à /(2/— 1) paramètres. Les racines et les transformations qui leur sont associées peuvent se mettre sous la forme
CRE DER EN I M tes Ve ee
Yi + Yi, Nous poserons Yf—= X;f — —X;;f et nous appellerons X;f = —X;f la transformation qui appartient à la racine w;+w,. Alors on a déjà 13) (XX x) = — Xaf, (Xakve) = Xif + Xyx'f.
Nous pourrons ensuite poser 14) (XaX x) = XX if.
On en déduit immédiatement 15) gr = ji.
En combinant les deux membres de (14) successivement avec X;;f, Xoxf, Xiwf, Xf, il vient
7 die = hp = Mrj'is
NT
(18) higher = À,
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(49) Dj gni = Xi Cela étant, je dis que, étant donnés trois indices positifs +, 7, #, si l'on à ke = ju = xx = À, tousles À dont les indices sont en valeur absolue et dans
un ordre quelconque les trois nombres 1, 9, #, sont égaux à 1. En effet les relations
(46) et (18) donnent kiki; = Ee
par suite 4, est égal à 1, et il en est de même de 4, Au :
Xe = Xi = ji = je = hi = ri = À.
La proposition est vraie lorsque les valeurs des indices sont positives. Si l’un des indices seulement est négatif, il en est encore de même : il suffit d'appliquer les formules (17), (18), (15), suivant que cet indice occupe la première, la deuxième ou la troisième place. On passe de la même façon aux cas de deux indices négatifs et de trois indices négatifs.
Cela étant, et + désignant un nombre positif plus grand que 2, je dis qu'on peut toujours supposer À, Au, M, égaux à 1. En effet, donnons-nous arbitrairement les transformations Xuf, Xuf, Xusf, -.., Xuwf, Ce qui détermine X,»/f, Xunf, ..., Xanf. Nous pourrons alors définir successivement X2f, Xi, X>f par
(XaXar) = Xaf, (XX) —= X»/, (XX) == Xw/,
et alors les transformations X,5/f, X;f, Xaif sont déterminées. Mais alors on a
précisément ho = in — Mn —= 1. Par suite tous les À qui contiennent deux indices 1 et 2 sont égaux à l'unité.
Je dis maintenant qu'étant donnés deux indices positifs quelconques : et j plus grands que 2, (1 7), on peut supposer Ai; = x = 1. En effet, il suffit de déterminer les transformations X/, Xyf, (4 <k;i, k=> 2) parles relations
(XaXx) = Xaf,
(XX) = Xuf, et alors les transformations X;;/, X;,/f seront déterminées. Prenons donc pour OT = in la formule 49) où lon tait AR our) k — —2, donne, combinée ensuite avec (15),
À jt — Ange == À 52’ = À jo = Anjie Il en résulte que si * et 7 désignent deux indices positifs autres que 1 et 2,
ph on a MN 1. Par suite tous les À dont l’un des indices est +1 ou —1 sont égaux à l’unité.
Enfin la formule (19) où on fait = 1, montre que tous les À sont égaux à l'unité. On à donc les formules générales
op MERS CAMTARIAMERÉE ENS ED; (XX x) = X;f + Xyf, (ae R),
Les groupes simples de rang l'qui admettent un système fondamental d’entiers du type D) ont donc tous la même structure, Comme exemple, on peut prendre dans l’espace à 2/ dimensions (A Lu, ..., dh de) :
X;rf = Lip_i— Xi rx.
On à ainsi le plus grand groupe linéaire et homogène qui laisse invariante la
forme quadratique D RE mn nt PT tm me
18. Groupes simples de rang l admettant un système fondamental d’entiers du
type E). 1 = 6, 7,8. Ils sont à 78, 133 ou 248 paramètres suivant que ! — 6, 7 ou 8. Les racines et les transformations qui leur sont associées peuvent se mettre sous la forme W—0;, (vw; +uw;+u), E(v;+o;, +<o;+o,+o, +Ho,), + (w;+ Eu), Yf—Y if, ENT ff), CT ff onf), EXT+EY,P), les indices écrits étant tous distincts, et les racines w+ ZE, n’existant que dans le cas de /{ — 8. Si nous appelons d'abord X;f(i<Z;j) ou —X;f{i>>}j) la
transformation qui appartient à la racine w;—w,, puis —X;f la transformation Yf, Xixf = —Xyjÿf ——X;;f la transformation qui appartient à la racine w+ow;+o, enfin —Xiyf = X'ujf = X'ynf celle qui appartient à la racine
— (w;+w;+w;), nous avons
Lx) = Xi (Kiki) = — X jf, RÉ 2 À XaXi;x) —= 3 X nf ; (XX jun) les 3 DETTE 21 ( ( ) (4 2 [A 1 ÏÀ XX ;;n) Es 3 nl. ; (XX ju) = 3 Xl ; XX 5) = Xif — X jf, KipXige) = Xif + X jf + Xi Nous pouvons ensuite, comme nous l'avons vu pour le type A), faire en sorte que (22) XX) = Xaf.
(1) Cf. Kizuine, Z. v. G., IL, p. 42.
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Posons alors
(23) (XX nn) = af:
On a immédiatement (24) No done
En combinant alors les deux membres de (23) successivement avec X;f, Xf, NX. 1lvient
(25) À jm À = 4, (26) À jte) ri — 8.
(27) jh = Xgrjukigns (28) À nn À gi 0), 1
Les formules (24), (25) et (26) montrent que si ja = un = ne = 1, il en sera de même de fous les À dont les indices sont, dans un ordre quelconque, les nombres 1, j, k, h. Cela étant, à désignant un indice quelconque plus grand que 3, nous pouvons toujours faire en sorte que y = gx = ls = 1 : il suffit de prendre arbitrairement les transformations X;f et de définir X23/, Xasf €t Xaof par les relations (XX) = Xinsf,
(XX 23:) — Xi , (XX wi) —= X if.
Donc, dès que trois des indices 1, 7, k, h sont égaux à 1, 2,3,ona im = 1.
Lés-formules (27) et{98); où on fait; =2,", F8; donnentralors
gr = Àyson ag VTT == 123:
Si g et h désignent deux indices quelconques plus grands que 3 (g <h), déterminons successivement Xsyf, Xaf; Xayf Par les relations (XyaX ar) = Xysnf :
(Xy5X 32) = Xnf »
(Ks2X2m) = Xignf ; alors nous aurons, pour 3 <q < h, Àpsn = go = ko = 1, ct par suite aussi Non.
De plus les formules (28) où on fait 3, k, hk —1,2,3 donnent A2 = 3 = is 4 le Donc tous les À qui contiennent à la fois les indices 2 et 3, ou qui contiennent à la fois les indices 1 et 3, sont égaux à 1; de plus um — Ag: = 1. Faisons alors dans (2) EU = 2 0 9 3; ilvient in = LL ODoncousales mad contiennent à la fois deux des indices 1, 2,3 sont égaux à 4. La formule (28), oùon fait k—1, qg—2, donne alors
et, si on suppose ? << j <h, on peut toujours faire en sorte que À soit égal à 4 ; il suffit de déterminer X;;f par la relation (XaXin) _ Xe (UE UE) < h).
Par suite tous les À qui contiennent l'indice 4, sont égaux à 4. La formule (28), où on fait g—=1, montre alors que tous les À, sont égaux à 1. On a donc (29) Ron) = Xf:
Les deux membres de cette relation, combinés successivement avec X;mf et X'uf, donnent les deux suivantes :
(30) (XX im) = Xif (31) (XXm) = — Xi:
Les formules (21), (22), (29), (30), (31) sont valables quel que soit le rang
[— 6,7ou8. Nous allons maintenant examiner séparément ces trois cas. I. — Le rang du groupe est 6. — Alors en posant 30, + 4 HW + O3 + ©, + DH, = 0, 3X50/ + Xuf + X2f + Xsf + à CT En D CT nm Xoof 0,
il y à à ajouter aux transformations déjà considérées, celles qui appartiennent aux
racines 3w, et —3uw,, que nous appellerons X,,$f et —X',59/. On aura alors 4] s 1 s (32) (XX 000) me 3 X00/ > (XX 00) = 3 X 5007 3 (X 560 X00) = 3X50f = No FN Xo6f + Nous pouvons toujours poser (KaX 356) = A X 00) »
ce qui peut s'écrire encore, en désignant par 17k, Auv respectivement deux permutations quelconques des indices (1, 2, 3), (4, 5, 6),
(33) Kikou) = — (AE )X 007, où (ijkkuv) est égal à +41 ouà —1, suivant que la permutation hu est
paire ou impaire.
En remplaçant dans (33) X;xf par (X:X;;x), on voit que (XX inv) er (yhiuv)X' o0f:
ce qui montre de proche en proche que la formule (33) est générale. La formule (33), combinée avec X';;f, donne
(31) L'on) = (A) of 5
cette dernière, combinée avec X',,,/, donne
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(35) (Kg) = (A pV)X 500 3 enfin la formule (35), combinée avec X;;f, donne (36) (KoooXux) = — (Apr) Xp.
Les formules qui déterminent la structure sont alors les suivantes : ik) = (KiXyx) = Xi; (XaXx) = Xif — Xi, (Kiki) = - Xijf (XiXjw) = TR Kiki) = Riu) = 3 Xi, 1 . l (XiXo90) = — 3 Xovo/? XiXo00) — 3 Xovo/s (37) } (Kim) = Xinf (XX) = — Xi, Lonkin) = Xif € Xj5f + Xuif, XovoX 00) = — Xf— Xonf — Ka —X of —X sf — Xscf XXe) — Xa] :
XX) = —— (ik uv )X600f; (XijeXius) = (Au )X,50f) XoooXijx) = — (ka )Xiuf, XoooK ir) = (hu) Loue
IT. — Le rang du groupe est T. — Alors en posant
20, +0, + +uos +, +, +uw, +w, = 0, 2X of + Xuif + Xof + Kssf + Xif + Xl + Xs6f + Xuf = 0,
il faut encore considérer les transformations qui appartiennent aux racines
25,+w;, —(20,+uw;). Nous les appellerons X,,f,—X',.f. Nous aurons alors 2 ee 2 | (XX) — 3 Xooif, (XX soi) — — 3 Xi ; 38 4 1 1 (68) } Rite) = — 7 Xofs (Ko) = 3 Kia,
x (XooiX oi) = 2Xo + Xif.
Nous verrons ensuite de la même manière que dans le cas de {—6, peut toujours s'arranger de façon à avoir les formules
(39) ; (XijeXauv) = — — (rh vo) X Cie
et les formules analogues qui s'en déduisent. Les deux membres de (39) combinés
qu'on
alors avec X,;f donnent
ae ou : (AaiX 00e) = — X'ooi/; et de même
(XX 507) = Xooif La structure est alors définie par les formules suivantes, où les indices désignés par des lettres distinctes sont distincts, et où kkpvo désigne une permutation quelconque des nombres 1, 2, 3, 4 DD:
| (XX) TE (XX 5x) = Xaf, (XX ni) = Xp — Xe ; | ee DRE ; 1 Me | (XiXiyx) = 3 Xnfs (XX jun) En 3 nf, | | ". r 2 r u rl f 7! j (XX x nb 3 Xnf (XX jan) ee 3 X nf »
(XX oi = 3 Xooif, (XiXoox) = nf Xooxf ; 9 PR RAR (XàXoo:) obus 3 Xoif, (XX 60%) —= 3 X60xf , 7 " F “ Fr » $ 7/ \ / ol (40) \ (XXim) = Xxf, (XX) = — X nf;
X00:X60:) — 2X060f + X:f, XijeXijx) = Xaf, (XooëX00)) = Xijf, XX us) = — (ik pve)X of , Her) — (Ykkuve)Xo0ef ; (Ro Xix) = — (pihkuv)Xuf,
| (XyXo0;) = Xoof, (KiXoo) = — Xi, | XX) = Xif + X;jf + Xxxf, | Do X x) = (oijkkuv)X, fe.
II. — Ze rang du groupe est 8. — Alors en posant O6 + 0 + 2 + w3 +0, ++ Hu = 0, Xoof + Xuf + Xaf + Es Xsaf = 0,
il faut ajouter aux transformations déjà considérées, celles qui appartiennent aux
r'ACINCS @j — M, io, + Huy, —wù, —w;—w; Nous les appellerons respectivement Ÿ —. 7 d'age PS Rd st UN La X if, DS X/, Xoxf er Xoif FT Xxf, ST ox] = Xxif = X if .
Nous aurons alors les formules générales suivantes, où les indices peuvent prendre toutes les valeurs 0, 1, 2, ...,8, les lettres distinctes désignant des indices distincts, et 2kluvoct désignant une permutation quelconque des nombres 0, 1,92, 8:
92 E. CARTAN (XX) = (XiXyx) = Xaf, (XaXxi) = Xif — Xxf 2) . 4 1 À (XaXi;x) = SE Xiyxf ; (XX jn) — 3 X xnf ; 2 TI /{ il 1} > X:X};x) Æ 7 3 Xijnf , (XX jm) == 3 X ÿxnf ; (4) RC Et MER ES Xe Xix) — Xif + X 5 + Xrf , XXe) = Xi (BÉRENEELEE (ijkkpvoot)X;crf,
Rte) = (jupe) Koccf.
49. Groupes simples admettant un système fondamental d'entiers du type F). Ces groupes, de rang 4, ont 52 paramètres. On peut mettre les racines et les transformations qui leur sont associées sous la forme
55 has Oh EE dÿ Seb),
LE w, + wj E wy, Pie 111008.
CRT RUES RE 7
ED Nues crane MES CRETE OU 1
En appelant X;f la transformation qui appartient à la racine vw, (
He ist NE À Xaf = —Xxf celle qui appartient DO ec sed} Vi + VW}, 9
QE EMI = EN ee: enfin en remplaçant Y;f par 2Y;f, on arrive aux formules suivantes, après quelques calculs un peu longs, mais sans difficulté :
avec
à la racine X;s2f celle qui appartient à la racine
Y:Xi) — Xif, (Y:X:') = X;f, (YXix) Æ Xaf (YX;x) = Xi, * 1e ; 1 VX —- 9 X;yxnf ; DRE 5 X; nf
Y EVE YEN
xx) Æ 2Y;f, (XX x")
—_—_ Yf + Na (XageXa'g rte)
(XXx) = 2Xxf, XoXopr) = EatreeXagre/ | X; eX ag x) nn Ce X agro] ) (42) À (XXe x) = cesse] (KXage) = ee Xaf XosXoge) — Say Nag/s | (KarXage) = 365 ageaf | (XX a'By a TE Re = EX as-of, (& À ska = SX, (Kara) = SEX agf ;
(KXix) = — Xaf,
(XXx;) —= Xaf ;
(KagXagye) = — Sarre Xaf, (KasrXogre) = — cr X ef, (KogaXage) = — 6. X.f, (XareX as 41) = — EX ef ;
(KasaXagy'e ) = — Dec, Xp, (XX agro!) RS 2,8 X arf »
(Kagakagre) = — 2 X of, (Lagsekage) = — 258 X;f, Ras) = — 256, Xsof, (Lessons) = — 2e X0,f
| nas NE M EE 1 = 2 +5 0— +4:
M SI = 0 A in 0: Yo —— Yi.
Tous ces groupes ont donc la même structure.
On peut Re qu'un tel groupe contient trois sous-groupes simples du type B) et de rang 4. On les obtient en prenant toutes les racines +w; + w,
et en outre, pour le premier, les racines uw, pour le second, les racines D, + Wg + ©, + w,
pour lesquelles <,6,8.2, — +1; pour le troisième, celles pour
lesquelles scge,s, = — 1,
20. Groupes simples admettant un système fondamental d’entiers du type G). Ces groupes sont de rang 2 et d'ordre 14.
Les racines et les transformations qui leur sont associées peuvent se mettre sous la forme
== u);, Wj — y, AL Geo = A2:
EX; = Yf— = Y;f, .
nn EN avec Ho + us = Yif + Yf+Yf = 0.
Posons Yf——3X;f, et appelons X/, —Xf les transformations qui appartiennent respectivement aux racines w; et —w,, demême X;f(i=>J) ou —X;f(i<<3j) celle qui appartient à la racine w;—w,;. Alors on arrive facilement aux formules suivantes :
| (X:Xx) = 5 Xo/, (XX%0) = — 3 Xx0f, | 3 3 XX oi) Si 3 Xoif , (XiXox) = 3 Xonf , / : _ .. :
(43) \ XX 50) = — D (Uk )Xoxf , (XoiXo;) == 2(174)X of, XioXo) = 3X;jf; | Xo:X Hi — — Xof, (XX 70) — Xf (XX x) = Xi, (XX) = Xif — X;jf.
Dan de 5 UN 0 sin AU = AN on suivant que les trois nombres distincts ?, y, k forment une permulation paire ou impaire des nombres 1, 2, 3).
21. On voit d'après cela qu'à tout système d'entiers simples correspond une structure simple et une seule. On peut alors énoncer le théorème suivant :
94 E. CARTAN
Théorème IE. — /ly a en général quatre structures distinctes de groupes simples de rang L, à savoir :
A) une structure d'ordre (+92), pour 1>1; B) une structure d'ordre U(Ql+A), pour 1>72; C) une structure d'ordre U(Q+A), pour 1>3 ; Dune structure d'ordre U(2l—A), pour [> #4.
Il faut ajouter une structure spéciale pour les valeurs 1 = 2, 4, 6,7, 8:
une structure d'ordre 18, pour = 6 ;
une structure d'ordre 248, pour l =38 ;
E E) une structure d'ordre 133, pour 1 = 7; E E
une structure d'ordre 52, pour | = 4 : | ,
G) une structure d'ordre A4, pour | = 2.
Ces différentes structures sont définies par les formules (3), (4), (12), (20),(37), (40), (41), (42) et (43).
22. La détermination des systèmes d'entiers simples non équivalents à été faite par M. Killing au $ 15 de son mémoire (Math. Ann., t. 33, p. 25 sqq.). Je me contenterai de signaler une seule objection qu'on peut faire à la conclusion, c'est qu'il suppose implicitement, qu'étant donné un système d’entiers simple associé aux racines 43, W), .…., wy, On peut toujours, en changeant uniquement au besoin les signes de quelques-unes de ces racines, faire en sorte que tous les entiers a;; soient négatifs ou nuls. Or il n'en est rien. Il suffit de prendre, pour = a;
du = An —
Hat" tata = the = il: Dar = Ch = + À :
D ln ne = in O7
en posant mu, Ham ot, et Yf=Yf+aYf=Yf+Y.f, on obtient un système équivalent où tous les 4;; sont égaux à —1, sauf a; = —9 et Gay — 4» == 0; c’est le système D} d'ordre 4.
M. Killing indique en outre deux systèmes spéciaux d'ordre 4 qui sont manifestement équivalents (2. v. G., Il, p. 80 et 31), comme on le voit en échangeant u1 et w3, W2 et w,.
Quant à la détermination des structures des groupes simples, M. Killing se contente de montrer qu'aux types A), B), D) correspondent des groupes simples connus depuis longtemps, à savoir le groupe projectif général de l'espace à / dimensions et les groupes projectifs d'une surface non dégénérescente du second ordre dans les espaces à 2/ et 2/—1 dimensions. Mais il ne donne pas les calculs
explicites qui permettent de montrer que ce sont les seuls, et quant aux autres
systèmes d'entiers, il ne donne que des indications vagues sur les structures qui leur correspondent (), sauf cependant pour le type ©) ©.
À part les cinq groupes spéciaux qui correspondent aux types E), F), G), on a donc quatre grandes classes de groupes simples et quatre seulement : c’est là le résultat capital des recherches de M. Killing. Mais ces quatre classes avaient déjà été indiquées par M. Lie, qui a montré depuis longtemps que le groupe projectif général à / variables, les groupes projectifs d’une surface non dégénérescente du second degré à 2 et 2/—1 variables, et enfin le groupe projectif d’un complexe linéaire à 2/—1 variables, sont des groupes simples : ce sont précisément ceux qui correspondent aux types A), B), D), C) d'ordre /.
Les conclusions de Killing sont donc importantes, non pas tant par les groupes simples nouveaux dont elles nous révèlent l'existence, que par la certitude qu'elles donnent de n'avoir affaire qu'à un nombre excessivement limité de types de groupes simples, dont les plus généraux ont déjà d’ailleurs été étudiés.
(1) V2 Kizuin6, Z. v. G., Il, p. 44-48.
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INTÉGRABLE
4. Considérons un groupe G d'ordre > qui ne soit ni intégrable ni semi-simple. Alors il contient au moins un sous-groupe invariant intégrable. Supposons que y et g' soient deux tels sous-groupes invariants intégrables. L'ensemble des transformations appartenant soit à g, soit à g', forme alors un sous-groupe invariant qui est manifestement intégrable. Cela nous montre l'existence d’un certain sousgroupe invariant intégrable T qui contient tous les sous-groupes invariants intégrables de G. Nous appelleronsT le plus grand sous-groupe invariant intégrable de G.
Au sous-groupe invariant T est associé un groupe g isomorphe mériédrique à G(IL, 4) ; si T est d'ordre r—m, g est d'ordre m; à la transformation identique dans g correspond dans G le sous-groupe invariant l. Le groupe q est semisimple ; car s’il n’en était pas ainsi, il admettrait au moins un sous-groupe invariant intégrable g'; à g' correspondrait dans G un sous-groupe invariant G’; et comme les groupes dérivés successifs de g' finissent par se réduire à la transformation identique, les groupes dérivés successifs de G' finiraient par se réduire à Tr, c’està-dire aussi à la transformation identique. Le sous-groupe T de G serait donc contenu dans un sous-groupe invariant intégrable plus grand G', ce qui est impossible.
Théorème I. — Étant donné un groupe G non intégrable, tous les sous-groupes invariants intégrables de G sont contenus dans un certain sous-groupe invariant intégrable T. À T est associé un groupe qg isomorphe à G et semi-simple.
La propriété fondamentale d'un groupe semi-simple de se décomposer en sous-groupes invariants simples montre la grande importance de ce théorème, en
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particulier pour l'intégration des systèmes d'équations aux dérivées partielles qui admettent un groupe fini et continu donné: les systèmes d'équations différentielles à groupes simples auxquels se réduit le système (abstraction faite des quadra-
tures) sont indépendants les uns des autres.
2. Soit toujours G un groupe non intégrable d'ordre > défini par les » transformations infinitésimales indépendantes X;/f, X:f, …, X,f. Supposons que son plus grand sous-groupe invariant intégrable T soit défini par les r—1m transformations infinitésimales indépendantes
Ca Xaf + ok of + + X fs GEMINI Son).
Alors, si nous appelons g le plus grand groupe semi-simple isomorphe à G, la transformation eX1f + X2f + ..+e,X,f pourra être regardée indifféremment comme une transformation de G ou une transformation de q: dans ce dernier cas elle ne sera pas distincte de la transformation
ir —m rm
T'ES s D MCE RAC D 17 NE =
(= Où 4, À «… À m désignent des constantes arbitraires. Cela étant, soit À le nombre des racines identiquement nulles de l'équation
caractéristique de G, et soit /, le rang du groupe g. Soit EXaf + eXaf +... + e,X,f
une transformation infinitésimale générale de G, c’est-à-dire telle que l'équation caractéristique relative à cette transformation admette # racines nulles seulement. Elle fait partie d’un sous-groupe y de rang zéro et d'ordre k£. Mettons le groupe G sous la forme réduite relative à ce sous-groupe y. Si ui, uw, …, w, désignent les racines distinctes, différentes de zéro de l'équation caractéristique relative à y, à chacune de ces racines, w, par exemple, appartiennent m”, transformations infinitésimales indépendantes Xuf, Xuf, Xam,f ; m, désignant l’ordre de multiplicité de la racine w,. Enfin à la racine zéro appartiennent les Æ transformations Xo1fs +. Xoxf AU SOUS-groupe +.
Si nous nous reportons au théorème X du Chapitre IT (S 11), nous voyons que le sous-groupe invariant l est déterminé par celles de ses transformations infinitésimales qui appartiennent aux différentes racines 0, w,, 2, .…., w, de l’équation caractéristique. Il en résulte que nous pouvons obtenir le groupe g en prenant parmi les transformations qui appartiennent à chaque racine celles qui ne font pas partie de T. En particulier, si nous nous rappelons (Il, 4) que le déterminant Caractéristique de G contient en facteur le déterminant caractéristique
de g, nous voyons que latransformationinfinitésimale e,X;f + ... + XIE nous sommes partis, considérée comme faisant partie de g, estune transformation générale de g. Il en résulte que le sous-groupe y, considéré comme appartenant à g, estle plus grand sous-groupe de rang zéro dont fasse partie eX3f +. +e,X,f et par suite que le groupe y se trouve mis sous la forme réduite relative à la transformation générale eXif + ... + e,X,f.
Les racines de l'équation caractéristique d’un groupe semi-simple étant toutes simples (sauf la racine zéro), il en résulte qu'à chaque racine w,<0 multiple d'ordre m, de l'équation caractéristique de G appartiennent au moins m,—1 transformations infinitésimales indépendantes de F. Nous dirons que la racine w, est principale si les transformations qui lui appartiennent ne font pas toutes partie de r, et qu'elle est secondaire si toutes les transformations qui lui appartiennent font partie de (1.
Etant donnée une racine principale w,, soit %,f une transformation infinitésimale commune à y età l, et supposons que Xhuf, ..., Xsn af fassent partie de T, mais non X,»f; nous supposons, Comme nous pouvons toujours le faire,
que (Lo X ai) == OX sf + d, ch) ed caf ce 200 axe
RSR EPA REPETIME Si on fait dans cette formule ?—#, ïl faut que le second membre fasse partie de r, ce qui nécessite w,(9 — 0.
Si donc w, est une racine principale, w, s’annule pour toute transformation de y qui fait partie en même temps de T. Cela lient au fond à ce que w, est racine de l'équation caractéristique de g et par suite ne dépend pas des paramètres qui définissent les transformations de Tr. |
3. Supposons que w, soit une racine principale de l'équation caractéristique de G; alors —"w, est aussi une racine principale. Parmi les transformations qui appartiennent à w, età —-w,, on en peut choisir deux, soit %,f et #'f, qui ne font pas partie de F, et par suite qui peuvent être regardées comme des transformations infinitésimales de 4. D’après la théorie des groupes semi-simples, si
on pose (4) (%1%61) = Vif,
on peut toujours faire en sorte qu'on ait (2) (Vi) = — 2Hif, (VX) = 2%1f, (mod. Tr),
(4) M. KiuG, Z. v. G., II, p. 80, distingue de même les « Hauptwurzeln » et les « Nebenwurzeln ».
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le signe = signifiant que les seconds membres sont respectivement —2%;f, 2%'if, à une transformation de T près.
Nous allons démontrer qu'on peut toujours choisir %f et %if de façon que les équations (2) soient vraies d’une façon absolue, c’est-à-dire de façon que Vif, Rif, M'if forment un sous-groupe simple à trois paramètres de G.
Supposons d'abord pour cela que le sous-groupe invariant l ait ses lransformations toutes échangeables entre elles. Supposons que hw, soit une racine de l’équation caractéristique, À étant un entier positif,et qu'aucune des quantités (4 +1)w,, (A + 2)ui, …, ne soit racine. Si k>>1, toutes les transformations qui appartiennent à la racine hw, font partie de FT, si A —1, il y en aura m—1 d'indépendantes. Dans tous les cas(sauf m, — mi = 1 où le problème serait résolu), il y aura au moins une transformation appartenant à ho, et faisant partie de T, soit Zuf, telle qu’on ait
(3) (Yi2m) = — 2hZnf.
Nous dirons que Z,,f est du premier genre par rapport à Y,f.
L'identité de Jacobi relative à if, Xif et Zmf montre alors que (%',/u) est différent de zéro, et que par suite on peut poser
(4) (MZ) = 2h21); (GiZn-1,1) in Lin.
De plus les deux membres de (4), combinés avec Y;f, montrentque (Y,Z;_: 1) est égal à —2{}—1)Z; ;1f, à un crochet près de deux transformations de T,
c’est-à-dire d’une façon absolue, puisque les transformations de T sont supposées échangeables entre elles. On a donc
(à) A (ZE) En continuant ainsi, on arrive à constater l'existence de 2h +1 transfor- MAUONS Zi, Zi fon - <> Zaifa Zgli . Zi de LD, télés que l'ont
(6) (GiZa) = (h + 1)Zi nf, (Bai) = —(R—i+ AZ, (YiZa) = — DZaf, (à — 0, = 1e CSI == h).
I n’y a alors certainement pas de racine de laforme —(h + 1) w,, —(h + 2)w,, …,
car, réciproquement, on en conclurait l'existence de la racine (4 + 1) «. Supposons qu’en enlevant cette série de transformations de T, il y ait encore des transformations du premier genre appartenant à la racine } w,, mais plus aux racines (h2 + 1) oi, (k, + 2u, …., (ho << h). Alors, si M <h, et si An» est une transformation du premier genre de F distincte de Z,4f, nous pourrons,
en lui ajoutant au besoin ÀZ;,f, où À est une constante convenable, faire en
sorte que (X1Z»,2) 0;
Nous en déduirons alors de la même façon que tout à l’heure l'existence d’une
nouvelle série de transformations du premier genre Zppf, Zn2fs , Znof telles que .
(7) (122) <> (lo ne d)Zi af, (BiZi1,2) NE (lo — 1 + 1)Zf, (YiZ2) be 212, (a —= 0, LE il …. AE h),
et ainsi de suite, tant qu'on n'aura pas épuisé les transformations du premier genre de T qui appartiennent aux différentes racines Æ kw, = (4 — 1 &)), …., + où, 0. Supposons que nous ayons ainsi » séries de transformations, à chacune desquelles correspondra un nombre entier positif M = h,h,, hs, .…, h.
Supposons maintenant qu’à la racine kw, appartiennent encore des transformations de l, mais non à (4 + 1) w1, .…, (k < h). Soit en particulier U,f une telle transformation :
(8) MiUn) = — 2'Urf + Manif + half + 2 + lnlnnf. U,f sera dite du second genre par rapport à Y,f. Nous aurons, si # < h, (ViUn') = PaZn'4,1f + Pa2n'41,9f + RS DaAni es, SL:
les coeflicients »; étant certainement nuls,si << NM+1. Mais alors en prenant
Uf+ Zynf +... au lieu de U,f, on aura (MU) — 0. ee On en déduit l'existence de transformations du second genre U:1f, ..., U_»f telles que QU) = (K + QU, De D ; (ah)... (i+i+D,, à |)" : (ass À 7: …., En en (9) ea Cu) .. (h+i+t) , J;) = — AU, A CN 1...
| CE) RE AUS PRO 2e PA Cela étant, à la racine —(h'+ 1), n'appartient certainement pas de trans-
formation du second genre, sinon il en résulterait une transformation du second genre pour la racine (k' +1).
Or nous avons Cu + h) ... Cu—h+A1),,,
RIT) = 24 + 1) BU») + M TIC Er à REIN VE (Li Zn) +
Il en résulte que l’on a, soit M— 0, soit h < 4, c’est-à-dire, soit k = 0, soit A—h:; demême A—0 ou =}, etc... Les constantes À qui ne sont pas nulles ne peuvent donc être que celles pour lesquelles l’entier h correspondant est égal à #’. Soit À,..-Æ0, avec = h; =... — k'._ On aura
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alors (CH 10e) = 2NU_»f + A2 paf + — (M (XU_»')) == CAE AE)
— (Xi (RIU-_»)) + QU nf — AZ y ef — ...
Mais si on remarque que (%iU_») ne dépend pas des transformations La TonvoivquiRLiaudraie
CREER RENE
ce qui est impossible. Donc aucune des transformations de T qui appartiennent aux différentes racines 0, Huy, w,, …, n’est du second genre par rapport à Yif; elles sont toutes du premier genre W,
Cela étant, on aura des égalités de la forme MG :) = — 2Hif + hi aif + oZa of + °°" + n/a nfà (Mai) = 261 + pal if + Bof ur af:
En exprimant que
MM )) = YIY:) = 0, on trouve alors, en tenant compte des formules (7), Cu + A) + bof + +0) + 126, à + + Uni + D) + )L0, nf = 0, et comme les transformations Z,,f, Zo2f, -.., Zonf Sont indépendantes, il en résulte
(11) MERE =" =), Eu 0.
On en déduit facilement À 5 À nm be C7 me Er re %) = —2%if, DRE Ve: Je ÿ | 7 Ge Zi: pci œ:) = 2#/f.
De plus, pi, 92, ..., On, Si, 52, ..., © désignant des constantes quelconques, on à (Bi Horn + Hpn/in Mi+ nait + on an) = Yf—u+)(oi+oi)Zoif—...
Il en résulte que si on prend
M ue 2 À ———— 02 TD = ———— ; * On + In = ——_
hihi +1)" MEURT ET) 4 F F7 hls +1) i et si on remarque que les transformations de l' sont échangeables entre elles, les trois transformations infinitésimales
Qi + 01 —
(1) Cf. KizuG, Z. v. G., LL, p: 80.
SUR LA STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS FINIS ET CONTINUS 103 À fol — 2 — nf if + BiZuf +: + PnZan] ; Dif + Zaf + + on ssnf forment un sous-groupe simple à trois paramètres \).
On voit de plus qu'on peut choisir arbitrairement la transformation %,f par exemple ; en outre la transformation Y,f qui fait partie du sous-groupe est indépendante du choix de %f.
Passons maintenant au cas général, où l est un sous-groupe intégrable quelconque. Soit l, son groupe dérivé: c'est un sous-groupe invariant de G. À ce sous-groupe invariant est associé un groupe isomorphe à G dont le plus grand sous-groupe invariant intégrable a ses transformations échangeables entre elles. On peut donc supposer choisies les transformations Y,f, %f, X,f, de telle fa-
çon que (%:)4: = Yif,
(Midi) = — 2Vaf, (VW) = 2%f (mod. Fr).
Les transformations Yif, Mif, X1f jointes à l, forment alors un sous-groupe de G. Si alors Fr, est le groupe dérivé de F,, on voit qu'on peut supposer encore
(MiRi) = Yif,
(VX) = — 20f, (VL,) = 2%:/, (mod. r;), et ainsi de suite jusqu'à ce que l’un des groupes dérivés successifs de T ait ses transformations échangeables entre elles, ce qui finira certainement par arriver, puisque T est intégrable.
On voit donc qu’à {oute racine principale w, de l’équation caractéristique, on peut faire correspondre un sous-groupe simple à trois paramètres COR OT Cr RE oi %f appartenant à la racine w,, %1f à la racine —"w,, et Y,if au sousgroupe y. De plus %f par exemple peut être prise arbitrairement parmi les transformations qui appartiennent à la racine w, et qui ne font pas partie de Tr. Si nous remarquons qu'un groupe intégrable ne peut contenir aucun sousgroupe simple, nous obtenons le théorème de M. Engel ®:
(1) Les groupes simples à trois paramètres ont été appelés par M. Excez « Kegelschnittgruppen » (Leipz. Ber., 1887, p. 95), expression qui a été adoptée par M. KiunG et abandonnée depuis.
(2) Ce théorème a été énoncé pour la première fois par M. Excer, Leipziger Berichte, 1887, p. 95 sqq., mais avec une démonstration que lui-même a reconnue manquer de rigueur. J'ai annoncé, C. R., 1893, t. 116, p. 184 sqq., que j'en avais trouvé une démonstration rigoureuse, qui est celle du texte. M. Excez, qui à ce moment avait en sa possession une autre démonstration, l’a publiée dans les Leipziger Berichte, 1893, p. 360 sqq.
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Théorème II. — La condilion nécessaire el suffisante pour qu'un groupe soit in-
tégrable est qu'il ne contienne aucun sous-groupe simple à trois paramètres.
4. Soit w, une racine principale ; considérons un sous-groupe simple à trois paramètres associé à celte racine : Vif, %f,%if, ces transformations infinitésimales satisfaisant aux relations (12). Soit w, une racine quelconque, principale ou secondaire, nulle ou non, et soit an la valeur que prend cette racine pour la transformation Y,f du sous-groupe y (ai = —2) Si w,+hu, est racine, maisnon w,+(h+1lj, w,+(h+2)o,, …; demême w,—w,, ontrouve, en répétant le raisonnement du paragraphe précédent, que l'existence d’une transformation du premier genre appartenant à w,+hw, entraine celle d’une série de transformations du premier genre appartenant respectivement à
wo, + (k— 1e, …., te D, — UW, &, —h 01":
de plus, pour la transformation Y,f du sous-groupe y, on a (o, + wi) + (w, — Loi) = 0, c'est-à-dire (13) An = h—h.
Ou voit de la même façon qu'il ne peut y avoir aucune transformation du deuxième genre relativement à Y,f ; autrement dit, pour employer une expression de M. Weierstrass, le déterminant caractéristique relatif à Y,f n’admet que des diviseurs élémentaires du premier degré. Nous pouvons de plus énoncer le théorème
suivant ( :
Theorème IL. — À l’ensemble de deux racines, l’une principale w;, l’autre secondaire ou principale w,, est associé un nombre entier a, qui jouit de la propriété suivante : w,+ au; est encore racine ; de plus s’il y a n transformations infinitésimales indépendantes appartenant à la racine w,+ hw;, ùly en a également à indépendantes appartenant à la racine wW,+(d;— ho; et au moins n appartenant aux racines de la forme w, + muw;, pour lesquelles entier m est compris entre h et a; —h.
En particulier, si la racine w, est principale, on retombe sur les entiers qui ont joué un si grand rôle dans la théorie des groupes semi-simples.
De la même façon que pour les groupes semi-simples (IV, 6), nous verrons que si w; et w; sont deux racines principales, et w, la racine principale
AD
(4) Cf. Kizue, Z. v. G., IL, p. 13-16.
on à, quel que soit l'indice «, lr = Cr UPRUPYE Autrement dit, si Yÿf, Yf, Yf_ sont trois transformations infinitésimales du
sous-groupe y, respectivement associées aux racines Dj, Ox = + Gjj0;, on à
Vif = Yf + aY;f + Uf, Uf désignant une transformation distinguée du groupe, qui peut d’ailleurs être identiquement nulle. Autrement dit, d’une façon générale, pour que p racines principales soient indépendantes, il faut et il suffit que les p transformations du sous-
groupe y qui leur sont associées soient indépendantes, à une transformation distinquée pres.
5. Cette dernière propriété va nous permettre de démontrer que si G est le premier groupe dérivé de G, le plus grand sous-groupe invariant intégrable de G: est de rang zéro (),
D'une manière générale, si G' est un sous-groupe invariant de G, T le plus grand sous-groupe invariant intégrable de G, à T sont associés deux groupes 9, g' isomorphes respectivement à G et à G’; g' est un sous-groupe invariant de 9, et comme g est semi-simple, il en est de même de g' (IV, 2). Donc /e sous-groupe commun à Get à T est le plus grand sous-groupe invariant intégrable de G'.
Cela étant, le plus grand sous-groupe invariant intégrable de G est le sousgroupe commun à G1 et à l'; appelons-le FT, : c’est encore un sous-groupe invariant de G. Considérons celles des transformations infinitésimales de T, qui appartiennent au sous-groupe y. Elles peuvent êre obtenues, soit, 1°, en combinant deux transformations de 7 ; soit, 20, en combinant deux transformations infinitésimales appartenant respectivement à deux racines égales et de signes contraires, l’une au moins de ces transformations faisant partie de T ; soit, 3°, au moyen d’une combinaison linéaire des crochets (4%/), où %,/, %if sont les deux transformations qui forment avec Y;f le sous-groupe simple à trois paramètres associé à la racine principale w;; soit enfin, 4°, au moyen d’une combinaison linéaire de toutes ces transformations-là. Or, en vertu du corollaire du théorème XIT (chap. IT), l’équation caractéristique relative à une transformation du groupe dérivé de y a toutes ses racines nulles. Il en est de même de celle qui est relative à une transformation du groupe dérivé de l, puisque (HI, 2) le groupe dérivé d’un groupe intégrable est de rang zéro. Quant à une transformation de y qui proviendrait d’un crochet (4,%/), où %/f appartient à T, mais non %;f, d’après une remarque du
(41) Cette proposition est énoncée par M. KiuG, Z. v. G., IV, p. 187.
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paragraphe 2, la racine principale w; s'annule pour cette transformation, par suite aussi (II, 43) toutes les autres racines de l'équation caractéristique. Le paragraphe précédent montre de plus qu'une combinaison linéaire des Y;f associées aux racines principales ne peut faire partie de T sans être une transformation distinguée, c'est-à-dire encore sans que l'équation caractéristique qui lui est relative n'ait toutes ses racines nulles. Enfin, en vertu des propriétés de l'équation caractéristique relative au sous-groupe y, l'équation caractéristique relative à une combinaison linéaire quelconque des {ransformations que nous venons de considérer a toutes ses racines nulles. Autrement dit, l’équation relative au sous-groupe commun à y et à T, a toutes ses racines nulles.
Cela étant, nous pouvons toujours choisir » transformations infinitésimales indépendantes de G: X;f, X2f,..., X,f, de telle façon que chacune d'elles appartienne à une racine déterminée de l'équation caractéristique relative au sousgroupe y, que de plus X;4:f, ..., X,f soient r—n transformations indépendantes de li que Kia Res 7 NY OMSOICN ET SITAN SE formations infinitésimales indépendantes de G, et enfin que X;f,...,X,f, Xysaf, ..., X,f Soient r+m—n transformations indépendantes de T, en supposant que 7—n, r—m, r+m—n soient les ordres respectifs de T;, G, r. Enfin nous appellerons w; la racine à laquelle appartient X;f, w; étant nul si X;f fait partie de +.
Je dis alors que le déterminant caractéristique de G ne dépend que de Ets 02...) Ems Empty cs En, leS € définissant toujours la transformation infinitésimale générale eX;f+...+e,X,f de G; autrement dit le déterminant caractéristique ne dépend que des formes linéaires des 2 qui, égalées à zéro, définissent r,. En effet, tous les coeflicients Ÿ{e) peuvent s'exprimer au moyen des quantités
ES ) > à à W(e) = Hate +: CasCaganalagnons + ++ Casasays avec 2s indices de sommation «,,.. , «, À,,...,X, indépendants les uns des autres (ce sont précisément les sommes des puissances s* des racines de l'équation
EXO Q , . = e Q x caractéristique). Dans l'expression Wi(e) le coefficient de e,, lag ve Ca, St, à un facteur numérique près, qui est le nombre des permutations distinctes des s indices di, de, ..., &, la quantité
d Cap MACapnphg + + » Capa DOCS
les s indices de sommation étant indépendants. Je dis que, dès que l’un des indices M, ,..., 0, à l’une des valeurs n+1, n+,...,1r, ce coefficient est nul. En effet, d'abord pour que le produit ©, ... Ga, Soit différent de zéro,
il faut que
De are ox —— Vi Dos Eu uw, = Lier EE Da se W,, — (OUR
ce qui exige
Supposons d'abord qu'on ait uw, = w,, = ..=0, — 0, c'est-à-dire que les transformations X,,/, X2,/, ..., X,f fassent toutes partie de y. Alors pour avoir le coefficient de e,6,,...e,, il suffit de prendre l'équation caractéristique relative au sous-groupe y; or le premier membre de cette équation se décompose en un produit de facteurs linéaires qui ne contiennent, d’après ce que nous avons vu plus haut, aucune des quantités exi4, €nie, ..., ep. Si donc l’un des indices M, Le, ...,% à l'une des valeurs n+1, n<+9,...,7r, le coefficient de PA 2 est oul.
> 2] TS OON
Supposons maintenant que les racines m,,, War ses Wa, NE soient pas toutes
nulles, par exemple w, Æ 0, et que de plus l’un des indices «,...,x soit plus grand que », avec toujours la condition
Wa, Wagrh et HU, = 0.
Je dis que la somme S — 2x, + + + Conçu étendue à toutes les valeurs de l'indice À, pour lesquelles w,, a la même valeur, w; par exemple, est nulle. Cela est évident pour s—1. Je suppose que ce soit vrai pour 1,2, 3, ...,s—1. On a, d’après les identités qui relient les constantes c,
Se > Caymna ++: Ca ( 2 Cairn )
ce Dhs ee Cox Cas AM TT DIT Ve Pr Cap ohne CP ne La somme quiest entre parenthèses dans le second membre est nulle par hypothèse, car elle se rapporte à une valeur de s moindre d’une unité et l’un au moins des indices ,...,% 2, 0 est plus grand que n. Donc dans la somme considérée on
peut échanger %,, et a. De même on pourra échanger «, , et *,, et ainsi de suite.
Finalement on a
S— Droles DOC EU la sommation par rapport à l'indice À, étant la même que dans la somme primitive, ce qui peut encore s'obtenir en étendant la sommation à toutes les valeurs de X pour lesquelles w,, = w,, +w,, = w;+w,. Nous voyons donc que la somme $S ne change pas si on remplace les valeurs de À, pour lesquelles ù,, 0% par celles pour lesquelles = Wi + Was. Si donc w;+uw,, n'est pas racine, la
somme est nulle ; il en sera de même si w;+uw,, est racine, mais non
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w;,+2w,, el ainsi de suite. Comme w, 0, on voit qu'on a toujours Cine Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
Théorème IV. — Le déterminant caractéristique d'un groupe G d'ordre r, dont la transformation infinitésimale la plus généraleest eXif+eXf+...+exX,f, ne dépend que des formes linéaires des e qui, égalées à zéro, définissent le sous-groupe invariant T, commun au groupe dérivé G et au plus grand sous-groupe invariant intégrable T de G.
Ce théorème met en évidence le théorème suivant
Théorème V. — Si G désigne le groupe dérivé d’un groupe quelconque G, le plus grand sous-groupe invariant intégrable de G, est de rang zéro. De plus le rang de G, est égal au rang du plus grand groupe semi-simple isomorphe à G. Ce rang est le même pour tous les groupes dérivés successifs de G.
En effet, le plus grand sous-groupe invariant intégrable 1, de G, étant le sousgroupe commun à G et au plus grand sous-groupe invariant intégrable T de G, si dans le déterminant caractéristique de G on annule les formes linéaires des e qui définissent T,, on obtient simplement une puissance de w, d’après le théorème [V, ce qui montre bien (IE, 4, th. IT) que li est de rang zéro. De plus le déterminant caractéristique de G s'obtient en annulant les formes linéaires des e qui, égalées à zéro, définissent G1, c’est-à-dire ne dépend que des formes linéaires des e qui, égalées à zéro, définissent T. Avec les notations du paragraphe précédent, ce déterminant caractéristique ne dépend quede ey1, 6m», ..., 2. Gest de plus un invariant du groupe adjoint de G, en particulier des transformations infinitésimales ie. Re Pre
Ven IN IN DE 5 D Ho 5 D Oe / Éne— = CHR UE î = Ci iCi, MA; JL Êkye CiCi, M1, de; mL jm MAIRE mA j=n + A1
e . 0 ebe + CE 0 . cn À .
C'est donc aussi un invariant des transformations
MH A; cn à EUR > ei, HAE (RMS en):
ùj “:
c’est-à-dire du groupe adjoint du plus grand groupe semi-simple 4 isomorphe à G. Le rang de G, est donc au plus égal au nombre des invariants de ce groupe, c'est-
(1) Cf. KizunG, Z. v. G., IV, p. 173-180, où des considérations analogues sont développées.
à-dire au rang du groupe g. Comme d'autre part g est aussi isomorphe à G et que par suite (IL, 5) le rang de G1 est au moins égal au rang de 9, il en résulte que ces deux rangs sont égaux, ce qui démontre la deuxième partie du théorème. La dernière partie est évidente.
Le théorème V donne une condition nécessaire pour qu’un groupe puisse être considéré comme le groupe dérivé d’un autre groupe ; mais rien ne prouve qu’elle soit suflisante, et il est probable qu’elle ne l'est pas.
7. Le théorème IV va nous donner un moyen extrêmement simple pour trouver le plus grand sous-groupe invariant intégrable F d’un groupe donné G dont on connaît les constantes, c.. Supposons encore que Xyy4f, Xmiof, ..., Xaf, Des. 0 cradotnissent lé egroupendérivé. Gr, seétriquer MD X; 7: 1 X,f, Xu:4f, ..., X,f définissent le plus grand sous-groupe invariant intégrable T. Si nous nous reportons aux théorèmes énoncés dans le Chapitre LIT ($5), nous voyons que les équations QUE d; QE db; QUE
— = + — = I — EE 0 Jess dents de» den de
définissent un sous-groupe invariant intégrable de G, c’est-à-dire entraînent au moins comme conséquence les équations
(15) Emi = Emp2 ose = On = 0.
04 04; : 3 RS ont identiquement nulles en vertu du En de
théorème IV; donc les équations (14) se réduisent à n—1m au plus ; comme
Or les dérivées partielles
: ; Se dY: J .
elles doivent entrainer (15), il faut que = » ++) _ soient n—m formes con E1 Cr
:, €». Autrement dit, on a
linéaires indépendantes de em}4, Emya, ..
l(e) = fes, C2, .…..) On) nie CET Cm+23 DO Us) Enhs et les équations (14) sont identiques aux équations (15), c'est-à-dire définissent le plus grand sous-groupe invariant intégrable Tr.
Théorème VI— Si eXif + eX2f +... +e,X,f désigne la transformation infinitésimale la plus générale d'un groupe G d'ordre r, si de plus les transformations infinitésimales du groupe dérivé G de G se déduisent toutes linéairement des 7 transformations indépendantes anXif+apX2f +... +onXif, (i = 1,2, ..., 1),
les équations
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définissent le plus grand sous-groupe invariant intégrable T de G; le) désigne ici
le coefficient de w'? dans l'équation caractéristique de G.
Car si, en faisant une substitution linéaire quelconque sur les €, an, ..., 4
deviennent 1,...,0,, et si d(e) devient W'{e'), on a
LE" DE
re SEA (= ARIANE Tr) € nl à de!
fi P—41
8. Conservons toujours les mêmes notations, et supposons que chacune des transformations infinitésimales Xif, ...,X,f appartienne à une racine de l'équation caractéristique relative à un sous-groupe y déterminé. En particulier les m transformations X;f,...,X,f qui ne font partie ni de G, ni de l appartiennent au sous-groupe y. L'équation caractéristique de G ne dépendant que de 2,6, ..., e», on peut, pour avoir son premier membre, supposer er =. —e, =0. Ona alors
ù CiCi,m41,m41 We. ù ; CiCi,n, m +1 » CiCi,nt4n41 D... D Cili,r,n41
1m +1 = mA (| 1—= 1
0 en (— IN
> Cilismpiin eo... ) CiCi,n, n— vw ; jets, NH A; re ste lone Cilirr — ©
m1 im 1 A 21
Le premier facteur ne dépend que de em, ..…, e,; C’est le déterminant caractéristique du plus grand groupe semi-simple 4 isomorphe à G. Considérons le dernier facteur. Soient w,,, 4, …, ù, les racines principales de l'équation caractéristique relative à y. Latransformation X,,,f par exemple appartient à une certaine racine w,,,. Considérons toutes les racines qui sont de la forme Ont Pie, Æ Patte, + ee + PyDa les o étant des constantes (nécessairement des nombres commensurables). Soient X,,1f, X»2f,.…,X,f toutes les transformations de l, qui appartiennent à ces différentes racines. Il est bien clair que la famille de transformations 6, 4Xn41f + EnroXn of + + ewXsf reste invariante par les transformations Xif, .…., Xhf, Xmiaf, .…, Xyf, qui appartiennent toutes à des racines de la forme ou, + … + 5,64, Par conséquent A(w,e) contient en facteur le déterminant
ten ==
AC NE NA UNSS PiCi,n',n+1 st 1 (A7) das
= In
\ d CiCi, Nid) no eses ce \ Cilin',n — 0 Lt | i—1
Si w,0 désigne la valeur de la racine w, pour la transformation Xÿf du
SOUS ETOUDE Yu 12, ..*x, M), on a
Wn-+ 40 ee Wy_+ 00 NS ot), (à = 4, 2, ORORCIE) m),
Dee \ Es “É EE = "\ ES 4 « L] puisque w, 0 = uw, =... = wa = 0. On peut par conséquent supposer qu'on a des relations de la forme
(18) RXuss) = GnaOX nef + > Gin n+eXn+of
GA M pl NN).
Cela étant, soit eiXif + eXof + ... + EmXmf + Em+iX mal + + EnNnf une transformation infinitésimale arbitraire. Elle fait partie d’un certain sousgroupe y. On peut alors trouver m(r—n) constantes «;z telles que SEL, ol LL .. ox) it — 1720. m). fasse partie de y. Alors chaque racine w de l'équation caractéristique relative à aX,f + ..+e,X,f est
de la forme eo) + 6602) + + L e,00) + w0),
w) étant la même racine relative à Xf + œniaXniaf +. + aX,f, et wl)
étant la même racine relative à en ,4Xmaf + ... + e,X,f — Dent nf. Or 1j
en particulier pour les racines. qui proviennent de Ô(w,e), w® s'obtient en faisant
dns eee — "7, CM D LCR = Ge C0 Cest a dire que w est la constante que nous avons appelée w,,, tout-à-l’heure. Quant à w(), on l’obtient en faisant e — & —... — e, — 0. En définitive toute racine
du polynome ô{(w,e) est de la forme W(En-14 ….) a) = Eatoy_ al) ie Exwy + 10) Dm OC 2 ÉD ae :
autrement dit, on a
d(w, Ei; C2, ... Cm .. En) —= à(u = CROP) Ed rie — mOn 10), 0, 0, …. NE ee Cu Finalement on peut énoncer le théorème suivant : Théorème VII). — Pour passer de l’équation caractéristique du groupe dé-
(1) Ce théorème a été énoncé par moi dans une Note, C. R., t. 116, p. 785.
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rivé G d’un groupe G à l'équation caractéristique de G, il suffit de remplacer, dans chaque facteur irréductible du premier membre, w par w plus une forme linéaire de CR Ce
Si /, désigne le rang du groupe dérivé G et À le nombre des formes linéaires indépendantes qui s’introduisent ainsi dans le déterminant caractéristique de G, le rang / du groupe G est visiblement égal à +2. Or si on annule dans le déterminant caractéristique de G les quantités 6,44, 632, ..., », ON obtient à w”*”* près le déterminant caractéristique de T, et on voit alors que le
rang de l est précisément À.
Théorème VIII. — Ze rang L d’un groupe G est égal au rang X de son plus grand sous-groupe invariant intégrable T augmenté du rang li du plus grand groupe semi-simple q qui soi isomorphe à G.
Ce théorème complète le théorème V. Si /; désigne le rang du © groupe dérivé G; de G, ona
Ph VER
9. Considérons un groupe G d'ordre > défini par les » transformations infinitésimales indépendantes Xif, X:f, .…., X,f, et supposons que X,4f, …., X,f définissent le plus grand sous-groupe invariant intégrable FT de G. Supposons que Xif, Xof, , Xnf, Xmpafs ce Xmpxf (R KM, m + k L r) définissent un sous-groupe invariant G de G; alors X,4f, ..., Xh.xf en définissent le plus grand sous-groupe invariant intégrable I”. Nous savons ($ 7) que la forme quadratique Y(e) relative au groupe G est de la forme
da(e) =. fes C2, C7) Sin P(Em+4 ……) er).
D'après un théorème du chapitre IIL, les équations
(19) ae 5oo one
définissent un sous-groupe invariant G de G, et les transformations communes à
1 età G forment un sous-groupe invariant intégrable de G. I] faut donc que les
équations of of :
== — = €} CO de, de, +1 m entraînent & — 6... = 6, — 0. On peut alors faire en sorteque Xz:1f, en NT.
fassent partie de G. On voit alors qu’on peut trouver dans G v—1 transformations infinitésimales indépendantes entre elles et ne faisant pas partie de G! telles
qu’en les combinant avec une transformation quelconque de G! on oblienne des transformations du plus grand sous-groupe invariant intégrable T de G'; 7! est supposé l’ordre de G',
La recherche des transformations infinitésimales qui laissent invariant un groupe donné G à » paramètres et à n variables est considérablement simplifiée par ce qui précède. Par exemple si on cherche toutes les transformations infinitésimales Uf qui laissent invariant le groupe des mouvements de l'espace (x, y, z): P; 47, YT—2q, zp — ar, æq —yp, il suffit de chercher celles pour lesquelles (p, U), (q, U), (r, U}, (yr — zq, U), (zp — xr, U), (xg — yp, U) se réduisent à des translations Àp + aq + vr. On trouve ainsi
Uf = o(xp + yq + 2r), e étant une constante qui peut être supposée égale à l'unité.
En particulier supposons que G soit semi-simple. Alors toute transformation infinitésimale Uf qui laisse invariant G peut être supposée échangeable avec toutes les transformations de G, à moins qu’elle ne fasse partie elle-même de G. Supposons que G soit un groupe à g variables a, 2, ….,æ,, et que le sousgroupe qui laisse invariant un point arbitraire soit à 7—q paramètres et ne soit contenu dans aucun sous-groupe plus grand. Alors si le point arbitraire Mi, 4 -, de, est laissé inyariant, par-le sousgroupe X,;:1/,…..,X,f de G, il admettra dans le groupe total X,f,.. ,X,f, Uf, aumoins r+1—q transformations infinitésimales indépendantes, par conséquent une transformation de la
forme Uf + AXif + + A2,X,f. Par suite il admettra toutes les transforma-
tions CRU EAN EUX) = (X, NX E + LXy)
MM ET g)
La transformation infinitésimale XX,f + .… +2,X,f laisse donc invariant le sous-groupe X,41f, …, X,f, et par suite, d'après les hypothèses faites, fait partie de ce sous-groupe. Donc Uf laisse invariant le point (x?,...,æ;) et par conséquent tous les points de l’espace, ce qui est impossible. Donc toute transformation infinitésimale qui laisse invariant G fait partie de G 0).
Nous avons simplement supposé dans la démonstration que le sous-groupe qui laisse invariant un point arbitraire, n’est invariant dans aucun sous-groupe à un paramètre de plus.
(4) Cf. KizuG, Z. v. G., IV, p. 189.
(2) La question qui vient d’être traitée est posée par M. Lx pour un groupe simple à q varitbles, en supposant que ce groupe ne contienne pas de sous-groupe à plus de 7—q paramètres. Math. Ann., t. 25, p. 135.
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40. Enfin une dernière question, qui présente une grande importance dans les applications de la théorie des groupes à l'intégration des équations différentielles, estla décomposition d’un groupe donné G en une série normale de sous-groupes ). Il s’agit de trouver une série de sous-groupes de G: G’, G”, G”,.…, telle que si on considère la série G,G',G',.…, chaque groupe G( de cette série soit un sous-groupe invariant du groupe GÜ-® quile précède immédiatement, et ne soit contenu dans aucun sous-groupe invariant plus grand dé ce groupe Gt. D'abord si G est intégrable, il suffit de prendre ses groupes dérivés successifs Gi, G, G3, .…, et d’intercaler entre deux groupes dérivés consécutifs G;, G;:,1 (d'ordres r;et r;,:) ia —;— 1 groupes obtenus en ajoutant à G;,, successivement 7;,4—1:—1, Via —T; —®, ..…, 2,1 transformations infinitésimales de G; indépendantes de celles de G;,,. Cela se fait immédiatement si on connaît la manière dont les X;X;) s'expriment au moyen des X;f.
Si le groupe G n'est pas intégrable, on peut toujours, sans résoudre aucune équation, algébrique ou transcendante, trouver son plus grand sous-groupe invariant intégrable T, et cela au moyen du théorème VI de ce chapitre. À T est associé un groupe semi-simple g isomorphe à G. Je suppose qu'on sache décomposer ce groupe g en sous-groupes invariants simples, ce qui, Comme on sait, n’est possible que d’une seule façon. Soit gi, ÿ», .…, ÿn, une telle décomposition. Soient g le sous-groupe invariant de g formé de g2, gs, .…, 9x3 g' celui qui est formé de g3,.…, gr, et ainsi de suite. À ces sous-groupes invariants de g correspondent dans G des sous-groupes invariants G', G', .…., G-1), Alors la série
GAGNON PME ESS constitue une série normale de sous-groupes de G, en supposant que la série r,T/,..., soit une série normale de sous-groupes de T.
Nous sommes donc en définitive ramenés au cas où on a affaire à un groupe semi-simple. Soit G: Xif, X,f,...,X,f un tel groupe, donné à l'avance. Nous pouvons toujours, en résolvant des équations linéaires, trouver toutes les transformations infinitésimales échangeables avec une transformation prise arbitrairement. Nous avons alors un sous-groupe y d’un certain ordre /, qui est précisément le rang de G. Soient X;f, ..., X3f, l transformations infinitésimales indépendantes de y. Formons l'équation caractéristique relative à + :
(20) DES Yale, C2, .., ejw"? D UE à D_y(es C2, ..., eo? = 0.
I n'y a qu'un nombre limité de groupes semi-simples de rang / et d'ordre r. On
(1) V. à ce sujet Lie, Transformationsgruppen, H, p.104 et aussi dans le même vol., p. 765, un théorème de M. Excez.
peut pour chacun d'eux former l'équation caractéristique relative à un sousgroupe y déterminé. Soit
(21) QT Gad, La, ..., ju +... prod, Da, +, Gijwt = 0
une d'entre elles. Tout revient alors à voir si, au moyen d'une substitution linéaire permettant de passer de e,,e,, .….,e à 21,2%, …,æ, l'équation (20) peut se transformer dans l'équation (21), et dans le cas où c’est possible, à trouver cette substitution. On à alors la correspondance entre les transformations des sousgroupes y des deux groupes et par suite, comme on connaît les racines de (20), la correspondance entre les diverses transformations des deux groupes.
On est donc ramené à un problème de la théorie des substitutions linéaires.
41. M. Killing ne prend pas pour point de départ de ses recherches sur les groupes non intégrables en général le plus grand sous-groupe invariant intégrable. Il commence par étudier les groupes qui sont leurs propres groupes dérivés, en supposant que pour un tel groupe le sous-groupe y soit formé de transformations échangeables entre elles. Il étudie d’abord le cas où l'ordre de ce sous-groupe y est égal au rang du groupe (), puis il passe au cas général. Il développe ainsi des calculs longs®), dont il est difficile de dire s'ils sont rigoureux ou non, tant il est facile, comme il le reconnaît lui-même, d'oublier de considérer un des nombreux cas particuliers qui peuvent se présenter. Nous reviendrons d’ailleurs, dans le Chapitre VIIL, sur un certain nombre des résultats qu’il obtient. Quoi qu’il en soit, il énonce le théorème suivant, que tout groupe qui est son propre groupe dérivé est formé d’un sous-groupe simple ou semi-simple et d’un sous-groupe invariant de rang zéro. Tout ce qu'on peut dire de certain, c'est que la démonstration du fait que le groupe contient un sous-groupe simple ou semi-simple est manifestement insuffisante ; c'est une question que nous n'avons d’ailleurs pas effleurée dans ce Chapitre.
Ce n’est que dans la dernière partie de son Mémoire que M. Killing s'occupe des groupes qui ne sont pas leurs propres groupes dérivés), Il y énonce le théorème que le groupe dérivé est toujours formé d’un sous-groupe simple ou semisimple et d'un sous-groupe invariant de rang zéro : c’est, à part la question de l'existence d’un sous-groupe simple ou semi-simple, la première partie de notre théorème V ($ 6).
(1) Kiu6, Z. v. G., III, p. 66-87.
(2) KiuwG, Z. v. G., III, p. 87-108.
(3) KizuG, Z. v. G., IV, p. 181-189.
GROUPES NON INTÉGRABLES DE RANG UN
4. D’après le Chapitre précédent, tout groupe non intégrable de rang un contient un sous-groupe simple à trois paramètres el un sous-groupe invariant T de rang zéro. Si on met le groupe sous la forme réduite relative à une transformation infinitésimale générale déterminée, toutes les racines sont des multiples de l'une d’entre elles, la racine principale w, ; de plus, si w,—pw, est une racine quelconque, la quantité as — pau = —%p doit être un nombre entier, de sorte que p est la moitié d’un nombre entier; l'existence de cette racine entraine celle des racines (p— 1), ….,—pu,. Si Yf,X/f,X'f désignent le sous-groupe simple à trois paramètres associé à la racine w,, on peut supposer
AXE NX/F, (XX) = —2X7, (XXE
Comme dans le Chapitre précédent, on voit que les transformations infinitésimales de T qui appartiennent aux différentes racines se partagent en un certain nombre n de séries ; à chacune de ces séries est associé un nombre p (entier ou moitié d’un entier) tel que la série comprend une transformation infinitésimale et une seule appartenant à chacune des racines pu, (p— 1) w,, ..., — pu. Si par exemple on appelle 2,5, Z,._s,if, …, Z_,,f les transformations infinitésimales de la 2° série, on a les relations
(2) Ki) = (pi + Arf, (Xi) = (pi KZ if, (HU? CU D DD de 0) avec naturellement (3) (VZri) = 2kZyf.
Le crochet de deux transformations appartenant respectivement, l’une à la racine 2, et à la «° série, l’autre à la racine jw, et à la $° série, appartiendra à la racine (i<+y)u et sera une combinaison linéaire des transformations des diverses séries. Supposons que %, $, y désignant trois nombres fixes, on ait
(4) (Zbis) = kif +, les termes non écrits provenant des séries autres que la y. Alors en combinant (4) avec Xf, on obtient
< à : AMC Er FR (à) (p i) ip (le J) dj (Pr t Î) iÿr ( | j | <p
avec Àj = 0 pour Litil> 2.
Naturellement les nombres p,eti, pe et 7, p, et i<+j, sont en même temps entiers ou fractionnaires.
Les formules (5) montrent d’abord que si p,>p+ps, tous les À; sont nuls; il suffit d'y faire successivement ? +7 = pe + ps, ? +] = Pa + Pa — 1, et ainsi de suite.
Nous n'avons donc à considérer que le cas où p, < p, + ps. Alors tous les À;; s'expriment en fonction des X,, pour lesquels p + v—p,. On trouve facilement alors
(6) À; — » Ch CP hu vs (ue +V=pya>t> A B>V> HE bo v
en désignant par C,? le nombre des combinaisons de p lettres q à gqg. Les formules (6) ne font pas autre chose qu’'exprimer les identités de Jacobi relatives à Xf, Lif, Zf, pour 1+j>—p.,, du moins en ce qui concerne la y° série. Si NOUS posons
XX X = (XX) Xx) + ((XX)X) + (XX NX) ,
nous avons donc exprimé (7) XZiLje = 0, pour 1H) > —pD..
Si nous écrivons maintenant les identités de Jacobi relatives à XF, Z.f, Zjef pour 2+j=p,;+1, nous obtenons
(8) (Pa + 1)ki 5 + (Pa + j)k,jn = 0,
ce qui donne des quantités proportionnelles aux À,(m+v=—p,). Si l'on avait p, < Pa -— Ps (Pa >> pe), en donnant dans(7) à j successivement les valeurs — De, 1 — De, 2— Ps, .…, on en déduirait que tous les À,,, pour p+v= p., sont nuls, et par suite aussi tous les À; Donc pour que les À;; ne soient pas tous nuls, il faut que p, soit inférieur ou égal à la somme des nombres p, et ps, et supérieur ou égal à leur différence.
S'il en est ainsi, les formules (8) donnent de proche en proche pe Dy=Pa- 113 oo Da À pren; … COMME des multiples commensurables de os b—Pae On voit facilement que ko pv est proportionnel au coefficient de x? dans la série hypergéométrique
F(Ps+p,—Patl, 1, —92p,, x).
Les À étant ainsi déterminés, à un facteur constant près, toutes les identités
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(9) X'Zil jy = 0, pour i+ÿ =p; +1, sont vérifiées.
2. Je dis alors que toutes les identités de Jacobi où entre une des transformations infinitésimales Y/, X/f, Xf, sont vérifiées d'elles-mêmes. Au lieu de faire la vérification directement, nous allons utiliser une identité remarquable.
En désignant par X; # symboles quelconques (à = 1,2. ..,;) et en posant par définition
ir
(XX x) — >, CixsX ss (a, Bb = 4, 2 THE ni),
S—1 où les cx, sont des constantes arbitraires assujetties aux uniques conditions
Ciks + Cris — 0, considérons les expressions
XX Xe = (XX )X a) + (XX )X) + (XX IX), (SEA 2 ER Si 1,7, k, h désignent quatre quelconques des indices 1,2, ...,r, considérons l'expression (X;X;)X4X,. On a (XX; )X EX 7 = (XX NX x) + (XX XX ;)) + (XXE X x) On en déduit REX = E((OUX XX, )
À, p, v, p désignant une permutation paire quelconque des quatre indices 2, 7,k,h, et les sommes s'étendant à toutes ces permutations. On en déduit immédiatement avec les mêmes conventions
XX XX, EX XX, X
c'est à-dire
(XX; XX — (XiXz)XaX; 2e (XX)X;X à Se (XX) XX ;
(40) + Rx XX + (XX XX = (XX Xe X) + (X;XzXn, X;) SF (XX: X;, Xx) + (XaX2X;, X)). En particulier si nous voulons que les constantes cx, déterminent une structure de groupe, la formule (10) montre que dans certains cas il ne sera pas néces-
saire d'écrire toutes les identités de Jacobi. Dans le cas qui nous occupe suppo-
sons vérifiées les équations (1), (2), (3), (6), (8). Alors toutes les expressions XX;X; qui contiennent Yf et toutes celles qui contiennent à la fois Xf et X'f
sont nulles. Il en résulle qu’en remplaçant respectivement X;, X;, X4, X, par
SUR LA STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS FINIS ET CONTINUS 119 Xf, NF, Zap, Z;f: On à
XX ia Ze + XX Lg) — XZi(X' Ze) — XX Ze) L js
(11) ESA core = (X, X'ZuZ;s) —(X', XZoZe), nel =D) =D pi 1, ..,, —p;).
Si on fait dans cette formule à +j successivement égal à p,,p, —1,…, 1— p,, et cela de toutes les façons possibles, et si on tient compte des formules (7) et (9), on trouve, en remarquant que pour —p, <k< p,—1, (XZ%,) n'est jamais identiquement nul, (12) AU == 0. pour LE Die di De ses LD, et manifestement la formule (12) est encore vraie pour à et j quelconques. I ne reste plus qu'à démontrer la formule
(13) XZi2jn = 0, pour d+j = —p, —1.
Or, en faisant dans (41) i+j égalà —)»,, on trouve, en tenant compte des
résultals précédents, (Pa + TX Zi 4, 258 + (pe +J)X Zi; 1,8 = 0.
Si on fait dans cette formule successivement à égal à —p,, 1—p,, .…., Pe —p., en donnant à 7 les valeurs correspondantes p,—p,, p,—p, —1,..,—p, on trouve que la formule (13) est vérifiée de proche en proche pour toutes les valeurs possibles de à et de j.
Donc toutes les identités de Jacobi où entre une des transformations Yf, Xf, X'f se trouvent vérifiées.
3. Il reste encore à considérer les identités de Jacobi relatives à trois transformations Z/f. Faisons abstraction, dans les expressions Z:,Z;2x, Où «a, 6,7 sont trois indices déterminés, des termes qui ne se rapportent pas à la à° série ; autrement dit ne considérons dans 7Z:,Z,;,2x queletermeen Z},;,%2f. de dis que, là encore, il n’est pas nécessaire de donner à t, 7, # toutes les valeurs possibles. Remplaçons, en effet, dans (10) les quantités X;, X;, X4, X, par Xf,Z;f, ZLjef, Zmf, puispar X'f, Zif, Lyef, Zxf. Nous obtiendrons les deux formules
4) (KZaZZin) = (KZ) ZisZie + ZX je) Zie + Li Zi( KZ),
LZiLjsLr) = (Zi) Lei + Zia(X' Ze) Lier + Lin Li X Ze) Observons que si i+j+k% est inférieur à p., les expressions Z:,Z;2%. et (X, ZxZÿ;2r,) S’annulent en même temps. La première identité (14) montre alors
que Si ZioZÿZm — 0 pour i+j+k—p,, ïil en est de même pour
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i+j+k=pi—1, Ps, ...,—p. Supposons qu'il en soit ainsi : la deuxième identité (44) montre, en y faisant i+j+k= p,, que si deux des termes du second membre sont nuls, le troisième l’est aussi. Cela étant, supposons qu'on ait
SEMI) pour Dir Je
Pa je dis que toutes les expressions Z,:,.2;,Zx, Sont nulles pour Pa—1+j+k=p; il suffit en effet de remplacer dans la deuxième formule (44), à par p.,, et de remarquer que (X’Z,,a) = 2a/p,-1,af. Remplaçons ensuite i par p,—1, avec Pa—2+j+k—p, on voit que toutes les expressions DRE aLjeZr, SON nulles, et ainsi de suite.
Il suffit donc en résumé d'écrire PTE EU pour Pa +j + E£ = Po
Dar &
pour que toutes les autres identités de Jacobi soient vérifiées d’elles-mêmes.
4. Avant d'appliquer les considérations qui précèdent à des exemples particuliers, introduisons l’hypothèse, non encore utilisée, que les transformations Zf forment un sous-groupe invariant de rang zéro. Nous avons vu (III, 3) que tout groupe de rang zéro contient au moins une transformation distinguée. Il en résulte que dans un groupe d'ordre » et de rang zéro on peut trouver » transformations infinitésimales indépendantes Uiif, Uif, …., Uinufs Uuf, =, Usmf : +. Unm,f, telles que toute transformation distinguée du groupe se déduit linéairement de Uiif, …, Uinf, que toute transformation distinguée (mod. U:if, ..…, Uf) se déduit linéairement de U,f, .., U,,,f, et ainsi de suite, de sorte que les crochets (UaU,,#,) ne dépendent que des transformations Uyf, où y <a.
Ici, si on suppose que ce groupe de rang zéro soit le groupe T, il est clair que le sous-groupe : Y/, Xf, X'f laisse invariant l’ensemble des transformations Uuf, +. Uimf; puis l’ensemble des transformations Uuf, .…, Uemyf, et ainsi de suite. Autrement dit, on peut supposer que les n séries de transformations Zf que nous avons considérées sont choisies de façon que l'on ait les formules suivantes :
Q (45) VASE
PA Dh
(a, a+8B— 1,2, ..,n; BP>0;2= pe, pe —1, .…, —p;7 = ps, ps —1,\.., —p,), tout-à-fait analogues à celles qui donnent la structure d’un groupe de rang zéro (IT, 3).
5. Exemple. — Supposons en particulier qu'aucun des nombres Das Das - 4 Un ne soit entier, autrement dit que les racines 1 et —", soient simples. Alors le sous-groupe invariant T a ses transformations échangeables entre elles, car le crochet de deux transformations appartenant respectivement à deux racines de la
à 1 1 forme (a+ )o et (+ 5) ne peutpas appartenir à uneracine de lamême
forme. Si ce cas se présente, le sous-groupe + ne contient qu'une transformation infinitésimale, c’est-à-dire le coeflicient 4,_,(e) n'est pas identiquement nul. Réciproquement, si 4. (e) est différent de zéro, le groupe est de rang un, et par suite, si on le suppose non intégrable, est formé d’un sous-groupe simple à trois paramètres et d'un sous-groupe invariant à (ransformations échangeables entre elles. Il en résulte en particulier :
Théorème (, — Jout groupe d'ordre égal ou supérieur à quatre contient certainement deux transformations infinitésimales échangeables entre elles.
Si fe) — 0, cela résulte en effet du théorème VI du Chapitre Il; si Y,_(e) <O et le groupe non intégrable, cela résulte de ce qui précède ; enfin si %,._(e) <0 et que le groupe soit intégrable, cela résulte de ce que le groupe dérivé, qui ne se réduit pas à la transformation identique, est de rang zéro.
6. 2° Exemple. — Supposons,comme autre cas particulier,que tous les nombres p soient égaux et entiers. Alorsles X,,, pour pu +v—yp, sont donnés au moyen de la série hypergéométrique (p+1)...(p+i)
DE ; 2p(2p—1)...(2p—i+1)
F(p+4, 15 —2p, 2) 1 PE
ai SES de sorte que
9p(2p — 1)... (2p—v+1) Il en résulte facilement
LES = L): (v — (Hz 1e 2, RE ?p).
huspu = CRC, Cela étant, supposons d’abord que p soit impair. Alors
Php Si on calcule alors (for ule 6) b— ?
— DE CD-H lon D Ce
(1) Ce théorème a été énoncé sans démonstration par M. Kiun6, Erweilerung des Raumbegriffes, Braunsberg, 1884, puis démontré par M. Excez, Leipziger Berichte, 1886, p. 91, par des considérations a priori d'une toute autre nature que celles du texte.
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on voit que À — 0. Par suite Le sous-groupe y formé des transformations infinitésimales Nf, Ziif, Zof, :.., Zonf, @ ses transformations toutes échangeables entre elles. C’est un cas particulier d’un théorème de M. Killing (). Plus particulièrement, supposons p — 1. Alorsona ho = — À puis en appliquant la formule (6),
Lo = — dy = 2e — 2 D D Nous pouvons donc poser :
Ziani 0e as» (ZoaZ1g) = — EbopyZarf (16) | CREDIT NE IR (Za2ag) = — 22 0prZor | (ZoxZag) = EbarL af, (Zraloe) = — Ebasl sf (ZaaZ08) = 0, :
les sommes étant étendues à toutes les valeurs de y inférieures au plus petit des
deux nombres x et f.
Les constantes b.., satisfont maintenant aux identités de Jacobi qui contien-
nent trois transformations Zf. Comme nous l'avons vu dans le paragraphe précédent, il suflit de considérer les identités
Lions — 0,
pour ÿ+é—=0," "c'est-à-dire dans-les/ trois cas D === 0; j=—k— —1, ou évidemment dans les deux premiers cas seulement. Or LialigZ se = ? > (baboge ie bexpbous)Ziof »
p,S LialosLo, — D (bb beasdpge)Zicf p,S
Nous avons donc >) bebe = D bte = D basodgres e p p
et de plus évidemment bass = boar-
Considérons le système de nombres complexes = Lui + Lola + °° + Ann, à n unités W, U:, .…, Un, et définissons le produit de deux nombres par l’équa-
tion
MOINE RIEEING, 22 Gr LED "28 007
LU, DE = ÿ, TJrbinsus.
ük
As On voit que la multiplication ainsi définie satisfait ici aux identités UjUy = Uyli UUjUy = UiUUÿ, c'est-à-dire est commutative et associative. Nous sommes donc ramenés à étudier les systèmes de nombres complexes à multiplication associative et commutative (en entendant naturellement l'expression système de nombres complexes dans son sens le plus général).
Tout cela est vrai pourvu que l soit un sous-groupe invariant. S'il est de plus de rang zéro, nous avons en outre
UE = > biiyj, sus.
Par exemple, si #n — 2, nous avons les deux types de systèmes
US = Use da 01,
Ur dhus —= 0, di =, Si n—3, nous avons les cinq types
rene 14 = = Mie vs = (ME
DA Un Us = 0, UU — U),
M Valle — Us = 0, — 0, OUUu, — Us = |,
UE RU UN UE aus 0, ui U;|,
ie Us — Waits — Us — 0,
et ainsi de suite.
6. Supposons maintenant que tous les entiers p soient égaux à 2. Alors
F(3, 4 lé — À, 1) == ES re
En calculant les quantités À;;, on trouve
— (22208) = +5 (Ziels)=— (Zos22)= > bases p—1 Pt at) Zatos) = Ann) 3 val) D dom O1 { 4 a r} À y f UT) — 2 (Zl2g)= — 3 (Zia2 18) = (Zoa/08) = — 3 (Ze) 6 3 Ê (= 0 — 3 (Zclas)= 20243) =2(2 13208) =— - 218)
PNR
—(Zoa2_,) = ÿ b802 + "E
4 rm = (Zal)= ÿL _9 ao)
Les constantes D, satisfont évidemment aux relations
(18) Baye + bpar = 0,
>) tee Z ee
qui montrent en particulier que toutes les transformations d’une même série sont
échangeables entre elles.
Si nous écrivons maintenant les identités de Jacobi relatives d’une part à
Zaofs Logf, Le,f, d'autre part à Z:.f, Zisf, Z_1,,f, nous trouvons
> Dexeboar + Ù biapbogs = 0, PS) p—1 p=—=N 7 S baye bon >) brapb Dose = 0, de p—t
d’où l’on déduit, quels que soient les indices «, 8, y, à
» basebes = 0 ;
et il est bien évident que ces équations (19) entrainent la vérification de toutes les
identités de Jacobi.
On voit par là que le sous-groupe y défini par les transformations infinitési-
males Yf, Zoif, Zuf, Zonf, est soumis aux seules conditions (Zi 0, ((ZoïZo;)Zox) 710$
toutes les transformations du groupe dérivé de + sont des transformations distinguées de Y, mais ce sous-groupe y n’a pas nécessairement toutes ses transformations échangeables entre elles, et cependant le groupe total est son propre groupe dérivé et n'admet pas de transformation distinguée. Nous avons donc un exemple où le théorème de M. Killing dont nous avons déjà parlé n’est pas vérifié 0).
Par exemple on peut prendre n —3, avec
(YZoi) = (YZo2) — (YZ03) — (Zo1Zo2) = (ZoiZo3) > 0, (Z02203) = Lof. On à alors un groupe à 18 paramètres, dont la structure résulte immédiatement
des formules écrites plus haut. Par exemple, si on prend cinq variables x, 42, 3, ds OA
es ÉREX | : ; 2 X/f = Pi — Ps, Lis —= 3 (Pa + 13), ZLasf = Ps, La] — — 3 Let ps
Fe 2
Yf = — (xp; + 22pe + Draps + 22,p, + 2x, pi), Znf— — 3 Du
, ; 2. ; 4 2 Laf = %ips Ep, Loif = — 3 Du LR Deer 3 RES )ps
Losf = Lip2 + 3 50 LENS 3 Lip ZLuof = rip; + (aie — 2mits)p,,
3 hs ; 2 : ; LAS pa Lipot tp, Z_>, ms TP L_aof—=tip;—Atia3p,,
2” Lsaf = 2rips — dép; + Arèt,p,, X'f = — 22ps — {3 + Drit2)pa — (223 — di%2)ps — A(a +220), — Ait p.
7. Dans le cas général où les nombres p1, ps, ...,p, sont tous égaux au même entier p >>, sion pose
C0 (ZaLos) = > baseZuol ;
les constantes by, satisfont aux relations
Dogs + (—1)Ogey = 0, Ph (21, D babe = 0, p—1
comme on le voit immédiatement en écrivant les identités de Jacobi
TEE = LyaLy 82 pr = 0.
(4) V. plus baut, Ch. Il, 89. Le théorème de Kiune se trouve dans le mémoire cité, IL, p. 8 et 9, et IL, p. 66.
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Il en résulte qu'on peut choisir les séries de telle façon que l’on ait bjr = bis, 0% = Us = LR Æ 0, (Es RL. M; Le VETEMENT)
m étantun certain entier inférieur ou égal à n. Autrement ditiln’y a pas d’autres combinaisons non identiquement nulles de deux transformations de l que celles de deux transformations appartenant aux n —m dernières séries, et alors elles donnent naissance à des transformations appartenant aux m premières séries. De plus si p est pair, les transformations d’une même série sont échangeables entre elles.
8. M. Killing a étudié dans la première partie de son mémoire (Math. Ann., t. 31, p. 276-285) les groupes dont l'équation caractéristique admet une seule racine identiquement nulle, et qui de plus sont leurs propres groupes dérivés. Il trouve ainsi les résultats exposés plus haut ($ 5). Malheureusement il ne démontre pas d'une façon rigoureuse que toute transformation infinitésimale générale fait partie d’un sous-groupe simple à {rois paramètres (Math. Ann., t. 31, p. 284 et t. 33, p. 37, note).
CAPI TR Her T
GROUPES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES SIMPLES
1. Considérons un groupe non intégrable G n'admettant qu’un sous-groupe invariant intégrable T. Les transformations de T sont certainement toutes échangeables entre elles, sinon le groupe dérivé T1 de T serait un autre sous-groupe invariant intégrable. Si on appelle / le rang dugroupe, —Æm,, Hu, .. , Hu, les racines principales de l'équation caractéristique relative à un sous-groupe y déterminé, toutes ces racines peuvent se déduire de ! d’entre elles 4, &, .. Toute racine secondaire w, est alors de la forme
: - 7e D, = Mio + Ma + + Mywy, OÙ M4, 1%, ...,# Sont des nombres commensurables tels que Mai Mali +... Æ Midi = Qui ENS EN
et ici les quantités a,; désignent des nombres entiers. Si w, est une racine, il en est de même de w,—+a@uw;; plus généralement, si w,<+/hw; est une racine, il en est de même de w,<+(a;— hs; etde w,+mu;, où m est un entier compris entre h et a; —h.
Si le groupe G admet un seul sous-groupe invariant intégrable, il est bien clair que pour toutes les racines secondaires, ou plus exactement pour toutes les racines auxquelles appartiennent des transformations de T, les coeflicients de w, par exemple diffèrent entre eux de nombres entiers ; autrement dit, si w, est une de ces racines, toutes les autres sont de la forme
D + Jin + Ya Æ "+ Guy, où les g sont des nombres entiers.
Si en particulier dans «w, un des coeflicients m,, m2, .. , my est fractionnaire, les transformations du sous-groupe 7 et celles qui appartiennent aux différentes racines principales ui, Em, ..., Eu, déterminent manifestement un sous-groupe semi-simple de G. Le groupe G est alors formé d’un sous-groupe semi-simple et d’un sous-groupe invariant à transformations toutes échangeables entre elles. De plus l’ordre de y est précisément égal à /, rang du groupe, car aucune des racines &,+gi + ..—+gu, ne peuts’annuler.
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Réciproquement, si l'équation caractéristique de G n’admet que { racines identiquement nulles, toute transformation arbitraire de G fait partie d'un sousgroupe semi-simple de rang { qui, avec le sous-groupe invariant T, détermine complètement le groupe G.
M. Killing énonce le théorème général que tout groupe non intégrable G peut être considéré comme formé d’un sous-groupe semi-simple q et de son plus grand sousgroupe invariant intégrable T (), Des considérations analogues à celles développées dans le Chapitre VI ($ 3), montrent qu'il suffirait de démontrer ce théorème pour les groupes qui n'admettent qu'un sous-groupe invariant intégrable. Mais c'est une question qui nous entrainerait trop loin. Tout ce qu’on peut dire, c’est qu’à chaque racine principale on peut associer un sous-groupe simple à trois paramètres, et au fond M. Killing ne semble pas chercher à démontrer autre chose.
Ce théorème peut néanmoins se vérifier facilement si le groupe F est un sousgroupe de y, c'est-à-dire si w, —=0, g, = 9; = = = g;—0. Soitalors U/ une transformation infinitésimale quelconque de Tr. C’est visiblement une transformation distinguée du groupe. Soient w; et w; deux racines principales auxquelles nous supposerons associés les deux sous-groupes Yif, Xif, X:f, et Y,f, X;f, X;f. Supposons que w;+w; Soit une troisième racine principale w4; on peut poser
Xaxf = A(XiX ;), Xxf = a(XyX y), (aa 0).
On a alors
(XaX 1) = a( (XX ;)Xx) — a(Xi, bX;) — a(X; cX ;'), (XaXx) = ab(XX;) — ac(X XX ;) = abYf — acYf.
Cela montre bien que les différents crochets (X;X;) se déduisent linéairement de ! d'entre eux. Par suite le groupe contient un sous-groupe semi-simple g et une transformalion distinguée U/f qui est visiblement la seule transformation infinitésimale de T, puisqu'elle détermine un sous-groupe invariant intégrable de G.
2. À une racine w, peut-il appartenir plusieurs transformations infinitésimales indépendantes de T ? M. Killing répond par la négative, du moins si la racine w, n'est pas identiquement nulle, toujours dans le cas où le groupe n’admet qu'un sous-groupe invariant intégrable ®), Néanmoins le fait énoncé peut très bien se présenter. Si par exemple / = 92, et que les racines principales wi, +, Æ(w,—w) correspondent au type A), on peut avoir comme racines secondaires
(4) V. KicuNe, Z. v. G., Ill, p. 98-108.
(2) V. Kiné, Z. v. G., IL, p. 78 et 79.
ei
ee li à Ge 4 "Te 5 | 4 4 5) 3 Men 3 2 ADS 3 Es Re AE ES as MER LE A Cp Pi es É 1
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les neuf premières racines étant simples et les trois dernières étant doubles. On a alors un groupe à 23 paramètres n'admettant qu'un sous-groupe invariant intégrable. Nous donnerons tout à l'heure sa structure.
3. Étant donné un groupe non intégrable G n'admetlant qu'un sous-groupe invariant intégrable l, quels sont tous les sous-groupes invariants de G ? Soit g le plus grand groupe semi-simple isomorphe à G ; 4 se décompose en un certain nombre de sous-groupes simples gi, ga, .…, gr. Toutsous-groupe invariant de g, soit g', s'obtient en prenant toutes les transformations qui appartiennent à un nombre déterminé des sous-groupes 91, ÿ2, .…, Qn. Il correspond dans G à un tel sous-groupe invariant g' un sous-groupe invariant G qui contient T, et on obtient d’ailleurs de cette façon tous les sous-groupes invariants de G qui contiennent T. Peut-il y en avoir d'autres ? S'il y en avait un autre, il serait nécessairement semi-simple, et par conséquent, d’après le théorème III du Chapitre IV (S 2), G se décomposerait. En particulier le sous-groupe invariant semi-simple aurait toutes ses transformations échangeables avec celles de Tr.
Cela étant, supposons que «wi, w,, …., w, soient /, racines principales de l’équation caractéristique relative à g, de rang l ; de même w,,1,..., 7, pour g supposé de rang —{, et ainsi de suite. Si G admet un sous-groupe invariant semi-simple, par exemple 9, et si w, désigne une racine quelconque à laquelle appartiennent des transformations de T, on a
Qu = da = * —= du = 0,
et par suite w, ne dépend que de w41, ..., uy. Réciproquement, supposons que pour chacune des racines «, :
Dear Mn, EU 40 a CE TUE}, l’une des séries de coeflicients (mi, M, .…., nu), (Mas M Em), Soit formée de termes tous nuls. Supposons, pour fixer les idées, que pour une racine particulière w, la première série, et celle-là seulement, soit formée de termes tous nuls. Alors considérons l’ensemble des racines pour lesquelles
et l’ensemble des transformations infinitésimales de l qui leur appartiennent ; on
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doit pouvoir, par des combinaisons successives avec des transformations infinitésimales de Yi, ga, Ja... ÿns passer de l’une quelconque de ces transformations à une autre quelconque. Or si on part d'une transformation appartenant à la racine primitive w,, transformation échangeable avec toutes les transformations de g: (sinon il existerait une racine pour laquelle aucune des séries de coefficients ne serait formée de termes tous nuls), on n'arrive jamais qu’à des transformations échangeables avec toutes les transformations de g1. Par suite, pour toutes les racines, my = M =. = M, = 0, et le groupe admet g, comme sous-groupe invariant.
Donc pour que le groupe ne se décompose pas, il faut et il suffit que l’une des racines auxquelles appartiennent des transformations de T dépende à la fois de l’une des racines 041, &2, .…, w7, de l’une des racines w741,.…., wr,, etc.
On suppose essentiellement que G n’admcet qu’un sous-groupe invariant inté-
grable.
Par exemple, prenons h—9, l, —1, l—92, avecles racines secondaires
E 1 E w ee : :
Po Nous avons un groupe à dix paramètres : Vif, Xif, Xif, Yaf, Xaf, Xaf, Lif, Laf, Zaf, Z,f, dont la structure est donnée par les formules suivantes :
CT OM OCT USAGE
Ce groupe est son propre groupe dérivé, comme d’ailleurs tous les groupes non intégrables qui ne se décomposent pas et qui admettent un seul sous-groupe invariant intégrable.
M. Killing énonce à deux reprises différentes (Math. Ann., t. 34, p. 59 et 83) que si un groupe est son propre groupe dérivé et ne se décompose pas, le plus grand groupe semi-simple qui lui est isomorphe est nécessairement simple. L'exemple précédent suffit pour prouver qu'il n’en est rien.
4. L'étude des groupes G tels que le plus grand groupe semi-simple qui leur
soit isomorphe soit un groupe de structure donnée g, et pour lesquels le plus grand sous-groupe invariant intégrable T a ses transformations échangeables entre elles, se rattache de la manière la plus étroite à l'étude des groupes linéaires et homogènes de la structure de g. Considérons en effet un tel groupe G : soient Vif; Y2f,.…., Y,f n transformations infinitésimales indépendantes de T et X;f, X2f,.., X,f r transformations infinitésimales indépendantes entre elles et indépendantes des premières ; x est l’ordre de let r+n celui de G. On a alors des relations de la forme p—n
(XXE) = y Cr X sf + D) Dre Yef>
S=—1 pt
(1) € Det (XiY,) = D Cine Yof s MER) = 0, p—1 A ME PVR PRE 1 Move en)
Les cz, déterminent la structure semi-simple g. Appelons CN Cri t ga Val cer an]
la transformation infinitésimale la plus générale de G. Considérons le groupe adjoint de G ; il laisse invariante la multiplicité plane
DEN ES = No Es =
et il transforme les points de cette multiplicité suivant un groupe isomorphe à G. Ce groupe est évidemment semi-simple puisque les transformations Y;f, …., Y,f laissent invariante chacune des transformations de l. Ce groupe semi-simple est évidemment donné par
d25een Of | (2) bi — D Gi DL (à #1, 2. ve ne ps V
et il est isomorphe holoédrique à qg, si g n'admet aucun sous-groupe invariant à transformations échangeables avec celles de F, c’est-à-dire, d'après le paragraphe précédent, si G ne se décompose pas.
Réciproquement considérons un groupe linéaire et homogène semi-simple,
PhD E/-
(2) Ef = —. Ÿ. 0.9, JL (i = 14,92, ...,r),
pay
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(3) (EE) = s . f, (i, = 1,9, ...,r),
relations qui reviennent aux suivantes :
p=n Ce id
(4) À ; (GinpEtov SE Aupiov) 5 , Cikslsuy — 0, p—1 S—1 (2, Fe DA . TT; Vale 2 ro)
Considérons a Peer les équations
(à) (XiX%) = 5) Cixs2 Xe, (Xu) == D PRE (XSY0) == 0,
(OM ST ONE je dis qu’elles permettent de définir un groupe. D'abord les identités de Jacobi où entrent trois des quantités Xf sont vérifiées, de même celles où entrent deux des quantités Yf. Il reste donc à vérifier les identités
(RX:)Y,) + (RaY,)X) + (XX x) = 0 ; en faisant le calcul on retombe sur les relations (4). Donc au groupe linéaire et homogène considéré correspond bien un groupe à #+n paramètres dont le plus grand sous-groupe invariant intégrable T a ses transformations échangeables entre elles, et qui indique comment le groupe adjoint échange entre elles les transformations de T1
Cette dernière remarque montre que si on effectue sur les variables
is J2s -., Gn Une substitution linéaire, cela revient à remplacer les transformations infinitésimales Y,f, Y:f, …, Y,f par n autres transformations infinitésimales indépendantes, et réciproquement, de sorte qu’à deux groupes linéaires et homogènes semi-simples semblables entre eux au moyen d'une transformation
linéaire et homogène correspondent deux groupes G isomorphes holoédriques, et réciproquement.
5. Mettons en particulier le groupe G sous la forme réduite relative à un sous-groupe y déterminé; alors le groupe semi-simple Eif, Ef,.…,E,f sera mis aussi sous forme réduite. Si alors Ef est une des transformations de y asso-
(1) Un groupe de cette structure s'obtient en prenant
Xf=— ZE . auvtypy, VIDE: (TRE ET D),
ciée à une racine principale, les coeflicients a, seront nuls pour y ÆYoauet seront des nombres entiers pour p —v; -par suite les équations finies du groupe engendré par E,f, équations obtenues par l'intégration du système d'équations différentielles
dgi = di. di y iugs e CETTE Æ . AinnŸn ol
contiendront rationnellement le paramètre arbitraire {. De même si E,f appartient à une racine de l'équation caractéristique relative à y, soit la racine w, ; car alors les racines auxquelles appartiennent les transformations de l se rangent en un certain nombre de séries dont chacune constitue une progression arithmétique de raison w, :
Des CO Che Cho RM GO), Ni &,—uy, ni w;,+e, n'étant racine. Sialors x,,x!,.…., sont les variables | | of dF DES g relatives à la racine w,, .…, Ef ne contient pas Î > Contient Fes üi
0x, 0x dx da avec des coefficients qui ne dépendent que de x,, x,, …, et ainsi de suite. L'intégration du système
NS TRS UT; \ - 2419 PATTPEL 20 yn n
donne alors 91, 42, .…, gh en fonction rationnelle, et même entière, de {. Finalement, comme les équations finies du groupe peuvent s’obtenir en cherchant successivement les équations finies des groupes à un paramètre engendrés par les transformations infiuitésimales E,f, E/f, ..,E,f, on voit qu’on peut toujours choisir les r paramètres de façon qu'ils entrent rationnellement dans les équations finies du groupe.
Théorème. —- Ætant donné un groupe linéaire et homogène semi-simple d'ordre
FO I VAPIOULES Las es La à
k—n M —, >) AG," Ge) Da Re 1 n Li —= ik\ #15 23 es WpJedxks LR IBOE CIC) , Mes = | on peut toujours choisir les paramètres 4, 4, ...,a,, de facon que les coefficients A
des équations finies du groupe soient des fonctions rationnelles de ces paramètres.
Ce théorème se rattache d’ailleurs à des recherches très remarquables de M. Maurer sur les groupes dont les équations finies renferment algébriquement les paramètres dont ils dépendent (.
6. Si un groupe linéaire et homogène semi-simple (2) ne laisse invariante au-
(1) Münch. Ber., 1888, p. 103-150. V. à ce sujet Lie, Transformationsgruppen, HI, p. 800 sqq.
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cune multiplicité plane, le groupe non intégrable (5) qui lui correspond n’admet qu'un sous-groupe invariant intégrable, et réciproquement. L’étude des groupes linéaires et homogènes semi-simples d'ordre > à n variables, qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane, et l'étude des groupes non intégrables d'ordre r+n quiadmettent un seul sous-groupe invariant intégrable d'ordre n et qui ne se décomposent pas ($ 4), se ramènent donc l’une à l’autre. C'est ainsi que le groupe à 23 paramètres dont il est question au paragraphe 2 est complètement défini par le groupe suivant, isomorphe au groupe projectif du plan, et qui ne laisse invariante aucune multiplicité plane :
Xuf—X oo = 8% Pi — 203 Pa M5 Pa +22 ,D +3 Ds + 8T De 22 Pr 20 Po Ya aus) Xaf —Xoo = di Pit taPa—8ts Pa 82,22) + 226 p5— 225 Ps +28 Ps — Yoda Tao Ya tas, Xof = (Sy + Lan — 225 Pa + Lip + (2e + 2) — Lis — Digi — Es — Lie — Le Xuf = — 22,p, + 23p; — (8ys + 23)p4 — LaPs — (y: + 22) Po + Lada + TiQa — (ya + H1)Qs — 217, X20f = LP + (2y2 + 322)Ps — 220903 + (ya + La )Ds — Li Po — Lars — Yaga — Dre — LT, Xof = ip — (y + 3823)p, — 220p5 — (y + 24)Ps — die + Era Æ Dao — as — (ya + 2a rs, Xaf=— 22; pi ya —22) pat D, — Mapa yat )ps — 2e (ge 2) — digestifs dos)
Naf =— pat (er) ps, Pet Press) Detail (ii —yi)ge — 2aiatdsqs—dols.
Les variables 2, 42, d:, æ,, æ, &,, %, 3, &, Se rapportent respectivement aux
racines L uw 2 . : + ! : = o += ï = RU = ee 0) — 0) 0) — U); 3 DU MUSIC OS QATAR SP OS EN ONE SR 4 1 2 ss 2 2 4 4 4 2 | ab] — — 0j — -- 0 nt — — U)y — — u); — — bu) NO e es varianlies TE UD OT MES Ne ee St : ; ? 1 1 Yi, Z1 à la racine double ain a w, ; les variables Yy2:, z2, à la racine fl 2 : : ; à 1 1 Ve ty + 7 w,; enfin les variables y:, z:, à la racine Ms 4 — ci W.
M. Study a fait des recherches remarquables sur les groupes linéaires et homogènes de la structure de certains groupes simples, notamment des groupes projectifs de la droite, du plan et de l’espace ). On voit quel lien étroit rattache ces recherches aux théories qui nous occupent. Il serait très facile en particulier de retrouver, au moyen du Chapitre précédent, tous les résultats de M. Study relatifs aux groupes linéaires et homogènes simples à trois paramètres.
7. Comme application nous allons chercher le plus petit nombre de variables possible qui peuvent être échangées entre elles par un groupe linéaire et homogène
(4) V. Lie, Transformationsgruppen, II, p. 185-188.
simple de structure donnée, et ensuite déterminer ce groupe, qui ne laissera manifestement invariante aucune multiplicité plane. Cette question a une extrême importance dans la théorie de l'intégration des équations aux dérivées partielles qui admettent un groupe fini et continu, car sa solution donne tous les types de systèmes d'équations différentielles linéaires les plus simples possible, auxquels se ramène l'intégration du système proposé.
Considérons un groupe simple y de rang { mis sous forme réduite ; soient 4, a, + .., (y, Wyp1, ..., © les racines de son équation caractéristique, les / premières étant indépendantes. Supposons que g fasse partie d'un groupe G, formé de g et d'un seul sous-groupe invariant intégrable T. Soient wr,1, …., wx les racines de l'équation caractéristique de G auxquelles appartiennent des transformations de T. Je dis que parmi ces racines i{ y en a au moins une w,, telle que tous les entiers @,1, Au, .…., Au, ne dépassent pas À en valeur absolue, à moins qu’elle ne soit une racine principale et qu’alors les deux entiers a,, et as (o, = —w,) atteignent seuls la valeur absolue 2. Je suppose bien entendu que G ne se décompose pas.
En effet, soit w, une quelconque des racines 1,1, .., ww. Soit k la plus grande valeur absolue des entiers Gi, dur, ..., Gaxe Supposons par exemple ai = h. Si h est égal à 1, il n’y a plus rien à démontrer. Supposons donc À >2. Alors l'équation caractéristique admet toutes les racines 6,, 5, + w, ..., &, + ho. Considérons la racine ©, = w, + w; et formons les entiers Guy, Ur, .…., den. Je dis qu'il est impossible que l’un de ces nombres dépasse L en valeur absolue et qu'on ne peut avoir, par exemple, 4;,= 2h quesionadéjà a; —Æ+h.
Supposons que l’on ait en effet
(6) [as l=la+al>h; on peut supposer que 4,; est positif, en changeant au besoin w; en —w,;. Si nous considérons d’autre part la racine wy = vw; + ajuw;, nous avons
(7) Lau | = | dj + aijdui | = | aÿ + ha; | h. Si a; était positif, les inégalités (6) et (7) s’écriraient
dj +; >h> 4a,;+ ha, ce quiest manifestement impossible. Si 4;; était négatif, comme 4,; est au plus égal à k, l'inégalité (7) s’écrirait dj + ha > — h,
ce qui entraînerait a; —=—1 ou —2;, sia;;estégalàa —1, l'inégalité (6) est impossible ; si 4; —=—9, il faut que a,; soit égal à h, et l'inégalité (6) est encore impossible. Il reste donc la seule hypothèse a; = 0, et alors 4,; est égal
à h, ainsi que 4&,.
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Cela étant, le nombre des entiers 4y,. ., a qui atteignent k en valeur absolue est certainement moindre que celui desentiers @1, 32, +, Gyr, puisqu'on a dj = ja; = h—2, tandis que a; —h. On pourra donc, en allant de proche en proche, trouver une racine pour laquelle tous les entiers 4, G2, .…., Gar ne dépasseront pas 4 en valeur absolue. Mais il pourrait se faire que pour cette racine tous ces entiers fussent nuls, et alors cette racine serait nulle; la racine précédente w, serait nécessairement une racine principale et les deux entiers a, eta, seuls atteindraient 2 en valeur absolue.
Ce dernier cas se présentera certainement si toutes les racines 61,4, .…., üx s'expriment en fonctions linéaires à coefficients entiers des | racines principales indépendantes 1, w2, .…, w7. Car en employant des notations dont nous nous sommes déjà servis, en même temps que la racine
D, —= Ma + Mau +... + Mwy, existent les racines” W,2 —10, 5152.10 O2 00 2... COTON DD = NW, + Mau: + + + Mjuy, où les m' se déduisent des » par une certaine substitution linéaire qui, effectuée à fois de suite, se réduit à la substitution identique. Les racines de l'équation caractéristique de cette substitution sont des racines u* de l'unité et aucune n’est égale à 4. Si on appelle s,, 8, ..., s, ces racines, la substitution peut se mettre sous la forme a Los ee = SL + LM + ee + am), RUES RP Rs où les z sont certaines constantes convenables. Il en résulte que da (a RE) am me) Else SR) (uma + am), mais s; étant différent de 1, satisfait à l'équation SOS RS ES Il en résulte que l’on à Pa + NU + UP) a ce MAD ee = y ME + ce me) = 0.
Par suite si on passe de la racine w, aux racines &,8;,,8S, …, aucun des coeflicients de wi, w2, ..., w, ne conserve constamment son signe. Or, le coeflicient de w, ne change que si on effectue la substitution S, ; il ya donc deux racines 40 + Mau +... num et — Mio + Mau +. Hmuw, pour lesquelles les coeflicients entiers m, et —m4 sont de signes contraires ; l'existence de ces deux racines entraîne celle de la racine nuw: +... + muy, qui est un des termes de la progression arithmétique de raison w, et dont les termes extrêmes sont les deux racines considérées. En répétant sur cette dernière racine le même
raisonnement, on arrive à une racine qui ne dépend plus que de 0, “3 007, el ainsi de suite jusqu'à une racine myw,, c'est-à-dire jusqu’à une racine principale. Donc si tous les coeflicients nu, Mas. My des racines 1}, ..…, wn Sont entiers, une au moins de ces racines est principale (1),
Remarquons que la suite des entiers @n, du, .…, dx ne fait que se repro-
duire dans un autre ordre lorsqu'on passe de w, à une des racines
a | à Wa; Wa 2) .., Don.
Supposons, par exemple, que 8 = %, wi —w,;, Ona Asj = Ag + Uidy = (doi + di) + rider + dudit) = Gi. À chaque entier à,; correspond un entier 4; qui lui est égal, et réciproquement ; les indices correspondants à et ÿ se déduisent l'un de l’autre par les relations &O; = Wôi, dj = W;94.
Cela étant, imaginons que w, soit une des racines pour lesquelles tous les entiers &@u,.…, dx ne dépassent pas À en valeur absolue, sauf peut-être a Si w, est une racine principale et ne conservons que les racines qui se déduisent de w, au moyen des substitutions S;, S2, …, S. Sià cesracines correspond un groupe, ce groupe sera nécessairement d'ordre inférieur au groupe G, du moins si les degrés de multiplicité de ces racines dans le second groupe sont au plus égaux à ceux de ces mêmes racines dans le premier groupe G. Nous allons donc d’abord chercher à déterminer les racines ©, — mimi +...<+ my, pour lesquelles
BL PUR ne dépassent pas 1 en valeur absolue, puis les racines principales w; pour lesquelles les entiers 4j, .…, ax ne dépassent pas 1 en valeur absolue, sauf a; et a, et enfin voir celles de ces racines qui entrainent l'existence du plus petit nombre possible de racines.
Si w4, &2, .…, w) désigne un système fondamental de racines du groupe simple, et si le déterminant des entiers a;; correspondants est égal à +1 ou à —1, il faudra nécessairement partir d’une racine principale, car Îles coeflicients Mu, M, My sont alors toujours entiers, et en partant d’une racine w, pour laquelle les valeurs absolues de 44, …., ax ne dépassent pas 1, on n’arriverait jamais à une racine principale, ce qui est contradictoire avec ce que nous
avons vu plus haut.
8. Nous allons, sans entrer dans le détail des calculs, indiquer les résultats auxquels on arrive pour chacun des groupes simples.
(1) Cf. Kicuw6, Z. v. G., ILE, p. 108-111.
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4° Type A). 1>1, r = ((1+92). Les racines principales sont
= ü);, 0); — Wy, (2 = kS de Jo = 1, D Do d Sion ne part pas d'une racine principale, on arrive à deux systèmes distincts de racines :
D Dot + 0) 0) + D: + 0 D Do: * + + W7 CS) ———— , ————— —""x, ——— — 0}, ICE LEA 124] et u) + Wow y Wok + 0 u) + Do + w) (9) Po 2 a 2 Fac A 1 2 nee.
dont chacun contient {+1 racines. En partant d’une racine principale on les retrouve toutes.
2% Type B) 1>3, r—l(21+1). Les racines fondamentales sont w,, Dane ON AVOC, ip = 14 Adi — ii ni. — ii = 2, DOoII0N Ne pall Dis d’une racine principale, on obtient certainement une racine «w, pour laquelle
Da = Gp Ve ay = —1 et qui donne naissance à 27 racines. En partant d’une racine principale, qu’on peut toujours supposer fondamentale, et qui par suite ne peut être que w,, on obtient le système
(10) == 0) (w, — w)), 0 qui contient 2/+1 racines, et ce dernier nombre est toujours inférieur au pre- MER SOU.
3° Type GO). 1>2, r—l(21+1). Les racines fondamentales sont w,, «», , y avec ay=—1 sauf dax ax: —=a,;i—=—72.. Si on ne part pas d’une racine principale, on obtient le système
(11) — 7, = (wi qu)
qui contient 2/ racines. Si on part d'une racine principale qui peut être supposée
fondamentale, par exemple w,, on trouve 2/?— 2141 racines, c’est-à-dire un nombre supérieur à 2/,
4 Type D). [> 4, r — l(2l—1). Les racines fondamentales sont 1, 2, .., uw, Avec Qj=—1, Sauf a — —2, à; — Gras — 0 Si on part dure racine fondamentale, on les obtient toutes. Si l’on ne part pas d’une racine principale, on trouve le système
À Ll 4 (12) ER 9 W}_1 es 2 7, EE Ë W7_1 —+ = ED w) ,
qui contient 2/ racines et auquel il faut ajouter, pour /{— 4, les deux systèmes :
{ 1 1 (13) == (autgu—gu—0), ne (guge—s.) = É ere
+ 2 2 2 2 20 1 1 1 a (- 9° + 9 ee vs) et il I 1 1 1 } (14) = (au T3 Se Une (au rat —;), te Ge su ju); 1 1 1 AT +gu—ge):
qui ont également 2! —8 racines.
5° Type E). [—6, r —718. Les racines fondamentales sont o1, 6, ..., &,, AVEC Gi le sSAut = —2, à, = ag — dy, = 4 — 0. On trouve deux Systèmes obiepus en partant, LUN dec, — 0, =) — gg, — 1, l'autre de a ae — 0,5 — Ad. IIS ont Chacun 2 racines.
G Type E). l—7, r —133. Les racines fondamentales sont w,, w, .. , D MAVOGIGU ll COAUR Gi 2, ü — 4; 4,4, —.0: On-trouve un seul "système obtenu en partant devra; = dés = <= Q5 = —1A. "Il à
56 racines.
7 Type E). 1—8, r — 248. Les racines fondamentales sont wi, m2, …., w,,
Abe 1, SUD a 0-0, —0,, — 0. Le déterminant des a;; étant égal à 1, on doit partir d’une racine principale et alors on les obtient toutes. On a ainsi un système de 241 racines.
80 TypeF). l—4, r —52. Les racines fondamentales sont w,, &, &3, &,, avec Gj—=—1AÂ, sauf à; = ds = 4, — 3 = 4,, = —2. Le déterminant des
a;; est encore ici égal à 1. On doit partir d’une racine fondamentale qui ne peut être que w, ou w,. On obtient ainsi un système de 25 racines principales. 9 Type G). l—2, r—14. Les racines fondamentales sont w,, w, avec Au = A2 = —2, de = —3, ay ——1 Le déterminant des a;; étant encore égal à l'unité, on peut partir d'une racine fondamentale qui ne peut être que «x». On a alors le système (45) Æ 2, Æ (w, — w2), (wi — 2w), 0,
qui contient 7 racines.
9. Cherchons maintenant à faire correspondre à chacun des systèmes trouvés un groupe avec le plus petit nombre possible de paramètres. À chaque racine nous pourrons faire correspondre une seule transformation infinitésimale, sauf pour le groupe de rang 8 à 248 paramètres, pour lequel à la racine zéro doivent appartenir au
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moins 8 transformations infinitésimales indépendantes, et pour le groupe F) de rang 4 à 52 paramètres, pour lequel à la racine zéro doivent appartenir au moins 2 transformations infinitésimales indépendantes.
Sans indiquer la structure complète des groupes auxquels on arrive ainsi, je me contenterai d'écrire les groupes linéaires et homogènes simples qui leur correspondent.
1° Groupes simples du type A) 1>1, r—=1(1l+92) On a deux groupes linéaires et homogènes à n — [+1 variables. L’un correspond au système (8) et est le suivant :
Ki Xi = pr a Pa (HMS D Nu Dir PAREIL I UE
les n variables x,, 21, 4, …, æ appartiennent respectivement aux racines 4 + W2 +... + w
= laeA D'Or Er up Eh y.
Le second groupe correspond au système (9) :
A7) Xif — Xoof = LoPo — Lip GC 00) Ka — — Tip; (DS ML CONSO RATE
les n variables %,, 21, %, .…, 4, appartiennent respectivement aux racines
= OMS MES EE EN), LEE IH | Les deux groupes (16) et (17) sont les mêmes, quoiqu'aucune substitution
Dir) MU ee DE: OU:
linéaire et homogène ne permette de passer d’une transformation infinitésimale de l’un à la transformation infinitésimale de même nom de l’autre. Ces deux groupes sont dualistiques et représentent chacun le groupe linéaire homogène spécial de l’espace à l+1 dimensions N,
2° Groupes simples du type B) 1>3, r — (21+1). En mettant les racines principales sous la forme symétrique qui a été indiquée au chapitre V
+w,, EU eo, (SRE 0 AL le système (10) se compose des n — 2+1 racines (10°) Æ w;, 0, CES RE On en déduit le groupe linéaire et homogène suivant : Xf = Lips — Lrpr, (CRE AU (18) Xif = Pi — LP, (EM EE 9 PRE Xaf = Lr Pi — try UV MENT ae Mets RAEENN
(1) V. sur ce groupe et sur la démonstration de ce fait qu'il est simple, Le, Transformationsgruppen, I, p. 556 sqq.
TRS NANADIeT -. de, Li y, Lou …, %, appartiennent respectivement aux raGines 0/00, 2; 7, — 04, — 7, 7 — w.. C’est le plus grand groupe linéaire el homogène de l’espace à 2IHA dimensions qui laisse invariante la forme quadratique 23 + Quid + Dame + + Say M, 3° Groupes simples du type C). 1>2, r = (2141). En mettant les racines principales sous la forme symétrique que nous avons déjà indiquée :
me &;,
Æ w; Æ w), RU 2, L), le système (11) se compose des 2/ racines
ES
On en déduit le groupe linéaire et homogène suivant : (49) 6 Kf=—enps (=; 1=EI, 22, .., El; si sii>>0, =—15ii<0), | Xf=—cmp cap, (isji j— +1, 9, …, Hi); la variable x; appartient à la racine Lo et x; à la racine = =. C’est le plus grand groupe linéaire et homogène qui laisse invariante l'expression de Pfaff Lidds — r'dX, + Lden es Lt + --- + aider — xrdxy @),
4° Groupes simples du typeD). [> 4, r = l(2l -1). En mettant les racines
principales sous la forme symétrique Hu, ED HEART ARS SEU) le système (12) se compose des n — 21 racines suivantes : =) SR Perd Ce système donne naissance au groupe linéaire et homogène (20) Xaf = — LiPr + Lx Pi RSR EM = El, 2, El)
les variables 2%, Æ2, ..…., %, dir, Œar, .…, &y appartiennent respectivement aux racines 44, Op, ..., 7) — 04, — 0, …, —0} C’est le plus grand groupe linéaire et homogène de l’espace à n —l dimensions qui laisse invariante la forme quadratique
Lili + Lade' + ... + Lyly.
Si / — 4, nous avons encore les deux systèmes (13) et (14) à considérer:
(4) Cest LE qui le premier a démontré que le groupe projectif d'une surface du second ordre, qui se ramène immédiatement au groupe considéré, est simple. V. Archiv for Math., t. 10, p. 413. (2) V. sur ce groupe, Le, Transformationsgruppen, I, p. 522 et IT, p. 295.
À (13°) = (eau + &0 + 03 + Ew,), (= HA; se, = — 1; / 1 .
(414) 3 Er Eat + 8303 + E,0,), (= El; ess, = + 4e
Chacun de ces systèmes donne naissance à un groupe linéaire et homogène qui ne diffère pas du groupe (20) : il suffit de voir qu’en appelant wf, 09, w,, w, quatre racines distinctes des racines (13') par exemple, l’ensemble des racines principales s'exprime de la même façon au moyen de of, w!,, w!, qu'il s'exprimait au moyen de 1, 2, w3, w,. On a donc dans le cas de / = 4 trois groupes linéaires et homogènes à 8 variables qui ne sont pas distincts, mais néanmoins tels qu'aucune substitution linéaire ne permet de passer des transformations infinitésimales
de l’un aux transformations infinitésimales de même nom de l’autre.
5° Groupes simples du type E) et de rang 6. 1—6, r = 718. Lesracinesprincipales étant mises sous la forme
— 0%, L(v+w; Hu), Æ (+ uw + +v,+o,+o,) = TF3, CNET ER ER NON Er NC) les deux systèmes de racines secondaires à considérer sont les suivants : (21) w—vw, w+0w, —w,—w—uy, (1 k;1, k = 1, 2, 3, 4, 5, 6); (22) &,—uw,—w—2w,, w,+uw+uo,, (12H k; 1, k = 1, 2, 8, 4, 5, 6).
Au premier système correspond le groupe linéaire et homogène à 27 variables |
i p—6 P—6 ñ De-6 = Xi = Lipi + VYiqi — 3 D LP — » Zip 3 y Zypl' aus p—1 pt À, u
— Xaf = LxPi + Yi — D Zi Ho
(23) er — Xoo0 = Y1P1 + YaPa + YaPa Yi Pi Vs +Y6Po — Xo0f = Li + Fig + Las + 2,9, + 2593 + Lie) — Xl = Lilo + Lun + Lau + Zi + Zi j + Lis ls Xl = Bu Zn + BaPu Ye + Yi Ye Les variables x, y, zx = — zx (i,k, = 1, 2, ..., 6) appartiennent respectivement aux racines w, +26, ü—uw, —ow—uw;—w,; de plus les six
indices distincts 2, 7, #, À, a, y forment une permutation paire des indices 1, 2, 3, 4, 5, 6. Ce groupe est le plus grand sous-groupe du groupe linéaire et homogène spécial qui laisse invariante la forme cubique
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la deuxième somme étant étendue à toutes les permutations paires des indices 1, 2, 3,4, 5, 6. Il laisse invariante en même temps la multiplicité définie par les
équations 0J 0J 0J Ori OY dx
équations qui se réduisent à 10 seulement.
USER
Au système (22) correspond un groupe qui n’est pas distinct de (23); il suffit dans les formules (23) de remplacer Xyf par —Xxf, Xoo0f Par —X/of; Xo0 Par —Xoo0s Xixf par —Xi;f et Xiuf par —X;xf. On peut faire au sujet de ces deux groupes la même remarque que pour les groupes simples du type À) et pour les groupes simples du type D) et de rang 4.
6° Groupes simples du type E) et de rang 7. 1=17, r — 133. Les racines principales étant mises sous la forme
W, — wy, LE (w; + w; + wz), Æ (oi + w +: +w, —w) = TE (20, +w;), VEUT bd 21) le système à considérer est formé des 56 racines suivantes : (24) Æ(w; —w;), Æ (0, + w; + wy), MS MT AUS) ET)
Il lui correspond le groupe linéaire et homogène suivant :
Rif — pit puit Erepe — Sade — - Edu Pro _. Eau aus Xaf = — LP: + YiIn + Et Pro — EVYroios (25) ! Xoof = — Etiqu — Etiq Xoof = — 2; Pan — EYin Par Xi = — LP Lei — Lwip; + YiQ x + YiQui + Ya — Er Pos OX = — pie jp — daDiy + Yo + hdi Vds — ra Les variables %;, Yi, Zn = —%m, Yx = —-Yx appartiennent respeclivement aux racines ü—06,, Dj, —0j—0%—0y Wj—+uw+uw,; de plus dans les
expressions de X;;f etde X'Af les indices À, p, v, p sont distincts de 1,7, k et
sont tels que ikluvo forme une permutation paire des indices 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Ce groupe laisse invariante l'expression de Pfaff 1 1e e,7
> (xdy: — yidæ) en > (dixlyix — Yixdtix) 5 ik
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de plus il laisse invariante la forme du quatrième degré Et ET Es = =
de > D > LU TU jh ; » > D > DOTRNU OUEN
ANRT A1 p—A V— 1 p—1
St > (La Y Ye + Vin l lo), la dernière somme étant étendue à toutes les permutations paires tAuvosr des sept premiers nombres entiers. Le groupe laisse encore invariante la multiplicité définie par les équations
dj 99 _ à _ à =, Où OO Oxx OYx É
et celle qui est définie par les équations
(ET ns JU DO MOTOR TOO T0 EM
Ces dernières équations se réduisent à 28 seulement.
7° Groupes simples du type E) et de rang 8. l=8, r — 248. Les racines
principales étant mises sous la forme Wj — W}, Æ (o; + w&j + wx), (SET SRE; UE EE 010: 10)
le système à considérer est formé des racines principales elles-mêmes auxquelles il faut ajouter la racine 0. A cette racine doivent appartenir 8 transformations infinitésimales indépendantes du groupe T. Le groupe linéaire et homogène qu'on obtient alors n’est pas autre chose que le groupe adjoint du groupe simple à 248 paramètres. Ce groupe admet 8 invariants, dont l’un est la forme quadrique 4(e) si souvent considérée.
8° Groupes simples du type F). 1—=%4, r—52. Les racines principales étant mises sous la forme
EN LE ON ee Mie —— «y 2 = W3 © W, Es < LE w;, LE &; + wz, —_—— ", (GiZk; i, k = 14,92, 8,2), 9 Ù
le système à considérer est formé des 925 racines Es es EU,
À la racine O doivent appartenir au moins deux transformations infinitésimales indépendantes de T. On arrive alors au groupe linéaire et homogène suivant, où les transformations infinitésimales sont désignées par les notations du Chapitre V ($49):
ee | } Î Pi Li Pi SE 9 Ÿ (Liu Pijra <a Li ji jnt)»
re re “ œ.| Xf = — 2,4 + Dyp, + ÿ ee la pare
Cf 7 ; AP SET
Xf = — 2q + 2yps + 8 > lag Pages a,r,ù
X.f en A QT 2yp. + € > Log 2Pates
2,6,9 rg v , RON | ’ Xf = — L4 + 2YPr + © > Tag Pare a,f,t r , ; -- “ KR x Xl = Le Pa — La De — € ÿ ELo/g'napres
/ RAR DENT et Es, Be :
(27) , Xuf = L, De — LarPy — a D El er Pass
Ve sr A , Xaf = Li Pa — LP — © > pla" Page
CEE TR ms. A à Ge 7
Xaf = LP; —2;Ps — 2 >, agro 2,2
Xaf = LiPs — LiPe — © > ErLag'x'Papres
Pam ao sl a AA Te age La Page — ag 4% Pa)
(f—4,2,8, 4, a El, P=HÉ2, . y= 28" TEA).
Les variables %;, %,, appartiennent respectivement aux racines w,,
D, + 0: + 0, + w, D 1 Le groupe (27) laisse invariante la forme quadratique
quant aux variables y et z, elles appartiennent à la racine 0.
(28) Ye D + Lily + Lola + Laly + LL, + > Lagrla gr.
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De plus il laisse invariante la multiplicité définie par les équations Yi + data + Midas + 2,2, = 0, 2z(z > y) + Lyoglrorsn + Los d'a, À Lo! La'a3 À Lana 0, 2z(3 + y) + Lirassdrarae + Load ass + Los ada'alaut EE Low Las — 0,
22,7 HR DEEE Ge 228 + » Eat Lopyola'py'e 0, (29) < 8,v,8 œ,v,è
22,2 + > Er laprla eye — 207 + D) Encelaprola ge — 0, CARA CAR 0 (Y — Entrer Mapse + EatgEs lala gr H El lag ge + Sel Page | + ee dilogg = 0.
Ces équations se réduisent à 10 seulement.
9° Groupes simples du type G). 1—2, r —14. Lesracines principales étant mises sous la forme 0) Wj — W, (RENE 200 le système à considérer (15) est formé des 7 racines (459 : | Lu 0
Il lui correspond le groupe linéaire et homogène suivant :
/ 1) | il | Xif = — Lpi + Yi +3 > (aPx — YaQ3), 30 € = A (30) Xof = 22pi — ya — (jh )(d;qu — dd).
Xoif = — 22q; + dir + (A (YiPr — YxP5), OX = — pi + yiq;.
GÆ]£k;1,7,k = 1,92,3; (ik) = 141 ou —1 suivant que la permutation 4 est paire ou impaire).
Les variables x;, y;, : appartiennent respectivement aux racines w Ce groupe laisse invariante la forme quadratique
n —wÿ, (0.
(31) J = 27 + GiYs + AoYe + Las; il laisse en même temps invariant le système des équations de Pfaff ads — aide + (jh ydyx — yady;) = 0, dy; — yidz + (ijk)(x;das, — xxdx,) = 0,
qui entraînent comme conséquence
23 + aidy; + tdys+ddys = 2d3 + yidas + yod, + LS = 0!
Ge groupe laisse donc invariant l'ensemble des œ multiplicités planes à trois dimensions du cône J—0 définies par
Li — A8 + bas = UATE — 0,
(33) yi biz + Al 3 — A3L9 — 0,
Ya — D33 + Gita — ati = 0,
où les constantes «a, &, 43, bi, b3, b4 satisfont à la relation
Gb, ct TAUX + aa03 + À — 0.
10. Ce qui précède nous permet d’énoncer le théorème suivant, qui présente les résultats trouvés à un autre point de vue.
Théorème. — out groupe linéaire et homogène simple à n variables, qui n’est isomorphe à aucun groupe linéaire et homogène à moins de n variables, peut, par une transformation linéaire et homogène effectuée sur les variables, être ramené à l’un des groupes suivants :
1° le groupe linéaire et homogène spécial G2_, (type AÀ)) ;
2° le groupe linéaire et homogène le plus général Gun qui laisse invariante la
forme quadratique LI Li He +, (type B) sin est impair, type D) si n est pair) ; 3 dans le cas où n est pair, le groupe linéaire et homogène le plus général Gris qui laisse invariante l’expression de Pfaff
das — 2242, + 23dX, — 2,423 + + dy ddr — tndtr_1,
(type C)).
Il y a exception dans les cas particuliers suivants :
n=2: iln'y a qu'un groupe, le premier G, ;
n—=3: il n'y a qu'un groupe, le groupe linéaire et homogène spècial G, ; le deuxième groupe est isomorphe au groupe linéaire et homogène spécial G; à deux variables ;
n—=2A: 1 ny a que deux groupes, le groupe G, qui laisse invariante la forme quadratique ax?+ ai +ai + xt n'étant plus simple ;
n=5: il ny a qu'un groupe, le groupe linéaire et homogène spécial G,, ; le second groupe est isomorphe au Gi à 4 variables ;
n=6: nya que deux groupes ; le groupe Gi; qui laisse invariante la forme
148 E. CARTAN
quadratique a? + a+ a+ a +aèbat est isomorphe au groupe linéaire et homogène spécial G,,; à 4 variables ;
n=T: ilyatrois groupes, les deux ordinaires G,, et Ga et en outreun Gi; sous-groupe du Ga (type G)) ;
n = 2%6: ily a quatre groupes, les trois ordinaires G,, Gsx, Gas el en outre un G;2 sous-groupe du Gas (type F)) :
n—21: ilya trois groupes, les deux ordinaires Gr, Gas et ensuite un Gs qui laisse invariante une certaine forme cubique en 1, &2, …., æar (type E)) ;
n = 56: ily a quatre groupes, les trois ordinaires Gauss, Gussos Gauss 2€ Un Giss, sous-groupe du Gao, qui laisse en outre invariante une certaine forme du quatrième degree dd, die (iyReb))à
n = 248: ily a quatre groupes, les trois ordinaires Gis535 Gsoç2ss Gaogse 2É UN Gusgs sous-groupe du Gao, qui laisse invariantes huit fonctions rationnelles et
homogènes indépendantes de a, 22, ..., æ,, ((type E)).
41. Ce théorème donne en même temps tous les groupes projectifs simples à n—1Â variables qui ne sont isomorphes à aucun groupe projectif à moins de n —1 variables. Parmi ces groupes projectifs, tous, sauf ceux du type A) et ceux du type C), laissent invariante au moins une multiplicité ; par suite il existe des groupes à moins de n—141 variables, mais nécessairement non projectifs, qui leur sont isomorphes (), C’est la réponse à une question posée par M. Lie dans son mémoire sur les équations différentielles qui admettent un groupe fini (Math. Ann, t. 25, p. 135).
La recherche des groupes simples à n variables qui ne sont isomorphes à aucun groupe simple à moins de n variables, se ramène, comme l’a montré M. Lie, à la recherche des plus grands sous-groupes des groupes simples. Si l’on admet, ce qui est bien vraisemblable, que tout sous-groupe d'ordre maximum d’un groupe simple donné G contient une transformation générale du groupe, c’est-à-dire peut, par une transformation du groupe adjoint, être ramené à contenir une transformation arbitrairement donnée du groupe, le problème, comme l’a montré M. Killing ®), se ramène au problème élémentaire suivant : Parmi les r—1l racines wi, 6), .…, w,, de l'équation caractéristique de G, en prendre le plus grand nombre
possible soit r—1l—n: uw, w&, …., w, 7 ,, de telle façon que si la somme de deux
(1) C'est M. Werner qui à le premier, employant une méthode due à Lie, montré qu'il en était ainsi pour les groupes des types B) et D). V. Lure, Transformationsgruppen, NI, p. 808-809.
(2) KiuwG6, Bestimung der grôssien Untergruppen von endlichen Transformationsgruppen, Math. Ann., t. 36, p. 239-254.
de ces racines est une troisième racine, cette troisième racine se trouve encore parmi ces r—l—n racines.
Les groupes simples que l’on obtient ainsi ont un rapport très étroit avec les groupes linéaires et homogènes simples trouvés au paragraphe 9. Ils indiquent comment ces groupes linéaires et homogènes simples échangent entre eux soit les points d'une multiplicité qu'ils laissent invariante, soit certaines multiplicités planes contenues dans ces multiplicités invariantes. Les deux cas peuvent d’ailleurs se présenter pour un même groupe linéaire et homogène ; on obtient alors deux groupes distincts mais qui peuvent être ramenés l’un à l’autre au moyen d'une transformation de contact. Je me contente de prendre l'exemple du groupe linéaire et homogène (30) à 14 paramètres, du type G). Ce groupe laisse invariante la multiplicité
BH dia + daÿa + ya = 0.
Cette multiplicité, si on regarde 3, æ1, Yi, 2, Yr, ds, Ya Comme des coordonnées homogènes d'un point dans l’espace à 6 dimensions, contient æŸ points, qui sont échangés entre eux par le groupe considéré.
Si maintenant on considère les neuf transformations infinitésimales
Xuf, X»/, Xof, X20/, X30/, Xoaf, X:f, Xuf, X25/;
qui forment un groupe, elles laissent invariante la multiplicité plane à une dimen-
sion, c'est-à-dire la droite Bd = — LU — 0; si on effectue sur cette droite les transformations du groupe, elle prend æ° positions qui dépendent de 5 paramètres arbitraires : 3 + 2% — y = 0, Lino ARE À 2, Li ir 2 A3L2 — 9 Li nn GY3 = 0,
4 1 À (34) Ua — Gi — > Us + g M + SE As = 0,
La — Al — Yi = 0,
Y3 + Aya — ta = 0.
De même les points de la multiplicité invariante s'expriment en fonction de cinq paramètres arbitraires :
(35) Li—=ViP>, Yi=bat3, L3—=V3%2, Ya—=D,%2, 20%, ya=—(bib2+ 0,0, + bi).
Si l'on écrit que le point (35) est sur la droite (34), on obtient les quatre rela-
tions suivantes entre les a et les b :
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I 1 1 J, = bi + mb, + a — abs + > ab, 0) (36) d 2 2 2 | ds — b3— a, — @3b3 = 0, \ Je b,+ ab: — & = 0.
Ces équations (36) permettent de définir une transformation de contact qui
transforme l'élément
(di, 2, QG tee Din Ve Us Dis D) dans l’élément
(O1, D, Ds, D,, Ds, qi, Q2 Qu Qu Q5) :
pda + pda + pda + pda, + pda, = qd, + qd, + db, + q,db, + q.:db,.
Cette transformation est définie par les équations (36) et les dix équations
k—= Vs?
ol ol | | (37) Pi = D À da” == di == >» DT (à —= {, D a}. 4, 9), 1 Li
entre lesquelles on élimine les quatre paramètres À.
Soient G, le groupe qui indique comment le groupe (30) échange entre elles les æ5 multiplicités (34), G, celui qui indique comment il échange entre elles les œæ multiplicités (35). Les équations (36) résultant de l'élimination de z, x, L2, La, Vis Ye, Ya entre (34) et (35), le groupe G, laisse invariant l’ensemble des æ multiplicités (36), où les «a sont les variables et les b des paramètres arbitraires et ces æ° multiplicités sont échangées entre elles par le groupe G. Autrement dit, si Af est une transformation infinitésimale quelconque de G,, Bf la transformation infinitésimale correspondante de G :
y of y of ME 24 30 DD — ==; |
on a, quel que soit (1), AJz Se BJ; = (Bis
en vertu des équations (36). Il en résulte
ES it,
> > 7 BUS y» Dr _ ii
AE 1 = MN
c'est-à-dire, en vertu de (31),
>; Lipi — >; Biqi i—1
(1) V. Lu, Transformationsgruppen, 1, p. 4172 sqq.
Par suite la transformation de contact considérée transforme Af en Bf, c'est-à-dire transforme le groupe G4 dans le groupe Gi.
Les équations (36) définissent, aussi bien dans l’espace des 4 que dans l’espace des ?, une famille de droites dépendant de cinq paramètres arbitraires. Dans l'espace des a ces droites sont définies par les équations différentielles
day + 3 (aida; — axda;) + a, da, — a;da, = 0, (38) de dax da,
dus da, du
Dans l’espace des 4 on a des droites définies par les équations différentielles
db, + b,db; — b,db, = 0, db, + b,db, — b,db; = 0,
db, +b,db, — b.db, = 0, qui entraînent comme conséquence
db,db, + db,db, + db? = 0 0.
On peut pour chaque structure simple faire des considérations analogues, mais
dont le développement nous conduirait beaucoup trop loin. Je me contenterai d'in-
diquer les résultats généraux auxquels on arrive. En admettant que tout sousgroupe d'ordre maximum contient une transformation générale, on a pour les di-
vers groupes simples les sous-groupes maximums suivants @) : Pl gpeA) LA rl) Si {—1, G; a un seul type de sous-groupes maximums à 2 paramètres ; Si [>2, Gw2 a deux types de sous-groupes maximums d'ordre 7» —{, 2ÉTypeB). = 3, r=IQi# 1).
Gers) à un seul type de sous-groupes maximums d'ordre » — (21 — 1). TT A OR Mer NT I DURS NP Si l—2?, G,, a deux types de sous-groupes maximums d'ordre 7 = r —3; Si 1>3, Gyu1 à un type de sous-groupes maximums d'ordre r—(2/—1). LTD D TE END ET).
Si l=24, G, a trois types de sous-groupes maximums d'ordre 22=—7—6;
Si 1>5, Gr à un type de sous-groupes maximums d'ordre 7 —(2/ — 2).
(1) Ces deux groupes ont été signalés en même temps par M. Excez et moi (C. R., 1893,t. 116, p. 186 sqq.). Le fait qu’on peut passer de l'un des groupes à l’autre par une transformation de contact est dû à M. Excez. V. Lure, Transformationsgruppen, HE, p. 763-761.
(2) Les résultats énoncés relativement au type A) (! quelconque) et au type B) ({ —3), sont dus à Lie, Transformationsgruppen, 1, p. 569, ceux relatifs au type C) également à Lie, Trfg., LL, p. 1178 ; ceux relatifs aux types B) et D) à Wenwen (V. Lie, Trfg., IE, p. 109), qui ne trouve d’ailleurs que deux types de sous-groupes d'ordre 22, pour le type D), {= 4.
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5 TypeE).
Si 1—6, G,, a deux types de sous-groupes maximums d'ordre 62= »—16; Si 1—7, Gi à un type de sous-groupes maximums d'ordre 106 = r —27; Si 1—8, G,,4 auntype de sous-groupes maximums d'ordre 191 = r — 57.
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G;, a deux types de sous-groupes maximums à 37—71—15 paramètres. 197 up) MA;
G,, a deux types de sous-groupes maximums d'ordre 9 = > — 5.
A chacun de ces types correspond un groupe à n variables, si 7—n est l'ordre du sous-groupe. Lorsqu'il y a plusieurs types, on obtient des groupes qui ne sont pas distincts, sauf pour les types F), G) et pour le type C) (/=2); dans chacun de ces derniers cas, on obtient deux groupes semblables entre eux par une transformation de contact (. Dans les autres cas où il y a plusieurs types de sousgroupes maximums, on ne peut cependant pas passer d'une transformation de l’un des groupes correspondants à la transformation de même nom de l’autre au moyen d'une transformation ponctuelle, mais on le peut toujours au moyen d’une trans-
formation de contact.
42. Étant donnés un certain nombre k de groupes linéaires et homogènes simples échangeant, l’un 9, les variables #11, ie, .…, Tin, le second 9; les variables %2, La, .…., Zn, etc., et enfin g, échangeant les variables zu, Zn, ce) Tan ces k groupes simples forment un groupe G semi-simple linéaire et homogène qui échange les nm +... + n, variables x, æ2, .…, Thny- Si g; n'estisomorphe à aucun groupe linéaire et homogène à moins de n; variables quel que soit l’entier i=1,2,..,h, le groupe G ne sera isomorphe holoédrique à aucun groupe linéaire et homogène à moins de m+n+...+n, variables. Il y a cependant un cas où on peut obtenir d’une autre façon un groupe linéaire et homogène échangeant le même nombre de variables, c’est le cas de h —2, 9, et g: étant deux groupes simples à trois paramètres. On peut alors partir du groupe à 10 paramètres dont il est question au paragraphe 3 et qui n’admet qu’un sous-groupe invariant intégrable ; il lui correspond un groupe linéaire et homogène à 4 variables qui ne laisse invariante aucune multiplicité plane. Ce groupe est défini par les 6transformations infinitésimales
(4) Dans le cas du type C), 1—2, on obtient la célèbre transformation de contact de M. Lre qui transforme les droites d’un complexe linéaire dans les droites qui rencontrent le cercle imaginaire de l'infini. V. Lie, Transformationsgruppen, UL, p. 138.
LP + LaPa — dyPa — €,P),, UP — LaPa + MPa — LD,
LaPi + LP, LiD3 + LP, Lai + À, Ps, Li1Pa + LP), C'est le plus grand groupe linéaire et homogène qui laisse invariante la forme quadratique ax, — 23200. Au contraire le procédé général donne naissance au groupe
Li Pi — L2p), Lip», LD, L3P3 —ZX,p),; L3p,, L,Pa; c'est le groupe linéaire et homogène spécial le plus général qui laisse invariantes les deux multiplicités planes DT — 10! Re 66, El}
43. L'existence des groupes linéaires et homogènes simples que nous avons trouvés pour les {ypes B) et F) nous permet de rectifier une proposition énoncée par M. Killing. On trouve en effet dans la troisième partie de son Mémoire (Math. Ann., t. 34, p. 89) un énoncé qui revient au suivant: Ætant donné un groupe non intégrable qui ne se décompose pas, si une racine principale est double, toutes les racines principales sont nécessairement doubles. Or pour les groupes non intégrables qui donnent naissance aux groupes linéaires et homogènes des types B), F) et G) que nous avons considérés, il n'y a qu'une partie des racines principales auxquelles appartiennent des transformations de F, par suite une partie seulement des racines principales qui soient racines doubles. De même plus loin {p. 112), M. Killing dit que si un groupe non intégrable ne se décompose pas et si le déterminant des 4;; du plus grand groupe semi-simple de rang / qui lui est isomorphe est égal à 4, l'équation caractéristique admet au moins 2/ racines nulles : les mêmes exemples des types F) et G) prouvent qu'il n'en est rien, puisque nous avons trouvé pour le premier un groupe dont le sous-groupe y était simplement d'ordre 6 ({ — 4), et pour le second un groupe dont le sous-groupe y était d'ordre HA — 2)
M. Killing donne quelques indications générales sur les groupes formés d’un sous-groupe simple de l’un des types A), B), G) ou D) et d'un sous-groupe invariant intégrable unique %), mais il se borne naturellement au cas où les racines secondaires autres que zéro sont simples. La discussion de ces questions nous
entrainerait trop loin.
(1) Si on regarde 2, %, #3, æ, Comme les coordonnées homogènes d'un point dans l’espace ordinaire, c’est le groupe des mouvements non euclidiens, M. Li est le premier qui ait demontré la décomposition de ce groupe en deux sous-groupes simples à trois paramètres. V. Math. Ann., t. 16, p. 624.
(2) Kiuw6, Z. v. G., III, p. 112-122.
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44. Les groupes linéaires et homogènes simples trouvés au paragraphe 9 vont encore nous permettre de déterminer les invariants des groupes adjoints des groupes simples au moyen de déterminants plus simples que les déterminants caractéristiques. Etant donné un groupe non intégrable G formé d’un sous-groupe simple q d'ordre » et d'un sous-groupe invariant intégrable unique T d'ordre n: Xif,...,X,f DATANT ne
Sr
(XiXx) = D) CisX of à (2, = a 2, Mr r),
VE
ADR. GLS MRMES En)
= | (XV) = 0, (1, VE 1 2, ….) n),
le rang de G est égal au rang de g, de sorte que le déterminant caractéristique de G est un invariant du groupe adjoint de g. Or ce déterminant caractéristique
est ER : S >, Cm — © | ÉeiCin ... 2e;Cia Led — vw ,.: Zea;n i—1 Se Sir Sr 5 2CiCir 26 Crr ete CC em (DE Zen …. Zélinn —®
Si { désigne le rang du groupe g, le second facteur contiendra certainement / fonctions indépendantes (comme coefficients des diverses puissances de w) si parmi les racines auxquelles appartiennent des transformations de T (relativement à un sous-groupe y déterminé) il y en a / d’indépendantes. Or c'est ce qui se présente dans les cas que nous avons étudiés. On voit que ce second facteur ne dépend que des coefficients a;,, et est complètement connu lorsqu'on connaît legroupe linéaire et homogène simple associé à G :
À, 23hees 7
Xf = — à GES (SUIS RS pa v Si nous appliquons cela aux groupes simples des types A), B), C), D) nous trouvons, en Conservant les notations habituelles, les résultats suivants. Les invariants du groupe adjoint du groupe simple du type A) de rang / sont donnés par les coeflicients des différentes puissances de w dans le développement du déterminant
SUR LA Pl ;\ > — RCE Ci w Coi Coe ee Cot =) Co Eu Cr .. Cie Co Cu (WE (7) ml)
Les invariants du groupe adjoint du groupe simple du type B) de rang / sont donnés par les coeflicients de 2-1, w%-3% ,,,,w, dans le développement du dé-
terminant — e1'0 GE eyy 30 Coi nr w 0 Se LC en Cot 0 CNE AN en Cor ejy (27: O ey —w
Les invariants du groupe adjoint du groupe simple du type ©) de rang / sont
@%72, W27+,,,., dans le développement du déter-
donnés par les coefficients de
minant CRE lus 2! C2 Cyr! Car GUY CA C'a Cr'a ŒU2 Cyr TE en C9 +0 On Gay! Ca Ey'a' er CJ'2 C7 Ge CA
Enfin les { invariants du groupe adjoint du groupe simple du typeD) de rang / w22, 24 ,,,,, dans le développement du dé-
sont donnés par les coefficients de
terminant E11 — 0 0 Can C2s (Gr en 0 Eu vw Can! En’ Ca" Cu GE C4? e>—w 0 (2 (9) Car CETA (l Ge
(04 Car
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Les résultats qui viennent d'être indiqués relativement aux groupes simples des types A), B), D) sont déjà indiqués par Killing (Wath. Ann., t. 31, p. 272-276).
Vu et approuvé :
Paris, le 44 mars 1894.
LE DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES, G. DARBOUX. Vu et permis d'imprimer :
Paris, le 14 mars 1894.
LE Vice-RECTEUR DE L'ACADÉMIE DE PARIS,
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