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Sur la structure des groupes semi-simples réels
Bien qu’on ait beaucoup étudié la structure infinitésimale des groupes de Lie complexes), on s’est borné pour les groupes réels à établir quelques théorèmes très généraux, ainsi que des propriétés globales de ces groupes. On connaît l’existence des différentes catégories fondamentales de groupes réels qui correspondent aux mêmes catégories de groupes complexes — les groupes intégrables, les groupes non-intégrables, etc”, et M. Whitehead a publié récemment” une démonstration valable pour les groupes réels du théorème d’Eugenio-Elia Levi sur la décomposition des groupes non-intégrables®. M. Cartan a trouvé en 1914° les structures des groupes simples réels en partant des formules de structure des groupes simples complexes qu’il avait déjà calculées dans sa thèse. Cette détermination exige, cependant, des calculs très lourds pour chaque classe de groupes simples, et surtout pour certains des cinq groupes exceptionnels. Plus tard, les belles recherches de M. Cartan sur les espaces symétriques l’ont amené® au théorème intéressant que toute automorphie involutive du groupe réel clos associé à un groupe simple complexe définit un groupe simple réel. M. Cartan a fait lui-même l’application de ce théorème aux quatre grandes classes de groupes simples, mais c’est M. Pierre Lardy® qui a complété ces résultats par le calcul des involutions des groupes exceptionnels.
La même différence se présente pour les représentations linéaires des groupes semi-simples. La structure des représentations des groupes semisimples complexes a été étudiée par M. Cartan dans sa thése® et dans
1) E. Cartan, Sur la structure des groupes de transformations finis et continus
(Thèse), Paris, Nony, 1894, et des recherches antérieures de Lie, de Killing et de Engel. 11 y aura dans le cours de ce mémoire des renvois fréquents à la thèse de M. Cartan. Je l’indiquerai par la lettre C.
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plusieurs mémoires'), et puis en particulier par M. Wey/ dans le mémoire déjà cité, tandis que la structure des représentations des groupes semi-simples réels n’a pas encore fait l’objet d’une étude détaillée. M. Cartan®) a demontré la possibilité d’associer à toute représentation irréductible réelle d’un groupe semi-simple réel, une représentation irréductible du groupe complexe correspondant, et de déterminer, au moyen d’une classification des représentations du groupe complexe selon certaines propriétés relatives au groupe réel, toutes les représentations irréductibles réelles de ce dernier. Sa méthode peut s’appliquer facilement à une représentation globale d’un groupe complexe, mais ne donne pas immédiatement de résultats si lon considère un groupe de transformations linéaires infinitésimales caracterisé par son poids dominant. M Whitehead a donné une démonstration élégante de la réductibilité complète d’une représentation réelle d’un groupe réel semi-simple.
La première partie de ce présent mémoire est consacrée à la démonstration de plusieurs théorèmes sur la structure infinitésimale des groupes semisimples réels et à leur application à la détermination de ces groupes. Je démontre qu’à tout groupe semi-simple réel correspond une involution du groupe réel normal associé au groupe donné. Cette involution est essentiellement la même que celle du groupe clos qui définit le même groupe réel, car chacune des deux involutions détermine une antiinvolution du groupe complexe, et c’est la même antiinvolution. Il est cependant à remarquer que ma démonstration est entièrement algébrique, tandis que celle de M. Cartan repose sur une propriété globale de certains espaces symétriques. L’involution que je trouve, se présente sous une forme spéciale de sorte que toutes les involutions qui définissent le même groupe réel sont manifestement équivalentes. C’est justement la détermination des involutions équivalentes qui alourdit les calculs de M. ZLardy, et c’est la question analogue qui a présenté le plus de difficultés dans le travail original de M. Cartan.
Les théorèmes auxquels je suis amené me permettent de caractériser tout groupe réel simple associé à un groupe simple complexe par une involution bien déterminée du système de racines caractéristiques du groupe complexe. La détermination des ces involutions repose, d’ailleurs, sur certaines relations linéaires qui lient les racines et ne fait pas intervenir les constantes de structure du groupe.
Dans la seconde partie je retrouve d’abord sous une forme un peu différente le théorème fondamental de M. Cartan sur les représentations réelles des groupes semi-simples réels, en regardant la représentation réelle comme invariante par une antiinvolution de la représentation du groupe complexe au
1) £. Cartan, Les groupes projectifs qui ne laissent invariante aucune multiplicité
plane, Bull. Soc. Math., 41 (1913) p. 53—96; La géometrie des : ; Matematica, 4 (1927) p. 209-286; ete. STONES NES EEE
; pers loc. cit.
... ‘) Ë. Cartan, Les groupes projectifs réels qui ne laissent invariante aucu Itipicité plane, Journal de Math., 10 (1914) p. 149 —186. R LAite
4) J. H, C, Whitehead, Certain equatioris in the algebra of mi-si Quarterly Journal of Math., 8 (1937) p, 220-237. : RO? cos EE
lieu de regarder cette antiinvolution comme invariante par le groupe réel. Je trouve ensuite des propriétés des poids d’une représentation d’un groupe complexe analogues à celles des racines caractéristiques d’un groupe complexe obtenues dans la première partie. Ces propriétés me conduisent à une détermination, très simple en général, des représentations d’un groupe complexe qui appartiennent aux diverses classes relatives à un groupe réel associé.
Bien des résultats antérieurs que je cite dans ce mémoire se rapportent aux groupes globaux, mais on verra que la démonstration de toutes ces propriétés serait la même pour les groupes intinitésimaux.
Il me reste maintenant à exprimer ma profonde reconnaissance à Monsieur le professeur Æ. Cartan pour l’aide qu’il m’a apportée en acceptant de diriger personnellement mes recherches, complétant ainsi l’enseignement de ses admirables travaux. Je remercie aussi très vivement Monsieur P. Sergescu et Monsieur V. A/aci qui ont bien voulu faciliter l’impression de ce mémoire.
CHAPITRE LI
1. Généralités) : Une algèbre de Lie ou groupe infinitésimal d’ordre est un espace vectoriel à 7 dimensions dans lequel il est défini une opération appelée crochet.
Soient X,Y deux vecteurs de l’espace. Le crochet de X et Y s’écrit [X, Y]. Il satisfait aux conditions suivantes :
(i) il est linéaire : DIX YI—=|\2X,;Y] où a est un facteur numérique ; [X+V,Zi=1(X,Z]+1[Y,2Z].
(ii) il et anticommutatif :
[X,YIÆ IV, X] = 0.
(iii) il satisfait aux identités de Jacobi:
Dans la suite, groupe signifiera groupe infinitésimal, avec une seule exception, facile à reconnaître. Tout sous-espace linéaire G, d’un groupe 6 tel que IX, Y]C G, si X, VC 6, est dit sous-groupe de G. Tout sous-groupe G, de G tel que [X, Z]C 6, si XC 6, et ZC Gest dit sous-groupe invariant de G. Une base {X,,X,,...,X, } de l’espace dans lequel est défini un groupe G constitue une base du groupe, et les vecteurs de l’espace s’appellent éléments générateurs du groupe. Tout élément générateur peut s’exprimer sous _ la forme e’X;. Si l’on écrit [X;, X ;] == Xi, k = 1:2;.26r);-onaura [V,Z]=cefiXs, où Y—=eX;,Z =/f/X;. Les constantes “; sont les constantes de structure du groupe. Elles le déterminent complètement, et elles satisfont aux équations
Cij + Cji=0
Co, Lie: RTE Len , Ci jChe + CjnCni + ckicnj = 0 (équations de Jacobi).
1) C., première partie.
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Par une transformation linéaire des paramètres e', les éléments de base X; se transforment comme les composants d’un vecteur covariant, et les con-
stantes de structure c;; se transforment comme les composants d’un tenseur
à deux indices covariants et un indice contravariant Les racines 2 de l’équation le ch —410{|=0,
qui s'appellent racines caractéristiques du groupe relatives à l'élément
e'X;, sont invariantes, ainsi que la forme quadratique q (e) = dy cix e' e’,
somme des carrés des racines caractéristiques.
Les paramètres e’ peuvent être où bien des nombres complexes arbitraires ou bien des nombres réels arbitraires. Dans le premier cas le groupe est dit compiexe, et dans le second il est dit réel. Si l’on convient de donner aux paramètres d’un groupe réel G des valeurs complexes au lieu de valeurs réelles, on obtiendra un groupe complexe @, que l’on appelle groupe complexe que définit G par le passage du réel au complexe. G est un sousgroupe de G, et par rapport à la base de G ainsi définie les constantes de structure de G sont celles de G; elles sont par suite toutes réelles. Tout système de paramètres réels dans G définit un système de paramètres dans 6,
et le conjugué complexe Z d’un élément générateur Z quelconque de G est le même par rapport à tous les systèmes de paramètres ainsi définis dans 6;
Z sera appelé le conjugué compiexe de Z par rapport à G.
Revenons maintenant aux groupes semi-simples. Nous ne nous occuperons pas d’une définition fondamentale. Remarquons simplement que les groupes semi-simples, réels ou complexes, sont complètement caractérisés par la propriété que le discriminant de la forme quadratique q(e) ne s’annule pas. Si G est le groupe complexe défini par un groupe réel G par le passage du réel au complexe, les formes q(e) des deux groupes sont les mêmes. Donc, G et G.sont semi-simples en même temps.
Il a été demontré par M. CartanV que tout groupe semi-simple complexe G admet une base {X;,X4} (2—0,1,.../--1) où {X;} est une base d’un sous groupe abélien maximum qg, de G contenant un élément général?) de G, et où
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Une telle base s'appelle base réduite de G relative à 9. L’entier Z est un invariant dit rang du groupe.
X4« est dit élément générateur de poids & = a;eï. Tout élément générateur ayant un poids est de la forme k, X4, qui est de poids &. Les bases de
G réduites relatives à g, sont celles de la forme (XX a NX exe) où |4/|.Hk Æ 0.
1) C., deuxième partie.
à +) C’est à dire un élément pour lequel le nombre minimum de racines caractéristiques s’annule.
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Les racines caractéristiques relatives à e’ X; sont la racine zéro multiple d'ordre /, et les quantités a; e'. Ces formes linéaires sont toutes distinctes et aucune d’elles ne s’annule identiquement. Elles ne s’annulent pas toutes en même temps si les e* ne sont pas tous nuls, et si &— a; e est racine, a —— a; e* est aussi. La somme des carrés des racines caractéristiques relatives à (e°X, + e“ X,) est une forme quadratique
1 ? SA NS ' pe, fe = Q;,;e? T0, AE (AËMe
œ la somme étant étendue à toutes les racines «.
Les constantes de structure satisfont aux équations
{ dci; = cu —=0
Cu = Cu = 0 si a+i#0 a+ Cu —0 Ca se Æ0 si a+B—=7y tes 0 si a+BiÆy
Le ee ane 7 ee ce
et à Î c 1) (1) Cao Lij — Cia La «
2. Soient G et G respectivement un groupe semi-simple réel et le group: semi-simple complexe qu’il définit par le passage du réel au complexe. Si X est un élément générateur général de G, € G?, é! existera L éléments Xo5 Xy5-.., Xr-1 de G linéairement indépendants el échangeables entre eux, où / est le rang du groupe G. Supposons en effet qu’il en existe seulement /<1, soit X,, X,,...,X»_1. Il existera un élément Z de G indé-
pendant de ces // éléments de G et échangeable avec eux”. Le conjugué Z de Z aura nécessairement les mêmes propriétés, les deux éléments (ZE Z) et i(Z—7Z) de G seront échangeables avec X,, X,,...,X»_1 et au moins l’un d’eux sera indépendant de X,, X1,.... Xr _1. C’est-à-dire qu’il existe //+1 éléments de G indépendants et échangeables entre eux, contrairement à l'hypothèse.
Les éléments générateurs { X;} (2 —=0,1,...,/— 1) engendrent un sousgroupe abéliea maximum g, de O, et un sous-groupe abélien g, de G, sousgroupe de g,. Le sous-groupe g, contient un élément général de G.
Soit X, un élément générateur de G de poids & = à; e’ par rapport à l’élément générateur e’ X;.
1) Van der Waerden, Die Klassifikation der halbeinfachen Lieschen Gruppen, Math. Zeit, 37 (1933) p. 446—462 (5).
:) 11 existe un élément général de G contenu dans G, car la condition pour qu'un élément soit général est que ses paramètres ne satisfassent pas à certaines équations algébriques, condition qui peut toujours être satisfaite par des valeurs réelles.
s) C., p. 33 et 54. { X5} (= 0,1..., l! — 1) engendrent un sous-groupe de 6 de rang zéro. Il existe alors un so1s-groupe abélien de @ d’ordre / qui contient ce sous-groupe,
PA
ÊTa X;] = ixXS X;l === IX# X;l] —= €}, Xa ;
X« est donc un élément générateur de poids a = a;e'. On voit alors que les racines caractéristiques relatives à un élément générateur de g, sont conjuguées deux à deux, et que l’on | peut choisir un élément X; de chacun des
poids « de sorte que X« = Xx, & étant la conjuguée de la racine @.
Les éléments générateurs {X;, X,} constituent une base réduite de G pour laquelle
et par suile
Cia CA
—; ; (3) À Croce F0
Cp 2 Cat
Soit la forme quadratique p{e) relative à cette base
pl) =pgi;e ON ga ete”.
Les coefficients de cette forme sont donnés par
Dre CAS TE, | date a;. @; œ a NY G+EP B î a! CT | — Led cas Ca,a+8. À Cao Coi + Cuilatæs
et on voit que g;; sont réels et que gaw = 2£x x. En particulier, si «& est réelle ou purement imaginaire, «a — «& ou «a et les deux paires de racires (a, a!) et (&, «/) sont confondues ; £, est alors réel.
3. Toutes les racines caractéristiques relatives aux éléments du sousgroupe g, de @ sont des combinaisons linéaires à coefficients réels de / d’entre elles, soient &@,, @,,..., @y_-1, qui sont indépendantes!. Parmi les 2 / quantités (a; + a&;) (i—=0,1,..., {—1) il y en a / qui sont indépendantes, soit e de la forme (a; + a;) et o de la forme (a; — a;) où 9 o—7/, et toute racine est une combinaison linéaire à coefficients réels de ces / quantités. Nous pourrons toujours choisir une base réelle du sous-groupe £, de G de sorte que les © premières expressions, qui sont réelles pour tout élément générateur de g,, soient égales à e, e!,.,.e—1 et que les © dernières, qui sont purement imaginaires, soient égales à £e/ ie!t1,...,iel-1, Toute racine caractéristique sera alors de la forme
1) C. p. 55, Théorème V.
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4) a=areé +iane"(=0,1,...0—1; #—0,e +1 ft, Ours 2 Les coefficients a, œn étant réels.
Toutes les racines caractéristiques relatives à e” X;r sont alors des formes réelles des e‘”. Elles ne s’annulent pas toutes en même temps si les e” ne sont pas tous nuls. La forme quadratique q (e") — grye”e, qui est la
somme des carrés de ces racines, est donc définie positive. De la même manière, les racines relatives à e”’ X;, sont purement imaginaires et la forme quadratique
Pa à ABS Là pr , . . . " “ Le Gi e* e7 est définie négative. Enfin, grrr = £Ÿ ay ajn et, girjn, Gr, an étant tous réels, gr ;jn — 0. :
Il en résulte que g;;e'ef est de la forme
gi je eŸ el + gin ju ei" où la première de ces deux formes et définie positive et la seconde est définie négative.
Nous verrons maintenant qu’il existe toujours une base réduite { X;, X4} satisfaisant aux relations (2) telle que g est positif si &« est purement imaginaire. Soit en effet À—;/"e" une racine purement imaginaire pour laquelle g;x est négatif. En effectuant en même temps une substitution linéaire réelle des e” et une substitution linéaire réelle des e’” on pourra réduire la racine À à la forme 4* e/-1! et en même temps g;; e' e/ à la forme Y{e} — Y{e"}. Le caractère de cette forme quadratique est égal à (0 — 0).
[X2,X;:]=—1[X%,X;]—=0 si iZÆl—1, et les I éléments générateurs {(X2 + X7, X:), X5, X1,+-., X,—2} de G engendrent un
sous-groupe abélien maximum go de G. La forme æp(e) relative à l’élément {E(X:, HX7)+eX, +...+e-2X;,} de ce sous-groupe est égal à
o—1 1—2 — 2 gan E + Ÿ (er) — 2 (ei'> :
Lan étant négatif, cette forme quadratique est de caractère (9—6+2). Il y a (/+4-2) racines caractéristiques de G qui s’annulent pour tout élément générateur de la forme eX; (—0,1,..., / — 2): ce sont les / racines qui s’annulent pour tout élément de g, et les deux racines + 4. Mais on vérifie
immédiatement au moyen de l’équation Ca Lij = Cia Lu a (1,81) que
{ 1 Joe, ou—x: +7 g2,.X1-1)]=0(6—0,1,..., /—2)
L 1 Me Per lec-+x2. 06 Xr+22g2,.X11)]=—1ig3,22, 4" (2202 ,Xr1+X1—X3). 1 1 Il y a alors deux racines caractéristiques qui sont égales à+ég, 22 1€ pour un élément générateur quelconque de g. Celles-ci s’annulent identique-
Lies
ment pour tout élément de la forme e' X; (ë—0,1,...,/— 2) et on voit qu’il y a simplement / racines qui s’annulent pour tout élément de Gi Le sous-Lroupe G contient donc un élément général de 6.
Si alors il existe une racine À purement imaginaire pour laquelle £:} est négatif, il existera une base réduite ie, XA} de G satisfaisant aux équations (2), pour laquelle le caractère de la forme quadratique £;;e* e/ est augmenté de deux. Or, la valeur de ce caractère ne peut pas dépasser /. Il en résulte que l’on peut choisir La base {X;, X4} de sorte que gaw Soit positif si & est purement imaginaire. L
Cela étant, soit {X;, X,}—{X;, k, XA } une nouvelle base réduite de G- Nous pouvons choisir À, de sorte que ke ka —=1/j£gaw et kx — k. Cela ne présente en effet aucune difficulté si la racine &« n’est ni réelle ni purement imaginaire, Si «& est reelle, g., est réel et on peut supposer également que ka, ka Soient réels. Si & est purement imaginaire, «/— « et nous aurons à
choisir 2, de sorte que =& ka =1/guw. Or cela est possible, car £,4 est réel et positif. Pour la nouvelle base nous aurons vu, —1 et Xe = X%.
Nous avons alors démontré l'existence a’une base réduite {X;, X4} de G satisfaisant aux conditions suivantes :
û (exe [X.—=Xxz.
(ii) doute racine à est de la forme ax e” + à œn e", où Ë—=0, 1,...,0—1; =, ç+1,...,0+o6—1—/—1
et Les a, an sont tous réels.
(ii) plage ei — Deer.
Une telle base sera appelée base de G réduite par rapport à G. Comme conséquence de la déuxième condition nous avons Li; e° eÎ — Li jr ei! ei! + Qi jn LUN 2 où la première des deux formes quadratiques du second membre de cette équation est définie positive et la seconde est définie négative.
4 M. Weyl a démontré" qu’il existe une base réduite { Y;, Va} d’un groupe semi-simple complexe G ayant les propriétés suivantes :
(i) toutes les racines caractéristiques relatives aux éléments générateurs
e Y: du sous-groupe abélien maximum g, engendré par les { Y;} sont des formes linéaires à coefficients réels des parametres ei.
1) H. Weÿyl, loc, cit, p. 367—375.
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(ii) la forme quadratique p{e) est D ei EE 2 et e* où g;;e' e/ est une forme quadratique définie positive. (iii) ee b— cl pl.
Une telle base s'appelle base normale réduite de G. Rappelons la méthode
employée par M. Wey/ pour en démontrer l'existence.
Soit {X;, X, } une base réduite de G. On démontre d’abord qu’il existe une base { Y,} du sous-groupe abélien g, engendré par les {X }, telle que toute racine caractéristique relative à e* Y; est une combinaison linéaire à coefficients réels des e’. La forme quadratique g;; ee est la scmme des carrés de ces racines. De plus, si les e’ ne sont pas tous nuls, les racines ne s’annulent pas toutes à la fois. La forme g;;e'e/ est donc définie positive.
Remplaçons maintenant tout élément générateur X, par Xe — ke X« où les coefficients 4, satisfont à la relation k4 ka guu — 1. Nous aurons FAC —=1, et la forme quadratique (e) relative à la base { Y;, X, }.sera
pl = gi; dei — D et et où g;;e'ei est définie positive.
Cela étant, écrivons 6) a=meé>f=bé;B<a si
= Ba =0,1,...,p—1) et ap > By pour une valeur convenablement choisie de »p < /. Cette définition a un sens, parce que les «;,6; sont tous réels.
On vérifie immédiatement que ay si ay et que CE EN AE de pi si D 0 0e
On fait ensuite l’hypothèse qu’il existe une base réduite (Xi: Ye) de G
pour laquelle
pe) = gi; ef ë — D eu eur ‘et (6) cp = Cup Sn DL, DST,
& étant une racine donnée, et on démontre que cette hypothèse entraîne l’existence d’une base réduite de G, se déduisant de la précédente en multi-
pliant X, par k et en même temps X+ par, pour laquelle
p (e) = p;; PA de 3 ete“ ce
et 14 ) Chpt = Ch p pour DE; 7 EL 0.
Si o—a+s où w'<La,B<w,k est déterminé au signe près. Si
* Le 1 V7 1 : *o! nu *&w *o!
Mn et NT Si NX , — FA Cap et Cal gr = Ru pr . Or Cap === Cap! ;
donc “mur RTE (ce / cum)? 3
Si © n’est pas la somme de deux racines &«,B qui satisfont aux inégalités la, <<w, on peut choisir À arbitrairement.
L'existence d’une base normale réduite {V;,Y.} de ©, en résulte par induction, en faisant croître «©.
On peut aller plus loin et dire que, si {Y;,V.} est une base normale réduite de G et si ce — Ye pour w'<a,fB y < w où les y2s sont les constantes de structure de la base {Y;,Y.}, on peut choisir X,—kX, et
Ko = + Xu de sorte que C6 = y,8 pour wa, b,7y, yLow. Dans cette
réduction, k est déterminé complètement si o=a<+f$ et «<a, B<w, et non simplement au signe près, mais il reste complètement indéterminé si «w ne peut pas s'exprimer sous cette forme. C’est essentiellement cela que M. Van der Waerden a fait pour démontrer qu’à tout système possible de racines caractéristiques il ne correspond qu’un seul groupe semi-simple complexe.
5. Nous allons maintenant démontrer qu’il existe une base normale réduite {V;, Y.} de G elle que
Yi= 6; Y; Ve où &;, tx = +1 et en particulier, = +1 si à est purement imaginaire. Soit {X;, X.} une base de G réduite par rapport à G. Toute racine
caractéristique relative à €’ X; étant de la forme a = an €” + ide" (== 0, ...,0 —1 ; = {, + lisa 1} où les coefficients @;, a; sont réels, on pourra réduire toutes les racines à
des formes linéaires réelles des paramètres en écrivant
1) Van der Waerden, loc. cit., p. 448.
Vy = X; ; LV'ET == EX; e° sn e' : gi" = à ei"! :
Cela nous donne G=gie" = 0,1%... $&—1) et Vie Y: où er = +1 et en = — 1,
La forme p{e) relative à la base { V;, X, } est
gije ie i— dec ev
où Li; ete i =gnje" el) — ginjne "ei", qui est définie positive.
Les formules (5), appliquées aux coefficients «&; des racines caractéristiques & définissent alors un ordre de ces racines qui servira à déterminer par la méthode de M. Wey/ une base normale réduite { V;, Va} = { V;, ka Xu} de G, Où kuku = 1. Soit Ra) = ar e” la partie réelle de la racine « relative à l'élément e’ X; du sous-groupe g, de G. Les relations (5) définissent également un ordre des quantités À (a), et on voit que
a>B6 si A(a> ARE
Ra R(E) si ap. Soient &,&, deux racines telles que R(w)= R{w,)7Æ0. Si l’on peut, sans changer la structure de la base {Y;, V4} et sans changer les éléments générateurs Ÿ, pour lesquels w'<a<w, remplacer Y,, par un élément générateur arbitraire de poids «w,, nous dirons que les éléments générateurs {Ya }(w!<a<w) ne déterminent pas Y,,. Dans le cas contraire nous dirons qu’ils le déterminent.
Si &' Lo, <o, les { Y,}(w'<<a<Lw) déterminent Y,, par définition même. Si Y,, est déterminé par { Y.}(w/ <a<w) et w, D ©, il résulte de la méthode de détermination d’une base normale réduite, que w, = B + y où B, y sont deux racines caractéristiques satisfaisant aux inégalités re À POS. Ici deux possibilités se présentent: ou bien w/<< 6, y<<® ou bien l’une des deux racines B, y (soit f) ne satisfait pas à ces inégalités. De l’inégalité y < &, et de B+y—0, il résulte que B> 0. Dans le second cas alors &, > BE w, d'où Rlw)> RP Rlo). Or, R(o)=R{o), donc Rlw,)= R(E) = R(w); enfin, R(B)+ R(y) = Ro) = R(B), d'où R|y)—0 et y est purement imaginaire. Des inégalités R(w') L0 = R(y) << R(w) il résulte que w'<y<o. Ecrivons 8ê—&,, y—À,. On voit que Y,, est nécessairement déterminé par { Va}(w! <a<w). Sinon, en effet, Vs, —k4X, serait un élément générateur quelconque de poids ©,; et on aurait Ya,—=# (2/72) Xu, qui est un élément arbitraire de poids w,; ce résultat serait contraire à l’hypothèse que {Va }(w'<a<w) déterminent V,.. |
En continuant ainsi, nous trouverons une suite de racines
où 2, L,... sont des racines purement imaginaires supérieures à zéro. Le nombre de racines caractéristiques étant fini, on terminerait par une racine
= — DA = a+
où «æ,B sont deux racines qui satisfont aux inégalités &«/<a,fBo. Nous aurons enfin une suite de racines
DD = Dh, = 0 —2,,...,0,—=0,1—À,=0a+8p où À,,4»,..., 9 Sont des racines purement imaginaires et a,B sont deux racines telles que <a, B<o.
Réciproquement, si une telle suite existe, on pourra déterminer de proche en proche les éléments générateurs, Vos Yo,_jseeer Vois Yoye Si Vo, St égal
De ne à À Xo,, On aura Yo. , —=À (2: > Pme M Remarquons que, en
vertu de la relation 4,,k4, = 1, Yo, et Yu, sont déterminés en même temps.
6.: Cela posé soit Vs MN VE Re RAR OU Re Jet 1 MIE DAS normale réduite de G, où les { Y,} sont ceux définis dans la section précédente et par suite
Vie Vi(er=1;ü—=0,1,...,0—1.en=—1;i#—=0,...,l—1).
Supposons que Vue Yx si @'<a<o,e,, étant égal à +1 et en particulier à —+-1 si en même temps «& est purement imaginaire, et soient y les constantes de structure de la base { Y;, Ve}. De la relation Ve — k,X% il résulte que
(8) * Ve tk ks lle )rcass et des équations ke ka —=1,c%8—c? 2 que
7 Z! 4) 3 : Rue
VE Ve D 2e = Chge Cp Vas LT. ; 4 # . ! . |
Or, la base {V;,Y4} étant normale réduite, 25 —7y#» et on voit que
2 LE hep.
Des équations y23—(k«ko/k). ces et c2 e , il résulte que
(9) akokylkakrk) = Va/rs= +1 Supposons d'abord que w soit purement imaginaire.
Si o—=a+s où w'<a,B<w, les racines &,f sont nécessairement purement imaginaires, et &/,a!,f/ sont respectivement égales à &,@,ÿ. La formule (9) nous donne
ve] Var = Ur Eee. Eg.
o o! s®% à n + N Or, Yag = Ya g = V5 7 Eu — € — 1 et les y. sétant réelles!), 45 = k,, d’où
Ÿ., e (79 / k à) Ve — te dé où
Si © ne peut pas s’exprimer sous la forme a+-B, où w' <a, ,B<w,k, peut être choisi arbitrairement, sans changer les éléments générateurs {Ve} (w'<a<w) et sans changer la structure de la base {Y;,Y4,}. C’est une conséquence, en effet, du résultat de M. Van der Waerden cité à la fin de la section 4.
Prenons alors k, = kr — 1 ; il vient
Vo=(ks ko) Vs = E0. Ya
le
Etudions maintenant les cas où « n’est pas purement imaginaire. Il y a trois possibilités qui se présentent.
D'abord, si les {V4} (w'<a<w) déterminent ou bien Y, ou bien Ya, il existera une suite de racines D » D = Op — À, Op = 0-1 — À —=0 +6
où w,—@ou selon le cas, 2,,2 ,...,4, sont des racines purement imagi-
naires qui satisfont par suite aux inégalités ©'< 4,4 ,...,1, <& et a, sont deux recines telles que «<< a,B5< w. Appliquons à cette suite la formule (9).
Cela nous donnera O9 O4 mo) : © © à © {rotor ES Pl LEE ra ir TS au) == (£z, / ko) 7 £p IT e; — + (4x /kn).
Or, nous avons vu que y, ,—= + ee ; il en résulte que œ |
(ko, / kx) Co Se 1 et ji Le —: LR dr Eee ous 175; = +1.
De Ja relation 4,.ky = 1, il suit que Yo — €. Yw. Si les {Y.}|w'<a<w) ne déterminent ni V, ni Ys mais st les {V,}(ow' ao) déterminent Ys, il existera une suite de racines
(10) O= O5, = 06 —A,:.., Op = Op — À = ©.
1) Weyl, loc. cit., p. 372. La quantité Neg de Weyl est égale à cop
LOT
Dans cette hypothèse, siles { Y,} (w'<a<w) ne déterminent pas Y où w'<B<0, les {Y, }(w £a Z w) ne le déterminent pas. En effet, V5, Ys’ étant déterminés en même temps, en peut supposer B>0. Or, Ë ne satisfait certainement pas aux inégalités &! < B <w. Donc, B>X © et R(ER(B)=R (83 À (œ) (7,85). On voit alors que (2 — «) est une quantité purement imaginaire supérieure à zéro. Si les { Y, }(w' £a Z<w) déterminaient Yy, il existerait alors une suite de racines
®, =É, —=û—bm,..., Dg = Og-1 — Uy= O.
L'existence de la suite conjuguée
O5 =) Oise. 40) 0!
entraînerait que les éléments générateurs { V.} («/ << a<«) détermineraient Ys, ce qui est contraire à l’hypothèse.
Nous pouvons donc choisir 4, arbitrairement sans changer les éléments générateurs { Y,,Yz} (w'<a<w) et sans changer la structure de la base {V;,Ya}. Une fois k, choisi, k; est complétement déterminé par l’équation
Il ka. (ko / ks) { Yo 4 4 Pot ue 6e / Co 4 e CA NO ca) qui s’obtient par l’application à la suite (10) de la formule (8) Ecrivons ko] ko —@ et appliquons la formule (9) à la suite (10). Cela nous donne [Té.(ee)={e5. Pda PE] VEUT 23 NE d’où ee—=1 et |e|—=1.
Prenons alors
nous aurons Ye = (ko / k=) Ve cs Ya vel V3 + £o No
Il ne reste à considérer qu'une seule possibilité. C’est Le cas où Les {Ya} (@'<a<w) ne déterminent ni Yo ni Vs et les {Va} (wa Zw) ne déterminent pas Y;. Les coefficients k,, kz peuvent être choisis arbitrairement et indépendamment sans changer les éléments générateurs Va, Vs} (@! <a Low) et sans changer la structure de la base Din
Prenons donc 4, = k5 = 1; il en suit que
VPN = » et Vi=aye
Ve
Sy
oniiaidenet At toet digit: à
no
Nous avons démontré alors qu’il existe une base normale réduite {V:, Y. } de 6 telle que
Vu = £a Ya Si GT TD) Où &;, Ex = + l el Ex = +1 si à est purement imaginaire. Par induction en
faisant croître w, on démontre
Théorème I: Si G est Le groupe complexe défini par un groupe semisimple réel G, il existe une base normal réduite {V;, V4} de G telle que Ÿ= — 6; Y; (Es —=+1
Se = +1)
avec &, = +1 si à est purement imaginaire.
7. Soit {X;, X.} une base de G réduite par rapport à G, et soit (Vi, Val={e/X;, kX.} une base normale réduite de G telle que a TR Va Ex Lo
Ra ka —1et kal ha = 8x. M suit des équations (11) et (3) et du fait que les y, constantes de structure de la base { Y;, Y&}, sont réelles, que
| ET, (12) VU € Le { He ELLE .
Les racines caractéristiques relatives à e' Y; étant ey;., il en résulte que la transformation involutive V;—e; Y; de la base du sous-groupe g, de base { V;}, laisse invariant le système de racines caractéristiques &« en transformant & en a. On voit aussi que la transformation
V;—=E&;Y; V'ÉSCA
de la base de G est une aulomorphie involutive de 6.
Réciproquement, soit {V;,Y.} une base normale Jr de G, gl soient e;,&« des constantes égales à + 1 telles que:
(i) la transformation Vi = 8; Y; de la base de g, laisse invariant le système de raçines caractéristiques en transformant à en «.
(ii) la transformation | V=eY:
| Va = £o Yz
est une automorphie involutive du groupe G. De la seconde condition il résulte que les équations (12) sont vérifiées et que &, = £a.
Considérons la base {X,,(Va + &e Va), (Va — Eu Ya) de 6, où X; = eV. Les équations (12) nous permettent de vérifier que cette base est de structure réelle. Elle est alors une base d’un groupe réel G, sous-groupe de G, qui définit G par le passage du réel au complexe. Le groupe G est nécessairement semi-simple et, par rapport à G:
| V;=Yi—E6Y; | Va Vote Vz.
Théorème Il: Si {Y;,YQ,} est une base normale réduite d’un groupe semi-simple complexe GO, et si &;,e, sont des constantes égales à +1 telles que : ;
(i) La transformation Vie, Y; de la base du sous-groupe q, laisse
anvariant le système de racines caractéristiques cn transformant «& er @;
(ii) la transformation Vi eV; Va Eu Va
est une automorphie involutive de 6, le groupe G peut être considéré comme défini par Le passage du réel au complexe par un groupe semi-simple réel G, et, par rapport à G: Vie; X;
ve = Eg Va
Cherchons les bases normales réduites { V;,Y.} de G pour lesquelles il existe de telles constantes &;,e, pour lesquelles &, — + 1 si & + & — 0. Nous pouvons choisir arbitrairement le sous-groupe g, de G engendré par les {V;}, car il existe une automorphie de G qui transforme l’un des sous-groupes g, en un autre quelconque!” Supposons alors que { V;, Y.} soit une base normale réduite arbitraire de G. Les racines &« sont des formes linéaires à coefficients réels des paramètres dans g, correspondant à la base { Y,}, et par suite toute . transformation linéaire involutive de cette base qui laisse invariant le système de racines caractéristiques est réelle. Or, les { Y;} sont déterminés à une transformation linéaire réelle près, d’où il résulte qu’une telle involution peut se réduire par un choix convenable des { Y;}, à la forme
:) E. Cartan, Le principe de dualité et la théorie des groupes simples et semisimples, Bull, Sc. math , 49 (1925) p. 364. RME F
où Er = +1si”=0,1,...,0—1;en——1sii"—0,e11,...,0+0—1—1—1.
La base {VY;} de q, satisfait alors à la première condition du théorème II.
Si «& est la transformée de «, nous conviendrons de dire que a, & sont deux racines conjuguées et que deux racines &, B telles que a— a et B—f sont respectivement réelle et purement imaginaire. Définissons par la formule (5) ($ 4)-un ordre des racines caractéristiques; toutes les propriétés d’un tel ordre developpées dans la section 5 resteront vraies. *
8. On sait que! si { Y;, Ye}, {Z;, Z«.} sont des bases normales réduites de deux groupes semi-simples complexes G et S, distincts ou non, et si les systèmes correspondants de racines caractéristiques sont les mêmes, Z4 et Y+ étant de même poids à; e* respectivement relatif à e* Z; et à e’ Y;, il existe une isomorphie de G et $ définie par
Y;— Z; | Vu Ex La où & = +1 et &v.eu = 1. Or, Y, et Yz sont de poids à; e’ respectivement par rapport à e',Y, et à eY;— ee; V;. Nous pouvons donc poser $—G et
Li &i Y; ÜZa—= Ya et nous aurons une automorphie de G de la forme Vi 6; Y; Vu = Eu Va.
Il en résulte que (13) Ve g = Ee € ë pe et que Le Than ve:
d’où (14) Ea Ep Ey — Ex Ep Ey.
La condition pour que l’automorphie de G que nous venons de définir soit involutive est que &,. — #7. Supposons alors que & 8x si &'<a<0 ét que, = + 1-si ‘en même temps «& est purement imaginaire.
Si d’abord w est purement imaginaire, et si s5—a+f où à, À sont deux racines qui satisfont à wo! <a, BL, « et B sont purement imaginaires,
1) Van der Waerden, loc, cit.
GE
et Jo —Y" — ve . Il résulte de l’équation (13) que & = 1, et & = Ew = 1/8, —1. Si w est purement imaginaire, mais si elle ne peut pas s'exprimer sous la forme & + 8 où w!'< a, B<w, on peut remplacer V, par un multiple arbitraire de lui-même, sans changer la structure de la base {Y;, Y& } et sans changer les éléments {Y®} (w'<a<w). On peut donc supposer que Y,—Y>, ce qui donne
il et SIL ES he
Si w n’est pas purement imaginaire et si les {Yi } lw'< a < w) déter-
minent ou bien Vi, ou bien Y=, appliquons l’équation (14) à la suite de WU, —= 0 ou &, = 0) —A,...,0,—=0) 1 — À, —0a+h où d, d,...,24, sont purement imaginaires et w <a, B<« Cela nous donne Evo €a Ep = Eu £a a:
Or, £a = Ex et eg — eg, donc &,— ex et & —e€;. De la relation &, . € = 1 il résulte que & — &5/.
Si w n’est pas purement imaginaire, si les { Y: }|w'<a<w) ne déterminent ni Vi ni VS, et si de plus les À Vi (wa Low) ne déterminent pas Y&, on peut remplacer Y,, Ys par des multiples arbitraires et indépendants d'eux-mêmes sans changer la structure de Ja base A2 YA} et sans changer les éléments } Ve, Vz} w’ << a <w). Nous pourrons alors supposer Vi = Vs, Ve Yet
Eo = Eo! = Eo —= Ev! — À:
Le seul cas qui reste à considérer est celui où les {Vi} (w&' <a<w)
ne déterminent ni Y, ni Ÿ= mais où les {Vs} (w' £a Zv) déterminent Y=.
Appliquons à la suite de racines :
(15) O,=O,0—=06,—À,...,0, = 0,1 — À, —=0, l'équation {13). Il en résulte que
I] (e).eu es = { TEL ee net LAS post
op À4 Or, 1 —1 et les y sont réelles, donc l’expression
est positive. Pour que €, — 6; il faut et il suffit alors que le produit 16) | [x 22) soif positif. Enfin, &,—ey; en même temps que &, = &5. Si dans le cas où les (YA (w'<<a<w' déterminent ou bien Y, ou
ON
Li * . . . A . # bien Y—, il existe une suite de la forme (15), ce même raisonnement démontre
que le produit (16) associé est positif, Il en résulte par induction en faisant croître «© qu’il faut et il suffit pour que l’on puisse choisir Les &, de sorte que Eu £a el que Ex = + 1 Si & est purement imaginaire, que le produit (16) associé à toute Suite de racines non purement imaginaires de la forme
(15a) ©, =0, — À,0, = @ — 2, » Op = Op) — À = ©,
où ,Â,...,4, Sont des racines purement imaginaires, soit positif.
De plus, si w est une racine quelconque d’une telle suite, il faut et il suffit pour que &, — € que le produit (16) associé à la suite soit positif, car la suite
DU 0... m0, O1, , Os ©
donne le même produit (16) que la suite primitive BL. Op Op De cela il résulte que, si deux suites de la forme (15a) admettent une racine commune ou si une racine de la première est la conjugée d’une racine de la seconde, les produits (16) correspondants sont de même signe.
0. Définition : L'ensemble des racines d’une suite de la forme (15a) et de leurs conjugées sera appelé ,cycle de racines“ si aucune des quantités À, + À n’est racine. L’entier p sera appelé l’ordre du cycle.
Considérons les deux espèces de déformation d’une suite (15a) obtenues :
(il en supprimant ©, si (2, + 4,1) est racine
ou en supprimant w, et en remplaçant w, par ©, si (4 — 4,) est racine.
(ii) en remplaçant ©, par la racine {o,_1 — 41) = w41 + 4) si (A+ 41) n’est pas racine
ou en remplaçant w,,w, respectivement par {o — À,), w,-1 + A) si “Eu n’est pas racine.
Une telle déformation laisse toujours invariante au moins uné racine de la suite, et par conséquent elle ne change pas le signe du produit (16). O on voit que par une succession de telles déformations on pourrait arriver à une suite pour laquelle aucune des quantités (4, + 4.) ne serait racine. // jaut et il suffit alors pour que l’on puisse choisir les &, de sorte que &x — &a et QUE Eu — +1 si a est purement imaginaire, que le produit de la forme (16) associé à tout cycle de racines soit positif.
Un cycle de racines d’ordre p est une suite de racines non purement imaginaires (17) D, = 0, , = Do l,..., Oop= Dipet — Â2p = @
où d,4,,...,49 Sont des racines purement imaginaires et aucune des quantités (4, + 4,) n’est racine”. Une telle suite n’est pas nécessairement un cycle, mais si elle est un cycle, 4, —2/,;, et le produit (16) correspondant est
1) Ici, , racine“ veut dire ,racine non nulle“,
ER
FE [T
Si dans une suite de la forme (17),(2—+ 4,:1)Æ 0 et on remplace &,
par = O1 — du = Osy1 + À, l'équation de Jacobi OS s Ds ce O1 > ôs Vüs2 s 1e 1 2541 ë, 2s—1 és Zs
montre que &; est racine et que le produit (18) n’est pas changé. Or, par une succession de telles déformations nous pourrions réduire un cycle à une suite de la forme
Di = O5, D = 0 — À, D, th A—= 0,0%
Die = Ds “Open 00-25, 002 = 05
et le produit (18) deviendrait
P (O) Op— À [I (ra 75 . Va. 10 .
S=1 La base { V;, Y,.} étant normale réduite, Vae= — ya 9 et ce produit est du signe de (— 1}. On arrivera alors au théorème suivant:
Théorème III: Pour qu'une involution du système de racines caractéristiques relatives aux éléments générateurs d’un sous-groupe QG, d’un groupe semi-simple complexe G puisse définir une automorphie involutive de G de la forme
Vi €; Y; VER Lo (où ét Si 10, 1,..., 015 = 1 SU 0) 0 ARR
Eee +1 et ex +1 si à est purement imaginaire), À V;} étant une base
de g et ŸY;, Vu} étant une base normale réduite de G, il faut et il suffit que tout cycle de racines déterminé par l’involution soit d’ordre pair.
Corollaire: Si deux cycles de racines admettent une racine commune) l’ordre du premier est de la même parité que l’ordre du second. Les deux cycles doivent donner, en effet, la même valeur pour €,/e; où & est la racine commune.
Des théorèmes I et III il résulte :
Théorème IV: À fout groupe réel associé à G il correspond au moins une involutiou du système de racines caractéristiques de pour laquelle tout cycle est d’ordre pair.
10. À toute involution qui satisfait à la condition du théorème III il est associé au moins un groupe réel qui définit G par le passage du réel au
1) Weyl, loc, cit, p. 371 (85).
complexe. (Th. 11}. Démontrons qu’il n’en existe qu’un seul. Dans la démon- Stration de théorème I, la base normale réduite { Y;, Y.}de laquelle on part
est arbitraire à condition que
Vi AE SLI Si 6—0,1,...,0—1 ct sois dell 32 1,71.
De plus, chacune des constantes &, a une valeur bien déterminée. Dans certains cas, en effet, elle est déterminée en fonction des constantes &, (w/ << « < w) et de la structure de la base {Y;,Y4,} et dans les autres cas nous avons
convenu de lui donner la valeur unité. En prenant comme base du groupe réel G, la base
El Vi, (Va 6e Val, é(Va— 8e Yz)} de G, nous voyons que la structure de G est bien determinée.
Toute involution du système de racines caractéristiques pour laquelle tout cycle est d'ordre pair détermine un groupe réel et un seul qui définit G par le passage du réel au complexe.
Définition: Deux involutions d’un système de racines seront dites équivalentes“ s’il existe une transformation linéaire qui transforme l’une en l’autre.
Soient { Y,},{Z;} deux bases respectivement de deux sous-groupes g, de G telles que les racines caractéristiques sont pour ces deux bases des formes linéaires à coefficients réels des paramètres, et supposons que les transformations V? —6;Y; et Zi —6;Z; définissent deux involutions équivalentes du systéme de racines". On pourra choisir les {Z;} de sorte que les racines caractéristiques relatives à e’Z; et e* V; soient les mêmes et d’après le théorème de M. Van der Waerden déjà cité ($ 4), il existera deux bases normales réduites { Y;, YA} et {Z;,Z.} de même structure. Si les deux involutions définissent respectivement les groupes réels G et H nous aurons après réduction par la méthode développée dans la démonstration du théorème 1, par rapport à G:
Vi 6; Y; Va tu Ya, et par rapport à H: = = 7: | DL
où les constantes &, sont les mêmes pour les deux groupes. Or, cette 1éduction ne change pas la structure des bases ! V;,Y.} et {Z;,Z«}, qui auront par suite toujours la même structure.
Il en résulte que les bases
1) On peut toujours supposer que les s; sont les mêmes pour deux involutions équivalentes, car il en est ainsi pour p,5.
{ ef, V3 (Ve “| Eu Va PVC RCE Ya) } et
{ ef" ZX ; (Ze + 27 Z? ; A4 mn 13) } respectivement de G et de H auront la même structure et que les deux groupes réels G et H seront isomorphes.
Théorème V : À chaque involution du système de racines caractéristiques de G pour laquelle il wexiste pas de cycle dordre impair, il est associé un groupe réel et un seul qui définit G par le passage du réel au complexe. Deux involutions équivalentes définissent deux groupes réels isomorphes.
11. Calculons le caractère!) du groupe réel semi-simple G défini par une involution donnée du système de racines. Par définition, le caractère de G est celui de la forme quadratique p{e), somme des carrés des racines caractéristiques relatives à une base réelle de G. Soit À Y;, Y. |} une base normale réduite de G pour laquelle
VS — eV; et Ye = ee Va
où les constantes £;, & sont assujetties aux conditions habituelles. Relative
à cette base la forme y{e) est
@ (e) == 2; ei ei se et e* où g:;e'ef est définie positive. La forme œp{e) relative à la base | LEP Vr, (Vote Va, [Va Val}
de G, devient
Gorpr et ET — gi jn ei — 25; CE) + CP I + où (e*°, Ëx, Ya) Sont les paramètres correspondant à cette base ; #—0, 1,...,0—1 ; =, 6+1,..., oHo—1—7/—1 et la somme est étendue à toutes les racines purement imaginaires supérieures à zéro. Le terme À est une somme de produits de la forme Ë*E“ ou %*%*, et cette forme quadratique est de caractère .
où t est le nombre de racines purement imaginaires.
1) E. Cartan, Les groupes réels simples, finis et continus. Ann, École Normale, 34 (1914) (désigné dans la suité par les initiales G. R.) p. 268.
CHAPITRE
1. Un groupe réel semi-simple est le produit direct d’un ou de plusieurs groupes réels simples et il suffit donc de trouver ceux-ci pour avoir tous les groupes réels semi-simples. M. Cartan a démontré qu’il y a deux cas possibles !/. Si G est un groupe réel simple, le groupe G qu’il définit par le passage du réel au complexe est, ou bien simple, ou bien composé de deux groupes simples qui sont conjugués complexes par rapport à G.
Dans le second cas, soit © le produit direct des deux groupes simples complexes @, et G;: ; on obtient le groupe réel G en considérant l’espace du groupe @, comme un espace à 27 dimensions réelles au lieu de 7 dimensions complexes, r étant l’ordre de G;. Tout groupe simple complexe définit de cette manière un groupe simple réel et un seul.
Il reste à considérer les cas où © est simple. Les groupes He simples associés aux groupes complexes simples peuvent être déduits des systèmes bien connus des racines caractéristiques des types divers de groupes simples complexes. Nous allons chercher les automorphies involutives de chaque système de racines, non réductibles l’une à l’autre, pour lesquelles il n’existe pas de cycles de racines d’ordre impair. D’apiès le théorème V, il sera associé à chacune de ces involutions un groupe simple réel et un seul. Le théorème IV nous montre d’ailleurs que nous obtiendrons ainsi tous les groupes réels simples qui définissent par le passage du réel au complexe un groupe simple donné. Si nous exprimons l’involution sous la forme
Eee = 0, 0-1
= —6" (=, o+l,..., 0 Fo—1—=/x:rd)
où / est la rang du groupe, et si l’involution change de sigre 7 des racines caractéristiques, le caractère Ô du groupe réel sera
Nous pourrons simplifier les calculs en remarquant que, si une racine caractéristique est contenue dans plusieurs cycles, il suffit de considérer l’un quelconque de ces cycles. En effet le corollaire du théorème III montre que les ordres de tous les cycles contenant une même racine seront de même parité. Il nous sera aussi utile d'introduire certaines automorphies S, du
1) G. R, Pp:
hi
système de racines, définies de la manière suivante. Appelons d’apiès Var der Waerden') produit scalaire des deux racines GG MNCNMIEE 0 "C0 la quantité (a. Bj= gi a: 8; où LT — 6% et Dee == NOTE fe,
Nous pouvons définir de même le carré scalaire (a? —{«.a) de toute racine & et le produit scalaire |w.«) de la racine « par une forme linéaire quelconque w — w; e. Les opérations S4, et Su associées aux racines « et @’ sont définies par l’équation ?
Sao) = Sur, ©)= © — 2 {w.a)/{aj }.a.
Elles ont été définies pour la première fois par M. Cartan*) par la propriété que S;(B)— ka et B+ ka sont des racines en même temps, £ etant une racine caractéristique quelconque.
Toutes les automorphies du système de racines laissent invariantes toutes les relations linéaires qui lient les racines ; il en résulte que si uné automorphie transforme «& en a*, elle transforme S, en Sax. Les racines B pour lesquelles (&.8)—0 sont dites orthogonales à «, et caractérisées par la relation S«(B)= 8. L'ensemble des racines orthogonales à &« se transforme alors en l’ensemble des racines orthogonales à a*.
Remarquons enfin qu’il y a deux cas spéciaux qui se présentent pour tout groupe complexe simple. Si l’involution se réduit à l’identité, il n’y a pas de racines purement imaginaires#, et par conséquent tout cycle est d’ordre zéro. Nous aurons @ = / et o—œ7=—0. 11 existe toujours alors un groupe réel de caractére I. C’est le groupe réel rormal engendré par une base normale réduite du groupe complexe. Si l’involution change de signe toutes les racines, elles sont toutes par définition purement imaginaires et il n’existe donc pas de cycles. 6 —0, o=7/ et T—7r— 71 où r est l’ordre de groupe. On obtient ainsi le groupe réel unitaire de caractère —r. |
1) Van der Waerden, Die Klassifikation der einfachen Lieschen Gruppen, Math. Zeit.° 37 (1933) p. 447.
+) À. Weyl, Darstellung kontinuerlicher halbeinfacher Gruppen, II, Math. Zeit., 24, (1935) p. 367
Van der Waerden, loc. cit, 3) C., p. 57, Théorème VII. Avec la notation de M. Cartan,
O3 Se —= 03 + da Or, Ù Ca,a, (oh) C(oh),a,@ = — des > Ca, «!,(0 k) C(oh),8,8, = Ba. (1 (1 Si nous écrivons w:= « et w3 —8, cela nous donne avec notre notation RES are œ dB « 2 Cie CooeCi à
expression qui est invariante par toute transformation de base réduite de G. Or, pour une base normale réduite c
î 8 _ ; ; CaaeCip= —gh Cia cie = — (af); chu . cg = — (dj? et ga =—2(a.f) / (a). 4) Pour la définition de racine purement imaginaire voir Ch, LS UT
Les groupes A
Les racines caractéristiques sont!) C,j= (tax) (,1=1,2,...,/41;ixi) où D'x)=0. Si w— m;x, les opérations S, sont
| Si;(o = — (nm; — m;)|i, ji]
Il existe des sous-systèmes de racines tels que la différence de deux racines d’un même sous-système est toujours une racine. Ce sont les 2 (/+1)} systèmes (à ,j) et (j,4), où les ystème est déterminé par l'indice 4, , et l’indice j prend toutes les valeurs de 1 à (241), sauf à. L’ensemble de ces 2 (/ +1) sous-systèmes est nécessairement invariant par toute automorphie. Or la somme des racines d’un tel sous-système est
Il en résulte que le système des quantités [+ x‘) est invariant par l’automorphie. De plus, si x'=x7 et si x*—=—x/, où x' et x* sont les transformées des coordonées x° et x*, la racine (£,k) se transformerait en la quantité (x2 + x!), qui n’est pas racine. | y a alors deux cas possibles: ou bien le système de quantités (x') est invariant par l’automorphie ou bien il se transforme en le système |(— x).
Si l’automorphie est involutive, elle peut être réduite, en effectuant une permutation des indices, à la forme
[ = exe Ep 22. c—2p) 1 0e
ner la —0p41,2p 49, ,2pLqè Et où e— + 1 cherchons les cycles dans les divers cas.
I: e—+}1. Les racines purement imaginaires sont (a, a) et tp, Le tableau suivant donne les racines non purement imaginaires, un cycle contenant chacune de ces racines et l’ordre de chaque cycle:
racines | cycles ordre (a, a) + (a, a) | (a, a), (a, a) Hi (a, €) + (a, à) (@, a), (a, a) 1 (a, b] + (a, b) (a, b] 0 (a, 8) —+ (a, B) (a, B), (a, 8}, (a, P}, (a, À 2
RS
1) C., p. 71 et Æ. Cartan, Les groupes projectifs qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane, Bull. Soc. Math., 41 (1913) (indiqué dans la suite par GP) p. 067.
WT Que
Les seules involutions où il n’existe pas de cycles d'ordre impair sont données par :
il) p—=0, il g—0 et p—{/+1)/2; celle-ci n’existe que si (241) est pair. Nous avons alors deux groupes réels :
i p—0. L’involution est l'identité et le groupe réel est le groupe normal de caractère /.
ii) (/4 1) pair et p—{/+1)/2. L’involution peut s’exprimer :
+ | GE x) = (at xt) | (&@—1, 2,...,(/—1)/2) A RER EE | BL D ST 2,
Donc, eç—{/—1)/2, o0—=(/{+1)/2, 7=2p=—{/+1) et
L’involution peut se mettre sous la forme RES ,
a=1 IH: = — 1. Les racines purement imaginaires sont {a,b) et 1—={q°—q) Les racines non purement imaginaires et les cycles sont :
racines | cycles lordre| (a ; a) 7 (a , a) LT ad (æ ; 6) La (8 , @) 3 ee
Il ny a pas de cycles d'ordre impair et il existe alors un groupe réel pour toute valeur possible de g, soit g9—/+1,/—1,...,0 ou 1. L’involution est définie par les équations:
:e (ue pé = fre ve) | (o—1,92,.. pl.
Lx) — (8 Lx) (8—1,2,...,p—1) [7 xt — ya > (a@=2p+1,...,2p+q—1l+1)
Nous avons donc 0ç=p,60=l—p,i—=q—g et den = fee Il y à alors deux classes de groupes réels du type A:
(il) Le groupe normal de caractère L et, si L est impair, un QU de caractère — [[+2), defini par l’involution
Dior (&=1+2— à)
CAE |
Sn
(ii) les groupes de caractère (1 — q°) définis par Les involutions
= ge (a—1,...,2p;a—92p+1— 0) D a — 2 loop gl 1.) 3. Les groupes B;.
Les racines caractéristiques sont !
QI 2 ls ie Li et x=—— x", Les opérations S4 sont ?
f S;: (© = © — 2m; (à USilo)= 0 — (mi — m;) (à, i), où nous convenons de poser M; =—mMm;.
Il est clair que toute automorphie laisse invariant l’ensemble des racines (5). En effet, toute autre racine est la somme de deux racines, ce qui serait faux pour toute racine {i). Il en résulte que toute automorphie du système de racines est de la forme x'= + x (9 == ne alle Si cette automorphie est involutive on pourra, en effectuant une permutation des indices, la mettre sous la forme :
fase : a Gb st 2p fade 0 Hd | Hier a—2p+1—asia>0 et a=—(2p+1)—a si a<0 rer, @=+<0p+t1),..., +(2?2.+ 0)
Lr=—s, (Q=+(p#ott,.., +p+a+s=+;
et par un choix convenable des signes des coordonnées {x*) on pourra s'assurer que 0 —+1. Les racines purement imaginaires sont (2), (À, u) et (@, a) et t—2{s + p}). Le tableau des autres racines et des cycles est:
racines | cycles | ordre (a,b), (a',a)”, | (a,b], (a! a), | 0 (a) sont réelles (a) respectivement (&, a) + (a, a) (æ, a), (a, a) 1 CEA (a), (a) 1 (a, À) + (a, À!) (a, 4), (a, u), (a, Ÿ'), (a, ) 2
(a, 8 (af (a #8] te, Bi, (o, 8h (e, 8, la, f (a, 2), (au), (a, 4), (a, 4), (a, w), | (a, À
DCrpaoiel-Ge p.60. 1) G. P..p. 69.
s) Nous posons a = —a et a——a, etc,
[es]
emo ere PEER
Pour qu’il n'existe pas de cycles d'ordre impair, il faut et il suffit que p soit nul. Nous avons alors (/+- 1) groupes réels pour lesquels s—0, 176 et g—{—5s. L’involution est définie par les équations:
AE re PR PONS” — AD A=g+1, 9+2,...,qg+s—=b1
ét 09,208 0r TE 273 4oNc 0—Qg—6c—r7—l—2s(s +1) Il existe alors une seule famille de groupes réels, de caractère L—2s{s+1) (s—0,1,...,/), et l’involution peut s'écrire sous la forme
H{S11+1Sv241) = +198 gr 5, 2), qu'il faut multiplier par Si si s est impair.
4, Les groupes Cz.
Les racines caractéristiques sont!) GE, = (x — 41) OUT El EME Tente
Les opérations S, sont?
S;:,(w) = © —(m;— m;){i,j) si 7 j' Sir ©) = © — m;li, i!}, où, comme pour les groupes B,, nous posons M: = — "mi.
La somme de deux racines distinctes de la forme {é,£) qui ne sont pas opposées, est toujours égale au double d’une troisième racine, et ces racines sont les seules pour lesquelles il en soit ainsi. Elles constituent alors un soussystème invariant par toutes automorphie. Il en résulte que les involutions sont les mêmes que pour les groupes B; ($ 3}. On peut de même supposer que ba = +1. |
Les racines purement imaginaires sont (2,u) et {a a, et T—2(s —p). Le tableau des autres racines et des cycles est :
| racines EVICIPES | ordre (a, 6] (a, à la, 6 | 0 (&, a) (a, a) (a, a!) 0 Ü (2 te,4 la, 4),(a,4 L (a,a)>{a,a) (a,a),(a,a) 1 (a, 8) (a, B; le, Bi,(@, 8) .(e, 8),t@, 2 eds iei) | (die died, | 2
oo om
1) CHE PTO et LP, :) G, P., p. 70.
Pour que tout cycle soit d’ordre pair ou zéro il faut et il suffit ou bien que g —0 ou bien que p=—s—0,
ii) g—0. L’automorphie est définie par + (ee + 4 = (40 + 19 (&=1,2,...,p) (xc _S x æ} = — (xe E— x°)
‘ > ; Hs 2pKT,,.,2ps— 1, x} = — x
Nous avons alors 6ç=p,0—=[—p et 1—2 (sp), donc 0=p—5—-17——1—25s, L’automorphie, exprimée à l’aide des opérations S, est UD Sn ia t,)29,,p3h=90p41,...,1.
(ii) p=s= 0. L’involution est l'identité, et nous avons le groupe réel normal de caractère /.
En résumé, les groupes réels du type C; sont:
(1) les groupes de caractère (— 1—25s)où(l—s)—=0,2,4,...,21[//2]; définis par Les involutions
118,5, ISsyla=1,2,...)p;8=2p+4—0;=0p+1r.,2p4ts— 1).
(ii) Le groupe normal, de caractère !.
2 Les groupes D, (22 4).
Les racines caractéristiques sont!
(£,j) FE (xi — x/)
où 4j=+1,#42,..., +l;it+iet x i=2r,
Les opérations S, sont?
S;,(o) = @—{(m—m;).{{,i) où mi — m;.
_ Prenons d’abord le cas où {>> 4. Est associée à toute racine {s, j) une seconde racine orthogonale à {i,j}, determinée au signe près, telle que toute autre racine orthogonale à la première est également orthogonale à la seconde ; cette racine est (4,J}. Toute automorphie du système doit laisser invariant l’ensemble des paires de racines ainsi définies. Or,
G)+(i)=2x et (Gi)—-(i=2%; une automorphie laisse donc invariant l’ensemble des quantités x°{4=+1,2,... .., +4. Il en résulte que les involutions du système D,(/>4) sont les
mêmes que celles des systèmes B,, C, ($$ 3, 4). Dans le cas où /—4, M Cuartan a fait la remarque‘ qu’il y a trois
1) PS OGC Pl; pH 2) G.,
systèmes de quantités qui peuvent jouer le rôle des quantités (+ x'), et que toute involution du système de racines doit laisser invariant au moins un de ces systèmes de quantités. Toute involution est alors équivalente à une involution de la forme que nous avons trouvée dans le cas [> 4.
Dans tous les cas, / > 4, les racines purement imaginaires sont (2, u) et (a, a), et T—25(s 12227
Le tableau des autres racines et des cycles est :
racines | cycles | ordre (a, a (0, à la, à ce (a, b) + (a, b) (a, b) 0 (a, &)—+ (a, à) (a, a), te 1 (a, 8) + (a, À (a, 8), (a, Bi, | seu . ; (a, À) + (a, À!) (a, 2), (a, u), (a, #/), (a, (4, a) (4, à) (4, a), (4, a), (u, a), (a), (2 a), (w/, a) Ce
La condition nécessaire et suffisante pour qu’il n’existe pas de cycles d’ordre impair est: soit p—0 soit s<2 et g —0.
(il) Si p—0, lPinvolution est + [x lil 2e 2%, 10) SN | GERS" lg, hdi sgEs=i) ét 0—=9; 605$: Or, T—=2${S 1} donc Ê—l—2s5—2s(s—1)—/—25s.
(il Sis<2 et 9 —0, s—0 si / est pair et s— 1 si / est impair. On peut choisir les coordonnées {x) de sorte que l’involution devienne
QU ce (o= 1 PL a—1l+1—0)
et les racines purement imaginaires sont + {a/,@) (a = 1,2,...,[//2]), au nombre de 2{//2]. L’involution peut s’écrire :
+ | (= 5),e (5 2e) | (us 1,0; 14/21) 2 VE SET (B=1,2,...,[(/41)/2)),
et nous avons
| ={2, 6=((+1)/2) et r—2{/)2) d’où
roU
Il y a alors deux familles de groupes réels : (i) les groupes réels de caractère [[— 25?) (s—0,1,...,/) définis par Les involutions x = x til 2,0
x — x = qg+1,g+2,..,q+s—l); (ii) Le groupe réel de caractère — 1 défini par l’involution xt — je (a=1,2,...,/;a—1+1—a).
Si {—=4 les involations
L L xi= x (a = 1,2) X®—= — x" et = = xiU=,3,4)
sont équivalentes et les groupes réels correspondants sont isomorphes. Ecri- 4 :
vons en effet £’ — te Du (x) — x} où ,j—=1,2,3,4. Le système D, est (EE + éf).et la os involution peut s’écrire Ps; res | Pts =, à
qui est manifestement équivalente à la premiere involution.
Le groupe F
Les racines caractéristiques sont !) (,7) = {x — x?)
lé,j,k)= tx + xi + xt)
(Éo —=—{(i,,k)
où 2,/j,k—1,2,...,06 et D AR TELE Les opérations S, sont” S (0) Re (= m;) (ë, J) Sijk (o) —= + P/s te M; — mx) (ë, ji, k) Sooo (w) = © +- 1/, Ê m. (0 0 0). Si une involution échange entre elles deux racines dont la somme ou la différence est une racine, cette dernière est invariante au signe près. Si la
1RCS PS0 OP; De 72; "GP... p =:
_— A2 transformée d’une racine est orthogonale à cette racine, les racines orthogonales à toutes deux forment un sous-système invariant. Or, les équations
Il Sy; 20e) Î) Er (£, Js k) | SE ñ (é, ÿ k) == (000,
montrent qu’on peut supposer l’une des deux racines égale à (000). L’autre sera de la forme (4, A), et les racines orthogonales seront (4, j) (,j k,h); elles forment un système du type A,, dont toute involution admet au moins une racine invariante au signe près ($ 2). Il en résulte que toute involution du système FE, admet aussi au moins une racine invariante au signe près, et il suit des équations (1) qu’elle est équivalente à une involution qui laisse invariante au signe près la racine (000) Les racines orthogonales à (000), soit (ë, j) (4, j = 1, 2,..., 6), forment un système A; invariant par une telle involution.
Je dis maintenant qu’il est nécessaire pour que l’involution du système FE; définisse un groupe réel, que l’involution du système A; qu’elle détermine, définisse un groupe réel du type A;. En effet, la somme de deux racines du système A; est toujours une racine du système A, si elle est une racine du E,;. De plus une racine purement imaginaire du A; est une racine purement imaginaire du E,;. Il en résulte que tout cycle défini dans le système À; par l’involution est également un cycle dans le système E,;, et doit par suite être d’ordre pair.
Les involutions du système A; qui définissent un groupe réel peuvent être réduites par une permutation des indices à l’une des formes {$ 2):
(i) x xt(a—1,2,...,6)]
(ii) x = x; (a=—1,9,.. ,6;a=—7-—à)
. x — xéla—1,2,...,2p;a@—2p4}1—0a) ii x ——xla=2p+1,...,2p+q=6).
Chacune de ces involutions définit deux involutions du E,, la première étant donnée par les équations précédentes, et la seconde étant obtenue en multipliant la premiére par l’opération S,,,.
Il ne reste qu’à chercher dans chaque cas les cycles non entièrement contenus dans le système A;.
I: Si l’involution admet une racine invariante, nous pouvons supposer que (000) + (000). Il y a trois cas possibles :
(i) wa 1, 10,
Cette involution est l’identité, qui donne le groupe réel normal, de’ caractère 6. .
(ii) ua SO net Gear Dh
La racine (y, y) est purement imaginaire, (a, &, y) se transforme en (æ,a,”]
et ces deux dernières forment un cycle d’ordre un. Cette involution ne définit donc pas de groupe réel.
Sn À re
(ii) LES ten: 25 ep et ÉRDRO PLIS — D; 10; a=1— à) x = Sooo te 2 a=p+1,...,p+q—=6—p)
Si g—0, il n’y a pas de racines purement imaginaires. Il n’y a donc pas de cycles d’ordre non nul, et il existe un groupe réel défini par cette involution, qui peut se mettre sous la forme
| a a œ r Ge x) = (xx) (a = 1, 2, 3)
(or) us x) =—(x— x) —($ — xf) [8 = 2, 3).
Donc e=4, 6—2, 1—0 et Ü—p—0—7T—2.
L’involution est le produit de la transformation x°—— x par l’opération D io Ses (= 1,29)
Si 9 = 2, (3,4) est une racine purement imaginaire.
(4, a, 8) Sooo(4, @, B) = [3, @, B)
et ces deux racines forment un cycle d’ordre un.
Si g—4, ies racines purement imaginaires sont (a, b) (a, b = 2, 3,4,5) et 7—12. Le tableau des racines qui n’appartiennent pas au système A; et des cycles qui les contiennent est :
racines | cycles | ordre
(a, &, &) + Sooo(a, &, à) —=(b, c, d) 26 =
(a,a,a) —+(b, c, d) + — (a, b, a) = Sooo (a, b, a)! TE (c, d, a) (a, b, a), (é; b, a), 2 G-do) cle; dr) |
et il n’y a aucun cycle d’ordre impair. L’involution est définie par:
D x = ES (x)
= Gel — x) = (xt — x6) . Ge) — (x — x5) © (a 2, 3,4) 2x — x — y —— 9x5 tr PE | et o=2, o—4 et 5 —12, donc | Ô Es pr 14.
L’involution est le produit de la transformation *——x' par l'opération Sooo S16: |
Si g—6, les racines purement imaginaires sont (a, b) (a, b—1,2,...,6). La racine (1, 2, 3) se transforme en Sooo(1, 2, 3) —(4, 5, 6) et les racines (1, 2, 3),
(4, 2, 3, (4,5, 3), avec leurs transformées, forment un cycle d’ordre trois. Il n’y a donc pas de groupe réel.
11: Si l’involution n’admet pas de racines invariantes nous pouvons supposer que (000)->— (000) Toutes les involutions ainsi déterminées, à l'exception de deux, laissent invariante au moins une racine. Ces deux involutions sont :
Cette involution définit le groupe réel unitaire, de caractère — 78. (ii) x%= So00 (x“) la=1,2,...,6; a—7— a).
Les racines purement imaginaires sont (a, a), + (000) et + {a, B, y) où les indices a, B,y; @, 6, y sont tous différents. Il y a donc 24 racines purement imaginaires. Le tableau des racines non purement imaginaires qui n’appartiennent pas au système A,;, et des cycles qui les contiennent est alors
racines (a, a, B}, + Sooo(a, & B) = (y, y, B}
cycles (a, a, b}, (a, a, 6), (y, y, 8}, = a, &, B + (000), }s (Ys Ÿs Bj'
ordre: 2
Il existe alors un groupe réel. L’involution est 32 Lee er LEE Re (122,3)
dou 0—=2,0—4,1—216l | 0 — — 26.
L’involution peut s’écrire S, ,o 1 Sa x(a = 1 ,2,3).
En résumé, il y a cinq groupes réels du type E,:
li) Le groupe réel normal de caractère 6.
(ii) le groupe de caractère 2 défini par linvolution Siso IL Sux IG 172, 3; a—7T— à) multiplée par M —— x", (ii) le groupe de caractère — 14 défini par le produit de S,,, Sx et
(iv) Ze groupe de caractère — 26 défini par So o 0 LL Sax.
(v) Le groupe unitaire de caractère — 78.
FE Le groupe E,.
Les racines caractéristiques sont!) = x — x
ë,J, k) —= (xt = sel + x)
irs k)! = —|{;is k) ' OÙ) = x — D (x/) Gil (OOi) = — (00:) où é,j,k—1,2...,7, ces indices étant tous inégaux. :
Les opérations S4 sont?
S:; (©) = © —(m;— m;). (,j) Sija(o) = © + (ST (m) — mi — m;— mx). (à j, 4 Soo: (©) = © + (5 Y(m)— m:) . (006).
Toute involution du système laisse invariant l’ensemble des paires de racines égales et opposées, dont il y a un nombre impair. Au moins une de ces paires est alors invariante, et au moins une racine est invariante au signe près. Il suit des équations
S;zh (é, Fe k) FE (é, h)
Sooz (é, À) = (005)
S7; (00 :) = (007), qu’il existe une automorphie qui transforme une racine quelconque en + (007), d’où il résulte que toute involution est équivalente à une involution qui laisse invariante au signe près la racine (007). Les racines orthogonales à (007), soit (ä, j, 7), (à, j, 7) et (à, j) (Ü—=1,2,...,6), forment un système D, invariant par l'involution, système qui peut s’exprimer sous la forme
Hé + é/ CT A PP ii HÉSITER Le système E, est alors ES hihi); nié #8
où &—+1, Ile;——1 et £—(007)
re} Æ ee med,
TUE
Si © = wy EL «, Ë, nous avons les équations suivantes : S;; © —=wù — (ow; — w;)(é, j) S;:;1l0)—= 0 —(w;+o;(i,j,7) Solo] = © — 2 w,.(007).
Si l’involution du E, définit un groupe réel, l’involution qu’elle détermine dans le système D, définit un groupe réel du type D,. En effet, on démontre comme pour le groupe F,; que tout cycle défini dans le système E, par l’involution est également un cycle dans le système E,.
Les involutions du D, qui définissent un groupe réel peuvent être réduites, en effectuant une permutation des indices, à l’une des formes ($ 5):
1 ar (a=s+1,s+2,...,s+9—6) Î 2 mn (LD ES (il Feu (em1 M6 ae 00,6 El
S'il correspond à l’une des ces involutions, une involution du système E,” il en correspondent deux, définies par les équations précédentes auxquelles on ajoute
Pr.
Pour que les équations |i) définissent de cette manière des involutions du E;, il faut et il suffit que s soit pair. En effet, la racine
LE 8; 6 + go} se transforme en Sete où Ea = Eo et E1——E#.
La condition nécessaire et suffisante pour que cette expression soit une racine est :
Or, He&=(— 1) Le; —{|— 1) et la condition est alors que s soit pair. Les équations (ii) définissent toujours une involution du E,, car 11 (D) = 1. Remarquons que nous pouvons changer de signe un nombre pair des ($*) sans changer la forme du système E,. De cette manière on pourrait
EX
s’arranger à avoir == +1; 0,—=0,—=0, =0, = +1.
Cherchons dans les divers cas les cycles non entièrement contenus dans le système D,.
1: Les involutions qui admettent une racine invariante sont toutes équivalentes à une involution par laquelle (007) + (007) et E = €.
= (a—=s+1,;s+2,...,s+09—6) 4 __# (d=1,2,...,5, où s est pair)
Sol Pol Si
Les équations (2) nous permettent d'exprimer cette involution sous la forme ISSU 12. Si s f:1-— à).
Si Ss— 0, l’involution est l’identité, et le groupe réel qu’elle définit est le groupe normal de caractère 7.
Si s — 2, l’involution est S;, S,,,. La racine (1, 2, 7) est purement imaginaire et la racine (3, 7) se transforme en {1, 2,3) —{3, 7) + (1, 2, 7). Les racines (3, 7) et (1, 2, 3) forment alors un cycle d’ordre un.
Si s — 4, les racines purement imaginaires sont (2, uj),{2,u,7)et (2, u, 7) Hu 1,2, 4dj'et 24:
Le tableau des racines qui n’appartiennent pas au D, est:
racines y cilies STE (000) + (000) {000) 0 (a, 7) + (006) (a,7),(a,À,u),(00b) ,(a,», x) 2 (a, À, ui (a,», A Buste, 7) | (uv), (u,ni,(x,7),(,7) | 2 (a, b, À) + (00 2; (a, b, À), (a, b, u), (00 4), (00 u)' 2
Tout cycle est alors d’ordre pair ou zéro, et il existe un groupe réel. L’involution est
Era Fetes I d’où 9 —=3, 0 —4. T=—= 24 et Ü=Q—06—1t—— 25.
Si s— 6, la racine (1,7) se transforme en (001), et les racines (1,7), (6,7) et (2,5, 6) forment avec leurs transformées (001)}/, (006) et (134), un cycle
d’ordre trois.
Et = É« aid Dire 6 sa T— à)
involution qui peut s’écrire II Sex (a —1,2,3).
— Ab —
La racine {«, 7) est transformée en («,7), et la racine (&, «) est purement ima- | ginaire, Les deux racines («, 7) et («, 7) forment alors un cycle d’ordre un.
(iii) ET (B=—=2,3,4,5;P—=17— a).
Cette involution est S,,, Sy Sy. Les racines purement imaginaires sont + (1, 6,7), + (2,5) et + (3,4), et r = 6, Le tableau des racines qui n’appartiennent pas au système D,, avec les cycles qui les contiennent, est :
racines | cyic es ordre (000), (&, 7), (00 «), (000), («, 7), (00 &), (&, 8, 6) sont réelles (&, 8, B) respectivement : (8,71 (a, a, À (8,7), 18,7), (a, «, B), (a, @, 8) (a, 8,7) (a, 8,7) |: (a, 8,y,(e, 8, yh le, B, y), (a, 8, 2 (8, y, y) + (00 8)! (8, y, y}, 18, », »), 100 87, (00 8)!
où a= 1,06; 6,7= 2,3, 4,5.
Il n’y a pas de cycles d'ordre impair et l’involution est définie par les équations :
(EX Ou E") == EL 0, E°) | en 519; GS
KE a) = —(E"— 0)
o=4,0=3,1—-=6 et 0=— 5.
Il: Les involutions qui n’admettent pas de racines invariantes. | Elles sont toutes équivalentes à une involution pour laquelle {[007)-+ — (007)
et = —#", Or toutes les involutions définies par les équations (i), (ii) et (iii),
+0 () . * ‘ N . « avec £ —=—#, laissent invariante au moins une racine, à l'exception de l’involution :
E — —_ 0 Ft Â=1,2,...,6)
Cette involution est alors la seule qu’il reste à considérer. Elle définit le groupe réel unitaire de caractère — 133, et peut s’écrire :
Soor 22 (Sa St) in Cod TN Et AT
Le groupe F
Les racines caractéristiques sont!
OL£7,4=1,2,...,9 et Y(—=0 Les opérations S, sont? :
J S;; {c) = 0) — (M; — M) 5 (4, j) / 1 q, TS, x L> ‘ | Self = 0 + (Em) — mi —m, —m).(i, j, 4).
Il résulte des équations Si À S; (4, j) CS (1, 2) S;;# Sx1 KG, j, k) (1, 2), où nous convenons de dire que S;; représente l'identité, qu’il existe une automorphie qui transforme une racine quelconque en {1,2), Si alors une involution laisse invariante une racine au signe près, elle est équivalente à une involution qui laisse invariante au signe prés la racine (1,2). Les racines orthogonales à (1,2) forment un ensemble invariant par une telle invoWtion. Ces racines sont
[4 (é,J), + (4j, k) et +(12,9=+4i#— 9); (4, j,k=3,4,...,9),
qui forment un système E, ($ 7). Une involution de ce système E, laisse invariante au . près au moins une racine, que l’on peut toujours supposer
F0 à p— Duel 2, 9).
Si une involistion du E, échange entre elles deux racines, elle laisse invariantes au signe près la somme et la différence de ces racines, et si l’une
de ces quantités est une racine, le problème se réduit au cas précédent.
EE AM ge JE bp ; Nous ne supposons pas ici que Ym; =0,
APADT—
8i enfin une involution échange entre elles deux racines orthogonales, on peut supposer l’une d’elles égale à (1,2) et l’autre à (1,2,9) Dans tous
les cas alors, une involution est équivalente à une involution qui laisse invariant l’ensemble des quatre racines:
Les racines qui ne sont orthogonales ni à (1,2) ni à (1, 2,9) forment également un sous-système invariant. Ce sont les racines : (4) + (1,a, Æ(2,0), +1,02 12,0 0) (a=3;4;.54,8) Il est de même des racines orthogonales à (1,2) et à (1, 2,9): (5) (a,b), +{a, b,9) et ces trois sous-systèmes (3), (4) et (5) forment un système du type D, invariant par l’involution, soit:
(ë, 4}, (ki; 9) (if =1,2,34440) Ce système peut s’écrie md (5j =D)
= ti, et le système E, devient:
NE où &=+1 et [[a—=—1.
Si une involution du E; qui laisse invariant ce système D, définit un groupe réel, l’involution du système D, qu’elle détermine, définit également un groupe réel, car tout cycle du D, est également un cycle du E.. L’involution du D, peut se réduire alors, par une permutation des indices, à l’une dés formes ($ 5):
û [E=-r A = 1, 2,..,5 LEE (a—=s+1, s+42,...,s+g:==8) FOR Et (&@—1,2,...,8;a—0—a; 0 = 67 +1).
La condition nécessaire et suffisante pour que les équations (i) définissent une involution du E, est que s soit pair, car elles transforment la racine 2 2(e&Ë) en FLE) où & —e et &=—0, et il faut et il suffit pour que cette quantité soit une racine que s soit pair. Les équations (ii) au contraire définissent toujours une involution du système E;. Cette involution laisse invariantes les deux racines orthogonales ([£1+-0, &s) et (£2 0, ET); elle est alors équivalente à une involution qui laisse invariantes les racines (1,2) et (1,2,9), et si nous exprimons celle-ci sous l’une des formes (i) et (ii), les
racines (1,2) et (1,2, 9) deviendront {£' + £) où £'—E' et E—E, L’invotion est alors de la forme (i), d’où il résulte que toute involution définie par
des équations de la forme (ii) est équivalente à une involution définie par des équations de la forme (i).
Cherchons pour les différentes valeurs de s les cycles non entièrement contenus dans le système D,..
Si S—0, l’involution est l'identité et on obtient le groupe réel normal de caractère 8.
Si Ss—=2, la racine - Ye; Ë') se transforme en (22 (es &t)— (se, Êt+e, &)}
et la racine (e, Ë1 8, £?) est purement imaginaire. Nous avons alors un cycle d'ordre un.
Si s—4, les racines purement imaginaires sont en Ex Æ Ex) et De 24
Les racines qui n’appartiennent au D, et les cycles qui les contiennent sont :
racines | Let) LUE) oùe =; —— 0€ | Gien, ie) Rbtemh {Ter Le (SE) He tte)
ordre | 2 ous
Tout cycle est alors d’ordre pair. L’involution étant :
a [l D ESS
o—6—4 et Ô—=e—5— L’involution peut s'exprimer sous la forme:
S129 Sga So Sau9 - En effet, EE) (1,2), (É—E)=(3,4), (A +8)=[(1,2,9) et (E5+E)—(3,4,0). Si s— 6, les racines fur bi) VS Les ee 7e ft +r,8)) DORE (F8) — 1e 2 et Le (I DteE)— (8 Et 8 8) —(e, +6, 84) } forment avec leurs transformées un cycle d’ordre trois. Si s—8, toute racine est purement imaginaire et le groupe réel défini par l’involution est le groupe unitaire de caractère — 248,
En résumé, il y a trois groupes réels du type E;: li) Le groupe normal de caractère 8.
lüi) Le groupe réel de caractère — 24 défini par So S3a S 129 S340 ge (ii) le groupe réel unitaire de caractère -— 248 défini par
H(S:3Si7) U=2,4,6,8;4— À —1).
Le groupe F
Les racines caractéristiques sont! :
| (= + (,j) = (x — xi) 5 Dix = + 1) oùi,j—= +1, È2,23,+4;iÆ TI.
Les opérations S. sont? :
S:{œ) = © — 2 m;.{|i) S:; {w\ — 0 — (m; — m;) . (ë, j) Se, (&) = © = (Y em: (5 Desxi).
Les seules racines qui soient la somme de deux autres sont les racines (é, j). Elles forment alors un système du type D, invariant par toute involution du système F,.
Les racines {i) et (52 &: x!) peuvent toutes s'exprimer sous la forme Sn + (8, n} où (é,j), (k,/) sont deux racines orthogonales, les indices n'étant pas nécessairement tous distincts. Inversement, toute expression de cette forme est une racine, Il en résulte que toute automorphie du D, laisse invariant le F,, et que toute involution du D, définit üne involution bien determinée du F,. De plus, deux involutions équivalentes du D, définissent deux involutions équivalentes du F, et réciproquement. Si l’involution du système F, définit un groupe réel, il en est de même de l’involution du D,, car tout cycle du D, est un cycle du F,. Toute involution du D, qui définit un groupe réel est équivalente à une involution de la forme ($ 5):
Si 9 0, les racines purement imaginaires sont (2) et (4, u), et = 2 s°.
Si S—0, l’involution est l'identité, et nous aurons le groupe réel uormal de caractère 4.
Jaguar, p. 82. :
Ses — 1, ES DEEE {a Dr) — xt }, et ces deux racines forment un cycle d'ordre un. De même, si s—2, les deux racines {5 x l et + D — {x3 + x1)} forment un cycle d’ordre un.
Si s—3, les racines non purement imaginaires qui n’appartiennent pas au système D, sont :
| racines | (a) SDlex EL V(G.x) où me; Ea——e, cycles (la +Dte an}; iSler)—e xt: SG) 19 (ex) Le xt) ordie Lo! 2
et tout cycle est d’ordre pair ou zéro. L’involution est
+ x1—= xi Donc, e=1, 6—3, 1—18 et Ü—çe—co—71t1—— 20. L’involution peut se
mettre sous la forme S:3 Siy Sa.
Si s—4, toute racine est purement imaginaire, et nous aurons le groupe
réel unitaire de caractère — 52. L’involution peut s’écrire
Sue Sa S a’ SA °
Le groupe G
Les racines caractéristiques sont !):
État 2e) et or) 0.
Les opérations S sont”?
Slow = w + (TL m:;) — 3m;).{i) Sy (o! — 4j = (im; —m;) . (é, Î) Ÿ
Toute involution du système G, définit une involution du systéme A, qui se compose des racines (4j), et inversement. Si la première définit un groupe réel, il en est de même de la seconde, car tout cycle du A, est un cycle du G,. Par une permutation des indices toute involution du A, qui détermine un groupe réel peut être réduite à l’une des formes ($S 2):
Cs.p. St CP pD: 0 EN G. P., p. 84; Ym, n’est pas supposé égal à zéro.
SRE
(iii) x = — x;, qui est la transformation S,,S..
La première et la dernière donnent nécessairement les groupes réels normal et unitaire, respectivement de caractère 2 et — 14.
L’involution (ii) transforme la racine (1) en (3), et leur différence est la racine purement imaginaire (1, 3). 11 existe alors ua cycle d'ordre un, et il n’y a pas de groupe réel qui correspond à cette involution.
ES
CHAPITRE II
1. Généralités): Une représentation d’ordre # d’un groupe infinitésimal est un espace vectoriel à # dimensions dans lequel il est défini un ensemble de matrices (ou tenseurs à un indice covariant et un indice contravariant) associées aux éléments X du groupe. Elles satisfont aux conditions suivantes :
(i) à chaque élément X du groupe est associée une matrice Æ et une seule, et inversement ;
(ii) K+Y=S si X+Y=7Z (iii) FA = 0) si aX=Y (iv) KY-YÿY=S si LERAESFA
Nous pouvons sans ambiguité représenter les éléments du groupe et les matrices qui leur correspondent par le niême symbole X. Représentons par X, y,... les vecteurs de l’espace. Un système de coordonnées étant défini dans l’espace d’une représentation, les vecteurs de coordonnées seront appelés une base de la représentation, et les matrices associées aux éléments d’une base du groupe seront appelées une structure de la représentation.
Si le groupe est complexe, l’espace de la représentation est nécessairement à variables complexes; mais si le groupe est réel, l’espace peut être ou bien à variables réelles ou bien à variables complexes. Dans le premier cas la représentation est dite réelle et dans le second elle est dite complexe. Si G est le groupe que définit un groupe réel G par le passage du réel au complexe, une représentation À de 6 peut toujours être regardée comme une représentation complexe de G; mais elle ne définit une représentation réelle de G que si, par un choix convenable de sa base, sa structure devient réelle pour une base de G qui est une base du groupe réel G considéré comme sous-groupe de G. Au contraire, toute représentation réelle R de G définit une représentation complexe de G et une représentation À de 6.
Un sous-espace linéaire À, d’une représentation À d’un groupe 6 est dit invariant si X(x\ C R, lorsque XCS et x CR; l'expression X (x) représente le produit du vecteur x par la matrice X. Si % n’admet aucun
1) G. P., et H. Weyl, loc. cit., I, p. 275 et seq,
RATE
sous-espace invariant, sauf l’espace tout entier et l’origine, elle est dite pe ductible. Dans le cas contraire elle est dite réductible. Toute représentation réductible d’un groupe semi-simple (réel ou complexe) est complètement réductible : c’est à dire qu’elle est le produit direct de plusieurs représentations irréductibles.
Si {X,, X4} est une base réduite d’un groupe semi-simple complexe G, un vecteur x d’une représentation de G est dit de poids w—=w; ef si eiX;lx) = ew;x 2. Le vecteur X;{x) sera de poids [w + à) = {(w;+ a;)e. On peut choisir la base d’une représentation 9 de G de sorte que tout vecteur de base ait un poids, et plusieurs vecteurs de poids différents ne sont liés par aucune relation linéaire. Un poids w tel que [w + a) et (w — a) ne sont jamais des poids en même temps est dit poids frontière. Une représentation irréductible de G est définie à une homographie près par un poids frontière arbitraire ?. Avec les matrices X associées aux éléments d’une base réduite de G on peut construire des polynomes, qui sont une somme de plusieurs termes de la forme aX; Xs...X,, et qui peuvent multiplier les vecteurs x de À. Tout vecteur d’une représentation irréductible À peut s’écrire sous la forme À x, où À est un de ces polynomes et x un vecteur arbitraire de À *.
Dans la suite, G sera un groupe réel semi-simple et © sera le groupe qu’il définit par le passage du réel au complexe. Si une représentation réelle irréductible R de G définit par le passage du réel au complexe une représentation À de G, À est ou bien irréductible ou bien le produit direct
de deux représentations irréductibles de G, %, et %,, conjuguées complexes par rapport à l’espace de R°. D’après M. Cartan, ces deux espèces de représentations irréductibles réelles de G seront dites respectivement de première classe et de seconde classe. Dans le premier cas la représentation
irréductible %, et dans le second cas les représentations M, et À,, sont dites associées à KR. Par définition alors, il est associé à toute représentation irré- “ductible réelle de G au moins une représentation irréductible de G.
Si une représentation irréductible À de G est associée à une représentation irréductible réelle R de G de première classe, R peut être définie de la manière déjà indiquée en choisissant une base de 9 pour laquelle sa struc-
ture devient réelle. Si À est associée à une représentation R de G de seconde classe, considérons la représentation complexe de G qu’elle définit. Cette représentation de G définit la représentation réelle R de G en regardant
?) Weyl, loc. cit, p. 380 et seq. 7. 4, C. Whitehead, Certain equations in the algébra of a semi-simple group, Quarterly Journal, 8 (1937) p. 220-224.
1)-G SP. D-57. 4H We Aer pres
#) G. P., p. 59 et seq.
…. +) G. P., p. 61. et 62. M. Cartan démontre ces propriétés respectivement pour un poids, frontière spécial et pour le vecteur associé à ce poids, mais la même méthode peut s'étendre aux cas généraux.
a) E, Cartan, Les groupes projectifs continus réels qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane, Journ. de Math., 10 (1914) (désigné dans la suite par G. P. R) p. 155.
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l’espace complexe de 9 comme étant à 27 dimensions réelles au lieu de # dimensions complexes. La représentation réelle de G ainsi définie est unique’.
2. Définissons dans une représentation irréductible À du groupe semisimple complexe G une antihomographie? x— x*, et des matrices X* déterminées par les équations
où X, X représentent les matrices de À associées à deux éléments générateurs de 6 conjugués complexes par rapport à G. Ces matrices forment une représentation R* de G, et les matrices X* de À* et X de À correspondent au même élément générateur de G. On vérifie immédiatement, en effet, que les matrices X* jouissent des propriétés fondamentales des représentations de énoncées dans la première section de ce chapitre. La représentation R* est irréductible, car toute variété plane invariante par À* serait la transformée d’une varieté plane invariante par À. On peut passer d’une antihomographie à une autre quelconque en effectuant sur les vecteurs x* une homographie. Cette homographie transformera la représentation R* associée à la première antihomographie en celle qui est associé à la seconde. Za représentation N* est alors la même à une homographie près pour toute antihomographie de Xi.
Si À est la représentation de G associée à une représentation irréduc-
tible R de G de première classe, les matrices X et X sont conjuguées complexes par rapport à R; c’est-à-dire que
où x est le conjugué complexe par rapport à R du vecteur x. La représentation À* associée à l’antiinvolution x* — x est définie alors par les équations
(X* x") = (X x) = X x", et Les représentations R* et À sont les mêmes.
Récipraquement, si l’antihomographie est involutive, nous pouvons choisir la base de À de sorte que x*—x, le conjugué complexe de x par rapport à cette base. Si À* est égale à À, soit X — X un élément générateur du groupe réel G, considéré comme sous-groupe de G. Si x est réel, x — x*, et X x — (X* x*) = (X x)", le transformé de x par X est donc réel, et les vecteurs réels de % engendrent un espace réel à z dimensions, où z est l’ordre complexe de la représentation N%, dans lequel est définie une représentation réelle R de G. Cette représentation R définit R par le passage du réel au complexe.
1SGE PAR, p.101: ; 3) Si (x) est un système de coordonnées dans R, une antihomographie x— x
est définie par un système d’équations de la forme
x" : = de x où (x/) sont les conjuguées complexes des coordonnées (x). Si (x*)* = x, l’antihomographie est dite antiinvolution. Dans ce sens, l’antihomographie = x n’est une antiinvolution que si À =1.
TE
R étant irréductible, il en est de même de R, qui est alors de première classe. Z/ faut et il suffit pour que À soit associée à une représentation R de G de première classe qu’il existe une antiinvolution de À pour laquelle NN.
Pour qu’il existe une antihomographie d’une représentation irréductible R de G telle que N* = HN, il faut et il suffit qu’il existe, pour une antihomographie arbitraire, une homographie de %i° en Ji. Si, en effet, il existe une antihomographie pour laquelle f*— À, la représentation N* associée à toute autre antihomographie sera semblable‘ à la représentation f* de la première antihomographie, et par suite semblable à 9. Réciproquement, s’il existe une homographie qui transforme N* en N, effectuons cette homographie sur les vecteurs x*. La nouvelle représentation N* sera égale à Di.
Soit maintenant {X;, X.} une base réduite de G pour laquelle
X: = X; N'R Si x, est un vecteur de Ÿ de poids © — w; e' relatif à e’ X;, Xi ro =(Xix) = (ox) = ox,
et x, est un vecteur de Ï* de poids w—w;e, le conjugué complexe du poids &. Inversement, si un vecteur x* de R* est de poids w, le vecteur x de À dont il est le transformé est de poids &. 11 en résulte que les poids de la représentation N* sont les conjugués complexes des poids de la représentation JS et, en particulier, que les poids frontières de R* sont les conjugués complexes des poids frontières de R. Les représentations À et N* étant irréductibles, £{ faut et il suffit pour qu’il existe une homographie de N° en À que le conjugué complexe d’un poids frontière arbitraire de À soit également un poids frontière de À. En effet, la condition pour que R* et À soient semblables est qu’un poids frontière arbitraire de N soit aussi un poids frontière de N*?. Une représentation irréductible de G qui satisfait à cette condition sera dite ,autocorrélative par rapport à G“9. Les poids frontières de À étant les homologues d’un poids frontière arbitraire par le groupe {S) engendré par les opérations S.‘), /a condition pour que À soit autocorrélative est simplement qu'un poids frontière arbitraire soit homologue par (S) de Son conjugué.
1) Deux représentations d’un même groupe seront dites ,semblables“ s’il existe une homographie qui transforme l’une en l’autre.
:) G. P., p. 59 et seq.; voir note (3), p. 50 de ce présent mémoire.
+) G. P.R, p. 166. Cette notation tient à ce que, si une représentation réelle de &
définit par le passage du réel au complexe le produit direct d’une représentation autocorrélative FR, de G par sa conjuguée complexe %,, les représentations ft, et À, sont semblables.
‘) voir plus haut, Chap. Il, $ 1. Le groupe (S) est un groupe d’automorphies du
système de poids de % et non simplement du système d2 racines caractéristiques de 6. GAP p.58.
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La représentation irréductible À étant supposée autocorrélative, tout poids frontière de N est un poids frontière de À*, et le conjugué complexe © d’un poids frontière arbitraire © de À est également un poids frontière de M. Les vecteurs xo et x9, respectivement de poids 4 et ©, sont chacun déterminé à un f'cteur numérique près), et il existe une homographie bien déterminée de JN* en À qui transforme x en 2x9, À étant un facteur arbitraire. Il existe alors une antihomographie bien déterminée de Y pour laquelle R* = À et x? = 2 5 : on obtient ainsi toutes les antihomographies pour lesquelles R*— SN.
Exprimons xG sous la forme F xo, où F est un polynome construit avec les matrices X de N. Si nous remplaçons dans F chaque matrice X par la
matrice correspondante X, et chaque coefficient numérique par son conjugué
complexe, nous obtiendrons un nouveau polynome F. Si x% — À x5,xb —=4Fxo, . . * =
et on voit facilement que x6 = (F xo)* — 2F x5, donc
(xo) = (4x5) —=22FFx0.
Pour que l’antihomographie soit involutive, il faut que (x°)*= xe. Je dis que cette condition est suffisante. En effet, tout vecteur y peut se mettre sous la forme y — A xo où A est un polynome ; y*— À x5 , (y*)“—A (x®)*=y, et l’antihomographie est involutive. Pour que l’on puisse choisir À de sorte que (x0)* = xo, il faut et il suffit que FF xo—kxo où k est réel et positif. Une représentation irréductible autocorrélative À de G qui satis] ait à cette condition sera dite de première classe relative au groupe réel G. La condition pour que RÀ soit associèe à une représentation réelle de G de première classe est qu’elle soit de première classe relative à G.
Démontrons maintenant que la représentation R de G ainsi définie par la représentation À est unique. La constante 2 est indeterminée à un facteur numérique de la forme e'© près. Si l’on multiplie tous les vecteurs x de 9 par un même facteur e—*”?, les vecteurs x* seront multipliés par le conjugué complexe e’%2 de ce facteur, et À sera remplacé par 2e'°. Or cette transformation ne change pas les matrices X de la représentation D, d’où il résulte que toutes les antiinvolutions associées aux différentes valeurs de À définissent des représentations réelles semblables de G.
Enfin, soit R, la représentation réelle de G d’ordre 2# obtenue en regardant l’espace de la représentation À de G comme étant à 2% dimensions réelles au lieu de z dimensions complexes. Si J est associée à une représentation réelle R de G de première classe, les vecteurs de R définiront dans R, un sous-espace à z dimensions invarient par G, et la représentation R; sera réductible. Une représentation irréductible % de G de première classe n’est alors associée à aucune représentation irréductible de G de seconde
classe.
De? "p.62
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Théorème 1: Toute représentation irréductible de G de première classe relative à G est associée à une représentation irréductible réelle de G et une seule, qui est de première classe.
3. Soit maintenent 9 une représentation irréductible de 6 qui n’est pas de première classe relative à G, et soit R, la représentation réelle de G obtenue en considérant l’espace de À comme étant à 2% dimensions réelles au lieu de z dimensions complexes.
Si R, était réductible, l’un des sous-espaces de R, invariants par G serait de » Zn dimensions, et ce sous-espace définirait dans À un sousespace complexe à » dimensions au plus invariant par G. 3 étant irréductible, ce sous-espace invariant devrait se confondre avec 9%, et une base du sousespace invariant de R serait composée de # vecteurs de 9 entre lesquels il n’existerait aucune relation linéaire à coefficients complexes. Prenons ce système de vecteurs comme base de ; on voit immédiatement que les matrices de Y associées aux éléments générateurs de G seraient réelles, ce qui est contraire à l’hypothèse que À ne soit pas de première classe. La représentation R, de G est alors irréductible ; elle est donc de seconde classe.
Théorème Il: Toute représentation irréductible de © qui n’est pas de première classe relative à G est associée à une représentation irréductible réelle de G et une seule, qui est de seconde classe."
4. Définissons maintenant par la méthode du Chapitre 1, $ 5, un ordre des racines caractéristiques de G; les poids de étant des combinaisons linéaires à coefficients réels de ces racines}, on peut définir un ordre des poids par la formule suivante, analogue à celle qui définit l’ordre des racines :
D—=o;.6 > 0 = 0,2 si y = Op m0, Hs DA Op > Op (p < 4).
Celles des opérations S. pour lesquelles & est une racine purement imaginaire engendrent un groupe (S’), sous-groupe de {S), qui laisse invariante la partie réelle de toute racine & et de tout poids © (Chap. I $ 5, p. 19). Si À est autocorrélative, soit Q son poids dominant*, caractérisé par la propriété que (wa) n’est jamais un poids si « est une racine caractéristique supérieure à zéro, et soit Q, le plus petit des homologues de Q par le groupe (S’]. Posons Q, —© (Q), où © est une transformation de (S’), et soit ©-'
l'inverse de ©. Si «a >0, ou bien R (a) = R (a) > 0 ou bien À{a) = R{a)—=0 et alors a << 0. Dans le premier cas, À(S-1{a)) = R\a)>0, 6 ta} = 0%et
1) Ce théorème et le théorème I sont équivalents à des théorèmes publiés par M. Cartan dans G. P. R. La seule différence consiste en la définition des représentations de première classe par une propriété différente,
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S-1(Q,+a)—=Q+S-1{a), qui n’est pas un poids. // en résulte que |, + à) rest pas un poids de À. Dans le second cas, S,(Q)—Q,—ka et LD 0, car, Si k<< O0, S(Q,)—S4S(Q) serait plus petit que @,, qui est contraire à l’hypothèse. On aurait Su(Q,+a)—Q, —{#+41)a où (44+1)>0, et (Q,—a! serait un poids si (Q, + a) était un poids!) Or, Q, étant un poids frontière, (Q, + a) et (Q, — a) ne sont pas des poids en même temps, ef par suite (Q, + a) n’est pas un poids de À.
Donc, (Q,—+ a) n’est jamais un poids si «a >0, et on voit que le seul
poids frontière qui satisfasse à cette condition est le poids ©. // existe alors
une transformation S de (S!) qui amène Q en Q.
Choisissons une base {V;} du sous-groupe abélien g, de G engendré par {X;} telle que toutes les racines caractéristiques de @ sont des formes linéaires à coefficients réels des nouveaux paramètres {e*'). Nous pouvons regarder la forme quadratique définie positive g;; e*' e*/, somme des carrés des racines caractéristiques, comme céfinissant une métrique euclidienne dans l’espace E, à coordonnées e*', L’opération S, se traduit par la symétrie par rapport à l’hyperplan a = a; e*‘—0Q, et le groupe {S’) devient le groupe engendré par les symétries par rapport aux hyperplans À; e*’= 0, où À représente une racine purement imaginaire arbitraire. Ces hyperplans ferment une famille invariante par (S/) et partagent l’espace FE; en plusieurs régions (D) qui sont des régions fondamentales du groupe (S/. Tout poids de la repiésentation étant une combinaison liréaire à coefficients réels des racines caractéristiques de @, on peut regarder le poids w— w;e*' comme un vecteur dans E, dont les composants covariants sont &°. Si ce vecteur est à l’intérieur de (D) ou sur sa frontière, nous écrirons w € (D).
A toute région [D] est associée une autre région (D’), la symétrique de (D) par rapport à l’origine. Si (D) est définie par les inégalités
DU RD
la transformée de [D) par l’automorphie du système de racines caractéristiques qui amèae « en & est définie par
APR UMR RES)
et on voit que cette nouvelle région est la région ([D’). Si alors & C (D), on aura Q C (D/) Or, il existe une transformation et une seule de {S’) qui transforme (D) en (D’} et il existe C (D’) un vecteur et un seul homologue de @
par (S’)?. Le poids © étant homologue de © par {S’), ce vecteur est nécessairement égal à Q, et la transformation de [S/) qui amène (D) en (D'), transforme Q en Q.
1) Toutes les expressions w w+a,.., w+ka—=S, (w) sont des poids si «w est
un poids.
:) E, Cartan, Complément au memoire sur la géometrie des groupes simples, Ann
di Matematica, 5 (1928).
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Cette transformation peut être mise sous la forme S=S;,...S,Sa
où les racines purement imaginaires 2,, 4,...,24, sont toutes orthogonales deux à deux et par suite les opérations S,, S:,,..., S:, sont échangeables entre elles).
Soient &« et & deux racines orthogonales. Si l’une des deux quantités (a + 8) est racine, il en est de même de l’autre, car
Ss(a +8 = {a + 8)—24{((a + 8).8)/(8) } 3 La quantité 2(a« (a+ f))/(a +8} = 2{a) /{{a)}? +{(8j°} est un entier?), d’où il résulte que (a)? —{8}, et que ((&+-B).{(a— B)) = (a)? — {8}? —0. La somme et la différence des deux racines (@ + 5) sont 2a« et 26, qui ne sont pas racines”, et Sa+e Sa-g(o)= © — 2 {((a + 6). 0) /(a + 6} } (a + B) —2{((a—8).c)/(a — 6} } a —8) = @—2{(a.o)/(a?}a—2{18.0)/([8P }3 = Sa Se (w).
Si alors l’une des quantités (2, + À.) est racine, on pourra remplacer dans © les deux opérations S:, et S:, par S1,42, et S:,-2. Chaque fois
qu’on effectué cette opération les carrés scalaires des À correspondant aux nouvelles S sont supérieurs aux précédents et, puisque le nombre de racines caractéristiques est fini et l’ensemble des valeurs des carrés scalaires des racines est par suite borné, en un nombre fini d’étapes on réduira la transformation G de {S') à la forme
Sa, RP ar où aucune des quantités (4, + À.) ne sera racine.
Théorème Ill: Si une représentation irréductible À de G est autocorrélative par rapport à G, il existe un poids frontière Q de N dont le conjugué complexe est un poids de La forme
S(Q)= Sa, Sa... Sa (0)
où À, À,...,7À, sont des racines caractéristiques purement imaginaires de G felles qu'aucune des quantités (2, + À,) n’est racine. a
pe
5. Cela étant, considérons la suite de poids Q, = 9, Q,=S;, Q,, .. Q, Fr Si, =.
1) W. Barrett, Comptes rendus, 208 (1939) p. 962—4. ?) Cette quantité est le coefficient k dans Sa+p (&) = à — k (a +8). PÉCABOSSAMERENT ;
On peut supposer les signes des racines 2, choisis de sorte que Q,_;—Q,—2,2,, où k—=2{(Q,,.2,)/(4,;°} est un entier positif, et si *o,_. est un vecteur de poids Q,_;, (x, )" (xo,_,) sera un vecteur de poids Q@,. Posons F=(xr)"...(xi)"(x2)"
et soit xo un vecteur de poids Q. x5 —F xo est alors un vecteur de poids 4, et la condition pour que la représentation À soit de première classe relative à G est que FFxo soit un multiple réel et positif de xo.
Du fait que X:—X; et que IX XL] = IX RAI 0si Fes il ré sulte que l’on peut écrire le polynome FF sous la forme
Ddp + + de D
où S,= (X2,) ” (X2,)"
r—1 Le poids Q,_;, est égal à Q — Y k, 2; et (4,.2,\—0; nous avons alors h=1
k,=2(Q,_1.2,)/(4,P—=2(Q.2,)/(2,} et ce coefficient peut être défini par la relation Sa, (Q)] = Q — k, 2,.
Supposons maintenant que la base { X;, X«} de G suit réduite par rapport à G (Chap. I, $ 3) et définissons une suite de vecteurs No REIN AN a nm X at ve) où S2(Q)—Q— 472. Nous aurons
Ne TL, 24)
où #—=Ÿ{—(0.4+(i—1)(4}2. Or (0.24 (4), d'où w, est égal à pa upe- 0 |
Il en résulte que (X2}* (Xx)* (ro) = v1x0 où »: est du signe de (— 1}. L'application de ce résultat au polynome FF —9,...Ÿ,.%, démontre que
FFxo = 7x0
où »— Ill») est du signe de (—1}#. Pour que » soit positif, il faut ct il Suffit que Die soit pair. Dans la démonstration de cette propriété nous avons supposé le signe de la racine À, choisi de sorte que k, est positif. Or cela n’est pas nécessaire, car si l’on change de signe 2,, l’entier k, change
de signe et la parité de Ÿ4, ne change pas. Nous avons alors le théorème suivant :
Théorème IV : Les conditions pour qu'une représentation irréductible R de G soit de première classe relative à G sont:
2) Weyl, loc, cit., I, p. 280.
(i) R esé autocorrélative par rapport à G
[ii] s S—S;,...S,, S1 est une transformation de (S') transformant un poids frontière Q de À en Q, telle qu'aucune des quantités (2, + À) n’est racine, La somme des coefficients k, définis par
Si, (Q) = 0 — 4,1,
est pair.
Cette somme sera appelée , indice R“ du poids © par rapport à la transformation ©.
6. Si le groupe réel G se décompose en deux sous-groupes réels invariants G, et G,, le groupe complexe G se décompose en G, et G,, les groupes complexes que définissent respectivement G, et G; par le passage du réel au complexe. Les racines caractéristiques de G relatives aux éléments d’un sous-groupe abélien maximum se décomposent en deux familles orthogonales, la première composée des racines caractéristiques de G, et la seconde des racines caractéristiques de G,. Toute combinaison linéaire des racines de G peut être exprimée d’une manière et d’une seule sous la forme d’une somme d’une combinaison linéaire des racines de G, et d’une combinaison linéaire des racines de G,. L’involution T du système de racines de G qui définit le grouge réel G est le produit des involutions T, et T, des systèmes de racines de G, et de G, qui définissent respectivement les groupes réels G, et G:.
Une représentation irréductible N de G définit d’une manière univoque deux représentations irréductibles, l’une de G, et l’autre de @.. Réciproquement, deux représentations irréductibles, À, de G, et N, de G, définissent une représentation irréductible N de G. Un poids frontière Q de N est la somme d’un poids frontière Q, de Ÿ, et d’un poids frontière Q, de N,,, et inversement, la somme d’un poids frontière de N, et d’un poids frontiêre de N, est un poids frontière de Î. Le conjugué complexe Q—TQ de Q est égal à Q, + Q,=T,Q, HT, Pour que © soit un poids frontière de À, il faut et il suffit que Q,, Q, soient des poids frontières respectivement de À, et de ,. La condition pour que À soit autocorrélative est alors que À, et JA, soit autocorrélatives.
Cela étant, supposons qu’il existe une transformation @ du groupe (S!) qui satisfait aux conditions du théorème III et qui transforme un poids frontière Q& de À en son conjugué complexe Q. Cette transformation est le produit de deux autres, l’une qui se compose d’opérations S: appartenent aux racines caractéristiques de G, et l’autre qui se compose d’opérations S: appartenant aux racines de G,. La première transforme Q, en Q, et la seconde
*) On peut définir le ,produit® R de R, et R, de la manière suivante: si x' et yJ sont respectivement les composants de deux vecteurs x, y, l’une de ff, et l’autre de %,, le vecteur corréspondant de (x,}), À est de composants (xy)f= x'yf, La matrice d’un élément de @ de la forme X + Ÿ), où X est un élément de G, et Y est un élément de G,, est donnée par l'équation
CH Y) Gr) = (X (0,7) + (YO):
transforme @, en Q,. Il est évident alors, que l'indice % de Q@ est égal à la somme des indices N, et N, des poids @, et Q, de À, et N,. L'indice sera pair si À, et N, sont de la même parité. 77 faut et il suffit donc pour que À soit de première classe que N, et N, soient autocorrélatives respectivement par rapport aux groupes réels G, et G,, et, ou bien qu'aucune de ces deux représentations ne soit de première classe, ou bien qu’elles soient toutes deux de première classe.
Il en résulte :
Théorème V: Si un groupe réel semi-simple G se décompose en plusieurs groupes réels simples G,;, G,,..., et si R est une représentation irréductible du groupe G que définit G par le passage du réel au complexe, R étant le produit d’une représentation irréductible de chacun des groupes Cormeres oo, 6... définis. par. G,, G.,...:
(i) La condition nécessaire et suffisante pour que R soit autocorrélative par rapport à G est que chacune de ces représentations soit autocorrélative par rapport au groupe réel correspondant.
(ii) La condition nécessaire et suffisante pour que À, étant autocorrélative, soit de première classe est que toutes Les représentations dont elle est le produit soient de première classe, à l'exclusion d’un nombre pair d’entre elles.
CHAPITRE IV
1. Nous avons ramené la recherche des représentations réelles des groupes infinitésimaux semi-simples réels à la recherche parmi les représintations irréductibles des groupes semi-simples complexes associés aux groupes simples réels, de celles qui sont autocorrélatives et de celles qui sont de première classe.
Considérons d’abord les groupes réels simples G pour lesquels G n’est pas simple. Soit G le produit direct des deux groupes complexes simples 6, et G,, conjugués complexes par rapport à G. L’involution du système de racines caractéristiques de G qui définit G, échange entre eux les systèmes de racines de ®, et de G, et par suite échange entre eux les groupes {S,) et (S,) associés à G, et G,.
Une représentation irréductible % de G est le produit (Chap. II, $ 6) d’une représentation irréductible À, de G, et d’une représentation irréductible N, de G,. Si R—Q, + Q, est un poids frontière de À, où Q, et Q, sont des poids frontières respectivement de Ni, et de Ni, Q—=9Q, +Q, où Q,, le conjugué de @,, est une combinaison linéaire des racines de ©, et Q, est une combinaison linéaire des racines de G,. Pour que À soit autocorrélative, il faut et il suffit que Q, soit un poids frontière de N, et que Q, soit un poids frontière de N,. Si À, est une représentation donnée, il existe une représentation À, de G, de poids frontière Q,, déterminée à une homographie près. Si Q, est un poids frontière arbitraire de R,, Q, et Q, sont homologues par (S;) et par suite Q, et 9, —Q, sont homologues par (S;) et Q, est un poids frontière de N,. Il en résulte que le produit À de À, et À, est une représentation de G autocorrélative par rapport à G. À foute représentation irréductible de G, correspond une représentation irréductible de G et une seule qui soit autocorrélative par rapport à G. Cette représentation est d’ailleurs de première classe, car il n’existe pas de racines caractéristiques purement imaginaires, d’où il résulte que l’indice # d’un poids frontière est nécessairement nul.
Le poids dominant de toute représentation d’un groupe complexe simple est une combinaison linéaire à coefficients entiers positifs de / formes linéaires appelées poids dominants fondamentaux. Les conditions que nous allons trouver pour qu’une représentation soit ou bien autocorrélative ou bien de première classe seront exprimées au moyen de ces coefficients.
Remarquors que le poids dominant d’une représentation n’est pas défini d’une manière uniVoque, mais dépend de l’ordre des racines caractéristiques que l’on a choisi. Le poids dominant est pourtant toujours un poids frontière. Un système de poids dominants fondamentaux détermine complètement le
PS D
poids dominant de toute représentation ; dans la suite nous nous occupercns du poids dominant ainsi défini, et non de celui dont il s'agissait dans le chapitre précédent.
Si liuvolution qui définit un groupe réel est une transformation du groupe (S), tout poids est homologue par {S) de son conjugué complexe, et toute représentation est autocorrélative.
Toute représentation est de première classe relative au groupe normal- En effet, l’involution qui le définit est l’identité, et par suite la représentation est autocorrélative. Il n’y a pas de racines purement imaginaires, et par suite l'indice N est égal à zéro.
Les groupes A; (Chap. IL
Tout poids d’une représentation est de la forme! © ="; X' où © m;—0 et les ”; sont égaux module un. Si @ — M; x’ est le poids do minant, les coefficients des poids fondamentaux sont ? : DRM: M1...)
On obtient les homologues de « par le groupe {S) en effectuant une permutation arbitraire des coefficients #17;. Etudions les différents groupes réels :
i) Le groupe réel normal de caractère /. Toute représentation est autocorrélative et de première classe.
(ui) Le groupe réel de caractère {— / — 2) défini par:
la —1,2,...,1L]):.0—1+2— à
7€ td
4+1)/2 où / est impair. Cette involution peut s’écrire II S;x, ef toute représentaœ—1
tion est autocorrélative. L’involution est une transformation du groupe ({S/) satisfaisant à la condition du théorème III, qui transforme le poids dominant
Q en son conjugué complexe Q.
et l'indice N est égal à D (Me — Mz) (&— 1, 2,...,(/4-1)/2). Or, les ceefficients (M, — Ma) étant des entiers, cette expression est de la même parité que +1 | = {Me} =pi+ ptit pl.
nel à 3 À ; Pour que la représentation soit de première classe il faut et il suffit que PP scan p" soit pair. |
HIGP,(p-61-8 :) G. P, p.68.
ii) Le groupe réel de caractère (1 — 9°) défini par: [ x=— xt (a—1,2,...,2p;a=2p+1—a) | x —. x (a —2p+1,...,2p+q—=l+#1)
Soit Q— M;x' le poids dominant; pour que © soit homologue de Q par (S) il faut et il suffit que les quantités (— M;) forment une permutation des coefficients M;. Or, les coefficients p' sont par définition tous positifs ou nuls, et
M:> Min. La condition est alors que M; = — M;:2-1 ou, ce qui est équivalent, D pe = Pour que la représentation soit autocorrélative, il faut et il suffit que pi SPA
Cela étant, il existe un poids frontière wo —m;x', où les m; sont une permutation des M;, pour lequel { Ma = — Ma Ma = — Ma-1 Si à est pair Mi = 0 si {41 est impair.
Une transformation © de {S/) qui satisfait à la condition du théorème III et qui transforme © en © est | S=HSaa-1 (a—=2p+#+2,2p+4...,2[(41)/2) Sasa--1 (0) = © — (Ma — Ma1)(a,a — 1) = ©—2m,(a, a}. L'indice SN est égal à 2Ÿm, (a—2p+2,2p+4,...,2[(1+1)/2]). Si (/4 1}. esé impair, m, = mi |mod. ni ; K est pair, ef toute représentation aulocorrélative est de première classe. Si (/+-1) est pair, il y a deux cas possibles: ou bien #1, — 0 (mod. 1) ou bien #1, 0 {mod. 1). Dans le premier cas, % est pair, et dans le second,
et
Ma = — Maxi = — Ma (mod. 1}, et m, = . (mod. 1). Pour que À soit pair il faut et il suffit dans les deux cas que M; =", (mod. 1) — 0 (mod. 1) ou que g/2 soit pair; g étant pair, on peut combiner ces deux conditions sous la forme M;. g = 0 (mod. 2). | «Or, Mein = — Mesa — À. pUH/2 et la condition devient à QT .O (mod. 2). Si (/+1) est pair, il faut et il suffit pour qu'une représentation autocorrélative soit de première classe que 5 pEU MG =:0 (mod. 2}.
SR Les groupes B; (Chap. I, $ 3).
Tout poids d’une représentation est de Ja forme o—m; x, où les coefficients #7; sont égaux module un’).
Le groupe réel de caractère / — 2 5{s4 1) défini par S = IT (Sz, 2-1 Sa2-1) (4 = 9 +2, g+4,..., + 2[s/4]: q—l—s) si S est pair et par S = Sy I (S:,2 41 Sa au)
si S est impair. Tout poids frontière étant homologue de son conjugué par (S), éoute représentation est autocorrélative.
Les racines (4, 2 —1), (2, Â—1/) étant purement imaginaires, on voit que la transformation satisfait aux conditions du théorème III Si Q— M; x' est le poids dominant,
S2,2-1(Q—=Q— (M; — M2-1)(4,4 +1) S2,a-1 (9) = @ — (Mi+ Ma) 4 + 1°) S1(Q) = Q — 2 M;(4, et l’indice X est égal à 2 M:
Les M; étant égaux module un, cette expression est de la même parité que 21s+1)/2]M= [is+1)/2])p1,
p1 étant le cocfficient du premier poids fondamental ”. Pour qu’une représentation soit de première classe il faut et il suffit que
soit pair.
Les groupes C; (Chap. II
Tout poids d’une représentation est de la forme Q = /n;. x".
li) Le group: réel normal de caractère /. Toute représentation est de première classe.
li) Le groupe réel de caractère — / — 2 s: défini par:
PS HS; la 1, 2. HD Dpt lu; A=2p+41,.. je 2p+s)
Tout poids étant homologue de son conjugué par (S), foute représentation
est autocorrélative.
Les racines (&, &) et (4, 4') étant purement imaginaires la transformation
S satisfait à la condition du théorème III. Si Q = M;x' est le poids dominant, Sax (@) = © — (Me — Mo) (, à) Ne 0 M 4 d/] et l’indice À est égal à | | D (Ma — Ma) + È Mu.
Or, les coefficients (M; — Mz) et (M2) étant des entiers, cette expression est de la même parité que M, —M, + M, —M,...—(—1) M.
Les coefficients des poids fondamentaux sont ?
p'=M;:-—Mih (Ê = 1, 2,.. A)
22 = M, d’où il résulte: pour qu’une représentation soit de première classe il faut et il suffit que
pi+ps +. | . + p?2IU+17/21- 1
soit pair.
D Les groupes D, (Chap. II, $ 5).
Tout poids d’une représentation est de la forme «w — m; x'et les homologues des « par {S) s’obtiennent en effectuant une permutation arbitraire des indices et en changeant de signe un nombre pair des coefficients 7;:. Si Q = M;x' est le poids dominant, les coefficients des poids fondamentaux sont ? :
p'=M; — M; p°=M;-, + M; DM M sue 40e. à li) Le gcoupe réel de caractère / — 2 s? défini par
| xt — 9 (= 1,2;
de 47 eg Lis gen @tt Si Si s est pair, cette involution est une transformation du groupe {S), soit
IT (S2,2-1 Sun) (= 9 +2, g +4,., g +s—1) et toute représentation est autocorrélative. Si s est impair, il faut et il suffit pour que Q@ et Q soient homologues que l’un des coefficients M; s’annule. Les p° étant par définition positifs, ce coefficient est nécessairement M,, et (p®—p'}=2M;=0. Si s est impair, la condition pour que la représentation soit autocorrélative est que p\ = p?.
Cela étant, une transformation © satisfaisant à la condition du théorème HI est:
S= I (S4, 2-1 Saa-n) (À =9+2, qg+4,. ., g+2([s/2])
et
Sa, 2-1 (Q) = Q — {Ma — M1) (2, 4—1)
S2,2-11 (0) = Q — (Mi + Ma: (4, À).
L'indice À est alors égal à
NIGER PTT :) G. P., p. 72.
OU
22 Ma=21[s/2]. Mr: (mod. 2} —(p1+ p°}. sis 1)/2 [mod. 2).
Pour qu'une représentation autocorrélative soit de première classe, il faut et il suffit que
| (+ p?). s(s— 11/2 Soit pair.
(ii) Le groupe réel de caractère —/ défini par = — x (a—1,2,..., l; a—1l4+1— 0)
Si l'est pair, cette involution est une transformation de [S), ef toute représentation est autocorrélative. Si l est impair, on démontre de la même manière que pour la première classe de groupes réels, qu’il faut et il suffit pour que la représentation soit autocorrélative que M, Ss’annule, condition qui se réduit à: pi = p?.
Soit w«—m;x un poids frontière; si Z est impair, M;— 0, et on peut supposer #y+12 égal à zé0. Une transformation qui amène © en © et qui satisfait à la condition du théorème III est :
Cm eue 2 (el Su a! (©) = © — (ma + mx) (a, à!)
; > u et l’indice N est égal à Dm;. Les coefficients m1; étant égaux à 0 (mod. 5),
+ | la parité de cette somme ne change pas si l’on effectue une transformation de (S); en transformant & en Q, la condition pour que % soit pair se réduit alors à {A 2 M; = 0 (mod. 2).
| Si L'est impair, M; —= 0 et M; = 0 (mod. 1).
On peut donc changer de signe un nombre arbitraire des M; sans changer la parité de leur somine :
R—{(M; —M,+:..+ M} |(mod.2) = { ps+ p5 +...+4 pl} (mod. 2) (car M; = 0) et la condition pour qu’une représentation autocorrélative soit de première classe est que:
ae DE ESS À soit pair.
Si / est pair, on peut changer de signe un nombre pair des coefficients M; sans changer la parité de leur somme:
R = {M,— M; +: — Maya +: + Mi} (mod. 2).
:) Les coefficients :7; d’un poids sont égaux entre eux module un, et m:—0 (mod. 1/,). G. P., p. 71.
Si = 0 (mod. 4, RÀ—=p'+ps+...pl1(mod.2) ef la condition pour que la représentation soit de première classe est que:
pi+ps+ps+...+p!
soié pair. Si L= 2 (mod. 4), À — p° + ps + p5 +... + p'-1{[mod. 2) eé la con-
PT TONER NES soif pair.
Nous avons trouvé (Chap. II, $ 5) dans le cas où / est un carré parfait, deux involutions du système de racines du type D, qui donnent un groupe réel de caractère — /Z. Ce sont les involutions :
ER le=1,2,..., 4 | x 8(=g+1,..:,g Es=toù s—0
(ii) = — xt la —1,2,...,0; @—I+1— a).
Si 15% 4, ces deux involutions ne sont pas équivalentes. Si les deux groupes réels étaient isomorphes, à toute représentation irréductible réelle du premier correspondrait une représentation réelle du second, de même ordre. Or, la représentation de poids dominant x! {p5=—1, p'=0 si £Æ 3) est de première classe relative au premier gioupe, mais ne l’est pas relative au second. Elle est la seule représentation d’ordre 21 du groupe complexe, et il:ny a aucune représentation de ce groupe d’ordre moins de 2 1. En effet, tout autre poids dominant admet plus de 2/—-1 homologues par le groupe ({S), et. la représentation serait par suite d'ordre plus grand que 27. La représentation de poids dominant x!, au contraire, admet comme poids les homologues de x?, soit + x’, et pas d’autres poids. Ceux ci étant tous des poids frontières, chacun admet un seul vecteur, et la représentation est d'ordre 2 /. Il en résulte que seul le premier groupe réel admet une représentation e ES 26 et les deux groupes ne sont pas isomorphes.
Si Z— 4, on ne peut pas employer le même raisonnement, car les poids n = Yesxt admettent chacun 2 /— 1 =7 homologues. Dans ce cas d’ailleurs, les involutions sont équivalentes, et les groupes réels sont isomorphes.
et
Le groupe EF, D Il
Tout poids est de la forme w = m;x' ; si Q — M;x' est le poids dominant, les coefficients des poids fondamentaux sont! : RÉ ( pi=M,—M, Fee | P=M+M, +M —3:ÈM |
{1} Pi=M —M, LS =M,— M; | p°=M —M, :
pi=M —M,
SR ee
Considérons d’abord les groupes réels définis par une involution qui est une transformation du groupe {S). Pour fous ces groupes, loule représentation est autocorrélative.
(il Le groupe réel normal de caractère 6. Zoute représentalion esl de première classe.
(ii) Le groupe réel de caractère — 26 défini par: Sin Sectes 1,230 7 a); [ Sooo ©) = 2 + + SM. (000) | Sz10) = 9 — (M, — Mz)(e, a),
et l'indice R est égal à — M4 M +M +M,—M,—M,—M,. Or, Suse (= 9 + (5 Ê M — M, — M, — Mi) (4, 5,6), et le coefficient G M — M, — M, — M;) est entier. En retranchant cette expression deux fois de l’indice À, nous avons
R —0. (mod, 2),
et toute représentation est de première classe.
Si l’isvolution qui définit un groupe réel du type F, n’appartient pas au groupe (S), elle est le produit d’une transformation de {S) et de l’involution x'=—x'(i=1,...,6). Le conjugué © du poids dominant est homologue de (— ©). Si (D) est la région fondamentale du groupe (S) définie par les racines fondamentales !)
Sr Sue See D} 'D+En effet, cette transformation de (S) change de signe toutes ces racines en les permutant. Pour que 9 soit homologue de (—- £2) il faut et il suffit donc que
e Q) FA S 000 Sie So5 S34 (9)
= + M>-;. PA i=1 Cette condition peut s’écrire M;+MI-i=,;2M
ou, ce qui est équivalent,
1) E. Cartan, La géometrie des groupes simples, Ann. di Matematica, 4 (1926 — 1927), p. 214 et 215.
Gp. G45ek 05,
E. Cartan, Complément au mémoire sur la géometrie des groupes simples, Anrdi Mat., 5 (1928).
DER La
Les valeurs (1) des coefficients des poids dominants fondamentaux nous donnent : pi pp S Pour qu'une représentation soit autocorrélative, il faut et il suffit que pi =p3 et que p{—= Pr.
(i) Le groupe réel de caractère 2 défini par le produit de x= — x° par Sooo Sie Sss Suu- Cette involution laisse invariante la région (D),.et 90. Toute représentation autocorrélative est de première classe, car l'indice 9 est égal à zéro.
(ii) Le groupe réel de caractère — 14 défini par le produit de nr Par Sogo S16 :
= So00 Si6 - S500 S;6 S25 Sa (9) FE S5e S3a (9),
et la transformation © =S,,S,, satisfait aux corditions du théorèn e II. On trouve pour l’indice 9% la valeur
K=M, —M,+M,—M, = — (p4 ps).
La représentation étant autocorrélative, pt —p5—0{mod.1) et % est pair. Toute représentation autocorrélative est alors de première classe. HE
(ii) Le groupe unitaire de caractère — 78 défini par x'— — x. Comme transformation S du groupe (S') on pourrait prendre Sio Sig Sos Sa Les calculs que nous avons faits pour le groupe réel de caractère — 26 nous montrent que À est toujours pair, ef que toute représentation autocorrélative est de première classe. :
En resumé, toute représentation est autocorrélative par rapport aux groupes réels de caractere 6 et —26, tandis que seules les représentations pour lesquelles pl—p3 et p‘=p5 sont autocorrélatives par rapport aux
groupes réels de caractère 2, — 14 et — 78. Toute représentation autocorrélative est de première classe.
1e VS Le groupe E, (Chap. IL:S38)0
Tout poids est de la forme © = m;xli=1,2,... , 7) et les coefficients
m; sont égaux module un. Si © = M; x’ est le poids dominant, les coefficients des poids fondamentaux sont : !
L’involution qui définit tout g'oupe réel du type FE, est une transformation du groupe {S). Toute représentation est alors autocorrélative par rapport à tout groupe réel.
(i) Le groupe réel normal de caractère 7. Zoute représentation est de première classe.
(ii) Le groupe réel de caractère — 25 défini par: Sie Sga S; 27 Ssar ® Comme transformation @ de (S') satisfaisant aux conditions du théorème IH, prenons :
S— S1o Sga Si97 Ssare L’indice % du poids dominant © est 2(M, — M) = 0 (mod. 2).
Toute représentation est alors de première classe relative aux groupes réels de caractère T et — 25.
(ïüi) Le groupe réel de caractère —5 défini par: Si67 Sas S3a - Comme transformation @ prenons S;s, Sie S:,. L'indice N est égal à : —{SM+M —M +M, — M, +M, + M +M; TT ee iv) Le groupe réel unitaire de caractère — 133 défini par: Sir Sie Ds SO 167 27 Ours Comme transformation @ nous pouvons prendre : S = So Sie Sie Sosa Sig7 Sasr Sosa et l’indice % du poids dominant est :
R——IÈM+2M,+2M,+2M,+4M; te TS es = (p? + ps + pt) (mod. 2).
IL en résulte que seules les représentations pour lesquelles \p? + p* + À
est pair sont de première classe relative aux groupes réels de caractère — 5 et — 133.
8. Tous les groupes réels des types E;, F, et G, sont définis par une involution qui appartient au groupe {S/) correspondant au groupe réel, et cette transformation satisfait aux conditions du théorème III. Il en résulte que éoute représentation irréductible d’un de ces trois groupes complexes est autocorrélative par rapport à tout groupe réel.
Nous passerons en revue ces divers groupes réels, à l’exclusion des groupes normaux, qui sont toujours de prémiere classe.
Le groupe FE, (Chap. IL, $).
Tout poids est de la forme w = m;x°, où l’on peut supposer Ÿ m;=01). Soit 9 — M; x' le poids dominant. re li) Le groupe réel de caractère — 24 défini par:
G— Sois Sio Sosa S84 - Pour l'indice # on trouve la valeur 2{M, + M, +M,). Or,
So (9 = 9 — (M; + M, + M) (1, 3, 9), d’où X est pair.
(ii) Le groupe réel unitaire de caractère — 248, défini par: G=H (So a, a—1 Se) (a = 2 4, 6, 8).
L'indice est égal à 2 (M; + M: + M) + 2 (M; + M, + M,), qui est toujours pair.
Le groupe F, (Chap, II, $ 9).
Soit Q— M; x (i = 1, 2, 3, 4) le poids dominant. (i) Le groupe réel de caractère — 20 défini par: S—S, Si Sur.
sat L'indice Fest égal à 2(M, + M.), Sy (9) = Q — (M, + M.)(2, 3!) et R est pair.
(ü) Le groupe réel unitaire de caractère — 52 défini par:
S = Si2 Su Sir Sur - L'indice % est égal à 2(M, + M), qui est pair.
Le groupe G, (Chap. II, $ 10).
Soit 9 = M;x' li=1, 2, 3) le poids dominant.
Le groupe unitaire de caractère — 14 défini par : ESS Si |
L'indice N est égal à 2(M,—M,), Si, (9) = 0—(M,—M;) (1, 2) et est pair.
15e CPE p. 80.
NT er
1l en résulte que toute représentation irréductible d’un des groupes ES F, ou G, est de première classe relative à tout groupe réel.
0, Dans les calculs que nous venons de faire nous avons choisi arbitraiteméñt une involution particulière qui définit chaque groupe simple réel. Obtiendrait-on les mêmes conditions en remplaçant cette involution par. une involution équivalente ?
Toute représentation irréductible d’un groupe simple complexe appartient à lune des trois classes suivantes relatives à un groupe réel donné: ou bien elle est de première classe, ou bien elle est autocorrélative sans être de première classe, ou bien elle n’est pas autocorrélative. Soit À une représentation irréductible de & de poids frontière © qui appartient à l’une de ces trois classes relatives au groupe réel G défini par l’involution T du système de racines. Si T* est une involution équivalente qui peut être définie en effectuant sur T une transformation @ du groupe (S), la représentation N* de poids frontière © (Q) appartient à la même classe relative au groupe réel G* défini par l'involution T*. Or, R*— N, cer & {Q) est un poids frontière de À. /l en résulte que les conditions pour qu’une représentation soit ou bien autocorrélative ou bien de première classe sont les mêmes pour les groupes réels G et G*. |
Le seul cas où cette transformation de T en T* ne soit pas possible est celui du groupe réel du type Dr et de caractère — / défini par:
me ira 1,21; d= 1 +1 Toute involution équivalente à celle-ci peut se réduire ou bien à x = — "x la —=1,2,.:.,0 ou bien à mx 162,8, ,1— 1), en effectuant une transformation de (S). On obtient facilement les conditions suivantes dans le cas de la seconde involution : Te
(a) pour que la représentation soit autocorrélative il faut et il suffit que p:—=p"° si l'est impair.
(b) pour qu’une représentation autocorrélative soit de première classe, il faut et il suffit:
(i) si / est impair que bee DUR soit pair.
(ii) si /—0.{mod. 4) que op+tp+nte+r
soit pair.
ONE (i) si {= 2 (mod. 4) que pipi pi soit pair. à
Ces nouvelles conditions se déduisent des anciennes en ét e E eux les coefficients p1 et p?.
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