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INTRODUCTION
Le présent travail a pour point de départ cette phrase de M. Boussinesq (*), à propos d’une certaine biréfringence spéciale, engendrée dans un corps isotrope transparent par un champ magnétique, et de l’altération qu’elle produit dans la forme circulaire des trajectoires pour des ondes inclinées sur l’axe du champ : « Cette altération, et la double réfraction elliptique spéciale qui en résulte, ne paraissent pas avoir encore été étudiées. »
Cette étude constitue notre première Partie. Elle consiste d’abord à introduire, dans les équations du mouvement, un coefficient y représentant cette biréfringence, et à en chercher des solutions du type
(*) Théorie analytique de la chaleur mise en harmonie avec la Thermodynamique et asec la théorie analytique de la lumière, t I, 1903, p. 48r. Paris, Gauthier-Villars. Les renvois à ce Volume seront désignés par Il.
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classique, modifiées par la présence de ce terme : c’est l’objet d’un premier Chapitre.
Un autre est consacré à l’équation aux vitesses w de propagation des deux systèmes possibles d'ondes planes, un troisième aux conséquences physiques des résultats, un quatrième à la surface des ondes, généralisant celle de Fresnel, avec des différences qui constituent l’un des points nouveaux de ce travail.
L’altération dont il s’agit concerne l'inégalité créée par le champ magnétique entre les trois coefficients a, b, e, figurant dans les trois équations du mouvement de l’éther, et dont le troisième c, corrélatif à l’axe du champ pris pour O3, cesse d’être égal aux deux premiers a et b. Cette inégalité, comme l’a remarqué M. Boussinesq ('), à pour effet de rendre le corps biréfringent à la manière d’un cristal uniaxe, dont l’axe optique ou principal coïnciderait avec la ligne des pôles de l'aimant. C’est ce qui m'a suggéré l’idée d’une généralisation à deux degrés, dont j’ai fait l’objet de deux autres Parties.
L'une, ma deuxième Partie, où a b = c, avec un seul coefficient » de dissymétrie, concernerait des cristaux à deux axes, où la biréfringence prépondérante à jusqu'ici empêché d'observer la polarisation rolatoire magnétique, mais où l’on peut espérer la mettre un jour en évidence avec des courants assez puissants.
L'autre, ma troisième Partie, où a =£b c, mais avec trois coefficients v, v,, v, de dissymétrie dans le sens des axes coordonnés, concernerait des cristaux à deux axes, soumis à un champ magnétique dont la ligne des pôles ne coïnciderait avec aucun des axes principaux. Elle présente le système le plus général d'équations aux dérivées partelles à trois variables, de ce type, et m'a paru offrir, à ce point de vue, un réel intérêt, soit comme représentant un grand nombre de phénomènes encore à découvrir, soit comme conduisant à une forme tout à fait générale et symétrique de surfaces d'ondes, généralisation de celle de Fresnel. Les propriétés de cette dernière, tout à fait distinctes des nôtres, et résultant des travaux de géomètres trop nombreux pour que je puisse les citer ici, ont été réunies et complétées par M. Jules Richard dans sa Thèse (Sorbonne, 1901) (?), où je les ai constamment prises comme termes de comparaison.
CAL pe 480.
(?) Sur la surface des ondes de Fresnel. Châteauroux, P. Langlois et Cie,
J'ai adopté pour ces deux dernières Parties une division en Chapitres de mêmes titres que ceux de la première (Chap. T: Équations du problème; Chap. II : Équation aux vitesses de propagation ; Chap. IT : Conséquences physiques; Chap. IV : Surface des ondes) dont quelques-uns d’une brièveté qui semblerait les rendre inutiles. Je les ai maintenus afin de conserver entre les trois Parties une symétrie permettant d’y signaler, d’un seul mot, les Chapitres qui les intéressent, à ceux qui me feraient l'honneur de parcourir ce travail, pour y chercher soit des conclusions physiques neuves et à vérifier par lexpérience (Chap. HT des trois Parties), soit des développements purement géométriques (Chap. IV des trois Parties).
Toutefois, dans la troisième Partie, j'ai introduit un Chapitre V levant d’un seul coup et pour le cas le plus général la difficulté suivante : L'analyse actuelle suppose les ondes planes latéralement 1llimitées. Subsistera-t-elle avec un rayon lumineux supposé latéralement limité pour rentrer dans le cas de la réalité? La réponse affirmative a été donnée par M. Boussinesq dans un Mémoire inséré dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées (*) pour le cas général a bc, mais dans l'hypothèse ordinaire v = v, = y, = 0. L'objet de ce Chapitre est d’étendre la conclusion de ce Mémoire à notre cas général malgré la présence de v, v,, v, quelconques.
J'ajoute que l’étude des divers cas suggérés par la discussion de la surface des ondes dans la troisième Partie entraînerait à des développements trop nombreux et considérables pour être abordés avant que l'expérience ait montré lesquels de ces cas seront physiquement intéressants. |
Je ne veux pas terminer cette Introduction sans un hommage de respectueuse gratitude à mes vénérés maîtres, MM. Boussinesq et Kænigs. Si je dois au Traité aujourd’hui classique du premier le point de départ et à ses conseils l’interprétation physique de ces recherches, je voudrais mettre un reflet des belles leçons du second dans l'étude géométrique des surfaces auxquelles elles m'ont conduit.
(1) 6° série, t. VIT, fase. 3, 1911 (Contribution à l'optique cristalline, p.335 et suiv.).
CHAPITRE I
ÉQUATIONS DU PROBLÈME
Je rappelle d’abord les notations adoptées par M. Boussinesq : €, n, C représentent les composantes du déplacement vibratoire de la molécule d’éther dont les coordonnées d'équilibre sont x, y, z; 6 est la dilation cubique Da dn dé
A, représente le paramètre différentiel du second ordre de Lamé
ap, do ŒF Abe v- dy? ca dz=
Alors le phénomène de la polarisation rotatoire magnétique peut être étudié par l'analyse suivante ().
Dans les équations 1042 er dô
APR A 2 LG" GR d0 (1) ae 1 dt d0
EE ST
on modifie d’abord les résistances des premiers membres en y introduisant trois binomes, où d, e, f sont les trois coefficients d”, e”, f’ du Mémoire de M. Boussinesq (Journal de Mathématiques, 6° série,
(1) IL, p. 476-480.
Qt
t. VIT, fase. 3, 1911, p. 326), ce qui donne Hole d do
Pr arr UM A LE de à nr
ES ar PEPSEN = Alpes
(al A mom ENIEES 1 d°'t d d0
7 io dE
Or, dans une première approximation, si l’on faisait d = e=f— 0, on aurait (II, p. 272) 0 = o, et par suite M : en d'n
ES 19% A
a dû 2 dû UF a de? LS
. . . ire 2T De plus, s’il s’agit de mouvements pendulaires de période > AUX-
quels on cherche à réduire le phénomène (}, on aura
Gi NA s d'n £ 2 SU :
RS Ter Pré nes PU PRE: Ja, ce qui permet de remplacer A,6, A,n, A, par — 6, — =n, — 6, et d'obtenir 1 dE k? e B de a ae ES pere 1 dn ke ” 9 a? de PE] Re fa nu.
PPS RUE d0
EN EME TE
Si l’on a pris pour axe O3 la ligne des pôles du champ magnétique, on devra faire d = e — 0, et en posant f — y, où v est un petit coefficient, fonction de la nature du corps transparent et de l’intensité du champ magnétique, on obtiendra les équations (x) (?).
Mais nous voulons de plus, et c’est le premier objet de ce travail, tenir compte de la biréfringence spéciale engendrée par le champ magnétique, et dont l’élude restait à faire (*).
CRT
( G) IL P: ve 481.
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La même isotroprie dissymétrique, autour de l'axe du champ,
entraîne, pour représenter cette biréfringence, l'introduction, dans la Ds ; : : ; ; d?C À 4 troisième équation seule, d’un terme unique + v'A, 3 qui, par les
raisonnements précédents, n’est autre que + nr + Pourvu que y’ soit
: as d2 AS ; ; :
assez petit. Le coefficient de 2 dans cette troisième équation deviendra donc ! v' A? Û 3 sl = (E TT C2”
en introduisant le nouveau coefficient c? comme s’il s'agissait de la biréfringence d’un cristal uniaxe dont l'axe optique coïnciderait avec la ligne des pôles du champ. Ce second coefficient y’ est fonction, comme v, de la nature du corps transparent et de l'intensité du champ magnétique. Il.est plus difficile à mettre en évidence expérimentalement, ce qui serait une raison de le supposer plus petit que v. Mais, comme ce sont des expériences d’un autre ordre (*}), nous ne préjugerons pas cette question et garderons v et v' indépendants l’un de l’autre, en négligeant leurs carrés et leur produit.
J'ajoute que, pour l’'homogénéité, y’ doit être de l’ordre du carré
d’un temps, comme v?, pour que +; + v'=; soit homogène et de dimen-
sions T2.
Les équations prennent alors la forme définitive
a. DR n GANG ITE COCIL LE dx 1 ne RECENSE] d9 (4) à de & dt ne 10 de d8 e dE a. 1 de
C'est la généralisation du système (x) de la page 498, le coeffi- + I es ; . : ee cient — de la troisième équation étant remplacé par + = = + vÉ et «a ce? 7e 72 y’ étant toujours assez petit, s’il est négatif, pour que + soit positif. a RS
() Quirino Marorana, C. R. Acad. Sc., t. CXXXV, 21 juillet 1902, p. 139.
Cherchons, comme on le fait dans les questions de ce genre, à vérifier ces équations par des solutions symboliques de la forme
5 nt ( ) il M
— el (—1x—imy—n2) y—1 :
Zi
les solutions physiques étant les parties réelles des solutions analytiques imaginaires que nous obtiendrons.
Toujours d’après la même isotropie dissymétrique autour de l’axe Oz du champ, nous choisirons les axes Oxy, dans le plan normal à cet axe, de façon à faire passer Oy par la trace du plan de l’onde Lx + my + n3 = 0 sur ce plan normal, c’est-à-dire à supposer m— 0, ce qui, avec les notations ordinaires
de propagation), donne
Sin Tr, = 0, y = Cost; siné cos Ê= ; TÜ— 0, n = —; (4) @) de sn? me k° Pi A RS em S MR F2 at) ë 2 Ë Ces g? ??
= Va à = pt, p—— kY=AUE PRE)
Ces valeurs, portées dans les équations, donnent, pour déterminer : . 2 ,k((—lx—nz) =1 :
L, M, N, après suppression du facteur commun ke V1, les trois
équations homogènes
(6) | BLV=r+ (5 )M=o
nil + (2 _— +m)N=o.
La condition de compatibilité de ces trois équations homogènes s'obtient en égalant à zéro leur déterminant
SP ETE —… nl
EN = I I nt a — Oo = 0 (7) a? V a? 0)?
I I ; nl (0) Re er ll c? u)?
et peut recevoir deux formes différentes :
COS
= sin£ ; z 1° En remplaçant / par —— et 7 par > on aura l’équation aux
vitesses w pour une onde de direction z, savoir :
à cos?£ Kvu— sin £ COS£ & HR à u)?
y [ (8) ren __- Oo = sinz Cost I sin? € ia 2 FREE
SeEn y remplaçant = par + r?, on aura l'équation tangentielle
de la méridienne de la surface des ondes, enveloppe (de révolution) des traces /x + nz— 1 des plans d'onde,
= — n° —V—1 nl a? a?
kv —— I J (9) ns Ÿ DEL — —(F+ n°? (o) —10ù a ti nl 0 SR:
KO
CHAPITRE II
ÉQUATION AUX VITESSES & DE PROPAGATION
L'équation aux vitesses de propagation peut s’écrire
Cost. L a? sint cost JA Evy—1 -
— kyV—1 1— — 0 —=0 | G)? a? sint Cost a? sin?£ :
L «a ou, en développant et posant pour un moment 1 — = eo
> COS? Ve a? see a? LE (a — + sin) X? + (£ — ) — us] X sin? — PA(£ — sin?{] — 0. ce ce C2
Or, . —1+vA?, et le terme indépendant de X est, par suite,
— l2Y(cos?i + v'A?).
Donc, même en supposant v’ négatif, comme ce coefficient reste très . . , . 4 CRC Ta F petit, il faudrait supposer z très voisin de ; pour que la parenthèse
pt devenir positive, et Les deux racines X de méme signe. Dans les expériences ordinaires, elles resteront de signes contratres, la forme définitive de l’équation étant
(io) (1+v k2 cos i)X?2+ (v— 2?) A2X sin?5 — k2y2(v'k2+ cos?1) — 0, où l’on aura toujours 1 + Y k?> o, de sorte que le premier coefficient
est positif, même si v < 0.
La condition de réalité des racines est
(y — v2)2 42 sint si + 4 kw (v'k2+ cos?i)(1 + v'k? cos?i)7 0. Elle est évidemment vérifiée, comme nous venons de le voir, pour v > 0. Mais, pour v < o, elle le sera encore tant que l'angle # n’at- . CC T 2 ° A teindra pas des valeurs assez voisines de = pour que cos”z puisse être
de l’ordre de y’ et compensé par pes R. D)
L'observation du phénomène pour des valeurs de À voisines de +
prouvera done que v' ne peut pas atteindre de valeurs négatives telles
et # que, par exemple, pour : = > On ail
CHAPITRE III
CONSÉQUENCES PHYSIQUES
La condition de compatibilité étant supposée remplie, les équations homogènes fournissent, pour L, M, N, un système de valeurs propor-
tionnelles, que nous allons interpréter physiquement. PE siné cost A ceteffet, écrivons-les, en remplaçant / = —; n — —— et groupant G)
les termes,
I ! sin RES) em VNTS L » =? = e a) Mr “A RER = My Li (11) El AY, ter #1 ve e ee EX
(: R )N + PE (Lsiné + N cost) = 0.
1° Multiplions-les par sin #, o, cost, et ajoutons. Il vient
Lsi . N À LEE Noé LL — LIN cos6 — Mein 75 ds.
Ce résultat montre que Lsins + N cosz est de l’ordre de petitesse du
1 v'Æ2 £ moins petit des deux v et v', à cause de = A = 7 Ouqu l'y a
quasi-transversalité des vibrations, comme dans le cas de la
page 478 (IL) que nous généralisons ici.
2° Multiplions-les ensuite par L, M, N et ajoutons. Il vient
I AO += sint+Ncosi}— o.
{ (ae =)a+ M?+ N°
Ce résultat montre que ( Le \
) (L?+ M?+ N°) est de l’ordre
de v’ et de v?, et non plus précisément de v?, comme dans le cas de la
ad G)?
ë F , . I I page 479. Or, d’après la seconde de nos équations, (= — à) M est L” GO” L? + M? +- N? y!
de l’ordre de y, Donc est de l’ordre de _ c’est-à-dire
VL?+ M°+ N° peut être fini si v’est du même ordre que y, ce que l'expérience décidera.
Tirons alors des équations linéaires rendues compatibles des valeurs
proporuonnelles à L, M, N. Les deux dernières donneront L M N
RSR VAE = ; :
a? 1e ce . GG? — a?
où (4 — a) kvo V 6 — €? SIN COS —
D C2sin2r
On aura donc, en prenant les parties réelles de ces solutions, les composantes du déplacement proportionnelles à
» " lee e :
GE TSINT + 5 COST
£ — à: (i— -) cos (A — RE),
1 On
: æSini + 3 COSÉ (12) n—=wikvsin| £t—Kk ” G)} / Are Rire .… &i— & Ê —— c° Sins cost ————— cos(At...),
wi — c?sin?i
pour la trajectoire correspondant à la première racine w, de l’équation aux vitesses de propagation;
Ge æ sin + 3 COSÉ E=o(1— À) cos(ke k — h D?
QE
: æ Siné + s Cost RE OT UN RE 2 6)
9 2 D US o (rom C = — C? sint cost" cos(#/#" 7; 2 — c? sin?
pour les trajectoires correspondant à la seconde racine w,. Ces trajectoires sont donc des ellipses, intersections des cylindres
(dépendant de # par l'intermédiaire de w =, pour l’une et & = w,
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pour l’autre) par deux plans différant en réalité pour & = &, etw = &», mais confondus, à notre approximation, avec le plan
Esinc + Écosi—0
de l'onde, puisque nous avons vérifié que Lsini + N cost était de l'ordre de v et de v. Seulement, le fait essentiel, au point de vue physique, consiste en ce que, les deux racines w,,, donnant des signes
. [42 L4 contraires au facteur 1 — =;; comme on l’a vu en ordonnant l’équa-
tion en w par rapport à 1 — —; ces ellipses sont parcourues dans des 6)”
sens différents.
Éléments de chacune de ces ellipses. — Elle est située dans le P plan le c? sin cost are D ET RE Z— ne Ë G?— c?sin?£ ER &
où nous savons que q est voisin de £.
Les longueurs des carrés des demi-axes sont donc (à un facteur
constant près) (w? 4 GE
D ONE NE cos?d
Leur rapport est donc
GP MA
w?kycosh} \Avycosd
Or, les racines de l'équation en X sont
— (v'— v?) A? sin?
. : I v' 2sin?{ tang?t = + klv|cosi / 1+%' KT cos i+ +R 0) — + 2x cos? ti y A
2(1+ v'£? cos?)
où |v| désigne la valeur absolue de v.
LEA approximation le 1, qu'il est logique de faire, puisque la comparaison des deux ellipses est surtout intéressante si on les consi-
dère comme dans le même plan, les valeurs absolues des demi-axes sont, à des facteurs constants près,
et Bi
; — (v'— v?)k?sinitangé
v' À 1 HEC 5)+.. || à 2 cos?{ ;
la racine positive correspondant au signe supérieur et la négative au signe inférieur.
2(1+ v'#? cos?i)
Fig. 2.
Je désigne alors par (A,,B,), (A, B,) les valeurs de A, B pour les deux ellipses, qui correspondent aux racines w,, w,; ona
Bb; —A|vE A=(i-©) . ; Az (it) a.
COSE
et, par suite,
; v'— y? , ,sin?£ k? 1 (A;—B;)(1+7v'#? cost i)— k° + AA (cost = +, 2 cos?é
2 cost
: v'— y? ,,sin?c k?/ ; I (A>—B)(1+v'k?cos rt) —+ k° + pif (coté . )# |: 2 Cost 2 Cos”t : ; x É y! sin?£ , :
Donc, à notre approximation, le premier terme — k°=—— étant pré- 2 COSt
pondérant, ces différences sont de signes contraires. Le grand axe de chacune des ellipses est sur la direction du peut axe de l’autre, ce qui pourrait conduire à une vérification expérimentale.
De plus, lécart relatif des deux axes est proportionnel à k?, c'est-à-dire à l'inverse du carré de la période vibratoire des radiations, ce que l'expérience pourrait peut-être aussi vérifier.
Enfin, les deux ellipses se réduiront en méme temps, toujours à notre approzimation, à un cercle de rayon k|v|, dans le cas singulier où il existerait la relation y = y? entre le coefficient v de dissymétrie et le coefficient y’ de biréfringence.
Si donc l'expérience décelait l'existence de deux vibralions crrculaires de sens opposés, on serait en présence d’un corps pour lequel cette relation v = v? serait vérifiée, et par suite où tous nos calculs se simplifieraient considérablement, comme nous allons l’in-
diquer.
Cas singulier v'= Y?. — L'équation aux vitesses se réduit à (1 + VA? cos?) X°— k2y»?(k2% + cos?i) — 0,
: a? . : et les deux racines X — 1 — = sont égales et de signes contraires:
de RME y 1—— —{k|v|cosi| 1 + — == — Cost | +... |, ! S e\cos’z
D = klvlcosë] +. |,
GP d’où : I I . 9.9 I 2 = — —)=#t|»p|cost| 246 — — COS L | +...
CRT \ cos?
ou 2,,2 OPROR :
CP mr se k|v|cosi[2 +...] À 2
ou sensiblement —w; = ak|y]cosé,
comme dans la polarisation rotatoire magnétique. Cette analyse exclut :
! IG \ a? »
1° Le cas t = -; où X = 1 — — = + k?y?
1 fe ve uw? I 6) k?v?
le = 2,2 Ne.
Re 00 AO TT =I+ …
et a?
I— — — — fr? :
oh ws L ne Oo k2y?
Do pes A Vo, SE 1 da 1 + Av? a 3 ou sensiblement GO} — Go 2e y.
vais . DO TT . A 2° Le cas où z serait assez voisin de = pour que cost, sans être nul,
fût de l’ordre de kv et empêchât le développement ci-dessus du radical; prenons, par exemple, comme valeur limite, cos*r — k?v?, ce qui donne
v— PAP
XL EAN) = aktyt, Vi+ kit
Ce sont donc des cas tout à fait nouveaux, qu’il serait intéressant
de vérifier en faisant varier l’inclinaison 1 et la radiation k.
IT. À une plus grande approximation, au lieu de Ÿ — x, reprenons
- c?sinc£ cost : ; G? — C?
ang — en AO NL —— EE ecrans E @?— c?sin?c
LS L s 4 T . . . .
Pour : assez éloigné de =; on obtient bien tang Ÿ voisin de tang £. On
peut d’ailleurs écrire | ; ce .. VkA+X tang(i— d)— ee RS ne
Si l’on réduit les angles à leurs tangentes, à une approximation
justifiée par leur petitesse, il viendra
Or, nous avons vu que la partie principale de la différence des
racines est k[v|cosz. On a donc
da— W—=kl|v|sini+...
du même ordre.
A cette approximation, Ÿ, et Ÿ, ne diffèrent pas moins l’un de l’autre, comme ordre infinitésimal, qu’ils ne diffèrent de r. D'autres conséquences physiques, à vérifier par l'expérience, résulteront de la discussion de la surface des ondes au Chapitre suivant.
I. — Propriétés générales de la méridienne
D'après l'équation (9) du Chapitre 1, la surface des ondes, de révolution autour de Oz, a pour méridienne une courbe dont l'équation tangentielle en coordonnées (/, n), c’est-à-dire comme enveloppe de la trace /x + nz= 1 du plan d'onde, est
(14) [ii @(P+m)][i—eP- enr] Ak%(1— C2) —o.
Pour y — o, on retrouve la décomposition de la méridienne en un cercle ct une ellipse, c'est-à-dire de la surface en une sphère et un ellipsoïde de révolution se raccordant à leurs deux pôles sur Oz.
Cette méridienne est symétrique par rapport à chacun des deux axes Ox et Oz.
Rendue homogène, c’est-à-dire pour le plan {x + n3—p, cette équation devient
(15) Lp?— (+ nr)][p— cl anr2]— Æyp?(p?— cl) — 0,
et ses dérivées partielles sont :
I do ° 9 > 2 2 9 2 72 CARE
à IE I[p*— a (P+n)|=al[p—cel2- @nr]+ Apte, I do = o 9° > “ 3 > > 72 >, 9
one an[p?— @(P+ r)]—atn[p —cl— an],
ie) A . =plr-e(l+nt)+pe cl atn—0kipt+ kw],
Alors les tangentes parallèles à Ox, {= o, sont données par
(p°— an} — k? y p'=— 0, p— a n° = + kyp?,
ME RV)= an,
p° Ca
HT Or KV
Le point de contact, sur Oz (/{— 0), est donné par
2 SNS 2 2 __n2n2\——: ? FE y D?
Sr n(p— ar)=T 2ankyp?,
1 09 Re La roaei
= dp = p[2(p?— a? n?) —2 kw p]=2p[+kvp?— ki p?]=— 02 kvp#(+i—ky), 2 OL : L
dont le quotient est
ne Te Dan Ur TL re a PUS Ou pi RU) EL 4
comme vérification.
Ce sont Les quatre sommets de la courbe sur OZ: Les tangentes parallèles à Oz, n — 0, sont de même
(p?— æ&l)(p?-— cl) — kFyp?(p?— cl?) — 0:
1° c’est-à-dire d’abord
dont les points de contact, sur Ox, sont donnés par
LUCE NE D) FOOD Re T c'i[ p?— al] + k?y?p?oe?l
= CB(a— c+ ky2c2?), LP el) 2krp+ kyc2P]
= p P[e— a— kyw%0c?],
dont le quotient est c?l
SE iCS
comme vérification (ce sont deux sommets de la courbe sur Ox); R. H
2° c’est-à-dire ensuite Du a?
? D lon OPEN DS EE ON CR NE Dal = KR vep} pr) an, E ss
Les points de contact, sur Ox (n = 0), sont donnés par
= “ —— cI[pt— al?]— a’ I[p°—c'2]+ kw ptet =—tpl(a— ce) +ck%]T, ee = p[p—-æ@l+pt—cl2kYp?+ k2ycP] 2 0p —p l(at— c+ c?k?v?), dont le quotient est — . comme vérification.
(ce serait À avec {x + nz3+p—o de la théorie classique des coordon-
nées tangentielles.
Les deux sommets sur O3 positif ont douc pour cotes
ie . a 0) = a(i£ ire.
et ne peuvent coincider.
Les deux sommets sur O x positif ont donc pour abscisses
= F 2 2 Pi + = a(i— kw) i= ait : —...),
tres >
— à c?, ou
Pour comparer ces deux derniers, il faut comparer Re — K1y*
a? à c°(1 — k?v?), ou c? — a? à c'k?v?.
Cette même équation (15) va nous servir à chercher si la méri-
dienne a des tangentes doubles réelles. En effet, soit À la cote du point où une telle tangente rencontrerait Oz. L sera donné par l’équation bicarrée (16) acli—[(at+c)(p— ant) — akypt]Pn:
tpm na = MPptlaie
SURFACE DES ONDES ET POLARISATION. 19 qui devrait avoir deux racines égales, d’où ( —— 2 =, nt\2 2. Aèn2\2 24,2 2 12 \ h2 pp2 2 2 m2 Are i=le c}(p—- an} — ak (a+ c)c2p?(p?— an?) + ct kk vit pt + 4 kRya?c?p}— 0,
p°—an°
équation du second degré en y , dont le discriminant est
— 4h a c?[(a?— ec?) — k2y ct].
Or nous avons posé, d’après (3),
CHOC A7, et le discriminant devient
— hk2Ya?c?(k2v2— 2);
d'où deux cas extrêmes à distinguer, en excluant le cas limite où k?v°?= v?, qui sera étudié plus loin à part ($ IT). (IL faut d’ailleurs remarquer que ces conditions dépendant de la
. : 5 I ; : re période vibratoire +; un même corps pourrait réaliser l’une pour
certaines radiations el la condition contraire pour d’autres, se prétant ainst à de curieuses vérifications expérimentales.)
1° Si AV] y], (179) n’a pas de racines réelles, #! n’y a pas de tangentes doubles réelles à la méridienne, la surface de révolution n’admet pas de cône circonscrit à deux parallèles de contact.
20 Si —|y<kv <|v|, (17) a des racines £
io | ë ———— réelles et posi- P°
tives, ce qui donne, pour les points où se croiseraient sur Oz les
) ra x tangentes doubles, des cotes . supérieures en valeur absolue à à.
Mais, pour que ces tangentes doubles soient réelles, il faut encore CTI GRIS ..… :
soit £1, pour que soit positif ou nul, et par suite =1; P q p° ’
que 1 — —
acceptable.
Or fQ)=(a—-c+ckN} To.
Donc r est toujours en dehors des racines. Les deux conviendront si rest au-dessus. Aucune ne conviendra si 1 est au-dessous.
(ae AE
Le dénominateur, qui est de l’ordre de v*, nous l'avons vu, sera,
Or, leur demi-somme est
dans les cas les plus fréquents, inférieur au numérateur qui est de l’ordre de v?’. Donc cette demi-somme sera > 1, et avec elle les deux racines, qui ne conviendront pas. {!{ #’y aura pas, en général, de tangentes doubles, résultat capital el nouveau pour une surface d'ondes.
Le cas où la demi-somme serait 1 est celui où
(7 bi) Luttes (/a+ 25
Le cas où (1) serait nul est celui où
d'— c—— c'Kk?v?
et sera trailé à part (S IT), y = — v*.
Le cas où les racines sont égales est celui où
CRE = ne C9
P? Es a? n°?
Mais les racines Fe étant supposées réelles, on a
La— cP< yet; la demi-somme ne peut donc pas être égale à 1 puisque La—e|<cek}lr|, et que a? — €? aurait alors pour partie principale + c?k|v|y2 d'après (17 bis).
Donc f(1) >0, demi-somme > 1, les deux racines 1, aucune tangente double.
Certains des résultats ci-dessus vont se retrouver dans l'étude des cas de décomposition. Le principal, l'absence de tangentes doubles, aurait pu être établi directement par les substitutions suivantes à la
si
place de p? : 9(+æ) > o à cause de 1 — Av > o vu la petitesse de y; p(cl+anR)=—kY(ePr + enr) an <o,
pio) =a(A+ rc + ain?) > 0:
PA
Cette valeur cl? + a? n°? sépare les racines p?, lesquelles ne peuvent
dès kors se confondre qu'avec elle, ce qui exige n°? — 0. Ce serait donc une tangente double parallèle à Oz, pour laquelle l'équation se dé-
compose en (p?— cl)(p— al — F2) —o
et n'aura ses racines égales que si l— [PES
a c(1— Kw) ou v cas qui sera traité à part ($ IT), comme nous l'avons déjà annoncé. En dehors de ce cas, les tangentes à la méridienne sont séparées,
deux à deux et avec la même direction, par la tangente à l’ellipse
DCE nr.
II. — Cas de décomposition
Le ion de I sridi ’écri 4 equation e la meridienne peut encore s ecrire
[p?—æ@(P+n)P+(at—ce)l[p— @(l + n)]— AÆvpt(pt— cl) = 0o
Elle se décomposera donc si ct k?y?— (c— a} —o ou : IC TA ou — HUE NS
nous retrouvons les deux cas fournis par la recherche des tangentes
doubles.
L’expression sous le radical s’écrit alors
À É JE p?\ CSSS et les deux coniques en lesquelles se décompose la méridienne de
quatrième classe sont : à Ms ne p?
pa(r+n) = |re (rs E )
c'est-à-dire, pour l’une,
(a— 5 )ptctt— ant = 0 (ellipse), + yn?—
et, pour l’autre, p— c(l+ n?)—=0o (cercle de rayon c).
22 L. ROCHE. … SE Pour l’ellipse, | | | c? : : - QE — (a<c? si v'<o,c—a>0;a>c?si y" 0, c—a*<o), CET :
1 + — 2(c?— a?) moe sr PC. ne (y< et si v<o, a > 0; y csv 0, go) À HE : s Fig. 3 x : .
= cl < : E E —_—_— _ = E. :
SR === | 2er" | =. a = = x à On ne pourrait, dans cette hypothèse, avoir ÿ = o sans avoir v —0, - Fig. LE CN . “0e
SURFACE DES ONDES ET POLARISATION. 23 Représentons ces résultats, en exagérant les écarts entre les axes de - à I 2 . a N l’ellipse, et remarquant que UC: PURQUE SN 2 Cas er)
Les tangentes doubles seront alors données par la racine double — an? - . « Eee "de l'équation, où
Les tangentes doubles sont imaginaires, ce qui constitue la vérifi-
cation annoncée.
Comme autre vérification, dans le cas de décomposition
Eat, — KY'= ZE y,
les sommets sur Ox ont bien pour abscisses c el
Vi — ky à NE
ce
et les sommets sur O z ont bien pour cotes
Cc? — «2 Sp prEn
c’est-à-dire, pour le signe —,
et, pour le signe +, a ie PRE PE
III. — Variation de forme à partir de ces cas. Faisons maintenant varier a? — c? où y’ à partir de la valeur qui a
fourni la décomposition.
Les deux branches de la méridienne se déformeront, à partir du
cercle et de l’ellipse, en présentant d’abord des formes analogues à celle de la figure.
Le cas où a?— c? (ou v')croîtrait en valeur absolue a moins d’intérêt physique, car déjà, pour la décomposition, nous avions ÆV = + v, et, comme nous l’avons dit, y’ doit être le plus souvent considéré comme inférieur à v, et même d’un ordre plus élevé. Suivons donc la variation du côté où y’ décroit en valeur absolue.
Cas y — 0. — Comme cas limite, pour Y = 0, c — a, nous aurions
(44 [44 comme sommets-sur Or, get © >aet, sur 03, -——1de
Vvi— y VIiT£kv part et d’autre de a.
Dans ce cas l’équation de la méridienne, ordonnée en p° — al,
Fig. 5.
es : donne, si l’on développe le radical par rapport aux puissances de y,
re . J2y2 a(l+n)=pT kvanp — L PE: (3° ordre).
St l’on néglige le second ordre, on obtient (fig. 5)
(Pl + nr?) — (» a Les
SURFACE DES ONDES ET POLARISATION. aD c’est-à-dire deux cercles, mtridiens des deux sphères obtenues préct-
Fig, 6.
C9 04 sément dans ce cas par M. Boussinesq (").
Fig:
Vi1—ZÆv a _& V1+Æ4v [474 Œ VTT
Si l’on ne néglige que le troisième ordre, on obtient (ig. 6)
- k2y? d (+) =plp(i- =: }= 4van|,
(*) T. IL, p.#479, note.
c’est-à-dire deux ellipses ayant un foyer commun à l'origine, et les
; ; , aky deux autres foyers réels respectifs aux points + ———:
IL est très remarquable que la singularité (points doubles et tangentes doubles) de ces deux méridiennes approches disparaisse dans l'équation complète, où, comme nous venons de le dire, les deux tangentes parallèles à Oz ont deux points de contact distincts a et
[44 ? 4 L ————, que nous avons représentés en exagérant beaucoup
l'écart £v (fig. 7).
Cas v'=£ 0. — Les deux sommets sur Ox ont pour abscisses c et
a mCVrEvE Vi—#2vt À Vi — k?v?
Donc, pour v’ négatif, on aura l’hypothèse remarquable a c(1—v?k?), CA — Ccy 7 (v'—— 1°),
pour laquelle ces deux sommets coïncideront.
Supposons que y’, négatif, diminue en valeur absolue à partir du cas de décomposition — kÆvy'= v.
Les deux branches partent d’une forme voisine de l’ensemble
(cercle, ellipse).
Fig. 8 A
Vi=Æv
Vi+Æv
1x æ CE VITE
Au moment où les deux sommets sur Ox viennent coïncider avec % LA 9 q u \ l'abscisse c, c’est-à-dire où (fig. 9)
Dire (r EN) et A PA) (v'—=— 8),
“ les deux autres sommets, sur Oz, sont (v > o pour fixer les idées) a cV1—v# —— —— = V = eVr + Æv Vi— kv 1— y
et
Mais si v’, continuant à décroître en valeur absolue, descend au-
Fig. 9.
eVi+Av
ce VT=Av
dessous de »?, le sommet sur Ox dépasse c et la forme générale redevient la même.
Faisons
a C1 K?5°), dans l’équation aux tangentes doubles ktctyt(p° — a n°)?
— 2kw(a + c)cp(p— an?) + c'ktrtpt + 4 ka cp" = 0
doit avoir pour racine double 0) DO:
En d’autres termes, c’est l'équation précédente qui doit avoir racine
double # — 0, Ç Cr
Or elle est alors (p?— æ&l)(p}— cl) — k2» p?(p?— cl)
(pis cl ky)=0oua bien une racine double p° — c*P.
Mais alors aussi l'équation suivante (17) donne, en eflet, ak cw+a(a—c)=o.
C’est le cas où /'(1) — o donne la solution » — 0, d’où (p?— cl} — 0.
Mais c’est un cas limite, affleuré, après lequel il y a retrait en sens contraire.
Comme vérification de ce résultat capital, je vais prendre lhypo-
thèse v'=— Üy?, D ER, ci— qt—=— 10% Dci K?, ai c—0c'y"r?, La demi-somme est > — Ov 2 ; A si y est pelit.
O0? y? 42 (EME ? (
Donc les deux racines sont > 1 et ne conviennent pas.
Écart des deux nappes de la surface, ou des deux arcs de la méridienne. — Il est intéressant, au point de vue optique, de se rendre compte de l’ordre de grandeur de cet écart. Il suffit, dans Lx + n3 = p, de considérer { et # comme cos x ct sin &; p est alors la distance de la tangente à l’origine, et l'écart dépend de la différence des valeurs absolues des racines p de l'équation
(p°— &)(p — ccos a — a sin?æ) — kA?v?p°(p?— c? cos?&) — 0.
A cette évaluation nous substiltuerons la recherche équivalente de l’ordre de grandeur de p? — a?, qui mesure l'écart de la nappe et de la sphère de rayon @&, d’où l’écart des deux nappes entre elles.
La somme des racines p? — à? est de l’ordre de v' et de v?, le produit de l’ordre de v?.
Sous le radical, il vient
(a?— c+ c'ktv?}? costa + 4 at k?vt sin? a.
Ceci est une vérification de plus de l'absence de tangentes doubles
dans tous les cas possibles, avec le seul cas d'exception que nous avons rencontré.
Fig. 10,
Les racines sont donc de l’ordre de v’ et de v°?.
La discussion que nous venons de faire de la méridienne de notre surface d'ondes, de révolution dans cette première Partie, fournit une réponse négative à la question suivante, qu'il serait naturel de se poser dans cette Partie et dans les deux autres :
La surface de Fresnel se déduisant de l’ellipsoide par la transformation apsidale, d'ailleurs réciproque, quelle serait l’apsidale de notre surface par rapport à son centre?
On voit facilement, en effet, que, pour une surface de révolution, et par rapport à un point de son axe, l’apsidale de révolution s'obtient en
+ nr . Lu A faisant tourner la méridienne d’un angle > autour du point dans son plan.
Nous obtiendrons donc ici une surface de révolution assez compliquée, au lieu de l’ellipsoïde de Fresnel, et, par induction, dans les cas plus compliqués encore des deuxième et troisième Parties, on ne peut espérer obtenir une surface apsidale simple correspondant à la
nôtre.
CHAPITRE TI
ÉQUATIONS DU PROBLÈME
; Ë Se : ( Reprenons les équations de la première Partie, en y remplaçant — I I se. :
ar — dans la seconde et par — dans la troisième, ce qui donne P b? ce? )
| 1, dé d à , dQ
ST D EN a? dé? ie dt AAPA A6 dc’
1 dn d À «0
ù 72 a — (18) D de di À, >" de | As = À,£ — do"
\ Cc° de? d=
Une première approximation, basée sur la petitesse de f, de b — a et de c — a, donne Ü — 0 et, par suite,
INUQLE DA Gi 1 MU: Le .
aan MLD at CN CE avec dE d'a CT a ——— = À ri ie de? É dE Le de d’où à ae k£? k?
Dép. NE re ne A6 — —6.
Cette hypothèse approchée, 0 — 0, implique qu'on négligera plus loin les produits de y et des différences telles que = ere, Épe Les équations (18) deviennent alors, en posant f — », L''E Ve UC d0 aa bd Ge 1: Pneu d9 Beta a dy di d0Q
Mais on n’altérera les résullats que d'erreurs du second ordre, également négligeables, comme celles du calcul précédent, et l’on
Fe 0 v donnera aux formules toute la symétrie possible, en remplaçant =
v y : : FU oc ; I I el}; par =» ce qui revient à négliger les produits (= — à) el I I VAE Poe - Les équations prendront alors la forme TRUE LAC d0 l £ : Nn — A, Ë et ARC (EN «1 dx 1 din & k2 dë A d0 EE = RE — 91 — — b? de c dt LL dy’ 1 d d0 _ — A,6 Re CL 2
> £ n ë 6) CRÉENT Hoi os dont les parties réelles fourniront la solution physique.
Leur substitution dans nos équations donne / RL je L( a+)" 2 (om + SVT) + ni 0, d
(19) (inv —)L ae —- = +m)M + mnN =o,
vALEE mnM + (5 +n)N= 0.
Ici la symétrie autour de l’axe O3 a disparu avec b £ a, nous ne pouvons donc plus supposer »# — 0, et le problème ne se réduit plus
à deux dimensions.
La condition de compatibilité de ces trois équations homogènes
sera 1CI I I kv — ———+P Um + —V—1 nl a? uw)? (ou ky : 7/1 mn — 0 — — — | RAR ES RE es (20) Im c? b? a £ I 1 nl mn mL
à laquelle nous donnerons encore les deux formes (21) et (22) :
Gr y am kvyÿ—1 12 da y TN 6) CA 6)?
(ar) 8 ANSE Bi a G) ec? Da (y) »)?
12 By I a? + (6?
6)? 6)? € 6) à cause de l__m 2 I En ; a el CS nf © fe de ét
d'ondes planes normales à la direction de cosinus &, 6, y.)
kvyV—:1
1 * tes (m?+ n°?) En + — nl kyV—1 J (22) Im — ae ie (n?+ EP) mn —0; nl mn — —(m + n°?) à cause de P+m + n = —.
(C'est l'équation tangentielle de la surface des ondes, qui n’est plus ici de révolution, et à laquelle doivent être tangents les plans
lire my + ns — de ces ondes.)
CHAPITRE Il
ÉQUATION AUX VITESSES &) DE PROPAGATION
Cette équation (21) peut s’écrire, le coefficient de — étant identi- Go
quement nul,
a? + GB? A) | 1 I ( 1 —) a ne | — — —— | — 0,
La condition de réalité, où l’on fera jouer à c un rôle à part comme dans tout ce qui précède, sera alors
z (a L rarA 1 He Te I B?/1 I c* \a? b? GATE b? GER GIA LC Ar bè -c?} Ce ] | B? I I
f, a me I NL I ns é |: kT 4.120 as bic |: (& x) sfr =) Le RQ
à : vs I Elle ne contient donc plus que v et les différences er et
Ces différences ne peuvent donc pas être quelconques par rapport au coefficient v de dissymétrie.
AM
4 ok C a) (24) ti El 4e Pr N—0, u)? UT GE CE o?
Le Se By M + a) = D? D? re 2
Multiplions-les par «, 6, +. 5 disparaît, et il reste
a b? C2 (De
aL BM NV 1 om
que l’on peut écrire
aL+BM+yN I 1 Ed pe NES … EN pu — 7) NE =)+ = V 1(BL— aM).
C'est la généralisation exacte de la première Partie, et, ce qui est
g très remarquable, les différences _ -- a el ; = restant petites dans les cas de l’expérience, 1! y aura encore quasi-transversalité des vibrations, qui se feront à très peu près dans le plan de l'onde.
Les valeurs proportionnelles à L, M, N, prises pour la symétrie
dans les deux premières équations, et divisées par
ON I I ru RS RSS FE E CIT 2 6)? \ w? a? 6)? b?
seront
EE: er LÉ RS june: ae Por — L'+ Lx, 1 I c ACT LORS Q) a? Ée à) _ a k LE d = rl Fe Dre I —M'+M'V—:1, I I sf a I I 1 ot D? 5 à) (à m) «? I œ? in, k2 y»? wo?
EE PURES
où L” et M” sont de l’ordre de pelitesse de v.
Alors, en posant pe APPRIS o 2
et désignant par && la partie réelle de l’imaginaire w,
E—8(L! +L'y—1)(cos0 +V—1sin9)—L' cos0 —L' sin, n=A(M'+M"y)—:1)(cos0 +ÿ—1 sin9) — M' cos9 — M'sin8, CCR N (cos0 +ÿ—1 sin8) = N cos6.
Lei les ellipses trajectoires sont l'intersection du plan de l’onde avec le cylindre plus compliqué obtenu par l'élimination de 0 entre les deux dé P paq P premières (29) (M’E — L'nÿ + (M'E—L'n} — (L'M'"— MIT.
Dans ces diverses expressions, © doit, bien entendu, recevoir les deux valeurs racines de l’équation en w des vitesses.
D’autres conséquences physiques résulteront de la discussion de la surface des ondes au Chapitre suivant.
LUS DATES
F—o étant l'équation tangentielle de la surface des ondes de Fresnel (‘), et C — o l'équation tangentielle d’un cercle de centre O et de rayon c dans le plan Oxy.
La surface est inscrite, quel que soit v, dans la développable Circonscrile commune à ce RÉ et à la fie F de Fresnel.
Une vérification intéressante consiste en ce que, pour a—=b=— ec, elle donne, comme celle de la deuxième Partie,
Le k @(P+ m+ nr?) = p? — ve <atkvnp|/1+ PE _
VAPR, p?ky
es des 2 + LR ER — De x P + ahonp(i+ JE +.) Véus
akyn\? 2 a n° (pe) + E- 7 =
ou, en négligeant le second ordre k?y°, l'équation tangentielle des ‘ Ky deux sphères de rayon a et de centres + a— sur Oz, obtenues dans
celte hypothèse par M. Boussinesq (?).
(*) Ricnaro, Thèse, p. 9, forme (A).
(2) IL, p. 479, note.
A partir de ce cas limite, a? — c? et b? — c? cessant d’être nuls pour devenir très petits, la surface se déforme, ses deux nappes s’éloignant progressivement de ces deux sphères.
Les distances à l’origine p de leurs plans tangents, si /, m, n sont réduits à être les cosinus directeurs des normales ({? + m°+ n°=1), sont les racines de l’équation bicarrée
(: — a By) p° — Lesçnt+ n')+b(r?+ 2) ci k
ic?
N AE Se =
à > = n° Se En = N S Ê [EF | TS ro]
+ (bel + cam +a bn?) —o.
Nous poserons Mai cr VRP er, (7) | DCS CZ en introduisant les coefficients très petits y’ et y”, analogues au coefficient v’ de la première Partie.
L'écart des deux plans tangents dépend de l'expression sous le radical, laquelle, avec ces notations, devient, au facteur c*k? près,
MN RARE CE ÈCE rm) +v'(n+ P) +wY(E + m)— | 4 ei:
+ 2 (li + my) + 2 ny(v + v- vi" x), CA Gi
Tous les termes sont au moins de l’ordre de y? ou de y y”.
Supposons que, pour une valeur donnée de v, les autres coefficients v" et v” partent de zéro par valeurs d'ordre infinitésimal décroissant jusqu’à celui de w?.
Le premier des termes sous le radical sera prépondérant, et celui-ci ne pourra s’annuler : t{ n’y aura pas de plans tangents doubles.
Supposons ensuite que, la grandeur de y’ et y” croissant, ils atteignent l’ordre de v?. Tous les termes sont positifs si y’ et y’ sont positifs, ec &l n'y a pas encore de plans tangents doubles réels.
Il y en aura dans le seul cas où l’un au moins des coefficients v’ et y’ serait négatif et ils formeront alors, au quatrième ordre près, une déve-
SURFACE DES ONDES ET POLARISATION. an
loppable circonserite à la surface et à la conique
TU 2 > 19 > 19 a” b? . a b? 3 ; 2 D?
| nd RU © kr (y + 0) En? + C es
du plan de linfini.
Étudions au contraire cette surface en y supposant à, b, c fixes et y variable. Nous pourrons même, vu l'intérêt géométrique dela question, ne pas supposer très petits a?— c?, b?— c?, y,
Nous remarquons d’abord que l'échange de a et b (v' et v’) revient à échanger let m, c’est-à-dire Ox et Oy. Nous pourrons donc toujours supposer & > b par exemple.
C'est ce que nous ferons dans les paragraphes suivants.
II. — Développables circonscrites simples
L’équation tangentielle (26) de la surface peut s’écrire
2 P2 —- By) —(atm+ ve]
Lo (2 m2)] | pt (1 —
La surface est donc inscrite dans les quatre développables
(+ m°)— p?—0, (D,) (P+m)—p = ON Be 7 (BE + M) — p= 0, a) | B(e+ a)2+ a (b+ e)m?+ a bn? — (a? + bp? 0; a? b? i 2 p2 Do Ee FRE (D,) | bPP+ am At 7 my) 0, | n 0; a? b?
b? El + a? m°? — (= kw) =o, (D,) F ä
BP(c+a)P+ a(b+c)m'+ a bn— (a+ b)p—o,
dont les deux premières (D, ) et (D,) sont indépendantes de v.
(D,) est un cylindre de révolution ayant pour trace sur Oxy le cercle de centre O et de rayon c.
(D,) est un cylindre elliptique de même direction ayant pour trace
: ; b sur Oxy l’ellipse de demi-axes > sur Or et ——— # b V /e2 Tue : LR 1 — X2y — f2y?
et ct
sur O y.
Ces deux cylindres, l’un fixe et l’autre dépendant de v, constituent le contour apparent de la surface sur ce plan, et par suite leurs traces en constituent les sections, sous réserve de singularités d'ordre supérieur.
Il est intéressant d'examiner dans quelles conditions ils se coupent réellement, la nature de cette intersection étant visiblement liée, quoique de façon plus ou moins complexe, à celle des singularités de la surface. Or, la réalité de cette intersection exige que le rayon du cercle soit compris entre les demi-axes de l’ellipse, c’est-à-dire, d’après l'hypothèse reconnue suffisante a > b?,
5 ee 2p2?
ou ; 1 — A2y - 1 — k2y? .
Ci C 2 D2 D le 2,2 2 2 b C2 — KR <a — c?, 72 De
On voit, comme conséquence très remarquable, que l’un au moins des deux coefficients, y”, celui qui correspond au plus petit axe b, doit être négatif, et que le second peut l’être aussi.
Ceci concorde avec le résultat obtenu ci-dessus par l'étude du radical et peut, soit inspirer un choix de vérifications expérimentales, soit, du sens de ces vérifications, faire conclure au signe de Ÿ et y’ pour la précision des résultats des Chapitres précédents.
(D) peut être représentée par
avec a(b— c@)P+ bP(a—c)m + a bn— 0,
conique du plan de l'infini resserrée autour de Oz quand HE Gel b? — c? tendent vers ztro.
(D,) peut de même être représentée par
bP + am? — p? (est) _
avec
o] 9 2 2 » 9 > 9 1° 9 9 9 Né É D'ART b(c2— b)P + a (c— a )m?+ a? bn? — (a? + FL) nes ‘ ReNARpr == 0":
c* (D,)et(D,) peuvent être représentées, sous forme paramétrique, par
(D;) = L c0s0, m = Lsin:
. ab? ; a? b?
(D,) D peos0| — Kay? —, am = p sin0 p— KEY —; (él C”
Ü ’ . , . nm d’où la seconde équation déduit = en Ô,
Achevons le calcul pour (D,), la plus simple, et indépendante de v:
Nous savons qu'on peut supposer a > b.
Alors HcC -@ 0: 3 ésticeliquelqueson 0 sta #c2102;00
y a pour Ô des limites données par
I I RME FPE.
F C «a Ce tang0 — + — = = 2 I I b DC?
etannulantr;sia >b?>c?, la développable esttoutentièreimaginaire. On peut rapprocher ces résultats de ceux que nous a donnés le rapprochement de (D,) et (D,) pour la forme de la surface. L’arête de rebroussement de la développable s'obtient sans peine sous forme paramétrique. Le plan tangent est en effet
(a) ab(x cos0 + ysin0) + ckz — v'a? cos? 6 — V'b? sin*0 — abc — 0, équation à laquelle il suffit d’adjoindre ses deux dérivées par rapport à 0:
(v"a?— y! b?) sin 0 cos0
(b) ab(— xsin0 + y cosô)+ckz ; — y'a? cos? 0 — y! b? sin?0 (c) ab(— x cos0 — y sinô) br sin ÿ cos Ü er ï 6 (= arcs van)
d’où ckz — va? cos 0 — y’ b? sin? 0 Ge 900) 7 ( LP ) — abc, % d9 \\/— y'a? cos?0 — y'b? sin? 0 (y! a? — y! b?) sin? 0 cos0 ÿ— v'a? cos? 0 — y' b? sin?
(y! a? — y! b?) sin 9 cos? 0
V— y'a? cos? 0 — y! b? sin?0
abax = abc cosO — cks cos0 Ÿ— va? cos? 0 — y' b?sin?0 + ckz
ab y = abc sin 0 — ckz sin Vies vla? cos?0 — y! b? sin?0 — ck3
Les équations tangentielles des traces de la développable sur Oz et Oyz s'obtiennent par l'élimination respective de #» et de L'entre les
équations (D, ) :
(Dh (b— a )ctl + a bc?n?+ b(a?— c)p°= 0, et de même, par échange de a et b,
(D) (a?— b\)ctm? + a b?cen?+ a? (b?— c°)p?— 0.
On voit que le genre et l’espèce de ces coniques dépendent encore des signes des mêmes différences.
Il faut toutefois remarquer que par une telle conique réelle peut passer une développable imaginaire, comme par une courbe imaginaire, dualistique de la développable, peut passer un cône réel.
Cela dit, les trois cas auxquels nous venons d’être conduits donne-
ront :
Cd = 07, (D:): — + — hyperbole, (D; + + — ellipse réelle; DEC EU (D); — + + hyperbole, (Dis: + + — ellipse réelle ; DEC (D: ): — + + hyperbole, (D:)2 A HE L SE ellipse imaginaire.
Le contour apparent de la surface sur le plan y = 0 est de même nature que pour la surface de notre première Partie, dont il n’y aurait qu’à reprendre les résultats.
III. — Ellipsoïde de référence
L'équation (26) de notre surface, résolue par rapport à p°, donne a? b? .
(28) 02 p2 (- kw)
= (mé + ne) + BE) + (er EE) (Be me) ENT,
c’est-à-dire l’équation d’un ellipsoide 2 p2 em sp(e-SEre)
a? b? a*° L® = (u+ c?— a ww) + G + a? — uw) m'+ (a+ b°)n?,
à partir duquel (comme plans tangents) les plans tangents à notre surface sont déterminés par + le radical portant sur
. 2p? 2 CE n°) + b'(nt+ El) + c(l1+ m?) — _ ky(02+ ms |
pas
Fr Aa an (: _—. kw) (P+m'+n)(bcl+ cam +a bn).
Mais les termes indépendants de y, transformés par l'identité de Lagrange (P+m'+n)(b?cel+ ca m?+ a bn?) = (bcl® + cam?+ abn?} + È(c—b' am'n?,
contiennent tous (b — c)*,ou(c— a), ou(a—b). Le radical est donc de l’ordre de la plus grande des v, b— c, c— a, a — b, etles plans tangents à notre surface s’écartent des plans tangents à l’ellipsoïde de quantités de cet ordre.
En faisant y — o, on trouve pour la surface de Fresnel l’ellipsoïde plus simple 2p?—=(b?+c)l+(c+at)m'+ (a+ b?)n?.
La même idée pourrait être appliquée à la surface plus générale de la troisième Partie ; nous n’y reviendrons pas. |
Le résultat précédent suggère des hypothèses qui pourraient conduire à des vérifications expérimentales.
Cet ellipsoïde pourrait en effet être de révolution, non seulement dans le cas b — a de la première Partie, c’est-à-dire autour de Oz, mais dans deux cas nouveaux :
1° Autour de Ox, si
2 2 ie 2 Ver er 2° Autour de O y, si fe a” L? 2 VE ce VE
Ce sont, pour les deux coefficients de biréfringence y’ et v’ de cette deuxième Partie, les hypothèses qu’on a rencontrées pour y dans la
première.
Ce sont aussi les cas limites de la discussion du paragraphe précé-
dent sur (D,)et (D, ).
IV. — Quelques plans tangents particuliers
Le rôle joué dans l'équation de la surface par les trois constantes a, b, c suggère l’idée d'étudier les plans tangents de la forme
(1) aæ+by+cz—p"—=0, o? étant positif ou négatif, mais p étant une inconnue du degré 1 1omogénéilé, e d’homogénéité, et æ 12 z I Il =+S+=—-—o, de a b C (y |
s élant une inconnue du degré o d'homogénéité. 1° Portons les coordonnées du plan (1) dans l'équation tangentielle,
qui devient
(30) (: — BTE) ppt [SC +erattar br) — EE kr |
+ 3a?bc(a? + b?+ c?) —=6.
et formons la partie principale du radical pour es a—= c(1+ VA), 7 Lbt= ati vu}.
: Nous obtenons, comme facteur de c*, en dehors des termes en v,. LC + 3 vu] ki (y! + y )v/v' K6 EE va 8, Ces termes, quand v’ et v”’ partent de zéro, commencent par être négligeables devant le terme en 4?y?, qui s'écrit : vratbei|3 +...
De plus, la somme et le produit des racines o* sont positifs. Les quatre valeurs de P?, et par suite les plans tangents de direction (1),
commencent par être réels. Ces plans resteront réels et distinets dans
tous les cas répondant à des phénomènes physiques où v’ et v”n’atteindront pas de valeurs comparables à v.
Il n’y aura donc pas de plans tangents doubles parallèles à celte Ï Ï 5 [ direction, ce qui est d'accord avec nos résultats généraux. 2° Passons aux plans tangents (IT) donnés par
(Bo five (er C1
1 + V'Æ2 , Roy —— HI +HYU ke? + L +- y" NE _ Ë [l a ÿ" k°? L [+ y 1+v/Æ
Ms 2 de I k?y? a? b? I ny dr 1 + VA? TVR c° ve TUE
RSS y + v'Æ2 É 4 Ress men (CV) (EE
3_ À pK A vl Pre C2 mi n)\|EeS
Si l’on considère y’ et y’ comme au moins du premier ordre, on voit
: I : : , ë que, dans le coefficient de —; les parties du premier ordre se détruisent et que ce coefficient se réduit à — 6 au second ordre près.
e ’ J LA _ A L ’ È Le terme indépendant de — se réduit de même à + 9, et l'équation : | =
admet comme racines doubles + ÿ3, ce qui est prévu, car, pour b=c— a, l’on doit bien avoir
XL + —+ 3 Rs I 5 V3= 0
pour vérifier l'équation tangentielle de la sphère d(l+m+n)—=p? avec Me C’est donc de (3
que les solutions de l'équation complète diffèrent peu. On peut évaluer, par un calcul assez laborieux, l’ordre de cette différence.
Si v’ et v” sont d'ordre supérieur à y, on peut réduire les racines à
er ne PSE 7 5 Si v’ et v’ sont de l’ordre de v, ces coefficients modifieront simplement le terme en y au numérateur sans en changer l’ordre. V. — Plans tangents singuliers.
Recherchons les singularités tangentielles réelles de la surface en essayant d'annuler les dérivées partielles du premier membre de
e —I[— (b+ c)pt+ be (P+ m'+ n°?)
ab
si. bc? + ca? m° + æ b?n? + KV pt},
re = (e+a)p#ea(B nent) GE + bel + ca m°? + a? b?n°? + 7 RUE Ô | ; . =n[-(e@+b?)p+ a b(P+m+n)+bel+ cam?+ a bn], 1 Q = Sp —=2p$—pla(m+n)+b(r+ 2) + c(2+ m?)]
k2y? p$ + . ke p° (2 + m>?).
Les plans tangents par l’origine (p — o) sont imaginaires, comme le montre ® = 0. Ils donnent d’ailleurs
IL e(2+ m+ nr?) + bc?P+ c'am?+ a bn?] — 0 pour 2 8,
mea (+ m'+n?) + b?cl + c'am'+ atb?n?] —o pour _ = m
na b(l+ m+ nt) + Bel + cam + æebn]—0o pour _ = n
(P+ m'+ n?) (b?c2 + cam? + a?b? n°) — 0 pour gd
Si P+m+n—o, ce sont des plans tangents isotropes par l’origine :
SURFACE DES ONDES ET POLARISATION. 45 a. S'ils vérifient en même temps b?ce?l + cam? + a bn? —o, ils sont bien plans tangents doubles, et déterminés par les valeurs
P La me? 2 70e (bi) B(c— mt) c'(ar—06?)
b. S'ils ne vérifient pas b? c° À + cam? + a? b?n? — 0, ils devraient vérifier. { = mr = n = 0.
2° Sib?c Pl + ca m?+ a b?n?= 0, ils doivent de même vérifier Ê + mm? +n?— 0, ce sont les précédents.
Cherchons donc des plans tangents p =£ o.
= : DE: d0 , do Si nous supposons aussi ? 7 0, la condition Je —0 donne à Fi =0 et + — o la forme om
Il n’y a pas à essayer d'annuler les deux crochets, ce qui, à cause de a-Æb, exige P+m+n—o (plans tangents isotropes déjà étudiés).
Essayons d’abord / = m — 0, ce qui, dans 7 = 0; donne £ nm
RL 2@ bn? — (a+ b)p?—o,
A a Le 2 2)? k 3 ab? v?
TT Lee PONS €
et ne s’annulerait que pour une surface particulière, d’ailleurs imaginaire,
Ci 2 FN 2 ten Annuler / dans l’un et le crochet dans l’autre, ou annuler le crochet dans l’un et m» dans l’autre, cela constitue deux cas symétriques, dont il suffit d'examiner le premier.
Alors
a? bL?
2 9 —=— (a?+ b?)p?+ a b°(m+ n°?) + cam? + a b?n?+ —— k?% p? 2n On ce?
a? b? ab?
— a? mn? (e— da? + a k2 *) se a? n° (0: = a? = a k2 y?
2 1,2 A0: NU 2 ky? p?(p?— cm°)—0
ar(cm+ br) (mme
FRE ON M
YVES KV VI — a:
A cette solution doit se joindre la solution symétrique, par échange de a, l'avec b, m, exigeant une surface où
(33) (a+ ve) ki ke?
Enfin, une surface réunissant les deux conditions (32), (33) exigerait
G+v'kÆ)v"= (1 + v'k2)yl — c* a? b?
it / iii " is (io " c c DE . + ; ; 2 4? 2 k?
La seule solution physiquement admissible est celle qui, correspondant au signe +, est infiniment petite avec y, savoir :
(34) RTE Le et
Mais ce cas a déjà été exclu (a? -£ b?).
AE d: RER Ê La condition T — 0 peut être vérifiée par 7 —0, mais alors
2 b2 J2 y2 3 = | p° er — (bP+ atm?)|[p— c(l2+ m!)].
Il faut donc annuler l’un ou l’autre de ces deux facteurs.
Le second sera étudié tout à l'heure. L’annulation du premier donne
1 do
Se à — | L' ES 2 2 2 2 PET B[—p+c(l2+ m?)], . SEE ma?[— p?+c(l2+ m?)] D Ont 0 1 de s
Si donc nous supposons ce second facteur =£ 0, nous ne trouvons comme solution que le plan {= m = n = 0 de l'infini qui est, en ellet, un plan singulier de la surface, sans intérêt au point de vue physique.
Etudions en détail les solutions n—=o0, p— @(l2+ m?)—=o,
communes à notre surface, à celle de Fresnel, et au cylindre de révolution d’axe Oz et de rayon c. Dans quelles conditions ces plans peuventils être singuliers pour notre surface?
Posons, pour le voir,
ne P
= — cosô, m== Àsin 0, C C
7 j dc et cherchons à vérifier Li , ol dm
7 3 2 p2 0e — e cos 0 Le cos? 0 + a? sin?0— c? (- k2 y? — )| 10,
; 3 ; 21 ne — es sin 9 | 4 cos + a sin9 — 6 (us — )| = 0.
2 om C
Nous obtenons d’abord
T 2e OMS avec D?
déjà rencontré dans une étude antérieure, puis
= Go avec VU V2
également rencontré.
Les facteurs cosÿ sinÜ étant supposés = 0, il reste à annuler le second facteur commun aux deux dérivées, qui donne
bc?— c'+ k2a?b?y° cty" + a? b?y?
tan g? 0 — n 3 1.2 9. 9 NE : 2 RETR= £ ct — a? b?Kk2y? — a? c? a bD?y?c*y Le cas b — a(v' = v") donne tang?0 — — 1, nous ne devions donc pas trouver de solution dans la première Partie.
La réalité de 0 exige que y? soit compris entre — y’ et — v’.
c* On peut supposer a > b, nous l'avons dit.
Alors, la double condition sera
C5) = Ne VA D
Ce sont les conditions trouvées au paragraphe IT par la discussion
dé D yet (Dix
CHAPITRE I
ÉQUATIONS DU PROBLÈME
Il nous reste à généraliser et à compléter les théories précédentes. Nous le ferons en introduisant le système d'ondes le plus général indiqué par M. Boussinesq dans son Mémoire déjà cité (!) (Contribution à l’optique cristalline). Ce système est le suivant :
aë"+fn"+ efl+oa'f + f! + LU (el Cr fr LE .
À - e- l Mo PE boSrdet FE C2bue dE +(PE dE) din D 2 ll 1 mer pet tel ner myl dO e£"+ dn'+ct"+ e'Ë + d'p'+ oc n(dtn el) A
£, n, ( désignent toujours les composantes, suivant Ox, Oy, Oz, du déplacement de la molécule vibrante.
a, b, © sont trois paramètres spécifiques ou propres au milieu,
A, désigne le paramètre différentiel du second ordre de Lamé, 0 la dilatation cubique.
a', b', c’, d’,e’, f’ sont six coefficients de résistance caractérisant l'absorption dont l'étude faisait l’objet de ce Mémoire, consacré aux milieux translucides (et non complètement transparents). Ils seront
Q ! 4 I I Q ! û respectivement égaux à => a des Chapitres précédents.
nuls pour nous.
De plus, la nécessité de les réduire à trois (a', b', c’) obligeait à un choix d’axes coordonnés laissant les six coefficients a, b, c, d, e, f. Au contraire, leur annulation, dans notre étude de milieux tous transparents, nous permet un autre choix d’axes annulant d, e, f. Enfin les coefficients d”, e”, f”, réduits à zéro dans ce Mémoire
(1) 6°.série, t. VAL, 1911, p. 317.
5o L. ROCHE.
(p.326) comme étrangers à l'absorption, vont être au contraire essentiels pour nous et concourir, avec à, b, c, à constituer le système le plus général de notre étude.
Ce système va nous fournir, comme ceux des précédents, quatre Chapitres de mêmes titres.
Le complément annoncé, formant un cinquième Chapitre nouveau par rapport aux deux parties précédentes, aura pour objet d'étendre les résultats de cette analyse, où les ondes planes étaient supposées latéralement indéfinies, au cas de la réalité, qui est celui des ondes planes latéralement limitées, en montrant que les conséquences physiques subsistent.
Nous partons donc des équations
7 IPN AIRES . _ dû
aë" +(e"£'— f'n) —A,Ë ne
Eur ÉNONRE AIN . dû
(37) bn'+ (f"£— d'£6') —=A,n 4 d8
cé!" + (d'n'—e'£!) = AE — mt
que nous cherchons à vérifier par des solutions symboliques de forme pendulaire "1 LS
_ E(4—Ixmy—nz) V1 — L' 17 N — Jektt-lx-my-—nz)y DEUE:
où, pour abréger, l’exponentielle sera représentée par E.
Les coefficients L, M, N de M. Boussinesq deviennent ici les constantes réelles /, m, n, coefficients de l’équation du plan de l'onde. L', M’, N', I sont des constantes imaginaires à déterminer. Toute solution du système sera accompagnée de la solution conjuguée et la somme des deux nous donnera la solution réelle et pendulaire du problème.
Je porte ces expressions dans les équations du mouvement, dont la première devient, après suppression des facteurs IE,
— a RL'+ ee" kV— IN —f'AV—IM
= (EE m+ RL + AUÇIL' + mM'+ nN!) ou
o0o—=[—-(2+m+n)+P+a]L+ (em + Vi) M'+ CETEN N7,
SURFACE DES ONDES ET POLARISATION. 51 Ces trois équations peuvent donc s’écrire | D L'+X M'+Y N'—0, (39) « ®,L'+ X,M'+ UNE O, ®, L' + Ne M'+ VAN" 0:
si les symboles ®, ..., W, ont les significations
D—— (EE mibnt)+ ta | X — Um +vV—1 = nl— y, — 1, (40) D, — Um — v, | —1 Xi=—(l+m+n)+m+b | W,— mn + vV—1, B=nl+v,V—1: Xs= mn — v—1 Y,=—(l+m+n)+nt+ ec avec d’ e/ f ou a — V}, Heu
Les y détruisent la symétrie du déterminant de ces neuf polynomes ®, …, W,, laquelle existait avec ©, .., d, du Mémoire de M. Boussinesq, et vont, d’une part, compliquer beaucoup les résultats, notamment donner à l’équation de la surface des ondes sa forme la plus générale (Chapitre HT), principal objet du présent travail, et renfermant les précédentes ; d’autre part nécessiter, pour le cas des ondes planes latéralement limitées, une analyse un peu différente de celle de M. Boussinesq (Chapitre V). :
Les lignes du déterminant, au lieu d’être identiques aux colonnes, en sont respectivement les conjuguées.
La condition de compatibilité des équations linéaires et homogènes s'écrit |
Se ni) ol) TT (41) 4— a V—T 4 bi+vy—r |=o, d+nv—r W=vy=r Ÿ
en posant Do. OR ATEN Y =D —»V--1, D, p;—v V—1, = Pi=di+v V—5,
(42) NE 1; D—=p+vV—1, X2 = Ya vV— 1, Wir %,
= +uÿ—1, 0
SL
et introduisant les polynomes mêmes 9, .…., Y, de M. Boussinesq, et les v, v,, , qui distinguent notre étude.
En développant, il vient o = qyida— pi +) — x (Pr) — (x v) ACTE: vV— 1) (p +, V—:) (x + V—:1) (NET EN EN
Les deux dernières lignes contiennent deux expressions imaginaires conjuguées et l'équation se réduit à
o=(l+m?+ n?)(alt+ bm?+ cn?) [a(b+c)®+b(c+a)m?+ c(a +b)n?]+abe —[(ol+sim+vn)— (+ v? +2) (24 mt + n?) + av? + byi + cv; ].
Pour la simplicité et l’homogénéité des calculs ultérieurs, qui devront d’ailleurs redonner comme cas particulier les résultats des première et deuxième Parties de ce travail, nous allons :
1° Revenir des notations du Mémoire de M. Boussinesq à celles de sa Théorie analytique de la chaleur, c’est-à-dire remplacer a, b, c
I M Pate rr 0 2° Poser da; 06; dY1 ; ’ ee PO
ce qui revient à considérer les trois coefficients de dissymétrie v, v,, Fe Ati ï . = = Fr.
comme étant, au facteur 5 Près (introduit pour l’homogénéité), les
projections sur les trois axes coordonnés d’un segment à, de même ordre de petitesse que v, v,, 2, et faisant avec ces axes des angles dont les cosinus sont &,, 6,, y,. L’angle de cet axe de dissymétrie avec la normale au plan de l'onde, dont nous représenterons les cosinus par æ, 6, y, avec
=) IN 12 He, G) A)
sera donc donné par
cos 0 — ax + BB; + YY1e
Alors la condition de compatibilité des équations linéaires devient
b? C> I 1 \ l2 I 1 771: I 712 I b? c? } a? c? a nu a? DIIRCE HADaCe 0? 2 Ch NEs 02 2 2 1 1 21 mi pic Wie + mB;+ ny) —(l+ m'+n2) + A Era |:
CHAPITRE II
ÉQUATION AUX VITESSES DE PROPAGATION
Pour avoir l'équation aux vitesses, je remplace /, m, n par leurs valeurs :
et il vient
Gu) o= (+5 +2)
— prit + C)æ+(c?+a)6?+ (a+ b?)y?— d?sin?0]
a A TP LONTE a be L: Ô (£ SE DE ia c?
1 , . N ’ homogène et de degré — 6 puisque à, b, c, 0, w sont de degré 1 et AD a is lDa Yi de degré:
Faisons successivement dans cette équation w? = a?, b?, c?. Pour cela écrivons-la ainsi
et, par permutations circulaires,
e DR I 1 I 0? sin? 0 a° B2 ri) ES p2 \ bp? c? L? a? à a? b2c? b? a? K b? 2x C2 ;
2 \2 11 20 L CH A EE, se EE TIRE, J I 1 0 sin (“ ru Aer (= à) (= b? VE 7 C0 DE | a? À b? ÿ ec:
Si l’on suppose a > > c?, c’est-à-dire _ Ps " rs 2 et à assez
petit pour que les premiers termes donnent leurs signes, on aura f(a)>o, f(b)<o, f(c)>0,
et les deux racines w? de l'équation sont séparées par a?, b?, c*°,
comme dans le cas de Fresnel.
Sans avoir un résultat aussi complet, on aura encore f(b) << 0,
: re : et ; a ë J
c’est-à-dire les racines w* séparées par b? (et, par suite, — — a de 6)” y
signe contraire pour les deux, ce qui entrainait la description des
ellipses en sens contraire ) tant que les éléments du phénomène véri-
fieront la relation
0? sin? 0 CE NO à PACE I 1 I Fe à (+ EE) (GS)
c'est-à-dire en particulier dans le cas où
sin? 0 a? è :
et, dans le cas où cette expression est > 0, si
1 el Gr EE CANCONT CP ANCNEE
2 2 }2 h2 — 0 Un sin? 0 a? bp: yi nt
Enfin, d’une manière générale, la condition de réalité s’écrit
0 sin 0 — DE Che?+(c+ a)B?+ (a+ b?)y?] sin?0
2 2 2 #2 2 2 (++) (EE ave
+ [(b+c)ar+(ce+ a+ (a+ ByAP— ab (E + Éè + L)2o.
Il faut donc que ê? soit extérieur aux racines de ce trinome, qui
peuvent être réelles, car pour
Ne Ir 12 \ 2 2 2\R2 2 AE En er A + e)at+ (c+ a JO (ar bt) 2] < pen
(circonstances effectivement réalisables), l'expression sera bien négalive.
. Le seul cas de la pratique est celui où il est assez voisin de zéro pour ne pas dépasser la plus petite racine supposée positive.
CHAPITRE TI
CONSÉQUENCES PHYSIQUES
I. — Résolution symétrique du système d’équations par le déterminant adjoint.
Le phénomène physique est, ici encore, analytiquement traduit par la forme des trajectoires, c’est-à-dire par la résolution des équations linéaires et homogènes (39), que nous venons de rendre compatibles et qui fournissent des valeurs proportionnelles à L”, M’, N’.
Obtenons d’abord ces valeurs sous une forme symétrique utilisant les trois équations (39), dont aucune a priori ne joue un rôle à part.
A cet effet, adoptant un moment, pour leur déterminant, les notations classiques du déterminant symétrique
A Ie MM TION C'Hphia
nous remarquerons que, dans leur déterminant A, les éléments symétriques par rapport à la diagonale sont, non plus égaux, mais imaginaires conjugués : nous désignerons, suivant l'usage, par b, la conjuguée de b, et nous aurons alors
Apec D: D, a —#, b —Y1+7 V—1, (39 bis) A—|b} a! b | a — y, D=y + vx, b +, a É AETUES b'=y +wV—:1,
On sait alors que les solutions du système (39) écrit, aL'+b'M'+ bi N'— 0, biL'+ a M'+b N'—o, b'L'+ b,M'+ a” N'— 0,
sont les mineurs du troisième degré déduits de la matrice
Ar be Le Dé arra te brel 'ARDE ATEN
avec les signes +, —, +, les paramètres À, À’, À” étant des indéterminées surabondantes. Si nous les prenons égales à /, m, n, nous
aurons L'—/A + mB;+nB',
M'=—/B'+mA'+npB,, N'—!/B,+mB+nA,
les grandes lettres désignant, suivant l’usage, les mineurs de A, pris avec les signes convenables dans le développement de A ou les éléments du déterminant adjoint. Mais ici, en remplaçant les éléments de A par les notations du présent travail, c’est-à-dire (39 bis) par (40) et (42), il vient
(Ann) em =) (e =) G) (A) AE G&? ) (39 ter) By im (ec) —vu—| nl +mnvi-t (-2+ +)» | Vs
b=— nf —b) VU [mn Imy + ee +m+b) “| War
En formant alors L’, remarquons que B+n+n=—, [A]
et que
av +Bnu+yr do, === , &
lo+ my + ny = [A]
0, étant la projection de l'axe de dissymétrie (de composantes v, V1, 2) Sur la normale au plan de l’onde (de cosinus x, 8, y}, toujours
au facteur 7 près (Chap. 1}:
Introduisons en outre les trois coefficients
| I J— —— ZV AL Lo Û st nn Cr
qui ont des sens analogues à v'et v’ de la deuxième Partie. Nous aurons alors
NS
VE 24) Il 1 . !
L'= Lviv, — v— Hay — my, )V—:
NS
= Liv, — a — + d(nfBr,— myv,)V—1
G) et, par permutations circulaires, M’ et N’, que j'appelle
= 4H AVE M'—m'+m, VER NES nr et, par suite, El + y) ekt-te-my-ns TL VE,
dont on doit prendre la parte réelle
Pi Cos6 = T/sin0.
n—= 1m! cos0 — m' sin,
E— n'cosû — n'sin0.
C’est la forme la plus générale d’une vibration elliptique. Nous n’en poursuivrons pas l’étude : on la particularisera dans les hyÿpothèses fournies par l’expérience. Nous nous bornerons aux remarques suivantes :
I. D'abord, les propriétés du déterminant adjoint (") se traduisent par les formules ci-après, qui, pour le cas de b, = b, b, = b’, b, =b”, réels, donnent celles qu’on utilise dans Pétude de l'équation en S des
(!) SaLuo, Algèbre, p. 45. Gauthier-Villars, 1890. R. 8
quadriques A'A"— BB,=a A=o, BRAIN 3, B’ — À B EE D, a Oo
et deux autres groupes par permutations.
Alors, en introduisant les modules, puisque A, A’, A"sont réels, | A'A'=|B /?
| 1B11B"1= AB] et les autres qui constituent, entre les modules, les relations mêmes du déterminant symétrique. Alors, les valeurs proportionnelles
ON TEEN et leurs conjuguées
Re Be
donnent, en multipliant membre à membre,
[UE ‘Je NP
NC CAR RE ou FN EN (BBC TE OR) DER
Il. Les expressions L’, M', N' contiennent les deux systèmes de coefficients à (et sa projection à,) et (v', v’, v,).
Mais /', m', n' sont composés de deux termes du second ordre, l’un par rapport à (v', v!,v,), l'autre par rapport à à.
Au contraire, l,, m,, n,, Sont composés d’un seul terme produit de à par un facteur du premier ordre en (v/, v:, v,). D'où l'interprétation de ces résultats dans deux cas opposés.
Le premier est celui des expériences étudiées dans la première et la deuxième Partie, qu'il contient comme cas particulier. C’est celui où a, b, © sont peu différents et où, par suite, les racines = de l’équation (44) aux vitesses en diffèrent peu. C'est le cas où y’, v!, y, sont très pelits, et même, dans la réalité, d'ordre supérieur à à. Alors, /’, m', n'" sont d'ordre 2 et /,, rm», n, d'ordre supérieur à 2.
Le second, tout à fait nouveau, est celui où les différences de a, b, c
L I L he . « entre eux (et par suite avec à) seraient finies par rapport à l’axe de on [
dissymétrie à, supposé du premier ordre, c’est-à-dire où v’, v! seraient finies.
Alors, l', m', n' sont finies, et /,, 2», n! du premier ordre.
Pour pousser plus loin l'étude de ces deux cas, nous allons renoncer à la symétrie observée dans ce paragraphe, et prendre par exemple les deux premières équations, isolant ainsi l'axe Oz, ce qui donnera les projections des trajectoires plus facilement sur Oxy, et obtenant
II. — Résolution dissymétrique et interprétation physique
Premier cas. — C’est, comme nous l’avons dit, celui où y’, v', v, sont du second ordre par rapport à à supposé du premier. Mais alors les formules (39 {er ) donnent par permutation
A" By, + my + v'y — vi,
| ù = B'—— ny, — y + (m2 no VE G) £
Ô es.
Bj—=— many —,v, (2 me A) VS
qui ont leurs parties réelles du second ordre. On peut donc prendre, en négligeant le second ordre dans les deux dernières et le quatrième dans la première,
mÔ; V—1 td: ÿ—1 (Pi + mir; )o
E=-— ma, cosb, (45) 1 =Moysin 0,
LE = (Py, + miv— v?)w cos,
lE+mn—o,
6o L. ROCHE.
ou lE+ mn+né=o au second ordre près.
Nous retrouvons la quasi-transversalité des vibrations, qui au second ordre près s'effectuent dans le plan de l'onde et rectiligne-
ment.
Second cas. — Supposons au contraire les différences des a, b, c
. I des % Q ’ entre eux (et par suite avec à) finies par rapport à l’axe de dissymé-
trie à supposé du premier ordre, c’est-à-dire y, v’, v, finies. Ici nous poserons, avec M. Boussinesq [p. 334 du Mémoire, formules (43)|],
(46) LT AVES) M=—= mi Er y—5), N'—= (1-72 ÿ—5), ce qui, comme première approximation, se réduira à
(47) = enver M'= m'e""V"1, N'=— n'er"v-1
(car nous avons montré que /”, m”, »” sont du premier ordre par rapport à à), les parenthèses contenant les deux premiers termes du développement des exponentielles.
l',m', n' sont donc les modules de L/, M’, N’,et l’on a, comme nous l'avons montré ,
RARE CAO 1 VA = VAT : Var | L' !
D'autre part les valeurs proportionnelles F— . = . ou
Per smile Ve arte
peuvent s’écrire l'ett"—n")—1 m'etn"-n")V=1T Le n' B’ LE B, "Ar
Mais on peut prendre pour ces rapports la valeur 1, puisque les UE du dernier sont réels, et supposer #’—0, ce qui ne fera qu'un changement de phase pour les mouvements vibratoires. On
SURFACE DES ONDES ET POLARISATION. Gr prendra donc
PE PV) =, m'(ù + MVL) — D
UE AUS == Où
l — nl — — b =— nl, &° ! 1 [ MIN = —Aal—=—mNnv 2 , QG)
= Py, + my + v'y! (en négligeant v?),
Alors
Les équations du mouvement, obtenues, comme nous l’avons déjà
dit, en prenant pour les composantes du déplacement les demi-sommes des deux solutions imaginaires conjuguées
E l'el'Vrektta-my-n2) = je TE pe BH,
c’est-à-dire E = l' cos(8 + l'), (48) n= m'cos(0 + m'),
nr CoS0:
C’est la forme classique de la vibration elliptique dans le plan
HEteost l'sin/’ n m'cosm” m'sinm” | —=0,
ja n' 0
que, à notre approximation, nous pouvons et devons réduire à
! UN CO: ul n m mm'"|—o, CRE T1A o
et sur le cylindre elliptique projetant l’ellipse trajectoire sur le plan
de æy auquel nous avons fait jouer un rôle à part. On peut l'écrire
me" Po 2: Li + pe, ip EN Ce PE UE TES (e F f) re ) } ( ps | ( )
Ces formules tomberaient en défaut dans l'hypothèse très particulière où l'=— m", c'est-à-dire où la vibration, dans le plan =
serait donnée par
| Re ë cos (0 + 29) (49) ! n—=m'cos(0 + l"), | Ê= Aù CUS,
Tout d’abord cette hypothèse est celle où l’on aurait, entre les constantes, la relation
SERRE
nr? [il d QE ame en Un —— NN Vs = 0.
YA Li mm
ou
Elle serait, en particulier, réalisée si l'axe de dissymélrie était situé dans le plan Oxy (v, = 0) et dans le plan de l’onde (à, = 0), c’est-à-dire sur leur intersection.
En second lieu, le rayon vecteur r de cette ellipse est donné par
r=E+n+e—(l2+ mm?) cos (0 + [") + n°? cos?8,
et les maxima et minima correspondant aux axes de l’ellipse vérifient la relation
De ({2+ m'")cos(0 + l'}sin(9 + /") — n°? cos sin 0, ou, à notre approximation, en remplaçant cos 2 /" par 1 et sin 2 /’ par 2 /”, o—(/?+ m?)(sin20 + 2 /'cos20) + n'°?sin20, 2 "(24 om")
ET PTE ST lane Ras lt mer+n"e ang )
tang 20 —
€ étant, à notre approximalion, donné par
WM(l2+ mA)
5o EE —————————— er l+mi+n" :
d’où, pour les directions des axes,
— 9€ el 20—=92T— 26€,
CT et On pie,
et, pour les sommets des axes,
T , al cos(E et) et E—/l'cos(r — € + l”), —Ù sin(e—/") —— ll cos(e — l”), n=m'sin(e — /”) et n——m'cos(e — l”), CRE ALES et C— "nl cose,
(01) = (+ m?)sin?(e— l’)+ n'sin?e et r?—(l'+m'?)cos(e — l’)+n'?cos?e.
Le second de ces deux axes est fini, mais le premier est du premier ordre. La vibration elliptique est très voisine d’une vibration recti-
lione de direction (L, m', n') et d'amplitude Wl?+ m°?+ n°. £ >, M, P
En précisant ces valeurs, à notre approximation, on aura
es OT Ent ie s , Den EEE
et, pour le carré du demi-petit axe,
l'2 n!? (l2+ 1112) DEC)
EDS
Ayant ainsi examiné {’hypothèse très particulière l= m", revenons au cas général l'Æm, qui d’ailleurs va se traiter par la même analyse.
Ici, la vibration étant
E =! cos(0 +1"), (48) - n—= mm cos(0 + m"),
= COS 0 le rayon vecteur de l’ellipse sera donné par
r2=— [2 cos?(0 + l") + m°? cos? (0 + m') + n°? cos? 9,
et les maxima et minima correspondant aux axes de l’ellipse véri-
fieront la relation
dr z er —=— l?cos(0 + 2") sin(0 + {”) — m'?cos(0 + m')sin(0 + m’) — n'? cosô sin6, 2(42/" + mm tang20 — — Ar ans tete) — tang(r — 2€),
e étant, à notre approximation, donné par
5 LOT ET 2 E = ———————— (92) : [2 m2 n°2 d’où, pour les directions des axes,
DT 2€ et D0—9RT—02E,
DER el DT E
et, pour les sommets des axes,
al sm E) el Ê=—U cos (e—#}, n—= m/sin(e—m") et n——m cos (e —m"), 7 CINE et C—— 7! cosé, Fr line Li) PS gas le — 27) + m'?sin?(e — mm") + n'?sin?e ‘. + m? cos? (e — mm") + n'?cos?e.
Le second de ces axes est fini, mais le premier est du premier ordre. La vibration elliptique est très voisine d’une vibration rectligne de direcuon (l'; m°,n') et d'amplitude V7 + nt
On aura ici, à notre approximation,
; p LE m'?(m"— 2) É n'2 Ÿ ad Lé l2E m2+n"?2 i 2(U— mm") — nm"
/4 En TItE—= = = - (pme re
et, pour le carré du demi-petit axe,
(53) r— (e— + m(e— m'}+ ne, I 9 2 » 2 5 o 9 FT émiont LR (08 mm) mil me} ].
D’autres conséquences physiques résulteront de la discussion de la surface des ondes au Chapitre suivant.
Propriétés générales
L’équation tangentielle de la surface des ondes n’est autre que la condition de compatibilité mise sous sa dernière forme (43) en /, mm, n. Si nous la rendons homogène, en écrivant le plan de l’onde sous la forme x + my + nz3 = p, elle devient
(94) o=pt—p[(b+c)P+(c+a)m'+(a + bn] + (bel + cam +abtn)(P+ m+n?)
| fai. Bi 7i) — d?p? LP ( PTE ee (P+m'+n)+(al+bim + | homogène de degré 4; a, b, c, p, à de degré 1; «,, B,, y1, /, m, n de degré o.
Pour x, —8,—0, y, —1,3—ckv, on retrouve bien l'équation de la seconde Partie (Chap. IV).
Cette équation très générale peut encore s’écrire, comme dans cette
seconde Partie, o6—F—0dp?C —0o,
F — o étant l’équation tangentielle de la surface des ondes de Fresnel, et C — o l'équation tangentielle d’un cercle, dont nous allons fixer les éléments un peu plus loin.
La surface est d’ailleurs circonscrite à la surface de Fresnel le long de sa courbe de contact avec le cône imaginaire de sommet O.
Elle admet encore l’origine pour centre, étant vérifiée par (— L, — M, —n, —p), mais elle n’admet plus les plans coordonnés pour plans de symétrie.
Si l’on considère un plan {x + my + n3+ p = 0 tangent à la surface de Fresnel et au cercle, on a, pour son point de contact avec notre surface F — ?p?C — o, les coordonnées
Eve. 00 ST: US OT es
Le
Quand notre surface varie avec à, son point de contact avec ce plan décrit donc la droite qui joint les deux points
dE 0F d0F dc Fe 4 HN om NS RE TANT STE Da Ga 600 ET ETES op Op op FORM PETER
Revenons au cercle dont l’équation tangentielle est E = o. Il a pour centre l’origine, son rayon R est donné par
c’est-à-dire est le demi-diamètre de direction («,, 8,, y,) dans l’ellip-
soide
ce qui en fournit une construction géométrique simple. Enfin son
plan est QE + BY + Y1S—=0.
Ces résultats, d’ailleurs classiques d’après l'équation
CE —(e+ m°+ nr) +(oi+kfim+yr)—o,
se vérifient sans peine de la manière suivante : 1° Les plans tangents de direction
= mi 0 n = y;
sont donnés par la solution double p*= 0. C’est le plan du cercle.
2° Les plans x'æ+f$By+y:—-R=o avec a+ Gr+y—r et ax + B,B'+ V0:
“c'est-à-dire à la distance R de l’origine et perpendiculaires au plan du cercle, vérifient l'équation.
3° Tout plan
AC + By + 13) + ax +B'y+yz— R= 0
mené par une tangente au cercle vérifie l'équation quel que soit À, car
1— [(Aœ + &') + (AB: + B') + (y + y)] + Lou (Aou + à) + BOB +6") + ny +y)P=r- —i+M=o,
La surface est donc, quel que soit le coefficient de dissymétrie à, inscrite dans la développable circonscrite commune à ce cercle C et à la surface F de Fresnel.
Dans les phénomènes physiques, à étant très petit, elle est voisine de la surface de Fresnel. Si à varie d’une façon quelconque, elle engendre le faisceau tangentiel défini par F et C.
Une question naturelle à se poser est celle de savoir si le cercle peut être sur la surface de Fresnel, pour vérifier si notre surface peut être circonscrite à celle de Fresnel suivant ce cercle, la développable circonscrite commune ayant alors ce cercle pour courbe de contact.
Or on connaît sur la surface de Kresnel les trois cercles qui font partie de son intersection par les trois plans coordonnés, et qui ont respectivement pour rayons &, b, c. Le plan de l’onde est alors l’un des plans coordonnés, et le rayon (x'B’+") varie dans ce plan, par
exemple L=P=y-S, A —1, DATE.
(La surface de Kresnel n’admet pas d’autres cercles de centre O, comme il est facile de s’en assurer sur son équation ponctuelle, en la coupant par une sphère x? + y?+ 3? = s?. On est ramené à des sections cycliques de quadriques, lesquelles ne sont réelles que dans les
cas précédents.) Pour que le rayon du cercle soit égal à l’une des trois longueurs a, b, c, par exemple, il faut qu’on ait 1 Se: 8
a et t
ou p° 2 RE
cequiexise bai > c;
Et de même pour les autres. Le rayon correspondant ne peut donc être égal qu'à celui des trois a, b, c qui est compris entre les deux autres, et la direction du plan de l’onde est alors donnée par les for-
mules précédentes.
C’est ce que nous avons obtenu dans la deuxième Partie avec c.
Quel que soit 5, notre surface admet comme plans tangents ceux
qui vérifient à la fois (æ), (B), (y) :
(a) ai+fim+ nn (B) p(+S+ien)-(emen)=e,
«9, 8,9, y. sont les coordonnées du point S où 1ls coupent l’axe de
dissymétrie, ce qui permet d'éliminer {+ m°+ n°? de l'équation de la surface, d’où, en supprimant encore le facteur p?°,
I a? 2? 2 (SD = (ar ba as)pt (es + — 5. + 1) + @P+ bm?'+ cn? 2 2 2 + (bel + camt+ a bnt) (2 + À 4 EE ak ü), DS LE 5 e ou
- œ2 2 2 (y) (2+#+ +) (bel +ca m'+a bn?) +al + b?m?+cn?
+pli-(e Fr 0 e)(= + ++ h)lee.
p° 2 b> ce Ce sont donc les plans tangents communs à deux cônes du second degré, de sommet commun S(x), circonscrits à la sphère (B) et à l’ellipsoïde (y) qui admet comme plans principaux les plans coordonnés. Comme ces cônes dépendent de p, ces plans tangents communs définissent une développable fixe, indépendante de à, à laquelle sont inscrites toutes nos surfaces quand à varie. On simplifie un peu ces équations en y introduisant le rayon R de la sphère (6) donné par 1 Ù He NES
R° — pi Dee ct
Elles deviennent alors
(æ') œl+Bim+yin ——p (B') R(2+ m+ nr?) —p?— 0, ; bac? ca? L (7) (+ +at) 84 (TE + 0) CON ï a+ b+ c?
2 CAPE = + (Te +e)n A RSR TU =
L’ellipsoïde (y) est réel pour
a+ b+ ce?
ou 1,4, en pe | æ CORNE Le rang x rene II. — Quatre modes de génération
et deux représentations paramétriques de la surface.
Sur l'équation tangentielle se lisent plusieurs modes de génération de notre surface comme enveloppe de diverses séries de développables, de même qu’au point de vue ponctuel une surface peut être considérée comme le lieu de diverses séries de courbes.
Premier mode de génération. — Ecrivons l’équation tangentielle ainsi o—=(2+ m°? + n°) [bel + ca?m°+ @bin— (a+ b?+ c?)p?+ 0p?]
+ p? Len bm+ cn?+ p— 09 (al+ Bim + Jin) or (Ë PRE 2) |
La surface est alors l'enveloppe de la développable (au paramètre 5) circonscrite à la sphère
et à la quadrique
(56) b2c?P+ cam + ab?n?— (a+ b?+ c?) p? + d?p° + r? ler bm°?+ cr? + p?
2 2 2 — (œil + Bim+ ny pr (£ rie + 2] 6,
Quand à varie de zéro à l'infini, cette quadrique varie de l’ellipsoïde (b'c?+ ar?)l+ (c'a?+ Br°)m?+ (ab?+ cr?)n?—(a + b?+c—7r?)p" =),
au couple de points
(œl+BGim+yin) + p?|r? Chr 1|—0.
Ce mode de génération est une extension du mode analogue pour la surface de Fresnel (à — 0), qui ne paraît pas avoir été remarqué, au moyen de la sphère et de l’ellipsoïde que nous venons de former. Cet ellipsoïde est réel si r? << a? + b?+ c?, c’est-à-dire si le rayon de la sphère est inférieur à la diagonale du parallélépipède rectangle circonscrit à l’ellipsoïde
qui donne la surface de Fresnel par la transformation apsidale. Ces deux ellipsoïdes ont les mêmes directions d’axes.
On remarquera que, dans tous ces modes de génération, si P+ m?+ n° =1,r représente la distance de l’origine au plan tangent à la surface.
Deuxième mode de génération de la surface, comme enveloppe des cônes circonscrits, de quatrième classe, ayant pour sommets les points de l’axe (x,, 6,, y,) de dissymétrie :
Un tel sommet (,9, 8,9, Y,o) a pour équation tangentielle
(57) apl+Biom + yipn +p—o,
ce qui, en remplaçant à, {+ B,m + Y,n par — 3 donne pour deuxième surface, définissant le cône variable avec b, (58) f—=(l+m+n)[bte PE ca mt+ a bn (a+ br+ c°)p?+ dp?] +p[ar+ btm?+ ctn+ pt — à — à pr (5 _- pi LE t)]= 0. P g Cette deuxième surface admet comme plans de symétrie les trois
plans coordonnés, ce qui n’arrivait pas pour la surface des ondes, par suite de la disparition des termes (x, /+ 6B,m +Y,n}. C'est là l'intérêt
de ce deuxième mode de génération, qui condense en quelque sorte la dissymétrie dans le sommet de ces cônes.
Pour à — o, elle devient la surface de Fresnel indépendante de B) qui définit ses propres cônes circonscrits de sommets alignés sur la direction quelconque (x,, B,, y,) issue de son centre.
Pour à Zo fixe, quand cette surface varie avec e, les points de contact M, M’, ... des plans tangents parallèles à une même direction (l, m, n), p variant seul, sont donnés par
A 4 re pe L- TÉRRCRRRT ET dt dm On op
c'est-à-dire sont alignés sur un même rayon issu de l’origine, p n’en-
: df
trant que dans er Peel epcadant de l, | Me | ais, ns épendant aussi de /, m, n, le rappor onr varie avec la
direction . plan tangent et la surface ne reste pas homothétique à elle-même.
Elle varie, à partir de la surface de Fresnel, avec à et 9, comme notre surface des ondes, mais plus simplement, puisqu'elle conserve les trois symétries par rapport aux trois plans coordonnés.
Elle est inscrite dans les deux développables circonscrites d’une part à la surface de Fresnel, et d'autre part à la sphère
£ 1 ÉRT
(59) E+mnt— (+ 2 ps à 21) pt 0,
et à l’origine, ce dernier cône étant compté deux fois, c’est-à-dire sa courbe de contact étant celle de la surface elle-même de Fresnel.
Troisième mode de génération, résultant du rapprochement des deux premiers, et fournissant une représentation paramétrique de la surface.
- D’après les deux modes de génération précédents, notre surfacé admet comme plans tangents tous ceux qui, dépendant des deux paramètres 7 et 9. vérifient les-relations--— De er |
(60) Dar te Ta
et
(61) el+Bim+in=— (62) bc? + c'am°?+ a b?n?— (a+ b?+ c?— à) p°
a? 2 AE e 2 “eye a+ been pie (fi + Pr H)-#Ë — 0.
18 : = A ; LOT f Si l’on résolvait ces trois équations par rapport à D AE en fonc-
tions des deux paramètres r et p, on aurait une représentation para-
métrique, non pas du point, mais du plan tangeñt | de la surfate, Jes
deux paramètres ayant la signification géométrique définie à propos des deux premiers modes de génération : r est la distance du plan tangent à l’origine, pest la distance de l’origine au point @ù ii rencontre l'axe de dde optique. | Press |
Pour la surface de Fresnel, M. Darboux a donné une représentation paramétrique (*) où l’un des paramètres « est notre r?, l’autre $ étant le carré du rayon qui va de l’origine au point de contact du plan tangent considéré. Pour la résolution de ses équations par rapport aux coordonnées ponctuelles et tangentielles, il introduit deux nouvelles variables &’, B'.
Nous allons effectuer ici la résolution par rapport à nos coordonnées
. CRTITEETE . : ; SE tangentielles FR A introduisant une variable auxiliaire 5, de
degré 1 d’homogénéité comme les autres, définie par a U+ bm'+ cn—
qui ramène la troisième équation à
(63) b?c2l+ c'am?+ ab?n?
2 2 2 = pt attente (ai ea Earl = p'ô(o,p,r),
en désignant par Ü la fonction des variables ©, p, r représentée par l’accolade et qui est du deuxième degré d’homogénéité. ES
(*) Leçons sur la théorie générale des surfaces, 4° Partie, 2e fascicule,
SURFACE DES ONDES ET POLARISATION. ne)
ñ . Chat Ê ù L je Le 2 Ces deux équations, jointes à {+ m°?+ n° — Ê et linéaires en À,
m°, n°, se résolvent par les formules
Nha" b? ce |—=(b—c)(c—a)(a— b?) Bora cinq? b?
(de degré 6 d’homogénéité), | :
c? ) db ct) — a?9(b?— ct)
rx
| 6 nn ab?
LS
RE DRE
x Te T2
Les deux membres sont bien du degré 4 d'homogénéité. On à ainsi
les formules de résolution
at — c)
bte a Too (64) TR à à P LE LT NN NE qui, portées dans la première relation linéaire L n I Mr ei re = FE A Le —— ch donnent la condition LENS 2{ b2 SES (65) THEY UE e EE 1e b? C? + a? — og?
us c? 2 2. #2 Va tv ss BE. #,
entre les paramètres 5, 0, r, HÉLrA deux restent bien par suite indépen-
dants pour la représentation de - 5 ne, He Cette condition remplace,
dans une certaine mesure, les relations surabondantes de M. Darboux
et sa fonction auxiliaire f.
La signification géométrique de ces trois paramètres surabondants
est la suivante :
Les développables o — const. sont les cônes circonscrits à notre
surface des divers points de l’axe de dissymétrie optique. Les développables r — const. sont circonscrites à notre surface et à
des sphères variables de centre O.
Les développables 5 — const. sont circonscrites à notre surface et à
des ellipsoïdes homothétiques à (E) ie
Quand à se réduit à zéro et notre surface à celle de: Fresnel, o disparaît de la fonction Ô, qui se réduit à 0=@+bP+e+o+r et ne figure plus que dans la première relation linéaire, dès lors inutile
comme la condition qu'elle a fournie. On a ainsi la représentation paramétrique tangentielle de la surface de Fresnel
l I PAL DE NE GE RÉ CT = —=+ SA EL FA mn PR UT CL r?, b?)
RUE
d’où l’on pourrait déduire celle de M. Darboux {p.470, (25), et p.469].
Quatrième mode de génération et deuxième représentation paramétrique de la surface :
Au lieu du paramètre 6, introduisons un paramètre variable 7, encore de degré 1, défini cette fois par
(66) Pel+ cam + aebn=Tep?, qui ramène alors la troisième équation à
(67) r?(a + bm'+ cn?)
—— T° p? + (a? + pee onpt pere [ie (ei + Êt 4 2 LE a b? e p?
ou < 2 b+ C2 — 2 — +? I a? 2 2 &P+bm+cen— p? Ce Por Pr En | EE È Bi / m+cn | . (++
en désignant par & la fonction des variables +, o, r représentée par 9 . np ’ ’ ’ RL l’accolade, et qui est cette fois du degré zéro d'homogénéité. à 6 FPE =: = : * ; )? LE Ces deux équations, jointes à (Go) (+ m°?+ n° = L; et linéaires
en À, m°, n°, se résolvent par les formules suivantes, où A est le même qu'au troisième mode,
Les deux membres sont bien du degré 4 d’homogénéité. On a ainsi les formules de résolution
qui, portées dans la première relation linéaire
œil m RCE OT Rd 2 Lé donnent la condition (69) œ ae ES 0 RTE a eo, M +B Va A/R ES —" — — 5
PA 2. EN + ne A /e ET — À — CT =",
entre les paramètres 7, o, y, dont deux restent bien par suite indépen-
- : l mn dants pour la représentation de et
Fe La signification géométrique de ces trois paramètres surabondants
est la suivante.
Les développables + — const. sont circonscrites à notre surface et à des ellipsoïdes homothétiques à
(abc}s
ayant pour plans principaux les plans coordonnés. Les développables 9 — const. et 7 = const. sont les mêmes que dans le troisième mode.
Quand à se réduit à zéro et notre surface à celle de Fresnel, o disparaît de la fonction &, qui se réduit à a+ b+c— Tr
D Ex ; et ne figure plus que dans la première relation linéaire, dès lors inutile comme la condition qu’elle a fournie.
On a ainsi la représentation paramétrique tangentielle de la surface de Fresnel ï
RO NE dE LE P (C?— a) (a!— b?) LUKE D een se nest enneeneeneeeee eines TUE Dr einneee eee dense erneneseeeeeee L
qui ne diffère pas essentiellement de celle de la Thèse de M. Richard
III. — Contours apparents de la surface
1° Sur les plans coordonnés : il suffit d’en prendre un, sur le plan des xy, les autres s’en déduisant par permutation; c’est la trace du cylindre circonscrit parallèle à O3 ;
2° Sur le plan perpendiculaire à l’axe de dissymétrie optique
(2e Lie DE
1° Cylindre circonscrit parallèle à Oz. — Il suffit de faire n — o dans l'équation tangentielle : on aura celle de la trace du cylindre sur
St
le plan des y. Il vient ainsi o—=pi— p'[(b?c)P+(c+ a )m]+c(bP+ aim )(l2+ m!)
— 0? p? Lr° (+5. + ni) (PE + m2) + (oil + bi m}| de
qui, pour à — 0, donne bien o—={[p?— c(2+ m')][p?—(am?+ b1l2)],
c’est-à-dire le cercle et l’ellipse de section de la surface de Fresnel par ce plan qui est pour elle un plan de symétrie.
Cette courbe de quatrième classe admet l’origine pour centre, mais n’admet pas les axes Ox et O y pour axes de symétrie.
Elle admet comme tangentes, quel que soit à, les quatre systèmes de quatre tangentes communes aux quatre couples de coniques
2(/2 ne — (69 bis) a HET
- a. RS
b? Re m?— p= 0, H=—10$
BE + a m?— p?— 0,
p° (£ SE + 1) —(P+m )+(aul+fB;im} —o.
Les équations (70) peuvent d’ailleurs être remplacées par e(2+ m?)—p=0,
- 1 2 2 2 (70 bis) je (+ SE) + Gut+ Bi) 2— 0,
dont la seconde représente le système de deux points |
a? 1— y; at+bimep|/ 55 + ci
Ces quatre tangentes communes sont issues de ces deux points au cercle représenté par la première de ces deux équations.
La seconde des équations (72) représente l’ellipse projecuon du cercle C sur le plan des xy.
78 L. ROCHE, 2° Cylindre circonscrit parallèle à l'axe de dissymétrie optique (a, B,, y.) donnant le contour apparent sur le plan perpendiculaire. Ses équations tangentielles sont ul+Bim+yn—=0o, o=pi— p[(b+c)P+(c+a)n+ (a+ b)n] +(bce8+ cam + a bn)(l+ m + n),
2 et 12 CO
dont la seconde est celle d’une surface (Z), inscrite dans ce cylindre (et, par suite, le définissant), qui présente sur notre surface des ondes l'avantage d'admettre les trois plans coordonnés comme plans de symétrie, par disparition du carré (x, [+ $5,m+7Y,n) qui détruisait la symétrie.
Cette surface est très remarquable et se prête à une étude plus facile que notre surface des ondes, dont elle constitue une sorte d’approximation et dont elle indique la forme générale, au moins dans la
direction Go sh
Étude de la surface (£). — On peut d’abord en donner les deux représentations paramétriques que nous avons indiquées, 9 disparaissant, et avec p la condition surabondante.
On a, pour la première,
(74) 0=a+b+c— ++ qe (+4 di)
a € LL [ d'(B+ c'— «°) cor L' E (—æ&)(@— 0)
CS Re nn p :
Kg, 4 ET ÉPPRS RU EPR Eee :
aux paramètres retc; et, pour la seconde,
(76) Celaia ei 7, co(f4 tion), 1 ri re l 2 1 nà ES (77) RE a? _ —#—4aotr Fr) Pr Vene-nVtr |
SURFACE DES ONDES ET POLARISATION. 79 aux paramètres 7 et t.
La seconde revêt une forme assez intéressante
À vus # a) se NES >| os (£ PRE el 7? a rè D Gi _
qui, pour la surface de Fresnel (à — 0), redonne celle que nous avons obtenue et rapprochée d’un résultat de M. Richard.
On peutensuite en chercher les plans tangents singuliers en annulant les quatre dérivées partielles
= 2p?—[(b+ce)P+(ce+ a)m'+ (a+ bn] rte la 62 y? | 2{ 72 2 Nes De less ler 11 :
+ D(P+ m'+ n°) op (As fs) Dr c)p°+ bc(P+m'+n?) + (bel + cam + ab?n) + dpt]!
et DRE au 2 0m 2 On
par permutations circulaires de a, b,cetl, m,n.
1° Cherchons d’abord des plans tangents singuliers par l’origine df . : FRS (p=o annulant a) ce qui empêche qu'on ait alors à la fois [=m—=n—o, et exige F+m'+n#o sil s'agit de solutions réelles.
df __ df
ee Tr = 0 donnent
df
a. Alors supposons d’abord {mn = 0.
bc(E+ m'+n?)+ bel + c'am'+ a b?n— 0, cæ@(P+m+n)+ bel + ca m'+abin—o, bP(P+m+nr)+bel+ cam'+ a bn —o,
système impossible si a?, b?, c? sont différents, ce qui est notre cas général.
b. Essayons ensuite »m = n = p — 0,10, ce qui donne
He oO © Op. +?
d ie nr. à PA, D 5 se réduit à L2b?cPl= 0; donc impossibilité encore, et de
dl même pour ?—={—=p=0 etl=nm= pe 0.
ce. Essayons enfin {m =£ 0, n — p = 0, ce qui donne
of _ of _ on dp Alors Of (4 9 22 72 + eu ST. = 0 donne b'c(P + m)+ bel + cam —o, Of ‘ 9 > FA À 2 a donne ca (+ m')+ bc l+ cam —o,
impossible en solutions réelles, et de même avec / = o où m— 0.
2° Cherchons en second lieu des plans tangents doubles ne passant pas par l’origine (p £ 0).
a. Supposons d’abord {mn -£ 0. Alors les quatre équations
CEE OR ol om on op
s’écrivent
bBe(P+ m+n)+(btel+ cam+ a bn?) + p[—(b?+ ce) +d]—o,
c'@(P+m+n)+(bel2+cam+a@btn) + pP[— (ce + a)+2]—o,
a b(2+ m?+ n)+ (bel + ca m'+ a bn?) + pt[-— (a+ b)+d]—o, al bm'+cn—(a+b+c—»)(P + m+n?)
a? fa 2 yi à:
et leur déterminant, par rapport aux quatre combinaisons des in-
connues
(P+bm+cn), (P+m+n), (b@2P+ ca m+ a b?m}), p?,
se réduit à
—(b?— c)(c— a)(a— b?), = 0 dans notre cas général; il est donc indépendant de à, ce qui est assez remarquable. On aurait donc p = 0, ce qui exclut ce cas.
b. Essayons ensuite m — n — RES URES y uite Mu | o ({p 0), qui rend Im = 52
Alors
of — d D? 2 9 9 9 9° Co
Ta onne + 20?cl — p(b?+c— — 0,
Ô 2 2 2 AIN = donne — (b+c— D) 2 + pi (S + É 2) ]=e,
ce qui exige qu’on ait
Se ea es + sue if Es ÊLR)] (4er 0) 0
tr b? c?
ou
2 A? 2 — (b2— ce} + 29 LE c?— 2 b?c? (£ ocre “| — 0*— 0. pr
Ceci n’a rien d'absolument impossible & priori, même dans les hypothèses physiques, car à, comme nous l’avons vu, peut être de l'ordre de petitesse de b? — c?. Cela revient, avec les notations de la deuxième Partie, à supposer v de l’ordre de v”.
Nous avons dit toutefois que les nome connus conduisaient à supposer plutôt y” d'ordre supérieur à v, c’est-à-dire b? — c? d'ordre supérieur à à, auquel cas le terme principal de la condition ci-dessus deviendrait Le second et entrainerait la conséquence
ina) C’est un cône de directions à donner à l’axe de dissymétrie pour réaliser cette singularité.
En revenant à l'hypothèse la plus générale sur a, b, c, à, on voit que la présence des trois couples de plans tangents singuliers parallèles à Oyz, Ozx, Oxy exigerait qu’on eût
* a? 2 2 — (b?— c?)? + 2 0? [ue a bte ( > pi + 2 )]-o=0, rs b? c?
a? 2 NS — (c? — a? }? + 2 d Let+ eu AÈt ce 4) ]-2=0 L NE NRC B;
— (a — BP} +20 [a+ b?— 2a?b°?
FRS o [rs ro - | ww le 19 + | 19 SE 77 Le | FE | ©
Ceci exige l'égalité du quotient
CE TC CET CRE
et des deux qu'on en déduit par permutations circulaires. R° vi
On devrait donc avoir
bc? c? + a? 20 ur T. 2 L? SE DC?
PR
© 9 F 2 D Te IN 2 2 2 2 Ù œ 4 Pi pa CRE ON RENE Res 2 a a à 2 b? a ui UD? 2C° PNR LT
OT PENNTN (LE AT 2e CAN EEE ls LES — DD KE LA ans En : “ PTE Aie L 3(a?— b?) = 3 & RES ANT Ta ae) (A++ Te br ur
relation qui, étant symétrique, fournit la valeur commune des trois rapports.
Il vient donc
2 2 à o—2(&+ pe)( Si ÈS Fa LE) — 8 (a + 8t+7t)
ce qui est un cône symétrique et, par suite, donne une condition unique.
Une autre est fournie par le résultant de deux des équations en 6, qui suffit, comme il est facile de s’en assurer, et qui donne un autre cône assez compliqué dont je ne m’arrête pas à écrire l'équation.
Il faudra donc prendre pour l’axe de dissymétrie une génératrice commune à ces deux cônes, et pour valeur du coefficient à de dissymétrie la racine commune aux trois équations bicarrées.
c. Essayons enfin » — o (avec {mp - 0) qui reud . = 6
Al Je se
Ch: oi — 0 donnent
qui admettent, comme déterminant à annuler par rapport à Æ, Hp 2010 c(a?-+ b?) b?+ c?— 0?
c(a?+ b?) ae c? + a? — 0?
BP+c—d c+a—0 a[r—> (À 3 +4)
On vérifie que les termes indépendants de à s’annulent ainsi que les termes en Ô* et il reste, au facteur 2c?0? près,
= 2 2 «2 o=(a— by fie (te 4H) |.
Ces plans tangents doubles existeront donc, parallèles à Oz, et donnés par les solutions /, m, p des équations linéaires dès lors compatibles, si l’axe de dissymétrie optique vérifie la relation
ai +B?-+ y? ai î ï = - m4 = 0:
c'est-à-dire est dans l’un des deux plans
I 1 ; I I à ei 2 nr 2—9 (à à) di + (= ñ) Bi
(E) S+in+s=
En faisant les deux permutations circulaires consécutives, on voit que, pour l'existence de cette catégorie de plans tangents doubles, &/ suffit que l’axe de perturbation optique soit dans l’un des plans cycliques de l’ellipsoide.
d. Le plan {/=m=—n—=0o, po, c’est-à-dire le plan de l'infini, CA EL | À df
donne + — == —0o, mais A devient 2 2 I (#44 t)= 0
Il faudrait, pour qu’il fût singulier (ce qui n’a d’ailleurs pas d’intérêt au point de vue physique), que l’axe de dissymétrie à fût égal à la 2 2 2 À longueur du diamètre de l’ellipsoïde _ + É 2 : = 1, Qui à sa propre direction, c’est-à-dire que l’extrémité de cet axe fût un point de l’ellipsoïde.
Mais ce cas est impossible physiquement, comme donnant une racine w? infinie de l’équation aux vitesses.
IV. — Équation différentielle des lignes de courbure
Appliquons l'équation (16) (p. 240 de M. Darboux) (') au cas Li « . n oùu=l v=m w=n, p=t;, Â=a— . Elle devient (6 étant ou + suivant le mode de représentation choisi, où x et 8 sont les paramètres des courbes coordonnées)
al ol dl ol
l re 08 de TE 7 Om om 5 om d om dx 05 dx 08 on on on on | —® se PE d 7 dE ll [e] Q [a] (a) (e4 l Q (e] [a] ‘ )l }l 14 ( ( € 08 de d 06 (79) Caios FE 1 =,
or on on 08 dx dB
Par exemple, pour le premier mode,
= == | "+ 0 — pthas—0(0, 0,2) |
0—= a+ bP+c—d+GB+ sfr (ie et D
El
avec la condition ci Vo?— ct Var (b+ Bt )a— 0 + 8, Ver a VE (c+ a Br) — 6
VE DEEE pe 5 =,
Ces résultats se simplifient pour la surface de contour apparent parallèle à l'axe de dissymétrie.
(") Leçons sur la théorie générale des surfaces, 1. 1.
ON ’ . l 4 Je prends le deuxième mode de représentation (= pa a) à cause de sa forme plus symétrique
2 Ca 32 3 a? 2 2 : soBo(e-(8 #8)
(ce — a) (a?— b?)
qu’on peut écrire U—A,+A;a+ A,6° + A,a6?,
d’où ol ol ep — À, a + A;ab?, 1 EME td ol ol { dl ol 20 FE dd + a (ox + 554) — (A;,+ A, )da æ 2A,a6 d6.
Et, par échange de « et 6, A,et A,,
Pas = (A; + Asa?) (A+ A, a)dB + af da(AsA;— A,A,+A,l).
Alors l’équation différentielle des lignes de courbure, écrite lignes en
colonnes, sera ol ; om , 0n
MS In 08 Jt 08
ol om on 3 se 3 PASSES 3 DS ZE Pa m ae n Le 10 Fe COR LA 7 LL
BB(A,8 + Asa) (80) | (A+ AsB°) (A+ A:B?)da + aBdB[AsA;— A,A,+ Al] ... |[—0o, (As Asa?) (A+ Aia?)dB + aBda[A,A:— A,A,+ Al]
ou
les autres colonnes se déduisant de la première par permutation de /, MR RAD AC.
Le facteur commun 5 == o donne une solution + = o imaginaire à écarter.
V. — Plans tangents singuliers
Reprenons l'équation tangentielle de la surface f = F — à p?C = 0 et cherchons les plans tangents singuliers par les équations telles que
DHPSUD DE
— 2 2 — de MT — d jitP Gh=0:
OF Les dérivées PT ont été calculées pour la même étude faite sur la sur-
face (2) de contour apparent parallèle à l’axe de dissymétrie optique
(p*C)= = p he = p[—-l+a(ul+fB;m+yin)]
Kat
SEE
0 | ; à et — par permutations circulaires ; om L on AE 2
Re Cru Her t à cp IG) SEE .
I. Cherchons d’abord des plans tangents doubles par l’origine (p =0). Les équations se réduisent alors à celles que nous avons obtenues pour la surface de contour apparent parallèle à lPaxe de
dissymétrie optique, et les conclusions sont les mêmes.
IT. Cherchons en second lieu des plans tangents doubles ne passant pas par l’origine (p Æ 0).
° Essayons d'abord m = nr —0, {p ;<o (ou lesautres analogues par permutations ).
ENTREE 0F __0F
Ici nous n’avons plus = = = — 0; mais comme — — = Oil P Om on Om On 7 reste 1 Bi —0; A Yi 0:
Si B,—Yy,—o, l’axe de dissymétrie coïnciderait avec l’un des axes Oxyz, c’est l'étude de la deuxième Partie. Si 4, —0o, c’est l'hypothèse (6) plus loin.
2° Essayons ensuite n — 0, {mp 0.
of RFO Alors Dr — © exige qu'on ait Yi l+B,m)=o:
x. La solution
annulant la parenthèse, ramène à la surface de contour apparent, en faisant disparaître &, / + B,m + y,n, dans le cas (c). Il faudrait done d’abord, comme on l’a obtenu là, que l’axe de dissymétrie optique fût dans l’un des plans cycliques de l’ellipsoïde, et ensuite que les équations linéaires, alors compatibles, fussent vérifiées par les valeurs
ci-dessus de /, m, n, p, ce qui entraîne entre les données a, b, c et l’axe de dissymétrie 0(4,B,y,) des conditions que je ne m'arrête pas à Ne
écrire.
B. L'hypothèse y, — o, où l'axe de dissymétrie serait dans l’un des plans coordonnés Oxy3, ne simplifie pas considérablement les calculs ; Je ne la traite pas, on la déduirait comme cas particulier de ce que nous allons dire sous un numéro suivant (4°).
3° Le plan {=m=—n=0, po, c’est-à-dire le plan de l'infini, donne
DR COT UT Horton
Mais LEE o devient encore
op 2 2 2 (Hit) eo,
l'extrémité de l’axe de dissymétrie doit être sur l’ellipsoïde.
Nous avons remarqué que c'était physiquement impossible.
4° Enfin le cas général {map =£ o redonne les équations du cas 2° (x) du contour apparent, maisembarrassées determesen(æ«,{+6,m+y,n) qui en compliquent considérablementla discussion. Elless’écrivent ainsi
o—l|i—(b+ c)p?+ b*c(2+ m+n) +(b@l+ cam + a bn?) — D p?[—l+o(al+GBim +yin)]| — 0,
deux autres obtenues par permutation circulaire de (/,m,n)(x,6,y,) et enfin la quatrième
2p?— [(b?+c)2+ (ce + a)m+ (a+ b?}n?]
O — — 2 à P° — —+ Eu + LAS + 0? [2 = M? + l 2) — d(x TES B mn An n) a’ b C : ( É ) ; : LE L
Cette discussion pourra être utilement faite le jour où l'expérience aura montré, entre les constantes, des relations qui la simplifient.
Je vais seulement montrer comment elle pourrait être abordée dans le cas où, à étant considéré comme infiniment petit, on étudierait les singularités de cette surface comme voisine de celle de Fresnel.
Écrivons pour un moment ces équations
fi oo (ê= 1,958; 4)
Appelons (/,m,n,1) une solution des f;= 0, c'est-à-dire un plan tangent singulier de la surface de Fresnel. Appelons
lL+02l,, m+d?m,, n + d2n,1 19 1:
; NE cs 3 5 Ce : ° 5 une solution des f;— 09; = 0, c’est-à-dire un plan tangent singulier de notre surface.
Alors le développement de Taylor, limité au premier terme, de l'équation fi D qi 0, donne
(li m,n,1)+0{1{ MR UE fi —HWo;(l,m,n)=o, ‘on
ou, puisque /, m, n sont des solutions de /;= 0,
AL Of; De _ one — o;(l,m,n)
— 0 ÉÉt PL EAN D
S'il y a des plans tangents doubles, les termes correctifs /, m, n, L,, m,, a, devront être racines de ces quatre équations, ce qui donne une condition de compatibilité
of df dfi ol om on ?1 of 2. df, ol dm on Pa (81) à — 0) dd dr, OÙ dm one se
of, de fi dl ormeon Le
Par exemple, en prenant le plan tangent singulier qui, avec les notations actuelles appliquées aux formules de la page 20 de M. Richard, est
Per VS Op IR
fi=t-(b+e)+b(P+ m+n) +BeR+< cam + abtn] { — 1,
ff (+) +e(P+ m4) + b'eB+ cam + ebn]m—= me, = [— (a+ 0?) +ab(P+m+n) + bel + c'em + abtn]n,
Ji=2—[(b+ce)P+(c+a)m?+(at+ b?)}n?].
ET POLARISATION
La troisième colonne du déterminant (81) se réduit à son troisième
terme =£ o, et le déterminant à son mineur ARE OÙ om * ; D 2 OT 82 OJ a DE ARCR « EP 3 AS er à a OÙ Om ** où of; dg; of; d8, ol Corte ARE | fa. 0S fa 0S | ot 2 MR LE ra dm 06 0f, = 2 2 fu — 2 2 Ti —=—2(b?2+ c?}l, “EE A + &)m.
Mais ici g=—(b+e)+bt+ c—o, La (C +a) +ai+ c'—0o, 081 dg1 128 08% ol TS #1 081 082 ee eo de % ol om ’ ip, Ti —ac(at+ b}m, 282 — car + 6), 2 —joratm.
La condition s'écrit donc ainsi :
— L(Bi+y) + mob,
c(a? + b?)m 2ca?m — mix +yi) + la: 0 | 2 2 2 2 2 2 Fed = (en (+ a) (44) BR (at + Bin,
On divisera la première ligne par L,
la deuxième par m.
Les coefficients des éléments de la dernière colonne sont respective-
ment, en divisant par c‘(a? — b?),
———— Da
s (db):
Le coefficient de y? disparaissant, on voit que le cône, sur lequel doit se trouver l'axe de dissymétrie pour que le plan tangent singulier
existe, se réduit à deux plans passant par Oz.
CAS DES ONDES PLANES LATÉRALEMENT LIMITÉES
En nous reportant au paragraphe IV (n° 19) du Mémoire de M. Boussinesq (p. 335) (‘), nous voyons que le rayon lumineux, supposé latéralement limité pour rentrer dans le cas de la réalité, mais assez large pour ne pas présenter de diffraction sensible, se prêtera à
l'étude précédente, pourvu que LT, M'T, N'T subissent trois correcdY dI
dx’ dy
al 5 : 5 :
> Î étant maintenant une fonction lentement variable de x, y, z, dont les dérivées secondes seraient encore beaucoup plus petites que ces
dérivées premières. Ce sont donc les expressions
tions émaginaires &, &,, €, de l’ordre des dérivées partielles ;
6 — nl — C — Pk(P—Ix-my-n3)V—-1—E L'I+e M'I+e, N'I+e,
que nous substituons dans les mêmes équations du mouvement. Dans ces expressions, L’, M’, N’ conservent leurs valeurs constantes du cas des ondes planes latéralement indéfinies.
Les termes £E, e, E, e, E donneront, d’après le calcul du Chapitre I, les produits de E par
De + Xe, + We, Diet Xe + We,, De + X,e, + We.
En effet, e, e,, e, étant déjà de l’ordre de petitesse des dérivées premières de [, les dérivations de €, &,, €, par rapport à #, y, 3 n’introduiraient que des termes de l’ordre supérieur de petitesse des dérivées secondes de I.
Dans les autres termes, la dérivation par rapport à æ du produit L'TE le multipliera par
1 di re | LR
IV ee kW (R FE :).
va
(*) Journal de Mathématiques, 6 série, t. VIE, 1917.
Cette dérivation reviendra donc à donner à / un accroissement qu'on peut représenter par
DR = REV ù
GAL GA A ; Mais, les dérivées partielles Te” D à “= étant petites, et chacune dz
d'elles n’éprouvant des changements comparables à sa valeur qu'après un grand nombre de longueurs d'onde, leurs propres dérivées seront d'ordre supérieur de petitesse, et elles-mêmes pourront être traitées comme des constantes dans notre calcul. On pourra d’ailleurs traiter
A A EE 1 di
= V—-t, ES EL = TV, AN TI nn.
en raison de la petitesse de Ha comme de véritables différen-
tielles, et, dans les résultats da la substitution que nous effectuons, les neuf polynomes ®, ..., W', seront accrus de leurs différentielles totales 0®, ..., 0W,, Ces résultats fourniront donc les trois équations Pe+Xe, +We, + L'I(D +0) + M'I(X + 0X) + N'I(Y +9) —o, De + Xe, + Wie, + L'I(D, + 0b,)+M'I(X; + 0X,;)+N'I(W,+0Y,)—o, De + Xe We,-t L'I(D,-+ 0®,) + M'I(X:+ OX,) + N'I(W,-+ dW,)—0 Appelons W, w, v’ les trois multiplicateurs, définis à un facteur près et fonctions de /, m, n, qui vérifient le système homogène ND + u'®, + v'P, — 0, VX +pX;+vX; —o, XY+pW+vW,—o,
compatible à cause de la condition
D dd, , OU RE CEE y w, W,
ou f(a,b,c,l,m,n)—o, que nous supposons vérifiée, et qui n’est autre que la condition (41) du Chapitre [ (troisième Partie), les lignes étant échangées avec les colonnes. Il en résulte aussi que pour À, uw’, von peut prendre les expressions imaginaires conjuguées de L, M’, N’, d’après une remarque faite à la fin du Chapitre 1.
Alors, en multipliant par \', x’, v’ les équations et les ajoutant, on
obtient, après suppression du facteur 1,
Dans cette équation, on à
+ p'0X, +v'0X,)M' u! 9Ÿ, + y AY, )N'— 0.
09 — se Dr Nr dm Elle devient donc [FE 24 PT d® 2 , . d®, re d® ”. d®, | , d®, Lie dm Le dm dn dn dn + | C n pe y %) ol ax. RS dX> HAN dx; IX; À JV! 2 à Vtt [ af 2 4 { Fe G adm * DE 7 NUE mn) RS (à dn Dire ‘an )on | # ; EU 4, AE +| G HO AIT E Pa al )o!
a de dY dw dw , :
RER fl 1 2 ns En / 1 ! : (= hi ( am Fam mn) (er G dr dn dn, on | x.
avec Ve . Na V= al ANT EST DT de hé. LR
ou, en ordonnant par rapport à ces dérivées, c’est-à-dire en colonnes,
Mon r
+LT (EE VE) (à ue A pe, |
Un Ve) 6 (re ae 8 MORT
+R eu + ÉOLEAtE TRS
à dY, dm
dl dy
, dY, dn
ad ds
ou enfin di di di DER Orne dx A da P, Q, R représentant les trois crochets.
Mais entre les neuf polynomes ®, ..., W, nous avons établi la relation TU Pb, cm le;
qui n’est autre que l'équation tangentielle de la surface des ondes, et dont la différentielle totale serait
df df 4 22e HIT x OM + In 0 — 0 Or, je dis qu’on a précisément, df df df
dm: "an No na
En effet, pour effectuer cette différentiation, il est inutile de former explicitement F : il suffit de différentier totalement les trois équations linéaires et homogènes dont F = o exprime la compatibilité. Il s’agit ici de différentielles effectives et non plus symboliques, et il vient
®d dL'+XdM'+Y aN'+L'db + M'AX + N'a4W—o, ®, dL'+ X,dM' + Y,dN'+ L'd®, + M' 4X, + N'4dW, — 0, ®, dL' + X,dM' + W,dN'+ L'd®, + M'aX,+ N'dY,— 0. Ces équations, multipliées par ’, &', v', définies plus haut etajoutées, donnent, par évanouissement des trois premières colonnes,
(\ dd + p' dd, + v dY,)L' + (XX + p'aX,+ v 4X,)M'+ (dE + p' dW,— v' dW,)N'— 6,
avec d@ dd dd dd == 1 Ton dm —+ Tr An
L'ROMONTNT STD MT AATT NCNCMONOUN ARCM CORC TRS et TOILE DEL
Cette équation devient donc
/., db Te , 4®; | Va S. se un AX3 me AL PEAR CL ET ’ + 1 Te) ie Par: N'14 : : E. se :s | 6 PPS Si En dx , 4X\ AN C dy dwY, AN" \ + \ Lu 1 = |N'Id + (à dm ue dm EC 6 And dl de ) pe 3, 42 MER mL y 4P:
+ |+ a Lu Fa dy dY, DEN u' - y! = )]N' |dn = 0, -(1£ + pu au 1LE- ME TS JN dv = ou enfin
Pdl+Q dm+Rdn—o
comme nous l’avions annoncé, c’est-à-dire
HN ANT dl 2 dm dn PET HE C
Or le point de contact (x, y, z) du plan de l’onde avec son enveloppe est précisément donné, sur l'équation tangentielle, par
fie ile dl dm dn
ou
Si nous considérons par suite un élément de chemin (0x, dy, dz) à partir de lorigine le long du rayon vecteur de ce point de contact, nous aurons
0x __ dy 0
et, sur cet élément, l'équation
CRT LUS rm rree Us
deviendra
dÂ d\ d Tax 9% 7 T9 = 1m T°: 6) (Av)
C’est léquation (53) de la page 339 du Mémoire de M. Boussinesq.
Donc, quelle que soit la manière graduelle dont varie la fonction I d’un point à l’autre d’une même onde plane, cette fonction ne variera pas le long du rayon vecteur joignant le centre de la surface des ondes au point de contact de cette surface avec l’onde plane, et c’est suivant ce rayon vecteur que se {ransmettra l'amplitude du mouvement : c’est la propriété caractéristique du rayon correspondant de lumière parallèle.
Nous avons donc étendu, au cas général qui nous occupe, malgré la présence des trois coefficients v, v,, v, (représentant un ordre de phénomènes analogue à la polarisation rotatoire magnétique), la conclusion de ce Mémoire :
Les équations du mouvement n'astreignent le coefficient 1 d’amplitude qu'à rester invariable le long de chaque rayon lumineux (rayon vecteur du point de contact du plan de l’onde avec son enveloppe, la surface des ondes).
Vu et approuvé :
Paris, le 9 mai 1913.
Le Doyen DE LA FACULTÉ DES SCIENCES,
Pauz APPELI.
Vu et permis d'imprimer : Paris, le 9 mai 1913.
Le Vice-REecTEUR DE L'ACADÉMIE DE Paris,
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