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Comme bien d'autres théories mathématiques plus importantes, celle que nous allons exposer a son origine dans une question de physique. C'est en étudiant la propagation de la lumière dans un milieu non isotrope, que Fresnel a été conduit à considérer la surface des ondes. Fresnel, toutefois, n'a fait que deviner, en quelque sorte, son équation . Ampère chercha le premier à déterminer l'enveloppe des ondes lumineuses, et y parvint par un calcul que d'autres auteurs ont simplifié depuis.
Mais les propriétés les plus intéressantes de cette surface ont leur origine dans ce fait, que c'est une surface de Kummer, surface focale d'une congruence du 2* ordre et de 2^ classe, ou encore surface des singularités d'un complexe du 2* ordre. Son histoire se rattache donc à celle de la géométrie de la ligne droite et les noms de Plûcker, et plus tard, de Klein et de Lie doivent y être cités. C'est la surface singulière d'un complexe bien connu sous le nom de complexe de Painvin, et qui possède un grand nombre de propriétés très curieuses.
M . Cayley a étudié, sous le nom de Tétraédroïde, une surface qui est la transformée homographique de la surface des ondes. C'est la surface des singularités d'un complexe harmonique.
Un géomètre anglais, Niven, a découvert une propriété
importante de la surface des ondes. M. Darboux a montré que cette propriété permettait de construire la surface par points, et pouvait, par conséquent, lui servir de définition.
Divers auteurs ont trouvé ses lignes asymptotiques. M. Darboux en a donné une propriété qui sert k les caractériser géométriquement. Il a démontré aussi que les lignes de courbure de la surface ne sont pas algébriques.
M. Mannheim a donné, dans les comptes rendus, diverses propriétés de la surface se déduisant de ce fait que c'est la surface singulière du complexe de Pain vin. Il a également appliqué la géométrie cinématique à la recherche de ses rayons de courbure.
Dans Tétude qui va suivre, le fait que la surface se change en elle-même par 64 transformations linéaires, ponctuelles ou dualistiques sera, tout d'abord, mis en évidence. De ce fait, découlent avec facilité, un grand nombre de propriétés de la surface.
Je dois citer M . Humbert, l'auteur d'un important mémoire sur les surfaces de Kummer, définies en 'considérant les coordonnées d'un point comme fonctions quadruplement périodiques de deux variables. Je n'ai pas fait usage de cette représentation, et j'ai démontré d'une autre façon les théorèmes démontrés par M. Humbert dans le mémoire cité.
Je dois également citer un gros ouvrage allemand de R. Sturm, intitulé Linien-Geomeirie, et où sont étudiés en détail les congruences et les complexes du 2* ordre. J'ai fait quelques emprunts à cet ouvrage bien que, d'une façon générale, je n'aie pas suivi la même marche. *
La surface des ondes de Fresnel possède un grand nombre de propriétés pouvant lui servir de définition. Le plus ordinairement on la définit comme surface apsidale d'un ellipsoïde. C'est aussi la marche que nous allons suivre.
La transformation apsidale fait partie de ces transformations
SUR F-A SURFACE DES ONDES DE FRESNEL à
très générales auxquelles M. Lie a donné le nom de transformations de contact. A un élément de contact (ensemble d'un point et d'un plan passant par ce point) la transformation fait correspondre un autre élément de contact. A un élément de contact appartenant à une surface, c'est-à-dire formé d'un point de la surface et du plan tangent en ce point, la transformation fait correspondre un élément appartenant à une autre surface.
On sait que, au point de vue ponctu,el, il y a deux espèces de transformations de contact, selon qu'à tous les éléments de contact de l'une des deux figures ayant leur point commun, correspondent dans l'autre figure des éléments appartenant à une surface ou à une ligne. Si x y z, x y z sont les coordonnées de deux points P et F correspondants, il y a, dans le 1®"^ cas une, et dans lo second cas, deux relations entre ces coordonnées.
La transformation apsidale appartient à la 2*^ espèce. Je vais dire quelques mots de cette espèce de transformation, en général, afin de démontrer géométriquement une proposition pour laquelle on a, d'ordinaire, recours à l'analyse.
Comme il y a deux figures qui se correspondent^ et que les transformations ne sont pas en général réciproques, nous conviendrons de désigner par des lettres non accentuées, ce qui se rapporte à la 1 '^^ figure en accentuant, au contraire, ce qui se rapporte à la seconde. P et P' désignant donc deux points correspondants (faisant partie d'éléments de contact correspondants) nous supposons qu'il y a entre les coordonnées de ces deux points deux relations, que nous écrirons ainsi :
, Si on laisse P fixe les équations (1) montrent que P' décrit une courbe C. Ainsi au point P correspond une courbe C et au point P une courbe C. Si le point P décrit une surface s les courbes C engendrent une congruence dont nous désignerons
la surlace focale par r. La proposition à laquelle j'ai fait allusion plus haut, et que je vais démontrer géométriquement peut s'énoncer ainsi : Si, inversement, le point P' décrit S', la courbe C engendre une congruence dont la surface focale est i2.
Voici la démonstration :
1° Si la courbe C qui correspond au point P passe par un autre point P', la courbe C qui correspond à P' passe par le point P. En effet, dire que le premier de ces faits a lieu, c'est dire que les équations (1) sont vérifiées pour les points donnés P et F, mais cela exprime également que le second fait a lieu.
2^ Si le point P décrit sur la surface ^ une courbe r telle que les courbes C correspondantes aient une enveloppe r, quand le point P' décrira cette courbe r, la courbe C correspondant à P' aura une envelopi»e, et cette enveloppe sera r.
En effet, soient P et Q deux points infiniment voisins sur r; dire que te courbe C a une enveloppe c'est dire que les deux courbes C et D' correspondantes â P et Q se coupent en un point F de l'enveloppe p. Maintenant, comme on a vu ci-dessus, puisque les deux courbes C et D' correspondantes de P et Q passent par F, la courbe C ^correspondante à F passe par P et Q, elle touche donc r en P (puisque P et Q sont infiniment voisins sur r). Ceci démontre la proposition énoncée.
(J'ai employé ici pour plus de clarté le langage de la géométrie infinitésimale, au lieu de passages à la limite.)
3"* Si r décrit s on sait que r engendrera la surface focale des courbes C ; ce qui précède montre que y: qui est engendré par l'enveloppe r des courbes C qui ont une enveloppe est la surface focale des courbes C.
La proposition est donc démontrée.
Pour nous conformer à ce qui précède, nous devons définir la transformation apsidale de la façon suivante. Soit un point fixe, que nous nommerons l'origine ; à chaque point M de l'espace, faisons correspondre un cercle C de centre 0, de rayon OM, et dont le plan est perpendiculaire à OM.
On voit immédiatement que si P est un point du cercle C, le cercle C qui correspond à P passe par M. La transformation étant réciproque, il n'y a pas lieu de distinguer la 1^^ et la 2* figure.
Si le point M décrit une surface s^ le cercle correspondant engendre une congruence, et la surface focale de cette congruence est Tapsidale de s ; mais nous ne saurions nous contenter de cette définition. La transformation apsidale est une transformation de contact, il faut donc définir l'élément de contact qui correspond à un élément de contact donné.
Pour que les cercles C et D correspondant à deux points P et Q se coupent, il faut qu'ils aient mêmes rayons; alors OP = OQ. Donc les courbes r d'une surface s, telles que les cercles correspondant à leurs différents points aient une enveloppe, sont des courbes sphériques situées sur des sphères de centre 0. Les enveloppes correspondantes r sont, d'ailleurs, sur ces sphères, ce sont les courbes sphériques polaires des courbes r, et cela met de nouveau en évidence la réciprocité des deux courbes r et r. Les cônes Or Or sont deux cônes supplémentaires.
Soit P un point sur une courbe r, P' le point où r touche son enveloppe P et P' sont deux points correspondants, et d'après les propriétés des cônes supplémentaires OP' est perpendiculaire sur le plan mené par OP, et par la tangente en P a r, la tangente en P à r est perpendiculaire ainsi à OP', et comme elle l'est à OP puisque r est une courbe sphérique, elle est perpendiculaire au plan POF. Ainsi les tangentes en P à r et en F à r' sont perpendiculaires au plan POF et, par suite, parallèles entre elles.
Soit r, le plan tangent en P à la surface s, rj le plan tangent en P' à S'. Comme ces plans passent respectivement par les tangentes en P et F à r et r ils sont perpendiculaires au plan POF.
Ils sont amsi perpendiculaires entre eux, — Soit en effet P,, un point infiniment voisin de P, sur l'intersection de ï avec le
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plan POF, il lui correspond sur r un point P', projeté en P'î sur le plan POP'. On a : OP :=: OP', OP, = 0P'„ POP' = 1 droit, p/ OP', = 1 droit, et comme ce dernier angle droit a un côté dans le plan POF, il se projette sur ce plan suivant un angle droit; doncP^OP', = 1 droit, les angles POP, POP', sont donc égaux, comme différences d'angles égaux. On a aussi OP', = OP' = OP, aux infiniment petits du 2^ ordre près, les deux triangles POP,, POP', ayant alors un angle égal compris entre côtés égaux, sont égaux ; on obtient l'un en faisant tourner l'autre d'un angle droit autour de dans son plan, donc PP, et P'P, (traces des plans tangents en P et P' sont rectangulaires, et cet angle des traces est aussi celui des plans, parce que ces derniers sont perpendiculaires au plan POP'.
Nous pouvons maintenant définir la transformation apsidale de la façon suivante : Considérons deux éléments de contact formés, le 1^^ d'un point P et d'un plan r. passant par P, le second d'un point P' et d'un plan -' passant par P'. Pour qu'ils soient apsidaux l'un de l'autre, il faut :
1* que l'angle POF soit droit;
2« que OP = OF ;
3^ que les plans tz et ;: soient perpendiculaires au plan POF;
4** que les plans r, et ;;' soient perpendiculaires entre eux. Soient de plus OH, OH' les perpendiculaires menées de aux points P et P' on peut remarquer que :
P OH et OH' sont dans le plan POF ;
OH = OH
Ces deux conditions qui résultent des 4 précédentes, nous serviront pour démontrer la proposition suivante :
Si deux surfaces sont apsidales, leurs polaires réciproques par rapport à une sphère de centre sont aussi apsidales.
Considérons en effet deux
éléments de contact Pt: , Fr/ apsidaux l'un de l'autre : Prenons pour plan de la figure POP', et menons les perpendiculaires OH OH' aux plans n et r', qui sont dans le plan de la figure.
Le pôle de ,: est le point Q de OH, tel que OQ x OH = R\ (R étant le rayon de la sphère de référence). Le plan polaire de P est perpendiculaire à OP, par suite au plan POP' et le coupe en un point K tel que OP x OK — R*. Construisons de même le pôle Q' de ::', et le plan polaire de F qui coupe OP' en K'; on voit sans peine que le triangle OQ'K' n'est autre que le triangle OQK qui a tourné d'un angle droit, de sorte que les éléments formés, Tun du plan polaire de P et du pôle de ::, l'autre du plan polaire de ,:' et du pôle de P' sont apsidaux l'un de l'autre.
La surface des ondes est la surface apsidale d'un ellipsoïde, l'origine étant au centre de cette dernière surface. Soit donc le centre de l'ellipsoïde, P un de ses points, H le pied de la perpendiculaire abaissée de sur le plan r. tangent en P. Pour avoir Télément apsidal de Pt: , il suffit de faire tourner Pt: d'un angle droit autour de la perpendiculaire menée par au plan POH, Soit P't:' l'élément ainsi obtenu.
Menons par P dans le plan ;r la perpendiculaire PT à HP ; OP' sera perpendiculaire au plan OPT, car il est perpendiculaire à OP et à PT. D'autre part, le plan OPT coupe Tellipsoïde suivant une conique dont P est un sommet, puisque la tangente PT est perpendiculaire à OP, OP est un axe de cette section .
Donc : Pour avoir la surface des ondes, on coupe l'ellipsoïde par un plan central quelconque, et sur la perpendiculaire menée à ce plan par le centre, on prend à partir de ce centre une longueur égale à Tun des axes de la section. Le lieu de l'extrémité • de cette longueur est la surface des ondes.
n résulte d'un théorème démontré ci-dessus, que la polaire réciproque de la surface des ondes est une surface de même nature obtenue en remplaçant l'ellipsoïde primitif par son polaire réciproque. Soit P un point de la surface primitive et R
le rayon dé la sphère de référence. Le plan polaire de P, qui enveloppe une seconde surface des ondes, est perpendiculaire à OP au point K, tel que OP x OK = R\ D'où cet autre mode de génération pour la surface.
Coupons Tellipsoïde par un plan central, et sur une perpendiculaire à ce plan menée par 0, prenons une longueur OK inversement proportionnelle à l'un des axes de la section ; le plan mené par K, perpendiculaire à OK, enveloppe une surface des ondes.
C'est à ce mode de génération que l'on aboutit dans le problème d'optique, qui a conduit Fresnel à l'étude de cette surface.
Equatiom diverses de la surface.
Prenons l'ellipsoïde
on sait que si a p v désignent les angles que fait avec les axes la normale à un plan central P, les demi axes o de la section par le plan P sont donnés par l'équation
, , , a* COS* a b* COS* 3 C» COS* y
Cette équation est, si l'on veut, l'équation en coordonnées polaires de la surface. On passe sans peine aux coordonnées rectilignes, ^t, après les dénominateurs chassés, et la suppression du facteur x* + i/ + z\ on trouve une équation à laquelle on peut donner l'une des quatre formes
+ btyi J. frty«(c» +a*) = o.
La première forme met en évidence la section de la surface par le plan de rinTini ; elle se compose du cercle de Tinfini et de la section par ce plan du cône supplémentaire du cône asymptote de Tellipsoïde. Les autres formes mettent en évidence les sections de la surface par les différents plans de coordonnées. Chacune de ces sections se compose d'un cercle et d'une ellipse.
Tout ceci est facile à voir géométriquement. Par exemple, on voit, en considérant une section plane passant par oz, que la section par le plan des xy se compose d'un cercle de rayon c, et de la section de rellipsoïde, qui a tourné d'un angle droit autour de oz.
Considérons la section par un plan tangent au cône asymptote, elle donne dans l'ellipsoïde des axes infinis. C'est ainsi qu'on a, dans la surface des ondes, une courbe à l'infini sur le cône supplémentaire du cône asymptote.
C'est de même en coupant l'ellipsoïde par des plans isotropes qu'on obtient le cercle de l'infini.
Cherchons maintenant l'équation tangentielle de la surface.
Pour cela, prenons la surface des ondes relatives à l'ellipsoïde
polaire réciproque du primitif. On obtient l'équation de cette
R* R' R' 2® surface des ondes en remplaçant a h c par — , ; On
va prendre ensuite la polaire réciproque de cette 2* surface en remplaçant a; j/ 2 par — R'w — Wv — R*i/;; R* disparaît alors.
On trouve ainsi quatre formes (A) (B) (C) (D) de Téquation tangentielle ; elles se déduisent des quatre formes ponctuelles en remplaçant x y z par u v w, et les axes de l'ellipsoïde par leurs inverses.
Ces formes mettent en évidence les cylindres circonscrits à la surface ayant leurs axes parallèles aux axes de coordonnées, et le cône circonscrit ayant pour sommet l'origine.
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LES TRANSFORMATIONS DE LA SURFACE EN ELLE-MÊME
Nous nous proposons d'étudier le groupe de transformations qui changent en elle-même la surface des ondes. La considération des équations A B C D et des équations tangentielles correspondantes A' B' G' D' va nous aider dans cette recherche. Il s'agit d'ailleurs, ici, de transformations linéaires.
Comme une transformation ponctuelle change les coniques en coniques, et que les coniques delà surface des ondes (autres que les coniques doubles, dont il sera question plus loin) sont dans les plans de coordonnées et le plan de l'infini, les transformations ponctuelles que nous étudions ne doivent pas altérer le tétraèdre T, formé de ces quatre plans.
De même les transformations dualistiques changeant les coniques en cônes ou cylindres ne peuvent que changer les faces du tétraèdre T dans les sommets de ce même tétraèdre et inversement.
Donc si nous désignons par x^ x^ x^ x^ les coordonnées homogènes ponctuelles d'un point par u^ u^ u^ u^ les coordonnées tangentielles d'un plan, les transformations ponctuelles cherchées sont nécessairement celles qui changent x^ x^ x^ x^ en kiXi kjXj kaXoL A-piTg, les ki étant des constantes et ija^ étant une permutation des nombres 12 3 4.
De même les transformations dualistiques changent x^ x^ x^ x^ en kiUi kjUj kMx fc?wp.
Nous avons à chercher trois espèces de transformations, selon que ces transformations effectuées dans la forme (A) changent cette forme en elle-même ou en l'une des sept autres formes B C D A' B' C U.
Nous allons procéder d'abord à la recherche des transformationg dualistiques, car en faisant deux transformations à la suite l'une de l'autre, nous obtiendrons les transformations ponctuelles.
Cherchons d'abord à transformer A dans A'. On ne peut pas transformer à la fois le cône x' +y' +z'= o dans u' + c^ + w*=o
eta«a:« + fcy + c'z"= dans — -1-7; + — = 0. C'est pourquoi il faut chercher à transformer le cône isotrope dans la conique
-: + t; + "t~^» ®tl® c^ûe a'x* + b'y* + c'z* = o dans le cercle a* c
de l'infini. On y parvient en possant :
Portons ces valeurs de uv w dans la forme A', on voit que
pour obtenir la forme A, il faut prendre >^ = ± . .
On aura donc :
bc ca 00
Ces transformations sont des réciprocités polaires par rapport à l'une des 8 surfaces
oc ca ab
Ces transformations changent le centre de la surface dans le plan de Tinfini, et chaque plan de coordonnées dans le point situé à l'infini dans la direction perpendiculaire.
Nous nommerons ces transformations les transformations Sj en leur adjoignant les quatre symétries par rapport aux plans de coordonnées, les quatre symétries par rapport aux axes, la symétrie par rapport à Torigine, on forme un groupe de transformations.
D'ailleurs, chaque transformation S forme elle-même un groupe, puisqu'elle est réciproque.
On pourrait chercher des transformations de la forme
u = \ax V = \cz w = iby.
On constaterait qu'il n'en existe pas.
Observons encore que les transformations définies ci-dessus changent la forme B dans la forme B', C dans O et D dans D' et
qu'il n'y a pas d'autres transformations possédant ces propriétés.
Au lieu de passer directement de Â à B', passons de A à B et de B à B'. Nous savons passer de B à B' par les transformations précédentes. Cherchons à passer de A à B' par une transformation ponctuelle.
La comparaison des termes en (a' + fc») montre que le variable y joue dans Téquation B le rôle de z dans Téquation A.
Nous devons donc faire une transformation telle que les variables yetz soient égales respectivement aux nouvelles variables z et y' multipliées par des constantes.
On constate que les transformations changeant le cône x" '\- y* + z' = dans le cylindre y* + z* = a* ne réussissent pas.
Cherchons donc celles qui transforment le cône isotrope dans le cylindre.
h*y^ -h c's» — b^c* = OU
fit -rï
j'introduis deux variables d'homogénéité / et /' ; je dois poser
alors le cône devient
portons les formules précédentes dans l'équation (A) nous voyons qu'elle devient l'équation (B) à condition de poser en outre
. r "" bc
thcl tirons de là x en fonction de / ^ = nous aurons en faisant
/^. i , bc . iiu' _^ iby
Ces formules très simples définissent des homographies qui, avec les sept symétries, forment un groupe.
Nous appelleronsces homograpliies les transformations Hi, elles transforment le plan x = o dans le plan de l'infini, en échangeant entre eux les deux autres plans.
On aurait de même les transformations Hi changeant le plan y = dans le plan de Tinfini (et la forme A dans la forme C), et les transformations H» changeant le plan z = o dans le plan de l'infini (et la forme A dans la forme D).
Une transformation S, une H^, une H„ une H,, et les trois symétries par rapport aux plans de coordonnées définissent complètement le g^oupe de transformations qui laissent inaltérée la surface des ondes, car elles permettent de passer de la forme A à Tune quelconque des autres formes. *
Nous allons cependant étudier les transformations qui changent A en B'. Pour cela, prenons l'une des transformations H,, qui changent A en B, et l'une des transformations S, qui change B en B'.
En remplaçant dans les formules (Si)xyz par leurs valeurs tirées des formules (H.) on trouve :
oif ax ax
je nomme ces formules les formules (Pi) mais je vais les distinguer en plusieurs autres suivant la nature des signes. Le plan correspondant au point (/y V) a pour équation :
OU encore
± ai(x ±x') -\- (yz' ± zy') = o.
Trois cas sont à distinguer.
V cas : forme :
± ai(x + ar') + yz' + zy' = o.
C'est le plan polaire par rapport au paraboloïde
yz ± aix = o,
on a ainsi deux réciprocités polaires S'i .
2* cas : forme :
± ai(x — xf) + yz' — zy' = o.
C'est le plan focal du point (ry'z) dans le complexe
± air^ + ri = 0.
Nous désignerons toujours par r.rjtTAr.rt les coordonnées plûckériennes d'une droite.
On a donc deux réciprocités focales Fi.
3* cas : formes :
± ai(x — x') -f- yz' + jj/* = o ± ai(x + x') + yy — zy' = o.
Ces formes ne sont pas réciproques, mais les transformations qu'elles donnent se réduisent aux autres accompagnées d'une symétrie, il y a 4 transformations de cette espèce ; nous les nommons E,.
Nous avons en tout 8 transformations changeant A en B. 11 y en a de même 8 (F, S'i E.) transformant A en C et enfin 8 transformant A en D' (F, S\ EJ.
Le groupe contient ainsi 32 transformations ponctuelles (en comptant la transformation identique, et les symétries qui changent la forme A en elle-même) et 32 transformations dualistiques, dont 14 polaires, six focales et 12 non réciproques.
Nous allons maintenant nous occuper des six transformations focales. Nous appelons F^ la. transformation qui change le point xy'z dans le plan représenté par l'équation :
(1 ) yz' — zy' + ai(x — ^r') = o
et F', la transformation changeant ce même point dans le plan
(2) yz' — zy' — ai(x — x) = o.
Je dirai que F^ et F'^ sont conjuguées.
Les transformations conjuguées Fi F', transforment le même point dans les plans :
(3) et (4) zx' — xz' ± bi(y r- //) = o.
Enfin F, F, transforment encore le même point dans les deux plails
(3) el (3) xy', —i yx' ± ci(z — z') = o.
Si Ton fait d'abord la transformation Fi le point x^yz' donne le plan représenté par Téq nation (1), puis la transformation F', change ce plan dans le point xy"z' tel que Téquation
yz" — zy" — ai(x — sf')
soit identique à l'équation (1) ce qui donne
Le produit de 2 transformations conjuguées est donc une symétrie par rapport à Tun des axes de coordonnées.
Cherchons le produit de deux transformations non conjuguées, F, et F» par exemple.
En identifiant les deux équations :
(7) zx' — xz' + H(y--'y') = o
(8) xi/' — yxi' -\-ci{z — z) = o,
on trouve:
bc ciz" , biy"
C'est une des transformations H, elle est réciproque, car si Ton change dans les formules (9) ien — c, ren — fc, y'etz dans z et y', y" et z" dans ::" eiy' cela ne fait qu'échanger x^yz en xy"z dans les équations (7) et (8) en échangeant aussi Tordre de ces deux équations.
11 est clair que pour avoir F, x F', il suffit de remplacer c par
— e dans les formules (9), ce qui donne uneautre transformation Ht, également réciproque.
Ainsi, si ij h sont les nombres 1, 2, 3rangés dans un certain ordre, le produit de deux transformations F» F^ ou Fi F} est une transformation Hk , réciproque.
Il est clair d'ailleurs, à cause de cette réciprocité même, que le produit ne dépend pas de Tordre des transformations.
En multipliant les unes par les autres, de toutes les façons possibles, les transformations F, on obtient un groupe qui contient, comme transformations ponctuelles :
1° La transformation identique F'i = 1 .
2^ Les trois symétries par rapport aux axes F» x F,.
3*^ Quatre transformations Hi, quatre transformations H, et quatre transformations Hi. Fi x Fy, F» x F^, F'^ x Fj, F'* x F^, sont les 4 transformations H^.
Cela fait seize transformations ponctuelles ; il est facile de voir qu'il n'y en a pas d'autres.
En multipliant ces transformations par une transformation dualistique quelconque du groupe, on a 16 transformations dualistiques. Il n'y en a pas d'autres, car en multipliant une transformation dualistique quelconque du groupe par uneautre, on doit retrouver une des 16 transformations ponctuelles.
Dans le groupe des 64 transformations, on obtient ainsi un sous-groupe de 32 transformations. On obtiendrait les 64 transformations en multipliant chacune des 32 transformations par une quelconque des autres.
Ces autres ne forment évidemment pas un groupe.
Le groupe des 64 transformations s'apellerale groupe G, celui des 32 le groupe F.
Les 32 transformations F sont toutes réciproques, mais ce ne sont pas les seules du groupe G qui possèdent cette propriété.
Relativement aux transformations F, il existe la proposition suivante :
Les six plans homologues d'un même point dans les six transformations F touchent un même cône du second ordre.
En effet, les six plans correspondant au point xyz', passent par ce point ; imaginons qu'on y transporte Torigine, et posons pour abréger :
P = yz' — zy' Q:^ zx' — xz' R = xy' — yx'.
Les équations des six plans (avec la nouvelle origine) seront :
P ± ate = Q±biy = o R±ciz = o.
Les 3 plans obtenus en prenant les 3 signes -h sont évidemment conjugués par rapport au cône ayant pour équation :
-(P + aix)* + J(Q + biyY + -(R -f cizy = o,
mais à cause de l'identité :
Px + Qy + Rz = o.
L'équation précédente n'est pas altérée quand on change i en — i. On en conclut que les 3 plans obtenus en prenant les 3 signes — forment également un trièdre conjugué par rapport à ce cône.
Ces deux trièdres étant conjugués par rapport à un même cône du second ordre, leurs six faces sont tangentes à un même cône du 2® ordre, ce qui démontre le théorème énoncé.
Remarquons aussi que leurs six arêtes sont sur un même cône du 2* ordre.
Corrélativement les six points homologues d'un même plan sont sur une même conique.
Nous avons indiqué dans ce qui précède, comment les transformations Fi transforment les points et les plans ; nous ajouterons quelques mots sur la façon dont elles transforment les droites.
rjtr^r^r^r^ désigneront toujours ici les coordonnées pluckériennes d'une droite, liées par la relation
et les six complexes linéaires qui donnent naissance aux six transformations focales ont pour équations :
r^ ± aiVi = /'s ± Wr, = o r. ± cir, = o,
Ces équations peuvent s'écrire
SOUS cette forme on voit que si l'on nomme X^ «X X, tX, X, tX, les premiers membres, Téquation
donne :
On voit alors que les coordonnés X sont des coordonnées de Klein .
Les 6 complexes sont deux à deux en involution.
Si Ton veut la conjuguée d'une droite quelconque par rapport au complexe X» = il suffit de changer le signe de Xi ; en eflet, la condition pour que deux droites X et X' se coupent est
zX.X'. = 0.
Si la droite X' fait partie par exemple du complexe Xi = et si la droite X la coupe, la droite ( — X,X,X,...) la coupe aussi, car si X'i = la relation s XtX/ = ne change pas quand on change X, en — X< , donc toute droite X du complexe qui coupe la droite X, coupe la droite ( — X,X,X,. . .) ce qui prouve bien que ces droites sont conjuguées.
Il résulte de là que deux droites conjuguées par rapport à l'un des complexes Xj = sont transformées en droites conjuguées par rapport à ce complexe, par l'une quelconque des six transformations, En particulier, une droite dp l'un des complexes se transforme en une droite du même complexe.
Nous n'insistons pas sur ces propriétés bien connues.
Voir Kcmigs. La géométrie réglée et ses applications, où les propriétés de six complexes en involution deux à deux sont étudiées complètement.
J'ajouterai quelques mots sur l'espèce de transformation ponctuelle que l'on obtient en faisant Tune après l'autre, deux
transformations focales ; c'est-à-dire sur les transformations définies par les formules :
bc . ciz" bii/
Je vais montrer que la droite joignant deux points correspondants M et M' rencontre deux droites fixes Da et qu'elle est divisée harmoniquement par ces deux droites.
Considérons en effet un point sur la droite MM', et la divisant dans le rapport x.
Ses coordonnées sont :
Prenons d'abord \ = + ^ on trouve :
x = \/^Bc •-=—iyj.
c'est une première droite rencontrée par la droite MM'. Prenons ensuite
on trouvera de la même façon une seconde droite :
Les deux valeurs de x choisies étant égales et de signes contraires, on voit bien que les points M et M' et les points où MM' rencontre les deux droites fixes, forment une division harmonique.
Cette transformation est une espèce d'homologie qui a été étudiée par différents auteurs.
Voir en particulier Nouvelles annales de Mathématiques y 1808^ page 489, une étude de cette transformation par M. Ântomari.
POINTS Et PLANS SINGULIERS DE LA SURFACE DES ONDES
Quatre plans, les 3 plans de coordonnées et le plan de rinfini coupent la surface des ondes suivant deux coniques. Ces deux coniques se coupant en quatre points, cela fait 4x4 ou 16 points singuliers. Corrélativement, il y a seize plans singuliers. Nous allons étudier la disposition de ces 32 éléments.
Chaque plan singulier contient 6 points singuliers, situés sur une même conique, suivant laquelle il touche la surface.
En effet, les six correspondances focales font correspondre au plan singulier six points qui sont par conséquent singuliers, ils sont situés dans leur plan focal et sont sur une même conique comme on Ta vu ci-dessus. Cette conique est entièrement sur la surface, car elle la couperait sans cela en 12 points. Le plan de celte conique est d'ailleurs partout tangent à la surface, car il est singulier.
Corrélativement par chaque point singulier passent 6 plans singuliers, tangents à un même cône, le cône des tangentes à la surface en ce point.
Dans ce qui suit nous poserons 6* — c« = A* c* — a* = B« a» — 6» = C\ Coordonnées des points singuliers.
1*^ Dans le plan des yz :
Intersection des coniques y» 4- -• = a» ft*j/« + c*z* = b*c\
ar = li = ± — J = ±
2^ Dans le plan des zx. Intersection des coniques z* +x* = b*
ici] . ia\
3*" Dans le plan des xy. Coniques x^ + y* = c* a*x* + h*}f = a^b*
. ibB . iaA
T ''"^^ IT
4^ Dans le plan de Tinfini. Coniques j' + //* + j> = o
En prenant les transformés de ces points par une des transformations dualistiques conservant la surface, on a les 16 plans singuliers. Nous nous dispenserons de faire ce calcul.
11 y a, nous Tavons vu, 32 transformations ponctuelles conservant la surface, chacune d'elle change un point singulier en point singulier. Comme il n'y a que 16 points singuliers, c'est que les 32 points, transformés d'un point donné, se confondent deux à deux quand le point est singulier. Effectivement, les points situés dans l'un des plans de coordonnées se transforment en eux-mêmes par une symétrie relativement à ce plan^ et les uns dans les autres, par les autres symétries.
Les points à l'infini ne sont pas altérés par une symétrie relative à l'origine. Les autres symétries les transforment les uns dans les autres.
Parmi les plans singuliers, il y en a quatre parallèles à chacun des axes de coordonnées, et quatre passant par l'origine.
Dans les six correspondances focales, l'origine a pour plans focaux les plans de coordonnées ; donc les foyers des plans singuliers passant par l'origine sont dans les plans de coordonnées. Aucun de ces points n'est à l'inOni.
Dans les six correspondances focales, le plan de l'infini a pour foyers les points à l'infini sur les axes. Donc, les plans singuliers contenant les quatre points singuliers à l'infini sont parallèles aux axes. Aucun de ces plans ne passent par l'origine.
11 résulte de là qu'un plan singulier parallèle à l'un des axes contient deux points singuliers à l'infini. Ces points étant sur le cercle de l'infini, la conique de contact du plan singulier avec la surface des ondes est un cercle.
Considérons deux cercles doubles, situés dans des plans parallèles au même axe, OX par exemple. Ils ne passent pas
par les mêmes points à Tinfini, puisque les points à Tinfini par lesquels ils passent ne sont pas sur OX. Ces deux cercles, à cause delà symétrie de la surface, sont symétriques par rapport à l'un des plans de coordonnées passant par OX, ils coupent donc ce plan aux mêmes points.
Il résulte delà que ces deux cercles sont sur une même sphère.
Le fait que les coniques doubles dont les plans ne passent pas par l'origine sont des cercles peut aussi être démontré par des considérations de géométrie élémentaire.
Salmon, dans son traité de géométrie à 3 dimensions, procède de la façon suivante : 11 démontre en premier lieu les trois lemmes suivants :
1° Si un angle droit a un sommet fixe, et si ses côtés décrivent deux plans fixes, le plan de l'angle enveloppe un cône du deuxième ordre tangent à ces deux plans fixes.
Prenons un plan de projection parallèle à Tun des plans fixes, et soit MN la trace du second plan fixe sur ce plan de projection , soit le point fixe, projeté en P. Soit OB l'un des côtés de l'angle droit, situé dans le plan OMN et coupant MN en B, BT perpendiculaire à OB est parallèle à l'autre côté de l'angle, c'est la tracé du plan de l'angle sur le plan de projection. D'après le théorème des 3 perpendiculaires, l'angle PBT est aussi droit. Mais alors BT est la tangente à une parabole, dont P est foyer, et MN tangente au sommet. Le cône *de sommet 0, ayant pour base cette parabole est donc l'enveloppe cherchée.
2° La perpendiculaire menée par au plan OAB engendre un deuxième cône supplémentaire du précédent. Sa base est la polaire réciproque de la parabole par rapport à un cercle de centre P, c'est un cercle passant par P.
rp^ Si un point M d'une ellipsoïde décrit une section centrale, la perpendiculaire menée par au plan tangent en M décrit un plan fixe ; c'est évidemment le plan perpendiculaire au diamètre conjugué de la section centrale, car le plan tangent est parallèle à ce diamètre.
Cela posé, supposons que le point M décrive une section centrale circulaire. Comme OM reste constant, le point correspondant de la surface des ondes est sur la perpendiculaire au plan de la section, et OT = OM ; T reste donc fixe. Soit OH la perpendiculaire au plan tangent en M, OK la perpendiculaire au plan tangent en T.
D'après le troisième lemme, OH décrit un plan, TK décrit un second plan parallèle, K décrit le cercle intersection de ce plan, avec la sphère de diamètre OT, OK décrit un cône ayant pour base ce cercle ; le plan tangent en T, perpendiculaire à OK enveloppe le cône supplémentaire .
Conservant la même figure, au lieu de supposer que OM soit constant, supposons que OH demeure constant, c'est-à-dire que le plan tangent en M enveloppe un cylindre de révolution circonscrit à Tellipsoïde ; alors OK est dirigé suivant Taxe de ce cylindre, et le point K est fixe ; OM décrit le plan diamétral conjugué de OK ; OR perpendiculaire au plan MOT, décrit le plan perpendiculaire à OK. Par conséquent (2*^ lemme) OT perpendiculaire au plan MOR, décrit un cône ayant pour plan de section circulaire le plan perpendiculaire à OK. Donc le lieu de T est un cercle. (Salmon : Geometry of three dimensions).
A DEUX DIRECTRICES
1 . — Si une surface du 4® ordre est réglée, elle admet une ligne double, qui se compose en général de deux droites.
Soit, en effet, M un point de la surface. Le plan tangent en M contient la génératrice passant par M, et une cubique de la
surface. Outre le point M, cette cubique coupe la génératrice en deux points. Ces points sont singuliers, sans quoi le plan tangent serait le même qu'en M, ce qui contredirait la loi bien connue de distribution des plans tangents.
11 y a donc sur la surface une ligue singulière. Cette ligne n'est pas coupée ailleurs par le plan tangent considéré, si la cubique n'a pas de points doubles ; cette ligne est donc du 2"" ordre. Ce n'est pas une conique, car la surface se réduirait à un plan. C'est donc un système de deux droites, qui seront en général distinctes. C'est le seul cas que nous considérerons.
La surface peut, dès lors, être définie de la façon suivante. On considère dans l'espace deux droites quelconques D, a, et une cubique plane r rencontrant les deux droites en P et Q. Une droite mobile rencontrant D a r engendre la surface. Soit A un point de D, le plan Aa, coupe le cône Ar suivant trois droites, dont deux seulement sont mobiles, la 3^ est la droite AQ. Ainsi, par tout point de Tune des deux droites D, a passent deux génératrices. Au contraire, par un point P de r ne passe qu'une génératrice, l'intersection des plans PD, Pa.
2. — Etant données deux droites D, a, s'il existe entre les points de D et ceux de a, une correspondance qui, à chaque point de Tune des deux droites fasse correspondre deux points de l'autre, la droite qui joint deux points correspondants engendre une surface du 4** ordre .
Pour le démontrer, cherchons en combien de points cette surface rencontre une droite donnée L. Soit x une variable définissant un point M sur la droite D. (Telle que l'abcisse du point, ou le rapport anharmonique de ce point avec 3 points fixes), «x une variable définissant un point M' sur a. La correspondance supposée entre les points M et M' se traduit par une équation de la forme.
(1) A\y + Ba»u + Cm* -f B)} + Eu* -h Fia 4- CA -f- Hu + K = o
souvent appelée relation biquadratique.
Si la droite MM' rencontre en outre la droite L, c'est une gé-
nératrice de la surtace du second ordre définie par les droites D, D'et L, il y a donc entre x et |jl une relation d'homographie.
En éliminant x ou «x entre cette équation et la précédente, on a immédiatement une équation du 4^ degré par rapport à la variable non éliminée. Il y a donc quatre droites de la surlace rencontrant la droite L, qui coupe ainsi la surface en quatre points. Ceci démontre la proposition.
L'étude des surfaces considérées équivaut à Tétude des correspondances biquadratiques entre deux paramètres x et [x. L'étude de ces correspondances se rattache aux fonctions elliptiques (V, par exemple Halphen, fonctions elliptiques, tome 11). Pour les propriétés dont nous avons besoin, les considérations suivantes nous suffiront.
Considérons d'abord deux coniques C et C' dans le même plan, et non tangentes entre elles, à chaque point P delà conique C nous faisons correspondre sur C les deux points P' de contact des tangentes issues de P. Alors à chaque point P' de la conique C correspondront sur C les deux points où la tangente en P' coupe C.
: Si l'on exprime les coordonnées des points de C en fonction d'un paramètre /, ceux de C en fonction d'un paramètre «x, on aura ainsi entre C et C une correspondance biquadratique.
Toute correspondance biquadratique peut être obtenue de cette façon, ^n effet, supposons l'équation (1) donnée et prenons arbitrairement une conique C, les coordonnées d'un point de cette conique étant des fonctions données d'un paramètre x.
Prenons un point Po (lo) sur C, soit [xô l'une des valeurs de ^ que l'équation (1) lui fait correspondre, et >i, l'autre valeur de x qui correspond à la même valeur :xo. Soit jx,, l'autre valeur de {X qui correspond à x, et x, l'autre valeur de x qui correspond à «x,. Soit X, l'autre valeur de x qui correspond à k, et ainsi de suite. Nous obtenons ainsi 5 droites W x^x, x,x, x,x, et x,x,. Construisons une conique tangente à ces 5 droites, ce sera la co-
nique C'. La conique C étant déterminée, sa représentation paramétrique ne Test pas encore, on peut se donner les valeurs du paramètre qui correspondent à 3 points. Soient donc prises les 3 valeurs \lo \l, [x, du paramètre pour les points où les droites Xo\, W, W touchent la conique C La représentation paramétrique de C est alors déterminée, et les deux coniques C et|C' définissent une correspondance biquadratique unique.
Je dis que c'est précisément la correspondance définie par réquation (1). En effet, soit f{K[^) = o, Téquation de la correspondance définie par nos deux coniques : on aura les relations :
en outre les relations AV) =o f(\^,u) = ç auront une solution commune /, et fli^^u) = o ([i^^u) = o en auront une autre u\. Cela fait 8 conditions qui, il est bien facile de le voir, déterminent les coefficients de la relation f(\a) = o.
Les propriétés de la correspondance biquadratique se ramènent maintenant aux propriétés de deux coniques.
Les deux coniques se coupent en quatre points. On en conclut sans peine qu'il y a quatre valeurs de x (x, x, x, \) pour lesquelles les deux valeurs de [x sont égales. Nous nommerons [l\ fx', ix', |x', les valeurs de \^ qui correspondent à x, x, x, x,.
Les deux coniques ont quatre tangentes communes. On en conclut qu'il y a quatre valeurs de fx (fx, |x, jx, y.,) à chacune desquelles correspondent deux valeurs égales pour x. Soient x\ x', X', X', ces quatre valeurs correspondantes de x.
Théorème /. — Le rapport anharmonique (x, x, x, x^) est égal au rapport anharmonique («x, fx, p., jxj.
Ceci revient à démontrer que le rapport anharmonique des quatre points communs à deux coniques, considérés comme appartenaot à la première conique est égal au rapport anharmonique des quatre tangentes communes à ces deux courbes, considérées comme appartenant à la seconde conique. •
Or ceci résulte instantanément de ce qu'on peut transfor-
mer Tune des coniques dans Tautre par polaires réciproques.
Voici un corollaire immédiat de cette proposition. Considérons une cubique plane r, et deux points P et Q sur cette courbe. Si un point M décrit r il est facile de démontrer que entre les coefficients angulaires de PM et QM il y a une correspondance biquadra tique \ \ x, x^ correspondant aux quatre tangentes issues de P, [i, u, |x, jx^ aux quatre tangentes issues de Q, donc le rapport anharmonique des quatre tangentes issues d'un point P à une cubique est indépendant de la position du point P. C'est un théorème bien connu .
Théorème II. — Les points ^\^\ '>\'^\ par exemple, et des couples (convenablement choisis) x/a„ x,x,, sont quatre couples correspondants d'une même involution.
Cela équivaut à dire que les droites joignant 2 à 2 les points de contact des tangentes communes avec la conique C, savoir : x',x', et x',x\, et les droites joignant (dans un ordre convenable) les points d'intersection des deux coniques W, W, sont 3 droites concourantes. Or. ceci résul'e immédiatement de ce que x,x„ et x,x, concourent en un sommet du triangle antopolaire et que les tangentes communes en x\x\ ainsi que les tangentes en x',x\, ont leurs points de concours sur un côté du triangle autopolaire, qui est, si les points sont accouplés convenablement, le côté opposé au sommet précédent.
On voit qu'il y a trois manières d'obtenir une involution ; une correspondant à chaque sommet du triangle autopolaire.
On tirerait encore facilement de là une proposition relative aux cubiques.
Revenons maintenant à notre surface. Il y a sur la droite D quatre points dits de ramification \ x, x, x, par chacun desquels passent deux droites confondues, déterminant sur la droite a les quatre points doubles [i\ ji', jx', ^\. De même, il y a sur la seconde droite quatre points de ramification u. auxquels correspondent sur la !'• quatre points doubles x*.
Voici d'autres modes de génération de la surface qui présen-
tent de Tintérêt. Soit P ud point de la droite D, Q un des points correspondants sur a. Par un point R de la génératrice PQ menons le plan tangent, qui coupe la surface suivant la droite PQ et suivant une cubique r passant par PQR. La surface est alors engendrée par une droite rencontrant Da et la cubique plane r assujettie à rencontrer ces deux droites. 11 est visible que par un point M de la cubique, il passe une seule droite intersection des plans MD, Ma. Si on prend sur la droite D un point A, le plan A a coupe la cubique en 3 points, le point Q et deux autres «, «^ les droites A» A^^ sont celles qui passent par A. Il résulte de là que si la droite Qa est tangente à la cubique en a, le point A est un point de ramification. Ainsi les points de ramification sur D (et les points doubles sur a) correspondent aux points de contact des tangentes issues de Q à la cubique.
Par P menons une tangente Pjià r, par Q une tangente Qv à r (jx etv étant les points de contact). Si p coupe de nouveau la cubique en ^, on sait que la tangente en ci passe par le point R.
Soit P.u' une autre tangente à r. Joignons ;xVr qui rencontre de nouveau la courbe r en v\ La tangente en '' passera par Q d'après le théorème déjà invoqué.
Considérons les points où PQ, jxv, {x/ coupent r, ce sont: Le point R, le pointa, et le point a. Ces 3 points Siont en ligne droite car la tangente en a passe par R. Donc PQ, «xv, |xV sont sur un même conique C.
Considérons la quadrique S déterminée par C, D, a. Comme C contient .av rjiV, et que jx et jx' correspondent à des points de ramification ;x, |x, par exemple sur a, et à des points doubles x\\\ sur D, S passera par les génératrices doubles :x, x'^ îx,>', et de même par \A \^\. On trouverait d'autres quadriques contenant d'autres systèmes de génératrices doubles, mais celle-ci nous suffira, pour arriver à un autre mode de génération de la surface.
Soit F = l'équation de la quadrique S.
11 existe un réseau de surfaces du 2® ordre tangentes en w, iJt^jjL, aux génératrices passant par ces points.
Il y a d'abord la surface F= o qui contient ces droites, puis toutes les surfaces passant par les 4 droites x,ix,, jx^x,, x^a,, .^x, ; car le plan \[l,\, par exemple qui touche ces surfaces en }x, contient la droite D, et par suite la droite u.,i\.
Ces surfaces forment un faiscepiu ^ -{-k^=zo par suite toutes les surfaces du réseau
répondent à la question.
Il y a une seule de ces surfaces passant par deux points donnés et par suite une seule touchant une droite en un point donné.
Considérons une de ces quadriques w, touchant PQ en un point donné. Considérons la surface engendrée par une droite rencontrant Da et touchant e. Il est visible que cette surface est une surface du 4® degré de Tespèce de celles que nous considérons. En effet, à un point A de D correspondent sur a les deux points où le cône de sommet A circonscrit à ^ rencontre a. Il est visible que x, x, {x, .u, sont des points de ramification pour la nouvelle surface, avec les mêmes génératrices doubles. Coupons cette surface par le plan de la cubique r, on a une autre cubique r passant par P et Q et touchant aussi en [la' w' les droites Pjj^ Ph^' Q v Qv . Cela fait dix points communs à r et à r, [a, jx', v, v' comptant pour deux. Donc r coïncide avec r . Ainsi :
La surface du 4^ degré considérée peut être engendrée par une droite rencontrant deux droites fixes et touchant une quadrique.
Cette quadrique varie quand on fait varier le point où h touche PQ .
Les surfaces du 4® degré considérées admettent ainsi une infinité de quadriques inscrites.
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TANGENTES DOUBLES DE LA SURFACE DES ONDES
Soit P un point de la surface des ondes. Le plan focal de P relativement à Tun des six complexes est un plan tangent à la surface. Soit M le point de contact. A cause de la réciprocité, le plan focal de M est le plan tangent en P. La droite MP est ainsi tangente à la surface en deux points M et P, c'est une bitangente. Ce raisonnement suppose toutefois que le foyer du plan tangent en P ne coïncide pas avec le point P.
Ainsi, toute droite de l'un des six complexes qui est tangente à la surface, est une bitangente, à moins que le plan tangent au point de contact ne coïncide avec le plan focal de ce point dans le complexe.
Par le point P pris sur la surface, passent ainsi six bitangentes. Ce sont les seules, car le plan tangent en P coupe la surface suivant une quartique ayant un point double en P, et l'on peut mener à cette courbe six tangentes par le point double.
Considérons Tensi^mble de toutes les bitangentes. Cet ensemble se décompose en 6 ensembles ou congruences particulières selon que les bitangentes sont situées dans l'un ou dans l'autre des six complexes.
Ces congruences sont toutes de même ordre et classe, car on peut les transformer les unes dans les autres par des transformations convenablement choisies, n'altérant pas la surface.
Or, voyons quel est cet ordre et cette classe. Dans un plan qui coupe la surface suivant une courbe C, les bitangentes sont les tangentes doubles de C, or C est une courbe de classe 12 car elle n'a pas de points multiples (en général)!
Son ordre étant 4 le nombre de ses tangentes doubles est,
d'après la formule de Plucker ^ [*2(12 ~ i) - 4 - 3i]^ i étant le
nombre des tangentes inflexionnelles 3 x 4(4 — 2) =24, le
nombre des tangentes est donc : ^ W^- - i) - 4 - 72j = 28.
Mais sur ces 28 tangentes doubles 16 sont à Tintersection du planr. avec les 16 plans doubles; il en reste 12, à partager également entre les six congruences qui sont ainsi de classe 2.
On voit de même que par chaque point passent 28 lignes doubles du cône circonscrit à la surface ayant pour sommet ce point. En enlevant les 16 qui aboutissent aux points doubles, il en reste 12, ce qui fait que Tordre de chacune des six congruences est égal à 2. 11 était du reste, évident, que Tordre devait égaler la classe, car une transformation dualistique change en elle-même chacune de ces congruences.
Si Ton voulait chercher dans chaque congruence les droites passant par un point donné P on prendrait le plan focal de P dans le complexe correspondant, ce plan couperait la surface suivant une courbe r. Considérons une tangente à r menée par P : ou bien cette droite serait une tangente double, ou bien le plan focal du point de contact serait le plan tangent à la surface en ce point, or parmi les tangentes menées par P, deux seulement (comptant pour 4) sont doubles ; les points de contact des huit autres sont donc tels que le plan tangent coïncide avec le plan focal. D'où cette conclusion :
Le lieu des points de la surface pour lesquels le plan tangent coïncide avec le plan focal dans Tun des complexes, est une courbe de huitième ordre.
On démontrerait de même la proposition corrélative.
Considérons un point singulier P ; son plan focal est le plan singulier qui lui correspond dans le complexe. Toutes les droites passant par P et situées dans le plan singulier correspondant sont des tangentes doubles qui font partie de la congruence considérée. Il y a ainsi dans chacune des six congruences seize faisceaux plans.
Nous allons étudier la surface formée par les droites de Tune des six congruences qui rencontrent une droite donnée D.
Ces droites rencontrent aussi la droite a conjuguée de D dans le complexe auquel appartient la congruence .
Par tout point de D passent deux droites de la congruence, qui coupent a en deux points ; à chaque point de D correspondent donc deux points sur a et inversement. La surface considérée est donc celle que nous avons étudiée précédemment.
Cette surface passe par tous les points singuliers de la surface des ondes ; en effet, soit M le point où D coupe Tun des plans singuliers, et P le foyer de ce plan, dans le complexe auquel la congruence appartient. PM est une génératrice de la surface, qui passe ainsi par P, et touche de plus le plan singulier correspondant.
Remarquons que le plan focal de M coupe la surface des ondes suivant une courbe ayant un point double en P. L'une des tangentes doubles est venue se réduire à MP, l'autre est restée quelconque. Ce point M ne présente donc relativement à la surface réglée, rien de particulier.
Cherchons sur la droite D les points de ramification et les points doubles. La surface focale d'une congruence est le lieu des points tels que parmi les droites passant par un de ces points, deux soient coïncidentes. Les points de D par lesquels passent deux génératrices confondues, sont donc les points où D rencontre la surface. Soient >.//,*a,;, ces points.
Pour avoir les point doubles, prenons les points de ramification sur A, ce sont les points t^^ a,. u,, a, où a rencontre la surface. Les plans focaux de ces quatre points passent par D et touchent la surface. Ce sont les quatre plans tangents menés par D à la surface. Soient p,p,p,p, leurs points de contact, a,p,, u^p^, .^ap, et unp^ coupent D aux points doubles cherchés, u\u\a\ui.
L'égalité (Àr/,/.,>J = (a,.u,.a,.aj nous fournit le théorème suivant :
Le rapport anharmonique des quatre points où une droite perce la surface des ondes est égal à celui des quatre plans tangents menés par la droite.
Voici maintenant la démonstration d'une proposition importante. Cette démonstration est à peu près semblable à celle
donnée par R. Sturm (lienien géométrie, tome III) pour une surface de Kûmmer. quelconque. M. Humbert a donné une démonstration toute différente dans sa théorie des surfaces de Kûmmer faite à l'aide des fonctions Âbéliennes.
Nous avons vu (1) qu'en accouplant convenîablement les points x,>„ u, .uWa',/o on formait quatre couples d'une même involution, Il en résulte l'égalité.
par exemple.
Au lieu de considérer les droites de la première congruence rencontrant D, considérons les.droites de la seconde congruence. Elles formeront une autre surface, et il y aura d'autres points doubles: v»',/„ quant aux points de ramification, ce seront toujours les mêmes ; on pourra donc écrire :
de même avec la troisième congruence :
on aura ainsi six égalités, et l'on conclut de là que les six points !*>'3?>'3^>'» forment une série projective avec les six points }x>',p\y,T>v En joignant les six points d'indice 3 au point p, les six points d'indice 4 au point p„ et remarquant que p, et p, peuvent être choisis arbitrairement sur la surface, on a la proposition suivante :
Les six tangentes doubles passant par un point de la surface des ondes, forment une série projective avec les six tangentes doubles issues d'un autre point.
Ce théorème est valable pour une surface de Kûmmer quelconque. Pour la surface des ondes, on peut démontrer quelque chose de plus. Prenons pour le point p, un point sur une conique située dans un plan singulier. Les six tangentes doubles
(1) Les notations ne sont pas les mômes qu'à l'endroit cité.
seront alors les droites joignant ce point aux six points singuliers AB C D E F de ce plan. Mais (à cause de la symétrie de la surface) AB, CD, EF passent par un même point (soit Torigine, soH un point à Tinfini sur l'un des axes).
Les droites obtenues en joignant P à ces six points forment donc trois couples de droites en involution. Comme cette propriété est projective, on conclut que : Les six tangentes doubles passant par un point de la surface des ondes sont trois couples d'une même involution.
Nous verrons plus tard que les rayons doubles de cette involution sont toujours rectangulaires et forment deux congruences remarquables.
Considérons les rapports anharmoniques distincts formés par ces six tangentes. Il y enatrois,parexemple(l,2, 3,4) (1,2,3,5) (1, 2, 3, H) ils sont les mômes, d'après ce qui précède, quel que soit le point de contact. Ce sont les invariants de la courbe de genre 2 obtenue en coupant la surface par son plan tangent.
Il résulte de là qu'il existe entre les points de deux courbes sections de la surface des ondes par deux plans tangents une correspondance birationelle.
Considérons de nouveau la surface engendrée par les droites de l'une des six congruences, qui rencontrent une droite donnée D. Ces droites rencontrent a, conjuguée de D et déterminent sur D et A une correspondance biquadratique.
(1) AàV + B/V -h —0,
Cette surface réglée est d'autre part circonscrite à la surface des ondes, que chacune de ses génératrices touche en deux points. A la surface réglée définie par la relation (1) on peut faire correspondre une biquadratique gauche représentée par l'équation. (1) et tracée sur la surface suivante :
hjL 1 i u
par exemple.
> et |x sont alors les paramètres des génératrices rectilignes sur cette quadrique,
Chacun des cas où la biquadratique gauche se décompose, fournit un cas de décomposition de l'équation (1) et par suite de la surface réglée qu'elle représente.
Un seul cas va nous occuper ici, c'est celui où la biquadratique est formée de deux coniques, et l'équation (1) représente deux homographies, La surface réglée se décompose alors en deux surfaces du second ordre.
Il faut et il suffit, pour cela, que la biquadratique gauche possède deux points doubles.
Or, si le point io\>-o est un point double, la génératrice \ = \o et la génératrice .a = ^ coupent toutes deux la courbe en deux points confondus ; cette condition suflBt pour que le point soit un point double, car en un point simple il ne saurait y avoir deux tangentes.
Mais alors pour a = Xo l'équation a la racine double |xo, pour a = |xo elle a en :. la racine double Xo, le point \ sur D, le point i^^o sur A sont alors en même temps points doubles et points de ramification, ou, si l'on veut, il y a sur D deux points de ramification confondus : D touche la surface des ondes. Alors, pour qu'il y ait deux points doubles sur la biquadratique, il faut que D soit une bitangente de la surface des ondes (écartons le cas où D ferait partie de la congruence considérée, parce qu'alorsD et a coïncideraient). La surface réglée se composera donc de deux quadriques, si D est une bitangente faisant partie d'une congruence autre que celle dont font partie les génératrices de la surface.
Le second système de génératrices sera alors formé de bitangentes appartenant à la même congruence que D, car D et a sont deux de ces génératrices, et toutes ces génératrices sont des bitangentes, puisque les quadriques sont inscrites dans la surface des ondes.
Les deux quadriques dont l'ensemble constitue la surface réglée du 4* ordre se coupent évidemment suivant un quadrilatère gauche .
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Chacune d'elles touche la surface suivant une biquadratique gauche. En effet, un plan quelconque coupe Tune des quadriques, suivant une conique, la surface des ondes, suivant une quartique ; ces deux courbes devant se toucher en leurs points communs, n'en ont que quatre distincts. La courbe de contact de la surface avec la quadrique est ainsi du 4*" degré, et comme elle est rencontrée en deux points par les génératrices de la quadrique, c'est bien une biquadratique gauche.
Nous avons vu plus haut que la surface réglée du 4* ordre passait par les 16 points singuliers (et touchait les 16 plans singuliers). Ici cette surface se décompose en deux quadriques, je vais montrer que chacune d'elles passe par 8 points singuliers (et touche 8 plans singuliers).
En effet, considérons une bitangenle voisine de la droite D, et considérons le couple de quadriques qui lui correspond, soient Q\ et Q, ces deux quadriques Q, et Q, les deux quadriques primitives, Q'^ différant infiniment peu de Q^ passera par les mêmes points singuliers, les deux biquadratiques gauches suivant lesquels Q, et Q\ touchent la surface des ondes ne pouvant se couper en plus de huit points, ces points singuliers par lesquels passe Q, ne peuvent être au nombre de plus de huit. Il n'y en a pas non plus moins de huit, car sans cela Q, en contiendrait plus de huit, puisque Q, et Q, contiennent à elles deux les 16 points singuliers.
Nous allons maintenant étudier les quadriques dont nous venons de démontrer l'existence, voir quels sont les points singuliers que contient chacune d'elles, etc.
1** Il y a 30 systèmes de quadriques inscrites dans la surface des ondes, pouvant être associés deux à deux. Les génératrices de deux quadriques associées appartiennent aux deux mêmes congruences, et l'ensemble de deux quadriques associées contient les 16 points singuliers.
En effet, soient C, C, C^ C, C, C, les six congruences. Si nous considérons une droite de la congruence Ci et toutes des droites de Cj qui la rencontrent, nous formons, comme on l'a vu, deux
surfaces. L'une d'elles passe par un groupe A de 8 points singuliers, l'autre par un groupe B.
Ces deux surfaces Q^; Qn ont, d'après ce qui précède, leurs génératrices dans la congruence C, pour l'un des systèmes, dans la congruence C; pour l'autre système.
On verra comme ci-dessus, en faisant varier infiniment peu ces quadriques, que le mode de distribution des points singuliers en deux groupes A et B ne se modifie pas quand on fait varier ces quadriques en gardant les mêmes congruences.
A chaque combinaison d'une congruence avec une autre,
correspondent ainsi deux systèmes de quadriques. Il y a donc
6x0 en tout — ^- X 2 ou 30 systèmes.
On voit, en outre, qu'à chaque combinaison C,: Cj correspond un mode de distribution des 16 points singuliers en deux groupes de huit points.
2^ Le mode de partage des 16 points singuliers en deux groupes de huit points est défini par la proposition suivante :
Si une quadrique Q^ dont les génératrices appartiennent aux deux congruences d et C; passe par un point singulier P, les 8 points singuliers qu'elle ne contient pas sont dans les plans focaux de P par rapport aux deux complexes contenant ces congruences, et ne sont pas sur l'intersection de ces deux plans focaux.
En effet, soient I et J ces deux complexes, -t et kj les plans focaux de P par rapport à ces complexes. Comme par ces complexes la surface se transforme en elle-même, de ce qu'elle |)asse par P il résulte qu'elle touche -t et ry. Soit Q le foyer de -t dans le complexe J, qui est aussi le foyer de ;:; dans le complexe I. La surface Q/^qui touche -* passera par Q.
La surface touchant rj en un point a le coupe suivant deux génératrices Pa Qz, elle coupe de même -j suivant deux droites PpQ^, en sorte qu'on a un quadrilatère gauche aP^Q sur la surface, «et g varient évidemment quand la surface Q(/ varié dans le système dont elle fait partie.
Mais alors la surface ne saurait avoir dans les plans r.i rj, d'autres points fixes que P et Q, ce qui démontre la proposition énoncée.
3^ Comme application, considérons d'abord les deux complexes conjugués qui font correspondre à un point x y' r les deux plans :
ffz' — zy 4- ai(x — jr') = o yï — zy' — ai(x — x') = o
Ces deux plans se coupent suivant la droite :
x = af yz' — zy' = o
Prenons au hasard un point singulier, par exemple le suivant
ici: m
en conservant une notation admise antérieurement. Nous trouvons les deux plans focaux
Aax + Bby — Ccz = o — Aax -\- ]Mfy — Cxz = o.
Ces deux plans contiennent le point singulier donné et son symétrique par rapport à Torigine.
Les 8 points qui ne sont pas sur la quadrique passant par le point singulier choisi sont :
_^ icC , ùiX
, tfrB , mA
Les points qui sont exclus sont donc ceux qui sont contenus dans le plan y — o et dans le plan r = o.
Les points non exclus sont dans le plan .r = o et à l'infini.
Nous pouvons dire, en introduisant le tétraèdre T formé des plans de coordonnées et du plan de Tinfini :
Les qtmdriques qui ont leurs qénéralrices dans deux complexes conjuijués pasrxnt par tous les points singuliers situés dans deux des faces du tétraèdre T.
Envisageons maintenant les quadriques dont les génératrices appartiennent à deux complexes non conjugués.
Par exemple prenons les complexes pour lesquels le point x'y'z correspond aux plans :
ai(x — x) + yz' — zxf •=-0 bi(y — y') + zx' — xz* =
partons toujours du même point
icC ibB
il admet pour plans focaux
kax + Bel/ — Ccz = ky — Bar — wC = 0.
Cherchons comme précédemment les points exclus et les points non exclus.
Un point sera exclu s'il est dans l'un des deux plans précédents sans être dans l'autre.
Les points exclus du plan des yz sont :
_^ %cC tèB
il y en a deux ; on voit de même qu'il y a deux points exclus dans chacun des plans de coordonnées.
A l'infmi les points exclus sont:
Ainsi : Si les génératrices d'une surface appartiennent à deux complexes non conjugués, cette surface contient deux points singuliers dans chaque face du tétraèdre T.
Nous avons vu précédemment que les bitangentes à la sur-
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face des ondes formaient six congruences de 2"" ordre et de 2^ classe. Chacune d'elles fait partie d'un complexe linéaire. Je vais montrer qu'elle peut être considérée comme Tintersection de ce complexe linéaire avec un complexe tétraédral.
Je m'appuierai sur la proposition suivante :
Les droites qui rencontrent deux rayons correspondants de deux faisceaux homographiques forment un complexe linéaire, si la droite joignant les sommets des deux faisceaux est en même temps Tintersection de leurs plans et se correspond à elle-même dans les deux faisceaux. Elles forment, dans le cas contraire, un complexe tétraédral.
Considérons, en effet, en premier lieu, les droites rencontrant deux rayons correspondants de deux faisceaux homographiques. Nous supposons que les sommets des faisceaux sont P et Q, que leurs plans se coupent suivant PQ et qu'au rayon PQ du premier faisceau correspond le rayon QPdu second.
Soit M un point de l'espace. Cherchons le lieu des droites passant par M et rencontrant deux rayons correspondants P^ et Qa. Les plans PpM, QaM forment deux faisceaux homographiques, et comme au plan PMQ du premier correspond le plan QxMP du deuxième, le lieu de la droite d'intersection de ces deux plans est un plan.
Les droites passant par M étant dans un même plan, le lieu des droites est un complexe linéaire .
En second lieu, considérons les droites rencontrant deux droites correspondantes de deux faisceaux homographiques quelconques.
Soient P et R les sommets, les droites correspondantes Pm Rm' coupent l'intersection des plans des deux faisceaux en M et M', qui sont homographiques, soient Q et S les points doubles de ces deux divisions homographiques, de sorte que PQ et RQ, PS et RS soient des couples de rayons correspondants.
Soit une droite qui coupe PM en p, RM' en «, le plan PRQ en Y, le plan PSR en s. Le rapport anharmonique (a^ys) est égal à celui des quatre plans PRa, PRp, PRr, PRa ou à (M'MQS), il est
donc constant, ce qui démontre que la droite ap est une droite d'un complexe tétraédral .
Revenons à la surface des ondes. Soit P Tun des points singuliers. Q sera dit associé de P dans Tun des six complexes, si PQ est rintersection des plans focaux de P et de Q dans ce complexe. Pour fixer les idées, appelons ce complexe le premier complexe. Les plans focaux :; et t:' de P et de Q se coupent suivant PQ. n' est le plan focal de P et î: le plan focal de Q dans un second complexe.
Considérons une droite Qa du plan - passant par Q ; c'est une droite du deuxième complexe. Les droites du premier complexe rencontrant Qa engendrent une seule quadrique, l'autre se décomposant dans les deux plans 7: et r: .
Cette quadrique coupe tous les plans singuliers qu'elle touche suivant deux droites, une du premier complexe, une du deuxième Toutes ces droites forment donc, quand la quadrique varie, des faisceaux homographiques entre eux.
Considérons une droite de la première congruence II résulte de ce qui précède qu'en joignant les points où elle coupe tous les plans singuliers, à tous les points singuliers de ces plans, on obtient des faisceaux homographiques, les droites de ces faisceaux font partie des différentes congruences.
Soit P un point singulier, Q son associé, k et n' les plans focaux de P et Q dans la première congruence, P sera foyer de 7:', Q foyer de 7: dans une autre congruence. Dans ce cas, les droites rencontrant Qa et Pp forment un complexe linéaire. (C'est nécessairement le premier complexe).
Si, au contraire, on considère deux faisceaux homographiques qui n'ont pas pour sommets deux points associés, les droites qui rencontrent deux droites correspondantes de ces deux faisceaux, forment un complexe tétraédral et la première congruence est contenue dans ce complexe.
Un point a 5 associés et 10 non associés, d'où il suit qu'il y a 40 couples de points associés et 80 de non associés.
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Nous allons nous occuper des propriétés d'un des 30 systèmes de quadriques, et des biquadratiques suivant lesquelles ces quadriques touchent la surface des ondes.
Caractéristiques des systèmes : 1« par un point donné il passe deux quadriques de Tun des systèmes, et il y a de même deux quadriques touchant un plan donné.
En effet, par un point donné passent deux tangentes doubles appartenant à lacongruence d, soient Ai et Bû Chacune d'elles fournit deux surfaces, ce qui fait quatre ; sur ces quatre, il y en a deux appartenant à un système, les autres au système associé. Démonstration corrélative pour les plans.
2° 11 y a quatre quadriques de chaque système qui touchent une droite donnée. En effet, soit D une droite, M un point de cette droite. Soit a une droite de la congruence C* passant par M, A' une droite de la congruence Cj située dans le plan Da, et coupant D en M', au point M correspondent deux droites a, à chaque droite a deux droites a', de sorte que, à chaque point M correspondent quatre points M'. — D'après le principe de Chasles, il y a alors huit points M qui coïncident avec leurs correspondants, et par suite huit quadriques touchant la droite donnée, et dont les génératrices appartiennent aux congruences C^ Ce- Comme ces quadriques forment deux systèmes, il y a quatre quadriques dans chaque système.
Ce raisonnement serait en défaut, si, dans les systèmes il y avait des plans doubles, mais il n'y en a pas, car les huit points fixes par lesquels passent les quadriques d'un système ne sont pas situés dans un même plan.
S*" 11 y a dans chaque système quatre quadriques qui sont des couples de plans singuliers. Nous avons vu que les points exclus d'un système Qu sont situés dans deux plans singuliers TÂTj sans appartenir à leur intersection. Comme ces points sont les points par où passent les quadriques du système associé Qji on voit que le système de plans m rj appartient au système Qji. Maintenant P et Q sont deux points exclus du sys-
tème Qji associés dans la congruence I, il y a trois autres cou pies de points associés exclus de Qji (puisqu'il y a en tout huit points exclus de Q;e ). Cela fournit trois autres couples de plans. 11 y a donc bien en tout quatre couples de plans singuliers faisant partie du système.
On a aussi le théorème corrélatif.
Si Ton considère les quatre points singuliers apyo situés dans Tun des plans t:^::; ; les quatre couples de plans singuliers sont évidemment : 1« Le couple m kj ; 2« un couple de plans passant un plan par a?, un autre par ys ; 3° deux plans passant Tun par ayr l'autre par pa ; 4^ un plan passant par aS et un autre par p^-
4« L'équation générale des quadriques de l'un des systèmes est de la forme
(1) /«F + Xy-h-^ = o
F^^ étant trois polynômes du second degré convenablement choisis.
Cette proposition peut paraître évidente : mais pour éviter toute objection, nous allons en donner une démonstration.
Soient f, = o f^ = o f^ = o, trois quadriques contenant les huit points singuliers communs à toutes les quadriques du système que l'on considère, mais ne se coupant pas suivant la même biquadratique.
L'équation générale des surfaces passant par les huit points sera :
En exprimant que cette surface touche la surface des ondes, on n'aura à écrire qu'une seule relation, puisqu'il doit rester un paramètre. Cette relation sera homogène du deuxième degré en otpv, puisque par un point donné il doit passer deux surfaces, cette équation du deuxième degré représentera une conique, et comme cette conique est une courbe unicursale, «p^ seront des fonctions d'un paramètre > :
« = AX* + B> + C S = A'À» + B'). + r; V = A"X* + B"> + C"
En sorte que si Ton pose :
y = B/;+B7, + BY.
.| = cf, + C'A + CY.
Téquation a/; + /3/; + y/; = o deviendra :
Corrélativement, l'équation tangentielle des surfaces de l'un des systèmes est de la même forme^
Corollaire : L'équation de la surface des ondes, enveloppe de ces surfaces, peut s'écrire :
5** G = H = étant deux surfaces (choisies arbitrairement) de l'une des séries, et H un polynôme du second degré convenablement choisi, l'équation générale des surfaces de la série est :
u}G + ue + H = 0.
En effet, puisque les surfaces G = o H = o sont de celles représentées par l'équation (1), on peut écrire :
(ï = a*F + or/f T" y^'i*
dans l'équation (1) remplaçons i par ^^^-^g on voit que, après
avoir chassé les dénominateurs, le coefficient de a» est G, et le terme indépendant est H, ce qui démontre la proposition.
En particulier, soit P = o Q = o deux plans passant par les huit points singuliers du système, R = o S = o deux autres pareils plans. L'équation générale peut s'écrire ;
u}PQ + 'J") + RS =
L'équation de la surface des ondes sera :
fi* — 4PQRS = 0.
La surface des ondes est donc aussi Tenveloppe des surfaces:
u«PR + ae + QS =
et
a*PS -I- /^e + QR = 0.
Le même polynôme suffit donc à trois séries de surfaces. Ces trois séries sont caractérisées par ce fait que les points singuliers par lesquels elles passent sont situés dans les quatre mêmes plans. P z=zO Q=zO R = o S = o. Ces plans forment un tétraèdre dont chaque arête contient deux points singuliers ce qui fait douze points. Pour la première surface, elle passe par les huit points suivants : ceux qui sont situés dans les plans Pz=o Q=zO sans être sur leur intersection, et ceux qui sont situés dans R = 8 = sans être sur leur intersection. Et ainsi des autres surfaces.
Voyons combien il y a de ces tétraèdres. F = Q = sont deux plans singuliers quelconques. R m est un plan singulier ne passant par aucun des points singuliers situés à l'intersection de F = Q = 0, or, par chacun de ces points il passe quatre autres plans, il y a donc pour chaque groupe FQ huit plans qui ne peuvent servir de plans R. Les trois plans F, Q, R étant choisis, le plan S = ne doit passer par aucun des points singuliers situés sur les arêtes du trièdre FQR, ce qui exclut douze plans qui ne peuvent servir de plans S. Il y a
en tout — ^ \-^o l -—-- = ^^ tétraèdres de cette espèce.
Ces tétraèdres se nomment tétraèdres de Gôpel. (Humbert, Mémoire cité). Nous dirons que les surfaces des trois séries appartiennent au même tétraèdre de Gôpel. Nous reviendrons sur ces surfaces un peu plus loin . Cependant nous allons démontrer la pro()osition suivante :
Si deux surfaces appartiennent à un même tétraèdre de
Gôpel, les génératrices de Tun des systèmes de l'une et les génératrices de Tun des systèmes de l'autre ne font jamais partie de la même congruence.
En eflet, Tune des deux surfaces appartient à un système de quadriques dont font' partie les plans P=o Q = o, ; Tautre appartient à une série de quadriques parmi lesquelles se trouve le couple de plans P = o R = o.
Soit Ci Tune des congruehces dont font partie les génératrices d'un système de la'première quadrique. Les droites de C^ situées dans le plan P = o passent par le foyer de P dans le i^™^ complexe.
Soit Cfc Tune des congruences dont font partie les génératrices de la deuxième quadrique. Les droites de Ck situées dans le plan P = o passent par le foyer de P dans le A*^^"'*' complexe.
Si Ton avait i = A, le foyer de P dans le î^""® complexe coïnciderait avec le foyer de P dans le k'^^^. Or, c'est impossible. En effet, l'un d'eux est sur l'intersection de P = o avec Q = o l'autre sur l'intersection de P = o avec R = o. Si ces deux foyers coïncidaient, ils seraient à l'intersection de P = o Q = o R = 0. Or, ce point n'est pas singulier.
Nous démontrerons un peu plus loin la réciproque de ce théorème.
Voici quelques propositions relatives aux biquadratiques suivant lesquelles les quadriques touchent la surface des ondes.
I. — Deux biquadratiques appartenant à deux surfaces de la même série, c'est-à-dire passant par les mêmes huit points singuliers, sont toujours sur une même surface du deuxième ordre.
Faisons en effet passer une surface du deuxième ordre par l'une des biquadratiques et un point de l'autre ; cette surface contiendra la seconde biquadratique, car elle a neuf points communs avec elle.
IL — Toute quadrique passant par une biquadratique coupe la
surface des ondes suivant une deuxième biquadratique passant par les mêmes huit points singuliers.
En «ffet, soit P un point commun à la surface des ondes et à la quadrique donnée, et qui n'est pas situé sur la première biquadratique. Par ce point passe une surface circonscrite à la surface des ondes, passant par les mêmes points singuliers de la surface des ondes.
III. — Deux biquadratiques n'appartenant pas à la même série, c'est-à-dire ne passant pas par les mêmes 8 points singuliers ne sont jamais sur une même quadrique.
Car une quadrique contenant la 1" biquadratique coupe la surface des ondes suivant une biquadratique passant par les 8 points singuliers de la première. Elle ne peut donc coïncider avec la seconde qui ne passe pas par ces 8 points.
IV. — Deux biquadratiques qui ont p points singuliers communs
se coupent, en outre, en dehors de ces p points en ^ (8 — p)
autres points.
Par la V^ r de ces deux biquadratiques faisons passer une surface du 2® ordre S qui coupe la surface des ondes suivant une seconde biquadratique i'.
Par la 2® a des deux biquadratiques données, faisons également passer une surface du 2^ ordre T, qui coupe la surface des ondes suivant une autre biquadratique w
Les 2 surfaces S, T et la surface des ondes se coupent en 16 points, \esp points singuliers delà surface des ondes comptent pour 2 (étant points doubles de l'une des surfaces). li en reste alors 16 — 2p, mais quand S devient inscrit à la surface des ondes r venant se confondre avec r, ces points viennent se confondre 2 à 2, il en reste 8 — p distincts, enfin si T devient
à son tour inscrit dans la surface des ondes, ces 8 — p se con-
fondent à leur tour 2 à 2, il en reste donc ^ (8 — p) distincts,
ce qui démontre notre proposition.
POINTS SINGULIERS COMMUNS AUX QUADRIQUES DES 30 SÉRIES
1® Deux quadriques de la même série ont huit points singuliers communs, et deux quadriques de deux séries associées n'ont aucun point singulier commun. Cette proposition résulte de tout ce qui précède.
2® Deux quadriques de deux séries différentes et non associées ont toujours quatre points singuliers communs, et deux cas sont à distinguer selon que ces 2 quadriques ont chacun un système de génératrices rectilignes dans la même congruence, ou non.
Considérons deux quadriques S et T non associées, elles ont certainement des points singuliers communs, sans quoi elles seraient associées.
Je suppose d'abord que les génératrices de Tun des systèmes dans ces deux quadriques appartiennent à une même congruence C^ ; je nomme C, C, les congruences contenant les autres systèmes de génératrices de S et T respectivement.
Soit P un point singulier commun aux deux surfaces, ;:, ;:, n, les plans focaux de P dans les 3 complexes 12 3, ces plans focaux forment un trièdre de sommet P.
Les points exclus d'une surface étant les points situés dans les plans focaux de P, sans être sur leur intersection, on voit que les points autres que P situés, soit sur les arêtes, soit dans les faces du trièdre en question, sont exclus. Or, sur chaque arête il y a un point et dans chaque face (en dehors des arêtes) 3 points; il y a donc 12 points exclus, c'est-à-dire n'appartenant pas à la fois aux deux surfaces. Il reste, par suite, 4 points communs.
Supposons maintenant que la 1" surface ait ses génératrices rectilignes dans les congruences C^ et C„ la seconde dans deux autres congruences C, et C,. P étant toujours un point commun aux 2 surfaces, soient -, t:, r,, t., ses 4 plans focaux .
Sur l'intersection de r., et de j:, il y a un point singulier A,
de même sur r,^ r,^ un point B. Sur r,,-^ -^n, n,-, ^.^r,^, il y a des points singuliers CDEF. Enfin, dans chacun des 4 plans il y a deux points en dehors des points déjà cités. Les points A et ti ne sont exclus pour aucune des 2 surfaces, les 12 autres points sont exclus au moins de Tune d'elle, il reste donc 4 points communs.
A une surface donnée correspondent 4 x 3 ou 12 séries de surfaces dont les génératrices n'appartiennent pas aux mêmes congruences que celles de la proposée. Les surfaces appartenant à un même tétraèdre de Gôpel que la proposée sont dans ce cas comme on Ta vu. Pour démontrer la réciproque, il suffit de démontrer qu'il y a aussi 12 séries de surfaces ayant, avec la proposée, un même tétraèdre de Gôpel.
Or, soient PQ, RS, TU, VW, les quatre systèmes de 2 plans qui appartiennent à la même série que la surface proposée. Ces systèmes forment 6 tétraèdres de Gôpel (nombre de combinaisons de ces 4 couples deux à deux.
Chacun de ces tétraèdres donne lieu, comme on l'a vu à deux séries de surfaces autres que celle dont on est parti. Cela fait bien douze séries. La proposition est donc démontrée.
INTERSECTIONS MUTUELLES DES SURFACES DES DIFFERENTES SERIES
1° Surfaces de la même série. Deux surfaces de la même série ayant huit points communs, leur intersection passe par ces 8 points. Elle ne présente, en général rien de particulier.
Soient :
À^PQ + /H + RS = a»PQ + uH + RS =
les équations de deux surfaces de la même série ; Télimination de H donne :
y.uPQ — RS =
donc rintersection de 2 surfaces quelconques d'une série est toujours située sur une 3* surface passant par le quadrilatère gauche fixe, dont les côtés consécutifs sont :
2° Surfaces de deux séries associées. Deux surfaces de deux
séries associées se coupent suivant un quadrilatère gauche.
On peut s'appuyer pour la démonstration, sur ce que les
deux surfaces n'ayant aucun point singulier commun, leurs
g lignes de contact avec la surface des ondes se coupent en ^
ou 4 points. En ces 4 points, les surfaces se touchent, ce qui exige qu'elles se coupent suivant un quadrilatère gauche. Il est visible, du reste, qu'en chacun de ces points, passent deux bitangentes (une de chaque congruence) commune aux deux surfaces.
Le raisonnement suivant ne s'appuie pas sur le nombre des points d'intersection des 2 biquadratiques de contact.
Désignons toujours par C, et C, les- congruences auxquelles appartiennent les génératrices des deux surfaces, par S et T ces surfaces.
Soit M un point commun à S et T, D^ ^, les deux droites de la congruence C^, D, a, les deux droites de la congruence C„ qui passent par M. Par M passe une autre surface S' de même série que S et une T de même série que T.
Comme S et S' ne se coupent pas suivant des droites, il faut admettre que si D, et D, sont sur S, a, et a, sont sur S' ; alors pour les droites situées sur T, il faut choisir l'une des combinaisons D, A, ou D, A, ; dans les deux cas T aura avec S une première génératrice commune. Cette génératrice, que nous pouvons supposer appartenir à la congruence C, touche la surface des ondes en deux points A etB, par A passe une droite de la congruence C,, évidemment commune aux deux surfaces; de même par B. Le reste de l'intersection est alors certainement une droite de C,.
Les quatre sommets ABCD du quadrilatère gauche commun aux deux quadriques se déduisent de A comme il suit : B est le foyer du plan tangent en A à la surface des ondes par rapport au l^'' complexe ; D est le foyer du même plan dans le 2"^ complexe; enfin, C est le foyer du plan tangent en B dans le 2^ complexe, ou du plan tangent en D dans le ^*^
Surfaces dont les génératrices appartiennent à la même congruence pour un seul système seulement.
Nous avons vu précédemment que ces surfaces ont quatre points singuliers communs. Dès lors, leurs courbes de contact avec la surface des ondes n^ont que deux points communs A et B. Par A passe une droite de la congruence C, (congruence commune) qui appartient évidemment aux deux surfaces. Dès lors, le point D est le point où cette droite coupe de nouveau la surface des dndes. Les deux surfaces ayant ainsi une génératrice commune AB se coupent suivant une cubique gauche.
Surface dont les deux systèmes de génératrices appartiennent à des congruences différentes.
Deux surfaces de cette espèce ont en commun, quatre points singuliers, comme nous l'avons vu. En dehors de ces points, leurs courbes de contact avec la surface des ondes ont deux points communs A et B ; en ces points nos deux quadriques sont tangentes, et comme elles n ont pas de génératrices communes, elles se coupent suivant deux courbes planes.
On peut aller plus loin, en considérant 3 surfaces appartenant au même tétraèdre de Gôpel. (Voir Humbert, Mémoire cité).
Considérons les 3 surfaces )
A = >«QR + /(-) + PS
(1) B 1= a«RP + .C/.W + QS = o
c = v>PQ -h Ih -h RS =
si Ton élimine h entre les deux dernières équations on trouve que les deux dernières quadriques se coupent suivant deux courbes planes situées dans les deux plans.
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(2) :^R — vQ = ; uvP — S -
de même la r*= et la 3* se coupent suivant deux courbes planes situées dans les plans :
(3) vP — m = ; v>.Q — s =
enfin la première et la seconde se coupent suivant deux courbes planes situées dans les plans.
(4) ).Q — ^P = ÀaR — s =
on peut remarquer d'abord que les trois premiers plans (2) (3) (4) se coupent suivant une même droite :
Les six plans passent d'ailleurs par le point, pour lequel on a :
Ainsi les trois cordes de contact de ces trois surfaces prises deux à deux sont concourantes.
Il est facile de montrer de plus que ces trois surfaces sont circonscrites à une même quadrique.
On voit sans difficulté que si Ton pose
T = uvP — vXQ — VR + S
Texpression — i^x A + T* ne change pas quand on y permute simultanément hxy et PQR. Si on appelle V cette expression, Téquation A = opeut s'écrire V — T' =o.
Si Ton pose de môme
T' == — avP + v>Q — luR + S T" = — avP — vXQ + >aR + S
les équations B = o C = o s'écriront respectivement :
en sorte que nos trois surfaces sont circonscrites à la quadrique
V=:o. Les plans des trois courbes de contact sontT = o T=o
ÉTUDE PAimcnLlÈRE DES QUADRIQUES RÉEJ.LES
Les cjuadriques dont les génératrices appartiennent à deux complexes imaginaires non conjugués ont des équations à coefficients imaginaires, car en changeant i en — i ces quadriques doivent se changer en d'autres dont les génératrices appartiennent aux complexes conjugués des deux premiers et, par conséquent, ne se changent pas en elles-mêmes.
Nous allons étudier, d'une façon plus spéciale, les quadriques ayant leurs systèmes de génératrices dans deux complexes imaginaires conjugués.
Nous prendrons, par exemple, les deux complexes qui au point xyz font correspondre les deux plans.*
ai[x — x'] -f yz' — zy'- = o — ai\x — x'] + yz' — zy' = o
Nous savons déjà quels sont les points singuliers par lesquels passent les quadriques de chacun des deux systèmes considérés. L'un des systèmes contient les points singuliers du plan x = o et du plan de l'infini, l'autre contient les points singuliers situés dans les plans j/ = o z~o.
D'où le théorème suivant. Les quadriques de l'un des systèmes sont toutes de révolution, les quadriques de l'autre système ont toutes mêmes directions de plans cycliques, à savoir les directions de plans cycliques de la quadrique
En effet, les quadriques de l'un des systèmes ne passant pas par aucun point singulier à l'infini sont toutes bitangentes au cercle de l'infini, c'est-à-dire de révolution. Les autres passent par les 4 points où l'ellipsoïde aV + by + ^'-* — K = o coupe
le cercle de rinfini. Elles ont donc mômes directions de plans cycliques que cet ellipsoïde.
Les quadriques de révolution sont toutes concentriques à la surface des ondes, et leurs axes sont dans le plan x^o, les quadriques à plans cycliques fixes ont toutes leurs centres sur OX et leurs plans principaux parallèles aux plans de coordonnées.
Considérons d'abord les surfaces de révolution. Les huit points par lesquels elles passent étant deux à deux symétriques par rapport à Torigine, il est clair que l'origine doit être le centre. Ces 8 points étant symétriques deux à deux par rapport au plan de coordonnées x=:n qui ne les contient pas, ce plan doit être un plan principal. Ce n'est pas le plan équateur de la surface, caria section de la surface par ce plan ne rencontre pas le cercle de Tinfini, c'est donc un plan contenant les axes de toutes les surfaces.
Considérons maintenant les quadriques à plans cycliques fixes. Comme elles coupent le cercle de Tinfini, en quatre points fixes, leurs directions principales sont fixes. Ce sont celles du cône aV + b'if + c'z' = o, c'est-à-dire celles des axes OX OY OZ. Comme les quatre points singuliers du plan x = () sont symétriques deux à deux par rapport à OY et à OZ, deux plans principaux passent par ces droites. OX est donc un axe, et le centre est sur OX.
Nous allons chercher les équations de ces surfaces, en commençant par celles qui sont de révolution.
Prenons une surface passant par les quatre points singuliers à Tinfini, et ayant son centre sur OX.
Exprimons que cette surface est coupée par le plan x = o aux quatre points situés sur les deux courbes
on voit sans peine qu'il faut que on a alors Téquation :
Il ne faut plus alors qu'une seule condition pour exprimer que celte surface est circonscrite à la surface des ondes. Écrivons, par exemple, que sa section par le plan j^=:o touche le cercle x* + y* =c\
Faisons z = o dans Téquation de la surface ; remplaçons ensuite if par c' — x' et écrivons que Téquation en x ainsi obtenue à une racine double. On trouve sans peine
comme x est un paramètre arbitraire qui peut être positif ou négatif on peut écrire sans mettre de double signe.
on a alors Téquation cherchée
Le résultat obtenu est susceptible d'une vérification immédiate, car l'enveloppe de ces quadriques s'obtient de suite et l'on retrouve la surface des ondes.
Il n'est pas sans intérêt de former l'équation tangentielle de ces quadriques, pour constater qu'elle a une forme analogue. On trouve sans peine :
en posant pour abréger
On pourrait procéder d'une façon analogue pour trouver l'équation des surfaces de révolution, mais il vaut mieux faire
une transformation changeant les surfaces précédentes dans celles que nous cherchons.
On peut poser :
_ iby* ta,r' ah
puis, pour éviter les imaginaires et ne pas détruire la symétrie de Téquation, on posera:
On trouvera alors, après un calcul facile, en posant toujours pour ahréger :
K = ^/(a» — lr-)(a^ —c-) a'(\ -f- ;z«)x« + (a* -h by)y* + (c* -h ay)z' — a»(c« + hy) — 2yK//v =p
OU en mettant en évidence que la surface est de révolution.
Remarque. — Les équations précédentes sont mises sous une forme où il n'entre pas d'imaginaires quand K' est positif, c'est-àdire quand a n'est pas l'axe moyen. Si a est Taxe moyen il faudra pour avoir des coefficients réels, changer x en i\ et a en ?>.
On peut encore faire, relativement aux surfaces de révolution la remarque suivante :
La méridienne de cette surface, dans le plan x = o touche le cercle de rayon a de ce plan en deux points A et A' qui sont évidemment des sommets de la surface, c'est-à-dire les extréniités de l'axe de révolution. Le lieu de ces sommets est donc ce cercle, et l'axe de révolution conserve une longueur constante.
(jéiiératrices rectilignes. — Je vais chercher les génératrices rectilignes des surfaces à plans cycliques fixes. Cela fournira
une vérification a poUériori, de ce fait, que ces génératrices sont dans une congruence de 2*" ordre, et ce qui est plus intéressant, cela fournit les coordonnées d'une droite de cette congruence en fonction de deux paramètres.
En employant la méthode ordinaire de décomposition en carrés, après avoir multiplié toute Téquation par a^ — ^*^\ on trouve sans difficulté les équations d'une génératrice sous la forme :
x(a^ — A») — /K + aj/(>"— ;'■)"( c« — à») = t|/a« ~T»[.v/6« — X' + û/c^"^ /»]
a?(a» — A«) — àK — a/("S« — ).«)(c« ~ )}) = ->/a* - l^[y\/b^ — X* — t-îj/c* — )}]
en changeant! en — i on trouve les génératrices du second système.
On peut vérifier facilement que la génératrice dont nous avons écrit les équations est dans le complexe r, + air, = o.
Les fonctions elliptiques permettent de simplifier les formules que nous venons de donner pour une génératrice.
Supposons b>c
Posons : ^ i/a» — >.* = 6», - = swa, .et ? = «
on aura alors :
[/b^ — >• = b[/i — fe's/ivr= 6dn«,
en sorte que nos deux équations s'écriront :
a?* [a* — c*sw*a] — Kcsrux. -\- abecnrydnv. = Q[bydnu. -\- iczcîirx] x*[a^ — c'sn*aj — Kcs/i« — abccnuduv. = [bydfiK — icjc/i«] .
On voit ainsi que les coordonnées d'une génératrice sont des fonctions uniformes de deux paramètres a et o.
Mais si l'on veut passer aux droites des autres congruences, on est obligé de changer la nature des fonctions elliptiques.
Nous trouverons plus tard d'autres moyens d'exprimer les coordonnées des droites des congruences en fonction de deux paramètres, par les fonctions elliptiques.
Biqiiadratiques de contact. — Je considère d'abord les surfaces ayant leurs directions de plans cycliques fixes. Pour avoir les équations de la biquadratique de contact, il faut prendre la dérivée de l'équation de la quadrique par rapport à \ et par rapport à un paramètre introduit pour rendre cette équation homogène.
On trouve ainsi, pour les équations de la biquadratique:
^ a*x* + b*y* + c*z* — fc«c« — iKx = o.
Ces équations montrent que la courbe considérée est sphérique, et qu'elle se projette sur les plans de coordonnées y=o jzzio suivant 2 coniques. Ceci, d'ailleurs, était à prévoir, puisque la courbe passe par les points singuliers situés sur le cercle de l'infini, et qu'elle est symétrique par rapport aux plans
Si nous considérons les surfaces de révolution, nous trouvons pour les équations de la biquadratique de contact :
a*fa?* + î/* — c»] + c*z* — uKyz = o a'(j* + a?« — h*) + hY — -^^ = o.
Cette courbe, comme il était à prévoir, est symétrique par rapport à l'origine et au plan des yz. Sa projection sur ce plan est une conique. Le cône ayant pour sommet l'origine et contenant la courbe est du 2* ordre.
COMPLEXES DU 2"" ORDRE AYANT POUR SURFACE DES SINGULARITÉS
Généralités sur les complexes du 2^ ordre
Nous allons nous servir, dans ce qui suit, de propriétés générales des complexes qui sont bien connues et que Ton démontre en général par l'analyse. Nous en donnerons des démonstrations géométriques.
Considérons une droite D du complexe, un point A sur cette droite. Le cône du complexe de A contient D, soit :: le plan tangent à ce cône le long de D. Si on coupe le cône par un plan passant par D et voisin de n. ce plan coupe le cône suivant D et une droite a voisine de D, coupant D en A. Ces deux droites sont tangentes en des points voisins de A à la courbe du complexe du plan Da. On en conclut que la courbe du complexe du plan r. touche D en A .
La correspondance entre A et ^ sur la droite D est une correspondance homographique ou corrélation de Chasles, puisqu'à un point A correspond un seul cône du complexe, donc un seul plan tangent, et à un plan j: une seule courbe du complexe, donc un seul point de contact.
Les points et les plans focaux de ces points sur une droite D, par rapport à un complexe linéaire, déterminent aussi sur la droite une corrélation de Chasles. Si cette corrélation est la même que celle déterminée par le complexe proposé, on dit que le complexe linéaire est tangent au complexe proposé le long de la droite.
Une relation d'homographie :
A\a + BX + Cu H- D =
peut être singulière, c'est-à-dire se mettre sous la forme :
Ml — ^o)(i^ — ."•) = 0.
La condition, pour qu'il en soit ainsi est : BC — AD = o.
S'il en est ainsi à toutes les valeurs de >, correspondra toujours la même valeur ao et à toutes les valeurs de u la même valeur lo.
Une droite d'un complexe est singulière si la corrélation de Chasles sur cette droite est singulière. Alors, à tout point A de la droite correspond le même plan r.o et à tout plan r le même point Ao.
Il y a des complexes dont toutes les droites sont singulières, ce sont ceux qui sont formés des droites tangentes à une même surface. Nous supposons que ce ne soit pas le cas. Gomme il ne faut qu'une seule condition pour que une droite soit singulière, on en conclut que les droites singulières forment une congruence dans le complexe.
Considérons une droite singulière D, si à un point de cette droite correspond d'autre plan que le plan ^o, c'est que ce point est le point Ao, et de même si à un plan correspond un autre point que Ao, c'est que ce plan est le plan r.o-
Or, une droite singulière D faisant partie d'une congruence, touche en deux points M et \V la surface focale de cette congruence. Par M passe un élément de développable et l'on peut supposer que M est le point de concours de deux tangentes infiniment voisines D et D', le plan DD' est, comme on sait, le plan tangent en M' à la surface focale. De même M' peut être considéré comme le point de concours de deux droites singulières' infiniment voisines DD", dont le plan est tangent en M à la surface focale .
Le plan tangent au cône de sommet M, plan correspondant de M dans la corrélation singulière, est le plan DD', le plan tangent au cône de sommet M' est le plan DD", ces deux ptens DD' DD" étant différents, l'un d'eux n'est pas le plan ro ; si DD" n'est pas le plan r.o, c'est que M est le point Ao, dé même. M' n'étant pas le point Ao, le plan DD' est le plan 7:0.
Donc, le lieu du point Ao, sur toutes les droites singulières, est l'une des nappes de la surface focale, le plan tangent en A^ à cette surface est le plan no.
Ce théorème sur l'identité du lieu du point A^ et de l'enveloppe du plan zo est le théorème de Pash.
Supposons maintenant que le complexe soit du second ordre. Le plan tangent au cône du complexe en Ao étant indéterminé, ce cône se décompose en deux plans passant par la droite D. De même la courbe du complexe en 7:0 se décompose en deux points situés sur D.
Considérons une droite a n'appartenant pas au complexe. Soit A un point de la droite ; par la droite a, on peut mener deux plans tangents au cône de sommet A ; au point A on fait ainsi correspondre deux plans r.. Inversement, soit r. un plan passant par la droite ; il lui correspondra deux points A où la conique du complexe située dans le plan r. rencontre a.
Outre cette correspondance de points à plans sur la droite, on peut définir une correspondance de point à point et une correspondance de plan à plan. Deux points A se correspondront, s'ils ont le même plan correspondant ::, deux plans :: se correspondront, s'ils ont le même point correspondant A. Ces correspondances sont biquadratiques. Au point A, par exemple, correspondent deux plans ;:, à chacun d'eux correspond le point A et un autre point, cela fait donc deux points correspondant au point A. On voit de même qu'à un plan n correspondent deux autres plans.
On déduit de là Tordre et la classe de la surface des singularités ; en effet, il y a quatre points A qui coïncident avec un de * leurs correspondants, en ces points, le cône du complexe doit contenir a ou se décomposer, il ne peut contenir a qui n'appartient pas au complexe. Donc, il se décompose. Ces quatre points sont donc sur la surface des singularités qui est ainsi du quatrième ordre ; on voit de même qu'elle est de quatrième classe.
Considérons un plan quelconque P, il coupe la surface des singularités suivant une courbe 2, soit C la conique du complexe dans le plan P, M un point commun à C et à 2. En ce point, la droite du complexe, tangente à C, touche aussi 2,
d'après ce qui précède. C et 2 sont donc tangentes en tous les points où ces courbes se coupent. Cela fait quatre points de contact.
En passant à la limite, on voit que si C se décompose en deux points, ces deux points sont sur 2.
Corrélativement, le cône du complexe d'un point quelconque touche la surface des singularités en quatre points. Si ce cône se décompose en deux plans, ces deux plans sont tangents à cette surface.
Une droite singulière touche la surface des singularités et la coupe en outre en deux points. La conique du complexe située dans le plan tangent au point où la droite touche la surface, est alors l'ensemble de ces deux points, de même le cône du complexe du point de contact de la droite se compose des deux plans tangents menés par cette droite à la surface des singularités.
Soit D une droite singulière. Considérons un plan passant par D et voisin du plan ^o- H coupe la surface des singularités suivant une courbe 2 tangente à D au point Ao, La conique du complexe est très aplatie, et touche 2 en quatre points, savoir le point Ao ; un point A'„ qui viendra coïncider avec A© quand le plan considéré deviendra le plan no ; et deux points qui, dans les mêmes conditions, deviendront les deux points où D perce de nouveau la surface. Soient P et Q ces points. La tangente en A'o coupe la tangente en Ao en S, point qui, à la •limite, est le point où D touche la seconde nappe de la surface focale de la congruence des lignes singulières. La droite AoA'o étant la polaire de S par rapport à la conique du complexe, on a, en passant à la limite, le théorème suivant.
Le point S, où D touche la deuxième nappe de la surface focale, est le conjugué harmonique de Ao par rapport aux deux autres points où D coupe la surface singulière.
Corrélativement, le plan tangent en S à cette seconde nappe est conjugué du plan no par rapport aux deux plans tangents à la surface singulière, menés par D .
Ce théorème fournit une propriété de la deuxième nappe de
la surface focale. Cette deuxième nappe a reçu le nom de surface accessoire. (R. Sturm, Linien géométrie, tome IlL page 36.)
On peut déterminer Tordre et la classe de la surface accessoire, par les considérations suivantes.
Par un point de Tespace passent quatre droites singulières, qui sont les droites joignant ce point aux quatre points où le cône du complexe touche la surface des singularités. Si ces droites sont distinctes, il ne saurait v en avoir trois dans un même plan, car alors le cône du complexe les contenant se décomposerait, et il ne se décompose que si le sommet est sur la surface singulière, auquel cas deux des droites sont confondues.
Considérons alors une droite quelconque ^. Soit un point de A, à ce point correspondent quatre plans passant par a et par les quatre droites singulières.
Dans chacun de ces quatre plans, il y a quatre droites singulières dont trois ne concourent jamais quand elles sont distinctes. Une de ces droites coupe a en P, les autres coupent A en d'autres points qui correspondent ainsi à P, il y en a trois dans chaque plan, donc douze en tout. A chaque point P correspondent ainsi douze points P', il y a donc vingt-quatre points P qui coïncident avec leurs correspondants . Ces points sont ou bien des points par lesquels passent deux droites singulières confondues, ou bien des points tels que deux des plans qui leur correspondent coïncident, il y a 4 + 4 ou 8 points de cette espèce ; il reste 24 — 8, ou 16 points par lesquels passent deux droites singulières confondues. La surface focale de notre congruence est donc d'ordre 16, et par suite la surface accessoire est d'ordre 16 — 4 ou 12. On voit de même qu'elle est de classe 12.
La surface des singularités possède la propriété suivante déjà démontrée pour la surface des ondes. Le rapport anharmonique des quatre points où elle coupe une droite est égal à celui des quatre plans tangents menés par cette droite. En effet, à tout point A d'une droite on peut faire correspondre les plans tan-
gents menés par la droite au cône du complexe de ce point. On a entre le point A et Tun de ces plans, une correspondance biquadra tique. Alors la proposition à démontrer est ramenée au théorème sur l'égalité des rapports anharmoniques des quatre points de ramification > et des quatre points de ramification a, dans une correspondance biquadratique.
Nous avons vu précédemment ce qu'on devait appeler un complexe linéaire tangent à un complexe du deuxième ordre le long d'une droite D de ce complexe.
Soit f{X, X, X, X, X^ X.) = réquation en coordonnées de Klein d'un complexe du deuxième ordre.
On a ïX* = ou pour abréger = 0.
en sorte que l'équation du complexe peut aussi s'écrire :
f-\-KO = o
K étant arbitraire.
Soit A une droite du complexe ; le laisceau A + S appartiendra au complexe tangent le long de la droite A, si le cône du complexe^ ayant son sommet au sommet du faisceau, coupe ce faisceau suivant deux droites qui coïncident avec A, c'est-àdire si l'équation
a une racine double nulle, ce qui exige :
On voit ainsi que l'équation générale des complexes tangents est :
SXt/'Ai + fcïXtÔ Ai =
mais tous ces complexes déterminent naturellement sur la droite la même corrélation de Chasles.
On peut maintenant trouver facilement la condition pour qu'une droite A d'un complexe soit singulière.
Il faut pour cela que la corrélation de Chasles sur cette droite soit une corrélation singulière. Les complexes linéaires tangents doivent donc être spéciaux^ c'est-à-dire formés de droites rencontrant une droite fixe. Les quantités f\i doivent donc être les coordonnées d'une droite, ce qui fournit la condition :
tous les complexes linéaires tangents sont alors singuliers. On voit que leurs directrices /*«+ Ko» forment un faisceau plan. Il est clair alors que le sommet et le plan de ce faisceau sont le point et le plan singulier du complexe sur la droite singulière A.
Ces généralités nous seront utiles plus tard.
COMPLEXES AYANT POUR SURFACE DES SINGULARITÉS
Supposons qu'un complexe du 2® ordre admette la surface des ondes pour surface des singularités. On peut trouver comme il suit des faisceaux plans du complexe.
Considérons une droite singulière D située dans le plan no tangent en Ao à notre surface. La droite D coupe de nouveau la surface en deux points A, A\ et les faisceaux plans ::o A^, ko A\ font partie du complexe. De même les faisceaux plans de sommet Ao situés dans les plans tangents autres que r.o menés par I> à la surface font partie du complexe.
Considérons maintenant une droite quelconque D du complexe, elle coupe la surface en quatre jpoints, A^ A, A, A,. Le <îône du complexe du point A^ se décompose en deux plans, dant l'un a, contient D et touche la surface en B^. De même, le cône de complexe de A» est composé de deux plans dont l'un «,
contient D, et touche la surface et B,. On définit de même les plans a, a,, les points B, B\.
La corrélation de Chasies sur la droite D exige que (A, A, A, AJ soit égal à («^ «, «, aj, ce qui concorde avec ce qu'on sait déjà. Cette corrélation fait correspondre au point P le plan ^^ tel que
(PAjAjA,) = (nai«t(Xi)
comme on a aussi
(A^AjAjA*) = (a,«,«4a,) (A,A,A,A4) = (a,a4a<a,) (AiAjAaA*) = (ata,a,«i)
on voit qu'il y a sur la droite D quatre corrélations de Chasies distinctes déterminées sur la droite D par les différents complexes contenant cette droite et ayant la surface des ondes pour surface des singularités.
Dès lors, le nombre des complexes de cette espèce n'est pas supérieur à quatre. En effet, dans le cas contraire, il faudrait que deux d'entre eux déterminent sur la droite la même corrélation de Chasies. Mais alors si S est un point de la droite D, les deux cônes des complexes de sommet S, contiennent D et touchent le même plan le long de cette droite. Ces cônes touchent en quatre points la surface des ondes, et par suite, touchent suivant quatre droites, le cône de sommet S circons* crit à cette surface.
Ces conditions sont au nombre de 6. Un cône qui satisfait à 5 d'entre elles, (passer par D et toucher en quatre points la surface des ondes) ne satisfait pas, en général, à la 6* : toucher un plan donné P passant par D, et si le plan est choisi de façon que le problème soit possible, ce problème n'a, en général, qu'une solution.
Le cône du complexe d'un point de D est donc déterminé. Mais alors le complexe est déterminé. A chaque corrélation de Chasies ne correspond donc qu'un complexe.
Voici maintenant comment on peut définir la série des complexes ayant la surface des ondes pour surface des singularités.
Nous savons que par chaque point P de la surface passent 6 tangentes doubles dont quatre quelconques ont même rapport anharmonique, quel que soit le point P.
En chaque point P de la surface on peut mener une tangente Px faisant un rapport anharmonique donné k avec 3 des six tangentes doubles, prises dans un ordre déterminé.
Ces droites P^ forment évidemment une congruence. Je vais faire voir que c'est la congruence singulière d'un certain complexe du 2'' ordre.
La tangente Pur perce de nouveau la surface en M et N, les faisceaux de sommet M et N situés dans le plan tangent en P engendrent un complexe quand P décrit la surface.
Pour démontrer que ce complexe est du 2® ordre, je vais faire voir que dans le plan tangent en P il n'y a pas d'autres droites du complexe que celles des deux faisceaux dont il vient d'être question.
S'il y en avait une autre, elle proviendrait de la construction effectuée en partant d'un plan tangent en un autre point F ; ce serait donc l'intersection du plan tangent en P' et du plan tangent en P ; soit a cette droite qui coupe la surface en A, A, A, A,. Soit P'A, la droite singulière du complexe passant par F. Pour arriver à la conclusion à démontrer, il faut faire voir que PA, ou PA, ou PA, est la droite singulière passant par P.
Or, soient t^ t^ f, t^ t^ t, les six bitangentes passant par P, t\ t\ t\ t\ i\ t\ les six bitangentes passant par P', soient :: et r: les plans tangents en P et F, n, et r,, les autres plans tangents menés par a. m la droite PAi, ai la droite FAt.
Nous avons vu qu'on a :
La correspondance entre la droites? passant par P et la droite y par F est donc
donc si X coïncide avec a , ou avec PA, y coïncide avec a\ ou FA, ce qui démontre la proposition .
On voit que la droite a appartient à quatre complexes. P P' P, et P^ étant les points de contact des 4 plans menés par a, ces quatre complexes ont pour droites singulières :
Le 1« PA,,P'A, PaA„P,A4.
Le 2^ PA„PA, P,A,,P*A,.
Le 3° PA„PA» PjA^P^A..
Le 4« PA*,FA, P.A^P^A,.
On a ainsi quatre complexes par une droite donnée, nous savons qu'il n'y en a pas davantage.
Soit M un point de la droite a, il lui correspond par la corrélation de Chasles relative au 1^*^ complexe, un plan passant par A, au même plan un point iVi' dans la corrélation du 2* complexe.
Je vais démontrer que M et M' sont deux points correspondants d une involution.
En effet, on aura d'après ce qui précède :
(MA,A,AJ = (M'A^A^Aa)
On voit que dans la correspondance considérée, A, correspond à A, et A, à A,. C'est donc bien une involution.
En d'autres termes, quatre complexes linéaires tangents sur la droite D à nos quatre complexes sont deux à deux en involution.
Si la droite a est voisine d'une droite singulière, deux des points où elle coupe la surface sont voisins, de même que deux des plans tangents menés par a. D'où cette conclusion:
La congruence des droites singulières est l'intersection du complexe avec un complexe infiniment voisin ayant la même surface des singularités.
Si A était une bitangente, par cette droite on ne pourrait plus mener que deux plans tangents. Les complexes contenant A se réduiraient alors au complexe linéaire auquel a appartient.
Cherchons maintenant les transformations n'altérant pas les complexes admettant notre surface pour surface des singularités.
Parmi les 64 transformations changeant la surface des ondes en elle-même, il y en a 32 qui n'altèrent pas les six complexes linéaires auxquels appartiennent les bitangentes de la surface . Or, nous savons que chaque complexe du 2® ordre est déllni par les rapports anharmoniques d'une droite singulière avec les bitangentes passant par son point de contact. Les 32 transformations n'altérant pas le rapport anharmonique, et changeant chaque bitangente appartenant à un des 6 complexes linéaires en une autre bitangente du même complexe, change chaque droite singulière d'un complexe du 2® ordre en une autre droite singulière du même complexe. Elle n'altère donc pas ce complexe.
Les 32 autres transformations changent une bitangente appartenant à l'un des six complexes linéaires en une autre bitangente appartenante un autre complexe. Elles ne changent donc pas en lui-même un complexe du 2® ordre ayant la surface des ondes pour surface des singularités.
LE COMPLEXE DE PAINVIN
Parmi tous les complexes du 2® ordre ayant pour surface des singularités la surface des ondes, il y en a 2 qui jouent un rôle particulier. Si nous considérons en effet les six tangentes doubles en un point de la surface, nous avons vu qu'elles forment 3 couples d'une involution. Les deux complexes qui admettent pour lignes singulières les rayons doubles de cette involution sont particulièrement intéressants.
Soit P un point de la surface situé dans l'un des plans de coordonnées ; les six tangentes doubles en P sont deux à deux symétriques par rapport à ce plan. Les deux rayons doubles
de rinvolution sont donc, l'un dans ce plan, Tautre perpendiculaire à ce plan .
Ce plan de coordonnées coupe la surface suivant une ellipse et un cercle ; en outre, les cylindres droits ayant pour bases ces courbes sont circonscrits à la surface. Donc, pour Tun des complexes, Tellipse est la conique du complexe située dans le plan considéré tandis que le cylindre ayant pour base le cercle est le cône du complexe ayant son sommet à Tinfini dans la direction perpendiculaire. Pour l'autre complexe, c'est au contraire, le cylindre elliptique qui est formé de droites du [complexe, et le cercle qui est courbe du complexe.
Ceci s'applique également au cercle et à l'ellipse, situés dans le plan de l'infini; il n'y a pas besoin de démonstration spéciale, puisqu'il y a des transformations n'altérant pas le complexe et transformant le plan de l'infini dans l'un des plans de coordonnées.
Le complexe est son propre symétrique par rapport aux plans de coordonnées, en effet, à un faisceau plan de six tangentes doubles correspond le faisceau symétrique, les rayons doubles du V^ faisceau ont, pour symétriques, les rayons doubles du second. Soit A l'un des rayons doubles du 1®*" faisceau, B le rayon double du second qui appartient au même complexe. A et B sont symétriques l'un de l'autre, sans quoi A ne viendrait pas se confondre avec B quand le rayon du 1®^ faisceau viendrait dans l'un des plans de coordonnées.
Les propriétés que nous venons d'indiquer définissent complètement le complexe. Considérons, en effet, un complexe symétrique par rapport aux plans de coordonnées. Désignons par r^ r, r, r, r^ r. les coordonnées Plûckeriennes d'une droite. La droite symétrique par rapport au plan des xy a pour coordonnées : — r, — r, r, r^ r^ — r,.
En écrivant donc que le complexe est symétrique par rapport au plan des xy, et en supposant que l'équation du complexe contient, des carrés (c'est-à-dire que le complexe n'est pas un complexe tétraédral), on voit que les coefficients de
?•/, r/^ r/, r/, r/^ r/. r/. r^r^ r/^ sont nuls. En écrivant de même que le complexe est symétrique par rapport aux autres plans de coordonnées, on voit que les doubles produits n'existent pas dans l'équation du complexe. Cette équation est donc de la forme :
si l'on a une droite parallèle à OZ^
ses coordonnées sont :
En écrivant que cette droite fait partie du complexe on a Téquation du cylindre
Pour que ce cylindre soit ic' + y«= c\ il faut que
A4 = Aa = ^ •
En écrivant de même que les cylindres analogues font partie du complexe^ on a les conditions :
En sorte que le complexe se trouve déterminé, et il a pour équations :
a*r^* + fr*r," + c*r^* — r** — r-,^ — r^* = 0.
L'autre complexe se trouve de la même façon, il a pour équations :
Ces équations prennent une forme très simple quand on
introduit les coordonnées de Klein dont nous avons déjà parlé. Posons :
X, = -^ + itWâ X. = -^ + tr.v/S" X. = -^ + tr,v/« ya yb yc
On a alors les équations des deux complexes :
a(X,« - X,«) + fc(X,« - X,«) + c(X.« - X.«) - Î(X,« - X,«) + J[X,« - X,«] + i[X,« - X.«] = .
Il apparaît clairement sous cette forme que ces équations ne changeant pas quand on change Xi en — X», ces complexes sont polaires réciproques d'eux-mêmes par rapport au complexe linéaire Xi = 0.
Pour étudier Tun de ces complexes, je vais montrer qu'il coïncide avec le complexe dit de Painvin, dont on peut tout d'abord donner la définition suivante. Le complexe de Painvin est l'ensemble des droites telles que les deux plans tangents menés par ces droites à un ellipsoïde donné, soient rectangulaires.
Avant d'étudier ce complexe, examinons en géométrie plane le lieu des points tels que les tangentes menées de l'un d'eux à 2 coniques données soient conjuguées harmoniques. Il est bien connu que ce lieu est une conique. On peut d'ailleurs le démontrer comme il suit. Soient C, et C, les deux coniques. Cherchons combien il y a de points du lieu sur une tangente quelconque à la conique C^ On obtient ces points en menant par le pôle de cette tangente par rapport à C, deux tangentes à C^ qui coupent la tangente donnée aux points cherchés. Il y a donc bien deux points.
Les points de contact des tangentes communes aux deux coniques étant évidemment des points du lieu, sont sur cette conique C^. Soient ABCD les 4 points de contact sur C^, ce sont
les points où C, coupe C,. Si P, Q, R sont les points de rencontre des côtés opposés et des diagonales du quadrilatère ABCD, ce sont les sommets du triangle conjugué commun à C, et C^ ; mais il résulte d'un théorème connu (Théorème de Brianchon dans le cas où l'hexagone dégénère en quadrilatère) que ces trois points sont chacun sur deux diagonales du quadrilatère complet formé des tangentes communes. Comme ce quadrilatère a pour diagonales les côtés du triangle conjugué commun à C, et C„ on en conclut que C^ C, et C, sont toutes trois conjuguées par rapport au même triangle.
L'analyse fournit facilement l'équation de la conique C^. Soient :
ii« -I- 1?* 4- 11-* == Att« + Br« + Cw* =
les équations tangentielles des 2 coniques C, et C, rapportées à leur triangle conjugué commun. [J'écarte le cas singulier où elles seraient tangentes.] L'équation générale des coniques du faisceau tangentiel est
On sait que l'on obtient l'équation du lieu cherché en écrivant que les deux coniques qui passent par le point xyz correspondent à deux valeurs de >. égales et de signes contraires, c'est-àdire que l'équation :
- + fr^, — + 7^ =
a la somme de ses racines nulle : ceci fournit l'équation :
En môme temps on a la propriété suivante : Appelons coniques associées, deux coniques du faisceau tangentiel, correspondant à 2 valeurs de >. égales et de signes contraires. Alors les points du lieu considéré sont les points par lesquels passent deux coniques associées.
Pour que le lieu C, se décompose, il faut que (B + C)(C + A) (A + B) = ; supposons par exemple A + B = o, alors le lieu se décompose en deux droites passant par le sommet lo = o du triangle de référence et conjuguées par rapport aux côtés
Dans ce cas, si Ton fait \ — A dans Téquation du faisceau tangentiel, aussi bien que si Ton fait à =- A. on trouve des couples d'ombilics.
Donc : si la conique G^ se décompose, deux des couples d- ombilics du faisceau tangentiel constituent deux coniques conjuguées de ce faisceau.
Le '6"" couple d'ombilics s'obtient en faisant >. — — G il a alors pour équation :
(A — (:)îi' — (A + C)r* = o
OU
Les coordonnées de ces deux points sont :
" ^ V^A-hC v/A — C
OU
z -0 ( A + C)ir« + (G — A)//> = o.
Or, si dans Téquation de G, on fait A = — B on trouve :
Les deux points où cette conique rencontre la droite j =o sont sur la courbe ;
Gette conique s'obtient en faisant \ = G dans le faisceau t angenciel ; c'est donc l'associée du 3° Gouple d'ombilics.
Ainsi : si la conique G, se décompose en deux droites passant par le point x = o y = o, les deux points où cette conique
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rencontre la droite z = o sont sur la conique associée de celle qui se décompose en 2 points situés sur cette dernière droite.
Toutes ces propriétés, qui sont projectivcs, subsistent lorsque Ton substitue aux coniques des cônes ayant tous môme sommet,
Revenons maintenant au complexe de Painvin. Nous désignons par E Tellipsoïde dont il est question dans la définition de ce complexe.
J'aurai à considérer dans la suite la série des surfaces homofocales à E. Soit F = o Téquation tangentieHe de E. Les surfaces homofocales auront pour équation :
celles qui correspondent à deux valeurs de > égales et de signes contraires seront dites associées.
Soit S un point quelconque. C, le cône circonscrit à E, et ayant S pour sommet ; C, le cône isotrope de sommet S. Le faisceau tangentiel C^, C, se compose de cônes homofocaux circonscrits aux surfaces homofocales précédentes. On voit en outre sans peine que les cônes circonscrits à deux surfaces associées sont eux-mêmes associés.
Soit A une droite du complexe de Painvin, c'est-à-dire telle que les plans tangents menés à E par cette droite soient rectangulaires. Soit S un point de a. Les plans tangents menés à E sont aussi tangents au cône C,, et ils sont conjugués par rapport aux deux plans tangents menés par a au cône C,. Donc le lieu de la droite a passant par S, c'est-à-dire le cône du complexe de S est un 3** cône du 2^ ordre C, ayant même trièdre conjugué commun avec C, et C„ c'est-à-dire ayant mêmes axes que le cône C,.
Le complexe de Painvin est donc de 2° ordre.
Je puis montrer immédiatement que le complexe de Painvin est identique au complexe dont il est question au commencement de ce chapitre, et qu'en conséquence sa surface des singularités est une surface des ondes .
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En effet, en l**"^ lieu, le complexe de Pain vin est évidemment symétrique par rapport aux plans principaux de Tellipsoïde E, que nous prendrons pour plans de coordonnées.
En 2"" lieu, cherchons par exemple le cône du complexe du point à Tin fini sur oz ; il est immédiatement visible que ce cône est un cylindre de révolution dont la base sur le plan z = o est le cercle de Monge relatif à Tellipse de section de la surface par ce plan. On a donc 3 cercles concentriques à Tell ipsoïde dans les 3 plans principaux et qui sont les bases de trois cylindres de révolution formés de droites du complexe.
Nous avons vu ci-dessus que ces conditions, quand les rayons abc des cercles étaient connus, déterminaient le complexe.
La proposition est donc établie. La surface des singularités du complexe est la surface des ondes relative à Tellipsoïde d'axes abc.
AUTRES DEFINITIONS J)T: COMPLEXE
Soit A une droite du complexe. P, Q les deux plans tangents menés par a à rellipsoïde E, et qui sont rectangulaires ; R le plan perpendiculaire à a, mené par un des points A où a rencontre la sphère de Monge, R est aussi tangent à rellipsoïde E.
Menons par a deux plans rectangulaires PQ', les deux quadriques Ei, Ei homofocales à E, et touchant respectivement P' et Q' sont associées.
En effet, si on cherche le lieu des sommets des trièdres tri rectangles dont les 3 faces sont tangentes à 3 surfaces homofocales E, El, Et on trouve une sphère qui se réduit à la sphère de Monge de Tellipsoïde E si Ei et Et sont associées. Comme le point A sommet du trièdre formé par les plans P'Q'R est sur la sphère de Monge de E, les quadriques qui touchent P' et Q' sont nécessairement associées.
Ainsi le complexe est aussi le lieu des droites a, telles que deux plans passant par a l'un tangent à E, Vautre tangent à Et soient rec- 'tangulaires.
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Parmi les surfaces homofocales à E, il y en a deux qui touchent a, et Ton sait que leurs plans tangents aux points de contact sont rectangulaires. Donc, d'après ce qui précède, ces deux surfaces doivent être associées. Ainsi :
Le complexe considéré est aussi le lieu d'une droite telle que les deux surfaces homofocales à E touchant cette droite soient associées.
Considérons deux surfaces associées fixes E., E,. D'après ce qui précède, le complexe contient la congruence des tangentes communes à ces deux surfaces.
Cette congruence est de 4® ordre et de 4® classe. En efîet par un point donné S passent quatre droites, intersection des deux cônes de sommet S circonscrits à Et et à E«. Dans un plan donné P sont situées quatre droites, tangentes communes aux deux coniques suivant lesquelles P coupe Ei et Ei.
Soit A une droite de la congruence touchant Ei en A, Es en B ; on sait (Voir ci-dessus à propos du théorème de Pash, p. 60) que par A passent deux droites de la congruence situées dans le plan tangent en B et confondues avec a ; le plan tangent à E« en B est donc tangent au cône du complexe de A. De même le plan tangent en A à E. est tangent au cône du complexe de B.
Dans la corrélation de Chasles définie par le complexe sur la droite a, on connaît ainsi les plans correspondants des points A et B. Il est facile d'avoir en plus le plan correspondant du point à rinfîni sur a.
Le cône du complexe de ce point (Cylindre formé de droites parallèles à a) a pour trace sur un plan perpendiculaire à a le lieu des sommets des angles droits dont les côtés touchent le contour apparent de E projeté sur ce plan parallèlement à a. Ce lieu est un cercle ayant pour centre la projection du centre de E. Le cylindre est donc de résolution. Le plan tangent mené par A à ce cylindre est donc le plan mené par a [)erpendiculairementau plan Oa.
J-a corrélation de Chasles est ainsi complètement définie puisqu'on connaît les plans correspondants de trois points donnés.
Soit a le plan langent en A, T^ le plan tangent en B, perpendicnlaire à ej.\ o le plan mené par a perpendiculaire au plan Oa; enfin w le plan correspondant d'un point donné M. La corrélation est définie par Tégalité suivante :
c'est-à-dire
sin (w,a) (sin 0,«) __ MFJ siu (wj^-S) ' (si 11 O^'S) MX
or, sin (">, [^) - cos («, a) sin (o, ,3) = cos (o. a). on a donc .•
tg (.),«) : Ig (6,a) = —
équation très simple qui définit la correspondance entre le point M et le plan r„.
Si le plan <» est le plan central, il est perpendiculaire au plan 0, on a alors :
tg (.,,«) = — rotg {0,«)
le point central II est donc défini par la relation :
. .i ^ HB
eotg' (0//) = — jj^ •
Droites sinfinlièrcs. — On pourrait chercher les droites singulières en écrivant que la corrélation de Chasles est singulière. Nous allons procéder un peu différemment.
Les cônes C, et C„ cône circonscrit à E et cône isotrope de sommet M, ayant pour équations :
nous avons vu ci-dessus que le cône C, se décomposera si Ton aA+B = oouB + Gi=oouA + C = o.
Si l'on a, par exemple, A -f B = o, on voit que le plan j = o coupera ce cône suivant deux droites rectangulaires.
Donc : La surface des ondes, lieu des points singuliers du complexe, est le lieu des points tels que le cône circonscrit à l'ellipsoïde J?, et ayant son sommet en un de ces points, soit coupé par un de ses plans principaux suivant deux droites rectangulaires .
Le cône du complexe se décompose alors en deux plans passant par la droite x=io y — o, c'est-à-dire par Taxe du cône perpendiculaire au plan principal ci-dessus. Ainsi, c'est cette droite qui est la droite singulière passant en M.
Le plan singulier est le plan tangent au cône du complexe d'un point quelconque de la droite singulière, par exemple, du point à l'infini, il est donc perpendiculaire au plan passant par le centre de l'ellipsoïde E et par la droite singulière.
Si l'on se souvient que les plans principaux du cône C, sont les plans tangents aux trois surfaces homofocales à E qui passent par ce point, on voit que :
La droite singulière menée par un point singulier M est la normale à Tune des trois surfaces homofocales à E passant par M, elle est alors tangente aux deux autres surfaces.
On voit que la congruence des droites singulières est contenue dans le complexe des normales aux surfaces homofocales à E. (Complexe de Chasles).
Considérons le cône C^ relatif au point M ; il est coupé par le plan principal perpendiculaire à la droite singulière suivant un angle droit, les côtés de cet angle droit touchent rellipsoïde E en deux points ; comme ces points sont dans un plan principal du cône, les normales en ces deux points au cône (ou à rellipsoïde) sont dans ce plan ; le plan de langle droit est donc normal à l'ellipsoïde aux deux points de contact.
Donc : La surface des ondes est le lieu du sommet d'un angle droit dont les côtés touchent un ellipso'ide E, et dont le plan est normal à rellipsoïde aux deux points de contact des côtés.
Cette proposition est énoncée par M. Mannheim dans les comptes rendus, ainsi qued'autres résulta tsci-dessusdémontrés.
D'après ce qu'on a vu ci-dessus, la perpendiculaire a au plan de Tangle droit menée par le sommet de cet angle est la droite singulière, et le plan tangent à la surface des ondes est le plan mené par A perpendiculairement au plan de cette droite et du centre de V ellipsoïde.
Ajoutons que la conjuguée de a. joignant les points de contact des deux côtés de l'angle est orthogonale à a. a est donc situé dans le complexe des droites perpendiculaires à leurs conjuguées par rapport à l'ellipsoïde. Ce complexe n'est autre que le complexe de Ctiasles, dont il est question ci-dessus.
D'après ce qui précède, les deux quadriques E,E, homofocales à E et qui touchent la droite singulière a, la touchent toutes deux au point singulier M . D'où ces conclusions :
1** Les droites singulières sont les droites telles V[ue les deux quadriques associées E,E, qui les touchent, les touchent au même point ;
2^ La surface des ondes est la surface engendrée par l'intersection de deux quadriques associées.
Cette proposition se vérifie facilement par le calcul .
Jusqu'ici, nous n'avons pas parlé de la conique du complexe : pour la définir commodément, nous allons transformer la figure par l'une des six transformations focales qui n'altèrent pas la surface des ondes. Par exemple, par la transformation qui, au point Xo//o-o, fait correspondre le plan :
ai(x — Xq) + //Jo — -:;//o = o
nous savons déjà que cette transformation n'altère pas le complexe. Il en résulte qu'elle changera le cône du complexe d'un point dans la conique du complexe du plan correspondant.
L'ellipsoïde E est transformé en une certaine quadrique s ; le cercle de l'infini u' + <;' + i(j* = o est transformé dans le cylindre de révolution :
Les surfaces homofocales à £ sont transformées dans les
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surfaces du faisceau ponctuel de s et du cylindre ci-dessus que nous nommerons r.
La propriété qui a servi de définition au complexe se transforme en celle-ci : les points où une droite du complexe perce V et r forment une division harmonique.
On peut définir deux surfaces associées d'un faisceau ponctuel /* + >? = en disant qu'elles correspondent à deux valeurs de À égales et de signes contraires,
On verra alors que les droites du complexe touchent deux surfaces associées du faisceau ponctuel ci-dessus .
Un plan P coupe 2 et r suivant deux coniques C^, C,, les droites du complexe situées dans P coupent ces deux coniques en quatre points conjugués harmoniques. L'enveloppe de ces droites est la conique du complexe . Elle admet avec C^ et C, un triangle conjugué commun et elletouche les tangentes menées à C, et à G, en leurs quatre points de rencontre.
La transformation des autres proi)riétés du complexe donne des propriétés nouvelles auxquelles je ne m'arrêterai pas. Je vais déduire de ce qui précède, deux propriétés démontrées par Pain vin. (Bulletin des Sciences mathématiques^ tome IL )
Théorème L — Le centre de la conicjne du complexe située dans un plan P est le pied H de la perpendiciilaire abaissée du rentre de relHpsoïde t! sur ce plan.
Considérons une droite quelconque a parallèle à P. Le cylindre des droites du complexe parallèles à a est de révolution, il est coupé par le plan P suivant deux droites équidistantes du pied H de la perpendiculaire. La conique du complexe est donc telle que deux tangentes parallèles quelconques soient équidistantes de H ; donc, elle a H pour centre.
Lemme, — Le cône du complexe d'un point P et le plan polaire de P par rapport à r déterminent une courbe C, le cône du complexe de P et son plan polaire par rapport à 2 déterminent une courbe G' ; les deux courbes G et G' sont situées sur une même surface T passant par l'intersection de r et s.
Le plan polaire de P par rapport à i^ coupe l'intersection de
r et de V en quatre points ; soit M Tun de ces points ; MP est tangente à r, c'est donc une droite du complexe (car elle coupe r et V en quatre points dont trois confondus en M, ce qui fait une division harmonique). Donc, M est sur la conique d'intersection du plan polaire de P avec le cône du complexe. Cette conique j)asse ainsi par les quatre points telîpque M, On démontrerait de même que la conique C intersection du cône du complexe et du plan polaire de P par rapport à r coupe en quatre points la courbe d'intersection de r et de 2.
Les deux coniques et C étant sur un morne cône, déterminent un faisceau ponctuel de surfaces, prenons une de ces surfaces, celle qui passe par un point donné de Tintersection de r et 2 ; alors elle passera par neuf points de cette intersection et la contiendra. C'est la surface r dont il est question dans renoncé.
Théorème II. — La courbe du complexe dans un plans P détermine deux cônes ; Vun ayant 'pour sommet le pôle de P par rapport à VelUpso'ide E, Vautre ayant pour sommet le pôle du plan P par rapport au cercle de- Vinfini^ et qui n'est autre que le cylindre ayant la courbe pour section droite. Ces deux cônes sont circonscrits à une même surface homo focale à E.
On obtient immédiatement ce théorème en transformant le lemme précédent, par la transformation ci-dessus étudiée.
On peut se demander si la conique du complexe peut être un cercle. Il faut pour cela que le cylindre qui Ta pour section droite soit de révolution. Or, d'après ce qui précède, ce cylindre est circonscrit à une ellipsoïde homofocal à Tellipsoïde E. L'axe de ce cylindre est donc parallèle à l'asymptote de Tune des focales de E, et le plan du cercle du complexe lui est perpendiculaire.
Ainsi les plans tels que la conique du complexe, soit un cercle, sont perpendiculaires aux asymptotes des focales de E. Il y a en conséquence deux directions de plans qui sont réelles et quatre imaginaires.
Quant au lieu des sommets des cônes de révolution du com-
plexe, c'est Tensemble des focales de E, on voit en effet que si le cône circonscrit à Tellipsoïde E est de révolution, il en est de même de celui du complexe, ayant même sommet.
Nous avons étudié Tun des deux complexes ayant comme droite singulière en un point de la surface des ondes, l'un des deux rayons doubles de Tinvolution dont les six tangentes doubles forment trois couples.
Nous dirons peu de choses du deuxième complexe, son étude se ramenant à celle du premier par polaires réciproques, comme nous allons l'indiquer,
Considérons le complexe de Painvin admettant pour surfaces des singularités la surface des ondes relatives à rellipsoïde :
et prenons les polaires réciproques par rapport à la sphère.
ar» + y' + z' = R\
Nous trouverons évidemment un second complexe admettant pour surface des singularités, la surfa(*e des ondes relative à l'ellipsoïde :
et qui sera évidemment le complexe que nous voulons étudier.
Comme par chaque droite du premier complexe, on peut mener à un certain ellipsoïde E' deux plans tangents rectangulaires, il en résulte que le second complexe est le lieu des droites interceptant, dans une autre ellipsoïde E, une corde vue du centre sous un angle droit.
Différentes propositions peuvent se déduire par polaires réciproques de celles du complexe de Painvin, ou bien se démontrent d'une façon analogue.
LE TETRAÉDROIDE DE CAYLEY ET LES COMPLEXES HARMONIQUES
Refrésentniion paramétrique de la surface des ondes
Cette surface s'obtient en faisant subir à la surface des ondes une transformation homographique quelconque. Elle s'obtient aussi, par conséquent, comme surface singulière d'un complexe harmonique.
Ce que nous allons indiquer maintenant sur ces complexes, fournira des propriétés du tétraédroïde de Cayley, qui s'étendront sans peine à la surface des ondes. Si nous raisonnons sur le tétraédroïde, c'est pour plus de symétrie dans les calculs.
Considérons deux surfaces du 2"" ordre, rapportées à leur tétraèdre conjugué commun :
Ecrivons que la droite qui joint les points X, X, X, X^, Y, Y, Y, Y, divise harmoniquement ces deux surfaces; on obtient sans peine :
(a,X,« + ...)(^Y,« +...)+ (^X,« + ...)(a,Y«, + ...) — 2(tt;X,Y, + ...)(friX,Yi + ...) = 0.
OU en réduisant :
i(aibK + hiUK )(XiYK — XhYi)' = o.
L'équation du complexe est donc :
(3) ' i(aibK + MK)r*tK = o,
en appelant ici les .coordonnées d'une droite r^, r^, r^, r,, r„ r,, r,,.
Si nous avions, en prenant les coordonnées tangentielles, cherché les droites telles que les plans tangents menés par chacune d'elles à deux quadriques, forment un faisceau harmonique, nous aurions trouvé une équation de même forme.
Il n'y a donc qu'une seule espèce de complexe harmonique, formé de droites divisant harmoniquement certains couples de
quadriques, et tels que les plans tangents menés par ces droites à certains autres couples de quadriques forment un faisceau harmonique.
De plus, il y a une infinité de couples de quadriques, comme nous allons voir.
Identifions Téquation (3) avecTéquation
en pourra écrire 6 équations
Oihk + biak = Aifc
OUI
ftk ai aiaic
posons :
ht _ Ifk __
ai aie
on aura les équations :
, _ Au «1 -h «4 — — — -
On élimine facilement les « entre ces 6 équations : on trouve.
Ail Au An Aj4
a^a, a^a^ a^ai a^a^
Ajj \ti
Au
on a ainsi, pour déterminer ai ^i a» a^ deux équations iiomogènes à 4 inconnues. Si nous posons :
on a
Ai,x- — Atji/j: = A.^xt — A,,i/r.
Cela représente deux quadriques passant par les 4 sommets
du tétraèdre de référence, mais se coupant suivant une biqua-
drique, en prenant donc pour - les coordonnées d'un
point quelconque de cette courbe, les équations donneront a, a, a, a, et par suite b^ b^ b^ b^. On aura donc déterminé un couple de quadriques pour lesquels le complexe est harmonique de la première façon. Soit par un calcul analogue, soit par une transformation laissant invariable le complexe, on déterminera une infinité de couples de quadriques pour lesquelles le complexe est harmonique de la seconde façon.
Nous ferons tout à Theure Tapplication de ces calculs à la surface des ondes, et au complexe de Painvin, en précisant quelles sont les surfaces que les droites de ce complexe divisent harmoniquement. Mais auparavant, nous démontrerons le résultat suivant relatif aux droites singulières du complexe harmonique.
Toute droite tangente à Tune des deux surfaces en un point d'intersection de ces surfaces, est évidemment une droite du complexe. Il résulte de là que le cône du complexe d'un point d'intersection des deux surfaces se décompose dans les deux plans tangents, et par suite les tangentes à l'intersection des deux surfaces sont des droites singulières du complexe. Comme on peut, ainsi que nous l'avons vu, choisir les deux surfaces
d'une infinité de façons, on en conclut que le lieu de Tintersection des deux surfaces d'un couple, quand ce couple varie, c'est la létraédroïde, surface singulière du complexe, et que ces intersections forment la série des arêtes de rebroussement des développables de la congruence des droites singulières. (On sait qu'il y a deux séries de ces développables, il s'agit de celles qui ont leur arête de rebroussement sur le tétraédroïde).
Ainsi ces arêtes de rebroussement sont des biquadriques intersections de deux surfaces ayant toutes deux le tétraèdre de référence pour tétraèdre conjugué. Ceci va nous permettre de trouver pour la surface des ondes, tous les couples de quadriques que les droites du complexe de Painvin divisent harmoniquement .
Prenons l'équation de la surface .
On obtient des biquadra tiques sur cette surface en coupant soit par la sphère x* -\-y' + z^ = «, soit par l'ellipsoïde a' x' 4- t' y' + r' :r' = ç, et ces surfaces admettant pour tétraèdre conjugué le tétraèdre T, il est à soupçonner que ce sont soit les unes soit les autres de ces biquadratiquesqui sont les arêtes de rebroussement pour les droites singulières du complexe de Painvin.
Nous allons démontrer que ce sont les secondes et pour cela trouver tous les couples de surfaces divisés harmoniquement. Si Ton cherche le cône du sommet o, contenant l'intersection de l'ellipsoïde.
avec la surface des ondes, on trouve :
c6ne qui reste homofocal à lui-même quand à varie.
Prenons deux surfaces passant par l'intersection des précédentes :
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uF + y = 0.
et cherchons le complexe harmonique relatif à ces surfaces. On peut écrire immédiatement Téquation de ce complexe, puisque le calcul a été fait d'une manière générale.
On trouve alors que ce complexe peut être identifié avec le complexe de Painvin en prenant :
Ainsi les couples de surfaces sont ceux définis par les équations.
aF -f- ^ = — uF -|- © =
étant donné en fonction de x par Téquation précédente
Les arêtes de rebroussement sont situées sur la surface F = o qui passe par la conique à Tinfîni de la surface des ondes. 11 est visible que par ces mêmes courbes, on peut faire passer une quadrique contenant le cercle x= o y* + z* = a* etde même une quadrique contenant le cercle y = o z* + x^ z=b\ et une autre contenant le cercle z = o x* + y* = r\
En transformant toutes ces propositions à l'aide de Tune des transformations dualistiques laissant le complexe de Painvin inaltéré, on voit que les développables qui n'ont pas leur arête de rebroussement sur la surface des ondes, sont circonscrites à des surfaces du second ordre. Parmi ces surfaces une est circonscrite au cône isotrope ayant pour sommet l'origine (p — o u' -f V* + a* = o) [c'est dire qu'elle est de révolution autour d'un axe passant par l'origine], une autre est circonscrite au cylindre
On voit par ce qui précède, que des deux coniques situées dans Tune des faces du tétraèdre T Tune d'elles joue un certain rôle par rapport au complexe de Painvin, puisque par cette conique (et non par Vautre) et par Tune des arêtes de rebroussement, on peut faire passer une quadrique.
L'autre conique joue évidemment un rôle analogue par rapport à l'autre complexe harmonique polaire réciproque du complexe de Painvin .
Relativement aux développables dont il vient d'être question, nous démontrerons ultérieurement d'autres propositions à l'aide des coordonnées elliptiques de droites.
On peut rattacher à ce qui précède une représentation paramétrique de la surface des ondes, sur laquelle nous reviendrons plus tard.
Posons :
Dans l'équation de la surface des ondes mettons > et u à la place des polynômes correspondants on aura :
a«(ft* + c»)x» -h b*(c* + a')y* -h c«(a« + h*)z* = Au + a«6»o«
En résolvant ces équations on trouve
Les lignes à = const. u = const. c'est-à-dire les courbes d'intersection de la surface par les ellipsoïdes et par les sphères sont orthogonales.
On vérifie facilement en effet, l'identité :
dx dx dy dy dz dz _
rf). du rf/ du d\ du
On peut aussi raisonner comme il suit, la ligne x = corist. est sur le cône :
a^x^ bUj* r"^*
La ligne u = const. est sur le cône.
ces deux cônes sont homofocaux, on le voit en posant à ==
Ils se coupent donc à angle droit, d'autre part la ligne X = const. est perpendiculaire à la génératrice d'intersection des 2 cônes, donc le§ 2 lignes > = const. u. = const. se coupent à angle droit.
Si u = -T— les 2 lignes coïncident. Ainsi le^ cônes homofocaux coupent la surface suivant des biquadriques x = const. u = const.
11 n'est pas inutile de signaler une façon d'énoncer le résultat qili précède. Si Ton considère les deux complexes harmoniques qui ont pour surface des singularités la surface des ondes, les deux droites singulières de ces deux complexes passant par le même point de cette surface, se coupent à angle droit.
Dans la théorie des fonctions elliptiques de MM. Appell et Lacour, la surface des ondes est définie par les formules suivantes :
X =L h sn(ujc)dn(vj) y — a cn(iLk)rn(v^l) z = a dn(u,k)d7i(\\l)
ou
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Li on suppose a <b <c, et où l'on a A;« =^ ,_ , k'^ = , _ ,
_ a" f:» — />' _ r» /;» — df«
il est facile de trouver la liaison entre cette représentation paramétriique et la représentation ci-dessus. On a
.r» + //« + -' = / == b^ + (fc' — a')(sn*u — 1)
Les lignes paramétriques w=const. ^=const. sont donc précisément nos lignes i = const. a = const.
A cause des formules
sn(u + 2K) = — snu (ln(i' + ÈiU) = — dnv cn(u + 2K) = — cnu sn(v -h 2iL') = — owr dn(u -h 2K) = dnw 8n(t 4- 2êL') = c/ii?.
on voit que les arguments u+ 2K r + 2/L' et de même les arguments u + 2/K' r + 2L. donnent le même point que les arguments u et t\
On voit qu'il n'est pas nécessaire, pour avoir un point réel que u et v soient réels. On voit aussi que le point u,v est également obtenu en donnant à l'argument les valeurs 2K — u 2L — v.
LA SURFACE DES ONDES EN COORDONNÉES ELLIPTIQUES DE DROITE
Les coordonnées elliptiques de droites ont été imaginées par Klein et Lie (Math. Annalen, tomes II et V). M. Darboux en a fait usage (C. R., tome 72) pour l'étude des surfaces de Kùmmer.
Nous allons ici définir nos coordonnées de façon qu'elles s'appliquent immédiatement à la surface des ondes que nous étudions, c'est-à-dire â la surface apsidale d'un ellipsoïde ayant pour demi-axes n b r.
HICHARi
Toutefois, pour abréger le langage, nous pourrons appeler ^1 ^ï^3^4^5^« l^s quantités abc, — a — b — c.
Nous avons déjà introduit à plusieurs reprises, et notamment dans le chapitre précédent, les six coordonnées de droites que nous avons nommées coordonnées de Klein, et qui sont liées aux coordonnées plûckériennes par des relations telles que celles-ci :
(1) X^ = — ^ + ir,i/a iXi = — ^ — ir,\/a ,
ya ^ y a
et qui sont liées entre elles par la relation
(2) iXi* = 0.
Nous avons étudié dans le chapitre précédent, les deux complexes ayant pour équations :
(3) iaiXi' = o l-X^'=zo.
On voit ici comment la notation adoptée pour désigner abc
— a — b — c abrège récriture.
Considérons donc le complexe :
en faisant à = o, on a le complexe représenté par la deuxième équation (3), en faisant i infini, et tenant compte de la relation (2), on a le complexe représenté par la première équation (3).
Si on donne aux Xt des valeurs déterminées dans Téquation (4), on a une équation du quatrième degré en >. 11 y a donc quatre complexes (4) qui contiennent une droite donnée a ; les quatre valeurs de x correspondantes sont ce que nous nommerons les coordonnées elliptiques de la droite a.
Comme Téquation (4) ne change pas quand on change Xt en
— Xj, on en conclut qu'il y a seize droites possédant les mêmes coordonnées elliptiques.
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Soient \ >,/,>, les coordonnées d'une droite. Il est facile d'obtenir les coordonnées Xt relatives à cette droite.
En effet, de ce que Téquation (4) doit avoir pour racines >, >,>.,>„ il résulte Tidentité.
^ "> -h flt "" /Kà)
k étant un facteur constant, et /* (>) désignant le produit des six binômes i + a,, faisons dans cette identité à = — a^ après avoir multiplié les deux membres par >. -h a»; et faisant abstraction du facteur k qui est inutile puisque les X^ sont des coordonnées homogènes.
11 faut remarquer que Ton a :
/\/) = (x« — a*)(X" — frM(À* — c') et par suite /* {ai) = — p ( — a,).
Je vais chercher les droites singulières d'un des complexes (4). Comme nous l'avons déjà vu, on exprime qu'une droite est singulière, en exprimant que la corrélation de Chasles de cette droite est singulière, et ceci se fait (en coordonnées de Klein) en écrivant que la somme des carrés des dérivées du premier membre de l'équation du complexe est nulle . Ceci donne ici
C'est-à-dire qu'une droite est singulière quand l'équation (5) acquiert une racine double.
On obtiendra donc les coordonnées d'une droite singulière en faisant x, = x,, par exemple. Les formules (5) deviennent alors :
m V . - (^ + Ài)'(flt + )>,)(at + x,)
M — fli)
Nous allons changer de notations en mettant )., u, p, au lieu de x^x,x.,.
alors
on vérifie facilement que ces valeurs de Xi satisfont bien d'ellesmêmes aux relations (2) (4) (6) en s'aidant de cette identité due à Euler :
où F (x) désigne le produit des binômes x — Xi et 9 (x) un polynôme dont le degré est inférieur d'au moins deux unités à celui de F {x).
Je vais montrer que tous les complexes (4) ont la même surface des singularités.
Je désignerai par X^ les coordonnées d'une droite de Tun des complexes (4) et par Xi les coordonnées courantes ; l'équation
L> 4- Cii J
représente un complexe linéaire tangent le long de la droite X,. Si cette droite est singulière, ce complexe est spécial. La directrice du complexe est une droite du faisceau plan formé par le point et le plan singulier sur la droite X7:
Or, cette droite a pour coordonnées :
V _ Xt , ,v -> X,(l -f kX) XkaiXr 1 / — r- r fc\i . , -r :^ — ;
A -\- ai ^ + ai A + ai
si Ton pose
Xi(l+ fcx)_ Xai\i _
A 4- at X + flfi
on voit que Z, est une droite du premier complexe (3) et T| une droite du deuxième complexe (3), on a Yt = Zi + /tT,, c'està-dire que le point et le plan singulier sont les mêmes pour tous
les complexes, quand, en faisant varier x, on laisse u et p constants ; Zi et T,, en effet, ne dépendent pas de x.
La surface des singularités étant la même pour tous les complexes, n'est autre que la surface des ondes, surface singulière des deux complexes (3).
Les formules (7) ou (8) représentent donc les tangentes à la surface des ondes. En laissant / et p invariables, on a les tangentes en un point de la surface des ondes.
Si on donne à a et à p deux systèmes de valeurs, on obtient deux faisceaux plans dans lesquels les droites correspondant à la même valeur de \ et, par suite, au même complexe, sont homographiques Tune de Tautre ; on retrouve ainsi une proposition déjà démontrée.
Si Ton fait x = — a^, on a X^ = o ; on voit donc que les six complexes linéaires font partie de la série des complexes du deuxième ordre ayant pour surface des singularités, la surface des ondes.
On peut déduire de là les propriétés des six tangentes doubles déjà démontrées.
Nous allons résoudre, à l'aide des coordonnées elliptiques, un certain nombre de questions donnant lieu à des équations différentielles
Auparavant, nous allons chercher la condition pour que deux droites infiniment voisines (X,) et (X^ -h ^/Xt) se coupent.
Cette condition s'exprime par la relation ;
Nous allons calculer sdX' par le procédé bien connu employé par Jacobi, pour trouver rôlément d'arc de courbe en coordonnées elliptiques.
En prenant les dérivées logarithmiques des deux membres de l'équation (5), on obtient :
jlxi _ ii\ (/X, rfXj (/Xi
Xt ai + X^ ai -[- X, ai + \ ai -h X^
de sorte que dans iidX* le coefficient de d>\ est :
celui de (M\ est nul, comme on le voit en faisant x = x, X = X, dans (4) et retranchant membre à membre les résultats obtenus.
Pour calculer 2— -V-v^, prenons Tidentité qui nous a déjà
servi :
Xi' __ fc(> — ),)(). ~>,)(x — >,)(x — xj
Prenons la dérivée des deux membres, par rapport a x, et faisons y> = x,, on trouve :
__ .. Xi' ^ k(\-\,)(l,-l ,)(l ,-i,) >t + X,)« 'f{\)
appelons r,, le deuxième membre de cette égalité ; on aura là condition
(10) Iniihi = 0.
Lignes (uymptotiques de la surface des ondes. — Il est facile de démontrer que si une droite est tangente asymptotique de la surface des ondes, trois des complexes qui la contiennent sont confondus. En effet, d'après ce qu'on a vu sur les complexes qui contiennent une droite, il y a autant de complexes distincts qu'il y a de points distincts où la droite rencontre la surface.
Mais si dans l'équation (8), on fait \ = u, toutes les quantités r,t sont nulles dans (4) sauf n,. l'équation (10) devient dx, = ou du = 0, d'où u = constante.
C'est la condition pour que les tangentes asymptotiques infiniment voisines se coupent, et par suite appartiennent à une même ligne asymptotique.
a = O"" p= C'^ sont donc les équations des lignes asymptotiques.
En me servant de ce résultat, je vais démontrer une proposition fort intéressante due à M. Darboux (Théorie des Surfaces, tome IV, page 479) et déduire de là une forme plus explicite de l'équation des lignes asymptoliques.
Un complexe tétraédral, dont le tétraèdre est formé par les trois plans de coordonnées et le plan de Tinfini (complexe de Chasles) a en coordonnées Plûckériennes, une équation de la forme.
et par conséquent, en coordannéès de Klein.
Cherchons parmi les tangentes à la surface des ondes, celles qui sont dans ce complexe : pour cela, remplaçons dans (11) les X, par les formules (8) . Nous aurons une équation en x du second degré qui fournira les droites cherchées .
Si Ton pose, pour abréger :
ô = A(6« — cM + B(c' — a») -h C(a* — 6») . H = Aa«(fr' — c») -h B6*(c' — a") + Cc»(a* — b')
on trouve, après un calcul très simple, Téquation :
6X»(a -h /)) + 2/(H + Ouo) + H(u -{-p) = o.
Si cette équation en x a une racine double, c'est que les deux droites du complexe situées dans le faisceau de tangentes considéré sont confondues ou que le plan tangent à la surface est tangent au cône du complexe du point de contact.
Or, la condition, pour que Téquation précédente ait une racine double, est :
(V — H)(Ohl« — H) = o.
Choisissons donc A, B, C, de façon à avoir, par exemple :
alors, en tous les points pour lesquels u aura la même valeur, le complexe tétraédral sera le même. Et d'après ce qui précède, tous ces points seront ceux d'une même ligne asymptotique^
Donc, en tous les points d'une même ligne asymptotique, le plan tangent à la surface des ondes est tangent au cône d'un même complexe de Chasles, cône ayant son sommet au point de contact.
C'est le théorème de M. Darboux.
Calculons les coefficients A, B, C
La relation o^* = H peut s'écrire.
on peut prendre :
Le cône du complexe d'un point Xoi/o^o a pour équation, en transportant l'origine en ce point :
x( yz, — zy,) y(zx, — xz,) z(xy, — yx^) II.' — a' a»~ft* "*■ u' — c*
ou en réduisant :
Xoyzià" — {x*)(6« — c') + y(^x(b* — [^*)(c^ — a') + ZoXy(c* — [x«)(a* ■— b*) = 0.
La condition, pour que le plan itx + ^y + '/^- = touche ce cône, est :
[/ux,(\L* — a*)(l)' — c") + V^D/Zod^"^ //)(? — a») + \/wz,(u.' — c')(a* — i«) = 0.
Il résulte de laque les lignes asymptoti([ues sont à l'intersection de la surface des ondes f=o, avec les surfaces représentées par l'équation :
t/^/V(;x* - a')(b' - c') ^ \/yfy{:^'- b%c^- a') + >/zf,[i} - c')(a' - b')=o,
II. — Surfaces déceloppahles situées dans la conyruence commune à deux complexes. — Considérons deux complexes obtenus en don-
nant à x deux valeurs fixes x, \ . La congruence commune à ces deux complexes contient des surfaces développables dont on obtient Téquation différentielle en coordonnées elliptiques, en faisant \ et x, constants dans Téquation (10). On trouve ainsi :
Ml) "' f\\)
OU bien
(X , ^ xO(x, - >jdx; ^ (x,~X3)(x,-x,)rfx;
on voit que les variables sont séparées, mais nous ne continuerons le calcul que dans un cas particulier.
III. — Développables des six comjruenres fondamentales — En faisant x, = x, = - «t on a les développables situées dans la congruence relative au complexe X, = o.
Nous ferons pour fixer les idées X3 = x, = - a. on posera de plus x, == u. x, =n on aura l'équation
L'intégrale se ramène bien à des fonctions elliptiques, mais Il faut introduire deux espèces de fonctions. Finalement l'intégrale de Téquation ci -dessus n'est pas algébrique.
IV. — Développables formées de lujnes singulières de l'un des complexes duS"" ordre. — Cas du complexe de Pain vin.
Si dans l'équation n° II on fait x^ = x,, on a le cas où les deux complexes étant infiniment voisins on a affaire à des lignes singulières des deux complexes.
Le cas de x, = x, = et le cas de x, = x, = ^ doivent nous attirer tout particulièrement. Ce dernier cas est celui du complexe de Painvin ; l'équation différentielle devient alors :
du do
on a :
posons a* = -, ^«=-et par suite Téquation diflérentielle de viendra :
du dv
Cette équation est l'équation dite d'Euler. Je vais Tintégrer par la même méthode qu'emploie M. Darboux pour les lignes asymptotiques de la surface des ondes.
Si Ton a Téquatiôn :
du dv
\/(A — TO(B '— u)(C — u) v/(A — v)(B — v)(C — r)
et si Ton pose
_ /(A-n)(A-i)) _ . /(B - ii)(B - 1?) _ . /(C - m)(C - r)
^^ - V ~ " r(A) ^' - V "" "/^HBj '' ^ V -' W)
OÙ
/lç) = (ï-A)(;-B){5-C)
L'intégrale de l'équation diflérentielle précédente peut s'écrire :
OÙ Â-^ h\ k^ doivent vérifier la relation
La somme des carrés des 3 quantités o est égale à l'unité, on le voit de la façon la plus simple en décomposant en fractions simples la fraction :
on trouve :
et en égalant les coefficients de - dans ces deux expressions, on trouve :
Oi" + 0.' + O,« = 4.
Nous admettons les résultats précédents. Pour les appliquer à notre équation différentielle il suffit de faire :
Calculons alors o, o, 6, on a :
revenons aux variables {x et p ; on aura :
_fcc / (u«~a' )(p«-a')
Il est facile alors d'écrire l'intégrale de l'équation ; mais nous allons revenir aux coordonnées Xi.
A l'aide des valeurs de X on trouve sans peine
de sorte que faisant abstraction d'un facteur constant inutile, on peut prendre
et Tîntégrale peut s'écrire :
x.xyA-, , x,xy£, , x,x.v/fe
Âr^ + A:, + /c, ayant une somme nulle.
On trouve ainsi que la développable cherchée est la courbe commune à la congruence considérée et à un complexe du 2^ ordre représentée par Téquation précédente.
Posons encore
^1 p '^ p *fa p
fr — c r — a a — h*
rintégrale pourra s'écrire
XiXyc; + x.Xn v/c, + x,x« \/c, - o
avec la condition
on peut poser
G, = a» + K G, = fr» + K G. = c» + K
et cette condition sera satisfaite. L'intégrale peut donc s'écrire finalement :
T^— rr
Cette équation est celle d'un complexe harmonique.
Donc : Toutes les droites d^une même développable de la congruence
des droites singulières du complexe de Painvin appartiennent à un autre complexe harmo7iique.
Ce n'est pas tout, ce soiit des droites singulières de ce second complexe, en effet, la relation qui exprime qu'une droite de ce complexe est singulière, est :
or, cette équation est satisfaite, puisque 2 Xi* = ia\ X\ — 0.
Enfin, cherchons le faisceau plan singulier dans ce deuxième
complexe, une droite de ce faisceau plan a pour coordonnées :
?, =XX, +/â^+KX, etc.
Si Ton écrit que cette droite rencontre un droite du faisceau plan singulier relatif au premier complexe.
Ç', =. ixXi -{- dX,
La condition xÇt ?i = nous donne :
2>[i.X/ + ii2v/a«-|-KXiX, + iiaX,* =
les autres termes disparaissent. On voit que ceci est nul en vertu des équation précédentes.
Or, quand deux faisceaux plans sont tels que toute droite de l'un coupe toute droite de l'autre, ils ont leur plan ou leur sommet commun. Donc :
Ou bien la surface des singularités de notre deuxième complexe coupe la surface des ondes suivant l'arête de rebroussement de la développable, ou bien le plan tangent à la développable touche les deux surfaces.
Nous avons vu précédemment ce qu'était cette àrète de rebroussement.
On peut se proposer de chercher les coordonnées du point de la surface des ondes qui est le sommet du faisceau plan défini en coordonnées de Klein par les équations :
. __ (a t4-'^)v'(ât+V)(âV+>)
Nous pouvons poser d'abord :
Xt = (ai + x)ïi.
Les coordonnées plûckériennes de la droite sont alors défi^ nies par trois couples d'équations, telles que
pour avoir Ta; du sommet du faisceau, déterminons x de façon que ce faisceau soit parallèle au plan des yz. Il suffît de faire r. = 0.
ou :
, ^ 5i + »5* _ ^ (?i + «ïO* A = — a a
) étant ainsi choisi, on a a? = — - = " •
On a ainsi x en fonction de rx et de p. On aurait de même tjetz,
On aurait de même uv w coordonnées du plan du faisceau, tangent à la surface des ondes.
On peut se proposer d'introduire les variables suivantes :
J Vm J o
pdp
Nous avons vu précédemment que l'intégrale de l'équation d to = pouvait s'écrire :
oy(a' H- K)(6' — (f) + 0^(6* + K)(c> — a') + oyc* + K)(a* - i«)==. o,
OÙ K est une constante arbitraire.
Si nous posons :
= a« — 7^"^~ = aS •
On peut écrire o> = a + p, et a> est ce que devient a pour 3 = 0.
On peut alors écrire ji« — ^ (a) p» = ^ (p), <}» étant une fonction elliptique, et Ton constatera alors que le procédé qui sert à déduire la formule d'addition des fonctions elliptiques de Téquation d'Euler, que Kz= — ^;(a-f-p) = - ^;H.
On pourra alors écrire :
- r*^ dk
Mais les lignes oj= constante sur la surface des ondes^ peuvent aussi s'écrire :
s désignant une autre constante.
Il en résulte que s est aussi une fonction elliptique de w. On démontrerait de même que ic* + t/' + z' est une fonction elliptique de (u'.
La représentation paramétrique de la surface que Ton trouve ainsi ne diffère donc pas de celle que Ton déduit des formules données par MM. Appell et Lacour, et dont nous avons déjà parlé.
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THÉORÈME DE MVEN
Le théorème de Niven est une proposition dont on peut déduire un nouveau mode de génération de la surface des ondes, dans lequel il n'entre aucun ellipsoïde. II fournit en outre le plan tangent à cette surface et la congruence singulière du complexe de Pain vin.
Nous allons aborder la question de la façon suivante :
Soient les trois cercles :
Par ces cercles, nous faisons passer des sphères S^ S, S„ qui se coupent en M et P. Si Tangle OPM est droit, le lieu du point M est la surface des ondes, le point P est le pied de la perpendiculaire abaissée de sur le pian tangent en M à cette surface, et par suite MP, axe radical des trois sphères, est la droite singulière du complexe de Painvin, dont le point singulier est M,
Il est très facile de démontrer ces propositions.
Soient xy zles coordonnées de M, «lây celles de P. En écrivant les équations des sphères S, S, S, et exprimant que les points M et P sont sur chacune d'elles, on a :
(3) ar' + 1/* + 2' — 2v- — c* = o
(6) «• + ,V + v' — tr, — r' = 0.
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avec la relation exprimant que Tangle OPM est droit :
(7) cr(j:- «) + .% ^ ^)+y(z -y) = o.
Retranchons (4) de (1), on trouve :
(8) ti(x — «) = CM' — 0P«
et de même :
(9) 2;x(j/ — .6) = 0M' — OP
enfin :
(10) 2v(j — v) ;:= OM^ — OP*.
en portant ces valeurs de jc — a// — f;- — y dans Téquation (7), on trouve :
pour avoir le lieu du point P, tirons x m v des équations (4) (5) (6) et portons dans l'équation (11), on trouve :
* Cl* ^
(^-) OP'- a« "^ "OP' - b' ^ 0P^=^ ^ ''•
c'est l'équation de la podaire de la surface des ondes, comme on le voit facilement.
Le plan mené par P perpendiculaire à OP est tangent à cette dernière surface.
Pour avoir le lieu du point M, écrivons l'équation (7) comme il suit :
mais l'on a l'identité
x(x — «) + */(// — i^) -h -(- — y) = 0M« — «0? — Pu — yz.
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d'où résulte que Téquation (7) peut s'écrire :
(13) x(x^,a)+y(y - .6) + ^U -y) = OM* — OP'
ou en remplaçant x — a y — fi z^y par leur valeurs tirées
de (8) (9) (10).
et en tirant >^vde (1), (2), (3), on a :
Si Ton remplace 1 par - — ~.t cette équation devient :
**^' OU' -a' ■*■ DM'- b' "•" m^^^ ^ "•
c'est Téquation de la surface des ondes.
Le théorème est ainsi démontré. La construction indiquée précédemment pour les droites singulières du complexe de Painvin montre que MP est une de ces droites.
On peut; du reste, se proposer d'étudier directement la congruencedes droites MP. C'est ce que nous allons faire maintenant.
Si d'abord, nous laissons de côté la condition (7), les axes radicaux des trois sphères (1), (2) et (3) forment un complexe.
Un de ces axes radicaux a pour équations ;
(17) 2)jr + a' rn 2^y + b' = %z + c*.
Les coordonnées de cette droite sont, en désignant par k un facteur de proportionnalité :
2iiv '■ 2v). ' 2)iu
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la relation r,r, + r,i\ + r,r. = se vérifie sans peine ; on voit da plus que :
(19) flfVir* -f- ftVjr, + c^rtr^ = o.
C'est l'équation du complexe des axes radicaux, Ce complexe est celui que nous avons nommé précédemment complexe de Chasles.
Il reste à tenir compte de la relation (7). Celle-ci équivaut à une relation entre à ^ v que nous allons former. Nous tirons des premières équations (1) les valeurs dex y z :
0M« — a« ÔM" — fr« ÔM' — Ci
En écrivant que a?» -h y* + ^ est égale à ôM", on trouve :
portons aussi ces valeurs de xy z dans (16), on trouve, après une légère simplification :
a'(OM' — tf) fc'((}M' — ft«) c'(OM' — c') _ ^^^' 2V^ "^ '2f.« "^ 27 ""
on élimine facilement OM* entre les équations (20) et (21), on trouve alors, après un calcul facile :
(h* — C'Y (c' — g')' (g' — 6«)» _ ^' . ''' . £* 4(xV "^ 4v«-A* " 4>.V« ' " Y« ;x» V*
c*est-à-dire
(22) r^* + Ts* + r,« = oV,» -h 6V,« + cV,*
c'est précisément Téquation du complexe de Painvin.
La proposition que nous avons en vue est ainsi entièrement vérifiée, car les droites singulières du complexe de Painvin
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sont, comme ou Ta vu, à Tintersection de ce complexe et du complexe (19).
De ce qui précède résulte une construction géométrique de la surface des ondes donnée par M. Darboux. (Comptes rendus, toine 71. Annales de l'Ecole normale , 1889).
Prenons arbitrairement une sphère S, passant par C,, une sphère S, passant par C,. Ces sphères se coupent suivant un cercle r.
Toutes les sphères S, passant par C, ont même plan radical, par suite coupent le plan de r suivant des cercles a ayant même axe radical.
L'axe radical de r et de Tun quelconque des cercles a passe par un point fixe H situé sur Taxe radical commun de tous les cercles a.
, Sur OH comme diamètre, décrivons une sphère ; elle coupe r en deux points P et F ; HP HP' coupent de nouveau r en M et M', et les angles OPM OP M' sont droits.
H résulte alors des propositions précédentes que :
1** M et M' sont sur la surface des ondes considérée ;
2° P et P' sont sur la podaire de cette surface, de sorte que les plans tangents en M et en M' sont les plans menés par P et par P' perpendiculairement à OP et à OP'.
3^ PM et PM' sont des droites singulières du complexe de Painvin .
Calculs Aexy z «^y en fonction de deux paramètres.
Les formules que nous allons démontrer maintenant, en les rattachant à ce qui précède, sont celles qu'emploie M. Darboux dans la note sur la surface des ondes, citée à propos des lignes asymptotiques.
Nous allons poser :
art +«/« + ;?« = r\ «^ -h ,5» -I- y« = ^*.
L'équation (16) où OM est ibconnue, a pour racine r et une autre /^ de même l'équation (12) ou OP est Tinconnue, a pour racine o, et une autre racine ^\ Nous allons d'abord calculer xy z en fonction de r et r , «3^ ©n fonction de p et &', nous chercherons ensuite les relations entre ces deux couples de variables.
On a les formules :
X* + if + -' = r* (23) ' âr^' h' — 7« 7~-^' " ''
de nos deux dernières équations on tire des quantités proportionnelles à x' y* z' en procédant comme pour les coordonnées elliptiques. La première équation fournit alors le facteur de proportionnalité, et Ton trouve finalement :
(24^ x^ = b'o' (a' - na' - n
et deux autres formules analogues On a de même :
et l'on déduit de là :
(26^ _ p'(p' - g' Xp" - «•)
et deux autres formules analogues.
Voyons quelles relations existent entre r, f et o, p'.
Si Ton élimine a entre les équaùons (1) et (4), on trouve :
élevons au carré, et remplaçons x' et a» par leurs valeurs, on trouve, toutes réductions faites :
(27) feV(f • — a')(p« — a') = pV(r* — a«)(p'' — a*).
Cette formule et les deux analogues ne sont autres que les formules (24) de la note de M. Darboux.
Si Ton pose :
/If) = (Ç - aM(Ç -//«){? -^')
on a l'identité
en elïet, les deux membres sont du deuxième degré en ?, d'après les formules (27), ils sont égaux pour trois valeurs de ç, qui sont a' b* et 6* ; ils sont donc identiques.
Les formules (24) ne diffèrent que par les notations des formules que nous avons déjà trouvées, pour représenter la surface des ondes.
Il suffirait de poser r» = x, /« = il en résulte que les
que les lignes r = constante sont sur les sphères x* + ?/' + z^ = r«, et les lignes r = constante sur les ellipsoïdes
Nous voulons maintenant étudier les courbes p = constante. Il nous suffit pour cela d'avoir p en fonction de »• et r'.
En faisant dans l'identité (28) ç = r" , on fait disparaître p', et l'on a : -»
— or'*(r« — a*)(r* — A«)(r« — c>) = a'b*c^(r* — r'*)
nous allons maintenant remplacer r' par x* + «/* + z* et r" par ,-, --.— ; j— — . Nous remarquerons de plus que d'après 1 équa-
tion de la surface des ondes le produit (a'** + 6«t/'+c'^«){a?'+j/*+-') est égal à a»(t» + c^)x^ + i»(c« + a«)//« + c'(a» + 6M-* — «'^'c*. il en résulte l'équation.
?«[(x* + //« + z^Y — (^* + ?/• 4- -«')(«' +b^ + c«) — (a«x> + 6»/y* + c«rM + a*(t' + c»)j* + i«(c« + a«)j/' + cM«* + h^)=>^ — ^*'>*c' = o.
C'est l'équation d'une cyclide. On sait que ces sortes de surfaces sont l'enveloppe de sphères coupant à angle droit une sphère fixe et cela de cinq manières différentes. Ici, trois des sphères fixes se réduisent aux trois plans de coordonnées. Quant aux deux autres, on voit facilement qu'elles ont pour centre l'origine, et que les carrés de leurs rayons sont égaux et de signes contraires
Les cosinus directeurs de la normale à la surface sont ~
Si nous les nommons C C C" nous avons et deux autres formules analogues.
Nous pouvons maintenant former l'équation des lignes de courbure de la surface. Par malheur cette équation qui a une forme compliquée, ne peut être intégrée dans le cas général.
En désignant parR l'un des rayons de courbure principaux de la surface, on a les équations de Olinde Rodrigues.
dx. + RrfC = dy + RrfC = o 'dz + Rd(r = o
In
comme Crfjr + C'd// + CV/ j = o on a d[Cx+C'y + C"z\=xdC-{-iidC' + zdG'
on déduit donc de ces 3 équations.
xdx + ydy + zdz + R[(Ca: + Gy -h (^jj = o
OU : en remarquant que «r + .sy + yj = ?» d'oiï c.r + G'// -f r/j = ?
d'où :
portons cette valeur de R dans la première des formules d'Olinde Rodrigues.
(32) d^dx-rdrdC.
La formule (24) donne :
air — "^rdr ^fdf 2di^
et la formule (30) donne :
2dC _ 2pd^ 2fi'rfp '
Portant ces valeur de dx et dC dans la formule (32) après quelques réductions et en remarquant que d'après Tégalité (27) on a
et le terme en dr do s'en va ; alors il reste
a^xdpdv __ Gp'rrfrdp' ~ î^* — r^) "" p'« — fl» '
Mais de (27) on déduit a* — r ' et en portant dans cette relation il vient :
a*xd?dr' __ Cp'rdrdy
ou en ayant encore égard à la même identité (34).
a"dpdr' _ p'rdrdp' "• /»p — b*c*
ou enfin Pour simplifier les calculs posons
la relation précédente devient :
(35) a^h^cHvdu' = m'^dudv
Nous allons conserver les variables u et r ; en faisant ç = u, ç z= î; dans la relation (28) on trouve
(36) a:'bH*(u — t^') n — mi'{(u)
Ces deux équations fournissent u v puis dw' et dd : en portant dans réquation (35) on obtient ;
(38) /lw)dD« + {(v)du^ — \ 2/lr) + (w — v)\f(r)) — ^'1 j dudt) = o.
On ne peut pas intégrer cette équation. C'est pourquoi nous bornerons là ce que nous avions à dire sur les lignes de courbure. M. Darboux a montré dans la note citée que l'intégration pouvait s'eflectuer dans le cas où le polynôme ^ [u) = ul\u) n'est que du 3*^ degré.
L'équation (38) permet de former Téquation du second degré
dont les racines sont les rayons de courbure principaux. Il
dv suffit de remplacer , par sa valeur en fonction de R. Or on a
u = r\ d'où du - trdr de même dv = 2prfp
du _ pdf
dv rdr
en portant dans (38) on obtient
On peut introduire les segments de normale compris entre le pied et les trois plans de coordonnées.
Nt =
en remplaçant xyr par leurs valeurs ainsi que CGC' On a : [Equation (34)]
et les trois formules analogues.
On a alors :
Nx Ny N.^ = - V^ ^-
et comme v = pS étant la distance de Torigine au plan tangent et que le produit des racines R'R" de l'équation (39) est —on a
„ „ Nx Ny Nî
on a maintenant Ce qui donne finalement :
R' + R'- = !!* _ Nx — Ni, — Nî .
PROPOSITIONS DIVERSES
1« Génération par des coniques sphérigties. — Reprenons la définition de la surface des ondes comme surface apsidale d'un ellipsoïde. Il résulte de cette définition que si nous coupons Tellipsoïde et la surface par une sphère concentrique à Tellipsoïde, nous obtenons dans les deux surfaces deux coniques sphériques supplémentaires. En joignant les points de ces courbes au centre 0, on aura deux cônes supplémentaires. Or Tun d'eux a ses plans de sections circulaires parallèles à celles de rellipsoïde, donc l'autre a ses lignes focales perpendiculaires à ces plans.
Il résulte de là que quand le rayon de la sphère varie, les différents cônes obtenus en joignant au centre les points de la section de la surface des ondes par cette sphère sont homofocaux.
On aura défini un mode de génération de la surface si on a un moyen de construire la conique sphérique située sur une sphère de rayon donné.
Or, les foyers de cette conique sont connus, ils sont à Tintersection de la sphère avec les lignes focales. Il reste à trouver comment varie la somme (ou la différence) des rayons vecteurs sphériques de la surface.
Considérons une sphère de rayon 1, les coordonnées d'un point M seront a; = sin o cos 9 y = sin o cos ^ z = cos 0.
Soient F F' les deux foyers d'une ellipse sphérique, les coordonnées de F étant : © = = y, celles de F étant 9 =
Il est facile d'écrire l'équation de cette courbe. Soit M un de ses points, l'arc OM c'est 0, l'angle MOF est égal à ç, les deux triangles MOF MOF' donnent :
cos MF = cos T cos + sin Y sin cos ?
cos MF = cos T cos — sin T sin cos <p
soit MF + MF = 2a MF - MF = 2 > ; en ajoutant et retranchant ces équations on a :
cos a cos X =1 COS y COS
sin a sin X =: sin y sin cos ç
En éliminant / entre ces équations on a :
cos» T COS» sin» y sin» cos» ? .
cos» a sin» «
c'est l'équation de la conique considérée. On aurait une équation toute pareille en supposant MF' — MF constant.
Le cône ayant son sommet à l'origine et contenant cette courbe a pour équation :
2» cos» Y , X* sin» Y , , , , ,
cos» a sin»#*
ou :
sin» a cos» Y — cos» a COS» a
en identifiant cette équation avec celle du cône
on trouve sans peine :
1 * COS* a , Sin* a +
et de plus on pourrait calculer cos y, mais cela est inutile, puisque nous connaissons d'autre part les foyers de la conique.
La relation précédente fait connaître a en fonction de p ; sur chaque sphère de rayon p on connaît les foyers et le grand axe de la conique sphérique, on saura donc la construire.
2*^ Surface de l'onde en coordonnées elliptiques. — Cette équation est donnée par Salmon dans son traité de géométrie analytique à 3 dimensions.
Nous avons trouvé dans le chapitre précédent (Equation 15) une forme d'équation de la surface de Tonde montrant immédiatement que cette surface est Tintersection de la sphère :
avec la surface ayant pour équation :
+ ^~—r, + ir:-^ : -i = o
Or quand on fait varier R, on obtient une série de surfaces homofocales. R' étant, pour les points réels de la surface des ondes toujours compris entre a* et c\ ces surfaces homofocales sont des hyperboloïdes à une nappe (R* > h') ou à 2 nappes (R' < b').
Pour avoir Téquation de la surface en coordonnées elliptiques, envisageons les coordonnées elliptiques x a v d'un point P dont les coordonnées cartésiennes sont xy z.
L'équation
doit être satisfaite par t = à t = u t = v, en écrivant que la somme des racines de l'équation est x -^ p. + v on trouve de suite
Une sphère de rayon R a donc pour équation :
tandis que la surface homofocale du système considéré qui coupe cette sphère sur la surface des ondes est :
;jL = R« OU V = K\
Prenons par exemple y. = R* ; on aura en éliminant R' entre cette équation et celle de la sphère,
X + V =: a« -f fc* + c>
C'est Téquation de la, nappe de la surface des ondes engendrée par des lignes situées sur les surfaces /* = const. Ce sont des hyperboloïdes à une nappe {^ > h). On obtient ainsi la nappe extérieure de la surface.
De même > + a — a' + ft* + c' représente la nappe intérieure et u + y^ = a' -^ b* + e* représente la nappe imaginaire.
Considérons en particulier la nappe de la surface représentée par l'équation :
Si on fait x constant dans cette équation, a est constant aussi : Cette ligne est donc une ligne de courbure de l'ellipsoïde x = Const . On voit de môme que l'autre nappe x + v = a' + // + c' est coupée par le même ellipsoïde suivant une ligne de courbure de ce même ellipsoïde ; cette ligne appartient à l'autre système.
11 est facile de vérifier que les surfaces v = constante, coupent à angle droit toutes les surfaces © (X, .x) = constante. Ainsi l'hyperboloïde V = constante coupe à angle droit la nappe x + u = constante, tandis qu'il coupe l'autre nappe X -f- V z= constante suivant une ligne de courbure de cet hyperboloïde.
SUR LA SURFACE ACCESSOIRE DU COMPLEXE DE PAINVIN
Les relations du chapitre précédent étant conservées, le plan tangent à la surface des ondes a pour équation :
Lorsque p reste constant et que p» varie, ce plan enveloppe une développable qui, d'après ce que nous avons vu, est formée de droites singulières du complexe de Painvin, et a par suite son arête de rebroussementsur la surface accessoire.
Ceci fournit un moyen d'obtenir cette surface.
Prenons les deux dérivées successives de (1) par rapport à pv
Ces dernières équations donnent des quantités proportionnelles à xy z.
- K\/ib^ _cM-<P^~^>'~'*'
et des quantités analogues pour ij etz
portons dans la première équation, pour déterminer K, nous
obtenons après quelques réductions :
^^ oV/[(p«-aM(?"-fr')(p''~r')
et par conséquent :
V^(P' — «Mfûf^ — b' lia» — r*l v/(p» — b')(h' — c*)(h^ — a')
on trouve facilement les équations des lignes p= constante sur les plans de coordonnées, et celle du cône ayant pour sommet Torigine et passant par une ligne g = C^% ce dernier cône a pour équation :
On peut se proposer de résoudre relativement à la surface accessoire, différentes questions. Il est naturel de chercher ses lignes asymptotiques.
Mais la proposition suivante dispense défaire cette recherche.
Elle se trouve démontrée dans Touvrage de M. Kœnigs sur la géométrie réglée.
Quand les coordonnées d'une droite s'expriment en fonction de deux paramètres .x, v, de façon à satisfaire toutes six à une même équation aux dérivées partielles du second ordre, les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux nappes de la surface focale de la congrueiice formée par ces droites.
Admettons cette proposition. 11 est facile de voir qu'elle s'ap-
plique ici. En effet, les six coordonnées de Klein d'une droite singulière du complexe satisfont à Téquation :
SUR UNE QUESTION RELATIVE AU COMPLEXE DE PAINVIN
Je me propose ici de chercher quelles sont les surfaces formées de droites singulières du complexe de Painvin et qui ont leur ligne de striction sur la surface des ondes. • En coordonnées Plûckériennes, on a Téquation du complexe :
et en écrivant que la droite, est singulière, et tenant compte de* la relation qui a toujours lieu entre les six coordonnées d'une droite : •
Le plan f\x -h r.rj + r,r = o qui passe par Torigine et par la droite, est, comme on sait, perpendiculaire au plan tangent de là surface des ondes. 11 doit donc coïncider avec le plan tangent au point à Tinfini sur la génératrice de la surface cherchée. Ceci fournit les relations :
i\dr, — r^dr^ i\di\ — r4f\ __ fidr^ — f\df\
en tirant des relations, (2) des quantités proportionnelles à
'•„ n, '«, on a :
1^4 J. HICffAlU)
La somme des numérateurs de ces trois rapports est nulle, ainsi que celle des dénominateurs, Ces équations se réduisent donc bien à une seule. Multiplions ces rapports haut et bas par a* b* r' et ajoutons, on a Téquation :
(* - C) ^-+(«* - «M-r^ + («. - ft,) — ^ =
OU
fct _ c« c* — a* a* — 6* Ti r, r, = constante.
telle est Téquation du cône directeur de Tune des surfaces cherchées.
Je vais maintenant déterminer l'équation de la ligne de striction correspondante.
Prenons les coordonnées d'un point de la surface des ondes sous la forme :
et les deux formules analogues pour y* et z\ Les droites singulières du complexe de Painvin sont tangentes aux lignes ^ = constante, r^ r, r, pour une pareille droite peuvent donc être pris égaux à
dx dy dz d). dX dk
or \
di fx(a« - é')(a« — c«)
StJR LA SUftï^ACE DES ONDES DE FRESNÈL l2S
d'où
2^ = KhcS/b^=^^\/t:=L^^ (il ^ ). -- a'
K désignant un facteur symétrique en abc.
En portant les valeurs de — -^ r- à la place de r twt dans
l'équation du cône on a après quelques réductions et une élévation au carré :
(X — a») (a— fr») (^ — ^*) =:K(^a— a*) (.«—**) (."— cM
K étant une constante arbitraire. Telle est l'équation très simple des lignes de striction sur la surface. Ces lignes ne sont algébriques que si fc* — c* c' — a^ yi* — 6' ont entre eux des rapports rationnels.
DE COURBURE DE LA SURFACE
Cette méthode repose sur le théorème suivant, bien connu : Dans un mouvement à deux paramètres les normales aux surfaces trajectoires des différents points à un même instant rencontrent deux droites fixes.
Cette méthode permet, quand on sait trouver les rayons de courbure principaux d'une surface, de trouver ceux de la surface apsidale .
Soit A un point de Tellipsoïde, B le point correspondant de la surface des ondes. Les normales en A et en B sont rectangulaires et se coupent en N. étant le centre des surfaces, on voit sans peine que l'angle ANO est un demi-angle droit, d'où il résulte que les trois droites NA, NO, NB forment une figure
invariable. Dans le déplacement, NB reste normale à la surface des ondes, NA est normale à Tellipsoïde, NO passe par le point
fixe 0. NA touche en deux points P et Q, centres de courbure de Tellipsoïde, la développée a de cette surface. Menons les normales /> et 7 en P et Q à cette développée, on a déjà deux droites que doivent rencontrer les deux droites fixes — dont il est question dans le théorème ^ ci-dessus énoncé. En outre, ON pas-
sant par 0, on peut montrer facilement quje l'une des deux droites fixes doit passer par 0, et l'autre doit être dans le plan niené par 0; normal à ON. Dès lors, il est facile de construire ces deux droites. En menant ensuite deux droites perpendiculaires à AN rencontrant AN et ces deux droites, on aura les deux centres de courbure de la surface des ondes, situés sur AN.
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