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INTRODUCTION
La théorie des groupes continus finis a été fondée par S. Lie, et depuis de nombreux géomètres en ont développé les bases et les applications. Dans toutes ces recherches, on définit un groupe continu G par des transformations infinitésimales
Xf=S Eu) (zur), K=A
dont on suppose les coefficients &;; holomorphes dans le voisinage d’un point; on définit les transformations de G dans le voisinage de ce point en se bornant à l’étude des transformations voisines de la transformation identique. Lorsqu'on étudie la similitude entre deux groupes g et G, on se contente d'établir qu'il existe une transformation f holomorphe, ainsi que f-', dans le voisinage du point considéré et telle
fu | fa =G
Dans ce travail, nous nous sommes proposé d’étudier les groupes continus (x, sans nous restreindre ni à la considération des transformations de G voisines de la transformation identique, ni à l’étude des transformations de G et de la transformation f dans le voisinage d’un point. Ce travail se compose de trois Parties :
Dans la première Partie, nous supposons les &;; algébriques et le groupe g birationnel; nous faisons en outre une hypothèse sur la structure de g. Au groupe G correspond un groupe (g') birationnel, comprenant une infinité discontinue de transformations. Si (g”) est discontinu au sens de H. Poincaré, la transformation f est nniforme, ainsi que les transformations de G qui correspondent biuniformément à celles de g. Dans le cas contraire, G contient un sous-groupe singu-
lier (G) composé d'une infinité discontinue de transformations.
Dans la deuxième Partie, nous étudions une structure particulière de groupe qui nous conduit à considérer des transcendantes uniformes
‘appelées cultrakleinéennes ». Nous étudions également G sur sa multiplicité invariante ; cette dernière théorie, qui complète dans un autre sens celle de la similitude des groupes, peut s’étendre à des structures plus générales que celles que nous avons envisagées.
Dans la dernière Partie, en partant de fonctions kleinéennes; nous avons défini des fonctions ultrakleinéennes et des groupes G pour lesquels les £,; sont algébriques. L'étude de ces groupes, dont on ne peut former les équations finies et qui se ramène à l’étude d’un groupe kleinéen, termine ce travail.
PRÉLIMINAIRES
I. — Propriétés des solutions de certaines équations fonctionnelles algébriques.
1. Exposons d’abord quelques résultats qui servent de guide dans
nos recherches.
Soient f(x) une fonction méromorphe et x une valeur particulière
quelconque de la variable, en général l'équation Ja) = f(x),
où x’ est l’inconnue, a une infinité de racines qui sont des fonctions analytiques de x. Cette équation définit donc une infinité de transformations qui constituent ce que nous appellerons le groupe de la fonction f. Cette définition s'étend sans difficulté à un système de n foncüons de 7 variables.
Nous dirons qu'une relation entre deu variables y,, y, est algébroïde, si à une valeur de y, correspondent au plus un nombre fini N de valeurs de y, et réciproquement. N est dit le degré de la relation considérée par rapport à y.
TaéorÈme [, — Si deux fonctions méromorphes f(x) et g(x) sont liées par une relation algébroïde, f(x) ne prend qu'un nombre fini de valeurs lorsqu'on y effectue toutes les substitutions du groupe de g. Ce nombre est au plus égal au degré de la relation considérée par rapport à f.
Taéorème IT. — Soient f(x) une fonction méromorphe et x! = dx, a) les équations d’un groupe continu g de transformations birationnelles à un paramètre. S’il existe, quel que soit x, une relation algébroide de degré maximum N entre f(x) et f[%|x, a]] et si l’on considère N +1; transformations h,, h,, ..., h,, du groupe de f, deux de ces N +1 transformations h, et h, sont telles que h,h," est permutable avec loutes les transformations de g.
Les fonctions
f(x), et flyfe, 21]
étant liées par une relation algébroïde de degré N par rapport à f(L), en vertu du théorème |, deux au moins des N + 1 quantités
fStkACæ) al] mn, .,N+n S{YTA, (Ce), a] = SIYlA(æ), af], ou, en posant 4(x) = 4h,[4,'(x)], SYLAC), a]] = Te, a)
sont égales :
Il existe donc une substitution '(x) du groupe de f telle que
YLA(æ), a]=#'[4Ex, al]:
Les substitutions k et 2! dépendent de a; mais comme les substitutions »' forment un ensemble dénombrable, pour une infinité de valeurs de a voisines d’une valeur quelconque x, h et h'sont les mêmes. Prenons pour à la valeur du paramètre à qui correspond à la transformation identique, et choisissons pour x une valeur telle she h et A’ soient holomorphes dans son voisinage; la fonction
diA(x), a] — h'[YCx, a]|
holomorphe par rapport à x el à a, est nulle pour une infinité de valeurs de a voisines de «; elle est donc identiquement nulle et pour a voisin de &, on a
ULA(æ), al] = k'TDCx, a]|.
Faisons dans cette équation a = «, il reste
h(æ) = NE); par suite, é YA(X), a] = AE, a1],
quel que soit a; (x) = h,h;' est donc permutable avec toutes les transformations de g
Üne conséquence de ce théorème est la proposition suivante déjà connue : Une fonction méromorphe qui admet un théorème d’addition algébrique est soit une fonction rationnelle, soit une fonction rationnelle de e*, soit une fonction elliptique.
Ces deux théorèmes s'étendent sans difficulté à un système de n fonctions de x variables.
II. — Indication d’un procédé de définition de certaines transcendantes.
2. Soient f,(x) et f,(x) deux fonctions méromorphes liées par une relation algébrique
FA), fi(a)] eo.
Nous appellerons groupe du système (f,, f,) l’ensemble des transformations communes aux groupes de f, et de f,. Soient de même ni fonctions fi, 2... fa+, de n variables x,,æ,,...,%, hées par une relation algébrique
PT sie Tn)) fa( Lis +, CDs ..) PNG ER …., mr)]l=0
. Le groupe de ce système est formé des transformations Cu) définies par
US PR RQ RE 0 dr CE A A A A (Ets 0 EAN Nous dirons que deux systèmes
(AY NE ) el CR San nee AD)
sont liés par une relation algébroïde si chacune des fonctions de l’un des systèmes est une fonction algébroïde des fonctions de l’autre. Par extension, nous appellerons degré de cette relation par rapport à (f) le nombre des systèmes (f) qui correspondent à un système (g) donné. À
Symboliquement, on peut écrire un tel système sous la forme y = f(x); f est en définitive le symbole d’une correspondance entre les systèmes x,, &,, ...; x, et les points de la surface algébrique
F[ y: Ya, Le Vaial = 0!
Grâce à l'emploi de cette forme symbolique, il est facile de voir que les démonstrations des théorèmes ['et IT s'étendent aux systèmes de n +1 fonctions de n variables. En particulier, considérons le cas où dans l'énoncé du théorème Il, N-égale 1. Les relations algébroïdes considérées sont alors uniformes. Soit À une substitution du groupe de f; si nous lui associons la transformation identique qui fait aussi partie de ce groupe, nous avons ainsi N + 1 substitutions du groupe de fet, en appliquant le théorème Il; nous voyons que À est permutable avec toutes les transformations de g.
3. Il existe, comme on sait, trois procédés principaux de définition communs à l’exponentielle et aux fonctions elliptiques; seuls deux d’entre eux permettent de définir les fonctions fuschiennes et kleinéennes comme le montre le Tableau ci-dessous :
6 HENRI MINEUR, EXPONENTIELLE, FONCTIONS ELLIPTIQUES. FONCTIONS KLEINÉENNES. Série e?. Séries p(u), E(u). Séries thétakleinéennes.
Inversion de l'intégrale | Inversion du quotient de , elliptique de première| deux intégrales d’une Y Troe espèce. équation linéaire.
Équation différentielle
Equation fonctionnelle |Théorème d'addition algé-
Jiæ+y)=f{æ)f(y) | brique.
Nous nous proposons dans ce travail de combler le vide que présente ce Tableau; d’une façon plus précise, au moyen d'équations fonctionnelles analogues à celles du théorème d’addition des fonctions elliptiques, nous définirons des systèmes de transcendantes dont le groupe est formé de transformations birationnelles d’une nature donnée à l'avance. A titre d'exemple, cherchonsles systèmes de quatre fonctions
de trois variables x,, x,, x, dont le groupe est formé de transformations de la forme
a %3 + Br , Gti +B ne di + d Ts RER IN 2) DENT ER? OR ere Ya + Ô YLa + Ô Zi + 0
&.* Li Il suffit pour cela de remarquer que ces transformations sont permutables avec celles du groupe
ax + bXa PRE + dx; ; ax; + b F Cas ed
Si donc on connaît un système de quatre fonctions f,, f:, fs, f, de trois variables liées par une relation algébrique et telles que les quantités
aAX\+bx, cr + dx, ax; +b hé ) ER CRE cxs+ d\ :cx;+d cr; +<d
soient des fonctions uniformes des f;(x,, æ,, æ,), ce système se répétera par des transformations du groupe g’. Si dans f;(x,, &,, xæ,) par exemple, on fait x, — x#,— o, on obtient une fonction kleinéenne de ., car pour æ,—x,—0 une substitution du groupe g’ se réduit à
ALa+ P
LE 1 Y Let Ô
THÉORIE ANALYTIQUE DES GROUPES CONTINUS FINIS. 17 4. Considérons pour simplifier un système de deux fonctions d’une variable f,, f, liées par la relation algébrique EC UR) ocean groupe g continu à un paramètre : æ'=— 4 (x, a). Supposons que f,(x') et /,(æ°) soient des fonctions uniformes de f,(x)et f,(x) : fa) Rilfi(æ), ae], (2) = Rx), fi(æ)],
Les transformations ainsi définies
Xi REX, X2], ARS CS ES
forment un groupe G, conservent la courbe algébrique F(X,, X,) = o
et sont uniformes sur cette courbe. Les groupes g et G sont donc sem-
blables et les fonctions y, = f,(x), y, — f,(x) peuvent être consi- . dérées comme définissant une transformation f telle que
(1) Jef =G.
D’après la théorie de Lie, réciproquement, si g et G sont deux groupes continus semblables, il existe une infinité de transformations f vérifiant l'équation (1). Dans ce travail nous ferons donc létude de la similitude des groupes continus de transformations et des transformations f correspondantes. .Nous montrerons dans quels cas les fonctions ainsi définies sont uniformes et nous retrouverons sous une forme plus précise le groupe de ces fonctions.
I. — Simplification du problème
1. Soient g et G deux groupes continus finis et semblables. Dans l'étude des transformations f définies par l’équation fonctionnelle
(1) fgf7'=G,
nous nous limiterons au cas où la solution f de (1) dépend de constantes arbitraires. D'après S. Lie (Theorie der Transformationsgruppen, t. F, Chap. XIX ), il fautet il suffit pour cela que les groupes get G soient transitifs. Soit g' le groupe continu fini des transformations permutables avec toutes celles de g. Ainsi que nous l’avons démontré dans les préliminaires, le groupe d’une solution de l’équation (1) est un sous-groupe de g’. Le nombre de paramètres dont dépend g’ est maximum lorsque g et G sont simplement transitifs. C'est ce cas que nous cnadérétons désormais.
Supposons donc g et G simplement transitifs et isomorphes; il en résulte qu’ils sont semblables. Précisons la signification de l’équation (1). Soient : s le nombre de paramètres de g, X,, X,, ..., X,,_ s transformations infinitésimales indépendantes de g et Y,, Y,, ..., Y,. s transformations de G liées par les mêmes relations de structure que les transformations correspondantes de g. L'équation symbolique (1) signifie que la transformation f fait correspondre X; à Y,. Il pourrait arriver que G admette s autres transformations infinitésimales Y', Y,,..., Y' liées par les mêmes relations de structure que NN ne x on ne considérera pas comme solution de Ci 1) une transformation qui fait correspondre les X,; et les Y’.
2. Relation entre les solutions de deux équations fonctionnelles. — Soit g, un groupe semblable à g; considérons les équations analogues à à (1),
TET = 8; (3) TT EN
Soient T, x et +’ des solutions particulières respectives de (1), (2) et (3). De ces équations, on déduit
PA be AT M AO date TE
La transformation f’= 77" f-'1" est donc permutable avec toutes les transformations de g,; f’ est donc une solution de
(4) LEf =:
Réciproquement si f’, 7 et +’ sont des solutions respectives de (4), (2)et(3), f—7f'7" est solution de (1).
L'étude des solutions de (1), où g et: G sont des groupes de structure donnée, est donc ramenée à celle des équations de la forme
” Tate Cr
où £, est un groupe possédant la structure donnée, choisi une fois pour toutes et G un groupe quelconque isomorphe à g..
On peut tirer des considérations précédentes une autre conséquence intéressante : si est une solution particulière de l'équation (1), toute autre solution f’ de cette même équation sera de la forme
De
+ étant une transformation permutable avec toutes les transformations de g. Il suffit donc d'étudier une seule solution de l’équation (1). |
3. Nature des transformations de g. — Nous prendrons pour £ un groupe de transformations birationnelles; les trañscendantes solutions de l’équation (1) admettront pour groupe un sous-groupe de 2”. Comme notre but est de former des transcendantes dont le groupe se compose de transformations birationnelles, il faut chercher dans quel
cas il en est ainsi pour g”.
Taiorème. — La condilion nécessaire et suffisante pour qu'un groupe simplement transitif g el son groupe permutable 9" se composent de transformations birationnèlles est que g dépende brrationnellement de ses paramètres par un choix convenable de
ceux-ct.
1° La condition est suffisante. — Soient en effet &'— V(x, a) les équations de g, æ, un point fixe et x, = Tx, son transformé par T ; on à, quel que soit a, TE (a, a)] = YIT(x), a] = Y (xx a).
* Soit x’ un point quelconque, comme £g est simplement transiuf et dépend birationnellement de ses paramètres à, il existe en général un
système a et un seul tel que x’ = Ÿ(x,, a). Le transformé x” de x’ par
T sera mi Ro (ET Cr ae dre
À ï j ! a \ el AN RES
On obtient l'équation x’ — T4 d'une transformation de g’ en élimi-
nant a entre les équations x"— Ÿ(x,, a), x'= Y(x, a). T est donc birationnelle. La
2° Réciproquement, supposons g et 9’ birationnels. Prenons pour paramètres définissant une transformation T de g les coordonnées du point A transformé d’un point fixe O par T ; soient M un point quelconque, M son transformé par T, je dis que M’ est une fonction birationnelle de À et de M. Soit r une transformation de g, telle que M = 10 (+ existe puisque 2’ est simplement transitif) et soit
M'=1xA, on à
AU
donc | Mr TO MO PME MS
donc M'=tA, r étant birationnel. La proposition énoncée est démontrée. Nous prendrons désormais pour g nn groupe birationnel dépendant birationnellement de ses paramètres.
II. — Réduction d’un groupe continu de transformations birationnelles.
4. Le théorème de M. Enriques. — Avant d'aborder l'étude de ‘Péquation (1), cherchons les singularités d’un groupe continu de transformations birationnelles. Reprenons la démonstration d’un théorème de M. Enriques (') qui doit nous être utile par la suite et d’après lequel un groupe de transformations birationnelles g à s variables se ramène simplement à un groupe continu de transformations homographiques.
Considérons une famille G de multiplicités algébriques à s — 1 dimen- BIOS CON de AUD ENT AV MErON
(1) Sui gruppi continui di transformasioni cremoniane nel piano (Ait della reale Accademia dei Lincei, 1893, p. 468).
Transformons-les par toutes les transformations de g, nous obtenons une nouvelle famille F qui dépend de paramètres arbitraires: Soit F' le plus petit système linéaire de multiplicité à s — 1 dimensions qui contient F, je dis que F' est invariant par g :
Si cela n’était pas, le système linéaire F” transformé de F' par g contiendrait F et serait différent de K”; le système commun à F’et F” serait linéaire, contiendrait F et serait plus petit que F’’et F”, c’està-dire dépendrait d’un nombre plus petit de paramètres, ce qui est contraire à l'hypothèse. Soit donc
RAA DE AE) RASED Mens ce tu ee (ibid 1e Ab) EE 0
le système F’ invariant par g. Posons
VO OO EC A Ua — 8 (æi, Lo 5 Ts), NES UT TPE IE SAAEAREE RREtTe £ Up Sp(Lis Les es Æs).
Considérons 4,, u,, ..., u, comme les coordonnées homogènes d’un
point de l’espace E, à p — 1 dimensions. Nous obtenons dans l’espaceE,
une multiplicité P à s dimensions dont les coordonnées s'expriment
rationnellement au moyen des paramètres x,, æ,, ..., x,. Le groupe g
_ définit sur P un groupe de transformations birationnelles qui conserve la famille des sections planes de P d’équation
ui + lola. + pp 0e
Les équations de g sont donc celles d’un ensemble de transformations linéaires homogènes si l’on prend comme variables u,,u,,..., U,. Considérons ces transformations comme appliquées à l’espace E, tout entier; elles forment un groupe sur la multiplicité P, mais comme elles sont linéaires homogènes, et comme $ +1 quelconques des variables U,, Us, ..., U, Sont linéairement indépendantes sur P, les identités entre les coefficients de ces transformations qui expriment qu’elles forment un groupe sur P expriment aussi qu’elles forment un groupe dans tout l’espace E,. Elles constituent donc un groupe continu £, de transformations homographiques de E,, laissant P invariant et se réduisant sur P au groûpe g à condition de prendre comme variables LAURE) Ve 2 Me
En résumé: Étant donné un groupe continu g de transformations.
birationnelles de l'espace E(x,, &,, ..., æ,) il existe un groupe CUS TA 9
continu de transformations homographiques de l'espace —; —, pi StA
1 PL rhone À , conservant une multiplicité ralionnelle P as 4
Re LATE À TR ODRE 24 RTS de NPD)
et se réduisant à g sur P à condition de prendre pour variables x,,
DR Re CO) F
5. Singularités d’un groupe de transformalions birationnelles.. — La correspondance entre les points de l'espace E(x,, #,,...,x,) et de P ainsi définie n’est pas nécessairement biuniforme. Considérons, par exemple, le groupe de l’espace à trois dimensions :
; + OA nr Ce 77 NU De pare RP NGE-E0z ic +dz pra br à
LA
L’équation de la famille F"' sera de la forme
EE CYe 3, ZT, a, CEn DCE An) 0;
F étant un polynome entier, et les w; seront de la forme L 1
les g'; étant des polynomes. On peut supposer que les g;; ne s’annulent pas tous lorsque 3 est nul; si celte circonstance se présentait, on pourrait mettre en facteur commun dans tous les g; une certaine puis-
Y (*) Gette démonstration ne peut pas s'étendre aux groupes continus de trans-
formations birationnelles d’une multiplicité algébrique AC en elle-même, si les transformations cessent d’être birationnelles hors de la inultiplicité A; on ne peut affirmer en effet qu’une famille de multiplicités algébriques tracées sur 9Ù soit contenue dans un système linéaire. On peut, du reste, en utilisant cette remarque, établir que les surfaces hyperelliptiques sont irrégulières.
sance de z et supprimer partout ce hote puisque ceux-cireprésentent des coordonnées homogènes. Quelle que soit la famille initiale G choisie, à la multiplicité à deux dimensions z — o de l’espace x, y, z cn ond sur P la courbe à une dimension u;= £;(y, 0, 0). La correspondance entre P et l’espace x, y, z ne peut donc être biuniforme pour 3 = 0.
Les variables x,, æ,, ..., x, sont des fonctions rationnelles de w,, U, ..., 4, Ces variables représentant les coordonnées homogènes d’un point de P. Les points singuliers pour le groupe £ seront les points d'indétermination des fonctions 4(x) et ceux des fonctions x(u).
6. Application à l'équation (1). — Dans l’étude de l'équation fonctionnelle
(1) LHC,
au lieu de considérer la transformation f comme appliquée au point Lis Lay... &, de l’espace E, nous la considérerons comme appliquée au point correspondant de P. Soit À un point de P, deux cas peuvent se présenter : 1° dans le voisinage de A les coordonnées d’un point de P sont des fonctions de s paramètres x,, x,, ..., x, holomorphes pour Z, —0, æ, = 0, ..., &,— 0, et telles que la correspondance entre les points de P et les points de l’espace &,, æ,, ..., æ, soit biuniforme dans le voisinage de A et de x; — 0. Désignons respectivement par g et fle groupe g et la transformation f exprimés au moyen des x, f vérifie
(15) * : Éecte ie G,
I suffit donc d’étudier lés solutions de (1°) dans le voisinage de L, = 0, Li —0,..., &, — 0, (1°) a la même forme que (1), mais il est facile dè voir que les coefficients des transformations infinitésimales de z sont holomorphes dans le voisinage de x;— 0. En effet, une trans-
formation infinitésimale de g est de la forme
P X f — ne ES Sn A on ce
11 TETk=EA A1 R=A
Or les u; sont des paie holomorphes des x; : il en est donc de même des coefficients de la transformation X exprimée au moyen
des x. a 2° À est un point singulier de P : soient u;— o les coordonnées de ce point et ù
1 OP Te AA nf à SAN A en RE Qt eo +
Ex F0
les équations de P dans le voisinage de ce point ; supposons que les développements de F,,,, F .., F,,,, commencent par des termes de degrér en u,, u,, ..., u, et que le système obtenu en égalant à à Zéro les termes de moindre deste dé E,, F;,...,F,, ne se réduit pas à un système de moins de p — s équations. Les entiers »,, n:,...,n; caractérisent la singularité de P en A. Soit A’ le transformé de À par une transformation quelconque { de g; en prenant en A’ des coordonnées convenables »,, #,, ..., #,, on peut faire en sorte que 4 ait pour équation #;,— u; el, comme / est homographique, ce changement de coordonnées est biuniforme. Les entiers n,, n,,..., n, sont donc les mêmes en À.et A’. | |
Si À est un point $ingulier isolé des points singuliers de même espèce, À est invariant par {.
Si A fait partie d'une ligne L deux points singuliers de même espèce, cette ligne L est invariante par {. Ainsi les points singuliers de P font partie de multiplicités tracées sur P invariantes par g; ces multiplicités seront, dans chaque cas, l’objet d’une étude spéciale.
En résumé : dans l’étude des solutions f de l’équation (x), on peut toujours supposer que dans le voisinage de tout point de P qui ne fait partie d'aucune multiplicité de P invariante par g, les coefficients des transformations infinitésimales de g sont des fonctions holomorphes des
e paramètres qui fixent la position d’un point de P, quitte à multiplier
ni+1? niH20°
ensuite f par une transformation x — U(x) dans laquelle les x se comportent comme des fonctions rationnelles des x.
Nous avons supposé implicitement que le point considéré de P était à distance finie; dans le cas contraire, on le ramène à distance finie par une HO S AU hIe,
III. — Étude d’une solution de l'équation
7. Énoncé des hypothèses. — Faisons sur les groupes g et G les hypothèses suivantes :
JL. g est un groupe continu de transformations birationnelles de’ l’espace E(x,, æ,, ..., x,), défini par s transformations infinitésimales
indépendantes
des à 119 :
XS=Y En SE CE nn
LaE |
g dépend birationnellement de ses paramètres par un choix convenable de ceux-ci. Soit à le déterminant des coefficients £;;, à n’est pas identiquement nul. Enfin les X; sont liés par les relations de structure
(X;, Xx) <>. CHEN
et les c;,, sont tels que le groupe g n'admet pas de transformation infinitésimale distinguée.
Définition. — Nous appellerons transformation distinguée d’un groupe une transformation finie permutable avec toutes les transformations de ce groupe. Nous supposerons que g ne contient pas de transformation distinguée autre que la transformation identique.
IT. Soient
Ô k Vf=Y (Ve PAP NRA ON
Rd
s transformations infinitésimales dont les coefficients »,; sont des fonctions rationnelles des variables y,, y, ..., ÿs,, liées par la relation algébrique
(5) à FU: LA Ner) eo
Cette relation (5) définit dans l’espace à s +71 dimensions nne multiplicité algébrique 9x.
je 16 x HENRI MINEUR.
Les relations NE 0 (sion AN ete) .et
(Ye = CR Y (£, RE, 2, s)
sont des conséquences de la relation (5).
IL en résulte que les YŸ définissent un groupe continu G formé de transformations de la variété % en elle-même.
n'est pas nul, nous
Soit M, un point dem ; si en ce point dYs41
prendrons comme coordonnées d’un point M voisin de M, ses s premières coordonnées ÿ,, ÿ2. ..., ÿ,3 la relation (5) définit y,., sans ambiguïté dans le voisinage de M,.
Vida AP PU Do K=1 Ü , ah “ Des \ Of :
on vérifie sans peine que S Ses Se (Y;, Yx) =>, CikhY re { h=1A
Ces relations s’écrivent, en effet :
S EC AIS S N = 00 Re im PRINT GE D LE Gr Te de — ÿ Cixh M him meta Je = ; KA
On AS Onrm Onxm Ys+1 dy dy: OVsr1 Yi
et la relation à vérifier devient
Qi 0 Véya On km OVir ni DE pue 7 er > p Sa (ne 0: dysai Ni dy dre Cikh him —= À
D’après la relation Y, F — 0, on a
et, en tenant compte de (5) les relations considérées se réduisent aux, conditions
ÿ | CMS) mo CRAN:
qui sont vérifiées par hypothèse. Les Y; définissent donc dans le voisinage de M, un groupe continu G sur la multiplicité 3.
Si en M, tous les oi on nuls, on exprime les coordonnées d’un points M de 2x voisin de M, au moyen de s paramètres p,, p,, .:., 0,
et l’on fait le même raisonnement que précédemment. Pour abréger
l'écriture, nous supposerons que ( ) n’est pas nul.
0y Si en un point M, les 4, ont des fonctions holomorphes de Vas, Vs, et si le déterminant A —{|n,;| n’est pas nul, nous dirons que M, est un point régulier. Si les 1:; sont holomorphes et si A est nul, nous dirons que M, appartient à la muluplicité À. Si les NX ne sont pas holomorphes, nous dirons que M, est un point singulier.
IT. Enfin, nous ferons sur les Ÿ, l'hypothèse suivante : en certains points irréguliers M, (y; ) il existe une transformation algébrique :
MU (eue ee 02) (£—1,2, ...,5)
telle que y; = u; (0, 0, ..., o)et telle quesi l’on exprime les Y, au moyen des variables 3 :
S of Y,f— > nul ras 3k REA Les coefficients »,, des Ÿ sont des fonctions holomorphes des z dans le voisinage des} 10 3.70, 2\02; 0: en vu tel point M, nous désignerons par A le déterminant ||n;||.
M, appartient à A.
s’il estnul nous dirons que
Les raisonnements que nous ferons s'appliquent du reste au cas
plus général où les y, sont des fonctions algébriques des z; et des ef. Pour abrèger le langage, nous nous bornerons au cas où la transformation y = u(z) est algébrique. Si, en outre, les fonctions u(z) sont rationnelles, M, sera dit point singulier ton ul : si elles sont birationnelles, M, sera dit point singulier birationnel.
Si en un point irrégulier, il n’est pas possible de trouver une transformation y = w(z) vérifiant les conditions précédentes, nous dirons que ce point appartient à la multiplicité À,.
Remarquons, pour terminer, que la vérification de ces hypothèses .n’exige que des opérations rationnelles.
\ 8. Définition d’une solution dans le voisinage d’un point. —
Soit M, (74,75, ..., y?,,) un point régulier de % n’appartenant pas àAet m,(x°,...,x°) un point de E n’appartenant pas à à. D’après la théorie de Lie on obtient une solution y = f(x) de l’équation (1) fef-'—G en égalant à zéro s intégrales indépendantes du système
Ce système admet une solution et une seule ®,(x, y) holomorphe dans le voisinage des points m, et M, et se réduisant à y, — y} poùr Hi TE T2, 08) Lesystème
(I) P;(x, y) = 0 (REA, 0, das) Frise re VE
LE | définit pour is, cn cdes fonctions =4/ (mi, 2,1 a) holomorphes dàäns un domaine d, entourant m,. Il définit de même ‘pour æ,, Æ»,, :.., æ, des fonctions d’un point de 3 :
Li f (ar Vas «+2 Vs)
holomorphes dans un domaine D, de %t entourant M,. Exprimons les équations de G dans le voisinage de M, au moyen de ses paramètres canoniques &@,, @s, ..., @s:
Vh=diCy, à) ou VET.YT.
Pour obtenir les Ÿ; on forme l'intégrale du système
dv!
de Duo CHA ES)
vérifiant les conditions initiales Loi y) y; celte antérrale Yi = V0; a)ne dépend-.que de 2, = ;t, a, = À .s, 4, = Xt
si l’on y considère les y comme das variables, elle définit les
transformations de G. |
Soit D, le domaine homothétique de D, par rapport à M, dans le
rapport 23 les Ÿ; sont holomorphes lorsque y est dans D’
, et lorsque
[ae (1=1, 2, ..., s). Nous appellerons transformation injiniment pelite de G dans D, ‘ou pour abréger en M, une transformation T, correspondant à des valeurs des paramètres a vérifiant ces IRPBAILES.
Soient de même x, = 9,(x; a) les FqUAUOD de g exprimées au moyen des mêmes paramètres canoniques. à n'étant pas nul en m,, à une transformation infiniment petite de g correspond un seul système de valeurs des paramètres canoniques at de même pour G. Faisons correspondre entre elles les transformations de g et de G définies par _les mêmes valeurs des paramètres canoniques. Il résulte de ce que nous venons de dire que la correspondance entre les transformations infiniment petites de g et G est biunivoque. Il est nécessaire de remarquer que o dépend du point M, considéré; la transformation f”* est définie dans le domaine D; nous allons étudier maintenant son prolongement analytique sur la multiplicité 3 tout entière.
Nous poserons dorénavant ML ltr, VRNR CYR;
nous désignerons par E’ l’espace à 2s dimensions x, Lis HT Re x’, æ!,et par AC la'multiplicité à 2s dimensions y, y, nu
les y étant liés par la relation (5).
9. Étude du prolongement analytique de. fr". le ‘long'.d'ün chemin ne rencontrant pas Aou À,.— Soit C un chemin partant deM, tracé sur AV ; cherchons le prolongement analytique de x,, &,;, ..., x,
lorsque M suit C. Soit M, (y, y{, ..., y) un point de D} situé sur C; appliquons à M, toutes les transformations de (x infiniment petites en M, ; nous obtenons ainsi un domaine D,. Recommençons cette opération en remplaçant M, par un point M, de D, situé sur C et ainsi de suite; nous obtiendrons au bout de nr opérations un domaine D, ; D;, D,, …., D, forment un domaine tubulaire entourant
un arc de C.
Taéorime. — Si C n’a aucun point commun avec les multipliciiés AelA,,un point arbitrairement donné de C finira par se trouver dans le domaine D, pourvu que n soit suffisamment grand.
Supposons d’abord que M soit à distance finie ainsi que la portion M,M de C et que C ne passe par aucun point singulier de G. À tout point M (y) de C correspond un nombre positif 2 (M) tel que les inégalités |a;|<<2(M) définissent les transformations de G_ infiniment petites en M. L'ensemble des valeurs b(M) correspondant à tous les points de C a un minimum po, non nul, sans quoi en un certain point M de C, p(M) serait nul. Imaginons que dans la construction des domaines successifs, D, D,, ..., D, nous ne : considérions comme infiniment petites que les transformations pour lesquelles |a;| <p,; nous aurons une autre succession de domaines
Dep Up D, sera intérieur à D, D, sera intérieur à DDret ainsi de suite; si donc un point de C se trouve dans un domaine D, il sera à@ fortiori dans un domaine D,. Grâce à cette nouvelle convention, si une transformation T, de G est infiniment petite en un point de C, elle l’est également en tout point de C ainsi que la transformation inverse T° qui correspond aux valeurs — a,, — d,,..., — à, des paramètres canoniques.
Soit donc M un point de C; si quelque grand que soit n, D, ne contenait pas M, il ÿ aurait un point P sur l'arc M,M possédant la même propriété, et tel que, quel que soit le point P’ choisi sur l'arc: M°P: D, finirait par contenir P’ pour x assez grand. En ce point P, A n'est pas nul; en appliquant à P une transformation infiniment petite convenablement choisie de G, nous aurions pour
transformé de P un point P' de l’are M, et P étant contenu dans D,
serait certainement dans D), ,,.
Supposons maintenant que M soit à l'infini, il suffit de faire une transformation birationnelle convenable + ramenant l'are M,M à distance finie, en appliquant la démonstration précédente à l'arc transformé de M,M et au groupe 5G 7", on démontre la proposition énoncée. |
Admettons maintenant que C passe par un point singulier M, soit D un petit domaine entourant ce point, nous remplacerons
dans Dh es... y'par-les: variables 22; …., 3 définies au paragraphe 7 dans l’espace 3,,3,,..., 3°, 3°, C a pour homologue une courbe C’ passant par le point O(z;=o,1=1,2,...,s). Les
coefficients des transformations infinitésimales-de G exprimées au moyen des variables z sont holomorphes en ce point et leur déterminant n'est pas nul, on peut donc appliquer à une portion de C' comprenant le point O le raisonnement précédent.
Tuéorème. — Les x; sont des fonctions birationnelles des y; dans le domaine D, si D, ne contient pas de point singulier de G.
Nous dirons que des fonctions sont birationnelles, ou se comportent comme des fonctions birationnelles dans un domaine lorsque, en effectuant sur ces fonctions une transformation birationnelle convenable, on obtient des fonctions holomorphes en tout point du domaine considéré. Les seules singularités de ces fonctions sont des pôles ou des points d’indétermination. Lorsque le point
MY Ji -: > Jst Net) décrit la courbe C, le point homologue m(x,, dede, A) IECr dans l'espace E’ une courbe c, soit m,(x%, ..., x°) l’homologue
de M;, d; le domaine homologue de D.
Par hypothèse, C ne rencontre pas de point singulier de G, supposons le théorème démontré pour le domaine D,_, et démontrons-le pour D, :
Le point M, est situé à l'intérieur de D,_,, il lui correspond donc par la transformation f-' un point déterminé », de d,_,. Soient bal <p,i= 1,2, ….,sles inégalités qui définissent les transformations de G infiniment petites le long de C; lorsque les a; varient d’une façon quelconque en vérifiant ces inégalités, le point y = Ÿ{y#=1, a]
transformé de M, , par T, décrit le domaine D,. La transformation æ = f ‘y est donc définie dans D, par l'équation
Poe ON al) = otre, 2)
Or l'équation y = Ÿ(y"=", &) définit les a comme des fonctions -holomorphes des y dans D, et il est facile de voir que o(xt" "), a) est une fonction rationnelle des a; dans le domaine | a;| < p :
Ainsi que nous l’avons vu au paragraphe IT, le groupe g peut être considéré comme un groupe de transformations homographiques
Zanu; + 2h
Us
% ZG;u;+ 6 d’une multiplicité rationnelle P de l’espace w,, u,, ..., u, en ellemême ; les coefficients & et B sont des fonctions de à,, ..., a,
_holomorphes dans un domaine |[a;|<R, R étant une constante. Il peut arriver pour certaines valeurs des w; et pour |a;| <R que EG;u,+6 s’annule; dans le voisinage d’un tel point de P, on effectuera sur les 4 un changement de variables tel que cette circonstance ne se présente plus avec les nouvelles variables. En revenant aux variables x, on en déduit que les x; sont des fonctions rationnelles des a pour |a;| <R.
. Comme R est une constante, on peut, ainsi que nous l’avons vu, supposer, sans inconvénient, que o£R. Si en un point M, on est conduit à une valeur », supérieure à R, on la remplace par R et les raisonnements précédents ne sont pas modifiés.
Il résulte de là que les x sont les fonctions rationnelles des y; dans D, et, par un raisonnement analogue, on établit que les y sont des fonctions rationnelles des x dans d,.
10. Définition des transformations finies de G.:= On définit . un groupe en se donnant soit ses équations en termes finis, soit ses transformations infinitésimales. Dans le premier cas, on sait ce que l’on entend par transformation finie du groupe ; dans le second, nous appellerons transformation finie du groupe le produit d’un nombre fini de transformations infiniment petites. |
Soit M un point de D,. Il existe 7 + 1 transformations infiniment
‘petites de G, la première faisant correspondre M, à M,, la seconde M, à M, la (n + r)ime M, à M,_,, le produit de ces n + 1 transformations fait correspondre M, à M. Il existe donc une transformation finie T de G holomorphe dans le voisinage de M, qui fait correspondre M, à M ; nous dirons que C est le chemin de définition de T.
Au produit des n +1 transformations infiniment petites de G correspond le produit des 7 + 1 transformations infiniment petites correspondantes de g, ce produit de transformations fait correspondre
Mo À M.
Ainsi, en même temps que nous étendons le prolongement analytique des x,, ..., x,, nous établissons une correspondance entre les
transformations finies de g et G.
11. Étude du cas où D, contient un point singulier de G@. -— Ce cas s'éludie facilement en remplaçant dans D, les variables y par les variables z. Soit D’ le domaine décrit par le point 3,,3,, ..., z, lorsque M décrit D,. On démontre comme précédemment que les x sont des fonctions rationnelles des z dans D’ et les z des fonctions rationnelles des x dans d,. On en déduit que les x sont des fonctions : algébriques des y dans D,. Les y sont des fonctions des x dans d,, algébriques si le point singulier est quelconque, rationnelles si le point singulier est rationnel. Les transformations infiniment petites de G exprimées au moyen des z sont des fonctions holomorphes des variables z et des paramètres, exprimées au moyen des y ce seront des fonctions algébriques des variables et des paramètres. Nous les étudierons par la suite d’une façon précise. |
En résumé : Les x sont des fonctions algébriques du point M de la multiplicité M dans le voisinage de lout point de % non situé sur À.
Désignons par ® le domaine ouvert ou fermé décrit par le point æ, 2, .…, &,,%, lorsque M décrit la multiplicité x/, domaines A et A, exclus ; le point x,,..., x, correspondant à un point M donné de 3 dépend non seulement de ce point, mais aussi du chemin décrit pour aller de M, à M. On a également le résultat suivant :
Les y sont des fonctions algébriques des x dans le voisinage de tout point intérieur à ®.
En particulier, si G n’admet que des points singuliers rationnels, les y sont des fonctions uniformes des x dans le voisinage de tout point de ®; il faut se garder d’en conclure que les y sont des fonctions uniformes des x, car ainsi que nous le montrerons, ® peut for t bien ne pas être simplement connexe.
12. Étude du prolongement analytique de la transformation f dans un domaine de connexion quelconque. — Soit c un contour: fermé quelconque tracé dans @, ne passant par aucun point de à. Sic peut être réduit à un point par une déformation continue sans sortir de ®, les y n’ont à l’intérieur de c que des singularités algébriques connues.
Étudions maintenant le prolongement analytique des y le long de c lorsque ce contour ne peut se réduire à un point sans sortir de @.
THÉORÈME. — St le point M décrit un arc de courbe M, M, ne se fermant pas lorsque m décrit un certain contour fermé c, en d'autres termes, si les y ne reprennent pas la même valeur lorsque les x décrivent c, il existe une transformation distinguée de G qui
fait correspondre M, äaM,.
Soient c un contour fermé tracé dans @, m, un point dec, M,CM, l’arc de courbe tracé sur M” correspondant au parcours m, cm}. Représentons symboliquement par f(m) le système de fonctions Vis. Vars du point m(x,, ..., x,) situé dans le domaine D,. Soit T une transformation infiniment petite de G dans D,, {la transformation correspondante de 2, on a symboliquement k
Po FU) =T(P).
Prolongeons analytiquement les æ le long de C comme nous l'avons fait au paragraphe IV de ce Chapitre. On forme une succession de domaines D,, D,, ..., D,, soient d,, ..., d, les domaines correspondants de l’espace E”. Comme c est fermé, d, contiendra m, pour un valeur convenable de n. Représentons par f"(m) le prolongement analytique de f dans d, lorsque m a décrit le contour fermé c; on peut choisir m, de façon que M, et M; soient deux points réguliers : les deux branches f(m) et f'(m) dont donc holomorphes respecti-
vement dans d, et dans d,. d, et d, contenant tous deux le point m, ont une partie commune d; dans d, d’après la définition de la fonction f,.
(8) JC) =T(P):
Les transformations 4 et T qui figurent dans cette formule sont les mêmes que celles qui figurent dans la formule (7), ce sont des transformations infiniment petites définies comme nous l'avons montré au paragraphe 8. Comme les coefficients des Y f sont des fonctions uniformes, la transformation TM par exemple est une fonction uniforme du point M auquel on l'applique lorsque M décrit C.
Soit Fimo) = for f (Mo) = f, et D'un petit domaine entourant f,; les deux branches-de la fonction f, f(m) et f'(m) sont fonctions l’une de l’autre,
UIT(PI=TIU (PI
Cette dernière équation est valable quelle que soit la transformation infiniment petite £ considérée et quelque soit le point M de D. ILen résulte que U est permutable avec loules les transformations infiniment petites de G.
Je dis, d'autre part, que la transformation Ü appartient au groupe G.
Ainsi que nous l'avons vu, en suivant le prolongement analytique de f-! le long de € on définit des transformations de G qui à un point de D, font correspondre un point de D,. Soit T, une de ces transformations, désignons par £, la transformation correspondante de £:.
On ala relation
J'(um)= TS (m)}.
Soient # un point de d, 4, la transformation de g définie au moyen de C comme nous venons de le dire, telle que
lim = m.
Par hypothèse les transformations de g dépendent birationñellement des paramètres, il n'existe donc qu’une transformation de g qui à un point donné fasse correspondre un autre point donné, 4, se réduit : donc à la transformation identique et
J'(m)=Tilf(m)].
Il en résulte que U = T, appartient à G.
RécrRoque. — St en définissant de proche en proche les transformations de G, le long d’une courbe C issue d’un point M,, on obtient une transformation TV, distinguée dans le groupe G et telle que M, —TM,, le contour c de l’espace E' homologue de
M,CM, est ferme.
Soient en effet »m,cm, le contour homologue de M, CM et 8 la transformation de g homologue de T,; on a my —0m,, par un raisonnement analogue à celui du théorème précédent, on établit que 0 est une transformation distinguée de g'; en vertu des hypothèses, elle se réduit à la transformation identique et m,—m,, © est donc fermé.
CorocLame — La condition nécessaire et suflisante pour que les 0 P q y soient des fonctions uniformes des x est que G ne conlienne pas de transformation distinguée.
45. Étude du prolongement analytique de f ‘ dans un domaine de connexion quelconque :
Taéorèue. — Lorsque le point M décrit un contour fermé. F, les x subissent une substitution permutable avec toutes les trans for-malions de g.
Il suffit, pour démontrer ce théorème, de reprendre le début de la démonstration du paragraphe 42 :
Soient M, un point de F, D, un domaine entourant M,, désignons symboliquement par f-'"(M) le système de fonctions x d’un point de D,, par f'(M) le prolongement analytique de f-' PIE - décrit le contour T. Soit
He DO
f-(TM)= ef (M), J'CTM) = cf (M).
On en déduit, comme au paragraphe 19,
On a cette fois
A UN UN n se C:"0. F. D:
Cette fois U ne fait pas partie de g ; on peut bien définir par prolongement analytique le long de T une transformation T, telle
que, pour un point particulier M de D,, on ait. ; M=T,M.
mais T, ne se réduit pas à la transformation identique et à partir de ce moment, l’ancien raisonnement ne s'applique plus.
Soit 2° le groupe réciproque de g, c’est-à-dire le groupe formé de toutes les transformations permutables avec celles de g ; la transformation U fait partie de g’. L'ensemble de toutes les transformations U forme un sous-groupe (2’) de 2’ qui SD end une infinité discontinue de transformations.
A tout contour fermé tracé sur At correspond une substitution
de (3°).
Taéorème. — Deux contours fermés TV et |" pouvant se réduire
l’un à l’auire par une déformation continue sans rencontrer de point singulier de G correspondent à la même transformation
de (8°).
Soient S une surface limitée par l'et [” ne contenant aucune singularité de G, C un arc de courbe joignant un point M de F et un point M del”; l’aire A deS intérieure au contour MT MCM'T'M' CM
ne contient pas de point singulier de G, x est donc une fonction
uniforme de y dans cette aire et ne subit pas de substitution lorsque y décrit un contour fermé intérieur à À pouvant se réduire à un point ; prenons comme contour la frontière de À, on a en désignant par et t' les substitutions de (2) qui correspondent respectivement à let à l”:
É A E donc TE C: Q:F. D.
Considérons un système de substitutions fondamentales de, (2) ; une substitution de (2’) est le produit d’un certain nombre de substitutions fondamentales ; les substitutions fondamentales sont de deux sortes.
Les unes correspondent sur 3t/ à des cycles; elles sont analogues aux périodes cycliques des intégrales abéliennes.
Les autres correspondent à des contours de M pouvant se réduire à un point, mais en rencontrant des points singuliers de G ; elles sont analogues aux périodes polaires. ;
En raison de ces analogies, nous appelerons les premières substitutions cycliques et les secondes substitutions polaires.
j IV. — Étude des transformations de G.
AA. Prolongement analytique d’une transformation de G. — Étant donné un arc de courbe MCM' on peut définir » transformations
Fi, TT, :., T,' infiniment: petites, respectivement ‘en 7) points MMM... M de-cel, arc, etutellesique M1" Me M'=T, M, ; leur produit T =T, T,_, ..…., T, est une transformation
finie de G et M’ — TM. Les coordonnées des points P’ — TP sont des fonctions des coordonnées de P holomorphes lorsque P reste dans un petit domaine D entourant M.
Nous allons étudier le prolongement analytique de cette transformation P'= TP lorsque P se déplace d’une façon quelconque sur %’. Il peut arriver que l’une des transformations intermédiaires T, cesse d’être définie pour certaines positions de P sans que pour cela T cesse de l’être.
Les transformations T admettent sur AL’ ainsi que nous le verrons des singularités algébriques et essentielles ; dans certains cas, elles admettent des coupures essentielles.
Taiorème. — Sorent TV un contour fermé tracé sur m', M, un point de TV, T une transformation de G définie au moyen d'un chemin
-M,CM, «M, = TM, (fig. 1). Supposons que M décrivant le contour
Fig. r. ; L
M,TM, le point M'—TM soit constamment défini et décrive un ST : ë
chemin M,['M, non fermé. La transformation TM n'est pas
uniforme à l’intérieur de V. Je dis qu'il existe une transformation
distinguée de G qui au point M, fait correspondre le point M’.
Deux cas sont à distinguer :
1° l' peut être réduit à un point sans rencontrer de point singulier de G. Désignons par des petites lettres les éléments de l’espace E
ee
homologues des éléments précédents de >%K’. A F correspond un contour fermé m,ym, (Jig. 2), comme la transformation { est birationnelle par conséquent uniforme, m, et m, coïncident lorsque
M décrit le chemin M,CM,C'M\, m décrit un contour fermé, d’après
le théorème du paragraphe 15, il existe une transformation distinguée
T, de G telle queM =T,M,.
2° Lorsque M décrit F le point m subit une substitution r de (£g)
et décrit un chemin »,ymn, (fig. 3); m,y'm; est le chemin transformé
IL
Fig. 3.
du précédent par / et comme { et 7 sont permutables on a 7, —7Tfn,. Lorsque M décrit le contour M,CM,TM,CM,, 2 subit la substitution % puisque le contour précédent se réduit à [sans rencontrer de singularité de G, le chemin homologue deM,M,CM,.TM,CM, dans E’ est donc Lie, et 1l existe encore une transformation distinguée
de G,T, telle que M! — T,M..
TaforÈèmE. — Sotent T, une transformation de G, M, un point, M, =T,M, son transformé par T,. Lorsque M décrit le chemin de définition M, CM, de T, le transformé M' = TM de M par une transformation quelconque T de G décrit un chemin M, C'M, ; la trans formation T, de G définie par ce chemin et qui fait corres-
pondre M° à M, est distinguée.
Il suffit de remarquer que le chemin »#,cm, homologue de M,CM, est fermé. Le chemin m,c'm, transformé de m,cm, par { est donc également fermé, or m; cm est homologue de M, CM. C. Q.F. D.
Tuiorème. — Étant données une transformation distinguée T, de G et une transformation non distinguée T de G, il existe toujours un contour fermé T, tel que lorsque M décrit T le point
M' = TM subit la substitution T,,.
La démonstration de ce théorème exige une étude approfondie des groupes g et g’, nous la donnerons dans les cas plus particuliers que nous rencontrerons dans la deuxième partie.
15. Définition du groupe (G). — On peut considérer les transformations distinguées de G comme formant un sous-groupe (G) de G. Soient,’en effet, M un point de x, T, une transformation distinguée de G, holomorphe dans un petit domaine D entourant M ; soient M’ et D’ les transformés de Met D par Tet T, une autre transformation distinguée de G-holomorphe dans D’. La transformation T}=— TT, est holomorphe dans D, c’est encore une transformation distinguée. Si T, est une transformation distinguée holomorphe dans un petit domaine D et non uniforme sur a, les diverses déterminations de la transformation T, sont encore des transformations distinguées qu'on doit considérer comme distinctes de T, si l’on se limite au domaine D.
En résumé : Les fonctions y des variables x ne sont pas uniformes; en général, étant donnée une détermination de ces fonctions, on obtient toutes les autres en effectuant sur cette détermination les transformations de (G). Les transformations finies de G& ne sont pas uniformes non plus, en général, et l’on obtient de la même façon toutes leurs déterminations.
En particulier, si (G) se réduit à la transformation identique, les transformations de G& sont uniformes, donc biuniformes puisqu'elles forment un groupe de Lie, et les y sont des fonctions uniformes des +. Lorsqu'on effectue sur les x une substitution de (g'), les y reprennent la même valeur, ce sont des fonctions automorphes relativement à (2”).
V. — Étude de la correspondance entre les transformations de z et G.
/ Comme nous l’avons démontré au début du paragraphe 9 en même temps qu’on définit le prolongement analytique des fonctions g, on établit une correspondance entre les transformations finies de g et G.
46. Taforème. — À une transformation de G correspond une transformalion de g et une seule.
Soient M, un point de 3%, M,CM, un chemin définissant une transformation T telle que M, — TM,, soient m,,c, m, les éléments correspondants de E/. Supposons un instant qu’en suivant un autre chemin C/ allant de M, à M,, on obtienne la même transformation T mais que les éléments homologues de E' m,,c', m°,{' ne soient plus les mêmes. A la transformation T pourraient donc correspondre deux transformations 4, /'. Le contour fermé M, CM, CM, correspond au
chemin m,cm,c'm! (fig. 4); d’après ce que nous avons vu, la
Mo
Fig. 4.
transformation + qui fait passer de m, à m' est permutable avec toutes les transformations de g ; or % appartient à g puisqu'elle est l’homologue de la transformation TT-' de G qui fait correspondre M, à lui-même ; en vertu des hypothèses, x se réduit à la transformation identique et { — (.
On démontrerait de la même façon le théoréme suivant :
Taéorème. — Si deux transformations T et T’ de G correspondent à une même transformation de g, T'T' est une transformation distinguée de G.
Ainsi que nous l'avons vu T n'est pas uniforme sur at et T' = T,T est une branche de T; on peut dire si l’on veut qu'à une transformation de g correspondent les diverses branches d’une seule transformation de CG.
Cas particulier : Ces considérations s’éclaircissent si l’on’ suppose les transformations de G biuniformes. Dans ce cas, la correspondance entre les transformations de g et G est biunivoque. Ce fait est
remarquable, car il ne se produit pas pour les structures de groupe autres que celles que nous considérons :
Considérons, par exemple, une courbe algébrique de genre 1 qui admet un groupe continu G de transformations birationnelles en elle-même ; G est semblable au groupe g' : x! — x + a. La correspondance entre les transformations des deux groupes n’est pas biuniforme ; à une transformation de G correspondent une infinité de transformations de g de la forme
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m et m' etant deux entiers.
LES FONCTIONS ULTRAKLEINÉENNES ET LES FONCTIONS KLEINÉENNES
1. Nous nous proposons d'appliquer les résultats de la première - Partie à la définition des fonctions kleinéennes. ,
Une fonction kleinéenne est une fonction analytique f(z) qui se répète par les substitutions d’un groupe discontinu homographique
… di + b;
(g') DE. (= 2), 112 = ÿ (2).
Une substitution permutable avec toutes les substitutions du groupe az +b cs +d transformation identique possède cette propriété.
On ne peut donc définir directement une fonction kleinéenne quelconque au moyen de l'équation fonctionnelle étudiée dans la première Partie. Pour que cela fût possible, il faudrait, en effet, qu’il existât une infinité de transformations permutables avec toutes les substitutions du groupe kleinéen (g’) relatif à cette fonction. Or ceci ne peut avoir lieu que si (g”) n’admet que deux substitutions fondamentales et si en outre ces deux substitutions sont permutables entre elles, c’est-
continu 3! — est permutable avec toutes celles de (g’); seule la
à-dire, ont les mêmes points doubles. Les. fonctions fuchsiennes et kleinéennes satisfaisant à ces conditions ont été étudiées par M. Fubini (Annali di Matematica, 1908). Elles se ramènent aux fonctions elliptiques par un changement de variables rationnel-logarithmique. On pourrait aussi, en utilisant les résultats obtenus par M. Fubini, sur certaines fonctions hyperfuchsiennes de deux variables, définir des fonctions fuchsiennes plus générales que les précédentes, mais encore particulières. Nous ne nous arrêterons pas à ces cas particuliers et nous chercherons à définir les fonctions kleinéennes les plus générales.
I. — Recherche d’une équation fonctionnelle permettant de définir des fonctions kleinéennes.
2. Recherche de g. — Prenons pour g un groupe simplement transitif à trois paramètres, l’équation fonctionnelle f(g) = G(/f) définit des fonctions f(x,, x,, x,) de trois variables, se répétant par des substitutions du groupe g', permutables avec toutes les transformations de g. Considérons les valeurs de f(x,, x,, x,) le long d’une courbe l définie paramétriquement par les formules
AU), Ta—=p{u),, z3—=Vv(u)
et soit F[A(&), (&), (u)] = f(u). |
Nous savons a priori que f(x,, &,, x,) se répète par des substitutions de g”, nous connaîtrons le groupe de f(u) si g' laisse la courbe T invariante, et /(u) sera une fonction kleinéenne de w si g’ se réduit au + b cu +d'
Les courbes L' transformées de T par les transformations de g sont invariantes par g'; comme g’estsimplement transitif deux cas peuvent
sur [au groupe u' —
se présenter :
1° Les courbes [” coïncident avec l'; dans ce cas, toutes les transformations de g admettent comme points doubles tous les points de F, puisque seule la transformation identique est permutable avec les au + b \ cu + d La courbe la plus simple qui puisse jouer le rôle de FT est une
transformations w' —
droite : désignons ii,
sk of of
AE Ë se + M1 da: cn € srl on du op
De RNA Pr, Ô 0 0)
X,f= nr ae +h SE,
les transformations de g. La surface Ô qui a pour équation
re Ër d— ês N2 ês — 9 Ës "3 Es
est invariante par les transformations de g; la courbe l'sera sur cette surface à. Comme nous aurons à faire l’étude du groupe g sur à, il faut prendre g de façon que à soit le plus simple possible, par exemple, soit un plan. Mais si l’on cherche les groupes continus de transformations homographiques possédant les propriétés que nous venons d’énoncer et pour lesquels à est un plan, on trouve qu’il n’en existe pas; nous ne reproduisons pas ici le calcul sans grand intérêt qui conduit à ce résultat. Abandonnons donc la condition que à est un plan; parmi les groupes qui vérifient les conditions restantes, nous citerons le groupe
MT TER, Hdecto
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La droite &, — x, —#, joue le rôle de l'et à se compose des trois plans passant par l'et par les axes des coordonnées. 2° Les courbes [‘ engendrent une surface. Tel est le cas du groupe
1 ati + ba NC Ed CT Hd Lca;+ b Pa ax + b TT 'cæ;+d
En écrivant ces transformations en coordonnées homogènes, il est
facile de voir qu’elles forment un groupe
a Xi + bas,
= CXi + dx,
LES
AL + ba,
D == CL + dry.
g laisse invariante le quadrique (x, —x,x, — 0 et chaque génératrice du système (1) de à d’équationsæ, = Àx,,2, — À. Il transforme les unes dans les autres les génératrices de l’autre système (Il) x, = 1#;, CAN QUE = Le groupe g’ formé des transformations permutables avec toutes les transformations de g est | EE AD 0,
Ly—= a Li+ Bars, Lys) FÔLS, Ne: LS RS EE, VE ER NS
Il laisse invariant à et chaque génératrice du système (II); il transforme les unes dans les autres génératrices (1). Sur une généraax; +6 JL TE Ô
L'un quelconque des deux groupes que nous venons de citer peut jouer le rôle de g; nous choisirons le second de ces groupes. On pourrait développer avec le premier une théorie semblable à celle qui va
suivre.
trice (II) g’ se réduit à x, —
Il. — Définition des fonctions ultrakleinéennes.
Partie; g' ne contient pas de transformation distinguée et dépend
LES è b birationnellement des paramètres _ — _ Supposons, par exemple,
que les y; f;(x,, æ,, æ,) soient des fonctions uniformes, le groupe (2') de ces fonctions est un sous-groupe de 2’. Si y, est holomorphe sur une région de à, la valeur f,(wz3, z, 1) prise par y, sur une génératrice (IL), est une fonction kleinéenne de z sur cette généas +b cz + d
Pour cette raison, nous dirons que les y; sont des fonctions ulirakleinéennes des trois variables +,, æ,, æ,.
ratrice, le groupe ( g’) se réduit à 3’ —
A. Recherche du domaine fondamental de (g'). — Nous appellerons ainsi un domaine P de l’espace E’(x',2°, æ,, æ,, æ,, æ,) tel que tout point de @ soit transformé d’un point de P par une substitution et une seule de ( 2’). En d’autres termes, dans P les fonctions y,, y., Ya» Ya prennent une fois et une seule des valeurs quelconques c,, €, C3» ©, vérifiant la relation F(c,, c,, c,, c,) — o(sauf peut-être certaines valeurs exceptionnelles). On obtient ce domaine de la façon suivante :
Imaginons que dans la multiplicité 30’ on ait tracé des coupures à 5 dimensions rendant cette multiplicité simplement connexe; et telles qu’un contour fermé quelconque tracé sur HV ne traversant aucune des coupures ne puisse se réduire à un point sans rencontrer de point singulier de G. Désignons par 9 la multiplicité ainsi découpée, Faisons décrire au point M(y,, ÿ4; ss Yes Var Var Var Va h la multiplicité 5; le point » correspondant décrit un domaine P qui est un domaine fondamental de (g’), caril y a correspondance biunivoque entre P et ne.
Si l’on décrit sur iv’ un contour fermé traversant une des coupures, le point = correspondant décrit un contour non fermé et subit une substitution de (g’). Employons la terminologie de M. Giraud ("). Le domaine P est limité par des faces à 5 dimensions, ilades «arêtes» à 4, 3, 2, 1 dimensions et des sommets. Aux deux bords d’une coupure de M correspondent deux faces opposées de P.
(:) Lecons sur les fonctions automorphes (Gauthier-Villars).
5. Le domaine P comprend-t-il des points de 3? — Si l’on considère un groupe de transformations birationnelles tel que g, il existe toujours une multiplicité singulière que le groupe laisse invariante; elle s'obtient, comme nous l’avons vu, en annulant le déterminant des coefficients des transformations infinitésimales. Il n’en est plus de même pour les groupes continus tels que G engendrés par des trans- | formations infinitésimales à coefficients rationnels sur une multiplicité algébrique. Soient
RO of of of
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Supposons qu'en un point de M, D ne soit pas nul, et que les ; |
équations de G soient holomorphes. Une multiplicité invariante est définie dans le voisinage de M par
Mis Mao M3 À
A in en Mal 0:
Mais il se peut que tout point de 3 vérifiant l'équation À, — o vérifie
. OF 4 La : ; :
aussi me — 0. D'une façon plus générale, soit A; le déterminant
obtenu en supprimant la colonne de rang t dans la matrice des n,4 il se () : ; ue peut que ee o soit une conséquence de A; = o quel que soit :; dans
ce cas, s’1l existe une multiplicité invariante, elle coïncide la multiplicité singulière S définie par les équations F F0, ob Os dy;
En un point de À; — o on peut exprimer les coordonnées de 9 au moyen de trois paramètres #,, #,, #,; exprimons les transformations Ÿ,f au moyen de #,, #,, o, et formons le déterminant correspondant A. Bien que sur S on ait A;=o(i=1, 2, 3, 4,) il se peut
que À ne soit pas nul. Il peut done arriver qu'aucune multiplicité
tracée sur M, même se réduisant à un point, ne soit invariante par G. Il faut donc considérer deux cas suivant qu’il y a ou non sur 3 une multiplicité invariante.
6. Cas où ul n'y a sur M aucun élément invariant pour G. — Considérons un domaine D, de 3 et suivons le prolongement analytyqueydes fonctions x @.;., de y ,5 V3, Vie: Ya en dehors de D,. Comme nous l’avons fait au Chapitre précédent, transformons D, par une transformation infiniment petite T, de G, puis le domaine ainsi obtenu par T, et ainsi de suite; je dis que si 9 ne contient aucun élément invariant, on finit par recouvrir ainsi JC tout entier au bout d’un nombre fini p d'opérations en choisissant convenablement les transformations. D TER AT :
Si cela n'était pas, il y aurait au moins un boat M, qui, après la n'%* opération, ne serait pas dans le domaine transformé de D,, et cela quel que soit n; les points M, auraient au moins un point limite M qui ne serait le transformé d'aucun point de D, par une transformation finie de G ; mais le lieu des points M possédant cette propiété est manifestement invariant par G, ce qui contredit l'hypothèse.
Considérons le domaine d, de l’espace x,, &,, æ, correspondant à D, et les transformations £,, &,, ..,t, correspondant à T,, T,, ...,T,;
. si l’on applique à d, successivement les transformations 4,, £,,..., 4,,
on obtient un domaine qui ne contient aucun point de à ni à son intérieur ni sur sa frontière et qui contient le domaine fondamental P de (g'). |
Dans ce cas, P ne contient aucun point de à; réciproquement, ilest facile de voir que si le domaine fermé P ne contient aucun point de Ô aucune multiplicité de 3% n’est invariante par G. Tous les points de à sont alors des points singuliers essentiels des fonctions y.
III. — Étude des fonctions ultrakleinéennes sur
7. Hypothèses supplémentaires. — Nous ferons désormais les hypothèses supplémentaires suivantes :
4o HENRI MINEUR.
1° Il y a une multiplicité à deux dimensions À invariante pour G.
2° Sur A les déterminants d'ordre 2 issus de la matrice 1,4 Sont nuls.
3° En un point y?, y:, y, y, de À où par exemple D n'est pas nul, le développement du déterminant suivant les puissances de y, —y;,
— Y}, Y3 — Y} commence par des termes du second degré non nuls.
Le groupe G étant défini par trois transformations infinitésimales, la vérification de ces hypothèses n’exige que des calculs rationnels.
Il résulte de là que sur A les transformations infinitésimales- Y, f, Y,f, Y,f sont liées par deux relations linéaires à coefficients variables. Sur À les trajectoires Q, d’un sous-groupe quelconque de G à.un paramètre ne dépendent donc pas du sous-groupe considéré ; ces courbes Q, forment une famille à un paramètre et chacune d'elles est invariante pour (x. Soit G’ le groupe des transformations permutables avec toutes celles de G; comme conséquence de ces hypothèses, A est invariant pour (Gr.
En certains points singuliers de À, les hypothèses précédentes Le vérifiées à condition de faire auparavant sur les g un changement de variables algébrique. Il existe, ainsi que nous le verrons sur des exemples, une autre multiplicité A, invariante par G sur laquelle les hypothèses précédentes ne sont pas vérifiées.
S1 les hypothèses (1), (2) et (3) sont vérifiées, les fonctions y sont holomorphes sur une certaine région de à. Pour démontrer cette proposition, nous montrerons que les x sont des fonctions! algébroïdes sur À tout entier. Auparavant, nous étudierons £ et G respectivement sur o et A.
8. Etude de g sur à. tu Le groupe g est isomorphe au groupe homographique à une variable. Les sous-groupes g, de g à un paramètre sont donc formés des transformations de g telles que les trans-
az + b formations z' — ne qui correspondent aux mêmes valeurs de a, b,
c, dont deux te doubles donnés « et B, ces dernières transformations sont de la forme
nn.
Les équations d’un sous-groupe à un paramètre de £ sont donc 8 £
, (æ—0B)x;— aB(1 —06)r, MNT Ar ab Dr (1— 0), + (a0 — Bjzr, has ap7 , …(&æ—B0)xz;— aB(1— 0) ‘ DR TER PRET Eee
ae
où « et B sont des valeurs fixes arbitraires et où 0 désigne le paramètre. Désignons par { la transformation précédemment écrite, la transformation {”", où » est un entier positif ou négatif correspond à la valeur 0” du paramètre.
Considérons un point quelconque m(x,, x,, æ,) de l’espace E, la trajectoire du sous-groupe 2, issue de ce point s'obtient en considérant x’, æ,, æ, comme les coordonnées d’un point courant et 0 comme un paramètre; c'est une droite dans l’espace à trois dimensions x, LH De
Dans l’espace imaginaire à six dimensions E(4°, 2°, x!,, 2°, x, &!) cette trajectoire est une multiplicité à deux dimensions dont les coordonnées s’expriment rationnellement au moyen de 0’ et 0” si l’on pose 0 — 0" +197.
Appliquons au point "la transformation {” de vers l'infini, nous obtenons le point limite
g, et faisons tendre »
/ [ D ee OS Xp = (L)
Li — AL)
si[0|>71,etle point
juste
si|0|<Cr. Le point (L) dépend de m(x,, æ,, æ,), mais quel que soit "”, 11 se trouve sur la génératrice P% x, —$, x, — 8x, du svys- MINEUR. | | 6
tème a de à: CES se trouve sur la génératrice Paie A, Ti = AL) du même système.
Les trajectoires de g, sont donc les droites qui rencontrent POEtRe elles formentune congruence linéaire qui a pour directrices deux génératrices du système (IT). Les formules précédentes définissent une transformation qui au point 2 fait correspondre le point (L); on peut convenir d'appeler une telle transformation transformation infinie deg;illui correspondra dans G des transformations infinies.
Dans ce qui précède, nous avons supposé à et distincts; considérons maintenant un sous-groupe g, pour lequel les deux génératrices doubles sont confondues ; les points limites d’un tel sous-groupe sont sur la génératrice double, et les trajectoires sont des droites tangentes à Ô en un point de cette génératrice. |
Un sous-groupe à deux paramètres g, de z s'obtient en donnant dans les équations de g, une valeur conne: à « et des valeurs arbitraires à 6. Les trajectoires de £, sont les plans qui passent par P; ils sont donc tangents à à. Soit À un point de la génératrice P?,, toute droite issue de À peut être considérée comme une trajectoire d’un sous-groupe à un paramètre de g,.
Désignons par.
Se OR Or CASE of do ta
: Ô Ô X = ae, 3E Nues (æi — ae) + La du
trois transformations infinitésimales de g ; on a Ô (Li — Lst3);
on vérifie facilement que si x, — x, æ, — 0, les mineurs du second ordre de sont nuls. L'étude de 2’ est analogue à celle de g'; il suffit dans le raisonnement d’échanger les deux systèmes de génératrices
de Ô. à
9. Étude de G sur A. — Nous désignerons par z le groupe que l'on obtient lorsque dans les équations de g on suppose le point m(x,,
œ ta )rSût 0: lepoint #2, "0, est également sur d; nous pouvons supposer par exemple que dans g on remplace x, par on obtient
alors les équations de g exprimées au moyen des Les LS Da Nous désignerons de même par G ce que devient G lorsqu'on se borne à la considération des points de A; nous supposerons G écrit au moyen de y, et de y...
Sur à les mineurs du second Set issus du déterminant ||6;,|| sont
nuls; on a donc, ainsi que nous l’avons déjà dit, des identités de la forme
XP = ques MIX, Xaf = pad 22) Xi f.
De même, en vertu des hypothèses du paragraphe 7, fs a) Vif 2 Vif = dia Ya) Vif.
Les groupes get G sont-ils semblables? En d’autres termes existe-t-il
des transformations f de d en À telles que G = / g f—? D'après Lie
(Théorie des transformations-gruppen, Chap. XIX), une telle ‘transformation f doit vérifier les relations
Di (Zi Ba) = URI O2 Vas Do( Ti, Lo) = d(yi, Ya)-
Il semble que f soit entièrement définie; nous allons montrer qu'il n’en est rien et que les deux relations précédentes se réduisent à une seule.
Considérons la transformation infinitésimale
XF =AX if +pXif +vX3f
de g; écrivons que X f admet le point x°,x!, de à comme point double. En vertu des relations entre les X, nous obtenons la condition |
A ppi(ri Te) + VPa( Th Li) 0.
L’ensemble des transformations X f vérifiant la condition précédente 0 x“ k constitue un sous-groupe de g à deux paramètres; en vertu des rela-
tions de structure
(Xi, X2) = X4, (Xi, X3) = 2X3, (X>, X:3) = Xy, \
un sous-groupe à deux paramètres est défini par une équation linéaire en À, u., y de la forme |
dl
À+u0 +v@—=o, où Ô est une constante arbitraire. Il en résulte que Oo (Ts, T2) Di (Zi, Lo}
Dans le raisonnement précédent, seule la structure de g est intervenue, on a donc de la même façon d,(y,, Y2)— (y: 2). Les
relations ©, — 4, ©, — d, se réduisent par suite à une seule, à savoir
PE La) = Ya Yi, Ya)
: On peutinterpréter géométriquement cette relation. Ainsi que nous le verrons par la suite, le groupe G' laisse invariantes une infinité de courbes Q,; dépendant d’un paramètre; ces courbes Q, sont les trajectoires d’un sous-groupe quelconque de G&’. Soit {’ une transformation de £’, g, un sous-groupe de g à deux paramètres, l'identité
L2 === LL ti
montre que si un point #» de à est un point double de £, il en est de même de tous les points de la génératrice P’ du système IT passant par »m: Un raisonnement analogue montre que si un point M de A est point double d’un sous-groupe G., il en est de même de tous les points de la courbe Q, issue de M. Le lieu des points doubles d’un sousgroupe G, a pour équation d,(y,, y.) = const., les courbes Q, sont donc algébriques. Si dans la similitude établie entre 2 et G, g, et G, se correspondent, les courbes P’ et Q,, lieux des points doubles respectifs de g, et G,, se correspondent également. La relation ®, = Ÿ,, établit donc la correspondance entre les génératrices du système II de à et les courbes Q,; on voit que cette correspondance est algébrique. RER
-Soit 9, un sous-groupe à un paramètre de g défini par la transfor-
mation infinitésimale :
NP NN NEA X UT
u } g, admet comme lieu de points doubles deux génératrices du système IT qui sont définies par
| IL x, — br Ve= Ab,
À+uxz;+væx?—o, c’est-à-dire PRE + Q | [us HE th
Le sous-groupe (x, correspondant admet aussi deux courbes Q, comme lieu de points doubles; en effet, G, est défini par
YÉ=NY f + pos +VYsf, et l’équation qui détermine les points doubles LÀ Hp Æ vs = 0
se décompose en deux en vertu de d, = {” :
| Un eh
: Qw Vi < ve À 1 ) *T ESS 0
Qù he ne a
Q,, correspond à la génératrice Il’ de à et Q,, à I”.
A0. Recherche des racines de l'équation en S relative à une transformation infinitésimale de g. — Considérons une transformation infinitésimale de g
épi ee ne ne
—=(Àx;+ur+vaz;x) ie — V(Li— 33)
Je A res
Soit M (X,, æ,, æ,) un point double de X f, m, vérifie les conditions (ES
A+pxi+ vx —o,
0 0 0 S Li Lol 3 AO
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Faisons une translation des axes de façon à amener l’origine en m4 La ax + x, LAS +, Fr NE AE FPS
et bornons-nous dans le calcul de X f aux termes du premier ordre par
rapport aux æ'
f ; : 9 Xf= (RH VAS )r — at (ph vet)vé ce à pe
Hi —væ! +yxix, +vxîæ, | df
. à Ô a | G+ovepas DE
Nous appellerons équation en S relative à Xf et au point M, l'équation en S relative aux trois formes linéaires en x, x, æ, qui constituent l’ensemble des termes de plus bas degré des coefficients
JS As OP de 0x. 0x, 0x,
dans X f. Ces racines sont | Sp LR QU LUE SA NE Où VS
x est une fonction de À, u, v; remplacons x, par sa valeur, nous obtenons s — e Vu? — 4 XÂvyavece? = 1, la présence du signe = n’a rien qui doive nous,étonner, un sous-groupe g, admet en eflet deux génératrices de points doubles, on ne peut donc caractériser entièrement une génératrice IT par un sous-groupe de g à un paramètre qui la laisse: invariante. |
Étant donnés À, , v ete ou, ce qui revient au même, g, et la génératrice double qu’on étudie, s,, s,, s, sont déterminés. Les racines de l'équation en S pour un sous-groupe g, sont les mêmes en tous les points d’une même génératrice double.
Ceci est évident a priori. En effet, soient », et m° deux points de la génératrice Il! par exemple et T' une transformation de g’ telle que m, = T' m,, l’identité g, = T' g, T=' montre qu’en m, et en m, les racines de l'équation en S relative à g, sont les mêmes, puisque ces racines restent invariantes si l’on fait un changement de variables.
Cherchons les racines de l'équation en $S relative à m, et à XF;
l'équation de à est ; g,— 2x, —ax,—x,x, —0.
X/f a donc pour expression, en se limitant aux termes du premier
degré, A
ee d A
Les racines de l’équation en S correspondante sont donc s, et s..
A1. Étude des racines de l'équation en S relative à une transformation de G.— Nous allons démontrer que les racines de l’équation en S relative à un sous-groupe G, sont égales à celles de l’équation s en relatives au sous-groupe correspondant ÿ, en un point de la génératrice double correspondante.
D’après ce que nous avons démontré au paragraphe 9 les groupes g
et G sont semblables et les transformations f qui vérifient l’équation
LS UE
dépendent d’une fonction arbitraire. Comme les racines de l'équation en S relative à une transformation infinitésimale ne changent pas si
l’on effectue un changement de variables, les racines relatives à Xfet à Y f sont les mêmes en deux points homologues. Les racinesS, et SI
relatives à vf sont donc S, =5s,—5, S, —5,—0.
: Il est manifeste que deux racines de l’équation en S relative à Y f sont égales à celles de Y f; nous allons montrer que la troisième racine S, est égale à s,, c’est-à-dire à s.
Soit O un point de A, dans le voisinage de O faisons un changement de variables tel que, si l’on désigne par v,, »,, v, les paramètres qui servent à définir un point de a, le point O ait pour coordonnées ?, — ?, = ©, — 0, A ait pour équation #, — o et les courbes Q, P, = 0,9, = const, Désignons par Z, f, Z, f, Z,.f trois transformations infinitésimales de G telles que Z, f et Z, f admettent O comme point double; Z, et Z, forment donc un groupe à deux paramètres et d’après Lie (t. IE, Chap. [) on peut choisir Z,, Z,, Z, de telle sorte que
(Zr2) = 0, (Zi, Z3)— 22; 0, (Ze, Z3) — Z3= 0.
Développons les coefficients des Z suivant les puissances de #,, 6,,0,;
en‘vertu des hypothèses faites sur G, ces développement ont la forme
LT (CA Le gabarit NE ë À Ve dis :
AS Per (Bipih Papa Pos H Bari te.) Ô d + (0 + bp, + bio + b:v, +.) +R But.) Se ; ’ of LS = yo + 191 + V2 Va + Va Vs + V0! en À ; + Pa( Co + C1 01 + Ca Vo + Cs03 +.) pn(G+ Ge Dr 2 3
Substituons aux variables e les variables v définies par
Mi +hV+ KE, Po == Po Bb:
Pie V3.
À a encore pour équation #, — o et les courbes Q, ?, = 0, #, = const. Exprimons les Y f au moyen des variables + ; les nouveaux coefficients « et 5 sont
L3—= 3 + has + KA, pi — B3 + hb; + kB.
Le déterminant a, B, — D, A, n’est pas nul, car le développement de A suivant les puissances des ? est
A = y(a0B5— bo AS) ri.
et si a; B, — b, À, était nul, À commencerait par des termes du troisième ordre au moins, ce qui est contraire à l'hypothèse. On peut
donc choisir À et # de façon que à, = 0, 8, — 0. En d’autres termes, on peut supposer les variables v choisies de telle sorte que «, et B, soient nuls, ce que nous ferons par la suite.
; Considérons une transformation Z f = 12, f + uZ, f admettant O
Al
comme point double, les racines de l'équation en S relative à cette
transformation sont Sa LBi: LÉO Sy u Bo:
Substituons les expressions précédemment écrites de Z,, Z:, Z,
dans l'identité (Z,, 2,)—72,=oet TOTALE tous les termes de Jess inférieur ë à 2, il vient
ATOS &(Bi—1)—=0, oBs — bas = 0,
A,b,— Bsa, — ay = 0, A0!
. Annulons de même le terme constant de (Z,, Z,) — Z,, d’où | 1 + B,) 0:
Y, ne peut être nul, sans quoi le point O serait point double de toutes les transformations de ( et les mineurs du premier ordre de A s’y annuleraient, ce qui est contraire à l’hypothèse (1); donc B, = — x, ceci montre que s, — -— u.. Cette racine s, ne dépend pas de (x, nous retrouvons ainsi un résultat déjà établi. Si l’on tient compte de B, — — 1 les premières relations trouvées donnent
Ra == Un = A PO et &o(i + B5) NON dB: = 0.
Mais a, ne peut être nul, sans quoi la transformation Z, f serait du second ordre et puisque 2, est du premier ordre, À commencerait par des termes du troisième ordre, ce qui est contraire à l'hypothèse.
On a donc B, — — 1, c’est-à-dire s, —s, et 6, — o, en définitive Z, et Z, sont de la forme
Lil (E..%) TOUR CAT Cire ) dés.
of SO es Sie Life (— 1 + DONNE LA UC Ut a En
les termes non écrits étant du second ordre.
12. Étude des trajectoires d'un sous-groupe de G dans le voisinage de O. — Les trajectoires d’un sous-groupe G défini par Z,, Z, admettent O comme point double et sont définies par le système
dv, dv; dv, (2) NC RE
N MINEUR. à 7
où l'on pose Zf—)2, PEL f=ts +n sue are le
voisinage de O, £, n, € ont des développements de la un
ESP EE NS n—= (Aa; + Bbo)93+ ® — SiPs rene
Faisons sur les e la transformation
WE Vis
U3= 502 —(À@o + mb) P3
7 ! Uz3—= V3:
6, n, (€ deviennent ES Ur D SH Froues == SON
les termes non écrits étant de degré au moins égal à 2.
D'après un théorème classique sur les équations différentielles, le système (2) admet des intégrales dépendant de deux constantes C, et C, et représentées par les équations
vi pi(Cs Ces ro CAE P— po( Cest, Gest), Ps ps (Cet, Co ef).
Les fonctions 2,(x, B) sont holomorphes et se réduisent à zéro pour D(o:, se D (a, «= 6 = o. Il y a donc une infinité simple de ie de Z f dépendant d’un paramètre et passant par O; elles sont situées sur la sur-
face S, d'équations
d — B= = 0 ne le déterminant fonctionnel n’est pas nul pour
v;—=9;(a, B) (DR NN
D Co: gs) D(x, 6) lons-le, a pour équation v, — 0, S, contient la droite 6, =, — o qui est une trajectoire de Z f.
Cherchons l'équation du plan tangent en O à la surface S,, soit
Comme n’est pas nul, S, n’est pas tangente à À qui, rappe-
An +Be+Cv+:..—o;
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l'équation de S,, comme le plan tangent en O, contient la droite Pa = P3 = 0, À — 0; de plus, S, étant invariante par Z f,
Z(Br,+ Cv; +...) —o
ou [B(a+ub,)—umOlr;+...—=0; on a donc CO Aa +pb, A MRTEER et l’équation du plan tangent à est
ph + (a +phi)rs— 0.
a; ne peut être nul; nous avons démontré en effet que &«, —0;sia, était nul, Z, j serait du second ordre en O, ce qui est contraire aux hypothèses. On peut donc choisir À et u, c’est-à-dire la transformaüon 2 f, laissant O invariant de façon que le plan tangent à $, soit un plan arbitrairement donné passant par la droite #, = », —oet distinct du plan ?, — 0.
Soit I(o, V, o) un point double de G, voisin de O; on peut raisonner sur Î comme on a raisonné sur O; il existe une infinité simple de trajectoires de Z f passant par 1; elles sont situées sur une surface S, non tangente à À et coupant A suivant la droite 6, = V. Dans Je voisinage de 0 faisons un changement de coordonnées (P,, 0, P,; ®,, 2, W,) tel que les nouvelles coordonnées æ de O soient (0, 0, 0), celles de [ (0, V, o) et que les équations de A et S; soient respectivement w,—=0,w,=— V, G laisse invariante la famille de plans w,— const.
BOL Z En, ie + = a les équations des transformations de G,,
exprimées au moyen du ne canonique, s’obtiennent en intégrant le système
dw, dws dws
dû — 0 NS dd es
Ras =
à $ œ, — C, est une intégrale première de ce système qui se réduit donc à
dw ; DS = tt, C:, 43), d0
Le ESChr Go Wa):
Par un changement de variables, la forme canonique des termes du premier Idegré de £, n, € n’a pas changé ; le système précédent admet donc, d’après la théorie classique, deux intégrales de la forme
O:(#:, GC, m3) = CG 20 OP Gr) Ce
O,, @, s'annulent pour w, =, = o quel que soit w, et le détermi- D(6,,0,) ;, FAN nant np, ) D 6St PAS nul pour Man Il en résulte que les
équations de G, sont de la forme
We == WW; O, (ww, w!,, m1) = e 0, (w,, 0, 3), O, (1, 1, 1) = e0, (w,, ,, w3).
Sous cette forme, la répartition des trajectoires de G dans le voisinage de O apparait nettement. Étant donnée une direction quelconque issue de O et située dans le plan w, = o, il existe une trajectoire de G, et une seule tangente en O à cette dechon.
13. Étude de f-' dans le voisinage d'un point de A. — Tout d’abord, introduisons la convention de langage suivante : Soit f(x,, Z,, &,) une fonction analytique d’un point m(x,, x,, x,) de l’espace à trois dimensions et soit y une courbe ue de cet espace définie par les formules paramétriques
) ; Li vi (2), La Po(3(, T3 D3(3).
Nous appellerons fonction f sur la courbe + la fonction de z J(s)= flots) pa(s), p:(2)],
: Nous dirons que f est une fonction holomorphe de x,, x,, æ, sur y
si f(z) est holomorphe.
Tuéorème. — Les x sont des fonctions homolorphes des y dans le voisinage de À sur les trajectoires des sous-groupes à un paramètre
de G pour lesquels u? — 4 \v n'est pas nul.
Conservons les notations du paragraphe précédent ; désignons par T
une transformation de G, pour laquelle |eŸ| 1, et par M, un point de coordonnées æ?, w?, w° voisin de‘O et non situé sur A. D’après la forme que prennent les équations de G, dans le voisinage de O le point T” M, tend vers le point M, (0,0, w°) pour n infini. Soient { la transtécmation de g, qui roue à T et #1, le point homologue de M, ; comme nous l'avons vu au paragraphe 8, le point 4” m, tend vers un point m, qui est point double de'z,. Pur un banbeient de variables les équations de g, peuvent dans le voisinage de 1, se mettre sous la forme NL NS, DCE AR NEO D EX NS KT) BOXE NN VRE BL EX Ne SN
de
On peut s’en assurer directement en examinant les équations écrites au paragraphe 8 ; la valeur de s est la même pour g, et G&, ainsi que que nous l’avons vu. Soient X°, X°, X° les coordonnées de m,. La trajectoire l de G, qui passe par M, a pour équations
O,[w;, am, 3] O,[w9, e æÿ] O,[ 1, 2, 3] 7 O,[w2, 0, w2]
= Gi (VE æ?), les æ désignant des coordonnées courantes; de même la trajectoire
de £ £, issue de mn, a pour équations
O IX: X, X3] CA px, X®, X2.] XX Xe XX, À]
XX
Les points M, et m, se correspondent par la transformation /; il en est donc de même des points M — TM, et m = tm, ; soient w,, w,, w, les coordonnées de Met X,, X,, X, celles de m, comme T et z correspondent à la même valeur du paramètre canonique 0 on a la relation
O, (4, as a) _ O0, (w7, 2, wi)
à OS Hi ANA RS NN €
Cette équation, jointe aux équations de y, montre que X,, X,, X, sont des fonctions de w,,®,, w, DARATRREE sur [dans le voisinage
LP n’est pas. (nul nee ‘à P
du point double M} puisque le déterminant ?
en M}. Réciproquement les w sont des fonctions des X holomorphes sur y dans le voisinage de »;.
Tuéorème. — Les x sont des fonctions holomorphes des y dans le voisinage de O sur toute courbe passant par O non tangente à A.
Ainsi que nous l’avons vu, on peut toujours trouver un sousgroupe Z f admettant O comme point double et pour lequel la surface S, correspondante est tangente à un plan arbitraire contenant la droite », = ?, —oet distinct de , — 0; de plus, il existe une trajectoire de.Z f tangente à une direction arbitraire du plan tangent à S,. Étant donnée une direction arbitraire issue de O et non tangente à A, il existe donc une trajectoire d’un sous-groupe Z f tangente à cette direction. On peut donc faire un changement de variables, qui substitue aux w les coordonnées w,, u,, u, tel que À ait toujours pour équation Us = — o et que les trajectoires des sous-groupes issues de O aient pour équations
Di OU US CAL
Soient u, = uw + us (K —1,2,3); considérons dans l’espace à six dimensions #, u',u!,u,,u,,u un cône l'à 5 dimensions de sommet DU 0 dont. aucune Séne atuiee ne se trouve dans la multiplicité A'u,=u,=0; désignons par D le domaine délimité par ce cône qui ne contient pas A’. Posons
au domaine D correspond dans l’espace U', U', U, U',, U,, U: un domaine D’. D'après le théorème précédent, les x sont Fe fonctions holomorphes des y sur les trajectoires des sous-groupes de G; or ces trajectoires sont les courbes U, = C, U, — C”.
De plus, lorsque U, — C” les æ sont des fonctions holomorphes de U,, U, dans le domaine que l’on obtient en coupant D’ par la multiplicité U, — C”. En effet, si C’ n’est pas nul, la multiplicité U, =C” n’a aucun point commun avec À et si U, est nul, l'intersection du domaine Det de U, — o se réduit au point O et lorsque le point w,, u,,-u, tend'vers Ole pont %, z, x. corrrespondant tend vers un point déterminé de à.
Le]
Il résulte de là que les x sont des fonctions holomorphes de U,, U,, Ü: dans D';il suffit pour s’ en. asssurer de se rappeler le théorème suivant :
« Si une fonction de » variables f(x,, x,, ..., æ,) est une fonction holomorphe de x,,x,,...,x,_, lorsqu'on donne à x, une valeur constante arbitraire et une fonction holomorphe de x, lorsqu'on donne à x,,x,,..,æ, , des valeurs quelconques, c’est une fonction holomorphe de x,,x%,,..., 2,.»
Le théorème énoncé découle immédiatement des résultats précédents, car, étant donnée une courbe y issue de O non tangente à À, on ) » 1 8 ) peut choisir le cône l de telle sorte que y soit dans le domaine D; sur la courbe y’ homologue de y dans l’espace U,, U,, U, les x sont des À 5 1 P nine fonctions holomorphes de U,, U,, U,; ils sont donc des fonctions
holomorphes des y sur de | DOS EE De Tuéorème. — Les x sont des fonctions holomorphes des y dans le voisinage de tout point de A. — Dans le voisinage d’un point O de A
: € A À ô faisons un changement de coordonnées. Soient z,, z,, z, les nouvelles coordonnées; on peut choisir ce nouveau système de telle sorte qu’aucuae des courbes coordonnées
onst., Z2>— COnSt., 33 Consl.,
= C 2 — CONS Z33— Cconst., 31 COns{:,
ne soit tangente à A dans le voisinage de O. D’après le théorème précédent, les x sont donc holomorphes sur ces courbes, en d’autres termes les x sont des fonctions de z,, z,, z, holomorphes par rapport à une de ces variables lorsqu'on suppose les deux autres constantes; en vertu d’un théorème déjà énoncé au cours de la démonstration précédente, les x sont des fonctions holomorphes de z,, 3,, z,.
14. Étude des fonctions f sur d. — Essayons d'appliquer aux fonctions f les raisonnements du paragraphe précédent. Soient »; un point de à, », un point non situé sur d et { une transformation de g telle que /*m, tende vers mn’ lorsque r augmente indéfiniment. Soit M, l’homologue de m, et T la transformation correspondante de G; nous
ne pouvons affirmer que T” M, tende vers un point limite lorsque » devient infini. 5 5 Or, le raisonnement du paragraphe précédent était basé sur ce fait que, quels que soient { et m,, lm, tend vers un point limite; nous l’avions déduit des équations finies de z exprimées au moyen des paramètres canoniques. On ne peut donc démontrer que les fonctions y des variables x sont holomorphes partout sur ô. = Par contre, soit O un point de À, nous avons montré qu’il existait un point M, etune transformation T de G tels que T’ M, tende vers O; si l’on désigne par m, le point homologue de M, et par / la transformation homologuedeT, {’m, tend versun pointlimite m; etenrépétant le raisonnement du paragraphe 13 sur les fonctions y, on démontre que celles-ci sont des fonctions holomorphes des x dans le voisinage
de m!. L'ensemble des points tels que "1! constitue un domaine @ de à à quatre dimensions, d’où le théorème : Les y sont des fonctions holomorphes des x sur une certaine région de à. Il est facile de trouver la forme de ce domaine & : Supposons que les y soient des fonctions algébroïdes des x, en un point m, de à; soient G, la génératrice du système I issue de m»,, M, le point de A homologue de m,, Q, la courbe homologue de G,. Nous avons montré au paragraphe 3 que la relation ©, — Ÿ, établissait une correspondance algébrique entre les génératrices du système IT de à et les courbes Q,, ou ce qui revient au même entre les points homologues des courbes G, et Q,. Les y considérées comme fonctions d’un point de G, sont algébriques, elles sont donc définies en tout point de G,. Le
domaine ( est donc engendré de la façon suivante : Soit © le domaine d'une génératrice II de à dans lequel les y sont définies. © est formé
des génératrices I issues de tous les points de @.
15. Cas où les transformations de G sont birationnelles. — Nous allons démontrer que si les transformations de G sont birationnelles, il en est de même des fonctions y :
Soient a (y, Y!, Y3, Y,) un point de A et (x, un sous-groupe de G à un paramètre admettant a comme point double, l’ensemble des trajectoires de G, passant par a forme, ainsi que nous l'avons vu,
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une surface $, ; écrivons les équations de G, dans le voisinage de a Je fil Va Ja Yu el (1,2, 3,4);
Ô désignant le paramètre canonique de G,, la surface S, a pour équation | Ve = Ji (Vis Mes Vas Vas 0) (1, 2, 3, 4);
elle est donc algébrique. $S, est l’'homologue d’un plan tangent à la quadrique d; or toute droite de l’espace x,, æ,,&, peut être considérée comme l'intersection de deux plans tangents à à. Les courbes de la multiplicité 3% homologues-des droites de l’espace E(x,, %,, æ,), c’est-à-dire les trajectoires G d’un sous-groupe quelconque G, de G à un paramètre sont algébriques. Considérons une transformation rationnelle T et imposons-lui les conditions suivantes :
T transforme %t en elle-même, est birationnelle, conserve chaque courbe G et est permutable avec toute transformation de G,. Ces conditions sont algébriques et par conséquent l’ensemble des transformations T ainsi définies dépend algébriquement d’un certain nombre de paramètres; or, il est manifeste qu’une telle transformation T fait partie de G, puisque sur une courbe G, seule une transformation de G, est permutable avec toutes les autres transformations de ce sousgroupe. G, dépend doncalgébriquement de ses paramètresetcommeG, est un sous-groupe quelconque, il en est de même de G.
Il résulte de là que les transformations de G qui, à un point donné de 3% font correspondre un autre point donné de cette multiplicité sont en nombre fini N. En reprenant le raisonnement fait au paragraphe 13 du Chapitre I, on en déduit que (g’) ne comprend qu’un nombre fini N de transformations.
Les transformations de (x étant birationnelles, on démontre sans difficultés que la fonction f_' solution de l'équation
RUE
se comporte comme une fonction algébrique en tout point de 2.
A un système de valeurs des y correspondent donc N systèmes de valeurs des x. Une fonction symétrique quelconque de ces N valeurs est une fonction uniforme des y qui se comporte partout comme une
fonction onde elle est donc rationnelle et x,, æ,, æ, sont des fonctions de de des y. Il en résulte qu’inversement, les y sont des fonctions algébriques des +. Nous avons montré dans la première Partie que les transformations T et les fonctions y(x) sont uniformes en même temps; il résulte de i que ces dernières fonctions sont rationnelles.
Considérons une transformation infinitésimale de G
) () d o) Vf=E SE + a+ + En
nous allons appliquer les résuliate précédemment obtenus à l’étude des trajectoires de Y f. Le système
(10) mo =) (i=1,2,8,4),
où les y sont les coordonnées d’un point de at et où 0 désigne le temps, peut être considéré comme définissant le mouvement du point y.
Représentons un point de 3 par le point correspondant m (x,, æ, æ,) du polygone P. Soient X f la transformation de g homologue de Y f, V et V' les deux génératrices doubles de X ÿ, e la congruence formée par les droites qui rencontrent V et V'; les trajectoires de Yf ont pour homologues les droites de l’espace E(x,,x,,x,) appartenant à la congruence linéaire e ; toute droite de cet espace est l’homologue d'une trajectoire d’un certain sous-groupe de G.
Soit 7 une substitution de (2), % est contenue a un sousgroupe g’ deg’, soient U et U'les génératrices doubles de 2” ; soient D la droite passant par l'intersection de Uet V et par celle de U et de V’ et nm, un point de D. Le point m, = rm, se trouve sur D, D rencontrant V et V'est une trajectoire de X f, il existe donc une transformation { du sous-groupe X f telle que m, =tm,.
Soit w la valeur du paramètre canonique 0 qui correspond à #4. La trajectoire de Ÿ f homologue de D est une solution périodique du système (10); en effet, lorsque le temps augmente de w, le point m de
pe
l’espace E subit la substitution + de (g')et le point M correspondant reprend la même position.
Ainsi: À toule substitution de (g') correspond une solution périoe dique du système (10).
Dans ce qui précède, nous ne nous sommes inquiétés ni de la réalité de la solution, ni de celle de la période w. L'étude des solutions asymptotiques est aussi ramenée à celle du groupe ultrakleinéen (g”).
I. — Théorèmes réciproques
Dans ce qui précède, nous avons défini des fonctions kleinéennes en passant par l'intermédiaire des fonctions ultrakleinéennes. Dans ce Chapitre, nous allons démontrer qu'une fonction kleinéenne peut _ toujours être définie par ce procédé.
On pourrait être tenté de définir des fonctions théta de trois variables qui joueraient, vis-à-vis des fonctions ultrakleinéennes, un rôle analogue à celui des fonctions thétakleinéennes vis-à-vis des fonctions
kleinéennes.
Soit f Fes are by, hs D LES MONET (y ) Cr + dl ( L )
un groupe kleinéen. Considérons le groupe
Ce!) dx Li + dr Ts ax Lo + by nn Cr Ti + dy T3
£ De ne = —— tee,
ë De Cp Lo + dh : 2 PET Te à CRLISE dy (A2.
et formons
D(xi.r, Zo,ks L3.k) PE (ar dy — brcr) re (=) D(x, Z:, Æ3) (CxTa + dx)"
Soit R(«,, +, æ,) une fonction rationnelle; la série
à /dxx \?
0(æ1, La; 3) ED (2) R(t:.x; Lo,ks La.k);
6o HENRI MINEUR.
où m est un entier positif est convergente, sauf pour les valeurs de %, qui sont les affixes d’un point limite de y’ et pour les points dont un transformé au moins par quelque substitution de (g”) est un infini de R. :
Le quotient de deux telles séries 0 correspondant au même entier 72 est une fonction ultrakleinéenne. Il est visible que l’on peut choisir les fonctions rationnelles R de telle sorte que pour x, = x, = 0 cette fonction ultrakleinéenne se réduise à une fonction kleinéenne donnée. Mais une étude approfondie montre que le quotient de deux séries ) ne représente pas une fonction ultrakleinéenne dans tout son domaine d'existence. Entre quatre fonctions ultrakleinéennes correspondant au même groupe (g’), il n’y a pas, en général, de relation algébrique, car les singularités essentielles de ces fonctions dépendent des fonctions rationnelles R qui interviennent dans leur définition. Les conditions que doivent vérifier ces fonctions R pour qu’une relation algébrique existe entre quatre fonctions ultrakleinéennes semblent difficiles à établir.
Aussi, suivons-nous pour former des fonctions ultrakleinéennes une toute autre vole. as
1. Formation de fonctions ultrakleinéennes. — Soit (y') un groupe fuchsien D et b;
Re no Co ta die bc —=A)
et K un entier positif au moins égal à 2. Nous allons former un système de fonctions zétafuchsiennes X,(2), Y,(3), Z,(z), T,(z) vérifiant les équations
Xi(z)=[TaX;(3) +8; Y:(z)](c;z + d;)f, Y(s)=[aXi(z) + d;Y,(z)](e;s + d,y#, Zi(si) = TuiZ(s) + di (2) (cs + di)", Ttz) =fcZi(s) EdiTi(s)T (cs + d;)f.
el tel que T. Rite Remarquons pour cela que Z, et T, n'interviennent que dans lés deux dernières équations et prenons pour T, une fonction thétafuch-
THÉORIE ANALYTIQUE DES GROUPES CONTINUS FINIS. Gr
EE k I sienne T de l’ordre = | 5
Der
Cette fonction vérifie la condition T(3;) = T(z)(c;z + d; #1. Posons - ”
on aura bien T(z)=[c2T(2) + d;T(z)](c;2 + d,}f, L(z:) = Ta; sT(s) + DT(2)] (cs + di)f.
Comme système [X(z), Y(z)] vérifiant les conditions imposées, on peut prendre le système [Z(z), T(z)]. Le système des quatre fonctions
X(z)— Z (3), VAN TUE) Li(2)=Z(z); ETES)
vérifie donc les conditions imposées.
Par la suite, nous aurons besoin d’un second système X,, Y,, 2,, T, vérifiant les mêmes conditions, mais distinet du précédent. Nous
prendrons Z:(z)=2Z(2), T,(3) = T(2).
: ; S : K « Soit 0,(z) une fonction thétafuchsienne d'ordre Le système de Z(z) nee) Az) TG) u(3;) — a;u(z) + bip(a), o(z;)—=cu(s) + d;e(2),.
fonctions u(z) — vérifie les équations
Soit y = f,(z) une fonction fuchsienne relativement au groupe (y); le système de fonctions
HAN EE
fit) -fi(s)
vérifie les mêmes équations que le système (w, 6) et l’on peut prendre
| [2 0 l KXS(z) —=0;(& = fr); 2 ( ) 1 ( ) (2) b, Z
Ya(z) = 1e — . Ë +:(2) |
Nous sommes ainsi en possession de deux systèmes distincts is Yi ZT), (Xe, Ya, ZT)
vérifiant les équations proposées. Soit g(z) une fonction fuchsienne relativement à (y). Je dis que le système
YiX1(s) + YaX2(z)
TS) ee PaN (2) Rats), :
FES) CHR
see ia te) V8),
définit quatre fonctions uniformes y,, y, y:, Y, de &,, æ,, æ3. Si l’on
se donne, en effet x,, &:, #,; 3 est égal à x, d’après la troisième équa-
tion, y, et y, sont donc déterminées, les deux premières équations
définissent y, et y, sans ambiguïté si le déterminant X, Y, — X, Y, dE
Xl 0 e a É n’est pas nul, ou encore si&- — z = -; n'est pas nul, ce qui a lieu
. CG A lorsque T n’est pas identiquement nul.
Je dis de plus que les y sont des fonctions ultrafuchsiennes relativement au groupe (£) :
di Li + bits + dits 0; Cti + dits
D Loi — , Lai — ll 2).
CjLe + d; Cite + d; : Cj a + d; ( Et )
Dir Nous préciserons ce point de la façon suivante : les deux fonctions fuchsiennes /, et g sont liées par une relation algébrique
Les fonctions y,, y:, y, y, sont donc liées par la relation
F(Yy3, Y:) = 0.
Soit y}, Ye Vs, Y, un système de quatre valeurs des y vérifiant la relation précédente, je dis que tous les systèmes de valeurs x, æ,, æ,
tels que PAL Les Si) = Ÿe (STD, à, 4)
Le
- se déduisent de l’un d’entre eux x,, æ,, , par toutes les substitutions de (g'). <
Les équations
HN EPNC ES AR
montrent que x, se déduit de x, par une certaine substitution de (y)
et les formules de définitions de V1 Y, donnent
Ji Xi (62%) Va ne (der) ;
FRE TX23) ie VI Va (ss) Æ Ya Ya(dri) EL T(x::)
c'est-à-dire
FIX (Le) + EX: (D) ne p.21 Yilæs) + YIY,(x)
Lt) Tr) Gti + b;æs 1 CjXa + di ee Ci To + di ; ce Ti (Ts) Æ V3 X2(%2) + 4 Ji YiCm) + yi Vilar) ! : T(æ) 5 Tr) CiTi + dits D eme à = e = Z Cj Lo + d; Cie + d; COQ: SPA):
| T | Posons 3 = — 0(z), 0 est une fonction thétafuchsienne d’ordre = 1 2°
En résolvant le système qui définit les y, on trouve 0!
Yi L3— (Dr mes) 7 (as), V2 — CG Las): (Lo); Ys3—=/f1(Le),
Fig):
Il reste à former une fonction 6 d’ordre =: Soient g(z) et A(z)
deux fonctions fuchsiennes, #’(z) est une fonction 0 d'ordre 1,
donc 0 = g(z) Vh'(z) est une fonction 0 d'ordre 53 elle n’est pas uninee SR 3 0! ‘ h" ‘ forme, mais il est facile de voir que 7 = _ + : pr est uniforme, et
cela suffit pour ce que nous avons en vue.
On vérifie facilement sur ces expressions que les y ne changent pas : Jorsqu’on effectue sur les x une substitution de ( 2’).
2. Formation du groupe G. — Bornons-nous à une étude sommaire des fonctions y précédemment définies.
Ces fonctions se comportent comme des fonctions rationnelles des x en tout point æ,, %,, æ, pour lequel la valeur correspondante de x, n’est pas l’affixe d’un point limite de (y/). Le polyèdre fondamental de (g') est facile à trouver: Soit S un polynome fuchsien correspondant au groupe (Y'), prenons pour P le domaine suivant : (x, intérieur à S, +, et æ, arbitraires). Je dis que tout point M'(x;, x,, æ,) est le transformé d’un point M(x,, #,, &,) de P par une substitution de (g') et par une seule.
Il existe un seul point x, intérieur à S et une seule substitution 7,
de (y’) tels que
(ARE) Lo — To.
Soit + la substitution dé (g’) qui correspond à <, et M—+-'M', le
point M est intérieur à P et M'— M; d’après sa construction, M est
unique ainsi que T. Cs-Q0D.2F Les y se comportent comme des fonctions rationnelles à l’intérieur
de P.
Effectuons sur les variables x une transformation £ du groupe £ :
. ax; + bd:
() Fos CL + dAa LE KCOrs+ d
CE3 + d
, _ aæ3+ b
D HE TT PER RER ET è RS Ce
Les fonctions subiront une transformation T que nous nous proposons d'étudier. Soit.
Mein Le dans
Les y’ sont des fonctions ultrafuchsiennes de x,, x,, x,, relativement au groupe (g”), on pourrait être tenté d'en conclure que les y” sont des fonctions rationnelles des y et que T est birationnelle. Une telle conclusion est manifestement inexacte, car s’il en était ainsi, les singularités essentielles des y et des y’ seraient les mêmes; or, un point singulier des y’ s'obtient en transformant par {= un point singulier des y et l’ensemble de ces points n’est pas invariant par 4.
On peut seulement affirmer que la transformation T est biuniforme ; en effet, les y étant donnés, les x sont définis à une transformation près de (2); mais { étant permutable avec r les diverses valeurs correspondantes des x se déduisent d’une d’entre elles par les transformations de (2°), les y" sont. donc définis sans re par la donnée des y.
Considérons une transformation infiniment petite { de g, 4-' déplacera infiniment peu les singularités essentielles des y; nues que { dépende d’un paramètre « et se réduise à la transformation identique pour « — o les fonctions /
DAT) D, me) VIE Lys Æ3)
sont des fonctions ultrafuchsiennes de x,, x,, x, quel que soit a;
lorsque « tend vers zéro; on obtient donc des fonctions ultrafuch-
siennes £,(x%,, %,, &,) qui ont les mêmes singularités essentielles que
les y; cette fois, il n’y a plus d’impossibilité à ce que les € soient des
fonctions rationnelles des y; nous allons démontrer qu'il en est ainsi. Remarquons que
UE dy: 2
Hé LE de
af “A NE M
est une transformation infinitésimale de GG. Formons donc les transformation Y,, Y,, Y, de G homologues de X,, X,, X, et exprimons leurs coefficients au moyen des y. Soit
on aura EN dr et, par suite, dYi dYi 7 G11 CITE ARRET VAR I; Gi2— 0; 613 0) G14 0; dy: dYi !
=D, Æ Li = La — (TX Lo T LD =) à G21 l0x, 0x, 3 (æ 2 a) 5 ( 2) 1°
Era = Yo, Y23 — 0, Ene=.-0$
et 9" g'2 à Va 2 dYi 2 9 g ca b TD ie me (DA DL Net Sn =) ANUS ETES UL ETS Ésr 1% (æ: ; 2 5) 5%, 89æ, *! LE FE / 1 2/45 A Es = 2YiY2t+ 2 Fr ; k
33 = — Ya) Ya=N pe
r + 9" g'2 / 9! Ne f Vérifions que Fr l—2 F | et pl2fi en Fi sont des fonctions fuchsiennes. | ; ent 4 ut z+b Imaginons qu’on effectue sur la variable z la substitution z, = cz +d du groupe (y’); en posant f,(z,) = f,(z), 0(z,) —0,(z), on obtient successivement ff fi=fites+d}, fi=fi(es+ d}+a fie(es + d};
Pen PU “ ne Enr cg PA
p' g'2 ‘4 g" g'2 à g! ju à * 7 — & |.= É — F | (cs + d)* + z 2c(cz Li d\$+ c?'(cz + d}';
W 12 LA Q’2 CECILE le elle] fa vit ce
Labris-fll=zlans ji]
Les deux fonctions proposées sont donc des fonctions fuchsiennes de z, c’est-à-dire des fonctions rationnelles © et Ÿ de f,(:) et g(z). Les transformations infinitésimales de (x sont, en définitive,
NN Of Me dy
au ar of LE te Lo rne
= [rime (Ys9% 11 ’
, DA Re 07
+2 +ridCrs à 0ys 7? 91
3» YA étant liés par la relation PP) 0; 5. Relation entre la théorie précédente et celle des équalions
linéaires. — Les fonctions rationnelles pet q qui interviennent dans Y; sont définies par les deux équations :
LE A TRE PA RTE 0! “c als es) vxbre-Al
Eliminons 0 entre ces équations.
: RNA PES RU a, On tire de la première + — ane
Désignons par Ÿ la dérivée de d considérée comme fonction de y*
den A a RE A EU 44] 9 Dé 2f 2f 5 :
d’où [ 1 71 1 !
P — Fa C7 TR 3/4 LUE 24")] si et finalement
LD AO met OR me EE à IE HÉAOTE A ATEN
La fonction f,(x,) est donc définie par l'inversion du quotient de deux intégrales de l’équation linéaire
1 d26 D nn AE), Bérm)e.0
A QE
Calculons les [ y] en fonction de x,, ,, x, :
1 (3), eo Ys= Ji); Vs 8(La).
I | AD ES Vs (di — Tarif Te),
C'est avec ces variables que nous étudierons désormais G. On peut former des équations finies des sous-groupes Y, et Y,
(Vi) PA a ea RE Mr Ta Ji
Il est facile de vérifier directement que lorsqu'on effectue sur x, x, x, une transformation du sous-groupe X, f (X:) A On ETAPE ÆS = Des Ly = L3+ b,
les y subissent une substitution du sous-groupe Y.. On peut reprendre sur Y, des considérations analogues
(X;) Line Dre Do be z,— de, EEE AE ES à rene Y:) Yi Jief Jr 2e", Man Jr SAE
En général, on ne peut former les équations finies de Y,. On vérifie sans peine que les relations de structureentreles Y sontidentiquement vérifiées quelles que soient la fonction A et l'équation fonctionnelle Ga F(8)=G() définit alors des fonctions ultrafuchsiennes Ya Vas Vas Ya Et l’on peut choisir G de telle sorte que pour x, = x, — 0, y; se réduise à une fonction fuchsienne arbitrairement donnée.
5. Domaine d'existence des transformations de G. — Dans le cas présent, les y sont des fonctions uniformes des x, il en résulté ainsi que nous l’avons établi dans la première Partie que les transformations | T de G sont biuniformes et correspondent biuniformément aux transformations de g. On peut du reste le vérifier directement.
Étudions le de d’existence d’une transformationy = TydeG. Deux cas peuvent se présenter :
° L'ensemble des points limites de (+’) forme une ligne continue; par exemple f,(x,) est une fonction fuchsienne admettant le cercle |æ, | = 1 comme coupure essentielle. Les fonctions y = f(x) ne sont donc définies que si |x,|<<1, par exemple. Soit £ la transformation de g homologue de T d'équations
ax; + bzx, 2 Cxl+ dx, ; AL + b Sn AAA LA RES 7e) Lay CL + d
CR A ec td On peut écrire les équations y’ = T y de T de la façon suivante: Y=J(x), J=fE), : x'=te.
y’ cessera d’être définie si |x,|> 1, c’est-à-dire si
Cuir dy C3 + d CL, + dX» : ‘ La multiplicité D 0 de l’espace x,, x,, x, a pour homo-.
logue une multiplicité £ de 3t; lorsque le point y traverse €, T cesse d’être définie. Dans le cas présent les transformations T admettent donc des coupures essentielles. x
Posons-nous le problème suivant : « Soit M un point de a, quelles sont les transformations T définies en ce point? » Soit x,, x,, #, le point homologue de l’espace x, on a évidemment |x, | 1, une trans-
: DEAN MCE formation T sera définie en M si | — <d.
CX +d — Li Æ Lo ë Si æ, et x, sont finis, Le tend vers x, lorsque 3 tend vers zéro
TEA d 3
et comme | x,
<1, la condition imposée sera certainement réalisée en
d pour T une transformation suffisamment voisine de la transformation identique.
Il n'en est plus de même si x», et x, sont infinis ; posons
prenant pour — une valeur suffisamment petite, ou encore en prenant
De EURE DS au) D AN
æ; étant infini et x, étant fini, on aura 4, — u, — 0 et la condition imposée s'écrit |u,|<C1.
Donc si|u,|>1 aucune transformation T, même infiniment petite n’est définie en M. Cherchons les coordonnées y de M. On a
I 4 _ [72 2 Yi=u;!+ St Hal NT Us) HT), Va (uius—ur)u f(x), us Y3= Ji (2).
Posons z,= y,', 3; =y,Y, ‘, 2, = y,; on déduit des équations précédentes : |
mue Loue) 2+ (Ge — wi) fi (2) Se ei di) Ji ts) À je 2 + (2 — ui) fR(æ) 33 f1(Z3); 2 4 22
U—= La + y 1)
DFE NET
Rte (72 n=f(#)
Doncsiu, =u,; =oetsi|u,| <1,ona
Us
Zi — 0; 2/1 (2) 2% 2 FF (22) + 2f1(22) 3, arbitraire;
EUR
en un tel point de %, aucune transformation de (x n’existe. Par contre, si |u,|<1, toutes les transformations T sont définies
en ce point. Il est à remarquer que les points #, —u, — o font partie de A. Les points M tels que z, — 0 constituent ce que nous avons appelé A,; en ces points, on ne peut pas définir les transformations imfiniment petites de G.
On peut du reste retrouver ce résultat en se plaçant à a un autre point de vue. Le domaine d’existence des fonctions y est formé del” ensemble des points intérieurs à la multiplicité s|x, | = 1 ; on peut considérer 8 comme Annee par les multiplicités +, — C issues des points de O0: Lie 0: Or ces multiplicités De Cou us Cu; passent par la droite u, — u, — 0; en d’autres termes, la frontière du domaine d’existence des y Adi U, = u, —=0 comme ligne double. Écrivons la transformation £ avec les variables w :
j au; + bu: ; Cu + dus ; c + du; =) Us = — © ) Uy= —— ; a + bu; a + bu; a+ bu; appliquons £ au point &,,:0, 0:
JMS [Peer C ). Er C EU Us Un NUE Le Les coordonnées du point M correspondant sont
2 fi Cu
2 — » LA = 3, fi(u).
On voit donc que si |u,| > 1 ce point n’existe pas et aucune transformation T n’est définie. Si|u,|<1, ce point z’ est défini et dépend rationnellement des paramètres a, b, c, d, toutes les transformations de G sont définies en ce point. Il faut également remarquer que si { se réduit à la transformation identique 3°, z,, z, ne tendent pas vers z,, LÉTRE
2° L'ensemble des points limites de (") ne forme pas une ligne continue, mais est formée par exemple des points du cercle|x,| = 1 appartenant à un certain ensemble parfait À qui n’est dense dans aucun intervalle; ni les y(x) ni les transformations T n’admettent de coupures essentielles ; elles admettent seulement des multiplicités de points singuliers essentiels. La multiplicité y, = ®, y; = ® constitue
encore À, ; en un point de A, on ne peut définir aucune transformation de G si 4, appartient à À ; au contraire, elles sont toutes définies six, n'appartient pas à A.
6. Singularité des transformations de G. — En dehors de ses singularités essentielles que nous venons d'étudier, une transformation T sera singulière lorsque (x), tou f (y) sera singulier. £ étant homographique n'admet pas de singularités, f (x) n'admet d’autres singularités que les pôlesde f,(x) et f-'(y) ne sera singulier que D(»)
Dr, Los 3)
lorsque Je déterminant-fonctionnel s’annule ; or
Nous n’aurons donc à examiner que les pôles de j, et les zéros de f. fi(&) S’annule soit en un point double d’une substitution elliptique
Ni SO R de (’), soiten un point où = —0o 5 O Ye ; 7. Étude d’un point double d’une substitution elliptique de (y). — Soit x, un tel point; posons f(x) = 0, g(x!)— y}, x = 2 +, et soit f,(x,) — 37 + ..., p désignant un entier, on a
ER | J Vi T3 — P : [ri xx] Ê +,
Va = P(Li— Lits) [ar].
Verrerie
Lorsque z tend vers zéro, y, tend vers zéro, y, vers y”, y, vers l'infini et y, vero zéro. Faisons tendre maintenant y, vers zéro et y, vers y,, z tend vers zéro, y, vers l'infini et y, vers zéro, à moins que x, — x, x, ne tende vers zéro ou l'infini. Si x, - x, «x, tend verszéro, le point y correspondanttend vers un point de À, six, — x, x, tend vers l'infini, y tend vers un point de A;. Soient y°, y? deux quantités arbitraires, 1l n'existe donc pas de point x,, x,, , hors de A et À, tels que
SU EE Va — Yo) Y3— 9; oe
à moins que l’on ait y} = >, y, — 0.
THÉORIE ANALYTIQUE DES GROUPES CONTINUS FINIS. 73 Résolvons les formules par rapport àx,, x,, æ,:
Li Xi + VE He,
pi pe du
AE
F0) D ie
1 ù F var] A dues
DL) Lri+ Ê
Lorsque y, tend vers zéro, x, et x, tendent vers l'infini, à moins
que y, ne tende vers zéro et y, vers l'infini. Nous arrivons à la conclusion suivante :
Le point y,,y,, 0, y, appartient à A, si y} n’est pas infini et si y, n’est pas nul. Par contre, si yŸ= +, y, — o le point considéré est un point singulier rationnel, au sens que nous avons donné à ce mot, et l’on peut prendre, pour transformation 3 — u(y), la transformation
2 Fe 1 eu AY ñ 32 — 1h + ee J2Yh ; Z2 — V1 a Ê
I Te 2p 9 ,
on constate sans peine que À admet y,=— o pour pôle et que
/ 1 — p? 5 | < AE pe V3 4 8. Étude d’un point où Æ —o. — S . lude un point où Deer 0. — oupposons que, pour
VV; 0, F s’annule, et que F soit de la forme F= y; 7;+ayi+...—0.
Soit x, la valeur de x, telle que f,(x,) — 0, g(x,) = 0 et posons
T,= &, + z. Soient Vs 27 az +...,
les développements de y, et y,, on constate sans peine quex = a — 2b; formons les développements des y; :
Li Es L3 | 1 3 near |? > A +...
VTT Ts) (22845 +...) Va ARS UE, Vis +bs +...
et réciproquement PA = 6e ee CT 3 ri HS V291° [z TR SAUT . À ; Û ‘ Li Tets + YiJat ap ere Lorsque z tend vers zéro, y, tend vers l'infini et y, vers zéro; on constate, comme au paragraphe piece que le point Yi ee OLD appartient à A,, sauf si y! =, y, — 0.
Dans ce dernier cas, le point est un point singulier birationnel et l’on peut prendre, pour z — w(y), la transformation suivante : Z, it pr DA S— YaY5 23— Jr; on a de plus
9. Étude d’un pôle de f,(x;). — Soitx®, un tel pôle, La Ly + Y et den ke
y, et y, deviennent infinis pour 3 —o et le point y‘, Ya © ©, Y, appartient à À, si y\ et y, sont finis. La transformation u est ici
H=Y3"; BE Va Vs © BJ Yes 5 et A — A,7y,', À, étant holomorphe.
III. — Étude directe de G au moyen de ses transformations infinitésimales.
Considérons le groupe G défini par les transformations infinitésimales : ,
Frs, Ye) 10) op SOU of es D er rer f PAPE aie
d Ô Vif LE ACT: HSE + 29 07 PR
et proposons-nous d'étudier ce grou e.
prop dE
Le domaine À a pour équation y, — 0, les seules singularités des Y,f sont les points où une des coordonnées y, y, y, est infinie, les pôles de A et les zéros de F°.. Examinons successivement ces singularités.
Pôles de A — Soit yf, yun pôle de A; en remplaçant y
par Y,—Y;, on peut poser y! —0. Faisons sur A l'hypothèse suivante :
AE Ar Ya"
À, étant un développement de y, holomorphe pour y, = 0 et dont le développement commence par le terme
p désignant un entier positif égal au moins à 2. Faisons le changement de variables :
51 UE _ P ——1 79 — Yi £ 5 J2YE ; P—i os 33 —Y1+ Ya ps
Exprimons Ÿ,, Y,, Ÿ, au moyen des variables 3 :
d d AS Na 5
d Yf= 2 SE +2 2 Y331—=—(2— 415), EL 2 Dis 2 1 — D? jeses 2
Yoz = 2152 | ï rec —pfa- na Pls+piA- . fast,
213 & A ke 3 Vs ras pttsiat—ostes |A Lu D |:
on en déduit que A—(3,2,— z,)°. On constate sans peine que A Y,, Y, ont leurs coefficients holomorphes lorsque 3, — z,, 3, —%;;
En effet, dans Y,z,, le seul terme susceptible de devenir infini _ p? . | ù \ provient de p° [A — LE | z,3;', mais comme le développement de À, est de la forme 1— p°?
AE
ICS TEE le développement de ce terme ne contient pas de terme en z, à exposant négatif. -
La même remarque s'applique au terme
de Y,z3, si l’on se rappelle en outre que p est au moins égal à 2; comme p est un entier, À,(z°) est une fonction holomorphe de 3,. Les coefficients des Y;f sont holomorphes en
TRE nn 0e ve m0 Mots 0; Z9— £9) 23 —2%;)
et An’est pas nul; comme nous l’avons montré dans la première partie, à ce point correspond un point m,(x\, x, æ;) et la correspondance entre les x et les z est biuniforme dans le voisinage de m,et M,; en m, les y sont donc des fonctions rationnelles des x. Lorsque le point y,;, Y23 YA décrit un contour fermé entourant la multiplicité y,= o, les x ne reprennent pas les mêmes valeurs, ils subissent donc une substitution 7 de (2), 7 laisse invariante la ali Lioie Last .ell On are Tr. Dans les formules du changement de variables (y, z), faisons 70,20, 242; 0n0btient y; 0, NV: 0,9): +0: le change” de variables précédent ne nous permet He d'étudier G que dans le voisinage du point y, =®, y, — 0, y, = 0. Nous allons montrer que le point (y,, y;, 0) appartient à À,, excepté lorsque y} =, y: = 0. Le système différentiel qui définit une transformation du sous-
groupe Ÿ,/f est en effet
dy, dy: ‘dys di DR ant ET MS Ce A Ni CHR AR
L'intégrale de ce système qui vérifie les conditions initiales
GER Fi= JT Y3= V2; Y3T 0; 10, est PES 2 Pi Ji te ÿ- da T; Ya Y3—= 0, LE=R6; Bas dvs , dt Fre ee car = —— et sont nuls pour y;—0, alors que se réduit à (ya) __ qui n’est pas nul si Hi 0. La dernière équation {= 0
nous montre que parmi les transformations du sous-groupe Y, f seule la transformation identique est définie. Un point pour lequel y? est”
différent de zéro appartient donc à A,.
Supposons donc y{—0o, prenons pour variables y,, y” et
Le po on constate par un raisonnement his qu'aucune transformation de Ÿ, n’est définie, à moins que vie: Si y* n’est pas infini, si y° n’est pas nul, le point y°, y°, o appartient à AS. | : & :
A1. Pôle de À d’une nature chfférente, de la précédente. — Nous supposerons cette fois que
É lp?
AA VS A it
p étant un nombre fractionnaire p — à faisons le même changement
de variables qu’au paragraphe précédent, les coefficients Y;ne sont plus holomorphes, car, p n'étant pas entier, A,(z°) n’est pas une fonction uniforme de z,.
Pour étudier cette singularité, nous étudierons directement les fonctions z des variables x. Ces fonctions sont définies en égalant à des constantes trois intégrales du système aux dérivées partielles
(6) | X;f + Y,f —0o Reg NL RSR Posons Y,f = € -— se NS ce + D’après un résultat classique,
les z et les x sont liés Fa un ae aux différentielles totales que
l’on forme sans peine :
(ti — tits) dz, + Edr23— 0,
(11) (ti— Lots) da + (t331— 2) dai+ (n — 232) dr + (Lao 81) das = 0,
(ti— Lots) dis+ (xs — 23) dti (Ë — 2323) dti+ (ris )dxs; — 0.
Prenons comme variables :
Le système (11) prend la forme
u de + vdu = À du + B dx, + Cdæ:;, dz; = A' du + B' dx; + C'dxs, dz;= A'du:+B'dx,;+ C'axs.
Les coefficients A, B, C, A’, B', C’, A”, B”, C’ sont holomorphes
pour
PSS te D 70 2. — 70 z— 70 === 0, Li— ZL;, LT3— T3) Z9 Z9) Z3— 33,
si x! et z, ne sont pas nuls. De plus, les développements de A, B, C contiennent w en facteur et commencent par des termes du second degrè au moins en 4, ?. | En reprenant la démonstration de Briot et Bouquet relative à l'équation æy'— by = ax +cxy +...,
on établit sans peine que le système précédent admet une intégrale holomorphe vérifiant les conditions initiales précédentes et telle
que . ne tend pas vers zéro en même temps que z. On en déduit que D(#32.123) D'(ristusiæs) Revenons aux variables y et x; les y admettent tous les points (x°, 0, x,) comme points critiques, elles reprennent la même valeur si le point x,, æ,, æ, tourne g fois autour d’un tel point critique.
Il existe une substitution + de (g’) qui laisse la multiplicité x, = o invariante et l’on a +7 — 1. Il existe une substitution T, de (G) qui laisse invariante y, = o et l’on a T?= 1. Nous appellerons « points sin-
n’est pas nul au point considéré.
guliers de première espèce de G » les pôles de A de l'espèce précédente.
Étude d’ Mon En opérant t
: Biude d'un point où =0, — En opérant sur y, et y, une transformation birationnelle convenable, on peut supposer que les seuls points singuliers de la fonction »07) définie par F — o sont les points où bee nul, F,, ne l’étant pas, ainsi que F,;. Soient
H=0 Ji=0 un tel point et F= y;—7y}—ayi +..=0 l'équation de 9. Nous SHPRO TOR que À admet le point y, —=0 comme pôle : À — A, y;"'avec 3 3
er dre = FR rte .
On démontre, comme au paragraphe 414, que le point y”, y’, 0, 0 appartient à À, si y! £ x, y, Lo.
Pour étudier le point y} —%, y} —0, y} — 0, faisons le changement de variables birationnel :
HET Are Vo — 2223, Va S35 où.
Si — AE ; Ta = Ya Vu ts Z3—Yr On en déduit A) AVS Ce OT Yi ga ARE: PRET Pa | PAS Na zs = 72 À 25) avec À (33 = + Fat. 1 puis Y:z1—= 5? + (ais ee. AR LE RCE
Vie 22h 2 [a :| .
En vertu des hypothèses faites sur A, et du RENCOBpEmeRt de À, ces coefficients sont holomorphes pour 3,— 0 et À n’est pas nul si z, ne l’est pas non plus.
Le point singulier considéré est birationnel, il n’engendre ni trans-
formation de (g'), ni transformation de (G). Nous l’appellerons « point singulier de seconde espèce ».
15. Étudions maintenant le cas où y, devient infini. Nous supposerons que le développement de A dans le voisinage de ce point est de la forme À —A,y,". |
On reconnaît que le point y°, y?, © appartient à A, si y; et y, sont finis; lorsque y,, y,, y, sont infinis, on fait le changement des variables ,
V3") Ar Va VS BL Na Ÿ 30 et l’on obtient Of LAN LE Of Ÿ MR na ne ve La 023 o) Ô p Yf—=— 3 tons + CARTES
Le point considéré est un point singulier birationnel comme le précédent.
14. On reconnait, comme au PACS RARE 12, que le point y! —, y? =», y; est un point de A,, sauf si y, estinfini; c’est alors le point
étudié au paragraphe 14.
Étude de À en un point régulier A—=— y
On vérifie sans peine qu’en un point singulier de première ou deuxième espèce, l'équation À = o équivaut à y, — 0. La multiplicité A a donc pour équation Vs 0
Formons Y,, Y,, Y,, c’est-à-dire faisons y, — o dans les transformations infinitésimales Y : |
. résulte de là que les déterminants du second ordre de À —= || sx |]
s’annulent pour y, — 0. Le groupe G a pour trajectoires les courbes Qi: y: = 0, y, = const. De plus, aucune transformation de G n’est du second ordre en ce point. Notre groupe G vérifie bien les conditions imposées précédemment.
La 16. Etude des singularités des fonctions y. — Ces singularités sont de deux sortes :
a. Les points m,(x°, x, æ°) tels que, lorsque m tend vers m,, le
- point M(y,,Y:, Ys, Ya) correspondant tend vers un point singulier
de G. Nous les avons déjà étudiés. Les y sont des fonctions algébroïdes des x en m,.
6. Les points 77, tels que, lorsque » tend vers m,, M ou M, n’a pas de limite ou tend vers un point de A,. Ce sont des points singuliers essentiels des y. Nous allons montrer que les points singuliers m, sont les points de l’espèce E’ pour lesquels x, appartient à un certain ensemble ; en d’autres termes, ces points engendrent une multiplicité analogue à un cylindre dont les génératrices ont pour équation Ps const, |
Nous avons vu que les équations finies des sous-groupes 1), (Ye) étaient birationnelles :
(Y:) ë y, Yi LA le see V2: Ve = V3) (Y:) We Y e', ie vie”, Vie V3e
Les équations des sous-groupes corrrespondant de g sont :
/ LEE (X:) VE = le D) Lo — Lo) Lay — La li;
/ ki es (a, 14 (X:) EE DNS Le ds Mere
Soit donc m,(x°, x°,x!°) un point pour lequel les y; sont boite morphés, soient y? f;(&,, «°,æ,). Le point m,(%,,%, Da ion x, x sont quelconques est le transformé de m, par une certaine transformation { du sous-groupe (x,), (x,). Comme la transforma-
üon T homologue de z est linéaire, il résulte de JUz)=TF(x)
que les y; sont holomorphes en m,.
De même si », est un point singulier essentiel, il en est de même de m,. C0: FD:
Nous allons utiliser le résultat précédent pour démontrer up théorème annoncé (1° partie, Chap. IV, S 14). ;
17. Tnéorëme. — Étant donnée une transformation distinguéeT, de G et une transformation non distinguée T de ce méme groupe, il'existe un contour fermé T, tel que lorsque M décrit T, le point M'=— TM subit la substitution T,.
Aïnsi que nous l’avons vu, il existe un contour fermé c de l’espace E’ tel que lorsque m décrit c, le point homologue M subit la transformation T,. Soit c, la projection de € sur le plan x!, x’ ; tout contour c’ qui se projette sur ce plan suivant c, possède la même propriété que c. Soient m, et m, deux points appartenant respectivement à c et à c’et ayant même coordonnée x,, soit d le segment de droite m,m,. Le contour fermé m,cm, dm; c'm" dm, tracé sur le cylindre € de base c, de génératrices x, — const., peut se réduire à un point par une déformation continue sans quitter © et sans rencontrer de point singulier des fonctions y = f(x); lorsque m décrit ce contour, M revient donc à sa valeur initiale; comme d'autre part M subit une substitution linéaire lorsque »# décrit d, M subit la même substitution T, lorsque m décrit cet c’.
Soient { la transformation de g homologue de T, y le contour transformé de c' par {-'. Supposons un instant que y n’entoure aucun point singulier des fonctions y — f(x), le contour homologue T est fermé et lorsque 7n décrit y, M décrit l, m»' décrit c’ et M'— TM subit la substitution distinguée T..
Le contour y n’entourera aucun point singulier de f s’il en est de même de sa projection y, sur le plan x, x,. Or on peut choisir c'sur e
La de façon que y, soit un contour y, donné à l’avance. Soient, en effet,
(C1) Tac SCO (OT 0 T1) (72) Ti g(0), (o<0 La),
les équations de c, et y, et
en LEE 2 — Cid De CAR Ed : ét; A can celles de {='. Il suffira de prendre pour #,(8) et x,(0) des fonctions vérifiant . | * cæ(6) + (8) Cæ3(0) + d
PO
La courbe c’:[x,(0), (0), x,(0)] est tracée sur & et sa transformée par {—! a pour projection y,. Il suffira de prendre pour y, un contour à l’intérieur duquel f est holomorphe et d’y appliquer le raisonnement. CR 0.:FL D:
18. Recherche du domaine fondamental P. — Ainsi que nous l'avons vu, les points singuliers se répartissent sur des lignes singulières d’équation y, = const., 3 a pour équation F(y,,y,) = 0, soit & la surface de Riemann correspondant à cette relation. Au point de
vue de la connexion linéaire, on peut se représenter 3t’ comme un cylindre ayant pour base & et dont les génératrices ont pour équation |
É Y3— const. Y4 = const,
Soit donc € une coupure tracée sur & rendant & simplement connexe et tel que tout contour fermé se coupant par € puisse se réduire à un point sans rencontrer de point singulier de première espèce. La variété & à cinq dimensions engendrée par les hyperplans y, — const., Y;== const. issus des points de © réalise sur 9’ la coupure exigée (2° partie, Chap. IL, S #).
L'homologue de & dans l’espace E’ est la frontière du domaine fondamental P des fonctions y ; les variétés y, — const. ont pour homologue les variétés æ, — const. de E’; donc, le domaine P est formé des points dont la projection sur le plan des x, est intérieure à un certain
polygone KR.
a Xi +
Recherche des conditions d’uniformité des fonctions y
Comme nous l’avons montré, si les transformations de G sont uniformes, les y le sont aussi. Il serait intéressant d’établir directement les condo d'uniformité des transformations de G, car ces conditions convenablement généralisées permettraient de définir sans difficulté des fonctions de plusieurs variables qui généralisent les fonctions kleinéennes. Cette question est du reste liée à la recherche des substitutions fondamentales de (G).
20. Genre zéro. — Supposons la relation (5) F(y:, y:) = 0 de genre zéro. Par transformation birationnelle, on peut supposer que y; est une fonction rationnelle de y, et ne considérer que y,. Supposons que G ait dans le plan y, » points singuliers de première espèce correspondant aux valeurs p,, p,, ..., p, du nombre p. |
Si les p, ne sont pas des entiers, à chaque point de première espèce correspond une substitution de (G). Nous n'avons pas pu démontrer que ces substitutions constituaient un système de substitutions fondamentales de (G). Si cette proposition était établie, les conditions d'uniformité des y en découleraient immédiatement, car si l’on suppose les p, entiers, les substitutions considérées de ce) se réduisent toutes à la transformation identique.
Supposons les p, entiers, (2°) admet » substitutions fondamentales
polaires, si l’on faitx, —x,—0,(g')se reduit à un groupe kleinéen (g’ )
; ans dérivé de n substitutions elliptiques de multiplicateurs el», ce groupe (g’) est ‘discontinu dans une certaine os % du plan des æ,, ainsi que Poincaré l’a établi.
Soient R un polygone kleinéen de (£”), P le domaine de l’espace E’ dont la projection sur le plan x, est R. De: la discontinnité du groupe (2’) engendré par R résulte la discontinuité du groupe (£’) engendré par P, donc l’uniformité des fonctions y.
Dans ce cas, G est formé de transformations biuniformes qui correspondent biuniformément aux transformations de g
21. Genre quelconque, — Supposons la relation (5) de genre N. Rendons & simplement connexe comme l’a fait Riemann ( Abelschen Funktionen, $ 7); on forme ainsi 2N coupures a,, b,, a,, b,, ..,, &,
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b,; à ces 2N coupures correspondent 2N substitutions A,, B,, ..., ? A B, de (2): Soit Ù
HIS (a—1B)z — ati —1t)x,
| A (1—t)xa+ at — 6 ? ë LL (a—1B)a;—aBli-t)
(t) FFT Üt)æs + etes ù, _ (—ba+(at—6)z
He Ue Learn
une substitution de (2’), nous désignerons £ sous le nom de multiplicateur de (x). | Cela posé, nous considérons successivement les cas suivants :
1° Les multiplicateurs de 2N substitutions A;, B; sont réels. Le groupe (g°) est alors un groupe de la première famille de genre N; il est discontinu et les y sont uniformes.
2° Les multiplicateurs des N substitutions A,, A,, ..., A, sont
2Ti
réels, ceux des substitutions B,, B,, ..., B, sont respectivement e”:, 2Tti 2Ti |
EP els DCS SDS étant des nombres réels. Il est facile de voir qu'après une circulation du point » autour d’un point double de B; les y ne reprennent pas la même valeur si p; n’est pas entier; on connaît donc N substitutions de (G). Si p,, ..., p, sont des entiers, (g’) est un groupe kleinéen de deuxième espèce, si p, = p,=...=pa=1, (g’) est de première espèce et de troisième famille. Dans ces deux derniers cas, il est discontinu et les y sont uniformes.
‘22. Pour terminer, donnons l'exemple suivant : Considérons l'intégrale elliptique
Je à VAE — 27y(È +1)
o1(Y) W2(Y) une fonction modulaire de 3: y— #(z); sinous prenons f,(x,) = o(x;)
Soient w,(7) et w,(y) deux périodes distinctes et z — » y est
etÜ(x,) = V2 (x,), nous obtiendrons le groupe G dont les transforma-
tions sont uniformes :
d o) 0 MIE VU +r il,
dy:
EN Ft de pre TE * elr nor 14h ya(rs— 1) l# of" 0 +inni rs.
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