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INTRODUCTION
Je me suis proposé d'examiner^ dans cet essaie les principes d'un nouveau genre d'analyse^ imaginé par FiUustre astronome irlandais M. W. Hamilton^ et nommé par lui le calcul des guater^ nions. L'idée de ce travail^ dont l'origine est déjà un peu ancienne^ m'a été suggérée par l'étude du dernier ouvrage de cet auteur : Lectures au guaternions (Dublin^ 4855)^ dans lequel se trouvent résumés la plupart des travaux antérieurs publiés par lui sur ce sujet. Comme les applications de cette théorie sont susceptibles d'une grande extension et embrassent^ pour ainsi dire^ toutes les branches de l'analyse^ je me sais contenté de l'appliquer ici à quelques questions géométriques^ qui suffisent pour montrer l'esprit de la méthode. Il y a un certain intérêt à retrouver ainsi^ par la seule force de ce nouveau calcul^ des réoiUats connus ; et cet exercice ne me semble pas^ comme on pourrait le craindre^ sans utilité pour la science, qui gagne
toujours^ on le sait^ an rapprochement qui se fait naturellement entre des méthodes différentes employées vers nn même but.
Le calcul des quaternions présente une belle et curieuse extension à l'étendue à trois dimensions d'une représentation géométrique des expressions imaginaires^ par des droites situées dans un même plan^ dont on s'est beaucoup occupé dans ces derniers temps. Mais on peut aussi le concevoir comme une application particulière d'un autre plus général que j'appellerai le calcul des symboles et qui consiste à introduire dans l'analyse les symboles comme de véritables quantités^ sous la condition de ne pas faire varier l'ordre dans lequel ils se présentent comme ^facteurs d'un produit. On les fait ensuite disparaître du calcul à Taide d'un système de substitutions convenablement choisies qui ne laissent apercevoir en dernier lieu que des relations entre des quantités ordinaires. C'est ainsi que^ dès l'origine du calcul différentiel^ on a imaginé de considérer dans certains cas le signe des différences comme un facteur symbolique^ et qu'on a été conduit ainsi à des formules très-remarquables do&t M. Cauchy a beaucoup étendu remploi, le présente ici sons ce point de vue la théorie du calcut de M. Hamiltoo^ dont j'ai cru devoir^ en raison de ^ nouveauté^ reprendre entiè* rement l'exposition. Je l'ai fait d'ailleurs très-succinctement^ en supprimant tmites les considérations philosophiques ingénieuses et intéressantes qui s'y rattachent^ et pour lesquettes je ne puis mieux faire que de renvoyer aux écrits de l'iaventeur.
Je <^rois cependant avoir montré iont ce qui se rapporte d^ene manière essentielle à ce calcul^ et j'ai conservé scmpuleusem^it
— Vlî
toutes les notations introduites par M. Hamilton dans son dernier ouvrage.
Ce mémoire est partagé en trois sections.
La première contient l'exposition des règles du calcul des quaternions.
Dans la seconde je fais connaître, d'après M. Hamilton, Tinterprétation géométrique remarquable que reçoivent les symboles employés. Cette section est terminée par Texamen d'un grand nombre d'identités utiles à connaître, à cause de leur emploi fréquent dans toute l'analyse, et qui se rattachent aussi en quelques points à la théorie des déterminants du second et du troisième ordre.
La troisième et dernière section est consacrée aux applications du nouveau calcul à quelques points de la théorie générale des lignes et des surfaces courbes.
DES RÈGLES PRINCIPALES DU CALCDL DES QUATERNIONS
1. Nous désignerons par t, j et k, trois symboles particuliers dont nous ferons constamment usage et dont nous fixerons plus loin le sens et les diverses transformations* En les considérant d'abord comme de simples quantités algébriques, on pourrait former avec eux des polynômes dont le plus simple est évidemment celui qui serait linéaire par rapport aux symboles et dont la forme générale est
OÙ Qy b, ceid désignent des quantités algébriques quelconques indépendantes des symboles t, j et k.
Ce quadrinome fondamental et irréductible p est ce que nous appellerons désormais un quatemion^ sous la réserve des conventions particulières relatives aux symboles que nous ferons bientôt connaître.
2. Le premier terme a du polynôme précédent constitue ce que nous appellerons la partie algébrique du quaternion. Nous le désignerons sou-vent, pour abréger, parla caractéristique spéciale S placée devant le qua* ternion complet, en sorte qu'on aura
Sp=:a.
Lorsqu'on retranche du quaternion cette partie, il se réduit à un trinome entièrement symbolique qui constitue ce que nous appellerons
la partie symbolique de c^ quaternion, que nous désignerons aussi doréna*
vant par la caractéristique spéciale Y, placée devant le qaateraiofi comH plet, en sorte qu'on aura
et par suite
p=Sp + yp.
Nous appellerons les quatres termes irréductibles, a, 6i, cj et dk^ les partie» constituantes du quaternion.
3* Nous conviendrous que deux quateruions ne peuvent être égaux que s'ils sont composés identiquement des mêmes parties constituantes, et bien qu'on ne puisse encore attacher aucune idée précise de grandeur à l'expression d'un quaternion, tel qu'il vient d'être défini, on conçoit facilement que les règles du calcul algébrique relatives à l'addition et à la soustraction sont applicables à des polynômes de cette espèce et donnent toujours comme résultat un autre polynôme de même forme. Ainsi en désignant par p et 9 deux quaternions définis par les égalités
on aura
p±:q = {a±:a!) + [b±by + [c±c')j + {d±:d')k.
On opérerait de même dans le cas où on aurait à combiner entre eux, par voie d'addition et de soustractiou, un nombre quelconque de quaternions.
4. Ëtadions maintenant et tout d'abord le cas de la multiplication de deux quaternions, qui va être pour nons Toccasion de faire connaître le» règles fondamentales et de poser les bases du calcul actaeU Si l'on effectue la multiplication des deux quaternions précédents 'p et </, d'après la règle ordinaire et en se bornant à prendre la précaution de ne pas intervertir Tordre dans lequel les symbole» se présentent comme facteurs, nous obtiendrions les deux identités suivantes, dont les seconds membres sont du second degré par rapport aux symboles
pq^= ad
-\-(a(f+ed)j
+ (arf' + rfa')A
câ! jk
+ dV ki
+ dd kj
+ ci';.-
et
qp= aa- +(aA' + ia')» + [cuf Jf ca']j +(aJ' + rfa')Jfc
+ WV + d<fjk + hiki -^ cb'ij
+ c(fj* 4- ctfkj + db'ik 4- Ac';ï
+ dd'k\
On voit qae les deux produits ne sont pas de forme identique, et qu'on ne peut pas écrire, au point de vue où nous nous plaçons,
vq=qp-
La différence des deux produits sera le polynôme symbolique du second degré suivant :
pq—qp = (cd!—d(f) (/A-i^') + (d4'-W') (ifa-i») + (ic'— <*) (y ->i).
5. Pour simplifier l'expression du produit précédent et le ramener à la forme linéaire, nous conviendrons désormais de faire dans ce produit, sur les termes du second degré par rapport aux symboles, les substitutions suivantes, qui sont celles que M. Hamilton a le premier imaginées :
jk = — kj=t, *t=: — »*=7, tj = —jt = k.
A Taide de ce système de substitutions, les produits précédents se ramèneront à la forme normale, quadrinome et linéaire :
pq = M/—bV—ei/—dtF+U(a'-{-M) + (cd'—dc')\i
+ { (0*? H- rfo' + (éc' — c6' ) } * ^ = aa'— W— ce'- rfd'+ {(ay+ W) - (cd'— de')} I
+ |(<ic'+ co") — rfy— W)} y + |K+ da') — (ic' — cJ") I *
La comparaison de ces produits montre qu'ils ne sont pas en général
identiques, et foarait les relations
Spq=^Sqp = aol — bb' — cd ---dd' \pq=\[QU^ha')+cd''^dd)\i + (ac' + cû') + (rfé'-. W)t/
J^Uad + dd) — {y — cb']\h ;>g — y/>=Vpy — Vî/> = 2J(crf' — (/c')t + (d6' — M']i; + (Ac'— ci')*).
6. SapposoDSy comme cela arrivera fréquemment dans les applications, que les quaternions facteurs soient entièrement symboliques, ce qui revient à poser dans les formules précédentes
et désignons les deux noaveaox facteurs symboliques par les lettres a et|3, ett sorte qu'on ait
a = il -f- cj + dk p=:Aï + </ + d'»,
le» identités précédentes deviendront
Sap = SPa = — éé' — C(/ — d^T
Vap = — Vpa = [cd'— d<f)i + (di'— bi]) + (bd--cb']k.
Remarquons^ en outre, qu'on aura généralement :
2Sap = ap + P« et V(ap + Pa)=0 2Vap = aP — pa 8(aP — Ptt)=0.
7. Pour obtenir le produit d'un nombre quelconque de quaternions, on peut procéder de deux manières différentes. En considérant le produit à effectuer comme le résultat de plusieurs produits successifs de deux facteurs, auxquels s'appliquent les réductions précédentes, on arriverait facilement à un dernier quaterniou comme produit final. Mais on peut aussi suivre une autre marche qui consiste à former le produit symbolique complet de tous les facteurs donnés, ayant, par rapport aux symboles, un degré
égal au nombre des facteurs. On ne fait d'abord aucune réduction sur leâ symboles, ni aucune inversion dans leur ordre, puis on passe du produit symbolique au produit définitif, en calculant la valeur de chacun des produits composés uuiquement de symboles pris comme facteurs, ces divers produits auront d'ailleurs nécessairement Tune des huit valeurs simples
±4, ±iy ±j ou dzké
Par suile le produit définitif se ramènera immédiatement à la forme nor-^ maie linéaire.
8. Considérons, pour éclaircir cette dernière méthode par un exemple, le cas où le nombre des facteurs serait égal à trois; les divers produits du troisième degré, formés avec les symboles et qui sont évidemment les seuls dont la valeur ait besoin d'être connue, seront compris parmi les vingt^sept suivants :
if, ik*
Al*, kj*
i'k, fk
jij, kik
kjk, iji
iki, jkj
ijk, ikj
jki, jik
kij, kji.
Il est facile de reconnaître que ces produits donnent lieu aux substitutions numériques correspondantes
qui permettront de déterminer la valeur d'un produit quelconque de trois quaternions*
9. L'examen des substitutions précédentes conduit à une remarque importante dans la théorie actuelle, savoir que Tun quelconque des produits de trois symboles conserve toujours sa valeur, quand on substitue au produit de deux symboles consécutifs sa valeur fournie par les substi-
satwtUatioDS foodamentalee du n* 5. Aiosi oo a par exemi^e
j9=ji.x = — A» =;.? =.— j ii;r=rt*.j =— jj =€.*; =— i.t = + 4, «te, ete.
Celte remarque s'étend d'ailleurs au produit d'un nombre quelconque de symboles. Ainsi on aura
ijlàk = i.jk.ik
parce qu'on a, d'après ce qui précède,
ik = .(i*)
et
jk = (;•*).
les points indiquant des symboles facteurs en ncH&bre quelconque. On aura donc
ijkik = i(jk) (ik) = ix[-^j) = — [%t]j =j;
on aurait pu grouper autrement les facteurs et écrire dans le cas actuel
ijkik = {tj)k {ik) = k\ik) =- (ik) =y.
On pent dire plus généralement encore qu'un produit d'un nombre quelconque de symboles conserve sa valeur, si l'on substitue à la place de plu* sieurs facteurs consécutifs le facteur unique qui leur est équivalent Cesl ainsi qu'on a, par exemple,
jijkijkkjkj = {jifjk {ij)k [kjk)j = ikkkjj = ik = — >.
10. Il est visible maintenant que la remarque que nous venons de faire s'étend au produit d'un nombre quelconque de quatemions même. Ainsi si p, 9 et r désignent trois quatemions, on aura
pqr = pq.r = p^qr.
En effet, en effectuant les multiplications algébriques, telles qu'elles sont indiquées, les termes des trois produits finals ne différeront les uns des autres que par la manière dont sont obtenus les produits purement symboliques qui y entrent; or ces produits étant composés des mêmes facteurs disposés dans un même ordre, donnent lieu, d'après le numéro
précédent, aux mêmes substitutions ; par suite ces divers prodoits seront identiques. Cette conclusion est d' ailleurs générale et s'étend d'elle-même à un nombre quelconque de facteurs^
11. Lorsque deux quatemions ont une même partie algébrique et deux parties symboliques égales et de signe contraire, on dit qu'ils sont conjugués Tun de Tautre^ et le produit de ces deux quaternions a pour valeur la somme des carrés des quatre coefficients numériques qui entrent dans chacun d'eux; c'est ce qui résulte de l'identité immédiate
[a + bi+cj + dk) (a^bi''cj—dk) = a^ + b*+c* + d^.
Nous désignerons désormais le quaternion conjugué de p par la notation Kpy et nous observerons que le produit de deux quaternions conjugués est indépendant de Tordre dans lequel on les multiplie entre eui, en sorte qu'on a toujours, conformément à notre nouvelle notation,
pKp=iKp,p.
12. Le quaternion conjugué du produit de deux quaternions p elq est égal au produit des conjugués de ces facteurs multipliés dans un ordre inverse, en sorte qu'on a
Kpq = Kqkp.
En effet, en conservant les notations du n"" 3, on a
Kp = a — 6ï — cj — dk
Kq = cl —Vi-^dj — d'k
Yipq=:aa' — bU — cc'-^dd' —[aV + biji'\'Cd' ^d<f)i
^[a(/ + ca: + db' — bd')j — (ad'-^dci+h(f — cV)k.
Si l'on change dans la seconde des formules du n"* 5 les signes de 6, c, c/y b\ c et d\ on obtiendra donc le produit
et l'on vérifiera immédiatement que ce produit équivaut à celui qui précède et qui représente le conjugué do quaternion pq^ donné par la première des formules du même artic le»
Ce théorème s'étend sans difiiculté à un nombre quelconque de facteurs,
et Ton aura généralement
Kpqr = KrKqKp.
Si les qnateruions étaient privés de leur premier terme et réduiU à leur partie symbolique a, (3, y, 3..., X, leurs conjugués seraient — «, — p, ..., — X, et Ton aurait par suite
K(&P X) = zt:X pa
en prenant dans le second membre le signe + ou le signe — , selon que le nombre des facteurs est pair ou impair.
13. Nous appellerons module d*un quaternion et nous désignerons par la notation T placée devant ce quaternion, la racine carrée de la somme des carrés précédents ; nous aurons donc
en désignant toujours par p le quaternion
14. Le quotient du quaternion p par son module Tp, donne un nouveau quaternion dont le module est l'unité. Nous appellerons un tel quaternion, une unité et nous la désignerons par la notation U, placée devant le quaternion dont elle dérive; ainsi Ton aura
le nombre de ces sortes d'unités est évidemment illimité; mais leur considération est très-utile, comme on le verra bientôt.
15. Démontrons maintenant que le module du produit de plusieurs quaternions est égal au produit des modules des facteurs.
Si ce théorème était démontré pour le cas de deux facteurs, il est visible qu'il s'étendrait immédiatement au cas d'un nombre quelconque de facteurs. Or si l'on désigne par p et 9 les deux quaternions
p = a + il + g + rf*
_ 9 — on aura (a* S)
d'où Ton déduit, en vertu d'une identité bien connue et due, je crois, à Euler,
(TpqY = (a« + i» + c* + rf») (a'« + &'• + e'« + d") = (Tp)« (T?)«
et par suite
Tpq = TpTq,
ce qui démontre le théorème énoncé. Mais voici une autre démonstration fondée sur la remarque du n"" 1 % On a en effet, d'après ce numéro
pqHpq =pqKqKp = p.qKq.Kp.
Or les deuK produits qKq et pKp sont algébriques et égaux chacun au carré des modules de q et de p. On a donc
pqKpq = {Tpy(Tq)\
et par suite
Tpq = TpTq,
ce qu'il fallait démontrer.
16. On voit, d'après cela, que le produit d'un nombre quelconque d'unités de quaternion aura toujours un module égal à l'unité et par suite sera une nouvelle unité. Ce qui donne lieu à la formule
\]pqr = VpUqVr.
17. Il importe de faire dès maintenant une nouvelle remarque importante, quoique d'ailleurs évidente : c'est que pour multiplier entre elles deux sommes de quaternions, il sera permis d'opérer par la règle ordinaire de la multiplication algébrique, en observant avec soin de ne pas intervertir l'ordre des facteurs. Ainsi on aura sans réduction
(p + qY=p^ + pq + 9P + 9^
(P + q + rY = p^ + q^ + r* + pq + qp + qr + rq + rp + pr.
Lorsque les quaternions ne se présentent pas sous leur forme complète,
les formules précédents el d'autres analogues sont susceptibles de réduction. Ainsi si a, |3, y..* représentent des trinômes symboliques ou des quatemions privés de leur premier terme, on trouvera sans difficulté
Or on a (n* 6)
«p 4- Po = 2S«p ,
donc
(ci+p)« = a«+p« + 2Sap.
On trouverait de même
(a — p)» = a« + p« — 2Sap (« + p)(a-.p)=a«~p« + p«-(xp,
et comme on a (même numéro)
p«— ap = îVPoÉ = — 2Vap,
il vient
(a + p)(a— p) = a»— p* + 2Vpci = a« — p« — îVpa.
Cette formule se décompose dans les deux suivantes :
S(« + p)(«-p)=a«-P« V(a+p) (a— P)=2Vpa = — 2Vap.
On établirait avec le même facilité les formules suivantes qu'il est bon de noter :
(«4.p-|.Y...+x+^)'=«*+P' + ï' + -+^'+2Sap+2SPY+2SaY+... + 2SxX.
18. La définition de la division présenterait quelque ambiguïté, si Ton se bornait à la présenter comme dans l'analyse ordinaire. Ou peut montrer en effet qu'il existe en général deux quaternioBS différents, qui, multipliés par un quaternion donné, produisent un autre quaternion également donné, pourvu que la multiplication se fasse dans les deux cas dans un ordre différent. Pour démontrer cette proposition, j'observe d'abord qu'il y a toujours un seul quaternion qui , multiplié par un autre quaternion donné, donne l'unité pour produit, ou ce qui revient au même, qu'à un quaternion quelconque correspond toujours un seul quaternion qui lui soit inverse. Soit par exemple :
an qnaternion donné et
son inverse, en laissant les quantités u*, â;, y et s indéterminées, elles devront être de telle sorte qu'on ait (n* 5)
aw — bx — cy — rf2 = 4 itt; -|- (wr— rfy-|- cz = ctv -f djF-j- ay — 6z = dw — cx-^by + az^zzO
on a encore
aw — bx — ey — dz = i bw-\-ax +rfy — €z = cw'^dx^ay'\' bz=:0 dw-^-cx — by-\-az=, 0.
Or il est facile de reconnaître que ces deux systèmes sont identiques et donnent pour les inconnues les valeurs
^""(Tp)*' ^""rw' ^^(Tpp' ^""w
qui sont précisément les mêmes que celles que fournit immédiatement la considération du quaternion Kp conjugué de p.
19. Gela posé, si Ton demande maintenant de trouver un quaternion r qui, multiplié par un quaternion donné p, donne comme produit un autre quaternion donné 9, le problème admettra les deux solutions distinctes
r^=q^ et r^ = ^q,
'txf représentant le quaternion inverse du diviseur p , ou p"*. Pour faire disparaître toute ambiguïté dans le choix de ces deux quotients^ il suffira de fixer la place qu'il occupe par rapport au diviseur dans le produit qui donne le dividende. Mais on fait disparaître toute difficulté, en introduisant la considération du quaternion inverse du diviseur, que nous désignerons dorénavant par ce quaternion affecté de l'exposant — 1 , ou encore sous forme de fraction dont le numérateur exprimé ou sous-entendu est +1 ; et les deux quotients écrits plus haut s'exprimeront respec-
tivement par la notation
et
20. Lorsqae les quatre facteurs numériques a, 6, c et (/, qui entrent dans l'expression du quaternion
p = a -|- Ô! + c/ + dk
sont réels , on peut mettre ce quaternion sous une forme remarquable^ que nous allons faire connaître, et qui conduit à une généralisation de la célèbre formule de Moivre, si utile dans l'analyse ordinaire. Posons pour cela
igb = lj^-J—J—-, tgcp= ^ J ■ et tg^;==-, il viendra
p=Tp jcos 6 + sin 6 (ces <pt -f- sin <p cos 4;; + sin <p sin ^k) \ .
On voit que de cette manière le quaternion p est exprimé à Taide de quatre nouvelles quantités. Ce sont le module et les trois angles 6, 9 et <{/^ nous les appellerons les éléments de ce quaternion.
Le premier de ces angles 6 sera dit V angle principal et les deux autres, les angles directeurs ou encore la colatitude et la longitude du quaternion. On verra dans la suite la raison de ces nouvelles dénominations.
Supposons maintenant qu'on ait le second quaternion
p' = a' + m{bi + cj+dk)
satisfaisant à la condition
Vp' = mVp,
m étant une quantité algébrique ou numérique quelconque. L*angle principal 0' de ce quaternion sera donné par la formule
— la —
et ToD aara
jl = Tp' j cos B' -j- sin 0' |co8 çi + sin <p cos 47' + sin <p sin ^^\\
les angles directears du quaternion p' étant les mômes qae œux de p. Le produit des deax: quaternions p et p' jouit de la propriété de ne pas changer de valeur lorqu'on change Tordre des facteurs, et conserve encore la môme forme que les précédents, c'est-à-dire les mômes éléments directeurs; il est donné parla formule remarquable
p^ = Tp (cos 6 + sin 6 [a]^ T/ (cos 6' + sin 6' [aA = TpTp' (cos (6 + 6')
+ sin (e + 6') [a]^
dans laquelle nous représentons pour abréger par [a] le trinôme symbo-*
lique
cos (pi -|- sin (p cos ^j -f- sin f sin ^k
que nous appellerons aussi le trinôme directeur du quaternion.
Cette formule s'obtient facilement au moyen de celle du n"" 5 qui donne le produit pq. En posant en effet, dans cette dernière, .
il viendra
et
cos 6
: sin cos 9 : sin 6 sin <p cos 4^ : sin sin cp sin à oosO'
sin ^ cos <p sin O' sin f cos t|/
sin ^ sin <p sin ^
Spq = cos cos 0' — sin 6 sin 6' = cos (d -j- 6') •
Vpg =(cos 6 sin 0' -|- <^^ ^ sin 6) cos <pt
+ (cos sin ^ 4" <^s ^ siii ^ ) sin 7 cos 47
+ (ces 6 sin O' + cos 6' sin 6 j sin <p sin 4^^ s=sin(6 + e')W.
Oa aura donc
/>j = cos (6 + 6') + sin (6 + e*) [«]
et par suite l'expression précédente du produit pp'.
22. Cette formule nous permet d'exprimer toutes les puissances d'un quaternion, quelle que soit la valeur de l'exposant ; la marche à suivre sera identique à celle qui sert à établir la formule de Moivre, et l'on aura à faire la même discussion sur les valeurs multiples des radicaux. Le
symbole [a] jouera ici le rôle de y^^ dans l'analyse ordinaire et nous obtiendrons ainsi la formule générale
p* = (T/))* I CCS m6 -)- sin mô [tt] | ,
9 désignant l'angle principal du quaternion p mis sous la forme
j5 = a + 6i + 9 + dk = Tp(cos8 + sin [a]), en posant
tgO= ^ \ ^ et [«]= . , =(bt + çj'^dk).
23. Après avoir examiné les diverses fonctions élémentaires qu'on peut former avec les quaternions, il nous reste à voir comment il est possible d'exprimer et de définir les fonctions transcendantes. La méthode la plus simple à cet effet me parait être celle qui repose sur la considération des séries convergentes. Pour en donner une idée, nous l'appliquerons à l'étude de la fonction exponentielle e", où e représente comme à l'ordinaire la base des logarithmes népériens et p un quaternion quelconque. Dans le cas où p se réduit à une quantité purement algébrique, on sait qu'on a
e' = l+5 + -^ + --^ + etc.
en prenant dans le second membre un nombre illimité de termes ou plutôt la limite vers laquelle tend cette série. Convenons qu'on mette au lieu de la quantité précédente un quaternion p, le second membre représentera une fonction transcendante de p que nous désignerons encore par la même notation ^ et que nous appellerons \a fonction exponentielle de p.
Il est facile de s^assurer d* ailleurs que la série reste encore convergente et que la fonction é est bien définie. Car soit, comme plus haut,
p = a + Al + ç/ + rf*=T/) (cosô + sîn 6 [a]),
la substitution de p dans la série donnera le même résultat que si Ton remplaçait p par la quantité algébrique imaginaire
iPp (cos e + 8in e \/^),
d'où il résulte que si Ton pose
lC = Tp8ine,
X désignant un nouvel angle, on aura
g*+*i^>« = €^ = esp (cos X + sin X [o]).
Telle est donc Texpressiou fort simple à laquelle on peut toujours ramener la fonction exponentielle. Elle se réduit, comme on voit, à un quaternion, ayant pour module l'exponentielle de la partie réelle du quaternion donné p, pour angle principal Tangle x défini ci-dessus et ses deux autres angles directeurs égaux à ceux du même quaternion p.
2{i« Voyons maintenant à quoi se réduit la fonction inverse de la pré* cédente. Pour cela remarquons qu'on a
en représentant par q le quaternion équivalent à Texponentielle e"; d'où il résulte que si Ton appelle par analogie logarithme de q le quaternion p qui satisfait à l'équation précédente , dans laquelle on considère q comme donné, et qu'on désigne par la notation p=logf ce logarithme, on aura
k étant un nombre entier positif ou négatif quelconque et ir le rapport de la circonférence au diamètre. On voit de plus que Sp=Slogç et que l'angle x est égal à un multiple pair de tt près à l'angle du quaternion q.
25. Oç conçoit que l'analogie qui existe entre le symbole [a] et l'imaginaire y/ — 1 peut être poussée beaucoup plus loin. Supposons, en effet,
qu'on puisse définir sans ambiguïté, par un simple développement en série convergente dont les termes soient ordonnés par rapport aux diverses puissances entières de z, une fonction quelconque F(z) de la variable imaginaire z, dételle sorte qu'on ait
F(z) = Ao + Aiz4-A,z* +
les coefficients A^, A^, A,... A., A, étant des quantités quelconques entièrement indépendantes de z , on aura le même développement en remplaçant z par un quateruion q et l'imaginaire y/— T qui entre dans z par le symbole \a\. D'où il résulte que tous les beaux développements suivant les sinus et les cosinus d'un même arc qu'on rencontre fréquemment dans la physique mathématique et la mécanique céleste peuvent être étendus et appliqués au calcul des quaternions. Je n'insisterai pas pour le moment sur cette remarque dont on comprendra sans peine toute l'importance, et je me contenterai seulement d'en faire l'application à la célèbre formule du binôme de Newton.
26. On sait, d'après un beau théorème de Cauchy, que la puissance (1 +zf est toujours, quel que soit l'exposant m, développable par la formule de Mac-Laurin en une série convergente ordonnée par rapport aux puissances croissantes de la variable imaginaire z, tant que le module de z est inférieur à l'unité. On a donc, sous cette condition,
le secood membre étant une série illimitée , quand on suppose , comme nous U faisons ici, que l'exposant m n'est pas on entier positif. Remplaçons maintenant z dans cette formule par un quaternion quelconque p dont le module Tp soit inférieur à l'unité et dont la partie symbolique, qui dépend uniquement des angles dire(i(eurs, soit représentée par [a], nous obtiendrons la suivante :
(i+pr=i + j/>+ \^ />'+
En particulier, si l'on fait dans cette dernière m = -^^etm = — f,on
obtiendra les deux autres dérivées de la précédente
(l + pr^=l--ip + i4p'-i4:|p» + etc.
(i+;,r^=i-|p+J4p«-l44p'+eic.
Ces deux séries, dont la loi est évidente, trouvent leur emploi dans le développement symbolique de la force perturbatrice du mouvement elliptique des planètes.
27. Lorsqu'on a à considérer des quaternions comme fonctions d'une quantité réelle , variable, analogue au temps, il faut, pour que cette fonction soit continue, que les parties constituantes du quaternion varient toutes d'une manière continue en même temps que la variable indépendante. Ainsi soit
un quaternion quelconque fonction continue d'une seule variable indépendante tf et At un accroissement quelconque fini de t ; celui de p, Ap, qui y correspond, sera donné par la formule
Ap = Aw + 4^ + ^yj + A^^>
dans le cas où le quaternion p est continu , il y a lieu de considérer le quaternion dérivé de p, et on trouve immédiatement par 1$ considération, des limites, et ep employant la notation connue
dp_dw dx dy dz dt- dt^ it'^ df^^dr'
On obtiendrait de mdme toute3 les dérivées successives d'cf dre plus élevé, et, dans le cas où le quaternion p dépendrait de plusieurs inriables* indépendantes, les diverses dérivées partielteê de ce quaternioq.
28. Parmi les diverses formules auxquelles conduit le calcul différentiel , appliqué aux maternions, nous en distinguerons d'abord quelques-unes
d'une application fréquente, et par lesquelles nous terminerons les consfdérationi préliminaires qui font l'objet decettcsection.
Proposons-hous d'tbord d^ofclwir Texpression de la dérivée du • ^
module du quaternion p. On aura cette suite d'identités
dTp _ d\/w* + x* + y* + 7 _ i dt '^ dt ~
d'où on déduit
i / dw . dx , dy . dz\
dp dp
-Tp^-di^P^^P^J = ^v-p'
dp dlogTp _ dF dt "^ % '
qui montre que la dérivée du logarithme (népérien) du module d'un quaternion a pour expression la partie algébrique S du quotient de la division de la dérivée du quaternion par le même quaternion.
29. La dérivée de l'unité d'un quaternion donne aussi lieu à une formule analogue. On a
TpVp=p;
d'où Ton tire en différenciant
dTpVp + dVp.Tp=dp, et en multipliant par l'inverse de p ,
rfTp rfUp dp
Or, d'après le numéro précédent
dTp_ dp
donc r
rfUp_dp_g<p_^dp
Up P p p'
On voit, d'après cette formule, que le quotient de la dérivée de l'unité d'un quaternion divisée par cette unité équivaut à la partie symbolique V du quotient de la dérivée du quaternion divisée par le quaternion.
30. Si dans la différenciation du quaternion, exprimé en fonelîon de ses quatre éléments, les deux éléments directeurs étaient considérés comme
coDstantSi on aurait, en désignant par Tangle principal du qualernion p et par [a] la fonction symbolique constante formée avec les éléments directeurs
U/î = cos6-f-sin6[a]
6 [a] = logU/>, d6[«] = dlogUp.
Or, en différenciant la première de ces équations, il vient
(mp===(— 8Îne + cos6[a])dO==(^cos(^ + oW8in(^ + eVa]y d*où l'on tire
-— = (cos ^ + sin ^ Wjrfe = [a]db = dlogVp.
De là , ce théorème analogue à celui du n* 28 : lorsque les seuls éléments variables d'un quaternion sont le module et Tangle principal, la différentielle du logarithme de son unité est entièrement symbolique et équivaut au quotient de la différentielle de l'unité du quaternion divisée par cette unité elle-même, et par suite, d'après le numéro précédent, à la partie symbolique du quotient de la dérivée du quaternion divisée par le quaternion.
31. La différentielle complète d'un quaternion quelconque peut donc toujours être mise sous la forme suivante :
Ces dernières identités sont d'ailleurs évidentes, car on a
dp=dpp''p=dp(Vpy\vp),
ce qui donne immédiatement
*=(»f+vf),= (s|+v|)„,.
Lorsque le quaternion p se réduit à un trinôme symbolique
çL=sei + yj + zh,
OD a
(Ua)-*= — Ua,
et par suite
dTa = — s dalJa,
dU« = î^^?^ et S (orfUa) = 0.
On aurait aussi
Ta* *
Toutes ces dernières formules sont d'une application fréquente*
32. On peut aussi obtenir, par une opération inverse » un quaternion dont la dérivée ou la différentielle serait donnée , et ce problème revient évidemment, dans le cas simple où nous plaçons, à effectuer quatre quadratures sur les parties constituantes du quaternion donné. Ainsi , si ce dernier est toujours
p = w + xt + yj + zk,
et que t soit la variable indépendante, on aura
{pdi = {wdt + t{ocdt+j{ydt + k{zdt + 0\
La constante étant ici un quaternion quelconque indépendant de t.
33. Il est bon de noter quelques cas d'intégration immédiate. Ainsi de
la relation
rfT£_grfp Tp p'
ou
On tire, en désignant pary(Tp) une fonction quelconque du module de p,
ATp).dTp = SA(Tp)^.
Or, le premier membre étant une différentielle ordinaire par rapport à une seule variable, si on désigne par <p son intégrale en posant
?(x) = J fxdx,
réqaation précédente donnera par Tintégration
dp
^SAT/,)^ = ?(T;,) + cons".
Comme application de cette formule, supposons qu'on fasse
ft étant un exposant quelconque, on aura
\mpr''P-''dp)=^^^+c\
dans le cas de n= — 1 , on a d'ailleurs (28)
^B^ = \og(Tp) + er
SA. On peut aussi 9 pour Tintégration , tirer quelquefois parti de Téquation
Vp p '
Ainsi on voit que si Ton avait
on aurait aussi
dUp = 0,
et par suite
Vp = cens**.
c'est-à-dire que le quaternion p aurait tous ses éléments constants , à Texceplion de son module.
35. Supposons que le quaternion p soit réduit à sa partie symbolique et posons
azrzxi + fjj + zk,
Nous aurons
En posant selon la notation ordinaire
_=a' et 5^=.,
réqualion précédente peut s'écrire
On tire de là
C ytxsi'dt = Voflt' + p,
^ étant un trinôme symbolique constant. On aurait de même , en désignant par y un autre trinôme indépendant de i ,
Cette intégrale se déduit de Tidentité précédente eu en multipliant les deux membres par S. y. On peut faire usage de ces dernières intégrales en dynamique pour obtenir immédiatement le principe des aires ou des moments.
Nous allons maintenant faire connaître Tinterprétation que reçoivent les symboles actuels, et on verra que la plus grande partie des résultats que nous venons d'obtenir par le calcul ont une signification qui, ainsi que Ta montré M. Hamilton, permet de les retrouver par une voie entièrement différente et purement géométrique.
DE L'INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DES SYMBOLES
36. Nous avons vn (n* 20) qu'on peut exprimer algébriquement un quaternion donné quelconque par le produit de son module multiplié par une fonction de trois angles. Parmi ces quatre éléments de quaternion , les jdeux que nous avons appelés directeurs entrent seuls dans la partie symbolique de la fonction précédente et forment un trinôme, qui se réduit, comme il a été dit, à la forme •
— ' = cos <pi + sin f cos «ly + sm <p sm ^k = [«] V^/* -f m* -L. n*
et dont le module est égal à T unité. Or on peut représenter ce trinôme, appelé aussi directeur (21), par le point de la sphère de rayon égal à un , qui aurait ces angles (f et <{; pour coordonnées polaires par rapport à un point fixe pris pour pôle. En traçant sur la sphère le grand cercle équateur correspondant à ce pôle, et en prenant dessus une origine quelconque pour les longitudes, le point dont il s'agit aurait une
longitude égale à ip et une latitude égale à- — cp: Tangle 9 représen-
tant ici la distance du point au pôle considéré, ou encore ce qu'on peut appeler la colatitude de ce point. Les trois symboles i, j et k correspondent eux-mêmes à trois points de la sphère éloignés Tun de l'autre d'un quadrant, savoir : t au pôle, ; à l'origine des longitudes, et le dernier sym-
bole k au point de l'équateur, dont la longitude est égale à -. Si l'on joint
le centre de la sphère à ces trois points, ainsi qu*à celui qui est défini par le trinôme précédent [a], les projections de ce dernier rayon sur les trois premiers, considérés comme formant un système de trois axes coordonnés rectangulaires, seront
^It^rn^j^n^ v//' + m* + n« y/l^ + m^ + n^
ou encore
cos fy sin (p CCS 4^ et sin cp sin ^,
et inversement ces projections définissent la position de ce point sur la sphère, ainsi que nous venons de le montrer.
37. Le mémo trinôme symbolique directeur [a] peut aussi servir à re^ présenter un plan perpendiculaire au rayon précédent; Tangle 9 désignerait alors rinclinaison de ce plan sur Téquateur, et Tangle ^ l'angle que fait l'intersection du plan et de Téqualeur avec le rayon correspondant au symbole k, de sorte qu'en prenant ce dernier point pour origine des longitudes , et en conservant les désignations en usage en astronomie , ^ et ^ ne seraient autre chose que Tinclinaison et la longitude du nœud qui suffisent, comme on sait, à fixer la position du plan considéré.
Ainsi, on voit qu'en traçant sur la sphère un triangle tri-rectangle dont les sommets I, J et K correspondraient aux trois symboles t, j et ft, un trinôme directeur quelconque, tel que
li+tnj + nk . , . , . . , ,
[«] = — = cos 91 + sm 9 cos ^j + sm 9 sin ^k
peut servir à représenter soit un point A de la sphère éloigné de I , de l'angle cp et tel que ^ est égal à la distance de J au cercle mené par AI, soit le grand cercle de la même sphère ayant A pour pôle, qui fait avec le cercle JK un angle égal à 9 et dont l'intersection avec le même cercle JK est à une distance de K égale à l'angle ^.
Nous conviendrons d'appeler vecteur le rayon OA, qui sert ainsi à re- •* présenter ou à définir le symbole [a] ; mais nous donnerons dans la suite une plus grande extension à cette dénomination, en désignant de ce nom
une loDguear portée dans une direction arbitraire, dont les projections sur les axes auraient des valeurs quelconques /, m et n, et qui serait représentée par le trinôme symbolique
li + mj + nk = s/P + m*+n* [a],
de sorte qae si [a] désigne le rayon OA de la sphère précédente, en por* tant sur ce rayon, prolongé s'il est nécessaire, à partir du centre 0, une
longueur OA' égale à ^C + m* + n\ OA' sera le vecteur correspondant au dernier trinôme.
38« Soit maintenant un second vecteur défini par les nouveaux angles directeurs, f^^ et tp^, et correspondant au trinôme
(/,t + mj + n,*) ^ €08 «pji + sin <pj cos ^J + «n Ti ^'^ +1*
que nous désignerons aussi pour abréger par [a^]. Le produit des deux trinômes [a] et [a J sera un quaternion p ayant un module égal à Tunité, et les deux parties Sp et Vp de ce quaternion auront les valeurs suivantes :
S/>=S[«Hat] = -T ^ =-cos6
Vp = VW M = (^^ -n^i)» + K - /n,U+(K-K )^ ^ ^ ^ ^ • ^/« + m*+n« v^/^« + m," + n,«
en désignant par l'angle plus petit que tt, que font entre eux les deux vecteurs [a\ et [a,], et par [|3] le vecteur-unité perpendiculaire à leur plan, mené de telle sorte qu'on puisse faire coïncider [a] avec [a J par une rotation directe autour de [|3] comme axe, égale à Tangle 0. Ces résultats simples se déduisent immédiatement de formules élémentaires très-connues. Remarquons qu'en changeant le signe du facteur [a,] on obtient son inverse (n"" 1 8) , et que la multiplication précédent^ se transforme en nue division. On aura donc aussi, en appelant q le quotient de la division de [a] par [«,],
^ = ^bi=-^Mt*«^= /ir^-î-T^. //Tl «^ = = cose
= - sin [p],
Tangie et le vecteor [|3] conservant la signification précédente. Nous sommes ainsi conduit à la règle suivante :
Le produit et le quotient de deux rayons de la sphère donnent deux quaternions égaux et de signe contraire. La partie algébrique du produit de ces vecteurs est égale à la projection de l'un d'eux sur le prolongement de Tautre, et la partie symbolique du même produit est égale à Taire du parallélogramme construit sur les vecteurs, multipliée par le trinôme symbolique directeur correspondant au rayon perpendiculaire au plan de ce parallélogramme y et dirigé de telle sorte qu'une rotation moindre que n autour de ce rayon puisse amener, dans le sens direct, le multiplicande à coïncider avec le multiplicateur. Les deux parties du quotient des mêmes vecteurs sont par suite les mêmes que celles de leur produit changées de signe.
Ajoutons ici cette remarque importante et qui se déduit immédiatement des formules précédentes, à savoir : que le produit on le quotient de deux vecteurs parallèles se réduit toujours à une quantité numérique, tandis que le produit ou le quotient de deux vecteurs perpendiculaires donne toujours un simple vecteur perpendiculaire au plan des premiers.
Nous confondrons désormais dans le langage, sans qu'il puisse en résulter d'équivoque, les opérations faites sur les trinômes symboliques avec les opérations analogues eCTectuées sur les vecteurs correspondants.
39« Il est visible maintenant qu'on peut considérer toute unité de qnaternion Up comme le produit ou le quotient de deux vecteurs. En effet, si Ton appelle G l'angle du quaternion, cette unité sera de la forme
U/) = cos 6 -|- sin 6 [P],
[P] étant le vecteur défini par les deux angles directeurs du quaternion p; or si Ton mène dans le plan du grand cercle de la sphère perpendiculaire au vecteur [(3] deux rayons [a] et [a,] faisant entre eux un angle égal à , et tels qu'on puisse appliquer [a J sur [oî\ par une rotation dans le sens direct égale à 9 autour de l'axe [(3], d'après ce qui vient d'être dit le quaternion Up sera égal au quotient de [a] divisé par [«J, ou, ce qui revient au même, égal au produit du premier vecteur par le vecteur opposé au second.
On peut mieux se représenter ce résultat en traçant sur la sphère un arc de grand cercle AA, égal à 9 et ayant pour pôle le point B, extrémité du vecteur [p], de telle sorte que le chemin AA, soit décrit sur la sphère d'un mouvement direct par rapport à ce pôle, en allant de A, à A, ou d'un mouvement rétrograde en allant au contraire de A à A,» Cet arc AA, déterminera donc par ses extrémités A et A, le rayon dividende et le rayon diviseur, dont la division donne pour quotient le quatemion Dp* Il est évident de plus que cet arc est susceptible de glisser à volonté sur son cercle et de prendre toutes les positions possibles sans que la valeur du quaternion quotient^ représenté par cet arc, soit altérée.
UO. Outre cette représentation géométrique des unités de quatemion , au moyen des arcs de grand cercle d'une même sphère , on peut encore en imaginer une seconde, non moins simple, qui lui est réciproque. Pour cela, décrivons de chacune des extrémités de Tare AA,, comme pôles, deux arcs de grand cercle ; ils se couperont au point B et détermineront par leur intersection Tangle sphérique CBC^, dont la grandeur sera bien déterminée et égale à 6 ou à Tare AA,, et dont les côtés, susceptibles d'ailleurs de prendre une infinité de positions diflTérentes autour du sommet B, seront placés de telle sorte qu'on aille dans un sens direct ou dans un sens rétrograde de C, à Cou de C à G, dans l'intérieur de cet angle^ Remarquons de plus que si l'on prolonge les côtés de cet angle, ils se couperont en un second point B, , opposé au premier fi suivant un diamètre, et formeront un fuseau complet CBC,B, compris entre deux demi-cercles, lequel représentera encore le même quaternion, soit qu'on prenne B ou B, pour som^ met de l'angle, pourvu que le sens qui amènerait l'un de ces demi-cercles sur l'autre, pour décrire le fuseau , soit toujours direct de G^ à G ou rétrograde de G à G,. Le vecteur qui correspond au sommet B ou au pôle de l'arc représentatif AA, du quaternion, et dont la considération est, comme on voit, importante, s'appelle Ygxe du quaternion, de même que l'arc AA, s'appelle l'arc de ce quatemion.
{kt. Il est maintenant facile de donner la signification géométrique du produit de deux, et par suite d'un nombre quelconque de qualernions unités. Nous sommes même ainsi conduit à deux résultats de forme différente et d'égale simplicité, selon que les quatemions facteurs sont repré^
sentes par des arcs de cercle ou par des angles sphériques. En premier lieu, pour effectuer la multiplication de deux quaternions, p et q^ donnés par leurs arcs, imaginons qu'on construise un triangle sphérique ABC tel que les deux arcs BC et GÂ représentent et définissent les deux
quaternions facteurs p et q; il est évident que la construction de ce
triangle sera toujours possible, à cause de la faculté qu'on a de déplacer à volonté sur chaque cercle Torigine de Tare représentatif d*un même quaternion. Désignons maintenant par [a], [p] et [y] les trois vecteurs correspondant aux sommets de ce triangle, on aura, d'après ce qui précède,
donc le produit r=pq sera (a* 40)
et par suite, l'arc représentatif du quaternion r sera le côté BA du triangle sphérique actuel ABC.
On déterminerait de même le produit du quaternion précédent par un troisième facteur s et ainsi de suite, et Ton arriverait toujours, en suivant cette marche, à un dernier arc qui représentera le produit cherché.
A2. Supposons en second lieu que les facteurs quaternions soient donnés comme des angles ou des fuseaux sphériques, et commençons d'abord par déterminer, comme précédemment, le produit de deux quaternions. Pour cela imaginons qu'on construise les arcs représentatifs de ces quaternions, et à leur aide, comme ci-dessus, le triangle sphérique ABC dont le côté BA serait l'arc correspondant au produit cherché. Déterminons ensuite sur la même sphère le triangle sphérique polaire A^B'G^ du triangle ABC, dont les sommets A', B' et G' soient respectivement les pôles des arcs BG, GA et AB, il est évident que les deux quaternions facteurs p et ^ seront représentés par les angles extérieurs du triangle polaire dont les sommets sont en A' et en B', et que le quaternion produit r le sera aussi par le troisième angle extérieur ayant son sommet en G^ On peut représenter les divers sens de ces angles en employant
trois lettres pour désigner chaque angle, ainsi qa'il suit :
p = CA.'B:
r = pq = A'C'B'.
Le seDS rétrograde étant encore ici indiqué en allant de la première lettre à la dernière, ou plutôt du cercle représenté par les deux premières, à celui qui est représenté par les deux dernières, en faisant tourner autour de chaque sommet suivant Tangle extérieur correspondant du triangle.
On aurait pu évidemment construire immédiatement le triangle A'B'C' sans passer par le triangle auxiliaire ABC, et Ton arriverait au même ré* sultat, en faisant bien attention au sens respectif de chaque angle. Il est visible que cette construction s'étend, comme la précédente, à un nombre quelconque de quatemions donnés.
&3. Nous allons faire quelques applications bien simples des théorèmes précédents. Considérons en premier lieu deux triangles sphériquee ABC et ABfi^ qui aient un angle commun en A compris entre des côtés égaux chacun à chacun et situés dans le prolongement l'un de l'autre. Désignons par p et 7 les quaternions représentés par les arcs AB et BC du premier triangle, on aura (n^" 41)
pq = AB .BC = AC = C^A
et
CjA . ABj = CjB, = pqp-\
Ainsi l'arc C^B^ représente un quatemion obtenu en multipliant l'arc BC=<ï à droite et à gauche par Tare AB=p et son inverse AB, = p""*. Cette double multiplication n'altère donc pas la grandeur de l'angle du quatemion q puisque l'arc C^B^ est égal en grandeur à l'arc BC; elle change seulement la position de l'arc primitif BC du quatemion q en lut donnant la même inclinaison par rapport à l'arc du quatemion p , mais en transportant le point B sur cet arc à une distance égale au double de la longueur BA de l'arc du quatemion p.
kU* On arrive aussi au même résultat en faisant la multiplication par la règle du n"" 42. Soient en effet ABC et AB^G deux triangles sphériques
symétriques par rapport au côté AG commun , et désignons par p et f les quaternions représentés par les angles extérieurs CAB et ABC du premier triaAgle, le produit pq sera représenté aussi par Tangle extérieur ACB, et par suite aussi par Tangle B^GA qui peut lui être substitué ; or la multiplication de ce dernier angle par p^^ ou par Tangle extérieur GAB^ donne Tangle GB^A extérieur au second triangle AB^G , c*est*à-dir6 un angle égal en grandeur à Tangle de g, et dont le sommet B^ s'est déplacé en tournant autour du pôle A par une rotation de même sens que l'angle de p et égale au double de cet angle. Le résultat auquel nous sommes ainsi conduit pour l'interprétation géométrique du produit
pqp-'
concorde d'ailleurs évidemment avec celui du numéro précédent.
f|i5. Il devient maintenant facile, d'après nos notationsy de représenter symboliquement la position que prendrait un corps déterminé B, après une rotation de grandeur connue, autour d'un axe fixe passant par un ses points. Pour cela désignons par p un quatemion- unité correspondant à Taxe de rotation et ayant pour angle la moitié de celui qui indique la grandeur de la rotation du corps. On aura en désignant par (B^) les diverses positions des vecteurs menés aux différents points du corps par le point fixe, et par (B) les positions primitives de ces vecteurs avant la
rotation
(BJ=p(B)r«.
On exprimerait de même symboliquement la position du même corps, après plusieurs rotations successives autour d'axes donnés et passant par le même point, en formant les divers quaternions p, q... et r correspondant à ces rotations, et l'on aurait
Gette formule peut encore être mise sous la forme suivante :
[BJ = r^ îV[Blp" V* r'\
p, q... r désignant maintenant les quaternious qui déterminent successivement les axes et les angles de rotation.
— ai —
Ifi. Il résulte de là qu'on peut composer autant de rotations succès* sives qu'on voudra en une seule , car d'après un théorème démontré (n* 42), on a
K(r qp) = KpKq Kr;
d'où Ton déduit
donc si Ton pose
r qp = «,
on aura
et par suite la première formule de l'article précédent devient
La seconde formule de cet article est susceptible de la même transformation. En posant
Elle devient
[BJ=s*[B]r\
Ce qui démontre la proposition énoncée.
fii7. On peut encore obtenir autrement les diverses rotations successives dont il est ici question. Soient A, B, C, D,... H, E les divers sommets d'un polygone sphérique quelconque tracé sur une sphère fixe de rayon égal à l'unité , qui aurait pour centre le point du corps considéré. Supposons que la première rotation imprimée à ce corps ait pour eSet d'amener en B, par le chemin AB, le point du corps qui coïncidait primitivement avec le point A de la sphère fixe, et que les autres rotations fassent successivement décrire au même point les arcs BC, CD,... HK. Lorsque toutes ces rotations auront été effectuées le point du corps qui coïncidait primitivement avec A se sera transporté en E, donc on peut remplacer toutes les rotations précédentes par deux autres : l'une qui aurait pour effet de déplacer le corps suivant l'arc AE, et l'autre de le faire ensuite tourner autour de l'axe OE. Pour déterminer la grandeur d0 cette dernière rotation , considérons la droite liée invariablement au corps qui
avait primitivement la position de la tangente à Tare AK , menée an point A. Cette ligne se déplacerait par les diverses rotations effectaées suivant les arcs AB, BC... et HK, et il est visible qu'on pourrait l'amener à devenir successivement tangente à tous ces arcs en faisant effectuer au corps, autour des rayons oA, oB,... oH et oK, des rotations respectivement égales aux suppléments des angles du polygone sphérique, et dans le sens même du périmètre de ce polygone. De cette manière lorsque le corps sera arrivé à sa dernière position, la droite tangente primitivement à Tare AK sera redevenue tangente au même arc en E. Or on peut supprimer toutes les rotations autour des axes oA,oB,.-oH et oK,au moyen d'une dernière rotation autour de oE égale à la somme des suppléments des angles du polygone et de sens contraire à la précédente. Si Ton change le sens de cette rotation en retranchant la somme précédente de Stt, on obtient le théorème suivant :
Lorsqu'un corps quelconque ayant un point fixe placé au centre d'une sphère immobile de rayon égal à l'unité, est déplacé successivement au moyen de diverses rotations effectuées suivant les divers arcs de grand cercle AB, BC... HE d'une ligne polygonale ABGD... HE donnée, ou peut toujours faire passer le corps de sa première à sa dernière position par une rotation suivant l'arc de grand cercle AE qui ferme la ligne précédente, suivie d'une seconde rotation dans le sens avec leqael on parcourt le périmètre AB. . . EA et dont la grandeur est égale à l'angle qui représente la surface du polygone sphérique formé.
On sait, en effet que cet angle a précisément pour valeur
ait— (ic-A) — (ic — B) _(,t — H)— (ir — K),
A, B,... H et E désignant les divers angles du polygone sphérique considéré.
Remarquons que si les sommets A et E du polygone venaient à coïncider, la première rotation deviendrait nulle et la seconde serait encore égale à la surface du polygone ABC* H.
Le théorème précédent parait avoir été découvert par M. Hamilton, qui y a été conduit par la théorie des quatcrnions. On voit, par ce qui précède, qu'on peut aassi le démontrer par un raisonnement géométrique fondé sûr des considérations tout élémentaires.
!|8. RetenoDS mainteoâat à l'analyse symbolique, et soient p, ^^.^ . « et » les qnaternions représentés par les divers côtés AB, BC,... HE, KA du polygone sphéri(}oe précédent. La règle de la maltiplication donnée (n* 41) fournira facilement Tare qni correspond ai produit
fq^ z^t\
On voit donc d'après le théorème précédent combiné avec celui du n"" 44, que cet arc aura pour pôle le point A, et en second lieu, que sa longueur sera égale à la moitié de Taire du polygrae AB*.. HE (divisée, bien entendu, pour rétablir l'homogénéité par le rayon de la sphère égal à l'unité de longueur).
De là résulte immédiatement une construction bien connue et attribuée, je crois, à Gudermann , de Tare qui représente l'aire d'un triangle sphérique, ou de ce qu'on appelle aussi \excè% sphérique. Mais le théorème précédent donne la construction générale pour un polygone sphériqne quelconque.
(|9« La multiplication appliquée au cas important où les facteurs sont des vecteurs en nombre quelconque donne lieu à un grand nombre de conséquences géométriques très-utiles dans le calcul actuel. Examinons en premier lieu le cas de la multiplication de trois vecteurs, et supposons d'abord que ces vecteurs soient perpendiculaires à une même direction ou, ce qui revient au même, soient situés dans un même plan. Comme l'origine de chaque vecteur est arbitraire, puisqu'on ne change pas la valeur d'un vecteur, quand on le déplace parallèlement à lui-même, imaginons qu'on construise un triangle dont les côtés aient précisément la direction des vecteurs donnés. Soit ABC ce triangle , le produit qu'il s'agit d'obtenir dépendra de la valeur du suivant
U(AB.BC.GA) = U{AT
U(AB.BA)s 4.
On voit donc qne la direction de la tangente AT donne Fanilé du qaatemion correspondant an produit cherché. Par suite ce quaternion se réduit à un vecteur qui aurait pour direction AT et pour longueur le produit numérique de celles des trois vecteurs donnés.
50. On peut interpréter d'une façon aussi simple le produit d'un nombre quelconque de vecteurs tous situés dans un même plan. Pour cela, remarquons d'abord que ce produit se réduit toujours ou à un vecteur, situé dans le même plan que les premiers, ou à un quaternion dont Taxe ne peut être que nul ou perpendiculaire au plan des vecteurs. En effet, la multiplication de deux vecteurs donne toujours un quaternion dont Taxe est perpendiculaire à leur plan, et d'un autre côté la multiplication d'un quaternion par un vecteur perpendiculaire à son axe donne simplement un vecteur perpendiculaire au même axe, puisque le produit de deux vecteurs perpendiculaires (n"* 38)jBe réduit à un vecteur.
Supposons maintenant que les vecteurs donnés soient parallèles aux n côtés d'un polygone ABC... KL, inscrit dans un cercle, et menons par le sommet A de ce polygone la tangente AT à ce cercle; on aura
U(AB.BC.CD KL. LA) =: {UAT
Suivadt que n sera un nombre pair ou impair, le second membre se réduira à ±: 1 , ou à ± UAT. Par suite le produit des vecteurs donnés sera algébrique ou symbolique, selon que le nombre de ces vecteurs sera pair ou impair, et dans le dernier cas, ce produit équivaudra à un vecteur dirigé parallèlement à la tangente AT. Le module du produit sera d'ailleurs égal au produit numérique des longueurs de tous les facteurs, et Ton reconnaîtra par lequel des signes + ou — il faudra multiplier le produit, suivant la valeur de rentier n et la manière dont les sommets BC....EL du polygone seront disposés par rapport aux diverses diagonales et à la direction AT choisie pour la tangente.
Si> Supposons que les vecteurs donnés comme facteurs ne soient plus situés dans un même plan, mais qu'ils soient encore parallèles aux divers côtés d'un polygone gauche quelconque inscrit dans une sphère donnée ; on montrerait de même, par la décomposition de ce polygone en triangles, que le produit de tous les vecteurs, qui est égal, à un facteur numérique près, à celui des côtés du polygone, sera un qnatemion dont Taxe serait dirigé suivant le rayon Ao de la sphère, ou bien un vecteur parallèle à la tangente AT menée à la même sphère, suivant que le nombre des facteurs sera pair ou impair.
52« Il est par suite aisé de reconnaître, par le calcul symbolique actuel, si un point donné M est ou n*est pas sur la surface de la sphère qui passe par quatre autres points A, B, C et D dont la position est connue. Soient en effet a, |3, y les vecteurs représentés par les droites AB, BG, CD et fi, v les deux vecteurs DM, MA. La condition nécessaire et suffisante pour que le point M soit sur la sphère circonscrite au quadrilatère ABQ) sera exprimée par Féquation
qui équivaut à la condition que Tun et Tautre de ces deux produits soit un vecteur, car chacun d'eux étant égal au conjugué de Tautre multiplié par — 1 , il faut que leurs parties algébriques soient nulles.
Si Ton pose
en désignant par i le vectenr DA, Téquation précédente peut ôtre mise sous cette forme qu'on obtient d'ailleurs directement
Sp8[jLv = 0.
or p est un quaternion dont Taxe est dirigé suivant le rayon Ao de la sphère circonscrite au quadrilatère ABGD et d/xv est un vecteur langent en A (n* 49) au cercle AMD, la condition précédente revient donc à exprimer que ce vecteur est perpendiculaire à Ao, ce qui est la condition nécessaire et suffisante pour que le point M soit sur la sphère de centre o, circonscrite au quadrilatère ABGD.
Il serait aussi facile, en partant de là, de trouver en coordonnées ordinaires l'équation de la sphère précédente, ainsi que celle du pian tangent à cette sphère mené par le point A. Il suffirait pour arriver à cette dernière équation de faire dans les précédents fjL:=:d et de considérer y comme un vecteur quelconque situé dans le plan tangent.
53. Occupons-nous maintenant d'établir quelques identités importantes auxquelles donne lieu la considération des produits de plusieurs vecteurs.
Soient d'abord a, |3, y trois vecteurs ayant une même origine ; leur produit donnera un quaternion composé en général de deux parties, qui sont susceptibles d'être exprimées par des formules simples et d'un usage fréquent.
On aura en premier lieu
qui revient aussi à celle-ci
VaVpT = V(VyP . a) = TSaP-pS^a,
Or, pour établir cette dernière formule, il suffit de remarquer qu'on
V(«VPir) = i («VpY - vpY . «) = i («Pt - Py«) = ^ («P + P«h - § P(««Y + ï*), et par saite
V.aVpY = T8«p — pSay
On peut encore démontrer directement la première des identités précédentes en faisant cette suite de transformations. On a
V*Pt = ^ («Py + yM ;
car
«PY + ïP« = 2«SPT + «VPr — VpY . a = 2ttSPY + «VftVpY = 2VapY, or
|(«Pï+ïP«) = |«(Py+yP)-5(«y+y«)P + |y{«P+P«);
donc
VapY = «SPy — PSoY + YSap.
On voit par saite que la partie symbolique du produit de trois vecteurs ne change pas, quand on permute entre eux les facteurs extrêmes, et qu'on a toujours
VaPY = VyP«.
On déduirait encore facilement de la même identité les suivantes, qu'il est utile de remarquer
VaPY + VYap = SySœP VapY + VpY« = 2aSpY V«Py + VpY« + VYap = «SPy + PSaY + YSap.
54» Les formules précédentes subsistent évidemment lorsque les vecteurs ce, ^ et y sont dans un même plan. On aura donc dans ce cas
aVpY = yS«P — PSaY.
Si Ton désigne par A, B et C les angles que font ces vecteurs avec une droite quelconque tracée dans leur plan, cette identité donnera les deux suivantes :
sinA8in(B — C) = cosGco»(A-^B) — cosBcos(C — A) — cosA8in(B^C) = sinGco6(A — B) — sin B ces (C — A).
Ces formules se transforment en deux autres, en changeant B et C en
1 + B et s + C; ce sont
sin A rin (B — C) + sin B sin (C — A) 4- sin C sin ( A — B) = cos A sin (B — C) + cos B sin (G — A) + cos C sin ( A — B) = 0,
et comme Torigine des arcs est arbitraire, on peut diminuer dans ces formules tous les angles de l'angle D, ce qui donne
sin(A— D)sin(B — C) + sin(B — D)sin{G — A) + sin(C— D)sin(A— B) = cos(A— D) sin(B — C) + cos(B— D) sin(C— A) + cos(C — D) sin(A — B) = 0.
Toutes ces identités bien connues sont, comme on voit, des conséquences immédiates de cette première
55# La partie algébrique du produit précédent a^y est susceptible d*une interprétation géométrique remarquable ; elle exprime en effet le volume du parallélipipède qui aurait ses arêtes parallèles aux vecteurs a, ^ et y, ou encore, ce qui revient au même, le sextuple de celui de la pyramide triangulaire qui aurait ses arêtes parallèles aux mêmes vecteurs. Cette proposition devient évidente si Ton remarque que la base du parallélipipède précédent comprise entre les vecteurs ^ et 7, a pour expression
et que la hauteur correspondant à cette base est
SaUVpT.
Le volume du parallélipipède est donc
Ce volume est d'ailleurs susceptible d'avoir un signe selon Tordre dans lequel sont disposés les facteurs, car on a évidemment
8aPY = — SoyP,
puisque
vpt=-VtP,
on aura en général
SoipY=:SPYa = SY«P et StP«=8pGP( = SayP = — SapY-
56. On démontrerait, à Taide de considérations géométriqnes élémen» taires,qae le volnme SocjSy est aussi équivalent au sextuple de celui du té* traëdre qui aurait trois quelconques de ses aréles parallèles aux mêmes vecteurs a» (3 et y. Remarquons aussi que la môme expression est égale au produit de la plus courte distance de deux arêtes opposées du tétraèdre précédent multipliées par Taire du parallélogramme construit avec les mêmes arêtes. Ainsi soient « et|3 deux aréles opposées d'un tétraèdre et y Tune des arêtes qui les joint, en appelant d la longueur de la plus courte distance des arêtes a et 0, on aura
d X TVap = 84pY- Cela résulte en effet de ce qu'on a immédiatement
d = SrtJJWa^.
Cette expression très-simple de la distance de deux droites, coïncide d'ailleurs avec celle qu'on emploie ordinairement dans la géométrie analytique.
57« On voit facilement, d'après ce qui précède, quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que le produit agébrique
devienne nul, lorsque les vecteurs sont eux-mêmes finis. Cette condition est que les vecteurs soient tous parallèles à un même plan. A l'aide de cette remarque on peut souvent simplifier les produits algébriques de trois sommes de vecteurs qui auraient des parties communes. Ainsi Ton aurait identiquement
Sa(p + 8)(« + p + 8 + Y) = SapT + Sa8T = S«(p + a)Y,
et en général
Stt(a« + *p) (<» + dp + «y) = *c8«Pt,
a, by Cjdete désignant des quantités numériques quelconque»
— ftO —
58. Si Ton exprimait sous la forme symbolique normale ordinaire les trois vecteors a, |3, y et qu'on eût, par exemple
P = c^i+b'j +c'k Y = a"t + yy + c^*,
on trouverait, en effectuant les calculs nécessaires
_VaPY = t a[aW' -{-bV + (fc^) — d((ui'' + by + ccr) + ar(aa' + bb' + c(f)\ + > j *(«'«" + *'*" + CC) — i'(aa" + W + «r^ + yiafl- + bb' + ce' j
+ * I c(a'a" + y4* + c'c«0 — c'(aa' + W + «?*) + c'{ao'+ W' + cc' I
et
— SaPr = a{yc* — rt") — ô{cV — a'O + «K*" — i'<^,
la première de ces deux équations démontre la formale
VapY = ttSpï — PSoY + -/Sap,
et la seconde donne Texpression connue du volume d^un parallélipipède en fonctions des projections de ses côtés sur trois axes rectangulaires quelconques. Nous retrouvons ainsi, conmie vérification, quelques-uns des résultats précédents.
59. Étudions maintenant le produit des parties symboliques de deux quaternions obtenus chacun par la multiplication de deux vecteurs. On fera usage, pour obtenir ce produit, des formules suivantes, d'une grande importance dans le calcul actuel
V( VapV-rB) = oSp^S — pSccY^ = 5SaPY — i&^ S(VapVt8) = SaSSpY — S«rSpa.
La première de ces formules se déduit immédiatement de la seconde de celles du n"" 53. En effet, on a
X étant un vecteur quelconque, faisons dans cette formule X = YajS, il viendra
V(Vap . Vy8) = 8SaP7 — YSopa,
- 4i — On déduirait de môme de la formule
En remplaçant le vecteur arbitraire fi par Yyd, celle-ci :
V(Vy8 . Vpa) = V(Vap . V-fS) = aS-r^p — ^Sr(ta = aSpT» — P3«T^.
On pourrait encore établir ht môme formule au moyen des deux suivantes :
V(apVYo) = aSp-yS — pSxfS + Vy^Sap V(apYY5) = VY«SaP + VIV«P.Vy8),
d'où on tire immédiatement
et par une simple permutation de lettres, on obtiendrait encore
V(VapVY8) = SSaPr — ïSapa.
60. Si Ton supposait dans cctto formule que Tun des deux premiers vecteurs, a ou p, fût égal à \\\n des deux autres, p ou y, le second membre se simplifierait et se réduirait à un seul terme. Ainsi on aurait en posant, par exemple, a=d,
V (VapV-ya) = oSotpr
on aurait de môme
V(Va?VaY)=: — oSapY.
6i. Pour établir la seconde formule relative au produit algébrique des vecteurs précédents, nous remarquerons qu'on a
SapYÎ = Saps^e + sivapy^a),
or, par un autre développement du même produit, on aura
Sap^a = S«VPy8 = Sa(pSY8 — TSp8 + 8SPy)
= S«p . Sy8 — SoY . SPy + Sa6 . SpY.
On conclura donc de ces deux identités la suivante, qui est celle qu'il s'agit d'établir :
S(VapVY8) = S«8.8Py — S«Y.Sp8. '
Le second membre de cette formule se réduit à un seul terme, lorsque Tun
des vecteurs, a ou ^, esl perpendiculaire à Tun des deux autreSi y ou d« Ainsi, si a était perpendiculaire à 7, ou à d, on aurait
ou
et la même rédaction aurait lieu si |3 était perpendiculaire à 3 ou à 7.
62. L'identité précédente n'est autre chose que la traduction de ce théorème de trigonométrie énoncé par Gauss, au commencement de son célèbre mémoire sur les surfaces : si ABCD est un quadrilatère sphérique formé par quatre arcs de grand cercle, et que M soit Tangle que font les arcs AB et CD à leur rencontre, on aura
sia AB . sin CD cos M =s cos AC cos BD •- ces AD cos BC,
C'est ce qu'on voit immédiatement en représentant par ce, P» 7 et d les rayons de la sphère précédente qui aboutissent respectivement aux sommets A, B, C et D du quadrilatère.
63. On peut déduire encore de la même identité cette autre, qui me paraît curieuse et digne d'être remarquée :
S[Vap . V-rS + Vflt-r . VSp + VaS . VPy] = 0.
En effet, on a, d'après la formule précédente,
S( V(xp . Vy8) = Sa8 . S?y — Sa-f . Sp8 S(VaY . V8p) = Sap . &r8 — SaS . S^P S( VaS . VPy) = SaY . S8p — Sap . SS^
d'où on déduit, en ajoutant membre à membre ces trois équations, la formule précédente, en remarquant que les six termes de ces seconds membres se détruisent deux à deux dans Taddition*
6{|. Cette formule peut aussi se traduire par le théorème de trigonométrie suivant : soit ABCD un quadrilatère sphérique formé par quatre arcs de grand cercle quelconque ; désignons par M, N et P les ang^OB que formeraient respectivement par leur intersection
AB et CD, AG et BD et AD avec BC.
- 4â — 00 aara toujours identiquement
sin AB. sio CD cos M -}- sin AC sin BD cos N -f- sin AD. sin BC cos P = 0.
Dans le cas où les quatre points A, B, C et D seraient sur on même grand cercle, les angles M, N et P seraient nuls, et on retrouverait ainsi une formule déjà obtenue (Si) qu'on peut aussi écrire dans ce cas :
sin AB. sin CD + sin AC. sin BD + sin AD • sin BC = 0.
En déplaçant le point A sur le même cercle à une distance ^ de la prcmière, on aurait aussi
cos AB. sin CD + cos AC. sin BD + cos AD. sin BC= 0.
65. Les théorèmes relatifs à la multiplication des quateruions, exposés aux numéros il et 42, conduisent aussi très-facilement aux relations fondamentales de la trigonométrie sphérique. En effet, soient ABC et A'B^C deux triangles sphériques polaires ; a, (3, y, a , (3' et y' les vecteurs correspondants aux sommets de ces triangles; désignons aussi, selon Thabitude, par a, 6, c, A, B et G les côtés et les angles du premier triangle ABC, les éléments pareils du second triangle seront, comme on sait, tt — A, n — B, TT — C,îr — a, 7c — b et TT — c; et soient de plus p, 9, r, p^ ç' et r' les quaternions représentée par les arcs BC, CA, BA, B'C^ C'A' et B'A', on aura
cosa — sina.a',
cosé — Afkb.&y
cosc + sînéT.y,
cosA + 8inA.«,
cosB +8inB.6,
cosC — sinC^.
et de plus ,
r = pq
et r' = pq\
on aura donc
cosc4-8ÎncY'=(cosa — 8ina.oO(cos6 — ûnb.S) = cosa cos 6 4" sin a sine Sa'6',
— cosasind.6' — cos&sina.a', -|- sinflsiniVo'e', = cosacosft -j- sinasinécosC — cosasini.P — cosbsina.a -|-
-f* sinnsindVa'e,
et
— cosC — sinC.Y=(cosA — sinA.a)(cosB — sinB.6)=co8AcosB4-8inA8mBSae
— cosAsinB.6 — cosBsinA.a-f-sinAsinBVaS = cosA cosB — sîQ A sinBcosc — cosÂsinUS — cosB siDAa-|- sioAsinB VoiS.
66. On tire de ces dernières équations, en prenant les parties algébriques des deux membres de chacune d'elles,
COSC = cosacosA -f* sinasinicosC, — cosC = cosAcosB — sinAsinBcosc*
On aurait de même , en égalant les parties symboliques de la première équation,
sincf 4- cosasin6 . S -{- cosfsina.a' — sinasin6Ya'6' = o,
équation qui peut aussi se mettre sous la forme suivante :
Va6 + cosûV^a + cosiVS^ — sinasînésinC. y = 0.
Multipliant la première par S . Va^' et la seconde par S • y, il viendra :
sincSflc'6'y + sinasioA sin'C = 0^ et
Sa&f + sinasinAsinC =: 0.
On tire de ces deux équations, d'abord
sinasin ôsin c Sa'SY = — SaC^ ,
qui exprime une relation remarquable entre les volumes des parallélipipèdes construits sur les rayons qui aboutissent aux sommets de chacun des triangles polaires. On obtient ensuite par une simple permutation entre les lettres :
— SaSy = Srfi% = sinasin6sinG = 8inisinc8in A s= sinrsinasinB.
ce qui donne les relations très-simples
sinA_sinB_8inC_ S^ _ S«^6Y sina sin é "~ sin c sina sinisinc SaCy '
La même équation symbolique
sine, y + cosasini.e'-l- cosisina.of sstànatàabVaV
donne aussi, en la multipliant par S • a^
8inccosB-|-cosasmicosC ^ sinacosA = ,
et cette dernière foamit, en divisant tous ses termes par sin b et en reoH
, sine sin.C ,,. ,
plaçant -t— r V^^ -r-^s » léqualion connno sm o sm D
cot&sina =cosacosC + sinCcotB.
NoQS retroQVons ainsi, comme on voit, presque immédiatement, les
principales formules de la trigonométrie sphérique.
67. Considérons maintenant trois vcctenrs obtenus respectivement chacun par la multiplication de deux autres, et que nous désignerons ainsi :
Vap Vp-y et VyS
et cherchons à exprimer la partie algébrique de leur produit. On trouvera qu'elle s'obtient à l'aide de la formule suivante :
S(V«p.Vp'r.V'r8) = Sa8. (pY — SpY*) + SPt(8«PS8t + 8«t88?)
— p'.Scrf .S8t— t»8«p.S«p.
En effet, on a
S{<i66TYÎ) =6*Y*S<«8 = BoSS&tS^ + Sa6S(V6t.V-r«)
+ SeYS(Va6.VY8) + SïSS(V«6. V6y) + 8(V«6.ver . Vt8)
d'où on tire, en appliquant dans le second membre la formule (61),
8{ Vofi . V6y . V-rS) = 6»Y»8««8 — SciG . S6y . Sy8 — f»8«6 . S68 — 6«Sy8 . SotY— S6y . S«i8. S«T
+Sa6.S6r-SY8+S&r.SaT.Sfô+STt.S«C.S6T
= S«8 . («Y -- 86y*) + S6y. (SciS . 88y + Sccr .886)
— P.Sar.SSr — t'S««6.886,
ce qui est la formule qu'il s'agissait d'obtenir. On voit qa*elle ne renferme dans son développement que six termes et qu'elle est symétrique par rapport à a et à d, ainsi que par rapport à p et à y. On aurait donc par exemple
68. On serait coodait à la même formule en déreloppant le produit suivant
au moyen de la formule qui donne
Sa6Y.&r« = 6VSaa— S{oS6y — eSa-y + YSaS) (YS6a— 68^8 + 8876)
= Sa8.{6«-r« — Si^*) + S6Y.(Sa6.88T + SaY.S86)
— 6«8aY.88t — T*Sa6.S68.
69. L'égalité des deux formules précédentes donne Tidentité remarquable
Si on fait en particulier a = d, cette dernière devient
(Sotôy)» = S(Va6 . VaY . V^C) = S(Vrf . V6y . S«t)
L*identité
s5y* = — SVa6.V6Y.VY4,
se confond d'ailleurs, ainsi qu'il est facile de s'en assurer, avec l'une des formules déjà obtenues au n* 66.
70. En désignant par a, ^, 7, d et e cinq vecteurs quelconques, Tap* plication des formules précédentes donnera les deux équations
Sa8e S68& => Sa6 1^ — S V) _ S$e (Sa8S6e + SeaS68) + S^SoeSSa + s*Sa8S68 , SyS^ =«Y'{s8? — «V) — 2S8eSY8SYe + S^SY^^^ + e^S^i',
d'où on tire, en retranchant membre à membre la seconde de la première ,
Sa8e S68e — S^ = (Sa6 — Y^)(S8? — 8V) — S8e (Stt8S6s + SoêS68 — SSy^Sy*) +
Sae S6e — Sy?) + e* (Sa8S68 — Sy
Il est utile de remarquer que tous les termes du second membre de cette formule, que nous aurons à appliquer plus loin, sont du second de-
gré par rapport aux vecteurs a, |3 et y, et que ce membre se compose de deux parties; l'une contient en facteur le binôme
Sa« - -r%
et Tautre est formée en combinant deux à deux les produits algébriques
SaSy Sots, S6a, S&, St^ et Sy«.
L'expression précédente
est encore susceptible d'être mise sous une antre forme très-simple. En effet, on a (17, 59 et 60)
V[V(y8 + e«) VCye + 86)] = V (\t^ V^c + V78 V86 + VeaV-ye + VeaVM)
= — YSySe _SSYS6 + eSoeYe-f cSa86 + aS68e.
d'où on tire, en multipliant membre à membre par S . Ydc,
S(VSeV(-r€ + ea)V(-re + 86)) = S«8eS686 — Sr^eSY^
Toutes ces identités , qui correspondent à des théorèmes géométriques remarquables, nous seront utiles dans les applications de cette théorie à l'étude des surfaces qui font l'objet principal de la section suivante :
SECTION TROISIÈME
DES APPUGÀTIONS DU GÂLGDL Â LÀ GËOMÉTRIB.
72. Nous étudierons dans cette section quelques-unes des propriétés générales des lignes courbes menées dans Tcspace d*une manière quelconque, ainsi que quelques points importants de la théorie des surfaces.
Soient Xj y etz les coordonnées d'un point variable quelconque rapporté à trois axes coordonnés fixes donnés, nous représenterons ce point par le vecteur p, défini par l'équation symbolique
p = xt + yjf + 2*.
Si Ton suppose que x^yetz soient des fonctions d^une seule variable indépendante l, p sera aussi une fonction bien dclorminée de la même variable et donnera, par la variation continue de t^ tous les points d'une courbe bien déterminée dont cette fonction symbolique servira à faire connattro les diverses propriétés.
La marche à suivre ne s'éloigne pas d'ailleurs de celle de Tanalyse ordinaire. Ainsi la corde a joignant deux points de la courbe définis par les vecteurs p et p, serait exprimée par
a = pj— p = (x, — a:)t + (y,— y)7 + (2,~z)*.
73. Par suite, la direction de la tangente au point p sera donnée par la formule
La distance de Torigine des coordonnées à cette tangente sera
r di) =rzdr
TV
TV
T — dt
de même la projection da vecteur p sar cette tangente serait
dt 7b' Les directions de deax tangentes successives étant
la perpendiculaire au plan déterminé par ces deux directions^ ou la direction normale au plan osculaleur, au point p de la courbe sera donnée par l'expression
Vp'(p' + fdt) ou par d(S ^ .
La longueur du dernier vecteur étant évidemment égale au sinus de Tangle des tangentes précédentes, et par conséquent à cet angle lui-même, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au premier, on obtiendra, en divisant ce vecteur par c(p, qui lui est perpendiculaire, la direction du rayon de courbure, et le module du quotient sera égal à Tinverse de ce rayon. Ainsi une longueur égale à Tinverse du rayon de courbure, portée dans un sens contraire à celui de ce rayon, aura pour expression complète, comme il est facile de s'en assurer (n*" 29),
p'7~ Tp'- dt •
La longueur du rayon de courbure portée dans le sens môme du rayon serait donc
ce qui s'accorde avec la formule connue.
Remarquons qae si l'on prenait pour variable indépendante l'arc de la coarbe, compté à partir d'un point donné de cette courbe, on aurait
Tp'=i,p'=Up' et p"=dUp', et comme SUp'dUp' = ^ d (UpO' = 0, on
voit que p" sera perpendiculaire à p' .
Il est utile de remarquer qu'en général p étant un vecteur variable, cdJp est perpendiculaire à Up, ce qui résulte immédiatement de la différenciation de l'équation (Up)* = — 1 , qui donne S(Up . dUp) == 0.
La première des expressions précédentes deviendra donc — p"j et la se-
condO; qui donne le rayon de courbure, se réduira aussi à — ("7? )•
75. Pour avoir l'angle infiniment petit de deux plans osculateurs successifSy il suffit de même de considérer les directions des deux perpendiculaires à ces plans
Vp'p'' et Vpy + dVp'p" = Vp'p'' + d^Vp'p",
et de déterminer le vecteur-quotient de ces deux lignes. On aura pour l'expression de ce vecteur
Vp p TVp'p"
Développant le numérateur du second membre suivant la formule du n"" 60, il viendra pour l'expression de l'angle cherché, qu'on appelle V angle de torsion j au point p
SpVp'
dp
TVp'p"
76. L'angle que nous venons de calculer est donné par une longueur portée dans la direction de la tangente dp à la courbe considérée ; si l'on divisait par dp la ligne précédente, on obtiendrait un quotient purement numérique , qui est ce qu'on appelle l'inverse du rayon de seconde courbure et dont la valeur est, comme on voit,
TVp'p"''
77. Les directions de deux rayons de courbure successifs seront, d'après ce qui précède (74),
rfUp' dUp' d'Up' .
Tangle infiniment petit formé par ces deux rayons sera donc donné par
d*Up'
dtV
dU£' <//
cet angle étant porté sur une ligne perpendiculaire au plan mené par les deux rayons de courbure consécutifs.
Mais on peut encore trouver une autre expression du même vecteur en prenant pour direction de ces rayons de courbure (7i)
p'Vp V et pTpV + dt j pTp Y + p'Tp V j ,
ce qui donne pour la valeur de Tangle cherché
\p'Vp"p' ^ p'Vp"p' ) ''M VpY ^9')
Or diV^ et diS :^-;^ sont (74 et 75) des longueurs égales aux angles de
contingence et de torsion de la courbe portées respectivement, la première sur la normale au plan osculateur, et la seconde sur la direction de la tangente à la courbe. Cette formule , qui donne en même temps l'angle des rayons de courbure et la direction de la perpendiculaire à ces rayons , équivaut à deux théorèmes découverts par Lancret.
78. La formule qui donne la distance de deux droites (56), appliquée au cas où les droites sont infiniment voisines , conduit dans la théorie des courbes et des surfaces à quelques résultats intéressants. Pour en donner un exemple, proposons-nous, comme Ta fait M. Bouquet, de chercher Tordre infinitésimal de la distance de deux tangentes successives à une courbe donnée* Soit p le vecteur d'un point de la courbe, la tangente en
ce point aura poar direction p^ et celle de la tangente Buivante serait p' + p"dij et comme la distance Ap des points de contact peut être mise , par le développement en série, sous la forme
Ap = P'A/ + ^ [tuY + jÇ^ (A/)* + etc.
On voit qaMl faut absolument tenir compte dans Texpression de Ap des termes du troisième ordre pour que la distance cherchée
Apuvp V + p"rf/) = Apuvp'p
ne soit pas nulle. Cette distance devient donC| en tenant compte des termes de cet ordre.
Dans le cas où la distance des tangentes serait partout du quatrième ordre, cette courbe satisferait à l'équation différentielle
Sp'pv = 0,
laquelle équivaut à
^ vp'p'' - "•
Or (35) le vecteur Vp'p'" est la fonction dérivée de Vp^. Donc on aura par rintégration (34)
uvpv = Ut,
y désignant un vecteur constant. Le plan osculateur de la courbe actuelle serait donc constant, par suite la courbe serait plane, et la distance de ses tangentes, rigoureusement nulle.
79. Abordons maintenant quelques points de la théorie des surfaces. Désignons encore par p le vecteur d*un point d'une surface, ici p sera une fonction de deux variables indépendantes quelconques exprimées ou sousentendues , que nous désignerons toujours dans ce qui va suivre par les lettres tietv; les diverses valeurs attribuées à ces variables détermineront sur la surface deux systèmes de courbes que nous appellerons (U) et (Y), et qui s'obtiendront en faisant varier, pour tracer les courbes de chaque sys-
lème, Tune des variables, Tautre restant constante. Ainsi, dans chacune des courbes (U) la quantité v variera seule , et , au contraire , ce sera la variable ti qui seule changera dans chacune des courbes de Tautre système (Y). La variation totale dp correspondant à un déplacement infi^ niment petit quelconque du vecteur p sera par suite composée de deux parties, et Ton aura
( -j^ J et ( -r^ j désignant deux vecteurs qui sont les dérivées partielles du
vecteur p par rapport à chacune des variables indépendantes. En établissant une relation quelconque entre les variables ti et v, p deviendrait fonction d'une seule variable, et Textrémité de p décrirait alors une courbe assujettie à rester sur la surface. En supposant, par exemple, que t; soit une fonction donnée de u , on aurait pour l'élément de la courbe correspondant à cette fonction
Ouelle que soit la fonction vetsa dérivée algébrique—, il est visible
que rélément dp demeurera toujours dans un même plan, perpendiculaire au vecteur
Ce sera le plan tangent à la surface au point p , et le vecteur précédent aura la direction de la normale à la surface au même point.
80. Les diverses courbes qu'on peut tracer d'un même point sur une surface donnée , présentent dans le voisinage de ce point quelques propriétés remarquables, et qui sont maintenant bien connues. Pour les étudier, posons
du'^"^' dudv ' ^^ dv^ '
p, q^ Tysett étant des vecteurs bien définis et fonctions de u et de v. Pour
obtenir une conrbe quelconque de la surface, supposons que u et v soient fonctions d'une môme variable, et désignons par u', v', u!' etV'... les dérivées de ces deux fonctions par rapport à cette seule nouvelle variable indépendante, l'inverse du rayon de courbure, ou la courbure de la ligne comptée sur la direction de ce rayon , sera pour la ligne considérée^ en faisant pour plus de simplicité l'élément dt=Tdp
Donc la projection de cette courbure sur la normale sera
en posant
V étant la direction de la normale à la surface au point p , ce qui donne
Svp = Svj = 0.
La formule précédente montre que la projection de la courbure sur la normale ne dépend en chaque point que des valeurs de ti' et v' ou de la direction de la tangente, d'où l'on conclut facilement, en remplaçant la courbure par l'inverse du rayon de courbure, le théorème connu de Meusnier.
81. L'équation précédente donne aussi le moyen de discuter avec la plus grande facilité les valeurs des diverses courbures, ou, ce qui revient au même, celles des rayons de courbure de la surface, et conduit aux théorèmes bien connus d'Euler que nous ne rappellerons pas ici ; ou en déduit encore l'équation des lignes de courbure, en définissant ces lignes par la propriété qu'elles ont de déterminer en chaque point suivant la normale un rayon de courbure maximum ou minimum. En effet, on a
dp =:pdu + qdv ou p' = jou' + qt/.
Prenant toujours pour unique variable indépendante la longueur de la courbe, et faisant Tp'=1, appelant de plus R le rayon de courbure variable dirigé suivant la normale en chaque point de la courbe, on aura
p'* =pv» + aspjt/t/ + î«t/« = — i
et
Le dénominateur, égal à — 1 , est mis dans cette dernière formule par raison d'homogénéité. On voit que par ce moyen la valeur de R ne dépend
plus que du rapport -; ou — ; il devient par suite facile de déterminer
quelles sont les valeurs de ce rapport qui rendent R maximum ou minimum* On trouve en effet, soit par la différenciation, soit par Tapplication d'une théorie élémentaire connue, qu'en posant
A = Svr— ;>'.R-* B = Svs— S/?y.R-* C=Svt — 9*.R-*
les deux rayons de courbure en chaque point de la surface seront donnés par l'équation du second degré
B«— AC
et par suite l'équation différentielle de chacune des lignes de courbure sera
dv B dv A
^ — — ^ ou 5j; — — g,
l'une et l'autre des deux lignes étant obtenues en remplaçant successivement dans les seconds membres R par ses deux valeurs tirées de l'équation du second degré précédente.
82. On peut aussi trouver l'équation des lignes de courbure en éliminant R^ entre les équations
du B _ S/?g . R"* *^ Sv3 A; A_ Svr— p'.R-^*
du'^ C^ Sv^— Î*.R-* ^ du~ B"*"Si>j.R-* — Sv«'
Ce qui donne, en égalant les deux valeurs de R*~^ qu'on en tire
dv . ^ ^ ^dv , ^
jj^^.__ du^ _ du^
dv ^ dt; . » '
d*où Ton déduit Téquation suivante, en remplaçant y par Npq :
(Sp^pqt^q'Spqs) (^^' +(p'Spqt-q'Spqr)^ + p^Spqs ^ 8pqSpqr =
qu'on peut aussi mettre sous la forme plus symétrique
{p*Spgs — SpqSpqr)u'* + {p'Spqt — q*Spqr)u'v + (SpqSpqt — ^"Spjs)»'* = 0,
ce qui est l'équation générale des lignes de courbure sur une surface quelconque.
83. On peut vérifier facilement au moyen de cette équation que les
, deux lignes dififérentes de chaque système qui passent par un même point
se coupent toujours à angle droit. En efifet, désignons par (^^ et cp, les deux
valeurs de — tirées de Téquation précédente pour un point déterminé de
la surface et formons l'expression
Remarquons ensuite qu'on a, d'après l'équation précédente,
?1 + ?1 — g^Jg^^ _ ^,g^^
et
p*Svs — SjOÇ'Svr
"^""^^ ~ SpqSy^t — ^*Sv5'
On aura donc
ç,..' ^ /^ . _,_ p'[SpqS^t-q'S^8)+Spq{q'S^r^p'S^t)+q'{p*8vs^Spifi^r) S(p+ÎTt) (;>+??.) SpqS.t-q^8.s ^ '
Le numérateur du second membre étant identiquement nul , on voit que les deux éléments des lignes de courbure qui passent au point considéré et dont les directions sont respectivement p + fcp^ et p +9^ , sont perpendiculaires entre eux.
8fii. On peut encore mettre l'équation des lignes de courbure sous une autre forme très-simple. En efifet, on a
Sv(rdtt + sdv)S^l[pdu + qdv) = 8v(«rftt + tdv)8p(jKlu + gdv).
Or chacun des membres de cette équation peut se transformer, en re* marquant que pdu+qdv:=dp et que y est perpendiculaire à pet à f. On a ainsi (n"" 61)
Sv(rdtt + $dv)Sqdp = sh^dp . \q(rdu + 8dv)\ et
Sv(«dtt + tdv)8pdp = s(Vvrfp . \p(8du + tdv)\ .
Or on a aussi
dWpq = \p{sdu + tdv) + \(rdu + dv)q = vdTVpq + d^TMpq.
Donc réquation précédente peut se mettre sous la forme
S(Vvrfp.rfV/>î) = Svrfpdv = G,
qui montre que les directions de deux normales consécutives y ety + c(v aoBt toujours le long d'une même ligne de courbure, dans un môme plan, avec Télément dp de cette ligne, et par suite, se rencontrent toujours.
En partant de cette propriété, qui caractérise les lignes de courbure d'une surface, et par suite de Téquation différentielle précédente qui y correspond, et en refaisant un calcul inverse de celui que nous venons de faire, on retrouvera évidemment tous les résultats que nous avions obtenus tout d'abord.
85. Parmi les applications immédiates qu'on peut faire de l'équation
Svdvdp = 0,
nous remarquerons ce théorème connu. Si deux surfaces se rencontrent suivant une de leurs lignes de courbure, elles se coupent partout suivant le même angle. En effet, en désignant par y et v les normales aux deux surfaces en l'un de leurs points communs, on aura à la fois
Svrfvdp = Sv'dv'rfp = 0.
Or, cfUy situé dans le plan qui contient v et y + c/y, et qui est perpendiculaire à Uy (31) sera parallèle à c/p, et par suite, perpendiculaire à Uv', de même cdJy' sera perpendiculaire à Uy. On a donc
SrfUvUv' = et
SUvdUv' = 0,
et par suite
dSUvUv' = 0,
D'où ToD tire, en inlégrant,
SUvUv' = constante.
Ce qu'il fallait démontrer. On voit aussi que réciproquement si deux surfaces se coupent suivant un angle constant, et que la ligne d'intersection soit une des lignes de courbure de l'une des surfaces, elle sera aussi une ligne de courbure de Tautre.
B«— AC
qui sert à déterminer pour chaque point de la surface les deux rayons de courbure principaux. Désignons par M le produit des inverses de ees rayons; l'équation précédente donnera facilement la valeur de M. On trouve immédiatement en effet
Or on a
et
ou
M(^*-pv)=s;r-sv,«v/.
V = l]ypq
Vpq = Spq — p* j*
on aura donc
TVpq =pY-Spq ;
yi(pY — S/)g ) = SpqrSpgt — Spqs •
87. Pour montrer la signification géométrique de l'expression M, dont nous venons de calculer la valeur, nous appellerons, d'après Gauss, mesure de la courbure de la surface en un de ses points, le rapport de l'angle solide formé par les parallèles aux diverses normales menées le long d'une courbe infiniment petite enveloppant le point et de l'aire compiîse par cette courbe sur la surface; ou encore, ce qui revient au même, si on mène des parallèles à ces normales par le centre d'une sphère de rayon égal à l'unité, nous appellerons mesure de la courbure au point considéré la limite du rapport de l'aire formée sur la spbère à celle tracée sur la surface.
D'après celle définition, pour trouver l'expression générale de celte mesure, considérons trois points infiniment voisins de la surface, savoir ceux qui sont définis par les trois vecteurs
p, p + pdu, p + gdv,
les normales correspondant à ces trois points auront respectivement pour
direction
^P9f V(p + rdu] [g + sdu), Y{p + $dv) [q + tdv) ou
Vpy, ypq'\'duy[ps'\-rq] et Vpj + dt;V(pf-}-sy);
l'aire déterminée sur la sphère de rayon égal à Tunité par ces trois directions sera
dudv
TWpq
Or i*aire comprise sar la surface par les trois premiers vectears sera
dudvTYpq.
Donc le rapport cherché aura pour expression
ypq \ /
d'où Ton tire par Tapplication de la formule (71)
^ypq.V{p8+rq).\(pt'\'8q)] ^ SpqrSpqt — g ^ ^
ypq' ypq'
en désignant par M , comme précédemment , le produit des inverses des rayons de courbure principaux de la surface au point considéré.
88. Nous venons de trouver deux expressions algébriques de forme différente pour cette même valeur de M dont la signification géométrique est si nette; mais en appliquant la formule du n* 70, on peut encore mettre M sous une nouvelle forme découverte par Gauss et qu'il est utile de considérer. On aura ainsi
ypq^M = SpqrSpqt — Spqs^ =(«" — SrO(pV — Sp?*)
— Spq(SprSqt + SptSqr — 2SpiSç<)
— p*(Sîi* — SçrSy/) — 4^!^ — BprSpl).
Or on a
rfp» =s {pdu 4- qdvy = p"dii* + 98pq . (ffnft; + q^dv^y
et comme le second membre est un trinôme algébrique dont les coeffi* cients s'expriment algébriquement au moyen des variables u et v^ posons, avec Gauss,
E = — p*, F = — Spq et G = — j».
Tous les produits algébriques qui entrent dans le second membre de réqnation précédente sont exprimables au moyen des dérivées partielles des trois fonctions E , F et G ; en effet, on obtient immédiatement par la différenciation
idE i dG
dF i dG dF î dE
Remarquons qa'on a de plas
dv du dudv*'
DiflEérenciant (1 ) par rapport & o et (2) par rapport à », il viendra
„ rf« , , id*E ^fdi-^'^-ïd^'
et
„ dl , . dV , id*G
On tire de ces deax éqaatîons, en les retranchant Tane de l'antre membre à membre,
, „ , d*F ^d^E 4 rfHJ diuiv 2 dv* S (fti* '
Si Ton différencie de même (3) par rapport à u et (i) par rapport à Vy et qu*on retranche les équations obtenues membre à membre, en observant qu'on a
dr ds _^ d*f
dv du "" dvdu*'
OD retombera encore sur la formule précédente. Substituons mainteoant dans le second membre de la formule qui donne M, les produits algébriques que nous venons d'exprimer en fonction des dérivées partielles des coefficients de £, Fet G, et nous retrouverons la formule suivante de Gause
^ \\2 du) "^ 2 dt; \2 dv du)) \\^dv) '^^du \2dtt dv))
"*" Udttdr + \2dv du)\idu dv) ï dv ^ ''
dG\
du)'
80. On déduit immédiatement de celte équation ce remarquable théorème : pour qu'une surface courbe puisse être appliquée complètement sur une autre, il faut que les deux surfaces aient la même mesure de courbure dans les points correspondants.
Comme pour une surface plane, cette mesure est nulle en chaque point, il s^ensuit qu'il faut, pour qu'une surface courbe soit applicable sur un plan, qu'elle ait en chacun de ces points un rayon de courbure principal infini , et par suite, que l'un des systèmes de ses lignes de courbure soit composé de lignes droites.
90. Proposons-nous maintenant de trouver l'équation de la ligne la plus courte qu'on puisse tracer sur une surface donnée entre deux de ses points, ou entre deux lignes données de la même surface, en faisant encore usage, à cet effet, du calcul actuel.
Observons que la longueur $ d'une courbe quelconque peut être représentée par la formule
= S Trfp-
Pour que cette longueur soit minimum, il faudra que la variation is soit nulle. Or on a, conformément aux règles du calcul des variations,
On a de plus (31)
Wdp = — SMp . Udp = — Sdîp . Wp ;
— cala variation précédente deviendra donc, en intégrant par partie,
8« = fsSpUrfpl^' + Ç^'SSp.dlWp.
en désignant par p^ et p, les limites variables ou constantes entre lesquelles rintégration doit être effectuée. Celle équation montre que, pour que is soit nul, il faut qu'aux deux extrémités de la ligne cherchée Télément dp soit perpendiculaire aux lignes données comme limites, et de plus qu'en tous les points de la ligne minimum, dUdp soit parallèle à la normale à la surface; et comme dVdp a (74) la direction du rayon de courbure de la courbe cherchée, il s'ensuit que cette ligne minimum, qu'on appelle encore ligne géodésiquej jouit de la propriété caractéristique d'avoir en tous ses points son rayon de courbure dirigé suivant la normale, ou, ce qui revient au même, son plan osculateur normal à la surface.
91. Supposons qu'on ait tracé sur une surface une infinité de lignes géodésiques, très-rapprochées l'une de l'autre, puis qu'on coupe toutes ces lignes par une trajectoire curviligne quelconque. Si on porte sur toutes les géodésiques , à partir de cette trajectoire considérée comme fixe, des longueurs égales et qu'on joigne les extrémités ainsi obtenues, on formera un second système de lignes courbes sur la même surface. Appelons (U) le système formé par les lignes géodésiques et (V) celui qui est formé par les lignes que nous venons de définir; prenons pour variables indépendantes de la surface, la longueur u d'une ligne géodésique du premier système comptée à partir de la ligne fixe, et la variable v, dont les diverses valeurs caractérisent sans ambiguïté chacune des lignes géodésiques du premier système, en sorte que la différentielle partielle j-dv
détermine toujours l'élément de chaque courbe du second système, compris entre les lignes (v) et (v+dv) du premier. D'après la propriété des lignes géodésiques que nous venons de démontrer,
du*
exprimera pour tons les points de la surface une direction parallèle à la normale ; on aura de plus
Aioai
et
par suite od aura
dudv du 2 dv \du/ * — 8 ^ ^ = 8 ^ ^ + S î^ -^ = 0.
du du dv du* dv du dudv
et en intégrant, il vient
le second membre étant une fonction de la seule variable v et ne dépendant pas de u; si Ton désigne pas i*angle variable que fait une quelconque des lignes du second système avec une même ligne da premier, et par ds
l'élément -p dv compris entre deux lignes (y) et v+$v du premier, comme dv
— =U^, on voit que l'équation précédente revient à la suivante du du
ds cos^ = f{v)dv ;
elle montre que la projection de l'élément ds d'une courbe du second système sur l'une quelconque des lignes du premier entre lesquelles cet élément est compris est toujours le même, quelle que soit la ligne considérée du second système. Par suite, si ces deux lignes du premier système avaient pour origine commune un même point de la trajectoire fixe correspondant à ii=:0, auquel cas, pour cette valeur particulière de u, ds serait nul, le produit ds. cosO serait partout nul, entre les lignes considérées, et par suite toutes les lignes du second système les couperont orthogonalement en tous leurs points ; de même si les deux lignes du premier système qui comprennent l'élément ds sont perpendiculaires à la ligne du second
qui correspond à «=0, auquel cas, pour cette valeur de m,9=- , le pro-
duit (/«cosO sera encore partout nul et toutes les lignes du second système couperont à angle droit celles du premier qui jouiront de la propriété
énoncée. D'où on conclut d'abord un théorème inoportant dû à Gansa qoe nous énoncerons ainsi : un système de lignes géodésiques tracées sur une surface sera coupé orihogonalement par un autre système de lignes courbes, si toutes les lignes géodésiques passent par un même point de la surface, et que toutes les lignes du second interceptent sur celle du premier des longueurs égales à partir du point où les premières se croisent. Le même théorème a encore lieu si les lignes géodésiques du premier système sont toutes perpendiculaires à une ligne du second, et que toutes les autres lignes de ce dernier système interceptent sur celles du premier des longueurs égales. On voit de plus que si Ton donne un système quelconque de lignes géodésiques sur une surface et qu'on en détermine une seule trajectoire orthogonale , toutes les autres trajectoires orthogonales des mômes géodésiques intercepteront sur ces lignes, à partir de la première, des longueurs égales. Dans le cas où les géodésiques seraient tangentes successivement à une même courbe quelconque tracée sur la surface, il suffirait, pour obtenir une trajectoire orthogonale de ces tangentes, de former, comme sur le plan, la développante de cette courbe sur la surface, et cette ligne couperait orihogonalement toutes les géodésiques et déterminerait par suite toutes leurs autres trajectoires orthogonales. De là résultent divers moyens de partager une surface par deux systèmes de lignes orthogonales, distinctes des lignes de courbure de la surface, lesquelles jouisseut, comme nous Tavons vu (83), de la même propriété.
92. Revenant aux propriétés générales des lignes géodésiques, proposons-nous de trouver sur une surface quelconque Téquation de ces lignes, en supposant que chaque point de celte surface soit déterminé par un système de valeurs attribuées à deux variables indépendantes u et v. Appelons 6 l'angle variable que fait une même géodésique avec chaque ligne du premier système (U). Nous aurons en premier lieu, en conservant les notations précédentes,
Splpdu'\'qdv)
cos = — «• • — •
^' Tpipdu + qdv)'
(et
ginO = TV/>(/H/« + grfp) ^ TVpq.dv
Tf(pdu 4- qdv) Tp{pdu + qdv) '
d'où l'on lire en divisant membre à membre les équations
^ ' sine ^^ TWpq TY pq dv
Celte équation fera connaître 6 , qnand on aura déterminé quelle est la fonction de v qui exprime u dans le cas de la ligne considère sur la surface. Or on peut trouver une seconde équation différentielle assez simple de la ligne géodésique, en cherchant Texpression de dd, en fonction de u et de v; et en éliminant entre cette nouvelle équation et la précédente, on obtiendrait Téquation cherchée de cette ligne. Voici comment on peut procéder pour obtenir cette équation différentielle. On a
ces = — SUpUe/p, et en différenciant
siD We = dSVpVdp = SrfUp . Urfp + BVpdVdp.
Or d'après la propriété des lignes géodésiques que nous avons démontrée plus haut (90) dUdp ayant la direction de la normale sera perpendiculaire a Up , SUpcfUdp sera donc nul, et on aura (31)
Tp Tp
Or on a
V(Up.Udp) = |Î^Vp,,
donc
93. Cette équation importante aurait pu être immédiatement obtenue, en remarquant qu'on peut considérer Tangle (/9, en négligeant les infiniment petits du second ordre, comme égal à l'angle que font les deux tangentes menées à deux courbes consécutives du premier système (U), par les extrémités d'un élément de la géodésique compris entre elles. En effet, les deux tangentes consécutives a la géodésique étant dans un plan normal à la surface, elles feront toutes deux le même angle avec chacune des lignes (p) ou (p rf- dp)y et les deux angles formés par une même tangente à la
géodésique avec ces deax dernières étant situés dans deux plans tangents à la surface infiniment peu inclinés Tun sur Tautre , la différence de ces deux angles sera égale à Tangle infiniment petit formé par les deux lignes (f ) et (p + <^) ; or ce dernier angle a pour expression
[Typ{p + dp) ^ TWpdp Tp Tp^
et comme le vecteur Yp. dp fait un angle infiniment petit avec la direction UVpqr de la normale, Tangle précédent équivaudra à
S(UVpg . \pdp) ^ S(Vpq . Vpdp) Tp* TpTWpq
ce qui est précisément la valeur de dB écrite plus haut (2). Cette expression de (f9 est susceptible d^ôtre transformée en appliquant la formule du n* 61 ; elle devient ainsi
et si Ton fait usage des relations établies au n* 88, savoir :
E = -p«, F = -Sp?, G = -q% T\pq=)/EG — ¥*, i dE ^ i dE o 1 rfG e rfP . 1 rfE
^'^=-i*r' ^^=-55?' ^'=-25ir' ^'"=-5i+âAr'
la formule (2) deviendra
^ ' ^ ^Edu ^S^Edv ^Idv dv ^du
9â« Cette dernière formule se simplifie notablement quand on emploie pour variables u et v celles qui correspondent à deux systèmes de courbes orthogonales, telles que les lignes de courbure de la surface, ou les géode*
siqitcs de la Borfaoe israies d^oo môaie point, et leurs trajectoires ortbo* gonales. On a alors
et réqoatioD précédente (3) deviendra
i — \ dE i dG
Supposons, poQF donner une application de cette formule, qu^on ait pour une surface particulière et pour deux systèmes convenables de trajectoires orthogonales
f et 4; étant des fonctions bien déterminées et quelconques , Téquation précédente deviendra
(4) Wd^ = '^'v.du^fifu.dv.
On aura déplus, par Téquation (i) du numéro 92,
ootgO = ^ ou cos0.£/t;=:sin6.c/ti.
dv
Multipliant donc Téquation (4) par sin 9 cos S, et faisant passer tous les termes dans le premier membre , on pourra la mettre sous la forme
«piid(8in 0*) + sin'Ocp'fi . du — ^ (cos*6) — cos*^^vdv = 0.
Cette dernière donng par ane intégration immédiate
8in*0 . (ptf — cos^û . 4^ = const.
G*est de cette manière qu^on peut obtenir une première intégrale de la ligne géodésique de Tellipsoïde.
95. Dans le cas où nous prendrions pour les deux systèmes de courbes» les géodésiqnes issues d*un même point de la surface et leurs trar jectoires orthogonales , en désignant par ti la longueur des géodésiques
comprises entre ce point et ane même ligne da second système, on aura (^\ = p=\Jp, tfoùTon déduit
dE E = — p» = l et 3- = 0.
Par soite Téqaation (3) correspondant à une ligne géodésiqne quelconque de la surface, deviendra, dans ce système de coordonnées,
^ %du
Posons T9 =1», m étant une fonction déterminée de u et de v, on aura
y^ • ^ dCr _ dm
G = m* et -T- = 2m-r-,
du du
et Téquation précédente se mettra sous la forme très*simple
du
De même la valeur de M, qui mesure la courbore de la surface, et dont Texpression complète se trouve au n* 88, sera donnée^ dans le système actuel, par l'équation
ou encore par la suivante, obtenue en remplaçant dans celle-ci 6 par m\ . dG dm ^,d'G /dm\' • (Cm
„ i dhn
mdtt*
96. On déduit de là, par la méthode même de Gauss, la courbure totale du triangle curviligne ABC formé sur une surface par trois lignes géodésiqaes quelconques, c'est-à-dire la surface de la figure qui corres-
pond à ce triangle snr la sphère de rayon égal à Tanité. Pour cela, pre* nons le sommet A pour origine de toutes les lignes géodésiqaes du premier système (U); supposons que la ligne AB soit la première ligne de ce système, c'est-à-dire celle qui répond à i; = 0, et que le troisième sommet C soit pris sur une ligne géodésique (U) quelconque faisant avec la première un angle que nous appellerons A. Les deux autres angles B et C du triangle ABC formés par Tintersection de la ligne géodésique BC avec les deux premières détermineront deux angles analogues à ceux que nous avons désignés précédemment par la lettre 6. Soient 6« et 0, les valeurs de correspondant à ces deux angles, on aura
B = n — e« et C = Oj.
Cela posé , la courbure totale du triangle ABC sera égale à l'intégrale double
dans laquelle l'élément d<ù représente la valeur absolue de l'élément de la surface, et M la mesure de la courbure de ce point. Or on a, d'après la formule précédente,
m du*
et, d'autre part, *
diù = TWpqdudv = mdudv.
l'intégrale à déterminer est donc
jMdco^-JJ^rfudl,.
Intégrons d'abord par rapport à ii, il viendra
(const.-^).
dv 1 const
Pour déterminer la constante, voyons ce que devient la courbure pour
ti= 0; Tédément de ka courbe da second système, lorsciae u est très-petit, se coD fondant avec un élément de cercle, sera égal à
udVf
on désignant par v Tangle variable formé par tes lignée géodésiqoes du premier système avec la première AB, qui sert à définir toutes ces lignes. On aura donc dmis le voisinage du point A
An
m:=:u et -7— = 1.
Or pour ti=0 la courbure devenant nulle quelle que soit la valeur de v, il faut que la constante introduite par l'intégration précédente soit égale à 1. Ainsi la courbure totale correspondant à la portion de surface comprise entre deux lignes géodésiquesinfinimeni voisines, (v) et {v + dv) sera
dvli ^^^
mais on a, par le numéro 95,
j^ dm -
iW = — -5- *.
du
L'expression précédente est donc égale à
et en intégrant depuis i; = jusqu'à c^ = A, on obtiendra
c'est-à-dire que l'expression cherebée -de la courbure totale du triangle curviligne ABC équivaut à Taire d^un trtangte sphérique dont les côtés feraient entre eux précisément les trois angles A, B, C des lignes géodésiques considérées, ce qui est le beau théorème de Oanss.
97. Nous terminerons cette étude, sans doute bien incomplète, sur les applications géométriques du calcul des quaternions par la recherche des propriétés de la courbe qui, ayant un périmètre donné, comprend sur une surface une aire maximum.
Soft (ôDJonre p le vecteur variable da point de 1â courbe cherchée et dp rélément de cette courbe, et convenons de désigner par dp Téléinent arbitraire suivant lequel chaque point de cette courbe se déplacera sur la surface, lorsqu'on la déformera infiniment peu. Cela posé, la variation de Taire correspondant à cette déformation aura évidemment pour expression rintégrale simple
dans laquelle à chaque valeur de Télément dp correspond une vafeur de dp 9 et où V désigne encore la direction variable de la normale à la surface. La variation de la longueur de la courbe sera donnée par celle de Tinlégrale
jTrfp, et sera par suite
\ STrf|> = — J SMpOrfp = (SîpUrfp) + [ 8{rfUrfp . 8p). •
La condition imposée à la courbe d'être fermée annule évidemment le terme hors du signe $, et Ton aura, en appliquant la règle connue d'EuIer,
Ç8(vrfp + ûrfUdp)ep = 0,
en désignant par a une constante particulière. Il faut tlonc , pour que cette intégrale soit nulle, quelle que soit la loi de la variation Sp^ que le vecteur
Vvrfp + adVdp
soit toujours perpendiculaire à dp, et comme ce dernier élément est toujours placé sur la surface d'une manière quelconque, le vecteur précédent doit être parallèle à la normale v, oe qui donne immédiatement
V(vVvrfp + avdUrfp) = 0,
ou à cause de y' = — i
dp = aVvrfUrfp, ,
ce qui est Téquation différentielle de la courbe cherchée; elle est susceptible d'être interprétée géométriquement d'une manière bien simple. En eliet, dVdp exprime la direction du rayon de courbure de la courbe , et en
désignant par ds rélémait de eette courbe et par R son rayon de courbure, on a (74)
Si donc on appelle 9 Tangle que Tait le rayon de courbure de la courbe avec le plan tangent, ou, ce qui revient au même, Tangle que fait le plan osculateur de la coprbe avec le plan tangent à la surface, TéquatioD différentielle précédente donnera, en divisant les deux ftietebres par ds.
1 = — - — ou R =t a ces 0.
On voit donc, par cette dernière équation, que la courbe cherchée jouit de Ja propriété d'avoir en tous ses poiqts un rayon da coqr-
bure proportionnel )biu cosinus de l^angla q.ue fbiK entre eux le plan osculateur de la courbe et le plan tangent à la surface, ce qui revient à dire quç- si Ton prend sur une perpendiculaire à la tangente à la courbe, menée dans le plan tangent une longueur constante (égale à a), et qu'ûft décrive une sphère ayant pour rayon cette longueur, elle déter-
minera par son interaeclion avec le plan osculateur le cercle osculateur même de la courbé.
98. Remarquons que si Ton désigne ptr l le vecteur variable mené au centre de cette sphère, on aura
{ = p -f-oUrfp.v;
d'où l'on tire en différenciant
di = dp + aV(dVdp.y) + ûV(U£/p.rfv)
et à cause de l'équation différentielle mém^ de la courbe
^1 vient
dp H- aV(rfUrfpv) = 0,
rf5 = ay(Urfp.dv).
Or dv et Ucfp sont deux vecteurs perpendiculaires à la normale v, donc dli est paralèlle à celte normale. On voit donc qye ii Ton circonserit à la sur-
face proposée une surface développable le loog dt la courbe d'aire maximum et de périmètre donné, et qu'on développe ensuite cette surface sur un plan, les divers centres des sphères précédentes seront àodeaés à coïncider avec un même point du plan, et la courbe s'appliquera sur un cercle dont le rayon est égal à celui des sphères précédentes ou à la constante a,
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