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Introduction.
1 en de M. GOURSAT pour une équation aux dérivées partielles du type hyperbolique de l’ordre n à deux, trois ou plusieurs variables indépendantes consiste en la recherche de la solution qui prend des valeurs données sur # courbes, surfaces ou hypersurfaces qui se traversent entre elles.
Au Chapitre I l'équation est linéaire du second ordre à deux variables indépendantes. Pour les cas spéciaux par rapport à la situation des courbes aux limites qui n’ont pas été traités jusqu'ici, j'ai démontré l’existence de la solution cherchée, après quoi cette solution est exprimée par la méthode de RIEMANN. Les fonctions données sont supposées continues.
Au Chapitre II l'équation est de la forme la plus générale du second ordre à un nombre quelconque de variables indépendantes. Les hypersurfaces données sont de la forme la plus générale. Ies fonctions données sont supposées analytiques.
Au Chapitre IIT l'équation, homogène aux coefficients constants, est de l’ordre quelconque à deux variables indépendantes. Les courbes aux limites sont des lignes droites. qui se coupent en #n point. Les fonctions données sont supposées analytiques.
Au Chapitre IV l'équation est linéaire du troisième ordre à deux variables indépendantes. Deux des courbes aux limites, qui toutes se rencontrent en ## point, sont des caractéristiques. Les fonctions données sont supposées continues. Le cas le plus général quant à la situation des courbes entre elles est qu’elles se coupent en {701$ points.
C'est M. HOLMGREN qui m'a intéressé pour ces recherches. Ce m'est un agréable. devoir de lui exprimer ma vive reconnaissance pour le précieux enseignement dont j'ai profité pendant plusieurs années.
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Chapitre I
1. M. GoURSAT a trouvé la solution d’une équation hyperbolique aux dérivées partielles du second ordre à deux variables indépendantes, quand les valeurs de la solution sont données sur deux courbes se rencontrant à un point et situées dans le même angle des caractéristiques ayant pour sommet le point en question!) M. HADAMARD a résolu le problème de M. GOURSAT pour une équation linéaire en se servant de la méthode de RIEMANN?). Aucun de ces auteurs, cependant, ne permet que les courbes forment un point de rebroussement. Outre cela, les tangentes caractéristiques ne sont pas admises au point où les courbes se traversent*). Or, ce sont ces cas non traités qui seront l’objet de nos recherches. Pour démontrer l'existence de la solution, nous allons suivre une méthode employée pour le cas ordinaire par M. HOLMGREN dans ses cours traitant du problème de M. GOURSAT (en 1919), et où il part des intégrales suivantes:{)
LA
p(a)z(x, v,a,1(0)da; EC ET
où x — u (y); y —À(x) est l'équation d’une courbe arbitraire, z (x, y, &, 7) la fonction de RIEMANN (solution de l'équation (1) par rapport à x et y), g (a), y (B) des fonctions continues
arbitraires. Il est facile de démontrer que ces intégrales satisfont à l'équation
Ô? z Ôz ÔZ
ôx dy + a (x, 7) se Mer ne (NEO
PE
Quant à la manière dont les courbes se rencontrent on peut distinguer entre trois cas
principaux:
1) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2° série, t. VI, 1904. Quand l'une des courbes est située dans deux angles opposés des caractéristiques, l’autre dans les deux angles adjacents, le problème est traité par M. PICONE: Rendiconti del circolo matematico di Palermo, t. XXI p. 133. Par sa méthode (des équations intégrales) M. PICONE se voit obligé d'introduire quelques conditions non nécessaires.
2) Bulletin de la Société mathématique de France t. XXXII, 1904. Au cours de cette étude nous nous servirons de la lettre H. pour désigner ce mémoire.
PRCMCOUROATMECR DAT ED 20
4) LE Roux est le premier à qui on doit des intégrales de ce type, appelées par lui des intégrales principales. Cf. Annales de l'Éc. norm. sup., série 3, T. 12 p. 239.
ot
A. Les courbes ont des tangentes différentes non-caractéristiques (cas ordinaire). Les courbes ont la même tangente, non-caractéristique. C. June des courbes (par ex. celle d'en haut) a une tangente caractéristique.
Tous les autres cas se transforment facilement en un de ceux-ci). Nous allons donc
ms
démontrer l'existence d’une intégrale cherchée pour les cas B et €.
2. Nous considérons donc deux courbes AB et AC dans le même angle des caractéri-
stiques. Que leurs équations soient
(AC) y =À (x); x = ju (v); (AB) y=h(x); x = pay). (CE fig. 1).
Nous cherchons une solution de (1) qui se réduise sur AC à une fonction continue f (x), et sur AB à une fonction continue g (y). Pour qu’une telle solution soit possible, il faut que f (0) — g (0). En outre, nous supposons que les fonctions f (x) et g (y) puissent s’écrire
sous la forme (2)
où 1 (0), f'1 (0), g1 (0), g1° (o) ont des valeurs déterminées.
D'après M. HOLMGREN nous écrivons l'intégrale x y (3) Z (9 = FC) 2 (30,0) + [op (9 2 ps, 2 (9) de + | w (0 2 6 9 74 (0,0 dt 2 (y) À (x) Il faut déterminer et y de telle manière que l'intégrale (3) prenne sur BAC les
valeurs données,
Pour y =") on ar
LA
Ce A Et oo 0) ee | p (s) z (x, À (x), 5, À (s)) ds, où a (x) — u, (4 (x) }, a (x) 1) Cf. HOLMGREN, Arkiv fôr Matematik, t. XIV, 1920 D 271:
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pour x — 3 (y)
(4) g(y) = 7 (o) z (ua (y), y, 0, o) + 1 p () 2 (2 (y), y, 21 (9,8) dé, où B (y) = À (ua (y) ): BP) Soit o le moindre des nombres 0, et 0, si l’un deux est inférieur à un, et dans les autres cas égal à un. Cela nous donne
(5°) f (x) — f (0) z (x, À (x), 0, 0) = x°..F (x) (5”) 8 (y) — f (0) z (2 (y), y, 0, 0) = y°. G (y); o Ke <1, où F (0) et G (o) ont des valeurs déterminées (dans le cas B aussi bien qu’en C). 3. Traitons d’abord le cas B et étudions la forme de a (x). Parce que a (x) — u, (À, (x)), ou conclut que a’ (x) — y’: (4, (x)).47, (x).-et par conséquent, on a a” (0). = 1. Posons donc a (x) ie HONNEUR CS
où © estunentier positif > 0; p (0) >0; g(o) > 0 et p’ (0), q’ (o) ont des valeurs déterminées.) On comprend que les deux équations (4) sont analogues. Considérons seulement Péquation (4) "Noûs posons z(%, 4 (x):5, 2: (S))=H (xs), d'où
(7) Hi No Sd = era)
a. (x) Nous trouvons
DNA NM A INC EET DE tar ie ReT
NU) p (£) = x9 +1 p (x) Tai (x, £) 6 l Fe ER He 0 11 eSt de d'écrire Puisque D a) pour x o, il est commode d’é ; XPENX) (8) | POST ren Par suite À sPË (s) (x, s) Fo ASE RC).
a(x) x1+0 Dérivons et multiplions par FA) H (x,a(x x \1F9 d FH, (x,s) { x \'+2 x E (x) — es D (Ci) a WW) E (+ [re “A SRCShAS— u a(x) :
ee o F (x) ue (x)
1) Cf. HOLMGREN I. c. p. 16.
Posons (Aero) lH(&x,a(x)) tete | ee Ale (9) ONE AU Mere MR | oF (x) +xF'(x) On comprend que > (x), K (x, s) et L (x) sont des fonctions bornéest), et on obtient (10) EC — y (x) (a (x)) + ÜK (x, 9) E (s) ds = 2010 L (n). a(x)
4. Nous allons maintenant discuter la forme de y (x). On a, à cause du caractère
de la fonction de RIEMANN, l'inégalité suivante:
ee. re ME de +M;(x— a (x)), dont on peut se convaincre aisément. On a en outre Se p' (3)
Ne I (+0) x0p (x) — xt p (x) l—(+9)# pt ( (x) — A rp (G)e L Che 1—(1+9)x°9 (x)
On conçoit qu'aux environs de x — 0
(ap (jte
1— (1 + 9) x£ p (x) 40 d’où pour x < x, Lie ne p' (x) 6 crc a (x) | (+9 #pt 7 POP 6) Comme ES > a) Pour 0;
PHU-(+9)29p()) p (0) on aura pour x € X,, < X, une inégalité de la forme ë x \1+0 (5) Q'(x) L1+M,;(x— a(x)), et nous en tirons (1) 7 G)|<14+M x — (0).
7) On voit facilement que z{x, y, s, {) et ses dérivées partielles par rapport à x, y, s, { sont bornées dans le domaine considéré. Cf. par exemple Goursar: Cours d'Analyse t. III $ 494.
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Pour obtenir une solution de l'équation (10) posons
(12°) A NE PECNC EEE ER £
Éo (x) = x£ŸPL (x) + y (x) AL TPL (xs) + y (x) y (5) #22 PL CRIS nor (x) DOCION (C7) Aa AE (x,) = d Se da
Cette série satisfait formellement à la première des équations (12”) On prouve facilement
sa convergence uniforme dans l'intervalle regardé. Selon (11)
OO CO O0 MAC ME [} ACAES } } Coms) ec Gé, n+a) NC L n=0 n=—0 Puisque HG) EP None k CO LE |<ABE 1,04.
i=0 En outre, E RONDE Sn ‘ x° D Me Pur ET CES} HN CoaSt: | SRdSEACON CS i—0 i—0 ;=0 P X) ÿ 0
Pour toutes les valeurs de l'intervalle on a ©
| & HIEAC Fe
où À et C sont des constants. Nous avons donc obtenu une solution continue de la pre-
mière des équations (12”). Passons à la seconde. Puisque
LRU S ED on a x x° J— DK (x, 9) & (5) ds] < ACD (x — a (x)
De la même manière que pour &, (x) on aura
FC ES APCE) ose
|é2 (| < AC D?
(o+ 1) ... (on)
LE ()|< A" CD
Toutes ces fonctions sont continues et forment une série uniformément convergente à l’intérieur de l'intervalle considéré. (12’) est donc une solution continue de (10), et nous avons
pour & (x) une inégalité de la forme
| £ (x)| M x, d'où l’on tire selon (8), (9) | M x° (14) lp (x) | < TS
L'équation (4”), traitée de la même manière, nous donne e M y° (147) eOI< Er Après avoir trouvé y (x) et y (y) nous avons obtenu une intégrale de (1) de la forme (3), qui a les valeurs données sur ABC. Selon (3), (14) et (14”) on a (15) IZ (x ») —Z4|< M x,
d’où l’on conclut que la solution Z (x, y) est continue dans la région BAC et sur son contour.
6. Il est facile de démontrer que l'équation (7) n’a qu’une seule solution de la forme
Ex Lara E> He Eee
, Où © (x) est une fonction continue pour x > 0. Supposons
qu'il y en ait plus d’une. Il existerait donc une fonction & (x), continue pour x > 0, ayant
£ (0) — o et satisfaisant à l'équation
& (a) — y (9 EU) = — Ÿ K (x, 9) E(s) ds.
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Par conséquent,
# i— 1 A) CE") K (x;_ s) É(S) ds, d’où l’on tire A ed nl Rae.
La où:
AE RENNES À C7 | (rs) dy (x) 7 di... GS) EE): Ainsi ee) x4 E (x) = — x (6) y (ta)... 7 (ris) J K (x, 5) E (s) ds = x1+1 Puisque Mots ED IEEE} IP CEA pour rer NO
et de la même manière
x" RENAN PSS AD RE ; | € (x) | É
I faut que & (x) soit nul identiquement.
Passons aux dérivées partielles de la solution (3). Ona
A 0% (%: 007 0) : DENT ARS ASUS) ‘ (A EAN PA Ca A)
Du al LC 2 ds a 0 :
+ @ (us (y)) ma (y) [1 —z (x, y, Le (y), v)1 + y (y) [2 (4, ÿ, ta (9), y) — AT +
+ y (y) — p (ua (y)) He’ (y).
GE
On trouve facilement que les cinq premiers termes sont continus pour x>0. Il s’agit d'étudier l'expression p (y) — 9 (ua (9)) Lx (y).
Dans l'équation (4) faisons le changement de variables s — u, (6)
f (tea (9) ) = f (0) z (is O), 80). 0. 0) + Î @ue (D Ju (6) z (2 (9), BU), m2 (0,8) dt.
By) Par addition de cette équation et de l'équation (4”) on obtient
Le Us (0) ne (O2 Qu D), a (9, D dt = 8) — # Ga ON) + (y)
ANA) 0 0) (22 1()-50 7 0) — f P (tte ()) Me (6) Lz (ue (y), B (y), de (6), 1 — 2 (ue (y), Y, ba (6), É)] dt.
86) Posons 2 (ta (y), Ê (y), 0, 0) — z (a (y), y, 0. 0) ee : — CG (v). .[G, (0) Æ'oten/sénéral] Ici G, (y) est une fonction continue pour y > 9. De même pour G, (y) dans l'expression y 5) P (la (#)) ue (EL... ] dt - = 6,0)
à cause du caractère de la fonction de RIEMANN et l'inégalité (14). En outre,
(16°) OI (RENE C0) Dans ce cas-ci #, >0, où © est le moindre des nombres 0, et p,1 (Cf. (2)) et G; (y) est continue pour v >0. Puisque 0 >o (cf. (5)), on a li > 0 20€
Aïnsi on obtient l'équation
Ep (6) — p (ua (€) ) me! (61 3 (ue (y), , du (©, à), dt = yh G (w),
où G(y) est continue pour y > o et où À, = y, si u, < 1 + Q et — 1 + © dans les autres cas. D'après (14”) on obtient, puisque l'équation ci-dessus est tout à fait égale à (4),
. VA 19 (y) — p (uw: (y)) ue WI <M, iso de
De cette inégalité à son tour on a
7) Il est évident que y, peut être plus grand que ©. Soit f (x) = f (0) + x + À (6); g (y) =f (0) + y + y (y). Ici =p2=p5=l1l. On a g(y) —f{us (y)) = y —8 (y). m est par conséquent — 1 + Q. Pour que la solution 0Z cherchée obtienne une dérivée continue ——, il faut que sm, > 1 + ©. (Voir la fin de ce $&). OV = *) Selon le $ 6. on comprend immédiatement que la fonction y dont il s’agit ici est tout à fait la même que y de l'intégrale (3).
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De même, si nous posons
(167) f(x) — 8 (a ()) = 4% F3 (x); on obtient que dZ XA2 DETTE
Si À est le moindre des nombres À, et 2,, on aura
ôZ x x . x1+0 | (17) :
ÔZ vÀ E1 HA
Dans ces inégalités À est où — A + 150, au-quel cas la solution Z est régulière, ou 415>0>0o. Nous voyons donc que dans ces inégalités Z peut être plus grand que o dans les inégalités du type (14), qu'on aurait pu obtenir immédiatement!).
8. Passons à la considération du cas €. Nous choisissons le cas le plus difficile en ce
qui concerne les données aux limites, à savoir que 0 << 1 (C£. (5)).
tement l’équation (7), d’où l’on tire
(10°) a(x) où H (x, a (x)) do) He) (9) ER K (x, s)
Supposons que
p 6) — 7 (9 p (a (9) + ÊK (9) p (ds = "11 (x),
M0) a tal Ext).
x = p(y) = BY (+78 0)) On a alors = La ee B{y) = a By" (+ ya (y) e 1) Soit f(x) = g(y) = Za = f(o). Onap—1l. L'inégalité (14) nous donnerait
tandis que (17) montre que Z est régulière.
2) Cf. HOLMGREN Î. c. p. 19.
L'inégalité (17) dénend par conséquent essentiellement des exponents y, et u, dans les formules (16).
On obtient immédia-
Nous faisons, en cas de nécessité, une transformation de variables BE TA AS
y = Rk:Y",
laquelle ne change ni l'équation (1), ni les formules (5), ni l'équation (6’) de sorte que RDA UC, HU DEL
Nous avons én outre d(x) =n par ro (1 FF rp, (x)).
Puisque H (x, a (x)) à Home (1+ xp; (x)) > 1 pour x — 0, on a pour *< x, que PACA Nous choisissons cet intervalle, de façon qu’on a de plus x?
ANRT TON 29-led0ut
f PA yltn <LXr<X ,
g ni— 1 Eee <a ' "= 1 Me référant aux équations (12’) et (12”), j'écris Er) a ET RE
Potro (Er Ca D A Mon None cr hs M, et par conséquent
ne
Dans l'intervalle considéré IL
PAR RER Cr
| po M pre x" OLA NME ON Ado ni— 1 1—0 à _ \iE 1e 14) EP ; ed le _ h?— —]1 [Po (x) <M | x l+x 7 + x De +... + = LAURE (ni— DE 0)
= M x° DO 0 4n0 Las cry) (ES A0 RE rd ue RTE) rie —1 ne | ss
(ni— 1) (1—0) M se RE A DÉC
na L: D xl gti D0 LL LH) (A0) LR —1)0
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La série enfermée par [ ] est uniformément convergente pour x < x, <%9. On a donc | Ps (x) ES
Dans l'intervalle considéré |K (x, s) | <M,, dont
x 0 a(x | Nous concluons MM,M, : à : | | Pi (x) | < AA NE NT dd et en VE lt MM,M, MMÈM, x° ER ESP x A0 : D gt D HO) GR) GED DE LMD. , : a ë
De la même manière
M M$ M? xPFi
FRS rer M MSN Matt 8: &) | < Do l). Mot
11 existe donc une solution de (10) œ (x) = x°T £ (x), où & (x) est une fonction continue.
Pour l'intégrale (3) on a
(15’) A y) —Z,;|<Kx°+K;y°.
9. Dans l'intention de traiter avec la méthode de RIEMANN la solution de l'équation
(1) faite dans les paragraphes précédents, je me permets de présenter, d’après une nouvelle
méthode, des inégalités analogues à celles obtenues par M. HADAMARD pour certaines fonc-
tions auxiliaires!).
Fig. 2.
1) Cf. H. et HADAMARD: Bull. de la Soc. math. t. XXXI p. 208.
Soit » une solution de l'équation adjointe de (1) et z la fonction de RIEMANN
4 y | hr. di ab 0 (solution de (1) qui est e y Ya) sur Mm' (Cf. fig. 2) te y» sur M m;). On a [ (H dn — K dë) —0, M m m'1 mu M où dv Ôz .
Mn RON En Ainsi — Î adn "ea Ôz ; 7 dv (18) Vu = € M L tn | V b z FSE dë 2 ] 2 Herr an. — Es m m, F M m, Fig. 3
De la même manière, en posant
02 _ dv RS CT — NT on aura selon la fig. 3 | — [hd£ Fe AN ET Re (15) Vy = € M nes a y |az - ôn an il Re D dE £
10. Sia,, b, ne sont pas positifs tous les deux, nous faisons la transformation
2=(l+ax +7)
Da = 0 04e 0:
Celle-ci ne change pas les données aux limites?).
1) GoursaT, Cours d'Analyse, t. III $. 498.
?) Nous observons cependant que la transformation comporte que 9, et o, dans (2) sont bcrnés, de façon que 0 <p, < 1; 0 <o, < 1. Pour le cas B u, et w, dans (16) ne changent pas si w, 0 an 1 eo RES D'autre part, si y, et x, sont > ( + 1, ils s'abaissent par la transformation à ce nombre.
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Fig. 41).
Employons (18) en posant » — ®,,,,?). Supposons que ee UE ANNEE domaine À P,,D, et que ce maximum du module existe en un point M à l'intérieur du
domaine (et non sur la frontière A P,,D). Pour i>1i, on a a>K,>0. De plus,
Ôz 2 _. < Him SU, M) Et
= 0 sur P,, D.
On a par conséquent selon (18) Moss SE Moss + KonE Mis, d’où l’on tire PP OUEARTRE Pour 2>1;>1, (c'est-à-dire quand » <7Y,,. est suffisamment petit)
Ré lan ouh. 0, Ainsi Ken RES d'où RAR ue.
1) CE EH, fig. 2.
Nc
db RD; à sont bornées (Condition indispensable pour l'emploi de la méthode de RIEMANN). De même pour Y
Ôz Oz : T3 Z, —, ——, quelle que soit la position de M.
Ôy Ôx dy GERS AE
l'inégalité K;, < K,x,,, est absurde pour 1> 5%; > M s'ensuit donc que, pour 1 ty la Supposition que M,,,, existe en un point à l’intérieur du domaine À P;, D, doit être fausse. Par conséquent, le maximum du module de ÿ,,,, se trouve ou sur P;, À, ou sur P,, D. Il est évident que pour tous les M,,,, qui sont situés sur une ligne P,, D, ils sont bornés, quel que soit le nombre #). Si, au contraire, M,;,, est situé sur P,; A, on peut conclure que M,,,, < M,, selon la façon dont on a formé les fonctions œ?). Il s'ensuit clairement que les fonctions y, ont une limite supérieure). Nous
observons que cette démonstration est valable pour tous les trois cas 4, B, C.
Transcrivons (18) de la façon suivante
m'1 F mi D y en (LT p) er [ y |bz + SE dE — | AUS dn.
mi m
Divisons les deux membres de l'équation par #1, M. Lorsque #1, M tend vers zéro, on aura
ôv ôv [6 (bz) &z \ (19) Gr) - (av)y + É ( «| — [+ ( 4 __ 5x ÿ) dx.
De la même manière, en partant de (18’) suivant la fig. 3,
à» à» # [ôtan (19°) 5x UNS Z ne LE al 5x Enr dy .
Si dans (19) on pose »—9,,,,, on aura selon la fig. 5
dPoir F At = 0 æ = (a Paiss)m — | Pei+1 dy ne dx dy à
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Fgalement, si dans (19) on pose » — Po;
Ô Po; 4 Ô (az) Oz 2e = Geda— | Po; Fe a ] dy.
dx dy
Puisque les fonctions y, sont bornées, il s'ensuit des dernières formules que les dérivées parallèles!) sont également bornées dans tous les trois cas À, Bet C.
12. Les formules (19) peuvent se transcrire de la façon suivante:
1) 8 2) ts dvd dx FO (éG) , # ( dy MG 7 dy — x Dia se | » in Len dx.
CID
Ici Es : re sont prises le long de la courbe 7° (Cf. fig. 2). De la même manière, on obtient ne : dd dy MN [tan de F . Ôx au : dx Ôy dx Cr Ôx T xd LE
dy dy ; = ; Re
où PACE pr sont prises le long de la courbe 7. (Cf. fig. 3). Soit P’,;, un point quel-
conque dans le domaine d'existence de w,,. D'après (20) on obtient (Cf. fig. 6)
(1) _ ee oKe (ie) or) 2 19 dy Ho di
où (À) est une quantité bornée pour tous les : quelle que soit la position de P’,, dans le
dx
domaine (on observe que (Se
| est bornée pour tous les 7 soit qu'il s'agisse des cas Bio:
A, B ou C). Or, selon la façon dont on a formé les y, on a
(ne) (ie). fé). ne) dy Flog “y Po; 1 % Prog dy P'oi 1 D Pi 1.
I1 s'ensuit que
Po. ta "i bdë [ax ÔPa ir Fa. ve Cf 2 Se Ee — + (k:2), Ôy Ro, dy VE) 0x 1e
# Pai-s
où (k;) est du même caractère que (k,). D’après (20) on aura
P'o;_2 Rad:
Paris P’ 1 ee CAPE dy Ke a “ RS : see Ôx Las € dx os er (R:) dx as ne (Ra).
dy Observons que AA est du caractère (k,) dans les cas À et B, mais non dans P'a;_2
le cas C. Nous obtenons donc
242 ; (| ns Es Fe i—1 ar dy k — £ î = a res e ôy P'oi C5) Ke P'o;—2 de Poe oo Puisque dp2 il Æ dP2 i—2 =. ÔPz 9 dy ÔPo io ax P'o;_0 # dx P'o;_2 3 oy Do dx P'o; 2 à x Po; on aura P'o; 2 tn mr (] () | ee A ÔY Jp NE NE CHE ERA dv | pa C into dx PÉPo Sn
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Il est évident que
d’où l’on tire
Hope lie) : ae dYp à le . ) 1 Re 09 Jp, dYp'; Ne 2i—2 FA * CU Po; dx Po; 0 Mais (À 6) (re 5) dY pr, “ É PAF) ps dypr._ = ib) dx P'o;_ 9 dans tous les trois cas. On a donc P'o;_»
P'ai 4 É NE STUMNE ns Po; | ie P'2ÿ 4 [ + +w)| co Dies dy Po; ‘ P'ei—a ô maille pu) de (is) co] dy P'o AV pr, ÔY Jp
On conclut immédiatement que
| ÔPos | dy; à dy CET AV pr | Q P'oi | A dy’; 2 dy 2% de :
où K est un nombre fixe indépendant de z et de la position de P’,;, dans le domaine d'existence de #,. De la même façon
Considérons un segment parallèle à l’axe des y à l’intérieur du domaine d'existence
de la fonction y,,. On obtient selon l'équation ci-dessus (cf. fig. 6):
M is.
} as = ne JR Ti 1
CHPLOHMA DOS = Vi VE = DC ls nemennAnere
dns RATE TEE PET) ROUES RCE
| 1} À Poi_9 | CORe Ti
4 d Pa | QUE
Posons maintenant
d’où l’on tire | f DORE ES EE EEE 0
13. Pour les cas À et € on comprend que la série Z y, est convergente, et que par i=0
conséquent | PA | a une limite supérieure indépendante de . Ceci n’est pas valable Ti
pour le cas B, où l’on a
++... += + re — 3 Dei Ve y£ V2 y°.
y Van VE Vent) > NE nt dn » DR rer | 2).
FOR OT HO ; ÿ id )
Périconeatentist ol, (1) [ad] < Ki (85) Et SO le
K° Ga RECTESSS Ti Vo
14. Passons maintenant à ia limite d'après la méthode de M. HADAMARD*). Nous
avons (cf. fig. 7.)
2) Cf. (6).
[No] LD
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Ja Te On obtient 1 6 ve er 1 9. Î Er J AIS Î z au — 2 ete (Pa: 2)1 + T T il 1 ; bo Re 1)" (Yozss 2x — 2e Peu Lo:
Les termes qui doivent tendre vers zéro sont : p 1) (pu: 27 + (LP (perd + JS [a Uz dn — 2 dU]. k Puisque U croît au plus comme l'indice 7, on comprend sans difficulté que pour les’cas 4’ et C
B [ a Uz dn — 0 quand i—> %, À — 0.
On trouve facilement qu'il en est ainsi aussi dans le cas B. Ie segment By est de la
même grandeur que y,!*®. D’après un theorème de LÉMERAY?), on a en outre que
0 land 7 —> 00%).
1) H. $ $ 4, 5 et fig. 2.
2) Bulletin de la Société mathématique de France t. 23 p. 255. D'une façon plus directe que celle de LÉMERAY on peut démontrer que l'expression 3 y;2 est borneé. ACC (6):
En passant à la limite, il nous reste donc à regarder l'expression
B ee 1 (72/2) 1) CPE J z dU.
Nous posons dans l'intégrale z == z— x, +z,, et considérons d’abord IT (pes )r + CI (Pa pen x 24 j aU = T En Du ms eme NT NS
Cette expression tend vers zéro quand i —> ©, k —> ©. Il reste par conséquent de faire
disparaître le terme p — j'(—32)4U.
Puisque
Of 1, e D’ D" ! (7 - y”),
il suffit de considérer
IN rie
Pour les cas À et C nn F5 Ôn
MED vante,
dn est bornée, et par conséquent
et d’après cela le passage à la limite a eu lieu pour ces deux cas. Pour le cas B la chose n'est pas aussi simple. Selon (15) sur l”, on a
l2—#\<M;yf. (e<1).
S'appuyant sur (21‘)}, on obtient, si 2 — 1, que
| À Ces 2,) AD Ti
<M,Y°.K, (— log y) — 0 quand 5 — 0e.
Sr 2 > 1, on ne peut pas réaliser le passage à la limite de cette façon. Posons dans ce cas 2 —2—72, +2,, après quoi il faut regarder
AL Ex a®".
D'après le $. 7 en observant que y, < 4 + 1°), on a sur Î', que | 21, | < ee Anisi
. 7) 2D 0 quand er sa 71
DÉS
2) Cf. la remarque 2) à la p. 16.
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Nous pouvons donc passer à la limite selon M. HADAMARD à la seule condition que le nombre #, dans (16) soit plus grand que © — 1 (ce qui se trouve toujours rempli pour © — 1). Cette condition qui est d’une allure très générale et qui ne comporte pas l'exigence de continuité chez les dérivées de la solutiont), est pourtant très restrictive?) si les données.
aux limites sont de la forme (2).
Nous sommes donc arrivés à la solution (22) de M. HADAMARD pour les trois cas B (avec la restriction faite ci- dessus)#)}, À et C
1 k 2) rs lin LE CE ant À EE Cu dos + bee VU RED h'=0 Ame De | HE TEA AT RS
Pour les cas À et € on peut, selon M. HADAMARD!), immédiatement transformer cette solution à une forme dont tous les termes ont un sens. Pour le cas B ces termes ne sont pas convergents. Il faut procéder autrement.
15. Maintenant se pose la question comment pour le cas B on pourra se délivrer de la condition uw, > {2 — 1. Nous posons
(®_.e) ©) RE D > (23) 2=2:2+22,+2È22,, - n=0 n!'=0
où z est la solution de (1), qui est toujours f (o) sur BAC; z, celle qui est f(x,) —f(x,.;) HA Cretmutle sur ABrz cellquiet (ver (v sur AB'ettmulle sur ACNToutes ces solutions existent et s’obtiennent sous la forme (22), parce que 1, pour z est @ +1, et w, pour z, et z,, est 9 +o, et © +0, respectivement, où op, et 0, < 1°). Car on a sous les suppositions (2) et (13)
FO) —f () = 204 D (x),
où ® (x) est une fonction continue pour x > 0.
Maintenant il s’agit de rechercher si la série (23) est convergente. Nous savonsf) que
1) Au contraire, le passage à la limite réussit toujours quand les dérivées sont continues (cf. la remarque 1)
à la p.12).
2) Flle n’est pas remplie si f (x) — f (0) — x; g (y) = & (0) + y et 9 > 2, car on aura g (y) — f (ue (y)) = y + no (y) = yG (y); 1H) —g( (x) =—x—À (x) =xF,(x). Le passage à la limite n'est pas toujours
dz réalisable même sous la supposition que f (x) et g (y) soient données de telle façon que Fe a une seule valeur S finie dans la direction commune des tangentes à l’origine (condition moins restrictive que (2)). 8) Bien entendu, on peut passer à la limite sans se servir des formules (21). Dans ce cas il s’agit de
démontrer que f U dz — 0, ce qui réussit si «, > 9. ï D Rn229) 5) Cf. la remarque 2) à la p. 16.
ACER
A (y = J'p(s 2 (x 7,5, la (s)) ds, où œ (s) est la solution de l'équation J H (x, s) 2 (s) ds — Ut (2 (x,).
Pour la résoudre nous posons q (x) — DE d’où l’on obtient de la même façon qu'au $ 3
E (x) — 7 (D. Ë (a (x) + SK (x, s) E(s) ds = x TL, (x), a (x) où y (x) et K (x, s) ont la même signification que dans (10) et : fe dx, (9 “a 01) D (x,) AS x, D’ (x,) Ar H (x, x) |
Si /1(x)}) à une seconde dérivée?), continue pour x > 0, x ®’ (x) est aussi continue Dour = 0 Tir eneressonteque (9 ee 01) D (x,) Sr Xy D’ (x,) Ha)
a une limite supérieure, indépendante de n quand x <x,. Puisque
HN RECU
dont il s'ensuit à son tour que pour x < x,, ESS quelle que soit la valeur de #.
En nous servant de (12’) et (12”), nous obtenons, de la même manière qu'au $. 5, que EN CIN ER MOE TE RES et en outre que en LOC Dee Se
Es (x) a A3 (Ce D? NE :
DACTES 7:
fi (4) En fa (#1)
?) Il suffit d’ailleurs que LOL
soit continue pour x > 0.
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NO) ESA RE CRD TASSE
d'où l’on tire
et BON EU x Et
De la même façon on obtient
Zy (x, ) | — M à Me
où M, et M, sont des constants, indépendants de #, à l'interieur de l'intervalle con-
OO OO sidéré. Les séries Z z, et Z2 z, sont uniformément convergentes dans À BC, et par n=0 n/=0
conséquent, z dans (23) est une fonction continue de x et y qui remplit les conditions aux limites. On comprend facilement que z est réellement une solution de (1). Car
on a dans l'intervalle considéré les inégalités
Ôz x Q+01 n n Ôx ne 4) 02 Q +02 V —_ n ‘n | EN < Ms ice SOA Dre ; . Ôz,, 0 ë et de semblables inégalités s’obtiennent pour se et pour Fa ST EMI AT OL Xyrr peut être un nombre aussi petit qu’on le veuille, les séries OO OO C0 ND > Ôz, Ôz,, Ôz, =, ôx L ôy 7 — ôx pæ dy n=0 n=0 n—=0. 0 G
sont uniformément convergentes, et la même chose est vraie pour
DPENTAO SR .
OO re 00) 7 n'=0
Ôz Ôz 2 Par conséquent, les dérivées ; : existent, et la série z dans (23) est une OK COR O 0
solution de (1).
16. Nous considérons la fonction 2,, qui d’après (22) peut s’écrire sous la forme
. : 2 h+2 : 2h°+1 ; . au |
2% (0) — lim > (—1) +2 (Po pri ae + >, (—1)° (Do 2,102. ae à | 27 TE GI . i,k> © Üx—0 De 7
Vu le caractère des données aux limites, les séries
MS
Énroee Jen de. LP (pe AN
al Û ©
sont convergentes, ce qui, par conséquent, est vrai aussi pour l'intégrale
OU à is ds.
Ainsi (4 %= 2% + S L Sie 1j (Dorsa 2) p h à (CIE (Pas 2n)o PE {> ee as] n=0 (z=0 (AE RS PTT AES PES S MNTE SR = Me a ae (—1)7 #7 (po, re, ee Cr 2) Te eS \ CO ds |
11 nous reste de présenter z sous une forme aux éléments convergents.
a fonction Z est, selon le $. 7, régulière à l’intérieur de BAC et sur cette même
Nous intégrons autour de OPAQO selon la méthode de RIEMANN en nous ser-
courbe.
vant des fonctions # et Zz, et obtenons
: 1 : Jane Do u RTL s+Z(b dx — a dy)
Le (u 2) re IE RTE “ip
PAQ.
DeStan même! manière nous uintégross autourideu PAP PAR ES TR APE . en nous servant des fonctions @;,; Pa; ...; @,; ... respectivement
z LR SR _ Le. _ ; me dpi 2 P1 Z)p = 2 (Ps }p, Lee Do 2 y) RON Fr S
1 à ï 17 1 [ d Pa Dre) tes Satsta-ea] à 7 7, ds
P14 Pa + P1A4P39 È
| 0—(—1) DE (D:2)p, + = Do
Il er, + | 9 2 gp T2 (0 dx — a dy) En = él
On obtient par l'addition de ces équations et selon les lois de formation des ®;
| I CO Lu, (Pr (etre ee) (Des CRD 9. cr, |
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2e dy; f dPr 1e ( l dz er STE ds rs D ds+...+ —— ds | + } Pi 5 gp 4 +2(bdx— ad))
1 l dz 1 nee) 5 go S+iladx—bdy)| —— J 3 ds.
I'expression entre les premières parenthèses tend vers une limite déterminée S!). Puisque (y, [ ] —> zéro quand i —> , on comprend que la série entre les secondes parenthèses est convergente. De ce fait on tire
= 74 (s— nie
No DE dz d bd ds) "4 ee cie ol U2)9 + Pr s+ 2 (b dx — a dy) :
PAQ
En appliquant le même raisonnement concernant les fonctions w,, on obtient, si l’on
| qu Die He Lo CPR UP PA ARE CENT SE le Lire 9 tel ,
2) av é dv
OO d d q d (25) %—2 He ail du N | AP DENT | a ]l 2 a x PA = 1 RE IrAr 4=1 0,40; L
Par (24) et (25) nous avons donc obtenu une solution dont toutes les séries et toutes les intégrales sont convergentes, comme nous venons de le prouver. Siu, > Q — 1, il s'ensuit déjà de (22) que ceci est la seule solution de notre problème aux limites. Si d'autre part
u, < Q — 1, nous ne pouvons pas faire cette conclusion sans de nouvelles recherches.
Chapitre LT
1. Maintenant nous allons étudier le problème de M. GOURSAT pour une équation
d’une forme plus générale:
Dès l’année 1895, M. GoursAr résolut le problème sous des suppositions analytiques pourvu que les courbes données soient tangentes aux deux directions caractéristiques du point où elles se traversent!). Il se servait de la méthode classique de CAUCHY, appelée le »Calcul des limites». Peu après (en 1897), M. GoursAT résolut le problème, même pour le cas où une seule des courbes données est tangente à une direction caractéristique?). A la même époque, M. BEUDON démontra qu'on peut résoudre le problème de 1895 de M. GOURSAT pour une équation à un nombre quelconque de variables indépendantes®).
En 1906, M. GouRSAT a traité le cas général où aucune des deux courbes données n’est tangente à une direction caractéristique‘). Si
F(x,y,2,p,q,1,0 = ax +By +yz+ap +B,g +ar +bt+....,
où les coefficients sont supposés réels, la condition de possibilité doit naturellement être que l’équation soit hyperbolique, c’est-à-dire que
3 l a Re
Or, M. GourSAT ne réussit à résoudre le problème que pour le cas où & et b soient de même signe, et bien entendu qu'ils remplissent la condition mentionnée ci-dessus. Cet obstacle fut surmonté en 1911 par E. KE. LEVI, qui renonçait également aux suppositions analytiques de M. GOURSAT”). LEVI se sert d’approximations successives et emploie du reste des méthodes fort originales qui, pourtant, ne semblent pas applicables au cas où l'équation donnée a un nombre quelconque de variables indépendantes.
En 1921, M. HADAMARD étendait le résultat de M. BEUDON concernant une équation
linéaire au cas où une seule des hypersurfaces données est tangente à une caractéristiquef).
mn
mn
) Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du second ordre t. I. p. 184. JTeçons t' Il p.303;
co
) Bulletin de la Société mathématique t. XXV p. 116. ) Bulletin t. XXXIV p. 100.
) Annali di matematica, serie III, t. XVIII, fasc. 4:0 p. 287.
‘) Lectures on Cauchy's problem in linear partial differential equations (New Haven; Vale University Press) DAT
Gi
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Je vais maintenant traiter le problème pour une équation de la forme la plus générale aux variables indépendantes d’un nombre quelconque, nonobstant si les deux réelles hypersurfaces données sont tangentes à une caractéristique ou non, généralisant ainsi les résultats de M. HApAMARD et de M. BEUDON. Je fais des suppositions analytiques et présume tous les coefficients dans les développements en série réels!).
LI MELER EM
qui contient toutes les dérivées du premier et second ordre par rapport aux variables indépen-
dantes X1} %2;.... x, , la solution qui se réduit DO NUeUe le A0s e arJiet DOUCE UT PRE) de UN NT re)
(Supposons pour le moment que f, g, w et v soient continues et qu’elles aient des dérivées continues du premier et second ordre pour les valeurs considérées de x, ; #3; ....%x,).
Pour que le problème soit possible, il faut que pour
(2°) ME EEE AETALTECOREE on ait (2?) DRAICR Ga PRE nn CRUE A rare Nous nous servons à la suite des désignations suivantes: la surface x, — f (x,; %3;...x,,), RC = En nn) laicourhe (0e an CR) RS nt).
I1 faut, en outre, pour que le problème soit soluble que, à l’aide de (1) et des données aux limites, on puisse calculer toutes les dérivées du premier et du second ordre de la solu-
tion en chaque point de la courbe (2%). On a le long de la courbe
Ôz ; Ôz à ]
D NES PR 07 Ôz ; | A Co
1) En 1925 seulement, quand j'avais obtenu ce résultat, j'ai trouvé un mémoire de M. GUNTHER (Receuil math. de la société math. de Moscou, 1924) où il discute le problème de 1906 de M. GOURSAT pour l'équation à deux variables indépendantes. Son travail est d’un grand mérite parce qu'il ne demande pas nécessairement que les coefficients a, B,... soient réels. Sa méthode, qui n’est point identique à la mienne, ne s'étend pas au cas d’un nombre quelconque de variables indépendantes. M. GUNTHER n'a fait, du reste, aucune indication de généralisation de cette espèce. Ma méthode, par laquelle j'ai poursuivi le procédé classique de CAuUCHY et de M. GOURSAT, se généralise aisément, quand on a fait des recherches préparatives, pour n'importe quel nombre de variables indépendantes, et voila qui est intéressant, puisque LEVI a déjà achevé
le problème pour deux variables indépendantes.
Ôz Ôz
En éliminant 4 entre ces équations, on déduit En: On a en outre Le ;
dx ii: je 8.
Pour obtenir une seule valeur de il faut par conséquent que l'expression ci-dessus
0%; soit invariable quel que soit le nombre #. Il est facile de démontrer qu'il en est ainsi. Selon (2%) on peut regarder x, comme une fonction des autres variables, si
pe cu ee
Je fais donc abstraction du cas où les surfaces données sont tangentes le long de (2*)'). De (2) on obtient
; Ôx, : : dx, « Wu, dx, HUE x, Le
, Ôx; ; , 0x; .
1e ôx, <a Fe ne ôx, FE
d'où l’on tire le résultat désiré.
Nous allons maintenant déduire les dérivées du second ordre le Iong de (2°)
CRE Ô?z d?z 2 Ôz .
Det). = U”,: — 4 0x2 fs; de 0x dx, la; 3 0x2 Cu dx, LS LE Ps oz Oz 2 Ôz ne | 2 —— g, + A due Er T7 6x, Ôx, Éx Ôx2 #4 Da . . , Ôz . . Ô2z Ste s Ôz .
Ainsi on peut exprimer > ‘aussi bienique "à Nl'aiderdes#Æerideésquntitee dx; dx 0x, GE éjà connues, à savoir déjà connues, O " / [4 / [4 4 " 2 (3) Ô?z f ' Ô?z + Î x32 £ Xÿ SE, x? Î X; Ôz u x? £ X; re x? Î 7 € = o — 2 LS OX; 2 / / ü / / ?
ox, ÿ £ 0x mt 0x; Î PR Ôz " " " [4 U",.> — res — Ô2z il Ô2z il x? U x? dx; (7 x 2 & %2) / 7 Sr nn Pa) ne € X; X;. 2 / dx x, 2 i ÔX1 2 lénere des Ôz En remplaçant 5x dans le second membre de la deuxième équation par la valeur gl
déjà calculée et en posant
1) Ceci correspond au cas B du chap. I.
OLOF SJÔSTRAND
nes — GP; Fe A nt: CRETE 2) on aura 10 LR CR) + er 0%1 0%, RU FOX LAMPE:
Ôd2z Pour exprimer =, où 1 > 2, k > 2,1 = k, le long de (2) on a GE k
d2z dz d2z ®z Ôz a (2 / 4 " [4 … + re ral — 0Ye Pa nt ON 0%, la + ÔX1 0%, Pa À OL TON Fi %k 0x: EP 0e d?z d2z À2z . GES 4 # ——— gg —— o’ EN == — Ga PS À Su de, 8% À Gas 0, 8e On dm, ie D ue ) | Ô2z l 1 Ces deux équations donnent la même valeur pour Sr PE (En retranchant l’une FOX î k
Ô2z Ô2z ee tirées des
équation de l’autre et en portant les valeurs des dérivées APN
formules (3), dans le restant de la soustraction, on s'aperçoit que Îles termes contenant
DEA à De disparaissent) ôr, dr. Ôr; De 7 , - RE dr) ôx. — 2 (ee et” ox, 9
On peut facilement démontrer que cette équation est vraie le long de la courbe (2°)
Car le long de celle-ci
d’où l’on tire
et par conséquent,
dr Ôr, dx ox, Joe - OI or, , 07 84 lea Ôx, dx, 07, dr, dr, dr, À ERA) ROUE re / Let, 0” je / o’ VAUT 2 V a — (7 x d %; 0x, 1e (eo) z) Ôx, | (7 XR ee] “) Ôx, (7 Xk ee) Ôx.
I1 suffit donc de démontrer que le long de (2°)
: dr, ; À 07, (/ Xj TE £ z 0x, m7 (f Xk £ se) x; > ce qui est facile à vérifier.
| è 0?z On obtient donc l'expression suivante pour ES le long de (2°): % k Oz 1 Ô?z
où les termes exclus sont déjà connus.
RD al Ôx 2 +....,
Toutes les dérivées du second ordre le long de (2°) peuvent donc être considerées
O2 | comme des fonctions de 5x et m —2 variables par exemple x,; 4; ....%x, Si l'on ah porte ces dérivées (ainsi que les valeurs déjà connues de z et des dérivées du premier 0e ordre) dans (1). on peut en général obtenir 5x2 Comme une FONCTION AE FN Eee 1 ,
d’où l’on déduit les autres dérivées du second ordre selon les formules (3). Je précise encore. En partant d’un point déterminé: (x,),; (#2); ...(x,) sur (2°)
Ôx
pour lequel (2), et toutes les j sont connues, on obtient, si l’on porte les dérivées
Oz d2z (3) dans (1), une valeur de _. et énsuite toutes lestautres LD TE 7 re 0x2 0 dx, x, ] 0 022 Ôz JUGÉE D COATVAÉE COMME UNEIONCHON AE dre LU un à 0% 07 x; mad AA TT è
est développable en série entière dans le voisinage de la multiplicité initiale, et que tel est aussi le cas pour les fonctions f, g, u, v. Je présume en outre que tous les coefficients dans
ces développements en série sont réels. On a donc:
” il | d2z ( d2z }| Ôz Ôz ep D”:
ba) FE De le te a ne 20) :-, nn |. 0.
Pour qu'il soit possible de déduire les dérivées du second ordre comme des fonctions
analytiques de %3 — (%3)0, . .. x, — (x,,)0 le long de (2°), il faut, si l’on pose
Î (Ka; 3, -.. 4m) — % m9 (Xi ; V2, X3, ... Xp)
g (X2; X3, -.. Xp) I. = (4 (x; ; Lo, 3, ... 4»),
dF 02z E : dix Do 0%
que (4) 2 dir (2 pe Le Fees .p, o = 0
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Je fais abstraction du cas où cetie expression est zéro. S'il y a deux variables indépendantes, cela signifie que le rapport anharmonique des tangentes aux deux courbes données et des
tangentes caractéristiques, issues du point initial, est — 11).
3. Si la multiplicité initiale est placée sur une caractéristique D (x,; x,;...x,) —0,
il faut, comme on sait?), que
Ôx, x,
Comme le premier membre de cette équation est une forme quadratique par rapport o D
Ôx
linéaires de ces dérivées). Si les carrés sont au nombre de »# et sont joints par les mêmes
aux dérivées | , il peut s’écrire sous forme d’une somme algébrique de carrés de fonctions
signes, l'équation est dite du type elliptique. Alors o1 ne peut associer aucune caractéristique réelle à la multiplicité initiale. Si les carrés sont au nombre de # et joints de signes differents, l'équation est dite du type hyperbolique, et on peut trouver des caractéristiques réelles qui s'adaptent à la multiplicité initiale. Ki le nombre des carrés est inférieur à" l'équation est dite du type parabolique. Dans ce cas l'équation peut avoir des caractéristiques réelles, ou ne pas en avoir, si les carrés sont joints respectivement par des signes différents ou égaux.
Je fais maintenant un changement de variables
= tr de ds... An) oo (Mie las ce NT, és la Ent
dont tous les x deviennent des fonctions des &, puisque d’après les suppositions précédentes
RE TES La solution cherchée z se transforme donc en une fonction de &,; &,; &,; ...£&, qui DORE Die reduit a in és 06) et pourrie Dose réduit ae, agen)
La nouvelle multiplicité initiale
Ô2z Ôz RO rm LR TN 2 SORT RE RER CS ER ÔË, 06, 0 dé, 0
se calcule à l’aide de ces conditions et de l’équation transformée. Pour étudier la forme
de cette équation nous formons
Ôz ÔZ Ôz
dx; OË: P# dE; ee
1) Cf. GOURSAT: Annales de la Faculté des sciences de Toulouse 2:° série, t. V, p. 432. 2) Cf. BEUDON I. c. p. 115.
3) Cf. par exemple H. WEBER: Lehrbuch der Algebra I p. 212.
&2z 62z ô2z , Ô2z à Ô2z ; jus ôx, de —= dE? g _. (2) a + OË, dE, (02 x (2 %2 “+ ÔË, ÔE (2 X2 (2 #1 2 dE? (4 #1 Y %2 o A Ainsi l'égalité
Les termes non écrits ne contiennent pas de dérivées du second ordre. symbolique suivante peut s’écrire Ô
ENNS0 É ; Ô (2 | de == 06, DRE ÔË, OR dE, (AE Es nd ÔË, QUE St ee
Ge
MON
En général on remplace dans ia dérivée
Ôx, ‘ dx,
Ô 0 : Cha ES FD Dal DER NS EE LEE DR CEE Ô PET et par D UT 0 CE D
Pour l'équation transformée
1e (ET de EE — ne | rs 0
ri LOS 0E NES ie A
a ; à Ô2z Ô2z | Ô2z Ô?z | O2z Ô2z | es coefficients @, et c de SE — SE À DEL dE, — 5E, dE, ; et SE — dEZ ’
deviennent respectivement a = 2 ax (Pi) (Dodo b—Z2a; [Ro (V'ado + (P'aso (y Jo), C— 24; (p')0 (p',)0- Quand on forme, de façon ordinaire, l'équation d’une caractéristique D'(ÉURES" SRE) ESS)
de l'équation (1””) associée à la multiplicité initiale, on comprend aisément qu’elle s'obtient,
si dans (5) on remplace
Ô . Ô . 5 D 3 Le Le té 5 rm ee ï Ë lo nl re 17 LS par on (g x)0 Mine (y 20 de |: SL
On conçoit donc que le caractère elliptique, hyperbolique ou parabolique ne se change
pas par la transformation.
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Si l’on pose
A On EU ES Lee) (00e. )péié Lea ë dE 0 on a pour &, —0, z —0 et pour £, —0,z —0. En outre, toutes les dérivées de z’ du premier et second ordre sont nulles au point initial. IJ,'équation (1”) se transforme par cette LS : EN dz" Osel OPA .
substitution en une autre où les coefficients de DEE * DE, ét je sont toujours a, b et c respectivement. Puisque D -= o d’après (4), on peut la résoudre par rapport à BTE RE et on a donc (après avoir rejeté l’accent et remplacé £ — (£), par &;)
nt Ô2z Ô2z Ô2z Ô?z Ôz Wu?) à À PES Du
des TO pese, + © Gen DE UE ET es
où H est une série entière sans terme constant, contenant toutes les dérivées du premier
Ô?z ordre, toutes les dérivées du second ordre à l'exception de TETE et où 1 2 OI MOREL MZ = 0 ; =} dE Jo dE Jo
Le problème que je dois résoudre est donc le suivant. Je cherche pour l'équation Pa 0e Dir lee Da lots 0) Enr LR M,
la solution qui se réduit à nulle pour x — 0 et pour y — 0. On a posé ici
Ô2z d2z Ô?z Oz d2z Oz oo Micros EE y? ” Pers © 5x ôx,” Pyr © dy Ôx,' Pen 0x, 0x,” Ôz Ôz Ôz nn ONE ôx,
F est nulle pour
LIFE Dep =t.s P,. =... = l=...=p,, =...= Pyé AE pe 500 = (Ÿ
et développable en série entière dans le voisinage de ces valeurs. En outre,
_. Es à ôr lo … Orao
Tous les coefficients sont réels.
4. Il ressort de la démonstration qui va suivre qu’il est nécessaire d’élucider la
signification de la condition
(7) P—4ac> 0.
Si l'une des surfaces données (£, — o ou £, — 0) (je reprends ici les désignations du $ 3) est une caractéristique ou tangente à une caractéristique, on a a — 0 ou c — 0, et par
conséquent la condition est remplie. Pour qu’elle soit remplie généralement, il faut que (8) CN ET re soit une forme décomposable en facteurs réels. On obtient le polynome (8) en posant dans (0) 2 ax x; X,
PS (g',.)0 és (#',)0-
Si (9) est une expression qui ne peut pas changer de signe, c’est-à-dire s1 l'équation est elliptique ou elliptiquement parabolique, (8) est de forme indécomposable et, par conséquent, la condition n'est pas remplie. Si (9) est une somme de carrés de fonctions linéaires
par rapport aux x, joints par des signes différents, on peut écrire s 2 = . À QE + dE Es + CP — (ME + bible + CE) — (42 EP + Vabrée + Cobd),
où les deux termes du second membre sont toujours positifs. Il est facile de se convaincre qu'il y a des valeurs des constantes telles que (8) devient décomposable, mais il y en a aussi de telles qui font de (8) une forme indécomposable. La condition que l'équation doit être hyperbolique ou hyperboliquement parabolique ne suffit donc pas pour que (7) soit remplie
(si le nombre des variables indépendantes n’est pas deux). 5. M. Goursar!) cherchait pour l'équation
ay+bst+ct—#F (x, y,2,p, à),
où a, b, c sont des fonctions de x et y, la solution qui se réduit à nulle quand x = 0 et quand y = 0°, I1 trouva que, st
BP Aac 0 (CASE) le problème est toujours soluble, mais st
BP—4ac<O (Cas B)
le problème n'est pas généralement soluble). Car si on considère le rapport anharmonique des tangentes aux deux courbes données et des tangentes caractéristiques au point initial 1) Cf. GoursaT 1. c (Annales de la Fac. de Sc. de Toulouse).
>) Je suppose le problème transformé de la même façon qu'au $ 5. ) M. GOURSAT ne fait qu'exemplifier cela (cf. 1. ec. p. 433).
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47e 4 ac
— COS 2 © — "1 Sin 2 ©
Vi 4 ac
et St w est commensurable avec x, alors le problème est impossible ou indéterminé). Les conditions de possibilité concernant a, b, c, © sont textuellement les mêmes aussi
pour le problème plus général, posé à la fin du $. 3, fait que je vais démontrer dans l'exposé suivant.
6. D'abord je vais traiter le cas A. Dans l’équation (6) on peut, naturellement, poser b — 1. Je suppose ainsi
1 — 4 ac > 0.
Je présume d’abord que a et c sont du même signe?), disons que tous les deux sont négatifs®). Je remplace a et c par — a et — c, où a > 0, c > 0, et j'envisage, pour obtenir une série majorante pour la solution cherchée, l'équation
(10) RS D M 4 D y m m m A Dom 0 ds LD, > Due D.
= SA) Tes : er .
(4 R R 7 + m fi ai 2 p
‘ sa VX; Ê oi MEN. d 5;
Iio<a<l;0<B<1 et G une série majorante, de caractére ordinaire, relativement à F4). Je cherche une solution de (10) de la forme
A AU NU GA PV UT Au Er ET
S'il y en a une, elle doit satisfaire à l'équation
du?
a +ab—0f ) Le cas où b?—4 ac — o est indiscutable selon la méthode ici employée (cf. p. 50). ”\ M. GOURSAT a traité ce cas pour une équation à deux variables (cf. $1). Néanmoins, je l’étudie à fond d’après ma propre méthode, puisque les resultats obtenus sont le fondement de la discussion suivante. 3) Le cas où tous les deux sont positifs se traite sans difficulté si l'en s’appu.e sur le resultat qu'on va obtenir.
4), Cf. GOURSAT: Lecons. -. t. II p. 306.
EL u Ôz Ôz ent De PART en m (m+ 1) ei am Oz | = SU S
afp
Bm 2 || a + f2 _ 3 R Ôuôv :
Je transcris
a? Led C aëtap—ep ap (à ee Se à =.
(03 il il Se ne a 1 TIRE RRRRAREE ap fe À Visa) | Eee T2a Vi 4x)
On peut toujours choisir les nombres a et f de telle façon que
il l Aie a il 1 MR ee ere Vente Re Ve Alors A=—a8+af—cf>0.
En outre, a+ fe hoibes > 0.
I//équation peut s’écrire sous la forme
À SE — (4 B + M PB?) Fe — M w Ôz Ôz me ei Ant Eee S m (m +1) dz am Oz Pin dz ge 0 ss a joe) (es)
Cette équation a une solution et une seule qui pour # — 0 se réduit à zéro et pour laquelle
Ôz dz
en outre —— —0 et |] — 01). On obtient donc une solution holomorphe de (10) du du |
sous la forme
(11) z=W(cu+cu+tcsm+cuv+c;v+. à),
et on trouve facilement que fous les coefficients c;; c,; ... sont positifs.
1) Cf. par exemple GOURSAT: Cours d'Analyse t. III. p. 47.
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On calcule à l’aide de (11) les valeurs de toutes les dérivées
(12) ( RÉFRNU E fm), et ( Re M pe
En 4m y #1 ; Celles-ci sont, d’ailleurs, nulles si À — 0 ou si À — 1 et, de plus (7), — ()o — 0. En outre, elles sont toutes positives ou nulles et, par conséquent, superieures aux dérivées correspondantes de la solution cherchée de l'équation (6), lesquelles sont toutes nulles. A l’aide des dérivées (12) toutes les autres dérivées de (11) à l’origine peuvent se calculer. On a d’abord (Sr 0
et en prenant les dérivées par rapport à x,; x,; ...x,on déduit toutes les dérivées k R, (D. NE Xyn M) ge En différentiant par rapport à x et à y respectivement on aura dG 2 1 —C = —— +4 Do, 1 ? 12 dx fe Pa, 0
da G nn PESTE Pr FT Le 3
Lo]
Comme les dérivées par rapport à x et y sont celles qui reviennent le plus souvent, je pose dans un but de simplification Petit rVe Par out Dans (13’) on a d G dG dG G ÔG ee pr pe MN MEN Ces impr cu OT Les termes non- écrits renferment des dérivées qui par rapport à x et y sont du deuxième
ordre tout au plus, c’est-à-dire ils sont déjà calculés à l’origine. Une forme analogue
Tr dG EE a à Me s'obtient pour cr Puisque lle 0, le second membre de chaque eéqua-
tion (13’) ne contient que des dérivées déjà connues à l’origine, et on peut à l’aide de cestéquations calculer (D:,.), et (9:,-2)0. Je transcris (137
Ô G ÔG RTS Pole, D1,2 + 430 + ee
ù G dG
| | up: ne PAPER IE EME Do, 8 + Cho, 3 Moses
Les termes non-écrits renferment des dérivées qui par rapport à x et y sont du deuxième
ordre tout au plus. En différentiant les équations par rapport à x; on aura
dG ut NN EE Pi, 2, NE D, 1, x; xs Es Po, », x; + € Po, 3, x; oc
Les termes non-écrits contiennent des dérivées qui par rapport à x et v sont du deuxième ordre tout au plus, et les dérivées D3 6; Pa 13 Pa, 2: Po, 3 Ajà connues à l’origine. A ce point les deuxièmes membres ne renferment que des dérivées déjà calculées. On peut ainsi déduire (p2 1,,)0; (Pa, 2, A0 OU i <m. En différentiant par rapport à x, on
aura
0 G dG Pas, 2 UD. ER ET P3, 0, 2 NU Ôt RE) is mt 4P3,0, #3 mt Per
dG 0 G No = DT l —4P> PE Ge Pi. Ps RE ôy P2, 1 “ ôt Po, 8, x; #E 0 C Po, 3, 4j ar "Etes Les termes non-écrits renferment des dérivées déjà calculées à l’origine. On peut ainsi
de proche en proche déduire toutes les dérivées
(P2: Fe pe DD De, Em) 0 È (Pi. 2: . Sos Fm).
Xyn m
En différentiant (13’) par rapport à x et y on aura
[ oG 5G
| PET Ces FE y Pao sr Dr 2+F4Paot::.:
DR Ni. cha he ne
| DL D 2 18 ô7 Doi y 1 dretcre
| ÔG 0 G
| — Pas + Poe Pas ER Po at ECPoat....
Les termes non-écrits contiennent des dérivées qui par rapport à x et y sont du troisième ordre tout au plus, cést-a-dire déjà calculées à l’origine. De (13?) on déduit (p3 1)o
(P2 20» (Pi, 3)o et puis en différentiant par rapport à x, ; ....; x
(Ps. 1. 14 Do A0, im) ; (P2. 2 Fe és po" 6 À (Pa, 3. . SNS Em).
mm D'une façon générale les dérivées
(P; 1 SAN AE > im) , (P; à, 2, se D UE Im), JR LOSC CEE (Pa, 3. ne Cr Em),
s’obtiennent des équations
[ Pi or Peie eur | me Gp D Re CV,E 8 Ho dit (1351) nn 0: MAO | M Sn D 0 ( Pr ser PDe ame Dpo ou directement ou en différentiant par rapport à x,; ....x,. Les termes non- écrits ne
contiennent que des dérivées qui sont déjà connues à l’origine. On observe donc que les
seconds membres sont des polynomes qui renferment a, c, les coefficients de G et des dérivées
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déja calculées ou données à l'origine.
par le signe +.
A l’aide des dérivées (12) et des équations (13) on peut par conséquent calculer toutes les autres dérivées de la solution (11) à l’origine.
Les teymes de ces polynomes sont toujours joints
De cette façon on obtient donc les coefficients d'une Série convergente, car la série trouvée n’est aucune autre que (11).
7. Pour des raisons qu’on va concevoir j'étudierai le déterminant
1, — 06, —— 4, 1, —c — 4, 1, —c — 4, 1 —c —- à il
(: lignes et : colonnes).
Si l’on pose ac — q, on aura
THE GAP Co A à GA De Q, LR g 1
(: lignes et 2 colonnes).
Dans le but d'étudier l’ordre de grandeur de D,, j'envisage le déterminant
LR D: 12 iE, 1—0Q, If q;, 1 # q » 1 :
q 7 EX 7 1 1 Pal L'AL q 1 Cr il; il, g 1, 1—Q q (0) 1:
On en conclut que D'ARTS ON ERIC) EURO) UE 007 où
er Set ER es Qi= 9; ne uone Sen, ES en
Si l'on suppose que
him. Q, = Q à —> D existe, on aura q AS LC Fran GEST 1e
Pour que la limite Q existe, il faut donc que qg < Pr condition qui est remplie dans le
ca cm0
Qi <Q2:< PR tee RE 1 nt L l Car 00 ec esradene en 10e AO RED UE ES c'est-à-dire ner Nr le 3:
I1 s'ensuit à son tour que
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Q2 < O: ee q q q 4 1 C ta TE — —= .
ar Q3 lee Otet 0 Te < :
] ER en On aura donc ONCE ENO RTE ONE re Q, tend donc vers une limite < 2’ et par conséquent lim Q sa — DE EE | 2 4 FR
On peut en conclure que D, esé toujours positif et que
HR E=—I0; À —3 Je forme maintenant un déterminant constitué par D, et D, posés diagonalement
l'un après l’autre
1, —c == 6} ile ET, De 1, — c DR Re de eu es SRE AE 1, —c — 4 1 le RE —— À, il
En se servant de cette nouvelle désignation on aura
(15) DA ue DAT?
pour chaque # > 2 et chaque # > 2.
Si dans D, on remplace le nombre (0, 1,— 4, — c) qui se trouve dans la #,"”" ligne et dans la #°"* colonne par 1, et si l’on met tous les autres éléments de la même ligne — 0, on obtient un déterminant que nous désignons 4,,.,. Ce déterminant s'obtient en multipliant par (—1)"—1+#—1 je déterminant qu’on a en effaçant dans D, la m,”"* ligne
et la n°"* colonne, à savoir (supposons par exemple "m1, > n)
== @ | — 4, 1, —c — 4, 1, —c — à, 20, — 4, 1e == CERN — 4, Ile CG She — 4, 15 ao C mi" ligne Te. Le é 22 pe 1, —c — 4, 1, —c 4 il
ième
n colonne
Après avoir fait un nombre pair de permutations cycliques de lignes et de colonnes on obtient
Sr == 22 PC — 4, 1, —c | Lee — 4, 1, —c | le — 4, 1, .
1, — c | — 4, 1, —c — 4, IRET 3 — 4, — 1] | — — Re RON = Des MS RE DES : DR On voit que le terme du déterminant qui contient — a (au coin droit d’en haut) en facteur s'évanouit. Aïnsi (16’) CU Um Mn
Pour qu'il soit permis de se servir de la formule (16’), il faut non seulement que 1, >% mais aussi que
REIS à 1— mm; > 2.
Il est ainsi nécessaire que 1 > 5. Si 2 < 5, il faut faire un examen spécial, de même
si 1> 5 et en même temps # < 3 ou 1 —m,<2. On trouve en posant
DD que la formule (16’) est vraie aussi dans ces cas. analogue que
Il est facile de prouver par un calcul
D an — Me Amin = 4 DÉSEDEE" (Ma € n).
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On obtient donc le résultat que tous les mineurs du premier ordre de D, sont positifs.
8. Maintenant je retourne au calcul des dérivées à l’origine pour la solution (11) de l'équation (10) à l’aide des dérivées (12), qui sont toutes positives ou nulles. Le calcul se faisait successivement à l’aide des équations (13). On obtient chaque dérivée comme une fonction linéaire des seconds membres de ces équations. Les coefficients sont de la forme
et par conséquent positifs. Il s'ensuit que chaque dérivée à l'origine est un polynome renfermant a, ©, les coefficients de G et des dérivées déjà calculées ou données. Les termes du polynome ne sont joints que par le signe +. Si on cherche /a solution de (6) qui se réduit à nulle pour x — 0 et pour y — 0, on voit de proche en proche que les valeurs absolues des dérivées à l’origine sont inférieures aux dérivées correspondantes de (11): Il est donc établi qu'il existe une solution et une seule au voisinage de l’origine.
Peut-on faire la même conclusion si a aussi bien que c changent de signe sans changer de valeur absolue? Dans ce cas les déterminants D, ont les mêmes valeurs et les mineurs AÀ,,.n ont les mêmes valeurs absolues. Ia convergence de la solution cherchée s'établit exactement de la même façon que tout à l’heure. Il nous reste de traiter le cas où à éé c ont des signes différents. Pour fixer les idées, posons a = 4, c = —&, où 4 > 0, C > 0. J'étudie maintenant aussi les déterminants D, et À lesquels je désigne par D, et À
m, n? mn
pour les distinguer des déterminants correspondants précédents.
On calcule d’abord les dérivées à l’origine de la solution cherchée de l'équation (RE GS CNY, TC. Pi et)
qui se réduit à nulle pour x — 0 et pour y — 0. On voit alors que les termes contenant a et & aux seconds membres des équations (13) s’évanouissent. On compare ces dérivées aux dérivées correspondantes de la solution (11) de l'équation (10). On voit ainsi que (11) s'obtient comme série majorante pour la solution cherchée de (6’), s1, & et C étant donnés, on
peut trouver deux nombres a et c qui remplissent la condition À, de façon que
Mi —N 7 M — HN C De D, C LEE
| s1— m2 7) at n — M2 a Dre a D . D
1— mn Ma — 1 ee D Mt C0 D; Î
(5) MDN;
9. Avant de discuter les inégalités (17) j'étudierai les déterminants D, On pose
ac—ÿ et obtient, en se référant à (14),
D De
Gi
De la même façon, en se référant à (15), on a pour m>2, n>2
(15°) D n — De : D - Puisque les nombres D: sont croissants avec l'indice 2, on aura (18) D SD AUDe
pour toutes les nombres de "1 et n, et puisque les nombres Q; sont aussi croissants, on a de même
D, AD CD
Les nombres & et C étant données, on peut choisir à volonté deux nombres 4, c, remplissant la condition À, de façon que
sil &
Par conséquent, les inégalités (17) peuvent s’écrire
rue 1 , D RER | :
(19) q 2 n — 1 i q 2 ns n — 1 : Mi >; D; ne Î an PE D: D ñ = M2 | D \ D (19°) q 2 Ha ma — 1 < q 2 Se M2 — 1 : Ma LAN D; rS ù Selon (18) on a 15E ER : Dee, _ De : Di ee De l D; Dee D, Des D.
On a en outre selon (18’) 10. 00 SARA 2 ARR EC UE D LI 1 1 n = î m1 n . î mi ca D, on, DER REERR rs D RTCRE Due NE + Mi —n +1
Les conditions (19) sont donc remplies sans contredit si
Mi — NH Mai — HN 9 2
wi < 7 à VER Det = LRU n — M2 n— m2 F 2 2 “ ei 7 Me CN
Dre + 1 7 D
Ces inégalités peuvent s’écrire sous la forme d’une seule
to] se.
(20) à DD + = à 1 ne IT suffit donc, q etant donné, de trouver un nombre q < = tel que la condition (20) se trouve remplie.
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10. Pour prouver la possibilité de satisfaire à (20) j'étudierai encore une fois les déterminants D), D. Soit a une racine de l'équation
+a+qg—=0
du déterminant D,,, par a, ceux de la troisième par a? etc., puis ajoutons à ceux de la
par exemple a = — — — ES g, et multiplions les éléments de la deuxième colonne
première colonne. On aura donc Dsi=(lho) D FC 1e (+0) — ee (EP 0) D,+(— D ee
a est un nombre négatif. Posons a — — f. Par conséquent f — ou rt et
ou finalement
_ pi+2 a D, ,1= 6 281
> En remplaçant qg par —ÿ (9 > 0) et fparp—— ae + g on obtient de la même
manière
J1 s’agit d'examiner le rapport
LE) à
D;+: 2h Ee B , RS RES En Puisque g > 0, on a f>1. On peut choisir le nombre f de façon que
1 —f Dr
c’est-à-dire
(22) p= es Pour la valeur obtenue de Ë on a
> << d’où il s'ensuit à son tour que
Ve
Pour 2 pair ou impair on aura 9 à i+2 DEN D ant B
ul
&E <Q Ve D april p .
Pour que l'inégalité (20) soit vérifiée, il suffit de démontrer que
HÉCTR (‘) Es 2 Dee Ie e CN HD ce qui (selon (21)) veut dire DSL D OUT Do ro
d’où ENT nl
Cela est vrai selon (22).
11. Je ne traite pas les cas où a ou c sont nuls, puisque la méthode de M. GOURSAT
(de 1897) s’y laisse généraliser immédiatement!). Pour a — c — 0 le problème est déjà
résolu par M. BEUDON?). Le cas où q — 2: c'est-a-dire (en se servant des désignations
à la page 38) BP—4ac—0 n'a pas été traité, parce que alors le probléme est impossible selon la méthode employée.
Car cette méthode exige que le constant À soit positif (Cf. page 40), ce qui n’est pas le
| 1 ASS on, c q à HA . * = . 1 12. Traitons finalement le cas B à savoir g D Selon le $. 10 on aura
1) Cf. 2) à la page 30.
2) Cf 3) à la page 30.
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ee pal En Te o\n +1 en " 2B8—1
où
1 V : é | 9 + ne CC Or sin ©) ; 1—=V —1].
ne
Ici « est le même nombre qu’à la page 39. On obtient
, Sin (n + 1) w
Sin ©
ñn
(9) P Co oo
Si —— est un nombre rationnel —, on a D, — O, aussi souvent que A 5}
est un nombre
entier. Le problème est par conséquent #mpossible ou, à la rigueur, indéterminé.
Chapitre
1. Dans le chapitre précédent j'ai résolu le problème de M. GOURSAT pour une équation aux dérivées partielles du second ordre à un nombre quelconque de variables indépendantes. Peut-on bien résoudre le problème pour une équation d’un ordre quelconque? Il me semble qu'il ne soit pas si facile de répondre à cette question d’une manière générale, mais afin de l’élucider, il serait très important de traiter un problème simple de cette espèce, d’après une méthode indépendante de l’ordre #.
En partant des suppositions analytiques, M. D'ADHÉMAR!) a trouvé pour l'équation
ee À ax (D),
où a est un constant réel, la solution qui se réduit à des valeurs données sur trois lignes droites, toutes passant par le même point, par exemple l’origine. Excepté les conditions de possibilité que l’on peut géométriquement prévoir, il en peut aussi exister d’autres, se rapportant aux positions réciproques des lignes et des caractéristiques?). Mais c’est seulement pour le cas où toutes les trois lignes sont situées entre deux caractéristiques voisines que M. D'ADHÉMAR trouva que le problème était tout à fait délivré de ces dernières conditions®). Soit en remplaçant le constant a par une fonction de x et y, soit en remplaçant les lignes droites par des courbes quelconques, soit en laissant le second membre contenir z et les dérivées d'ordre un et deux, tous ces efforts de généraliser les résultats de M. D’ADHÉMAR ne semblent pas être sans difficultés. M. D'ADHÉMAR nous a promis un mémoire traitant ces questions, mais malheureusement il n’a pas encore été publié. L'ouvrage de M. D'ADHÉMAR m'amène à résoudre sous des suppositions analytiques le problème de M. GouRsAT pour l'équation ze À 0"z (1) Dee A, DT = =; f(x, ), p=0
1) Journal de Mathématiques VIÏÈME série t. V. p. 203.
?) 11 y en a trois cas (excepté les cas triviaux):
À. toutes les trois lignes sont situées entre deux caractéristiques voisines,
B. deux lignes sont situées dans un angle des caractéristiques, la troisième dans un autre angle des caractéristiques,
C. une ligne est située dans chacun des trois angles des caractéristiques.
M. D'ADHÉMAR a fait de B deux cas différents, ce qui n'est pas nécessaire, mais il n’a pas traité C.
#) Le cas C n'est pas douteux non plus. On peut s’en convaincre aisément.
U [Ro]
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où A, sont des constants réels. Elle es! supposée d’avoir n caractéristiques réelles et distinctes passant par chaque point. Je cherche la solution de (1) qui prend des valeurs données sur n hgnes droites passant par l'origine et qui sont toutes situées entre deux caractéristiques voisines.
Comme l'équation (1) a n caractéristiques réelles et distinctes, on peut aussi dire que l'équation homogène
(2) A5 x? "0 es est satisfaite par » valeurs réelles et distinctes du rapport _ Si nous désignons ces valeurs par a, b,..., les équations des caractéristiques passant par l’origine sont (3) ME TE LACET Faisons la transformation (4) Ë—= y ax ,; n —=7y + 0x.
l/'équation homogène correspondant à (2) devient
(5) » AA an DE) ne Se =0!
b=0o Cette équation est satisfaite par an + bE an + bË
Due fe c'est-à-dire par (6) 0 = OU ee d12 0"z
Il s'ensuit que l’équation transformée ne contient pas 3e et Fee S
l'équation (1) est
ainsi transformée à
(7) Pers don" P FE, 1) D En posant Fe NOE One
on obtient
0" — 2 (9) Pie Le DA
NS) Lop des à
b=—0 Cette équation est de l’ordre n-2 et a n-2 caractéristiques réelles et distinctes. En continuant de cette façon, on arrive finalement à une équation du premier ou du second
ordre. Il s'ensuit alors que l’on peut toujours trouver une soluhion spéciale de l'équation (1).
Ii suffit donc de chercher pour l'équation
10) > A ee 0 POINT PLU
la solution qui prend des valeurs données sur les lignes en question. Selon la transformation (4) on peut choisir comme l'axe des x et des y les caractéristiques entre lesquelles toutes les
lignes données sont situées. Ie problème posé est donc le suivant: Soit donnée l'équation 0"z ô"z Ô"z
0401 Ù À Ôx20y" — ? D A Et ox. Lôy = 0,
où À, sont des constants réels. Elle a n caractéristiques réelles et distinctes
(12) XV (Cie y — 0; 4 — — ax; y _—_— CE te y :
TER
où a, sont des nombres positifs. Je cherche la solution de (11) qui prend des valeurs données
sur n lignes droites (13) MN RONUEA AAU ire où a, sont des nombres posihifs. Les fonchions données sont supposées analytiques. Comme je viens de le dire, ce problème a été traité par M. d'ADHÉMAR si n — 31). Sa méthode ne se laisse pas généraliser. D'abord je résouds le problème si n — 4, et après
cela je généralise la méthode au cas où » — 5 et des nombres plus elevés.
OA D
Je cherche la solution de (14) qui se réduit à f(x); f,(x); f:(x); f(x) sur quatre lignes droites
MCE Eee Sr — Ôx.
(16) ÉD PEREe 0) La solution générale de (14) est de la forme 2 = F(x) + G(y) + p(y
1) CÊË. d'ADHÉMAR 1. ©. p. 311—314.
ax) + y (y + dx).
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Il s’agit de déterminer les fonctions F, G, œ et y à l’aide des équations suivantes: [A (x) RG Pdor TT EE b) (17) fo(x) = 1 Er PB + ax P(8 + 5% |/a(x) = F,+ GE Po + ax T Yr + dx HAE PRG Evo DR DO ne Ici nous écrivons selon M. d'ADHÉMAR!)
= BEN G = G(ax): Pas ae = PA a)%];.
Ayant nn LB B+a B+b |. | DU Las Co SR nN AE RUN TE CE + Ass — Ag PVO PO Pa tor LD nous écrirons VY ce Vox Vox FT os Vaosx Vazax:
ro ea a Dex 1 b, B + 4, p + bd ke ER EN PNOTOE Er Nous tirons de (17)
(18) yvy = — ff OA er Lorean D Le Nes (La a+a x 1e ARLES RE Le Y; y +a| QUE DAME ENT MSA TR EI (Ne 6, d+a. 1, à od +a lat | et
— fals + fifa a |1, a, a +a x NT A) ts , P+a) 1,6, à +a A A
d'où il faut déterminer y. Pour F, G, g on aura des équations similaires. De l’autre côté, il est facile à comprendre que ces fonctions F; G; y; y satisfont non seulement à ces dernières équations mais aussi aux équations (17).
3. Comme les fonctions f sont supposées analytiques, il s’agit de résoudre une équa-
tion de la forme
] es e en (19) Paix Paox TT Vasx RS Ponsriee me, A,% ;
DÉLICSD 200.
Soit (20) pi Co HOME CHE EEE RICE
une solution de (19). On a
(21) Ca — a" + us —...—04") = À,
SIN = 0 MIS autRque
Il s'ensuit de (18) que cette condition est remplie quelles que soient les fonctions f.
Si # — 1, on aura
Ci (a do da . a) — A7
Le déterminant entre les parenthèses est nul. Il faut que
4410; Cette condition aussi est remplie quelles que soient les fonctions /, car les déterminants du type | 1, B, Ba PET NEO; | 1,0, 0 +a Si n —= 2, on obtient Cfa? —af+aÿ —....— a.) = À.
Le déterminant entre les parenthèses
1, fe, (B+ a), (840) | La) eGer0) 1, &, (0+a)?, (Ô +b)?
I1 faut que
Ô?z (70 (0) = +25 a- Lo sr m Jucnane 0 à | fs" (0) = Vo+ 2507 +7 ÔxÔy La" (0) = ro + 250 0 + to 8 | Ô?z Er d’où
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f" (0) | BR, (0) | Lara et (0) so le (0) | la LE 1 nee LPO IN OADAE=O0) | 1, 6, d 1, 6, &? | 1, 6, 1,7.
Cette dernière équation veut dire que À, — 0. Les autres C, sont calculés d’après (21), et on obtient une solution analytique de (19)
si l’on peut montrer que
(23) | FAN a a Pate. "a, 20
si n > 3.
Avant de démontrer ce théorème, je déterminerai les constants arbitraires C,, C, et C..
HEC CR CEE PR PE CAEN
DANCE CO MALE SEC CREER satisfaisant aux équations du type (18). Il s’agit de déterminer les constants
CODEC NO D
œ) (@) (C2 CA ; Ci » Cs À
qui ont été arbitraires jusqu'ici.
Naturellement on peut supposer OST OESAUEES AE La solution remplit cette condition si
ES CCS NEA TE
Pour déterminer les constants C, on a
Fa, U0e) — RACE aC 9) + (a + a) (CALE (a + b) CAD)
f(O = GP + ECO (84 a) CPE (84 6) CP.
En comparant ces équations aux conditions géométriquement nécessaires
(0) = Po + ao;
fa (0) = Po ui Go»
on comprend que ces équations sont satisfaites en posant
(CASE) me Po : Aie) de cu — 0 ; C,#) — 0,
Le.
Pour les constants C, on a les équations
_ re (0) = Ca + a Ce (G) (ae a} CA (ae b}? CAE
que l’on peut transcrire de la manière suivante:
rt (o) = CAE) + 6? ON ae (Ô Ce (p) Fa (Ô Lb) Co
Ho) _ CEE Ne a CA BE p2 Ci) 0 a [a CP) OP) Be a2 [02 ne Cove + Ca
oui (0) — ICE a? C2 + p2 Ca 219 Ô[a CE + b CASE + 02 (C;® 2e CD 2e CS
En comparant ces dernières équations aux équations (22), nous aurons
CN
GS
Simloneposc GC, 00e constant 0 70e
déterminés.
+ 42 CPE pb? CN Dr, a CPE C2 = CPE CE
deviennent complètement
5. Alors il nous reste de démontrer le théorème (23). Je transcris
lo (ae ete
1 pb a) (P
les PAU) | 10 OR oO
IRAQ TE EE Pac CRE ELA ES es a POP AE GARDES es)
Ce déterminant a des elements formés comme suit:
x; a, a! L'AOPRRR0 re (25) Ch C pb? pt | ] ñ nn D Ut || ; | De KA m2 | de on GR 09 | OÙ gp 0 "Puisque ep:
| a?, at | ie 10 HR ee
n n— N— rar ro Eee
IPOPORERRSE 6200 DEEE Se M CE OC SO D prob CONTRE", pr
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Le théorème (23) est donc démontré si l’on peut prouver que pour chaque
PET où n > 3,
le second déterminant de (25) a toujours le même signe, c’est-à-dire si l’on peut prouver que
Lame etat ae D'a D 1
1e par YA, D 1. DR 0'æ 0”
Il reste donc à démontrer que le déterminant
Poarvata
l 771 n GAL, 1) = de 5 ° = 0 CN si 0O<a<B<y<Ô [d’après (16)] l<mEn TE n°23; Je transcris L'œ a a” | , er Re :
RP Re G{,m,n) = ; RES co Éope ; | = y — à}, y" —1g", 7" — a" |—= 0, y — a; y? — a”, y — a DO RO NO Qi | Fe ro A ep — (f—a) (y—a) (d—a). EE CG D ane eu Ne CO DRE Dr Oo Do à — yo À HER RE Ge y? Deer RE EEE mi ne se Ch Fe ER ET Ce Om OT CO OT 0 CURE
Le coefficient du déterminant est > 0.
la deuxième colonne, multipliée par a”, de la troisième, et
pliée par a” }, de la deuxième, et j'obtiens
Je transforme le déterminant en retranchant
la première colonne, multi-
“1 B" 2 Ces e _. br ar #1
G(E, m, n) — Dr je be GLASS ee ar Dei JE DATE a+ tres p! a" l 1e Vi il = PI + De THE e re Log PL + Re a CHE L E 4 1 | 0! 1 2e ô! = TARA (is ot . 0" 2 CEE oO EE 0" 1
Il importe donc à démontrer que les déterminants du type
Le y" 2 Tue ee + y" a" 1 bite Ô" 2 LHAÉANES 0”! an
si
et
lorsque
ce qui s'entend de soi-même.
7. Avant de passer à l'équation du cinquième ordre ou de l’ordre plus élevé, je formule
le theorème général qui suit et dont l'épreuve se dérive du paragraphe précédent.
Chaque déterminant
ma Mo LR EG ESC CR PC CT PRO CN (26) » 2 ) » _ 0 il s DEP ; au ME a My —1
si pour les nombres positifs a on a OT TR a el si pour les nombres entiers positifs m, on a
HT EEE où HUE:
8. J'ajoute encore quelques réflexions quant à l'équation du quatrième ordre. Si a — 0, c'est-à-dire si l’une des lignes données est une caractéristique de l'équation (14), ma tâche n’en sera que plus simple.
Alors on a
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et il s’agit de discuter le signe des déterminants du type
RE TA PE
Si a — 0 et Ô — 0, c'est-à-dire si deux des lignes données sont des caractéristiques de l'équation (14), on a
0 07 Ur | le La a Le b n
Fey = P (B+ a, (B+ 07) NA UANDERU EN?) RE M "ni
ce qui se transcrit Fin) = Il, 0, a® b'
1 he B' +. Set a de 40 te cs BP +. He, pr DIRES DE NE CO) RCE A0 AT CC ES Ce Lt:
OHEel il
après quoi, conformément au paragraphe 5, toutes les difficultées sont surmontées.
9. Pour que le problème posé dans le paragraphe 1 soit soluble pour une équation du
cinquième ordre, il suffit de démontrer: que le déterminant
IMPR) EE PME C)E Rp MER EDP CEOE
DIODES dE ENteLMO a ED Ca lé même signe pour tous les #24
Je transcris le déterminant
CRE CU EC Q at Er cat de, à 1) BCu TT CRC. 0 MCE, ECC ? q p q A Ju du CC AT
d | ve
A TD M ne cases à
A De cree 2 EE au
On aura comme le coefficient de ©, c, c, où p <q <7,
GI
OP ACT cut Te DS
CDN AS EE OT, PE (GR TE UDC RD c + ag bP 1 — a D c?). Do 0 m0 er PL GR A a
Selon le théorème (26), le déterminant a pour tous les #, p, g, r le même signe. D'après ce théorème, cela est vrai aussi pour l'expression entre les parenthèses, qui est identique
au déterminant
Ja
dau OPEN
CONCORE |
Ce fait se laisse aisément démontrer, car en partant de l'expression d'NDIE CS
il s’agit, pour former le déterminant, de permuter p, q, 7. Kn faisant cela, on doit obtenir le signe + après un nombre pair de permutations, et le signe — après un nombre impair.
En comparant (25) et (27), on comprend maintenant que /2 problème général aux limi- Les pour l'équation (11) pour sa solution n'est dépendant que du théorème (26).
Chapitre IV
1. Naturellement il serait à désirer que le même problème qu'au chapitre précédent fût traité pour une équation d’une forme plus générale et pour des courbes quelconques, en Supposant seulement les fonctions données continues. Ce n’est que M. CoLoMBo qui ait
fait une généralisation de cette nature!). Il trouva pour l'équation
Î O3 z oz dx? dy TE dx dy? = } (x, MAS DA SL)
où a est un constant réel, la solution qui prend des valeurs données sur deux caractéristiques et sur une troisième courbe passant par le point d’intersection de ces caractéristiques. Alors il ne faut plus que cette courbe soit une ligne droite. Si la courbe est identique à la troisième caractéristique, le problème est impossible. Je vais maintenant traiter le même problème pour le cas où a n’est plus un constant mais une fonction de x et y. Bien entendu, on peut supposer le second membre linéaire par rapport à z et ses dérivées partielles puisque le cas général, sous les conditions de LIPSCHITZ, n'offre pas de difficultés plus grandes. Con-
sidérons alors l'équation
; O8 z Oz (2) (2) — D 0 D a (x, y) EP ni =} (2) + e (x y), où
z OR ® z Ôz Ôz
F (2) = bo 52 + Ou H Dos on Tao 5e ou 3 + de.
ox dy.
Tous les coefficients à, b,c,d et e sont supposés continus ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre?). Je cherche la solution de l'équation (2) continue ainsi que les dérivées partielles jusqu’à troisième ordre et qui se réduit à nul sur l'axe des x, des y et sur une courbe donnée
passant par l'origine. Cette courbe n’est rencontrée qu’en un point par une caractéristique
1) M. CoLoMBO a résumé ses résultats dans Rendiconti della Acc. dei Lincei V. 33, 2° semestre, p. 156.
2?) Pour a je vais faire plus tard encore des suppositions (voir $ 8).
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quelconque. La fonction a{x) est supposée continue ainsi que ses dérivées jusqu'au troisième ordre. Pour fixer les idées présumons en outre que
ci Le 40).
Désignons par
= sx) la solution de l'équation D at) qui se réduit à { pour x —0. Nous en tirons t— f(x, y).
Considérons un domaine 1’ limité par les axes des coordonnées et la courbe Y = 8% Ëm),
et à l'intérieur duquel a (x, y) est supposée positive. Toutes les courbes de g sont donc dé-
croissantes à l’intérieur de /’. Qu’elles ne peuvent pas se traverser entre elles est un fait
bien connu.
Supposons en outre que les fonctions g et f ont certaines dérivées partielles continues à lintérieurider®):
2. Je vais maintenant résoudre le problème à l’aide des approximations successives
ER
en posant
où
Toutes les fonctions 7, doivent remplir les conditions données aux limites. On conçoit aisément que ce procédé nous donne une solution de l'équation (2) qui est continue à l’intérieur de /” ainsi que ses dérivées partielles jusqu’au troisième ordre si Z' est choisi assez petit et si l’on peut démontrer le {héorème suivant:
S? G(x, y), G’,(x, y), G’,(x, y) sont continues à l'intérieur de T'et remplissent les inégalités
4) | G(x, y) | < MP,
GC) AIG REMEE on peut trouver une solution de l'équation 5) ARNO EEE)
1) Les autres cas ne nous causent pas de difficultés plus grandes, ?) Ces suppositions seront précisées plus tard.
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qui existe à l’intérieur de T° et qui remplit les conditions données aux limites. En outre, cette solution est continue ainsi que ses dérivées jusqu'au troisième ordre, et satisfait aux inégalités
NEMSMERUE Ôz | Ôz Fe l'éy MK re (6) d?z d?z d?z Se l RTE ; ET NRA | 03z 0 | 337 | | 03z SE ox |” Ôx? dy|? |Ôx Ôy2|” | dy . ie
où le constant K est indépendant de p.
Remarque: Si
JL/'équation (5) a une solution de la forme
= fa 5 fan Fe ete 1e n))) dé.
On en obtient
D [ar [Get em) )) dé:
28 | a tes
. =. ») dn + a A
— fa Ÿ GE 8e, f(x nm) ax mdr
Ô2z’ d 4 dË G Ôy2 ax | f (é, y) Æ Fat, y) 5 [ dé F G(È, gt, Î(E, y))) . dE
Oz’ % ” ne = G(x, 7) + LEE 8 (x, 9) 8°, (6, (a, 99) Fe, ») dé:
sons — à Cale, fr m))) gAC fl NF, (mn) dE.
Le lecteur est prié de calculer lui-même les dérivées CES qui dépendent de G, G’, et
G’). Puisque y<4 Or est limité à l’intérieur de 7’, on obtient selon (4) pour z” et ses dérivées, toutes existant à l’intérieur de ce domaine, des inégalités de la forme (6). Si l’on pose
RC SRE) RE /!/(x) sont continues à l’intérieur de /' et satisfont aux inégalités …. [FO |[< MR adm, (7) F7) | < MK; [f(x, a(x))}P*,
| F7” (x)) < MK; [f(x a(x))P.
JI/équation A (2) = 0 a une solution
x x. x 1 (Ë, y) ME jv GE) EE y) dE — J'y (f (6 0)) 8, (6 (6 0)) di — | dE Jp (©) g''ee (E, 0) dé
| F (6, 0) qui se réduit à nul pour x — 0 et pour y — 0, quelle que soit la fonction y°). On a ôz’’ 1 (x, y)
nn = VU y)e, (fe y) —v (f (6 0) g',(x, f(x, 0) — TV (£) 87e (x, €) de,
DEEE g', (x, f (x, y)) g" (0,7 (0, y)) z : [efe, (6,7, LACS (ES É,y) <a (EM EE ” RÉ EE) RAT PR y) — ae, y) 8’, (6, f( Ne
CL IA AT
Selon le paragraphe 1 = f(x, 8 (x, t)),
d’où
1 = f", (x, 8 (x, t)) 8”, (x, ) ou (8) 1e (x, y) 8”; (x, f (x, y)) et donc
*) Pour qu'il soit permis de former les dérivées ci-dessus, il faut que 4/,(x, y); a'ylr, V)5 doylr, YY5 g'alx, d); l'ilx, y); f(x, y) soient continues.
?) Cette formule contient le fait bien connu qu’une solution de l'équation A(z) — O est complètement déter-
NN
D . 4) A . . 0Z minée si l’on connaît ses valeurs sur les axes des x et des y, ainsi que le long de l’axe des y. Cf. LE Roux:
Journal de Math. série V:4 p. 378.
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En outre, d 2" 11 LA ; Ôx2 de Fay), (y),
DAC os = CG») Fes).
Le lecteur est prié de calculer lui-même les dérivées En qui dépendent de 0? ou’ 0? 64 y et y” et aussi les dérivées dé" op qui dépendent de y, y’ et p’1). On voit aisément
que, si pour É<fy |» ()<MK,w*?, (9) |y' O|<MK,#*t, |’ |<MK,t z''! et ses dérivées existent à l’intérieur du domaine L’ et satisfont aux inégalités de la forme (6). La solution 2 = 22
de l'équation (5) satisfait aussi aux mêmes inégalités.
Il nous reste donc de démontrer que l'équation
(10) L pt a()))g EH al))) dE — T'wif(é, 0) 8°, (E, HE, 0)) dé — — jar Pate (ED) 4€ = F0,
où F(x), comme je viens de le dire, remplit les inégalités (7), a une solution y (f), continue aussi bien que ses dérivées du premier et du second ordre quand #<#,,, et remplissant les inégalités (9). Si nous appelons par x,, l’abscisse du point d’intersection entre y — a(x) et y = £g(x, ty), l'équation doit être satisfaite pour 0<x<%xy.
Puisque F (0) — 0 et aussi le premier membre de l'équation (10) est nul pour x — 0, il suffit de résoudre l'équation que l’on obtient en différentiant par rapport à x les deux membres de l'équation (10), à savoir
pÜf(x, aix) g',(x, f(x, a(x))) — p(f(x,0)) g';(x, f(x, 0)) +
x 1(x, a(x)) “ j p'(H(E, a (x))) fac (E,a(x)) a (x)g” (E, FE, a(x))) dE — À (8) g/'e(x, 8) dé = F'(x).
1) Pour qu'il soit permis de former ces dérivées, il faut que 4/2 (x, y), a°”’sy2 (x, y), ga (at), 8 (x, 0), 24 224 2444 x22(#, t), £
sn (ad, 8 uelx, td), gx, à), & soient continues.
LL oo!!!
48060, gard, Plate, V), Paye Y) Pye V) Paye (29)
Selon (8) on peut simplifier la première intégrale, et ensuite l'intégrer par parties.
posant
= As) a’(x B(x) FOat) CE — a'(x) f'e2(é, a(x)) FE at — ? P# del ca = E(EX), on aura l'équation F”(x) (11) p(I(x.a(x))) — A (x) y(f(x, 0)) — B(x) y(F(0, a(x))) — dE x fx, a(x)) me D(E, x) p{f(é, a(x))) re x) p(£) dé.
LA
Toutes les fonctions À,B, D, E et sont continues pour
(12) | OLK< Xp,
car on a 8’; (0, f(0, y)) = 1; g’;(0, f(0, 0)) = 1, d’où selon (8)
et par conséquent
On trouve donc que
a A9 = + (x) où €, (0) — 0, et de la même manière a Bd = + ex), f (x, 0) a
fe ct)
En
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f (0, a (x)) a bac)" aa
Si l'on a choisi le domaine l’ assez petit, on a à l’intérieur de l'intervalle (12)
[io V | |ffOamh. | ( AC (en DORA
En outre,
EE A) | kS.
Faisons la substitution
(13) pO=R tu, par laquelle l'équation (11) se transforme en F”(x) GITE AC) TE 1, a (2)
| D, (£,x) HUF (E, a (x)) dé + SES(E, x) ue (6) dé,
où AW |+BG|<A,
E(x) | Le MK,k,, [selon (7)], CaLieampes | dan
LEE x) LR.
6. On peut résoudre l'équation (14) par des approximations successives en posant
HG =m (++... +u,(b+....,
Lu (f(x, à (x))) — À; (x) a (f (x, 0)) — B; (x) eu (f (0, a (x))) = CL}, ax) P + 2 »
LU = — Îp, (£, x) zu (f (6, a (x))) dé + j Re
x 1 (x, à (x)) = —ÎD, (8,2) 2, (f (6 a (x) dé + JE (6, x) u, _1 (8) dé,
Le second membre de la première équation est continu dans l'intervalle (12). SuUppo-
sons que l’on peut obtenir de cette équation une solution y, (4) continue pour
(12°) Fe | b< (nr Am) - Ainsi on a, pour déterminer w,(f), une équation similaire dont le second membre est
continu dans (12) etc.
Pour résoudre la première des équations (16), posons
pu (6) = 0) Æ RÉ. 2 EP Eee, où F’(x) C{x) L(x, a(x)) P Ÿ?
ue (f(x, a (x))) = À: (x) m0 (f (x, 0)) + B;(x) HA OAGACO IE
pau (fa, a ()) = Aa (9 au D (fe, 0) + Ba (a) pal D (F(O, a (x) »
Toutes les u (/(f(x, a(x))) sont continues dans l’intervalle (12). Selon (15) on a m0 (F(x, a(x))) | <MK;k3, P(F(x, ax) | <MKik3ks,
m0 (f(x, a(x))) | MK RE, kite,
Par conséquent u,({) est une fonction continue dans (12’) qui satisfait à l'inégalité
MK, ka Lau a)
De la même manière on aura
MK, ke ko xl (1—k;)"
|4, (FC, a(x))) | <
Cette série est uniformément convergente dans (12’) si l’on a choisi le domaine l' assez petit. Alors on a d’après (13) obtenu une solution y(f) continue dans L' et remplissant une inégalité de la forme (9), où X, est indépendant de p.
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7. Je vais maintenant démontrer l'existence de y’(f). En différentiant l'équation (11), on obtient |
P'(x, a(x))) — Asfx) p'(f(x, 0)) — Bs(x)p'(f(0, a(x))) = Ca(x) =) D, (6, x) p'(J(E, a(x))) dé). Ici 43, B, et D, ne dépendent que des fonctions f, g, et a. En outre, C; dépend de y, F” F7”. Elles sont toutes continues dans l'intervalle (12), et on a
et
f(x, 0) (0, a(x fau 0 +) LRU < A En ee | [f(x, a(x))P +2 | ; 1R2) |Di(E,2) |< Re.
On en obtient de la même manière qu’au paragraphe précédent une solution y’({) continue dans 7”, et remplissant une inégalité de la forme (9). Par un calcul facile on se convainc que cette fonction y’({) est réellement la dérivée de la fonction y(f) que nous venons d'obtenir. |, Da © _ mr
De la même manière on aura une fonction y’’({) continue dans ”, et remplissant (9)?). Aïnsi l'existence de la solution cherchée de l'équation (2) est demontrée. On prouve dela
manière usuelle que cette solution est la seule possible.
8. Pour que la démonstration précédente soit valable, il faut donc que
(17) 4; a te: a a” 5 CAES ET LT ES RS L ITA VI : o :
(18) SR I AN NN D ME ET TU s . VAT gs Va (24 . AV. A 144 A 244 . 44 . YA. . JII/ (19) IE 19e 14 Î x? Î xy? Î y2? Î 2 À 4?y° Î xy?? Î 22y?
soient continues. Pour l'existence des dérivées (18) et (19) il faut que (17) aussi bien que
a’, et a°””, soient continues). Il en resulte finalement qu'il est nécessaire que
, LR ANR AT 4 4; ay 4 ,» 4
AA ZA DEN
1 / é & xy?? y ds
PACAES
soient continues.
9. La solution obtenue dans T peut se prolonger régulièrement.
Soient AB la courbe y — g(x,f,,) qui est une caractéristique de l'équation (2), CD un arc de la courbe y — a (x), AE et BD des parallèles aux axes et FEDG une caractéristique. On calcule d’abord la solution existant dans ACBDE et qui prend des valeurs données
1) Il fous que f”’,;2, soit continue.
2) Il faut que f/”’,s, f””’,2,2 soient continues. 2) Cf. par exemple LEVI: Reale Istituto Lombardo, Rendiconti, serie IT, V. XII p. 413.
des 2, 2 . sur ACB et de z sur CD'), ensuite la solution existant dans AEF et qui or y F A E D B G
Fig. 8.
5 SU AE et dezsur AF, et finalement on calcule la > Ôz solution existant dans DBG qui prend des valeurs données des z, -— sur BD et de z sur
Ôx BG etc.
prend des valeurs données des z
10. Si les trois courbes données qui se traversent encore dans le même point sont choisies arbitrairement, le problème paraît être beaucoup plus difficile. On aura à résoudre un système fonctionnel du type (10) à l’aide des approximations successives. Au moins sous les suppositions les plus simples pour les données aux limites, cela ne réussit pas, comme tout à l’heure, en sommant les valeurs absolues des termes en question. I1 semble nécessaire
de procéder autrement. Je reviendrai peut-être plus tard à cette question.
11. Je finis par l'observation suivante. Le problème le plus général de M. GOURSAT pour l'équation (1) ne consiste pas dans la recherche de la solution qui prend des valeurs données sur trois courbes se traversant en ”## point, mais le cas le plus général c’est que les courbes se coupent en érois points. En traitant un cas spécial, je ferai voir que ce dernier problème, selon toute probabilité, est justement posé.
Je cherche donc la solution de l’équation
Oz À z
(20) 0x2 Üy ar dE
0, (a est un constant > 0),
qui est nulle sur les caractéristiques
DE
1) Cf. le remarque ?) du $ 4.
OLOF SJÔSTRAND
et qui, sur la ligne Y—=ax, a>0,
se réduit à une fonction donnée f(x). Cette fonction est continue ainsi que ses dérivées jusqu'au troisème ordre dans le domaine J” qui est limité par les lignes droites
X—= 0; VI AR; yFax=t; x— En Y=—ah; V——ax:
où
ER ENIC EE S 197)
Après une substitution convenable on peut supposer (21) a+ a— I.
On comprend que le domaine 7” renferme le triangle dont les sommets sont les points d’in-
tersection des lignes données.
(1, dl)
l- eh
Fig. 9.
Si la fonction y est continue ainsi que ses dérivées jusqu’au troisième ordre,
(22) 2= p(y+ ax) —p(y+ ak) —p (ax) + (ak) est une solution régulière de (20) qui est nulle pour x = k et pour y — 0. Il s’agit donc d'adapter la fonction g à la condition pl(a+a)x]—p(ax+ ak) — (ax) + (ak) = f(x) qui selon (6) peut s’écrire (23) p (x) = p(ax + ak) + p (ax) — p (ak) + f(x). Je différentie cette équation deux fois par rapport à x
px) = a p{ax + ak) + a%p(ax) + f(x).
Nous posons p'(x) = px), d’où (24) y (x) = & y (ax + ak) + a? y (ax) + (x).
Résolvons cette équation par des approximations successives en posant
(25) p (a) = PO) + pa) + + p) +,
pO(x) = f(x),
px) = a y (ax + ak) + a y(ax),
po (x) = a y (ax + ak) + a y Dax),
Selon la supposition f/’(x) est continue dans F”, c’est-à-dire dans l'intervalle (26) Deal, Alors y®%)(x) est continue dans le même intervalle, car selon (21) on a O<ax+ak<al+ak<al+al=]1, O<ax<al< |.
De la même manière on comprend que toutes les y{){x) sont continues dans (26). Si
dans cet intervalle
f'|<M, il s'ensuit que | p2(x) | < Ma + a), [px | < M(o? + a},
| po) (x) LE M(@ + a),
Parce que, selon (21), d'+a<]l,
la série (25) est une solution de (24) continue dans l'intervalle (26). Alors en partant de
l'équation (24), on aura
ax + ak a
À (8) dé — a ll) dt + a Tant dt + (0) — FR)
car les deux membres sont nuls pour x — k, et, en outre, ils ont la même dérivée. Puisque
{(k) = 0, on a de la même manière
OLOF SJÔSTRAND
x Ë À dé Jy(e) dt ja fe p at+ Ÿaë) (9 (6) dé + f(x) — (x — À) f'(R).
Nous transcrivons x £ ax + ak Ë ax Ë ak Ë (27) VAE te) dt — À 48 Jp dt+ À dE Jp(o dt — [de y dé + f(x) +
+ J dé j pt dr jas lv) t) dt + jas | y (2) dé (KR) FA). La dernière ligne peut s’écrire k ee jy à —#@|
L'équation (27) est satisfaite pour toutes les valeurs des x dans (26). Pour x — 0 nous avons, en observant que f(0)—0, k
a À w(9 dt — ÿ(#) — 0 d’où as Jp à = Va LT 0 dt+ Î dé jvc ai— Ÿ as jy !) dt + f(x). Si l’on pose 0 dé,
la fonction y (x) satisfait donc à l'équation (23). Elle est, ainsi que ses dérivées partielles jusqu’au troisième ordre, continue dans l'intervalle (26). La solution (22) est donc régulière dans le domaine 7”.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/IA41551518_0007. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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