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INTRODUCTION
Le développement de la fonction perturbatrice domine la théorie des planètes. Les équations de leurs mouvements s’intègrent, en effet, par des méthodes d’approximations dont le point de départ est la considération de l'orbite képlerienne elliptique que décerirait chaque planète si, fictivement, elle se trouvait scule en présence du Soleil; l'orbite, troublée par la présence des masses perturbatrices, s'écarte peu de l'orbite elliptique si les masses troublantes sont peu considérables. |
Les différences entre les valeurs troublées des éléments et leurs valeurs képleriennes s'expriment au moyen d’une fonction des coordonnées des planètes fictives (la fonction perturbatrice) et de ses dérivées par rapport aux éléments du mouvement képlerien.
La fonction perturbatrice se compose de deux parties : la partie principale et la partie complémentaire, dont les développements en série, ainsi que ceux de leurs dérivées qui interviennent dans la théorie, se déduisent du développe-
ment de 3 où A représente la distance des deux planètes fictives et s un entier
positif impair.
BE d I x 4 ; Les coefficients du développement de &; procédant suivant les anomalies excentriques sont des fonctions des éléments elliptiques. Leurs propriétés analytiques, leurs lois d’interdépendance ont été étudiées par Laplace dans le cas
où les orbites sont circulaires et leurs plans confondus, par Tisserand dans le
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cas d’orbites circulaires, leur inclinaison mutuelle étant sensible, par M. Poincaré qui à déterminé, dans le cas général, le nombre des coecflicients imdépen-
dants au moyen desquels les autres s'expriment linéairement.
Nous nous limitons, dans ce travail, au cas où les orbites sont circulaires, leur inclinaison mutuelle étant sensible. Les coefficients du développement de la fonction perturbatrice peuvent être considérés alors comme des fonctions du rapport des rayons des orbites et de l’inclinaison des orbites; M. Poincaré à montré que, dans ce cas, les coefficients ct leurs dérivées de tous ordres, par rapport aux grandeurs qui ÿ figurent, s'expriment lintairement au moyen de quatre cocflicients.
Supposant connus les coefficients pour une valeur particulière du rapport des rayons ct pour une valeur de l’inclinaison des orbites, nous chercherons quel part on peut tirer de cette connaissance pour le cas où les éléments ont
des valeurs différentes.
Dans la première Partie de ce travail nous établissons les équations difflérenelles auxquelles satisfont les coefficients.
Dans la deuxième, nous appliquons à ces équations ramentes à une forme canonique la méthode de transformation de Moutard.
Dans la troisième, nous irons parti de la méthode d'intégration des équa- Lions aux dérivées partielles due à Riemann (").
Enfin, dans une quatrième Partie, nous indiquons un moyen élémentaire de déterminer les coefficients de l'équation du quatrième ordre à laquelle satisfait un coefficient du développement de la fonction perturbatrice, considéré comme fonction de l’un des éléments.
(1) Les principaux résultats de la troisième Partie ont été présentés à l'Académie des Sciences (séance du »8 janvier 1907).
PREMIÈRE PARTIE
Nous nous placons dans le cas où, les excentricités étant nulles, linclinaison des orbites est notable. Il n’y a pas lieu alors de distinguer entre les anomalies moyennes el excentriques qu'on comptera à partir de la ligne des nœuds.
A désignant la distance des deux planètes, a el a les rayons des orbites, 5 l'angle des deux rayons vecteurs, on a
Ne EE D Adi COS 0:
MAILS
J ’ ee COST COS: 5 COS (u — «') + sin? - cos(«x + u'), 7? 2) J étant linclinaison mutuelle des plans des orbites et & et uw’ les anomalies des deux planètes,
Par suite, A = al(1+ x — auacosE — 2% cosn),
où
u — U'—Ë, u+u'=n, == COS» y — ï 5)
Le développement en série de &> où s désigne un entier impair, censtilue le
développement de la fonction perturbatrice. Nous adopterons les notations de M. Poincaré et rappellerons quelques résultats établis par lui. L—s
l de NS , r | . .
Posant & = 7; on considère le développement de Z = F* suivant les puis-
sances
AREA | TL 0 où Le s4—
F-— |: tr ax ( + 2) CA) (er 2 =) < 3 CRE
IE, est une fonction des éléments &, 4, v. Elle satisfait à un certain nombre
en sorte que
Î SUR LES COEFFICIENTS
4] d'équalions aux dérivées partielles qui se déduisent des considérations suivanles :
Z' et Z' désignant les dérivées premières et secondes de Z par rapport à F,
on à la série d'équations
ÔZ à L (1) PT —— 24" Ccosé, OZ L (2) à. 2/00", ®Z ; es (3) TE aan /Ncose = tarniZ sine FE AZ | DTA (4) "041 COS Nn ax -veZsinen.
da?
- JEZ = () Dre — La Z8COSE, DE 0?1 (6) — La°7/ cos?n, OV? dZ À (7) us — 4%" cosé cosn;
07, ; ; L ; (8) 5 — 2aZ'—2u/cosE — 2,7 cos",
(9) Je = 2L'+ 4o?7"+ Gp?" cos" Ë + 4y?Z'" cos°n
+ 8uvyL" cosE cosn — SauZ' cosé — 8ayZ' cosn,
0?7, 7! ae qu 27 7" e / 77" a
(10) mn 22! cosé + hapL’ cost E + ay Z' cosË cosn — 4x 2 cos, perl)
7% F7! / 7 2 271 e PS oTEI (11) 0e CE 221" cosn + {ay L' cos? n + 4auL' cosËE cosn — 4ax?Z' cosn.
OX
On voit que les onze dérivées paruelles du premier et du second ordres que nous venons d'écrire s'expriment en fonction linéaire des neuf expressions
Le Z' cos£, L' cosn, 27, Z' cosË, /L'LCOSTS
Z cos, "Zicosicosr, 27hcosn;
Mais il existe entre ces neuf éléments et la fonction Z quatre relauons obtenues : en prenant la dérivée logarithmique de Z'= — sF-6+1); en multipliant les deux membres de l'identité obtenue, soit par cos£, soit par cos; enfin, en prenant la dérivée logarithmique de Z = K°*.
Cela donne les relations
(12) O—(s+1)Z + (1+ x°)2 — 2au2" CosE — 2avL"cosn, (13) O—(S-+1)/ cosé + (1+ &)Z" cosE — 2ou7" cos? E — 24%" COSE cosn, (LR) o=(s+1)Z' cos + (1+- x?)Z" cosn — 2auZ" cosE cosn — 2av7// cos’, (15) 52 (1+ax)7 — 2au/! COSË — 2a%// COS".
in somme, les neuf quantités Z', Z'cos£, ..., Z' cos n, satisfaisant aux trois relations (12), (13), (14), six d’entre elles sont indépendantes. Elles permettront donc d'écrire, entre les douze quantités constituées par Z et ses dérivées partielles, six équations indépendantes que nous allons former. Remarquons de suite que ces équations fournissent aisément celles auxquelles satisfont les coefficients IL,,;' car elles sont des identités en x et y et il suffira d’égaler les coefficients de x” y” dans les deux membres de ces équations obtenues pour Z. Il est immédiat que les coefficients de x” y" sont
QUE dans / Op. du
OL RS OZ FT ans FT
ol, nm dans OZ dc 0x”
Et, comme on peut écrire
VA ZT; E à :
il en résulte que le coefficient de x” y” sera q
2). dZ
— ELA Fo dans TE?
{ Ë (m+n) TZ
a dans —.
4 mn dn°
Les équations (1), (2), (5), (6) fournissent successivement les valeurs
TO M @YL 22! COS —=— — ; 27! COSNn —=— — —; : & Op & Ov nn 72 OZ 21 DE Es AZ! cos? n — Fe 42" cos?ë Æ Ja un n RON
En tenant compte de ces valeurs, on déduit de (3) et (4) une première
équalion
Oh - d'il GE ,, ON di, PE Cou dv? ) :
où l’on écrit If au lieu de If, et où
m—n nm + n = TERESA PE RUE ( 2 L'équation (7) donne 1 DZ
4L"COSE cosn = = ——:
é a? Op. dy
Les équations (8), (10), (11) fournissent
LE PECOSETECOS Te
1 024107 y OZ à dx a? Op 2? dv”
1 OZ NC / MOT d'Z 2l% du a Op? È CAN dc dp. é I (: OZ, y dZ pu ®Z TZ )
a OÙ &æ Ov! œ «pi. dv d2 dv
Toutes ces valeurs portées successivement dans les équations (0), (12), (13), (14), (15) nous donneront cinq équations nouvelles.
Les trois dernières nous fournissent, écrites dans l'ordre (15), (13), (14),
. ol OI a(a?+1) OI 25 a?
(2. ou ? o Le 0 0 DO e M: di ï) CE 0 eee IR, 2 2 RE NS DITES (0) (æ r)(e du? à du. 0», F2 (x + Vo ae (25 +1) re:
; PIN ŒII ; XII OII (5) CRIE Re © | Ho (œ°? + dx La (2s +1) = ie
On voil que ce groupe d'équations est indépendant de p et de g. Fous les coefficients IF pour lesquels l'indice s est le même satisfont donc à ces trois équalions.
Mais on vérifie immédiatement que (CG) et (D) s’écrivent
CR PS ol OIL : oll : Le — 1) (es 7 s) L CA LES 2e +2] = ,()
Ju ol OI . ol dy + Ce En: on CAUSE Die t zu | = 02
L'ensemble des trois équations (B), (C), (D) se réduit donc à l'équation du premier ordre (B).
On obtient une équation équivalente à l'équation (12) de la manière suivante :
L'élimination de (Z’) entre les équations (8) et (9) donne une valeur de Z’
NT Our) PTE 7, ie OT OL OYA AN ABUS QUO OU ELL nd) 0p° MS 0x Ov Ge Mob 0) ) Le d°Z 12 dZ À OT OZ, RC HE 2 œ) CR 02° ‘ dx db. 03 09 22
qui, mise à la place de Z'” dans le second membre de la relation (12), fournit
l'équation
M on. oO. 0] ,, o0 oh
LETTRE RO A 0 0) 0) A Ja du 7 ad) [2(s + 2)&?— 3(1 + a =) Lat(s +1) — (1 +a)e D 10:
On donne à cette équation une forme un peu plus simple en lui ajoutant
d'où il résulte
E À _ SU nn) f : JU de II Ci PORTER 1 Cope T° Ja dv REA a. OIL CURAUIA Éponrer AD (Se DENTS Mes +24 CE de Un) + 4s 2 II — 0.
Et l’on vérilierait sans peine que le premier membre de (E) n’est autre chose que le premier membre de (B), dérivé par rapport à x et multiplié ensuite par %.
La dernière des six équations prévues s'obliendra en portant dans lexpression (9) les valeurs tirées pour 2’, Z'cos£, ..., Z'cos’n des huit équations
précédentes. On obuent
F a? , PI . OIL “ ' o? 2 dI : OIL 5 mn CE) ue P du? sa du. 1 ie 2 y? dv? 0 dy 1 ) » ol Ne II 2 OPA, e AI = du? % Qu 09 Ge ONE 2 WU . ŒI a(, OIL + ou à ol | Me os Jp. mn ou T AE Ju. dy 9x
0) SUR LES COEFFICIENTS On remarque que, sur les six équations (A), (B), (C), (D), CE), (EF), deux
seulement, la première et la dernière, dépendent de p et de g. Les quatre autres, qui se réduisent d’ailleurs à (B), comme nous l'avons vu, sont donc communes à tous les cocflicients du développement de la fonction perturbatrice.
Les relations entre la fonction II et ses dérivées, indépendantes de p et de g, c’est-à-dire des indices » et», se déduisent aussi facilement de la valeur des
coefficients exprimés sous forme d’intégrale double
. | Da î T° IPS — n a ci 5 RES T2 amy xy[(U+æ)sy— au (x?+ y?) — av (kr r)]|
x et y élant deux variables imaginaires assujelties à décrire dans leurs plans respectifs les cercles
és E LES UE
Les points singuliers de cette intégrale double dépendent de à, v, «. Faisons varier uw par exemple; on peut toujours s'arranger de façon que, si & devient u + du, les points singuliers de lintégrale n'arrivent pas sur le chemin d’inté-
° a a ON OIL gration {æ}=1,/y|=1. On peut alors, pour prendre les dérivées > 25; e l- OY
dériver uniquement les fonctions sous le signe 111
nn. Oyr AM (R ES VI VAL AY BNP Seat C x J PAL R+:
en posant R=zy{[(G + œ)xy — ap(x?+ 3?) — av(x*y?+ 1)].
Comme nous prendrons des dérivées secondes et qu'apparaitra ainsi R°*? au dénominateur, mulüplions numérateur et dénominateur par R. On aura ainsi
GONE
— (M: + 210, + 126) — ov (ME, + IL, + IL, + IL,,)]
où, dans le second membre, Il;; représente le coefficient IE, ;, ; relauf à l’exposant (s + 2).
On a de même 0H (17) = GR = saf[(1 + oc?) (I, + Il)
dy — eu (l, + Il
2 + IL, + IL) av (IE, + 218, + IL, )|.
La dérivée prise par rapport à « donne la relation
OII OI OI 8 —/, Tr? mn mn mn (18) AT La =) d or )
= — 250? [(1 + x&?)II,, — ap(Il, + Is: ) — &v(IL, + IL:,)].
Or si, dans l'expression de If, on multiplie le numtrateur et le dénominateur par R, on a immédiatement
IL y OI dx dy Lan (I Fe ON pn MTe\ a° y° dx dy (19) 4 T°? ( mn + 5 Op. NS De le A + a? ff am) amy Reset , ce qui donne bis Te l H ou: à OÙ, n (19 ) 4T (ne. T s pe = s dv
= (1 + a?) [(1 + œ?)IL,, — ap (T3 + IL, ) — oy (IE; + I:)].
La comparaison de (18) et (r9/*), c’est-à-dire l'élimination de l'expression entre crochets qui figure dans les seconds membres, nous donne précisément l'équation (B) obtenue précédemment
OI ON ax(ax?+1) OIl 25 a?
(B) PE is
du. dv QC — 1 Da se
On trouve de même successivement
(20) — Gr TRE = (6 Je Cast Mu + Me] (21) — LT ne s(5 + De (Ta + IL, + IL, + IL] 4T du. dy 6# 42 2% 46 [9 PI,»
(22) Res (5 +1)e [Ils 211,, + IL, |; puis
eo eee OR PSS » on) = as(s + a [Ils + Hs],
. ( Op. x Op &x Op? œ Op dv 0? ie yn L TAURE " dE, 9 (24) — (or nn Ce dv? s en) = 25(8 + 1928 [Mu + Is], 0? Il I d? IL x me IT 1 ol» 112 Oo, nm I OIL, EN / 0] MI LS mn MI A NT Ne ir F1 do? (u Oo dp. ” da 0) }+a( dp. rer CANON
(s+i)af2all,— pb: + 13) — VB; + 1L:)];
et l'élimination des quantités entre crochets qui figurent dans les seconds Se )
membres des équations (16), (17), (19/"), (20), (21), (22), CHAR GR)
à savoir les six expressions
(I:,), (+ IL), (Is + I: ), +2, +1L), (+ Lo + 1, +16), (+ 211, + IL),
fournit trois équations qui sont celles trouvées précédemment et désignées par les lettres (C), (D), (E) et qu'on obtient en dérivant l'équation (B) successivement par rapport à L, y, æ.
Toutes les équations que nous venons de retrouver [(B), (C), (D), (E)] sont indépendantes de m» et de ».
On peut se demander s’il ne serait pas possible de retrouver également les deux équations (A) et (F), ou des équations équivalentes à celles-là. Il faudrait, pour cela, avoir en nombres suffisants des relations entre les coefficients où figurassent les indices » et x de I[,,. Or, M. Poincaré a montré (") que, dans le cas qui nous occupe, cinq coefficients IT étaient liés par une relation linéaire à coefficients rationnels qu'on peut obtenir en égalant, dans les deux membres de l'identité suivante, le coefficient de x” y”,
A2 G'ÉMSS NL EN sx dA?
dz AS) AS dx
Appliquée aux coefficients qui figurent dans les seconds membres des équa-
ions (16) à (25) et qui sont relatifs à l’exposant s + 2, cette identification fournit cinq relations
cs & ; = Em — 4), = um —5—s)1l;+ pm —3+5s)1f,# v(m — 5 —s)1L3+ »(m — 3 +s)IE,;, 1 + o&? . -
: Em — 3); pm —4—s)IL,+ p(m—2+s)IL,+ v(m— 4 —s)M,;+v(m—92+5s)IL.., 1 +
= (m—5);=p(m—6—s)1l,+ p(m—4+s)ll,+ v(m—6—5s)10,,+v(m—4+Ss)Il,, 1 + a? = ;
= Cr —3)1L;= pm —4—s)B;+pu(m—2+s)IL;+v(m—4—s)IL,+v(m—2+s)IL,, 1 + o?
En — 5); pm —6—Ss)IL,,+ pm — 4 + s) IL, + (me — 6 — 5), + v(m — 4 +s)IT
511): . . . . ! CL ’ ’ et l'élimination des treize coefficients figurant dans les égalités précédentes entre les dix relations trouvées précédemment et les cinq nouvelles fournirait
(1) Cours de Mécanique céleste, t. II, p: 130.
DU DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURPBATRICE. 1 deux équations aux dérivées partielles qui ne seraient plus alors communes à tous les coefficients IT
mn*
S1 au coefficient IT,, on fait correspondre le point du plan de coordon-
nées 4, 4, ..., on voit qu’on obtient treize points du plan qui sont situés sur les côtés de deux carrés concentriques et au centre même de ce carré. OÙ OI OH AIT ON Op.” dv’ Op? Op dv? dv?
Elles se généralisent aisément. Une dérivée d'ordre k de la fonction IT s'exprime au moyen de coefficients relatifs à l'indice s + Æ et dont les points représentatifs sont distribués au centre et sur les côtés de k carrés concentriques.
On peut écrire, par exemple,
On a pu remarquer les expressions symétriques de
k 1 0 IE,, n
Que = S(s+i)(s+2)...(s + kX—71) (1, + 17, )* ssmbol:
où, dans le développement du second membre par la formule du binome, le
terme C$ (IL, (IL, Ÿ est une expression symbolique qu’il faut traduire par Œ IL, Xk+aue De même on vérifie sans peine que
_ ou (s+2)...(s+Æ—1) (I, + Il, )smbol.
el
= CARS LEE l k symbol k' symbol nn MORE Es) POSE IT) ARR
DEUXIÈME PARTIE
Les équations aux dérivées partielles du premier et du second ordre auxquelles satisfait le coefficient IL,,, de x” y” dans le développement de la fonction perturbatrice ont été obtenues en considérant IT, comme une fonction de trois variables indépendantes &, 1, v.
Ces équations sont
ue (p?qg?—vp?)H— 0,
N +. oil Tr) PEL >, JU (E) Dons dp? a») "À Op. Lot)
OI ON œ(a?+1) OII JS GERS (B) PE CHE ae + I — 0
a?— 1 dx a?— 1
et une troisième équation désignée dans la première Partie par la lettre (F), beaucoup plus compliquée que les deux équations précédentes et dont nous ne ferons pas usage.
On se rappelle la signification de uw et de y — C0. Ÿ —Sim 2 be — 5 , #5 ss Donc & et y ne sont pas en réalité des variables indépendantes; et, en tenant
compte de la relation w + v = 1, on peut rechercher les équations aux dérivées
u et &« étant les seules variables
parelles auxquelles satisfait le coefficient IL,,, !
indépendantes. Cela revient à éliminer v entre (A), (B), (EF). Nous n’aurons, pour l’objet qui nous occupe, qu’à considérer le résultat de l'élimination entre (A)et(B).
Comme il ne peut y avoir de confusion, nous écrirons dans ce qui suit IT au ne r + d Ds ee x lieu de IT,,. Convenons de désigner par 5 la dérivée de IT par rapport à uw
quand on considère IT comme fonction de et « seulement, c’est-à-dire quand
: DRE | + d on y suppose y remplacé par sa valeur 1 — 4; et convenons de désigner par =
la dérivée de IT par rapport à & quand on considère II comme fonction de DÉN'E CE On a évidemment | ao ON.
ee
d'où
à Il Il in portant cette valeur de : dans (B), on aura la valeur de mn
OIL da = a(xi 1) da 254?
Re 7: œ'—1 dax x?—1 15 car 1l faut remarquer que ON ue d\l da dx 4 ON , La valeur de 55 sera donnée alors par ON di a(æ?+1) dII 25 œ?
a œ'—1 da Pre L'opération 0 CPR) db. 9 dp / appliquée successivement aux deux équations ON ŒU c(o+1) dil DSC (1) —_—— y = IL, Op dp GR a 7 (67 GP — = DH y a(a?+ 1) dif 25 œ? LI Ce) 0. oi di PTE ee CORTE es.
nous fournit les deux relations suivantes entre les dérivées partielles du second
ordre Cl (LEA | DE : ŒN dit aa +1) d°?I Den GA Ou? n du du? db. œ—1 dady at—1 du à d'U PU d?II di _a(a+1) d2\ 2sa? diIl Op. dy PT 1 CODE É dy? db œ—1 dadp a?—1 dy à
L'addition membre à membre de ces deux dernières équations donnera la
IT I
valeur de RME qui figure dans (B)
3 IL Se re d?\I ea) dU Don
dp? CE do dy. GO à dix
Les équations (1)et (2) nous donnent la combinaison
a(æ?+1) dIl : 2sa?
Gun Gfée =
al ’ CO EE CD | H |:
: ; CT OI ve , En substituant ces valeurs de FR Ge à et de — “ dans l’équa-
tion (A), on obtient l'équation suivante aux seules sm indépendantes x
cette
\/ nl d?II __2a(æ?+1) d2II _ (4s+2)ai—2 di CRAN EE ARE e He œ—1 dadu a?— | dp.
| ci a(oa?+1) dIl DIS RE nn. IL — + py(p? AT + mu 1e. D + ll -(u?q v?p°) (0) avec m+Y—=I.
C’est à l'étude de cette équation (A’) que nous allons nous attacher. La notion de caractéristiques est connue. Étant donnée l’équation du second
ordre CEN/ d?Z dZ A De 0,
les caractéristiques sont les lignes définies par l'équation
A dy?—2B dx dy + Cdx°=—o
et, si B?— AC est positif, l'équation, dite du type hyperbolique, a ses caractéristiques réelles. |
Les familles de caractéristiques de l’équation (A’) sont donc déterminées par l'équation
(v— 1) do? ie _
da du. — 0
qui se décompose en
A4 == 0 êlt Gap) da + CD 4 Den (0)
Ces dernières fournissent les familles de caractéristiques
ALES ê Poe LT Rem ere CEOETERT Le changement de variables SL P)%+ x = 4 MORT +
réduit l'équation du second ordre (A) à la forme simple
d’II ail ail drdy ap ar ee
avec
Rd Ji)
4 œpry ds 2 Pitt)
ee Em) ES sans ST. æ(i1— x?)
es bay (ar + 7) 1+a? (1+a)[æ—y'(1+x}] et
— 25xY(i1+ x?) 1— 2? ne s ; à ad
= Le + yet 1) pile —y(a+ np.
CE 1 CE) LE
La méthode d'intégration des équations linéaires aux dérivées partielles due à Laplace introduit dans la théorie deux fonctions L et Æ jouissant de certaines propriétés d’invariance (‘},
Rae, k= D + abc.
C’est ainsi qu'un changement de fonction II = AIT transformera notre équation du second ordre en une équation de même forme
D ne le > dx dy . dx dy MU ou log À D Te ; PE 0 log À * => dx ?
CES d log dlogh 1 d°À ec h CRrr oi 0Y TX 0xdy
et qui admet les mêmes invariants X et k.
0 db : è : ; :
Dans le cas où 7 — ©, les deux invariants sont égaux et l'équation peut se dx 0y (e)
ramener à une forme canonique particulièrement simple. Or, c’est le cas de l'équation à laquelle satisfait IT. Des valeurs écrites pour a et b on déduit, en effet,
0a s 0 a2zy(+az)(t— 2) dx dy [27 (1 +x)/*
(1) DarBoux, Théorie des surfaces, t. Il, Liv. IV, Chap. I.
16 SUR LES COEFFICIENTS Opérons donc le changement de fonction
À étant une fonction de x et de y définie par les deux expressions compatibles
DA CA Lo) La condition 0 logÀ yUu+ zx) a — dy a— y?(1+ 2°)?
donne o(x)
= = — 7 , Va— p(1+ x)
o(x) élant une fonction de x définie par
0 log À
| Le = — b, c'est-à-dire DC TR IE Sr æ(1— x?) o(x) Z— y(1+ x!) IT ge L G+a)[z—y(+zx)]
ce qui donne
el, par suile,
C étant une constante numérique.
La fonction nouvelle Il et l’ancienne IT satisferont donc à la relation
(9) H=C(+a)fa— pie) ] 21 Des propriétés d’invariance de k et du fait que a’ et D’ sont nuls on conclut
que CT
DU DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 17 Or
LE + (ab—c),
ce qui fournit, pour la valeur de k,
Fe æY (+2) (1?) LG +) (1— 2?)
[xz?— 7° (1+x°
alerte) pe —y(+et}]}
L’équation différentielle du second ordre à laquelle satisfait la fonction Il S’écrit en somme
(6) ACT N 2 Apr) (er) Biz) )] I'oxdy [zx—y'(i+aæÿF ‘ PER P CEE
Nous allons rechercher une solution particulière de cette équation (6) de la forme e“, ce qui exigera que
du du du
OxÔoy 0& O0
On remarque que L est une somme de deux termes, dont chacun peut être considéré comme une dérivée seconde, prise par rapport à x et à y, de fonctions que deux quadratures très simples détermineront. æy(1 + d°)(1— x?) [= 20 = æ?)?]?
par rapport à x el par rapport à y, de
À un facteur numérique près, est la dérivée seconde, prise
Vz?— (1 + æ?)?
rapport à y, de
et est la dérivée seconde, prise par rapport à x et par
PURÉE) EE 2 FH
Ces deux fonctions logarithmiques ont pour dérivées premières, prises par
Le à
rapport à æ, puis par rapport à y, les valeurs suivantes :
0 FLE 1) Eæ + 27 (1— x?) 0x sy —+- 1) — 1; Ge ai y? (tee POL
0] I (1+ x?) 2e æ(1— x?) de Jepores Vra)le-ÿG+#)] RSA nel AU ONE
dy J(a +1) —x — = yGi+æ)
0 Il (1+ x?) _ AC En a)
y Ve G+ap ns Nm
Et l’on voit, par suite, que, si l'on donne à & la valeur
ni) 2 1 + x?
(Cr nET 4 DIT ni 4 Væ FEES 2°)
C, et C, étant deux constantes à déterminer, chacun des termes du produit
du ou
on qui devient
HAS Aa Le ve C {G—ax?)[x?+y(i+zx)] La? — y?(x?+ 1) pi PERTE AI :
— (4Ci + Ci)
a même forme que les deux expressions qui figurent dans . Üne solution particulière de l’équation (6) est donc e“, u étant la fonction
que nous venons de déterminer.
Une identification donne les valeurs des deux constantes C, et C,. On obtüent
4C?+C +20 —— A, 2C(1+C)=—B ou 4 CG; Co + 4C,=— 2B.
En additionnant et rétranchant ces équations membre à membre, on a le système équivalent (20+C}+2(2C+ CG) +(2B+A)—0o, (20 0)-2(20 CG) GBA)
ce qui donne, en tenant compte des valeurs de A et de B,
{20 -ECG——1#029,
20—G= 1+02yp.
On à de la sorte quatre systèmes de valeurs pour C, et C,, ce qui fournit au
tant de solutions particulières pour l'équation (6); nous adopterons l’un quelconque de ces quatre systèmes.
Cette équation (6) a ses termes indépendants de s; pet g y figurent élevés au carré, Ce qui était à prévoir, puisque le coefficient IE, et par suite IF, conserve la même valeur, quand on intervertit » et n :
11 LS —= T° me
Elle est de la forme des équations dites équations de Moutard, dont ce
géomètre à fait l'étude dans le XLV® Cahier du Journal de l'École Polytechnique. La méthode de Moutard repose sur un théorème que nous allons rappeler (*).
Soit l'équation oz
p: Ne)
ic 2z 3 0x dy
culière © de l'équation, en sorte que
Posant $(z) — » Supposons que nous Connaissions une solution parti-
ir %P@ 0 0 en
On peut alors écrire
o( oz Fe ER CLÉ SRE Ge DM NPC ( 93 _ do x \Oxoy ‘‘)] —"oxoy ‘ox0y 20æ\°0y dy
Et l'équation proposée est équivalente à la suivante :
ont mc) 4 0 0z :D)=0 az (Car dy Dome Com) à
93 06) A) DIA) (LE) dx CRE
est la différentielle exacte d’une certaine fonction 0(xy).
qui exprime que
On peut donc à chaque solution 3 associer une fonction 0, telle que l’on ait
00 03 du) 09 Oz O6) OC = @ msn
0x dx dx
La fonction 0 satisfait à une équation différentielle du second ordre, obtenue
(1) Cf. DarBoux, loc. cit,
en éliminant z entre les deux relations précédentes, qui peuvent s’écrire
1 D (E nn p():
w 0æ 0x \w)’ D OYy ON EE
0 x 00 Ge À )=e 0Y (& dx 9% Fe Ni
90 dw 09 do RE °Gxdy dy0x 00 :
par suite,
ou bien
Or, si l'on opère le changement de fonction
l'équation en 5 devient
Et M. Darboux détermine & sans calcul, par cette remarque que, l'équation
; ; : j I en 6 admettant la solution 0 — 1, l'équation en © admettra la solution 5 = —. G)
L'équation en 5 s'écrit donc
et l’on à pour valeur de 5, exprimée en fonction de z,
0 I Gi) PE z 4 == | wo? — 2 42 — w - ) dy{; o 0x \w, dy \o 1 réciproquement z s'exprime en fonction de &
\ ; B— o Ê Eee _ D (wo) on ;
ou? 0x
Le théorème suivant est donc établi :
À toute solution w de l'équation
on sal faire correspondre par une simple quadrature une solution de l’'équa-
tion
La connaissance de l'intégrale générale de l’une des équations permet de déterminer l'intégrale générale de l’autre équation. Il y à évidemment réciprocité entre les deux équations.
Appliquons donc à notre équation (6)
IL 0x0
la transformation de Moutard, la solution particulière servant à la transformation étant la fonction e“ que nous avons déterminée précédemment.
On obtiendra l'équation Foi 27 IJ Oxdy
et l’on à vu que la valeur du second membre est
où
CPE En HG EN = Va?— y°(1+ x?)
Sue OUIOU RS PU : (=) — dæ dy 0xdy
ce qui donne; d’après les valeurs écrites précédemment pour les dérivées par-
LT CL
tielles des fonctions logarithmiques qui figurent dans l'expression de w,
Box) er] RATE"
2 RUN A Er r TGS 7") Chrer
avec A'=— (40? + Ci — 20),
B—=— 2 Ci (Ce — 1}
L'équation du second ordre, à laquelle satisfait IF”, a donc un second membre ' de même forme que le second membre L de l'équation à laquelle satisfaisait I.
Cherchons lexpression des coefficients A’ et B’ en fonction de p et de g, au moyen des équations (8) qui peuvent s’écrire
ete ayant, indépendamment l’un de l’autre, la valeur + 1 où — 1.
On trouve de la sorte NAT pe
valeurs qu'il convient de rapprocher de celles qui expriment À et B par les
formules (5 ).
Par suite, l'équation 1 ol" _,, Go) HOT one
obtenue par une première transformation de Moutard, n’est autré chose que l'équation (6) dans laquelle on aurait remplacé p et g par p 1, g +1, aucune correspondance n'étant établie entre les signes + et —.
n tenant compte des valeurs
LON 1) TIUCEETI
Le] ù
on arrive à celte conclusion :
Alors que l’équation (6) est celle qui correspond, après un changement de fonction, au coefjicient 11, du développement de la fonction perturbatrice, sa transformée (10) correspond, suivant les valeurs choisies pour & ele’, à l’un des quatre coefficients
YA) HORS Mer RES
Si l'on rappelle que #2 et x sont nécessairement de même parité, comme cela À 5 | . :
résulte du fait que x conserve même valeur quand on change simultanément x
ely en —æet — y, on est conduit au résultat suivant :
Les équations telles que (6), convenant à un coeflicient quelconque du développement de la fonction perturbatrice, dériveront, après un cerlain nombre de transformations de Moutard, de l’une des deux équalions rela- Lives au coefficient Il, ou au coefficient IT,..
Ces deux équations, qui correspondent, la première au cas où p — qi 0; la seconde au cas où p = 0, g = 1, sont
(11) HOT __æyU+a)(1— x) IL’ dx dy ‘oi FR LT +ay)
(12) DO } (ia) QT) Cl HE MT pare yp
DU DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 23 Les équations (6), (11), (12) appartiennent au groupe des équations har-
moniques, c'est-à-dire des équations de la forme
0x dy —=fi(r+r) += 7).
GRR
T L" L 4 La 4 4 ® Nous n'opérerons la réduction à cette forme que pour les équations (r1) et)
Le second membre de l'équation (1 1) peut s’écrire
el, si l’on pose
(13) PÉ | Y = Jp, le second membre devient OX 0Y 1 0210) 4 (X—Y}
Le changement de variable (13) donnera done à l'équation (11) la forme simple
1 4 a — (14) PTE ND des de Le second membre de l'équation (12) peut s’écrire
yes) æy(1 + x?) ls Le —yG + a) rep teene
ou encore
PPS 20) 1— x?
E=po+ert =yuez)
Si l’on effectue alors le changement de variable défini par les formules
l'équation (12) se mettra sous la forme
ol I 1 3 I
GE T' 0X 0Y CIO EN) AR ICE
Ce même changement de variable (15) eût d’ailleurs transformé l'équation (11)
en la suivante :
F0 Ter I ï | OX OV ON ENT Or (NR NE
Ce sont les équations (14) et (16) que nous allons étudier dans la suite, et dont nous lirerons parti pour déterminer, par la méthode d'intégration de Riemann, les coefficients du développement de la fonction perturbatrice.
TROISIENE PARTIE.
ES
Nous allons rappeler les principes de la méthode d'intégration des équations aux dérivées partielles, due à Riemann, en les restreignant au cas particulier qui nous intéresse.
Soit le polynome différentiel (!)
—_—— x a — + b— + ez, dc 0 0x dy
où 3 est une fonction de x et de y. Désignons par & une deuxième fonction des mêmes variables. On peut alors au polynome #(2) adjoindre un polynome G(u)
tel que l’on ait
HE AAC ME ON (1) HAUT Cela résulte, en effet, des identités D AUX, 0 nn: 0 Ôz so) du x OY 2 rl OV RO, > Fra 0x 0x) : 0x0y aa = L (aus) ra el A -.
u dy dy = = Il s'ensuit que Œu d 0 ( TE nt D :
G(u) A0. ta) TA u) + cu ou Q(u) du du du. : da Je io 0x d)} dc dy. GEI el que Ë M aus à 2 (a — 2 } js (44 dv. "dy , (2) ON PURE )z ne) he 2 |“ ox © dæ,
(:) DarBoux. héorie des surfaces, Livre IV, Chap. IV.
>6 L'équation G(u)= o est dite l'équation adjointe de f(z) = 0. On démontre
que (3) est à son tour le polÿnome adjoint de G(w).
Dans le cas où a — b — 0, qui sera celui que nous aurons à envisager, l’équalion proposée est identique à son adjointe.
Soit, dans le plan des xy, (A) une aire simplement connexe limitée par un
contour (C).
On aura 5 14 UN OM. ON\ :
in uF(z) — zG(u)] dx dy =) ( Le Sn dx dy.
Cette intégrale double pourra être remplacée par l'intégrale simple
(Mdy — N dx)
orCN
étendue au contour (C) pris dans le sens direct; cela suppose seulement que M el N ainsi que leurs dérivées premières sont finies et continues dans Paire CAN C’est l'équation TUE (us) 6 (u)] dx dy — [ M dy —N dx (A) v(C) dont Riemann fait usage.
S1 3 et w sont respectivement solution de f(z) = 0, G(u) = 0, l'égalité précédente devient Î May —N dx = 0.
Si l’on adopte pour (C) un contour tel que ACBA (fig. 1) formé de deux
Fig
parallèles aux axes issues d’un point A et limitées à une portion de courbe CB, on aura, moyennant les hypothèses de continuité indiquées,
6 B A [ May + Gay Na) f Ne A C B
Et, si l’on ent compte des valeurs écrites pour M ct N, un calcul simple montre que
5 me) (6) CHA) qe lÉE CR [ M dy —Ndx 3 "h A8 0 | _ | (TS —_ bu) la — | (a Ds au) dy, VA 0x VA 0
où les notations (uz),, (us), (us), désignent les valeurs que prend le pro-
duit #3 aux points À, B, C.
Si l’on choisit une solution de l'équation adjointe G(&) satisfaisant à
du SE RS DU 0 le long de AB, ou — — AU — O0 le long de AC, oY on aura (uz)p+(uz)e .
bar ë À CE (M dy —Ndc),
ce qui déterminera la solution : de l'équation aux dérivées partielles $(3) = o prenant des valeurs données, ainsi qu'une de ses dérivées premières le long d'une courbe donnée.
Si la courbe donnée est formée de deux portions de caractéristiques ( fig. 2),
Fig. 2.
8’ A B COuC D
la connaissance de la seule fonction z le long de la courbe suflit à déterminer la solution :
L'intégrale
(Mdy—Ndx)
,D AE 1 Nr [ M dy, G 1
devient
et l'on vérifie que l'expression (3) se transforme en la suivante : D : Fe À 0e { en dos | Wie — DES Ga (4) Hotte) [ + ( dx f } il (S ) ;
Nous avons déjà énoncé le résultat suivant dù à M. Poincare : si, pour une valeur déterminée de z et de , on connait les valeurs numériques de quatre coefficients du développement de la fonction perturbatrice, les valeurs numériques de tous les autres coefficients s’exprimeront en fonction linéaire des quatre premiers, les facteurs qui les multiplient étant des fonctions ralionnelles de x et tv.
Mais plaçons-nous dans l'hypothèse suivante : nous connaissons effectivement les valeurs des coefficients pour une valeur numérique déterminée de à, iis restent donc fonctions de uw, et, d’autre part, nous les connaissons aussi pour une valeur numérique délerminée deu, lavalenron— 2 qui fournit la caractéristique YŸ —0o; ils restent alors fonctions de x. La méthode de Riemann va nous permettre de les déterminer pour des valeurs numériques quelconques de x et de u.
Considérons donc tout d'abord l'équation qui correspond au cocfficient H,,. Nous avons vu précédemment qu'elle se ramenait à la forme
. 1 I [ I ‘a OX ON GUN La fonction auxiliaire &, qu'on peut appeler fonction de Riemann, doit satis-
faire ici aux conditions
du
IX =° lc long de AB, Ju -
it le long de AC.
Si nous désignons par X,, Y, les coordonnées du point A, nous sommes donc ramenés à trouver une solution de l'équation (5) (puisqu'elle est identique à son adjointe) dépendant des deux paramètres X, et Y, et se réduisant, pour X=X, et pour Y — Y,, à une constante qu'on peut supposer égale à l’unité.
L'équation (5) est de la forme connue
d?z B(1—8) ; er CE aan
ex | =
Le changement de fonction '—(X—Y)
DU DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 29 ramène alors l'équation (5) à la forme
_ dE L 09 1 09 OO NE V0 (XV) 0Y
C'est l'équation désignée sous le nom d'équation d’Euler et de Poisson, par M. Darboux (!)} et à laquelle Riemann a appliqué sa méthode.
Le succès de la méthode repose sur les considérations suivantes :
1° Les intégrales particulières homogènes de (6) sont obtenues en posant
- US XXe Ut),
et lon trouve que 2 doit satisfaire à l'équation F Ce Pet ar À tit) ot) + = on t\o'(é)+ =o(t)— 0.
C'est la célèbre équation de Gauss à laquelle satisfait la série hypergéomé-
trique
Fém7 L) en prenant par exemple
On a donc pour l'équation en Ÿ la solution particulière
Eten Seti Si \?
PSE) 7 be À, <)-
2° Cette solution ne dépend que d'un paramètre À. On en introduit deux, grâce à un résultat dù à M. Darboux, et étendu par M. Appell à des équations un peu plus générales que l'équation (6) et qui est le suivant :
De toute solution Ü(X, Y) de l'équation (6) on peut déduire la solution plus générale
£3 es Fay +0) #0 (
NES cX+d c\ 5):
EX D AN +0 a, b, c, d désignant des constantes quelconques. En opérant alors la substitution
PE. ART XX. EAN
(1) Voir Z'héorie des surfaces, Livre IV, Chap. HE.
50 SUR LES COEFFICIENTS on aura la solution @ déduite de la solution 0 écrite plus haut
1 1 8=(—X + M. — Y5) 2(Xo— VF(— h, =: 9 — :),
où _— QE ie euh (XX )(X = Y)
Par suite, une solution particulière de l'équation (5) sera
Et l'on peut alors déterminer À de façon que cette solution soit la fonction de Riemann relauve à l'équauon (5). On voit, en effet, que pour X = X, le facteur
s 1 7% NE) rien : I (—X+X,)" :* rend 6 nul ou infini à moins que À = — ,: Pour cette valeur
de À on à, après avoir multiplié la fonction par (X, — Y,},
NN EN NE 0 y)? F(e hr s)
Cette fonction & est une solution de l'équation (5) dépendant de deux paramètres X,, Ÿ, et se réduisant à l’umité pour X = X,, Ÿ — Y,. C’est donc bien la foncuion de Riemann cherchée.
On remarque que cette solution est indépendante de la courbe le long de laquelle on se donne les valeurs de la fonction IF’.
L'équation (5) a ses coeflicients finis tant que X Z£ Y ; ou, si l’on veut, la droite X = Y est une ligne de discontinuité pour l'équation (5).
Les cocfficients demeureront par suite finis et continus tant qu'on ne traver- Sera pas la droite X =®
Or, en remontant à la signilication des variables X et Y, on voit que
‘ec A à n AU à \” = ° Comme on suppose cssentieilement 4 Æ£o, X — Y sera nul si Oo
SN - A + È An(1 — 1) x? Tee ; D'ailleurs, comme X — Y — a _ PAIE et que à = cos* =; il en résulte que toujours NA.
Les valeurs de la fonction Il n’ont donc lieu d'être déterminces que pour une
seule des deux régions en lesquelles la droite X = Y partage le plan.
M HN EEE bb h4 dr hi héhé St y Be D lon 44% À 20 4,68 à ait PE by, di 11, dois lnte die À pehnésunn 4 sien sn ant 20 V4 Bols Hole Du À Le soin #6, pin dons Los saut ds cmhhéhists À Split h
#4 LL ef. . 7 : m. “AA die gwsrs- 7 hrs
ve
” us dot et dde A ALL 7 22 ee ns À qué os Érsaie Le fous ton cobé gyiié
E EM
P he témhes en es be ce a on get subies
LS / PE a RSR PR, pre Eh
L PE TL _ e, = LE “a
“. Le cos sy Pom rh tt go Me 2 À étés Se min sed cs coéens de pass, chu aéon Éésgue go
mnt LEZ
és
EP D remis. Lse mie Gone sais
Arias e à hrs nb Lee hat misttt . és
ee 1e Ghoug te Y = sh L) es sq
donnée par la formule indiquée précédemment
D ol OI" (7) x (al [ u Ag dx — ay À,
en désignant par X,, Y, les coordonnées du point À et par X,, Ÿ, celles du
point D (fig. 3).
On cherche donc ie développement du second membre de cette égalité suivant les puissances de X, — Y,.
La valeur trouvée pour & exige le développement de
un _ (Y—Y:) (Ko X) FC pus) TR -NR)
suivant les puissances de X, — Y,.
Or (QE) CN) ONE 0); OR AMOR TS)
D'ailleurs, on sait que l'équation du second ordre précédemment écrite à laquelle satisfait la série hypergéométrique de Gauss, admettant comme points critiques les points o et 1, est satisfaite dans le domaine du point 1 par les deux
intégrales particulières OU
ou
(1) Voir DarBoux, loc. cit.
[2 ee
en posan L
SE Oo | |
La solution de l'équation E (2 ml :) s'exprime alors en fonction des deux
précédentes par la formule ()
f f \ - ‘ = SpiCee 1 4 log2 VAT I PA ii Do | UN io) Mot AU Fire T D + TE AT APN CO REC
Il est alors facile d'obtenir l'expression approchée de la fonction de Riemann &, quand X,-- Y, tend vers zéro. Il suffit en effet de réduire la fonc-
. I Li : .
uion Fe il: 15) à son premier terme et d'annuler Ÿ(1 — 5). On obtient ainsi pour premiers termes du développement de & suivant les puissances de (X, — Y;,)
1 T à a T ; ONE RE ON ET) EX Y,)°
ns (we) —
HAE CRE MN ET) Se Gt)
-[a(Xs— Y;) 1.
la dernière parenthèse procédant suivant les puissances entières et positives de (X,— Y,).
Cette valeur de & transportée dans l’expression (7) donnera la valeur de If au point X,, Ÿ,. Mais on a vu [IT Partie, équat. (5 )] qu'on en déduit le coctficient II lui-même du développement de la fonction perturbatrice en mullipliant IF par le facteur
G+a)=fer— pit at) ?,
qui s’écril 1c1 Paul (EE IN EV AIRE
x, étant la valeur de x qui donne à X la valeur X,. Il s'ensuit que, dans le deuxième membre de l'équation (3), la partie principale du terme qui contient IX, , s’écrira aux environs de X, = Y,
Di
| ï x = 7 7 = D] sr Yi} MVL — Yi)
ose 1 ir M) Re Yo), | + PE TOY.) Cote |
(1) Tannery, Annales de l'École Normale, 1. VII.
(ex.
TA Li er ee I, | EX NA DD o+eæ|
On remplacera de mème ‘« par sa valeur dans chacune des intégrales qui
figurent dans la formule de Riemann (7).
Et finalement la solution prendra la forme
(a) x, = À + B log(Xo— Yo},
À et B étant des fonctions de X,, Y,, régulières en les points de la droite X,— Y,=— o et développables suivant les puissances de X, — Y,.
À, réduit à son terme constant, s'écrit
&log2 Te Be) | T TOR ENS
X X 7 ‘OIL’ T T T 1 EN —1 DNS 4log2 (X — Y,) | il MR LR NE eV) À (2) [RE Log] ax Y / ‘OI! 7 7 3 EN = A te = 2 \—5 loge 7 L (M Y) FA d ) (Xi Yo) (Xo Ve) (1+x5) - = É ax NX; —Y) dY,
© Yo
et, bien que l'élément différentiel des intégrales qui figurent dans l'expression précédente devienne infini pour une des limites, elles ont un sens même lorsque X,— Ÿ, tend vers zéro, comme on le vérifie aisément; elles se comportent en effet pour X,— Ÿ, comme les intégrales
ei "logx — dx, 2e il Vx 0 Vz
L'équation (9) donne donc, si l’on réduit A et B à leur terme indépendant de (X,— Ÿ,), l'expression approchée du coefficient II,, (X,, Ÿ,) lorsque la valeur de X, se rapproche de celle de Y,.
Lorsque X, = Y,, le coeflicient I, Mer égal au coefficient de Laplace b?,
qui n'admet pas évidemment la ie X, = Ÿ, comme ligne singulière. D'ailleurs, le terme principal du coefficient de log(X, — Y,) dans l’expres-
sion s'écrit r T L = re B—--Ux, Y)) Resa =, AE) (+ ay]
a LU Xl XV) OX Ve) (Xe —Y,) (rat) dx
OM OIl pi is re { Fi Le) (Xi—Y5) ? (Xo—Y) ? a+z?)-] aY,
et les intégrales ont un sens. Il est, par suite, nécessaire que la distribution des valeurs de Il, le long des deux parallèles aux caractéristiques, soit telle que ce coefficient B soit nul. On aura, par suite, entre le coefficient de Laplace L° et les valeurs que prend la fonction Il le long des droites CD et DB, la relation
approchée S— À,
qui, si l’on tient compte de B = o, donne finalement
À 4 _ G+ ar DIR, | Re et ra us à |
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On à vu (Chap. IT) que les équations aux dérivées partielles du second ordre, auxquelles satisfont les différentes fonctions de Il qui correspondent aux coetficients IL,,, Il, IL, IL, -.., du développement de la fonction perturbatrice, se déduisent les unes des autres par une transformation de Moutard. La solu-
üon de Riemann ne pourra leur être appliquée que si l’on détermine pour cha-
cune d’elles une fonction analogue à tion de Riemann.
la fonction &, que nous avons D.
Cette détermination s'effectue aisément. On a établi, e
effet, dans le Chapitre IT que toute solution & d’une équation déduite par È
procédé de Moutard d’une équation en z, au moyen d’une solution particu-
hère w, s'écrivait
mit
a) 6) ® J ot TT par suite, (wa) __ ds do dx ‘0x ‘0x __ d{(ws) 23 _ do dy dy dy
Tout revient done à déterminer la solution z de l'équation primitive de
facon que la solution correspondante 5 de la nouvelle équation, déduite par le
procédé de Moutard, soit précisément la fonction de Riemann de cette dernière équation.
Si nous désignons par x, y les variables indépendantes, nous chercherons donc une fonction (x, y, #5, ,) de ces deux variables et de deux constantes
mr telle que G(To Y> To non = T;,
a(æ, Fos Lo Le) — 1.
Cela exigera, si l'on se reporte aux expressions de Se de ue l'on ail 06 3 d0) vs (4 S ê = hf Dr RO E dx T4
do 03 do none toy nor
pour TT:
par suite, la soiution 3(x, y) de l'équation primitive devra satisfaire aux deux
conditions O(Z, Jo) A, ME EE — Le d +) O(Xoy Yo) ; AA 0) Adéns VN = SRE de pe Cris) OL, Yo)
Ces conditions nécessaires élant imposées à 3, voyons la fornxe que prendra 5 pour & = x, où pour y = y,. On obtient alors
d(w5) 00) D A NL
d(w5) __ do dY dy
pour LT
relations qui donnent pour cs des expressions de la forme
o(x, D D eme O(X, Yo)
(Los PR eee ur.
(Los Y)
la constante Æ étant, d’ailleurs, déterminée par l'équation
/ © (Los Yo”
(Los Yos Los Yo) —1+
mais On peul toujours disposer de la constante d'intégration qui figure dans la
quadralure du second membre de l'équation qui détermine 5 en fonction de = et de w, de façon que la valeur 5(x,, y, x,, Yo) Soit égale à l'unité. Dans ces conditions, le facteur k est nul et l'on a
c(x, d'os Los Yo) — 1,
OR Ve Te do) — 1.
Notre fonction s ainsi déterminée est donc bien la fonction de Riemann cherchée. Elle correspondra à la solution 3 de l'équation primilive qui, pour y = y,, prend les valeurs de
EUX
WO(L, Yo)
Cette fonction 3 est donc complètement déterminée, puisque nous lui assignons les valeurs qu’elle doit prendre sur deux parallèles aux caractéristiques et que nous connaissons la fonction de Riemann (&) de l'équation du second ordre à laquelle elle satisfait. On aura
z D — URSS (SJ — a PSE )'o
On saura donc intégrer les équations aux dérivées partielles auxquelles satisfont les coefficients IL:, IL,, IL, ..., du développement de la fonction
perturbatrice, dans les conditions mêmes où nous nous sommes placés pour
déterminer le coefjicient I,,.
Il nous reste à nous occuper des coefficients dont les deux indices sont impairs. Nous avons vu que les équations auxquelles ils satisfont dérivent toutes de l'équation
ie GIP re j 3 !
ON ON OI ONE où Ne LC Ce D LR CE DARNE SE
cette équation admet pour solution particulière
Ce
(XV) (Xe Y).
Si l'on essaie de suivre la méthode employée par Riemann pour l'équation dont il a été question au début de ce Chapitre, on est amené à faire le change-
ment de fonction “
ab I'—(X—Y) ?(X+Y}0,
et l'équation en 0 est
TR
TROT IX NME NL
Mais ce qui assurait dans le premier cas le succès de la méthode, c'était cette propriété des invariants de l'équation différentielle de conserver leur valeur quand on effectuait sur X et Ÿ une même substitution linéaire. Ce fait ne se présente plus ici. Et, bien qu'on puisse trouver un grand nombre de solutions particulières de l'équation en 0, homogènes ou harmoniques, la fonction de Riemann semble fort difficile à déterminer.
Mais, en réalité, la détermination de tous les coefficients du développement de la fonction perturbatrice se ramène à la connaissance des seuls coefficients à
deux indices pairs. Cela résulte, en effet, de la relation entre cinq coefficients DA
écrite au Chapitre I et qui devient, avec les nouvelles variables X —
ee M
ni [Cm soi —s)1E,::,:-: SEE (m —} Se
[( TEE SH 0 qe (m nie Ste r
Et, pour » et rn impairs, les indices des coefficients qui figurent dans le
Fig. 4
o,m Zm-2
ie ULE Ne à 0,4 l 0 ne SEA 42 m-2,2 0,0 20 40 60 mo
second membre sont tous pairs. Et nous avons montré qu'on sait pour chacun d'eux déterminer la fonction de Riemann relative à l'équation à laquelle ils satisfont.
On a vu que, d’une équation aux dérivées partielles à laquelle satisfaisait Le coefficient IL, le procédé de Moutard permettait de déduire une équation à Panel tenir -Darnesemple comme ll,,—11,;1l,.,—I1,,.., où peut exprimer le résultat suivant :
Convenons de porter en abscisses et en ordonnées les indices, tous deux pairs par exemple, des coefficients : le point d’abscisse », d'ordonnée x (fig. 4), représentera le coefficient Il,,,. Dans ces conditions, tous les coeflicients dont les points représentatifs sont distribués sur une parallèle à la deuxième bissectrice de l'angle des axes satisfont à une même équation aux dérivées partielles du second ordre de la forme
0x 0y —/ 1e où (2H —1)a ZE, JE
QUATRIÈME PARTIE
Nous avons jusqu'ici considéré les coefficients If, comme des fonctions des trois variables indépendantes w, v, «, puis des deux variables , &. Si les coefficients Il, sont regardés comme des fonctions de l’un seul des éléments, chacun de ces coefficients, comme l’a montré M. Poincaré ('}, satisfait à une équation différentielle linéaire du quatrième ordre.
Proposons-nous de chercher l'équation différentielle à laquelle satisfait le coefficient If,, dont nous nous sommes occupé à un autre point de vue. Une méthode élémentaire permet de déterminer les coefficients de cette équation différentielle.
En effet, une intégrale double (*)
à H dx dy ; ay [+ a) —an(? + 2)—e(ay + =) 1y1=1 ÿ & TY
TASSE IE SR
Soit alors l’intégrale
que nous considérons comme fonction de 4, par exemple. Ce cocfficient I,,, que nous désignerons simplement par Il, satisfait à une équation de la forme II II
OI Fig x Ps + 610,
(1) H. Poincaré, Zecons de Mécanique céleste, Chap. XXI.
DU DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 41 B4s +, Bo étant des polynomes en LL, v, &, Où v et « seront considérés comme des constantes.
On peut, comme on l’a remarqué dans la première Partie, obtenir les dérivées de IT en dérivant uniquement la fonction, sous le signe 3e sans se préoccuper des contours.
Mais alors le premier membre de l'équation
O'II
Op VE ia, ay F4?
CR HS) (ss) Ba(? FE 2) ss +) (+ 2) Bar (e .
«+ Goll (0)
se mettra sous la forme
où
SR
2p° Ge 37 \® Nr y .
RS(Si1) 2% p(?+7) + sprar (5 + 2) +8
Et le polynome H présente la même double symétrie que le polynome F : I J ‘ le changement de x en — x, y en — y, ou de x en Le PALPRE SRE l’altère pas.
On obtient un polynome If satisfaisant à ces conditions en prenant pour P et Q, dans le second membre de l'équation (1), des polynomes tels que
Û ee:
‘Il Be Que + Bo sera donc nulle si (4) ep (ee) ba oo .
0x dy dy
La valeur (2) montre que H comprend quinze coefficients différents, qui sont ceux des terines
ET
et le terme constant.
Ib G
Les autres termes du développement de H se déduisent en effet de ceux-là en raison de la double symétrie indiquée.
Les polynomes P et Q, qui doivent satisfaire déjà aux conditions (5), seront nécessairement du troisième degré, F étant du premier degré et H du quatrième.
Les conditions de symétrie leur imposent la forme
avec ANA 70 Si l’on calcule alors, dans le second membre de la relation (4), les coeflicients
des différents termes dans l’ordre où ils sont écrits en (5), on obtient successivement :
| Pour re 25, av, Pour = .... 25}2ap, Pour ie — Gap, + sav; + (s + 2)avA,, Pour 2 se... — 6x; +saul,+(s+2)am;,
(7) Pour eme Saph;+ sav, — (5 + 4)aplis— (5 +4) avi,
Pour yee G(1+ a) + 2(s +i)avis, Pour Dre 6(1+aæ), + 2(s +1)aus, Pour æ2 y. 3(1+@?))3 — hop; + (s +1) av + (i + œ?) lo
| Pour Poe .. 301 +), — Gays + (s +r)auA,; + (1 + æ)As,
— ve
| Pour à
o — 2(S+6)avl—2(s +6)aui, + (+ )i;+o(s+o)arky+(s+a)an,, x?
Pour “SRI — 2(5 + 6)opA;—2(s+6)aà, + (+ a)À,+02(s+2)aphs + (s +2)avan, (7) RO — (s+ 6) av, — (5 +6) auà, (suite) 1 Sr +2(1+ œ)À, — 2apls—(s + 4lavl — (s + 4)apiu:, Pak 2x... —2(5+5)avA;—2(s+5)am,; +oa(i+aæ)ls, æ # »
Pour re — 2($s+0)aud,; — 2(s + 5)avi; + 2(1+ œ?)s, | Pour const... — 4(s + 4javhs — 4(s +4) ao.
Si nous calculons dans HE, sous la forme (2), les valeurs des coefficients des termes correspondants, on trouve
Pour z°7°.%.: œ*y*Go, HEù é ; Pour ne .… S(s+i1)(s+2)(s+3)B,ut—s(s+1)(s+2)Gsotp +s(s+r)Bat pt sB; au + Boatut, Por — sB, ty + AGoat pv, TE , Pour — — s(s+1)(s+2)B;axv + 2s(s +1)Bsaiur —3s6;atp?y + 46,atuiv, (8) Pour s(s+1)Baatv— 356, atyu + 66Gav?nu?, POUR ET — HBoa(r + a?)ui, de : Pour re s(s+1)(s+2)Bsa(1+ &)—2s(s+1)Gaiu(1+ a) + 386: u(1 + a?) — 4 ui(1 + œ°), Pour rer 358 v?(1 + x?) — 126, pv? (1 + &°), Pour cut — 25(s+1)5@v(1+ &?)
+ 656, auv(r+ at) —126,atu?v(r + œ°),
11 SUR LES COEFFICIENTS Pourecsne 25(s+1)Bautv— 656, «tp?
| + 28,av[2av+ 3(1+ x) + Ga],
Pour —:.... 4s(s+n(s+o)(s+3)B,at—4s(s +1)(s + 2) Bsatp
is
+ s(5 +1) [4 actu? + a?(1 + a) + a at v?] — sB,f4atui+ Gatwu+3(i+e)ap]
+ Blot pt +iaat pu + 6(1+ &) œpu?],
Bourne — 3s(s+1)(s+2)Baatu + 6s(s +1)B, xp — 3s6,[atv+ (1+ a )oy + Sat] | + 126,[œ vi +)? + œtyin + œitu3v], (8) (tte M APOUTEZ — 4s(s +1)Baañv(r + a?) Hi2sB,;asuy(1 + a?)
— B(1+ a) [6x + 24 auy + 4av(i + &?)°T,
Pour “ sr. 5s(s+1)(s+2)B;a(1+ a) —6s(s +1) 3afu(1+ œ) + sB,(r+a) [Gay +a(i+a) +oxpu?] — 46,(1+a)[3añui + Gain + au(i+ a?)], Pour const... Gs(s+i)(s+2)(s+3)B,at—6s(5+1)(s +—2)Bsatm
+ s(s+1)8,[6atu?+ fat +a2a(i + o)]
— S6,[6atp5+r2apy+ Gau(r1 + «)?]
+ B[6 at ut + Gaïvt ra u?(1 + 2)?
R +12 (14 x) +24 at? + (1 + x?)#].
Si l’on égale alors chacune des lignes de l’accolade (7) à la ligne COrrespondante de l’accolade (8), on formera de la sorte quinze équations homogènes du premier degré entre les seize inconnues
Bu» B3, Cr QMUIL) Bo3 Nos coefficients B,, ..., 8, se trouvent ainsi déterminés.
Il est facile d’avoir des limites supérieures des degrés des polynomes B,, 8, Bas 3 B: considérés comme polynomes en x. Les valeurs de B,, ..., À,, sont
données par les différents déterminants d’une matrice à 16 colonnes et 15 lignes dont un très grand nombre de termes sont nuls. Si l’on n'écrit pour chaque élément du Tableau que le terme de plus haut degré en &, on aperçoit sans
peine que les degrés maxima de B,, B6,, B,, B,, 8, sont respectivement 8, 0,
10, 11, 12, ces coefficients étant considérés comme polynomes en u.
Vu et approuvé :
Paris, le 14 juin 19057.
Le Doyen DE LA FACULTÈ pes ScIENCES, Pauz APPELL. Vu et permis d'imprimer :
Paris, le 14 juin 1907.
Le Vice-RECTEUR DE L'ACADÉMIE DE Paris,
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