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Sur les déterminants infinis et les équations différentielles linéaires
152 une note récente,’ j'ai appelé l'attention sur le parti qu'on peut tirer des déterminants infinis pour la théorie générale des équations diftérentielles linéaires et, particuliérement, pour la résolution du problème suivant. Etant donnée une équation différentielle linéaire homogène dont les coefficients sont holomorphes à l'intérieur d’un certain anneau cireulaire: obtenir pour ce domaine un système fondamental d'intégrales sous la forme analytique qui, d’après les recherches de M. Fucxs,? caractérise toujours les intégrales à l'intérieur d’une telle partie du plan.
Grâce aux travaux de MM. Fucxs, HamBurGer, Picarp et MirraG- LEFFLER," on possède des méthodes pour résoudre implicitement le problème, c’est-a-dire, on peut trouver certaines formules analytiques qui donnent les intégrales pour le domaine considéré sous une forme qui est, toutefois, essentiellement différente de celle signalée primitivement par M. Fucxs.
Le problème direct, qui consiste à obtenir les intégrales sous leur forme explicite, a été l'objet de recherches nombreuses, parmi lesquelles il convient de rappeler ici celles de M. Fucus déjà citées et celles de M. THoué.* Ces auteurs ne se sont pourtant occupés que de certains cas particuliers. De plus, on sait que les recherches profondes et extrême-
Sur une application des déterminants nfinis à la théorie des équations différentielles linéaires, Acta mathematica, t. 15.
* Fucas, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit veräünderlichen Coeffrcienten, Journal für Mathematik, t. 66.
* Fucxs, Journal für Mathematik, t. 75; HAMBURGER, Journal für Mathematik, t. 83; Picarp, Comptes rendus des séances de l'académie des sciences de Paris, Mars 1879; MirrAG-LEFFLER, Acta mathematica, t, 15.
* THoMé, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen, Journal für Mathematik,t. 74 et suiv.
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ment remarquables qu'a publiées M. Poincaré’ au sujet des intégrales irréguliéres, n'ont pas eu pour but d'obtenir actuellement ces intégrales, mais de les représenter asymptotiquement au moyen de certaines séries divergentes.
Dans la note citée, j'ai indiqué comment on pourrait traiter le problème d’une manïére générale à l’aide des déterminants infinis, mais je n'ai donné la solution définitive que sous certaines restrictions. Dans lè mémoire présent, le problème sera résolu dans toute sa généralité. Pour atteindre ce but, il faut d’abord s'occuper un peu de la théorie des déterminants infinis En effet, cette théorie nouvelle dont l'introduction dans l'analyse est due à MM. Hizc” et PoInCARÉ," n'a pas encore, à ce qu'il paraît, captivé l'attention des géomètres tant qu’elle le mérite et, naturellement, il doit rester bien des lacunes à combler et beaucoup de théorèmes à établir. Dans ce qui suit nous nous bornerons à, développer (I, $ 1) ce qui parait nécessaire pour pouvoir appliquer l'instrument nouveau d'une manière absolument rigoureuse au problème que nous nous sommes proposé.
Le $ 2 contient une application des déterminants infinis à la résolution de certains systèmes d'équations linéaires où le nombre des inconnus de même que celui des équations est infini.
Dans la partie Il se trouvent les appliquations qui se rapportent à la théorie des équations différentielles linéaires.
© PoInCARÉ, Sur les intégrales irrégulières des ‘équations linéaires, Acta mathe-
matica, t. 8 Voir aussi: Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires et aux différences finies, American Journal of Mathematics, t. 7. * Hrzz, On the part of the motion of the lunar perigee which is a function of the mean motions of the sun and moon, Cambridge, Wilson 1877; Acta mathematica, t. 8. * PoInCARÉ, Sur les déterminants d'ordre infini, Bulletin de la Société mathématique de France, t. 14.
$ 1. Sur quelques propriétés des déterminants infinis.
I. Soit 44 (à, = — © .. + ©) une suite doublement infinie de nombres donnés et désignons par
1 F2 DEA AREMTEES
le déterminant des quantités 4,, (à, & = —m.. + m); si, pour des valeurs indéfiniment croissantes de », la quantité D, a une limite déterminée D, on dit que le déterminant infini
RAR on
est convergent et a D pour valeur. Dans le cas où la limite D n'existe pas, le déterminant en question sera dit divergent. En d'autres termes, le déterminant infini
CAES œ
est convergent, si à chaque quantité positive d correspond un nombre positif entier »’ tel qu’on ait
pour toute valeur de n supérieure à »' et pour des valeurs quelconques de l’entier positif p; le déterminant est divergent, si un tel nombre »’ n'existe pas. |
Convenons d'adopter les dénominations suivantes. La diagonale prin-
cipale du déterminant D est l'ensemble des éléments À; (i = — © ..+ œ); la ligne à est constituée par les éléments 4, (4 = — © .. + ©) et la colonne k par les éléments 44 (i = — © .. + ©). Un élément quel-
conque À, s’'appellera élément diagonal ou non-diagonal suivant qu’on a à — ou iZk. Enfin, l'élément À,, sera nommé l'origine du déterminant considéré: c’est celui des éléments diagonaux qui appartient à la fois aux deux diagonales de chacun des déterminants D, |
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Il est clair qu'on peut former avec les éléments 4, une infinité de déterminants infinis ayant les mêmes diagonales principales maïs des origines différentes; rien ne permet d'affirmer a priori qu’ils sont convergents ou divergents en même temps ou, s'ils convergent, que leurs valeurs sont les mêmes. Un déterminant infini n'aura donc en général aucun sens déterminé que quand on connaît sa diagonale principale et son origine.
2. Soit donné un déterminant infini D; pour que D converge, il suffit que le produit des éléments diagonaux converge absolument et que la somme des éléments non-diagonaux converge absolument.
Posons, en effet, À, — a, (pour iZk) et 4; = 1 + a,: par hypothèse, la série
2 Cix | (i,k=— 0.4 œ)
est convergente, d'où l'on conclut immédiatement qu'il en est de même du produit
Pre IL,G + te, l). (ik=— ©, + œ) Formons les produits +m + im + om + om Fe — II (: + > Qi); l'a — II (1 + > | a |); i=—m k=—m i=—m k=—m
si, dans le développement de P,, on remplace certains termes par zéro et change les signes de certains autres termes, on obtiendra D,,; par conséquent, à chaque terme dans le développement de D,, correspond un terme dans le développement de P, de telle manière que celui-ci n’est jamais plus petit que la valeur absolue de celui-là; de plus, en remplaçant certaines quantités @, par zéro, certains termes s'annulleront dans les développements de D,,,, et P,,, et, parmi les termes de P,,, qui s'évanouissent, on trouvera évidemment ceux qui correspondent aux termes annullés de D,,,,; or, en remplaçant les quantités a, [i, k= +(m<+#1),..,+(m+p)] par zéro, D,,,, et P,,, deviennent égaux à D,, et P, de sorte que, dans ce cas, D,,,, — D,, et P,,, — P, représentent respectivement les termes de D,,, et P,7 qui s’annullent. Par conséquent, on a
DS, LA D, & P}:3 PS, Pn.
En vertu de la convergence du produit P, on peut faire correspondre a chaque quantité positive d un entier positif »’ tel qu'on ait, pour # > » et pour des valeurs quelconques de l’entier positif p,
Pirp — P, < 0 +. |D,,, — D,| < 6, ce qu’il fallait démontrer.
Pour le cas où les éléments diagonaux sont tous égaux à l’unité, ce théorème est dû à M. Porxcareé (Bulletin de la Société mathématique de France, t. 14, p. 77).
L'étude des déterminants infinis dont les éléments remplissent les conditions énoncées plus haut et dont la convergence vient d'être établie, sera l'objet principal des pages suivantes. Nous convenons de dire que ces déterminants sont de la forme normale.
3. Dans le n° 1 nous avons défini un déterminant convergent comme la limite D' vers laquelle tendent les déterminants D,, indéfiniment croissantes de m. Dans le cas des déterminants de la forme normale, on voit facilement qu'un mode de génération plus général conduit au même résultat. Désignons par D, le déterminant [Al452_,.i» et par P,, le produit
pour des valeurs
Pie = IT (: +2 | dix dr
si p désigne le plus grand des nombres » et », il est clair que tous les termes de D terme de P,, est aussi un terme de P,,, d’où il suit, en raisonnant comme
se trouvent dans le développement de D,, et que chaque
plus haut, que
LUS is LE es Ph,p Las
pour des valeurs indéfiniment croissantes de » et de n, les quantités Pyps Pan tendent vers la méme limite P; donc D,, et D,, tendent vers
une limite commune et, comme D,, désigne le méme déterminant que
nous avons désigné auparavant par D,, cette limite est égale à D. Donc, pour définir le déterminant D, on peut faire usage des déterminants D, ;
tout aussi bien que des déterminants D, du n° 1.
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Appliquons ce résultat à un cas particulier. Soit À un entier quelconque, mais déterminé, et posons, pour un moment,
DRE) DEA ERAT les deux suites infinies :
(D) D: PSD SD res RP ARS (A) ANA CEE 1 nd VAE ce
auront la même limite D; or nous savons, d’après le n° 1, que la suite (D) définit le déterminant [A4;},:-_..:. et que (A) définit le déterminant LAisiaualie- + Cest-a-dire celui qu'on obtient en choisissant l'élément A,, pour origine dans la table des éléments 4,4. Par conséquent, dans un déterminant de la forme normale, on peut prendre un élément diagonal quelconque pour origine: la valeur du déterminant reste toujours la méme.
4. Un déterminant de la forme normale reste convergent si l’on. remplace les éléments d'une ligne quelconque par une suite de quantités qui sont toutes plus petites en valeur absolue qu’un nombre positif donné.
Remplaçons, par exemple, les éléments de la ligne numérotée o:
41, ag 4, LE 4
par des quantités DR Er VIE AT
vérifiant l'inégalité lu,| < y, 1110:
et soient D’, et D’ ce que deviennent D, et D. Désignons de plus par P, et P' les produits obtenus en supprimant dans P, et P le facteur correspondant à l’indice o; on voit immédiatement qu'aucun terme de D, ne peut être plus grand en valeur absolue que le terme correspondant
du développement de wP,, et, en raisonnant comme dans le n° 2, on obtient
SUP SEULS
ce qui démontre la proposition énoncée.
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Ce théorème, démontré par M. Poincaré pour le cas où tous les éléments de la diagonale principale sont égaux à 1, peut facilement être généralisé. En se servant d’un mode de démonstration parfaitement analogue au précédent, on peut prouver qu’un déterminant de la forme normale reste convergent si l'on remplace les éléments d’un nombre quelconque de lignes ou de colonnes par des quantités qui sont, en valeur absolue, inférieures à une quantité donnée.
5. En conservant les notations du numéro précédent, il est clair qu'on a:
DI£P; |D'I<aP'
En effet, les inégalités ou égalités
CAN E ANNE
subsistent pour toutes les valeurs de » et, pour des valeurs indéfiniment croissantes de », D, et D, ont pour limites D et D.
6. Si l’on change, dans un déterminant de la forme normale, l’une dans l'autre deux lignes ou deux colonnes, le déterminant change de signe; il est nul, si deux lignes ou deux colonnes sont identiques.
En effet, soient D’ et D’, ce que deviennent D et D, en changeant l’une dans l’autre deux lignes quelconques; on peut toujours choisir # assez grand pour que ces lignes appartiennent toutes deux au déterminant D,. On a donc
Or, en fixant arbitrairement une quantité positive d aussi petite qu'on veut, on peut trouver un entier »’ tel que, pour n >»,
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La seconde partie du théorème énoncé est une conséquence immé-
diate de cette égalité.
7. Le développement d’un déterminant de la forme normale peut
être présenté sous beaucoup de formes différentes. a) Partons de l'identité
Ai + a Le (A, Er nbt À.) + Ds aE (AS ue A5)
A LÆ CAGE A = Ldihiseses posons An = 0; ARE CUS
Asp — À, — Vort1 Ar — A3 = Vo
dr Anar ge 7477 Ÿ AE FRE Se EU 2r+1 | APR A, Sie r,r À En ne Asie Anse MS “ AS ee PES 1e À,, 41 HE r,7—1 dr
et faisons croître m au delà de toute limite Si D est la valeur du dé-
terminant donné, on aura
(a) ÉD NV AV Et EVA CR
La série du second membre est convergente, puisque À,,,, et À.,, ont la même limite D (n° 3); elle est aussi absolument convergente, ce qu'on voit
en la comparant à la série à termes positifs
(a’) P=U, + (0, — 0) ++ (Mn — Mu) +,
où me ra ne NA +7 +?
M: “a JG +2, laut): I, ee +, 2 1 | |) _et en remarquant que (a”) | Ave nt AP | < I, En FR
b) Chaque expression IPN peut s’écrire comme une somme de termes positifs dont aucun n'est plus petit que le terme correspondant du développement de V,. Si donc on écrit, de la manière ordinaire, le déterminant V, comme une somme de | m — M termes et qu'on remplace ensuite chacun de ces termes par sa valeur absolue, la série (a) restera encore convergente. En d’autres termes, si l’on a
M LE Æù ZV a ) la série double (b) c D == )Et ANT
est absolument convergente.
c) On peut conclure de là que le déterminant D peut se mettre sous la forme
(c) D TR > 27 but FRE OUE Se A1 Ne, A4 LR
les termes indiqués par le signe Z s'obtenant en permutant de toutes les manières possibles les premiers (ou seconds) indices du terme principal:
ARS VAS
—mMm, M m,m ° ?
et en attribuant à chaque terme ainsi obtenu le signe + ou le signe — suivant la parité ou l’imparité du nombre des transpositions nécessaires pour passer du terme principal au terme considéré.
En effet, chaque terme du développement (c) n’est qu'une combinaison de certains termes du développement (b); ce dernier étant absolument convergent, l'expression du second membre de (c) aura une valeur déterminée et absolument indépendante de l'ordre des termes. Et comme, de plus, chaque terme du développement (b) se présente aussi dans le développement (ec), l'égalité (c) se trouve démontrée. |
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d) Chaque terme du développement (c) contient comme facteur un élément et un seul d'une ligne ou d’une colonne quelconque. Par conséquent, le déterminant D) peut s'écrire comme une expression linéaire et homogène des éléments d’une ligne ou d’une colonné quelconque. Si, par exemple, nous voulons le développer suivant les éléments de la ligne numérotée ?, le coefficient de 4, s'obtiendra en annullant, dans le déterminant D, tous les éléments de cette ligne excepté 4,, qui doit être remplacé par l'unité. Désignons par
‘D Û LU VE () Es
le déterminant ainsi. obtenu, de sorte qu'on ait (d) D = ZX, Aya.
Les déterminants 4,, auxquels nous donnerons le nom de mineurs ou-sousdéterminants du premier ordre, satisfont d'ailleurs aux relations suivantes
(d”) oO = 2, At; (6)
qui découlent immédiatement du théorème (6). Des considérations analogues conduiraient aux égalités
D — 2:44 Aix
Oo = > ,Ayay. (=)
Il est clair que le mineur «;, peut, outre de la manière déjà indiquée, s'obtenir aussi en supprimant dans D la ligne # et la colonne k, et en attribuant au déterminant résultant le signe (— 1)". En effet, on na qu'a se rappeler que les deux modes de génération conduisent à des résultats identiques dans le cas des déterminants finis et à raisonner ensuite comme dans le n° 3.
e) Le déterminant D étant linéaire par rapport aux éléments de chacune de deux lignes quelconques ÿ ét », si l’on veut le développer suivant ces éléments, le coefficient de 4,4, s'obtiendra en remplaçant les éléments 4,, 4, par l'unité et les autres éléments des lignes ? et »
par zéro. Le déterminant ainsi obtenu s'appellera un mineur du deuxième ordre et sera désigné par l'une ou l’autre des notations
À; À; 9° A à me a ] —— PAS ES: == ( ) e AE À 0 À ;x 0 Amn
mn
k n il est facile de voir qu'on a
D D ( m\ ( à 0 À in 9 À mx us 0A%04Amn T n ) be
d'où l'on conclut que sie 1 M €) DD Sao LA À mA A k n
f) Plus généralement, si l’on désigne par
; | le adj | - ) | AE | 47 ie
le déterminant obtenu en remplaçant dans D chacun des éléments
À;y,.. A;x, par l'unité et tout autre élément des lignes à ..4, ou des
colonnes #, ..k, par zéro, on aura
1° | Aix, 2 Ar . :
(o) ii > De 2%: À É :
ke . k, .. k) h << ne A due AE
Le déterminant
sera nommé un #ineur ou sous-déterminant de l'ordre r; on peut l'obtenir, comme il est facile de le voir, en supprimant dans D les lignes à ..
et les colonnes 4% ..#k, et en attribuant au résultat le signe
(— bn,
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En résumé, un déterminant D de la forme normale peut étre développé suivant les déterminants formés par les éléments appartenant à une combinaison quelconque de lignes ou de colonnes. On voit facilement qu'il ne faut pas nécessairement que le nombré de ces lignes ou de ces colonnes soit fini. Le théorème de LAPLACE sur le développement des déterminants ordinaires peut donc être généralisé de manière à embrasser completement le cas des déterminants infinis de la forme normale.
go) Il est clair que le déterminant D peut étre développé suivant les éléments d’une ligne et d’une colonne quelconque. Prenons, par exemple, la ligne o et la colonne o. Le coefficient de À
AA; Est ( 7) O ê Se A
ce qui nous permet d'écrire
CURE celui de
(sn (g) DE A5 00 FE Da Ao Au je (be 2h) h) Enfin, on peut développer le déterminant D de maniere à mettre en évidence les dimensions de ses termes successives par rapport aux quantités a4,. En effet, on peut démontrer d’une manière absolument analogue a celle employée pour le cas des déterminants finis, que l'égalité suivante a lieu:
% (PSI LT c pp pq (h) DEEE > | - LEUR ER EEE | PERTE Be Cr |
les indices p,q,7,.. parcourant tous les nombres entiers positifs et négatifs qui satisfont aux conditions
D'SRRi 8. De cette dernière formule ou de la formule (c) on peut tirer
une conséquence importante, On voit en effet que la valeur de D n'est pas altérée par des déplacements quelconques entre les lignes et entre
les colonnes, pourvu toutefois que ces changements soient tels que les éléments diagonaux et les éléments non-diagonaux restent respectivement diagonaux et non-diagonaux. À Pour cette raison nous dirons que les déterminants de la forme nor-
La male sont absolument convergents.
9. Étant donné un déterminant D de la forme normale, si l’on ‘remplace les éléments d'une ligne quelconque par des quantités y, dont les valeurs absolues n’excèdent pas un nombre positif donné, le nouveau déterminant D’ jouira des mêmes propriétés que l’ancien et pourra, en particulier, étre développé suivant les quantités y.
Remplaçons, par exemple, les éléments de la ligne o par des quantités w, vérifiant l'inégalité
et soient A, et V,, ce que deviennent respectivement les déterminants A et V,, du n° 7. Soient de plus P’ et IT!, les produits obtenus en supprimant dans P et Il, le facteur correspondant à la ligne o. Dans la série convergente
je = all; 1» Z a(IT,, à He 3
Mm= 2
chaque terme (11, — N,,,) est une somme de termes positifs dont aucun n'est plus petit que la valeur absolue du -terme correspondant dans le développement du déterminant
M A / l: , Ne De Av. er ave =ZVu d'où l'on conclut que la série double du second membre de l'égalité
D’ = 27 27 Vot
converge absolument. On voit par là que la ligne o dans le déterminant D’ joue le méme rôle que toutes les autres lignes et que, par conséquent, les théorèmes des numéros précédents subsistent sans aucune altération pour les déterminants de la forme D.
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Un raisonnement analogue s'applique au cas où l'on remplace les éléments d'un nombre quelconque de lignes ou de colonnes par des quantités inférieures en valeur absolue à un nombre positif donné.
10. Dans un déterminant D de la forme normale, remplaçons les éléments d’une certaine ligne, par exemple la ligne o, par des séries finies ou infinies Lu
li DATE
telles qu'on ait 2 | Ha | & 2; (k=—-0 ,+ )
# désignant un nombre positif donné. Le nouveau déterminant s’écrira ainsi:
due ER Zoe fr ee »2 PAIN
c’est-à-dire comme une somme d’un nombre fini ou infini de déterminants infinis.
11. Soit D un déterminant de la forme normale; soient €, une suite de quantités dont les valeurs absolues restent inférieures à un nombre donné. Si l’on suppose €, = o et qu'on remplace les éléments 4,, de la ligne © par les quantités
u we = An + 2042 le nouveau déterminant D' pourra être mis sous la forme ! ! ; re D' — De —D+2 04. De — D
et ne différera pas, par conséquent, de D.
AR DH 4, PB; — 1 + LE
par hypothèse, les séries Rate PS A CAE NE 2 in.
sont convergentes. Or, en posant
on à
Cu = Gin + Vu + 2; CPLUTE
Ci = dj + b, + > ,a,b,
ce qui, en vertu de la convergence des séries 8,, 8, et Se 24 FaDii},
suffit pour démontrer la convergence de la série Z|c,|. Par conséquent, le déterminant C est de la forme normale.
Pour mettre en évidence l'exactitude de l’égalite AB = C, il suffirait d'adopter un mode de démonstration analogue à celui employé dans la théorie ordinaire; mais il paraît plus simple de procéder de la manière suivante,
Posons +m
LE? à À; Bi; Vis Cy — Lis
4e F= [Aa] , PB, — [Ba], C} = Fred , ‘A FE [Cul an À RS 7: a se An » D DE br 1 0 C er Gé AE Îm 5
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le déterminant ©, peut être exprimé de la manière suivante comme une somme de 2» + 2 déterminants:
Ch Nr ie 2 15) + (rer Ee D ,m--1 Vom) + (Lo 5% . Lo,m—2V0,m--1 Con) + seit ° 37 CU = Vo m1 Co, En3e ea Com) mi CC sure QUE Com)
les lignes numérotées o des déterminants respectifs étant seules représentées. Or, dans chacun de ces déterminants, tous les mineurs correspondant aux éléments », sont, pour des valeurs quelconques de l'entier #, inférieurs en valeur absolue au produit
Par conséquent, en remarquant que
TEA
Ce EX (rh ee ES
on aura +m +m
HR 2; 2 ar |5
kÆ=—m r=—
| EÆ a ee
mais, en choisissant # suffisamment grand, le second membre de cette inégalité deviendra aussi petit qu'on veut; c'est ce qui arrive, en effet, pour le second membre de l'inégalité
+m km
œ +m Z Z el< À, 2; ab + [be |}
Donc, en se donnant une quantité positive quelconque à, on peut déterminer l’entier #' de telle manière que, pour # > m', les valeurs absolues
GIRE P
? | C m — Cà |
soient toutes plus petites que 9. Soit Q une quantité positive suffisamment grande; on aura
| AB — AB | Ho A 0m + An D, Fe An Pm | < 00 + Ofe |C— Cr] < 20,
Sur les déterminants infinis et les équations différentielles linéaires. 17 ce qui, d'après le théorème de multiplication des déterminants finis:
4 pb? == Cr"
conduit à écrire | AB — C| < 0(Q + 9 + 2)
ou enfin
k, désignant des entiers quelconques
En partant du théorème de multiplication démontré dans le numéro précédent, la démonstration de ce théorème devient identique à celle de la théorie ordinaire’ et pourra étre omise. En revanche, nous allons établir quelques autres formules qui se rattachent à celle-là et dont nous aurons besoin dans la suite.
PEL
Rappelons d’abord que, Ci - } désignant toujours le mineur ob- UN les
tenu en remplaçant dans D les éléments 4,,.. 4,4, par l’unité et les autres éléments des lignes à, .., ou des colonnes #,..#, par zéro, ce déterminant sera nul si deux à ou deux k# sont égaux et changera de signe si deux à ou deux # se changent l’un dans l’autre.
Cela posé, formons la série double:
Ai (D CE RTL AT a ee De »E ( _ ke, " (,) A5
cette série est absolument convergente, car les quantités
> | () Ana (m=— 0.4 œ)
* Voir p. ex. BALTZER, Theorie und Anwendung der Delerminanten, 5° Auf, p. 63.
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sont toutes plus petites en valeur absolue qu’un certain nombre positif, et la série AE be TL De Fe PR, à converge absolument puisqu'elle n'est autre chose que le développement
‘ 3 k PCT.
du déterminant obtenu en remplaçant. dans le déterminant Fr. “
\ Ÿ, AE k,./ chaque élément de la colonne # par l’unité.
On a donc le. droit d'écrire RCE 7. 7 /i Ÿ 1 ’ 5 A4 De (E ke ke DS C ee NE, ee ) i RENE e ET 1 ?
== Da DA As mé À , k, de 5 k, mais i [t2, Si 9 (f) N À A = 2 | DM et.
/à du. M ] 7 (n) De j44 éme TN \k, À k, k/ "re SRE 1 r .
à 4 si A — #:
ho HR TZ 4 2 1 4 (l +1 . f4 = | ET - ever ve) Mes tee U=lur kite RrS Ra ete alt O0; AE HER ke:
On a donc d’une part
d'autre part
ce qui entraine l'identité suivante:
PSI ET D dechire PIE 2 RD OU es rt 2 KE 0 k, ee D #1 à RESORT PR OUT CNET 74 RE PM En particulier, si à est égal à l’un des indices 4, ..4,, par exemple LE et EC à —1,, le-déterminant ( | (He 0 Fute
o WING ET RI)
| s'évanouit et l’on a:
De plus, en remarquant que les colonnes peuvent être regardées comme des lignes et vice-versä, on obtient l'identité
ENPR TE ds, () & ARRN RCE A0: ARE ) AUDE | (9) () é sk > FN Rs LEE Ë DER
qui, pour # = k,, prend la forme
CAC AIR ER EN
14. Jusqu'ici nous n'avons étudié les propriétés des déterminants infinis que sous la supposition que ces déterminants fussent de la forme normale. Il est facile de voir qu'on peut ramener à ce cas une classe plus générale de déterminants infinis. Supposons, en effet, que les quantités 4, satisfassent aux conditions suivantes: 1° le produit [[,4; converge ab-
solument; 2° il existe une suite de quantités æ, (£ = — © .. + ©) telle que la série double | / di 2 D Ans ES El
converge absolument. Je dis que le déterminant infini
D = [Aa se- — D .,+ 0
converge et jouit des mêmes propriétés qu'un déterminant de la forme normale.
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in eflet, posons
et formons le déterminant infini RES ET RE 3
ce déterminant étant de la forme normale, on peut lui appliquer la for-
mule (b) (n° 7); désignons par V,, et V, ce que deviennent V,, et Vs
nt
en remplaçant les 4, par les 4,; on aura
VV ++ Vi +.
DEbivia
or on voit aisément que
V4 FA Va ES = Ve,
m et À désignant des entiers quelconques. Par conséquent, le déterminant D converge, a la même valeur que D et peut, de plus, être représenté par la formule suivante:
DEN VE te Ve TEE TE 2 DL
En prenant cette formule pour point de départ, on voit, tout à faitcomme dans le cas des déterminants de la forme normale, que les théorèmes du n° 7 ainsi que ceux des n° 8, 12 et 13 s'appliquent aussi au cas du déterminant D. Au contraire, le théorème du n° 9 subit la légère modification que voici.
Remplaçons dans le déterminant D les éléments de la ligne 2:
AË (Æ=—o,,+ @œ)
par des quantités
Le %; Pr — Ua ”. (=—..+ œ)
dont les valeurs absolues sont inférieures à un nombre donné, et soit D’ le nouveau déterminant; on pourra écrire
D = Lib
or, en vertu des remarques du n° 9, et d'après ce qui vient d'être dé-
montré, il est clair que la valeur de D’ ne change pas si l’on multiplie 117 . : I
les éléments de chaque ligne à par -— et ceux de chaque colonne k# par wi
æ,; en d’autres termes, si l’on désigne par D’ le déterminant obtenu en
remplaçant dans D les éléments de la ligne ? par les quantites y,, on aura
D +) — Lis
Le théorème suivant se trouve donc démontré.
Soit un déterminant dont les éléments 4, satisfont aux conditions énoncées plus haut; si l’on remplace les éléments d’une ligne à quelconque:
par des quantités
Ux (&=—00,.,+ %)
telles que les valeurs absolues des quantités — dj Ty
n’excédent pas toute limite, le nouveau déterminant convergera et pourra être développé suivant les quantités y, de la manière ordinaire. Par exemple, s'il existe une quantité x telle que la série
! ii —k = Dot GZD - converge absolument, on peut prendre y = X (k=—.,+ ©)
et, en remplaçant dans le déterminant D les éléments 4, de la ligne à par les quantités y, = *, on voit que le nouveau déterminant s'exprime
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comme une série ordonnée suivant les puissances de x, dont les coefficients sont les mineurs du premier ordre appartenant à ladite ligne.
15. Avant de terminer ce paragraphe, il convient de dire quelques mots sur les déterminants infinis dont les éléments sont des fonctions analytiques d'une variable indépendante ».
Soit
D(p) = (Au(o)}e -o.+ o
un déterminant infini où les 4,(9) sont de telles fonctions, et posons, comme plus haut,
D,,(p) Se (oies
soit Z' un certain continuum dans le plan représentatif de la variable en dedans et sur la linite duquel les fonctions 4,, sont finies et continues. Nous dirons que le déterminant D est uniformément convergent dans le domaine T si, après avoir fixé arbitrairement la quantité positive 9, on peut trouver un entier positif #’ tel que l’on ait
dés que # > n', pour des valeurs quelconques de l’entier positif p et pour toute valeur de » en dedans ou sur la limite de 7.
Cela posé, si le déterminant D converge uniformément dans 7, il représente dans ce domaine une branche uniforme d’une certaine fonction analytique.
En effet, la série du second membre de l'égalité
DE DDSND NERR END D EEE
converge uniformément en dedans de 7.
Supposons maintenant que les fonctions 4,,(0) satisfassent à la condition suivante: si l'on pose A,(0) = au(p), Ai(o) = 1 + a;(p), la série double
22, ap)
converge uniformément dans 2. Il est clair d’abord que le déterminant D sera de la forme normale pour chaque point » de 7. De plus, il est facile de voir qu'il convergera uniformément en dedans de ce domaine. En effet, le développement ((a), n° 7) est uniformément convergent puisque l'inégalité (a) a lieu pour toute valeur de 9 appartenant à T'et que le développement (a') de P converge uniformément en dedans de ce domaine.
Mais le développement (a) n’est pas le seul dont la convergence est uniforme; cette propriété appartient à tous les autres développements du n° 7. Considérons d’abord la formule (d). Puisque tous les mineurs du déterminant D(9) sont plus petits en valeur absolue qu’un certain nombre positif et que la série |
Ax(p
converge uniformément dans l’intérieur de 7’, il en sera de même de la série | 2:| Au(o)ax(p) | et par suite de
ZiAu(p)an(o) = D(p).
La méme chose se démontre d'une maniere analogue pour les développements (e), (f) et (g), et il ne reste qu'a examiner la formule (h). Ecrivons cette formule ainsi qu'il suit:
(h) FES ACT EN ST RTS C0 CT
+ oo +o
? Une série double Lu Z Puy où les @, sont des fonctions finies et continues d'un
nombre quelconque de variables, laquelle converge pour chaque point d’un certain domaine T, sera dite uniformément convergente dans ce domaine, si à chaque quantité positive à
correspondent deux entiers #', n', tels que lon ait
| Z, 2, Eu» | & 0]
dès que m>m,n >>n et pour chaque point en dedans ou sur la limite de T', De même, pour le cas des séries d'ordre de multiplicité 3, 4, etc. nous adopterons des défini-
tions analogues,
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App pa Apr
| LDC PP Pq 1, 111 S"— Ÿ ; DIRES > FANS PSP A re
P,q | lop «
qq | p,q,r «d (4 EN
TP rq rr
posons, pour un moment, + 00 U; = > | A | (i=— @0..+ 0) co
et développons le produit P = [;(1 + «;) de la manière suivante:
() P=IHE+E'+E"+. HET.
2 — > u,, E '— Du,u,, DD 4 ete
il est clair d'abord que
_ SE Le | < SE a ESS
ee SU es
et que, par conséquent, il suffit pour notre but de démontrer que la série (h) converge uniformément. Si, à cet effet; nous écrivons P sous la forme
(h) P = P; SE (p, — }p.) rie °& + (Pr ro De FF sie où Le ‘ +r Port a A G Et U;); Por a PAU E Ets U;),
nous savons que la série 2,,(py — py_1) converge uniformément en dedans de 7. Donc, à chaque quantité positive 9 correspond un entier # tel que l'on ait
pe (Pr VS Det) < ()
dès que x > n’ et pour toute valeur de » en dedans de T. Or l’expression Py—Yy_1 Se compose de termes positifs formés en multipliant cer-
taines des quantités w,, le degré de ces termes par rapport aux %, étant au plus égal à ». Donc tous les termes de l'expression
Dax m=n
c’est-à-dire tous les termes de P dont le degré par rapport aux , excède n — 1, se trouvent aussi dans la somme
2 (Pr as: D):
d'où l’on voit que
Le]
> <5, m=n donc la série (h) et a fortiori la série (h) convergent uniformément à l’in- [æ] térieur de 7.
Mais il y a plus: toutes les séries 8°” qui composent la série (h) convergent aussi uniformément en dedans de 2. Pour le voir, démontrons ? . Aie (m) . , RC:
d'abord que chaque série ZX” converge uniformément. La série
DANS LE
Him a
Lo
on u, fm
par zéro; cette dernière série qui n’est autre chose que le produit
Zu : Zu, a Z Um
Pin
est évidemment uniformément convergente puisque la série Zu. converpe . , . À (m) uniformément; il en est donc de même de 2°". Or on a
JANTES La im |
valeur absolue de | : nee < Un Une 0 Un
Ho (CR 2 (4/7 Dim
donc la série 8°” est uniformément convergente en dedans de 7. v, Koch. 4
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16. Supposons, comme dans le numéro précédent, que les fonctions A, soient telles que la série double Z,X,|a;(9)| converge uniformément en dedans de 7. Soient y, une suite de constantes ou de fonctions qui sont toutes, pour chaque point » de T, inférieures en valeur absolue à un nombre donné. Si l'on remplace dans D les éléments 4, d’une ligne à quelconque par ces quantités y,, on sait d’après le n° o que le déterminant nouveau converge dans ce domaine et peut être représenté par la série
Zip Aix
démontrons que cette série converge wniformément en dedans de 7. Puisque le mineur 4,4 s'obtient en remplaçant dans D l'élément 4, par l'unité et les autres éléments de la colonne Æ par zéro, il est clair que dans ce déterminant l'élément diagonal de la ligne k est nul et que, par conséquent, on a, d’après le n° 5,
| Ag | St P. 2 | Qxz |
pour tout point » du domaine 7. Or la série Z, >, formément convergente dans ce domaine, il en sera de même de 2
al étant unidonc la série Z,y,a, est a fortiori uniformément convergente en dedans de 7!.
17. Supposons maintenant qu'il existe une suite de quantités x, qui
DE
uniformément convergente en dedans de 7. Dans ce cas, le déterminant
DE CALE RE œ
rendent la série double
da(e)Se
appartient à la classe étudiée dans le n° 14; tous les développements en série dont il a été question dans le n° 7 sont donc valables à l’intérieur de T' et il est facile de voir, d'après les n® 14 et 15, que ces développements convergent uniformément en dedans de ce domaine.
18. Ni l'on remplace dans D les éléments d’une ligne à? quelconque
°,7 di par des quantités y, telles que les valeurs absolues à | (k = — ©... + ©)
sont toutes plus petites qu'un nombre donné, on sait (n° 14) que le deéterminant ainsi obtenu est représenté par la série Zyya, et que cette série converge pour chaque point 9 de 7. Comme dans le n° 16, on démontre aisément que cette série converge wniformément en dedans de 7.
19. Revenons au cas où la série DD | converge uniformément dans T' et proposons-nous de former la dérivée du déterminant D. Il est clair d'abord que la série double
d A;x e De Dites
est absolument et uniformément convergente à l'intérieur de 7; en effet, DIEU ces propriétés appartiennent à 2,2,4,, elles appartiendront aussi
dax DO DA re : et les à, sont, pour toutes valeurs de » en dedans ou sur
la limite de 7°, inférieurs en valeur absolue à un certain nombre positif,
Ceci posé, je dis qu'à l'intérieur de 7'la série S représente la dérivée de D. En effet, en conservant les mémes notations qu'auparavant, on peut exprimer D par la série
LE 13} an 2 (D, VE LIST
qui converge uniformément dans 7; il suit de là qu'on peut écrire
dD __d 15 HD TAIERE ea do + (oe— do )
et que la série du second membre de cette égalité converge uniformément. Donc, en choisissant arbitrairement une quantité positive 9, on peut déterminer #’ de telle manière que
dD __ dD;| k do do | DE
dès que n > »’ et pour toutes valeurs de » en dedans ou sur la limite de 7. D'un autre côté, en désignant par a% les mineurs du premier ordre du déterminant D,, on a
A DA S A en Au dp En — =" dp ,
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Posons +n
+ dAy T2 2 dix dp ? DOUCE SE
puisque $ converge uniformément, on peut déterminer #” de sorte que l'inégalité » > n'” entraine celle-ci:
Dr Ar:
pour toute valeur » de 7.
Or on a dD, 3 + Ro dde do. pu ?) æ, 2 2 Fe a) do.
et l’on peut trouver une quantité y telle que les inégalités ax "a al Es u(P TR P,) nd
aient lieu partout à l'intérieur de T. Donc il existe un entier #’”" tel qu'on ait 'dD,
do pour n >#n'" et dès que » se trouve en dedans ou sur la limite de T. Par suite on à
dD |
Res s 0
| do
ou enfin, pour tout le domaine T,
d'A; a SX. ® 0 Sr
en introduisant une notation employée plus haut, cette égalité prend la
forme 0D dAy a - =}, Dre
généralisation d'une formule bien connue de la théorie des déterminants finis.
$ 2. Sur la résolution des systèmes infinis d'équations linéaires. 20. Posons + U,; — > PP (i=—00 .,+ o) k—=— © ee et supposons que le déterminant D — LL PRENre
soit de la forme normale. Proposons-nous de trouver toutes les valeurs des inconnus æ, (£ — — © ..+ ©) qui satisfont aux égalités
et qui ont, de plus, la propriété de ne pas dépasser en valeur absolue chaque nombre fini:
(1°) , | æ | 5 IX (4=— ©,,+ )
Supposons d’abord D + 0. Pour toutes les valeurs des x, qui satisfont à (1'), on a
(2) 241 Aa! x, | <oLr (i=—.,+ œ)
U désignant un nombre positif fini. Donc la série 5 — DE D: () A; converge absolument et l’on peut écrire
Su ns (au
d’où:
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c'est-a-dire 2 Xy —= O; (kæ=— .,+ ©)
en d’autres termes, le systéme (1, 1”) n'a aucune solution. Donc:
Pour que le système (1, 1’) ait une solution, il faut que le déterminant D soit égal à zéro.
Supposons D = 0. Avant d'examiner ce cas de plus prés, il faut établir quelques propositions préliminaires, ; — M... + m — MN... +m
le produit obtenu en supprimant dans le produit
P= If + Ela,l).
Formons le mineur ( | et désignons par (— m.. + 1m)
les facteurs qui correspondent à à = — 5»..+ m. Dans le développement
— M... +m — MN... + m
se trouve le terme + 1, et aucun terme du développement de celui-la n’est plus grand en valeur absolue que le terme correspondant du développement de celui-ci. Donc on a:
du déterminant ( ) de même que du produit (——- m.. + mm)
— MN... +m £( no
Choisissons arbitrairement une quantité positive 9 plus petite que l'unité;
il existe un entier positif »#’ tel que, pour » > m', le second membre de (4) est plus petit que 0. Pour de telles valeurs de # on aura par conséquent
— mm... +m j|<i+o:
— MM... +m
MN
— ND... + mn
existe dans la suite
donc le mineur ( ) est certainement différent de zéro et 1l
— MN... +m ( ) (m=0,1,2,..)
un premier mineur qui n'est pas nul.
Il est donc possible de déterminer les indices à, .. 4,; k ..k, en façon
que le mineur ( ; 1 LEE] n
, ) ne soit pas nul; de plus, si 7 > 1, nous sup- 6 | poserons que ces indices soient choisis de manière que les mineurs
Pl
t .. co , F. FU \ /
d'ordre inférieur à » et formés en prenant pour &,..4, et x,..x,
respectivement toutes les combinaisons possibles des nombres à ..1 le:
et k,, soient tous égaux à zéro.
Cela posé, si r > 1, tous les mineurs de D d'ordre 1 sont nuls.
En effet, puisque D est nul, l'identité ((9), n° 13) prend la forme
A une à
d’où l’on voit que les mineurs suivants:
: : re s k , et, par suite, le second membre de l'égalité ((e), n° 13):
n 1 e 5 * Tr st DONNE à LE . a) () ë TE: 2 (4 RACE RENE a HAE
y=] 1 n s’évanouissent pour ©, # = — © ..+ ©; donc on a ( RO! (i,#=— 00 ..+ œ) k Des raisonnements analogues suffisent pour démontrer qu'aussi les mineurs d'ordre 2, 3,..7—-1 sont {ous nuls.
Appliquons ces résultats aux probléme que nous avons en vue et sine 4.
“| est quel-
considérons le cas général où l'ordre > du mineur a 1 we r
: ; ‘abord on voit facilement que les équations conque, D
u, = O0, M O0, CNE 20
2 tr
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sont superflues, c’est-a-dire qu’elles sont une conséquence des autres équations %, — © du système considéré. Soit en effet 4, l’un des indices 4, .. 4,; puisque la série double
Eee M or L D D: ma Va ke kiki k
est absolument convergente, on a:
(A CE] L,_+ mt t,4:1 . (A nt) A + 4,3 m t,41 . 4, #2 Un F— va À TV 2 ni A F knsok k RERO . k
"y—1 k, k,4 AC 7. 7
or la série F Ë TUE ME er « “A | LA NT ARE ,» &o..8k,; elle est nulle aussi si À est égal à l’un des nombres #,,k,,..k, puisqu'elle représente, dans ce cas, un certain mineur d'ordre 7» — 1. Donc:
ARR CE MS TI L bero} A NL 4 MC RCELU ESS PAR EE LATE ECC SE
est identiquement nulle si 2Z4,,k
dans cette égalité le coefficient de #; n’est pas nul, mais les coefficients des quantités Woo, LU,
u = O0 (L—1,2,..7r) sera satisfaite si les inconnus remplissent celles
ty
--%, Sont tous nuls Done chaque égalité
des-équationsig, = Otou l'indice ns La série double
DD ES
est absolument convergente et, si les inconnus #, satisfont aux équations u, = 0, on a $ = 0; de là et en vertu des identités ((7), n° 13) on conclut que les relations suivantes doivent avoir lieu entre les inconnus:
RU CRT à RER, 15e at Reel KA sul k, .…k lc
Ces relations qui sont nécessaires sont d’ailleurs suffisantes puisque toutes les séries
eur RE D AN DC Ad eee k k, .. k, k . [due k, l sont nulles. Donc:
- Soit D un déterminant infini de la forme normale; après un certain rang m' qu'on peut toujours déterminer, tous les mineurs dans la suite — mm... +m ( ) (m=0;1,2,..)
— mm... +m sont différents de zéro et l'on peut, par conséquent, toujours trouver un mineur
CRE
d'ordre fini qui n'est pas nul: si D est nul, si (: . est différent de up |
k, sont tels que les mineurs
zéro et si, de plus, les indices à TS Re
EC RC REA Ale ’ d'ordre. y = 1,2,..r7— 1, formés en.prenant pour u .. 1, et
PAT AUX %, -. x, respectivement toutes les combinaisons possibles des nombres à, .. et k,..k,, sont égaux à zéro, tous les mineurs d'ordre 1,2,..r7—1 sont nuls.
Soit (1) un système infini d'équations linéaires dont le déterminant D est de la forme normale et a la valeur nulle, et déterminons les nombres Mi ut, h
.-.-k, de ladite. manière; si l'on assujettit les inconnus à la
condition de ne pas dépasser en valeur absolue toute limite finie, les équations U = OU, = O,..U, —= © Seront Superflues, les inconnus xx, 2%, , .. %y resteront indéterminés et les autres x, Se présenteront nécessairement par la formule (6) comme des fonctions linéaires homogènes de x, , 2, .. 2.
Pour le cas d'un système infini d'équations linéaires non-homogènes: (i=— @,,+ œ)
où les quantités c, sont plus petites en valeur absolue qu'un nombre donné, on pourrait, par des considérations analogues, facilement établir un théorème correspondant.
v. Koch. k
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$ 3. Sur Les intégrales des équations différentielles linéaires.
21. Considérons une équation différentielle linéaire homogène d'ordre #
(1) P(y) = TE + P{o)S +... + P,(x)y = 0
où les coefficients P,(x), P,(x),.. P,(x) sont des fonctions holomorphes à l'intérieur d’un certain anneau circulaire dont le centre coincide avec l’origine du plan des x et dont les rayons R et R' satisfont aux inégalités
(2) RER EFh
Représentons les fonctions P,(x) à l’intérieur de l’anneau (RER) par des séries de LAURENT:
nous avons vu, dans la note citée plus haut, que, pour qu’une série de la
forme + co
END NT Xe
représente une intégrale de l'équation (1), il faut que » et g, satisfassent aux équations en nombre infini:
+ (4) G;(p) = e(p + M)» + Pr À 19) —140 (Zm; Mm=— &.,+ œ)
ou
o(p)=plo—1)..(o—n+1)+p(o—1)..(o0—n+3)e, 0 +. +a, ET que (o “* à)(0 1: As 1) DE (o Le An dm 3) Gates <m oc ch Un,m—à—n 3
et, en étudiant les propriétés du déterminant infini
(5) Q(v) A [HéRenRs ue
où Aix re Pas) = po +i) Date) = 1,
nous sommes parvenus à former un systéme fondamental d’intégrales de l'équation considérée. Toutefois, comme nous l'avons déjà fait remarquer, cette solution ne s’est présentée que sous certaines restrictions. Pour nous affranchir complètement de ces restrictions, qui provenaient principalement de ce que les exposants des intégrales peuvent être, dans certains cas, des points singuliers pour la fonction (0), il convient d'introduire un nouveau déterminant D(o) qui se comporte régulierement pour toute valeur finie de la variable ».
Désignons par p,,9,,..p, les racines de l’équation
de sorte qu’on ait ge) = (p — pie — p3) +: (p — p);
posons
Roi Er h(p) =°,6 AUTRE IE,
et multiplions les équations G,(9) = o par les facteurs respectifs h,,(0); le système nouveau:
(7) | h,(p) Gntp) — ©, (m=— 0 ,,+ 0)
qui est évidemment équivalent à l’ancien puisque les X,(9) ne deviennent ni nuls ni infinis en dedans d’un domaine fini quelconque, prend, en posant
hh(D) Ana = Am); h,(p)e(p < m) Ty FEAT
la forme
(71) 2 Xm(2)9à — ©, (m=— 2x,,+ 0)
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Le déterminant de ce système infini:
(8) D(p) = FAITEANRES
est de la forme normale à l’intérieur de tout domaine fini; en effet, si l'on pose
h!,(p) in 0)
de sorte que
At !
À ma ae m*? h;, (p), À ox u A»
et qu'on assujettisse la variable 9 = # + iv à la condition de rester en dedans d'un domaine fini Ÿ, il existe un nombre positif 4 plus grand que les valeurs que prennent les fonctions |4/,(o)| en dedans de ce domaine; on peut donc écrire
| Yanà | Fe h
or, en se servant du même mode de démonstration que précédemment (Sur une application des déterminants infinis etc. p. 56) il est facile d'établir que la série double
ei
(m1 ; ÂZm) À à m |
converge et converge uniformément en dedans de 7; la même chose ayant lieu pour la série >, 4, il en sera de même de
(Zn)
De plus, puisqu'on a D CNE CAR D ee pr (rer (+250),
il est clair que la .série
+ oo (2)
HE
converge uniformément à l’intérieur de %. Donc le déterminant D(o) est de la forme normale, converge uniformément en dedans de tout
domaine fini et représente, par conséquent, une fonction enfière de p (voir $ 1, n° 15). PEU Pour trouver la relation qui lie les déterminants D(p) et 9Q(p),
formons le produit + ©
Q(0). IL
Mm=-
puisque le second facteur est un produit absolument convergent, le ré-
sultat de la multiplication s'obtiendra en multipliant — pour chaque indice m — les éléments de la ligne #7 par le facteur y,,(0). On aura donc
+ co (9) 9(0) IL 7,,(0) Fa RAIN Lans Pre ER D(p)
ou, en posant j + œ n
(Lo) Ligasto) = JL CT 2 Ir(0),
m = FT Yi
Dans la note citée, nous avons dit, sans insister sur la démonstration, que la fonction (0) est périodique et de période 1; il est facile maintenant d'en donner la preuve rigoureuse. En effet, puisqu'on a
Dia(o Sr 1) = dareato)
si l'on remplace dans l'égalité
9(o) E (VAE © par © + ï, on aura
2(o ci 1) PE Rore RATER
dans cette égalité, le second membre est le déterminant obtenu en choisissant l'élément (9) pour origine dans la table des éléments (0); ce déterminant ayant la même valeur que celui qu'on obtient en choisissant dote) pour origine (voir $ 1, n° 3), on aura
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Donc, la fonction (0) étant périodique de période 1, on voit par la formule (11) que l'on a |
et que, par conséquent, D(p) est périodique et de période 1 ou de période 2 suivant la parité ou l’imparité de l'entier ». Puisqu'on a |
(14) Hit) = ;
v= + oo
il faut, en comptant un pôle ou un zéro autant de fois qu'indique son ordre de multiplicité, que le nombre des pôles incongruents' de 4() soit égal au nombre des zéros incongruents; donc le nombre des zéros incongruents de D(p) est égal à n. En désignant un système de zéros incongruents de cette fonction par 9’,p",..9", on pourra écrire
? r sin (0 — ox DD SONT
pour déterminer la constante C, remarquons que les égalités (10), (11), (14) nous donnent
Cetri@— 2) 2 1, ce qui montre que la différence 29 — 2», est nécessairement un nombre
entier; en choisissant le systeme p', p",..9p" de manière à donner à cet entier la valeur nulle, C prend la valeur 1 et l’on a
ñn
à ( 2.4 (w)\z (15) D(p) = TT RC"
* Dans ce qui suit, nous dirons que deux quantités complexes quelconques À et B sont 2ncongruentes si leur différence nest ni nulle ni égale à un nombre entier; dans le cas contraire, À et B seront dites congruentes.
Sur les déterminants infinis et les équations différentielles linéaires. 39 De plus, puisque le coefficient de 9" dans @(o) est égal à — -n(n— 1), la valeur de Xp, et par suite aussi de Xp, est un
nombre entier:
(16) 20 — Lo, — Sn(n — 1).
22. Soit maintenant æ un point quelconque à l’intérieur de l'anneau circulaire (RR”) et posons x
mMm—À, ,
X mx Sie A mit
il est facile de voir que la série Z,2;,|7,,l convergera uniformément par rapport à # en dedans de tout domaine fini (cf. loc. cit, p. 61) et que, par suite, les théorèmes des n° 17, 18 sont applicables au cas qui nous occupe. En particulier, nous pouvons dire que:
si, dans le déterminant D(p) ou dans un de ses mineurs, on remplace les éléments d'une ligne quelconque par les puissances x", le déterminant ainsi obtenu pourra s'écrire comme une série ordonnée selon ces puissances: et celle série, convergeant par rapport à x en dedans de (RER), convergera par rapport à jo absolument et uniformément à l'intérieur de tout domaine fini.
Helge von Koch
Soit po’ un zéro quelconque de D(p); d'aprés ce que nous avons vu ($_ 2), il existe toujours un mineur qui ne sannulle pas pour © = 6”. Supposons donc que, pour 9 = p', le mineur
( ne 1 Re
soit différent de zéro. Formons les mineurs suivants:
Cie 0 at DEN -re ( ) .) (anne iii) Ayo À; Abel c’est-à-dire tous ceux des mineurs d'ordre 1, 2,..7 dont les indices « et x sont des nombres dans les suites respectives 4, ..1, et k, ..k,. Pour abréger le language, désignons par M l'ensemble de ces mineurs, par M®, M®, M°,.. les ensembles de ceux des mineurs M dont l’ordre est respectivement égal à 1,2, 3... Nous supposerons que les indices jt tu :
) soit le seul des RC te
h..%, M ..k, soient choisis de maniére que (
mineurs M qui ne s'annulle pas pour 9 = p”.
Si r— 1, c'est-à-dire sil existe un mineur du premier ordre qui ne s’annulle pas, on n'aura pas besoin d'aller plus loin; mais supposons r > 1. Soit (o — p'}* la plus haute puissance de 0 — 9" qui divise’ D(»); soient
(DENT) MDES Oo EE RENr0
les plus hautes puissances de 9 — 9’ qui divisent respectivement tous les mineurs M‘, tous les mineurs M°,,. tous les mineurs M),
On a nécessairement y > y; en effet, si l’on avait y < y,, on pourrait conclure de l'identité ((e), n° 13) que les mineurs suivants
( ) (= 0,4 00 ; 4= A. Ar) k
* Soient G(o), H(o) deux fonctions entières; nous dirons que @(p) est divisible par H(o) ou que H(p) divise G(p) si le quotient G(p): H(p) est une fonction entière.
et par suite, en vertu de l'identité ((9), n° 13), que fous les mineurs du premier ordre seraient divisibles par (o —»'}'; ce qui est impossible, puisque (o — p")" est la plus haute puissance de 9 — p' qui divise le premier membre de l'égalité
dD d\ dyx D 4 rÉ
Par le raisonnement précédent on voit d’ailleurs que fous les mineurs du premier ordre sont divisibles par la puissance (0 — p')" au moins. On a p, > y,. En effet, il existe parmi les mineurs M® au moins
un qui est divisible par la puissance (9 — p')* au plus; soit (:) ce
0 . . , , . 1 \ mineur. Si l’on avait y, <y, en appliquant au déterminant ( ) et à ses mineurs les relations du n° 13, on verrait que les mineurs suivants
; ) du premier ordre, seraient divisibles le
c'est-à-dire fous les mineurs de ( par (o — p'}", ce qui n'est pas possible.
On voit en même temps que fous les mineurs de D du deuxième ordre sont divisibles par (o — p'}* au moins.
De plus, parmi les mineurs suivants:
PRE ee à ne) (zh)
il existe au moins un qui n'est pas divisible par une puissance de 9 —
! ’ 1 . a . . Æ (© plus élevée que la °°°. En effet, soit : celui des mineurs M° RE \X ( pour lequel l’ordre de multiplicité de la racine 9’ ést précisément égal /
ÿ : : / , à {1,; supposons que y et v. Koch. 6
soient les exposants des plus hautes puis-
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LOUE SEE, À : GMA a f sances de y — 9’ qui divisent respectivement les mineurs 3 et ( . x k LA 1 1
Soit d'abord u! < u,'; dans les identités 2 © ll ;
MIRDORMENLE
G)G ie CU (es,
() () | (5. (? sont LE (o — p'}" au moins et (s ñ x É 5)
* x le dE VIe
EH À AR/a a par (o — p'}* au moins, mais 4 par (0 — p'}* au plus; donc ) x À k, et () sont divisibles par 9 — 9" au moins y + y, — y fois. Or le t premier membre de l'identité
GER GS Ae)0S
étant, au plus, divisible y, + y, fois par 0 — p', on en conclut qu’il n’est pas possible que les mineurs
Cie Gus CoeC
soient tous deux divisibles par une puissance plus élevée que (0 — p'}". Si l’on suppose en second lieu y, > y’, on voit par un raisonnement analogue, qu'au moins un des mineurs
ane)
est, au plus, divisible par (0 — p'}*. Donc notre assertion se trouve toujours justifiée.
Supposons, en vertu de ce résultat, que les indices 4, ..4, et k,..k,
6 lt soient rangés dans un ordre tel que le mineur (
p —p' précisément y, fois D'une manière parfaitement analogue à la
précédente, on pourra démontrer que y, > y, et qu'il existe parmi les
mineurs suivants:
) soit divisible par
(à lo ) fase) AS Le k=hiukr EE
au moins un pour lequel »’ est une racine d'ordre de multiplicité pré- FU EL k, k,
continuera ainsi de proche en proche jusqu'à ce qu'on arrive au mineur Fe Con: n) k .….k
Il est facile de voir qu'on a y > r; en effet, tous les mineurs d'ordre
cisément égal à 4. On supposera que ( ) soit ce mineur ct l’on
r— 1 prenant, pour 9 =, la valeur nulle, tous les mineurs d'ordre r — 2 s'annulleront d'ordre 2 au moins, tous ceux d'ordre 7 — 3 s'anulleront d'ordre 3 au moins, ..., tous ceux d'ordre 1 s’annulleront d'ordre r— 1 au moins; donc # est pour D(p) une racine multiple d'ordre y
au moins, c'est-à-dire on a >.
De plus, puisque le second membre de l'identité
a è dy ) ne D ! i 1 ; is kr (p)
NET à
ne s'annulle que d'ordre y + y, tandis que le premier devient nul d'ordre
2 au moins, on à nécessairement 2/4 < 4 + /H OU, ce qui revient au même,
pe {ha
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et de même, puisque le second membre de
bars k: k,/\k R:
Hits k 4/\k &,
ne s'annulle que d'ordre y, + y, et que le premier devient nul d'ordre
Ô Æ ES
un mineur dordre r (r < y) qui ne s'évanouit pas pour p — p' et supposons que les indices à, :.1,, k, ..k, soient choisis de telle manière que tous les autres mineurs M Ss'annullent pour po — p'; soient
Hola ee
les exposants des plus hautes puissances de 9 — p' qui divisent tous les mineurs M, tous les mineurs M; toustles mineurs MODELS LT LE seront les exposants des plus hautes puissances de po — p' qui divisent tous les mineurs du premier ordre, tous les mineurs du deuxième ordre, .. tous les mineurs d'ordre r — 1; on aura
LINE SRE LES
LEP ERE LS
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et l'on pourra, de plus, toujours ranger les indices à ..1, et k, ..k, dans un ordre tel que p' soit pour les mineurs respectifs:
a) é a ( es à RER \ I EE
une racine d'ordre de multiplicité pu, pm, 1.
Nous donnerons désormais aux déterminants
5 ) cs ue ) k , fe, ) u Je k: k, ka L k, Le k, "
le nom de mineurs caractéristiques et aux nombres 4, ,..p,, le nom de nombres caractéristiques correspondant à la racine y’.
Il résulte de cette définition et des théorèmes précédents que les nombres caractéristiques correspondant à une racine quelconque sont entiérement déterminés, quand bien même on pourrait trouver plusieurs systémes de déterminants caractéristiques.
: RE CEE
Pour trouver actuellement le mineur caractéristique fs 4); il
suffit d'examiner un certain nombre fini de mineurs. En effet, apres avoir
déterminé, par la méthode donnée dans le $ 2, un entier #’ tel que le mineur — NN .. + w , FEV ,} ne s'annulle pas pour » = p’, les nombres 4, ..5,, k,..k, — M... + m/ se trouveront dans la suite — 2» .. + m' et l’on n'aura qu'a envisager ceux des mineurs d'ordre 1,2,.. 2% + 1 qui se définissent par des nombres dans cette suite. |
24. Les théorèmes précédents nous donnent le moyen d'obtenir dans le cas général les intégrales de l'équation différentielle (1). Pour que la série
y = 2ignx+}
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représente à l'intérieur de Panneau circulaire (RR’) une intégrale de (1), il ne faut pas seulement que les g, satisfassent aux équations
(17) REF CHER = O! (m=— 00 .,+ ©)
mais aussi, puisque par hypothèse le point 1 est situé à l’intérieur de (RR"), que les valeurs absolues des 9, ne dépassent pas toute limite finie; en d'autres termes, on doit avoir
(17) | ga | s Œ, Q=—o,..+)
G désignant un nombre positif fini.
Or nous avons vu que le déterminant D(p') du système (17) est de la forme normale pour toute valeur finie de y’; pour trouver les valeurs des y, nous pouvons, par conséquent, avoir recours aux théorèmes du K 2.
Pour que le système (17, 17’) ait une solution, il faut que la valeur du déterminant
Cato neue = 1(p")
soit nulle.
Premier cas: 9’ est une racine simple de D(p). Parmi les mineurs du premier ordre, 1l existe au moins un qui n'est pas nul pour p = p';
ny \ si ( ) est ce mineur et qu’on pose
G) fe) = Fi JP)
les quantités ÿ,(p') représenteront la solution du systéme (17), l'inconnu J(p') restera indéterminé; et la série Z,7,(p')æ° *}, convergeant en dedans de (RK”) (n° 22) et n'étant point identiquement nulle, représentera une intégrale de l'équation (1).
Second cas: y’ est une racine multiple d'ordre y (y > 1) de D(p).
Soient k/ NOIR EEAT ARTEL
Sur les déterminants infinis et les équations différentielles linéaires. 47 un système de mineurs caractéristiques et ls His Has ee [ls
les nombres caractéristiques correspondant à la racine 9’. En introduisant, pour abréger, les notations suivantes
RENE Pole Mar EEE:
on 4:
PSE ÉD EE NTESTE DE Votants
La solution du système (17) est donnée par les relations
é eh A ê be +. ï) HP ë ATP ï Axe PGO Un MA le RTE DONSE dE (Â=—@0,,+ œ)
le signe 1 indiquant les valeurs que prennent les mineurs pour © — y’, et Ju > JG, désignant des constantes arbitraires. La série Z,9,2°*”* ainsi obtenue converge à l’intérieur de (RAR); en effet, cette série est une somme de déterminants infinis qui s’obtiennent en remplaçant dans certains mineurs les éléments de certaines lignes par les puissances de x.
Donc, cette série représente une intégrale de (1) et, puisqu'elle contient > constantes arbitraires, il existe » intégrales linéairement indépendantes de (1) de la forme
BG) +R CC
l'expression entre les crochets désignant une série procédant selon les
puissances entières positives et négatives de x et convergeant en dedans
de (RR’). Donc, dans le cas particulier où » — y, le nombre des inté-
grales ainsi obtenues est égal à l'ordre de multiplicité de la racine p’. Considérons le cas général: r < y. Posons
9u(p) il () ;
+ co
Yi (x , p) = Z gu(p)ati,
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Cn désignant une constante arbitraire; en remplaçant y par y,(x, 6) dans l'expression P(y), on trouve
PGnte, p) = E,G (pat où Gap) = £(p + M)gin(p) + Zi Amgn(p)
— TES) Zn (0) ap);
en remarquant quon a
SE
cette égalité prend la forme
D(p), si m +%,
PU
Ô P (y; (x , p)), 5 PU (x ; p)) )
ou, ce qui revient au même,
Pl DIEU P ÿ (y, ) ? 29 ? 0!
s'évanouissent pour w = p'; en d’autres termes, si l’on pose
y, (& , 0) ; F2 De y (, p);
les fonctions (x, 9"), yi(x,p"), .. y#"(æ, p') satisferont à l'équation (1).
Si 4 — 0, on aura g,,(9) + © et les y intégrales que nous avons obtenues ne seront pas identiquement nulles. Si #, > o, les fonctions Y1(x,p") , yi(t,p"), .. y (x, 0") seront identiquement égales à zéro mais y} (x, 0) ne s’évanouira pas identiquement pour 9 — y’.
La série y,(x, 0) étant par rapport à © uniformément convergente en dedans de tout domaine fini (n° 22), on obtiendra ses dérivées successives en la différentiant terme par terme; et les séries ainsi obtenues convergeront aussi uniformément en dedans de tout domaine fini. Donc, en effectuant les différentiations, on trouve que les séries
J1.1 = D (0 TS
+ co SL] us TI FT Yi = D Pa Ro Santo") log æ x +
| = — 00 [de
+ oo F1 l / E Vin = De [C0 Le G gp") log x + ..
À= — © De
fe (4 Er 1) . (ue, F D jen o'(Log LE | x? À
NL ea,
représentent à l’intérieur de (RR') certaines intégrales de l'équation (1). Y11 n'est pas identiquement nuile et, dans chaque intégrale y, (1 <» <,), la plus haute puissance de log, (logx)"", se trouve multipliée par #,; et par un nombre entier qui n'est pas nul; donc ces integrales Y,,,%Y», ..%,, sont linéairement indépendantes.
Soient €, € deux constantes arbitraires et posons
v. Koch. 7
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puisqu'on à identiquement
| + y si mn Er
SA /ü #) , " ( Se ln Qi : k Aer Es An Le si M — 1 2 l ? 2
OR AMEN M
Gb) = + Cn (:) + 4e Gi |
k 1 Gr) () + (À),
l'identité suivante:
: ee Gi Gi(e) 7, Qu ou n Gi(p) D, URL EE 4 RG D) LS ns En remarquant que le second membre de cette égalité s'annulle d’ordre 4, au moins pour 9 = y’, tandis que y,(x, 0) ne s’annulle que d'ordre y,, et en raisonnant comme tout à l'heure, on voit que les séries
+ co
DD AUT 10) UE
co
Vo
Lo Ge+D ( P)+ÉTe dE (p Mogr|x p'+à
mn .
+ co TR + CROSS gg 2 (0") log x + .
RAM A1 5 1) 9%? (p Noga) a? À
Ds A
représentent », intégrales linéairement indépendantes.
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Jusqu'ici nous avons obtenu », intégrales: y, Yi2,:.%1, et », intégrales: Y213 Y225 + Y,3 en procédant de la même manière, nous obtien-
drons successivement », , » intéorales. Nnfin, soient Gi; Ca, Cr
r constantes arbitraires et posons
Info) = Ca É: PNEU Gr (y 47 ac io
+ YA 2 +à, y, (@ ? p) = À gn(p)æ ) en tenant compte de ce que chaque série de la forme Ds le .. (Per) 2, ly41 . )x , ” ) à : " ’ : mA S=1,2,..7 RTE À RATER
est identiquement nulle si m»Zi,..5,," mais égal à un certain mineur
d'ordre r — 1 si m est égal à l'un des indices à, ..4,, on obtient
Gi ee îr in P(y,(x ; p)) En hi nee gti à AR ne LD j
où G;(p), G,(p),..@;,(o) désignent des fonctions linéaires à coefficients constants de certains mineurs d'ordre » — 1; et puisque, pour tous ces mineurs, # est une racine multiple d'ordre y,_, au moins, tandis que 1 A (7 , 0 .
: ne sannulle pas, on arrive, en raisonnant comme plus haut, (2 £
au résultat que les séries
ES CANUL bee
À=— «© _ | Ya = D (gate) + gap’) log x] 2° +?
LD
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ox
En résumé, nous avons obtenu », + », + .. + y, = ps intégrales partagées entre r sous-groupes:
Yan s Yra s + + Yon G=1,2,r)
et telles que les », intégrales du 4°" sous-groupe sont linéairement indé-
pendantes. Pour que toutes les y} intégrales soient linéairement indépendantes, il suffit de fixer les valeurs des constantes arbitraires comme il suit:
Cyx + O; Cy — C39 NO Cyr —= ©, : (k=1,2,..7)
En effet, dans ces conditions, on voit d’abord que les intégrales
Ya s You s ee Ya
sont linéairement indépendantes; car, si l’on avait une relation linéaire homogène à coefficients constants:
> P KsYia + Koÿes +. + Kys = 0, les égalités suivantes devraient, entre autres, avoir lieu:
K Cal #5 Ko[Ysa le, Fe Qu + ANA Frs (@
K, FAP + (ele K, [9,516 0;
K, [iale, SF K,[Y23 x, et APE 0 (al, désignant le coefficient de x°** dans la série 7,1; et puisqu'on a
= ©: pour Ss <°y,
pra | :
O pour S—y,
de sorte que le déterminant du système (18) est différent de zéro, ce système ne saurait être satisfait que pour
RAR Re — 0:
De plus, dans chacune des y intégrales que nous avons obtenues, le coefficient de la plus haute puissance de logx est égal à l’une des_intégrales Y:1, Y1»-:%,1 multipliée par un facteur constant; donc toute fonction linéaire homogène des y intégrales y,,:
u — DE À K Ya
peut s'écrire comme une fonction entière rationnelle de log x dans laquelle le coefficient de la plus haute puissance de log x est linéaire et homogène par rapport aux fonctions 13, Yo» : + Y,13 OT On sait qu'une fonction # de cette nature ne saurait être identiquement nulle à moins que tous ses coefficients ne soient identiquement nuls. Donc, le coefficient de la plus haute puissance de logx devant étre identiquement nul, il faut donner à certaines des constantes X,, la valeur nulle; dans la forme nouvelle que prend la fonction w, le coefficient de la plus haute puissance de log x devient, comme il est facile de le voir, linéaire et homogène par rapport aux fonctions #13, Yi»: Y1s Ce qui nous oblige à remplacer de nouveau certaines constantes Æ,, par zéro, etc. ù
Donc, à la racine multiple d'ordre y correspondent y intégrales linéairement indépendantes: Y,,..%,,3 la méme chose ayant lieu pour chaque racine de D(») et le nombre des zéros incongruents (en tenant compte de leur ordre de multiplicité) étant égal à #, on voit qu’on obtient par cette méthode # intégrales linéairement indépendantes, ou, en d'autres termes, un systéme fondamental d’intégrales de l'équation différentielle proposée.
Comme nous avons vu, les intégrales correspondant à une racine multiple »’ se partagent entre un certain nombre de sous-groupes. Voyons maintenant comment se comportent les intégrales d'un de ces sous-groupes lorsque la variable indépendante décrit à l’intérieur du domaine (RR un chemin fermé quelconque. Désignons par y la valeur qu’aquiert une fonction y de æ après que x a décrit complètement et une seule fois un chemin Z, qui est contenu tout entier en dedans du domaine (RE) et
54 Helge von Koch.
qui ne se coupe pas soi-même, Pour abréger, désignons par 7, 7%: ; : : 7, les intégrales appartenant à un sous-groupe de » éléments; par les formules (1) on voit immédiatement qu'on aura:
’ ibn 1/1
(10) 7 ONOETT “1 92)
Y}» = ©'(71%: me se Re EE 1 ch Yh);
où w’ — e7* et où les coefficients 7,, sont certains multiples de la quantité 27i ou de ses puissances, lesquels seraient faciles à déterminer; en d'autres termes, les intégrales 7, , 72, .. 7, Subiront une substitution linéaire de la forme:
‘J [co |
(20) & ot OX
, 17 ' (Lo fn D Jy, :. © En résume, les resultats suivants se trouvent établis:
Soit (1) une équation différentielle linéaire dont les coefficients sont des fonctions qui, à l'intérieur de l'anneau circulaire (RR"), peuvent être représentées par des séries convergentes procédant selon les puissances entières, posilives et négatives, de x; soient (3) ces séries et formons le déterminant infini D(p); soient p', 0" ,.. 90" p racines incongruentes de D(p) d'ordre de multiplicité s', s',.. 8), et soit s' + s" +... + 89 — mn; il existe n intégrales linéairement indépendantes de l'équation (1) qui, à l'intérieur du domaine (RR'), se partagent entre p groupes contenant respectivement s',s"”,.. 8% intégrales el appartenant respectivement aux racines p',p",..p%.
Soit p' l'une desdites racines et s — y son ordre de multiplicité; soient
LB 5 His Has ee Hi
les nombres caractéristiques correspondant à la racine p' et
1 UE. à É en :
Qu): F RAP PRN ET He
un système de mineurs caractéristiques; les intégrales appartenant à la racine po se parlageront entre v sous-groupes contenant respectivement y — yn, Hi — Jh,..,, intégrales et se représenteront analytiquement par les formules (l', [”, .. 19); ces formules font voir, de plus, que les intégrales d'un sousgroupe quelconque subissent une substitution linéaire de la forme (20) lorsque la variable indépendante décrit le chemin L à l'intérieur du domaine (RR/).
RAR OR OTAOUIEAVOIT AUS LE Li. = Li. O OÙ, CE QUI
est la méme chose, »— y, p, =, — .:— 1, — Oo. - Dans ce cas, et dans ce cas seulement, toutes les intégrales correspondant à la racine 9’ appar-
tiendront à un seul sous-groupe. Donc:
Pour que les intégrales correspondant à la racine p' forment un seul sous-groupe, ù faut et \ suffit qu'il existe un mineur du premier ordre qui ne s'annulle pas pour jp — p" ou, en d'autres termes, que y soit le seul nombre caractéristique correspondant à cette racine.
Parmi les intégrales appartenant à la racine 9’: Ya s Yo o + Yinss Yon s Yan se Yon,s + + 5 Yrrs Yro s ce Yon,
il ny en a Que”, SAVOIT, 16 215. D, qui tie, Contiennent pas de logarithmes; donc, pour que les logarithmes disparaissent de toutes les y intégrales, il faut et il suffit que l’on ait 7 — y; mais puisquon a
PR ee ie Vs VhÆ M EE .. Ey, = 4,
l'égalité 7 — y entraine les relations suivantes:
UNE RS EE TE en mn donc:
Pour que les y intégrales appartenant à la racine p' ne contiennent pas de logarithmes, ou, ce qui revient au même, pour qu'il existe une intégrale de la forme
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contenant y constantes arbitraires, il faut et il suffit que les nombres caractéristiques correspondant à p' aient les valeurs:
HU MOMIE, LUE
25. Dans ce qui précéde, nous avons supposé que l’équation différentielle proposée soit, par un changement convenable de variable indépendante, ramenée à une forme telle que les rayons de l’anneau circulaire (RR") remplissent les conditions
20 En à Sc
il est facile de voir que cette supposition n'est pas nécessaire. Soit, en effet,
(22) PI + Q(a + + Q(e)y = 0
ETES
l'équation donnée et supposons que les développements
+ co Q,(x) = 2 Bat (r=9,3,..n)
soient valables à l’intérieur de l'anneau circulaire (R;R;), R, et R; désignant des nombres positifs quelconques; soit À, < R; et posons
1 R; Fr ST " y li Te ie LR cu 2 K = VR, h,$ (2241 — Ben Krt?:
il est clair que les séries
L © Pc) = 2 a X (r=2,3,..7) convergeront en dedans de l'anneau cireulaire (RR') et qu’on a R < 1 < KR; donc, en conservant les notations du n° 21, nous savons que la série Te converge absolument et uniformément à l'intérieur de tout domaine fini. Or, en désignant par 7; ce que devient 7, en écrivant partout f au lieu de a, on aura
X mà ou An FA ER mm D var
par conséquent (n° 17), le déterminant infini
D(p) = ralesssst
converge absolument et uniformément : à l'intérieur de tout domaine fini et l’on a
De plus, d’après le n° 22 nous savons que la série 2,2, 7,2" | converge par rapport à æ en dedans du domaine (ARR); done 2,2; y ua" ?| converge en dedans du domaine (R;,R;). Donc, en remplaçant dans D(p) les éléments d'une ligne quelconque par les puissances de x, on obtient un déterminant qui, par rapport à x, converge en dedans de (R;2;) et, par rapport à p», en dedans de tout domaine fini (n° 14).
De la même manière, on voit qu'aussi les autres résultats obtenus subsistent si l'on remplace partout les à par les Z. Donc les théorèmes précédents subsistent pour le cas où les rayons de l'anneau circulaire con-
sidéré ne satisfont pas à la condition (21).
26. Pour appliquer ce qui précède à un exemple facile, considérons le cas particulier et bien connu où les P,(x), dans le ‘voisinage du point x — O, se présentent sous la forme
DÉGN=MTRAE); G=2,8, :n) dans ce cas on a:
BRIE ner 7 0) A=—1,—2,..— &) d'ou:
DD 10) TO) OM TOUTE
. Sin (9 — p,)T Q(p) — COS be Doi RARE si
LAS y=1
0) "07: (v=1,2,..n) v. Koch. 8
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Il est clair d’abord qu'on aura identiquement
(8 —=)0MDOUTS FE
plus généralement, en désignant par à, %,..4, et k,,k,,..k, des entiers quelconques remplissant les inégalités
ET lie À
LLCHNE, | ti
on aura identiquement Ha LL ( | = OMPOUr M US
en effet, on parvient à cette identité en appliquant au cas considéré le théorème généralisé de LAPLACE (n° 7).
Par là, en se rappelant la forme donnée aux intégrales dans le n° 24, on retrouve le théorème de M. Fucns: toutes les intégrales sont régulières dans le voisinage du point # — o.
Séparons les racines de ç(») en groupes tels que chacun d'eux comprenne, et comprenne seulement, toutes celles des racines dont les différences réciproques soient ou nulles ou entières. Soient 9, , 9%, ,..», les
racines de l’un de ces groupes, rangées dans un ordre tel que l'on ait
ot let ne Pay = Pays er Ps ARS Nr A EE Pire PRE
Bi = Pan A = Pgn 0 =. = pi; — |
SO RES
a ,b,..{ désignant certains nombres entiers et positifs. Il est clair que,
parmi les fonctions @(o + m) (m—0,+1,+2,..), il n'y a que les suivantes:
gp), go + à), eo + b), .. co + i)
qui s’annullent pour 9 — p,. On en conclut que le mineur
(° Ge 2 I(p) (ON Lar Dec eel MTV ST
est, pour 9 — p,, différent de zéro. Donc, pour trouver les mineurs caractéristiques correspondant à la racine 9’, on n'a qu’à examiner ceux des EH 04
inineurs ( ) dont les indices 4, ..4 et x, .. x, sont des nombres dans
X: . À, la suite 0,a,b,..1. Donc, a fortiori, il suffit d'examiner les mineurs dont les indices : et x sont contenus dans la suite Oo, 1,2,..4/.
Posons
00 TO e, © Wir D ST au EE à r
VÉ PATR E UP
et désignons, d'une manière générale, par
le mineur de À d'ordre » qui s'obtient en remplaçant dans À chacun des éléments y,,..7.,, par l'unité et tout autre élément des lignes 4 ..c, ou des colonnes x,..x, par zéro.
Dans le cas particulier dont il s’agit, on a (n° 7, (f)):
ë FAR Hour MÉTE CE)
AS 2 Vrac.
L NS x, | Lo % fu
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les + et les x étant des nombres quelconques dans la suite ©, 1,..0 et » étant au plus égal à /. Donc, pour trouver les indices qui définissent les mineurs caractéristiques correspondant à »,, il suffit d'envisager les [ä Fete) (#, “: k,.| soit différent de zéro pour 9 — p,; soit (0 — p,)* la plus haute puissance de p — p, qui divise tous les mineurs de À d'ordre 1, (0 — p,)* la plus haute puissance de 9 — p, qui divise tous les mineurs de A d'ordre 2, et ainsi de suite. Les nombres y, 4, f, .. pu, seront les nombres ca-
mineurs du déterminant fini A. Supposons que le mineur
ractéristiques correspondant à la racine p,, et il sera toujours possible de ranger les indices 4, ..#, et k, ..k, dans un ordre tel que
Go pe oo EE onS
soient respectivement les plus hautes puissances de 9 — p, qui divisent les mineurs suivants
Donc
td) ( # Ê e à : MT k: kyaEs RUN forment un systéme de mincurs caractéristiques correspondant à la racine p,. Par là la séparation des intégrales en sous-groupes se trouve entiérement effectuée. ; Ajoutons quelques remarques. Les entiers 2, ..1, et #%,..4k, étant certains nombres dans la suite ©, 1,..4, on sait que chaque déterminant de la forme
Han 1 et AE ( y y “y + p Æn
ke HU EE Ne
est identiquement nul si À < o. Ceci posé, les formules (1°), (F”), .. (1) (n° 24) mettent immédiatement en évidence qu'il existe r intégrales linéaire-
ment indépendantes qui, dans le voisinage du point x — 0, se présentent sous la forme
æ(9, +5 9% Fr 42° A : sh
je dis qu'il existe parmi ces intégrales au moins une pour laquelle on a
PRE LEO di Æ ©.
En effet, les indices 2, .. 4, , k, .. k, peuvent étre choisis de la manière suivante, Soit à le plus petit des nombres Oo, 1, ../ tel qu'il existe dans la suite
jh
Lx |
au moins un mineur pour lequel »’ est une racine précisément d'ordre y,;
SOIC
Lx]
Soit ?, le plus petit des nombres o, 1,../ tel qu'il existe dans la suite
le premier mineur dans cette suite qui satisfait à cette condition. -
au moins un mineur pour lequel », est une racine précisément d'ordre y,;
fais,
soit | le premier mineur qui satisfait à cette condition, et con- 1 , |
obtenus par cette méthode, il existe un qui est égal à /; en effet, si ces
tinuons ainsi de proche en proche. Parmi les nombres #,,%,,..4k
nombres étaient tous plus petits que !, le mineur | ne saurait 6, k, être différent de zéro pour p — p,. Soit donc #, — {! (v <r), le mineur fé AE i, | s ; ; ’ Le r| sera le premier dans la suite 1 . y :
Fa LR by d,
LE ae he
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qui, pour 9 — p,, devient nul précisément d'ordre s,; doné l'intégrale désignée par y,, dans le n° 24 se présentera nécessairement sous la forme
y = aTic, + æ (x), re
et la proposition se trouve démontrée.
Soient
les nombres 4,/f—a,.., rangés par ordre de grandeur décroissante; puisqu'il existe un mineur du premier ordre qui, pour p = p,, ne Sannulle que d'ordre y — 4’, on doit avoir: y, < y — a’; et de même, puisqu'il existe un mineur du deuxième ordre ne s’annullant que d'ordre Han, ton a LT TO RCL AInel UE ABUTLE Or, nous savons que, pour que les intégrales appartenant à la racine y, ne contiennent point de logarithmes, il faut et il suffit que l’on ait
FT =, E—b = —fHh == =];
donc, pour que des logarithmes n’apparaîtront pas, il faut qu'on ait
x — 1, c'est-à-dire a=f—a—=7y—Bf—..—p—À— 15
en d’autres termes, des logarithimes apparaîtront toujours dans certaines intégrales si la fonction &(v) a des racines multiples. Enfin, voyons quelle est la condition pour que les intégrales appartenant à la racine 9, forment un seul sousgroupe. Cette condition est, nous le savons : y, — 0; or il est clair que tous ceux des mineurs ()
dont l'indice k > i > 0, s'évanouissent pour 9 — p.,, puisque, dans chacun
d'eux, l'élément 7,, entre comme facteur; et, parmi les mineurs (: ou
O<k<E, (,) est le seul qui peut être différent de zéro, puisque, dans
tous les autres, l'élément y, entre comme facteur; donc, pour que les
intégrales appartenant à la racine 9 forment un seul sous-groupe, il . 0 È O* ° 0 À ’ faut et il suffit que le mineur (, }; ou, ce qui revient au même, le déter-
minant suivant:
Ho A}:
LES AN à RU ID ASE X10 Xn LUE Fit
soit, pour © — p,, différent de zéro.’
S 4. Sur les invariants des équations différentielles linéaires.
27. Voyons d'abord comment se rattachent les résultats précédents à la théorie ordinaire des équations différentielles linéaires. Soient y,, Ye. Un système fondamental d’intégrales de l'équation (1); si x décrit le chemin Z, ces intégrales subiront une substition linéaire de la forme
Pa Po ° Pin Pa Pa Se Pan
fn Bu: Bu)
et l’équation fondamentale de M. Fucus relative à l'anneau circulaire (RR") prendra la forme
Pa — Pr DT Pin (23) F(w) Pa pe “he Pan
| Pr Po 24 à 15 ne
® Cf. Fucns, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit veründertichen
Coefficienten, Journal für Mathematik, t. 68; FRoBENIUS, Über die Integration der linearen Difjerentialgleichungen durch Reihen, mème journal, t. 76.
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Cherchons la relation entre cette fonction F(œ) et le déterminant D(p) étudié dans le paragraphe précédent. En posant
: A Cite ©, e°TP | — ASUR l'égalité (15) (n° 21) devient
nel) n(n—1)
Ke eR = CREME TUe
Or, en choisissant pour %,%,..%, le système fondamental obtenu dans le n° 24, on a, d'aprés les formules (19),
(24) Fo) = (w'— ww" — w) (ot — &), d’où (25) F(o) = (— 1)" Ke*D(o).
Cette formule est la relation cherchée; elle fait voir, en particulier, que les égalités Fe”) — o et D(p) — © ont les mêmes racines, ce qu’on aurait pu prévoir.
Le déterminant de la substitution linéaire que subit un système fondamental d'intégrales en faisant parcourir à # le chemin Z est, connne on sait, indépendant du choix de système fondamental; or en choisissant celui obtenu dans le n° 24, le déterminant substitutionnel devient égal au produit
-: 5) D"! “ PAU sl e’ri2P
dont la valeur est 1 (voir formule 16, n° 22) Donc, si x parcourt le chemin Z,n intégrales linéairement indépendantes subiront toujours une substitution linéaire dont le déterminant est égal à l’unité.
Soient Y,%,..4%, les intégrales appartenant à l’un des sous-groupes F,1",..1. I] est facile de voir qu'en remplaçant chaque intégrale 4, par une certaine fonction linéaire homogène et à coefficients constants de
Yi Ya,-:Uns ON obtient un sous-groupe d'intégrales w, , #,, ..u, telles
qu'on ait’ U, = ©'U, WU — OU Hi). , : uv (4. + 4);
donc il existe un système fondamental d’intégrales pour lequel les coefficients substitutionnels G, prennent les valeurs
PRO MESU Uts Pa — 0, 8 À <U— TI); Pa ma: P2o TEE 1° ="; Pn fan —=:.. = Bonn = 0;
+1" Fe Pie FR AMAETTT
Vr +lvr FF O;
Ceci posé, on démontre aisément que les diviseurs élémentaires” du déterminant F(w), relatifs au facteur ©’ — w, sont les suivants: (© — w)', (© — w)*, .. (© — w)";
en effet, en désignant par les symboles Ë à | k; 2e k,
les mineurs d'ordre » de F(w) et en introduisant les valeurs (26) des constantes f,, on voit que tous les mineurs du premier ordre sont divi-
sibles par ©’ — «© y, fois au moins, mais que le mineur suivant:
Fo)
Les joe #1 à | (@ — w)"
! Cf. HAMBURGER, Bemerkung über die .Form der Integrale der linearen Differentialgleichungen mit veränderlichen Coefficienten, Journal für Mathematik, t. 76. / ? WereRsTRAss, Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen, Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1868. v. Koch. ]
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mineurs du deuxième ordre sont divisibles par &'— « y, fois au moins, mais que le suivant: |
Ë V; sc I | .: (— o')T(— D) F(o)
LE y LE y, D AE TUE (@o o)1(œ o)”:
est divisible précisément y, fois; et ainsi de suite.
Or on sait que les diviseurs élémentaires du déterminant F(œ) sont absolument indépendants du choix de systéme fondamental d'intégrales. Donc, le système fondamental d’intégrales obtenu dans le 3 se divise en sous-groupes de la manière prévue par la théorie ordinaire.”
28. Par la formule (25) on voit que l'étude de l'équation fondamentale de M. Fucns se ramène à l'étude du déterminant infini D(p). Dans le n° 21 nous avons vu que ce déterminant est une fonction entière de p si les séries P,(x) convergent à l'intérieur d'un anneau circulaire (RR") remplissant la condition (2); et dans le n° 25 nous avons étendu ce théorème au cas général où les P,(x) convergent à l’intérieur d’un anneau circulaire quelconque. Il reste à rechercher maintenant quel est le caractère de la fonction D(o) par rapport aux parametres «,;.
Considérons d’abord le cas. où la condition (2) se trouve satisfaite, et commençons par l'étude du déterminant @(0). Si toutes les racines Pis Per. de g(p») sont incongruentes, nous avons vu (note citée p. 59) que ce déterminant peut étre représenté par la formule
Q(p) = 1 + Z Mr eot (0 — p;)T
où les M, sont certaines constantes qui vérifient la relation
È>M, Fr O. | AT
* Outre la note de M. HAMBURGER, - voir: STICKELBERGER, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen (Akad. Antrittsschrift), Leipzig, Teubner, 1881; CASORATI, Sur la distinction des intégrales en sous-groupes, Comptes rendus des séances de l’académie des sciences de Paris, Janvier 1881.
Considérons maintenant le cas général où p, ,p,,..9, (n' <n) sont les racines incongruentes de &(p); soit s, le nombre des racines de &() congruentes à #); ON aura
Le point 9 — p; étant pour @(o) un pôle d'ordre de multiplicité au plus égal à s,, on pourra écrire, dans un certain voisinage de ce point,
AP) do” \p — p,
Q(p) = B(p — p)) + +Y a, SE - de
donc #(o) se représente par la formule suivante:
, ñn
(27) (0) = 1 + > A, cot (y — D) Tr + > Mg (mcot (o — mr) | où les M, et les AL,, sont certaines combinaisons de certains déterminants infinis. En particulier, on a nécessairement entre les M, la relation suivante:
7) ZW, 0:
Il s'agit d'étudier le caractère de ces constantes par rapport aux para- _mèêtres de l'équation différentielle proposée,
Vu que les éléments diagonaux du déterminant (9) sont tous égaux a l'unité, en appliquant la formule (h) (n° 7) à ce déterminant, on aura:
Ge) | Q()=1 FES = 1 +E E 9.
m=2 M= P, Pm ou:
9 hs RE Le é : O 2 vi Pom (2 9) {0m — 2 Lie 5) are Por des, | 1m | dr
Dpnpi CUS Ar O
les indices p, .. p, parcourant tous les entiers qui satisfont aux conditions:
Pi < P: rie VUE
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Soit, dans le plan des » , B une aire finie ou infinie située entre deux droites verticales et telle qu'aucune des racines des fonctions &(o + m) ne se trouve dans son intérieur ou sur sa limite; la série Z,2, 4, étant uniformément convergente en dedans de B (voir: Sur une application des déterminants infinis etc. p. 57), il en sera de même de la série Q° (n° 15); donc cette série représente une fonction analytique uniforme de p, holomorphe en dedans de tout domaine tel que B. Cette fonction est de plus périodique et de période 1; en effet, en changeant 9 en 6 + 1, (op) devient di,::11(0) de sorte que 9", devient 9%), ,,,, ce quine peut altérer la valeur de 4°. Enfin, pour la fonction périodique 4° , p, est un pôle d'ordre de multiplicité au plus égal à s,. Donc 4°” pourra s'écrire comme une fonction linéaire des fonctions zcot(o — p,)r et des dérivées de ces fonctions jusqu’à celle d'ordre s,, (1 = 1,2,..n"); dans cette expression, le terme constant est nul, puisque, pour des valeurs imdéfiniment croissantes de la partie imaginaire de p, 2°" prend la valeur nulle. Écrivons donc:
n' 8x $ (30) MERE 32 an cot (0 — p;)x + Na 0 mi (x cot (0 — p;)T »|
À=1 pl
n' DM EE ENCM nTe
Le déterminant 49", étant de degré m par rapport aux fonctions dy (GiZk) et ces fonctions étant linéaires et homogènes par rapport aux
paramètres (3 1) Loin 10 As SAT Un G=+1,#9,.)
il est clair que les M” peuvent être exprimés par des séries procédant selon les puissances et les produits de degré » par rapport à ces parametres.
Ces séries sont absolument convergentes et dans celle qui représente M, chaque coefficient peut s'exprimer comme une fonction entière rationnelle de
(32) É TL (1) : — ; TCOË(0) — p3)T TONGS NTI
PAR
dans laquelle les coefficients sont des nombres rationnels.
Afin d'établir ce théorème, démontrons d’abord la proposition auxi-
liaire que voici. Soient f.(0), f2(0),../f,(») k fonctions entières ration-
nelles de » de degré N — 2 au plus dans lesquelles les coefficients sont des entiers; soient F(9), F,(0),.. F,(») k fonctions entieres rationnelles en p de degré N, dans chacune desquelles le coefficient de la plus haute puissance de » est égal à 1, et supposons que ces dernières fonctions ne sannullent que pour certaines valeurs de 9 congruentes aux », ÂA—1,2,..#); soient enfin 9,9:,..q k entiers positifs La série multiple
S DS (2 + P,) fa (0 + Pa) 4 A (0 k # F, (P au Pi) F, (p Es P,) Fi(p +- Px)
Pis Pk
dans laquelle les p, .. p, parcourent tous les entiers remplissant les conditions
FRS ; ; à SUR Py lon. Qy 4 Paca Ju TL, .. pe Ru JO ELA ET PME
sera une fonction périodique de po représentable par une expression de la forme suivante:
SL de K,7 cot (p pu P)) IT + > K,, ap 2 cot (0 FRS P:) T) 9
8, désignant l'ordre de multiplicité du pôle », et K,, une fonction entière rationnelle des quantités (32) dans laquelle les coefficients sont des nombres rationnels.
Cette proposition est évidente dans le cas où # — 1; en effet, S se réduit dans ce cas à une série simple qui converge absolument et uniformément en dedans de B et qui ne change pas de valeur en remplaçant p par p + 1; donc cette série représente une fonction de la forme (33); et comme, de plus, il n'y à qu'un nombre fini de termes de S qui deviennent infinis pour 9 — p,, en développant S selon les puissances entières, positives et négatives, de 9 — p,, les coefficients seront des fonctions entières rationnelles, à coefficients rationnels, de », et de
PA — P
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Considérons le cas général. Evidemment on pourra écrire
F LE 4 + p) PP) Je(p + Pr) (4) D > ERP > F,(p + P) PE Fi(p + 1) ee
Pi»P2..)x parcourant indépendamment l’un de l’autre tous les entiers positifs se et Æ désignant une expression linéaire et homogene, à coefficients entiers, de certaines séries multiples de la même forme que $ mais d'ordre de multiplicité inférieur à k&. Or le premier terme du second membre de (34) étant le produit de certaines expressions de la forme (33), S + 71 sera aussi une telle expression. Donc, si la pro- = 1,2,.:x— 1, elle subsiste pour # — x; or elle est vraie pour k — 1, donc elle est {owjours vraie.
Arrivons à la démonstration du théorème énoncé plus haut. Rappelons d'abord (n° 7) que la série °° est absolument convergente par rapport aux éléments d,, c’est-à-dire qu'elle reste convergente même en remplaçant, dans le développement de chacun des déterminant 95, chaque terme par sa valeur absolue; on a donc le droit de ranger les termes de 4° dans un ordre quelconque. Écrivons d sous la. forme
+ ho e(p + 1)
(35) fa PER (EE H,(i—D)
o(p +1) AL RE CT ARS
p(p Æ 1) H,(Gi—-h), IL(i—h),.. H,(i—k) désignant certaines fonctions entières rationnelles, :à coefficients entiers, de à — k et de &,, ; ,, @i rs 5. Gi (voir: Sur une application des déterminants infinis etc. p. 56). La série {0 pourra s'écrire comme une série absolument convergente ordonnée selon les puissances et les produits des fonctions 1, (i — k), H,(i—k),.. IH,(i—k); en effet, en désignant par 4, ce que devient d, en remplaçant, dans l'expression du second membre de (35), chaque terme par sa valeur absolue, la série ART sera convergente.
D’après la formule (29), 4°" peut étre regardé comme la somme d'une infinité de termes de la forme
= ) EG Pre Pre, 2 Hart
Pa Po, + + Pay etant une permutation des nombres p,p, .. p, et e désignant,
suivant les cas, + 1 où — 1. Donc 4° peut être regardé comme la somme de termes de la forme |
D IEP) NO: Pébnl ve " gp +p,) g(0 + Pn)
Hi — pa) « « Ha (Pu — Pa.)
Bi :.fBn désignant des nombres dans la suite 2, 3,..9.
Soiént k,,4,..4k, 1 entiers différents de zéro qui vérifient l'égalité
nm
k, A k, Sr. Éd Er k, TK O,
et posons
(36) Di — Pa = k,, DC Di De il
f-.7n désignant une permutation des nombres 1,2,..9%. Îl est clair que l'expression |
(37) Ia(E,) Ha) -« Ho. (h) ne contient que les paramètres suivants (3 8) Li —r , Àko—r » Je À tm G=2,3,..n)
donc l’ensemble de ceux des termes de 9°” qui, outre les & _,,as_:,.
d'un certain nombre fini de séries de la forme
ne contiennent que les paramètres (38), s’écrira comme la somme
NS (p Up, Dihie fi (0 +5 D) (0 + D) Pr EN ARR E APS Es ren Lu p(o +p,) g(o + p) o(p Vm)
K désignant l'expression (37) et p, ..p, parcourant toutes les valeurs remplissant. les égalités (36) et la condition
> ee > p Pi < Pa Lee L Pm5
donc, d’après le lemme démontré tout à l’heure, ledit ensemble de termes prendra la forme-(33), dans laquelle X,, désigne une fonction entière rationnelle, à coefficients rationnels, des quantités (32) et des paramètres (31). Donc la proposition se trouve démontrée.
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D'après les formules (11) et (28) on a
(39) D(p) = I(9) + E IT(o) 2.
Puisque
np ; ps Moral 21 D Ve re ( D fs) nel MEME EE van (0) PES (: A je de Jo I + TMRÉET ) (a ES Fe SR
en développant [[() suivant les puissances croissantes de p, il est clair que les coefficients de la série ainsi obtenue sont des fonctions entières de
(40) A9 , Az, 3 s'r An,—n)
dans ces fonctions, les coefficients sont des polynômes en 7, dont les coefficients sont des nombres rationnels.
En vertu de l'égalité y, = @(0 + i)dy, la fonction IT (9) s’écrira ainsi:
(4 1) II (0) om) ——= Du IT (2) D
P; .Pm Ÿ Pie. Pm Amir eÉ A pa Pin
D", désignant ce que devient 97”, en remplaçant les d par les y. Or nous savons que la série Z,2;7, est une fonction entière de p; en l’écrivant comme une série ordonnée suivant les puissances croissantes de p, les coefficients dans cette série auront la forme de séries absolument convergentes ordonnées suivant les paramètres a,; de plus, si l’on
écrit la fonction entiere:
IT(p) Pa 1 edge X pm Pi
comme une série 2 ordonnée suivant les puissances de p, les coefficients séront des fonctions entiéres des paramètres (40) telles que, si l'on remplace dans chacune d'elles chaque terme par sa valeur absolue, la série Z restera encore convergente. Done, la série du second membre de (41) s’écrira comme une série ordonnée suivant les puissances
de o dans laquelle chaque coefficient est une série absolument convergente, ordonnée suivant les puissances des paramètres 4,; par rapport à ceux des 4, où ÆZ—4, les termes de ces séries seront de dégré M”, puisque le déterminant D, que les y, (iZk) sont linéaires et homogènes par rapport auxdits paramètres.
est de degré » par rapport aux y, et
Or la série Z,, IL (0) 2" est, par rapport à p, uniformément convergente à l'intérieur de tout domaine fini (cf. n° 15); done D(p) prendra la forme d’une série entière en p dont les coefficients sont des séries absolument convergentes, procédant selon les puissances des paramètres @,.
Je dis que, dans ces séries, chaque coefficient s'exprime comme une fonction entière rationnelle de 7 où les coefficients sont des nombres rationnels. Il suffit évidemment de le démontrer pour le cas où les racines @i, Da, 0, de œ&(p) sont incongruentes; en effet, deux ou plusieurs de ces racines ne seront congruentes que quand les paramètres (40) satisfont à certaines conditions; or, les autres paramètres 4, étant regardés comme des constantes, D(o) sera une série entière toujours convergente par rapport à ceux-la; donc, si la proposition est vraie dans le cas général où ces paramètres ne satisfont à aucunes relations, elle sera toujours vraie.
Les racines p,,/":,..p, étant supposées incongruentes, si l'on écrit Q® comme une série ordonnée selon les paramètres (31), chaque coefficient dans cette série se mettra sous la forme
K(») — Z K,rcot (0 —- pi)T;
K, désignant une fonction entière rationnelle, à coefficients rationnels, des
La
quantités
(42) T » Pas ———— 7 COt (px — 0;)T; (B=1,.à—1,À 41) PAT ps
il est clair d’ailleurs que ÆX, se change en ÆK, si p, se change en »,. La fonction [L(o) X(p) est une fonction entitre de 9; si on la développe selon les puissances croissantes de 9, chaque coefficient dans ce v. Koch. 10
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développement sera une fonction entière rationnelle en 7, dont les coefficients seront des fonctions entières rationnelles, à coefficients rationnels, des quantités (42) et de plus, en les considérant comme fonctions de Pis Pose ns SYMétriques par rapport à ces variables. Or nous savons que IL (»)K(p) est une fonction entière de 9 et de p,,p,..9p,; done, en développant cette fonction selon les puissances croissantes de 9, chaque coefficient s'écrira comme une série entière, toujours convergente et symétrique par rapport à 9:,92:,..9,, dans laquelle les coefficients seront entiers et rationnels, à coefficients rationnels, par rapport au nombre 7; chaque série de cette forme peut être exprimée comme une série entière toujours convergente par rapport aux paramètres (40) dans laquelle chacun des coefficients est entier et rationnel, à coefficients rationnels, par rapport à z; donc la démonstration se trouve achevée.
Pour arriver à ce résultat, nous avons supposé la condition (2) satisfaite; il est clair qu’on peut l'étendre immédiatement au cas général en se servant de la méthodé employée dans le n° 25. Donc nous pouvons énoncer ce théoréme:
Si les développements (3) des fonctions P,(x) convergent en dedans d'un anneau circulaire quelconque, le déterminant infini D(p) peut s'écrire comme une série entière toujours convergente de po; chaque coefficient de cette série se représente par une série absolument convergente procédant selon les puissances et les produits des paramètres a,; dans chacune de ces séries, les coefficients sont des polynômes en x dont les coefficients sont des nombres rationnels. |
30. M. Poincaré à donné le nom d’invariants de l'équation (1), relatifs à l'anneau circulaire (RAR), aux coefficients Z, dans le développement du déterminant Fo) de M. Fucus:
(— 1) Fo) = ©" + Lo"! +..+ I, 0 +1,
(où le terme indépendant de «& est égal à Lunité, d'aprés ce qui a été démontré dans le n° 27). Le problème de représenter analytiquement ces invariants a été résolu, comme on sait, dans des cas assez étendus par
LE
MM. Fucus' et HamBurGer” et, dans le cas général, par MM. PointarE” et MrrraG-LerrLer*. Les expressions analytiques qui ont été employées par ces auteurs pour représenter les Z,, contiennent certains parametres dont les invariants eux-mêmes sont absolument indépendants; l’emploi des déterminants infinis conduit aisément à des expressions plus simples, libérées de tout élément arbitraire.
En effet, posons F(w) — f(p); d'après la formule (25), on voit que les - quantités f(o), f’(o),..f(o), divisées par (27i)", s'expriment comme des fonctions linéaires homogenes de D(o), D'(0),.. D®(o) dans lesquelles les coefficients sont des expressions entières rationnelles, à coefficients rationnels, en zi. Donc, en posant 9 — © dans les formules
| y 1, do F(«) = (ob); F'(w) — Î (p) rÉ Fo) = f(p) ‘do \" Pre ne ré Ts P (to Er (ob
on obtient F(1), F'(1),.. F(1) sous la même forme. Or on a n(u) (— 1)"Z = FE (0)
NL 2
o'enes,
Le
et les Æ”(o) peuvent s'écrire comme des fonctions linéaires homo à coefficients rationnels, de Æ{(1), F'(1),.. F®(1); donc:
Les invariants de l'équation (1), relatifs à l'anneau circulaire (RR”, peuvent toujours s'exprimer comme des fonctions linéaires homogènes de
! Fucas, Über die Darstellung der Functionen complexer Variabeln, insbesondere der Integrale linearer Differentialgleichungen, Journal für Mathematik, t. 75.
? HAMBURGER, Über ein Princip zur Darstellung des Verhaltens mehrdeutiger Funchionen einer complexen Variabeln, insbesondere der Integrale linearer Differentialgleichungen in der Umgebung singulürer Punkte, Journal für Mathematik, t. 83.
* PoInCARÉ, Sur les groupes des équations linéaires, Acta mathematica, t. 4; voir aussi: VO&T, Sur les invariants fondamentaux des équations différentielles linéaires du second ordre, thèse, Paris 1880.
* MirrAG-LerFLEr, Sur la représentation analytique des intégrales et des invariants d'une équation différentielle linéaire et homogène, Acta mathematica, t. 15.
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D(o), D'(o),.. D®(o); dans chacune de ces fonctions, les coefficients sont des polynômes en ri dont les coefficients sont des nombres rationnels;
et, d’après ce que nous avons démontré plus haut:
chacune des quantités D(o), D'(o),.. D®(0) peut s'écrire comme une série absolument convergente ordonnée selon les paramètres a,, dans laquelle les coefficients sont des polynômes en x; et, dans ces polynômes, les coefficients sont des nombres rationnels.
Appliquons ces généralités à un exemple. Soit
d°y 7 PTE (43) + (S+E HE y = 0
l'équation différentielle proposée; on aura identiquement
y =0 Hk>i+i1, du =0 Sk<i—1 (44) : ; g(p) TS p(p HE 1) CF fr; Diirs = Yi à FA
pp +)? ep +1)
Premier cas: 1 — 43 n'est le carré d'aucun entier. Les deux racines 9, , 9, de ç(p) seront incongruentes:
MAL EAN IDR Loi vr—4p, 1 leu e] ? P3 0] ?
donc @(p) prendra la forme Q(0) = 1 + Mrcot(o — p,)x + M,rcot(p — p,)x ou, en vertu de l'égalité M, + M, = 0,
sin 29,7 COS 29,7 — COS 207.
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Pour calculer M,, faisons usage de la méthode employée dans le n° 28. D’après (29), en écrivant 4(0) sous la forme
Q(o) = 1 + > gr) = 1002, 2 gr
m=2 2 Pie Pm 1-P
la série 4°” sera identiquement nulle pour toute valeur ämpaire de m; et en posant, pour abréger les formules, F(o) = ç(o)ç(o + 1), on aura:
(L''ERPRT SES k & : Res D 0 (7) 22. Fo ve P:) F(p re P2) A Fo Le pa)
En représentant °° par une expression de la forme suivante:
QE 2 2 Mr Sin 29,7 COS 29,7 — COS 207 ?
nous savons que la constante MF° peut être exprimée comme une fonc-
tion entière rationnelle, à coefficients rationnels, de
LE ROUTE ur z Co (9, — 9,)r
ou, ce qui revient au même, de
T ; Pi) D TCOË 29, 7; bornerons-nous à calculer M® et M.
Parmi les fonctions Fo + m) (m —0o,+1,..), Fo) et Fo — 1) sont les seules qui s’annullent pour » = p,; donc le résidu de la fonction 9%, rélatif au pôle p,, aura la valeur:
(PA Pgo Se ï 1 fe 2 dE Ch He ar (po, "re < :
Pour trouver la valeur de M, écrivons 4% sous la forme
AD ee: en DE F(o ressi| Dre Tan F(p mr |?
GO \ (a 1)
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pour abrèger, désignons par le symbole Æ(4A) le résidu, relatif au pôle p,, d'une fonction quelconque À; posons
e : 2 2 I Cl Eros re en een
on obtiendra aisément
; PR FE" (p,) NO TE 1) RO RE Lo nf:
R(K) — F(o, — 2) F'(p, — 1) r FR) PP DAS
I F"(p, FR 1)F(p,) is EF (p,) Fe, er. 1) :
25 SP MOSS 1) PÉTER de plus, puisque (ay) G = [4°F, on a:
| (ay) R(G) = — 2[MŸFzcot2p, 7, et la quantité M°° se trouve déterminée par la formule MS = (ap) Ë R(G)— 2 R(H) — R(K) |.
Ces quantités une fois calculées, le résidu A s'obtiendra pur la formule M, = M9 + MO +... + MF +.
Second cas: 1 — 4 est le carré d’un entier p. Les deux racines #92 de g(p) seront congruentes:
Donc, en vertu des formules (27) et (27), la fonction 4(9) pourra s'écrire
l 2 A(o) = I + Mag, [r co (9 +2)r] = 1 — M, ten.) : as sin p+E)x
je
d'après ce que nous avons vu dans le n° 28, chacune des fonctions °°
LT
prendra la forme
(CIS (2x) T Mon) sin {0 + 4 T \ ( Do (24)
“9 désignant le produit de (ay) par un polynôme en 7 à coefficients rationnels. Donc M, se représentera par une série de la forme
M, = Roy + Roy) + .. + Rif) +.
où les À, sont des-polynômes en 7 dont les coefficients sont des nombres rationnels.
Dans tous les deux cas, le déterminant D(o) s’obtiendra par la formule
D(p) AVE Sin (o RE P,)T Sin (0 ste ap).
Ajoutons que les formules précédentes mettent en évidence ce fait que les invariants de l'équation (43), considérés comme fonctions des paramètres 4,8, 7, ne dépendent que de Z et du produit 47.
Une partie des recherches qui ont fait l’objet de ce mémoire, a été publiée auparavant dans les Comptes rendus de l’Académie des Sciences de Suède (Üfversigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Fürhandlingar, 1800).
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