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Introduction.
L. — Objet de ce mémoire. — M. PAINLEVÉ a indiqué nne méthode pour déterminer toutes les équations différentielles (algébriques) du second ordre dont les points critiques sont fixes et il a développé cette methode explicitement dans le cas où l’équation est de la forme
R rationnel en y, algébrique en y, algébrique ou analytique en x.
Un mémoire publié dans les Acta Mathematica (1902) renferme le tableau de toutes les équations (1) à points critiques fixes.
Ayant commencé, sur les conseils de M. PaixLevé, l'application de £a méthode aux équations qui sont non plus du premier degré mais du second en #1, j'ai été conduit à réviser l’énumération des équations (1) et j'ai constaté que les tableaux dressés par M. PAINLEVÉ présentaient une lacune que je comblerai dans le présent mémoire. Cette lacune provient de ce que dans la discussion des cas nombreux que la méthode conduit à distinguer, M. PAIxLEVÉ en à laissé éch2pper un, qui se trouve correspondre à des types nombreux et importants Je préciserai d’abord cette omission.
Acta mathematica. 33. Imprimé le 8 juin 1909.
* B, Gumbier,
%,. On peut toujours mettre l'équation sous la forme
$+ (2) à EUY, Y, w)
e étant rationnel en y, vu et « étant lié À y par une relation algébrique qui
dépend analytiquement de + soit (3) H (u, y, x) = 0.
M. PaxLevé montre d'abord que pour # arbitraire la relation (5) entre y et « doit être de genre o où 1 Dans le ens où elle est de genre + les tableaux de M. Parxezevé sont complets: je n'y reviendrai plus, Dans le eas où elle est de genre zéro on peut toujours moyennant un changement de variable très simple supposer que À (y, y, x) est rationnel en y et y. Dans ee eas, je vais indiquer pourquoi les tableaux de M. PAxLeve doivent être notablement-complétés,
M. PaixLevé établit d'abord que l'équation (1) est de la forme
(4) v' = A (uv, 2) 9° + By, x) v' + Cu, à),
Où A (y, +) est l’une des à expressions 4
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Le
a, b,...,k, désignent des fonctions de + qui peuvent être identiquement nulles ou se réduire à des constantes, » désigne un entier positif supérieur à 1, En
effectuant sur y la transformation homographique YF = où Y = = p °ù { + r Cy+é . (af —be) (cy + d) .
YF = — ou Y = = “ ,, suivant que 4 coïnoïide av da - = $ A coïneide avec In rx des TES DE PTE © | vec la 1 de ces
expressions, où là seconde, où avec I je et 4e, ou enfin avee l'une queleonque
des suivantes, on est ramené à une équation analogue (5) J'= A(Y, X) + B(Y, X)F'+C(T, ZX).
Où 4, B, C sont rationnels en Yet où 4 coïneide avee une des & expressions
LE
Equations différentielles dont l'intégrale générale est à points critiques fixes. 3 ; IT I QU I NPOTIVIET > LT; et ls 2) y +} } : 2 4e 2)
2NIVT I à hu I 2 ï L tn NT I I = De |: #1 < : | 1 E 4 Ë : E + RAD) pioneer. en
H désignant soit une constante numérique « soit X.
M. Parncevé étudie ensuite les équations correspondant à chacune de ces 8 formes de 4. Or l’énumération de M. PAINLEvÉ est complète pour les 2 for- Tee mes A=o et À — mais le cas 4— Ar É présente une lacune importante et comme la discussion relative à ce cas retentit sur la discussion des 5 derniers, cette lacune entraîne l’existence de lacunes correspondantes dans les 3 derniers tableaux.
3. Ce nest donc pas une erreur dans la méthode mais une omission dans application de la méthode qui explique les lacunes des tableaux de M. Parx- LEVÉ et c’est par l’application même de cette méthode que j'ai comblé ces lacunes.
Cette méthode se décompose en deux méthodes distinctes:
1° une méthode qui fournit un certain ensemble de conditions nécessaires pour que l'équation ait ses points critiques fixes.
2° une méthode qui démontre que ces conditions sont suffisantes.
L'application de la méthode aux cas omis par M. PAINLEVÉ n’était pas toutefois sans présenter des difficultés. Tout d’abord des complications de calcul, si les conditions étaient formées maladroitement. Ensuite il n’était pas certain que les conditions ainsi obtenues fussent intégrables, c’est-à-dire qu’on pût écrire explicitement à l’aide d’un certain nombre de fonctions de x arbitraires toutes les équations cherchées. Enfin parmi les équations obtenues, les unes sont intégrables, j'entends réductibles aux équations linéaires et aux quadratures, les autres sont irréductibles. Il fallait distinguer ces deux classes et notamment intégrer les équations intégrables, ce qui, comme on le verra plus loin, était pour certaines d’entre elles assez malaïsé.
Je résume d’abord les résultats de cette discussion minutieuse. Les plus importants concernent les équations irréductibles, qui engendrent des transcendantes nouvelles.
4. Transcendentes nouvelles engendrées par les équations différentielles du se-
cond ordre.
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IL existe 6 types et 6 seulement d'équations différentielles (1) à points critiques fixes qui sont irréductibles au sens le plus rigoureux du terme (sens de M. Dracx). Ces 6 types peuvent recevoir les formes canoniques qui suivent
[«, ?, 7, d désignent des constantes numériques]
(el yl=0Y +x IT y'=2y rue
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Par suite de l’omission signalée, M. PAINLEVÉ n’avait obtenu que 3 types distincts d'équations irréductibles, à savoir les 3 premiers. Les tableaux qu’il avait formés ne contenaient pas l’équation IV; ils contenaient l'équation V dans le cas
A EE RE permet de la ramener au
où «a = — 0, auquel cas la transformation y — -
type III, tandis que si «, f ne sont pas nuls tous deux elle est irréductible au type III; de même l'équation VI ne figurait dans les tableaux de M. PAINLEVÉ
: Etre Ce :
que dans le wcas' où g—p—7y—"0 0 = auquel cas elle est intégrable, tandis
que dans le cas général elle est irréductible.
L'intégrale générale y(x) des équations I, Il, IV est uniforme; celle des équations [IT et V admet æ—0 et x — æ comme points critiques transcendants; si l’on effectue, pour ces 2 types la transformation + — eX, la fonction y(X) est une transcendante uniforme. Enfin lintégrale générale y(x) de l'équation VI admet les points critiques transcendants æ—0, x=—1, æ—.
5. La méthode employée par M. PAINLEVÉ pour montrer que l’équation y—6y+x a ses points critiques fixes [Bulletin des Sciences Math. 1900] s'applique d’elle même aux autres équations. Dans une note des Comptes Rendus, 24 Décembre 1906, M. PAINLEVÉ a fait lui-même cette extension. Il a de plus montré que le type VI contient comme dégénérescences les 5 premiers:
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V est dégénérescence de VI; III et IV dégénérescences de V; II dégénérescence de IIT où IV et enfin I est dégénérescence de IL.
M. PaINLevé l’établit de la façon suivante: faisons dans VI 0 — ” Ô + Prsie e “à ss t—1+eX, y— Y d’où une équation : Y' (Y —7:} B M M OC, Yl = y FF I RL (1 7 l ’ 4 SR ER D en cn re 7 nn)
qui à ses points critiques fixes en même temps que VI pour toute valeur numérique non nulle donnée à &, et par suite encore pour & — 0: or elle se réduit à V pour &—0. L'application du même principe donne en faisant dans V
? Dre p = ; a es PUeE d—0,e?, VE Te CREUSER Le o Le la dégénérescence y" HONTE az 0:
ÉD NC Ar de;
qui donne IIT en posant X —&?, Y — né.
De même si dans V on fait
I = et Pt Ô a ES 20. nl y=EeY, Ep ee Le on a la dégénérescence 7I2 v? à RS de DCI FE +0) FA PP 2 Y qui donne IV en posant X =EV2,n = Y V2.
On pose maintenant dans IIT I NS à din 4e ri alu t4ñel Dre A, = Le 281 on a la dégénérescence Y"— 2 Y® + X Y +, ou IT. De même dans IV u É I Bi, a — 5m, y=aG tac Y), 6x;
on a Y'—87Y5+4X Y + a, et en posant 2X—EVz,n— y Va on a le type Il.
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ns ts aa l à (6) A0 RER
Enfin la substitution y—e Y + 2e ER Ce a15 transforme IT en Y'—6Y?+X +8(2YS+ X Ÿ) ce qui conduit bien à I comme dégénérescence. » , 2 ‘ l Û Or M. PAINLEVÉ a montré aux Comptes Rendus que l’équation y'—6%?+x est irréductible au sens le plus rigoureux du terme (sens de M. Dracx). Il en résulte que les 3 suivantes sont aussi absolument irréductibles sauf peut-être
pour des valeurs exceptionnelles des constantes &, ÿ?, y, 0.
6. Formation des conditions nécessaires pour que l'équation (1) ait ses moints critiques fixes.
Je voudrais indiquer maintenant la facon précise dont j'ai appliqué la méthode de M. PAINLEVÉ pour former les conditions nécessaires que vérifie toute équation (1) à points critiques fixes. L’équation à étudier est de la forme
où À est l’une des expressions /'. Les expressions B et C' sont des fonctions rationnelles en y, dont les pôles, d’après un résultat de M. PAINLEVÉ, sont simples et coïncident avec les pôles de À; la transformation y Y — r limite le degré de B et C en y par l'application de ce même résultat au pôle Y — 0.
J'emploie alors la substitution de M. PAINLEVÉ: x =, +aX, Y —ay d'où une équation dont l’intégrale générale est à points critiques fixes quelque soit «, sauf peut-être pour «—o, donc encore pour &« —0o: cette équation où «& a été annulé, ou équation simplifiée est du type suivant
(6) y'=@yy + b,y° Si A —0 y? : PL (7) y" FF y + dy y' Jo b, y° si À Es:
(S) y"=— hi = + &YyYy +b,y* pour les 6 dernières formes de 4
(x entier —o, différent de o ou de + 1; à, b, désignent les valeurs pour x — x, de deux fonctions a(x), b(x) calculées rationnellement au moyen des coefficients de l'équation proposée.)
C’est dans l’étude de la simplifiée (8) que M. PAINLEVÉ a laissé échapper un cas important; cela explique comment les résultats de M. PAINLEVÉ étaient complets pour les 2 premières formes de À; la simplifiée (8) rentre dans les équations où À à la 3°" forme possible, et on voit comment les 3 dernières for-
mes de 4 conduisant à la même forme simplifiée, une telle omission pour la -
Al . = ps, . È FT _ es . s 2 :
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3°" forme de À entraîne des omissions correspondantes pour les formes suivantes de À.
En tous les cas les 3 simplifiées s’'étudient de la même façon: la variable “indépendante + manque, d’où résulte que si l’intégrale générale de cette simplifiée est à points critiques fixes, elle doit être de plus uniforme. Cette intégrale s'obtient par quadratures: si on écrit y—uy?, u vérifie une équation w!—u"?f(u) où / est rationnelle en « et on a en même temps y — q(u, u!), q étant rationnelle en. eb u': or Brior et BouqQuET ont déterminé toutes les formes possibles que peut avoir la fraction f(u). L'application de leurs résultats donne ou bien a(x)= b(x)=— 0 ou bien «a? +b= 0, « et étant deux constantes numériques non nulles toutes deux.
Occupons-nous d’abord de la seconde hypothèse «a? + 5b=_0; a(x), b(x) ne sont pas nuls tous 2 identiquement. Cherchons s’il n’existe pas, pour une valeur quelconque x, attribuée à x, une intégrale de l’équation, non simplifiée, qui est étudiée
(5) y" = A (y, +) y? + By, x)y' + C(y, x)
qui admette x —+, comme pôle. Si cela a lieu cette intégrale est représentée par un développement
(9) = + TES a NE Ve » Vi —1 (& SE &) (x x) OÙ &,,@,... sont des constantes, à un entier positif. En substituant dans
l'équation (3) on doit avoir une identité; les termes polaires de degré le plus élevé sont respectivement
Il faut nécessairement que ?— 1 sinon 1 +2<2%+71<34% sans égalité: si bo le terme de degré 3? sit>r ne pourrait disparaître; si b—0o, on aurait 4-0 et alors le terme de degré 25 +1 ne pourrait disparaître.
Nous faisons i—1 et substituons: a, est donné par une équation du premier degré si b—o, du second si b--o; puis @,,a.,,... s'expriment tous au moyen des coefficients précédents par une équation du premier degré, sauf peutêtre l’un d’eux et un seulement qui disparaît de l'équation qui devrait le fournir: mais alors il reste une relation qui est nécessaire pour que ce pôle existe: cette relation devant être vérifiée quel que soit x, entraîne une identité entre
les coefficients de l’équation (5).
B. Gambier,
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Si l’on prend la première hypothèse a(x)—b(+)- 0, on arrive à un résultat semblable. Je forme dans ce cas une nouvelle simplifiée en posant dans (5)
xx +aX, Y —cy, d’où par le même mécanisme
(6 bis) Jo —e, y" si A=o : 1 y ” ° x 7 bis = +e,y si A=—- (7 ) /l y 0 Y y y I (8 bis) y" 7 (ri +e,y? pour les 6 dernières formes de 4 u
(n désigne le même entier pour (S) et (8 bis), e, est la valeur pour + — x, d'une fonction e(x) calculée rationnellement au moyen des coefficients de l’'équation.s).
Cette nouvelle simplifiée s'intègre encore par quadrature. J'’emploie d’ailleurs l’artifice suivant, je pose y —2y d'où y — (2,2) où j est rationnel en &
et z' et l'équation
10) 2=yrie Tor
où y et Ô sont des constantes numériques: cette équation (ro) est précisément du type de la simplifiée (6) dont on a déterminé toutes les formes possibles, La conclusion est celle-ci: dans (6 bis) et (> bis), e(x) peut être identiquement pul ou non; dans (8 bis), e(x) est identiquement nul, si x n'est égal ni à 2, ni à 4, ni à —4; pour ces dernières valeurs de x, e(x) peut être ou non identiquement nul.
Si e(x) —o l'étude est finie.
Si e(x) -o nous remontons comme plus haut de la simplifiée à l'équation (5): je cherche comme plus haut, si pour + —2x, où x, est quelconque. s'il existe une intégrale admettant x, pour pôle. Pour des raisons semblables i — 2, @, est donné par une équation du premier degré: les coefficients successifs se caleulent comme plus haut et on arrive par le même mécanisme à une identité entre les coefficients de (5).
Cela fait on a épuisé tout ce que cette méthode peut donner pour la valeur y—x; il reste à faire, suivant la forme de 4 une étude semblable pour les
autres valeurs singulières de y! considérées comme fonction de y, à savoir y—0,1, où æ On ramène cette étude à celle de y— æ par une substitution
faite sur (5)
A + : me, , e 5 2 a a , "15 4 Equations différentielles dont l'intégrale générale est à points critiques fixes. 9
7. Une question se pose ici: j'ai exprimé que les équations étudiées admettent des pôles mobiles (ou des zéros, ou des wnités mobiles). Mais ces conditions sont-elles nécessaires pour que l'équation ait ses points critiques fixes ?
La réponse est affirmative. M. ParNLevÉ a donné l'énoncé général de ce théorème et la démontré en détail dans le cas où A0 (Bulletin des Sciences mathématiques 1900). J’en donne une démonstration explicite pour l'un des cas nouveaux que Je propose (voir plus loin, page 49). La démonstration employée montre qu'elle s'étend aux autres cas. Je supposerai donc ce point acquis.
Rendons nous compte du nombre de conditions obtenues: il suffit de raisonner pour y— ; il y avait 3 cas à considérer, d’après la nature des fonctions MER D) el)
1°) «a? +fb 0, sans que a et b soient identiquement nuls tous 2.
Suivant que « est nul ou non, il y a une ou deux familles de pôles mobiles simples, et comme une famille de pôles mobiles peut ou non conduire à une identité entre les coefficients de (5), nous avons en comptant «a? + bo au plus 3 relations identiquement vérifiées.
2°) a(x) bx) _o, ex) | 0, une famille de pôles doubles mobiles, donc comprenant &a(x) 0, b(x) _o au plus 3 relations.
3°) a(x)= b(x)=e(x)= o. Cela fait exactement 3 relations. Je vais montrer ici comment ce dernier cas, où nous avons cessé d’aller plus loin, se rattache lui-même à l’existence de pôles mobiles: je développe l’équation (5) suivant les puissances décroissantes de y: elle est alors (n entier =0, / 0, # — 1 mais pouvant être w)
he Ua Le R d, (x) y° F5
+ b(2)y + b. (x), . D. (2) he
Si l’on admet l’existence d’un pôle, on a en appelant à l’ordre de ce pôle et en prenant le terme de degré le plus élevé dans chaque ligne: à la première deux termes de degré polaire & + 2, à la seconde un de degré à + 1, à la 3°" un de degré i: les deux termes de degré à +2 se détruiront donc, d’où la relation i——n; donc le pôle ne peut exister que si n est fini et négatif: je fais y— 7" et vérifie que z vérifie une équation du second ordre pour laquelle z— 0 est une valeur ordinaire; donc pour + —x, il existe une intégrale z pour laquelle z, — 0
L De D) Acta mathematica. 33. Imprimé le 9 juin 1909. 2
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: . Q 4 2 A 4 es RS 20 et z!, est arbitraire, autrement dit l'équation (5) admet l’intégrale D ES
où À est arbitraire.
En répétant cette étude pour y—0, 1 ou æ sil y à lieu, on voit donc qu’on obtient un nombre fini de relations différentielles algébriques entre les coefficients de l'équation (5), par un procédé régulier de calcul.
8. — Le résultat très remarquable obtenu pour les équations du second ordre et du premier degré, rationnelles en y, est que l’ensemble des conditions nécessaires obtenues par ce procédé est en même temps suffisant pour que l’intégrale soit à points critiques fixes.
Dans le cas où l’équation contient y non plus rationnellement, mais algébriquement, sans être susceptible d’être ramenée à une autre où y figure rationnellement, c’est-à-dire où la relation Æ(y, u)—o dont il a été question plus haut est de genre 1, il n’en est plus de même, comme M. Parnrevé l’avait montré
pour l'équation
ï pere | :
| Fe AVG — ) ll
sur cet exemple, l’intégration seule montre qu’on doit écrire une relation cette fois transcendante et non plus algébrique, que la méthode précédente ne peut
donner.
9. Formation explicite de toutes les équations (1) à points critiques fixes. Les équations indiquées par M. PAINLEVÉ étaient explicitement connues,
par exemple y"—64y?, y! —6 Po ou y'—6y? + x, sauf une seule équation
(E) = —yy" + y — 12 q(x)y + 129 (x)
où gx) vérifie l'équation g'= 6 g? + x qui est l’une de celles précédemment citées. Si donc on regarde comme connues les transcendantes engendrées par les équations algébriques du 2" ordre et du 1* degré à points critiques fixes, cette équation (E) est donnée explicitement.
Mais dans les cas nouveaux que j'ai mis en évidence je rencontrais des systèmes de conditions différentielles dont l'intégration était, quoiqu’au fond bien simple, assez difficile à apercevoir. Prenons par exemple l'équation
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y ns [ Je - y° + [ay ei RS L d) y! F EU US ane VV ER 70: an C4 k l y (y — 2, is) DE LA ÉHEEAPE AURRRE LAN + y(y n[3a ace ren h + ed Sur cette forme d’équation où &, b,...1 désignent 7 fonctions analytiques de x
on à déjà exprimé toutes les conditions que l’on peut obtenir par les équations . simplifiées. Il y a ensuite à étudier les valeurs singulières w, 0, 1 de y: il y a deux familles de pôles mobiles donnant chacune une relation, de même deux familles de zéros et d'unités mobiles, donnant chacune une relation; on obtient ainsi le système
(A + 3 (ad + a — a) —0 k + 3(bd + be + b—b'") —0 L + 3(ca + cb + cd + c—c)—0
(xx) |
ame
2 h + 3 a?) + 6(ah'— 2 ha") — 9 aÿ(b—c) + 6a?(k+l)—0o (2k + 3 0°)? + 6(bk'— 2 kb!) — 9 b$(a + c) + 6b(h—1—3c)— 0 + 3 ©) + 6(cd'—21c')— 9 c(b— a) + 6c°(—3 a —h—k—3b)—0o.
On verra plus loin comment ces 6 équations permettent d'exprimer les 7 fonctions inconnues au moyen d’une fonction auxiliaire arbitraire et de plus cet exemple montre d’une façon frappante comment, par un mécanisme qui est général, mais qui il était difficile de prévoir, la résolution de ce premier problème, intégration des conditions telles que (rr) est intimement liée à l’intégration de l'équation différentielle (r) elle même quand cette intégration est possible ou à la réduction de l’équation à un des 6 types irréductibles I à VI.
D'une manière précise, les relations nécessaires [(11) ou analogues] se laissent intégrer explicitement, en ne considérant comme connus que les éléments analytiques suivants: fonctions rationnelles, exponentielles ou elliptiques, intégrales des 6 équations irréductibles que j'ai données plus haut.
Ces relations nécessaires sont d’ailleurs suffisantes: toute équation du second ordre répondant à ces conditions se ramène soit à une équation linéaire (d'ordre 2, 3 ou 4) soit à une équation intégrable (par quadratures, ou par les fonctions elliptiques et dégénérescences), soit à l’un des 6 types irréductibles I à VI.
Pour les équations intégrables, la fixité des points critiques résulte de l’intégration même, pour les autres elle résulte de ce fait que les 6 équations irréductibles I à VI ont, comme nous l’avons dit, leurs points critiques fixes.
Je citerai, parmi celles dont l’intégration etait le plus cachée les équations
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Il | I D 1 °| [ na? 3 2 h = [1 — DIX TU eg? + fy + _ y É :] ACL alé EN | + 9 SL pour lesquelles j’ai d’ailleurs donné deux méthodes d'intégration. 10. — Je vais maintenant donner plusieurs tableaux de types canoniques,
différents suivant le but que l’on se propose.
Je donne d’abord un tableau T d'équations, Y"—#(Y', Y, X) ou F est rationnel en YŸ et Y', qui permet d’obtenir toutes les équations y"— f(y', y, x) où f est rationnel en y et y’, dont l'intégrale générale est à points critiques fixes.!
Si dans le tableau T' qui va suivre j'effectue la transformation homographique la plus générale
ne L(æ)y + m(x)
Hal 7) 0 ne
où l, m, p, q, q sont des fonctions analytiques quelconques de x j'obtiens toutes les équations du second ordre et du premier degré en y', rationnelles en y dont l’intégrale générale est à points critiques fixes.
Ces équations du tableau 7 sont de la forme
CS ER
NE AD CEE €
CS DS 8 ES 1.6 A A (OP PIE ER) SG DE) (TE (g) Y'—2 73
(8) F2 +oaY +8
1 " ras où f egt rat: : ! à Re ’ Je rappelle que le cas où f est rationnel en y a seul besoin d'être complété. C'est le seul dont je m'occupe dans tout ce mémoire.
e . NÉTCUER . . a ;. F .
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(CINE CCS Sr
Go) T=—YT'+Y—r2qg(X)FF12q (X) avec Jin =6 US, S—0, = Hi 1 24 26e RE AE SRE (x1) Y D ee 2 da: (ES GET ee ir ae
M LOT ME Or SOS ze M0 EE x ! y(el HUE
y ?? He [ [ 1 V2 (14) A done AS TRS ODA d r!
TI , MEL ee mu, tele CE y + y À r} Po
(16) ya HE ES q' VIRE q' var an + k
n an =) (18) never GHOoori ue
COMME — sn ce Ts
C2 ri 7e I
(23) He ROUE eT5
ou X.
I , 4 ; 1 Ces 2 tableaux pour À = 0 et À D étaient complets chez M. Paxzevé; je les reproduis
ici pour la clarté de ce qui suit.
Les modifications que j'ai apportées à ces 2 tableaux m'ont été
suggérées aussi pour la simplification des équations que j'ajoute dans les autres tableaux.
14 B. Gambier.
PAIE ( Fe ; . Le dé (n É Fa e à (25) pi —3: Pres LC LY?)+rŸ + (26) Y"— : . +6 - + 3 Yè+12qY —7129" SES g'=64+S, S—=0, ou X en ei) Eee Er qu PNR ps + RU fun) ÿre + Ya (9, T)Ÿ — Qn — _.
TI
(fn, fn. Yn étant 3 fonctions rationnelles de 2 fonctions arbitraires q, r et de
leurs dérivées dont le calcul sera indiqué dans le texte, page 54)
712 "n ; TR CRETE Te [+ d| 7-72?
V, — 14 pe re y! 7 , Q 4 avec rt, g—°1!et V, et V, étant deux intégrales quelconques
(29) HU — En
2 2 (30) Fi — _- du HAE RP ze (31) Y"— . + a. + 4XY? + 2(X2— à) =, ISERE
VAE
Price ee (34) Y"— ee +4aY?—X}
(5) Men RS neue 1 ÉD TON RES (4 g'+r+- A y 3 3 3 7 3 me
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où lon à g'—2g* #4 Sq + T', r — —° (4 + g*) et 2q° + Sa + T désigne l’une
quelconque des 3 expressions 2 g’, 2 4 + Fe. +p, 24 + Xq+a
7H Ne 2 ù *4 rl de | 2 (36) 7— 4 r—-°Y1 + o +1 + 4ys + My. roue el 5 3 5 s 5 à, RARES. 1 3 3 9 ln, — V! 72 26 q Pays avec q — 2 — — Y 4 V _— L 21 1 UT es sb
x nr 7 oo I
V, et V, désignant 2 intégrales quelconques de V"—6 V?+$8, S — 0, — — ou X.
Si V, tend vers V, (cette remarque s'applique à tous les cas analogues) que
S y! ee < d ñ * .. # , , ! 9 faut-il entendre par Ty. - LÉ ? Soit V(X, «, B) l'intégrale générale de V'—6 V?+X OLA par exemple; VW, est obtenu en donnant à 3 les valeurs numériques «, et . 4 4 P,; soit de même _. (ZX, «, f) j'appellerai iv, °(X, , B) cette dérivée où j'ai rem-
placé « et 5 par w, et f,: dans ces conditions si V, tend vers V, on considérera
L SL “ SH V',— y! GX * OX ou 0e TN comme représentant — 7, si AVS où Z et u sont deux constantes « da se ch 08 numériques arbitraires.
nn 2 _"T __2Y F—rx:
1 AL rt TI TZ K30 M Er dé Pa es = "D I I Y L FLE, *# ù ] (38) FY'— }; + à + = 1 } (64 [er — +) p I + pe AE > e I Vel ue Pl Y(Y +1) 1) 88 es 4 LS ee D LS à cr +El4yss 5
4 es | ACER RULES AE t me +5, Ma, “(s F4);
avec # —24qs—0, l + 2tr—0
16 B. Gambier.
Ver 2 su 3 : SES AUTRES) eo): AR eq) £ + ï 39 te ne F M 0) Fr 2 Y —7 avec y! E Tr PET 20 V! E Ne ne C Da) Pie VÉPRe E° QE = ess À 5 2 D DES.
te sh e4Cr + 2 DV D
cette dernière équation représentant l’une quelconque des équations rencontrées précédemment
VAE nie È 3 73 BAT NCE 12 2 mel, _ <F 4 aV? + 2 7 12 2 po +37 + 4x + 2(X— 0),
2 Va
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sf | se | Ti9 | 70 . rl (45) lee } + [a+ ee poele à open ht] V,— V Riu Tr avec D — É 2 b- CE (7 Ste Po a=T— 2 A b +c— ee
RO ab} RE CE ac
et V,, V, étant deux intégrales quelconques de l’une des 3 équations V"— 2 V° OU PES Ch Ep Pl= 2 PER
Dsl er |. W 34 7 (CE) Bee: on gl ÊTES Y — 1 He
3 SE (r 1 He) do h se” 24 LU) ner i É } 2 | He Y le h Dh li -1)
avec qg'—2q +ag +8, h=2(q +q)+a
Il 19 FRUES pie = le)
2 h A SE as 0 AIRES"
avec g'=209 +Xq+a,. h=2(9 +g) EX.
PSS dE SFA EE PT L I 7 II = ne CORRE E. y) + | be BP ? CHERE le YA 1(} a) [E + 7 (Y — a} Î |
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Go) rer) + (er +04 s)r+ avec a———{t+u), c = EL = p—2t ie, 21 4 LE
2 k—6(c'— bc) — 3 c?, = (a ab) .
Rp
TT re LE Vi ne Pal DE
V,, V,, Va étant 3 intégrales particulières de V'—6 F?+8, S —0, . ou X.!
Problème inverse
Etant donnée une équation y" — P(y', y, x) où P est rationnel en y' et y comment reconnaître si elle a ses points critiques fixes?
I] suffit de vérifier si une transformation
permet de ramener l’équation à l’une des formes donnée dans le tableau 71. Mais comment se calculent les coefficients /, m, p, q, q de cette transformation ?
Pour les transcendantes irréductibles, /, m, p, qg, q sont des combinaisons algébriques de l'équation proposée. Mais pour les autres il n’en est plus de même, au moins en général; !, m, p, q s’expriment algébriquement au moyen de p et g'; quant à la fonction @ elle est donnée soit par une ou deux quadratures soit par l'intégration d’une équation différentielle du second ordre. Les opérations qu’exige le calcul de cette transformation sont d’ailleurs les mêmes que celles qu’exige l'intégration de l'équation elle même: intégration qui se ramène,
? Si V, ou V, tendent vers V,, ou si V, et V, tendent simultanément vers V, ou si V, tend vers V,, on aura à trouver pour f, À ou « les valeurs limites de quotients de fonctions
prenant la forme ©. Cette limite sera indiquée dans le texte et se fait comme il a été indi-
qué précédemment, page 15.
On voit que pour l'équation (50) il y aura un nombre considérade types particuliers.
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nous lavons vu, soit à des quadratures soit à l'intégration d'une équation linéaire d’ordre 4 au plus.
Il est alors plus avantageux, pour traiter le problème inverse, de dresser un nouveau tableau © des types canoniques auxquels les équations y! = P(y!, y, x) se laissent ramener algébriquement par une transformation
À, u, x, 4, q se calculant cette fois algébriquement. Ce tableau © est trop considérable pour pouvoir le donner explicitement: il faudrait reprendre chacune des 50 types du tableau T et lui faire correspondre dans le tableau © un certain nombre d'équations en nombre considérable: la dernière équation (50) par exemple conduit à plus de 100 types. — Les équations (28), (35), (36), (42), (45). (40), (47) donnent aussi un nombre considérable d'équations correspondantes dans le tableau ©.
Je me bornerai donc à prendre comme exemple les équations (29), (30), (31). Le raisonnement étant le même pour toutes, le genre de calcul le même, il suffira de quelques indications rapides pour permettre de reconstituer les types © dans
tous les cas.
12. — Je vais maintenant extraire du tableau T un tableau (4), dont il suffit d'indiquer la nature de chaque équation pour en déduire immédiatement la nature de toutes les équations T' et en donner l'intégration effective, quand on regarde comme complètement connus les éléments analytiques du tableau (#).
C’est le tableau suivant!
(3 0 AE (22 NS MES fi
CNE.
D Re DR Le T'AS Te) (6) Y'——2YY'+q(X)Y'+qg(X)Y TEA
(CIN LES RTS
1 Voir pour chaque équation (f) ce qui en a été dit au tableau 7.
B. Gambier.
Si = CE " j | = tal Hp TEy à RÉF CRANERT., RER PNEU a ae. + B) + (24 + 7)
y'e y! cu. É = LU mnt MAL DATE 712 2 l 2e & PES ps Mo y Ê | } st (n + 2)° n + 2 à ne ACNOR AA ne n) } PA Pr \: R YMN(RES) 4 An ÎnQn) yes y )Y ï n + 2 J + Un (q, FE RES — À Y + 0 ÿ'e y3 112 — Ve + = + 4 «& y? EL u2 PY = ou y'2 à V3 92 pt. +4XY'+2(X—0) RE TR + + 7 — (, } F Y —7 = à] 2e = + ra nf Y — dé la où FAR RÉ er ou
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. APE ï il ; MED ARE LAN A PP A AU (24) an er rte tr)
En) ent) CE te 1 A (x T) ATP ee er ne er \P
Remarquons en passant que les coefficients de toutes les équations (4) sont explicitement connus. Ces coefficients sont rationnels en X, sauf pour 5 d’entre clles: (5), (6), (13), (x4), (x5) où figurent des fonctions analytiques gq, r arbitraires de X et leurs dérivées jusqu'à un ordre fini. Ces 3 équations sont d’ailleurs intégrables.
15. — Toute équation de 7 non contenue dans (4) dérive d’une équation du tableau (f) par le procédé suivant.
Pour abréger le langage j’appellerai équation secondaire l'équation Y!" — p(Y"', Y, X) considérée dans T' et V'= P(V', V, X), l'équation de (t) à laquelle elle se ramène, (pour la clarté j'ai remplacé Y par V pour l'équation de f), sera dite équation primaire.
J'apprends à former pour l’équation secondaire Y!—p(Y', Y, X) une fonction V—#(Y', Y, X) rationnelle en Y' et Y telle qu’inversement j'aie Ÿ — p(V', V, À), p étant rationnelle en V' et V. Le système différentiel
fais ss He 206
équivaut à l'équation secondaire, qu’on obtient par élimination de V, tandis que l'élimination de Y conduit à l'équation primaire.
Or l'équation primaire a ses coefficients explicitement connus; voyons comment on obtient les coefficients des fractions rationnelles @(V', V, X), F(Y"', Y, X) et p(Y', Y, X): Appelons V(X, a, B) l’intégrale générale du type canonique primaire et V; l'intégrale particulière correspondant aux valeurs numériques «; et ?; données à « et f; soient de même A . Te a ... les dérivées de Y où l’on fait «a —a«;, B —/;; la fonction p(V', V, X) rationnelle en V et V'a pour coefficients des combinaisons rationnelles de 3 (au plus) intégrales partj- OV; OV; PV.
CB ON MOT EI étant au plus du 3" ordre; or quand on fait sur l'équation primaire V"— P(V', V, X) une telle transformation Y —æp{(V", V, X) il est bien clair que l’équa-
culières V;, soient V,, V, et V; et des dérivées -- les dérivées
tion secondaire obtenue Y'!—p{(Y"', Y, X) a ses coefficients nécessairement transcendants et que ces coetficients s’expriment d’une façon toute sembable au moyen
99 B. Gambier.
PAPA
de V,, V,, V, C’est ce que l’on constate immédiatement sur le tableau 7. Ceci explique aussi ce que j’annonçais au paragraphe 9, à savoir que la détermination des coefficients des équations étudiées [c’est-à-dire intégration de systèmes différentiels tels que 11] et que l'intégration de l’équation elle même, si cette intégration est possible, ou la réduction de cette équation à un type irréductible, constituent en réalité le même problème: tant qu’on n’avait pas aperçu cette identité des 2 questions, difficile à pricri à apercevoir, les efforts pour ré-
soudre l’une ou l’autre devaient rester stériles.
14. Conclusion. Il est très remarquable que les équations y'= R(y', y, x) où À est rationnel en y', algébrique ou rationnel en y dont l’intégrale générale est à points critiques fixes puissent être définies explicitement soit à l’aide de types canoniques algébriques soit à l’aide de types canoniques renfermant la variable X sous forme transcendante mais alors exprimables rationnellement au moyen des transcendantes engendrées par les types canoniques algébriques.
Qu'il me soit permis d'exprimer ici à M. PAINLEVÉ toute la reconnaissance que je lui dois pour les conseils et les encouragements qu’il m'a prodigués au
cours de mes recherches.
CHAPITRE I
a1!2 Equations y! — —;) ; + PB(y,x)g+ C(Y v):
1. — B et C doivent être des fractions rationnelles en y n’ayant d'autre
PG 2 0%) y
pôle que y —0, done B=— où P et Q sont deux polynômes en
y. La transformation y Y — 1 montre immédiatement que P est du second degré, Q du 3%", On peut donc écrire l’équation sous la forme (a, b,... h étant analytiques en x),
IAE c y
() bi
c Surs 2 k.
ay + b +5] + dy Hey SIA
si l’on pose yŸ - 1 elle devient
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(2) fe {r É : + Y' (er +b+ ÿ
| RP Ey TT 6
Ceci montre bien qu’il est inutile de considérer les valeurs négatives de l’entier n; pourtant dans la discussion il y à quelquefois avantage à laisser indéterminé le signe de n: ceci permettra par exemple de déduire immédiatement l’étude de la valeur y — 0 de l'étude de y — w: car en appliquant les résultats trouvés pour y— x à l'équation (2) on obtient les résultats relatifs à y —o pour l’équation (1). Ce n’est qu’en fin de discussion que l’on se bornera au cas de n positif. La simplifiée que l’on doit former avant l'étude de y— © s'obtient par z=%, + aX, Y = ay, substituant dans (1) et annulant ensuite «. On a[a,—a(x,),
If I f l (3) y = 5) 5 + a + d'ÿ.
Je pose y — uy”, comme j'ai dit dans l'introduction, d’où l’équation
1 —(}+rjau+a (4) os os TRS RES + 1 — (2 + x] ut + au + à — (14 À] a? + au + à,
uw
I1 suffit de décomposer le second membre de (4) en éléments simples, ce qui est immédiat pour Ja 1° fraction, puis d'exprimer que ce second membre a l’une des formes de Brior et Bouquer: il suffit dans les expressions / données plus haut, page 2 de remplacer y par #. La discussion est extrêmement simple, en remarquant qu'ici je ne peux avoir que deux fractions au plus et que la somme
des résidus est égale à 1+——-. Si par exemple je veux avoir la 6ème forme n +I
de Ÿ je dois la réduire Le ; ne: et alors j’ai immédiatement n — 2, US CE nd
a, — 0 c’est-à-dire n — 2, a(x)—0o et de même dans les autres cas. Je donne ici
le résumé de la discussion.
2, Si n est quelconque on peut avoir l’une ou l’autre des hypothèses sui-
vantes ‘ a(x)=d(x)=0o ou dette.
Il existe trois valeurs particulières de n qui, en outre de l’une ou Pautre de ces hypothèses, peuvent donner d’autres hypothèses admissibles:
4 B. Gambier,
Pour x — 2 on peut avoir ou &(x) 0,40 où d(x)
> > Pour x — 3 on peut avoir d
Pour x» —5 on peut avoir d—5 a?.
D'après In remarque faite plus haut cette discussion sert en même temps à indiquer les relations possibles entre € et À qui sont:
ou € __o, À 0. On remarquera d’ailleurs qu'iei le cas de » —2 ne donne somme
pour x quelconque où co où À —— et pour n —=2 ou ch —=0
toute rien de distinct, pour € et », du cas de » quelconque.
3. Si l'on a ado, il faut former la seconde simplifiée en substituant d=% +aX, Y —=0cy dans (x):
| ni ds 5 PU (r | nt C0 Le (5) n | } 0 e (x) —o est une solution acceptable, sinon on pose Y'=nu Y d’oùe, Y—n{u'+u?], u"—(n—2)uu +nau. Cette équation en x donne, d'après les résultats de M. PAINLEVÉ les 3 cas: n—2, n —4, n ——4, en écartant n — +1.
Done ado entraîne eo sauf si n —2 ou si n — 4 et de même c—X =0
entraîne g 0 sauf Si n — 4.
4, Les résultats précédents conduisent à écrire 14 types et 14 seulement d'équations à étudier
y! = Ÿ Re |+oy + fu y n RE FT é (1) f ne ue MURS QUAE Ed:
y +by +eÿ +fy+g 4Y Eve . ; nas. Le y —=—|1——] + (ay +b)y — - S + 'ey? + Ë : Alt (ay+é)y RAR RITES Îy (2) | 1 TEL ee Vs + (ay+6)y——Yÿ +ey 0 | *e (ay +b)y Se: AY FT MR Lie ei ele R CPPeT À Pie Er | D C Le | v nn A Da CU: = = < 2 | AT RAD ES mree.
(3) < LeIOUr (ra c Y = + (b + | y' + eu + fu + g—
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IR . F— :] d Le DR : re ES ÿ + eg + y + g — Pe re GERS e + (ay +b)y + Lys reÿ+fy .
(6) y” nn. + (ay +b)y + _. PARU TUE 0 2 :
(| URSS PoUdun te +1y
à : ! 2 h (SM E ne by + dy + eÿ + fy + q + :
Fes U' ! 2 hr (OP y 0 + ey un rue 12 2 (xo) gp + ay+ y — EN re +iyta +!
(x1) = + (ay + by +3 y Me 3y 2
MT
(2) =; Lay nl PHeÿ +iy ES
37 22 n _ 4°? ! CE CE ON É COLA 5y + (ay +b)y + say +ey? +fy Ur ‘| fs 2:13 1 2 more (x4) y en ON VRP Leg +fy+g he
Sous cette forme on a déjà exprimé toutes les conditions provenant des simplifiées; il n’y a plus qu’à écrire celles qui correspondent aux zéros ou aux pôles mobiles. On verra plus loin que certains types dont les simplifiées sont distinctes s’étudient ensemble: telles les équations (3) et (6), ou encore (7) et (8), ou encore (11) et (12), ou enfin (13) et (14).
Je ferai remarquer que l'équation
le au+5+° Eddy te Re.
garde la même forme par la transformation y — (x) Y, X — (x), qui nous sera utile plus d’une fois pour établir entre les coefficients de cette équation une ou deux relations convenablement choisies. Les coefficients de la nouvelle équation
VAE È n Le (a EE 0: + à Y'+... se calculent ainsi par les formules F
ad à Y
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(na 7, = de Te h di; —= p?? (2 Nes g'1? Cs à g"” ALES LD
PR
(F) | Less: pi Dr p? NOIRE AE
HOMO) OAI
| here Gi) ne ll.
L Le p'?
Dans ce qui suit j'indiquerai pour chaque type les équations qu'il donne au tableau (1'), l’intégration de cette équation, quand cette équation est intégrable, ou la réduction de cette équation à une équation du tableau (t). Enfin j'indiquerai, quand ce ne sera pas trop long, les types correspondants du tableau O, avec la substitution, qui permet de passer du type du tableau © au type correspondant du tableau 7. C’est ici que doivent servir les formules (F).
Il sera bien entendu qu’une équation (E) sera réductible à lun des types T par une substitution y—724(x) Y, À —@(x) où À et seront données par les opérations indiquées pour chacune: pour l’équation 7 j’emploierai les lettres X, Y. Pour passer de l’équation (E) au type © il suffira d’une substitution y—=À(x)n, £—p(x) où À etpse calculent algébriquement au moyen de à, b,...,h. Comme ce calcul est extrêmement simple, je ne l’indiquerai pas et indiquerai tout simplement les opérations à faire pour passer du type © au type 1 correspondant. On remarquera d’ailleurs que si le type © ou T est intégrable, ces opérations coïncident toujours avec celles que lon doit faire pour intégrer le type @. Les lettres «, f, y, à désigneront des constantes numériques données, les lettres g,r,s,... des fonctions analytiques de la variable indépendante, X une constante arbitraire.
». Equations du premier type.
(x) HUE SE RÉ ET re nie EN ee
intégration: Y—7*, Z=0; n—Û6", (= ql +76. Connaissant deux intégrales particulières 6, et £, de [—ql'+7r£ on posera n=67(£) Y, x=? É pour passer du type © au type T. $i l'on préfère, connaissant deux és de
l'équation ©, 1, et 7, on pose n—m, (£) Y, X — V*. Ici le type (#) est Y"— 0. M
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bu y'2 5 12 (2) a AT ne 3q0 +4 —2n(g + 20°):
HEART 0) - 27 d'OÙ Le PX, — 7, 0) —e — P(U, —1x, o) + ni TR ie. RU ele p{u, — 1, 0) — - Onvpasse de O à T par n —D°(E)Y, X —0(é), ” = —q. , y'2 : n'2 ? q!
(3) Der After or NU zx)
az VA+IREK
Y—Z?, Z"= 275 + 7, fonctions elliptiques, d X — n—=Y, dX=Va(Ë)dë.
; Fe (4) pi en HER NE TZ EP EE 7 EX trans CRD IE ds ne RU ! 2 ! 2 (5) } me tt ae (20005 9%) a? , u°? B(E\Y £ eu Cod CT y - re !
(6) Fr re LE ut dr . + oi + (37 +an+p) HUE
Y=2%, Z=/Z+aZ?+4KZ—8B, fonctions elliptiques: GE EE THÉ
y'2 2 p2 (7) en meteo [ AS Le (5 , U, et w, étant deux solutions de w"— qu. 1 U: Ua H
Lie I -+2qgl — et qu’en Hi différentiant 266!— {C2 + 4q@t?—71 nous obtenons C"—4qû'+2g'€, équation linéaire du 3è"° ordre. Pour intégrer cette équation du 3°"° ordre nous remar-
On peut remarquer ici qu’en posant y—£6? on a Ê"—
28 B. Gambier.
quons qu’elle admet l'intégrale première 266"—{® +4g5°+K où K est une constante arbitraire; pour À nul on a précisément l’équation £"— 2 +2qt@ ren-
contrée au début de ce paragraphe de sorte que si #, et w, sont deux intégrales de u"—qu, (K,u, + K,u,)° satisfait à Ê—4ql+29g'È donc ui, u, et uw, uw, sont trois intégrales de £—4ql'+2q@ qui se trouve ainsi intégrée par l’intermé-
diaire d’une équation différentielle du second ordre. C’est cette remarque qui conduit aussi aisément au résultat simple indiqué pour ». Substitution de © à T:
EU EES M S =, 4 et intégrales de u'"—qu.
Æquations du second type
Top n Q? n Q' y 3] One 72.
() y 1 ae (n + 2)° RTE à intégration :
CR ACER nl } za À > 2) , : SEX + K,)"; type O:
1\7"° TRE ñ :
= (+) + auv try en ice eee intégration :
y' LEE DENT Es . ” Te Y=N?, 2 +2 PTS —=0 ’où Ye ir 80=0, = — Len.
uw PSE 2
substitution de © à 1:
YU
v, eb v, étant deux intégrales de 2!—7v — sv —0o.
me à y3 I / ©) 7 7 2 OR ee RECU Y?)+rY + aq:
j{ L En }] De, PH Er
2 al I 12 l rez er
Ici le type T et © coïncident.
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Equations du troisième type
Pour x quelconque ces équations rentrent dans le 4" type. Pour n — 4 on à en plus des équations du cas général, où n a été remplacé par 4, l'équation
VELCRO 019 0
Ps. y } 7 D ne Me q Y 1241
S'= 10; . ou X|.
Intégration :
[33 ==2 VE Vi— 129, Mr Z'—=6ZR+S | Y'=—12g —2VY
Ici, par exception avec ce qui suivra, j'explicite les équations du type T, et
donne les équations correspondantes du type ©.
pr _3 Ÿ” 12 7, y? NA GE 144 EN OR CE A4 MX LÉULANTIE -12 (l 1. +als+i)n PASSE EE sn (x) s , 3 5°? AE k ! 144 5.
| sl (os 48 s° cn Dont 2 AS ALS | 6 If | = Yp(E, X=p(E, Ps P den PE Î He 2e Ms Fe Joe (= +67 8 og +3 + r2p(X, 8 0) Y 12 P TE £8 —= O0 ou es —.1 Si é<0 (2)
TI2 ( 12 (3) FI +607 + 3Y2+12Q7Y— 7120" 22 COR OIQE EX
Ici le type T et © coïncident.
1. Equations du 4" type et du 10°" type (et du 3°"° type). Je consacre un chapitre spécial à ces équations. Je montrerai qu'elles
doivent être réductibles à un type T' ou GO:
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Equations du 5°" et du 6°" type
Il est très simple d'écrire ici l'équation unique qui condense les nombreux
types T.
PT V'+g + —2a7+3 (0 +1) 72 AE és SES U . \ où PE Er qg= _ ce V, et V, sont deux intégrales particulières de 2 2 RP
PES AS SE ou x).
L'intégration se fait en posant
7 ; Y'+Y?—30 Fr[r- À")
d’où
CPR
] 7I T7 FT mem 7
L’énumération des types T' étant pratiquement impossible, celle des types © l’est
à fortiori. Si V,<V,, r<o; si V,—V,,r—o et qg s'obtient en cherchant la T1 Fe F- quand V, tend vers V..
De même la formule qui donne Y devient illusoire si V est égal à V, ou
limite du rapport
à V,: on n’a qu’à chercher la limite de ce quotient si V tend vers V..
Æquations du 7% et du Se type
12 73 12 ro 2 =, 4 = JL +agn+il+ [a 32) ».
Intégration:
US a : u! u" D(a XX 6. our) EST UE ICE) NETUSS T Substitution:
” > y 0 Il n=pé)Y, X=pE), Lg
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z y'2 % a y: 212 (2) Y'=—+? rauY?+2pY £ A 4 7 5700 eut À Sr 19 [ 3 3 D CE Le TRE.
I, 27 : Ey+[E 14 Ter 21017) di Intégration:
È PE Y'+40YS+4BY?+4KY + VE; di 1e y — VadE.
| Vi HAT 47 + 4 K 1e 8 me Substitution :
n=Y, Xp), p°(E)— 0) AE RCE: ” x p?
(3) } ne QUI 5 +4X 7} av 2(X°— «) se
C’est la 4° transcendante irréductible; les types T ou © coïncident.
Equations du o®° type
fl JA Î
(x) rs 2 27
Equations rencontrées incidemment à propos de l’équation (7) du 1% type.
' DM OL. US «ll : Eee Intégration: —- — 1-7, y, et w, étant deux intégrales quelconques de w!'—qu. No #4, | Hs je LR ; D : de Si , et ”, sont deux intégrales déterminées 1 — u! Y, AR fait passer de O à T.
CR EE: un M Uk I (2 © Ha tour D + 7 + RP +ay——}). ) 2 } 4 1 27 2 q Î q \4 l y
Intégration:
P ER ER Vide V4 +2aÿ+4Kn+1 ee Substitution : r n=Y, X=p(£), p(E)=Va (] RES sas 2 UN AS (3) F =; ytasY —X?Y AU Intégration:
Pr +2 FT, CLR A EE A Se
Vl=2VS+XV—2a => transcendante irréductible IT.
B. Gambier.
© Le]
tes « 11. Equations du 11°" type et du 12°% type.
Je condense encore en une seule équation les nombreuses équations de ce type: je désigne par 2u°+ Su + 7 l'une quelconque, mais bien déterminée des
3 expressions 20, 2u%+au+p, 2u+xq+a Dans ces conditions le type
T' est é D. pis PE NT PE RER ER SR D 3 LS 3 S 9 3 7?
+ lag +r + T)| 7 +ogr—3r y
où l’on a Intégration:
: Vi=2V+SVET.
Pour V —39g, un calcul de limite donnera la valeur de Y et par suite l'intégrale générale de l'équation de Ricoart Y'+ Y?—4Q Y + 3r—o. Nous sommes ramenés au type (it) connu V'—2VS+SV+'T. Je fais remarquer que le type V'=— 2 VS + XV + a est la seconde équation irréductible. J'ai aunoncé que pour certaines valeurs numériques des paramètres qui y figurent ces équations pouvaient admettre des intégrales particulières qui ne sont plus des transcendantes irréductibles. Ceci se présente ici et l’étude faite dans ce paragraphe d'équations secondaires dérivées de l'équation primaire V"—2 V3 + XV + a met ce fait en évidence. . Quelle différence existe-t-il entre le type (11) et le type (12)?: c’est
que > est nul pour 11, non nul pour 12. On a à résoudre la question suivante:
si g est une intégrale de g"=— 2 Q° + X q + «, la fonction q' + q? + = est-elle nulle
ou pas? Si on écrit q'+ q? + - —o on en déduit g'+2qq'+ = —0 d’où
, I te, : I g'—|2 +Xq— ;| = donc pour «a =—- l'équation g"— 2 q° + X q —- admet 2 2 2
une famille d’intégrales ne dépendant que d’une constante, qui ne sont plus que
des transcendantes déjà connues, à savoir les intégrales de q! + q? + —
Il y a ici une autre valeur remarquable pour «, e’est « — 0 auquel cas V —o est une intégrale de V'—2VS+ XV. Il y a intérêt à montrer que «—0
et a se ramènent l’un à l’autre. Prenons en effet
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% ff a ff 2 « I Y =2Y +2y, L' =2F +11—
"À ( . ” >» { 2 Je pose y—uy d'où 2ÿ*=w +w?—7, w"—2w—2zu+1. Or en posant
# s / : 1 I —YVV2, X=—%V2 on a V'—2V5+ XV", Les 2 types a—0, au = — 2 2 se correspondent donc bien. Comment se correspondent les deux groupes d’intégrales pour y"— 24° + y, "= 20 — 21x10 +11 À chaque intégrale w correspond pour y lune ou l’autre des racines carrées de n! + w°— x, qui se trouve être le carré d’une fonction uniforme de x. Pour toutes les intégrales particu-
lières u telles que w! + w?—x—0 on à y —0. — Inversement à chaque intégrale
y correspond pour # une seule intégrale 7 ; pour l'intégrale y — o il y à une in-
finité d’intégrales pour w, à savoir celles de w + w7— x —0, 1] est très curieux de voir que l’étude des équations secondaires met en évidence ces valeurs remarquables des paramètres pour les équations irréductibles, Ceci avait déjà eu lieu pour l'équation V'—2V? + XV +: (a —0 à été signalé par l'équation (3)
U LE "+ ; , ‘ du premier type Y" eu 5 ul LS X Y qui par Y —Z7 donne 7"=— 275 + X 7; a=—° se trouve signalé encore par l'équation (3) du 4% type: Y Es Si I . … . { + 4 Y°—X Y — y di supposant #70 s'intègre par Y'——1+2VY,
. X : 5 , e 2BPY=V+FV"+ > % V'—2V+XV— , “28; pour f—0 on retrouverait DA . me + LE . . 1: Cr X l'équation (1) du 9" type qui s'intègre tout simplement par V'+ V?+ ; — 0).
Nous retrouverons les mêmes particularités pour les types secondaires dérivant de l'équation irréductible IV.
12. Equations du treizième et quatorziime type. Je condense encore les équations du type T en désignant par 6 V? 4 $ les
3 expressions 6 V?, 6 Phi 6V?2+X, | Le q PH Lie Vi nt LSVY LV pes ET" + TT’ D Hess 5 LS 5 A PR nn PER à Sr fr 34 + Pa UPS) 4 FF", 72 3p A LE 7 Vs 2 LV 4, — | — 71] ; LEA : te 5 r ANA
V, et V, sont deux intégrales de V"—6 V7? +8.
Acta mathematica. 23. \myrimé le 19 juin 19%. 5
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Intégration:
A es ne 4 = FA]
, qu
= T7 ] CE [Z. + q]
Eu ALERT APE RS OO VAR PAUÉSE pri
L'intégrale de l’équation en Z est Z — den Vie 6, PAS. ci on à
deux calculs de limite à faire, si V, tend vers V, ou quand Z tend vers g.
I 19 TI
Y —=Y |, y 7e y—t où P et Q sont des polynômes en y. La transformation y Ÿ — 1 ne change pas la forme de l’équation et montre que P est du 3" degré au plus en y, Q du sème, Soit alors
P(yx)=a(x) +y(-.), Q(y, x)=b(x) + y);
en faisant la substitution x —x,+axX, y—aY on obtient la simplifiée ÿ'2 Y'
b . , . 2 LA là LA LU 4 s Ve ro y y qui est précisément l’une des équations étudiées au chapitre I%. On voit ainsi l’importance que présente la discussion des équations Et e— 5 H—?) +... Les résultats obtenus au chapitre 1°, paragraphe 2, nous
indiquent que le coefficient de . est nul; donc a(x,) = 0, d’où a(x)=o.
Donc P(y,x) n’a pas de terme constant en y, non plus que de terme en y” (la transformation y Y — 1 dont il a été question, ou la simplifiée obtenue par æ=% +axX, Y — ay le montrent).
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Avec un changement de notations j'écris l'équation
EE LE I ay —Db JOEL k l = fs) +9 4 -n)| É ne He 3 4 4 ee D y t Ho er | La St tion y Ÿ — 1 n’opère sur l'équation que l’échange suivant a b e Î q h k l
b a q h e Î k k—1 Bin g==0. je forme. unelsimplitiée "par œ7=2, +aX; y—=c Y, Y"— . d’après les résultats du paragraphe 3 du Chapitre 1% (x) —0o. De même e 0
entraîne f — 0.
— h, et
Il reste maintenant à former la simplifiée relative à la valeur 1 de y: on
719 TI Pobtient par 2, +uxX, y 1e} d'où Y”=— = (a, 0.) L + 2 ce qui donne, d’après les résultats relatifs aux équations y'— 4 +..., 3 cas possibles:
a—b=k=0; a—b=0o, ko; a—b=Eo, k=o.
2, L'étude des simplifiées ne donne rien de plus ici. Je n’entre pas dans le détail des résultats fournis par l’étude des valeurs æ, o ou 1 de y. Ces résultats se simplifient d’ailleurs beaucoup en remarquant qu’une substitution X — px), y — Y ne change pas la forme de l’équation. On trouve ainsi 4 types canoniques seulement.
mo pers) pepe) +467
1 7] I (n—1} 2-41 ll 6 I Y! (Y—:} Re ÔY(Y +7) GATE: Crtr ni nl etre
AVEC 2:08 8110; POLE —IO
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3. Pour la 3" équation, qui est l’une de nos équations irréductibles, le
type T suffit. Pour la dernière qui est réductible à une équation de RICCATT,
je prends la forme 7° ou © identiques. Les deux premières équations s’intègrent par les fonctions exponentielles et elliptiques. Pour la première on passe de © (l à T parn = Y, X =p(é), im q(£); pour la seconde on passe de O à T' par n— Y, X —p{#), p?(8) — a).
Intégration de (1):
Y = Th(aX + p), n = Thu, = (8).
Intégration de (2):
Intégration de (4): l'équation (4) équivaut à
! 7 DIRE et) Sy—=—2U Dhennne y — TI u'+2Tru Es 2 | ÿ ue
L'élimination de y donne
d L 2 de (© +oru)=—2{(u+2r)(u +2ru) + 2(q + nu + u +2 ru ©] + s(u'+2ru). L'équation en « rentre dans les équations y"— B(y, æ)y" + C(y, &). On l’intègre en écrivant
2 f Ro cu + SU, og À 4 2
ce qui donne une quadrature, suivie d’une équation de Riccati pour avoir w et
par suite y.
On remarquera que si ni s ni £ ne sont nuls, la quadrature est toute faite,
l AD ON 4 : ; t car on à alors = —". SE 5 QU 2 — Kits. On peut remarquer aussi que Si u—= +
la formule qui donne y est illusoire; il faut alors résoudre l’équation de Riccati
y +2(g+r)=(sy Ft)(y— 1).
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CHAPITRE III
Equations y! —° ( * }v° 5 PU x) ,,, Q(y,2).
T'IJMRU ET Y(y Tr); HUE)
1. — P et Q sont des polynômes en y, dont la substitution y Ÿ — 1 donne le degré: 3 pour P, 5 pour Q. J'écris done l'équation
RAS, Tr Dec . te) +lu+, tv.
Pol... ee Un eur (y) à h+ ra _.
Les valeurs o, 1, © de y jouent ici le même rôle. Si je fais par exemplex—X, y—1—Ÿ à la valeur y— 1 correspond Y —0, la forme de l’équation n’est pas modifiée, il y a seulement les échanges suivants:
De même par x—X, yY —1 à y—o correspond Ÿ —0, la forme de l’équation n'est pas modifiée, sauf les échanges
a b Co d e Î 9 h k l b AMC dc Î e q k h —|— 7.
Il suffit donc d’étudier une seule des 3 valeurs 0, 1, ©. Formons par exemple les simplifiées relatives à y—o. C’est la substitution + —x, + a X, y—aY qui donne
C’est une équation du type y! — h—;) F- +... où n —3 et l’on sait d’après les
résultats obtenus au chapitre 1°", paragraphe 2, que ou bien b,—7f,—o, ou fo — 302, c’est-à-dire ou bien b—=f=o, ou bien f(x) =3 b?(x).
Si b—f—o, on forme une seconde simplifiée par x —x, + aX, ya Y qui UE AU ou = 0.
est Y"— —k, et d’après les résultats du chapitre 1, paragraphe 3, k, —=o
B. Gambier,
On en déduit immédiatement que où bien & eo ou bien e 3a° et
de même où bien 6e _g lo où bien g 3 c*.
L'interprétation de b_f ko est très simple: si l'on fait y 2° on a une équation du second ordre et du premier degré en 2" où la valeur 2 —0 est une valeur ordinaire; done bb f ko entraîne l'existence d’une famillagge ZÉTOS triples mobiles.
Les résultats précédents conduisent à une équation obtenue en supposant
Teil I à é ; a À a=b=c=0, y" + | y° + qg(x)y! qui est à points critiques fixes: en poj DAT MOUSE L" p" R OR TE: I Le FLE sant y—=Y,X—qp(x), ——g onobtient Y”- A M 7: Y® dont l'intégrale Ë - 2 } Y — 1 ! 4 »
4 ; )'(aX + BP, 0, — 1) +1 A = générale est } P{ = ) , de sorte que l'intégrale générale de l Il 2 [I I , D (UOTE T) EN u :
y" == + } n° + q(x)y! est y SARET ) avec — —q. Il est facile 3\y y—1/: D: 2 u de vérifier que dans le cas actuel y, 1-—7, - sont des cubes de fonctions à points Ce critiques fixes.
9. — Si nous supposons maintenant que @, b, c ne sont pas nuls tous 3,
il faudra avoir recours aux développements correspondant soit aux pôles, soit aux Zéros, soit aux unités de y. Je fais remarquer que la substitution y = Y,
/ Il : : 2 à (TE X —@(x) ne change pas la forme de l'équation et remplace 4 par 1 D; (! ( DDC e l À É @) 0, c par =, —, —: 6, J,...t par +,...—<: Ceoïi nous servira plus tard.# P P P P” P”
Puisque d’autre part y Ÿ — 71, où y + Ÿ —1 ne change pas non plus la forme de l'équation, il est clair qu’une substitution X — (x), y —@(Y) où @; est l’une I à A RARE Ÿ —7 ÉLUS de pe OO Y ; USE TE LL ANS RE
ne change pas non plus la forme de l'équation. Il me suffira donc d’indiquer,
des 6: fractions op, = Y, 0, —
pour le tableau 7, toutes les formes que l’on peut avoir en supposant c = 0, car du moment que à, b, c ne sont pas nuls tous 3 et que c peut être par l’une de ces substitutions échangé avec b, ou a, le cas de c “0 suffira.
Formons les conditions relatives aux pôles si a <#o. Il y a alors deux familns UE EE —-— ++: où À sera arbitraire,
34€ —% | avec la relation + 3(ad—a!+a)—o; la seconde famille de pôles est
2 18 Caen 7 RS 3 do © —To
les de pôles simples: la première y—
+ a, + A(x— 2%) + --- où 2 est arbitraire avec la relation (2A+3 a?)*
+ 6 (ah — 2 ha) — 9 a(b—c) + 6a*(k +1) —o. On remarque en passant que si
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a(x) = e(x) — (x) 0, ces relations sont encore vérifiées, mais entraînent pour les
pôles des conséquences différentes (une seule famille de pôles triples). Ces résul- } 4 pe Æ f LA ® \ LA À LA L.
tats s'étendent aux zéros et aux unités et on est done conduit à écrire l'équation
Fi 2 à L | 12 b (; . n (x) Vas \y y AE + (a+? — 2 a)y + ÿ b? 2 k l * 1 (y — I [3 a - ele es RS: + h + Æ + — | x ) 4 À y (y 11) y T
avec le système de relations différentielles algébriques | h + 3(ad + a —a')—0
d k + 3(bd + bc + b—b)—0
Les 3(ca + ch+cd+c+c)—=o
un —
(2h + 3 &°)? + G(ah'— 2 ha') — 9 a*(b— c) + 6a?(k +1) —=0 (3) (2 k + 3 b?) + 6G(bh'— 2 kb!) — 9 ba + c) + 6bP(hR—1—3c)—=0 (21+ 30?) + G(cl'— 2 lc) —9 c(b— a) —6 ch +.k + 3 a? + 3b?)—0
que j'ai cité comme type dans l'introduction, paragraphe 7.
Je vais profiter de cet exemple, pour montrer la méthode qui permet d’intégrer les relations (2), (3) et qui démontre qu’alors (1) a ses points critiques fixes, donnant l'intégration de (x) si elle est intégrable ou la ramenant à un type déjà connu. J'ai dit aussi que si l’on prenait maladroitement le système (2), (3) on ne pouvait rien en tirer; or pour les calculs qui suivent je vais montrer que les 3 relations (3) sont inutiles, elles sont d’ailleurs assez difficiles à former, les relations (2) au contraire très simples, parce que le rang du coefficient indéterminé dans le développement polaire est moins élevé pour la r1°'° relation (2) que pour la rè® relation (3). Cette remarque d’ailleurs est générale.
3. Je prends, en supposant a(x)--0, le pôle mobile y DES 3 4% —%0
l'expression es 3ay est évidemment régulière pour un tel pôle, et la valeur
qu’elle prend pour ce pôle est arbitraire au même titre que À, à savoir a, —6 la.
Un pôle de la seconde famille DR +... est pour cette expression un 0 0 à ; ; TEE RUES EF pôle simple de résidu — 3. De même l'expression y = si bo, est régulière
pour le zéro mobile y = — 3b,(x —x,) + À(x—2x,)? +--:, la valeur qu’elle prend
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alors étant arbitraire; l’autre zéro mobile y 3 (x—x,) + -:: est pour cette
expression un pôle mobile de résidu + 3. Je condense ces résultats en posant
! es 2 PNR es Loyx
où A(x) est une fonction arbitraire; le premier pôle et le premier zéro de y laissent « régulière avec une valeur arbitraire; le second pôle ou zéro de y sont pour « un pôle de résidu — 1 ou +1. Je choisis, pour la commodité des cal-
C L_.pe Ÿa, 52 Ée culs AZ; +a—b. Je vérifie aisément, en me servant des relations (2) que
l'équation (1) équivaut au système
l Les 2 LYS S DES ESC R 39 2
ÿ se 54
12 à à u'—u — au +hp
où, pour abréger 2 2
( 2 B=6 = +24 CR a(s à Lo ‘| - ; 2 3 5 2 2, & Nous éliminons y entre les équations (4): par exemple en remarquant que la 1° peut s’écrire
y! su?) y—T y —]I
On obtient ainsi
uw! sue U £ a uw Fe 2 u'—z2uu —a'u— au! +! 3 2 / 3 + nn = = ©. Ê 1 2 u se u'— uw — au + p ac GORE ere 2U US
DS
2 + 1 : u'—u — au + p
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Si l’on remarque que
on voit immédiatement qu'en multipliant par «#4? —œu + 3 les 2 membres de n, on obtient
MADU)U Or
2e PI donc P et Q ne peuvent admettre es comme pôle: il suffit donc, avant
multiplication, d'écrire que dans (5) u— 3° n'existe pas en dénominateur ou que
: A : C : GÉOLÉ C le polynôme en suivant, w! - (u'— u?— au + B), est divisible par u — 7 : 2 . : C C c PR ÉENRT ce qui donne la relation f — 3. (e 2° 3. On vérifierait aisément que cette 2 2 2
relation est. une. conséquence des relations (3): or mon but est de prouver qu’il est inutile de former ces relations (3), et que le cours des calculs doit les donner, ou plutôt donner 3 équations équivalentes, où les coefficients sont mieux groupés. Cette relation admise nous avons
zu?
(6) = +(a+b+c+2d)u + + 3(b—a—cju°
É “Aer Ep —0" oae|u PQ EbE cd) ee
Cette équation (6) résoud la question: nous l’avons étudiée, chapitre 1°, paragraphe 9. Nous savons même, qu’il y a avantage pour avoir les types réduits, à supposer a+b+c+2d—0; on y arrive par y=Y, X —œ(x), u— Vqp'(x), substitution qui laisse intacte les relations (4), où y et « sont remplacées par Y et V, les coefficients de (1) étant remplacés par ceux de l’équation en Y et X.
: Ë b 2 d NUE Il suffit alors de déterminer qg par la relation “ sn _ De , ce qui revient
à ajouter aux 6 relations (2) et (3) la 7% a +b+c+24d—o, difficile à prévoir à priori et qui va permettre de déterminer les 7 fonctions a, b, c, d, h, k, l des types T; il suffit d’ailleurs de déterminer a, b, c, d en tenant compte des 3 relations (2). Il n’y a plus alors qu’à écrire que l’équation (6) coëncide, moyen-
nant a+b+c+2d—0 avec l’équation Acta mathematica. 33. Imprimé le 10 juin 1909. 6
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(7) Pia + SVOPAOMNE DIE nn
ne … PTE ARR RL où le second membre désigne soit pt 3 y3, soit ar - VreEay? + 2 57 — AdQ
Fe
V'! 18 9 Tr T79 ro De / £ Soit — + 3 V2+4 XV?+2(X2— a) V — - a, , y étant des constantes nu-
2 V 27 GARE mériques. Cela donne des équations différentielles très simples, donnant sans ehfortra CON NU
4. — Je donne le simple résultat: le tableau T se réduit (moyennant une substitution auxiliaire Y —4;(Y,), dont il a été parlé, si c’est nécessaire) aux
2 équations
2 ÿ!! de. 2 ss Er | y’? h., 4 Fe ce ee SE (2) pe LES 2
PrOr —n|3aY ; F-œ-mtidt trtst+a+
ASP Su (rh 9) ane : nr + = avec € Le E FÈ E | Dont à se 210 STE NEC = node el E?
3s—2 Ÿ,;, Vi — 2 V, HR 2 : +4 CV: +2DV, Do tr Intégration:
VRRRT—ATRE (74 3Y Le NES 2 mr Verre HAN) SE EE à le . E?
IT SE 5 EU pi P?,54 OV 2 DV — 2,
où C, D, E sont ou bien nulles toutes 3, ou égales à 3 constantes non nulles ensemble, ou bien égales € à X, D à X?—« et E constante.
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5. — Je fais encore remarquer ici que les types dérivés de l'équation irré- : ee _ 13 ee f? 2e ductible Y!— Es + +4XY® +2 (X? + «) Y — + yY mettent encore en évidence
des valeurs ou de &« et f pour lesquelles des intégrales particulières de cette équation sont des transcendantes banales. I1 suffit de chercher si g ou r peut être nul, c’est-à-dire si les intégrales de lune ou l’autre équation de RiccATD Y'+ Y°+2XY +8—0o ou Y'—Y?—2XY+/$—o peuvent satisfaire
à l'équation Y"— Me AA + 2(X7—0Y — ; on trouve que si f —
DT 0 -2(1—a) toutes les so de la première équation de Riccarr sont solutions et si B—2(r +«) toutes les intégrales de la seconde équation de RrccaTr sont
solutions.
On voit aisément que l’équation est de la forme
ÈS ; COTTON tres AE a A es Ni.
<F (y — D [4& (y) à © E (y—1} + ñ fe y—1
avec da— d'=—0o. La transformation æ = X, y + Y — 1 laisse la forme de l’équation invariable sauf échange de b et c, h et k. J'ai à inscrire au tableau T 3 classes d'équations.
2. D'abord deux équations qui s’intègrent par les fonctions elliptiques
() TS ébel e e Lo
Intégration :
I ; I u — E re TR Enmess/ nN e 1— p(aX + B, 0, 4) PET —P(u, 0, 4). 4
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MST nt yes y ON CRE | (2) pif + LE) re+ y SE + pe +270 i Intégration:
VÉREes = [auf Dr Ju —u) 4 Et RE
Substitution:
3. Pour la seconde classe d'équations on a da—d'=0, 2b(a+c)—2b +28 +h=o, 2c(a+b) —2c +20 +k=@
IÏ suffit d'indiquer b, c, d si d#o et b, c, a si d—0o. Je n'indique qu’un type T' condensant de nombreux types:
V, et V, étant deux intégrales particulières de V"— 2 V3 + SV + T, où le second membre désigne soit 2 V, soit 2 V? + «V + B, soit 2 V3 + XV + «. Intégration: € PRES OT" — 2: | _ — 9 ne En ne y Le V—V,—7y,] | FRS VÉSRSRECTE
a Jouer di 2 (VE AUS pe)
4. Pour la dernière catégorie l’une des deux fonctions b ou c est nulle, et l’autre
non. A condition de changer s’il le faut Y en 1— Y je suppose b—0, cZ 0. Dans ce cas on a alors À <o, a +c Ro 2426 +20 Eh 0; da di —0
l'équation étant
gr + fer + vo nage y Rte = OT | (ne MR
c° h k 4 DT |
On profite d’une substitution y — Y, X — p(x) pour réaliser la condition 2 ç + 34—0 qui simplifie les résultats et donne les types 7. On a 3 équations:
Equations différentielles dont l'intégrale générale est à points critiques fixes. 45 Fe 14 V, dé gnant une intégrale de V!— 2 V5 on aura af S l MON), c—3V,, a—=—27,, d=0, k—6(V, =?)
+ ” St D : jee rl AT PTE 7, + V:); PE F,
tt PO ET
2°) V, désignant une intégrale de V"=— 2 V3 + «V +8 on prend
— 0 (VAL 2 , =) rar sa . h 2(7 we Vi)+e, d n° a _ c 3e Intégration:
E T 3 T2? Le 2e ARE te MR TU ET LENtPE TEST) eZ ai.
’ V'=2V+aV+p.
3°) V, désignant une intégrale de V”=2 Vi+ XV +a
Li ! 2 RE TRE 3h, h=2( VS Ve XX; d— DR T r É
même mode d'intégration que précédemment sauf que V satisfait à V"= 2 V* +
NW +0. Le.
CHAPITRE V
Equations y” — FE He E | VER (er 7) C{y, à).
1. On reconnait aisément que l’équation doit être de la forme
HEAR I ]u° + (a +64 {y + É 20] 14 {
= 3 À ; 3 Î +) 2 SLR h ; G(c! — bc) — 3 c? | b | + y(y | 8 he (a ab) 7e 15 y? (y — 1} 2y 3U—5
avec 2h{a + b+c)—h!=o.
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Si l’on fait le changement de fonction
Pos. fl
_y+3c _ 3ay »
on obtient une équation qui résoud la question » ; 24 cer ; ë W"= — ww! + w° + ren + 3 w') + A(x)w + B(x).
Il y a alors avantage à faire un changement de variables y = Y, X = œ(x), w = Wop'(x) qui conduit à la forme la plus simple pour léquation en W, à savoir
W"=—WW'+ W3+ A (X)W + B,(X)
étudiée par M. PAINLEVÉ. Je pose, comme l'indique la marche des ‘calculs
q= SR ST he 98. Je prends tout de suite le! type 4 |
ne 5
réduit T' où l’on suppose que = + b + ; = o et l’intégration est
> ne (W— gs?
20 g + 7 W QI — gs = PAP — 12 V, X+x2V', avec Vi =6 Vi ES, S'—0, 2 ou X les quantités q, r, s étant données par les formules 4 1/V', — V!,
L DEA Ar pie r DANS AN re AN A ET
PE _. V, et V, étant 2 autres intégrales de V''=6 V?+S.
Je rappelle d’ailleurs que l'équation en W s'intègre en écrivant
e- pi pr
pere
PES
2. Dans ces formules il faut se livrer à un calcul de limites si V, tend vers W,, quand on suppose V, différent de V, ou quand V, et V, tendent séparément vers V, ou simultanément vers V,.
Soit V(X, «, B) l'intégrale générale de V"—6 V? +8, où « et P désignent
deux constantes arbitraires: si «= «,, 8—/f, on a V,. Alors si V, tend vers Fe
2 . 1: . . x s n f, % : de Equations différentielles dont l'intégrale générale est à points critiques fixes. 47
va 14 14 ( De 7 À - s— QE OT OV on doremi nu -par — où u—1-t+7u-! ct 2 etlu deux constanh PV, u VC NO 0e >. : à : j r y!
tes arbitraires; de même si V, tendait vers V, on remplacerait Us" par = ÉTAT
S A: 1 ! TR
Où v = do: + u 3 où 2! et u! sont deux constantes arbitraires.
Ces formules donnent alors complètement la solution si V, et V, sont différentes de V, et différentes entre elles, ou si l’une des quantités V, ou V, a seule tendu vers V, ou si elles sont toutes deux tendu vers V, avec Au — ul! #o.
Si V, étant différent de V,, V, tend vers V, il faut donner des explications complémentaires pour 7; de même si V, a tendu vers V, ainsi que V, et que lu'— ul —o, c'est-à-dire 2—4', « = u! puisque À et u sont simplement déterminés à un facteur près de proportionalité.
Prenons V,#V, et V, tendant vers V,, alors qg tend vers =?! et r
Le aa y,
D ee ne 0V,, OV vers” — — où l’on calcule o par l’intermédiaire de la quantité u, — 1 + uw RE 2 2
et par la formule o — 2. | ee |
Æ Re V; Si V, et V, ont tendu toutes les deux vers V, et si 2—=1, u'=u on a ) 1 V !
S—0, ES où u— À - Vi Lu LP br $f en posant cette fois uw 0&; ù db; Q : 32 92 PE | p=}2° ji + 2lu | Gé + u?- Lx ») da da, 0f 0° d (?) ré 1e i Er er
Cet exemple montre combien doit être minutieuse la formation de tous les types T puisqu'il faut considérer 3 integrales V,, V,, V, de la même équation V'—6V?+$8. Si je prends S$—o j'ai par exemple les intégrales de V=6 V? qui sont où o ou Rx Y ou &?p(aX + B,0, 1) ce qui fait en tout pour V,, V,, V, un nombre considérable de combinaisons.
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CHAPITRE VI. æ « L € UT I EE ue Equations 7 à be y We GT ge + PB (950887 AUD ) dé 1. — Si l’on prend À — « où « est une constante, on obtient seulement deux
équations dont les formes T' sont
ÉRNE: ï 1° TI! PESTE DE | CAR pe P'isrez ÿ ñ (HO : é D: = y à s
74 # & : Fer I I | : y Q] € | fo (l Æ——— - _ = ———— + — — = —— à L _ @) F'=— L pp) C0 06 o[s FR He" " é.
et les formes © correspondantes d P RP Le eee | ca & Late 2 Ex N—I Yu Fa 6)7 12 | [ 1 _ 7. I 1 Le IE CURE 2 F n—]I = | g'E) à Ÿ Nine ent ALLIE 1 Ne l z0: | à Le (&) n + q(Ë)n(n—1) (nc) É À À À (n— 1} F (y— a} |"
On passe du type © au type T par n— Y, X —qp(£) où p est donné +
(x) par 2 quadratures - — q(£) et pour la seconde par une seule p'?— q(£). _
L'intégrale de (x) s’obtient en écrivant Y®— KY(Y — r1)(Y — «) et celle de (2) en écrivant Y”? [2 pY T— un __ Te x | Y(Y—1)(Y—«).
2. — En supposant 4 — X on obtient le type irréductible VI qui est RS ALU I I I I
RES : : Li ER =
Er (nt y © x) : vxtxtr st
VOR 1) (7 — X) X. (Nr) C0) e.. ren: Le Ps Votre) Dev e) | Les substitutions Y Y,=ux, XX, =1r ou Ÿ+Y,—1, X+X,—1 ou Y=XY,,
XX, —1 ne changent pas la forme de l'équation et permutent entre elles les constantes «, Ë, y, 0. |
Pour «,f5,7,0 nuls ensemble, M. PAINLEVÉ a donné l'intégration de cette équation; pour «, Z, y, à quelconques cette équation est irréductible. —
ET
(sit
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CHAPITRE VII
e prends iei l’exemple particulier (chapitre 1, paragraphe 8)
2 k 24 Nes bu! + BE 2 Ë (x) ps . y -ÿ 0 Ydy EE" ey + ui
Je vais Wet condition nécessaire pour que l'intégrale générale admette des pôles + et mont générale
que cette condition est nécessaire pour que l'intégrale oit à points critiques fixes. Le mode de calcul s’étendra évidemment
à tous les autres cas et légitimera le résultat général énoncé dans le préface, J CR
è C phe 7:
Pour simplifier les calculs faisons, besoin en est, b — 0, di par une
substitution y=À(x) Y, X—=œp(x). Soit donc
SES 2 Le À 7 2 Hey DIU
Il y a deux familles de pôles simples
NE MNT À RTE Feu pren D DE 24 (%— 2%) +
où B et C ont les valeurs indiquées. De la première équation on tire aisément
T4 . fl les développements en série pour x —x, et Acta mathematica. 33. Imprimé le 11 juin 1909. #
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2 [ e CHR SC L— Lo = EZ k me = (see fo CE: ji
ES D #4 7 =. = + (ee dy— fre) LA EZ CES J’applique maintenant la formule È ) = pe — 2) = pe — 2 (+ EE) qe d’où F ee —e—(x—%)e! + Fe d €
J'ai finalement =]
! Il fe) + 62 [ai 398482 4 fe] ce.
alors à prendre comme inconnues les fonc-
où Ÿ et g sont deux
olynômes en « et z. Faisons maintenant dans le système (8) équivalent à (2) 1
substitution x-=x,+aX,z—aZ, u — U; le nouveau
fre
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système à Ses-points critiques fixes comme (8) pour toute valeur non nulle de &, %
doneencoreMpour & — 0. Or pour « —o il se réduit à
(of
(l qui qu nu par un logarithme si + € (HE) n’est pas nul.
On retrouve ainsi si les-résultats annoncés.
CHAPITRE VIIL
Equations 3 ES y na? à 4 ke nt(utoti}r- mr Qu rit, âvee a—=0o ou ao et (n—2)h + nc°=0.
1. — Je suppose d’abord n —2, alors je suppose à =<0, pour ne pas étu- .
ns.” dier de nouveau des équations rencontrées ailleurs. On a alors Lt
2e + ab—a —=0,g—=0. On peut par y—A(x)Y, X—=çp(x) —.
RE où 12 el I 2 LE D o1)1 y fl -
(1) NP AT en die pe Intégration : da
(2) De 0 ee
Je dérive, d’où
(3) HOT 2 firent
On est ramené à une équation linéaire du 4° ordre; si on appelle z,, 2, 23, 24 . . , x 2 . DE à 4 solutions linéairement indépendantes de (2) on pourra écrire que l'intégrale de
(2), puisqu'elle vérifie (3) est de la forme
Le
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z= Cir + Core + Oirs + Ca
et en substituant dans (2) nous obtenons une relation entre les : ZA; Cÿ—o, où les 4ÿ sont des constantes, à et j étant deux entiel égaux à 1, 2, 3 ou 4. On voit donc que y s'exprime rationnellemen sa moyen de 3 constantes arbitraires. 7.
L'équation (1) pourra si l’on veut être prise comme type 7, le type © pourra
être pris sous la forme à ‘ ?
11 n° I (rt 1 k' 2 Pr xd.
(4) 3 men 11 V0 2 22 TN “ire Œ et on l’intègre de la même façon. — ’
2. — Supposons 2/2, C0. Sie —0, on prend e=0o (pour n — 4, On peut supposer e-=o, j'ai étudié autre part ce cas). — Si a-Eo il y a deux familles de pôles simples mobiles, un y— ART DRE qui donne la relation
à NA T—% (n + 2)e + n(ab— a')—o et un autre € y— et Here PRE 0 (x = Tr)? ter.
na, L—%e | E—% “ \ : De c ; TE? :
qui ne donne pas de relation: pour le voir supposons a=——,—, on voit
+ ment a en égalant les termes en (x —x,)?—5, (p+1)(p+n+1)a, — . , Ap—2;
.&) donc le multiplicateur de a, n’est jamais nul, car n est
un en! positif.
eut s’occuper des zéros, on applique ce qui précède en changeant y -
en et nt —n—n d'où l’équation fl ! 1,2 !
2 Ron n'c à se RARE Y: (esp oi See À
Mais alors cette fois les deux zéros de y donnent chacun une relation, l’une est
(n—2)g—n(cb—c)—o et l’autre est d'autant plus compliquée à écrire que nest plus grand. Si nous/ne tenons pas compte de cette relation j'ai une équa-
tion qui est intégrable, ét qui sera à points critiques fixes quand cette relation
non écrite sera satisfaite, Ecrivons en effet, [nous supposerons € — er
, J'ai deux équations de” Rice _sia—=o j'ai une équation de Riccati = d’une équation linéaire. Si a =o, Seuu—— et en appelant v, et v,
fv
solutions de nb on à
Cd cu |z + fe an ,v 1
LA
y à qu'à exprimer que v étant solution de v"—bv! + définie par &, —0, v,
bitraire pour x —7x,, la quantité qn à Pour &—%, son résidu nul, sinon y à une v' n+22 .
singularité logarithmique. Si a==o on pose encore Se et y——
a Î v'= bo! + De + + v à n(n+2) nn}: SR TER À Te 1 ! ! ER d—(Fant)e + -2=0. # a v n +2
2 TRES Il n'y a qu’à appliquer les résultats de Fucxs à l’éq | en z pour voir qu'à un zéro de v correspond pour z un point logarithmique (les racines de l’équation
caractéristique sont en effet o et n+1), à moins qu'une certaine condition ne
soit remplie. | a On retrouve ainsi la relation que nous avions formée plus haut par un autre moyen. | L Cette méthode a un inconvénient, c’est de ne pas donner les coefficients de
l'équation (5) explicitement. J’y arrive par un autre procédé,
J'écris (n—1)y +1 afn—1)y
( mere +
d’où a) 2Ë 1 ps RAEMESzE n°) net
n(n +2) ñn
LE
: Nor2r / ve ++ TT =
On remarque que si n —2 l’opération est terminée, car alors b— 0 et je deux équations de Riccati. Sinon je pose
b dé ‘ N—2: Nn—2 — À :
b — 2 IË—= —— ra HE EE CO 2 (x1) ee n—1I n | D Ne ' n — 2 (n— 2}
er SI RTE [ar + a 7 PT
D ep Di 7
Si #—0o, j'ai préciséme
dont l'intégrale à stantes d’intégration:
points critiques fixes et contient rationnellement les conon sait que dans ce cas on à une équation linéaire dugsecond ordre à résoudremet (n—1) quadratures à faire ensuite. Si F—0o, onWwe-
fonctions arbit b et de leurs dérivées. On remarque d’ailleurs que pour t nécessairement nul.!
0, on à une équation du même type (où le coefficient de 2° n’est pas nul) m elle. Si »-
n a été remplacé par n—2. Il n’y a plus qu’à recommencer sur cette équation serait justement celle étudiée au premier para-
Conclusion: est impair, ou bien f—0o et alors l’application faite une
pitre. Sinon on recommence l'application de la méthode. Ÿ fois de la méthode suffit
, ou bien f—=0o, alors on recommencera l'application et on arrivera au bout d’un tité 5 sera nulle. Donc } faut appliquer la méthode ï
ertain nombre de fois à une équation où cette quanour Rn—2p+1r, j'ai p types distincts suivant qu’il Zee M ECS:
: a ; DPI RIES 328 — 28 — 3a(zl + 2°) — [a + 20-52] Z'jeposeuz— "d'ou
Dar ,n ) , à : ARE Ve :
d''+ sat! + [ + 20 — | = 0, c'est bien une équation linéaire du second ordre suivie d'une
MO OM
quadrature.
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apitre: donc pour # —2p, il y a p types distincts. dy à plus qu'à montrer que les coefficients de (5) peuvent être écrits
ne ‘es d'ordre Si EN c’est.
déjà démontré. Si fo, supposons que pour les valeurs nu- & Le cg . 12 LJ LA Qi D ee à 3.-...n—2"on sache obtenir ce résultat pour les équations étudiées: gp
dans (2) le terme en . me donnera &« ou b; le terme en z' me donne B, celui
Mme donne a, donc en rapprochant ces 2 résultats, j'ai f; j’ai donc obtenu c’est un résultat vrai pour » =%2, n = 3 donc il s'étend à toutes les vapositives de ».
|. SECONDE THÈSB
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