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INTRODUCTION
L'étude des fonctions elliptiques conduit à un grand nombre d'équations algébriques dont les racines, prises séparément, sont des fonctions bien déteriiiinées. Celles que l'on rencontre dans la théorie de la transformation méritent surtout de fixer l'attention. On sait qu'à chaque transformation distincte d'ordre n sont attaciiées deux constantes, le module X et le multiplicateur M : elles dépendent du module k de la fonction donnée, et leurs diverses valeurs sont respectivement les racines de deux équations, l'équation modulaire et celle du multiplicateur, dont le degré est égal au nombre des transformations.
L'intérêt que présente leur étude est justifié, en ce qui concerne l'équation modulaire, par le lien étroit qui la rattache à d'importantes notions arithmétiques sur les sommes de nombres de classes quadratiques dont les déterminants suivent une certaine loi, ainsi que l'ont
montré les beaux théorèmes découverts par MM. Kroneclier et Hermite sur ce sujet. Et quant à l'équation du multiplicateur, elle doit servir dans la théorie de la multiplication complexe, sur laquelle M. Kronecker a déjà obtenu d'importants résultats.
Depuis que Jacobi a signalé ces équations à l'attention des géomètres, dans les Nova Fundamenta, eWes ont été l'objet de plusieurs travaux. Sohnke s'en est occupé le premier : il ne considère que le cas où le degré de la transformation est un nombre premier w, et, après avoir prouvé l'existence de l'équation modulaire, il donne le moyen de la former (*). Dans ces derniers temps, cette étude a été reprise par M. Konigsberger, d'abord dans un Ouvrage intitulé: Die Transformation, die Multiplication und die Modulargleic/iungen der elliptischen Functionen, et, en second lieu, dans un Mémoire publié clans le Journal de M. Borchardt, tome 62, p. 176. Malgré ces travaux importants, il nous a semblé que le sujet prélait encore à de nouveaux développements. M. Konigsberger s'est limité au cas où n est un nombre impair sans diviseur carré : dans ce travail, laissant de côté cette exception, nous prenons pour n un nombre impair quelconque.
Voici la marche que nous avons suivie ; MM. Briot et Bouquet, dans l'important Ouvrage qu'ils viennent de publier sur les fonctions elliptiques, ont montré (**) que chaque transformation de degré « est caractérisée par une combinaison de trois nombres, n' , n", t, dont les deux premiers ont n pour produit. Ce résultat nous a servi de point de départ. Toutefois, pour que la transformation relative à une combinaison donnée, n\ n'\ i, soit propre au degré «, ces trois entiers doivent être premiers entre eux. La première question que nous devions résoudre était donc celle-ci : Quel est le nombre des combinaisons «', «", t pour lesquelles ces trois entiers n'ont pas de diviseur
(*) CrcUe, t. XVI, p. 97.
(**) 7 Itcorie des fonctions elliptiques , i"). Ç>i'].
(3) commun? Ou, en d'autres termes : Quel est le nombre des transformations distinctes de degré «? Nous avons désigné ce nombre par T{n) ouv; décomposant n en facteurs premiers et posant 7i= a^b^c^,..., on a
Ce point établi, il était facile, en se servant des formules données par MM. Briot et Bouquet, pour la division des périodes (**), de représenter, par les transcendantes elliptiques, les valeurs du module et du multiplicateur de la fonction transformée. •
Les expressions ainsi obtenues mettent immédiatement en évidence les trois nombres n'^n"^t qui caractérisent la transformation; mais elles n'ont pas la forme si élégante que leur donne Jacobi, et qui permet à Sohnke d'établir l'existence de l'équation modulaire, lorsque ii est premier. Nous avons donc dû chercher à transformer les expressions qui s'offraient à nous en celles des Nova Fundamejita et nous avons reconnu qu'à chaque combinaison w', n", t correspondent effectivement divers systèmes de deux nombres m^m'Wés aux premiers par deux relations très-simples : le nombre de ces systèmes est le même que celui des entiers inférieurs à tz et premiers avec n, et chacun d'eux permet de mettre les expressions trouvées sous la forme que leur donne Jacobi. Ce résultat obtenu, nous n'avions plus qu'à reprendre la démonstration de Sohnke pour établir l'existence, dans le cas de n impair quelconque, soit de l'équation modulaire, soit de celle du multiplicateur.
Qu'on nous permette, avant d'entrer en matière, une dernière observation. Les formules de Jacobi donnent pour représenter la racine quatrième du module X et la racine carrée du multiplicateur M des fonctions bien déterminées, et en effet, comme Sohnke l'a reconnu, il
(*) Depuis, j'ai reconnu que le théorème énoncé ici avait été déujontré par RI. Konigsberger dans l'Ouvrage cité, p. 70. (**) Théorie des fonctions elliptiques, p. S\o.
convient de prendre pour racine de l'équation modulaire les diverses valeurs de s/l. Pourquoi, en ce qui concerne l'équation du multiplicateur, ne prend-on pas y^M pour inconnue? La raison de celte différence tient à ce que la fonction bien déterminée qui définit s/ï garde la même valeur pour tous les systèmes de nombres tn, m' qui correspondent à une combinaison n' n'\ t, tandis que celle qui donne v'^ est susceptible de deux valeurs égales et de signes contraires, quand on passe d'un système à un autre. Mais, si le degré n de la transformation est un carré parfait, cette circonstance ne se présente plus, et alors y/M gardant toujours le même signe, quel que soit le système /w, m' adopté, il y a lieu de prendre les diverses valeurs de y^M pour racines de l'équation du multiplicateur.
1. On sait que les fonctions elliptiques peuvent être regardées comme les quotients de quatre fonctions $ prises deux à deux, dont nous allons rappeler la définition. Nous représenterons par K et /R' les quantités qui figureront dans les périodes, i désignant \l— i. En posant
nous aurons
i=+» irt
~{sz-hs*iK')
~{sz-+ s-iK')
Sj(z)= y e'
OU, ce qui revient au même,
0,{z) = 1 + 2^/'cos^,
Ô(55) = f.-+-2^(-l)^/"-COsî^,
û , ^ V \ •■* / (2.f — l] TTZ
(6) Les quantités R et K' ne sont assujetties qu'à la Seule condition de donner un quotient — » dont la partie réelle soit positive. Cela posé, en
faisant
les deux constantes h et k' sont liées par la relation
k--\-k'-=i, et les trois fonctions elliptiques fondamentales sont les quotients
La somme des carrés des deux premières étant l'unité, nous sommes conduits à poser avec Jacobi
1 6.(2) sIT' 9,(2)
SHiams = -t: -7^> cosam^ — -^ — tY,
et quant à la troisième, nous la représentons par Aamz; elle est liée aux deux autres par la relation
A^sin^amz 4- A^ams = i.
Faisons maintenant
.T = ginamz,
nous aurons, en général,
—- = fr cosamz Aamz,
liZ "
g étant une constante à laquelle MM. Briot et Bouquet ont donné le nom de multiplicateur de la fonction elliptique (*) ; mais il est permis, ainsi que l'a remarqué (**) M. Hermite, de particulariser les quantités K et R', et cela sans nuire à la généralité des fonctions 0, de telle sorte que le multiplicateur^ soit égal à l'unité. Nous supposons que
(*) Théorie des fonctions elliptiques, i" édition, p. 248.
(**) Note sur la théorie des fonctions elliptiques (Traité de L;uToi.\, G" édition,
(7)la chose ait été faite, en sorte que nous pouvons écrire
-— = cosam2 Aamz.
dz
2. Nous devons encore, avant d'aborder le sujet propre de ce travail, rappeler en quoi consiste le problème de la transformation des fonctions elliptiques. Il s'agit de trouver une fonction rationnelle j de X, satisfaisant à l'équation différentielle
dans laquelle le module k est connu, et les deux constantes M et X inconnues. La fonction / devant être le quotient de deux polynômes, si nous appelons n le degré de celui de ces deux polynômes qui est du degré le plus élevé, ce nombre n est dit le degré de la transformation. MM. Briot et Bouquet discutent ce problème (*) dans le beau Traité des fonctions elliptiques dont ils viennent de publier la seconde édition, et en nous bornant au cas de n impair, qui est le seul que nous nous proposions d'étudier, voici les résultats auxquels ils parviennent. Posons
X r= sinams,
j" devient une fonction de z, et pour l'obtenir soient n' et n" âeux nombres dont le produit est égal à «, ^ un nombre entier quelconque, et enfin A et iA' deux quantités à l'aide desquelles s'exprimeront les j)ériodes dej" regardée comme fonction de s, ces deux quantités étant définies par les équations
iA' =
Fuis, à l'aide de ces deux quantités, composons les nouvelles fonctions 0 de la même manière que les premières l'ont été au moyen de K
'*) Théorie des fonctions ellipti(jucs^ p. 6o«S.
(8) et /K'; pour éviter toute ambiguïté, nous les désignerons par
Cela posé, nous aurons
La constante M, qui joue un rôle si important dans la théorie de la transformation, n'est autre chose que l'inverse du multiplicateur de la fonction elliptique relative aux nouvelles fonctions Ô. Nous avons en effet
et par suite (*) *
Nous avons supposé que le multiplicateur de la fonction elliptique -=. rr-T est 1 unité; nous avons donc
ce qui permet d'écrire
i. _ y^ ^'.lo^^,^') 9(0)
Celte formule nous sera utile plus lard.
La valeur du -multiplicateur peut encore se mettre sous une autre forme très-importante: nous avons (**)
et comme, en vertu de la supposition faite sur R el R', nous avons
(*) Théorie des fonctions elliptiques, \t. 1^^. ( •* ) Théorie des fonctions elliptiques, p. Sig.
(9) aussi
il vient
Nous désignerons le rapport— par — /«, en sorte que
Jacobi a fait voir que les racines quatrièmes de k et h' sont des fonctions uniformes et bien déterminées de « ; en les représentant par o (w) et '^{(à), il vient
ZTTW i=:3c
Faisons de même et par suite
Il en résulte que, pour des valeurs de t dont la différence est un multiple de n", celles de Ù différeront d'un multiple de i6 et (p{Ù) ne changera pas. 11 est visible du reste que la fonction transformée^ reste la même, et par conséquent, à une décomposition du nombre n en deux facteurs n' et n" nous ne devons faire correspondre que n" valeurs de t,
A ce point de vue, le nombre des transformations distinctes du degré n est égal à la somme de tous les diviseurs de n. Mais, ainsi que l'ont observé MM. Briot et Bouquet, à l'endroit déjà cité, si les trois nombres n\ n", t ont un plus grand commun diviseur h, auquel cas 72 admet des diviseurs carrés, le module de la fonction transformée correspon- J. 3
( lo) dant à la combinaison «', n'\ t, se trouve parmi ceux relatifs à la transformation du degré— • Soient, en effet
n' = 71^ h, n" = n\ //, t = iji^
il vient
or cette valeur correspond à la combinaison n^, n\, /"<, relative à j^» et s'obtient en posant
* IV . . , n,
A|=-r5 ZA. = -„ >
ou bien
A, = ^A, iA\==: A/A'.
Quant à la fonction transformée j", nous avons
•^ f(il) Ô(z,A,A') ^'(iî) 0(Az,A„A',)*
4. D'après ce qui précède, nous ne regarderons comme transformations propres au degré n que celles qui correspondent à des combinaisons de trois nombres Ji', n'\ t, sans diviseur commun. Qu'on veuille bien nous permettre de désigner par T{n) le nombre des combinaisons distinctes de cette sorte. Deux combinaisons sont distinctes, si les nombres n\ n" ne sont pas les mêmes, ou si, ces nombres étant les mêmes, la différence entre les valeurs de t n'est pas un multiple de n". Cette fonction numérique T(7i) donne le nombre des transformations propres au degré n. Elle est égale à la somme des diviseurs de /«, si n est sans diviseurs carrés. Nous allons en déterminer la valeur dans tous les cas. Nous y parvenons sans peine en nous fondant sur la propriété suivante de cette fonction.
Soient p., v deux nombres premiers entre eux dont le produit est égal
à n, nous avons
Pour le faire voir, nous observons d'abord que, étant donnée une combinaison ji', 7z", t relative au nombre «, nous pouvons lui faire correspondre des combinaisons
[i!, ij/\ (7; v', v", T,
se rapportant respectivement aux nombres y., v. H suffit de prendre pour |ul', p/' les produits des facteurs premiers de 7i', 7i" qui appartiennent à [x, et de même pour v', v", les produits des facteurs premiers de «', n" qui se trouvent dans v, en sorte que
n' = p/v', n" = [iJ'v", p. = [l'ii", V = v'v";
puis de déterminer c et t par les conditions
OE^t (mod|jL"), x^t (modv").
On reconnaît immédiatement que p,', p.", a n'ont aucun diviseur commun, car tout diviseur de ces trois nombres le serait aussi de n\ n"y t : il en est de même pour v', v",t.
Réciproquement, à deux combinaisons
relatives à p., v, correspond une combinaison n', »", t et une seule pour le nombre n. Il n'y a qu'à poser
puis déterminer t par les deux conditions
i ^s ff ( mod, p/'), t Ei^- T ( mod . v"),
ce qui est possible, puisque p." et v" sont premiers entre eux, et de plus ne l'est que d'une seule manière, car les valeurs de t satisfaisant à ces deux congruences sont les termes d'une progression arithmétique de raison p/'v" — w". Il est évident d'ailleurs que «',«", t n'ont pas de diviseur commun. Soit, en effet, p un nombre premier qui les divise; le produit p/v' étant divisible par p, l'un des facteurs p.' ou v'
( lO
l'est aussi, u.' par exemple : mais alors le produit ix"v" étant aussi divisible par p, et v" ne l'étant pas, puisque [i! et v" sont premiers entre eux, il faut que ^x" le soit. Et maintenant, [x" et t étant divisibles par ^, la congruence
t^G (mod. fx")
exige que g le soit aussi; donc, contrairement à l'hypothèse, /x', |Jt-",(7 auraient un diviseur commun p. Ainsi 7i', 7i'\ t n'ont pas de diviseur commun.
Il suit de là qu'en associant de toutes les manières possibles une combinaison p/, |j/',(7 relative à jx à une combinaison v',v",t relative à V, nous pourrons former toutes celles qui se rapportent à n. Le nombre des résultats ainsi obtenus est T (|ul)T(v), et ils sont tous distincts; car, si la même combinaison n\n!\t résultait des deux couples
et
in in
nous aurions
n =: iuL V — [i-j Vj, «' = |x V =i^iVj;
et, comme |x',v\ d'une part, v', |jl'^ d'autre part sont premiers entre eux, il faut
on a de même
Il 9 II «
IX =fAj, V =rv, ,
et alors les congruences
<SFE(7(mod. p/'), ^s^ff, (mod.fjt."j ), iE5£ T (mod. v"), it^T, (mod. V* ) exigent
GBE Gi {mod. [x"), TE= T, (mod. v").
Les deux couples considérés seraient donc identiques, contrairement à ce qui a été supposé. Les T (/jl)T (v) résultats obtenus sont donc distincts, et par suite on a, ainsi qu'il a été annoncé,
( -3) 5. Il est bien facile maintenant de trouver T (w). Décomposons n en facteurs premiers et soit
il vient
Or, nous avons
En effet, posons /x = a* et formons les combinaisons
qui lui correspondent. Il n'y a qu'à faire p,' = a", [i" = i et par suite (7 = o; en général
a' étant l'un des nombres
et prendre pour c tous les nombres inférieurs à a*' et premiers avec lui; on obtient ainsi a*'"' (a — i) combinaisons. Faisant enfin
a a toutes les valeurs
Les combinaisons formées sont donc au nombre de
ou, en supprimant les termes qui se détruisent,
T(rt«) = a='-'(rt 4-i).
De même
T{b^)^b^-'{b + i), T(cY)=:cTr-'(c- l), ...,
et pfir suite
T(») = a''-* 6^-' c^-« . . . (fl + i) (^ 4- i) (c + i). . . .
Tel est le nombre des transformations propres au degré n ; ce nombre est précisément la somme des diviseurs de «, si n n'a pas de diviseur carré.
(>. Revenons maintenant aux fonctions
elles peuvent s'exprimer à l'aide des fonctions analogues relatives à K, R'. Considérons d'abord la fonction
et appliquons à la division de la seconde période par n" la formule donnée par MM. Briot et Bouquet (*); il vient, en désignant par A une constante,
(2;,A,A')=A fj Qiz-^'xp'iA', J, R'-i6i/^),
et, comme
e(z + 2/>'/A', ^, ¥.'-iQti^}i^Q[z-\-^p'iM, J, R') il est permis d'écrire
■iz,A,A') = A JX 0{z-h2p'iA\ ^, R,)
Il n'y a plus qu'à appliquer la formule relative à la division par n' de la première période pour obtenir
(i) 5(^, A, A') = H JX n 0[z-^2pA-^2p'iA'),
H désignant une constante.
(*) Théorie des fonctions elliptiques, p. 544*
( '5) 7. Nous changeons dans cette formule z en z + zR'; on sait que
i/TW ITtZ
donc
i'tTW ITT , . , • .,x
= ie e 0,{z-{- 2pA-\- 2p'iA').
En substituant ces valeurs dans l'équation (i), le second membre devient
/«e " ^ e "'''h JJ JJ 6,{z+2p2S.-h2p'iA').
Quant au premier membre, remarquons que
iK' = iA' -t- {7f- i)/A'- i6^A et, par suite, nous avons
0{z-{-iK\A, A') = d[z-\-iA'-h{n"- i)iA'- i6tA, A, A'] ou bien
e{z-hiK\A, A')
et enfin
— I — - — I ncH -{z + iA') ;— ,
mais on a
il vient donc
^(sH-/K',A,A') = (-i) ' ie " e '''<>,(z, A, A'), et comme
( -6 on trouve
n" — I «TTW ITTZ
Ç(5-+-/R', A,A'):r.(-i) le " e "^6,{z, A, A'). On conclut de là
= 1-0' H JJ JJ ô,{z+ ^pA+ ip'iA'),
Faisant attention que
H (mod. 2.),
nous pouvons écrire
(2) 5, (z,A,A') = (- i) ^ H JJ JJ 0,(z + 2pA+2p'iA').
8. Les formules (i) et [i) en fournissent deux autres en y changeant z en z -H K. Nous avons
K = A + («'-!) A, donc
^.(r. + R,A,A')=(-i)~^5,(z-h A,A,A') = (- 0 ^ ^^(z, A, A'), et par suite
(3) ^3(z,A,A';=H JJ IX 0,{z-\-2pA + 2p'iA'),
(4) Q,{z,A,A')=H JJ JX ^2(z+ 2/)A + 2^'/A').
Les formules précédentes donneraient la fonction
exprimée à l'aide de sinamz; les trois nombres n',n",t qui déterminent la transformation particulière du degré n que l'on considère y seraient immédiatement en évidence; mais la valeur ainsi obtenue pour^ n'a pas la forme si élégante que lui donne Jacobi dans les Nova fundamenta. C'est celte forme à laquelle nous nous proposons de revenir. Posons
wK H- w'/K'
m et m' étant deux nombres entiers n'ayant aucun facteur commun qui divise n, et qu'il est permis de supposer positifs et inférieurs à n. Dans les formules données plus haut, l'expression
est susceptible de prendre n — i valeurs deux à deux égales et de signes contraires, abstraction faite de la valeur obtenue en faisant p = o, fj' = o. Nous allons montrer que, jï, n'\ t étant donnés, il est possible de trouver des systèmes de deux nombres 77i, m\ tels que ces n — I valeurs coïncident avec
± [\zs, ± 8sr, ±i2t7, ..., ±4— — "^i
à des multiples près de aR et de 2.i¥J . Cette possibilité exige que, pour chaque couple/?, p' , on puisse déterminer trois nombres entiers
.9, (7, a\ tels que
l\sv; -I- 2jR -f- la' iK' = -ipA -h -ij/ i K'.
Remplaçons ts, A, /A' par leurs valeurs et égalons, comme il est
nécessaire, les coefficients de K et de /K' dans les deux membres, il vient, après avoir multiplié par« et divisé par 2,
2sm -h ne ~ pu" -\- \(jfp\ 7. sut 4- uq' = ////'.
L'une des valeurs de s devant être l'unité, la dernière équation exige que m' soit divisible par n' . Posons
///= a'//, il vient
2 s uJ 4- //" a' = // ,
et, comme l'unité est aussi l'une des valeurs de //, les nombres p.' et 7i" doivent être premiers entre eux. Il suit de là que n' est le plus grand commun diviseur de m' et n. On peut supposer m' positif et inférieur k n; on pourra donc prendre pour ^j/ tous les entiers inférieurs k?i" et premiers avec n", et effectivement on verra plus loin que toutes les valeurs de m' ainsi formées sont acceptables. En remplaçant/?' par sa valeur
il vient
isni -i- na = p/t"-i- iG/(2i;jt,' -4- n'a') ou bien
2 s ( 'Il — \6i p.') -\- ii(j — 16/ II" a' = f>n";
donc m — 16/p,' doit être divisible par /i", et, par suite, nous posons
/;/ — I G / [J.' = Il p. .
Nous avons donc
ni' = a'/i'.
tu = an"-\- iGiu.\
et les deux équations
SIL -^ ii'g ~ i^la' — p
En déterminant les nombres entiers s^ et cr'^, par la condition
( '9 ) ce qui est possible, puisque a^j,' et 7Ï' sont premiers entre eux, nous
avons
cr'= <,//— 2a'T,
T étant un entier quelconque; il vient alors
2iJ.{so[)' -h II"') + 7Ïa — ]V>ï[7^j/ - 9.1/-.) — p ou bien
2(//"[x + iG/a'jT -h n'a = p — p'[i-LS^^ — '^-f^., •
Cette équation exige que !e coefficient de 2t,
Ti"i). + \6tuJ= m,
soit premier avec n' . En résumé, et pour ce qui concerne Ifs nombres /// et m'y il est nécessaire de poser
/7i 1:= lj.n"-+- iG/u',
p/ étant premier avec n" et jx devant être tel que m soit premier avec //. .admettons en ce moment, pour ne pas interrompre les calculs précédents, qu'il est possible de satisfaire à ces conditions. Nous déterminerons les entiers Tq et Cq de manière à vérifier l'équation
et nous aurons
/ désignant un nombre entier quelconque. Remplaçant rpar sa valctn-, d vient
f;' ^ cr'„// — '^ w/to [/^ — //(2 /j.5„ — 1 6/(7'„)] — s.v/'y.
La valeur trouvée pour s montre :
i" A cbaqiie couple /^ // correspond pcnir s un des nombres
2° On ne peut avoir ^ = o qu'en faisant p = o^ p' = o' car, si s est nul, Sop' est divisible par }i", et, comme l'égalité
exige que ^o soit premier avec n", il faut p'= o. On a donc
roP -+- n'j = o, et, Tq étant premier avec n', il vient ^ = o.
S** Des couples distincts/?, //, pt^p'i donnent des valeurs distinctes de S', car, si l'on parvenait à la même valeur de s, on aurait, en retranchant,
o = ^0 {p'- Pi) + «"to [p — Pi~ (p'- /?'i) (2/AJo - ï6<(7'„)J -4- n(j - /,)
et, par suite,
On peut encore remarquer que la valeur de s peut se mettre sous la forme suivante :
s = PXqIi"+ p'{n'(7oSo -h 16/To) + ///. 10. Il est maintenant bien facile de transformer le second membre
H JJ ■ JJ ${z-^ 2pA-+- 2p'iA')
de l'équation (i) du § 6. En laissant de côté le facteur ^(2), les autres s'accouplent deux à deux de la manière suivante :
d (z-h 2pA + 2p'iA')d{z— 2/7 A — 2/;'/A'),
et comme, d'après ce qui vient d'être établi, nous pouvons poser
2pA-h 2p'iA' = 4-"fw+ 2crR -f- 2!7'/K',
le produit précédent est égal à
0{z -+■ l[Sv> -h 2(jK -f- 2<j'iK' }6{z — l\szs — ao-K — 2<7' iK') ;
or
0(^z - 45C7 - 2crR - 2cr'zR') = {-lYq'''" e^ ^ Q {z - 4^57;,
le produit considéré peut donc être remplacé par
C5(s-h 45ty)ô(z — 4^sy), C désignant une constante. Nous obtenons donc
(l) 0 (Z, A, A') = A 5 (Z) PI 5 (Z + 4 ^ ^) ^ (2- - 4«J 37 ),
A étant une constante.
Changeons, dans cette équation, z en z + iR'*, nous avons \u (§ 7; que le premier membre devenait
(- i)~ /e""^ e~"^5,(z, A, A'); nous avons d'ailleurs
iitat t'îr (r -l- 4'S'ï)
le second membre devient donc
4 = 1 nous avons donc
(•2) 5.(z,A,A'] = (-i) ' Aô,(z) JJ 0,(z-h 4^57)0, (z-4^5y).
Mettons encore z -4- R à la place de z dans les formules (i) et (2), et il
vient
(3) ^3(2, A, A') = A53 (z) n 5, (z + 4^^-) 5s (z - ksiz).
11. Avant d'aller plus loin, il y a un point important auquel est subordonné le calcul précédent, et sur lequel il est nécessaire de revenir. Nous avons posé
I m = [j.n" -\- i6fti\
et nous avons admis que prenant fx' premier avec «", il est possible de déterminer /x, de telle sorte que m soit premier avec n'. En ce moment nous précisons davantage, et voici ce que nous allons établir.
A chaque combinaison ;/', 7i", t correspondent 0(«) systèmes de deux nombres m, m' fournis par les équations (i), qui sont distincts suivant le module w, n'ayant aucun diviseur commun avec w, et de plus il n'y en a pas davantage. Nous désignons par 0 [n) le nombre des entiers inférieurs à « et premiers avec n. Remarquons d'abord que, m et m' étant donnés par les équations (i), et p/ étant premier avec ii" , comme on doit le supposer, pour que m, m\ n n'aient aucun diviseur commun, il faut et il suffit que m et n' soient premiers entre eux. Cette condition est évidemment nécessaire; elle est suffisante. Eu effet, m et îi' étant premiers entre eux, soit n un facteur premier commun à m, m\ TJ, le nombre tt, ne divisant pas n' et divisant néanmoins p.V/ et n"n', serait facteur de [x' et de n'\ ce qui est impossible, puisque (i' est pris premier avec n".
Établissons maintenant que ^[n) est le nombre des systèmes distincts ni, m'. Ce résultat est évident dans les deux cas suivants :
1° Si n' = 72, n" = I et, par suite, ^ = o. On doit prendre /jl' = o, il vient m = p., et p, est l'un quelconque des entiers inférieurs à n et jîremiers avec 7i.
■2^ Si 7i' = \ , n" = n. On doit prendre pour p/ les entiers inférieurs à n et premiers avec /z; on a
On déterminera pt, par la condition que m soit positif et moindre que n. Donc encore ^[n) systèmes.
La démonstration est encore f.icile, si n' et n" contiennent l'un et l'autre tous les facteurs premiers de n. Soit
et posons
Nous prendrons pour il' tous les nombres premiers avec n" qui lui sont inférieurs, et, en remarquant que i6//jl' est premier avec n\ nous voyons que |jl peut recevoir toutes les valeurs
Quand m dépassera «, il suffira d'en retrancher le plus grand multiple de 71 qu'il contient; tous les systèmes ainsi obtenus sont distincts, et il n'y en a pas d'autres. Leur nombre est
,/'$(//'') = ri«-*'-V>P-P'-«6'T^-^'-V..(^-i)(/>—i)(c—i)rt=''^P7-^\..=(î)7;).
Supposons maintenant ;/, n" premiers entre eux : la démonstration indiquera la marche à suivre dans le cas général où n\ n", sans être premiers entre eux, ne contiennent pas l'un et l'autre tous les facteurs premiers de n. Nous prenons pour p/ tojis les entiers inférieurs à n" et premiers avec n" -, leur nombre est 0(«"), et pour chacun d'eux nous divisons par n' les n! nombres
i6/p/, /2"-+-i6^u/, u//'+i6/p/, ..., (//'— i)/i"-MG//j/.
Les restes sont tous différents, puisque n' et n" sont premiers entre eux ; ce sont donc, sauf l'ordre,
il y en a ^(n') premiers avec //, et, par conséquent, la progression arithmétique qui précède comprend ^(n') nombres premiers avec ii' . Ce sont autant de valeurs acceptables pour m, et de plus il n'y en a pas d'autres que l'on puisse associer à p,'. Le nombre des systèmes distincts est donc
or
$ (Ai') 0(/i") =<!>(«),
puisque «'et 7^" sont premiers entre eux.
Considérons enfin le cas où n' et «", sans être premiers" en Ire eux, ne contiennent pas l'un et l'autre tous les facteurs premiers de n. Soient rt, è, ... les facteurs premiers communs à w' et «", v' le produit de ceux qui sont dans 7^' sans appartenir à «"; et de même v" le produit de ceux de «" qui ne se trouvent pas dans «' : nous avons
n = ««' b^' . . . v' , 71" = rj«-'='' ^?-" . . . v".
Nous pouvons toujours prendre pour p,' tous les entiers inférieurs à n" et premiers avec lui; leur nombre est
Quelles valeurs de 772 doit-on associer à chacun de ces nombres? Observons d'abord que, si
m — n" [j, + ifitix'
jouit de la propriété voulue d'être premier avec 77', il en est de même de tous les nombres
w. = 77" (p. + hv') -h 16//JL',
h étant un entier quelconque. Cela résuite de ce que hn"v' contient tous les facteurs premiers de n'. Il suffit donc de trouver les entiers /j, positifs et moindres que v' satisfaisant à la question; chaque nombre y. de cette sorte fournit «*' b^' . . . solutions renfermées dans la progression suivante :
u., [x + v', fA -h 2v', . . . , p. H- [a''' b<^' . . — i) v' ;
car toutes donnent pour 777 des nombres qui, pris suivant le module 72, sont distincts.
Cela posé, il es! facile de montrer que ^(v') est le nombre des valeurs de ^ inférieures à v' répondant à la question. Pour le voir, divisons par v' les nombres de la suite
16 /p/, n" + iGltj.', 2n" -\- iGtii', ..., (v'— i) 7/" -h 16/p.'.
Comme v' et w" sont premiers entre eux, les restes sont tous distincis : ce sont donc les nombres
abstraction faite de l'ordre. Il y en a $(v') premiers avec v'; les dividendes correspondants sont premiers avec v'; ils le sont aussi avec n\ et cela résulte de ce que chacun d'eux se compose de deux parties, l'une n" ^ divisible par les facteurs premiers a, b,... communs à n' et 7f", l'autre i6^|j,' n'admettant aucun de c^s facteurs.
Il y a donc, pour ini nombre p.',0(v') valeurs de [l inférieures à v' répondant à la question, et par suite il y en a en tout$(v')a°'7yf*'.... Le nombre des systèmes /w, m! distincts est donc
4>;«")$(v')rt*'z>^'... = <i)(/2),
ce qui achève la démonstration du théorème énoncé.
12. Il est important de remarquer que chaque système de deux nombres m, m' n'ayant pas de diviseur commun avec n correspond à une combinaison bien déterminée /^', n", t : n' est le plus grand commun diviseur entre m' et n; on pose
et t est déterminé par l'équation
ce qui est possible, puisque n" et /x' sont premiers entre eux, et de plus toutes les valeurs de t ainsi trouvées, prises suivant le module n", sont équivalentes. Il est à peine besoin d'ajouter que l'addition de multiples de n à /n et m' ne modifie pas la combinaison correspondante
Supposons, pour fixer les idées, qu'on ait ramené par l'addition de multiples convenables de n les nombres m et m' à être positifs et moindres que n, et réunissons tous les systèmes m, m' correspondant aux diverses combinaisons 7î' , ti" , i . D'après l'observation précédente, nous aurons tous les systèmes possibles de deux nombres m, m' pris j. 5
( 26 ) dans la suite
de telle sorte qu'ils n'aient aucun diviseur commun avec ti. Le nombre de ces systèmes est donc
Or c'est ce qu'il est très-facile de trouver par une détermination directe. Imaginons formé le tableau de tous les systèmes possibles de deux nombres m, m' pris dans la suite
o, I, 2, ..., Jl—l]
Ti^ est le nombre de ces systèmes. Nous allons supprimer tous ceux dontles deux termes contiennent l'un au moins des facteurs premiers <7, h^c, ... de w; il s'agit de compter le nombre des restants. Supprimons d'abord tous les systèmes dont les deux termes sont divisibles para;
leur nombre est — > il en reste
Cela posé, avant de supprimer les systèmes dont les deux termes sont
divisibles par b, formons-en le tableau; leur nombre est —, et de ces
systèmes nous ne devons supprimer que ceux dont les deux termes ne sont pas divisibles par a; or le nombre de ces derniers est, d'après l'explication précédente,
Celte suppression faite, il reste
systèmes dont les deux termes ne sont pas à la fois divisibles soit par a, soit par b. Supprimons maintenant tous les systèmes dont les deux trrmes sont à la fois divisibles par c sans l'être à la fois ni pnr a, ni par b. Nous trouvons leur nombre en formant d'abord le tableau des
- } systèmes dont les deux termes sont en même temps divisibles par c,
( 27 } et comptant combien parmi eux il y en a qui ne sont divisibles ni para, ni par b. Or, d'après ce qui vient d'être dit, le nombre de ces derniers est
Suppression faite de ces systèmes, il en reste
dont les deux termes ne sont pas en même temps divisibles par a, b ou c. Il est clair qu'en continuant ainsi, après avoir exclu toutes les combinaisons m, m' dont les deux termes ont un diviseur commun avec 7z, il en reste
'-~){'-iM>-'
ce qui est le résultat annoncé.
13. Revenons à la théorie de la transformation des fonctions elliptiques. Nous avons posé
mK + m' iJ\'
zs = :
en prenant successivement pour m, m' tous les systèmes dont nous venons de parler, t? reçoit T[n)<^[n) valeurs. Elles se partagent également en T[n) groupes, dont chacun en contient $(w), et, d'après ce qui précède, toutes celles d'un même groupe correspondent à une même combinaison n', n", t et, par conséquent, définissent la même transformation. Cette observation nous permettra de démontrer l'existence de l'équation modulaire et de l'équation du multiplicateur pour un nombre impair quelconque tî, avec ou sans diviseur carré, de la même manière que lorsque ce nombre est premier.
Il n'est pas inutile de remarquer que, connaissant une valeur de ts répondant à une combinaison «', n'\ t, toutes les autres s'en déduisent en la multipliant successivement par tous les entiers inférieurs à n et premiers avec n; car, en faisant cette opération sur les deux termes wi, m' d'un système, nous obtenons <^[n) systèmes distincts. Pour tous, le
plus grand commun diviseur Ji' de m' et de n est le même. Le nombre ii" ne change donc pas, et les deux équations (i) du § 11,
font voir que t reste le même ; les nombres \l et p,' seids sont multipliés successivement par les différents facteurs employés.
Les formules du § 10 donnent de suite
6,(3, A, A'] Ô,(z] j-i- ^.,[z -\- [\^srs]^-i[z — ^sxs)
63(3, A, A') ~ ^i[z] 11 9:,(2 + 4^^)63(2 — 4*ct)' 5= 1
—lui e,(z. A, A^) _ , __ '^-^ 0,(z) -p.- 9,(2+ 4^ct) 0|(2 — 4^«g]
e (z, A, A') ~ '^ '^ e(z) 11 e[z-i-4jo) e(z — 4*0)
Nous avons (§ 2)
,jj- e,(o,A,A';
nous en concluons
ou bien
Nous avons représenté par ^(w) la racine quatrième de k. Posons
Il z= ^'00) et faisons
, . ---1- ôj(4^o)
( ^9 ) La quantité v, ainsi définie, est, au signe près, égale à
bientôt nous déterminerons ce signe. On sait que
cosainz i ôjfz)
sincoamz — ^ = — -j-L;
donc
V = u" TT sincoam4«îw.
Il faut encore calculer la valeur de M; or (§ 2)
V^ e'.(o) e(o.A,A'), ~ v^ie',(o,A,A') e(o) '
la valeur de -rj — - — — {, écrite plus haut, donne
e', (o, A, A') _ . .~ir~ 9(0, A, A') j^ 0][^sm
ô', (o) "~ ^ '>' ô(o) 11 e»(4.vcT '
donc
ou bien
— j^ — sin'coam4^CT
M = (— l) Yl sin»ara4*a
15. Notre but n'étant point de reprendre ici la théorie de la transformation, nous nous dispensons de transcrire la valeur de y exprimée en fonction de sinamz; elle s'obtiendrait, du reste, immédiatement à l'aide des résultats précédents sous la forme même qui lui a été donnée par Jacobi. Laissant de côté ce calcul, nous avons à prouver ce fait
( 3o ) important que la valeur de i> définie plus haut ne dépend pas du système particulier m, m' que l'on peut faire correspondre à la combinaison n't n'\ t, mais seulement de ces trois derniers nombres. En d'autres termes, les $(«) systèmes 7W, m' associés à une même combinaison n'j n'\ t conduisent à la même valeur de v. On a
les valeurs de s forment le tableau suivant :
2«"-f-l, 2/j"-h2, 2«"-f 3,--., in" -\ V5 3«"— I
//«", hn"^i, hn"-hi, //n"-h 3 hn" -\^ ^,.-', [h + \)n"—\
En groupant les facteurs de v de la manière suivante : 1° Ceux qui correspondent à la première colonne verticale; 2° Ceux qui correspondent aux derniers nombres de la dernière ligne horizontale ;
3° Ceux qui correspondent aux autres nombres du tableau. On peut écrire
e,(4/i.//'cTl 11 V./n'-x .. \ 11 11
i> = li ■ ■ — ^ -^ ■ 1 — t — : _ / Il I I "LH-i ' / J.
Mais on a
khn"7T; = h ^ + //.4/Jt'/K',
en tenant compte de ce que
irc = l^ri \
et, à raison de la périodicité des quotients des fonctions 5, on peut supprimer le terme h.[\^iY^'^ il vient donc
Al /.4mR\ 11 /,?'-, 4/«K , \ 11 11 /,4///K , \ A = i 631/'='-^- 1 * = i ^n-^- -—' t-4-^cTJ /,=:o 5=j 0J//i-;-4-4^ar)
Le dernier facteur peut se décomposer dans les deux suivants :
/;=rO
CT A — 0 .î = ! 0.
dont le second peut se mettre sous la forme
f rr
, n' — \ n"— 1 I f ir
/,=o * = i eJ(/i-)-rj3_ 4.ç^
ou encore
; 0. (4.cT-4-//^j
On conclut de là
0, 4 v rx H- h
/,4///R\ XX XX ^ /. ,4'"lv\
Les deux nombres wi et n' sont premiers entre eux; les formules du
(3=.) § iO donnent donc
et par conséquent
Il „ /,4»^K\ il „ /, K ^A
La valeur de v étant mise sous cette forme, le calcul qui nous reste à faire est le même que celui de Sohnke, dans son Mémoire sur les équations modulaires ( * ). On sait que
f 'JLf \ f — '^^ \
En remplaçant jz par h ^^^ 5 il vient
"- / , 4wK. \ . ._:
- ^ , ,/ = 2 '^ ?/e « TT COS —, -
11 / imhi-K\ I _ 7mfnTt\
et si l'on met à la place de u sa valeur, on peut écrire
u TT \ '' '
xii n
■îinhi-iz
I -f- qV-^ c
*) Crellcy l. 16, p. 102.
Les nombres m et n' sont premiers entre eux^ et par suite e "' est une racine primitive de l'équation binôme
.r''' — I = o ; donc
■1 inJii Tt 1 -J- «"' ( -y'—' I
et d'après cela on a
"Il -774^ -^''^''^)-^ ^ n ''^'
D'un autre côté,
ce que l'on peut reconnaître de plusieurs manières, par exemple en partant de l'identité
TT [ \ — IX cos — ;^ h X- ] =z \ -\- X -\~ a- -\- . . . -\- x''
divisant de part et d'autre par x ^ , prenant pour variable o: -\ — ,et égalant les termes constants dans les deux membres. Nous avons donc
'-~I~ôJ4^CT, ^, K'j
s^ = {^\r^{7i'^) n 77- — ir— -•
Or
OU, en tenant compte des valeurs de m et m' (§11),
' \ /in n j ' «'
( 34) La périodicité des fonctions d permet de supprimer le terme 4f-5^ -^i il vient donc .
Remarquons maintenant que
ntno) Il m z
Il i iz z K "
el faisons
nous aurons
ifif
r, , /i67iv /K'\ K ,,,]- ^ "-^^^ ""^ '
* ir ( — Y'j'~''^''"~~'i''-'^ 1'
xn
{'>J~i)n"-i-fi/x's'
Substituons cette valeur dans celle de t^, après quelques réductions faciles, il vient
't=; ' lï -+- ( 7^" « '''" ^ " 1 [' + (7""«)
'H- W" ^-J JI.1+ \7""aj J
Cela posé, qu'on se rappelle que p/ et w"sont premiers entre eux, ou en conclut que, j prenant les valeurs
I, 2, 3, ..., rt s les suivantes :
tout nombre pair non divisible par n" se trouve une fois, et uue fois seulement, sous l'une des formes
4a'.v, 2///'-+- 4p-'-^; 2Jn"—^u/s, abstraction faite de son signe.
De même, tout nombre impair non divisible par ti" se trouve une fois, et une fois seulement, sous l'une des formes
(a/ - \)n"-^ 4p.' j, {2j - i)n"— lias,
abstraction faite de son signe.
Parmi les exposants
ijn" — l\ix's, (ij — y)n" — l\u!s,
quelques-uns peuvent être négatifs ; on les représente respectivement par
7oi 72' •••' 72V— 21
7" h' • ■ ■ ' "ii^t'— n
et, Y étant l'un quelconque d'entre eux, on a
On pose
7o + 72 -+-• ■ •+ 72V-2 — 7i — 73 — • • • - 72v'-i — r ; il vient enfin
( 36 ) ce que l'on peut écrire
2 \ ( n" . ) l n' _ i6ir
Sans aller plus loin on conclut de là le nombre F; effectivement la valeur de v ne peut différer que par le signe de celle de (p(^ w -t- ^ jj
ce qui exige que l'exposant de </"" soit nul : (!onc
r- n'!!—^l _ '^--zl ^ ~ ^' 4 8 *
Nous avons ainsi
;7)?lz'''"^~ "^"
16. Nous venons de reconnaître qu'en prenant successivement pour zs les $(«) valeurs associées à une même combinaison «', az", ?, le produit
TT sincoam4.vt7 garde le même signe; il est intéressant d'étudier si cet autre produit
lTsinam4-y^,
dont le carré figure dans l'expression du multiplicateiîr, jouit de la même propriété : il est évident que son carré ne change pas. En est-il ainsi du produit lui-même? C'est ce que nous allons chercher. 11 revient au même de considérer la quantité
la suite du calcul montre qu'il est convenable d'y introduire le facteur
1 — qy'
Nous poserons donc
GroupoiH les facteurs, comme il a été fait plus haut, et, en même temps, tenons compte de la périodicité des quotients des fonctions 5, il vient
-"-?oY/.i^
Le dernier facteur se décompose dans les deux suivants :
n n / 4,;ai 7~T' n n ~jtwk tt:, ~^r
dont le second peut se mettre sous la forme
, o.|^(/* + i)i^^^ isuj 2 . ^'y'—> 4*^j
Il n rr" 7^'K ; 1 ^ n n t/t^wk 7~\'
ou encore
„'_,„"_, A_i -=^ eY4.v^ + Ai^
n'- 1 s=zl
(38) On conclut de là
p = (~ 0 '' ''"ii^-s'o) Yi
^ n n ~T. TT^Kf'
Les deux nombres ni et //' sont premiers entre eux; les ^rmules du § 10 donnent donc
et par conséquent
On sait que
/ i7:z\ f ijzz
SU
nous en obtenons la valeur en nous appuyant sur un résultat énoncé par Cauchy (*). Voici la formule dont il s'agit : Désignons par «' un nombre impair quelconque, par m un nombre premier avec «', et posons
o.rm: . . "> nnz
0 z=i cos — , — h i siii — — ; ' n n
nous avons
On peut la remplacer par l'une des deux suivantes : i*' Si //e^ I (mod. 4), on a
et l'on en conclut
— :; — -M-r • o.mhr. f i'i\ '-~,
2** Si n'^E^-~ I (mod. 4), il vient
(p - p-' ) (p' - p-') ■ ■ ■ Ip " ~ f> "; = (-■) -'' [pi A ■' I v'«',
ce qui conduit au même résultat
'*) Comptes rendus, t. X, p. 443*
Nous avons donc
fei « ''— ^ ,=.1
^5)vV9(,/o,)5,(o,§,K').
Substituant dans P la valeur qui précède, on trouve
0, ( z, — 1 R' ) n'ÏTiu «'«'tt;
= le ^ e 2^ \ I — fî
xn
X±/ ri i-KZ\ I /<' /TT \
et, parmi calcul tout semblable à celui qui a été effectué plus haut, il vient
. n"— I ,, „ , inoi I n' \ 'f
K ,,A r—~ n'{ri>-,) —
i—cc
en posant
Les nombres |jl' et lï' sont premiers entre eux; donc, abstraction faite du signe, tout nombre pair non divisible par n" est compris une fois, et une fois seulement, sous l'une des formes
4pt,'j, 2Jn" -^ l\i)Js, 2Jn" — ^(J-'s;
et tout nombre impair non divisible par n" est compris une fois, et une fois seulement, abstraction faite de son signe, sous l'une des formes
{2J — 1)72"+ ^i^'s, {ij — i)n" — l\ix.'s.
Déplus, parmi les nombres 2Jn" — ^i^-'s^ quelques-uns peuvent être négatifs; supposons qu'il y en ait v, et désignons-les par
De même, parmi les entiers (ay — \)n" — f\iL's, v' sont négatifs, savoir :
En faisant attention que
on voit qu'il est permis de remplacer tous les exposants négatifs par leur valeur absolue, à la condition d'introduire en même temps le facteur
dans lequel
et Ton obtient Mais on a (§ 15)
donc
'=■ . - If"" j
Il reste à définir v' — v ; or cette différence est égale à l'excès du nombre des entiers négatifs de la forme (27 — i)n" — [\i}'s sur celui des entiers négatifs de la forme syV — i^iiJs. Pour chaque valeur de s la première forme contient autant de nombres négatifs que la seconde, ou un de plus. Afin de distinguer ces deux cas, on pose
2^,'^- — n"cji + o,
qs étant le quotient de 2/Ji'^ par n" pris par excès ou par défaut de telle
sorte que r^ soit en valeur absolue inférieur à — ; et alors, si r^ ^ o, les
deux formes contiennent le même nombre d'entiers négatifs, et si rs<^ o, la forme [7] — i)n" — l\ii' s en contient un de plus. Ainsi v' — v est égal au nombre des restes négatifs obtenus en divisant
par n"\ mais 2p/ est premier avec n", et, d'après une formule deCauchy rappelée tout à l'heure, on a
n. ^^.'st: /2u'\ i—j-,
D'un autre côté
SH) „ = sin — ;7- ;
et, par suite, il y a autant de facteurs négatifs dans le premier membre qu'il y a d'unités dans le nombre v' — v des restes négatifs ; donc
2V jjsini^ = (-.r-«v/;?.
En comparant, on trouve
- .77 /-/ ,.-:j> \-<TJ^
ce qui donne enfin
p= (?) C^)^"^vvv'ï(7^^.)^n-Yr
18. Nous remettons à la place de P sa valeur, et la formule précédente peut s'écrire
D'après une remarque faite plus haut (§ 13), en représentant successivement par jui' les ^{n) entiers inférieurs à n et premiers avec /?, on a
m = Wo y',
iriQ étant l'une des valeurs de m correspondant à l'hypothèse [x' = 1; il vient donc
^=W ri ^=(^)(?)(;^0'''^'"'^'''^K^''^-^>'(<''^'^')'
et, par conséquent, le signe de la quantité que nous nous étions proposé d'étudier dépend de celui de ( — )•
En se rappelant la valeur de M donnée à la fin du § 14, on trouve
immédiatement
C'est le résultat déjà énoncé (§2).
vni.
19. Nous arrivons à l'objet principal de ce travail, la formation pour un nombre impair quelconque 11 de l'équation modulaire et de l'équation du multiplicateur. Le nombre des transformations propres
au degré de n est T [n) j posons T («) = v. L'équation modulaire est de degré v; ses racines sont les diverses valeurs de l'expression
if = II" Il sincoam â S zs = Il \\ -4-7 — r-, leurs développements en séries sont donnés par la formule
Les racines de l'équation du multiplicateur sont
TT ^UA
TT 6:(4-v':t)
11 0'{/isuf)
nous les représenterons désormais par M au lieu de (—1) ^ M, et, par suite, nous aurons
OUo]
n'Ol[o,A,A')
Observons d'abord que cosam^w et Aam4^ sont des fonctions rationnelles de sin'^ am 4^- et de k^. En effet, 71 étant un nombre impair,
on sait que
cosamTiz = cosamzy(sin'^ amz, A^),
Aamwz=Aamz /^(sin^amz, A^),
f et J\ étant des fractions rationnelles. En posant z ■= 4^, on a
cosam4^^ = i, Aam4«^ = i7
et, par suite, cosam4^, Aam^zs s'expriment rationnellement à l'aide de sin''am4t7 et de P. Il n'y a, d'après cette remarque, qu'à se rappeler les formules d'addition et de multiplication pour conclure
( 45 ) que — et M peuvent se mettre sons la forme
— = F(sinam423', A"), M = F, (sinam4sy, A^), F et F, représentant des fonctions rationnelles.
20. On a vu (§ 13) que zs peut prendre vv' valeurs, en posant pour abréger
Elles se partagent également en v groupes dont chacun en contient v'; soient
celles de l'un quelconque d'entre eux. Elles définissent une seule et même racine, soit de l'équation modulaire, soit de l'équation du multiplicateur; nous poserons donc
-^ = F (sin am4^y'\ k"^) = F (sin âm^zsf\ A-^j =.,.— F (sin sim^rsj'\ A'-), M, = F,(sinam4<',A=^) = F,(sinam4wf,A2)=... = F,(sinam4t^f ,A2),
en désignant respectivement par
(',, (-2, ..., i\; M,, Mo, ..., Mv
les racines de nos deux équations.
Or nous allons voir que les vv' expressions sinam4t5y^ sont racines d'une équation de degré vv', dont les coefficients sont des fonctions entières de A*. Faisons
»r =: sin amz;
nous avons pour un nombre impair n
P« smamwjz = — »
P„ étant un polynôme en x de degré n^^ et les racines de l'équation P„ = o sont
AmK-i-Am'ili.'
X = sinam-î >
en donnant à m, m! les valeurs
(46) Supprimons toutes celles de ces racines pour lesquelles m et m' ont un diviseur commun avec w; en répétant les explications données au § 12 pour montrer" que le nombre des racines restantes est
où a, b, c^ ... sont les facteurs premiers de w, nous verrons sans peine qu'en posant
(lô ac
/(^) = r-ii-^
a b abc
où P,;, P,,,..., P„ ,... sont les numérateurs des fractions qui donnent
a b ab
smam - z, sinam r ",.••, sinam -jz,... en lonction de x^ 1 équation
demandée estf^jc) = o {*). Au reste, l'observation précédente ne diffère pas de celle qui sert à former l'équation aux racines primitives de l'équation binôme.
21. Il est maintenant bien facile de montrer que toute fonction rationnelle et symétrique soit de
Vi ('2 f%
II" II" U
soit de
M,, Mo, ..., Mv,
peut être obtenue rationnellement au moyen de k-. En effet, p étant un entier positif quelconque, posons
On sait que toute fonction rationnelle et symétrique de certaines quantités peut être exprimée rationnellement par les sommes des puis-
!*) L'équation f[x) = o, que nous considérons ici, avait déjà été indiquée par M. Kronecker {Monatsbericht der liônigl. Akademie dcr IFissenschafien zu Berlin, vom 19 Juli 1875, p. 5o3).
( 47 ) sances semblables de ces quantités; le théorème énoncé sera donc démontré, dès qu'on aura fait voir que les sommes S^ sont des fonctions rationnelles de k^. Or nous avons
+ F/'(sinam4sT;.-',P) -h...-f- F/'(sinam4t;yf , P); -. faisant successivement
et ajoutant, nous voyons que v'Sp est une fonction rationnelle et symétrique des racines de l'équation /{x) = o, et par suite la somme S^ elle-même s'exprime rationnellement à l'aide de k^.
Les mêmes choses étant vraies à l'égard du multiplicateur, nous concluons de là l'existence de deux équations du degré v, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de A^ et dont l'une a pour racines
l'autre
Nous nous occuperons successivement des propriétés de ces deux équations.
22. En prenant t' pour inconnue, l'équation modulaire peut s'écrire
P'' -+- A, M«P^-* + Ao M-^P^-^^ 4- . . . = o,
A,, A 2,..., étant des fonctions rationnelles de u^. Posons
m, ^ n (mod. 8), nio ^ 2n (mod. 8),
;?/,, /Wav étant des nombres positifs inférieurs à 8, il vient
( 48 ) el comme le module transformé X ne peut devenir infini pour aucune valeur finie de k, il faut que
soient des polynômes entiers, dont nous déterminerons bientôt le degré.
Nous allons faire voir que celte équation est irréductible. La démonstration que nous donnons de ce théorème important est la même que celle de M. Ronigsberger (*). Nous ne faisons que l'étendre au cas d'un nombre impair quelconque avec ou sans diviseur carré.
Parmi les racines de l'équation modulaire se trouve
foit
une équation dont les coefficients sont rationnels par rapport k u et admettant celte racine i> = (p ( -j? nous prouvons qu'elle a en même temps toutes celles qui sont comprises dans la formule
et que, par conséquent, le polynôme F(m, v) contient comme facteur le premier membre de l'équation définie plus haut. Il est donc impossible de décomposer en facteurs rationnels le premier membre de l'équation modulaire.
On a par hypothèse
/?, <7, r, s étant quatre nombres entiers, tels que
ps — qr = i, on met à la place de w
r -{- sa
p -\- qa>
Journal de M. Borchardtf t. LXXII, p. 176.
(49) il vient
Si de plus, les nombres /?, q, r, s sont assujettis aux conditions suivantes :
^E=i (mod.2), çEEso (mod.2), r^EO (mod.i6), ^e^i (mod.2),
et
(7)='- On sait, d'après un résultat dû à M. Hermite (*), que
donc l'équation
F(m, if) = o
admet toutes les racines comprises dans la formule
/l r-hsw\
/?, q, /', s étant définis comme on vient de le dire. Or il est facile de prouver que ces valeurs de v peuvent se mettre sous la forme
/2\ fn' i&t\
Faisons pour un instant
I r -\- sa
n p -h qw
les formules de M. Hermite donnent
in
pt3
(^)e-'^fâ
^X H- fjtcr^
X, p., V, p étant des nombres entiers tels que
Ip '- liv =ï, Xesi, fx^o, vsso, |0^i (mod.2).
(*) Comptes rendus, t. XL VI, p. 5ii.
( 5o ) En remplaçant rs par sa valeur, nous avons
V -1- po _ /?v (/> H- ç-w) H- p(rH- Jw) X + piCT «>(/; H- <7w) H- pi(r 4- ,vw)
Nous profitons de J'indélermination des entiers /?, 9, r, .v, X, p., v, 0 pour poser
nlq H- [i,i- = o, ou bien
Décomposons n en deux facteurs «' et n" , l'un d'eux pouvant être l'unité, et prenons s de telle sorte que n' soit le plus grand commun diviseur de s et de «; comme X et |Ji d'une part, ^ et 9 d'autre part sont premiers entre eux, il vient
s =z X/2', îi"q = — /JL.
On conclut de là
nvq -\~ ps = n' [Ip — [J^v) = «', rilp -h ixr = n"{ps — qr) = n".
et en posant
il vient
nvp -+- pr— i6ty
V H- pcT r?
A -+- fxni n n
La question est de savoir s'il est possible de satisfaire aux conditions précédentes, les trois nombres n\ n", t étant donnés et n'ayant pas de diviseur commun.
Nous observons d'abord que les deux équations
Tikp -i- p^r = n", nvp -h pr = i6t entraînent
n'p = p -i- i6tqj r = i6tl — n"v.
D'après cela, voici dans quel ordre nous allons satisfaire aux con-
( 5i ) ditions imposées : en premier lieu, nous prendrons pour/? un nombre impair tel que
et pour q un nombre pair, choisis de manière que, posant
p = n p — \btq,
[X et p soient premiers entre eux. Nous verrons dans un instant que cela est possible.
En second lieu, faisant v=:j6v', nous déterminons X et v' par l'équation
Ip — i6/xv'= I.
Nous posons enfin
s = ln%
r = i(ùt\~n"v.
De ces équations, on conclut
\(n'p — \Ç>tq) + n"qv = i,
ou bien
ps — qr = i,
et, comme r est divisible par 16, on a
donc
(0 l '—] = çfw).
De plus
V H- pcT "' ., , 16'
et, puisque
p=n'p-i6tq, (^^^ =
on a
donc
ce qui donne, en remettant à la place de w'sa valeur,
On voit ainsi que l'équation F{u,v) = o, admettant la racine V == (ç (-]^ est en même temps satisfaite par toutes les valeurs comprises dans la formule
ce qui démontre le théorème énoncé.
23. Il nous reste à montrer que p et q peuvent être déterminés de manière à satisfaire aux conditions demandées. Et d'abord il est toujours permis de prendre pour q une puissance de 2. Cela posé, dans le cas le plus général, n' et n" ont des facteurs premiers communs et d'autres qui ne le sont pas. Faisons, comme au § 11,
et divisons par v" les nombres de la suite
— i6/<7, n' - i6tq, 2fi' ~ i6tq, ..., {'/' — 1)71' — i6tq;
comme n' et v" sont premiers entre eux, les restes sont tous distincts, et
par suite sont
abstraction faite de l'ordre. Nous prenons un de ceux qui sont premiers avec v", et soit
PqTi' — î6iq
le nombre correspondant; il n'y .a qu'à poser
P=-Po+hv% h étant un entier quelconque, pour être sûr que
p z=i pn' — 16 tq
(53) est premier avec p.. D'un autre côté, v" étant un nombre impair, il est toujours possible de déterminer A, de telle sorte que
yr)o + Av":E^i (mod. 8),
et par suite ( - 1 =1. Les conditions voulues peuvent donc toujours être remplies, comme nous l'avions annoncé.
24. Le théorème précédent peut servir à démontrer les deux propriétés suivantes de l'équation modulaire.
I. V équation modulaire demeure invariable quand on change u
en V et v en {-\ u.
En effet, l'équation modulaire étant
F(«, p) r= (>, on a
et, par suite,
en écrivant - à la place de 'o. Les deux équations
F(«,P) = o, f[(^(^)«] = o ont donc une racine commune
elles sont donc identiques.
H. L équation modulaire demeure invariable quand on j chafige u
en - et V en -•
il vient
(54) ■ En effet, écrivons -~ au lieu de a dans l'égalité
Or, d'après les formules de M. Hermite, D'un autre côté, on a
"{i 4-m) ne -j- bi[d -^ ne]
nlî -hw
^ . ^^ na-i- (à{b -j-na) n -+-
en faisant et, par suite,
donc
ce qui montre que J'équation
admet la racine p = ^ ^^^, et par conséquent coïncide avec l'équation F{u, v) = o.
25. Nous allons chercher ce que deviennent les racines de l'équation modulaire quand on y fait w = i . Posons
co = ,
et par suite
En posant on sait que
I -{-lq' -\-2q
nous aurons donc à faire tendre q' vers zéro, c'est-à-dire à faire augmenter indéfiniment en valeur absolue la partie réelle de intù'.
En remplaçant w par sa valeur ;? les racines de l'équation modulaire deviennent
ou bien
( i\ i ri i6f\ /2\ /— «'-f- i6fw"\ = \n') ? (- ^ + V j = {H) ? (-— ?V )
On voit déjà que, si ^ est nul, la racine considérée devient (;;7 )• Si t n'est pas nul, posons
n' — i6fw
nous aurons
ST
rfcT c(«' — i6t(o') -+- cln"<a'
a-k-bxs «(«'— i6f»') + è«"w'
Déterminons a, b, c, d par les conditions
iQat = ^/i", ad — bc = l'y
en désignant par p le plus grand commun diviseur de n" et t, il faut, puisque a et b sont premiers entre eux,
ap = n", bp = i6tf et il vient
c ■+- drs en' H- put' c p* .
a H- OCT a« an
D'ailleurs on a ce qui donne ou bien
•^b^T677 =u nâ + ;7
Ainsi, en supposant ?/ = i, la racine considérée de l'équation modulaire devient (- ) (-] ; p représente le plus grand commun diviseur
de 7z" et t\ et ce résultat est encore vrai lorsque f = o, à la condition de supposer p — if .
On voit par là que, pour u = \, toutes les racines sont égales à 4- 1 ou à — I, et le nombre des valeurs de chaque espèce est une fonction numérique qui dépend de tz, facile à définir. Par exemple, pour la transformation du neuvième ordre, l'équation modulaire est du douzième degré, et pour m = i il y a dix racines égales à -h i et deux égales à — i.
En général, suivant que le nombre des racines de chaque espèce est pair ou impair, le dernier terme de l'équation modulaire est + iC ou — m", V étant son degré et v^ le premier terme.
26. L'application des remarques précédentes réduit beaucoup le nombre des coefficients nécessaires à calculer pour la formation de l'équation modulaire. Ainsi, l'équation restant la même quand on
change w en p et (^ en ( - ) w, les coefficients de vJ^v^ et iiPv"^ sont, ou
égaux et de même signe, ou égaux et de signes contraires, suivant les
cas. Les circonstances qui se présentent dépendent du signe de ( - j
et de celui du dernier terme.
De même, le changement de u en - et de i^ en - laissant l'équation
invariable, les coef-ficients de u"^vP et de w''""'^'''"'' sont égaux et de même signe, on égaux et de signes contraires, suivant que le dernier terme est + iC ou — ii* .
Enfin, en faisant m=:i, nous obtenons la somme des coefficienls de chacun des polynômes en u qui multiplient les diverses puissances de P dans l'équation modulaire.
Voici une autre remarque qui donne immédiatement les valeurs de plusieurs coefficients. Les racines de l'équation modulaire se partagent en groupes qui correspondent aux diverses décompositions de n en un produit de deux facteurs. Soit
n = n'îi"
l'une d'elles; les racines correspondantes sont données par la formule
V z= - 9— w+^r \Ji j ' \n n
Si n' et /ï"sont premiers entre eux, il y en a ?i" qui sont obtenues en prenant pour t les nombres
mais, si n' et n" ont des facteurs premiers communs «, ^,...,on ne doit prendre pour t que les
entiers inférieurs à n" non divisibles par a, è,..., et, par suite, le groupe considéré contient n" (i j ( ^ ~" â ) " ' racines.
Ces valeurs de if sont, dans le voisinage de w = o, développables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances croissantes de ii; et, en se bornant au premier terme, il est facile de voir que
n" — n' 21 nC n'
n ] aijrf
Les racines de l'unité e "" qui figurent ici sont celles de l'équation J- 9
binôme x"'' — i = o, si «' et lï' sont premiers entre eux; sinon elles appartiennent à l'équation
Nous désignerons leur nombre par p, en sorte que
p:=.ri' ou p = n:'[x~'-^ (l-^
Cela posé, formons le tableau de toutes les décompositions de n en un produit de deux facteurs
les nombres
I, /z'j, TÙ^ ...^ n
allant en croissant, et par suite
allant en décroissant. A chacune d'elles correspondent des racines en nombre égal à
«> Pm P2, ..-, I»
dont les degrés par rapport à u sont respectivement pour chacun de ces groupes
- ' ->/ ' ff ' • • • J - » n n^ n^ i
et vont en croissant.
Considérons maintenant dans l'équation modulaire supposée ordonnée les termes de rang
i^l n'y a qu'à se rappeler les relations qui existent entre les coefficients d'une équation et ses racines pour énoncer les résultats suivants :
1° Le produit des premiers termes des n racines de degré - donne
le terme de degré le moins élevé en u et qui ne peut se réduire avec
aucun autre dans le coefficient de v^""^) ce terme est — 2 ^ . u.
2° En multipliant 2. ^ ,u par les premiers termes des/?! racines de
degré —'> on obtient le terme de degré le moins élevé en u^ et qui ne
peut se réduire avec aucun autre dans le coefficient de p''~"~Pt. Ce ferme €st au signe près
3** Ce nouveau produit, multiplié par les premiers termes des p^ ra-
cines de degré -^1 donne de même le terme de degré le moins élevé
dans le coefficient de v*-^-p-Pi. On trouve ainsi, abstraction faite du signe,
1 ^ ^ "i ^ "i II "l "i .
La loi de formation de ces termes est suffisamment en évidence. Quant au signe qu'on doit leur donner, il ne faut qu'un peu d'altention pour le reconnaître dans cbaque cas particulier. Remarquons encore que les coefficients dont nous venons de trouver la valeur sont tous des puissances de 2. En supposant n premier, on a v = 11 -h i , et Ton voit que le coefficient de m* dans l'équation modulaire est
— 2 2 ; c'est une des observations faites par Sohnke dans son Mémoire.
27. On peut aller un peu plus loin et déterminer quelques-uns des coefficients intermédiaires. Considérons, pour fixer les idées, les /^o ra-
cines de degré -i réduites à leurs premiers termes; elles sont données
par la formule
/ \ ff un
Divisons toutes les racines de l'équation modulaire par ««*, eu posant
( 6o ) la nouvelle équation a « + /?, racines infinies, pg •+- p,, -+-...+ i racines nulles, et enfin ^2 racines comprises dans l'expression
Supprimons dans tous les termes de cette équation le facteur
Pi "i / N "2
et faisons dans le résultat w = o; les n -h pf premiers coeffîcienis sont nuls, il en est de même pour les ^3 + p^ -t-...-|- i derniers; et, en laissant de côté les racines nulles, il reste une équation de degré pa f"" <'o> dans laquelle le coefficient de la plus haute puissance de ç^o 6st donné, et dont les racines sont connues a priori: ce sont celles de l'équation
multipliées par le facteur constant ( — 12 '' . La comparaison des
deux polynômes fait connaître les valeurs de quelques-uns des coefficients intermédiaires de l'équation modulaire.
L'application des remarques précédentes ne donne pas, sauf les cas les plus simples, tous les coefficients demandés. On pourra déterminer ceux qui restent encore inconnus par l'un des deux procédés développés par Sohnke dans le Mémoire déjà cité. Nous ne nous étendrons pas sur ce calcul, qui ne nous fournirait aucun détail nouveau à ajouter.
28. Nous donnons ici l'équation modulaire pour la transformation du neuvième ordre. Elle est du douzième degré; les coefficients de u'"i>P, uf{^"\ u*^~"^v*^~'P, u''^~Pç'*'^~"^ soui é^RUK'y on peut donc l'écrire
(6. ) SOUS la forme suivante :
i^'''-h uv' ' [a 4- bu"") -f- wV"(rt, + b^ u^) + ii^v^{a^ 4- bu'') + rïg /^ V«
-f- ttV(/^, + (7, w*) 4- u'v(b 4- rzzf^) 4- fi'^= o.
Etj faisant w = i, il y a dix racines égales à 4- 1 et deux égales à — I, en sorte que le polynôme précédent devient
((;2_l)2((;_l)8==p«2_ g (;* ' + aôç'' ° - /jO t^' 4- I 5 P« 4" 48p'^- 84(^«
t^''4- \Dv' — 4ot^'+ 26p2— 8p 4- I. On a donc
^4-^ = — 8, rt,4-^, = 26, a.2-\-b = — 40, «3= i5, «4=48, «5= — 84.
De plus, les remarques faites au § 26 donnent pour le coefficient de iiv^,
faisons maintenant v = ui^o, et, après la substitution, supprimons le facteur u* ; parmi les valeurs de Vq, neuf deviennent infinies, une s'annule, et enfin les deux dernières satisfont à l'équation
Nous aurons donc
A, = — ^ = i6, el par suite
rt = 8, rt, =: o, «2 = ~ 24.
ï/équation demandée est donc
p'24-8wç;'\i — 2M«)4-2?fV"'(5 4-8f/«) — 8«^p'(3 4-2/i«)4-i5«^i'* 4- ^Su'v' - 84;i«v'« 4- 48«iV-^4- i5z^«p' - 8wP='(2 4- 3««)
p'^(8 4-5««) -h8ii'v{~ 2 + ««)4-?/*-=o
On peut l'écrire de la manière suivante :
Les racines de cette équation correspondent aux diverses décom-
(6.) positions de 9 en deux facteurs. Faisons
nous avons < = o, et, d'après ce qui a été dit au § 11 : nous pouvons
poser
.. - ^^ donc
(; = (p (q w) = w^ TT sin co am - — - ;
nous avons < = o, i, 2, 3, 4> 5, 6, 7, 8 : il est permis de poser
i6fK -F /K'
îr= :
donc
(^ = (p ( — I ) — " 11 sincoam l\s -,
nous avons if = 1,2; nous pouvons poser
zs =. )
et par suite
u = — 9 (ooH — Q-)— i^®Tl sincoam 4'^
Une étude plus complète des équations modulaires serait très-intéressante; mais elle nous entraînerait en dehors des limites de ce travail. Rappelons seulement que M. Rronecker a été amené par cette considération aux bea'ux théorèmes qu'il a énoncés sur les sommes de nombres de classes quadratiques, dont les déterminants suivent une certaine loi.
29. Dans l'étude de l'équation du multiplicateur qui nous reste à faire, nous nous servirons d'une notation un peu différente de celle que nous avons employée jusqu'ici. On sait que les quatre fonctions d définies en commençant sont comprises dans une formule unique
en posant
et de plus
il vient
i ' îT Tk (2n + /x) 4- -^ (2«+,<«.)'
on conclut de là immédiatement, en comparant aux fonctions 6 dont les valeurs ont été données au § 1,
Nous avons posé (§ 9)
ZS = j
et par suite
CI m -\- m' w K ~ Ti
il résulte de là (§ 19) que les racines de l'équation du multiplicateur sont représentées parla formule
ni w
La forme actuelle a l'avantage de mettre plus immédiatement en évidence la déj^endance qui existe entre M et la variable w dont le module k est fonction. Nous allons nous en servir pour reconnaître comment se modifient les racines de l'équation du multiplicateur, quand
on y change A" en 75 ou en k'. Nous ferons usage de la formule suivante, due à M. Hermite (*). Soient a, b, c, d des entiers tels que ad — bc = î,b étant positif, comme il est permis de le supposer^
faisons
fif^ — aiJ. -h bv ■+■ ab,
Vf, = c/jt. H- d^v + cd^ on a
B^,-,[[a-\-btù)x,<à]e =^^V:,^\^^-^-^t
a étant une constante dont voici la valeur :
J TT
y — ib[a H- iw)
( * ) Comptes rendus, t. XL VI, p. 178.
(65) OÙ 5 désigne une racine huitième de l'unité
—{ac jj}-\-lbc p-v-^-bd-j^-^iabc ix-i-iabdj-\-ab*c)
et le signe du radical carré \j — ib [a -\- b'^) étant pris de manière que la partie réelle de ce radical soit positive. Pour 6 = o la formule se réduit à l'équation suivante :
ITT
a étant un nombre entier arbitraire, [i^ étant égal à ]jl et Vo à
a (/Jt. 4- I ) H- V.
30. Cela posé, en changeant oi en ■> on sait que A* est remplacé
par yr et la valeur de M devient
,- "~' 2 / /rt + [m + m' ) w w
IH- W ) • I
AJL ^, / //î H- (/« -f- m') w
or la formule que nous venons de rappeler nous donne
ôi.o -r,
6o.o[(«+ ") -^ï «] ' \ iH-w,
1+ co
Faisons
lO
(66) On voit que la valeur de M se transforme dans la suivante :
qui est une de celles de —5 comme !e montrent les formules du § 19.
II n'est pas inutile de s'assurer que l'expression précédente comprend
toutes les valeurs de — qui correspondent aux T(«) transformations
distinctes de degré «. A cet effet, rappelons une observation faite au § 13. En regardant comme équivalents deux entiers qui, divisés par «, donnent le même reste, il y a T(/i).$(/z) couples distincts formés de deux nombres m, m', n'admettant aucun facteur commun qui divise «; ils se partagent également en T («) groupes, dont chacun en contient 0 (/z), tous ceux d'un même groujse correspondant à la même transformation. De plus, tous les couples d'un même groupe peuvent se déduire de l'un d'eux, en multipliant les deux termes de ctlui-ci par tous les entiers inférieurs à « et premiers avec n. D'après cela, imaginons formé le tableau de tous les couples distincts (/«, m'), en ayant soin de réunir ceux qui appartiennent à un même groupe; puis remplaçons chaque couple [m^m') par le couple (m, m + m') : il est clair que nous reproduisons ainsi tous les couples du premier tableau, sauf l'ordre; et, en outre, ceux qui proviennent d'un même groupe du premier tableau appartiennent eux-mêmes à un même groupe ou, en d'autres termes, correspondent à la même transformalion, puisque tous peuvent se déduire de l'un d'eux en multipliant les deux termes de celui-ci par les entiers inférieurs à w et premiers avec 72 (*). Ainsi l'expression précédente comprend, comme nous l'a-
( * ) La remarque précédente peut être généralisée de la manière suivante : soient =<> P) 75 ^ quatre entiers tels que a.B — ^7 soit premier avec n; en remplaçant chaque
vions annoncé, toutes les valeurs distinctes de -r— ; l'équation du multiplicateur jouit donc de la propriété suivante :
I. En changeant k en - dans celte équation j celle qui en résulte a pour racines les diverses valeurs de —•
31. Nous remplaçons maintenant dans l'équation du multiplicateur k par le module complémentaire Je ^ ce qui se fait en changeant w
en : la valeur de M devient
LA / mtà — m' I \
= "~' .- / m ta — m' I \
^ = 1 Go,, I 2 S ,
Or, en faisant et par suite
à = e \ f-o=y» Vo = — ft, dans la formule de M. Hermite, rappelée plus haut, on trouve
couple (/n, m') par (aw+ ^w', y m -h Sm'), on reproduit tous les couples distincts, et de plus tous ceux qui proviennent d'un même groupe appartiennent eux-mêmes à un même groupe.
lO.
et, en posant x =^ 2S '-^ — —i puis substituant dans l'expression qui précède, on reconnaît qu'elle est égale à l'une des valeurs de
On conclut de là le théorème suivant :
TI. Si Von change k en k' dans l'équation du multiplicateur, les racines demeurent les mêmes ou ne font que changer de signe, suivant que le nombre n est de la forme l\p + i ou l\p -\-?>.
Ce résultat avait déjà été énoncé par Jacobi (*).
32, Nous allons encore établir la proposition suivante :
JOéquation du multiplicateur est irréductible.
A cet effet observons que, parmi les valeurs du multiplicateur^, se trouve la suivante ;
désignons-la, pour abréger, par M^ . Nous allons montrer que toute équation
dont les coefficients sont rationnels par rapport à k^ et qui est vérifiée par M ~ M^ , l'est aussi en remplaçant M par l'une quelconque des valeurs du multiplicateur, et par conséquent F(X;^, M) contient comme diviseur le premier membre de l'équation du multiplicateur, qui luimême est indécomposable en facteurs rationnels.
Pour justifier notre assertion, remarquons que nous avons, par hy-
Noca/undamcnta , p. 58.
( 69 ) pothèse,
remplaçons dans cette égalité w par 7—5 <?, é, c, hélant des entiers,
tels que
ad — hc =^ \,
a^ I, b^EEOf c^o, d^i (mod. 2\
On sait que
'-^ 7- i = ? (wjj
' \« -i- 6w/ T V ;' et par suite l'équation F(^^, M) = o est vérifiée par toutes les valeurs
que peut prendre M„, quand on écrit dans cette expression j-
à la place de w. Or, après cette substitution, elle devient
TT ^''\~^' a + hJ JLr / 2S c -4- r/&)\
-=1 ^«••lT'«-+-è«)
Appliquons la formule de M. Hermite : a et f/ étant impairs, ^ et c pairs, on a
^0 = P'i Vo — V,
et par suite
^ — Y {acij} -+ bd'j^ ■+- -labd-j)
( 1jL^\
-i^acO... l^,
c -4- cZ
Faisant jc = — et substituant dans l'expression qui précède les va-
( 70) leurs données par ces formules, on trouve
a -r- Ùm
rt -h ^ w
li n'y a qu'à comparer ce résultat à l'équation (i) du § 29 pour reconnaître que nous avons effectivement toutes les valeurs du multiplicateur. Toutefois il est nécessaire d'ajouter que, dans la formule à laquelle nous nous reportons, il est permis de supposer m et nï premiers entre eux, m impair et m' pair. En effet, m et m' sont liés aux nombres n', n",t qui définissent la transformation par les équations (i) du §13
m = (Âîi" -+- \6tix'.
On a vu que p.' est assujetti à la seule condition d'être premier avec n'\ et fj. doit être choisi de telle sorte que m et n' n'aient aucun diviseur commun; d'après cela on sera sûr que m et m' sont premiers entre eux en prenant par exemple /jl' = 2, et en remplaçant m par m -+- n, si la valeur trouvée pour m est paire. L'expression trouvée renferme donc toutes les valeurs du multiplicateur, et par conséquent, de ce fait seul que l'équation F(P,M) — o admet la racine M^, on peut conclure qu'elle a aussi toutes les autres racines de l'équation dumultiplicateur, dont l'irréductibilité se trouve ainsi mise en évidence.
La proposition que nous venons d'établir avait déjà été démontrée par M. Konigsberger, dans le Mémoire cité plus haut, pour le cas de n sans diviseurs carrés. Il s'appuie, comme nous l'avons fait, sur la formule de M. Hermite, mais la forme sous laquelle il prend les valeurs du multiplicateur diffère de celle qui nous a servi.
33. Nous allons nous occuper maintenant de la formation de l'équation du multiplicateur. Remarquons d'abord que M ne peut être nul ou infini pour aucune valeur finie de^; si donc nous supposons le coefficient de la plus haute puissance de M égal à l'unité, tous les autres coefficients qui sont rationnels par rapport à P doivent être des polynômes entiers, et le dernier terme se réduit à une constante. 11 est très-facile de trouver les valeurs de M quand on suppose A: = o; on a en effet (§19)
OU, en faisant usage de la nouvelle notation,
M =(-1)"^ ' 9o,o>'o,to)
on aura ^ — o en faisant tendre q vers zéro, et l'on trouve ainsi
Nous voyons donc que, pour A: = o, les racines de l'équation du multiplicateur sont les inverses des diviseurs de «, chacun de ces
inverses — étant pris avec le signe -t- ou avec le signe — , suivant
que le diviseur tï' associé à ri est de la forme [\p -v- \ ou 4 p -f- 3; et,
quant au degré de multiplicité de la racine (— i) ^ — i il est égal à
rt, h^... désignant les facteurs premiers communs à ri et ri' . On con-
(72) clul immédiatement de cette règle la valeur du polynôme premier membre de l'équation du multiplicateur, quand on y fait ^ = o : en particulier, si /zest premier, il se réduit à
(M- if^M- ^"j ou (M-l-i)" (m- ^^,
suivant que n est de la forme 4/? -f- i ou 4/? + 3. Il est clair que le dernier terme de l'équation cherchée, étant indépendant de A, est égal
au produit de ces racines (— i) ^ -y
34. Nous avons vu (§ 30) qu'en remplaçant Ti par k' les racines de l'équation du multiplicateur restent les mêmes, ou ne font que changer de signe, suivant que n est de la forme [\p -\-\ ou l\p -\- 3. Les coefficients des diverses puissances de M, qui sont des polynômes entiers <p(^^), gardent donc la même valeur ou bien ne font que changer de signe. Dans le premier cas, on a
et dans le second cas
^(P) rzr _ Ç,(/f'2) -^ ^^^•?~ '^^"^'^ = [k'-k")'i^{k''k").
^[k'^k'^) étant un polynôme entier en k'^k"^» On conclut de là que, si n est de la forme 4/? + i> tous les coefficients sont des polynômes entiers en k'k'-^ et, si n est de la forme l\p + 3, les coefficients des puissances paires de M sont des polynômes entiers en Pk'"^, et ceux des puissances impaires sont des produits de polynômes de celte sorte
par k"^ — k'-. Il est un peu plus simple de prendre — pour inconnue. Faisons
et désignons pary^(x) ce que devient le polynôme premier membre de l'équation pour ^ = o. Ainsi, n étant premier, on a
f[oc) = {x — \)'\x — n) ou f{x) = [x-^\Y{x — n),
suivant que n est de la forme 4/? + i ou 4/> + 3.
(73) Il résulte des observations qui précèdent que, le degrés de la transformalion étant un nombre impair quelconque de la forme l\p -\- i^ l'équation peut s'écrire
J{x) 4- k'k'-x¥ikH'\ x) = o,
F(P/<;'^, x) étant un polynôme en k'^h''^ et x, dont les coefficients sont encore inconnus, et qui est au plus du degré v — 2 par rapport à x^ V désignant le nombre des transformations de degré n.
Si n est de la forme l\p + 3, séparons dans l'équation les termes qui contiennent k"^ — k!^ en facteur, et qui sont tous de degré impair par rapport à jr, de ceux de degré pair et qui ne sont pas multipliés par P — k'- ; elle pourra s'écrire
+ (F - k^)k''k'^x Y, [k''k'\ x^) = o. Or
et comme, pour ^ = o, le premier membre de l'équation se réduit
kf\x), on a
et par suite ^
f(- x) = -^x^) -hx^tix"").
L'équation cherchée peut donc se mettre sous la forme
^'/(^) ■+■ ^Vi- ^) + k-k'^x^Fik^'k'^x'')
-{-{k^-k'^)k^k"'xY,{kn'\x') = o,
¥(k^k'-^ x^), F,(P^-, x^) étant des polynômes dont les coefficients sont encore inconnus.
34. Nous allons examiner successivement les deux cas dont nous venons de parler. Soit, en premier lien, n^i (mod. 4); l'équation se met sous la forme
J. II
( 74 ) On change A: en -5 et en même temps x en '-r\ il vient
D'après la propriété établie au § 29, les racines de cette nouvelle
équation sont les diverses valeurs de — > et par suite elles sont toutes
nulles, quand on suppose ^=0. Il résulte de là qu'en ramenant le coefficient du premier terme de l'équation précédente à être l'unité, ce qui se fait en multipliant par k^, tous les termes, à l'exception du premier, doivent disparaître pour k -- o. Soit donc
(Ao -h A,P^'2 + k^k'k" -\- ...^ kHk''n'-"')xs un terme de F(A^^'^, x); l'équation (i) contient un terme
__ I^Ao -h A, -^,- + . . . + A, S^*^ J ""' 5 il faut que, multiplié par k^^ il disparaisse pour k~ o. Cela exige que
ou bien
donc, dans f'(PX:'^, x)^ le terme de degré le plus élevé est du degré V— 6; son coefficient est une constante, et il en est de même pour les trois termes qui suivent; puis de quatre en quatre les degrés des coefficients par rapport à k"^ k'^ augmentent d'une unité. On peut donc poser
¥[P k"", x) - kx"-^ -h Bjc^-' 4- Cx"-^ -f- Dx^-«
-I- (A'-f- k\kn'^)x'-'' + (B' + b;F^'2)x^-'' -h....
Nous avons à faire ici une remarque tout à fait analogue à celle qui s'est présentée dans la formation de l'équation modulaire (§26) : nous nous servirons des notations déjà employées. A une décomposition
de n en deux facteurs n' et n" correspondent des valeurs de — en
nombre p : dans le voisinage de ^ = o, elles sont développables en
(75) séries convergentes ordonnées suivant les puissances croissantes de ^, et en se bornant au premier terme on a
«" — I n" — n' Si-iit II
Cela posé, considérons l'équation (i), qui admet pour racines les
diverses valeurs de — > et ramenons son premier terme à avoir pour
coefficient l'unité, en se rappelant les notations du § 26; nous pouvons énoncer les résultats suivants :
1° Le produit des premiers termes des n racines de degré - par rapport à k donne le terme de degré le moins élevé en k^ et qui ne peut se réduire avec aucun autre dans le coefficient de x^~" . Ce terme est - 4"-' k,
2" En multipliant 4"~' ^ par les premiei*s termes des /?, racines de
degré ^j on obtient le terme de degré le moins élevé en k^ et qui ne
peut se réduire avec aucun autre dans le coefficient de x'~^~^^. Ce terme est, au signe près,
3** Ce nouveau produit, multiplié par les premiers termes des /^a racines de degré -}•, donne le terme de degré le moins élevé dans le coefficient de x^-^~p~P'^, On trouve ainsi, abstraction faite du signe,
4 "' "' nP^nP^k "^^
Appliquons cette remarque à la transformation du cinquième ordre. L'équation qui a pour racines les diverses valeurs de — est la suivante :
{x — lY" (j: — 5) + kk^k'^x = o;.
en changeant k en v et a? en -r pour avoir l'équation dont les racines
sont les valeurs de — > il vient M
{x — k]^ {pc — Sk) -V- k {k- — i) lix ~ o.
On a donc A — 4\ et l'équation aux inverses du multiplicateur peut s'écrire
[x — lyix— 5) + ^ibÇik^k"^ X ~ o.
35. On peut aller un peu plus loin. Reprenons l'équalion (i) pour laquelle ^ = —5 et considérons pour fixer les idées les/?2 racines de degré -# : réduites à leurs premiers termes, elles sont données par la formule
Divisons les racines par ^"2, en posant
X = Xo k^ :
pour ^= o la nouvelle équation a n +/?< racines infinies, p^ -+-p^ -f- . . . + 1 racines nulles, et /^a racines comprises dans la formule
L'équation (1) ayant été préparée de manière que le coefficient de
son premier terme soit l'unité, supprimons, après la substitution de
'Il XoA«j à la place de x, le f;icteur
iv — n—p,) — k "'
et faisons A = o dans le résultat, les n H- pt premiers coefficients, et les p3 -^ Pa -^'---i- i derniers doivent être nuls; et, en laissant de côté les racines nulles, il reste une équation du degré /Jo en x^, dans laquelle le coefficient de la plus haute puissance de x^ est donné, et dont les racines sont connues a priori: ce sont celles de l'équation V^ix) = o
Il II I
du § 27, multipliées par le facteur constant (— i) ^ n^h "" • La comparaison des deux polynômes fait connaître les valeurs de quelques-uns des coefficients intermédiaires de l'équation cherchée.
36. Nous avons «à faire des remarques analogues lorsque «eeee3 (raod. 4); l'équation aux inverses du multiplicateur se met alors sous
la forme
k"'J\x) + k''f{—x) H- k^h'^x''F{kH'\ x^)
H- (A-2 - k''')kn'''xF^ {Pk'\ ^2) = o. Remarquons d'abord q\ief{x) ne confient pas de terme de degré v ~ i .
On sait, en effet, que pour ^ = o les valeurs de tj sont (-- i) ^ n\ chacune étant prise autant de fois qu'il y a d'unités dans le nombre //" ( I — -) ( I — t) •••» ci^ b,... désignant les facteurs premiers com-
muns à n' et n". Leur somme est donc égale à l'expression
dans laquelle le signe 2 se rapporte à toutes les décompositions possibles de n en deux facteurs. Or on a
car, d étant un diviseur de n moindre que sa racine carrée, et posant
n = dû, les décompositions s'accouplent deux à deux de la façon
suivante :
Dans les deux cas le facteur ( i — -| (i — t)"- est le même, tandis
que (— i) ^ et(— i) ^ sont de signes contraires, puisque le produit d^ est de la forme lip + 3. Il suit de là que la partie de la somme considérée qui se rapporte à ces deux décompositions est nulle; la somme elle-même est donc dans le même cas. Il suffit maintenant de se rap-
{ 78 ) peler que l'équation fi^oc) = o donne les valeurs de — pour ^ = o, et
l'on conclut de ce qui précède c\\itj(x) ne contient pas de terme de degré v — j .
Gela posé, changeons dans l'équation aux inverses du multiplicateur ^ en -r et j: en -> il vient
Cette nouvelle équation a pour racines les valeurs de — ? qui sont
toutes nulles, quand on suppose A: = o. Il faut donc qu'en multipliant par /l^ le polynôme précédent, et faisant ^ = o dans le résultat, tous les termes disparaissent à l'exception du premier. Or cela exige que dans F{k^k'^, x^) le terme de degré le plus élevé soit du degré v — 8; son coefficient est indépendant de k^k'\ et il en est de même pour le terme suivant. Puis de deux en deux les degrés des coefficients par rapport à k^k'^ augmentent d'une unité. Le polynôme F,(F^'% x^) est dans le même cas. On peut donc poser
F{k^k'\ x^) = kx^-'-i-Bx^-'^+ik'-h \\k^k'^)x''-''
-^{B'-hB\k^k'^)x''-*''-h..., ¥,{k'k'\ x^) == Cx^-*+ Dx^-^"-l- (C'+ C\k^k")x'-'' -^(D'+D\k^k'''}x''-'*-i-....
En particulier, pour « — 3, ces deux polynômes manquent complètement, et l'équation demandée est
k"{x 4- i)^ (x - 3) -}- F (x - i)Hx --h 3) = o;
pour w = 7 les deux polynômes se réduisent à leurs premiers termes, et l'équation se présente sous la forme
k'^(x-hiy{x - 7) -4- ^2 (^ _ ,)T(^ +7)4- kk'k"x'
-\-C{k'-k"')kH'''x=:o.
On peut encore ici, comme dans le cas précédent, déterminer immédia-
( 79) lement un ou plusieurs des coefficients, suivant que « est premier ou ne l'est pas, en faisant usage des premiers termes des développements
en séries des valeurs de — • Nous ne reviendrons pas sur cette considé-
ration qui a déjà été développée. Par exemple, pour tz = 7, on trouve ainsi C = — 2'^; il n'y a donc plus que le seul coefficient A qui soit inconnu.
37. Il nous reste à indiquer brièvement comment, dans chaque cas particulier, il est possible de calculer les coefficients que les considérations précédentes ne donnent pas. Sohnke a indiqué deux méthodes qui peuvent être employées dans le cas actuel. Rappelons que les valeurs de M sont données par la formule
posons ^ =: e'^"; il faut développer en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de q les valeurs de M. Or on a
On en conclut
Voici maintenant en quoi consiste la première méthode. Soit
M^+ C,M^-' + C2M^-2-f- . . . = o l'équation du multiplicateur; on prend une des racines, et il y aura
avantage à choisir la suivante :
n Ôo,o(o, «w) '
on la substitue dans l'équation précédente, et en même temps on remplace A;^ et k'^ par leurs développements en séries. Puis, ordonnant le résultat suivant les puissances croissantes de q^ on égide à zéro les coefficients des puissances successives : on obtient ainsi des équations linéaires entre les coefficients cherchés. Il faudra pousser le développement en série assez loin pour avoir un nombre suffisant d'équations.
38. La seconde méthode prend pour point de départ les relations qui existent entre les coefficients d'une équation et les sommes des puissances semblables des racines. En représentant par S^ la somme des puissances/?'^'"" du multiplicateur, on aura
S2 -f- Cf S, -y- 2C2 ^= o,
Sg -f- Ci S2 + C2S, 4- 3 C3 = 0.
On remplace dans ces équations S,, S2, Ss,.-*» I^^i k'^ parleurs développements en séries, et, après avoir ordonné le résultat de la substitution suivant les puissances croissantes de q, on égale à zéro les coefficients des différents termes. On obtient ainsi des équations du premier degré par rapport aux coefficients que l'on cherche. De cette manière les coefficients qui entrent dans C^ G2, C3,... sont déterminés séparément.
Nous allons appliquer cette méthode à la transformation du septième ordre. L'équation qu'il s'agit de former peut s'écrire (§ 36)
En faisant x = t-,t i\ vient
7M«-h (A'2-_F) (48 - 2<*A2A'-jM' -+-(140- A^'^A'^) M^-+- . . . =0;
il n'est pas nécessaire de prendre les termes du degré supérieur au pre-
(8, ) mier par rapporl à q; on a donc
k^ — i6q -i- . . , k'^=^ i — i6q -h..., et par suite
Co = 20 a 4- . . . .
D'un autre côté, en faisant usage des résultats donnés (§ 37), on trouve
S» == (^ -7 + 7- 7»49- ••) (14-47 + •••)==- y + y679. So = ( — -+- 7 — 7 . r 3 1 20çr . . . j ( I + 8 ry -}- . . . )
•=yr-(7-i3i2o- — iij,y + ....
On substitue dans l'équation
Sa -h C, S, 4- 2C2 = o ;
les termes indépendants de q se détruisent, et, en égalant à zéro le coefficient de ^, il vient
d'où l'on conclut
L'équation demandée est donc
A'%r-hi)'(^-7)4-/l=^(^-i)'(a: + 7)~A'"'A'»[2i 2''x»H-7"(A»-A'-).r]=o.
J. . la
39. Une observation importante doit ici trouver sa place. En représentant les fonctions Q comme nous le faisons maintenant, nous avons (§ 15) l'équation
s = 'Lzl / m + m' w
2 Oi.o '2S 9 W
et, d'autre part (§ 18),
"-* '' m -h m' ai
2 0,,,['2,s JW
_ //2 -f- fJl M
Dans cette dernière formule, p,' est l'un quelconque des entiers inférieurs à n et premiers avec n^ irio est un nombre fixe premier avec //' et satisfaisant à la condition
njf) = p,«' -h i6t,
dans laquelle fJi est un entier. Cela posé, définissons sJM par l'équation
m -h /Il «
rrr __ \ n J y-j- sin co am 4 *ct
._ m -h m M _i Go,, ( 2J 5 &)
(83) nous aurons
On voit donc qu'à une même combinaison n\ n", t correspondent en général deux valeurs de \Jm égales et de signesxontraires suivant que
le symbole ( — ] représente +1 on — i. Cette circonstance montre
qu'il n'y a pas lieu de chercher, dans le cas général, une équation dont les racines soient les valeurs de y/M ; mais, lorsque le degré n de la transformation est un carré, on a, pour toutes les valeurs de |j.',
et, par conséquent, à une combinaison «', n'\ t correspond une valeur de y/M toujours la même, quel que soit celui des ^[n) systèmes correspondants de nombres 772, 772' que l'on choisisse. On peut donc répéter les explications données au § 21 et prouver l'existence d'une équation de degré v, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de P, admettant comme racines les diverses valeurs de \/M.
40. Nous allons indiquer brièvement le moyen de former cette équation. Remarquons d'abord que, n étant un carré, nous avons
Si n' est un carré, il en est de même de tî^', et il vient
Supposons maintenant que n' ne soit pas un carré; n' et n" ont alors des facteurs premiers communs. Désignons-les par a, b, c, . . . , et posons
v' et v" étant premiers entre eux, et par conséquent des carrés. On sait qu'on doit prendre pour t tous les entiers inférieurs à n" et non divisibles par a, bf c,. . . ; leur nombre est
Distinguons maintenant, parmi les facteurs a^ b, c,. . . , ceux dont les exposants sont impairs, et, pour fixer les idées, supposons qu'ils se réduisent à deux, a et b-, nous avons
i«"-4- l6A _ /y.7i"H-i6r\ n j \ ah }
et, comme rf est divisible par at\.b tX. que i6 est un carré, il vient
Nous avons donc
y/M \ab) ^ e,,o(o, w)
Il est actuellement facile de voir que, parmi les/? symboles f-r)» il
y. en a la moitié égaux à -+- i et l'autre moitié égaux à*— i. En effet, désignons par t un quelconque des entiers inférieurs à abc. . . et premiers avec ce produit; t peut recevoir [a — i) (6 — i)(c — i)... valeurs, et les nombres t se partagent en [a — i){b — i) {c — i)... progressions arithmétiques, dont la raison est abc..., contenant chacune a""*'"* èP-P'-< c^~t^'-*...x v" termes, et ayant respectivement pour premiers termes les diverses valeurs de r. Or tous les termes d'une
même progression font prendre au symbole i—r] la même valeur; il suffit donc de s'assurer que les entiers t, pour lesquels ( -^ J = h- r , sont
en même nombre que ceux qui donnent (-t) = — r; mais on sait
que chacun des entiers t est défini par un des (a — i){b — i){c — i)... systèmes de congruences
T^tf, (mod. a), x^^b^ (mod. ^), x^c, (mod. c), ...,
( 85 ) fl, étant l'un des nombres i, 2,..., a— i; b^ l'un des nombres i, 2,..., b — i; c, l'un des nombres i, 2,..., c — i,.--? 6*» d'après cela, en se rappelant que, parmi les nombres «,, il y a autant de résidus quadratiques de a que de non-résidus, qu'il en est de même des nombres b, à l'égard de Z?, on voit immédiatement que les entiers t satisfont à la condition énoncée, et que par conséquent il en est de même pour les nombres t.
On conclut de ces observations les valeurs de-=: quand on suppose
A = o : par exemple, si tz = 9, il y a neuf valeurs égales à l'unité, une égale à 3, et deux autres qui sont ± / v^3.
41. Posons jc = -p= et soit F(.r, P) = o l'équation demandée, dont
les racines sont les valeurs de -=•, elle jouit des deux propriétés suivantes :
I. Si l'on change k en-r^ V équation F( jr, — ] = o, à laquelle on parvient, a pour racines les diverses valeurs de — — .
II. Si l'on change k en k\ l'équation F(x, k'^) = 0 conserve les mêmes racines.
On peut les démontrer de la même manière que les théorèmes correspondants relatifs à l'équation du multiplicateur.
Comm.e M ne peut être ni nul, ni infini pour aucune valeur finie de k, en supposant le coefficient de la plus haute puissance de x égal à l'unité dans l'équation F(x, k^) = o, le dernier terme est indépendant de k, et tous les autres coefficients sont des polynômes en tiers en P. Ils demeurent invariables quand on change k^ en k'^, et par conséquent ils ne dépendent que du produit k^k'^. De plus, pour k = o, les valeurs de jc sont connues, et par suite il est facile de former le polynôme /(j:), auquel se réduit F(:r,P) quand on suppose k nul. D'après cela, l'équation cherchée peut se mettre sous la forme
f{x)-{-k'k'^xV{k'k'%x) = o,
F [k}k'^ ^ x) étant un polynôme en k'^k"^ et x^ dont les coefficients sont encore inconnus. Par exemple, pour n = 9, on a
Afin de déterminer d'une manière plus précise la forme de F (k^ k'^jx), changeons k en -et x en "if = '—', les racines de la nouvelle équation
sont les diverses valeurs de -p::^» et, par suite, elles sont toutes nulles
pour ^ = o. D'après cela, multiplions par 11}^ le polynôme précédent; en faisant u = o, tous les termes doivent disparaître, à l'exception du premier. Soit donc
(Ao + A^k^k'^ -hk^k'k" -t-...H- A^k^'^'k'"'^') x^ un terme de F(PA'^, x); l'équation (i) contient le terme
Il faut que, multiplié par u^^ , il disparaisse pour m — o; cela exige que
ou bien
Donc, dans F (A^^'^, .r), le terme de degré le plus élevé est du degré V — 10*, son coefficient est une constante, et il en est de même pour les sept termes suivants, puis de huit en huit les degrés des coefficients par rapport à k'^k"^ augmentent d'une unité. Par exemple, pour w = 9, l'équation prend la forme
{x^^ ^?>)(x ~ 3) (a?- \Y +kH'''x{A,x''^A^x-^A^) = o,
Ao, A,, A2 étant des constantes.
(8?) 42. On peut toujours déterminer a priori quelques-uns des coefficients. A une décomposition de n en deux facteurs n' et n" corres-
pondent des valeurs de — en nombre /?; dans le voisinage de u = o,
elles sont développables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances croissantes de w, et eu se bornant au premier terme, on a
1 n" — n' txiTtt in'
= zi ^ 2 « ^ti'e " u
s étant égal à -f- i , s\ n' est un carré, et, dans le cas contraire, égal à ( -r ) 5 où a, b désignent les facteurs premiers de iil affectés d'exposants impairs (§40). Cela posé, considérons l'équation qui admet pour
racines les diverses valeurs de -=.5 et ramenons son premier terme à
avoir pour coefficient l'unité; en faisant usage des notations du § 26, nous pouvons énoncer les résultats suivants :
1° Le produit des premiers termes des n racines de degré - par rapport à vi^ donne le terme de degré le moins élevé en u et qui ne peut se réduire avec aucun autre dans le coefficient de x^"^ ; ce terme est — 2"~' iv^ . Ainsi, lorsque n = 9, on trouve Ao = 2^.
2° En multipliant 2"-* u^ par les premiers termes des />, racines de
degré -^5 on obtient le terme de degré le moins élevé en «% et qui ne
p^ut se réduire avec aucun autre dans le coefficient de x^~"~''k Ce terme est, au signe près.
Si 71 = 9, on doit poser 7i\ = 7i\ = 3, pt = 2, et l'on trouve Aj = 2" 3. Pour aller plus loin, la première chose à faire est de former une équation cp[a:) — o, de degré /?, dont les racines soient les p expressions
correspondant à une même décomposition 71 = n^Ti". Si ti' est un carré,
( 88) on a e= r, et la formation de f{œ) se fait sans difficulté. Dans le cas contraire, on doit, pour obtenir (p{jc), recourir à la théorie des équations binômes. Il n'est peut-être pas inutile de remarquer qu'il résulte de notre théorie que, l'équation cp{x) = o étant formée, si l'on mul-
tiplie ses racines par le facteur / ^ 2 "" ^n\ les coefficients de la nouvelle équation sont rationnels.
Soit, par exemple, « = 9; on a
et par suite
jc ~ e ^ ) \jc -i- e "^ j = x' -{- /\/3.r — i ,
On multiplie les racines par /\/3; il vient
Montrons encore, sur un cas plus compliqué, comment il est possible d'obtenir ^(jc). Prenons « = 3^ 5^^ et n' = n" = i5. On sait que
e "" représente les racines primitives de l'équation jc*'^ — i = o, et, d'après Dirichlet, les deux équations
2JC* — a:^ — liX^ — JC -h 2 — i>Jï5{a.^ — ^) = o, 2jr' — jc^ — ^x^ — X -h 2 -h i\li5{œ^ — x) = o
ont respectivement pour racines les expressions e '^ pour lesquelles On change x eu ~ x dans le second polynôme, et l'on a
f{x) = [2X^ — ^X^ -\- 2 — /Vl5(x' — -^)]^— (^^ ■+■ Xy,
en formant le produit des deux expressions. 11 n'y a plus qu'à multiplier les racines par le facteur — i\/i5.
*) Forlesungen ûber Zahlenthcorie,p. 365.
Cela posé, désignons, en général, par ^{jc) = o l'équation dont les racines sont les/? quantités
rt"— T n"—n' _ l^i-Kt
et reprenons l'équation qui donne les valeurs de -=■ divisons ses ra-
cines par u "", et faisons u = o dans le résultat. Parmi les racines de la nouvelle équation, les unes sont infinies, les autres nulles : supprimons-les, il reste un polynôme de degré/?, dans lequel le coefficient de la plus haute puissance de x est déjà connu, et qui, égalé à zéro, donne les mêmes racines que l'équation ^{x) = o.
La comparaison des deux expressions fait connaître immédiatement quelques-uns des coefficients de l'équation cherchée.
Appliquons cette méthode à la transformation du neuvième ordre; nous obtenons l'équation
Aq ^" 4- A , j: -f- A 2 = o.
Or
et, comme A^ = 2*, il vient
et l'équation demandée est la suivante :
Quapt aux coefficients que les explications précédentes ne donnent pas, on pourra les obtenir par l'une des deux méthodes exposées précédemment.
43. Parmi les équations qui se déduisent de celle du multiplicateur, il y en a une qui nous semble mériter une mention spéciale : nous
voulons parler de l'équation qui donne—? ou mieux, si le degré n J. i3
de ]a transformation est un carré, -^' Remarquons d'abord que les
valeurs de p et de sjM donnent
-^ = u" T\ sinam4*w = « TT „'// s* D'un autre côté nous avons (§ 17)
II' \ 2/'-i ' i-i . \(Sc
en posant a = e « ; de plus,
I — qy
"^3(o) = ^^sn^
et par suite
Mais nous avons aussi (§15)
L i II' \v
et, en multipliant ces deux dernières équations Tune par l'autre, il
(9- ) vient
«VaI \«/ \«/ \«' / ' 2-!- '"'
Il suit de là que, en changeant w en - dans la valeur de — =) on
obtient l'une des valeurs de — ^- Ces deux expressions qui se
transforment l'une dans l'autre appartiennent à la même décomposition de n en deux facteurs ri et «", mais non pas au même
nombre t\ si — = correspond au nombre t, l'expression — =? dans
laquelle elle se transforme, est relative kit. On a vu que, en mettant
j à la place de k dans l'équation qui donne — > on a une équation
dont les racines sont les valeurs de t^? et, de plus, on sait que le
changement de w en - revient à remplacer k par — ^- Il suit de là
que, en écrivant — =- au lieu de k dans l'équation F(jc, P) = o qui
donne — » on en forme une nouvelle dont les racines sont les v valeurs M
Il est clair que, si le degré n de la transformation est un carré, on se servira de l'équation F(x, ^^) = o, dans laquelle x désigne -L, et, en
y remplaçant k par ^— -=r- ou plutôt k'^k'^ par ^ (l ~ '^) ' °" ^"^^
celle qui admet pour racines les diverses valeurs de — -=.' En apoli-
quant ce résultat à la transformation du neuvième ordre, on trouve l'équation
(a;=^ + 3) (a; - 3) (x - i)» - i6 (l ~ /tVx (^2 ~ 3a; -t- 3) = o.
44. Jacobi a énoncé, dans ses Notices sur les fonctions elliptiques (*), une propriété remarquable des racines de l'équation du multiplicateur, lorsque le degré n de la transformation est un nombre premier.
Des relations analogues se rencontrent quand n est un nombre impair quelconque. Nous allons le montrer, en nous limitant au cas dans lequel n est le carré d'un nombre premier p. Nous avons vu
que les valeurs de -=: sont alors les racines d'une équation de degré
p^ -h p, dont les coefficients sont des polynômes entiers par rapport à k^k'"^. Elles correspondent aux diverses décompositions de n en deux facteurs; nous les représentons de la manière suivante :
/y» 'W •»« or» "y 1 'y>(0 'K"(") 'y>(/'"~')
■^00» "^0) «^O '^a» •••> '*'p—\^ '*' > cA. , •••, «*-
On obtient la première en faisant
on a
Les />* qui suivent se trouvent en posant
on a
Enfin, les p — i dernières sont relatives aux hypothèses n' = n" =^ p, t = i, 1^..., p — j;
(*) Journal de Crelley t. III, p. 3o8.
(93) elles sont données par la formule
P— ' Oo,o |0, w H
Cela posé, q étant égal à e'^", on sait que
faisons
Ao5o,o(o, w) = Qo,o{o, p'^oi) = I + 2qP'-]-2q*P'-h.. , il vient
En désignant e p' par a, nous avons
et comme, / étant un nombre entier, on a nous poserons
H- 27^ +27^ -+■ 2qf^ -f-...,
^ pouvant recevoir les valeurs i, 2, 3,..., ^ • D'après cela, le coefficient de a*', dans la valeur de ûCt, est A^. Tl y a lieu de distinguer les valeurs de h divisibles par p; ce sont les suivantes :
p, ip, 3/?, ..., ^-^p, il vient
Ayp5o.o(o, w)= iqj'^ 2q^P-J^'-h iq^P-^^^' ^ 2q^^P-J^' -h ....
et l'on reconnaît sans peine que
Afl + Ap -\- A On "H • • • ~f~ An — I = I .
( 94 ) On conclut de là, en supposant d'abord t non divisible par p,
la sommation se rapportant à tous les entiers h non supérieurs
a et premiers avec p. Il est important de remarquer que le
nombre des coefficients A^ qui figurent dans cette expression est
précisément la moitié du nombre des racines x^ pour lesquelles t n'est pas divisible par/?. Ces racines elles-mêmes sont données par les équations
leur nombre est p[p — i), et elles se trouvent exprimées linéairement par d'autres quantités dont le nombre n'est que Zl^iZlli. La racine de l'unité a qui entre dans cette formule est égale, comme nous l'a-
vons dit, à e ^' .
Dans les expressions des autres racines ne figurent plus que les racines p'^'"" de l'unité. L'entier t étant divisible par /?, on le remplace par/?/, et il vient
ITT
Les nombres h qui se rencontrent dans la sommeN A^a''' se par-
JLUh
tagent en groupes, celui de rang g étant formé des entiers
ë^ P-§^ P-^S^ ^p-8^ • -, ^^P + ë^ ^-^P-ë^ ^~P Remarquons, en outre, que
(95) et en posant
nous obtenons
Il suit de là
^0 — I = Bj + Bo + . . . + B^, _ , ,
et en général
j?,^ — I = B, a + B2 «"* + .. -f- B/,_, a^ ^ ^ . Ainsi les p racines
peuvent s'exprimer linéairement à l'aide de quantités, qui dépendent elles-mêmes des — coefficients déjà introduits.
Il nous reste à considérer les /; — [ racines qui correspondent à la décomposition n' =^ n" = p. Nous avons
et par conséquent
00,0 (o> w + — j = I H- 2c/a -h 2{qay -h 2(^a)'*H- ...,
ou bien, en tenant. compte des notations dont nous nous sommes servi précédemment,
o, w H ]~ Oq.Jo, a) Ao4- A„a + A2„«*-h Aa^a^H-...
0,0 1 ^) ^ -I — — VQ.o \."> ^; I ■'»o^^ '^p
on en déduit
A ces p — i racines il faut joindre la première
•^cc ^-^ p • 01
et, en se rappelant que
A 0 + Ap H— A 2p ~1~ ■ ' • ~\~ Jy-p — i ^^= ' i
on voit que les p racines
sont des fonctions linéaires d'autres quantités dont le nombre est seulement ^- Ainsi, en résumé, dans les expressions des p"^ + p racines,
ne figurent en dehors des racines de l'unité que — quantités , dont
elles sont des fonctions linéaires.
45. Il n'est peut-être pas inutile d'observer que, au point de vue où nous nous plaçons ici, les^'^ + z? valeurs de oc se partagent en trois groupes. Le premier en contient p^ — p : ce sont les racines jCt pour lesquelles t n'est pas divisible par /;. Les deux autres en renferment chacun p, savoir
d'une part, et d'autre part
Ajoutons que ces deux derniers groupes s'échangent entre eux, quand
on remplace w par Nous le reconnaîtrons sans peine en partant
de l'expression suivante de.r (§ 39) :
•^ AA / m-hm'oi \ , / m -+- m' oi
(97) On se rappelle que les entiers 772, m' sont liés à n\ 72", t par les relations
m' = pin',
m = iLn" -h i6^p/,
ix' étant premier avec n'\ et ^i devant être choisi de telle sorte que m et II' n'aient aucun facteur commun. De plus, on a vu (§ 13) que l'expression jn -h m' oi qui entre dans la valeur de x peut être remplacée parcelles qui s'en déduisent, en la multipliant par les entiers inférieurs à «et premiers avec/i, le résultat étant pris suivant le module n. Rappelons encore la propriété établie (§30) : quand on change w en ,
la nouvelle valeur de x se déduit de l'ancienne, en y remplaçant
772 4- 772' w par — 77z'-t- /ntk), et multipliant le résultat par e 4 .Dans
— ITC
le cas actuel, n étant un carré, on a e 4 = i .
Cela posé, il est facile de s'assurer que les deux groupes dont nous parlons s'échangent entre eux. Remarquons d'abord queXoo devient jTo et vice versa ; car, pour ces deux racines, les valeurs de m-\-m'oi sont respectivement i et w ; et, d'après ce que nous venons de dire pour
effectuer le changement de œ en , nous devons mettre, à la place
de I et co, 0) et — i, qui font prendre à jc les valeurs or^ et JCao . Considérons maintenant les deux racines x^^, x'^^'^i pour la première
h 772' 0) = i6ip -h w, et pour la seconde
Faisant le changement de w en 5 nous devons meltre à la place de
ces deux expressions
— i-hi6i/7w, — p + i6t' (ù]
et, puisque i6t' et i6t sont premiers avec /?, il est permis de prendre
16^'— 256<<'/7w, i6tp — 256u'w, J. 14
au lieu de — i -{- iGtpo), — p-+- i6^'co, ef, en déterminant t et i'par la
condition
256 if -S- — I (mod p-),
nous voyons que Xtp et .rf/ s'échangent l'une dans l'autre.
4-6. Il est facile de reconnaître comment les racines du premier groupe
s'échangent les unes dans les autres, quand on remplace w par
Aux deux valeurs XfGt Xii correspondent respectivement
m H- 7w'œ = i6^ -h w et m h- /n'co = i6^'-H «.
On doit mettre à la place de ces deux quantités
il n'y a donc qu'à déterminer t et t' ^ de telle sorte que
2^Ç)U'z:^-^— \ (mod. /?"),
pour que x^ et x^ s'échangent l'un dans l'autre.
Distinguons maintenant deux cas. Si ^ se 3 (mod, 4)? on ne peut
avoir / = <', et par conséquent, quand on remplace w par » ce
sont nécessairement deux racines distinctes qui s'échangent l'une dans
l'autre. De là on conclut que, pour w = /, c'est-à-dire /[^ = A'^ = -,
toutes les racines deviennent égales deux à deux. Nous vérifierons ce fait pour la transformation du neuvième ordre. Soit, en second lieu, /)EEi£i (mod. 4); comme ~ i est résidu quadratique de/;^, il y a deux valeurs de t pour lesquelles if ~ <'; ce sont celles qui satisfont à la congruence
(i6/)---- I (mod. /î^).
Désignons-les par t^ et t^ : eu faisant w = /, les deux derniers groupes se composent des mêmes racines; quant à celles du premier groupe, elles sont deux à deux égales, à l'exception de x^^ et Xt^^ dont il est facile de déterminer la valeur.
Posons, comme cela est permis.
( 99 ) a el /3 étant entiers, et par suile
Faisons, pour abréger,
et déterminons c et d de telle sorte que
ad ~ bc = i; nous avons
{ac -h bdf -h {ad — bc )- = p^{c- h- d^)^
et par conséquent
[ac + bdyEE^—i [mod. p^).
On voit sans peine que c et d peuvent être choisis de manière qu'il soit permis d'écrire
i6tt = ac -\- bdj 16/2 = — {^c + bd).
Remplaçant i6/, et 16^2 P^r ces valeurs dans les expressions de Xt^ et jTf , il vient
/ i -{- ac -h bd\ „ / i — ac — bd
Or
^ ' -, Xt —
''' ôo,o(o, /■) '■' »o,o(0, I
-\-ac-\-hd c -h di i — {ac~\-bd) c — df
p^ a-hbi^ p' — a+é/'
on en conclut
di
_ ^ a -{-bi ,
Xt. — z } r\ ï «^ /„ — ■
/ c—di\ \ — a + 01 I
Nous nous servons maintenant de la formule de M. Hermite, rappelée au § 29. Dans le cas actuel,
a = V ----- p.0 r= Vo = o, 0 — I ,
et, en faisant
( lOO )
nous trouvons
J— ih(a -h bi] J~ ibi— a -\- hi]
les radicaux devant être pris avec un signe tel, que leurs parties réelles soient positives. Cette condition exige que nous posions
s^ — i{a -\- hi) — e 4 (a + 2/3/), s] — i[— a -\- bi)— e 4 (2/3 -h a/). D'un autre côté, en faisant
h^ étant impair, on a (*), si h est pair, et, si h est impair,
On obtient donc, si h est pair,
(*) Journal de M. Liouville, p. 29; i858.
ce qui peut s'écrire
en posant
£.2 = e On déduit de là
^0+isEO, «è„H-iE^o (mod. 4)»
^o-f-iEEEO, fl^o + iEEsa (mod. 4)?
^0 -h 1^=2, fl^o + iEEso (mod. 4)î
^0 + 1^2, «^o-r-iEES2 (mod. 4)1
et l'on vérifie ainsi que .r^p jc^, sont des quantités imaginaires conjuguées.
Si h est impair, on a
(2|3 -ha/),
ou bien
£,, êa ayant les mêmes valeurs que tout à l'heure, et l'on vérifie encore que Xt^f Xf^ sont des quantités imaginaires conjuguées.
47. L'équation du multiplicateur, pour la transformation de degré w, n étant premier et ^ i (mod. 4)> donne lieu à des remarques analo-
gues. En faisant jr = — , les valeurs de x sont
l'indice 16^ étant pris suivant le module «. En changeant w en 1
x^ et Xo s'échangent entre elles; il en est de même de Xf^t et ar,6^', les nombres t et t' étant liés par la relation
a56<^'EE^ — I (mod. n).
11 suit de là que, pour w = /, les racines deviennent égales deux à deux, à l'exception de x^6f, et x^6f^, t, et t^ étant les racines de la congrnence
[iGtY'EE^ — i (mod. «).
Le calcul de x,^^^ et x^^t^ pour w = / est facile. Posons
a étant impair et b pair ; déterminons les entiers c et cl de telle sorte que
nd — bc — I ,
nous avons
'{ac -h bdy^i^ — 1 (mod. 7î),
et, par suite, il est permis de faire
i6/, =: ac -h bd, 16/. = — iac -\- bd), d'où il suit, comme nous l'avons vu plus haut,
^, / c -{- di\ ^, / r — Hi
ou bien
9o%(o,0 ' -^or, - 9,»„(o,/j
— i6(<2 + è/) _ — ib [ — a-^bi]
ffj
( io3 ) Faisons
^0 étant impair, nous aurons, dans tons les cas,
En substituant, il vient, après quelques réductions faciles,
^.6., = (--t)' [n-i-hî), x,e,^ = (-i) ' [a~bi). Supposons, par exemple, n = 5, on a
el par suite
Xo = I H- 2i\ .r. — I — 2/;
l'équation relative au cas actuel est (§ 34)
{jc — \Y {a: — 5) 4- 256k- k'jc = o.
En faisant k- = k'- = -» nous trouvons
(jT — 1/ (x — 5) + 64^: = [{jo — i)- + 4] {«■^"" — 4*^ — i)'-
Deux des racines sont égales à i dz 2 /", et les quatre autres sont égales deux à deux.
48. Nous terminerons ce travail en appliquant à l'équation du multiplicateur relative à la transformation du neuvième ordre les résultats qui précèdent. Cette équation est la suivante :
Ses racines correspondent aux différentes décompositions de 9 en
( ïo4 )
deux facteurs. Faisons
Nous avons t = Oy et, d'après ce qui a été dit au § 11, nous pouvons poser
donc
* — * sinam-i^ —
^ _ 3 Qo.o(o^9") _ TT
"^ 60.0(0, w) Al
4^K j = isincoam - —
Nous avons ^=0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8; il est permis de poser
i6fK-+- /K'
donc
5o,o(o, — 1 ) ^-* sinam4-y ^
'^ 60,0(0, w) Ai . , i6rK -f- /K'
^ ' .v = isincoam4*
Nous avons t — i, a; de plus,
et par suite
/,\ 6u,o-o, wH — ~) *-* sinam4*
, i6tK-h3iK' j==ismcoam4* -
Les relations entre les racines se présentent dans le cas actuel sous une forme très-simple. Conformément aux notations employées précédemment, nous devons poser
Ao^0.o(o,Co) = I + 29''+ 2^'-'-'+ 27«'» -+-...,
■{9-hhy
de plus,
Aa ôo,o (O, CO) = 2^9 + 279""' ■ H- 299
h étant l'un des nombres i, 2, 3, 4; en particulier,
et l'on a
Aq + A3 1 .
nous avons
Considérons d'abord les six racines ûCi pour lesquelles t n'est pas divisible par 3; en posant
= x\.,a 4- Aga* H- A4a\ = A, «- H- Aaa* H- A4a% = A, a^ -f- Aa»^ H- A^a, = A, a^ + Aja^ 4- A4a% = A,a' + A2a 4- A4 a*, = A,a* 4- Aa»^ 4- A^a^
et nous en concluons im
nédiatement ces relations très-simples
jr^ — i = a,^[jCt — i),
cx.^(x, — l),
Xç
Le second groupe de racines se compose de oc^^ x^^ x^ avons
JTa — I = (A, + Aa 4- A4) a',
nous
et par suite
^3 — I = a'(jr, ~ i), x^ — \ = cf.\x^ - 1).
( -06 ) Erjfin le dernier groupe contient les trois racines j"^, .x^'\ jc'-^ : on trouve
et, en tenant compte de ce que
il vient
ce qni donne
Ao + A3 = I,
jc^ 1 =^ 2A0 A3,
.r'*' ~ ! = (2A0 — >3)a'', jc^^^ _ 1 — ( 2 A 0 — A3 ) «%
Telles sont les relations qui existent entre les racines. En remarquant que a' est une racine cubique de l'unité, on voit que (a* — i)' n'a que quatre valeurs, et par conséquent doit être racine d'une équation du quatrième degré. Effectivement, l'équation considérée peut s'écrire
^ [{œ - ly - 8](x - if H- 2'k'k'' [{x ~ l)^ + l] =r o, et en posant
il vient
2'(z - 2) + AU-'2(4.z + i) = o.
Les valeurs de z sont
Y^{jc^ — iy\ ^(Xo— i)% 7-(x, — i)*, 7-(jr2— ij';
( 107 ) désignons-les par
Jes invariants sont
1 = i2kH'\
J= ~ ik'h'^ii -f-4P>t'V.
On en conclut, pour la valeur du discriminant,
r-i'jP= - io8k*k"{k''— k'-)';
il est nul pour /.^ = k'^ = -•, on trouve, dans ce cas,
4z'(z — i) + /|2 + I = (ai= — iz — i)-,
et, par suite, les racines deviennent égales deux à deux, comme nous l'avions reconnu a priori.
Outre cette valeur du module k^=z-i qui correspond à « = /, il
est naturel de considérer celle que l'on obtient en prenant u racine de l'équation
on a alors
ou bien k'^k'- = î : cette valeur de k^ permet la multiplication complexe. L'équation devient
l'une des racines est z = — i, et les trois autres dépendent de l'équation
Ajoutons enfin qu'on peut prendre pour réduite l'équation
/^6' -lô -f- J=r:0,
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