Sur les fonctions de Mathieu associées
Robert Campbell
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
TOME "LE PARC ES ie a RS
Nom du Candidat Prénoms :
(éventuellement): À Nom de jeune fille :
Date de la soutenance :-
Numéro d'ordre : |
CAMPBELL (Robert). — Sur les fonctions de Mathieu associées. — Paris, Imp. Gauthier-Villars, 1951.
In-40, 36 pages, avec figures.
Th. Sc. Math. Paris, 1949. Série A 2302, Ne 3173.
CAMPBELL (Robert).— Sur les fonctions de Mathieu associées. — Paris, Imp. Gauthier-Villars, 1951.
In-8°, 36 pages, avec figures.
Th. Sc. Math. Paris, 1949. Série A 2302. Ne 3173,
CAMPBELL
Robert
CAMPBELL (Robert). — Sur les
fonctions de Mathieu associées. —
Paris, Imp. Gauthier-Villars, 1951.
.In-40, 36 pages, avec figures.
Th. Sc, Math. Paris, 1949, Série À 2302. Ne 3173,
CAMPBELL (Robert). — Sur les fonctions de Mathieu associées. — Paris, Imp. Gauthier-Villars, 1951.
In-80, 36 pages, avec figures.
Th. $c. Math. Paris, 1949. Série À 2302. No 3173.
L. BLARINGHEM
COTIULTANT. Eee
E. DARMoIs......
POCHE: ÉCMIAT Re
PAUTHENIER......
De BROGLIE......
JOB een rides
HACESPILE NE 24.
BAUGIER . =...
MER CGDRIR EE 227
VEANON TAN en.
Jacques BourcART
ANUBEU PE ab Mne JoLioT-CURIE.
PLANTEFOL CABANNES........
GRASSÉ 0, PREVOSPH AN UE BOULIGAND.......
Doyen..,,..,.,,.,..s...sssssrsss PROFESSEURS Botanique. CHAUDRON......:.
Analyse supérieure et Algèbre | WYART......,... supérieure. : TEISSIER./..,-...e Théorie des fonctions et Topo- | MANGENOT., ...... logie. PANUGER ee Géographie physique et Géologie dynamique. j MONNIER. ........
Enseignement de Physique. PIVRTEAU M.
Physiologie comparée. M RocaRD ee Mécanique des fluides et appli- RENDUE To cations. Q : SCHAEFFER. .. ...
Géologie. LAFFITTE Chimie générale. Fu Pris Calcul des probabilités et Phy- Rs re sique mathématique.
Chimie organique. COULOMB,/A ET Mécanique physique et expé- Me Cousin RE NEC rimentale. CHRÉTIEN...
Electrotechnique générale, DRACH....... ...
Théories physiques. KASILER se Chimie générale. CESTEER NE Anatomie et Histologie comparées. EPHRUSSI ........
Physiologie végétale. WURMSER.........
Géométrie supérieure. BAUER :
Mécanique rationnelle. RIVIERE ILE Chimie minérale. GAUTHERET.......
Physiologie générale. PUCAS ARR Eee Technique Aéronautique. Max MORAND.....
Physique (P.C.B.). ARNULRS Ce n02 Hautes températures. AMTHOMASES 2e Mécanique analytique et Méca- | SOLEILLET........ nique céleste. F'ORMER ER EEE Physique théorique et Physique céleste. DANJON.= 7 _ Théories chimiques. FROMAGEOT.......
Calcul différentiel et Calcul | Laporte... ..... intégral, Géologie structurale et Géo- | jAxpr. | logie appliquée. Do RARE us TP D More Analyse et mesures chimiques. Mathématiques générales. Queney..........
Géographie physique et Géologie dynamique. CGATLIEN 2... Sas Chimie biologique. EICHORN bites PER Physique générale et Radio- | DE CUGNAG. ..... activité. DANAE Eee ee Botanique. Mlle CAUCHOIS....
Recherches physiques. ERPLLIER 1.0 Evolution des êtres organisés. | AUDUBERT,.......
Chimie organique.
T Application de l’Analyse à la
Géométrie
MSeCrÉtAire, 2 Te de
LEIDES
PONGIN REP NLAEE
M. J, CABANNES
Chimie,
Minéralogie.
Zoologie.
Biologie végétale.
Physique quantique et relativité.
Physiologie générale.
Géologie.
Physique.
Calcul différentiel.
Physiologie des fonctions.
Chimie (P.C.B.).
Calcul des probabilités et Physique mathématique.
Physique du Globe.
Biologie animale (P.C.B.).
Chimie (P.C.B.).
Zoologie.
Physique. :
Arithmétique -et nombres.
Génétique.
Biologie physico-chimique.
Chimie-Physique.
Géologie (P.C.B.)
Biologie végétale (P.C.B.).
Physique.
Physique.
Optique appliquée.
Evolution des êtres organisés.
Physique.
Mécanique expérimentale des fluides.
Astronomie.
Chimie biologique.
Physique générale et Radioactivité.
Mathématiques générales.
Biologie maritime.
Météorologie et atmosphérique.
Biologie animale (P.C. B.).
Biologie végétale {P.C.B.).
Biologie végétale (P.C.B.).
Physique (P.C.B.).
Chimique-Physique.
Physique du Globe.
Elcctrochimie.
Génétique.
Mécanique des fluides.
théorie des
dynamique
T Mécanique appliquée.
Cu. Monnier.
AVERTISSEMENT
L'origine de cette étude est la résolution du problème de la vibration d’une plaque circulaire plane, posé en 1945 par M. Jacques Brillouin pour le centre d’acoustique technique et dont l’énoncé m'avait été communiqué par M. Pérès. |
Ce sont essentiellement'les travaux des savants écossais qui m'ont guidé, ainsi que les célèbres mémoires du regretté mathématicien anglais Lindsay Ince.
J’adresse ici.mes sentiments les plus reconnaissants à M. Pérès pour l'assiduité empressée et bienveillante avec laquelle il a toujours suivi mes recherches et pour toutes les remarques dont il à su faire profiter ma rédaction. Je remercie également M. Pierre Humbert pour toutes les indications el les résultats qu’il m'a si aimablement communiqués dans ce domaine où sa compétence n’est plus à rappeler.
J’exprime enfin toute ma gratitude à M. H. Villat pour son obligeance à présider le Jury de cette thèse, et à M. Georges Darmois qui s’y adjoint et non sans m'avoir abondamment gratifié, et depuis si longtemps, de ses excellents conseils.
INTRODUCTION
L'objet de ce travail est l'étude des solutions périodiques d’une équation qui se rencontre en Physique mathématique et qui se réduit à l’équation de Mathieu pour des valeurs particulières des paramètres. Le résultat le plus intéressant est la mise en lumière de solutions que l’on peut nommer de forme finie, en entendant par là que les séries de fonctions simples qui les représentent se _ réduisent à des sommes d’un nombre fini de termes, et que l’équation caracté- - ristique (ou des valeurs propres) est algébrique, ce qui n’arrive jamais pour l'équation de Mathieu elle-même.
On avait déjà observé un phénomène semblable pour l’équation de Lamé
V'+ [A+ n(n +iyl snx]y = 0
et pour l’équation dite de Hill à trois termes, quelquefois appelée de Whittaker
J'+ [a+ bcos2x + ccos4x]y = 0,
qui toutes deux généralisent l’équation de Mathieu et admettent des solutions de forme finie.
L'existence de solutions finies de.ce genre pour l’équation-de Mathieu associée étudiée ici
J'— 2vtgxy +(a+k?sin?x)y = 0
n’avait pas été mise en évidence jusqu'alors parce que personne, semble-t-il, n’avail songé à choisir l’élément de série qui se prête le mieux aux calculs et à la discussion de cette équation, et qui est le polynome de Gegenbauer C;(sinx).
Ce choix, qui d’ailleurs est le plus simple et le plus logique, a l’avantage de réduire à trois termes les relations de récurrence entre les coefficients A de la série solution ZA/C’(sinx) et permet aussitôt, par là-même, de mettre en évidence les solutions de forme finie.
L’étude d’un cas particulier simple et courant constitue le premier Chapitre. Les deuxième et troisième Chapitres traitent du cas général et discutent de
l'existence des solutions de forme finie et de la décomposition de l'équation caractéristique.
On sait qu’on utilise aussi, pour étudier les fonctions de Mathieu, des développements en séries, non de fonctions trigonométriques, mais de fonctions de Bessel. On a donc cherché ici aussi, pour ces fonctions dites associées, si un développement analogue n’était pas possible. Le calcul l’a fourni facilement et l’on a pu découvrir la raison profonde de son existence dans une correspondance algébrique étudiée par Sonine (dans son célèbre Mémoire sur les fonctions de Bessel) et qu’il nomme corrélation. Gette correspondance jette la lumière sur des résultats curieux trouvés déjà pour les fonctions de Mathieu ordinaires et pose la question de savoir si ce parallélisme des deux développements, l’un en séries de fonctions sphériques, l’autre en série de fonctions du cylindre circulaire, n’a pas une signification géométrique simple, et s’il ne caractérise pas toute une famille de fonctions. N’existerait-il pas, par exemple, pour les fonctions de Lamé ou de Hill à trois termes, qui présentent des particularités analogues, de tels développements parallèles ? C’est un problème qu’il serait intéressant de résoudre.
En résumé, l'étude de cette équation qui, plus générale que celle de Mathieu, ‘admet des solutions plus particulières (puisque de forme finie) constitue un exemple de ces cas généraux, qui, selon l’expression de M. René Garnier, apparaissent néanmoins Comme « plus particuliers encore que leurs cas particuliers ».
SUR UN PROBLÈME DE VALEURS PROPRES
Dans un grand nombre de problèmes de Physique et même de Chimie (diffraction, vibration d’un haut-parleur circulaire, problème des deux centres en théorie des quanta, questions relatives à la molécule d'hydrogène), on a besoin d’écrire l’équation des ondes (1) dans un espace où les surfaces coordonnées sont des quadriques homofocales de révolution. On peut choisir comme système de telles quadriques soit le faisceau composé d’ellipsoïdes allongés et d’hyperboloïdes
. à deux nappes, soit celui qui comprend les ellipsoïdes aplatis et les hyperboloïdes réglés. À cause des applications à l’acoustique qui nous intéressent particulièrement, nous avons choisi ici le deuxième système, celui qui contient
! un ellipsoïde infiniment aplati (qu’on pourra au besoin assimiler à un disque
plan).
Mise en équation du problème. — L’espace étant rapporté à ce système de quadriques æ = fchn cos£ cosy, y = fchncos£é sine, 2 = fshnsiné.
(*) Pour la théorie générale de cette équation, voir le Traité d'Analyse de Riemann (RIEMANN- Weser, Die partiellen Differential Gleichungen der Mathematischen Physik, t. I, Braunschweig, 1912).
s'écrit, après le changement de variables (1) dans le Laplacien
pu) F2 É —COS?E
ŒPAUp © 20p op SPL TRRRRES (SE + ro mi Lee )+ RE TAE ]=-#r.
Traitons d’abord le problème dans le cas le plus simple, celui où les ondes sont
| à symétrie cylindrique, c’est-à-dire où p est indépendant de o
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+thn< + Æ2f2sh?np = o.
- Si l’on s'intéresse alors, comme dans les problèmes de potentiel, aux solutions del équation (2) qui sont à la forme dite à variables séparées : p = U(E) V(n), - l'équation (2), où les dérivées cessent d’être partielles, s'écrit, Qi division par p
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de la forme
2 F2 cin? ; av 2 ; 5 tgE£ dE + k2f? sin | —- dE rate + Æ2f? sh? =
Fonction F,(E seul) + Fonction F:.(n seul) = 0.
Elle n’est possible, puisque £ et sont indépendants, que si ces deux fonctions séparément sont des constantes, a et b, telles que a + b—o, c’est-à-dire si les
. deux équations
?U 9€ 4U -2 f2 sin? —_ Æ 7 te E de +( a+/kf?sin PS ar dv
+thn RoEnArs EU AA )IAE0
sont satisfaites. On passe d’ailleurs de (3) à (3') en changeant U en Vet£ en#n. On pourra donc se contenter d’étudier (3). L’équation (3) sera dite équation modifiée de l'équation (3) par analogie avec un langage, consacré par l'usage
aujourd’hui, relatif à l'équation de Bessel.
Le problème consiste maintenant à intégrer l’équation (3) ou du moins à en
calculer les solutions, et en particulier à dégager celles de ces solutions qui
- conviennent à la question posée. Or, on voit tout de suite que la fonction p(æ, y, z) doit être donnée sans ambiguïté lorsque x, y, s, le sont; ou encore que P(E, n) doit être invariante quand £ augmente de 27. Donc, seules nous
- intéressent les intégrales de (3) qui sont des fonctions de période 27 de £. Il n’est
| pas sûr qu'elles existent pour toute valeur de la constante a. La question qui se
- soulève ici est donc
: « Existe-t-il une manière de choisir a pour que (3) possède
des intégrales de période 27 ? ».
C'est là un problème de recherche des valeurs propres où caractéristiques d'une équation différentielle. Poincaré le pose dans son Ouvrage : Les nouvelles méthodes de la Mécanique céleste (t. I) pour l'équation très générale dite
de Hill
A(æx) étant une fonction périodique (2x) de x. Avec précision, on écrit A(x) sous la forme a—2q4(x); L(æ) étant continue partout, deux fois dérivable, et telle que son maximum et son minimum soient tous deux égaux à 1 en valeur absolue. [ M. Léon Brillouin dans un article récent (!) a étudié l’équation de Hill dans un cas plus général et avec des méthodes toutes différentes du procédé habituel qui consiste à supposer A(x) fourni par son développement de Fourier]. C’est à propos de ce problème que se sont introduits les déterminants infinis. Dans le cas général, il est très compliqué. | Le cas le plus simple qui puisse se présenter est le cas où A(x) est réduit à un
premier terme de son développement trigonométrique, l’équation est alors celle que Mathieu étudia en 1868 dans son Mémoire sur la vibration d’une membrane plane elliptique
Y'+(p —2q cos2æ&)y = 0, qu’on peut écrire aussi
J'+(a+ k2f?sin?x)y = 0.
Elle ressemble, en plus simple, à l’équation (3). Les valeurs caractéristiques a— a(k?f?) de l’équation de Mathieu ont fait l’objet de multiples recherches, principalement de la part des mathématiciens anglais; mais il faut citer en France outre les travaux de Poincaré, l’étude récente de M. Vladimir Baranov dans sa Thèse (2?) (Montpellier, 1941) qui y applique le calcul matriciel. Les méthodes appliquées à l'équation de Mathieu ont toutes ceci de commun, qu’elles supposent la solution cherchée (de période 27 en x) développée en série de Fourier de x, et qu’elles recherchent la condition d’existence d’un tel développement.
On est ramené à étudier un système d’équations où les inconnues sont les coefficients, en nombre infini bien entendu. Les travaux les plus poussés qui ont été accomplis dans ce sens sont dus à Lindsay Ince, qui a construit des tables de valeurs de a en fonction de la constante physique donnée k°? f?; et dessiné les courbes correspondantes dans le plan des (a, k? f?); la réussite de la méthode est due à ce que les équations successives sont à trois termes seulement. (C'est ce même fait qui est également à la base de la réussite de M. Baranov.)
On peut donc chercher à appliquer à l'équation (3), qui est celle de notre problème, la méme méthode en posant a priori son intégrale périodique cherchée U(E) sous forme de série de Fourier.
Étude de l’équation (3). — Toutefois faut-il tout de suite remarquer que cette équation (3) n’est pas du type de Hill puisqu'elle contient un terme du premier ordre, et que, même si l’on fait disparaître celui-ci, le coefficient de y contient
sin?£
Néanmoins la méthode qui consiste à déterminer le développement de Fourier a permis à Lindsay [nce de mettre en évidence des solutions périodiques et entières en £. Mais les relations de récurrence qu’il obtenait entre les coefficients
alors un terme en et ne demeure pas fini.
(1) Quarterly applied of Math., juillet 1948, p. 167. (?) Contribution à l’étude des fonctions de Mathieu normées, 1941.
COS — D
4 étaient à quatre termes, ce qui ne lui a pas permis de généraliser la méthode de . calcul qui avait si bien réussi pour l'équation de Mathieu. L'objet du présent » travail est de proposer une méthode qui renonce à la série de Fourier mais remédie à l'inconvénient précédent.
- paramètres a et Æ?, des intégrales pour lesquelles la singularité £ — + . + AT . n’est qu’apparente.
Pour s’en rendre compte, posons sin£ = 5, l'équation (3) s’écrit alors
dU dU + 27%
Dis
et elle admet pour points singuliers les points (— 1) et (+1). Étudions-la dans le cas très simple où # est nul. Au voisinage du point singulier 3 —1, on peut chercher une solution de la forme (sis—i1+t):
Lu.
U=t'+ ct + col, + cn
On l’obtient aussitôt par les condilions : r — 0 (racine double) et
o(n +1) Cns+[a(n +1) — a]c, = 0,
où l’on voit immédiatement que, si a est choisi égal à n(n<+1), n étant entier, la solution est un polynome [qui n'est autre, par rapport à z, que le polynome _ P,(z) de Legendre |.
Si l’on cherche pour la même équation une solution au voisinage du point
3=—1, on obtient un polynome, en —1+ 2 à la même condition, et qui est;
- en 3, le même polynome de Legendre. Dans ce cas simple, on constate donc que la relation a — n(n +1) fait disparaître à la fois dans la solution correspondante, la singularité 3 —1 et la singularité 2 — —1.
Cherchons si un résultat analogue peut être obtenu lorsque k n’est pas nul (c’est-à-dire : peut-on choisir a en fonction de Æ pour que les singularités 1 et —1 puissent disparaître simullanément).
La méthode de Fuchs permet là aussi de trouver deux intégrales de l’équation au voisinage de la singularité régulière 3 —<+1; soient si (1— 2) —4t
O2) =r-CNR ee ECC) LES F(i—z)=1+B(Æ)Lt+d(Æ)t+...+ da(k)it +...
[avec 2.02; (|1—z|Z<2)],
puisque la racine de la déterminante est double. F, peut s’écrire encore sous la forme F, ft+ G(t), G étant une série entière. Au voisinage de z2——1, on obtient de même deux autres solutions F,(1 + 2) et F,(1+ 2), (avec [1+z|Zo), (l'équation ne changeant pas lorsqu'on y remplace 3 par — 3). L’équation étant linéaire, ces quatre solutions sont elles-mêmes liées linéairement ; donc
{ Fi(i—z)=aFi(i+z)+8F:(+z),
“+ l FiGi—z)=YyF1(i+z)+ÔFi(i+z).
Tout d’abord remarquons que l’équation (3) admet pour certaines valeurs des
PASSANTE PT eee PM SN Pete SONAT RE 2 7 | ë AE POSE PTT OM ES A
En changeant le signe et en répétant les substitutions, ces relations deviennent
Fii—z3)= (a+ f8y)Fi(i—z)+f(a+0)F2(1—2), F:G—z)= y(a+8)F;(1—z)+(8y +)F2(1— 2), ce qui exige
soit” &æ — à, B="0, Y 107 a? = 1;
La première hypothèse est impossible comme le montre Poole (1), car elle met en évidence deux solutions indépendantes entières paires (ou impaires), ce qui n’est pas possible. Donc, la substitution (S) s’écrit
Fi(i—z)=aF;(i+z)+f6F:(1+ 3),
Fit z)—aFo(1+2).
Il suffit alors de prendre 8 — 0, « — +1 pour obtenir légalité
Fu z) ER +z) taie 20),
impliquant qu’il existe une solution paire ou impaire en z et n’ayant pas de singularité à distance finie, c’est-à-dire entière.
«, que Poincaré appelle invariant dans la substitution (S), se calcule en fonction des coefficients c,(k?) et d,(k?) des développements de F, et F, et la condition pour qu’une telle fonction existe s’exprime par l’équation œ(a, k?)— +, ou B(a, k?)— 0.
Nous avons développé plus longuement ailleurs ees considérations et leurs applications (?).
Notre objet est ici de déterminer par des procédés plus rapides la solution entière mise en évidence et les valeurs propres qui lui donnent naissance.
Développement de la solution périodique entière de (3). — La méthode employée suivra d’assez près celle qui réussit pour les fonctions de Mathieu. Or, lorsqu'on étudie les valeurs propres (ou caractéristiques) de l'équation de Mathieu, on commence par envisager le cas très simple où # est nul et où l’équation devenue
J'+ay =0 est celle, banale, du mouvement oscillatoire ordinaire, d’intégrale générale
y = CG cos Var + Cs sin Va.
Les solutions de période 27 n'existent donc que si ÿ/a est entier et c’est suffisant. Les valeurs caractéristiques sont donc a — N° et forment une infinité dénombrable. Chacune d'elles donne naissance à une intégrale paire cos Nx et à une impaire sinNzx.
(°) Voir Poote, Proc. London Math. Soc., mars 1921; voir aussi INC, Ordinary differential equations (Dover, 1944, p. 356).
(?) Voir C. R. Acad. Sci., t. 224, 1947, p. 1322; et Bull. Soc. Math. France, t. 71, 1949, p. t.
développée en série de forme
DES cosNz + BysinNæ),
c'est-à-dire sous forme d’une série où chaque élément précisément est une des intégrales qui avarent lieu dans le cas où k était nul. boue l'équation (3) envisageons le même cas où kf — 0; (3) s’écrit alors
æU J de BZ dE + aU = 0,
qui se ramène à l’équation de Legendre en prenant pour variable sin£. Cette
équation admet donc comme intégrale entière et de période 27 un « polynome de Legendre » à condition que & égale non plus N, mais N(N +1) (N entier). Cette intégrale est alors Py(sin£).
Pour passer au cas général (où k = 0) nous allons donc poser la solution développée sous forme d’une série où chaque élément est une des intégrales
- qui avaient lieu dans le cas où k était nul, c’est-à-dire précisément un des
polynomes précédents (‘) Ux = A5Po(sin£) + A1P;(sin£)+...+ A;P,(sinE) +...
Cette série est au fond une série trigonométrique où se trouve réalisé un certain groupement des termes, groupement qui s'impose par le simple fait qu'il est 7 de soi quand Æ—o. Nous chercherons une intégrale qui se réduise à
Py(sin£) quand Af—o. On sait que Mathieu a appelé cex(x) l'intégrale périodique de son équation qui se réduit, pour # = o à cosNx.
Appelons par analogie pex(£) l'intégrale UX qui se réduit pour 4f—o Py(sin£). On aura donc
pex(E) = A+ ArP;(sinE) [avec pex(E) = Pr(sin£é) si £ = o].
Dans la suite, on supposera f — 1, ce qui ne restreint pas la généralité.
(:) Nous avons publié pour la première fois cette méthode, et les généralisations que nous en
donnons au Chapitre II, dans les C. R. Acad. Sci, t. 222, 1946, p. 269-271. En 1947, M. Bouwkamp
a publié dans le Journal of Mathematics and Physics une Note On spheroïdal wave functions of order zero où il utilise le même procédé à des fins de calcul numérique pour l'industrie, Note qui est elle-même le résumé de sa thèse écrite en langue hollandaise et soutenue à Groningen en 1941 mais demeurée sans diffusion (Diffraction through a circular aperture).
M. Bouwkamp signale dans sa bibliographie d’autres Mémoires sur des questions faisant intervenir l'équation précédente et dont certaines utilisent un procédé similaire, toujours à des fins numériques. Citons l’article de S. K. Cnaxravarty, Quantization under two centres of force, Part. I; The hydrogen molecule ion (Phil. Mag. t. 28, 1939, p. 423) (l’auteur utilise un développement en séries de polynomes de Legendre mais aboutit, à la suite d’un choix défavorable, à des relations de récurrence qui sont à cinq termes, ce qui rend le procédé moins avantageux même que celui de Ince), et celui de Baser et Hassé, The two centre problem in Wave mechanics (Proc. Cam. Phil. Soc. t. 31, 1935, p. 564), étude mathématiquement plus rigoureuse (elle se soucie par exemple de
la convergence des séries obtenues, où les éléments choisis sont des fonctions de Legendre associées). |
Pour étudier ensuite le cas général (où £f— 0), on suppose alors la solution
Pour calculer les A,, substituons cette expression dans (3). Il est commode de poser pour cela sin£ — :; (3) prend la forme
? dU dU AE GES au rl — (a+ k?2z)U = o.
Comme P,(:) est tel que (32—1)P;+223P;=r(r +1)P,,
on tire de là
Re MATE) ANS rte + TE pe Op |, 2r+1| 2r—1 L'ÉTÉ AT 0) 2r +3
la substitution donne immédiatement la relation suivante, qui a lieu effectivement entre 3 À, seulement, ce qui était le but visé ;
VE | r(r—1)A; 7 (RH 1)) AZ (r+1)(r+92)A; ( Co — = 2r+3f2r+1 ere]
Notons que les polynomes de Legendre étant des fonctions orthogonales, le développement ainsi obtenu rend les mêmes services et procure les mêmes commodités que celui en série trigonométrique. Comme pour les relations relatives aux coefficients de Fourier de l'équation de Mathieu, les indices sautent de deux en deux; il y a donc deux cas à distinguer :
1° r prend des valeurs paires. — Les relations en nombre infini, s’écrivent
Ay2Er s+ ArFr+ Ar2Gr2= 0,
nel ahoe eo oJe, eo olelé alole home ee es») ele 101 0 os 017
: ke? Te Cr en):
RU RE RATS Al EUR 27 HI DPF PAT fie ETS )
Rue (r+i)(r +2)
Si l’on divise par A, les termes de la dernière équation précédente, elle devient,
si æ- désigne le rapport
De là, le développement de «; (ou en général de &;) en fraction continue est immédiat, en partant de la deuxième équation du système. Ce système sera compatible si la valeur ainsi trouvée pour à, est la même que celle qu’on tire de la première équation. Cette condition est celle de l'existence des solutions
LES RE
pex(£) (*) car les fractions continues convergent [même rapidement (? )], réciproquement, si le système est compatible, ou pourra calculer les coefficients Ar à un facteur près.
Comme +, tend rapidement vers 2810 (*), si r tend vers l'infini et que |P,(sin£)| 7, la série converge. |
Condition d’existence de pex. — Cette condition qui est une équation transcendante entre les paramètres a et k s'écrit ainsi
DE) Das à cr É é 3 Po — re 4 an rat #1 Papi —
2 ki He LES r(r —1)Æt es Re RE 7 (r—2)(r +n@r—3)@r—1)(or +i) AT
°r prend les valeurs tmpaires. — Etude analogue. La condition entre a et k VAE à = s'écrit
1 I , da Us Us Uz Ho D 6) Er? (2 nn pos = 1] P9 p+1 NUE
où les w, et s, ont les mêmes valeurs.
Chacune de ces deux équations représente une courbe dans le plan des (æ= a, y—k?). Chacune des courbes se compose d’une infinité dénombrable de branches pour lesquelles, si X ne prend que des valeurs réelles, les points ‘r(r + 1) sont des points d’arrêt.
Ince (*), a indiqué, dans un cas analogue, comment construire ces courbes en calculant les coordonnées de leurs points. Les premières de celles-ci ont été construites également et les tables des valeurs caractéristiques établies pour quelques valeurs de Æ (k < 20).
Si l’on désigne par T(a, f?) — o l'équation transcendante qui détermine les valeurs propres (équation caractéristique) et qu’on construise la courbe qui la représente dans le plan des (a, £?), on obtient une infinité de branches, qui ressemblent à des demi-droites issues des points d’abscisses N(N +1) de l’axe des a, mais qui, pour X infiniment grand admettent des branches paraboliques, très voisines d’ailleurs de celles des fonctions de Mathieu ordinaires.
Au point d'arrêt [N(N +1), 0] d’une ce ces branches, l’intégrale entière en sin£ obtenue est un polynome de Legendre. Soit B, la branche de courbe issue de ce point. Chaque point M de cette branche By donne naissance à une intégrale entière pe,(£) développée sous la forme
pex(E)= Ao+Ÿ AP,(sinE).
(1) Cf. Ixcx, Proc. Royal Soc. of Edinburgh, 1925.
(2) Voir, par exemple, PerroN, Xettenbrüche.
(3) La démonstration est la même que pour les fonctions de Mathieu : voir, par exemple, Mac LAcHLAN, Theory of Mathieu functions, p. 37.
(“) Proc. Royal Soc. of Edinburgh, 1931-1932.
as AD
‘0 Tous les A, sont des fonctions de Æ qui se calculent de proche en proche par le : | système de récurrence précédent, et qui s’annulent pour Æ —o, sauf A, qui : devient égal à une constante numérique.
On démontre, comme dans le cas des fonctions de Mathieu, que deux fonctions pe, (£) et pe, (£) satisfont à des relations d’orthogonalité
HT [ pen(Epen(E) cost =
9%" étant nul si »#'=< n et non nul si r/— ». On peut donc normaliser ces fonctions, les A, étant définies à un facteur près. Il suffit de calculer
+T J peñ(e)cost &, qui vaut, par exemple si » est pair
RTS Y n Day net 1 A2.P2(sinE)cosE dE = N 2" à “he 27 3r( 4) ë Ë LISTE 0 0
quantité qui, pour que la fonction soit normalisée, devra être égale à 1. M. Humbert (!) avait introduit dans cette théorie non la fonction pea(£),
mais cle) — Vcosépen(E) qui est solution de l’équation de Mathieu associée où l’on a fait disparaître le terme du premier ordre. La relation d’orthogonalité est de ce fait un peu plus simple, le facteur cos£ ayant disparu, néanmoins nous avons préféré ici garder la fonction pe, qui a, sur la fonction de M. Humbert, l’avantage de ne pas comporter de singularités.
Intégrale générale de l’équation (3) pour les valeurs caractéristiques. — Si a et Æ? sont liés par l’une ou l’autre des relations (5) ou (5') on a une première intégrale pe,(£) qui est périodique. Il s’agit d’en avoir une autre, pour que léquation soit intégrée. Cette autre n’est pas périodique sans quoi on lPaurait trouvée. D'ailleurs, si on la cherche par la méthode élémentaire en posant
Un = Ur f œ vi Wx, on trouve sans difficulté
1 + sin UX= 2 LRU I— sinË
à Üx + W,
Ux étant pe,(£) la première intégrale et W, une autre fonction périodique, entière en sin£.
Cette intégrale L, se réduit d’ailleurs, quand X?— o, à la deuxième intégrale de l’équation de Legendre Q;{(sin£). Pour cette raison, nous proposerons de la désigner par ge, (£) et l’on cherchera selon le même processus à la développer en série des éléments Q,;(sin£).
(:) Proc. Edinburgh Math. Soc., 1921-1922.
Soit donc .
gente) = B,Q,(sinE)
ou
I I+sin JENVENENEE | Lise
— sin Ë
DE Fins ing) Ts, W,.
Or > B;P, est la première solution, donc B;,— A, à un facteur près. La deuxième = solution s’écrit donc
gex(E)=Ù Ar Q (sine).
Cette série converge absolument, comme l’autre, car d’une part
Ar a EL 72° de plus 1 ï | W..| =] PP PP re PAP | = D Logr, donc We le Intégration de l’équation (3) dite modifiée. — Les valeurs de a étant calculées
par l'équation caractéristique (5) ou (5'), il reste à intégrer l’équation modifiée.
Ses solutions seront désignées par pehx(n) et gehx(n).
Les développements de ces solutions en séries respectives de P,({shn) et Qy(ishn) sont immédiats et convergent comme le montrent aussilôt les expressions asymptotiques de P,(£shn) et Qx(£shn) (1).
CHAPITRE IL
Le problème d’acoustique précédent, envisagé dans le cas simple de la symétrie circulaire, nous a conduits à la considération de fonctions périodiques orthogonales etnormables. C’est à ces fonctions envisagées maintenant dans le cas général, que nous allons nous intéresser pour elles-mêmes, et en nous dégageant peu à peu de leur signification physique.
Revenons donc à l'équation des ondes V2p + k?p — 0, écrite dans le système de coordonnées précédent
0 chncCosE; 3 z —=-f shn sint;
(1) Voir par exemple, Hogson, Spherical Harmonics, p. 305.
cherchons-en cette fois des solutions à variables séparées en £ et 7, mais dépendant de », c’est-à-dire de La forme
p = U(E) V(n)cosme.
On suppose tout de suite que » estentier pour que les solutions présentent encore une signification physique simple. On obtient alors pour U et V des équations différentielles linéaires qu’on peut simplifier tout de suite de manière à faire
Lorie 26 . n
disparaître dans le coefficicient de U (ou de V)
qui revient à chercher tout de suite une solution de la rt p = cos"€ chn U(E) V(n)cosmo.
Les équations différentielles en UÜ et V s’écrivent alors
(Ep) De — (2m +1) SET + ( a + ke? sin? E)U = 0, diN
(Hr)
aV PPT rene +(—a+k shn) V =0o,
que nous appellerons dans la suite respectivement (E,) et (H,) pour rappeler que la première provient de l’équation du son sur un ellipsoïde plat et l’autre sur un hyperboloïde réglé.
Tout d’abord, remarquons que (E,) est l'équation que M. Humbert a appelée (à un changement de fonction très simple près) l’équation de Mathieu associée (parce qu'elle joue par rapport à l’équation de Mathieu ordinaire un rôle ana-: logue à celui de l'équation de Legendre associée par rapport à l'équation de Legendre).
Cherchons à l’étudier comme celle du Chapitre I. Pour cela, regardons ce qu’elle devient quand on fait À — 0. Elle s’écrit alors
= CRHIDEETE ENT EU [42
ee :
Gette équation, connue, est dite de Gegenbauer (!). Comme:celle de Legendre, elle admet des solutions polynomiales en sin£, si & est choisi égal à n(n + 2m +1).
NT
Ce sont des polynomes habituellement désignés par C, ”, et qui sont liés simplement, si m est entier, aux fonctions de Fee associées. Si lon pose comme Gegenbauer
mm + : —V, SIDE 2 un tel polynome s'écrit C° (2) = Roue Là RS 1). Na n(n—1)(n—2)(n—3) FT ESS $ T(v)F(n +1) I(RA+HV—I) 2? 1.2(Nn+V—1)(n+v—o2) 2#
(:) Wiener Sitzungsberichte, t. T0, 1874, p. 434-443; t. T5, 1837, p. 391-396; t. 97, 1888, p. 295- 316; t. 102, 1893, p. 242.
- Pour résoudre le problème des valeurs propres de l'équation, cherchons-en donc, comme au Chapitre I, une solution sous la forme de série de tels polynomes (où
nous remarquons que, puisque »? est supposé entier, v est pour l’instant toujours - égal à la moitié d’un impair)
DCE) = A0 CG) (siné) + AÉCY(sinE) +.:.-+ AVC sinE) +. Appelons ici peY(E) l'intégrale UX qui se réduit pour Æ — o à CX(sin£); on aura per (E, #)= Aÿ + Ÿ AY C}(sinE), ] avec cette condition que pextE, o)= ANCN(sinE) (AX facteur numérique).
Pour calculer les A}, on substitue donc cette expression dans (E,). On s'appuie sur les formules connues
CNT" C2) + Cut) — 223 (3) = CN(2);
NOX(Z)—2(N+vy—1)zCY ,(3)+(N +y—2)CX ,(3) =0.
Les premiers polynomes étant eux-mêmes liés par
=(v+nz0Ot= 2v(v +1) 0 + vC
et CY étant une constante qu’on peut prendre égale à r.
La deuxième relation appliquée deux fois, permet de tirer
I c Gi s 220= = [Rrse Os + Sr C++ Tr Oo |,
avec Ts =4(r+V)(T+v—i)(r+v—2), Ro (r+i)(r+v—t1)(r +2), Sr (r+1)(r+v—1)(r + 2v)+r(r + v 4) (r +29 —1),
To (r+2v—1)(r + y +I)(r +y—2).
La relation entre les A? s’écrit donc
LR ea ot lai
(6) fe rtr+aate |
; ; ; j Gers ë Notons que cette relation doit se réduire si y — - à la relation (4) trouvée au
PERTE
1° r prend des valeurs paires. — Les relations s’écrivent
rs TORDNE M [ententes
I 3 (1+vy) (2v +1) te (+1) (2v+3) Fe 2V(V+1) res 20H02) 7 1 ER ee n(n—1) d M none) Co vi) A (n+i)(n +2) n(n+2v—1) ee # + renceses En +V)(REvV— Tr) k?
(Rn+H2VY)(n+2V+I1)
408 AS ee ; MT er v EDR FN 0)
CR
| FRERES } 2(V +1) ee (2v +1) £t ae 4(V+H1)(v +2) u? Up Po: I 6 k2 a à] : 4 = 2 2 © À 1 — DRE p} | V+I lee re : è 2 avec T,-°R,4# ne , 7 XX r(r—2)(r+2v—2)(r +2v) Sy —+a A RE Ar TT r(r +2)
On forme de même l’équation si r prend les valeurs impaires.
Il y a lieu de discuter le système d'équations précédentes dont les coefficients ne sont pas toujours définis, ou peuvent donner lieu à des circonstances
particulières.
Discussion. — a. La relation fournissant z°C* en fonction linéaire de C* ,, C* T 7—2) F2?
duire puisque » est la moitié d’un impair.
. est toujours valable sauf si 7 + v peut être nul, ce qui, ici, ne peut se pro-
b. Reste à considérer si l’on peut toujours former l’équation caractéristique. Il
n’y a de difficulté que si certains coefficients deviennent nuls. |
Il peut arriver que le coefficient de A”,, soit nul, ce qui peut se faire si À—— 2y où —2y—1, C'est-à-dire si 2v est un entier négatif. Comme nous n’envisageons pas, pour l'instant le cas où y lui-même est entier, il n’y a lieu de se soucier que du
cas où » est la moitié d’un impair négatif.
Si P=— 2 (P entier impair).
La relation de récurrence en A_,, A, A*, se réduit à celle-ci P(P—:) (P+1)(P +2v) \ he pp Ar] pp
P(P+oy—:) Le POP) FPE NUE CU 72 Fe 5
anis A, El Œé à ANT Got ot te lc AU AE LS PA AE PTUED POELE ET CNT * pi "à Ma r 1
On peut y satisfaire de deux manières :
a. Ap—0. — Le coefficient de A,-, étant alors différent de zéro, on en déduit que Ap_, — 0; et comme deux coefficients consécutifs sont ainsi nuls, tous les pré-.
+ cédents le sont, donc, A,—A;—...—A,—0o.
La relation suivante s'écrit, puisque A, est nul, 2(P +3) I a—2(P +2) 245 D Se retire) Re (7) RS a te PE le RS (EM Een
et les autres s’écrivent ensuite normalement. Le système part donc d'ici et tous les coefficients précédents sont nuls. L’équa-
Aps n’a pas écrites) et en l’égalant à la valeur fournie par (5).
tion caractéristique s'écrit en tirant le rapport des équations suivantes (qu’ on
Elle est transcendante et la courbe se compose d’une infinité de branches issues des pote a nr —P) de l’axe des a(n >P). La solution correspondante
s'écrit Ya? C*. Étude analogue si P — — 2% — 1. p+2 b. A»: 0. — Dans ce cas, la relation pour nr — P s'écrit
P(P—:) I & | Pro meee tre
la première des équations du système ne contenant également que deux termes, la
Ap_>
condition de compatibilité du système s’obtient en annulant un déterminant Jint (ou par une équation à fraction continue finie). Cette condition étant réalisée, le système des équations suivantes (r > P) comprend une infinité d'équations et
détermine Ap,», Ap,:, -.. en fonction de À, choisi >< de o. La solution est donc
ici de la forme Dr C’, mais l'équation caractéristique est algébrique de
degré : — y.
Cette discussion met donc en évidence des cas où la courbe caractéristique se décompose en une infinité de branches transcendantes et en nombre fini de branches algébriques (correspondantaux plus petites valeurs de l'indice n des fonctions pe” obtenues). Ce cas n'arrive jamais pour les fonctions de Mathieu ordinaires.
. —— La première équation du système se réduit
Exemples. — TI. »—— à Aç(a—+k?) == 0;
1° A,— 0. — On écrit alors la deuxième, la troisième etc., on a une équation caractéristique avec une fraction continue infinie el une infinité de racines.
2° A,5<0. — Il faut alors a+ k?— 0.
Dans le plan des (a, k?, f) cette courbe est la deuxième D cUiee des axes des coordonnées.
En supposant À, ;< o pour obtenir le cas de l’équation algébrique, celle-ci s’écrit A 9)
(a+qg}+2a—g)=o,
équation d’une parabole de direction asymptotique parallèle à la deuxième bissectrice et passant par les points a—0, a ——2. (Comme g— #?, seuls sont à retenir les arcs g >> o de cette parabole.)
= 5 2 [TI. Prenons enfin y —— 5? nous avons une cubique (a+ q}+ ag —6q +ioa +2%a—8q = 0.
On vérifie que les trois branches de la cubique précédente sont paraboliques et admettent pour direction asymptotique commune celle de la deuxième bissectrice des axes (a, g).
Ce résultat est en accord avec celui qui a été établi par Ince (*) relativement aux branches infinies de l’équation caractéristique des fonctions de Mathieu. Le calcul de Ince se généralise facilement au cas où » est quelconque, mais fini (?).
Le résultat obtenu est alors celui-ci :
Si k est très grand, le développement asymptotique de la valeur propre de a s'écrit (pour une fonction pe»),
In
1 1 I a=— + (2m+i)k— r Los+ om enr AUS —Y | + o(p):
Le
Les courbes ont une direction asymptotique commune, celle de la deuxième bissectrice, elles n’ont pas d’asymptotes.
Convergences des solutions ainsi calculées. — De la relation (6), divisée
par A’, on tire
j s : AY [e—ren+et]+ef HA x er] =, OÙ pr ES
Ar hp Pro A .
Àr+2
On montre, comme dans le cas des fonctions de Mathieu, et de celles du Chapitre I, que ce rapport tend vers zéro quand 7: tend vers l'infini. (5) montre
alors que, pour # fini, #_2 n quand r -> , ce qui prouve que la convergence
(*) INGE, Proc. London Math. Soc., 1923.
(?) Si y est lui-même infiniment grand, on à à étudier les nappes de la surface caractéristique Voir C. R. Acad. Sci., 225, 1947, p. 371-373.
Ut ER
. de celte série est comparable à celle de la série 22, où p.vaut- = (dans le cas
4 tp DE Cryo(siné) CCE) |
- Pour l'étudier, repassons aux fonctions de Legendre,
où rest pair). Reste à considérer le rappport
À L1 p: ° s S y " = = CS FM s.
V 1 1 A7 Vite PS FE ®
Ge Le rapport = tend donc vers 1 pour r croissant indéfiniment et la série A’ C* con-
verge A comme la série AY (!).
Normalisation. — Ce procédé donne seulement les A’ à un facteur près. Pour déterminer ce facteur, nous ferons appel au fait que les fonctions ainsi définies - peuvent être normalisées, et doivent l’être pour être utilisables. On se sert pour
cela de la propriété connue de quasi-orthogonalité des polynomes de Gegenbauer
{. Cr(siné)Cr, (sin£)cos?VE dE — CAE
On en tire pour les fonctions pe’ , la propriété 1e PenK(E)Pen(E)cosvE dE = Ô;;,
ce qui permet d'écrire l’équation de normalisation sous la forme
T Ç T(n+2v) DR EAEVE) (+ v)l(n +1)
Intégrale générale pour les valeurs caractéristiques. — 1° On peut déjà calculer une deuxième intégrale de l'équation par la méthode d'Euler, comme on . le fait pour les fonctions de Mathieu ordinaires.
2° On peut encore procéder en cherchant la deuxième intégrale sous la forme y=uf +w,
[ étant la première solution pe à condition de choisir alors w pour que
u 1\28sIMmE ie ; AVES Le (V4 =; OUT NL CUS Le,
cos?£
w est fournie par la même équation que f, mais avec un deuxième membre qui est
Spor cosiT? Re)
(:) Hozson, Spherical Harmonics, p, 303.
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On peut alors faire le changement de fonction
D — cost VE X< À.
À L’équation qui fournit À est alors celle qui donne pe,,, ; (£), mais avec le deuxième
cer à membre FT -
3° Enfin, on peut utiliser un développement où chaque élément est une fonc-
tion H'(sin£) de Gegenbauer [fonction qui généralise la fonction Q,(sin£) de
Legendre au même titre que le polynome C* généralise le polynome P, 1.688
r fonctions sont peu utilisées, mais M. Humbert en a donné une expression plus
| simple que celle de Gegenbauer, dans son Mémoire (!). La convergence du
développement se démontre comme au Chapitre 1.
Intégration de l’équation modifiée. — On sait qu’il suffit de changer £ en in eta en — a pour passer de l’équation (E,) à (H,), dite modifiée. Les développements en série de polynomes C* deviennent donc des développements en série
x . : I de C(ishn). Pour n très grand on montre, comme dans le cas de y — - que le
rapport d’un terme au précédent tend vers zéro puisque
I VE T T(n +1) PA(rehn}l = e T(n +1) sh(n+ 2) ‘ i(s —m<) CSST D re — ——Z—Z- URL { r(n+;) Vchn
Remarque sur l'identité de certaines solutions. — Si l’on fait, dans l'équation (E,)
le changement U = cos X< 1, elle devient :
(E}) De fees O0 4 sims = 0, forme sans terme du premier ordre, où le coefficient de U montre que le changement de » en 1 —v ne modifie pas l’équation. Le changement y — cos'-2'E Y dans l'équation étudiée (E,) doit donc donner une équation du même type. C’est ce qu’on vérifie facilement. Pour préciser, si dans l’équation de Gegenbauer on fait le changement de fonction précédent, on obtient encore l'équation de Gegenbauer, à cela près que » y est remplacé par 1 — » et n par ñ + 2v—1.
Si l’on repasse à l'équation de Mathieu associée, on vérifie, et M. Humbert le signale dans son premier Mémoire, que
pen(E) = cost NEper sy (€),
cela montre qu’on obtient donc d’autres fonctions du type pe, mais qui viennent s'appliquer sur les précédentes en changeant v en 1 — ».
Les cas de décomposition des courbes caractéristiques signalés dans la discussion et qui ne se produisaient apparemment que pour » négatif peuvent donc se —_————
(*) Proc. Roy. Soc. Edinburgh, 1918.
produire aussi à l’occasion de » positif. Il suffit, de changer, dans les différents - cas particuliers déjà trouvés, » en 1—» et n en n + 2v— 1.
: 3 5 On vérifie sans peine que, par exemple, les cas v — ©, v — ?, y — 7 donnent 2 2 2
lieu aux mêmes décompositions (même droite, même conique, même cubique) - que ceux déjà trouvés ci-dessus.
Cas où m n’est plus entier. — On peut être amené à étudier l’équation précédente dans le cas où m n’est plus entier, de la même façon qu’on a à le faire pour les fonctions de Legendre associées. On ne suppose plus alors forcément que les - paramètres sont entier, ni même réels (!). L'étude générale sera abordée au - Chapitre II; ici, nous supposons encore x entier réel, parce que, dans ce cas,
l'équation de Gegenbauer en 4 admet encore, quel que soit v, une solution polynomiale C}(z), que l’on peut continuer à utiliser comme élément de série pour les solutions cherchées.
La méthode de recherche et de calcul de la solution est tout à fait la même. Quand il intervient une expression comme cos’£, on convient avec Ince (2) qu’elle désigne la branche principale de la fonction, c’est-à-dire celle qui est réelle et
positive pour — : NES
Ici, dans la discussion du système récurrent, aucun cas particulier n'apparaît et l’équation caractéristique ne comporte pas de décomposition. Elle est donc transcendante.
Reste toujours le cas où » est un entier négatif, qui sera traité complètement au Chapitre IIT. Remarquons ici seulement que la méthode présentée précédemment ne s’applique plus dans ce cas, car il est impossible de calculer z?C* en fonction linéaire des C? (le coefficient de 3?C7 s’annulant).
Ce cas exceptionnel n’est pas surprenant, si l’on se rappelle que les polynomes de (Gegenbauer sont les coefficients de A" dans le développement de (Q—2hz+h)
Il est clair que si » est un entier négatif, ce développement est fini etles C* sont tous nuls pour ñn >— 2».
Dans ce cas, le développement DEC, de pe’, s’il était valable, se réduirait à
un polynome. On vérifie qu’il n’en est rien.
- On peut d’ailleurs, pour » entier négatif et pour nñn > — 2v définir d’autres polylomes PY qui satisfont à l’équation, mais ne sont plus définissables par (i—2hz+h).
L'expression de ces polynomes est connue (voir ci-dessous) et ils vérifient naturellement la même équation de récurrence.On peut se demander s’ils ne seraient pas définissables à BAEUT d’une fonction génératrice autre que (1— 2h: + h?).
M. Pierre Humbert m’a communiqué à ce propos qu’il avait été lui-même conduit
àse poser cette question (au sujet des fonctions superharmoniques dans le plan).
(1) Hogson, Spherical Harmonics., p. 179.
(2) Inc, Proc. London. Math. Soc., 1923.
NE
Et il a constaté que les polynomes C* pour y > —92v pouvaient être définis à. partir de la fonction Am LEE )=Y Log(i—2hz+h?)
si l’on développe cette fonction sous la forme
DanPh(s) (H=y> 0)
et si l’on dérive par rapport à h, on obtient P PP ; Qu(1—92hz + MIA HUE Dhz 4h)
+o(hA—z3)(i—0hz+h? put Ÿ ni PE 2).
et en multipliant par 1—2h2z+/h?,
ou(h — 2) hrPÉ(2) +o(h—z2)(i—2h2+ hi =D eh PY(z).
Le deuxième terme étant un polynome de degré 2u—1 n’a pas. d'influence sur les termes en À de degré supérieur, En fait, pour r > 2u on obtient pour les P# une formule de récurrence qui est justement celle des CY(v —— y).
On peut donc les calculer de proche en proche, Sonine dans son article sur les fonctions de Bessel (!) donne d’ailleurs les expressions distinctes de ces deux catégories C? et PF de polynomes. C} a été écrit ci-dessus, et si n >> 2(1—»)
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Remarque sur certaines notations employées antérieurement. — Ce sont les solutions ce, (E)— cos" pe;(£), de l'équation (E}) que M. Humbert a appelées fonctions de Mathieu associées.
Si l’on fait » — o la relation de récurrence des pe* doit se réduire à celles des coefficients de Fourier de l’équation de Mathieu ordinaire. C’est ce qu’on vérifie de même facilement en remarquant que
C?(cosô)— = cos nr.
(Il importe de faire attention que l'équation caractéristique qu’on trouve par cette méthode n’est pas exactement celle que donne Ince, le 4 habituel de l’équation de Mathieu étant associé à — 2 g cos2Ë et non à A?sin?f comme ici.)
Par ailleurs, M. Pierre Humbert, qui considère les fonctions pe* développées en séries trigonométriques, ou en séries de fonctions de Mathieu ordinaires, désigne par ce;(£), la fonction qui se réduit pour » = o à ce,(E). Ici, nous dési-
(:) Math. Annalen., 1871, p. 1-78.
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gnons par la même notation la fonction qui se réduit pour k —o à C;(sin£). Ces définitions ne sont pas identiques, car si l’on fait tendre » vers zéro dans
Le I ; . . Ts $ ‘ « . EC C}(sin£) on trouve n COS AE (si n est pair) et zsinné (sin est impair). Mais cette
. distinction du début disparaît lorsqu'on a pratiqué les normalisations, car alors la
+ fonction de M. Humbert et la nôtre sont définies à des facteurs constants près, et
ces facteurs seront différents, selon qu’on norme la série trigonométrique ou la série des C, alors la valeur obtenue pour ce}(£) est toujours la même et telle que
J Lee æ=r,
ce qui rend d'accord toutes les définitions.
Définition des fonctions se,(£). — On voit sur sa forme même que l'équation ne change pas si l’on change » en 1—», c’est dire qu’associée à la solution
cen(E)= cos'E pe, (E), de valeur caractéristique À — A(k, »), existe une autre solution de l’équation, soit cem (E)= cos! VE per” (E), de valeur carattéristique À — A(k, 1 —»).
Si À — 0, A se réduit à (n +v}?, A à (nl + iv}. Supposons pe’, paire en sin£ [soit pe, (£)], son A, est de la forme (22 +V}+ Bon(v, A2), B;, étant une fonction entière de » et de k?. Si y tend vers zéro, l’équation [E}] tend vers celle de Mathieu et la fonction
en, (E) vers pes, (E)= Cesn(E) qui se trouve ainsi toute développée en séries de Pésn(s Pen (s
cos 2rË.
L'autre solution pei,(£) se trouve ainsi développée en séries de polynomes
Cy,(sin£) qui sont les polynomes solutions de l’équation
J'— 21gEy'+2r(2r +2)y = 0, d’où l’on déduit aussitôt que la fonction cos£C;, (sin£), elle, est solution de
La fonction cos£ pe! (£) n’est autre qu’une fonction de Mathieu ordinaire de type impair, Seor a (E).
On peut ainsi introduire une nouvelle notation qui généralise directement celle des fonctions de Mathieu ordinaires; Ince a posé
ce (E)= se}, 1(E).
Ainsi, lorsque K tend vers zéro, une fonction du type de Mathieu associée qui se réduit à une fonction se* s’appelle elle-même se’. Mais, en réalité, il n’y a pas ici de distinction radicale, comme pour les fonctions de Mathieu ordinaires, entre les fonctions de type ce* et celle de type se;. Cela tient à la présence du paramètre continu v qui réalise la jonction entre une famille et l’autre. Nous ne nous préoccu-
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perons donc pas à l'avenir des fonctions se} qu’on obtiendra elles-mêmes à parür | des pe à condition de donner à » loutes les valeurs.
Avec plus de précision encore, si nous faisons dans l'équation (E,) non normale, le changement de fonction y = cos!?"£ Y déjà utilisé précédemment, l’équation en Ÿ est de même forme, avec des constantes différentes : v est changé en 1 — », etn en n + 2v— 1 la quantité n(n + 2v) devient ainsi (n +1) (r + 2v—1).
Les solutions de l’équation de Mathieu associée dont le paramètre a se réduit, pour K? nul, à (n +1) (n+-2v—1), sont donc, d’après la définition ci-dessus du type qu’on a convenu d'appeler se;.
Remarque sur le paramètre n. — Sur l'équation normale, on voit que le paramètre » n'intervient que par l'expression (n + »)?: Cette quantité pourrait être prise comme nouveau paramètre (qui serait à certains égards peut-être plus commode). Cette remarque sera retrouvée et exploitée au Chapitre HIT.
D'autre part, le coefficient de y dans cette équation normale étant Are
Br k? sin?£.
sr
RHIN AE
Le changement de y en 1 —v, de n en —n —1 n’y modifie rien. Si l’on revient à la première forme (non normale), l’expression n(n + 2v) devient avec le changement précédent (7n + 1) (n + 2% —1).
Cela revient à dire que, quel que soit x entier, positif ou négatif, il y a toujours à l'équation de Gegenbauer une solution qui est un polynome, et:c’est ce qui nous importe pour le calcul des pey.
Comme nous donnons à y toutes les valeurs réelles, il n’y a pas d’inconvénient à supposer alors n positif.
Courbes caractéristiques. — Nous figurons l'allure des courbes caractéristiques dans le cas où v n’est pas loin de zéro, et où celles-ci sont voisines de celles de
—— nb. carac
des FMathieu se ce SE
…— nb. carac des ce 2 2 5 FM.assocrées | (v=€)
AN
Fig. 1
Mathieu. On a vu ci-dessus que, quel que soit » fini et réel, elles avaient comme direction asymptotique commune la deuxième bissectrice des axes; jamais d’asymptotes, mais des paraboles asymptotes.
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Pour terminer, rappelons qne les fonctions que nous avons dahs ce pardtraplie . appelées cé, sont celles de l’ellipsoïde plat; celles que M. Humbert avait désignées : par les mêmes lettres dns son Mémoire plusieurs fois cité étaient celles de - l’ellipsoïde long. On passe facilement d’une de ces fonctions à une autre , qui lui _ correspond soit sur l’ellipsoïde, soit sur l’hyperboloïde par des anale
: PHARE AE TX ; : É :
- simples (E enË+ - fenif,nenn+ =) Ces modifications ont déjà été maintes
fois signalées (cf. Mac Lacnzan, loc. cét.).
FONCTIONS D'INDICE QUELCONQUE RÉEL
| Nous avons défini et calculé au Chapitre précédent les solutions de l'équation de Mathieu associée qui se réduisent pour # —o aux polynomes de Gegenbauer C}.
La méthode employée consistait à développer ces fonctions en séries DAC et se basait sur le fait que les C> sont liés par des relations de récurrence homogènes
à trois termes.
Mais, l'équation de Gegenbauer admet encore, lorsque n n’est plus entier, des solutions liées encore par les mêmes formules de récurrence; ces solutions ne sont plus des polynomes. Par exemple l’une d’elles a pour expression (on remplace n par À pour rappeler qu’il n’est plus entier)
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Le contour (CG) étant celui qu’on emploie pour la définition des fonctions de Legendre associées, c’est-à-dire soit CG, soit Co.
Fig. 2. Fig. 3.
On obtient donc ainsi tout de suite deux solutions distinctes de l'équation (l’une correspond à la fonction P* de Legendre, l’ autre à Q").
La solution G} vérifie l'équation de Gegenbauer, où & vaut À(1 + 2v). Si l’on pose donc par définition
PA(E)= DA Gi p(SinE),
HET EE
les équations obtenues pour la détermination des A, sont les mêmes que pour À entier, à cela près que les relations de récurrence ne sont plus singulières pour les valeurs o et 1 de l’indice (puisque l'indice n’est pas entier). La sommation précédente est donc à effectuer ici de —c à +. chi
Si À est rationnel, soit … toutes les fonctions GŸ,,(sim£) admettant la période
257 en £, il en est de même de la fonction pe}(£). On peut donc la normer dans un intervalle d'amplitude 257.
_ Si dans l'expression de ces fonctions pe} (£), de période 257, on fait le change-
ment sin £ — z, on obtient des fonctions de z qui admettent les points — 1 et +1 comme singularités effectives. Avec précision une telle fonction reprend sa valeur primitive après 2s lacets entourant le segment - 1, +1. Par le procédé allégué au Chapitre I on pourrait déterminer là aussi la relation entre a et £ pour qu’une intégrale de l’équation de Mathieu associée soit de période 2sx en £. Nous avons également effectué ailleurs (!) ce calcul et donné aux solutions correspondantes
des formes intéressantes.
Nous ne développons ici que la méthode qui généralise immédiatement celle du Chapitre II. Nous convenons d'appeler encore équation caractéristique des fonctions de période 25sr la relation entre a et À qui donne naissance à ces fonctions. :
Cas de r quelconque. — Soit 7 — À, on posera
EDS ÿ y : \ pexts)= À hp Grp (Sin E );
ra
on aura d’ailleurs aussitôt une seconde intégrale
\ Q! Pas :
gei(E)= D A Ghep(SinE),
en prenant pour G dans l'intégrale définie ci-dessus, au lieu du contour C des fonctions P”', le contour C des Q”.
Les relations de récurrence entre les A*,, s’écrivent simplement en remplaçant
n par À + p, ou, à un changement de notation près, par À.
L’équation caractéristique s'écrit en portant ces deux valeurs dans la deuxième. Ces fractions continues sont convergentes (même étude que dans le cas simple de l’Introduction) Cette équation caractéristique s’écrit de facon compliquée. Écri-
vons-la seulement dans le cas simple où » — A (Les fonctions GŸ sont alors celles
(?) C. R. Acad. Sc., 224, 19/7, p. 1322; Voir aussi, Bull. Soc. Math. France, fasc. IL, 1948.
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_ de Legendre, c'est le cas du Chapitre 1, on a alors
(2À +1) 22 pe AOHDOR TS Des a + 5) 40 ay
rar)
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Revenons au cas général de v quelconque. Il y a lieu de faire une discussion du système comme au Chapitre IL. Tout d’abord si À + vest entrer, les relations n’ont pas de sens, nous réservons ce Cas.
Ensuite, comme À n’est pas entier, seul le coefficient du troisième terme de la relation peut s’anuler (si À + y est entier £o ; À + y n'étant pas enlier, ce cas ne peut se produire si vest entier). Il existe alors une valeur de lindice variable entier p qui annule ce troisième terme; soit À, l'indice tel que AŸ,,, ait son coefficient nul, la relation s'écrit alors
A, A0 (ko —1) D 4 Y — 2) (ho + Y —1)
re (ho +1) (Ao+ 2%) ho(ho + 2Y +1) | FT 00 +) ot +1) 400 +9) Y —1) Fe 4
on peut choisir :
IAA, =—0, Alors, À) ,, À), ::, À, sont nuls. La relation suivante contient seulement A,_.et À; _,. Les suivantes sont complètes. On obtient ainsi l’équation caractéristique, elle ne contient qu'une seule fraction continue. La solution est de la forme
y y > Atp Grp:
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__ tion caractéristique, qui contient ainsi une seule fraction continue infinie, mais qui est celle formée avec les relations dont les indices vont vers — .
D'ailleurs, les As, Aus, ---, À), 2e sont pas nuls. Chaque relation permettant de les tirer tous en f(A;,), la solution est donc de la forme
À GER 5 ñ y + ; & DATES Gitp £ , ; F4 4
a Interprétation géométrique de ces discussions. — Depuis le début, on n’a constaté de décomposition de l'équation caractéristique ‘ou de réduction de la série solution à un nombre fini de termes, que dans les cas où l’un des deux nombres}, À + 2v, ou les deux à la fois, étaient des entiers. Or, le produit À(À + 2v) est le coefficient de y dans l’équation de Gegenbauer. L’équation a — (7 + 2v) estune parabole dans le plan des (À, »); son sommet est donné par À + y — o.
Si À + v est entier, c’est-à-dire s’annule pour une certaine valeur de À, les relations de récurrence entre trois fonctions successives de Gegenbauer n’existent plus et la méthode employée ne s'applique plus. Mais l’interprétation géométrique précédente incite alors à rapporter la parabole à son axe, en posant À +» — N.
La relation entre les A, devient alors (N—v)(N—v—7:) ù UNE NET)
ù N—y+i1)(N+v) N—v)(N+vy—: a —(N?2— v»?) Fa [° Fee NN . . | (NN EE
Av
+ AN_o4v
On constate immédiatement que, sous cette nouvelle forme, elle estinvariante par le changement de N en — N. Comme N est ici un nombre quelconque non forcément entier, on peut le considérer comme un paramètre continu et étudier ce que devient, à la limite, la relation précédente lorsque N tend vers zéro. Il faut, pour cela revenir à l’origine de ce système récurrent, c’est-à-dire à la relation fondamentale des GX. Cette relation s'écrit, avec N comme variable, eten posant Gi G(N)
(1) (Nr) GUN + DEN + v 1) G(N —1)= 23 NGN).
En développant les fonctions G(N) au voisinage de N — 0 (N infiniment petit) par la formule de Mac Laurin, cette égalité devient (2) CN+i—v)[G()+NG'()+...J+(N + v—n[G(—1n+NG(—1)+...] = 22N[G(0)+ NG'(0o)+...]
(ces dérivées étant prises par rapport à N).
Prenant G(r1)=G(—1) [c’est possible si l’on prend une intégrale de l’équation de Gegenbauer telle que G(N)— G(—N)], (par exemple, si n est entier, un polynome CY), le coefficient de N dans l'identité (2) fournit l'équation
2° A, <0. — Les relations précédentes sont complètes, et déterminent l’équa-
relation limite qui n’a donc plus lieu entre trois fonctions G4 successives, MAIS
EN 1) G NSP ON) DONNE LE) COUDE) NC EN) CE N—1)292NO 0 Ne _N+i)+G(—N—1)—223G(—N) + INSEE MON EI) EN EL) GENE) 22N CCS
retranchant, les termes en G sont
entre ces GX et leurs dérivées par rapport à N.
Ces dérivées sont, elles, des fonctions transcendantes, même lorsque GX se réduit au polynome C>.
On peut encore modifier la relation (3) en l’écrivant
CR OT EEE) = :[ G(o)+a—s) ce
$ Se TAGS ER RE à condilion que » <1 et que x S0it une quantité définie pour N—o (1). Sous cette
forme, c’est là une relation de récurrence simple entre deux termes successifs de. la fonction a P EN G'(—N L(N)—= GCN)+(1— v) Enr et qui s'écrit L)=2L(0); d’où l’on tire
3 L(o)= 3L(1)= -{vL(o)+(2—v)L(2)].
Reste à se demander si L(N) satisfait effectivement à la relation générale (1) des G(N), on le vérifie aussitôt en dérivant cette relation par rapport à N
tuls, car lorsqu'on fait N entier que la fonction (où Nest entier)
GN)= G(—N). G'(N)— G'(—N
satisfait à la relation générale, donc L(N)aussi. c.Q.F.0b.
L'expression 2? L, est une fonction linéaire de L, ,, Lx, .. oral quand N devient égal à » —1 ou y—2, (cas où z2L% ne contient plus Ly4,,). On rappelle que
EN ET)ONE = 0) (N+v—o)(N+vu—:) 22 Ly = A CR +1 ) EN ER 2 N(N +1) | NON) ñ
Notons qu’on peut écrire L(N) sous la forme L(N)= 2 [G(N)+ G(—N) + (1— v) { GACN)— GC N)}],
c’est-à-dire L(N) = L[E(N)+ E(—N),
(:) Hozson (Spherical Harmonics, p. 189) démontre que z et v étant donnés, la fonction G(N) est alors une fonction analytique de N.
après soustraction et groupement des termes en G, exprime
OR ES avec EUNYSGUNN SE NC, ou AE RE e AG INENS ; EL E(N)=C,+{(—v)-- C0, (puisque v est fixe).
| dn Discussion. — Existence d'une solution de forme finie. — Soit ÉB\LX la
solutiou à déterminer :
1° Supposons d’abord n et » entiers. On peut former les relations entre les B,. Le sont les mêmes que celles des A, sauf les deux premières
0 A a — v? ANNE EX ro) | Bo |! ne = }+ pa AE 2) Ÿ
2 K? 8 ÿ (3—v)(2+v) (2—v)(+v) a+i— y (V + 2) + 3) ME 32 > 2 B, a B |: Jen] + & = Fe noie TE 0, PR Te CU de à Don mn De ne ER MN TO SR FRE D A 208 2 M D A TO EN IS ER AE EE : N peut croître négativement ou positivement puisque L}=— L'’, (symétrie corres-
pondant à celle de la parabole). Supposons par exemple que N croisse positivement.
À. » positif. — Il existe une valeur de N soit P telle que B,_, ait son coefficient nul. On peut alors choisir
a. B—o et alors tous les B d'indice supérieur à P sont nuls. La solution est une combinaison linéaire finie des LE(N <T).
Cette solution finie a lieu lorsqu'une certaine relalion existe entre a et k, relation qu’on détermine comme d’habitude et qui, ici est algébrique, puisque issue d’un déterminant fini.
Il serait impropre d’appeler encore équation caractéristique une telle relation (nous dirons pseudo-caractéristique); elle donne lieu à une solution qui, bien qu'elle soit de forme finie, n’est pas entière en sinË, ni périodique en E, la fonc-
tion E” contenant dés quantités telles que Let ) qui sont des fonctions trans-
cendantes contenant des logarithmes. L'intérêt de ces solutions, qu’on ne peut non plus appeler fonctions de Mathieu associées (nous dirons pseudo-fonctions), est qu’elles se présentent sous forme de combinaisons linéaires finies de transcendantes connues, circonstance qui ne se produit jamais pour l’équation de Mathieu ordinaire.
La solution qu'on vient de trouver est donc une pseudo-fonction de Mathieu d'ordre P, l’équation pseudo-caractéristique est algébrique.
b. B,— 0. Les B; jusqu’à { — P — > inclusivement sont déterminés en fonction de B;. Les B; pour £ > P sont liés par le système d’équation en nombre infini dont la condition de compatibilité est transcendante; la solution est de la
forme parer Telle quelle, elle est une pseudo-fonction de Mathieu associée; P
UE
mais une remarque faite ci-dessus permet de trouver dans ce cas une fonction de Mathieu associée proprement dite. En effet, comme seules les fonctions LY d'indice supérieur à P interviennent, on peut aussi bien chercher cette solution avec de vrais polynomes de Gegenbauer, où n et y sont entiers, et que nous avons appelés ci-dessus de seconde catégorie (PY). Or, ceux-là sont liés par la relation de récurrence habituelle. Dans le développement précédent, on peut donc remplacer L\ par PX,, et By par Ay. On a alors des courbes caractéristiques et les pe” correspondantes (dans ce cas x + y ne s’annule pas effectivement).
B. » négatif. — C'est le coefficient des By ,,, qui s’annule pour N=— P. Si alors B,_,— 0, tous les précédents sont nuls. Les premiers termes n'intervenant pas, on peut encore remplacer les LY par les PY,,, on a de vraies fonctions de Mathieu associées. L'équation caractéristique est transcendante.
Si B»_,<0, les premières équalions, en nombre fini, constituent un système dont la compatibilité fournit l’équation pseudo-caractéristique qui est algébrique; les dernières, en nombre infini, fournissent tous les autres B;, en fonction dé B»_,. La solution ici est de la forme XB;l;. Elle est une pseudo-fonction de Mathieu associée.
Exemple de pseudo-fonction. — Prenons » — 4 et cherchons la pseudo-solution de rang pair. Elle s’écrit
aelicuhele
Le système déterminant A, et À: est, si A? f?— q s Ê 5 (a —16 — 2g)A0+ a de + ‘ hot (a—n— 5) Me 0.
L’équation entre a et g qui conditionne l'existence de la solution est celle d’une conique 2(a—16)(a—12) + ag —qg=0,
celte conique n'étant qu’une pseudo-courbe caractéristique, le théorème de Ince ne s'applique pas, c’est ce qui explique qu’on a, non une parabole mais une
hyperbole.
Pseudo-fonction de forme non finie. — Nous venons de voir que si À est entier ainsi que », il apparaît une solution de forme finie. Mais À + y peut être entier sans que À le soit. Dans ce cas, le sommet de la parabole est encore un point singulier pour nos relations récurrentes. Il n’y a pas de solution de la forme ZAC», il faut donc chercher un développement ZB\LX. Les différents coefficients des relations de récurrence ne s’annulent alors jamais, il n’y a donc pas de solution de forme finie, la solution obtenue est une pseudo-fonction de Mathieu, mais d'ordre infini (série de fonctions connues, mais elles-mêmes déjà
transcendantes ).
rs
Développements en séries de fonctions de Bessel. — On sait que les fonctions de Mathieu ordinaires ont été Sat a en séries de fonctions de Bessel sous des formes telles que
cen(Ë) => Ar l,(#cosE),
les coefficients étant donnés par le même système récurrent que ceux du développement en séries de Fourier (fait très remarquable ayant retenu l'attention des mathématiciens anglais) (Cf. Gornsrein, Trans. Cam. Phil. Soc., t. 23, 1923 à 1928, p. 303.)
Nous proposons ici une méthode qui fournit aussi un développement des fonctions pe’(£) en séries de fonctions de Bessel. Les relations de récurrence obtenues pour les coefficients ont une certaine analogie avec celles qui fournissent les coefficients du développement en série de fonctions de Gegenbauer.
Cette analogie est tout à fait éclairée par une formule que Sonine a donnée dans son célèbre Mémoire sur les fonctions de Bessel, et qui relie celles-ci aux polynomes C7.
On en déduit, comme un cas particulier, le théorème de Goldstein dont nous venons de parler relatif aux coefficients des séries de Bessel et de Fourier des fonctions de Mathieu ordinaires.
Tous les résultats obtenus dans la discussion précédente se retrouvent, les
_pseudo-fonctions de Mathieu associées apparaissent alors comme des formes
linéaires (finies ou non) de fonctions de Hankel. L’èquation de Mathieu associée, écrite sous la forme
d? dU :
(E») D —ovtgt Æ + (a+ 2/2 sin?E)UÙ = 0:
devient par le changement de variable f X sin£ — pr (e) (u2— #2 PT + Ov De — (a + p)U = 0
Or l'équation de Bessel modifiée, après le changement de fonction 1, — 5% Y s'écrit, elle,
æ Yp
— (23 FAP EAN 0.
Soit donc U(x) ed une solution de (£). Comme
UY; +(2v + Du uY;= (72 v)Y,
d’après (B'), l'équation (e) prend la forme
d'I—V)Y;+aY;]= fe Dr=reS un ja + B;Y;+ CjY} 2],
On écrit que le
el L' ERER e 4 | ) ( En
ail |
formelle Ÿ y; Ÿ; on obtient
MIE a) SPRINT BE Cyrus
Les y; sont donnés par des relations de récurrence à trois termes; on les traite comme on l’a déjà fait. Dans le cas général, l'indice 7 est illimité dans les deux sens, et l’on ture l'équation caractéristique comme au début du chapitre. En général, elle contient deux fractions continues infinies.
Si l’on compare la relation précédente en 7, entre les Y, avec la relation, en N entre les C*, on y constate aussitôt que les coefficients de l’une se déduisent de ceux de l’autre par la transformation de v en 1 — ». L’équation caractéristique
Ne Sivy— -";
obtenue ici est donc bien la même. Les A* sont des multiples des a
A7 et x, sont égaux à un facteur près, c’est ce qu’on retrouvera autrement plus loin.
On vient de voir que a—p?—%? si k—o. On voit donc tout de suite que l'indice 7 d’ici équivaut à l’indice N des fonctions de Gegenbauer. Si l’on repasse à l'indice n employé au début, on constate que la fonction Y ; est justement celle que Sonine appelle H, (!) lorsque 7 est entier. Comme dans le cas du développement ZAC les relations de récurrence s’arrêtent pour 7 —0o (ou n—=1). Et les fonctions pe’ (£) admettent un développement simplement infini de
forme +; Hs, dont les indices sautent de deux en deux. Ces deux développe-
pements ÿ AC CRT 1 ne sont d’ailleurs pas sans rapport, et l’on peut
déduire l’un de l’autre très simplement.
Sonine donne en effet la formule
602 9T(y 10 (n +v)C}(z)a Lo).
Si l’on fait intervenir ici l’équation intégrale de M. P. Humbert qu’on peut écrire (comme on le montre facilement)
PEN (E) = ka e
| eksinôsh£ pe? ( (9 ) cos?v0 dn,
(1) Math. Annalen, t. 16, 1880, P: 1-79.
coefficient de Y; est nul; en substituant dans (e) la solution
; ; ; = à en posant sin — z, en supposant pe’ (0) déveléppé sous la forme Ÿ A? C'(sin0) U et en écrivant e*° sous la forme de Sonine, il vient
Pa pen) = PTE f À nca
>. (g + v) Cy(sin6) | (ÆsinE)—"1,,,(Æsin E) cos?"0 dg
ou, en appliquant l’orthogonalité des C? :
à I 2Y à 4 F Res A L Par (5 NES rever,
PÉNIT T(2y—1) dd 2) dr
qui est bien de la forme Za, Y,, les x, étant liés au A7 par la relation simple
Le T(29+7r—:1) A.
2e Tr)
La constante C est de de r.
I \ 3 TZ
Side : alors &— «et, effectivement, on retrouve que a = CA;. Si = 0 Re : ae I (fonctions de Mathieu) & — = A}, c'est-à-dire que, comme alors C7 vaut =cosr,
les coefficients du développement d’une fonction de Mathieu ordinaire en séries de fonctions de Bessel sont proportionnels à ceux de son développement de Fourier. Goldstein avait remarqué cette propriété ({).
Si 7 est entier, on tombe sur les cas où les formules sont défaillantes. En effet, P pouvant devenir nul, on ne pourra plus ürer Se en fonction de Ÿ,_, et Y»1. Mais en supposant que p est un paramètre continu, on peut procéder comme précédemment par un passage à la limite. Si p — € on peut développer Y, (dérivée prise par rapport à z), Ÿ, étant à part cela considéré comme fonction de p :
nÊ (- :) L [(—1)+ € es + (+ ) Le + £ Sr ; .
or, y(1) —y(—1) d’après une propriété classique de 1,.
On tire dY dY DNS 2 MT) EE Es. A Pt : @ | dp de ee Je
qu’on peut écrire, d’après l’artifice déjà employé et si v Zoo (ou 1)
CA REA
si
+ Si l’on pose maintenant
(') Trans. Cambridge Philos. Soc., t. 23, 1925-1928, p. 303.
et DD
la relation obtenue s'écrit M: (0) = M1), M':(0) = M! (1).
Et comme la fonction M(p) vérifie (il est facile de s’en assurer) la relation (B') des Y,, on en déduit
M(p) est une fonction bien connue puisque
lt, CE) _—
K étant la fonction de Hankel modifiée. En posant alors 3 "K,—7, comme on ! 2 Fu À . - vr a posé z "1, — Y,, M(p) s'écrit Y, + 5 Lp.
Elle satisfait à l’équation de récurrence des Y, et l’on peut ainsi développer des intégrales de E, sous forme de combinaisons linéaires de M(p).
Remarquons pour terminer que la corrélation (au sens de Sonine) qui existe
entre C” et ls existe donc probablement du moins sous une forme dont il A " Y
: À : RÉ d& = faudrait préciser la généralisation) entre 2 et K,,,, et, plus largement, :
dn
entre ——" et K°.,,, K’,, étant la fonction obtenue en appliquant r fois à K,,, la dn' n+- 4 n+ .
transformation qui le déduit de LY.
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