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Sur les fonctions de n variables complexes
Dans un mémoire remarquable publié dans le tome 2 des Acta mathematica M. Poincaré a démontré le théorème suivant:
Si une fonction analytique de deux variables complexes n’admet à distance finie que des singularités non essentielles elle est le quotient de deux fonctions entières.
Le mémoire de M. PoincaRÉ est le seul travail publié sur cette importante question. Je me suis proposé d'établir pour les fonctions de » variables complexes un théorème plus général que celui de M. Poincaré, en employant à cet effet un procédé de démonstration qui m'est personnel.
Je me suis efforcé dans cette étude d'établir la plus grande analogie possible avec la théorie connue des fonctions d’une seule variable complexe.
M. Mrrrac-LerrLer a, dans un théorème devenu classique, démontré l'existence et donné l'expression analytique d’une fonction d’une variable complexe n'admettant pour points singuliers que des points donnés à l'avance et formant un ensemble dénombrable dont le seul point limite est le point © et telle qu’en chacun de ses points singuliers elle se comporte comme une fonction donnée. Deux théorèmes importants dus à M. Werersrrass peuvent étre considérés comme des conséquences successives du théorème de M. MrrraG-LerrLer; le premier est relatif à
Extr, des Acta math., t, 19, 1
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l'existence d’une fonction entière admettant pour zéros des points donnés à l'avance; le second relatif à l'expression sous forme d’un quotient de deux fonctions entières d’une fonction d’une variable qui n'admet comme points singuliers que des pôles. Ces trois théorèmes forment un ensemble de trois propositions intimement reliées entre elles. Je crois être arrivé à donner pour les fonctions de n variables complexes un groupe de trois propositions correspondant aux trois précédentes, et reliées entre elles d’une facon analogue. Toutefois, en ce qui concerne la deuxième de ces propositions, une différence importante s'impose entre le cas d’une variable et le cas de plusieurs variables; elle est due à ce fait qu'une fonction régulière d’une seule variable n'admet pour zéros que des points isolés, tandis que les zéros d’une fonction de plusieurs variables complexes ne sont jamais des points isolés; le problème ne se présente donc plus de la même façon dans les deux cas; les énoncés des théorèmes VI et IX indiqueront comment on peut poser le problème dans le cas de n variables complexes. j
Parmi les travaux se rattachant aux questions que j'ai traitées je signalerai, outre le mémoire précité de M. Poincaré, deux extensions aux fonctions de # variables complexes du théorème de M. Mirrac- LerrLer données par M. APPEzL' et par M. DAUTHEVILLE. ?
Pour l'exposition, j'ai divisé mon travail en quatre parties.
La première contient la démonstration de quelques propositions préliminaires, qui sont, je crois, pour la plupart nouvelles; toutefois M. PAINLEVÉ * a déja donné une proposition analogue, moins générale,
La deuxième partie est consacrée à la démonstration d'un théorème qui est, pour la suite, d’une importance capitale.
La conclusion de la troisième partie est le théorème suivant:
Si une fonction de n variables complexes n'admet que des singularités non essentielles à l'intérieur de n cercles ayant pour centres les n origines et dont chacun à un rayon fini ou infini, cette fonction est le quotient de deux séries entières par rapport aux n variables, convergentes à l'intérieur des n cercles.
" Acta mathematica, tome 2, page 71.
* Thèse, Paris, Gauthier-Villars, pages 44 et 50. * Thèse, Paris, Gauthier-Villars 1887, page 68.
La quatrième partie a pour but la démonstration de quelques théorèmes qui sont, dans une certaine mesure, l’extension pour # variables des théorèmes donnés pour une variable par M. Mrrrac-LerrLer dans le tome 4 des Acta mathematica.
En terminant cette introduction, qu’il me soit permis de remercier MM. Poincaré et ApPrerz pour le bienveillant accueil qu’ils ont fait à mes premières recherches, et de leur exprimer iei ma profonde reconnaissance.
Propositions préliminaires.
1. J'emploierai pour les variables complexes la représentation géométrique ordinaire: chaque variable sera représentée par un point d’un plan.
J'établirai d'abord quelques propriétés de la fonction (y) définie par l'égalité:
I de (1) AO es
AEB
y et 2 sont deux variables complexes représentées sur le méme plan: l'intégrale est prise le long du chemin AEB de À vers B; je suppose pour plus de simplicité que ce chemin ne présente aucune bouele. Pour distinguer entre Îles points À et B, je dirai que À est l’origine et B l'extrémité du chemin d'intégration; lorsque cette distinction ne sera pas nécessaire les deux points À et B seront appelés les deux extrémités du contour d'intégration: aucune confusion ne pourra résulter par la suite de cette désignation. 5 Soit CED un chemin supposé parcouru de C vers D et traversant AEB en un seul point E; je trace la
ligne AMB ne traversant pas CE et telle que le point C soit intérieur au contour AMPBEA4A: si le sens AEB 8 est direct sur le périmètre du contour AMBEA, je M
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dirai que C'ED traverse AB dans le sens direct: dans le cas contraire
C'ED sera dit traverser AB dans le sens indirect. | La fonction @(y) qui est définie par l'égalité (1), est régulière en
tout point qui n'est pas situé sur le chemin d'intégration AEB: ce chemin
AËEB est une coupure pour la fonction w(y). à
L'expression explicite de o(y) est d’ailleurs, en désignant par @ et d
les valeurs de z correspondant aux deux points À et B:
p(y) = log
en prenant pour le logarithme une détermination convenablement choisie.
De cette expression explicite de o(y) se déduisent les propositions suivantes:
1% Si l’on fait parcourir au point y un chemin CED traversant AB au seul point Æ, la continuation analytique de ç(y) est régulière au point Æ et en tout point de ED; l'expression de cette continuation analytique est en tout point de ED) donné par: 1 + ç&(y), si CED traverse AB dans le sens direct; et par: — 1 + w(y) dans le cas contraire.
2% La continuation analytique de la différence:
PU) log (D 4),>
est régulière au point B; et la continuation analytique de:
Ai ner
est régulière au point À.
log (a — y)
2. Je considère une fonction f(x, ,&,,...,4%,,y) des (n + 1) variables complexes %, ,%,,...,%,,y représentées géométriquement sur (n + 1) plans différents 7,,7,,...,7, sont n contours fermés, simples ou complexes, tracés respectivement sur les # plans des » variables
Li, Ts: 2,3 l'ensemble de ces contours sera désigné par y; l’ensemble des valeurs x, ,%,,...,#x, sera le point x; je dirai que * est intérieure à 7 ST ,%,,...,%, Sont respectivement intérieures à ÿ,, 7»... Ju.
: er + re La détermination à prendre pour log(b — y) est arbitraire,
Pour abréger l'écriture, j'écrirai f(x, y) au lieu de f(&,,æ&,,...,%,,9) toutes les fois qu’il n’en pourra résulter aucune confusion.
I” désigne un contour fermé, simple ou complexe du plan de la variable y; (x,y) sera dit intérieur à (7, /') si æ et y sont respectivement à l'intérieur de y et /°.
Cela posé, je suppose la fonction f(&,y) régulière tant que x est dans y et y dans /”. |
Je définis une fonction ®(x,y) des (n + 1) variables &,,æ,,...,4,,y par l'égalité:
, 2)d (2) de, fe
AEËEB
z est représenté sur le même plan que la variable y; le chemin d'intégration AEB est supposé tout entier à l'intérieur de /!.
La fonction ainsi définie est régulière pour x intérieur à y et y quelconque dans son plan, mais non situé sur la ligne d'intégration AEB; cette dernière est pour ®(x,y) une coupure relative à la seule variable y.
Je vais étudier la continuation analytique de (x, y) lorsque y traverse le chemin AÆB, x se déplaçant en même temps d’une façon quelconque à l’intérieur de 7.
@,2) —f&,y) 2 — 7 est régulière pour x intérieur à y et y et z intérieurs à 1”. Soit, en
Pour cela, je remarquerai d’abord que la fonction
MO D EG D 0 Da AU 0, = Counipoibtiintereur à (7, 1); si d n’est pas égal à c, il est clair que la fonction considérée est régulière en ce point. Je suppose donc € — b, et je pose:
T, a me an dy (DE=A2, 00) y=Y + 0, 2 = g + b.
Je trace sur les plans des n variables x, n cercles de rayon R de centres 4, , 4, ,:-.,@,, en supposant À assez petit pour que ces » cercles soient respectivement intérieurs à 7,,7:,...,7,; et sur le plan de la variable y, je trace un cercle de centre b et de rayon 9 assez petit pour que ce cercle soit intérieur à Z.
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Je désigne par © l’ensemble des (n + 1) cercles tracés. La fonction f(x, y) est développable en série entière en de LE FOTOS ACONE vergente à l’intérieure de C; soit:
SAC IRSC H
ce développement; en y remplaçant chaque coefficient À par son module |A}, les variables x par À, et y par p, on obtient une série convergente:
On a à l’intérieur de C:
Hi ED
fle, — fe, y) ZAetes 2 GB y) Hp) sn PR
En effectuant la division par 7 — y de chaque terme du second membre, on est conduit à la série:
(4) 2A%; 1x," A. œ, (2 18—1 + 2'B= y Je + zy 6? ni y 1)
qui devient, en remplaçant chaque coefficient À par son module |A, les æ par À, et y et z par un nombre positif r:
(5) ZB| À | Reiterte+ on 81
cette dernière série est convergente pour r < p, comme étant la dérivée par rapport à » de la série (3) où l’on aurait remplacé © par r. La série (4) est donc absolument convergente dans C; par suite
f(æ , 2) — f(& , y) CSV
y = à —= bd, ce que je voulais établir.
CeLAreSUNere AU DOM = 0, LU D Lt.
On peut dès lors poser:
f(&, 2) — 1, y) PT UP TAUS AE) y F(x,y,2) étant régulière en tout point (x,7, 2) intérieur à (y, 1°). L'égalité (2) peut être maintenant écrite pour (x, y) intérieur à (y, /') sous la forme:
D(x , y) — = ] F(x ,y,2)d2 + ÎG ; 4) | LR
21T AËB AEB
ou en posant comme précédemment:
I da p(yi=s LE
den = (F9, dde + o(y)f(e, 9) AEËB
L'intégrale qui figure au second membre est une fonction de x et y régulière en tout point intérieur à (7, Z'}: il en est de même par hypothèse de f(x, y); enfin la fonction w(y) a été étudiée dans le paragraphe précédent. On en conclut immédiatement les propriétés suivantes de ®(x 9 y)
1% Si l'on fait parcourir au point y un chemin CED (de C vers D) contenu à l'intérieur de /' et traversant AEB au seul point E, tandis que æ se déplace d'une façon quelconque à l’intérieur de 7, la continuation analytique de (x, y) est régulière au point Æ et en tout point de ÆD: elle a pour expression ®(x, y) + f(x, y) si CED traverse AB dans le sens direct et pour expression: ®(x, y) — f(x, y) dans le cas contraire.
2% a et b étant les valeurs de z qui correspondent aux points À et B, la continuation analytique de la différence:
D(x, y) Le =). 1
est régulière au point B et celle de:
O(& , y) +1 Vlog (a — y)
est régulière au point À.
3. Soient »* chemins d'intégration 4, B, 4,B,..., A,B tracés sur le plan commun aux deux variables y et z, et ayant l'extrémité B commune; le sens d'intégration est pour chaque contour de À vers B. Ces contours sont supposés ne pas se couper et n'ont par suite aucun
1 La détermination À prendre pour log(b —- y) est arbitraire.
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autre point commun que PB; de plus on suppose qu’en parcourant dans le sens direct un petit cercle de centre B, on rencontre les contours précédents dans l’ordre: 4,B, 4,B,..., 4,B c'est à dire par ordre d'indices croissants.
Je trace alors la lighe À MA, de facon qu'il n'y ait aucun des contours précédents à l’intérieur du contour fermé 4 BA,MA,.
À chaque chemin 4,B, je fais correspondre une fonction f(x, y) de (n + 1) variables x Le ES TR EBULIere POULE intérieur à un contour fermé 7’ et pour 7
intérieur à un certain contour fermé ©, enveloppant le chemin À4,B. Le contour 1’ est le même pour les # fonctions f,(x, y).
1 f(&, 2) de.
sen = | 2 a
Je pose:
AB
l'intégrale est prise le long de 4,B de À, vers B; la fonction o,(x , y) est de la forme de celle qui a été étudiée dans le paragraphe précédent. Je définis une fonction (x, y) pour x intérieur à Z' et y intérieur
à BA, MA,B par l'égalité:
D(x, y) = Zo,(&, 4); (P=1,% 7)
cette fonction est régulière en tout point intérieur à la région où je la suppose ainsi définie.
Je vais donner la condition nécessaire et suffisante pour que l’extension analytique de ®(x, y) soit régulière au point B, x étant toujours supposé à l'intérieur de 7”.
Si b est la valeur de y correspondant au point B, l'extension ana-
lytique de la différence Pa 9) — > D, y) 108 (0 — y)
est régulière au point B; il en sera de même de la continuation ana-
lytique de:
: I ; PA ZE, (x , y) — Zee 20 (x , y) log(b — y) (Reltion
Sur les fonctions de n variables complexes. 9 c’est-à-dire de:
I Y Da, y)—— log (b — y)2f,(x, y).
La somme Zf,(x,y) est régulière au point B comme chacune des fonctions qui la composent (x restant toujours dans /').
La condition nécessaire et suffisante pour que l'extension analytique de ®(x,y) soit régulière au point PB sera donc que:
identité qui a un sens bien précis pour y dans le domaine de B, x étant toujours quelconque dans /”.
4. Un cas particulier dont la considération sera utile plus loin est celui où la somme précédente se réduit à un multiple de 2x; soit:
ST V
La continuation analytique de la différence D(& , y) — log @ — y}
est alors régulière au point B.
Le
Démonstration d’un théorème fondamental.
5. Les propositions qui sont l'objet du présent travail, sont la conséquence d’un théorème fondamental que je vais exposer dans cette deuxième partie.
Il] sera tout d’abord question de fonctions de (# + 1) variables complexes de la nature suivante: chacune de ces fonctions est définie à l'intérieur d’une certaine région pour tous les points de laquelle elle n’est pas supposée régulière, muis dans laqueile elle est. monotrope et
Acta mathematica. 19. Imprimé le 23 avril 1894. 9
10 Pierre Cousin.
n'admet pas d'espace lacunaire. Cette dernière condition signifie d'une facon précise que si A7 désigne un point quelconque de la région considérée, il existe un point aussi voisin que l’on veut de AZ pour lequel la fonction est régulière.
Si deux fonctions de cette nature se trouvent définies simultanément à l'intérieur d’une même portion d’aire et si leur différence est régulière en tout point de cette aire, je dirai que les deux fonctions sont équi-: valentes dans la portion d'aire considérée; si leur différence est réguliére en un point, les deux fonctions seront équivalentes en ce point.
La condition nécessaire et suffisante pour que deux fonctions # et ® soient équivalentes en un point , est que l’on ait pour les points situés dans le domaine de /Z:
f étant une fonction régulière en M.
Il est clair que deux fonctions équivalentes en un point à une même troisième sont équivalentes entre elles.
Cela posé, soit Z' un ensemble de contours fermés simples ou com- POSéS 71, Jar. 7x tracés respectivement sur les » plans des x variables Lis Tasv.. M. Dans tout ce paragraphe le point x (x,,,,...,,) sera constamment supposé à l'intérieur de Z' et pourra être quelconque dans l', les seules distinctions à faire dans la position des points représentant des variables porteront sur une (n + 1)" variable y; de telle sorte que quand yje-dirai que la fonstion f(x, y).de x, .,...), 4, y estréguliere en un point du plan de la variable y, cela signifiera qu’elle est régulière en ce point quel que soit æ à l'intérieur de 1”.
Soit S une aire connexe du plan de la variable y: cette aire S est SHbdiViSée eh réSIOnS put. NT é et dont chacune est limitée par un contour fermé simple. Deux régions
périmètre: cette portion cominune sera désignée par {
en nombre quelconque mais fini,
et À, seront dites contiguës si elles ont une portion commune de
np (xp peut être une
ligne continue, ou bien être composée d'un certain nombre de lignes continues distinctes mais en nombre fini: les extrémités de /. seront les
np
extrémités des différentes lignes qui la composent; /,, est la ligne que
np y doit traverser pour passer de la région À, à la région À, sans entrer
dans une autre région que ces deux-là; j'aurai à envisager des intégrales
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pour lesquelles le chemin d'intégration sera /,,; j'établis à cet effet la distinction suivante entre les deux notations {,, et L,,: l,, sera parcourue pour l'intégration dans le sens qui est direct sur le périmètre de R,; l, Sera parcourue dans le sens qui est direct sur le périmètre de Ê,: ainsi /,, et {, désigneront le même chemin d'intégration mais avec des sens différents; il résulte de là que y, en passant de À, à À, traversera ly dans le sens direct, et 1, dans le sens indirect.
J'aurai encore à considérer les points qui sont communs aux périmètres de plus de deux régions, tout en étant intérieurs à S (et non sur son périmêtre); ces points seront appelés des nœuds; soit B un de ces nœuds; si j'appelle R,,;, R,5R,,..., R,,R, les récions que. l'on’traverse successivement en faisant le tour du point PB dans le sens direct, B est l'extrémité commune aux Ycheminsad'intésrationcs, Des ds Lil; les- régions R,,R,,R;,...,R,, R, séront dites attenantes au nœud B.
À chaque région À, je fais correspondre une fonction des (n + 1) variables complexes x, ,%,,...,%,,Y, f,(x,y) définie pour x intérieur à Z’et pour y intérieur à un contour fermé &, enveloppant R,: à l'intérieur de la région où elle est définie f,(x, y) est supposée monotrope et sans espace lacunaire; on fait de plus l'hypothèse suivante: si À, et R, sont deux régions contiguës, &, et &, ont une portion d’aire commune où les deux fonctions f(x,y) et f,(æ,y) sont simultanément définies; on suppose que ces deux fonctions sont équivalentes dans la portion d’aire où elles sont simultanément définies; ?,, étant tout entière dans cette portion d’aire, il résulte de là que la différence f,(x, y) — f,(x , y) sera régulière en tout point de /,,, y compris ses extrémités.
Si À est un point intérieur à R,, je dirai que f,(x, y) est la fonction correspondant au point À; et si À est un point commun aux périmètres de plusieurs régions R,, R,, R, etc. la fonction correspondant au point À sera l’une quelconque, prise à volonté, des fonctions f,(x , y), f(x; y), Le, y) etc.
Voici le théorème que je vais établir:
Théorème fondamental. | existe une fonction F(x,y) monotrope et
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sans espace lacunaire définie pour x intérieur à [' et y intérieur à S et qui, en chaque point intérieur à S, est équivalente à la fonction correspondant à ce point.
L'expression point intérieur à S, employée dans l'énoncé précédent. exclut les points situés sur le périmétre de S.
Définition des fonctions I,,(x, y) et ®(x, y). Pour le démontrer, je pose, À, et R, étant deux régions contiguës:
JT (x , y) = I fr(& , 2) et CT. 2) da;
GE 217 2—Y
Tnp
z est une variable complexe représentée sur le même plan que la variable
y; l'intégrale est prise le long de /,,; sil, se compose de plusieurs lignes continues distinctes, 1, (@ , y) est alors la somme d’intégrales analogues à la précédente dont les chemins d'intégration sont les différentes Jignes continues composant /,. Comme en tout point de cette ligne ?,,, f(x, #) — f(x, 2) est régulière par hypothèse, l'intégrale précédente est de la forme de celles étudiées au paragraphe 2. 1,,(x,y) est régulière pour toute valeur de y excepté le long de /,, qui est une coupure pour cette fonction.
Il importe de remarquer que:
car par la permutation des indices p et n le sens de l'intégration change en même temps que le signe de la fonction intégrée. Soit posé:
la somme Z s'étendant à toutes les combinaisons des indices » et p
correspondant à deux régions contiguës. La fonction ®(x,7y) admet
[æ) comme coupures tous les chemins d'intégration /,,; elle est régulière en tout point non situé sur un de ces chemins.
Définition des fonctions ç,(x , y). Je considère la fonction @,(x, y) qui à l'intérieur de À, est égale à (x, y); elle est réguliére en tout point intérieur à cette région, puisque À, ne renferme aucune des coupures
de ®(v,y). La continuation analytique de o,(x, y) est encore régulière en tout point À du périmètre de ÆR, intérieur à S. Soit en effet {,, la portion du périmètre de R, à laquelle appartient le point À. Si À n’est pas une extrémité de /,,, la seule intégrale dont le chemin d'intégration passe par À est 1,,(x, y); il résulte du paragraphe 2 que la continuation analytique de 1,,(x, y) en tout point de {,, autre que ses extrémités, est réguliere. Il en est done de même pour @,(x, y), qui, à l'intérieur de R,, est donné par:
Pt, y) =, Dr, y) — 21, (29)
Si À est une extrémité de L,,, comme il est par hypothèse intérieur à 8, c’est alors un nœud; soient R,,R,,R,,..., R,, R, les régions que l’on traverse successivement en faisant le tour de À dans le sens direct; je partage la somme d'intégrales ®(x,y) en deux parties; la première ®,(x,y) comprenant toutes les intégrales dont le chemin d'intégration a pour extrémité A; la seconde ®,(x,y) comprenant toutes les autres intégrales:
Da, y) = PB(x, y) + D,(x, y).
®,(x , y) est régulière en À; la continuation analytique de ®,(x, y) est aussi régulière en À, d'après le paragraphe 3; car les fonctions:
AG ; y) = f(x , y), f,(& ) y) BE f,(@ ) y), AGE , y) apr f.(æ ) ÿ) (x , y) FA AC ; y)
qui figurent dans les intégrales prises le long des chemins aboutissant en À, et qui sont toutes régulières en À, ont une somme identiquement nulle; par suite, d,(x, y), considérée actuellement pour y intérieur à 2, est, par continuation analytique, régulière en À; 1l en est de même de:
Par 9) = Pix, y) + Dr, y).
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On a ainsi fait correspondre à chaque région ÆR,, une fonction e,(x, y) définie et régulière à l’intérieur de R,, et qui, par continuation analytique sera considérée comme définie et sera régulière en tout point, intérieur à 9, du périmètre de 2,.
Relations entre deux fonctions @,(x, y) et w,(x , y) correspondant à deux régions contiguës ou attenantes. R, et R, étant deux régions contiguës et A étant un point de ?,, autre que ses extrémités, les deux fonctions v,(x, y) et w,(x,y) et la différence f(x, y) — f,(x, y) sont réguliéres au point À, c’est-a-dire régulières à l'intérieur d’un petit cercle c de centre A;alas ones, à R,, l’autre c, intérieure à R,. On a, à l’intérieur de c,:
artage le cercle € en deux parties: l’une €ç, intérieure n
Pa ( ; y) DS D(x ) y);
pour avoir l'expression de @,(x,y) à l’intérieur de c,, je remarque que, lorsque le point y passe de ©, à c, il traverse !,, dans le sens direct: par suite la continuation analytique de J,,(x , y), lorsque y passe de c, à _c, est:
celle de (x, y) sera donc, dans les mêmes hypothèses:
D(x , y) an AC ) y) A AC ) y);
on à donc, à l'intérieur de c,:
Pa (® , y) = D(x ) y) de AC ; y) = AC » y)
P(X ) y) D(x ; y) d’où:
(1) Pne 39) — PE 39) = FE 9) — A (& , ÿ);
cette égalité démontrée ainsi pour y intérieur à e,, subsiste à l'intérieur de tout le cercle c, puisque les deux membres sont des fonctions régulières dans c. La relation (1) est ainsi vérifiée en tout point À de l, autre que ses extrémités; si une extrémité B de {,, est un nœud, la relation (1) subsistera encore dans le domaine de B; car les fonctions PA(r 9), pt, 9); (5%: 9) — f(x, y), sont régulières en tout point de lp y Compris le point B. Soient R,,R,, Rush, R; les résions tra-
np?
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versées successivement lorsque l’on fait le tour de B dans le sens direct. On a dans le domaine de B, par l'application de la relation (1) aux groupes de régions contiguës R, et -R;, R, et R,,...,R,etR,,R,et R,:
p,(x ) y) ITR p,(æ ) y) = f(& ) y) EX AC , ÿ)
AC , y) au Pa(X ; y) + AGE y) TU f(x ; y); si À, et À, désignent deux quelconques des régions attenantes au point B, contiguës ou non, on conclut des égalités précédentes par une combinaison simple:
(2) Pme ; Y) — gilt , ÿ) = (x : 9) — fn (& » Y).
Définition de F(x,y). de définis maintenant une fonction F{x, y) pour x intérieur à Z' et y intérieur à S par la condition suivante: en tout point intérieur à À, et dans le domaine de tout point de son périmètre intérieur à S, on a:
F(x, y) = Pa(& » Y) Re fÈLE y).
De là résulte que dans le domaine d'un point À intérieur à S et commun aux périmétres de plusieurs régions, on a plusieurs expressions différentes de F{x, y): il faut montrer qu'elles sont identiques; en effet, si
Pn(E 3 Y) + fn » Y)
et gi(x , y) + (x, y)
sont deux de ces expressions, À, et À; sont contiguës ou attenantes au point À, et l'on a, dans les deux cas, dans le domaine de À, la relation:
En (X ; y) CA e;(x ; y) s- fi : y) Ge (n (@ ; y)
ou :
Pnle ; Y) + fnlT à Y) = LT , 9) + Ai, y).
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La fonction F(x,y) est donc définie d'une façon unique à l’intérieur de S; elle est équivalente en tout point intérieur à 8 à la fonction qui correspond à ce point; car si f,(æ,y) est cette fonction, on a, par définition, dans le domaine du point considéré, la relation:
F(x, y) = f(x ; y) ch Palx ; Y), p,(x , y) étant régulière au point considéré.
6. Le théorème qui vient d'être démontré relativement à des fonctions monotropes et sans espace lacunaire, peut être étendu à des fonctions non monotropes d’une nature particulière: je veux parler des fonctions qui sont les logarithmes de fonctions régulières.
La démonstration est analogue à la précédente; les notations que je n’explique pas à nouveau conserveront le même sens que dans le paragraphe précédent.
À chaque région À, je fais correspondre une fonction w,(x ,y) régulière pour x intérieur à Z’ et pour y intérieur à &,, et je pose:
(A (& , y) = logu,(x , y).
f(æ , y) est une fonction dont la valeur n’est déterminée qu'à un multiple prés de 2ix; il n'y a pas lieu de chercher à distinguer entre ces différentes valeurs de la fonction puisqu'en général elles sont susceptibles de se permuter entre elles. Chacune d’elles est d’ailleurs une fonction régulière en tout point pour lequel w,(x,y) n'est pas nul.
Je supposerai que les fonctions «,(x,y) satisfont à la condition suivante: À, et À, étant deux régions contiguës quelconques, la fraction:
Un(& , 4) Up (æ 2 y)
est supposée régulière et différente de © dans la portion d’aire commune à &, et &, Il en résulte que la différence:
f(æ ) y) TE AC ) y) est régulière dans la portion d’aire commune à &, et &,; cette fonction n'est définie qu'a un multiple près de 2ix, mais chacune de ses dé-
terminations cest régulière dans la portion d'aire considérée. :
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Je vais démontrer le théorème suivant:
Il existe une fonction Fix ,y) définie à l'intérieur de S à un multiple près de 2ix et telle que, en tout point intérieur à S, F{x, y) est équivalente à la fonction f(x, y) correspondant à ce point.
Je pose comme précédemment:
dz;
l Pt, 2) — Ale, 2) JE (x , y) = . P ñ LT 2 — y np on prendra pour f,(x,2)— f(x, 2), qui est une fonction régulière en. |
tout point de /,,, l’une quelconque, prise à volonté, de ses déterminations.
np ) Soit encore, comme précédemment:
Din, y 21, (x, y):
Voici la particularité par laquelle la démonstration actuelle va différer de la précédente; si je pose, pour y intérieur à 2Æ,:
Ent, y) = D(x, y)
et si B est un nœud appartenant au périmètre de ZÀ,, on n’est pas certain que la continuation analytique de o,(x , y) soit régulière au point B; décomposons, en effet, ®(x,y) en deux parties: l’une d (x, y) comprenant la somme des intégrales dont les chemins d'intégration aboutissent au point B; l’autre ®,(x,y) comprenant la somme de toutes les autres intégrales:
dx, y) = D(x, y) + (x, y). D(x,y) est régulière au point B; mais la continuation analytique de D(x , y) n'est pas nécessairement régulière en B; car si, comme précédem-
ment,
AC ù 2) Fa f.(æ ; 2), dar ) 2) a (a 9 2),
Acta mathematica. 19. Imprimé le 24 avril 1894. 8
18 Pierre Cousin.
sont les fonctions qui figurent dans les intégrales dont les chemins d'intégration ont pour extrémité B, par suite des déterminations multiples parmi lesquelles chacune d'elles est choisie, on n’est pas assuré que leur somme est nulle identiquement dans le domaine de B; tout ce que l’on sait, c'est que cette somme est un multiple de 27, soit: 2iK7. Dès lors si b est la valeur de z qui correspond au point B, la continuation analytique de:
De ; 9) — log (6 — y)
est, d’après le paragraphe 4, régulière au point B; il en sera de même de la continuation analytique de: |
D(x , y) — log (b — y)".
Definition de (x, y). Cela conduit à poser:
Pa, y) = (x, y) — Elog(b —y)
la somme ZX s'étendant à tous les termes analogues à log (b — y)* correspondant aux différents nœuds. Il est à remarquer que W'(x,y) n'est définie qu'à un multiple près de 2i7 comme chacun des termes log (b — 7)". Définition de d,(x,y). Je définis la fonction d,(x, y) à l'intérieur de À, par la condition:
d,(x, y) = Ve, y):
cette fonction est régulière à l'intérieur de R,: sa continuation analytique est régulière en tout point À du périmètre de R,, intérieur à S; si en effet À est un point quelconque de /,,, autre que ses extrémités, le seul terme de la somme #'(x,7y) pour lequel À soit un. point singulier est 1,(&,y) dont la continuation analytique est régulière au point À. Si, en second lieu, À est un nœud, je partage #'(x , y) en trois parties; la première #'(x,y) renferme la somme des intégrales correspondant aux chemins qui aboutissent en 4; la deuxième est le terme —log(a — y)" qui correspond à À; la troisième #'(x,y) renferme tous les autres termes de {x ,y):
Pa, y) = Pie, y) — log(a — yÿ + (x, y) (x , y) est régulière en À, et la continuation analytique de
(x, y) — log(a — y),
(considérée actuellement pour y intérieur à À,) est régulière en À, d'après ce qui précède.
Ainsi à chaque région À, on peut faire correspondre une fonction d,(x , y) régulière en tout point de R, et en tout point de son périmètre intérieur à $, définie à l'intérieur de À, par la condition d’être égale à Y'(x,y) et sur son périmètre par continuation analytique.
Relations entre les fonctions d,(x , y) et (x, y) correspondant à deux régions contiguës ow attenantes. On verra comme dans la démonstration précédente que dans le domaine d’un point intérieur à 5 appartenant aux périmètres de deux régions À, et À; contiguës ou attenantes, on a:
ë Dane ; 9) — d,(x, y) = fi(& , y) — ft, y);
toutefois cette égalité n'a lieu qu'à un multiple près de 2ir, lequel dépend des déterminations choisies pour les fonctions qui y figurent.
Définition de F(x,y). Je définis F(x,y) pour y intérieur à S par la condition que l’on ait à l’intérieur de À, et dans le domaine de tout point de son périmètre intérieur à S':
SHC) RNA Te D CU
F(x,y) n'est ainsi définie qu'a un multiple près de 2ir. On a ainsi défini une fonction unique, puisqu’en un point intérieur
à S et appartenant aux périmétres de À, et R;, on a, à un multiple près de 2ir:
Dan (X 2 y) Lac d(x ? y) ES f(x 2 y) > Late 2 y) ou: l
dat ? y) = Let 2 y) <a d(x ) y) de f(a ) y).
En un point quelconque intérieur à S, F(x,y) est équivalente à la fonction f(x, y) qui correspond à ce point, puisque l'on a dans le domaine
de ce point:
Fa, y) = d,(&, y) + AC; y),
D,(x, y) étant régulière au point considéré.
Le théorème énoncé est ainsi démontré et l’on en déduit le suivant:
7. Il existe une fonction U(x, y) régulière en tout point (x, y) inté-
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rieur à (1°, S) et telle que en un point quelconque intérieur à S son quotient par la fonction u,(x,y) qui correspond à ce point est régulier et différent de © au point considéré.
Je pose en effet: | Day eee
U(x,y) est définie, à l'intérieur de $, sans aucune ambiguïté, car le multiple de 2ir que l’on peut ajouter à volonté à F(x,y) n'altère pas la valeur de et”; de plus, en un point quelconque intérieur à S, on
a en choisissant convenablement l'indice p:
Fx,y) = #,(2, y) + (x, 9) on en déduit, en se souvenant que f,(x, y) = logu,(x, y) ED = y, (x, per,
ce qui montre que Uf(x,y) est régulière au point considéré, c’est-à-dire en tout point intérieur à S.
On peut écrire cette égalité de la façon suivante:
es Jp(x;y) — € Up(x , U)
d'où l'on conclut qu'en tout point intérieur à $ le quotient de U(x, y) par la fonction w,(x, y) qui correspond à ce point est régulier et différent de o.
BE
Extension aux fonctions de n variables complexes des théorèmes de MM. Mittag-Lejffler et Weierstrass. Théorème de M. Poincaré.
8. Voici quelques considérations générales sur le problème qui fait l'objet de cette troisième partie et de la quatrième,
Soit Æ(x,y,...,2,t,u) une fonction de »# variables complexes T,Y,-..,2,t,;u, monotrope et sans espace lacunaire à l'intérieur d’une région S. Je suppose que pour chaque point (&,b,...,c,d,e) intérieur. à S, on connaisse une fonction fos.oae(ŒYye.., #6, 0) monotrope et sans espace lacunaire, définie à l'intérieur d’un cercle 7,5 ..e.4, intérieur à S, et ayant pour centre le point (a,b,...,c,d,e), et équivalente à
ohne be alintérieur:den lue
Une condition nécessaire à laquelle doivent satisfaire les fonctions labo (® » Y3-+., 24,4) correspondant aux différents points de S, est la suivante: si (a',0',...,c',d',e’) est un point assez voisin de («,b,...,c,d,e) pour étre intérieur au cercle /°,5.449 les deux fonctions
pre (x , Y; css 8 d, u) et ne (a ) U sr.) ê) l , u)
doivent être équivalentes au point (a, 0’, ...,c', d',e'); il faut en effet qu'en ce point les deux fonctions soient équivalentes à une même troi- HÉMORP(LSY SUR LU).
Je me propose de montrer que si, sans se donner la fonction F(%,y,:..,2,t,u), on se donne pour chaque point (&,b,...,c,d,6) intérieur à S, une fonction fn5.euel( » Yy--+:#,t,4) monotrope et sans espace lacunaire à l’intérieur de Z’,5.ea+s et si les fonctions données fas…ede(Cs Y-..,8,t,4u) satisfont à la condition qui vient d'être expliquée, il existe une fonction F(x,y,...,2,t,u) monotrope et sans espace lacunaire, définie à l'intérieur de S, et qui, en chaque point intérieur à S est équivalente à la fonction donnée correspondant à ce point.
J'aurai ainsi établi la condition nécessaire et suffisante à laquelle doivent satisfaire les fonctions données, pour qu'il existe une fonction F(x,;,y,...,2,t,u) définie à l'intérieur de 5, et équivalente en chaque point intérieur à S à la fonction donnée en ce point.
IL est clair que le théorème bien connu de M. Mitrac-LEFFLER, relatif aux fonctions d’une variable complexe, n’est qu’un cas particulier de celui que je viens d'énoncer.
De cette extension du théorème de M. MrrraG-LerFLer se déduira d'une façon immédiate le théorème de M. Poincaré.
Les énoncés des théorèmes qui suivent et leurs démonstrations vont préciser ce qu'il peut rester de vague dans ces considérations générales.
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9. Il importe, pour la suite, de préciser ce que j'entends par point intérieur à une aire S, prise sur le plan d’une variable complexe: un point est intérieur à S, s'il existe un cercle, intérieur à $,, ayant ce point pour centre et un rayon non nul. Cette définition exclut les points situés sur le périmètre de. S ; une aire s, sera dite complètement intérieure à S, si chaque point de s, et de son périmétre est intérieur à S,; les périmètres des aires S et s, ne peuvent pas avoir, d’après cela, de point commun.
10. Lemme. Soit, sur le plan YOX, une aire connexe S limitée par un contour fermé simple ou complexe; on suppose qu'à chaque point de S ow de son périmètre correspond un cercle, de rayon non nul, ayant ce point pour centre: il est alors toujours possible de subdiviser $S en régions, en nombre fini et assez petites pour que chacune d'elles soit complètement intérieure au cercle correspondant à un point convenablement choisi dans $S ou sur son périmètre.
Supposons, en effet, le lemme en défaut: partageons $ en carrés au moyen de parallèles aux axes de coordonnées, de facon que le nombre des régions obtenues soit au moins égal à un certain entier #; il y a au moins l’une de ces régions, $, pour laquelle le lemme est encore en défaut.
Subdivisant S, en carrés et portions de carrés en nombre au moins égal à n, j'en déduis $,, de la même façon que S, se déduit de S; en poursuivant le raisonnement, j'arrive à une suite indéfinie de carrés ou portions de carrés 8, , 8,,...,8,,...; il est clair que $,, pour p augmentant indéfiniment, à pour limite un point M intérieur à S ou sur son périmètre; on arrive à cette conclusion que l’on peut trouver un carré S, aussi petit que l’on veut entourant M ou attenant à M et qui ne soit pas contenu à l'intérieur d’un des cercles de l'énoncé; or cela est impossible puisqu'au point M correspond un cercle de rayon non nul ayant ce point pour centre.
11. Dans les deux théorèmes qui suivent, je désigne par «& avec ou sans indice une valeur attribuée à la variable complexe +, par b avec ou sans indice une valeur attribuée à la variable complexe y.
J'ai rapproché les énoncés de ces deux théorèmes parce que les démonstrations, à une légère différence prés, en sont identiques.
Théorème I. Soient S, et S, deux aires connexes prises sur les plans respectifs des deux variables x et y; soient s, et s, deux aires connexes à contour fermé simple ou complexe, complètement intérieures respectivement à S,.et S,.
On suppose qu'à tout point (a,b) intérieur à (S,,S,) correspondent:
1° deux cercles: 1°,, de centre a et 7,, de centre b, intérieurs respeclivement à S, et S..
Ne)
une fonction f(x, y) monotrope et sans espace lacunaire définie à l'intérieur de (1,5, ras) et telle que en tout point (a', D’) intérieure à (1,5, Tan) elle soit équivalente à la fonction f;ÿ(x , y) qui correspond à ce point.
Il existe une fonction F(x,y) monotrope et sans espace lacunaire définie à lintérieure de (s,,s,) et qui en tout point intérieur à (s,,S8,) est équivalente à la fonction qui correspond à ce point.
Théorème II. Au lieu de supposer chacune des fonctions f,,(x , y) de l'énoncé précédent monotrope et sans espace lacunaire à l'intérieur de begtan) on peut supposer que chacune d'elles est le logarithme d'une fonction v,,(x.y) régulière à l'intérieur de (17,5, Jar) et telle qu'en tout point (a, b') intérieur à (Ty; ar) elle soit équivalente à f(x, y); cela revient à supposer que Va, o(E ; Y) Va, v (& y) Il existe alors une fonction F(x, y) définie à un multiple près de 2ir
) et équivalente en tout point intérieur à (s,,s,) à la
le quotient est régulier et différent de © au point a, d.
à l'intérieur de (s,,s,
fonction qui correspond à ce point.
Démonstration du théorème I. Soit, en effet, & un point intérieur à S;: si au point @ j'adjoins le point db intérieur à s, ou sur son périmètre, il correspond au point b d’après l'énoncé un cercle 7,, intérieur à &, de centre b: d’après le lemme, il est alors possible de subdiviser s, en régions R,,R,,...,R, en nombre fini n et assez petites pour que chacune d'elles 2, b, convenablement choisi dans s, ou sur son périmètre; à chaque point b, cercles 7’, sont en nombre fini # comme les points b,,b,,...,0,; je
soit complètement intérieure au cercle 7,, de centre
correspond de plus un cercle 7°,,, de centre a et intérieur à S,; ces
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puis alors tracer un cercle 7 de centre a et intérieur à tous les cercles concentriques 1%,»,; 1 Sera nécessairement intérieur à S. À chaque région À, contenue à l'intérieur de 7,4 correspond une fonction de l'énoncé f,,,(% , y) définie à l’intérieur de (7,4, ; Jan) et à fortiori à l’in-
térieur de (7%, ar); de plus, si À, et Æ, sont deux régions contiguës en tout point (a’, db") intérieur à (1%, ru) et à (1%, ras) les deux fonctions fan (ty) et fax, y) sont équivalentes comme étant, par hypothése, équivalentes en ce point à f,,(x, y). Dés lors les » régions R,,R,,...,R,, et les » fonctions qui leur correspondent, f,,(x,y),...,f,(%, y) satisfont à toutes les conditions sous lesquelles le théorème fondamental est applicable. Il existe, d'aprés ce théorème, une fonction w,(x,y) monotrope et sans espace lacunaire, définie à l'intérieur de (7%,s,) et équivalente, en tout point (a”, ”") intérieur à la région où elle est définie, à la fonction fort, y), l'indice p étant convenablement choisi; mais au point (a”', D), far, (æ , y) est elle-même équivalente à f,.,:(x,y); par suite ç,(x, y) et fy(x, y) sont équivalentes au point (a, b"”).
Ainsi, à chaque point «& intérieur à S., correspondent: un cercle 7, intérieur à S,, de centre a, et une fonction o,(x, y) définie à l’intérieur de (7,8) et qui, en tout point où elle est définie, est équivalente à la fonction correspondant à ce point d’après l'énoncé.
On peut, d'après le lemme, partager s, en régions T,, T,,...,T,, en nombre fini » et assez petites pour que chacune d'elles 7, soit comprise à l'intérieur du cercle 7%, de centre «, convenablement choisi à l’intérieur de s, ou sur son périmètre; à chacune des régions 7,, contenue à l’intérieur de 7”, correspond une fonction ç,(x,y) définie à l'intérieur de (77, , 8); si 1, et T, sont deux régions contiguës les deux fonctions @,,(x,y) et o,,(x,y) sont équivalentes en tout point intérieur à la fois à (1%,,8) et à (1 ,s,), comme étant toutes les deux équivalentes en ce point à la fonction de l'énoncé qui lui correspond. Dès lors, on peut appliquer le théorème fondamental aux fonctions &,, (x, y) et l’on est conduit à la fonction F(x, y) définie à l’intérieur de (s, , s,) qui satisfait aux conditions de l'énoncé; car en tout point (a, b’") intérieur à (s,,S,), F(x, y) est équivalente à la fonction ç,,(x, y), l'indice p étant convenablement choisi, et @,,(x, y) est équivalente elle-même en cé potht à fre, 0)
Démonstration du théorème IL. Cette démonstration est analogue à
la précédente: la seule différence consiste en ce que les fonctions f,,(x, y) Ea(x , y) et F(x,y) ne sont définies qu'à un multiple près de 2ir.
12. Conséquence du théorème IT. Dans le cas du théorème IL, si l'on considère la fonction:
V{x,y) — er),
elle est définie sans ambiguité à l’intérieur de (s,, s,); de plus si (a, à) est un point quelconque intérieur à (s,,s,), on a en ce point:
71 sl —
F(x ; y) re fao(x ; y) 10 À(æ ; y)
À(@ , y) étant régulière au point (@&, 6); on en conclut, en se souvenant que:
1 (x ? y) rs log Van (x , U),
(1) V(x 5 y) — Dao (X \ y) ext) ou:
oi VG@,7y) _—— em9).
Vao(® ; Y)
L'égalité (1) montre que V(x,y) est régulière en tout point (a, b) in-
CP CA à)
térieur à (s,,s,); l'égalité (2) montre que le quotient gulier et différent de © au point (a, b).
D'où le théorème suivant: (S,, 8,,s,,s, conservent la méme signification que dans ce qui précède).
Théorème IIT. Si à chaque point (a, db) intérieur à (S,, S,) correspondent:
1° deux cercles [”,, de centre a et 7,, de centre b, respectivement intérieurs à S, et S,.
2° une fonction V,,(x,y) régulière à l'intérieur de (1,5, ras) et telle qu'en tout point (a', b') intérieur à (T,5, rar) le quotient en soit ré- : a,b'\© ;,
gulier et différent de 0;
il existe une fonction V(x,y) régulière à l'intérieur de (s,,s,) et telle qu'en tout point (a,b) intérieur à (s,,s,) le quotient de V(x, y) par la fonction v,,(x, y) qui correspond à ce point est régulier et différent de o.
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13. l'extension des théorèmes précédents va être donnée pour le cas de »# variables: le procédé de démonstration reste le même; il me suffira donc d'indiquer les traits généraux de la démonstration.
Les » variables sont désignées par æ,...,y,2,t,u;a,...,b;c,d,e, avec ou sans indices, représentent des valeurs attribuées respectivement à æ,...,y,2,t,u. dJ'appelle point un ensemble de valeurs attribuées aux % variables ou à une partie des n variables; j'appelle cercle, ayant pour centre un point donné, un ensemble de cercles ayant pour centres respectifs les différents éléments composant le point et tracés sur les plans des variables correspondantes; dans ce système de notations un cercle 7° de centre (a,...,b,c,d,e) peut être considéré comme composé de deux cercles: ]”ayant pour centre (4,.4,b,0,d).et 17% ayant pourscentre; ou comme composé de 1° ayant pour centre (a,...,b,c) et de 1°, ayant pour centre (d,e); etc.
Un cercle 7’ est concentrique et intérieur au cercle 7, si Z' est composé de cercles, au sens ordinaire du mot, concentriques et intérieurs à ceux qui composent 7.
Théorème IV. Soient s,,58,,...,8,, n aires connexes à contour fermé, simple ou complexe, prises sur les plans respectifs des n variables x, ..., y,2,t,u et complètement intérieures respectivement aux aires S.,8,,...,5, prises sur les mêmes plans.
On suppose qu'à tout point (a,...,b,c,d,e) intérieur à (S,,8,,..,8,), correspondent:
lun cercle Ti 5,4, de céntre (ak 0,05 ,d'1e)dettintémienneà (Sr PSE
2° une fonction‘ des n variables, fs. peue(X;-.:Y, 2,t,u) monotrope et sans espace lacunaire, définie à l'intérieur de T7. peu, et telle que si (a',...,0',c',d',e’) est un point intérieur à I.5eae les deux fonctions far bode(Æ rc; Yrrt, 4) € fu. voae (re) Y, 2,14) Soient équivalentes au DRAP ETS DEC NA Te" :
Il existe une fonction F(x,...,y,2,t,u), monotrope et sans espace lacunaire, définie à l'intérieur de (s,,5,,...,8,) et telle qu'en tout point (a,...,b,c,d,e) intérieur à (s,,s8,,...,8,), elle soit équivalente à la fonction Lubeae(E 5 Yr&;t,4) qui correspond à ce point.
Théorème V. Au lieu de supposer, comme dans l'énoncé précédent,
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chacune des fonctions fi reae(t;..,Y, 2,4, u) monotrope et sans espace lacunaire à l'intérieur de 1, veus ON peut supposer que chacune de ces fonctions est le logarithme d'une fonction dv. poas(®, -..,,8,t4, u) régulière à l'intérieur de L[, veas et telle que si (a',...,b',c',d',e') est un point intérieur à I. sous les deux fonctions fi sat; ...,y,2,t,;4u) et fa vede(® ; -..,Y,2,t,u) soient équivalentes au point (a’,...,b',c',d', ee’); cette dernière condition revient à supposer que le quotient
Var be MU en VE tn) Va',...,0',c',d'e! (æ Se Vies d , u)
est régulier et différent de © au point (a, ..., 0, c', d’, e’).
Il existe alors une fonction F(x,...,y,2,t,u) définie à un multiple près de 2ix à l'intérieur de (5, ,5,,...,8,) et qui en chaque point (a, …,b,c,d,e) intérieur à (S,,5,,...,8,) est équivalente à la fonction feel... Y»2,t,) correspondant à ce point.
Démonstration du théorème IV. Soit, en effet, (a,...,b,c,d) un point intérieur à (S,,8,,..., 8,1); si je lui adjoins le point e intérieur
à S,, il correspond à e un cercle 27, eue Que je considère comme composendent 5. dercentre (as 0 rand)hret: de nn, dercentreresron
peut alors décomposer 5, en régions À, R,,...,R,, en nombre fini w,
assez petites pour que chacune d'elles À,
centre e, convenablement choisi dans S,. Les m cercles 2%.,,4, étant
soit intérieur au cercle 7, peu, de
concentriques et en nombre fini #, il existe un cercle /%.,,4 Concentrique et intérieur à ces m cercles. 1%.3,4 est certainement intérieur AO SO. 08.) Ar chaquerrégionit®e,. «correspond une Sfonction He Se 0,4 a)udéfiniena lintérieurode (astra) et fortarihatlintémeurades (7,0 rue. )srde plusmsinh;fet-Rrsont deux régions contiguës, en tout point (a’,...,0",c',d',e') intérieur à la DT Er ie ne) Mt UT or ns Milesmdeuxe fonctions fe or bn ete ira (@r NU: C'u)eontréquivalentes
Il en résulte la possibilité d'appliquer le théorème fondamental aux m fonctions fi..peae(Æs--5Ys2»t,0) et l'on est conduit à une fonction Pi NC ire tou) définie-adlintérieuraden(f} 52% ,%5,)etttelle qu'en tout point (a, ..…, bd", c', d”,e”) intérieur à la région ou elle est définie,
elle est équivalente à fn. pee (ss Y323t, 4), l'indice p étant convenable-
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ment choisi, et par suite équivalente à la fonction fo. pet, .…,y,2,t, 4) correspondant d’après l'énoncé au point (a”,..., b", c”’,d”, e"').
Ainsi. à chaque point (a,..4:,8;c,d) intérieur a1(SPMS Se, 50) correspondent: un cercle T7..,,4 ayant ce point pour centre et intérieur AS SE 0 «5 0,)set une: fonctionne, »,4(t, 4, 752,1, 4) détinienième
térieur de (7% peus 8) équivalente en tout point où elle est définie à la
fonction de l'énoncé qui correspond à ce point. Je considère comme composé de deux cercles: l’un Z%.,.4 de centre (a,...,b,c) et l'autre.y5.…., de centre d...On, peut, décomposer s,=; en régions 7}, T,,..., Ty, en nombre fini #', assez petites pour que chacune d'elles 1, soit intérieur au cercle 75.2, de centre d, convenablement choisi danses, 4 ou. surwson.,. périmètres, yen traceule cercle TT -##dettentre (a, ...,6,c) et intérieur aux #’ cercles concentriques 79: 645 15.5,."est forcément intérieur à (S,,8,, une fonction ®, ,:4-définie.à l'intérieur de (se uumis tete fortiori à l’intérieur de (1%..pes J.bo » #n)s le théorème fondamental,
appliqué à ces fonctions, conduit à la fonction d,.,.(t,...,y,2,t,u)
.….; S,_+); à chaque région 7, correspond
définie à l'intérieur de (/%..pes 8x1 %) équivalente en chaque point où elle est définie à la fonction @, vea(ts.. ,Y,4,t,u), l'indice p étant convenablement choisi, et équivalente aussi par suite à la fonction de l'énoncé correspondant au point considéré.
Des fonctions d,.5.(%,...,y,2,t,u), on conclura de la même facon, enMdécomposante., «en deux scercles dd Mdescentren(e, ve rs. de centre €; l'existence d’une fonction Y,..,(&,...,y;,2,#, w) définie avl'intérieur de (1 :3,5,2%, 8,1 8); (4. désignant un-cercle! intérieur à (S,,...,8, :) de centre (&...6), de rayon choisi assez petit) et telle qu’en tout point où elle est définie, elle soit équivalente à la fonction de l'énoncé correspondant à ce point. En poursuivant ce raisonnement on parvient à une fonction F(x,...,y,2,t;,u) définie à l'intérieur de (s, , 5,,..., 8,) et qui en chaque point où elle est ainsi définie, est équivalente à la fonction de l’énoncé correspondant à ce point.
Démonstration du théorème V. Elle est analogue à la précédente: la seule différence consiste en ce que les fonctions f{x, ...,y, 2,€% u), pue slyre, tt, U) Dr Sent) et (r RNUYS NES T M A)ANe OT considérées comine définies qu'a un multiple prés de 217.
Sur les fonctions de % variables complexes. 29 14. Dans le cas du théorème V, en posant:
Vic, ..,y,2,t,u) = e200
on obtient, comme dans le cas de deux variables, le théorème suivant
\ \ & à A e û Ce OUEST. HOME Sir) conserventila-méme sisnification.
Théorème VI. 50 à fout point (a, .….,b,c,d,e) intérieur à (5,,8,,...,8,) correspondent:
© un cercle L..r.a, de centre (a,.….,b,c,d,é) et intérieur à (8,,8,,...,8,);
2° une fonclion Ve. peue(® 5 Yr 21,4) des n variables, régulière à l'intérieur de 17. pes et telle que si (a',...,0,c', d', e’) est un point in-
D dede ONOROK TE) y 3 à » 2 u)
térieur à TL. peae Le quotient Va',...,b',c',d',e! (æ se...) U,%, b, u)
soit régulier et différent de © en ce point;
Il existe une fonction V(x,...,y,2,t,u) régulière en tout point intérieur à (5,,5,,...,8,) et telle qu'en tout point (a,...,b;c,d,e) intérieur à (S,,%5,5-., 5,) so quotient” par lafonchion 0: -102,(t,..,9,2,1,u) est régulier et différent de o.
15. Ce dernier théorème conduit à un théorème important relatif a une fonction (x,...,y,2,4,u) des n variablés (x,...,y,2,t,u) n'admettant à l'intérieur de (S,, S,,...,S,) que des singularités non essentielles.
Avant d'aborder ce théorème il est utile de rappeler quelques propositions connues.
M. WerersrRass à démontré que si une série entière en &,...,y,2,4,4, o(t,...,y,2,t,u), convergente dans le voisinage de l’origine, s'annule à l'origine, on peut l'écrire dans un domaine d de l'origine (sauf un cas d'exception que l'on peut éviter par un changement linéaire de variables) sous la forme:
OR RAD TA AC PEU RE UN
où P(u) est un polynôme en « de degré m, dans lequel le coefficient de uw” est l'unité, les autres coefficients étant des séries entières eu x,
...,Y;2,t, convergentes dans 0, et s’annulant toutes à l'origine, et où
o, est une série entière en &æ....,y,24,t,u convergente dans d et ne
s'annulant pas dans 4.
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De là résulte que les zéros de o(x,...,y,2,t,u) forment dans le
voisinage de l’origine une multiplicité à 2(n — 1) paramètres réels. Si 6m Vs, 2,00). Ét 20 (D: 0, RIT M) RONtPdeURrECNe tee tiéres en %,...,y,2,t,u sannulant à l’origine, deux cas peuvent se
présenter: ou bien ces deux séries admettent un diviseur commun (au sens donné à ce mot par M. Wgrersrrass); leurs zéros communs forment alors, dans le voisinage de l'origine, une multiplicité à 2(n — 1) paraméêtres réels; ou bien il n'y a pas de diviseur commun; les zéros communs à o et o forment alors, dans le voisinage de l'origine, une multiplicité à 2(n— 2) paramètres réels; dans ce dernier cas si le nombre des variables est » — 2, l’origine est un zéro commun isolé.
PRES USD NTS A) GNBIR TS Ter ND SEL) et o n’ont pas de diviseur commun, c'est-a-dire si leurs Zéros forment
La fraction
est dite irréductible à l’origine si &
une multiplicité à 2(n — 2) parametres réels dans le voisinage de l’origine.
La fraction 7 sera dite irréductible en un point (a,...,b,c,d,e)
où les fonctions W et V sont régulières, si W et V étant développées suivant les puissances entières de 4—a,...,y—b,2—c,t—d,u—e, la fraction obtenue est irréductible au point (a,...,b,c,d,e), au sens
sr ' EN : W cue : re qui vient d’être donné à ce mot; la fraction 7 Sera irréductible à l'in-
térieur de :(5,,8,..%,%), ou-,W ‘ét Font shpposces rés uHerc, 10H est 1rréductible en tout point intérieur à (s,, 5,,...,8,); ou bien, ce qui revient au même, si dans le voisinage de tout zéro commun à W et V intérieur à (s,,8,,...,s,) les zéros communs à W et V forment une multiplicité à 2(n— 2) dimensions; dans le cas de deux variables (n — 2), les zéros communs devront étre des points isolés.
Voici une dernière propriété connue des fractions dont les deux
termes sont des fonctions régulières; si W, V, W,, V, sont quatre fonc-
12 1 è , s | } Ù r: à : Li AN:
tions régulières dans une même aire et si les deux fractions TT sont toutes les deux irréductibles et égales entre elles à l'intérieur de cette
A est régulier et différent de o à l'intérieur de l'aire
aire, le quotient considérée,
16. Soit ® une fonction des # variables complexes æ,...,y,2,t,u
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? \ Q EC . SL n'admettant à l’intérieur de (8, , 8,,..., S,) que des singularités non essentielles; ce qui signifie que si (&a,...,b,c,d,e) est un point quelconque-intérieur. à (9,,5,,.:.,46,);-on aura, à l’intérieur d'un cercle
Luca de centre (a,...,b,c,d,e) et de rayon convenablement choisi:
De Wa,...,b,e,d,e
Va,...,b,e,d,e
OÙ Wu badge € V sont deux séries entières en 4—&@,...,y—b,2—c,
a. be, de t—d,u—e, convergentes à l'intérieur de 17,4. et choisies de telle sorte que la fraction précédente soit irréductible à l'intérieur du cercle Dvedes Ce dernier cercle peut toujours étre supposé de rayon assez petit pour étre tout entier intérieur à (8, , 8,,...,48,) Dès lors, si (a, .….,b!,c,d',e!) est un: point intérieur. à 17,5, on-aura dans le voisinage de ce point:
Wade de mu. 0,c;d,e,
Eu ?
Va... b,e,d,e Var biesdie
ces deux fractions étant irréductibles, on en conclut que le quotient
Va,.….,b,e,d, # . rer : z nue est régulier et différent de o au point (a’,..., b', €’, d', e'). Ua',...,b',c',d',e' T -
On peut, d'après cela, appliquer aux fonctions v,..se41, 1e théorème VI: il existe une fonction V de æ,...,y,2,t,u, régulière à l'intérieur
: V : Ne ei de (s,,5,,...,s,) et telle que le quotient ——— soit régulier et diffé- Va,.….,b,e,d,e reutide O at point: (4,::.,0,0,.d,6),intérieur an(s,e 5); te0jt: nn Led)
Va... b,e,d,e on à également dans le domaine du point (a,...,d,c,d,e)
De Wa,...,b,e,d,e
Va,.…..,b,e,d,e
_ D ° y _ Wa... be de AIRES
égalité qui montre que le produit ®.V est une fonction W révulière en
(en)
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tout point (&,...,0,c,d €) intérieur à (s,,5,,...,8,); par conséquent l’on a:
W et V étant régulières à l’intérieur de (s,,s,,...,8,).
à e W . ; e \ , (AR EQ La fraction 7 St irréductible à l’intérieur de (s,,...,8,); car on
a dans le domaine de tout point (a,...,b,c,d,e) intérieur à (s,,5,,...,8,):
L4 a Ta..b,e,d,e © À: ,0,c,d,e3
| | ra Wa...b,e,de Q RSR TO
: : W dbeas ne Sannulant pas au point (@,...,b,c,d,e), la fraction T est
irréductible en ce point comme la fraction —°".
On a donc le théorème suivant:
Théorème VII Si une fonction ® des n variables x ,...,y,2,t,u,
n'admet à l'intérieur de (S,, 8, ,..., 8) que des singularités non essen-
tielles, elle est égale à l’intérieur de (s,,5,,...,s8,) à la fraction FT dont
les deux termes sont des fonctions régulières à l'intérieur de (s,,5,,...,s,) et qui est irréductible à l'intérieur de (s,,5,,...,s8,).
17. Dans les théorèmes précédents, il a été constamment supposé que (s,,8,,...,8,) étaient des aires connexes, limitées par des contours fermés, et, par conséquent, d’étendue finie; il a été supposé de plus que (SES LORS) étaient réepectiveimebt INMÉMENTÉ LAS USE re OA 0e telle sorte que les périmètres de $,,8,,...,8, peuvent être choisis aussi voisins que l’on veut des périmêtres de 8,,8,,..., 8, mais non confondus avec eux. La suite du présent travail a pour but de démontrer que
tous les théorèmes précédents subsistent lorsque s,,s,,..., 8, sont confondus avec S,,8,,..., S,, ces dernières aires étant limitées par des
contours fermés ou non fermés, dont la nature sera précisée plus loin. Cette extension, dans le cas général, exigeant la démonstration de plusieurs propositions préliminaires, fera l'objet de la quatrième partie.
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Dans le cas particulier où chacune des aires S,,8,,...,8, est un cercle, le problème est plus simple, et je vais l’exposer dans les paragraphes suivants.
18. Théorème VII Soi y un ensemble de cercles y. ,7,,...,7,, tracés respectivement sur les plans des n variables x,...,y,2,t,u et ayant pour centres les origines des coordonnées dans les différents plans et des rayons finis ou infinis. On suppose qu'à chaque point (a,...,b,c,d,e) intérieur à y correspondent:
ne
un cercle [sea de centre (a, ..….,b,c,d,e) compris à l’intérieur de y;
2° une fonction fa.veae(® y» .:» Yy 2yt, U) MOnotrope et Sans espace lacunaire, définie à l'intérieur de 1 voa, et telle que si (a, ..., b',c',d’,e') est un point intérieur à [pour les. deux fonctions fa: voa Le.» Yr8st 4) et favede(® sr... Y,8,t,u) soient équivalentes au point (a’,…, D',c',d',e).
Il existe une fonction monotrope et sans espace lacunaire F(x,.….,y,2,t,u) définie à l'intérieur de y et équivalente en tout point intérieur à y à la fonction qui correspond à ce point.
Théorème VIII. A lieu de supposer, comme dans l'énoncé précédent chacune des fonctions fi peaelt 5.3 8, t,U) Monotrope el sans espace lacunaire, on peut supposer que chacune d'elles est le logarithme d'une fonction Vabede(T sr... Yy8,t,4) régulière à l’intérieur de I, 5.3, et telle que si (a',...,0",c', d',e'’) est un point intérieur à 7, 5ea, le quotient
De ss U,8, L, u) Va’... bd ,d',e (Æ se.) 7,%, t, u)
soit régulier et différent de o au point (a',...,0,c, d', e').
Il existe alors une fonction F(x,...,y,2,t,u) définie à un multiple près de 2ix à l’intérieur de 7, et équivalente en chaque point intérieur à 7 à la fonction correspondant à ce point.
Démonstration du théorème VII J'imagine à l’intérieur de chacun des n cercles y, (p—1,2,...,n) de l'énoncé, une suite indéfinie de cercles concentriques 71,72,...,7»,... dont les rayons vont en croissant avec l'indice supérieur, de telle sorte que 7} ait pour limite y, lorsque m augmente indéfiniment; dans le cas où le cerele 7, a un rayon infini, le rayon de y* devra augmenter indéfiniment avec m»; je désignerai par
7" l’ensemble des » cercles 77,75, ., 72. D’après les notations et con-
Acta mathematica. 19 Imprimé le 25 avril 1694. 5
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ventions adoptées, nous dirons que j',7°,...,7",... est une suite infinie de cercles, tous intérieurs à 7, dont chacun est intérieur au suivant, et tels que 7” ait pour limite 7 pour m augmentant indéfiniment: cette derniére condition revient à dire que si (a,...,b,c,d,e) est un point quelconque intérieur à y, on peut choisir # assez grand pour que le point considéré soit à l’intérieur de 7”.
Le cercle y" étant intérieur à y, il existe, d'après le théorème IV, une fonction monotrope et sans espace lacunaire, ç,,, des variables %,..., y,2,t,u, définie à l’intérieur de y” et équivalente en tout point intérieur à y" à Ia fonction de l'énoncé correspondant à ce point. Il est clair qu'on aura une autre fonction satisfaisant aux mêmes conditions en retranchant de &, un polynôme quelconque entièr en %,..:,y,4%,1t,u. À chaque cercle 7" (m—1,2,...+ ©) correspond ainsi une fonction @,.
Considérons la différence
\] L] Pn+1 TS Pm — Om
elle est régulière en tout point intérieur à 7", car en un tel point ç,.; et &, sont équivalentes à une même fonction; 9, peut donc être considérée comme une série entière .eny ®, : : 9%, 26 , .convergente “dans: J’appelle À, la série obtenue en remplaçant dans d, chaque terme par son module.
Soit €,,€,,..., €»)... une suite indéfinie de nombres positifs dont la somme constitue une série convergente.
Jendisrque lés fonctionsidé la suite mndéinie 6. "9... peuvent être choisies de telle sorte qu’à l’intérieur de 7’ on ait:
A; << Em * (m=2,3, oo)
En effet, supposons que les #— 1 premières fonctions: @,,9,,...,@, satisfassent à la condition précédente; je vais montrer que &,,; peût être choisie de façon à y satisfaire également.
Il existe en effet une fonction d,,, dexæ,...,y,2,t,% monotrope et sans espace lacunaire définie à l’intérieur de }>“*! et équivalente en tout point intérieur à 7"!" à la fonction qui correspond à ce point dans l'énoncé. On devra prendre pour Pru une fonction équivalente à
+1 \ rue FA . . . r Te k à l'intérieur de 7", et satisfaisant de plus à l'inégalité prescrite.
CO EX
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Je pose:
CEE an AR = és
sera régulière dans 7“: c’est donc une série entière en x,...,y,2,4,4 convergente dans 7”.
Je décompose la série & en deux parties: l’une P, comprenant les premiers termes de la série, jusqu’à un certain rang qui sera déterminé
ultérieurement, et l'autre 0, comprenant les autres termes:
Qu = Py + dy
Si À, désigne la série obtenue en remplaçant chaque terme de 9, par son module, on sait que le nombre des termes de P, peut étre choisi assez grand pour qu'à l’intérieur de 3“? (qui est compris dans le cércle de convergence 7“ de la série), on ait:
À, AE
La fonction ç,,, ainsi déterminée satisfait aux conditions imposées.
On déterminera ainsi de proche en proche toutes les fonctions @,,, 3»--. satisfaisant à la condition prescrite.
Je définis une fonction F{x,...,y,2,t,u) à l’intérieur de y par la condition suivante: à l’intérieur de 7? (p > 2) on a:
7 = ns ’ è + A (1) Fo, ...,y,8,1,0) = Pen + Zôs, Tr = la série: 2 9,,, est une fonction régulière à l’intérieur de 7?; car à l'inr=1l
térieur de ce cercle on a la suite d’imégalités:
AT, = Entre (A 27.510001)
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Dés lors, d'après une propriété connue des séries à double entrée, la = a
série 20,,, peut être ordonnée suivant les puissances entières et positives
de æ,...,y,2,t,4u et conduit ainsi à une série convergente dans 7°. L'expression (1) définit donc une fonction bien déterminée à l’in-
térieur de 7”. Il reste à montrer que deux quelconques des expressions
de F(x,...,y,2,t,u) fournissent bien la même fonction. Soit (& étant
un entier positif) les deux expressions:
F(o,...,y,48,t,u) = qu + Zôs,
et:
LS AR MR Re Z pres dont la première . définit F(4,...,9,23,1;u) à l'intérieur de 7" et la
deuxième à l'intérieur de 7?’*"; elles définissent donc simultanément F(x,...,y,2,t,u) à l'intérieur de 7”; pour vérifier que ces deux expressions sont identiques, il suffit de se rappeler que:
Optr — Pptrti Pr+r:
La fonction F(x,...,y,2,t,u) satisfait à toutes les conditions de l'énoncé; car si (a,...,d,c,d,e) est un point intérieur à ;, 6e point est intérieur à 7”, p étant choisi assez grand. La fonction est done définie dans le domaine du point (a,...,b,c;d,e) par:
= © Fa ( DA —— S 1 HE 5: ses Y,&; t, u) rt Ppr1 1 Zôp4r, ee la série du second membre étant une fonction régulière dans ;, HP, My 25 Fu) eEt'équivalenté au DOME, ee ie) er nc PATATE AN RTC) Démonstration du théorème VIII Cette démonstration est analogue à la précédente: la seule différence consiste en ce que les fonctions @,, Dis Ft, ...,y,2;t,u) ne sont considérées comme définies qu'à un multiple près de 2i7. Il n'en est pas de même des séries 9 dont chacune
est déterminée sans ambiguïté. On est, en effet, conduit à poser comme
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dans la démonstration précédente, les notations conservant un sens analogue :
Du ne re
chacune des déterminations de Durs — 9, est régulière dans 7#; €, désignera le, développement en série de l’une quelconque de ces déterminations, choisie arbitrairement; on décompose ensuite ei
(e nr — E GE 0
0, est ainsi définie sans aucune ambiguïté.
19.. Dans le cas du théorème VIII, en posant: V(t,...,9,8,4, 0) = etronnin
par un raisonnement déjà fait, W(x,...,y,2,t,u) est une fonction régulière dans y; ou si l’on veut, est une série entièreenæ,...,y,2,t,4 convergente dans 7. D’où le théorème:
Théorème IX. Si à chaque point (a,...,b,c,d,e) intérieur à y correspondent:
1% yn cercle Ti sise de centre (an. by; ed, ejretintérieurrèvr; 2° une fonction 0. beue(E 5°.» Y, 84,4) régulière dans Loue €t telle que si (a',..., 0", c', d', e') est un point intérieur à 17. seu, le quotient mers ANUS US) PORTE DUC TE EU RCE AE)
Il existe une série entière en x,...,y,2,t,u, V(x,.….,y,2,t,u) con-
soit régulier et différent de o au point (a',….,b',c',d', ce’).
vergente dans y et telle que, en tout point (a,...,b,c,d,e) intérieur à 7, ÉCRAN MN AE) OR ER) Théorème X. Si une fonction ® des n variables x,...,y,2,t,u
le quotient soit régulier et différent de o.
n'admet à l'intérieur de 7 que des singularités non essentielles, elle est le quotient de deux séries entières convergentes dans y, et telles que la fraction obtenue soit irréductible dans y.
Par une démonstration identique à celle du paragraphe 16, où l’on
remplace (8, 8,,..., 8) et (s,,5,,...,S,) tous les deux par 7, on voit que ® est le quotient de deux fonctions régulières dans y, et par suite
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le quotient de deux séries entières en æ%,y,...,2,t,4u convergentes
dans 7.
20. Supposons que les » cercles 7,,7,,..., 7; qui composent y, aient tous des rayons infinis; le théorème précédent, devient le théorème de M. PoincaRrE£:
Si une fonction ® des n variables x,...,y,2,t,u nadmet à distance finie que des singularités non essentielles, elle est le quotient de deux fonctions entières de x,...,y,2,t,u, telles que la fraction obtenue soit irréductible en tout point à distance finie.
Es
G'énéralisation des théorèmes précédents.
21. J'ai indiqué précédemment le but de cette quatrième partie. L'objet des propositions préliminaires que je vais établir est le suivant: je me suis servi dans la démonstration du théorème VIT d’une propriété bien connue: si une fonction f(x,...,y,z,t,u) des n variables complexes Z,...,Y,2,t,u est régulière à l'intérieur et sur le périmètre de » cercles tracés sur les plans respectifs des » variables, il existe un polynôme entier LL 32,0, utel ‘quésà différence 4vec Tafonétion /(x, "y, 2, 6,4) ait, à l'intérieur des » cercles, un module plus petit qu’un nombre positif e donné à l'avance. Il s’agit d'étendre cette proposition au cas où, aux n cercles, on substitue # contours fermés quelconques; si chacun de ces n contours est à connexion simple, je montrerai que le polynôme existe encore; si les contours sont à connexion multiple, en général le polynôme répondant à la question n'existe pas; mais on peut, au lieu du polynôme, trouver une fonction rationnelle de æ,...,y,2,#,u satisfaisant à la condition précédente.
J'entends par contour fermé simple, une ligne conrexe fermée, ne
présentant aucune boucle; d'après cela un contour fermé sinple partaoc
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tout le plan en deux aires connexes: l’une intérieure au contour, l’autre extérieure, là première d’étendue finie, la seconde d’étendue infinie.
22. Je donnerai d’abord la démonstration sommaire des deux propositions suivantes.
Soient /' et /” deux cercles tracés respectivement sur les plans des deux variables + et y, ayant pour centres les origines des coordonnées et pour rayons À et Æ.
1% Si ft, y) est une fonction des deux variables x et y régulière pour x intérieur à Let pour y extérieur à I"; si, de plus, f(x , y) tend vers O pour y augmentant indéfiniment, æ conservant une valeur constante
intérieure à 1’, la fonction f(x, y) est développable suivant une série entière
I Give ; .
en x et GE absolument convergente pour x dans I" et y extérieur à 1”; soit: ACL RD PET AT BE (a=0,12,,+o, Bla +æ)
J’exprimerai plus brièvement les conditions auxquelles f(x, y) est supposée satisfaire dans cet énoncé, en disant qu’elle est réguliére pour æ dans Z' et y extérieur à 7” et qu’elle s’annule pour y = ©.
Le théorème à démontrer revient au suivant: si l'on pose:
la fonction: fe. _ est régulière pour (x, y’) intérieur à (7', 1") Il ne peut y avoir de doute que pour la valeur y = o.
Je trace un cercle y’ concentrique à 1” et de rayon p > R'; comme f(x&,y) s'annule pour y = ©, on aura pour % intérieur à 1° et y extérieur à 7’: |
f(x Rare à f(&, x)dz
BUY
l'intégrale étant prise le long de 7’ dans le sens direct. En remplaçant
Joe . . . 120 « , ’ . FR \ nl -, il vient, pour x intérieur à /’et y’-intérieur à un cercle 7
y par
concentrique à 2” et de rayon p, ='—:
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f(æ, 2) ne ie
Ne
on voit par cette expression que pour y =, f(x, +) est régulière: J
le théoreme est ainsi démontré.
Si f(x, y) est régulière pour x et y extérieurs à T° et I” ct si elle tend vers o pour x augmentant indéfiniment, y conservant une valeur constante extérieure à 1" el pour y augmentant indéfiniment, x conservant
une valeur constante extérieure à TL; f(x, y) est développable en série entière
I I à Zu 7 en — et - absolument convergente à l'extérieur de 1" et 1”, et de la forme: de y
f(x > y) = 24 br Ye PEUT NT Ce)
J'exprimerai plus brièvement les conditions auxquelles satisfait par hypothèse /(x,y) en disant qu’elle est régulière pour (x, 7) extérieur à (1, 1") et qu’elle s'annule pour æ = © ainsi que pour y = ©. R° Re RU ; ; RAR * En posant: & = —, y == —, le théorème revient au suivant: 1 :
C y æ ? y est réguliére pour (x’, y) intérieur à (/”, /"); on a, effet, pour x extérieur à _Jrétiy extérieurvau, Cerclé7#concentriqué=à:1t et defrayonwp="R®*
I f(@ , 2)dz
bee ; \ R° ou, pour y’ intérieur à 7; concentrique à 1°” et de rayon —: ï 0
“Ai à
NET D A US) 102 Sete
RE L la LE | Bed : \ .
cela montre que fa, ) est régulière pour x extérieur à Z' et y’ intérieur à /”; comme cette fonction s'annule pour æ— ®, en vertu de 1°,
R? R°? À de lents Acfan Top tés f(— , —) sera régulière pour (x', y’) intérieur à (7, TPE
Proposition I Soient
Cet C' deux contours fermés simples tracés sur les plans des deux variables x et y;
a et ce deux points du plan de la variable x extérieurs à C;
bei & deux points du plan de la variable y extérieurs à C';
f(x , y) une fonction de x et y qui est régulière excepté pour les valeurs
æ—a@ et y—b et qui s'annule pour à — © ainsi que pour y = ©;
. À ‘ I I I I Il existe un polynôme entier en 3 ” nl =, — ) tel > œ—c y—d æ—c y—d
qu'en tout point (x, y) intérieur à (c,c'), on ait:
: mod. EC » Y) — Q(— à = a) AE.
e étant un nombre positif donné à l'avance.
Sur le plan de la variable + je trace une ligne ac partant de a et aboutissant à €, tout entiere extérieure au contour ©; et sur le plan de la variable y, je trace d'une facon analooue la ligne 04 extérieure au contour C’. Je marque sur la ligne ac, en allant de & vers c, n points dr, eb SuE bd, # points b, ,'b
a ., 0, en allant de b vers d.
" Nr “Je suppose » choisi assez orand et les points assez rapprochés pour que PI S
la condition suivante soit remplie: dans les deux suites de points: @,4,,
a mdr cet D, ,0::.02,04, dd, le tdistrce#rdéndeuspomttdeon
sécutifs quelconques est inférieure à une longueur À, plus petite elle-même que les distances des lignes ae et C d'une part, bd et C’ d'autre part;
de telle sorte que les cercles de rayon RÀ et de centres a, , b,, laissent
à leur extérieur les contours © et C7 et comprennent à leur intérieur respectivement les points 4, , et b,,. Les cercles le rayon À ayant pour
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c et b,,0,,...,b,,d. seront désignés dans là démonstration simplement par leurs centres. et b,; les points & et b étant intérieurs
Gén)
centres les points @,,4,,..:,4
Je considère les cercles a,
a ces cercles, la fonction /(x,y) est développable en série entière en
; ES absolument convergente à l’extérieur et sur le périmètre æ— a, y —b L ‘ 1
des cercles a, et b,. J’appelle P, (- = RU Ÿ _ r le polynôme formé par
les premiers termes de ce développement, pris en nombre assez grand pour que, à l'extérieur des cercles a, et b,, on ait:
mod | f(x ; 1) a nenill er
; Eve I le polynôme P, ne renferme pas de terme indépendant de —— ee mir DE
: ne, I Te Les points a, et b, étant intérieurs aux cercles a, et b,, P, (— æt— a, y—b;,
he I I est développable en série entière en F7 Co | URSS
absolument convergente 4 VE | I L à l'extérieur et sur le périmètre des cercles 4, et à, ; soit P, (5) æ— a, y—b, as 2 le polynôme formé par les premiers termes du développement pris en
nombre assez grand pour que l’on ait à l'extérieur des cercles «, et b,:
I jL k I I € r,( )— ( = a ER.
mod | A un JE TE à EG
En poursuivant ce raisonnement on obtient une suite de (n + 1) polynômes satisfaisant aux (n + 1) inégalités:
5 ŒIL I ; € « $ mod | fr ,Y)—P, PUS | rar l'extérieur des cercles a, ct à,
I Ï à I I € HOME ie Er PP ee: So rte | 1 (— a ve =) À eee =] ou à l'extérieur de a, etb.,
ie (Ur 0 . , . . . 0
< I I I Ï mod | Rial _—- —) PAT RSS _.
; ren J— DT À —Un y—b
| < *__ à l'extérieur de n+I
a, et b,,
I I I I € mod js )— o(—, BEL PARSARNASS IE 2 | n OrE he Ÿ ) = nr l'extérieur de € et d.
L— An æ—c" y—d
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Ces inégalités sont simultanément vérifiées à l’intérieur de (C', C’); on en conclut, le module de la somme étant moindre que la somme des modules:
ou [rc ui a(. ) << à l'intérieur de (C, C')
at y — d Le théorème énoncé est donc démontré.
Remarque. [a démonstration précédente suppose que chacun
des points € et d est à distance finie: je vais montrer que € ou d, séparé-
ment ou tous les deux à la fois peuvent être rejetés à l'infini, ——, rar WE C Ur
devant être alors remplacés respectivement par x et par y.
Je trace en effet un cercle /'de centre x, enveloppant Cet je suppose le point € pris à distance finie mais à l'extérieur de 7’; je trace un cercle 7 de centre d et de rayon assez petit pour que C’ lui soit complètement extérieur. | I I
Le polynôme a ) du théorème précédent est dévelop-
+ " I pable en série entiere en %—x, et ny absolument convergente pour x le
intérieur à /' ou sur son périmètre et pour y extérieur à 7 ou sur son périmètre. Soit Q, (rx, =) le polynôme formé par les premiers termes de ce développement, pris en nombre assez grand: on aura pour æ intérieur à Z'et y extérieur à 7, et à fortiori pour (x, y) intérieur à (ÉRRCA)
L I ; lite Inod La a a) —= Q. (2 nt 60 a NE et comme:
mod [rte , Y) — ol - re :)| <e pour (x, y) intérieur à (C, C"),
on en conclut:
mod Le »Y)-— Q, (x — %) Le :) | < 2e pour (x,y) intérieur à (C, C’),
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I : . (02 (r—%, | est un polynôme entier en x ct RS
, ce qui montre que le point c peut être supposé rejeté à linfini. |
Pour montrer que les deux points c« et d peuvent étre rejetés à l'infini simultanément, je trace les cercles /” et 7” de centres arbitraires
x, et y, et enveloppant respectivement C et C’; je suppose € et d pris
: : “ . ee \ à I I
à distance finie mais extérieurs à 7” et 1”; le polynôme o( — , ) À UE et
est développable en série entière en x — #,, y —y,, absolument con-
vergente dans /', /" et sur leurs périmètres; soit Q,(x — x, , y — y,) le
polynôme formé par l'ensemble des premiers termes du développement pris en nombre assez grand: on aura pour (x,y) intérieur à (C, C”):
mod [#{r , 9) — Que — %,, y —ÿ)] < 2e:
Q, étant un polynôme entier en x et y, on voit que c et d peuvent être rejetés tous deux à l'infini.
Proposition II. Soient:
C; et Ci deux contours fermés simples pris respectivement sur les plans des deux variables x et y;
Cet C' deux contours fermés simples complètement intérieurs respectivement à ©, et C;
f(x , y) une fonclion des deux variables x et y régulière en tout point intérieur à (OC, C:);
a un point extérieur à C, à distance finie ou infinie;
b un point extérieur à Ci à distance finie ou infinie;
Il existe un polynôme entier en ——, _. C1] = es) tel
qu'en tout point intérieur à (C, C'), on ait:
mod ne » Ÿ) — A — | < €
e étant un nombre positif donné à l'avance.
Je trace le contour fermé simple ©, enveloppant © et enveloppé
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par C; et le contour fermé simple C; enveloppant C’ et enveloppé par C;. Le théoréme de Caucuy donne pour (x, y) intérieur à (C, , C:):
f(œ ) y) 4 ; AGREE ©
247 Fer M0
Je partage le contour d'intégration C; en » parties consécutives PDO EEE ED LB DSP} Masertpeutes pour -que chacune
d'elles B,B,,, soit comprise à l’intérieur d'un cercle 7” laissant à son extérieur les contours Ci et C’ et par conséquent compris entre ces deux contours. Je pose
le chemin d'intégration étant B,B,,,; cette fonction f,(x, y) est régulière LE PEL RER Nr à. Tarte Ne DE 4
pour x intérieur à C, et pour y non situé sur B,B,,,; de plus elle s’an
nule pour y — ©. On a d’ailleurs pour (x,y) intérieur à (OC, C:):
() f( , y) = f(x, ÿ). Rose
J'applique le théorème de Caucuy à la fonction f,(r,y) et au contour C, ; J'aurai pour x intérieur à ©, et y quelconque mais non situé sur B,B,,;
fe, 9) — D CS
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Je partage C, en » parties 4, 4,,4,4,,..., 4,4,, telles que chacune d'elles 4,4,4, soit intérieure à un cercle y, laissant à son extérieur les contours Cet C, et je pose:
Cha (x ? y) RE 21
A,A,31 étant le chemin d'intégration. La fonction ç,,(x, y) est régulière tant que æ et y ne sont pas situés respectivement sur 4,4,,, et B,B,,:. De plus €, demment pour æ — ©.
(x , y) s'annule pour y = © comme f,(x, y), et s'annule évi- On a pour x intérieur à ©, ct y non situé sur B,B,,::
(2) f,(@ ; y) SA DIT C ) y). (Re
Les égalités (1) et (2) sont simultanément vérifiées pour (x, y) intérieur à (C, , C:): on en conclut, pour (x, y) intérieur à (C,, @), l'égalité:
ASUS er y) AS A TR 2
ee sl «x * a ‘oc ï &] ct ns ë. … ?
Si j'appelle a, et bd, les centres respectifs des cercles 7, et 7;, la " ’ HI \ , CAL # ny A 2. ‘ pr fonction ç,,(x , y), régulière à l'extérieur de ces cercles et s’annulant pou % = © ainsi que pour y = © est développable en série entière en —— T — A
et absolument convergente à l'extérieur et sur le périmètre de ces
pq
cercles. J'appelle P ( | le polynôme formé par les premiers €
ie: l Era Virrau
termes de ce développement ris en nombre assez orand pour que à PP : £
l'extérieur de et 7! et à fortiori à l'intérieur de (C, C'), on ait: Tr Tr nv»
mod ln (x , y) — Es be )| = w|ponrt (x, y) intérieur à (C,C”)]. , pp.)
‘ ) qui n'a pas de terme indépendant
, œ— dp y — b,,
Or le polynôme A
I I x us ee de ——— et ————, n'a pas d'autre point singulier que æ = a, extérieur &— ap Y—Ù
à C et y—b, extérieur à C et de plus s'annule «pour # ou y infini.
\ . e . 0 A . I I D'après la proposition [, il existe un polynôme entier en
œ — de y — db?
I I oe re ) tel que:
At I oral I ï € Te \ mod | P,,(- — — On =, ) -"_ [pour (x, y) intérieur à | As Up Y— bn y — D, - 2mn Î ( 9) $ À (C, © En additionnant cette inégalité avec la précédente, il vient:
mod Len (x , y) — (= es ) —
RETRO Pere [pour (x, y) intérieur à (OC, C”)].
J'imagine écrites les #7 inégalités analogues à la précédente obtenues EAN Li; 2
20 Ji lou ,rnsmelles: donnent, én rematquant que:
226 (x ; y) = f(x ; y) LP Te re TS et que Ÿ Ÿ Q PS : | est un polynôme entier en — RE 9 = ( ) LAC —— | En 71e — a? y—b) BOY Œ— a" y —b?
LT I soit Q( : 1e Œ—@" y —b,
mod | FC, v) — A —— ; —) | < s [pour (x, y) intérieur à (C, C].
C'est le théorème énoncé.
2 M Re I l Si a et D sont tous deux à l'infini, on aura au lieu de a )
æ—a°y—b un polynôme entier en x et y.
Proposition IIL Soient:
C et C deux contours fermés simples tracés sur les plans des
deux variables x et y;
a et c deux points du plan de la variable x extérieurs à C; b et d deux points du plan de la variable y intérieurs à C':
f(x, y) une fonction des deux variables x et y, régulière en tout point exceplé pour les valeurs x —
a et y —b et s'annulant pour x infini ainsi que pour y infini:
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I I I 11 j anôm jer en tel Il existe un polynôme entier en ne Me lé Q(— 2ù _
que en tout point (x ,y) intérieur à C et extérieur à C”, on ait:
mod LG , Y) — o( : )| + €
e étant un nombre positif donné à l'avance.
Re
Je trace une ligne ac partant de & et aboutissant à c, extérieure à C; et d’une facon analogue une ligne bd intérieure à ©’. Pour le reste, la démonstration est identique à celle de la proposition L Le point c peut être rejeté à l'infini.
Proposition IV. Soient:
C; et Ci deux contours fermés simples tracés respectivement sur les plans des deux variables x et y;
C'un contour fermé simple intérieur à C;
C' un contour fermé simple enveloppant C:
fa , y) une fonction des deux variables x et y régulière pour x intérieur
à © et y extérieur à Ci et qui S'annule pour y = ©;
a un point du plan de la variable x extérieur à (, à distance finie ou infinie;
b'un point du plan de la variable y intérieur à C:
$ À : I I 6 Vs Il existe un polynôme entier en ut de ; sil tel que
en tout point (x ,y) intérieur à C et extérieur à C', on ait:
I I 3 mod | Ce , Y) — Q(— a :) | ie
e étant un nombre positif donné à l'avance.
Je trace le contour fermé simple C' enveloppant C{ et enveloppé par C’; on a, en remarquant que f(x, y) s’annule pour y — ©:
; u °F 2)de sr: \ er à
fe, y} = — — 7 pour x intérieur à C et y extérieur à C 217 2 — y SR se
Cr
LE ? L . D l'intégrale est prise le long de ©, dans le sens direct. Pour la suite, la démonstration est identique à celle de la proposition IL
25. Les deux propositions suivantes se démontrent encore comme les précédentes.
Proposition V. Sorent:
Cet C' deux contours fermés simples tracés respectivement sur les plans des deux variables x et y; >
a et c deux points du plan de la variable x intérieurs à C:;
b et d deux points du plan de la variable y intérieurs à C';
f(x , y) une fonction régulière excepté pour les valeurs x = à et y —b, _et qui s'annule pour x — CO ainsi Que pour y = D;
Il existe un polynôme entier en _ Q( Pape. > tel que
5) cc _y—d \t— C7 4
en tout point (x, y) extérieur à (C, C") on ait:
mod [re , Vue Q(- | y = =] F
s étant un nombre positif donné à l'avance.
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Proposition VI Soient:
C, et C! deux contours fermés simples tracés sur les plans respectifs des variables x et y;
Cet C' deux contours fermés simples enveloppant chacun des deux précédents ; :
a et b deux points intérieurs respectivement à CO et C;;
f(&,y) une fonction des deux variables x et y régulière pour (x , y) extérieur à (C,, C;) et s'annulant pour &æ = © ainsi que pour y = D:
. x ‘ I A Il existe un polynôme entier en D o
) tel que
en tout point (x, y) extérieur à (C, C’), on ait:
RS mod LAC ue o(- — de : | vi
e étant un nombre positif donné à l'avance.
26. Voici quelques notations employées dans l’énoncé et la démonstration de la proposition suivante:
S désigne une aire connexe prise sur le plan de la variable x et limitée par # + 1 contours fermés simples ©, €, C,,...,C,, dont le premier €, enveloppe S et chacun des » autres est enveloppé par 5:
Cÿ désigne un contour fermé simple enveloppant ©;
Cÿ désigne un contour fermé simple enveloppant C;;
OC, (p=1,2,...,n) désigne un contour fermé simple enveloppé € Wu Y Y2 3 « W We f 3 ] à 3 ay A € dE Ç À par C,,-et C; désigne un contour fermé simple enveloppé par C;; S, dé signe l'aire limitée par les (n +4) contours, ©, 0, C,.:., Ci; et S,
n l'aire limitée par les (# + 1) contours C5, C?,..., C?; de cette sorte S est complétement intérieure à #8, et 8, elle-même complètement intérieure à S,.
S AL / Y/ 1 VC: Yl/ y 1Y2EX 2 2!
Les notations S", CG; Œ, EN 42 (64 ? 1# C ) C; RCE ce ] 2 70 » Mr LD, ce ?
ont une signification analogue relativement au plan de la variable y.
Proposition VII. Soient:
ps Ar Apps ns (NH 1) points du plan de la variable x dont le premier a, est extérieur à Cj; et dont chacun des n autres a, (p=1,2,..,n) est intérieur au contour C;;
Sur les fonctions de # variables complexes. ST p b,,0,,0,,...,0,, (m + 1) points du plan de la variable y situés d'une façon analogue relativement aux (m + 1) contours Cf, 07,..., C7; f(x , y) une fonction de x et y régulière à l'intérieur de U (CPRAR I I I 1l I 1 Il existe un polynôme de 5 —— jo, —— or | mn
; LE 7 DT 0 © — dr 2-0, CO y 0 NY 0;
de KI I I I I I entier en —— ,..., : s.., ———, et tel que
3 , ) Œ—4 Æ—a, Œ— n° y;— db, y —b, y — bn
en tout point (x, y) intérieur a (S, S'), on ait:
I I I mod | /{, EME Se |
e étant un nombre positif donné a l'avance.
J’applique à la fonction f(x, y) et au périmètre de l'aire S° du plan de la variable y le théorème de Caucay: j'aurai ainsi pour (x, y) in-
tériéur a0(63, 0)
+ "fl aa E— 2) da ne À) Le f(x ; y) = — Le 2 —Y ee. ie | Et |
5 < 1} " / C à C Ca
le sens des intégrations étant direct pour le contour C;' et indirect pour lé miContours CO AC VAN, O7
Je pose:
I 4 2) d2 p,(& s y) = Fe ; (g=0,1,2,...,m)
de telle sorte qu'on aura pour (x,y) intérieur à (5, , 6):
(1) (GS = 20 NU) (g=0, 1,2)
Considérons la fonction &,(x, y), (4 = 0,1,2,...,m); son expression:
Core) de Pal à ÿ) = _.
Ce - ) a RAA SAT x en ARTE > Q montre qu’elle est régulière pour x intérieur à $, et pour y quelconque mais non situé sur (7 qui est une coupure relative à la seule variable y; de plus @,(&, y) s’annule pour y = ®.
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J'applique à nouveau le théorème de Cauony à la fonction @,(«, y), 4 —0,1,2,...,m) et au périmètre de l'aire $, du plan de la variable æ; on aura pour æ intérieur à $, et y non situé sur C7:
1 «7 (2, y)dz 1 7 (z ,.y)dz SUR Ca (2, y)dz Al,0) = 7x | æ de Re 2 Ë
2 nr LIT ” \ ?
ci C 0e
le sens des intégrations étant direct pour © et indirect pour les » conil Yl Toutes Ce.
Je pose:
I "Cy (2, y)da.
Dh NN) — = : (p=0,1,2,...,n) . Pra(® 5 ÿ) = g—æ |?
de telle sorte que pour % intérieur à $, et y non situé sur C}', on aura:
Considérons la fonction d,,(x, y); son expression:
L fo, y)de PAC > y) ee j E
montre qu’elle est régulière dans toute l’étendue des deux plans des variables x et y en exceptant la coupure C; du plan de la variable x et la coupure ©} du plan de la variable y, (coupure qu’admet la fonction P,&, Y) elle-même); de plus d,,(x,y) s’annule pour æ = © et s’annule aussi pour y — © comme la fonction @,(2, y). |
Comparons les égalités (1) et (2) qui ont lieu simultanément pour (&, y) intérieur à (S,, S;);-il vient:
(3) f(x , y) == 22%» (æ , y) (D=0 12 nn; g=0,1,2, 4, m)
pour (æ&,y) intérieur à (S,,5;) et à fortiori pour (x,y) intérieur à (S, S"). On obtient ainsi pour f(x, y), à l’intérieur de (S, S’) une expression
qui est la somme de (m+1)n+1) fonctions DU), (pH OS ASIE
4—=0,1,2,...,M); je classe ces fonctions en quatre groupes:
1° Ja fonction @,,(x,y) qui ne cesse d'être régulière que sur les
Sur les fonctions de % variables complexes. 93 2 . 1 . . 72 EL LA ke La coupures ©; et Cÿ'; elle est en particulier régulière pour (x,y) intérieur N L 1 . Free \ à . .
à (CG, C5); comme le contour (C,, C%) est intérieur à (C!, CY'), il existe (proposition Il) un polynôme Q,, entier en D RATE 2 — a,” 1 -
térieur de (C,, C;) et à fortiori à l’intérieur de (S, S"
tel que à lin-
ODA
(4) mod [d,,(x ; y) — Q,,] a [a l’intérieur de (S, S)];
(m + in +1)
2° le second groupe est composé des »% fonctions d,,(x,y) (g==1,2,..,m); chacune de ces fonctions d,,(x, y) est réguliére pour x intérieur à © et y extérieur à ©} et s'annule pour y = œ; il existe (proposition IV) un
rte l I mu $ polynôme ©,, entier en CL tel que pour x intérieur à C, et É ‘0 ae t
y extérieur à C, et à fortiori pour (x,y) intérieur à (S, S') on ait: (ta dns)
(5) mod [Dog (x » y) "T3 Qoo] <<
(m + D + 1) PERS (&,9) intérieur à (S, S”);
3° le troisiéme groupe, analogue au précédent, est composé des »
fonctions d,(t,; y) (p=—1,2,.,n); chacune de ces fonctions 9, & 7)
est régulière pour æ extérieur à ©} et y intérieur à CŸ' et s’annule pour Le) ?P 0
tr ÉlUICrR ON et tel que
G—= ©; il existe un polynôme Q B — y y — bd,
Vo at: (pr pneu")
pour (x, y) intérieur à (8,8);
TN els ë (6) mod [d,0(x ; y) — Qpo) < (n + 1m + 1)
4 le mr fonctions dt, 4) (= 1,2... 1;q——1,2,..,#)dont chacune d,,(x,y) est régulière pour (x,y) extérieur à (C,, C;') et s'annule pour æ = ainsi que pour y — ©; il existe (proposition VI) un poly-
C,) et à
A = I nome entier en 5 ;
2e tel que à l'extérieur de (C
y — be fortiorinaul'intérieur de(S, S'); on ait: (p—1,2,...,n;q—=1,2,..,m)
(7), -mod{[d,,(x, y) — Q,,1 < PT Fo pour (x, y) intérieur à (S, S”).
J'imagine écrites les (in + 1)(n + 1) inégalités analogues à (4), (5), (6)
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et (7): elles sont simultanément vérifiées pour (x%,y) intérieur à (S, 5’);
je les additionne en remarquant que Z2Q, (p=—=0;1,2,..,n;q—=0,1,2,..,m) L Ts I 1
—a x—a "zx Der
SOI: a 2e
- ds pe ; RÉ LUN, cm Œ— a, œ— an" y — b, Y — bn
est un polynôme entier en AAA l ) y — b, 7 y —b, |
SF SS ‘| et que, à l'intérieur VE b
de (S,S"), on a, d’après l'égalité (3):
{x ; Y) —= 226, (x : y). (COM E or OIEENTr Il vient:
mod | (2. 7) — Q( À er » —)|<
& it z à CÊLE ; 0e pe.
UNE de NE VU Mb; Y — Un
à l’intérieur de (S, S"). C’est le théorème énoncé.
27. Aux propositions préliminaires qui viennent d'être démontrées, jajouterai la suivante, qui est connue.
Proposition VIII Soient:
S et S' deux aires connexes prises sur les plans respectifs des deux variables x et y;
| Ep» Egre) Em>... UNC Suite indéfinie de nombres positifs formant une série convergente;
f(x,y), A(t,y),..., fn(t 9), -.. une suite indéfinie de fonctions toutes régulières à l'intérieur de (S,S") et telles que, en tout point (x,y) intérieur à (S,S), on,au:, .
mod [f,(t, Y)] <e,. (m1, 2, 6)
Si l’on pose:
D(x , y) — DE (a “ y) En 9-2")
la fonction ®(x, y) est régulière à l'intérieur de (S, 5).
28. Avant de démontrer le théorème qui est l'objet de cette quatriéme partie, il importe de préciser la nature des contours auxquels il s'applique et d'indiquer à leur sujet quelques remarques.
Soit S une aire connexe qui à pour périmètre une ligne fermée connexe Z; je suppose d'abord que $ soit intérieure à L; L peut présenter des boucles, et peut par conséquent ne pas être un contour fermé
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simple; maïs je suppose que Z puisse étre considérée comme la limite
d'une suite indéfinie de contours fermés simples ©, C,,..., C,,... tous intérieurs à Z et dont chacun enveloppe le précédent; j'entends par là,
d'une façon précise, que si À est un point quelconque intérieur à S' on peut choisir » assez grand pour que À soit intérieur à ©.
De même si $ est l'aire extérieure à Z, je supposérai que Z peut être considérée comme la limite d'une suite indéfinie de contours fermés sunples C0 .,0,,0:%. énveloppant tous Let dont ‘chacun:est enveloppé par le précédent. Dans ces conditions Z peut étre supposée se réduire à une ligne non fermée, sans boucle, AB, limitée aux points À et B et qui est alors considérée comme un contour fermé indéfiniment aplati; l'aire S extérieure à Z comprend dans ce cas tout le plan à l’exclusion des points situés sur AB. D'une facon analogue L pourra étre supposée se réduire à un seul point À; l'aire S comprend alors tout le plan à l'exclusion du point À.
Les considérations précédentes s'étendent sans difficulté à une aire à connexion multiple; soit, en effet, $ une aire connexe dont le périno A EE
dont la première L, enveloppe S et dont chacune des » autres est en-
mètre est composé de (» + 1) lignes fermées connexes L,, L
veloppée par $S; chacune des n lignes L, L,,..., L, peut être supposée réduite à une ligne AZ ou à un point unique À, comme il vient d'être expliqué. Je trace le contour fermé simple ©} intérieur à Z, et en-
veloppant les »# lignes L,L,,..., L,, et je trace n contours fermés
simples C,, C,...,C% dont chacun enveloppe l’une des lignes L, , L,,
..., L, et laisse à son extérieur tous les autres contours et lignes tracés.
J'appelle S$S, l'aire qui à pour périmètre C,,
que S puisse étre considérée comme la limite d’une suite indéfinie d’aires
RS US
Fe fermés simples comme il vient d’être indiqué et dont chacune est complète-
CCR OTEEUDhOSe dont chacune #$ est limitée par (x I) contours p Ï
ment intérieure à la suivante; de telle sorte que si À est un point quelconque intérieur à S, il sera aussi intérieur à S, si p est choisi assez grand.
La ligne L, a été supposée fermée; on pourra supposer qu'elle n’est pas une ligne fermée pourvu qu'elle puisse être considérée comme la limite d’une suite de contours fermés simples au sens qui a été donné à cette expression. Par exemple, L, pourrait être un cercle de rayon
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infini, ou bien encore une hyperbole, en supposant S extérieure à cette
hyperbole. | Dans les théorèmes suivants S désigne une aire du plan de la variable x limitée par (x + 1) lignes Z,, L,, L,...., L, satisfaisant aux
conditions précédentes et S désigne une aire du plan de la variable y
limitée d'une facon analogue par les (in + 1) lignes 4, L,..., L,.
Théorème XI. On suppose qu'à chaque point (a, b) intérieur à (S, S') correspondent :
1° deux cercles: 1 de centre a et 7,, de centre b, respectivement intérieurs à S et S';
2° une fonction f(x ,y) des deux variables x et y monotrope et sans espace lacunaire, définie à l’intérieur de (l'y, ra) et telle que si (ab) est un point intérieur à (Ly, Ta) la fonction f(x, y) soit équivalente au point (a', b") à la fonction f(x, y).
Il existe une fonction F(x,y) de x et y monotrope et sans espace lacunaire, définie à l’intérieur de (S, S') et équivalente en tout point (a, b) intérieur à (S, S') à la fonction f(x, y) correspondant à ce point.
Théorème XII. Aw lieu de supposer que chacune des fonctions f(x , y) de l'énoncé précédent est monotrope et sans espacé lacunaire, on peut supposer que chacune d'elles f(x , y) est le logarithme d'une fonction v,,(x , y) régulière à Vintérieur de (1,7) et telle que si (a’,b') est un point intérieur à vao( ; Y) Va’ (® , y)
Il existe alors une fonction F(x,y) définie à l'intérieur de (S, S) à un multiple près de 2ix et équivalente en tout point (a, b) intérieur à (S, S) à la fonction f(x ; y).
(Lys Tw) le quotient soit régulier et différent de © au point (a', b).
Démonstration du théorème XI. Soit: S,8,,...,S,,... la suite indéfinie d’aires ayant pour limite S et dont chacune est composée d’après les indications du précédent paragraphe, et soit S;, S,,...,8S,,... la suite analogue ayant pour limite S.
Chacune des aires (S,,S) (p—1,2,..., ©) étant intérieuresà (S, S’), il existe (théorème T) une fonction de æ et y monotrope et sans espace lacunaire, définie à l’intérieur de ($,, $;) et équivalente en tout point intérieur à (S,,8;) à la fonction de l'énoncé correspondant à ce
point. Il est clair que l’on obtiendra une nouvelle fonction satisfaisant
aux mêmes conditions que ç, en retranchant de @, une fonction quelconque de x et y régulière à l’intérieur de LS CUS): Considérons la différence:
N Pp41— Pp — Ops
o, sera une fonction réguliére à l'intérieur de PSS)
Soie sion, £,,... une suite indéfinie de nombres tous positifs formant une série convergente.
Je dis que les fonctions ç,,w,,...,@,,... peuvent étre choisies de
telle sorte que l’on ait à l'intérieur de (S,_,, S5_;):
MOTOS, CRUE
En effet y; étant un entier positif au moins égal à 2, supposons que és n(u — 1) premiers fonctions @,,6,,...,@,,... satisfassent à la condition précédente: je vais montrer qu'on peut choisir la fonction @,,, de telie sorte qu'elle y satisfasse également.
Il existe, en effet, une fonction d,,, de x et y monotrope et sans espace lacunaire à l'intérieur de (5,,:, S,,,) et équivalente en tout point intérieur à (S,,1, S,,1} à la fonction de l'énoncé correspondant à ce point.
Il faudra prendre pour w,,, une fonction équivalente à d,,, à l'intérieurs de (S,:,,S,.4et choisié-de telle Sorte que;- à l’intérieur, de (ose). on ait:
mod es Fe el Ée CE
Je considère pour cela la différence :
(1) DT o
qui est régulière à l’intérieur de (S,, S;).
Je prends alors dans le plan de la variable x sur le périmètre ou a l'extérieur de Z, un point a, à distance finie ou infinie; si L, est un cercle de rayon infini ce choix ne peut se faire qu’en prenant pour a, le point ©. Sur le périmètre ou à l'intérieur de chacune des lignes L, &—1,2,...,n) je prends un point quelconque a; si la ligne L, se réduit à un point À, ce choix ne peut se faire qu’en prenant pour a, le point À lui même. D'une façon analogue, je prends dans le plan de la variable y les (m + 1) points b,,b,,...,0b,. Les aires S,_; et 5, sont
Acia mathematica. 19. Imprimé le 2 mai 1894, 8
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limitées, la première par (n + 1) contours fermés simples C,_;, es de Ce)
et la seconde par (m+ 1) contours simples C,,C;',,.…, C#",; les points a, et db, sont extérieurs respectivement à C, et C}'; (S,, S,_1) est in-
térieure à (S,, S;) et la fonction €, est régulière à l’intérieur dés 152
I existe alors (proposition VIT) un polynôme P entier en =: Œ à,
ne : date] que, à l'intérieur de (S, :, S;_;) ae ee .. y 9 LL
z— à, ? &@— an y — D, ? y —by d ER
mod (&, — P) < e,.
Je pose:
= ) Dir + Dis Je
Comme P est une fonction régulière à l’intérieur de (S, S”) et à fortiori à l'intérieur de (S,,1, Sy) la fonction @,,, est équivalente à d,,, à l’'in- LÉTIEUT UE Se Si):
L'égalité (1) devient:
= ) Cas CRE Cu SE é A+ I
avec:
mod (@, — P) <'e, à l'intérieur de (5,2, S:2,)
ns
et en posant:
jaurai:
N Pur ae On = 0,
avec:
mod{(d) <,e, à. l'intérieur defss,, S7.)
On à ainsi déterminé la fonction @,,, satisfaisant aux conditions requises. On déterminera de méme de proche en proche la suite indéfinie de fonctions w,:, 0,3,
Je définis une fonction J'(x, y) à l’intérieur de (S, S') par la conditionFuivante: on 3, à l'intérieur de(s, , Shine sc)
(3) F(x x U) = Chi — 2 Re
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On a ainsi une infinité d'expressions de la fonction F(x,y); il faut montrer que chacune d’elles a un sens bien déterminé et que toutes définissent la même fonction.
La série du second membre de (3) est une fonction régulière de x et y à l’intérieur de (S,, S'); car on a, à l’intérieur de LS SS)la suite indéfinie d’inégalités:
MO OR TENEX G=1,2,3,., 0)
La suite des e,,, étant une série convergente, 1l en résulte (proposition
VIID que la. série:
RAM
est une fonction régulière de x et y à l'intérieur de (S,, $;) comme chacun des termes qui la composent.
L'expression (3) a donc un sens bien déterminé; il reste à montrer que deux quelconques des expressions de F{x,y) fournissent la même fonction. Soit (4 étant un entier positif) les deux expressions:
F(x ) y) PT 2 Optr
et
F(x ; y) Nr SE 2 Dre J
elles définissent F(x,y) respectivement à l'intérieur de (S,, 5) et (Six Six) elles définissent donc simultanément F(x, y) à l'intérieur de ($S,, S;); pour vérifier qu’elles donnent la même fonction il suffit de se rappeler que:
a Op+r = Pp+r+i PE Lpire
La fonction F(x,y) satisfait aux conditions de l'énoncé. Car si (4, b) est un point quelconque intérieur à (S, S'), on peut prendre p assez grand pour que (a,b) soit intérieur à (S,, S;); dès lors F{x,y) est définie dans le domaine de (a, b) par l'égalité:
F(x 7] y) Pp+1 SE 2 tes
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La série du second membre est une fonction régulière au point (a, b); done, en ce point, F(x, y) est équivalente à ç,,, et par suite à la fonction f(x , y) de l'énoncé. |
Démonstration du théorème XII Elle est analogue à la précédente avec cette différence que les fonctions F{x,y), &, d ne sont définies qu'à un multiple prés de 2ir; il n'en est pas de méme des fonctions à dont chacune est définie sans ambiguïté. On sera en effet conduit comme pour la démonstration précédente à poser:
Dis LE (or = 4 :
On prendra pour £ l’une quelconque des déterminations de la différence LL à
Ds — @,; chacune de ces déterminations est une fonction régulière dans
(S, , S;); le polynôme P se détermine comme précédemment et l'on pose:
d, = ce TT fes do, est ainsi définie sans ambiguïté.
29. Du théorème précédent on déduit les deux suivants par un mode de raisonnement déjà donné.
Théorème XIII J} existe une fonction Vi(x , y) régulière en tout point
Vab(æ ; 4)
(a, b) intérieur, à (S, S') et telle que le quotient Do
soit régulier et différent de © au point (a, b).
Théorème XIV. Si une fonction ®(x, y) n'admet à l'intérieur de (S, S que des singularités non essentielles, elle est le quotient de deux fonctions W et V régulières à l'intérieur de (S, S') et telles que la fonction obtenue est irréductible à l'intérieur de (S, S").
Il est à remarquer que dans l'énoncé précédent aucune hypothèse n'est faite sur la nature des singularités que peut admettre ®(x,y) sur le périmètre de (S, S'); ce périmetre peut être une ligne de points singuliers essentiels pour la fonction (x, y).
30. Je signale un cas particulier du théorème précédent pour montrer un exemple de l'application qu'on peut en faire.
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Soient © et C’ deux contours fermés simples pris respectivement sur les plans des deux variables x et y; AB une ligne sans boucle intérieure
à C et limitée aux points À et B; A'B' une ligne analogue intérieure
à C'; soit ®(x, y) une fonction de x et y qui n’admet à l'intérieur de C et C' que des singularités non essentielles; excepté sur les lignes AB , A'B' qui peuvent être des lignes de points singuliers essentiels. En considérant AB et 4'’B' comme des contours fermés indéfiniment aplatis, le théoreme précédent, appliqué à cet exemple, montre que (x, y) est le quotient de deux fonctions régulières à l'intérieur de © et C’, sauf sur
les lignes AB et 4’B.
31. Je me suis borné dans cette quatrième partie, pour éviter des complications de notations qui m'ont paru inutiles, à considérer le cas de deux variables complexes. Les mêmes démonstrations s'étendent sans aucune difficulté au cas de » variables complexes.
Caen, le 28 octobre 1893.
Vu et approuvé:
Paris, le 30 novembre 1893, Le Doyen pe LA Facurré pes ScreNcEs,
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