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INTRODUCTION
L'objet principal de ce travail est d'étudier certains aspects des relations entre les structures de groupes et d’anneaux de Lie. Malgré la généralité apparente de certains énoncés, les résultats obtenus ne concernent que des catégories particulières de groupes et d’anneaux de Lie : il s'agira toujours, en fait, de groupes nilpotents ou de N-groupes (groupes nilpotents généralisés).
Une N-suite dans un groupe G est, par définition, une suite décroissante de sous-groupes H,, H,, ... telle que H, — Get que le commutateur æyx ‘y ! de deux éléments choisis respectivement dans H; et H; appartienne toujours à H;,,. Le groupe G est dit un N-groupe s’il possède une N-suite (H;) telle que l’intersection des H; se réduise à l’élément neutre.
Le chapitre [ étudie un procédé qui associe un anneau de Lie gradué à toute N-suite d’un groupe donné. Il s'agit d’une extension naturelle d’une notion devenue courante en topologie algébrique et en algèbre : celle d’anneau gradué associé à un anneau filtré.
Au paragraphe 1 je présente des identités qui font immédiatement ressortir l’analogie entre d’une part, produit et commutateur dans un groupe, et d'autre part, somme et crochet dans un anneau de Lie. L'identité (1.1) est classique; la remarquable identité « jacobienne » (1.2) est due à M. P. Hall et m'a été communiquée par M. Kaloujnine. J'indique une première application de lPanalogie entre groupes et anneaux de Lie en interprétant plus simplement certains calculs de Levi et van der Waerden [20 |.
Le paragraphe 2 donne la définition de l'anneau de Lie gradué associé à une N-suite; bien que cette notion soit extrêmement simple, elle ne paraît
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avoir été reconnue (ou publiée) que dans deux cas particuliers, correspondant à deux N-suites particulières : la suite centrale descendante et la N-suite des groupes de dimension modp (premier) [23], [36]. Quelques propriétés qui résultent immédiatement de la définition générale sont rassemblées à la fin du paragraphe 2.
Le paragraphe 3 établit la possibilité d'obtenir une N-suite dans un groupe G au moyen d’un homomorphisme convenable de G dans le groupe multiplicatif des éléments inversibles d’un anneau filtré : Les calculs correspondants peuvent être considérés comme connus (ils apparaissent en substance dans l'étude des groupes de ramification supérieurs d’une extension galoisienne d’un corps valué complet). J'ai signalé au passage (3.4) une importante généralisation de ces résultats obtenue par M. Kaloujnine. Le théorème (3.3), transposition aux N-suites du théorème de Jordan-Hôlder, indique comment comparer les anneaux de Lie associés à deux N-suites d’un même groupe.
Le paragraphe 4 expose la méthode de M. Magnus [21] pour étudier un groupe libre : on le plonge dans le groupe multiplicatif des éléments inversibles d’une algèbre associative libre complétée (algèbre de Magnus). Je reprends ensuite la méthode de M. Witt [33 | pour la détermination de la suite centrale descendante d’un groupe libre. Peut-être les considérations générales qui la précèdent ont-elles permis d’en faire ressortir plus nettement le principe.
La clé des développements ultérieurs du premier chapitre est constituée par le théorème (5.4) qui permet la détermination effective des N-suites d’un groupe libre associées à certaines filtrations d’une algèbre de Magnus. Son origine remonte à la détermination par M. Zassenhaus [36] des groupes de dimension modp (*). Mais, tandis que M. Zassenhaus s’appuyait sur les propriétés des algèbres de Lie restreintes (au sens de M. Jacobson [11])(°), j'a montré, au contraire ($ 6), que les propriétés des algèbres de Lie restreintes pouvaient se déduire des propriétés du groupe libre, ce qui rétablit |’ « antériorité » du groupe par rapport à l'algèbre de Lie. De plus, le résultat indiqué permet de déterminer les groupes de dimension modp"(h entier positif quelconque) d’un groupe libre, ainsi que d’autres N-suites, d’un caractère très différent, qui montrent combien sont variés les divers anneaux de Lie associés aux N-suites d’un même groupe libre. Il faut noter que les sous-groupes ainsi définis dans les groupes libres se trouvent caractérisés comme des sousensembles dont il n’est nullement évident, a priori, que ce sont des sousgroupes : cela permet d'obtenir diverses identités.
(1) J'ai conservé l'expression « groupes de dimension » consacrée par l'usage. Elle n’est pas très heureuse, puisqu'il s’agit en réalité, de certaines suites de sous-groupes caractéristiques définis d’abord dans les groupes libres (cf. $ 4), puis, par passage aux quotients, dans des groupes quelconques.
(?) I serait plus correct de dire « p-restreintes », puisqu'on introduit cette nolion après s’être donné un nombre premier déterminé p.
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Au paragraphe 6, j’'introduis la notion de N-suite restreinte, plus simple par sa formulation que la notion d’algèbre de Lie restreinte, et j'étudie la correspondance entre ces deux notions : sur l’anneau de Lie associé à une N-suite restreinte, on peut définir canoniquement une structure d’algèbre de Lie restreinte à coefficients entiers modp. D'autre part, toute N-suite restreinte, peut s’obtenir à partir d’une filtration convenable de l’anneau du groupe à coeflicients entiers modp. Ce résultat (6.7), dont la démonstration est assez pénible, permet de démontrer certaines propriétés de structure des algèbres de Magnus (6.11), (6.12).
Le paragraphe 7, consacré à l'étude des groupes de dimension mod (entier quelconque) fait apparaître l’analogie entre l'étude « locale » d'un groupe libre ($ 5) et l’étude « locale » de l’anneau des entiers rationnels (c’està-dire la théorie des entiers p-adiques).
Le paragraphe 8 apporte quelques commentaires et signale quelques-uns des très nombreux problèmes ouverts. Jai voulu surtout indiquer combien ces questions sont mal connues, et comment les « évidences » sont parfois trompeuses. Il se peut, bien entendu, que mon information ait été insuffisante.
Le chapitre II (dont la lecture ne suppose connus que les paragraphes 1 à 4 du chapitre 1) étudie une correspondance beaucoup plus fine entre groupes et anneaux de Lie, correspondance fondée sur l’application de la formule de Hausdorff [9]. Les paragraphes 1 et 3 ont été développés un peu plus qu'il n’était strictement nécessaire en raison de leur intérêt propre. Au paragraphe 1, je considère une algèbre de Lie libre complétée L à coefficients rationnels, qui devient un groupe si l’on y définit une multiplication au moyen de la formule de Hausdorif. Les générateurs de L engendrent (au sens de la multiplication) un groupe libre. J’étudie dans L certaines suites d'éléments qui peuvent ètre représentées en quelque sorte par des séries de Taylor par rapport à une variable entière. Si l’on exige seulement que la série converge, on est conduit à la notion de suite analytique (1.14 a); mais il est préférable d'imposer une condition plus forte, qui donne la définition des suites typiques (1.1) : au lieu d'imposer seulement que l’ordre du 2°" coefficient 4; de la série considérée tende vers l'infini avec r, on exige qu'il soit toujours au moins égal à z. Les suites typiques constituent un sous-groupe et une sous-algèbre de Lie dans l’ensemble de toutes les suites à valeurs dans L(1.4). Un théorème général (1.5) montre la possibilité de représenter une suite typique comme un produit infini; la représentation dépend du choix d’une suite de polynomes à coefficients rationnels.
Un premier choix conduit au théorème (1.10) qui ne concerne plus qu'un groupe libre; la structure d’algèbre de Lie n’a joué qu'un rôle auxiliaire dans la démonstration. Ce théorème constitue une généralisation et en même temps une réciproque d’un théorème de M. P. Hall ([8], $ 3); c'est de là que je suis parti pour aboutir à la notion de suite typique, car une suite typique dans un
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groupe libre est précisément une suite d'éléments qui vérifie le théorème de M. P. Hall. La méthode des suites typiques est moins directe que le procédé original de M. P, Hall (le « collecting process »), mais elle me parait plus aisée et plus puissante.
Un second choix de la suite de polynomes (1.5) conduit, au paragraphe 2, à la description complète de la structure d’algèbre de Lie topologique de L à partir de sa structure de groupe topologique (2.4). C'est ce que j’appelle réaliser l'inversion générique de la formule de Hausdorff. Des formules d'inversion «explicites » (c'est-à-dire théoriquement calculables) montrent que la somme et le crochet de deux éléments de L sont égaux à des produits infinis de « mots » en ces deux éléments, affectés d’exposants rationnels dont on connaît certaines propriétés arithmétiques.
Le paragraphe 3 établit quelques résultats auxiliaires; la notion d’algèbre de Lie n'y intervient pas, et la structure fondamentale étudiée est celle d’un groupe dans lequel on s’est donné une suite centrale possédant certaines propriétés. Le théorème (3.2) établit l'existence de certaines suites centrales. Le théorème (3.6) donne une condition pour qu'un homomorphisme d’un sous-groupe puisse s'étendre univoquement à un homomorphisme du groupe tout entier. Le théorème (3.10), dont la démonstration est la plus longue, établit l’existence de certaines extensions de groupes.
Le paragraphe 4 aborde la question des groupes discrets (ou de leurs limites projectives) qu'on peut définir à partir d’anneaux de Lie par la formule de Hausdorff. Le théorème (4.2) indique une catégorie d’anneaux de Lie où l’on peut appliquer la formule de Hausdorff, et le théorème (4.3) montre que, dans la catégorie de groupes ainsi obtenue, l'inversion de la formule de Hausdorif (au sens du paragraphe 2) est possible, et qu’on retrouve bien l’anneau de Lie initial. Ces théorèmes conduisent à des résultats satisfaisants dans le cas des groupes de torsion (4.6) et des groupes sans torsion (4.15). Par contre, dans le cas général, 1l est impossible de faire correspondre l'anneau de Lie au groupe (ou le groupe à l’anneau de Lie) sans faire un choix particulier de la suite de sous-groupes (ou d’idéaux) qui intervient dans les énoncés (4.2), (4.3). Les résultats concernant les groupes de torsion avaient été partiellement énoncés par M. Magnus [23 |; ceux concernant les groupes sans torsion ont été démontrés par M. Malcev [26], [27]. Mais la méthode de M. Malcev fait appel à la théorie des groupes de Lie [25], alors que la méthode proposée iei est purement algébrique. J'ai développé à nouveau la théorie de M. Malcey concernant certaines extensions canoniques des groupes nilpotents sans torsion (4.8) que j'ai appelées complétions de Malcev. Outre son avantage méthodologique, le procédé que j'ai suivi permet certaines généralisations (4.17) auxquelles la méthode analytique ne semble pas conduire. On voit, en particulier, que la complétion de Malcev ne fait pas appel aux structures d’algèbres de Lie.
Le paragraphe 5 expose la construction d’un groupe particulier. Je l’ai pré-
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senté pour légitimer la généralité du théorème (4.6), et aussi pour montrer que la possibilité de remplacer certaines structures de p-groupes par des structures d’algèbres de Lie peut effectivement simplifier des constructions.
IL aurait été possible d'obtenir certains résultats par des procédés plus rapides [c/f., par exemple, (4.18)]. J'ai choisi un mode d'exposition général qui ne va pas sans une certaine lourdeur.
Il me semble qu'on pourrait tirer de ce travail une confirmation des points de vue suivants : d’abord l’intérêt que présente l’étude de groupes définis à partir d’autres structures possédant plusieurs opérations (par exemple des algèbres de Lie). En effet, la simplicité apparente des axiomes des groupes ne fait souvent que masquer une extrême complexité, et d’autres structures, plus riches par le nombre de leurs axiomes, se laissent plus facilement étudier. D'autre part, si l'étude des relations entre groupes etalgèbres de Lie est encore très incomplète, on peut estimer néanmoins que les algèbres de Lie se révèleront insuffisantes, même pour l’étude des p-groupes finis. Il conviendrait donc de rechercher si d’autres structures algébriques pourraient permettre la construction de nouvelles catégories de groupes. Mais il est possible qu'on n’aboutisse pas à des formules génériques (comme l'est la formule de Hausdorff) en raison de l’existence d’invariants de structure des groupes, dont la théorie de l’homologie pourrait peut-être rendre compte. Il ne s’agit là que de conjectures imprécises, et de nombreuses recherches seront nécessaires pour élucider ces questions encore très obscures.
Je tiens à remercier M. L. Kaloujnine pour toute l’aide qu'il m’a apportée, tant au cours de nombreuses conversations personnelles qu’à l’occasion du Séminaire de théorie des groupes qu’il a dirigé à Paris en 1950. Qu'il trouve ici l'expression de mon amicale reconnaissance.
J'exprime ma profonde reconnaissance à M. A. Châtelet dont les conseils et les encouragements m'ont été très précieux. Je remercie MM. J. Favard, L. Schwartz, P. Samuel qui ont bien voulu se joindre à M. Châtelet pour constituer le jury auquel je soumets cette Thèse, ainsi que M. A. Denjoy qui à bien voulu présenter mes Notes à l’Académie des Sciences, et M. P. Montel qui a bien voulu accepter ce travail dans les Annales de l’École Normale Supérieure.
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sous-groupe de G engendré par tous les commutateurs (x, y) où æeH
etyekK(*).
Nous aurons très souvent à considérer des suites de sous-groupes (H;) dans un groupe G(r—1, 2, ...). Il s'agira de suites décroissantes, commençant au
groupe G, c’est-à-dire qu’on aura :
CSS SEE
La notion usuelle de suite de composition d’un groupe s’obtient en exigeant que chaque sous-groupe H;,, soit invariant dans le précédent [ce qui peut s'écrire (H;, H;,,)CH;,,]|, et que les sous-groupes H; se réduisent à l’élément neutre à partir d’une certaine valeur de l'indice z.
Nous dirons généralement qu'une suite de sous-groupes (H;) est finte si H;—(e), élément neutre du groupe, à partir d’une certaine valeur de l'indice z; nous dirons qu'elle est séparante si l'intersection des sous-groupes H; se réduit à l'élément neutre :
AN H;—(e).
Nous appellerons suite centrale dans un groupe G une suite de sousgroupes (H;) telle que (G, H;)CH;,, pour tout &, c’est-à-dire telle que H;/H;,, s’identifie à un sous-groupe du centre de G/H;., (pour tout &==1). Les sousgroupes H; sont alors tous invariants dans G [puisque (G, H;)CH:., CH;|. Un groupe qui possède une suite de composition centrale est dit ntlpotent.
Dans un groupe G quelconque, on définit par induction les sous-groupes de la suite centrale descendante au moyen des relations :
GG, Gi CC Gi).
Un groupe nilpotent est caractérisé par Le fait qu’à partir d’un certain rang tous les sous-groupes de la suite centrale descendante sont réduits à l'élément neutre e. En effet, pour toute suite centrale (H;) dans G, on a les relations G; CH; qui s’établissent par induction : G, CH, = G et G: CH; implique
(G, Gi) = Gi C(G, H:) CH, Ainsi la suite centrale descendante « décroit plus vite » que toute autre suite centrale. La classe d'un groupe nilpotent G, égale par définition au nombre
minimum de quotients distincts d’une suite de composition centrale, peut donc être définie comme l’entier c vérifiant
GG (e), Get)
Dans un groupe non nilpotent, la suite centrale peut se terminer à un sousgroupe non réduit à l'élément neutre, ou (si G est infini) avoir tous ses termes
(*) Pour les notions générales rappelées dans ce paragraphe, on pourra consulter Zassenhaus [34].
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distincts. Nous appellerons N-groupes les groupes G tels que l'intersection des sous-groupes G; de leur suite centrale descendante, se réduise à l'élément
neutre ( M Ge (9); l'exemple le plus important de N-groupes non nilpotents
est celui des groupes libres (*).
Le système de deux opérations constitué par le produit æy et la commutation (æ, y) dans un groupe possède des propriétés formelles qui l’apparente au système constitué par l'addition æ + y et le crochet de Lie [æ, y] dans une algèbre de Lie (*). A la distributivité du crochet de Lie correspondent les relations suivantes, où l’on convient de noter x’ le transformé yxy-‘' de æ par l’automorphisme intérieur associé à y :
A l'identité de Jacob1 correspond la relation suivante, due à P. Hall : Ce) Ne sr 27) (62 z), eh (Cz; À), a Te:
Cette analogie des groupes et des algèbres de Lie peut conduire à des conséquences intéressantes dans le cas des N-groupes et en particulier des groupes nilpotents. Montrons, par exemple, comment elle conduit à retrouver les résultats de Levi et van der Waerden [20] concernant les groupes d’exposant 3 (groupes où æ°—e pour tout élément x). Ces groupes possèdent la propriété plus générale que chaque élément permute avec chacun de ses us En effet, dans un tel groupe,
LIL =(LY) Pay = y a = er y =Y a y) = y ay
CN eV se 42
donc æetyxy * commutent.
Etudions généralement les groupes G où chaque élément permute avec tous ses conjugués, propriété que nous pouvons exprimer par l'identité :
G) Cf SA
(5) Étant donné un anneau commutatif Q@ possédant une unité, nous appelons Q-algèbre de Lie un Q@-module unitaire L muni d’une opération bilinéaire [ x, y] appelée crochet (de Lie) vérifiant les axiomes suivants :
[æ, æ]=0 el LEx, y 1 2] [C7 3] æ]+[[z, x], yl=0o
pour tous +, y, se L. Le résultat de l'opération « crochet » appliquée à deux éléments x et y de L s’appellera encore le crochet de x et de y. Étant donné une famille (x: er d'éléments de L, nous appellerons alternants par rapport aux (x,) les éléments de L définis ainsi : Chaque x, est un alternant, et le crochet de deux alternants par rapport aux (x,) est encore un alternant par rapport aux (x,). Lorsque l’anneau d'opérateurs © se réduit à l'anneau Z des entiers rationnels, nous parlerons simplement d’anneaux de Lie (au lieu de Z-algèbres de Lie).
LR pour tous +, y€G. L'identité correspondante dans une algèbre de Lie serait : NEZRAPAENS
Nous en déduisons dans ce cas :
er << = le, IS IE er
La fonction [[æ, y], 3] de æ, y, 3 est une fonction alternée, puisqu'elle est transformée en son opposée lorsqu'on transpose + et y ou yet z. L'identité de Jacobi donne alors :
IP SAN AEXE De plus, (Le, y 2]=1{1y, 41 &1=— {x 0 411:
On voit de même que la fonction [[[+, y], z], t] de æ, y, z, test alternée, puisqu'une transposition de deux variables consécutives la transforme en son opposée. En particulier :
Mais
Ainsi 2[[[æ, y], z], | —0 et comme 3[[[x, y|, z], :] = 0, il en résulte que
NEA REA. ET
Le même raisonnement s'étend au cas des groupes où (Ce, Y}y7}=e. Tout d’abord
e—(x, en) = (æ, ») (æ, ES ÿ— (æ, ÿ) (æ, =) et (te: AE r) = (Eye ») ni puisque y permute avec ses conjugués.
Développons maintenant e((aye), y3) au moyen des formules (1.1). Nous obtenons :
e=((x, y) (2), 73) =((e; 7) Ce, 2h, Ye, en 2), sh = 3)}, pi (ee y), ») (a 2 AR ea e. y); :)";
les deuxième et troisième facteurs sont égaux à e, et il reste :
(a, te M eee Transformons par l’automorphisme intérieur associé à
(æ, Y} AY y (æ, ÿ)—! :
il vient :
D RONSE
La démonstration s'achève alors comme dans le cas des algèbres de Lie; 1l suffit de remarquer que
car
L'identité (1.2) peut donc remplacer l'identité de Jacobi pour démontrer £ 3 + .
que ((æ, y), 3) — e, et nous parvenons ainsi au
THÉORÈME (1.3). — Sr dans le groupe G tout élément commute avec chacun de ses conjugués, G est nilpotent de classe au plus égale à 3 et, si x EG, (trotsième groupe de la suite centrale descendante de G), x°= e.
2. Les ANNEAUX DE LiE GRADUÉS Assocrés Aux N-suires D'UN GROUPE. — La comparaison des groupes aux algèbres de Lie, dont nous venons d'indiquer le principe, comprend deux étapes : on considère d’abord le groupe comme abélien, en associant à sa multiplication l’addition commutative d’une algèbre de Lie; puis on retrouve certaines propriétés résultant de la non-commutativité en leur faisant correspondre des propriétés du crochet de Lie. Nous allons montrer comment, par cette méthode, on peut associer des anneaux de Lie gradués à certaines suites de sous-groupes.
Définition. — Nous appellerons N-sute dans un groupe G une suite de sous- Soupes (HET 2,..7))telsque D = GS 15 tet (747) CHE "pour tous NET:
D'après cette définition, toute N-suite est une suite centrale, un groupe qui possède une N-suite finie est nilpotent, et un groupe qui possède une N-suite séparante est un N-groupe.
Soit G un groupe, (H;) une N-suite dans G. Les groupes quotients H;/H;., sont abéliens, puisque (H;, H:)CH,;:CH;,,. Nous les noterons additivement, et nous désignerons part; l'élément de H;/H;,, constitué par la classe modulo H;,, de æ;EH;; nous aurons donc
DID == Ur
Formons la somme directe X;H;/H;,. Nous obtenons un groupe abélien où nous introduisons une graduation en convenant que les éléments de H;/H;,, sont homogènes de degré &. Soient x;eH; et x;eMH;; alors (x;, æ;)eH:.,, et, d’après les identités (1.1), la classe de (x;, æ;) modulo H;,;,, ne dépend que des classes de x; et de x; mod H;,, (resp. H;,,) : si, par exemple, x;,, EH,.;,
(Zi TjÆj4) = (æi; Zj) (ti Lj+a)"i et (Gi; Lj+1 ne Hi,
Nous voyons donc que l’on peut définir une application de (H;H;,,) < (Hÿ/H;,1)
| Lane _—— dans H,.//H;.,,, en faisant correspondre au couple %;, +; l'élément (x, %;) que nous noterons [#;, &;|. Les identités (1.1) montrent de plus que cette application est bilinéaire, c’est-à-dire qu’on a identiquement :
[+ &, 8,]=[%, #,]+[8, 81] et à M, 2,2%]= 1% 2;]+ [#6 Les identités (x, æ)—eet (x, y) =(y, æ)! conduisent immédiatement à TS LAS et à 2 Z;l=— (2%; Æ
Nous étendons par linéarité la définition de [%, ÿ] à un couple d'éléments quelconques # et ÿ de X;Hy/H:,, : siZ —2;#; ety —X;ÿ; sont les décompositions de # et ÿ en leurs composantes homogènes, [#, ÿ | est égal par définition Mons VAL Alors [*#, ÿ] est une opération bilinéaire vérifiant l'identité [&,&]= 0. L'identité de Jacobi;
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est vérifiée pour #, ÿ, z, homogènes [conséquence immédiate de l’identité (1.2)], donc pour #, ÿ, 3 quelconques (en les décomposant en leurs composantes homogènes). Nous avons donc associé canoniquement à la N-suite (H;) un anneau de Lie gradué que nous noterons f(H;). D'où le
Taéorème (2.1). — A toute N-suite (H;) d’un groupe G se trouve associé canoniquement un anneau de Lie graduëé £(M;) qui a pour support la somme directe EM;/H;,,. Le crochet de Lie de deux éléments homogènes s'obtient à partir du commutateur dans G par passage aux quotients.
Les renseignements que permet d'obtenir sur le groupe G l'anneau de
Lie f(H;) ne concernent en fait que le groupe quotient G/(NE: de G par
l’intersection des H;, qui est un N-groupe. On pourrait donc se limiter à l’étude des N-suites séparantes, dont l'existence est une propriété caractéristique des N-groupes. On sait, en effet, que la suite centrale descendante est une N-suite. On a même le résultat plus fort : si (G;) est la suite centrale descendante du groupe G et(H;) une suite centrale quelconque dans G, alors (G;,H;)CH;,;pour tous , J_=1; cette proposition se déduit aisément, par récurrence sur #, de l'identité (1.2)[8], [14].
Si l’on à un homomorphisme f d’un groupe G dans un groupe G' et une N-suite (H;) dans G', on en déduit une N-suite (H;) dans G, dite image réeiproque de (H;) par f en posant H,—}(H). De même, si (H;) est une N-suite dans G et f un homomorphisme de G sur G', on obtient une N-suite (H) dans G', dite image directe de (H;) par /, en posant H = /(H;). Ces propriétés résultent immédiatement de : f((x, y))=(/(x), /(y)). On obtient alors des homomorphismes des anneaux de Lie associés. Plus généralement :
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THéoRÈME (2.2). —Socent G et G' deux groupes, (H;) et (H;) deux N-suites dans G et G' respectivement, f un homomorphisme de G dans G' tel que, pour tout à, f(H:)CH. Alors, on peut définir un homomorphisme f de F(H:) dans £(H) conservant les degrés des éléments homogènes et caractérisé par f(&;)= f(æ:). De plus, f est un isomorphisme de P(M;) dans P(H,) st et seulement si (M:) est l’image
réciproque de (H,) par f.
Démonstration. — On a, par hypothèse, FH) e A EM ONCE) ce
On en déduit donc, par passage aux quotients, l’homomorphisme associé de H}H;,, dans H/H,, qu'on peut prolonger en un homomorphisme f de EH}H;,, dans E;H}/H,,, et l’on voit immédiatement que f est aussi un
3 : . à . ER ñ homomorphisme pour les structures d’anneaux de Lie. Si H;—/f(H,) pour tout z, la restriction de / à H;/H;,, est, pour tout #, biunivoque; f est donc un
isomorphisme. Réciproquement, si pour un certain #, f(H;) £H;, il existe un +E G tel que /(x)EH,, xéH;; soit j l’entier tel que xEH;, x&H;,,. On a j Xi, et la restriction de f à Hy/H;,, n’est pas biunivoque.
Pour exprimer à quelle condition f est un homomorphisme sur P(H;), nous introduisons dans G’ la topologie obtenue en prenant les sous-groupes I/comme système fondamental de voisinage, de l’élément neutre. Nous l'appellerons brièvement la (H;)-opologie, et nous parlerons d’ensembles (H,)-fermés, etc., pour indiquer que nous nous référons à cette topologie. Remarquons que j'est une représentation continue de G dans G& munis respectivement de leurs (H;)et (H;)-topologies. Alors :
Tukorème (2.3). — f'est un homomorphisme de R(H;) sur L(H,) si et seulement st f(H;) est, pour tout entier j, (M,)-dense dans H..
En effet, la restriction de / à H}/H;,, est un homomorphisme sur HH; set seulement si H=— /(H;)H;,,. Cette relation devant être vérifiée pour tout y, on en déduit, par récurrence sur l’entier # : H;—/(H;)H,,, ce qui exprime précisément que /(H,) est (H;)-dense dans H,.
Si la N-suite (H;) dans G est séparante, la (H;)-topologie de G est séparée
(vérifie l’axiome de Hausdoriff), et réciproquement. On peut dans ce cas
construire le complété G de G pour cette topologie, et l’on voit facilement que les adhérences H; des sous-groupes H; forment dans G une N-suite telle que GOH;—H;. Il suffit alors d'appliquer les résultats précédents à l'isomorphisme canonique de G dans G pour montrer que f(H;) et F(H;), construits
respectivement à partir de G et de G sont canoniquement isomorphes. Considérons maintenant un sous-groupe G/ dans le groupe G muni de la
N-suite (H;). Alors, les sous-groupes H—H;nG' constituent une N-suite dans G', qui n’est autre que l'image réciproque de (H;) par l'isomorphisme canonique de G dans G. D’après le théorème (2.2), nous en déduisons un isomorphisme de P(H;) dans F(H;). Autrement dit, à tout sous-groupe Cr de G se trouve associé canoniquement un sous-anneau homogène de (H;) qu'on peut représenter par Z(G'NH;)H;,,/H;,,. Si G est invariant dans G, le sousanneau associé est un idéal homogène de P(H;); plus précisément :
Taéorème (2.4). — Soit f un homomorphisme de G sur le groupe Gr, (H,) l’image directe de (M;) par f, N le noyau de f. Alors le noyau de l’homomorphisme f de P(M;) sur P(H;) est l'idéal de P(M;) associé à N (°).
D'après (2.3), j'est un homomorphisme sur f(H;). Le sous-anneau associé à N est certainement contenu dans le noyau de f. Cela résulte de la proposition plus générale : si G, G', G” sont trois groupes munis respectivement des N-suites (H;), (H;), (H), et f, g des homomorphismes de G dans G' (resp. de G' dans G”) tels que /(H;)CH,[resp. g(H;) CH |, enfin si est l’homomorphisme
composé gf de G dans G”, alors Â = ÿ.f. Par ailleurs, si /(4;)—0, f(m)eH, = f(H).
Il existe donc x;,, €H;,, et æeN tels que x;=x;,,x, autrement dit di E(NNH;)H;,,, c’est-à-dire que Æ; est dans le sous-anneau associé à N, ce qui complète la démonstration.
Si (G;)est la suite centrale descendante du groupe G et (H;) une N-suite quelconque dans le groupe G’, on a f(G;) CH, pour tout homomorphisme / de G dans G’. De plus, si f est un homomorphisme de G sur G', f(G;) est Le r°® sous-groupe G; de la suite centrale descendante de G'. Donc, f(G;) est isomorphe au quotient de f(G:;) par l’idéal associé au noyau de f. C’est ainsi que W. Magnus a défini f(G,) en considérant G' comme le quotient d’un groupe libre G [23 |.
Il résulte de la définition de la suite centrale descendante (G;) d'un groupe G que l’anneau de Lie #(G;) est engendré par ses éléments homogènes de degré 1. La réciproque de cette proposition est exacte en ce qui concerne les N-suites finies des groupes nilpotents :
THÉORÈME (2.5). — Sort (H;) une N-suite, (G;) la suite centrale descendante du groupe G. Alors (M) est engendré par ses éléments homogènes de degré x st et seulement st, pour tout entier j, G; est (M;)-dense dans H,.
(5) Ce résultat peut encore s'énoncer ainsi : soit (K;) la N-suite du noyau N de f définie par Ki HinN. Alors à la suite exacte N — G > G' correspond la suite exacte P(K;) + £(H;) + £(H!) des anneaux de Lie gradués associés.
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En effet, la condition pour que (H;) soit engendré par ses éléments homogènes de degré 1 peut s’écrire H;—G;H;,, (pour tout j). On en déduit, par récurrence sur #, H;=G;H;,4 pour tout k positif, ce qui exprime précisément que G; est (H;)-dense dans H;. Si (H;) est finie, H;—(e) à partir d'un certain indice zet G;— 1H; pour tout j.
3. MopuLes rILTRÉS ET N-surrEes. — Rappelons qu’une filtration décroissante sur un module À est définie par une famille de sous-modules à indices entiers A; vérifiant :
VU À;— À et A;5DAÂ;;1 pour tout £.
Nous nous bornerons aux filtrations positives, pour lesquelles A,— A. La filtration e(æ) d'un élément x de A est le plus grand entier t tel que x EA;, ou bien le symbole © si x€ À; pour tout r. Si A est une algèbre associative (resp. de Lie), on exige de plus que A;A;CA;.; (resp. [A;, A;]CA;.;) pour tout couple 7, 7.
La donnée dans A d’une fonction +(x) à valeurs entières = 0 et + définit une filtration si et seulement si :
p(æ— 7) > Sup(r(æ), e(3)); Par) er),
« étant un élément de l’anneau d'opérateurs du module; enfin e(æxy) =#(æ)+e(y) dans le cas d’une algèbre associative, e([æ, y|) == +v(x) +v(y) dans le cas d’une algèbre de Lie.
On définit à partir d’un module filtré A le module gradué associé noté G(A ): c'est la somme directe X;A;/A;,. Dans le cas d'une algèbre associative ou de Lie, on obtient par passage aux quotients une structure d’algèbre graduée, associative ou de Lie, sur G(A) (”).
Les N-suites permettent d'étendre aux groupes les constructions sur les modules filtrés, notamment celle du module gradué associé auquel correspond l’anneau de Lie gradué associé. Nous allons montrer comment définir des
N-suites à partir d'applications de groupes dans des modules filtrés. Établissons d’abord le :
Taéorëme (3.1). — Soit G un groupe et g une application de G dans une algèbre de Lie L munie de la filtration +, telle que :
r° v(g(æ)) 1 pour tout x EG;
2 (Gay) — ge) + g()) > nf(e(g(æ)). e(8()))+1 pour tous æ, y 6:
9° (era ty") —[8(), AO ET EC2) BE e(g(»)) +1 pour tous x, y EU; alors si l’on définit les parties M; de G en posant x € H; st et seulement st e(g(æ)) 6,
(7) Pour la notion de filtration, ef. J. Leray ou P. Samuel [19], [29].
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(H;) est une N-suite dans G et F(M;) est canoniquement isomorphe à un sousanneau de l'algèbre de Lie graduée G(X).
Démonstration. — I] résulte de la définition que H;3H;.,, et la condition 1° montre que H,— G. La condition 2° montre que H; est un sous-groupe de G, et la condition 3° établit que (H;, H;)CH;,;; (H;) est donc une N-suite dans G.
Désignons par L; l’ensemble des éléments de L de filtration =. Soitx;eH;; alors g(æ;)e Li: et, d’après 2°, la classe de g(x;)modl,,, ne dépend que de la classe de æ;modH,,,. D'où, par passage aux quotients, une application £ de H;/H;,, dans L;/L;,, ; la condition 2° appliquée encore une fois montre que £ est un isomorphisme de H;/H;,, dans L;/L;,,, que nous prolongeons en un 1isomorphisme 2 de ZH;/H;,, dans EL;/L;,,; la condition 3° montre alors que £ est un isomorphisme pour les structures d’anneau de Lie de f(H;) et de G(L).
On démontrerait sans peine que toutes les N-suites de G peuvent s’obtenir par le procédé précédent.
Nous allons appliquer (3.1) au cas où L est l’algèbre de Lie « portée » par une algèbre associative filtrée, c’est-à-dire est obtenue en conservant la structure du module filtré de l’algèbre associative et en y définissant le crochet de Lie par :
La, y]= xy — yz.
L’algèbre de Lie graduée associée s’identifie alors à l’algèbre portée par algèbre associative graduée associée. Nous pouvons énoncer le
Taéorime (3.2). — Soit À une algèbre associative de filtration + possédant une unité notée 1. St f est un homomorphisme d’un groupe G dans le groupe multiplicalif des éléments inversibles de À tel que e f(æ)—1 ) 1 pour tout xEG, alors l'application g(x)= f(x) — 1 de G dans l'algèbre de Lie portée par À vérifie les conditions du théorème (3.1). On en déduit donc canoniquement une N-suite (M) dans G et un isomorphisme de P(M;) dans l’anneau de Lie porté par G (A).
Démonstration. — Soient x, yEG; posons
f(æ)=1+ a, J(>)=1+ D, HN re 1 TITRE EEE PAS D == 22 TOP PÈRE TEEN.
La condition 1° de (3.1) est satisfaite par hypothèse. Il nous reste à vérifier que :
p(c—a+b) > Inf(v(a), o(b)) +1 (condition 2°) el e(d— ab +ba) >= v(a) +v(b) +1 (condition 3°). Puisque / est un homomorphisme,
Re eo
(k) a+ a + aa = b + b'+ bb'— 0.
Nous allons transformer les expressions de
c—(1+a)(1+b') —171 et de d={(i+a)({i+b)({i+a)(i+b) — en tenant compte de (x). Nous obtenons :
c—a+b'+abl—a—b+(a—b)t, et nous sommes ramenés à démontrer e((a—b)0)2= Inf(v(a), #(b)) +1, ce qui est immédiat puisque F(b') 1. De même d=a+a+aa +b+b!
DD DE TE ADD DRE AD EN OL RE aa DE DADE a barb: DU O0 C0 AO DATA LE TU br 00e Dane Cab EE Tborbe
Il s’agit donc de démontrer que
ep (aba' + abb'— baa' + ba'b'+ aba'b') pa) + v(b) +7.
Chaque terme de la somme considérée a au moins trois facteurs de filtration 7, parmi lesquels l’un est égal à a ou 4’, et un autre à b ou b'; comme e(a')—v(a) et P(b')—=+e(b), la filtration de chaque terme est = e(a)+v(b)+r, ce qui achève la démonstration.
Exemple. — Soit À un module muni de la filtration +, E l’anneau des endomorphismes linéaires de A. Les sous-modules E;de E, obtenus en posant EE, si et seulement si e(æ(a)) > e(a)+i pour tout a€ À, définissant dans E une filtration æ. Si G est un groupe d’automorphismes du module À tel que æ(g—1)>1 pour tout g€eG, le théorème précédent montre qu'on obtient une N-suite (H;) dans G en posant H;= GN(1 +E;). Plus particulièrement : si G est un groupe fini, et A l’anneau des entiers d’un corps valué complet à valuation discrète, alors G est un groupe de ramification, et (H;) n’est autre que la suite des groupes de ramification supérieurs.
Comme dans le cas, entièrement analogue, d’un groupe muni d une N-suite, nous définissons pour un module filtré les notions de topologie associée à la filtration, de filtration séparante, de module complété, etc. Si l’homomorphisme f du théorème (3.2) est un isomorphisme, nous pouvons identifier G à son image /(G). Nous avons alors deux topologies sur G : celle induite par la topologie de l’algèbre A (associée à la filtration e), et la (H;)-topologie, (H;) désignant la N-suite du théorème (3.2). On vérifie sans peine que ces deux topologies coincident; il en résulte que, dans le cas où 6 est une filtration
séparante, (H;) est une N-suite séparante et le complété de G pour sa (H;) topologie se trouve plongé canoniquement dans l’algèbre complétée de A.
Nous ne savons pas caractériser intrinsèquement les N-suites obtenues dans un groupe G par le procédé du théorème (3.2). Remarquons qu'on les obtient toutes en se bornant à considérer les filtrations de l'algèbre Z(G) du groupe G à coefficients entiers rationnels. En effet, l'homomorphisme / de (3.2) se prolonge univoquement en un homomorphisme d’anneau / de Z(G) dans À; et, si l’on pose 4 (y) — e(f(y)) pour tout yEZ(G), w est une filtration sur Z(G) qui permet d'obtenir la même N-suite (HD dé Ge
Terminons ces considérations générales en établissant une relation entre les anneaux de Lie F(H;) et P(K;) associés à deux N-suites (H;) et (K;) d’un même groupe G.
Pour cela considérons dans FP(H;)— E;H;/H;,, les sous-modules homogènes
et), 2 (HA KR) He
Les éléments de F(H;);sont les éléments de P(H;) dont toutes les composantes homogènes peuvent s’obtenir, par passage aux quotients, à partir d'éléments de K;. Cela montre que les sous-modules Z(H;); définissent sur f(H;) une filtration compatible avec sa structure d’anneau de Lie. L'anneau de Lie gradué GÆ(H;) associé à P(H;) ainsi filtré est naturellement bigradué, puisque la graduation primitive de f(H;) définit, par passage aux quotients, une graduation sur P(H;)/£(H;);.,. Nous dirons pour abréger que f(H;) est filtré à partir de la N-suite (K;), et nous appellerons G£(H;) l’anneau de Lie bigradué associé :
THéoRÈME (3.3). — Sorent(H;) et (K;) deux N-suites dans le groupe G. Considérons l’anneau de Lie P(M;) que nous filtrons à partir de la N-suite (K;), aënst que l’anneau de Lie F(K;) que nous filtrons à partir de la N-suite (M;). Alors les anneaux de Lie bigradués associés : GAP(H;) el GP(K;) sont canoniquement isomorphes.
En effet, G£(H;) s'identifie au groupe
Sn) ARS et de même G£P(K;) s’identilie à
SARA) MRNEANR E Or le « lemme de Zassenhaus » classique établit l’isomorphisme des groupes quotients
(HnK;)B/(H0 Ka) et (K;nB)K/(K; NH )Kye
(#) «west l’image réciproque de la filtration + de À par Phomomorphisme /.
nt ten
en montrant qu'ils admettent tous deux comme système de représentants un système de représentants quelconque du groupe
(HnK;)/(Hn K;1) (Hhn K;).
Nous voyons ainsi comment établir l’isomorphisme canonique des anneaux de Lie bigradués G£(H;) et GP(K;) en associant leurs composantes homogènes de degrés respectifs (1, 7) et (y, 1); l'existence d’un système de représentants communs montre qu'il s’agit bien d’un isomorphisme pour les structures d'anneaux de Lie, puisque les crochets de Lie s'obtiennent à partir des commutateurs dans G& par passage aux quotients.
Remarque (3.4). — Nous avons démontré le théorème (3.2) par un calcul direct. Nous aurions pu le faire apparaître comme une conséquence d’un résultat plus profond dû à Kaloujnine ([13], [14]). Soient G un groupe (H;) une suite de sous-groupes invariants dans G, K le groupe des automorphismes de G. Désignons par L; la partie de K constituée par les automorphismes qui laissent invariants les groupes quotients H;/H;,; (c’est-à-dire que 2€ L;équivaut àaeKetx ‘a(x)ell;,; pour tout entier positif z et tout xeH;). Alors (L;)est une N-suite dans le sous-groupe L, de K. Pour retrouver le théorème (3.2), il faut identifier le groupe multiplicatif des éléments inversibles de l'anneau avec unité À à un sous-groupe du groupe des automorphismes du groupe additif de A (en considérant les multiplications à gauche).
4. LA SUITE CENTRALE DESCENDANTE D'UN GROUPE LIBRE. — Soit Q un anneau commutatif possédant une unité (notée 1), et (æ,),a une famille d'éléments que nous prenons comme générateurs libres d’une Q-algèbre associative avec unité, que nous noterons À. A est ainsi l'algèbre des polynomes à coefficients dans Q par rapport aux « variables » non commutatives (x,), ou encore l’algèbre tensorielle du Q-module libre de base (x,). A est porteur d’une graduation naturelle : les scalaires (éléments de Q) sont de degré o, les générateurs (x,) de degré 1. Nous appellerons ordre de x € À, et nous noterons w(æx) _le degré minimum des composantes homogènes non nulles de +; « est alors une filtration séparante dans A, et, en complétant À pour la topologie associée,
noûs obtenons A, algèbre des séries formelles non commutatives par rapport aux (x,) à coefficients dans Q. Par définition, À sera appelé algèbre de Magnus à coefficients dans Q et de générateurs (x,),4. Dans A, les éléments 1 +4, deviennent inversibles ((i CO De DD D ; et engendrent donc un groupe multiplicatif G.
Taéorème (4.1). — Dans toute algèbre de Magnus de générateurs (æ,),a, les
THÈSE M. LAZARD. 2
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éléments (1+æ,).a engendrent, par rapport à la multiplication, un groupe
libre G(°).
Il s’agit de démontrer que
(+ a rater
quand tous les exposants x; sont des entiers rationnels £o et que deux indices
consécutifs quelconques t;, ,, sont distincts. Nous rapportons À à sa base naturelle constituée par les produits de æ,; alors tous les éléments de Gont pour coordonnées des multiples entiers de l'unité dans Q. Nous pouvons donc nous borner au cas où G est l’anneau Z des entiers rationnels, ou l’anneau 4, des entiers mod n. Le coefficient de x?...æŸ" dans le produit considéré est égal, si tous les exposants B; sont Æo, au produit des coefficients binomiaux : (%)...(4). Soit p un nombre premier qui sera supposé diviser z dans le cas où Q — Z,. Alors, si nous définissons f; comme la plus grande puissance de p divisant à;, B; 1 et (k)<o(modp) (!°). Ainsi le produit (&;)...(4) n’est pas divisible par p et ne peut donc être nul dans Q, ce qui démontre le théorème.
Nous appliquerons le théorème (3.2)au groupe libre G plongé dans l'algèbre
de Magnus A filtrée par son ordre. Lorsque Q — 7%, les sous-groupes de la N-suite ainsi obtenue ont été appelés par Magnus « groupes de dimension » de G. Witt [33] et Magnus [22] ont établi ultérieurement que cette N-suite coincidait avec la suite centrale descendante de G.
Lorsque Q —Z,, on obtient les « groupes de dimension modn » de G. Ils ont été caractérisés, pour z premier, par Zassenhaus [36]. Nous les étudierons dans le cas général. En tout cas, nous savons que les groupes de dimension constituent toujours des N-suites séparantes des groupes libres. D'où le résultat : tout groupe libre est un N-groupe.
Nous aurons à faire usage de certaines propriétés de l'algèbre enveloppante universelle d’une algèbre de Lie. Si L est une algèbre de Lie sur l’anneau commutatif d'opérateurs Q, une algèbre enveloppante universelle A de L est une Q-algèbre associative contenant L (comme sous-algèbre de l’algèbre de Lie portée par A), engendrée par L (en tant qu’algèbre associative), et telle que toute représentation linéaire f de L dans une Q-algèbre associative B puisse
(9) Magnus [21 |.
(19) En effet, posons à = fY, B étant une puissance de p et y un entier premier à p. Alors, siaæ >0o,
(1+ x) — (Ga + æ)8 )t =(1+a8) =(i+yx8+...) (modp). I en résulte, d’après le développement de (1+ æ)-1, que (i+ a) =r+ yrb+..…. (mod p),
quel que soit le signe de l’entier «.
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être prolongée en un homomorphisme d’algèbres 2 de A dans B. Ces conditions déterminent À à un isomorphisme canonique près. Nous admettrons l'existence de A lorsque L possède une base sur Q (Poincaré[28], Witt{331, Birkoff[21)(*); si(e,),a est une base de L sur Q, on obtient une base de A sur Q formée de monômes par rapport aux e, (produits de e,) en choisissant un représentant et un seul dans chacune des classes de monômes qui ne diffèrent que par l’ordre des facteurs. En particulier, les puissances e’(1€I, » entier > 0) dans A sont linéairement indépendantes sur Q.
Montrons que dans l'algèbre de Magnus À de générateurs (x, ),e, à coefficients dans Q, la sous-algèbre + Lie L D par fé (æ,) est une Q-algèbre de Lie libre par rapport aux générateurs eos Soit, en effet, L'une Q-algèbre de Lie libre par rapport aux générateurs (y.).e, en correspondance biunivoque avec les (æ,). L' admet une base sur Q, donc une algèbre enveloppante A’ qui admet les (y,) comme générateurs. Soit f l’homomorphisme de L’ sur L qui applique chaque y, sur x,. f se prolonge en un homomorphisme g de A' sur la sousalgèbre A de À engendrée par les (x,); par définition, A est libre par rapport aux (x,), et gest ren biunivoque. Sa restriction j'établit donc l’isomorphisme deL'et L’
Soient maintenant À l'algèbre de Magnus de générateurs (x, a à coefficients entiers rationnels, G le groupe libre engendré par les (1+x,), et (H;) la N-suite déterminée dans G par la filtration w de A[th.(3.2)]. Si (G;) désigne la suite centrale descendante de G, il existe d’après (2.2) un homomorphisme canonique de P(G;) dans P(H;) (*?). P(G:) est engendré par ses éléments de degré 1, et par conséquent par les classes modG, des éléments (1+x,) qui engendrent évidemment G/G,. L'image canonique 9 de (Gi) dans P(H;) est donc engendrée par les images des classes modG, des (1+x,), c’est-à-dire (en traduisant la définition de l’homomorphisme utilisé) par les classes modH, des (1+ x,), Or, f(H;) s'identifie canoniquement à un sous-anneau de l'anneau de Lie porté par G(A), lequel à son tour s’identifie canoniquement à A. Si nous composons ces identifications, f(H;) devient un sous-anneau de l’anneau de Lie porté par A, et M s’identifie au sous-anneau de Lie engendré par les (x) dans A. Nous venons de démontrer que ce sous-anneau est un anneau de Lie libre par rapport aux générateurs (x,); cela entraine que l’homomorphisme de #(G;) sur 9 est biunivoque, ce qui n’est possible, d’après (2.2), que si G;= H; pour tout entier z. Nous avons donc le :
Taéorème (4.2). — L'anneau de Lie P(G:;) associé à la sutte centrale descen-
(11) L’algèbre enveloppante n'existe pas toujours si L n’a pas de base (Chirchov [3}). Néanmoins, si © est un anneau principal (Z ou Z,, par exemple), l'algèbre enveloppante existe (Lazard) [15 ]. (22) Associé à l’isomorphisme identique de G sur lui-même.
_: tOÿe2s
dante (G;) du groupe libre G est libre. Un système de générateurs indépendants de Æ(G;) est constitué par les classes modG, d'un système de générateurs indépendants de G. Si G est identifié au groupe muliplicatif engendré par les (1 + +.),a dans l'anneau de Magnus à coefficients entiers de générateurs (æ,), chaque sous-groupe G; est formé des éléments de G& dont les composantes homogènes de degré strictement compris entre o et 1 sont nulles.
Ce théorème admet une réciproque :
Taéorëme (4.3). — Soit G un groupe engendré par ses éléments (æ,).e ét (Hi) une N-suite dans G. Si les classes modH, des (x,) constituent, dans l’anneau de Lie #(H;), un système de générateurs indépendants d’un sous-anneau de Lie libre, alors G est un groupe libre par rapport aux générateurs (æ,), et (H;) est sa sutte centrale descendante.
Considérons, en effet, un groupe libre G' de générateurs (y.),er en correspondance biunivoque avec les (x,), et l'anneau de Lie f(G;) associé à sa suite centrale descendante. A l’homomorphisme f de G’ sur G qui applique chaque y,
sur æ, est associé l’homomorphisme / de P(G:;) dans (H;) qui applique y,modG, sur æ,modH,. Or, Æ(G,) est engendré par les classes y.modG, et /, qui applique £(G;) sur un anneau de Lie libre par rapport aux /(y.modG,), est
donc biunivoque. Cela entraine, d’après (2.2), CN CH) pour tout 7. Le noyau de f est contenu dans l'intersection des G, qui se réduit à l'élément neutre puisque G est un N-groupe. Ainsi / est un isomorphisme de G’ sur G tel que H;— f(G;) pour tout 7, ce qui achève la démonstration.
9. LES p-FILTRATIONS DES ANNEAUX DE MAGNUS. — Soit p un nombre premier. Un module quelconque A est filtré par ses sous-modules p'A (zentier =0)constitués par les éléments de la forme p'x, où æ€ A. Nous désignons par w,(A; æ) la filtration correspondante; ainsi æ,(A ; æ)—1 signifie +ep'A etæép"'A. Pour simplifier, nous écrirons æ,(æ) au lieu de æ,(A ; æ) lorqu'il ne pourra pas y avoir d’équivoque sur le module A.
Prenons en particulier l'anneau de Magnus & de générateurs (æ,)a, à coefficients entiers rationnels. æ, est une filtration séparante dans &, et le complété &, de & pour la topologie associée à æ, s’identifie à l'algèbre de Magnus de générateurs (x,) à coefficients entiers p-adiques. Comme précédemment, nous considérerons le groupe libre engendré par les (1x, dans le groupe multiplicatif des éléments inversibles de &,.
Nous connaissons deux filtrations sur &, : w, et l’ordre w. Nous allons étudier certaines filtrations + sur @, construites à partir de w, et de w, qui devront vérifier les conditions suivantes :
(9.1) «. Si E,,-,y: est la décomposition de yEe@,, en somme de ses composantes homogènes,
OU) Mie):
De plus, siw(y) 1, (7).
5. Si EX, est homogène de degré :, e(y;) ne dépend que de cet de #,(@ 3 Yi).
La condition x s’énonce encore ainsi : la filtration + est compatible avec la graduation de &, ; F(æ) 0 pour tout re &, et s(x,) == 1 pour un générateur quelconque x, de &,..
D’après 6, siyEe &, est homogène,
(e (4) = F,(degy, wp(Y));
F(x, j) désignant une fonction déterminée des variables entières © 0, z et 7, à valeurs entières © 0 ou +.
Réciproquement, pour que la fonction F,(7, j) définisse une filtration + satisfaisant à (5.1), il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées (pour tous entiers t, j, d, J 0):
s. CE AU MAC, 12h (EN Oo) ie F,(, 9) + FAP JL (+0, j +)
Ces conditions s’obtiennent en explicitant les axiomes généraux des filtrations pour la fonction construite à partir de F,(7, j) conformément à (5.1).
Nous nous proposons d'étudier les N-suites de G associées (3.2) aux filtrations e vérifiant (5.1). Nous aurons donc à calculer e(z2— 1) pour 2€ G. À cet effet, nous utiliserons une représentation de z comme produit infini, ce produit convergeant au sens de la topologie associée à la suite centrale descendante (G;) de G. Rappelons (4.2) que (G:;) est associée à la filtration w. Si nous convenons de poser p°— 0 et, par conséquent z°°—1 pour 2€ G, nous avons le
LEMME (5.3). — Tout élément 3€ G peut étre représenté par un produit de ; CAE k, . : à puissances z— 2° 2°"... ...; les k; sont égaux à des entiers 0 ou bien au
symbole ©; pour tout i, z:EGiet, sk, ©p(Gi/Gi; Z:modG:;,1) = 0.
Supposons déjà définis, pour 1<1-<j—1, les éléments z; et les exposants #; vérifiant les conditions du lemme, et tels que
k 7 Han y :
(CFA a TE CNT
SizeG;,., nous prendrons #;—, d’où #7 /—1; sinon v(Gj/G;1 ; z;modG;,1) = 10e
est fini (puisque GG; est un groupe abélien libre), et il existe z;eû; ets, eG;:1, tels que 2= #13... Ainsi se poursuit la construction du produit ordonné I?,2?* qui converge vers z pour la (G;)-topologie puisque, pour tout entier 7, Il. est
Nous voyons qu'une grande indétermination subsiste quant aux choix des 2° : une fois choisis les 2 pour 1j —1, k; est bien déterminé, mais 3; est seulement déterminé modG,,,. Néanmoins la donnée d’une suite (k;) suffit pour calculer e(3— 71), 6 désignant une filtration satisfaisant à (5.1). Nous caractériserons la filtration 6 au moyen de la fonction F,(7, j) vérifiant (5.2).
Calculons d’abord p(a2 — 1), #; étant fini. Posons
A am St
où y;estlacomposante homogène de degré rde 3;, et, puisque 3, € G;,0(4,,)>=1+1. D'après (4.2), y: appartient au sous-anneau de Lie L engendré dans &, par ses générateurs (x,) et æ,(G/G:,:3; 3: modG;,,)— o équivaut à æ,(L; y:)—= 0. Mais, d’après les propriétés de l'algèbre enveloppante d’une algèbre de Lie, si EL, w,(&; yi) =, (L; y:) et, d'après les propriétés de la complétion p-adique, æ,(&; y) —=#, (@; y:). Ainsi finalement #,(@, ; :)— 0, et, de même, #,(@, ; Y')—= 0 pour toutentierr 1.
D’après (5.1):
e(( Ji)" 1)= Inf (Cr) = Inf F(ir, w((%)))-
iZrzpli iZrepfi
Montrons que
p(rrie- (1 +) > e(( + Ji ji 1) LL.
En effet :
el ( Ne (rer 212 = Inf, e((7) (67 Et y: )):
Or D ( (y: te LRNES y) __ cr + 1,
et, par conséquent,
11 (Go + li. )—yi) )=Fir+ Fi (5) er Cr, ((*)))+ EU(CEPDANENS
Ainsi,
ROSE
Or, ilest bien connu que (0) )=k sm (r). Posons doncr—p's, avec(s, p)}—1 ;
ainsi À —#,(r). Alors F(ir, æ,((5))) = F,(ip's, k;— h). Mais, sis 1; F,(ipis, k— R)2 FF, (ip, ki h) + iph(s —1)2F,(ipt, k— h) +1.
Cela montre qu'il suffit de donner à r les valeurs p'(o<hZ4k;), et nous obtenons :
p(3r*— 1) — his EGP EE h),
0LhZR; LE s k:
o(a? ir Xi, (21) = Se p(z! ALES 1) DUT, Soit maintenant z— Il; ,2/ ‘comme en (5.3). Nous savons (3.2) que
k> À ML p(z—1)> Inf pari) Inf F, (ip, ki h) = c.
TEL PAEHEA PAT
Montrons que l’on a précisément P(2—1)—c. Pour simplifier, le signe = indiquera dans les lignes suivantes une congruence modulo l’idéal constitué par les éléments de &, dont la filtration est au moins égale à cr. Alors :
20° — 1 + X ÆOZAZRk; (ri): yl° et RME MAIS - (3 Le
0Zh
Il existe, d’après la définition de c, un couple d’entiers mn et n, tels que
POP) = CO Ne et ONE re
D'après (5.1), on ne peut avoir e(z—1) > c que si la composante homogène de degré mp" de z est de filtration >> c. Cela se traduit par :
k, ne Zip mp" ( D) vk = 0; 0LAZRk;
et, pour montrer l'impossibilité de cette relation, il suffit d'établir que :
Caine) = nt (A) Ch
Remarquons que les éléments y; qui apparaissent dans le produit IL (1 + yi+ Ve peuvent, éventuellement, ne pas figurer parmi les éléments d’une même base du groupe abélien libre L. Par contre, la condition w,(L; y;)—0, pour tout #, montre que les y; peuvent figurer parmi les éléments d’une même base, sur l’anneau des entiers p-adiques, de l'algèbre de Lie L, (complétée de L pour la filtration ,) engendrée dans &, par ses générateurs (æ,). Mais nous avons vu que la sous- bre de &, engendrée par les (x,) (dont &, est la complétée pour la filtration ©) est une do enveloppante A de Le Cela implique, comme nous l’avons PL au paragraphe 4, que toutes les puissances entières > o des y; peuvent figurer parmi les éléments d’une même base de cette sous-algèbre sur l'anneau des entiers p-adiques. La relation que
OS
nous cherchons à établir en résulte immédiatement. Nous avons donc achevé la démonstration du :
; TE 5 k, Tnéorème (5.4). — Sie est une filtration de &,, vérifiant (5.1), et sl; est une représentation conune produit de 3€ G vérifiant les conditions de (5:33, alors 6(z—1)=1UnfF,(ip", ki — h), la borne inférieure étant prise pour tous les
couples d'entiers t, h tels que 1<1et0<hZ.
Il est évident que n'importe quelle représentation de z comme produit doit conduire à la même valeur de (3 — 1). La borne inférieure figurant dans (5.4) est donc un invariant de toutes les suites (4Æ;) apparaissant dans les représentations d’un même z€G.
Nous pouvons maintenant déterminer les sous-groupes de la N-suite (H;,) de G associée à la filtration 6 d’après (3.2). Par définition, 2€H;, équivaut à e(3—1) 1, ou encore (5.4):
F, (Jp, k—R)>t POUTENTESJ NN OR er
si z=Il;,3" est une représentation quelconque de 3 comme en (5.3). Pour? et y fixes, désignons par D,(7, j) le plus petit entier # tel que F,(7p", &k— h)=xt pour tout À tel que o<h2Zk, ou bien le symbole æ si de tels entiers n'existent pas. Nous pouvons alors énoncer le :
FHéorène (5.5). — Le 1°" sous-groupe H;, de la N-suite de G associée à la filtration + vérifiant (5.1) est de la forme :
Te TES D(é.j) Hi, TIe, Gr, AR 3 P,(à,j) £ è .
Autrement dit si le produit z =} , 2; appartient à Get st chaque :;,€G; alors ; EP ; s = 3€ H;,; réciproquement, st W?,2} "est une représentation de 3 EM, vérifiant les conditions de (5.3), k; > @®,(4, j) pour tout j.
Nous sommes maintenant en mesure de déterminer les « groupes de dimension modulo p” » d'un groupe libre, définis à partir de l'algèbre de Magnus Ar à coefficients dans l'anneau Z,; des entiers modp”. Il revient au même d'introduire dans @, la filtration définie par F;(, = sij>hetF;(, jj—isio “j<h—x, car le quotient de &, par l’ensemble de ses éléments de filtration æ s’identifie alors à &s. Un calcul très simple nous montre que
Inf Pa (pr, K—r)=i SIN
{ ou bien
Inf F3 (2p7,, k —r) = pli) SE Lr£Rk A
Nous pouvons écrire dans les deux cas :
MERE DE KE T
0Zr7Zk
en posant selon l’usage 7° — Sup (7, o). D'où :
THéorÈmE (5.6). — Le 1°" sous-groupe de dimension de Gmod pl, noté G; n est constitué par les éléments 3€ G dont les représentations (5.3) HZ,3/7 v& tient
JP
DRE PDOUT TOUL j.
Dans le cas où L — 1, on obtient les groupes de dimension modp, déterminés par Zassenhaus | 36 |.
Ces N-suites correspondantaux différentes valeurs de l’exposant se déduisent facilement les unes des autres. Ainsi, si k << h' :
(5,7) Gp = Gp pr G;
et, en particulier, Gp Gps, p Gÿ.
En effet, siz—Il;z7 "eG,,r, nous avons, pour tout r tel que 1Z1<7y — 1 :
ei de RESTE donc épli-W#ii ÿ, ce qui équivaut à : pl #0 jpl-h, Ainsi ë k. Ps ; IL=; zh ë E Gjpwn pl d ou G;,pr (eZ Gjphn ph ee
et l’on montre de même que G;,p# ) Gjph 4 ph Ge
Le théorème (5.4) nous permet de déterminer une N-suite dans G chaque fois que nous avons une fonction F(7, j) vérifiant les conditions (5.2). Prenons, en particulier, F(4,j)=ri+sj(rets entiers 1). Nous aurons d’abord à calculer
Inf F(ipi, k—h)=— Inf riph+s(k—h).
0h Zk 0ZAZR Si p, ret s sont fixes, la borne inférieure est atteinte pour } — 0 si z est suffi-
samment grand (en tout cas si À des irrégularités apparaissent pour
r log p les petites valeurs de z.
Prenons d’abord r —s—1. Alors la borne inférieure est :+#, quels que soient z et p. Par conséquent 6(z —1)— Inf(ki+ Lots
(5.8) La N-suite de G associée à la filtration définie par F(r, j)—1+ 7 est composée des sous-groupes H;— GG? ...G;.
Soit maintenant F(7,7)—1+ 27. Alors nous avons
Inf (ip + 2 (k— h)) —{i+0k,
0<AZK
sauf pour p—2,i—1,où Inf 2°+2(k—h)=—2k#. Désignons par {x} le plus
0ZAZK
petit entier +, de sorte que {xl—1<æx=}x}. Alors:
(5.9) La N-suite de G associée à la filtration définie par F(7, j)=1+ 2j est lasse Route Une composée des sous-groupes K;= G/ EX Ur ...G; Si p est impair,
i) er oi
fi > RARES LUZ EU) CLR Gr GS Per NE GRPOUD= 2
Les filtrations que nous venons d'étudier vérifient, outre (5.1), la condition :
(5.10) F(z, o) <œ. et LimF(r, J)—= © pour tout 11. je
F(i, o)< + pour tout rest la condition nécessaire et suffisante pour que la N-suite (H;) associée à la filtration considérée soit séparante ; lim F(4, 7) — æ 1}
est la condition pour que z”* tende vers 1 [au sens de la (H;)-topologie | quand k tend vers æ, quel que soit :&G. Nous appellerons désormais p-filtrations les filtrations de &, vérifiant (5.1)et (5.10).
Tatorème (5. 11).— Toutes les N-suites de G associées aux p- -filtrations définissent sur G la même topologie, que nous appellerons la p-roPoLoGIe DE G.
Soient, en effet, + et v’ deux p-filtrations de &,,, (H;) et (H;) les N-suites qui leur sont respectivement associées. Nous devons montrer que pour tout: 1 on peut trouver un j tel que H;CH;. Soit z — IL,z2" comme en (5.3). 3e H; équivaut à 4, (:, r) pour 1Zr Zi— 1, puisque d,(:, r) = 0 pourr 1(5.5). Orla condition (5.10), vérifiée par set 6’, montre que D,(7,r) x pour tous #.r et que lin D,(J,;r)—=c pour tout r fixe. On peut donc choisir 7 assez grand pour
Fes
que D, (7, r)=®,(1, r) pour tout r, c'est-à-dire pour que HCH..
Remarquons que les p-filtrations ne définissent pas toutes sur &, la même topologie, puisque certaines des topologies associées ne sont pas séparées [cf. (5.6)]. Par contre, toutes les p-filtrations séparantes de &, [caractérisées par F(4, 7) pour tous ?, 7 << æ ] définissent sur &, une mème topologie qu’on peut caractériser ainsi : on considère &, comme le produit direct de ses composantes homogènes; on prend sur chaque composante la topologie p-adique et sur &, la topologie produit (rappelons que si l’on prenait sur chaque composante la topologie discrète on obtiendrait sur &, la topologie associée à l’ordre), Il résulte de cette interprétation que &, est complet (comme produit de groupes complets) pour la topologie associée à une p-filtration séparante | par exemple + w, comme en (5.8)]. Ainsi le complété G, de G pour sa p-topologie se trouve plongé canoniquement dans &,,, et c'est pour cette raison que nous avons pris comme anneau de base l'anneau des entiers p-adiques et non l’anneau des entiers rationnels.
Ce résultat s'établit plus simplement en considérant toutes les algèbres de
LS LOTUS
Magnus &,, à coefficients dans Z,; (anneau des entiers modp!) obtenues comme quotients de &, : Aui—=A,/p'&,. Nous avons alors le diagramme d’homomorphismes suivant :
App. <= ph... <— Ap,
qui fait apparaitre &, comme la limite projective des &,.. Plus précisément, si l’on prend sur chaque &,; la topologie associée à l’ordre, la topologie ainsi définie sur leur limite projective &, coïncide avec la topologie définie par une p-filtration séparante. Chacune des algèbres de Magnus contient une image isomorphe du groupe libre GC &,,, ainsi que de son complété G, pour la p-topologie. Les isomorphismes de ces différents groupes les uns sur les autres sont induits par les homomorphismes des algèbres &, les unes sur les autres, et il en résulte à nouveau que la limite projective &, contient G,. L’anneau des entiers p-adiques apparaît ainsi plus naturellement comme limite projective des anneaux 2».
Si G a un nombre fini de générateurs, les groupes G;/G;,, sont des groupes abéliens libres de dimensions finies d;(cf. Witt[ 33 |). Alors si (H;) est La N-suite associée à une p-filtration +, G/H; est, pour tout :, un p-groupe fini. En effet, G; CH; et une formule connue de la théorie des groupes donne, pour le calcul des indices :
(GH) = (Gi: HG) (Go HG; 0 G)... (GG 0 G;). (Gi He Gi) ; or, d’après (5.5), (GG N G;) — par), Par conséquent :
(9:12) (G:H;) = pl),
Le complété G, de G peut s'identifier à la limite projective des groupes finis G/H; (munis de la topologie discrète). Il est donc compact. Soit, d'autre part, N un sous-groupe invariant de G tel que G/N soit un p-groupe fini. Alors G/N estnilpotent ; sicest sa classe, G.,, EN. Si p' est l’ordre maximum d’un élément de G/N, 2"E€N pour tout EG; donc (5.6) G.,, 4 CN, ce qui montre que N est un sous-groupe invariant ouvert de G. Réciproquement, tout sous-groupe invariant ouvert N de G est tel que G/N soit un p-groupe fini. Si z est le nombre des générateurs de G, on peut considérer que les p-groupes finis ayant » générateurs déterminés forment une catégorie partiellement ordonnée : si les génerateurs de G,; et G sont respectivement e,, ...,e, et f1, ..., fn, on pose G,.<G s’il existe un homomorphisme, nécessairement unique, de G, sur G, appliquant /; sur e;. Nous pouvons alors prendre la limite projective de ces p-groupes finis, qui s’identifie à G,. Le groupe compact G, apparait dans la théorie de Shafarevitch [32] comme le groupe de Galois de la p-extension maximale d’un corps p-adique ne contenant pas les racines p"® de l’unité.
Les sous-groupes H; d’une N-suite obtenue à partir d’une p-filtration dans un groupe libre sont entièrement définis à partir des sous-groupes G; et de la fonction F,(6, j). Si f est un homomorphisme de G sur un groupe GC, l’image directe (/(Hi)) de la N-suite (H;) de G est une N-suite dans G, construite par le même procédé à partir des sous-groupes de la suite centrale descendante de G'et, par conséquent, ne dépend que de F,(#, j), et non pas de G ni de f. C'est ainsi, par exemple, que nous pouvons parler des groupes de dimension modp" dans un groupe G’ quelconque. Remarquons que dans le cas où G’ est un p-groupe fini, les groupes de dimension modp" se confondent avec les sous-groupes de la suite centrale descendante dès que À est suffisamment grand.
G. ALGÈBRES DE Lik RESTREINTES ET N-SUITES RESTREINTES. — Nous nous proposons d’abord d'étudier l'anneau de Lie f(G;,) associé à la N-suite (G;,) des groupes de dimension modp d’un groupe libre G (p désigne comme précédemment un nombre premier fixe). La N-suite (G;,) est obtenue par le procédé du théorème (3.2) en plongeant G dans l'algèbre de Magnus &, (à coefficients dans le corps Z, des entiers modp) filtrée par l’ordre w. L’algèbre graduée G(Œ&,), associée à l'algèbre filtrée &,, s’identifie canoniquement à l’algèbre associative libre de générateurs (&,)a contenue dans &, (et obtenue en prenant les éléments qui n’ont qu'un nombre fini de composantes homogènes non nulles). £(G:;,) s’identifie, d’après (3.2), à une sous-algèbre de Lie homogène de &,, que nous désignerons par R. R contient déjà la sous-algèbre de Lie libre L, engendrée dans &, par les générateurs (+,) qui correspondent aux classes modG, , des générateurs (1+x,) de G. Plus précisément, ce sont les classes modG;,, , des éléments z; de G; tels que #,(Gj/G:1: z:modG;,,)= 0 qui ont pour images canoniques les éléments homogènes de degré x de L; autrement dit, ces éléments z; S'écrivent dans @&, sous la forme z;:=1+7;+1,,, avec y;eL, yo et o(t1) 1 +1. Alors
k k Ca à 2 =} lp avec O(épe) pi + ir.
Il nous suffit d'appliquer (5.6) pour obtenir le :
TaéoRÈME (6.1) — Soit 1— jp", j étant premier à p. Alors les éléments homogènes de degré 1 de la sous-algèbre de Lie R de &,,, à laquelle nous avons dentifié P(Gi,n), sont les éléments de la forme :
J'iph + Vhpha + es + 7n + 72", où y désigne un élément homogène de degré jp' appartenant à L, sous-algèbre de Lie engendrée par les générateurs (æ,),a dans &,.
Le fait que R soit une sous-algèbre de Lie dans un algèbre associative libre sur Z, nous conduit à retrouver les propriétés fondamentales des algèbres de
Lie retreintes sur un corps de caractéristiques p, dont la théorie est due à N. Jacobson [11]. Supposons pour simplifier que les générateurs (x,) soient au nombre de deux, notés x et y. Alors, puisque p +1 n’est pas divisible par p et que x, Y’]ER, nous devons avoir [x, y’|eL. [æ, y? | est homogène de degré 1 par rapport à æ et de degré p par rapport à y; il ne peut donc être égal qu’à L...[[æ, y, y} 27], multiplié par un scalaire dont on vérifie immédiatement
p fois qu'il est égal à 1. Si «dy désigne l’endomorphisme défini par x = [x, y], nous avons : :
(6.2) ad(37) = (ad y},
résultat valable dans toute algèbre associative sur un corps de caractéristique p, et d'ailleurs aisé à vérifier directement.
Considérons maintenant x’ + y” ER. D’après (6.1), il existe « et 5€Z,, tels que æ/+ y?—(ax+fBy}eL. En égalant les coefficients de x” et de y?, on obtient immédiatement x = G— 1. Ainsi :
| (6.3) /dentité de Jacobson | 10] :
GLEN) = ARE PE À (0): où A,(x,y)eL.
A,(æ, y) est un élément de l'algèbre de Lie de générateurs x et y à coefficients dans Z,. On peut donc calculer A,(x, y) dans toute algèbre de Lie sur un corps de caractéristique p. L'identité (6.3) est ainsi valable dans toute algèbre associative sur un corps de caractéristique p. (Pour un calcul plus explicite de A, (x, y), d’après un procédé de E. Artn, cf. Zassenhaus [35 |).
A cette identité de Jacobson correspond dans un groupe une identité de P. Hall: soit G le groupe libre engendré par x et y. Alors d’après (5.6)x?/»7eG,,, ce qui implique :
(6.4) HPIFRÉEURY RAP, RE, où z€G:; Co p),
Une algèbre de Lie restreinte f sur un corps Æ de caractéristique p est, par définition, une algèbre de Lie telle qu’à tout élément xef se trouve associé un élément 47 ef, pour lequel ad(x”)—(adx}). Cette conditition détermine univoquement x” si le centre de £ est réduit à (o); sinon x” est seulement déterminé modulo le centre. Nous exigerons donc de plus que (Ax}= Val pour À€EÉ, et que
(x+y)}=xE+ yE+ A,(z, y);
x! est alors déterminé pour tout x € £ dès qu'il est connu pour les éléments d’une base de £ sur 4. Réciproquement, la donnée d’éléments e? tels que
ad(el) — (ade,},
où e, parcourt les éléments d’une base de © sur # détermine bien une structure d’algèbre de Lie restreinte sur #.
ont
Une représentation linéaire restreinte f d’une algèbre de Lie restreinte dans une algèbre associative A devra vérifier, en plus des conditions générales d’une représentation linéaire, f(x” = On en déduit la notion d’algèbre enveloppante restreinte universelle d’une algèbre de Lie restreinte, et la construction d’une base de cette algèbre [11]. Comme dans le cas des algèbres de Lie ordinaires, on démontre que la sous-algèbre de Lie restreinte engendrée par les générateurs d’une algèbre associative libre est libre (cf. $ 4). Nous pouvons donc énoncer le :
Taéorëme (6.5). — L'algèbre de Lie P(G;,) assocrée à la N-sutte des groupes de dimension modp d'un groupe libre G de générateur (x.),a est l'algèbre de Lre restreinte libre à coefficients entiers modp ayant pour générateurs les classes
des (æ,) mod G ,.
Définition. — Nous appellerons N-suite restreinte dans un groupe G& une N-suite (H;) telle que, pour tout xeH;, x’EH;, (p désignant toujours le même nombre premier fixe).
Nous montrerons quesi (H;) est une N-suite restreinte, (H;) est, canoniquement, une algèbre de Lie restreinte sur Z, [il est évident que £(H;) est une algèbre sur Z,, puisque tout élément non nul de H;H;,, est d'ordre p|. Démontrons d’abord un résultat qui précise (3.2).
Taéorbme (6.6). — Soient À une algèbre associative sur le corps Z, des entiers modp possédant une unité notée 1 et munie d'une filtration +: G un groupe, f un homomorphisme de G dans le groupe multiplicatif des éléments inversibles de À, tel que e(/(æ) — 1) 1 pour tout x EG. Alors la N-suite (H;), définie en posant æEH; st et seulement si e( f(æ) — 1) 1, est une N-suite restreinte. Si Z; désigne généralement la classe modH;,, de x; EM, la correspondance #;- ?! — x est bien déterminée, et définit sur f(M;) une structure d'algèbre de Lie restreinte sur Z,.
L'isomorphisme canonique de P(H;) dans G(A) est en méme temps une représenlation restreinte.
Démonstration. — Soit x;eH;; alors e( (ai) — 1) D z. Mais
PCF) 1) = (fr 1) = 0 (fe) 1 Y) ip.
Donc x/ell;, et (H;) est une N-suite restreinte. Soit de plus 4,€H;,; æ;— #! équivaut à e{ /(æ:) — /(x,)) ti +1. Dans ce cas,
JC) — fe) = (en — (fe) = (fe) + (Je) — fe) (fx) Y et, par conséquent, v(f(a?) — f(er)) D ip +7,
rare
ce qui signifie que 4? —4Ÿ, en considérant +? et x” comme des éléments de H;,. L'application #;-> 2? — &! est donc bien déterminée, et, en appelant ç l’isomorphisme canonique de F(H,;) dans G(A), le calcul précédent montre que o(&?) — (o(&)). Ainsi æ? définit sur f(H;) une structure d’algèebre de Lie restreinte sur Z,; on doit étendre la définition de æ/ aux éléments non homogènes
au moyen de (my) = REIN, Ce,
et © est une représentation restreinte.
Toute N-suite restreinte ainsi obtenue à partir d’un homomorphisme de G dans une Z,-algèbre associative À peut aussi s’obtenir en prenant sur l'algèbre Z,(G) du groupe G à coefficient dans Z, l’image réciproque de la filtration de A par l’homomorphisme associé de Z,(G) dans A. Nous allons établir la réciproque de (6.6), c’est-à-dire :
Taéorëme (6.9). — Toute N-suite restreinte de G peut étre obtenue par le procédé du théorème (6.6) à partir d’une filtration convenable de Z,(G). D'où en appliquant (6.6), le :
CoROLLAIRE (6.8). — Sr (H;) est une N-suite restreinte dans le groupe G, fP(H;) est, canoniquement, une algèbre de Lxe restreinte sur L, avec &° = x?.
Démonstration. — Soit G un groupe, (H;) une N-suite restreinte dans G. Nous avons seulement à démontrer (6.7) dans le cas où (H;) est séparante : il nous suffira ensuite de prendre l’image réciproque dans Z,(G) d’une filtration
convenable de Z,(G/H), où H= (Nu; par l’homomorphisme canonique
de Z,(G) sur Z,(G/H). Supposons donc M E= 0). Pour tout xeG, nous
définirons æ#(æx) pare, et, Ainsi 1Z#(æ)<{c, sauf si æ—=1. Nous cherchons une filtration sur Z,(G) telle que e(æ—1)—=#(x) pour tout xeG. Or, dans l'algèbre A —Z,(G), les sous-modules A; constitués par les sommes d'élément de la forme (z,—1)(z; —1)...(z,—1), où z;eûG et 2, æ(z;) 1 définissent une filtration 6 (il est évident que A;A;CA:,;), et e(æ— 1) 4 (x) pour x € G. Si’ est une filtration de À vérifiant #’(æ—1)=#(x) pour tout æeG, on a #'(y)==e(y) pour tout yE A. Nous sommes donc ramené à démontrer que e(x—1)=#(x) pour tout reG.
Choisissons une famille (x,) d'éléments de G, où : parcourt l’ensemble bien ordonné I, possédant les propriétés suivantes : si æ(æ,) <æ(æ,), on at <CX; les classes modH;,, des x, tels que w(x,)— 1 forment une base du Z,-module H;/H;., pour tout entier 11. Pour construire une telle famille, 1l suffit de prendre, pour chaque , une famille de représentants d’une base bien ordonnée de HyH;,,, et d’ordonner leur réunion en accord avec la première condition.
VAN
Nous supposons désormais que la N-suite restreinte (H;) est finie, c'est-à-dire que H,—(1) pour un certain entier n. Alors tout élément z de G s'écrit, d’une manière et d’une seule, sous la forme
D — CRETE NL avec UT les CNPSEURO ESA p, 1 A(pour AG).
ve
La démonstration procède par récurrence modG; [cf. (5.3)]. Nous écrivons z—Il,x*, où tous les , sont nuls, sauf pour t=1,, :.., 1, et où 0h," p—1. Les facteurs sont ordonnés dans l’ordre croissant, de gauche à droite. Montrons qu’une base de A sur Z, est constituée par les éléments IL(x,—1}", où les familles d'exposants (4), sont caractérisées par 0 <h,-<p—1 pour tout: et ,— o sauf pour un nombre fini d'indices t. En écrivant
h PA (i + (A — 1) = D CES à
et en remplaçant chaque x par son développement dans le produit z —ILx", nous voyons que tout 2€ G est une combinaison linéaire des IL(æ,— 1)* qui engendrent donc A. D'autre part, Ë,,4,,1L.(x,— 1)" (où tous les 4, sont nuls sauf un nombre fini) ne peut être nul que si les coefficients 4,, eZ, sont nuls. En effet, ordonnons lexicographiquement les familles (4,), c’est-à-dire, posons (h,) <C(&,) s'il existe AE tel que À.—4, pour: << X, et h;, <[k,. Alors, parmi les familles (2,) telles que 4,,3< 0, il existe un maximum, soit (4), et l’on voit que, rapportée à la base de A constituée par les éléments de G, la composante de 2,4, (x,— 1)" suivant ILxf est a,,< 0.
Convenons d’appeler «représentation » de y € A une égalité de la forme
où Z est le symbole d’une sommation finie, et où tous les z, appartiennent à G; la «filtration apparente» de cette représentation sera, par définition, le nombre Inf(>., æ(3,)), la borne inférieure étant prise pour tous les termes de la somme. Alors, si nous supposons #(y) 1, (y) est égal à la borne supérieure des filtrations apparentes de toutes les représentations de y. Si nous exprimons y comme une combinaison linéaire des éléments basiques I(x,—1}*, nous obtenons une représentation de y que nous appellerons représentation réduite. Nous allons montrer que e(y) coïncide avec la filtration apparente de la représentation réduite de y. Il en résultera bien 4(z)— 6(2— 1) pour tout 2€G: si, en effet, z—Ilx", il existe au moins un t, soit À tel que ko et que æ(æ,)=#(32). Or la représentation réduite de z contient le terme h,(x, — 1) et, par conséquent
p(z —1)2Zw(s), donc P(3—1) —=w(2).
Nous voulons montrer qu'on peut passer d’une représentation quelconque à
la représentation réduite sans diminuer la filtration apparente. Supposons ce résultat vrai pour toutes les représentations X(TI(z—1)) où tous les 3€G qui
apparaissent explicitement, sont contenus dans H;,,. Nous allons le démontrer en remplaçant H;,, par H; [notre hypothèse de récurrence est vérifiée pour 1+i—n, puisque H;—(1)]. Si la proposition était fausse, il existerait un produit (z,—1)...(3,—1), où w(3,)=1(1<sCr), dont la filtration apparente diminuerait quand on passe à sa représentation réduite. Si nous remplaçons chaque facteur (3 — 1) pour lequel (2) — x par sa représentation réduite, nous voyons qu'on pourrait trouver un produit de la forme
Pete te eue
où les P, représentent des produits (éventuellement vides) de facteurs (z—1), avec 2€H;,4, w(x,,)=1 pour 1:<s-Zk, la filtration apparente du produit étant strictement supérieure à celle de sa représentation réduite. Raisonnons maintenant par récurrence sur # (pour # = o la proposition est vraie par l’hypothèse de récurrence précédente). Montrons d’abord qu’il est possible de se ramener à un produit de la forme (æx,—1)...(x,—1) P, où P désigne un produit de (3—1), avec z€H;,,. Il suffira pour cela d'appliquer un certain nombre de fois l'identité :
(3 —1)(x —1)= (x —1) (2 tax — 1) + (a taxz !—1) (x — 1) + (x zxz 1 — 1), en tenant compte des relations (x ar) = (2); m(xTlzxz l— 1) w(z) + mx), et de l'hypothèse de récurrence sur #. Ensuite, nous passerons à un produit de la forme (æ,—1)...(æ&,—1) P', où les facteurs (x, —1) sont les facteurs (x, —1) précédents, rangés dans l’ordre croissant de leurs indices, et où P' est un
produit de (z—1) avec z€H;,,. Il suffira pour cela d'appliquer un certain nombre de fois l'identité
(Go—1)(—1) = (di — 1) (Ze —1)
+ ((ai— 1) (a 1) + (ti — 1) + (do — 1) + Mec L> Li — 1).
Nous parvenons donc à un produit de la forme (æy—1)"*...(æy,—1)"P", où Za,— #, et où P” désigne un produit de facteurs (z—1), avec 2€H;,1. Si tous les a,(1.<s.<r) sont inférieurs à p, 1l suffit de réduire P”' pour parvenir à la représentation réduite du produit sans abaisser la filtration apparente. Sinon, il existe un indice stel que &,=p. Nous pouvons alors remplacer (æ,;—1)* par (æi,—1)*7(x— 1), ce qui diminue de p le nombre de facteurs (æ,— 1) sans abaisser la filtration apparente, puisque (x!) > p;[ c'est ici qu'apparait essentiellement la condition que (H;) est une N-suite restreinte |. Nous avons donc achevé la démonstration de la récurrence sur #3; 1l en résulte la démonstration de la récurrence sur c, et la proposition est démontrée pour les N-suites finies. Remarquons que + est une filtration séparante sur À — Z,(G), mais que À ne peut être complet pour la topologie associée que si G est fini : en effet,
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les éléments du complété A de À s’identifient canoniquement aux séries Dan l(æ,— 1)" qui convergent formellement (c’est-à-dire qui n’ont qu'un nombre fini de termes de filtration <# pour tout entier Æ).
Soit maintenant G un groupe, (H;) une N-suite restreinte séparante dans G. Nous introduisons dans À —7Z,(G) la filtration e précédemment définie et la topologie associée. Montrons d’abord que sest séparante. Pour cela, considérons les groupes G/H, munis des N-suites restreintes finies (H;/H,),:,, leurs algèbres A,— Z,(G/H,) munies des filtrations v, définies à partir de ces N-suites, et enfin les homomorphismes canoniques ©, de A sur AÀ,. On établit sans peine que En(on(y)) > e(y) pour tout yE A! considérer une représentation de y dont la filtration apparente est e(y}]. Si yo, il existe un entier » pour lequel o,(y)Æ 0; en effet, si y—X,a;z;, 3€ G, il existe un indice » pour lequel tous les z; sont distincts modulo H,, ce qui entraine o,(y)<o. Alors On (Pn(y)) Lo et, a fortiori, (y) est fini. Considérons dans A les éléments IL (x,— 1)* où les familles (k),a vérifient les conditions précédentes : tous les L, sont compris entre o et (p—1) inclus, et sont nuls sauf un nombre fini d'entre eux. Ces éléments sont encore linéairement indépendants (mème démonstration). Soit zE&G; on peut écrire, d’une seule manière, z—Il,x;", où oZu,-<(p—1) pour tout EI, et où les z, non nuls tels que w(x,) Z# sont en nombre fini pour tout entier k. Le produit Il,x* converge dans G pour la (H;)-topologie, ainsi que dans l’algèbre A pour la topologie associée à 6. Ilen résulte que tout élément de G, donc de A, peut être représenté, par une série convergente =, ap, 1L(æx,— 1)", où a,,€Z, : il suffit de remplacer, dans IL.æ“, chaque x: par son développement (1+(a— 1)) . Si Zap, IL(æ,— 1)" converge dans À vers y, e(y)= Inf(2, œ(A)), la borne inférieure étant prise pour toutes les suites (,) telles que 4,,< 0. Posons, en effet,
Ge Inf(3. (2) fu); alor pre ec
Mais, d'après l'étude faite dans le cas des N-suites finies, nous pouvons choisir assez grand pour que En (Pn(Y)) — cAlOrs
és e. (on (»)) era d’où PL.
Comme précédemment, nous en déduisons que 6(z— 1) = (2) pour 2€ G, ce qui achève la démonstration de (6.7).
La topologie induite sur G par la topologie de A est sa (H;)-topologie. Il en
résulte que le complété À de A contient canoniquement le complété G de G. Montrons que À contient l'algèbre Z,(G), c’est-à-dire que les éléments de G sont linéairement indépendants dans A. En effet, l’homomorphisme canonique Pn de Z,(G)—A sur Z,(G/H,) se prolonge en un homomorphisme o, de Z,(G)—A sur Z,(G/H,). Alors, sizeG, 7€G,z::'eH,,ona On(3) AR ML er AS
est combinaison linéaire finie d'éléments de G à coefficients non nuls dans Z,, on peut trouver un entier x et des éléments z, de G tels que
tell. eUev) TH, (DOUR EE ST Se
Alors
PA(2@szs) —— 2œ, Pn(&n) — 24; Dn(3,) = 0;
ainsi Ÿ&,:,<0, ce qui montre que les éléments de G sont linéairement indé-
pendants dans A. Nous pouvons donc préciser le théorème (6.3) :
TaéorëME (6.0). — Soit, dans le groupe G, une N-suite restreinte séparante (M). Définissons la fonction (y) dans Z,(G) comme la borne inférieure des (y), où #' parcourt toutes les filtrations de Z,(G) telles que #'(3—1) 1 s 3e, Alors 6 est une filtration séparante dans Z,(G), 2€ Hi; st et seulement si e(2— 1) 2
(en supposant 2€ G), et le complété Z,(G) de Z,(G) pour la topologie associée à +
contient canoniquement Z A G), e désignant le complété de G pour la (M;)-topologie.
Parmi les N-suites restreintes d’un groupe quelconque G, celle constituée par les groupes de dimension modulo p, (G;,), est celle qui « décroit le plus vite» : si (H;) est une N-suite restreinte, H;3 G;, pour tout z | d’après (5.6) et la définition des N-suites restreintes |. L’algèbre f(G;,)est, en tant qu’algèbre de Lie restreinte, engendrée par ses éléments de degré 1 et l’on peut sans difficulté démontrer une réciproque analogue au théorème (2.5). La N-suite (G:») peut être obtenue au moyen de la filtration 6 du théorème (6.8) sur l'algèbre Z,(G); # est dans ce cas la borne inférieure des filtrations v’ telles que #(z— 1) 1 pour tout ze G [ce résultat est exact même si (G;,) n'est pas séparante |. Nous pouvons donc énoncer :
Tuéorëme (6.10). — On obtient les groupes de dimension modulo p d’un groupe quelconque G en filtrant l'algèbre Z,(G) par les puissances de l’idéal engendré dans Z,(G) par les éléments 3 — 1, où :eû.
Dans le cas où G estun p-groupe fini, ce théorème est dû à S. A. Jennings[12]. Nous allons en faire usage pour étudier la structure des algèbres de Magnus.
Considérons le groupe libre G& de générateurs (e,),e. Nous introduisons sur Z,(G) la filtration v associée, comme en (6.9) aux groupes de dimension modp, (G;,). Nous allons montrer que l'algèbre complétée Z,(G) s’identifie canoniquement à l'algèbre de Magnus de générateurs (e,— 1), et à coefficients dans Z,. Considérons, en effet, l'algèbre de Magnus &, à coefficients dans Z,, de générateurs (æ,),e, (en correspondance biunivoque avec les générateurs e, de G). L'isomorphisme canonique de G dans &, se prolonge en un homomorphisme d de Z,(G) dans &,, avec d(e,) = 1+ 2x, pour tout YEN. D'autre part, © désignant comme précédemment l’ordre dans &,, w(L(y)) SD e(y)pour
Re e
tout yeZ,(G), puisque w(L(y)) définit sur z,(G) une filtration à laquelle est associée, par définition, la N-suite (G;,,)[th. (6.9)]. Désignons par G, le semigroupe multiplicatif engendré par les (e,) et l'unité dans G. Nous pouvons identifier l’algèbre Z,(G,) à une sous-algèbre de Z,(G) : Z,(G)EZ,(G). La restriction de Ÿ à Z,(G,) est un isomorphisme, puisque U(Z,(Go)) est la sousalgèbre avec unité engendrée par les (æ,) dans @,, qui est libre par définition. Mais © est évidemment la plus petite filtration de Ÿ(Z,(G.)) pour laquelle w(x,)=>1 pour tout YEN. Donc, pour tout yEZ,(G),
o(p(y)) Le») et ainsi w(g(y )}=» (y).
Remarquons que Z,(G,) est dense dans Z,(G), ce qui résulte, par exemple,
des relations lime”*—e;" dans Z,(G). La complétée Z,(G,) s’identifie donc TS a
à Z,(G). Alors l’isomorphisme de Z,(G,), qui transforme la filtration + en la filtration w, se prolonge canoniquement en un isomorphisme Ÿ des algèbres complétées (4 :Z,(G)—=Z,(G) + &,); Ÿ coïncide évidemment avec d sur Z,(G). Nous avons donc identifié Z,(G) et &,, avec correspondance des filtrations + et w. Nous allons en déduire le :
Taéorëme (6.11). — St l’on considère le groupe libre G et son complété G,, pour sa p-topologie plongés canoniquement dans les anneaux de Magnus &; et &, à coefficients entiers modp" (resp. entiers p-adiques), l'algèbre du groupe G, à coefficients entiers modp”* (resp. entiers p-adiques) est représentée fidèlement dans À; (resp. &, ).
CoroLLame (6.12). — L'algèbre Z(G) du groupe G complété de G pour la topologie associée à sa suite centrale descendante est représentée fidèlement dans l'anneau de Magnus correspondant &, à coefficients entiers rationnels.
Démonstration. — Nous venons d'établir (6.11) pour le cas où A —1. Soit ARCS OÙ 2€, dE AO, Zs EG,
les z, étant tous distincts (14Zs2Zr). Si £— Inf w,(a,), ona
L'SENT
ok LRh—1 et Hs — HER
les &, n'étant pas tous nuls modp. L'image de z'= X", & 3, par l'homomorphisme canonique de &,; sur &, n’est pas nulle, ce qui peut s'énoncer : æ,(z')— 0, et par conséquent #,(3)—#<œ, donc 3<0, c'est-à-dire (6.11). La mème démonstration reste valable pour l'algèbre de Magnus &,
Les sous-groupes G; de la suite ENT eat de G sont fermés pour
la p-topologie de G [ef. (5.6)], ce qui permet d'identifier G à un sous-groupe
re.
de G,. Des identifications canoniques évidentes montrent qu'une relation de dépendance linéaire entre éléments de G dans & aurait pour conséquence une
relation de dépendance linéaire entre éléments de G, dans &,, contrairement à (6.11), d’où (6.12). Si l’on se restreint aux éléments de G, on voit que Z(G) est plongé canoniquement dans &, ce qui constitue le «théorème d’unicité pour les développements en séries de puissances » de R. H. Fox [5].
Le théorème (6.11) peut être précisé en considérant certaines bases dans &h et dans &y. Reprenons les notations introduites dans la démonstration de (6.7) : G désigne maintenant
un groupe libre, (H;) = (G;,) ses groupes de dimension modp; Z,(G) s'identifie, comme nous l'avons vu, à @,. Les éléments basiques IE (x,— 1) peuvent être considérés dans toutes les algèbres de Magnus &,x et dans &$. Démontrons que les séries À; 47, (æ,— 1) convergent dans @;» et en représentent univoquement tous les éléments si les conditions suivantes sont bien remplies : 4,,€Z,» pour toute suite (h,) et les 4, non nuls tels que E,h, w(x,) Z k sont en nombre fini pour tout entier k. Établissons d’abord la convergence; nous désignons par &w,» l'ordre dans &,r. Montrons que les coefficients 44, non nuls
pour lesquels Ok (IE, (2 — 1)4) ZZ k sont en nombre fini pour tout entier k. Nous n’avons à
considérer que les familles (2,) pour lesquelles 2,2,-Z£k | puisque w,5(3 —1) 1 pour tout z€G], et nous avons, par hypothèse,
Zh w(&x) = Kk(k +1) pt
pour tous les 4,,<0, à lexception d’un nombre fini entre eux. Mais Z,h,k et 2h w(x,) > K(k + 1) pit impliquent qu'il existe au moins un x, avec ho et mL) (k +) pt. Alors x,€ Gixsipr-1p € Gxra,pa | d'après (5.7)|, et wa —1) = (K +1). A fortiori ok (IL (2, — 1)) D k+ 1. La convergence des séries étudiées est donc établie. Le fait qu’une série 2; ,@7,1L(x,— 1) ne peut être nulle que si tous les 4, sont nuls s'établit en posant
k= Infz, (any); ar = Pa
et en utilisant l'homomorphisme canonique de & sur &,, comme dans la démonstration de (6.11). Enfin, tout y € &,x peut être mis sous la forme Ë,,44 (a, — 1)" toujours l’homomorphisme de &,x sur &,, nous construisons une série y, du type considéré,
: en appliquant
qui approche ymodp, puis nous commençons la construction pour 7 ex tel que Y—=Ys+ py, .... Finalement, nous obtenons y sous la forme yi+ py:+...+plty,, les y, étant des séries du type considéré. =
Si nous considérons &ÿ comime la limite projective des algèbres de Magnus &,» avec, bien entendu, la topologie correspondante, les résultats précédents restent valables, à ceci près qu'il est nécessaire, pour obtenir tous les éléments de &, de remplacer la condition «les 4, non nuls tels que Z,A, w(x,) << k sont en nombre fini pour tout entier Æ» par la condition moins forte «les 4, non nuls tels que Zh, w(x,)2Zket w,(4»,)-<k sont en nombre fini pour tout entier £». Nous pouvons unifier ces énoncés en exigeant seulement que les séries convergent dans l’algèbre considérée.
Si nous étions partis d'une N-suite restreinte séparante de G distincte de (G;,), ces derniers résultats resteraient valables. Mais l’isomorphisme entre Z,(G) filtré à partir de la N-suite considérée (6.8) et &, n’identifierait plus les filtrations.
Déterminons maintenant les anneaux de Lie f(G,,) associés aux groupes de
dimension modp" d’un groupe libre G(=>1). Ge sont des algèbres de Lie graduées sur Z,, qui peuvent être plongées canoniquement dans l'algebre associative libre contenue dans l'algèbre de Magnus &,; (dont les générateurs sont en correspondance biunivoque avec ceux de G). Comme au début de ce paragraphe, nous désignons par L la sous-algèbre de Lie libre contenue dans &,;, et par R la sous-algèbre de Lie de &,, identifiée à f(G,). Alors LER et la forme générale d’un élément de degré p" [où (y, p) = 1]de R est :
RP NE (6.13) Viet Ph pirate pipe",
où y; désigne généralement un élément homogène de degré # de L. Il suffit, en effet, de reprendre le raisonnement qui nous à conduit à (6.1), en remplaçant l'identité BP AIAEET ee 2 750 (modp) _par lPidentité 272 NE EE AN x (mod p!).
Nous sommes conduits à considérer R comme une algèbre de Lie « restreinte » sur l'anneau Z,, où l'opération æ + x? vérifiant(adæ)? = (ad(x!)) n’est définie que pour les éléments x tels que px — 0; ces éléments constituent évidemment un idéal, dans lequel l'identité de Jacobson (6.3) s'applique. Avec la définition des Z,;-algèbres de Lie restreintes qui se présente ainsi naturellement, F(G,) est caractérisé comme une Z,,-algèbre de Lie restreinte libre.
Indiquons enfin la structure de l’anneau de Lie F(H;), où (H;) est la N-suite déterminée dans le groupe libre plongé dans &, par la filtration 6 —w+#%,(5.8). P(H;) s’identifie à une sous-algèbre de Lie G(&, ), algèbre associative graduée associée à l'algèbre de Magnus &, filtrée par +. Pour tout entier £ 0, la composante homogène de degré # de G(@&, ) s’identifie canoniquement à la somme directe des composantes homogènes de degré Z# de &, (ou de &, réduit modp) : un élément ye &, tel que e(y) == #4 possède une décomposition homogène de la forme
Y =PEVo+ PEN Yi+s + Yr+..:,
et nous lui faisons correspondre y, + y; +...+ 7, les composantes y! étant les images des y; par l'homomorphisme canonique de &, sur &,. G(&, ) se trouve ainsi naturellement bigradué. Cette identification de G(&,,) permet, en utilisant (5.8), de déterminer la structure de P(H;) : la composante homogène de degré j de f(H;) est canoniquement isomorphe à la somme des composantes homogènes de degré j d’une algèbre de Lie libre sur Z, dont les générateurs sont en correspondance biunivoque avec ceux de G. Plus précisément, si p est un nombre premier impair, G Le groupe libre de générateurs (te, L l'algèbre de Lie libre (non restreinte) de générateurs (y.).a sur Z,. (H;) la N-suite de G définie par (5.8), et pour tout entier 5 ==1,, L; le sous-module de L constitué
par les éléments dont les composantes homogènes de degré >> r sont nulles, nous pouvons, d’une seule manière, définir des applications ©; de H; dans L(t=1,2,...) vérifiant les conditions suivantes : si x:€H;, o;(x:) ne dépend que de la classe de æ;modH;,,, et définit ainsi une application déterminée 9; de H;/H;,, dans L; à; est un isomorphisme de H;/H;,, sur L;; six:eH;, x;eH,,
qiry((æ æ;)) = (qe), g(æ;)|:
si x; EH;, x eH;,, et Dri) = OLA (x); enfin @,(æ)=7y, pour tout :El. Ce résultat doit être légèrement modifié pour p = 2.
7. LES GROUPES DE DIMENSION MODULO n. — Si n est un entier ==2 quelconque, on obtient la N-suite (G;,) des groupes de dimension modulo x du groupe libre G en considérant l’algèbre de Magnus correspondante &, à coefficients dans l’anneau Z, des entiers modulo ». Nous pouvons aussi considérer l'algèbre de Magnus & à coefficients entiers rationnels, et définir (G;,) à partir de la filtration #,, image réciproque de l’ordre w, par l’homomorphisme canonique de & sur &,. Si z —p#...p} est la décomposition de x en facteurs premiers distincts, v,(y)= Infes.(y), pour tout ye& (cela résulte du fait qu'un
1£SZ£r entier est divisible par n si et seulement s’il est divisible par tous les p“). Nous en déduisons immédiatement :
(7.1) Gi,n = M Gps
AE à ce qui ramène l'étude de la N-suite (G;,) aux suites (G;,," )déjà étudiées. Nous pouvons indiquer la forme générale des éléments de G;, en modifiant légèrement la représentation des éléments de G donnée par le lemme (5.3) :
Lemme (7.2). — Tout élément Z de G peut être réprésenté par un produit
| convergeant au sens de la topologie associée à la suite centrale descendante (G:;)]
z— 3Mz®.. .3ù,.., tel que, pour tout 1, 3:€G:; et que : ou bien z;—=1, ou bien 1 2 i 1 q ) P ? ?
la classe 3; de 3; modG:;,, puisse figurer parmu les éléments d’une base du groupe
abélien libre G;/Gi,1.
Cette dernière condition est équivalente à w,(3;) = 0 dans GjG;,, pour tout nombre premier p. Les éléments z; et leurs exposant#k; sont choisis successivement comme dans la démonstration de (5.3). Alors :
Taéorème (7.3). — Si z—Il;3" comme en (7.2), 3EG,, st et seulement SO D RE M DOUPIOULTESDCUIQUISE SET):
Il suffit, en effet, d'appliquer (7.1) et (5.7) en remarquant que, si lon
mue
pose z= 7", 2 TI;7 "est une représentation de z vérifiant les conditions de (5.3).
Nous pourrions de même généraliserles p-filtrations ($5) en considérant les filtrations de & qui ne dépendent que des propriétés de divisibilité des composantes homogènes.
La topologie de G définie par la N-suite (G;,) est la moins fine parmi les topologies de G plus fines que toutes les p,-topologies(1.<s<r).Remarquons que les diverses p-topologies du groupe G sont indépendantes, comme le sont les diverses valuations d’un corps. Plus précisément :
Taéorkme (7.4). — Soient p,(1.<s<r) des nombres premiers disuncts, H, des voisinages de l'unité dans G, pour les p,-topologies respectives, z, des éléments quelconques de G. Il existe alors 3€ G tel que z,3" EH, pour 1 sr.
Nous pouvons, en effet, supposer que les parties H, sont des sous-groupes invariants contenant toutes les puissances #*où 2€ G, n, désignant des entiers convenablement choisis. Il suffit alors de déterminer des entiers «, tels que a,=1(modp}) et a; —=o(modp*}, pour 1Zs, s Zr,s£s! et de prendre Cr
EL
Enfin, l'anneau de Lie f(G;,)estle produit direct des LP (Gi, ph) POUT 12LS CT. En effet, &, est le produit direct des anneaux de Magnus XF, ce qui montre que F(G;,) est isomorphe à un sous-anneau de Lie du produit direct IL, P(G:,,), et (7.4) montre que cet isomorphisme applique f(G;,) sur IG)
8. REMARQUES ET PROBLÈMES. — La correspondance indiquée au paragraphe 2 qui associe aux sous-groupes d’un groupe G muni d’une N-suite (H;) des sousanneaux de S(H;) n’est ni biunivoque ni sur. Ainsi, par exemple, on peut construire un groupe G d'ordre 16, une N-suite (H;) dans G, et deux idéaux I, et 1, de P(H;) tels que [, soit associé à deux sous-groupes distincts de G, que L, ne soit associé à aucun sous-groupe de G, et que, néanmoins, L, et I, soient transformés l’un en l’autre par un automorphisme de fP(H;).
Un problème qui se pose naturellement est celui de caractériser les anneaux de Lie qui peuvent s’obtenir sous la forme f(H;). On sait, par exemple, qu'une algébre de Lie libre sur le corps Z, des entiers modp (premier) ne peut jamais être ainsi obtenue (Magnus [24]). Comme cas particulier, se pose le problème de caractériser les quotients successifs de la suite centrale descendante d’un p-groupe.
Toutes les N-suites que nous avons étudiées dans un groupe libre ont été obtenues par le procédé du théorème (3.2), qui revient à filtrer l'algèbre du groupe à coefficients entiers rationnels. On peut se poser le problème de caractériser les N-suites d’un groupe donné G qui peuvent être obtenues par
LS hie
le procédé (3.2). Plus particulièrement, peut-on obtenir ainsi la suite centrale descendante de G? Il suffirait alors de filtrer l'algèbre Z(G) par les puissances successives de l’idéal engendré par les éléments (3— 1), où 3€ G. Une réponse affirmative à ce problème semble admise dans les articles de 0. Grün [6] et R.H. Fox [5]; un essai incomplet de démonstration a été donné par P.M. Cohn[4|; j'ignore si une démonstration complète ou un (contre-exemple) ont été trouvés.
Nous avons démontré (6.10) que les groupes de dimension modp d’un groupe quelconque G s’obtiennent en filtrant l’algèbre Z,(G) à coefficients entiers modp. On peut se demander si ce résultat demeure exact en remplaçant les groupes de dimension modp par les groupes de dimension modpl(h > 1), et l'anneau des coefficients par Zn.
L'une des principales difficultés rencontrées dans l’étude de l’anneau f(H;) associé à à une N-suite (H;) d’un groupe G provient de ce que seule l'addition d'éléments homogènes du même degré dans F(H;) s'obtient à partir de la multiplication dans G par passage aux quotients. On ne peut pourtant pas se dispenser de considérer les éléments non homogènes de f(H;). L'intérêt du théorème (3.3) vient principalement de ce qu’il fait correspondre, dans une certaine mesure, des sommes d'éléments homogènes de #(H;) à des sommes d'éléments non homogènes de f(K;). On remarquera que toute l’étude des N-suites associées aux p-filtrations des groupes libres ($5) est fondée sur leur comparaison à la suite centrale descendante par une méthode analogue à celle de (3.3), mais plus précise. D'ailleurs l'anneau f(H;) associé à la N-suite (5.8) est canoniquement isomorphe à l'anneau bigradué obtenu en le filtrant au moyen de la suite centrale descendante, ainsi que nous l’avons indiqué à la fin du paragraphe 6.
Une des principales applications de Ja théorie des anneaux de Lie associés aux N-suites est l’étude du problème de Burnside : il s’agit d'étudier les groupes ayant un nombre donné (fini) de générateurs qui ne sont liés que par les relations résultant de l'identité générique 2"—1 (n étant un entier fixe) et, en particulier, de déterminer s’ils sont finis. Un cas particulier de ce problème, dont la solution générale paraît encore lointaine, est le suivant : » est un nombre premier p et l’on se borne à rechercher si les sous-groupes de la suite centrale descendante du groupe & considéré coincident à partir d’un certain rang. C’est l’«hypothèse faible » de Burnside (Baer [1 }). Elle est équivalente à la nilpotence de l’anneau F(G;) associé à la suite centrale descendante de G. La suite centrale descendante coïncide avec les groupes de dimension modp en raison de l'identité générique æ?/—1. f(G;) est done une algèbre de Lie graduée restreinte sur Z,; de plus, avec les notations du paragraphe 6, x? — 0 pour tout æe F(G;). Cela est évident lorsque x est homogène (6.8), et pour æ non homogène, cela résulte de considérations assez délicates de Sanov | 30], qui à établi, pour les composantes homogènes de degré 2p — 2, l’isomorphisme de F(G:;) avec l’algèbre de Lie restreinte engendrée par des générateurs
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en même nombre que ceux de G, et liés par les seules relations découlant de l'identité générique æ2 — 0. On ne sait pas si ce résultat reste valable pour les degrés == 2p —1. Si l'on considère G& comme le quotient d’un groupe libre K par le sous-groupe K(p) engendré par toutes les p“”* puissances dans K, £(G;)s’identifie au quotient de l'anneau de Lie libre Z(K;) par l'idéal associé à K(p) (2.4). Une réponse affirmative à la dernière question mentionnée entrainerait que cet idéal est complètement caractéristique dans P(K;), c'està-dire stable pour tous les endomorphismes de f(K;). À ma connaissance, mème cette hypothèse n’a pas été démontrée.
Les N-suites associées aux p-filtrations des groupes libres permettent d'obtenir, comme conséquence du théorème (5.5), toute une série de relations entre ps puissances et commutateurs, utilisables dans l’étude du problème de Burnside pour un exposant premier ou puissance d’un nombre premier. On en connaît d’autres, obtenues par une voie différente (cf. Sanov[31]et 0. Grün{6}). La suite des exposants d,(r, j), pour z fixé, qui apparaît dans l’énoncé de (5.5), n’est évidemment pas arbitraire. Il serait intéréressant de préciser ce point en déterminant à quelles conditions doit satisfaire une suite (#;) d’entiers = o pour que IL?.,G/" définisse un sous-groupe du groupe libre G, au sens indiqué en (5-5).
GROUPES NILPOTENTS ET N-GROUPES DÉFINIS PAR LA FORMULE DE HAUSDORFF
l. Surres rypiques. — Rappelons d’abord quelques résultats concernant la formule de Hausdorff (**). Considérons l’algèbre de Magnus A à coefficients rationnels engendrée par les générateurs indépendants x et y (chap. 1. S 4). Comme précédemment, w désignera l’ordre dans A. Pour tout ze A tel que W(z) 1, nous définissons expzeA et Log(1+:)eA au moyen des séries classiques
zi gi
EXD — 2, A et Log(i+z)=2?,(— 1)" :
Nous avons bien Log(expz) =: el exp (Log(1 + 5))=1+ z.
Mais, si 3, : € À avec [w(z), w(z3') 1], on n’a pas
(expz)(expz') —exp(s +3)
(13) La formule de Hausdorff s’est dégagée assez lentement de la théorie des groupes de Lie. Son histoire es marquée par les noms de Poincaré, Schur, Campbell, Baker, Pascal, Hausdorff (sans que la liste soit probablement épuisée). Le mérite de Hausdorff est, semble-t-il, d'en avoir donné une démonstration [9] algébrique (ou « symbolique ») assez brève et compréhensible.
parce que z et 3° ne commutent pas (en général). Nous poserons (expæ)(expy)— exp(®D(x, Dh P(x, y)E A est définie par
DL) — Log((expx) (expy)) = D +Y + [er val +...
Nous admettrons que toutes les composantes homogènes de (x, y) appartiennent à la sous-algèbre de Lie engendrée par x et y dans l'algèbre de Lie portée par À (où l’on prend comme crochet | z, z|— 23! — z'z); cette sousalgèbre est une algèbre de Lie libre de générateurs + et y (chap. I, $ 4). On peut donc écrire b(æx, y) comme une somme infinie d’alternants en æ et y
multipliés par des coefficients rationnels ; c’est ainsi qu’on obtient la formule de Hausdor/ff :
D(z,p)=e+y+ le, y] (fe yly1+ [Cr eh 21+..
Nous n'aurons pas besoin de connaître une loi explicite de formation des termes de cette formule, qui peut être écrite de diverses manières puisqu'on n’a pas de base canonique pour les alternants d’un degré donné. Par contre, dans l'algèbre associative A, (x, y) s'écrit comme une suite infinie de monomes en æ et y dont les coefficients (nombres rationnels) sont bien déterminés. Une remarque simple jouera un grand rôle dans la suite : désignons par Q, l’anneau des nombres rationnels qui, écrits comme fractions irréductibles, n’admettent au dénominateur que des facteurs premiers “nr (nombres rationnels p-entiers pour p >n); alors le coefficient d’un monome de degré total z en æet y du développement de D(x, y) dans A appartient à Q, | conséquence immédiate de la propriété arithmétique correspondante des développements de expx et de Log(r1+x)|]. Or, le sous-anneau associatif engendré dans A par æ et y contient comme facteur direct (en tant que groupe abélien libre) le sous-anneau de Lie libre engendré par æ et y (chap. I, $ 4); il en résulte qu'on peut écrire la formule de Hausdorff de telle manière que les alternants de degré total » en æ et y se troûvent multipliés par des coefficients appartenant à Q,.
Soit maintenant L l’algébre de Lie libre complétée à coefficients rationnels engendrée par les générateurs indépendants (x,)., où l’ensembls d'indices 1 contient plus d’un élément : nous l’obtenons en construisant d’abord l’algebre de Lie libre à coefficients rationnels de générateurs (æ,).e, qui est munie d’une graduation naturelle (où chaque x, a le degré 1), puis en complétant, c’est-à-dire en formant l'algèbre des « séries » dont les termes ont des degrés qui croissent indéfiniment. Nous désignerons par « l’ordre dans L [w(y) est le degré minimum des composantes homogènes non nulles de yeL], et nous noterons L; l'idéal de L constitué par les éléments d'ordre ==1(1—1,2, ...). La défini-
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tion de Lest entièrement analogue à la définition des algèbres de Magnus. De plus, les résultats du chapitre 1 ($ 4) montrent que L peut être plongée canoniquement dans l'algèbre de Magnus B de générateurs (x,).er à coeflicients rationnels.
A tous æ, 7e L nous pouvons faire correspondre au moyen de la formule de Hausdorff un élément déterminé de L que nous noterons simplement xy et que nous appellerons le produit de x et de y :
DST nn an AA
La propriété fondamentale de la formule de Hausdorff est la suivante : L devient, par rapport au produit æy, un groupe non abélien. Pour le démontrer, il suffit de plonger L dans l’algèbre de Magnus B et de remarquer que
(æy)s = Log((expæ) (expy) (expz)) = z(y2);
l'existence de l’élément neutre (le zéro de L) et de l'inverse de xeL (qui coincide avec — +) s'établit immédiatement.
Lorsque nous parlerons désormais sans préciser de sous-groupes de L, etc., il sera sous-entendu que nous nous référerons à l'opération xy, c’est-à-dire à la structure de groupe non abélien de L.
Pour tous r, s€Q (corps des nombres rationnels) et € L, nous avons :
ORAN REG
Ainsi, les puissances entières de xeL coincident avec ses multiples entiers. De plus,
(LY) = Ve MA, Ni
pour tous +,y€ L, les points de suspension indiquant des termes de degré >.3 en æ et y. On en déduit que les idéaux L; de l'algèbre de Lie L constituent une N-suite dans le groupe L et que le groupe quotient L;/L;., coïncide, en tant que groupe de classes suivant L;,,, avec le quotient des groupes abéliens L;; et L;., (pour tout x).
Nous nous proposons d'étudier certaines suites d'éléments de L :
Définition (1.1). — Une suite g(2) d'éléments de L dépendant du paramètre entier positif ou nul £ sera dite suite typique (dans L) si l’on peut trouver des éléments a;€L (+ entier = 1) tels que 4;€L; (pour tout #) et que, pour tout z :
gt) = Zita.
H désignant une partie de L, g(4) sera dite suite typique dans MH si elle est assujettie à la condition supplémentaire 2(1)€H pour tout 4.
Nous désignerons par la mème lettre A l’opérateur qui fait correspondre à une suite d'éléments g(e) la suite Ag(t) = g(t+1)— g(4) et l'opérateur qui
fait correspondre à à un polynome P(#) le polynome AP(4)— P(4+1) — P(4). Les puissances successives de l'opérateur A seront notées A".
Taéorème (1.2). — Une suite d'éléments g(D) EL est une suite typique st et seulement si g(o)— 0 et A g(o)€ Lx pour tout entier k 1.
Démonstration. — Soit d’abord g(4)— EX? t'a; une suite typique. Alors API (Pia 2 tar, ((é +1) — la 2, lu
Plus généralement :
Ato(t) = 2 l A'tia;
pour tout entier #7. Or, Ati=o si k >, donc Ae(t) 3, Ataelx
et, en particulier, A'2(0)E Lx.
Réciproquement, soit g(4) une suite d'éléments de L, avec g(0o)— 0. Nous pouvons calculer les termes de la suite g(t) à partir des Ag(o) (k==1), par la formule connue :
g(t) = 252 (4) Afg(0),
où (;) désigne le coefficient binomial que nous pouvons considérer comme un polynome en #4 à coefficients rationnels et de degré 4. Aucune difficulté de convergence ne se présente, puisque la série considérée n’a qu’un nombre fini de termes non nuls pour toute valeur entière = 0 de £. Pour démontrer que les relations A'2(0)€L, entrainent que g(t) est une suite typique, nous établissons plus généralement le :
Lemme (1.3). — Soit a, une suite d'éléments de L tendant vers zéro et P,(t) une suite de polynomes à coefficients rationnels sans termes constants, telles que degP,(4)-<w(a,) pour tout k=ù1. Alors g(t) = ÈS ,P,(t)a,est une suite typique.
Posons, en effet,
Pet) = 22: cixtl; GE Q.
Alors
gs) = Lf (2 Gta 2 (ER Gixdx).
La condition degP,(1)=w(a,;) peut s’énoncer ainsi : o(&)>t SAC E O0!
‘l’interversion des sommations est donc licite, et V2, CirarE Li,
ce qui montre que g(t)—=È;,t'b; est une suite typique.
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Nous pouvons définir sur l’ensemble des suites g(t) à valeur dans L une structure d’algèbre de Lie en posant
Ag)(t)=Ag(t), (g+A)(t)=g(tt +), [& AIG)]=(#C)2C)
et une structure de groupe, en posant (gh)(4) = g(t)h(r). Nous introduisons sur cet ensemble la ee de la convergence simple : une famille g,(4) de suites converge vers g(2) si g,(4) converge vers g (t) pour tout 4 fixé. Avec ces conventions :
TaéorÈmE (1.4). — Les suites typiques constituent, dans l'ensemble de toutes les suite d'éléments de Lune sous-algèbre de Lie fermée, et, par conséquent, un sousgroupe.
Démonstration. — Soient Ut) 2e 00 et PUY Seb; deux suites typiques. Alors
(Ag) (t)= 2?,ta (2€ 0), (g + h)(e) = ZE, dia: + b;) et Lg, A1) = T2 da, 22, 0b;]= 272, (2 a, bi ]).
Les relations 4;€L;, b;€L; impliquent évidemment
la;€eL,, Ait bel; et re | dy, Die leL:.
Les suites typiques constituent donc une sous-algèbre de Lie. Soit g,(4) une famille de suites typiques tendant vers la suite g(t). Alors, pour tout entier #1, Afg,(0) tend vers A"g(0); comme, pour tous », #,
Ats,(0o)e Lx, Afg(o)elLux,
ce qui montre (1.2) que l’ensemble des suites typiques est fermé. Enfin, si nous considérons
nous voyons que la somme des termes de degré = n de ce développement de Hausdorif est, pour tout entier », une suite typique. Nous pouvons donc passer à la limite, puisque l’ensemble des suites typiques est fermé, ce qui établit que gh(æ) est une suite typique.
Nous allons maintenant chercher à caractériser les suites typiques en faisant abstraction de la structure d’algèbre de Lie de L, et en ne retenant que sa structure de groupe.
Nous avons déjà remarqué que si x€L, rez (anneau des ERIC) EEE Nous pouvons caractériser complètement en termes de théorie des groupes la
= pe 2e multiplication des éléments de L par Les scalaires rationnels : sir, s€/Z, xeL., nous définissons &'*=— y par les conditions 7e L et x'— y : alors VC UNS) de Nous voyons donc que les puissances fractionnaires (rationnelles) des éléments de L sont bien déterminées. Elles vérifient évidemment les identités
(ai) = gt et gr vit (A, me Q).
THÉORÈME (1.5). — Sr (P;(4)) désigne une suite de polynomes en t à coefficients rationnels et sans termes constants, chaque polynome P;(t) étant précisément de degré 1, la relation :
PA RTE CMP ROUES établit une correspondance biunivoque entre l’ensemble des suites typiques et l’ensemble des suites (a;) d'éléments de L telles que a; €; pour tout entier positif v.
Démonstration. — Si (a;) est une suite d'éléments de L tels que 4;€L., a; =P;(t)a; est une suite typique pour tout &, d’après (1.3). Il en est donc de mémeduprodute at. et); d'apres (14).
Pour démontrer que la suite (4;) est uniquement déterminée, nous nous appuierons sur le :
Soit H un groupe, (Ki) une suite centrale dans H, c’est-à-dire
Lemme (1.6).
une suite de sous-groupes tels que K;—MH, K;:3K;,, et (H, K:)CK;., pour
tout i>1. On suppose que f\ K;—(e) (l'élément neutre de M), que H est complet
pour la topologie obtenue en prenant les (K;) comme système fondamental de voistnages de e, et que tous les quotients K;/K;,, sont sans torsion. Soit (P;(t)) une suite de polynomes à valeurs entières pour t'entier (*), chaque P;(1) étant précisément de degré 1. Alors, si (a;) et (b;) désignent deux suites d'éléments de W tendant vers e, ON ne peut avoir :
(k) AUD QE Mile = DE NQ DFA CEE DEN 0 pour toute valeur entière ==0 de t que st a;— b; pour tout i == 1.
Supposons que, pour un entier Æ donné, nous ayons démontré les relations b,Ea;H, pour tout : 1 (cela est évident pour #—1).
Posons donc D diCi, ce Hy.
(1*) Rappelons que ces polynomes ne sont autres que les combinaisons linéaires à coefficients entiers des polynomes ({)(1<i<).
En
Notre relation (x) s'écrit :
A, a ae) AR GC":
Prenons le quotient de H par K4,,, et désignons par à l’image canonique dans H/K,., de el. La relation (&) nous donne :
AP,(/ AP;(t) AN Pl E DS. NET QD, NO; LR (0101) ATEN" .(&;C:) AUS
Mais par hypothèse, 6; appartient au centre de H/K,,,. Donc
Gal pal, GPA GPA à — (QPale) Apio CPU, PA) ) Nous parvenons ainsi à la relation :
GP, , GPA. 8
dans le groupe abélien K,/K;.,. Remarquons que tous les (a;), (b;) appartiennent à Kx4, sauf un nombre fini d’entre eux. Par conséquent, €; — &, sauf pour un nombre fini d'indices. Adoptons la notation additive; supposons, dans un groupe abélien sans torsion, une suite d'éléments d;, tous nuls sauf un nombre fini d’entre eux, et tels que Z”,P;(t)d;= o, pour toute valeur entière =0 de £. Si tous les d; ne sont pas nuls, soit / le plus grand indice tel que d,< 0. Alors
SAP 4)d 0"
mais A’P;(1)—o pour i<{, et A'P;(4)— ITA [A désignant le coefficient de #! dans P,(4)]. Ainsi (/!2,)d,;— 0, ce qui implique que d;— 0. Tous les d; sont donc nuls. Il en résulte que &;— & pour tout #, autrement dit : b;ea;K;., pour tout z. Cela étant vrai pour tout indice #, nous avons bien démontré les relations a; = b;, Comme conséquence de la relation (x).
Remarques (1.7). — L'énoncé (1.6) admet un certain nombre de variantes, qui n’entrainent que des modifications insignifiantes dans la démonstration. Tout d'abord nous aurions pu supposer que la relation (x) n’est vérifiée que pour une infinité de valeurs de £ (au lieu de toutes les valeurs entières = 0 de #). En effet, tout se ramène à démontrer que, dans un groupe abélien sans torsion, une famille d'éléments d;(1<i<n)ne peut satisfaire à Z* ,P;(0 d, = 0 pour une infinité de valeurs de £ que si tous les d; sont nuls. Si P;(2) — ZA; je, nous pouvons supposer, en multipliant éventuellement tous les P;(#) par un entier convenable, que les coefficients À; ; sont entiers; alors
Ne À 0 el 2m PH Dites
avec
ae
Un calcul de déterminant de Vandermonde montre que tous les e; sont nuls [il suffit que la relation Xe; soit vérifiée pour (n + 1) valeurs de #]; les conditions À;;,<0 (pour 1 in) montrent que tous les d; sont alors nuls. Contentons-nous d'indiquer les énoncés suivants, qui se démontrent comme (1.6) :
a. On remplace dans (1.6) la condition « tous les K;/K;,, sans torsion » par la condition «le coefficient de £ dans chaque polynome P;(#) est 1/5! ». Par exemple :
of}
b. On remplace la condition « les (a;) et (b;) tendent vers e » par a; —b;—e pour? >n, on suppose que le coefficient de 4’ dans chaque P;(4) est égal à 1, et l’on remplace la condition «K;/K;,, sans torsion » par «l’ordre d'aucun élément (excepté l'élément neutre) des quotients K;/K;,, ne divise n! ».
c. On remplace la condition « les (a;) et (b;) tendent vers e » par «a;ekK; et b:EK; pour tout : », on suppose que le coefficient de t’ dans chaque P;(4) est égal à 1, et l’on remplace la condition « K;/K;,, sans torsion » par « l’ordre d'aucun élément (excepté l’élément neutre) de K;/K;,, ne divise z!, quel que SON = 1.)
d. On remplace la condition « K/K;,, sans torsion » par la condition « l'ordre d’aucun élément de K;/K;,, (excepté l’élément neutre) ne divise x », et l’on
suppose que le coefficient de v' dans chaque P;(r) est de la forme ; où r divise PRESCN di
une puissance de l’entier x donné.
L’unicité de la représentation (1.5),
\ pe = Rae
des suites typiques résulte immédiatement de (1.6), en prenant H —L, K;—L;, 4,
et en remplaçant, si nécessaire P;(4) par n;P;(t) et a; par a, (n;) désignant une suite d’entiers convenables.
Nous voyons, de plus, que la suite (a;) d'éléments de L intervenant dans la définition (1.1) des suites typiques est bien déterminée par la suite g(4) : il suffit d'appliquer (1.6) à L considéré comme un groupe abélien. Enfin, g(t)elx pour tout £siet seulement si a;€ L, pour tout : [appliquer (1.6) au groupe abélien L/L;].
Achevons la démonstration de (1.5). Soit g(4) une suite typique. Sapposons que nous ayons déjà construit, pour certain entier #, des éléments 4, ;, Anis 3 din tels que a EL, pour 1.7 1 et que
NN Pal) Pat Pt (gate) dde) el
THÈSE M. LAZARD.
LEURS pour tout £ entier 0. Alors ht et
cst une suite typique dans L;,..
Nous avons donc, d’après la dernière proposition énoncée,
1) ÿ ar 1(4) 24 ;l
RÉ = UD, avec b;eL;nL:,.
Puisque chaque polynome P;(1) est de degré : et sans terme constant, nous Ds calculer sans ambiguité les nombres rationnels À;, tels que 27e : À; k Pi tie Alors :
2e tb DIEEs OS A Patc))o = 3 P;(4) pur ÆDp) Posons ce; —= — 2,7; 1b;,. Alors la formule de Hausdorff montre immédiatement
ER que .
ACOME, chOEL;,: pour tout 4.
Or les éléments c; appartiennent tous à L;,,, ce qui implique que les éléments
cg" permutent, modulol;,,, avec tous les éléments de L. Ainsi : Ci OO oo (es 10) EE (oo) Oo Posons pit — AriCr pour I LA 14 21 et Pace
La famille a,;,, possède, pour l'indice :+1, les mêmes propriétés que la famille a,; pour l'indice 4, et 4,;,,=a,;(modl;,,). Nous pouvons donc poser
= Nina TSir > et nous voyons que PE) Te rater air € Li, quel que soit x, c’est-à-dire que ARE CUIR ras avec 4j€L; pour tout J.
La construction indiquée ne fait pas intervenir de choix arbitraire.
Nous allons d’abord appliquer le théorème (1.5) en prenant P;(4)— Ci)
Définition (1.8). — Soit une suite d'éléments g(4) (4 entier ==0) dans un groupe quelconque H, g(o) étant égal à l’élément neutre. Il existe alors dans H une suite (a;) d'éléments déterminés, telle que :
œ(t) a Celle
le]
PE + ‘pour tout é.
L'élément a;sera dit &" différence non abélienne de la suite g(v), et noté de(t); . ; ÉS à Le _ il ne dépend que des valeurs de g(t) pour 14 <ù.
En effet, Qi o pour tout :<{1, et il s’agit donc toujours de produits finis
dans H. Supposons déjà calculé a; pour 125: j— 1 : nous devrons avoir
Î NET su= af)...
ce qui détermine univoquement 4;.
Nous pouvons alors, d'après (1.5), énoncer :
TaéorèMe (1.9). — Soit H un sous-groupe quelconque de L. La condition nécessatre et suffisante pour qu'une suite d'éléments g(t) de H soit une suite typique dans H est que g(0)— 0 et que d:g(0) EL: NH pour tout i==1.
Prenons, en particulier, pour H le sous-groupe G de L engendré par ses générateurs (æ,).a. Alors G est un groupe libre par rapport aux générateurs (æ,), et les sous-groupes G;— GNL; constituent la suite centrale descendante de G. Il suffit, en effet, pour le démontrer d’appliquer les théorèmes (3.1) et (4.3) du chapitre [, en remarquant que le sous-anneau de Lie engendré par les (æ.) dans L est libre.
Le théorème (1.9) nous donne donc une caractérisation des suites typiques dans le groupe libre G, sans plus faire aucunementintervenir l'algèbre de Lie L. Ainsi :
TaéoRÈMe (1.10). — Une suite typique dans le groupe libre G, dont la suite centrale descendante est notée (G;), est une suite g(t) d'éléments de G telle que g(o) soit l'élément neutre et que d:g(t) EG: pour tout entier 1==1. Dans l’ensemble des suites d'éléments de G, les suites typiques constituent un sous-groupe fermé. St P;(4) est un polynome à valeurs entières pour t entier et de degré 1, a"i est une suite typique dans G st et seulement si x E Gi.
Le théorème (1.10) nous permet d'établir immédiatement des identités du type de l'identité fondamentale de P. Hall ([8], $ 31). Prenons, par exemple, deux élémentsxet y dans le groupe libre G; x'y'— g(t) est une suite typique et:
Abe
tt) = HET Le 1)
CH RTONE LPS Li Aie QE À AE a dig(t)e Gi.
Pour trouver une identité de la forme (æy) —2x'y"..., il suffit de considérer la suite typique : y ‘x 7'(æy) = h(t). Ainsi :
(413) (ne PATIE
avec
Rappelons que (l.rr), où l’on fait —p, donne l'identité (6.4) du chapitre I.
Des identités analogues s’établissent pour des suites typiques telles que (æ!, y), des suites typiques impliquant plus de deux éléments, etc. L'avantage des formes canoniques que nous trouvons est qu’elles découlent sans calculs de (1.10), et qu’elles ne font intervenir que des produits finis. Par contre, la vérification que les 2°" différences non abéliennes sont des produits de commutateurs de poids 7 entraine des calculs pénibles, même pour les suites typiques les plus simples et les petites valeurs de z. Aussi allons-nous donner une forme non canonique des suites typiques qui met en évidence les sousgroupes Gi
G désigne comme précédemment le groupe libre engendré par les (æ,).e, dans L. Nous choisissons une famille d'éléments (y,),ex d’élément de G, v parcourant un ensemble N bien ordonné, de façon que w(y,) << w(7,) implique v <<», et que les y, pour lesquels w(y,)=7 constituent, modG;,,, une base du groupe abélien libre G;/G;,4 (cf. $ 6, chap. T). Alors, tout élément du complété G de G dans L s’écrit, d’une manière et d’une seule, comme un produit infini ordonné (convergeant au sens de la topologie dans L) : IL,.,y9, où les h, sont des entiers qui doivent vérifier la condition suivante : pour tout , les h, correspondant aux indices » tels que w(y,)= x sont nuls, sauf un nombre fini d’entre eux. Nous énoncerons désormais plus simplement cette condition en disant que le produit doit converger. Les composantes homogènes de degré W(y,) des y, (c'est-à-dire leurs « parties principales ») constituent une base, sur l'anneau Z des entiers rationnels, du sous-anneau de Lie libre engendré par les (æ,) dans L (chap. [, $ 4). Elles constituent donc aussi une base, sur le corps Q des nombres rationnels, de l'algèbre de Lie libre dont Lest le complété. Nous en déduisons sans peine que les éléments de L sont représentés univo-
quement par les produits convergents IL,y}, où les k, sont des nombres rationnels. Une suite d'éléments g(#) dans G (resp. dans L) peut donc être mise sous la forme Il,7%°, où les h,(4) sont des fonctions de { déterminées à
valeurs entières (resp. rationnelles).
THÉORÈME (1.13). — Une suite d'éléments g(t) = IL, y," est une suite typique dans G (resp. dans L) si et seulement si le produit converge pour tout to, h,(0)=— 0, pour tout EN, et enfin st pour tout VEN, la fonction h,(t) peut étre représentée par un polynome à valeurs entières (resp. un polynome à coefficients raonnels) de degré <w(y,).
Démonstration. — Un produit du type considéré représente bien une suite typique, d’après (1.4). Réciproquement, soit g(#)—11,474" une suite typique dans G (resp. dans L). Désignons généralement par v; le plus petit indice » tel
au
que W(y,)—=1. Supposons démontré que, pour << v;, les fonctions A(4) vérifient les conditions du théorème. Alors (IL,,.y""Y-!£2(4) est une suite typique dans G; (resp. L:), done de la forme X7 Wa), avec a;/eL:nL, pour tout j. D'après les propriétés des y,, nous pouvons trouver des coefficients rationnels Ajs(1Cj< © ; YEN) tels que
dj=inas;vyv (modLl;,;) POUR YEN.
Il en résulté que
RD =ZLEENXR ES
ce qui démontre (1.13).
(1.14) Remarques. — a. Si, dans la définition (1.1) des suites typiques, nous remplacons la condition 4;€el; pour tout # par la condition plus faible
Himw(a;)—=æ, nous parvenons à la notion de suite analytique dans L. Les i% n
suites typiques ne sont donc qu’un cas particulier des suites analytiques, mais ce sont les seules dont nous ayons ici à faire usage. Tous les résultats que nous avons démontrés pour les suites typiques s’établissent, en modifiant convenablement les énoncés, pour les suites analytiques. Ainsi, dans (1.2). on doit remplacer la condition « A'g(o)el; pour tout # » par la condition
« limw(Alg(o)) — x »; la même modification doit intervenir dans le théorème k>
(1.9), les différences A“g9(0) étant remplacés par les différences non abéliennes àg(t). L'énoncé du lemme (1.6) s’applique directement aux suites analytiques, et permet de démontrer, pour les suites analytiques, le théorème (1.5) où il faut seulement remplacer la condition « a; L; pour tout z » par la condi-
tion plus faible «limw(a;)—+ ».
SES
b. Si deux suites typiques (resp. analytiques) £(#) et A(t) coincident pour une infinité de valeurs de 4, elles coincident pour toutes les valeurs (entières 0) de #. [ suffit, en effet, d'appliquer aux deux suites le théorème (1.5) en prenant, par exemple, P;(4) — à [c/. (1.9)], puis d'appliquer la remarque (1-7).
c. Nous avons supposé, dans la définition d’une suite typique (resp. analytique) g(1) que g(o)—o. Cette condition n’est pas essentielle, mais elle simplifie certains énoncés, et correspond aux besoins des applications.
d. Nous aurions pu, dans la définition (1.1) des suites typiques faire intervenir toutes les valeurs entières de £. Alors les théorèmes (1.2) et (1.9) ne seraient plus exacts | puisqu'ils ne font intervenir que les valeurs de g(1) pour t= o|. Par contre, les théorèmes (1.4) et (1.5) restent valables (une seule modification doit être apportée, pour démontrer que l’ensemble des suites typiques, considéré comme partie de l’ensemble des applications de Z
LR AE
dans L, est fermé). De même, nous aurions pu faire intervenir toutes les valeurs rationnelles de 4. Mais, avec ces définitions, la remarque b précédente resterait valable : deux suites typiques coincidant pour une infinité de valeurs de # coincideraient pour toutes les valeurs (entières ou rationnelles, suivant la définition adoptée) de . Il en résulte que nous n’avons essentiellement qu’une seule définition des suites typiques, car l'extension d’une suite typique, définie comme en (1.1). à toutes les valeurs entières ou rationnelles de z est évidemment possible, et n’est possible que d’une seule manière.
Application. — Les identités telles que (1.11) et (1.12) que nous avons établies pour £ entier 0 restent vraies pour # négatif, les produits envisagés étant alors effectivement infinis. (Si l’on veut considérer les valeurs non entières de #, on doit évidemment se placer dans le groupe L.) Toutes ces considérations s'appliquent au cas des suites analytiques. |
e. Tous les résultats concernant les suites typiques (resp. analytiques) peuvent se généraliser à des familles d'éléments dépendant de plusieurs paramètres. On pourrait ainsi donner des identités du type de P. Hall pour æx'y"z!l, .... Les énoncés seraient sensiblement plus compliqués, et, pour avoir des représentations en produit [cf. (1.8), (1.9)], on serait obligé d'ordonner totalement les couples (ou n-uples) d’entiers positifs, ce qui laisserait subsister beaucoup d’arbitraire. Aussi, semble-t-il raisonnable d'attendre les applications éventuelles avant de développer la théorie dans cette direction.
2. INVERSION DE LA FORMULE DE HAusporrr (Formules génériques). — Nous commençons par appliquer le théorème (1.5) en prenant P;(4)— #. Il en résulte la correspondance biunivoque entre les suites typiques
ANA D UC et les développements en produit :
LUE) = be avec b;eL; pour tout é.
Nous appellerons b; le 2°" résidu de la suite typique 2(4). Contrairement à ce qui se passe pour les différences non abéliennes, les résidus ne se calculent pas simplement à partir des valeurs g(4) de la suite typique dans le groupe L; par contre, nous allons voir comment ils se calculent au moyen des coefficients a; et des opérations de l’algèbre de Lie L.
Nous désignons par Q; l’ensemble des nombres rationnels qui, écrits comme fractions irréductibles, n'admettent au dénominateur que des facteurs premiers au plus égaux à #. Rappelons alors que, dans la formule de Hausdorff,
LY=X+y+ [x yl+..
la composante homogène de degré & peut s’écrire sous la forme d’une somme
APE qe d’alternants de degré total £ par rapport à æ et y, multipliés par des coefficients de Q:. Nous remarquons d’abord que, dans le développement
ER 7e le coefficient a;, ne dépend que des b; pour lesquels 1:<j<5. En passant à la
limite, nous voyons qu’il en est de même du coefficient a; dans le développement de I[7,b;. Les premiers coefficients 4; sont donnés par les formules :
== 01, (2.1) ay b+ = [b:, be], da bd, + SET b;] En _ [[ D», b:|, bi|, Ç On voit facilement que, pour calculer 4;, il suffit de connaître b,, b,, ....b, et lestermes de la formule de Hausdorff jusqu’au degré (:—1)inclus. Nous en déduisons que a; — b; est une somme d’alternants par rapport à b,, ...,b;;,
multipliés par des coeflicients appartenant à Q; ,; nous pouvons préciser que ces alternants ont le poids #, si l’on attribue à chaque b; le poids 7, et si l’on attribue au crochet | #, e| un poids égal à la somme des poids dewet de v.
Nous savons déjà (1.5), qu'on peut calculer les b; en fonction des 4;. Les formules (2.1)conduisent à ;
' bar, Eee (2.2) b3—= a3— —[a, & |, | b,= a — -[a, a; ]+ a [Las di], |.
Nous pouvons énoncer généralement le :
Taéorème (2.3). — Toute suite typique g(t) = È t'a; peut étre représentée,
d’une manière et d’une seule, par un produit ordonné g(t) =. b;. Le 1°" résidu
| b; de la suite g(t) se calcule au moyen des opérations de l'algèbre de Lie à partir des coefficients a;(1<7j“1); plus précisément, pour tout 1, b; — a; est égal à une
somme d’alternants par rapport aux a;(1=j1—1) mulupliés des coefficients
de Qrr L'intérêt principal de ce théorème est qu'il nous permet de décrire complètement, à partir de la structure de groupe de L, sa structure d’algèbre de Lie : THéorÈme (2.4). — Soient x et y deux éléments de L. Alors 1l existe une suite d'éléments b; de L tendant vers zéro, et une seule, telle que pour tout entier t :
2 i LV 0e Die,
et l’on a bi=x +7, Bee
Démonstration. — Il suffit de considérer la suite typique
dy =t(r+y)+ it, y PERE
et d'appliquer (2.3). Nous aurions pu, pour calculer [æ, y], utiliser la suite typique PE ee oO OÙ CG |
Ce théorème nous permet de caractériser la structure d’algèbre de Lie de L à partir de sa structure de groupe topologique. Il réalise, en quelque sorte, l'inversion « descriptive » de la formule de Hausdorff, c’est-à-dire qu'il définit les opérations ++ yet[x, y] à partir de propriétés du groupe L. Il nous faut encore rechercher comment calculer ces opérations à partir des opérations connues du groupe : produit, exponentiation, passage à la limite. Remarquons qu'il est impossible de calculer la somme x +y à le crochet [x, y] de deux éléments de L'au moyen de produits et de passages à la limite (sans considérer les puissances fractionnaires). En effet, le groupe libre G engendré par les générateurs indépendants (æx,) de L n'est pas un sous-anneau de Lie, non plus
que son adhérence G.
Il serait sans doute intéressant (pour le problème de Burnside en particulier) de pouvoir caractériser, de façon « constructive », le plus petit sous-groupe de L qui contienne G et soit en même temps un sous-anneau de Lie. Faute de pouvoir résoudre ce problème, nous allons considérer un sous-groupe M de L qui contiendra G, sera un sous-anneau de Lie, et ne sera « pas trop grand » pour les applications que nous en voulons donner.
Définition (2.5). — Dans l'algèbre de Lie libre complétée à coefficients rationnels L, nous désignerons par M l’ensemble des éléments dont les composantes homogènes de degré z sont des sommes d’alternants de degré x par rapport aux générateurs indépendants (x+,) de L, multipliés par des coefficients appartenant à Q;(pour tout entier : 1). M est en même temps une sous-algèbre de Lie fermée et un sous-groupe de L.
Le fait que M soit une sous-algèbre fermée de L résulte immédiatement de la définition ; la propriété Rae des coefficients de la formule de Hausdorff, rappelée plus haut, montre que M est un sous-groupe.
Fa£orime (2.6). — Soit Lite 2 Cor
une suite typique à valeurs dans M. Alors, pour tout i>=1,
«aeM et b;eM.
PR
Démonstration. — Considérons le groupe abélien L/M — N. Le groupe abélien N est gradué, comme L et son sous-groupe homogène M. Sa composante homogène de degré x est le quotient des composantes homogènes de degré x de L et de M : c’est donc un groupe de torsion, mais (d’après la définition de M), l’ordre d'aucun de ses éléments ne divise! Considérons alors la relation g()—X". t'ai, où g(t)E M pour tout entier £_==0. Si nous désignons par à la classe modM de a€L, nous avons done E? ,#'4;— 0 dans N. De plus, puisque g(t) est une suite typique, 4;€ L;pour tout 7, et4;eN; = L;+ M/M — L:/M N L:. Le quotient N;/N;,, s’identifie à la composante homogène de degré x de N, et nous pouvons appliquer (1.7c), qui nous donne le résultat cherché : 4;— 0 pour tout z.
Pour démontrer que b;e M pour tout 7, nous ne pouvons pas appliquer la même méthode au groupe non abélien L, car M n’en est pas un sous-groupe invariant. Par contre, il nous suffit d'appliquer le résultat précédent, joint au théorème (2.3) (nous pourrions aussi établir la proposition directement, en démontrant par récurrence sur 7, que b;eM-- L; pour tous £, j).
Considérons maintenant dans le groupe libre G engendré par les générateurs (æ,).a de L'une famille d'éléments (y,),e, possédant les mêmes propriétés qu’en (1.13). Nous avons vu que tout élément de L s'écrit univoquement comme un produit bien ordonné convergent : Il,y?, où h,eQ.
Lemme (2.9). — Soit EL, 3: —Il,y,. Alors :EM «1 et seulement sh,eQ.,, pour toutveN.
La démonstration procède, comme d'habitude, par récurrence sur w(7,). Désignons généralement par v; le plus petit indice v pour lequel w(y,)—:. Supposons déjà démontré h,€Q,,,,, pour v <{ vi. Considérons 3;—(IL,., 7%) "2. Pour tout y << v;, nous avons y,eM(puisque y,eG)et y} —A,y, EM; puisque he Qu. Ainsi zeMNL,;, et les exposants L,(v;<v<{v;,,) sont uniquement déterminés par le relation :
— 2 hRSYS EL:
Cette relation entraine 4,€ Q; pour v;<v <°v;,,, puisque zeMnL:et que les (huzves., constituent, modulo L;,,, une base de la composante homogène de degré : du sous-anneau de Lie libre engendré par les (x, ),ar.
Nous pouvons maintenant définir des formules « constructives » d’inversion de la formule de Hausdorff. Supposons que L possède deux générateurs indépendants, notés æ et y, et qu’on ait fait choix d’une suite d'éléments 2; possédant les propriétés de la famille (y,),e, précédente. Cela peut se faire, par exemple, en utilisant le procédé de Marshall Hall [7]. Alors il existe deux suites d’exposants rationnels, h; et 4;, tels que l’on ait :
(2.8) eye 25; RNA I EST TES
RE Quinn HEQvr
RIT
On aura, par exemple,
PV (ET dos Le Yh= (0) (Ge #}; DE Ne
Connaissant les premiers termes de la formule de Hausdorff, on pourra calculer les premiers termes des formules d’inversion, par l'algorithme exposé dans la démonstration de (2.7).
Nous étudierons plus loin ($ 4) dans quels groupes il est possible d'appliquer les formules d’inversion de façon qu’elle définissent une structure d’anneau de Lie, et qu’on puisse, au moyen de la formule de Hausdorff, retrouver la structure de groupe dont on était parti. Nous aurons besoin, pour cela, de résultats auxiliaires, exposés au paragraphe 3. Par contre, on démontre immédiatement que les formules d’inversion s'appliquent dans M.
(2.9) Remarque. — Les formules d’inversion (2.8) dépendent formellement du choix de la suite 3;, mais les valeurs des produits correspondants n’en dépendent manifestement pas. Nous pouvons plus généralement chercher à résoudre le problème suivant : soit À un nombre rationnel; existe-t-1l une suite v; de produits de commutateurs en x et y de poids = 3 etune suite d’exposants 4;, telles que le produit infini ordonné æy(x, y }ufu®...uf... converge lorsque l’on substitue à æ et y deux éléments quelconques de Let définisse ainsi dans L une opération associative? La réponse est affirmative, quel que soit #.
Si 4 — : on obtient la loi de groupe non abélien (ar y: ji, et en parti-
: £ se De LS I Ê :
culier la loi du groupe opposé yx pour #—— =; si k=— =; on obtient la loi
de groupe abélien x + y que nous avons déjà trouvée ({*).
3. QUELQUES PROBLÈMES D'EXTENSION ET DE PROLONGEMENT. — Définitions et notations. P désignant un ensemble de nombres premiers, » un entier positif, on exprimera par la notation n/P le fait que tous les facteurs premiers de » appartiennent à P.
Un groupe multiplicatif G (dont l’unité est notée r) sera dit sans P-torsion si EG, njP et 2*— 71 impliquent x—1. G sera dit P-divisible. si xeG, n[P impliquent qu'il existe yEeG avec y'—x (il suffirait, dans ces deux définitions, de prendre pour » un nombre premier appartenant à P). Un élément æ€ G sera dit élément de P-torsion s'il existe », avec n/P et &"—1; si tous les éléments de G sont de P-torsion, G sera dit un groupe de P-torsion.
Dans tout ce paragraphe nous désignerons (P;) une suite d'ensemble de nombres premier P,CP,C...CP;CP;,C.... Il sera commode [dans la
(55) Ce genre de questions sera étudié dans un article à paraître sous le titre : Éléments d'une théorie algébrique des groupes analytiques.
démonstration de (3.2)] de désigner par P, l'ensemble vide : ainsi x/P, signi- Gerdrer.
Nous aurons à considérer dans un groupe G des suites de sous-groupes invariants (H;),oùrë—1,2,....Il s'agira toujours, sauf mention expresse du contraire, de suites décroissantes commençant à G :
HS GDS RS ISERE PTE
Rappelons qu'une telle suite est dite finie si H; (1) à partir d’une certaine
valeur de : resp. séparante Si A HE CS (H;) est une suite centrale
si (G, H;)CH;., pour tout z; resp. une N-sute si (H;, H;)CH:.; pour tout £, J.
LeMME (3.1). — Sort G un groupe nilpotent de classe au plus égale à ce, x et y deux éléments de G. Alors :
. St (>, Y°) En I, Cr, SD AUS ‘ EN | F b. Six'— y'— 1 et sit désigne le plus grand commun diviseur des entiers r ets,
(EAP RER RE
Démonstration. — Considérons le sous-groupe H de G engendré par æ et y, et sa suite centrale descendante (H;). La classe de H ne dépasse pas celle de G, Éthainciaule, =@r),-IConstdéronsa(e/, chap LS" anneau vdetie P(H;) = EH;/H;,,. I est engendré par les classes & et ÿ de x et y modH,; æ et ÿ sont de degré 1 dans £(H;), et les éléments de degré 2 sont des multiples entiers de [Z, ÿ |. Nous en déduisons que si, pour un entier n, n[#, ÿ|—o0, nz —0o pour tout ze f(H;), 3 étant homogène de degré ==2. IF suffit de raisonner par récurrence sur le degré de 3: si 3 est homogène de degré 13, 3 est une somme de crochets | &, 8 |, où degü + deg ? —1; alors une au moins des relations 2.<degü <{1 et 2-Zdeg<{1 est vérifiée; si, par exemple, 2. degü << 1, nu —0 par l'hypothèse de récurrence, done n3— 0. Revenant à la définition de £(H;), nous voyons que ze H; implique ze H;,, et, par une
récurrence évidente z” € H;,,. En particulier, 3€, implique 3° "—1. Alors, dans le cas a, rs[%, ÿ|—0, puisque rs[&, ÿ[ —[r#, sÿ] s’identifie à larclasse:de (z', 7°) modH;. Ainsi (&, y)" = 1,
Dans le cas b,
CET
PIN ne et one Mr) = 0?
puisque ces éléments s'identifient respectivement aux classes mod; de (+, y) et (æ, y‘). Il existe des entiers 7’ et s’ tels que PRESS: d’où (NEA EE
LA
Enfin æ et y commutent modulo H,, si bien que (xy)' EH, et ainsi
(xy)
r'slE—2
fi
A partir de ce lemme, on démontre immédiatement des théorèmes classiques de la théorie des groupes nilpotents, tels que : l’ensemble des éléments de P-torsion d’un groupe nilpotent est un sous-groupe ; un groupe nilpotent de torsion est le produit direct de ses sous-groupes de Sylow, etc.
Taéorème (3.2). — Soit, dans un groupe G, (H;) une suite centrale fine (resp. une N-sutte finte). La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une suite centrale finie [respectivement N-suite finie] (K;), telle que, pour tout 1, H;CK:;et que K;/K;,, soit sans P;-torsion, est que MH; soit sans P;-torsion (pour tout 1).
Démonstration. — La condition est nécessaire. En effet, supposons l'existence d’une suite (K;) de sous-groupes de G ayant les propriétés voulues. Soit æeH;, n/P;, æ"— 1. Alors, si x 1, il existe j tel que xeK;etxéK,.,/{puisque (K;) est finie]. De plus 7 =, puisque K;:3H;. Alors »/P; (puisque P;3 P;), et a"'—1€KkK,;, implique æeK;.,, contrairement à l'hypothèse (puisque K;/K;., est sans P;-torsion).
La condition est suffisante. Supposons chaque H; sans P;-torsion. Définissons F; par la relation : x€eF; si et seulement s’il existe n/P;, tel que "EH; (J=>1). Si nous considérons l’homomorphisme canonique /; de G sur G/H;, nous voyons que æ€F; si et seulement si f;(æ) est un élément de P; ,-torsion dans G/H;. F; est donc un sous-groupe invariant de G, contenant H; (c'est l’image réciproque, par /;, du sous-groupe de (P; ;-torsion de G/H;).
Posons maintenant L;— M F;. Alors L; est un sous-groupe invariant de G, ne"
= Go ASSIS
et L;2 H; pour tout r. Montrons que H;,, —(1) entraine L.,, —(1}).SoitreL..,. Il existe alors des entiers n,, ...,n. tels que n;/P; et x"eH,;.,. Supposons démontré que æ"=1 (12). Alors x" €eH,; et (2"=)'=1, ce qui implique æ"— 1. Comme x*€eH;,,—(1), on parvient à x'—1 qui implique + =1. Montrons que L;/L;,, est sans P;-torsion. Soit xeL,, n/P;, x"elL,;.,:. Puisque Lu LNR:,,,il suffit d'établir que xeF;,,. Or, puisque 2"€eF;.., il existe n'/Pitel que (x')”eH:,,. Mais nn'/P;etainsix""eH;,,, ce qui impliqueæeF;,,. Nous avons donc établi le théorème dans le cas d’une suite finie de sous-groupes invariants. Montrons de plus que si (K;) est une suite finie de sous-groupes invariants telle que, pour tout 7, H;CK; et que K;/K;,, soit sans P;-torsion, L;CK; pour tout L;CK;. Sinon nous pourrions trouver æ€L, et J<t avec tEK;, x£K;,,. Mais alors xeF;.,; donc il existe h/P; tel que x"eH,, CK,... Puisque K;/K;,, est sans P;-torsion, +eK,,,, contrairement à l'hypothèse. La suite (L;) est donc celle qui décroit le plus vite parmi les suites répondant à la question.
Utilisons maintenant le fait que (H;) est une suite centrale. Soit +€G,
PA LE
YEL:. Pour tout 7 tel que 1<7 Zi, il existe n//P;, tel que yEH,;. Donc (x, y)eH,, et ainsi (x, yYŸ eH,, [appliquer (3.1a) à G/H;,,[]. Comme ni" ]P;, (æ, y)eF; pour 1<j<i, et(x, y)eL;:1, ce qui montre que (L;) est une suite centrale.
Enfin, supposons que (H;) soit une N-suite. Soit æeL;et y€eL,. Nous voulons montrer que (+, y)EL;.;. Pour tout # tel que 2:<kZ1+ 7j, nous pouvons trouver 2’ et j’ tels que 12<r Zi,1.<ÿ jet +] —k. Alors, puisque +æeF: etyEF;,ilexistem/P, ,;etn/P; , telsquex"eH;,7"eH;, etainsi(x”, 7") eH.. Appliquant (3.14) à G/H;, nous voyons que (x, y)” "eH,, donc (x, y)eF,, puisque mn|P;_,. Ainsi (æ, y)eL;.;.
LEMME (3.3). — Soit (H;) une suite centrale séparante dans G supposé (H;)complet (*°) :
a. St H;/H;,, est P;-dieusible pour tout 1, chaque Hi; est P;-divisible.
b. Si HjH;,, est sans P;-torsion pour tout 1, xEH;, yEH;, n/P; et x"— y" impliquent x — y. En particulier, H; est sans P;-torsion.
ce. St H;est P;-divisible et sans P;-torsion pour tout 1, alors H;/H;,, est P;-divrsible et sans P;-torsion pour tout 1.
d. Sr tous les P; sont égaux à un méme ensemble de nombres premiers P, et st, pour tout 1, Hÿ/H;,, est sans P-torsion, alors xEMH;, n/P et y'— x impliquent y EH;. En particulier, si G est P-divisible, il en est de méme de tous les H;.
Démonstration. — a. Soit xEH;, n/P;. Supposons établie l’existence d’un y eH:; tel que y" =x(modH;,;), j 0. Alors xy "EH; ; et H;,/H;,;., est P;divisible. Il existe donc z:€H;.; tel que z"exy "(mod H;,;,,)et, puisque (H;) est une suite centrale,
æ=(yz)t (modH;,;,1), avec yz=7Yy (modH;,;).
b. Si l'ôn avait x <y, soit æ—7ys, 2e, 3€H;,, (avec =): Alors y" =y"z" (modH;,,), et puisque H;H;,, est sans P;-torsion, :€H;,, contrairement à l'hypothèse.
e. Il est évident que H;/Il;,, est P;-divisible (comme groupe quotient d'un groupe P,-divisible). Montrons que si H;/H;,, n’était pas sans P;-torsion, H; aurait un élément de P;-torsion. Nous pourrions trouver en effet »/P;, xeH;, xél;,, avec a"eH;,,. Supposons déjà construit yexH;,, tel que y"eH,,. Alors il existe z€H;,;, avec z*—7" et, par conséquent, (73 *)Y*€H;,;,:, 7374 = y(modH;.,;). Il en résulte donc l'existence dans H; d’un élément u&H;., avec #"—1, contrairement à l'hypothèse.
d. Soit yeH,, y & H;,1. Alors æ —7y"#H;,, et ainsi jt, yeH.
(16) C'est-à-dire que G est complet pour la topologie où les sous-groupes (H;) forment un système fondamental de voisinages de l’élément neutre.
"poules
Lemme (3.4) (Unicité des prolongements d’homomorphismes). — Sorent G un groupe, G' un sous-groupe de G, (K ;) une suite finte de sous-groupes invariants de G telle que, pour tout 1, K;(G'NK;)Ki,, soit un groupe de P;-torsion. Soit, d'autre part, H un groupe, (Li) une suite centrale finie dans H telle que, pour toutr, Li/L:,, soit sans P;-torsion. Soient enfin f et g deux homomorphismes de G dans H tels que f(K:)C Li: et g(K;)CL: pour tout i. Alors f et g sont identiques st leurs restrictions à G! coincident.
Démonstration. — Supposons démontré que f et g coincident sur K;,,, et montrons que f'et £ coincident sur K; [l'hypothèse de récurrence sera évidemment satisfaite pour æ assez grand, puisque (K;) est finie]. Soit æeK;. Par hypothèse il existe »/P;, yeG', :EK;., tels que "— yz. Alors
fa") =fye) = JO) E)=E)ets) = 2075) = 7er):
Ainsi
PARA Ne à PAL f(x)elx g(x)el;, ce qui implique f(x) —g(x), d’après (3.3b).
Leume (3.5) (Existence du prolongement simple). Soient G un groupe, G' un sous-groupe 1nvariant de G,(K;) une suite centrale finie dans G. On suppose que G'DK;., et que G/G' est un groupe cyclique d'ordre n, avec n/P;, engendré par la classe modG' d'un élément x de K;. Sorent, d'autre part, H un groupe, (L:) une suite centrale finie dans M telle que chaque L/L;,, soit sans P;-torsion. Sort enfin f un homomorphisme de G' dans H tel que f(G'NK;)€ L; pour tout t. Alors, il existe un prolongement g de f à G tel que, pour tout 1, g(K;)€L; st et seulement s'il existe UE L; tel que uw" = f(x").
Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire. Supposons-la satisfaite. Tout élément de G s'écrit sous la forme x'y7, 7€eG'. Posons g(x'y)=u"f(y); g est alors une application univoque de G dans H. Si, en effet,
PV ATYN LE 2 ie ei Donc PERPEE RSS PNR CE MIROIR UE d'où LAN A ct 2 NS 2) ce qui montre que g est univoque.
Soit maintenant y EG’; alors xyx eG'et, si g'est un homomorphisme, on
doit avoir AEY AT) = UOUES
Nous allons démontrer la relation équivalente
Jar) ee, fon:
nice Considérons la suite typique (a', y) à valeurs dans K-1D'après ro) il existe une suite finie d'éléments de K,,, : a, ..., a telle que (x, y)= a af?) af).
De plus a, —(x, y). Alors, appliquant l'homorphisme / : (Ce 7))= fa). f{an
Considérons, d'autre part, la suite typique (u', /(y)) dans L;,,. D'après (1.10), il existe une suite finie d’éléments de L,,, : b,,..., b,, telle que
(ut, F2) EN EN pl).
De plus, b,=—{(u, /(y)). Posons maintenant 4=—nt'; pour toutes les valeurs
entières dé f((art, y) (u#, Cr) Ye Ains:
nt" nl Î )
Ca) 1 Me fan )= pre or ON
pour toutes les valeurs entières de 4’. D'après (1.74) que nous appliquons au groupe L;,, avec sa suite centrale L;,;(1==1), en prenant FOIRE cela implique f(a;)— b; pour tout z, et, en particulier NANTES ere) Nous avons donc f(æyæ*)= uf(y)ur*! et, par une récurrence évidente, J(aryxr) = ur f(y)ur pour tout entier r. Il en résulte que g'est un homomorphisme. Soient, en effet,
x'y et x" y" deux éléments de G(y, € G'). Ainsi
LAS RE ir 0
Alors ge ve" y) = ur" fe ya y) = ut fa ya") foN)= fu" fo)=s y) 2").
Il reste seulement à démontrer que g(K;)€ L:; pour s. Soit d’abord #Z j ; alors x'yEK;, 7 EG’ impliquent yEG'NK;. Dans ce cas
sr) =utf(r)eL: puisque ueL; et f(GnK;)cLl:
Si maintenant? > 7, ay eK;cG et ln) = (xTy) el:
TuéorÈme (3.6). — Sorent G& un groupe, G' un sous-groupe de G, (K;) une suite
centrale finie dans G, telle que, pour tout 1, K{(K:NG')K;,, soit un groupe de P;-torsion. Soient H un groupe, (L;) une suite centrale finie dant H telle que, pour
tout 1, Li/L;,, soit P;-divisible et sans P;-torsion. Soit enfin f un homomorphisme de G! dans H tel que, pour touti, f(G NAK;)€ Li. Alors il existe un homomorphisme g et un seul de G dans H, prolongeant f, et tel que g(K;)€ L; pour tout v.
Démonstration. — Nous considérons les couples (F, 2) constitués par un sous-groupe L de G contenant G’, et un homomorphisme h de T dans H, prolongeant /, et tel que A(TAK;)CL;(pour tout z). Nous introduisons naturellement une relation d'ordre dans l'ensemble de ces couples, en posant (T,,h,)2<(T», h:) sil, Cl, et si À, est un prolongement de k,. Alors l'ensemble ainsi ordonné est inductif, et d’après le lemme classique de Zorn, il existe un couple ([”, #') maximal. Montrons que ['— G. Sinon soit +1 le plus petit entier tel que K;1 CT’. Soit xeK,, él”. Alors æl'x!—T". Soit | le sous-groupe de G engendré par L’et æ. T/[' est un groupe cyclique engendré par la classe de æ modulol"”, et d'ordre n avec n/P;. Puisque chaque L;/L;,, est P;-divisible, L; est P;-divisible (3.3a). Donc il existe veL,; tel que #'—h'(x"). Nous pouvons donc appliquer (3.5), en faisant jouer à F, [”, (TNK;), x, h' les rôles respectifs de G, G', (K;), æ, f dans l’énoncé de ce lemme. Nous en déduisons l'existence d’un prolongement X de h' à l tel que A(FNK;)CL; pour tout z, contrairement à l'hypothèse que ([", k') est maximal. Ainsi — G, le prolongement g de f à G existe et est unique d’après (3.4).
Définition (3.5). — Soit G un groupe, (K;) une suite centrale finie telle que, pour tout #, K;/K;,, soit sans P;-torsion. Nous dirons qu’un groupe G contenant G comme sous groupe et muni d’une suite centrale finie (K;) est une (P;, K;)complétion de G si K;— KnG, KK; est sans P;-torsion et P;-divisible et enfin K;/K:K;,, est un groupe de P;-torsion, pour tout &=1 (!°).
Nous démontrerons que, sous les hypothèses de (3.5), un groupe G admet une (P;, K;)-complétion qui est bien déterminée à un isomorphisme canonique près. Nous pouvons considérer cette proposition comme classique dans le cas des groupes abéliens :
Soit À un groupe abélien sans P-torsion ; alors il existe un groupe abélien À, dit P-complétion de A, tel que À contienne A, soit sans P-torsion, P-divisible et que A/A soit un groupe de P-torsion. Ces propriétés déterminent A à un isomorphisme canonique près conservant les éléments de A ; side plus Bestun groupe sans P-torsion, contenant À et tel que B/A soit un groupe de P-torsion, B s’identifie canoniquement à un sous-groupe de A (1°).
(15) Pour simplifier les énoncés, nous nous sommes permis un abus de langage en considérant une extension de G comme un groupe contenant G. Il serait plus correct de parler d’un groupe contenant une image isomorphe déterminée de G.
(17) Rappelons que À peut être obtenu comme un produit tensoriel Qp@QAp, où Qp désigne l'anneau
3 7 des nombres rationnels de la forme -;, où r eZ, s/P. $
Lise Considérons d'abord un groupe G et une suite centrale (resp. N-suite) finie (K;) dans G telle que K;/K;,, soit sans P;-torsion pour tout z et que K;/K;,: soit P;-divisible pour 1j +1, j désignant un entier positif fixé. Soient G‘ une extension de G, (K; ) une suite centrale (resp. N-suite) finie dans G'. On suppose que :
LEA
est sans P;-torsion ; K'/K;K/,, est un groupe de P;-torsion (pour tout £). On démontre facilement que ces conditions impliquent que
K'=—K; pour iX}+1 et que KE = KR POUR RENE ET
Par conséquent,
KR Ke (1) pOur 4% 7:
Désignons par À le groupe abélien sans P;-torsion Kÿ/K;1, et par À une P;-complétion de A déterminée. Nous pouvons considérer K/K;,=K;/K,;.; comme une extension de K;/K,,,. Le quotient (K;/K;,: )/(K//K;,1) s'identifie à K;/K; et est donc un groupe de P;-torsion. Par conséquent, K;/K,., s’identifie canoniquement à un sous-groupe de A! de À (avec ACA, CA).
Soit G? une extension de G munie d'une suite centrale (resp. N-suite) (K;) possédant, par rapport à G(K;) les mêmes propriétés que G!, (K;). I lui correspond un sous-groupe A? de A. Interprétons la relation d’inelusion A! € A°. Soit x EeK; alors il existe n/P; tel que (x) —=xekK;; la relation A'C A° signifie qu’il existe dans K° un élément x) tel que
(ae Tr (modK;,;).
Mais, puisque K;/K;,, est P;-divisible pour 2 =j+1, la démonstration du lemme (3.34) montre qu'on peut choisir æ° de telle sorte que
Alors, en appliquant comme dans la démonstration du théorème (3.6), le lemme de Zorn et le lemme (3.5), on démontre que la relation A'C A? équivaut à l'existence d’un homomorphisme f de G' dans G?, induisant l'identité sur G et tel que /(K;)CK; pour tout r; f est nécessairement unique d’après (3.4); et l’on démontre immédiatement que c’est un isomorphisme.
Nous voyons donc que la donnée de A! détermine l’extension G', (K;) à un isomorphisme canonique près conservant les éléments de G. A quels sous-
groupes de À contenant A correspondent effectivement des extensions de G? On démontre sans peine que, si A' correspond à une extension, il en est de même de tout sous-groupe de A! contenant A. Nous voulons démontrer qu'il
correspond une extension à A lui-même; pour cela nous appliquons encore le lemme de Zorn : l’ensemble, ordonné par inclusion, des sous-groupes de A
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contenant À et auxquels correspondent des extensions est inductif. Soit, en effet, (A‘),-, une famille de tels sous-groupes, : parcourant un ensemble I totalement ordonné (. Nous choisissons des modèles G', (K;) des extensions correspondantes, qui sont déterminés à des isomorphismes canoniques près. Pour << À, nous avons, un isomorphisme déterminé /,, de G',(K;) dans G,(K), la propriété de transitivité permettant de considérer la limite inductive 6, (K;) des G‘, (K!) est satisfaite, et l’on démontre immédiatement que G, (K;) possède les propriétés voulues et correspond à la réunion des sous-groupes A'. D'après le lemme de Zorn, l'existence d'une extension G correspondant à A est donc amenée au problème suivant : si K/K;,, n’est pas P;-divisible, existe-t-il une extension propre G', (K!) de G ayant les propriétés indiquées? Établissons d’abord le :
LemuE (3.8).
K;/K;,, soit P;-divisible et sans P;-torsion pour 1j +1 (j désignant un entier
Soit Gun groupe, (K;) une suite centrale finie dans G telle que
positif Jixe). Soit à un automorphisme de G tel que :
(A): pour tout t et tout xEK;, 4x.x "EK;.; [ou resp. (B) pour tout xEeG, ax.xæ ‘EK;,, et, pour tout 1 et iout xEK;, ax.xe Ko
Alors st n[P;,,, d existe un automorplusme $ de G et un seul vérifiant (A)
resp 0B) lrertelaquetre ce
Démonstration. — Soit c la longueur de la suite centrale (K;), c'est-à-dire l’entier c tel que K,.£(1) et K:,,—(1). Notre démonstration va procéder par récurrence sur c. Remarquons d’abord que si c 7, la condition (A) [resp. (B)] implique que x et 5 sont l’automorphisme identique, et la proposition est triviale. Nous allons donc supposer c_==7+1, et la proposition démontrée pour les suites de longueur strictement inférieure à c.
° Considérons le groupe G*— G/K; avec sa suite centrale (K;) définie par K/—=K;Kpour 1 <ic—1,et K=@)pourc=c. La longueur de (KR est au plus c — 1; l'automorphisme x conserve K, et définit done un automorphisme #° de G*. Nous voyons immédiatement que les conditions imposées à (K;) et & sont satisfaites dans le groupe G* pour (K°) et à*. Il existe un automorphisme B* de Get un seul, vérifiant (A) [resp. (B)| par rapport à (K’) et tel'que (5)= à*.
Considérons le groupe K, avec sa suite centrale (K;), où K:—K;,,. (K;) est de longueur c — 1, La restriction de x à K, vérifie la condition (A) [resp. vérifie la condition (B) en remplaçant ; par Sup(y—1, 1)]. Dans tous les cas, les hypothèses faites sur G, (K;) et.x sont vérifiées pour K,, (K;) et la restriction de x. Il existe donc un automorphisme y de K, et un seul, vérifiant (A)[resp.(B) modifiée | et tel que y” coincide avec la restriction de x.
(15) Les A! sont eux-mêmes ordonnés par inclusion.
res
Considérons enfin le groupe K,/K.— K;, avec sa suite centrale (K;°)(!*), de longueur <c — 2. Les hypothèses du lemme sont vérifiées pour K°, (K;'}et la restriction de x* à K;. Nous déduisons donc de notre hypothèse de récurrence (concernant |’ unicité ) que la restriction de $* à K° coincide avec +* (obtenu à partir de y par passage aux quotients).
Nous allons chercher à établir l'existence d'un automorphisme 5, de G conservant K, et tel que l’automorphisme 5° de G* obtenu par passage aux quotients coincide avec 5*. Nous commençons par choisir une application 6, de G dans lui-même telle que la classe modK, de 5,(x) ne dépende que de la
classe modK, de +, et que l'application 8° de G* dans lui-même associé à B,
coincide avec $* : cela peut se faire, par exemple, en choisissant un système
de représentants pour les classes de G modK.. Le fait que B* soit un automorphisme implique :
Pi(xy)=Bi(z)Bi(y)s(a, y), où reGyeG, g(x, y)ek. Si l’on modifie généralement le choix de B,, on devra remplacer 6,(x) par r)=Bi(x) f(x), où / désigne une application quelconque de G dans K.. Alors,
Pi (zy) = Bi (x) FC) = Pi(x) ss se 8x, J)J (2, 7)
1(2)81()8 (x, Ce, PC) ON.
Nous avons utilisé le fait que K. est contenu dans le centre de G. Ainsi g(x, y) se trouve remplacé par g(x, y)f(æy)f(æ) *f(y)". Or, nous voulons rem- DEGENE o(x, y) par 1. B(x) peut donc être choisi parmi les automorphismes de G si et seulement s'il existe /:G > K, telle que
sta r)= fa) NT 7e
LD
Remarque. — En calculant de deux manières différentes B,(xyz), nous verrions que, quel que soit l’automorphisme 5° de G/K, que nous cherchons à «remonter » dans G,
ue) (0 a (Nr) (TV) Tr.
G* définit donc un élément du second groupe de cohomologie H?(G/K,, K;) qui doit être nul. Le résultat s’interprète facilement dans le langage de la cohomologie : le groupe des automorphismes de G/K, opère (à droite) sur H?(G/K,, K,) et l'élément de H?(G/K,, K.) correspondant à l’extension G doit être invariant Pari
3° Supposons que nous ayons pu choisir 5, de telle sorte que f, coïncide
(13) K = Kia.
TES
avec y sur K, et que g(x, y) ne dépende que des classes de x et de y modK.
e Alors ARC) ER ACC) EE el Bitxy) = Bi(x)Bi(y)
si æ où y appartient à K.,. Étudions les puissances de B;, Bi(æy) = Bi(Bite)B(rete 7) = Bi(Bi(r)Bitr))s (a) (æ)B4 (: on Bity))gtæ, »)- Mais G,(æ)x *ek, et B,(y})y ‘EK:. Donc s (Pate) Bi) = (27) 0 Men ee) ONE 0 Par une récurrence évidente, on démontre que Bi(æy)—=Bi(x)Bi(r)8 (x; >y, pour tout entier positif r. Mais l’automorphisme à vérifie «(x)=f(x)/(x), où f est une application de G dans K.. Nous en déduisons, d’après ce qui précède :
82, PJ} = JS (x) SI) S(aT K. est abélien, sans P;,,-torsion et P;,,-divisible. Il existe donc une application déterminée /’ de G dans K, telle que HOT CAN RE in —
ce qui nous permet de choisir pour 5, un automorphisme de G.
4° Si B, coincide avec y sur K,, et sig(x, y) ne dépend que des classes modK, de x et de y, nous avons pour x€eG, yEK, :
BiCæy) = Bi(x)Bi (8 Ce, 7) = Bitæ)y (ge, D = Bi(æ)y (0). De même :
Batyæ) = y) Bi (æ).
Nous allons d’abord chercher à vérifier la première relation. Soit xeG, x &K;: choisissons arbitrairement B,(x). Alors tout élément de xK, s'écrit univoquementsous la formexy,avecy € K;,etnous devrons prendre Bi(æy)—= Bi(æ) y). Nous aurons alors
Pitæyy') = Bite) or) = Bite) ro), error) c'est-à-dire que la première relation sera vérifiée sur la classe æK,. Cherchons si, de plus, la deuxième relation peut être vérifiée : nous avons certainement
BiCrx) = ty) B1tx)0 (mr),
où désigne une application de K, dans K,. On voit immédiatement que Ü ne dépend pas du choix de B,(æx) [une modification de ce choix conduit à multi-
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plier tous les B,(æ) par un même élément de K, quand x parcourt la classe modK, considérée]. De même, Ü(y) est indépendant du choix de x comme représentant de la classe æK,, car
Bite) =) 1") = Bt Mr =
Y(r)6:.(x7)0(%) pour »7,Y'€ekK2.
Ainsi 0 ne dépend que de 5° et de y, et nous devons montrer que Ü(y)—1.
Nous savons que 0 est un A A en effet :
Bay x) y (y) Br) OC. VIS AE Ca =) GA Cr d’où 0er F)
Cherchons à calculer les homomorphismes 0 correspondant aux puissances 5° Nous avons
Biz) = Bi(y(7) htr))= BiCr Y) Ba (< 200) = 1(&)0(Y(7))0 (y).
Par une récurrence évidente, nous parvenons à
BNC). 87).
Bi (yæ) =
Mais l’homomorphisme 6 associé à Bet +” doit être égal à 1, puisque le problème qui nous occupe admet comme solution l’automorphisme x. Ainsi
BCE 7) ...0( 7) 1
Supposons démontré Ü(y)—1 pour yEeK:.,, ce qui est évident pour: —c, et montrons que 0(y)—1 pour yEK;. Nous avons pour toutentier r
puisque, pour yEK;, y ‘y”'(y)ek;,. Ainsi, pour yEK,;, 0(y)'—71, ce qui implique 0(y)—1. Finalement nous parvenons à Ü(y)—1 pour tout yeK;, et nous pouvons construire un automorphisme 6, de (x, coincidant avec y sur K,, et tel que B =
5° Formons maintenant l’automorphisme «5," de G. Si nous posons
LOC T0! En
nous voyons que 2(æ)EK. pour tout +€EG, et que (x) —1 pour tout x EK.. Alors ErOCEM= 20m) MO(MELrOæ) 07)
Ainsi à est un homomorphisme de G dans K.. Nous déterminons univoquement 2'(+) par la condition
(9 (a) 02): d(x)eK.….
Alors B,(x)—x2 (x) représente un automorphisme de G qui permute avec l’automorphisme B,, car d'(æ)=1 pour xEK,; nous avons
BrrY== AE BÔ(Æ)= db; (r))
Posons donc 3—6,8,; B est un automorphisme de G répondant à toutes les conditions du lemme. Si G' est un autre automorphisme vérifiant ces conditions, nous avons GAS (ri Det) où ©’ représente un homomorphisme de G dans K,, tel que d'(x) —1 pourxeK:. Ainsi 6 et 5’ permutent et (EN dem Aa æ(à (x je LA pour tout € G, ce qui implique DGA el ÉD
Remarque. — Si l’on suppose que x vérifie (A) et que B vérilie la condition plus faible (B), on en déduit facilement que 6 vérifie la condition (A). De même, si y est un élément de G invariant par &, y est invariant par 5.
LEMME (3.9). — Soit G un groupe, (K;) une suite centrale (resp. N-surte) finie dans G telle que K;/K;., soit sans P;-torsion pour tout 1, et P;-divisible pouri +. Soient yEK;, peP;tels qu'il n'existe pas d’élément x dans K; avec x?" = y. Alors 'existe une extension G' de G et une suite centrale (resp. N-suite) finie (K;) dans G', les conditions suivantes étant vérifiées :
1° K:NG—= K; pour tout 1; 2 K—=K;pouri j+1; D) SRE, k ! Û 0 E ND E f RER RS Dora ts Er _ ! 2 7 21:
4° Enfin, K; est engendré par K; et un élément x tel que x! = y.
Démonstration. — Soit à l’automorphisme z -> y 'z:y de G; à vérifie la condition (B) de (3.8) dans le cas de la suite centrale, la condition (A) dans le cas de la N-suite. Nous construisons, conformément à (3.8), l’automorphisme ÿ de G vérifiant la même condition que «, et tel que = «. La relation «(y)— y implique $(y)= y. Cela nous permet de construire un groupe G' contenant G comme sous-groupe invariant, le quotient G'/G étant cyclique d'ordre p et engendré par la classe modG de xeU', avec x/— y; de plus, pour :€G, æ "zx = f(z). Il nous suffira pour cela de prendre sur l’ensemble des couples (7, z), où » parcourt l’ensemble des entiers et z parcourt G, la loi de grOUpe(r. a )(n 20 (0 AN B"(3)3'). Puis nous prendrons Je quotient de ce groupe par le sous-groupe central engendré par (p, y=!). Nous identifierons 3€ G à la classe de (o, z), et nous définirons + comme la classe de (is) Nous définirons dans G' une suite de sous-groupes (K;) en posant K:—K,;
Ur Ve
pourri +1et K,—{K;, x} pour 11, {K;, x} désignant le sous-groupe engendré par K; et x. Les conditions (1° à 4°) de l'énoncé se vérifient immédiatement. Il reste à montrer que (K;) est une suite centrale (resp. N-suite) dans G’. Pour cela on remarquera que (K;) est en tout cas une suite de sousgroupes invariants de G', et l’on calculera le commutateur (23, +"z) en s'appuyant, par exemple, sur la formule
(Gb Cd) (bb e)(a, cb, dead er. (tx) chap. I
et en tenant compte de ce que l’automorphisme intérieur z = +247! vérifie la condition (B) (resp. A).
Remarquons que, pour 1 £7, K;/K,., s'identifie à K;/K;,,, K/K,, réduit à l'élément neutre. Le quotient K'/K;K,, est cyclique, d'ordre p, avec pEP;, et l’on démontre immédiatement que K°/K;,, est une extension cyclique, sans P;-torsion, de K;/K;,,1.
Le lemme (3.9) établit précisément le résultat qui nous manquait pour affirmer l’existence d'une (P;, K;)-complétion :
TRE OtANTt
Taéorèue (3.10). — Sort G un groupe, (K;) une sutte centrale (resp. N-suite) Jinie dans G telle que, pour tout 1, K;/K:,, soit sans P;-torsion. Alors, G admet une (P;, K;)-complétion, c’est-à-dire une extension G munie d'une suite centrale (resp. N-suite) finie K, de telle sorte que, pour tout 1, K:— K:nG, K;K;,1 sott sans P;-torsion et P;-divisible et que K;K, K;., soit un groupe de P;-torsion. Cette (P;, K;)-complétion est unique à un isomorphisme près conservant les éléments de & (°°).
Démonstration. — Supposons que l’existence de la (P;, K;)-complétion ait été démontrée lorsqu'on impose à G,(K;) la condition supplémentaire que K;/K;., est P;-divisible pour £ == 7 (ce qui est évident pour y — 1, le groupe G coincidant avec sa complétion). Prenons un groupe G et une suite centrale (resp. N-suite) finie (K;) dans G telle que K;/K;,, soit sans P;-torsion pour tout #, et P;-divisible pour © +1. Alors le lemme (3.9) et les développements qui suivent la définition (3.7) montrent l'existence d’une extension G' de G munie d’une suite centrale (resp. N-suite) finie (K;) telle que, pour tout 7, K;=GnNK,, K;/K,;., soit sans P;-torsion, K/K;K,., soit un groupe de P;-torsion et qu’enfin, pour tout : ==, K/K,,, soit P;-divisible. La (P;, K,)-complétion de G', qui existe d’après notre hypothèse de récurrence, fournit la (P;, K;)-complétion de G
(2) M. Serre m'a communiqué une nouvelle démonstration de ce théorème, après avoir pris connaissance de ma rédaction. La méthode de M. Serre revient à remplacer le lemme (3.8) par l’utilisation de la suite spectrale d’une extension de groupe (cf. G. Hocnseup et J. P. Serre, Trans. Amer. Math. Soc., t. 74, 1953, p. 110-134). Bien que M. Serre soit parvenu ainsi à un résultat plus fort, j'ai préféré laisser à mon exposé son caractère élémentaire en conservant ma démonstration
originale.
Loue
cherchée. L’unicité de cette complétion, à un isomorphisme canonique près conservant les éléments de G, résulte du théorème (3.6).
Remarque. — Dans la (P;, K;)-complétion G de G, chaque sous-groupe GK;,: est invariant dans GK;. Par contre, G n’est pas, en général, un sous-groupe
invariant de G.
Extension des théorèmes précédents aux N-groupes. — Nous allons indiquer quelles modifications dans les énoncés introduit la substitution de suites séparantes de sous-groupes aux suites finies qui interviennent dans les théorèmes de ce paragraphe.
(3.11) Si, dans la démonstration du théorème (3.2), on remplace (H;) par une suite séparante, en conservant la définition des sous-groupes L;, la même démonstration montre que (L;) est une suite centrale (resp. une N-suite), que L;/L;., est sans P;-torsion que L;:3H; (pour tout :) et enfin que (L;) décroit le plus vite parmi toutes les suites possédant cette propriété. Par contre :
[A pe [A F,
est, en général, différent de (1). Si, par exemple, nous prenons pour chaque P; l’ensemble de tous les nombres premiers et pour (H;) les groupes de dimension modp(G;,) d’un groupe libre G, L;— G pour tout ;, bien que (G;,) soit séparante et chaque G;, sans torsion. Il faut donc poser comme condition sup-
plémentaire A F;— (1) pour obtenir une suite séparante (L;).
PHÉORÈME (3.12). — Sou Gun groupe, G' un sous-groupe de G, (K;) une suite centrale séparante dans G telle que, pour tout 1, K;/(K:NG')K;,, soit un groupe de P;-torsion. Soient W un groupe, (L;) une suite centrale séparante dans M, telle que H soit (L;)-complet et que, pour tout 1, LifL:,, soit P;-divisible et sans P;-torsion. Soit enfin, f un homorphisme de G' dans H tel que, pour tout i, f(G NAK)EL:. Alors, existe ur homomorphisme g et un seul de G dans H, prolongeant f et tel que g(K;)C L; pour tout 1.
Démonstration. — Par hypothèse, H s'identifie à la limite projective de ses quotients H/L;, munis de leurs homomorphismes naturels [puisque (L;) est séparante et H(L;)-complet]; d'autre part, G s’identifie à un sous-groupe de la limite projective de ses quotients G/K; munis de leurs homomorphismes naturels [puisque (K;) est séparante]. Alors, le théorème (3.6) montre qu’on peut, pour tout z prolonger d’une seule manière l’homomorphisme de G dans H/L,; obtenu en composant avec f l’homomorphisme canonique de H sur H/L
ie
Plus précisément, on écrira le diagramme commutatif suivant (?!) :
G/K, <- G/K: nt G/K; = G/Ki,: a 0
À À CIC RSC NS) NM ONG RES GC nK eric ( | | \/
CARTE PL US Se CUITS à di «ec cl
D’après le théorème (3.6), il est possible, d’une manière et d’une seule d'introduire dans ce diagramme, sans détruire sa commutativité, des homomorphismes g;:G/K;— H/L;. L'existence et l’unicité des homomorphismes 2; entrainent immédiatement l'existence et l’unicité d’un homomorphisme g de &, dans H répondant aux conditions de (3.12).
THÉORÈME (3.13). — Soit G un groupe, (K;) une suite centrale (resp. N-suite) séparante dans G telle que, pour tout 1, K;/K;,, soit sans P;-1orsion. Alors, G admet une (P;, K;)-complétion, c’est-à-dire une extension G munie d’une suite centrale (resp. N-suite) séparante (K;) de telle sorte que G soit (K;)-complet et que les conditions suivantes soient vérifiées pour tout 1: K;= K:nG, KyK;: est P;-divisible sans P;-torsion, et K;K;K;. est un groupe de P;-torsion. Cette (P;, K;)-complétion est déterminée à un isomorplusme canonique près conservant les éléments de G.
Démonstration. — G s'identifie à un sous-groupe de la limite projective de ses quotients G/K;, munis de leurs homomorphismes naturels. Nous pouvons, d’après (3.10) construire les (P;, K;K;)-complétion des groupes G/K;. D'après (3.6), il existe des homomorphismes de ces groupes les uns sur les autres qui prolongent les homomorphismes naturels des groupes G/K;. Nous
pouvons donc construire la limite projective G des (P;, K/K,)-complétion des groupes G/K,, et introduire dans G la suite centrale (resp. N-suite) K; de telle sorte que la (P;, KÿK;)-complétion de G/K, s’identifie à G/K;- On vérifie alors immédiatement que G muni de sa suite centrale (resp. N-suite) séparante (K;) est une (P;, K;)-complétion de G. L'unicité de G à un isomorphisme canonique près résulte de l’unicité dans le cas d'une suite finie (3.10) ou encore du théorème (3.12).
4. GROUPES NILPOTENTS ET N-GROUPES DÉFINIS PAR LA FORMULE DE HAUSDORFF, — Nous conservons les notations antérieures; (V;) désignera, dans ce paragraphe, la suite d’ensembles de nombres premiers obtenue en prenant pour V; l'ensemble de tous les nombres premiers ti. Comme précédemment, Q; désigne l’anneau
(21) Pour la définition et l'usage de tels diagrammes, c/. ÉILENBERG-STEENROD, Fundations of algebraic Topologr (Princeton ).
3 , TE . FES 2 E 3 ; des nombres rationnels de la forme AU entier, »2/V;). V, désignera | ensemble
de tous les nombres premiers; selon l’usage, nous parlerons de groupes sans torsion, de torsion, divisibles, au lieu de groupes sans V-torsion, de V,-torsion, V,-divisibles. Par contre, pour éviter une équivoque, nous serons obligés de parler dela (V,, K;)-complétion lorsque, dans la définition (3.37), P:=V, pour tout z.
(4.1). Caractérisation des anneaux de Lie Let M à partir du groupe libre G. — Considérons, comme au paragraphe 1, l’algèbre de Lie libre complétée à coeflicients rationnels L, engendrée par les générateurs indépendants (æ,),6,. Nous avons vu qu'en définissant sur L une structure de groupe par la formule de Hausdorff, les (x,) engendrent un groupe libre G. En posant G;=GNL:; où L; désigne l’ensemble des éléments de L d'ordre ==7, on obtient la suite centrale descendante de G. Nous savons de plus que, pour tout #, Li/G;L;,, est un groupe de torsion, que L;/L;,, est divisible et sans torsion (c’est un espace vectoriel sur le corps Q) et que G;/G;., est sans torsion (c’est un groupe abélien libre). Si nous appliquons le théorème (3.13), nous voyons que L peut être défini, à un isomorphisme canonique près conservant les éléments de G, comme sa (V,, G;)-complétion.
Considérons maintenant, comme au paragraphe 2, l'anneau de Lie MCL. En posant M—MAL,; (?°?), (M;) est une N-suite dans M, M est (M;)-complet, M;M;,, est V;-divisible et sans V;-torsion pour tout &. Enfin, pour tout £, M}G;M;,, est un groupe de V;-torsion. Toutes ces propriétés résultent immédiatement de la définition de M. Alors, d’après (3.13), M peut être défini à un isomorphisme canonique près conservant les éléments de Gcommela(V;,G;)-complétion de G.
Ces définitions de L et de M à partir d’un groupe libre G justifient les notations L(G) et M(G) que nous utiliserons pour les désigner.
Soit, maintenant © un anneau de Lie. Désignons par (#;) la suite centrale
descendante de ©, c’est-à-dire la suite d’idéaux définie par
JERE=SE et 1e
;P:] pour tout & Tout comme dans le cas des groupes, on à [En LC Esy;a pouritous ty.
Nous pouvons, plus généralement, définir dans £ la notion de suite centrale (resp. N-suite) d’idéaux, ainsi que la notion de suite finie ou séparante, Cherchons à déterminer à quelles conditions doit satisfaire £ pour qu'il soit possible
(2?) Signalons que (M;) n’est pos la suite centrale descendante de M, ni son adhérence.
AÉNRTES
d'y définir, au moyen de la formule de Hausdorff, une loi de groupe. La difficulté est double : d’une part, la formule de Hausdortf
RON EE a at . A ÿ4] Pme
apparait comme une série infinie, qui devra donc converger dans L au sens d’une certaine topologie; d'autre part, la formule de Hausdorff ne fait pas seulement intervenir les opérations de l’anneau de Lie, mais aussi des multiplications x > Àx, où À€Q, x EF, qui n’ont aucun sens dans un anneau de Lie quelconque. Nous allons seulement indiquer une catégorie d'anneaux de Lie où l’on peut appliquer la formule de Hausdorff, sans chercher à discuter ici un problème dont l'énoncé même est trop imprécis.
THÉORÈME (4.2). — Sou Sun anneau de Lie, (H;) une suite centrale séparante d’idéaux dans #, telle que 8 soit (M;)-complet et que, pour tout 1, H;M;,, soit N;-divisible et sans N;-torsion. Alors, il est possible de définir univoquement sur $ une structure de groupe au moyen de la formule de Hausdorff, en convenant de choisir dans M; les termes de degré total à en x et y (pour tout 11). Avec cette nouvelle structure de groupe, (M) reste une suite centrale et les deux groupes ;/H,;., définis à partir de la structure de groupe abélien de 8 et de sa nouvelle structure de groupe coïncident (en tant que groupes de classes).
Démonstration. — D'après (3.3), H:est V;-divisible et sans V;-torsion pour tout :. Autrement dit, nous pouvons considérer H; comme un Q;-module, en posant
VTT SN SF LIL Ne: SN re 7).
Le produit d’un élément x de © et d’un nombre rationnel À se trouve ainsi bien défini, à condition qu’il existe un indice r tel que € Q;, x eH;. Or, puisque (H;) est une suite centrale d’idéaux dans #, tout alternant de degré total z appartient à H;. Si nous prenons soin de représenter la composante homogène de degré t dans la formule de Hausdorff, comme une somme d’alternants de degré : multipliés par des éléments de Q;, nous voyons qu'on peut calculer anivoquement
D RS 1 fl cette composante dans #. La série y —x+7y +12, 7]+... converge quels
que soient æ et yE ©, puique # est supposé (H;)-complet. Il reste à montrer que nous obtenons bien une structure de groupe. Nous pourrions, pour cela, construire un homomorphisme de Panneau de Lie M(G) sur ©, G désignant un groupe libre convenable [cf. la démonstration de (4.3)]. Mais nous pouvons raisonner directement. Six, y, z sont trois éléments quelconques de ©, nous calculons (æy)z—x(yz), en remarquant que chaque H; est non seulement un Q;-module, mais une Q;-algébre de Lie : (xy)z— x(yz)se ramène ainsi à une somme d’alternants en +, y, z multipliés par des scalaires rationnels. Or,
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nous pouvons choisir ces alternants parmi une certaine famille qui, au cas où le sous-anneau de Lie engendré par +, y et z serait libre, en constituerait une base (cf., par exemple, l'algorithme de M. Hall[7]). Mais, la propriété fondamentale de la formule de Iausdorff nous montre que les coefficients des alternants considérés sont alors tous nuls, puisque une Q-algèbre de Lie libre contient l'anneau de Lie libre engendré par ses générateurs indépendants (autrement dit : un anneau de Lie libre est sans torsion). Nous avons donc
défini univoquement sur # une structure de groupe, que nous notons multiplicativement. Les relations
(x, y)elx, 7]+,: si æou yEH;, æ2yEx + y +H,;,; si æouyeh, s'établissent immédiatement, ainsi que la relation
æH;=zx+H; pour toutref el COUDES
ce qui achève la démonstration.
L'intérêt principal du théorème (4.2) provient de l’existence de sa réciproque :
THÉORÈME
On suppose que G est (H;)-complet et que, pour tout 1, H;H;., est V;-dieisible et sans V;-torsion. Alors, étant donné deux éléments quelconques x et y de G, l'existe
Soit Gun groupe, (M;) une suite centrale séparante dans G.
une suite (a;) d'éléments de G et une seule telle que a; EM; pour tout t et que
LME CANON Ce
pour tout entier t, le produit convergeant au sens de la (H;)-topologie. Sr l’on pose
+ Y = An, ÊS BAPE
on définit sur G une structure d'anneau de Lie. On retrouve la structure de groupe de G en appliquant, dans l'anneau de Lie défini sur G, le procédé du théorème (4.2) avec la suite centrale (M;).
Démonstration. — Soit G' un groupe libre, / un homomorphisme de G’ sur G, (G,) la suite centrale descendante de G'. Désignons par M une (V;, G;)-complétion de G' que nous considérons, d’après (4.1) à la fois comme un groupe et comme un anneau de Lie. Puisque (H;) est une suite centrale, /(G)CH; pour tout v. D’après le théorème (3.12), il existe un homomorphisme £ et un seul de M sur G, qui prolonge f et qui vérifie 2(M;) CH.
Soient æ, y deux éléments quelconques de G, Ë, n des éléments de M tels que g(6)= x, g(n) = y. Alors, d'après (1.5), (2.4) et (2.6), il existe dans M une suite d'éléments (2;) telle que 4: € M; pour tout r et que, pour tout entier t :
RAC ANS ee A de O1
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De plus,
U—=E+"N el a
Puisque g(M;)CH;, g(a;)—a;eH; pour tout z. Appliquons l’homomorphisme g : pour tout entier 4, et pour tout r=1,
TR A RTE (mod H;,,), c'est-à-dire que
A AA Ne
D'après (1.6) et (1.7c), la suite (a;) est univoquement déterminée dans G par la donnée de x et y. Par conséquent, 4, et a; sont des fonctions déterminées de æ et y, et nous pouvons poser
L+Y=A el 6 7
Alors,
Ace) = AE) 200) el g(lé n)D=[f£E);g(n)],
Le
pour tous &, n€M. Il est bien connu que toute structure algébrique quotient d'une structure d'anneau de Lie par une relation d'équivalence compatible avec les opérations, est une structure d’anneau de Lie. G devient ainsi un anneau de Lie, et g est un homomorphisme de M sur G à la fois pour les structures de groupe et d’anneau de Lie.
Dans l’anneau de Lie M les formules d’inversion (2.8) permettent de calculer la somme et le crochet de deux éléments; aucune difficulté ne provient des puissances fractionnaires qui sont univoquement déterminées dans M. Si l’on utilise l’homomorphisme g de M sur G, on voit que les mèmes formules d’inversion permettent de calculer la somme et le crochet de deux éléments de G. Mais, il est nécessaire de faire une convention, analogue à celle du théorème (4.2): pour tout #, le sous-groupe H; de G est Vi-divisible (3.3). Il faut alors convenir que toute puissance z" intervenant dans les formules (2.8)[ou dans des formules plus générales, cf. (2.0)] doit ètre choisie dans H; si EH; (pour tout :).
Au moyen des formules (2.8), on démontre immédiatement que (H;) est une suite centrale d’idéaux dans l’anneau de Lie L. L’homomorphisme g montre alors que la structure de groupe de G se reconstitue à partir de sa structure d’anneau de Lie par le procédé (4.2), en utilisant la suite (H;).
La structure d’anneau de Lie définie sur & ne dépend évidemment que de la structure de groupe de G et du choix de la suite centrale (H;).
CoRoLLAIRE (4.4). — Sorent G et G' deux groupes, (H;) et (H;) deux suites centrales dans G et G! respectivement, vérifiant les conditions de (4.3). Alors, st f est un homomorphisme de G dans G' tel que f(M;:) CH; pour tout 1, f est en méme temps un homomorphisme pour les structures d’anneaux de Lie de G et Gr.
La démonstration résulte immédiatement de l'énoncé de (4.3).
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Remarque. — Si nous appliquons le corollaire au cas où G—G' et où / est l'identité, nous voyons que deux suites (H;) et (H,) satisfaisant aux conditions de (4.3) définissent sur G& la même structure d’anneau de Lie, si, pour tout :, H; CH.
Nous allons appliquer cette remarque au cas des groupes de torsion et des groupes sans torsion.
LemmE (4.5). — Pour qu'un groupe de torsion G possède une suite (H;) vérifiant les conditions (4.3), il faut et il suffit que G soit un produit direct de p-groupes, chacun des p-groupes étant de classe strictement inférieure à p. Dans ce cas, la suite centrale descendante de G répond à la question.
Démonstration. — Puisque (H;) est une suite centrale séparante, G doit être un N-groupe de torsion; G est donc le produit direct de ses p-sous-groupes de Sylow. Si (G;:) est la suite centrale descendante de G, G:; doit être sans V;-torsion, puisque G;CH; (pour tout #), d'après (3.2) et (3.11). Or, ilest évident, que si G est un p-groupe, G; ne peut être sans V;-torsion pour un entier pp que si G;—(1). La condition de (4.5) est donc nécessaire.
Si, réciproquement, elle est satisfaite, G;/G;,, est un groupe abélien de torsion sans p-composantes, pour tout p premier 24. On sait alors que G;G;., est V;-divisible et sans V;-torsion.
Comme la suite céntrale descendante de G décroit plus vite que toute autre suite centrale, le corollaire (4.4) montre que la structure d’anneau de Lie définie sur G par une suite (H;) vérifiant les conditions de (4.3) coincide avec la structure d’anneau de Lie définie par (G;). Par conséquent, cette structure d'anneau de Lie est caractéristique, c’est-à-dire ne dépend que de la structure de groupe. L’anneau de Lie & se décompose en un produit direct de p-anneaux de Lie, c’est-à-dire d’anneaux de Lie, qui sont des p-groupes si on les considère comme des groupes abéliens. Ces p-sous-anneaux de Lie de G coincident avec les p-sous-groupes de Sylow de G. Aussi allons-nous nous borner désormais à la considération des p-groupes; les théorèmes généraux sur les groupes de torsion considérés s’en déduisent en formant des produits directs.
La somme et le crochet de deux éléments x et y d’un p-groupe G de classe inférieure à p peuvent se calculer au moyen des formules d’inversion (2.8). Les exposants fractionnaires qui interviennent appartiennent tous à Q, ;.
. \ le L r. n , .
Soient EG, æ/ —1, njV,,, rez: pour calculer +”, nous déterminons
deux entiers À et p: tels que An + pp'=—r, etnous posons x" — à”. Il en résulte
FT
que +" est une puissance entière de x. Pour avoir une formule indépendante
: ie 7 : ; ë de À, 1l nous suffit d'écrire “ee Q,_, comme un entier p-adique :
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où tous les coefficients a; sont des entiers. Alors, pour donné, on peut ! SRE prendre À — = ;a;p', d’où la notation Rene . Ces remarques montrent que, dans le cas d’un p-groupe de classe inférieure à p, tout sous-groupe est en même temps un sous-anneau (et réciproquement, comme le montrent les mêmes considérations appliquées à la formule de Hausdorff dans un p-anneau de Lie). De plus, pour définir la structure d’anneau de Lie sur un p-groupe G, il n’est pas nécessaire de supposer que G soit de classe inférieure à p : il suffit que tout sous-groupe engendré par trois éléments de G soit de classe inférieure à p. En effet, pour calculer la somme et le crochet de deux éléments æ, y de G, il nous suffit d'appliquer les formules d’inversion en supposant que x et y engendrent un sous-groupe de classe inférieure à p. Pour vérifier que nous obtenons bien un anneau de Lie, il nous suffit de montrer que les identités génériques (distributivité, identité de Jacobi, etc.) sont satisfaites : or, elles ne font intervenir que trois éléments génériques de G. Elles sont donc satisfaites si tout sous-groupe à trois générateurs est de classe inférieure à p. Le même raisonnement montre la possibilité d'appliquer la formule de Hausdortf dans tout p-anneau de Lie dont chaque sous-anneau à trois générateurs est de classe inférieure à p.
La condition imposée aux sous-groupes à trois générateurs ne résulte pas de la même condition imposée aux sous-groupes à deux générateurs, qui suffit pourtant pour calculer x + y et[x, y | ainsi que pour démontrer
LEVYZ=Y + 2, STI DIEr ral
(c'est-à-dire les identités génériques à un ou deux éléments). Comme contre exemple, on peut prendre le groupe générique à trois générateurs où tout élément æ vérifie x'=1 (cf. chap. I, $ 1 et [20]). De même, un p-groupe dont tous les sous-groupes à trois générateurs sont de classe <°p, n’est pas nécessairement de classe << p. Il suffit, d’après ce qui précède, de donner un exemple pour les p-anneaux. Or, on peut construire une algébre de Lie, de dimension 91 sur le corps Z, des entiers modulo 5, qui est engendré par quatre générateurs, qui est de classe 5, et dont toutes les sous-algèbres à trois générateurs sont de classe au plus égale à 4 (?*).
Nous pouvons donc énoncer valablement le :
Tuéorème (4.6). — Chaque p-anneau de Lie, tel que tout sous-anneau à trois générateurs soit de classe inférieure à p, est porteur d’une structure de p-groupe, définie par la formule de Hausdorff. Réciproquement, chaque p-groupe tel que tout sous-groupe à trois générateurs soit de classe inférieure à p, est porteur d’une structure de p-anneau de Lie, définie au moyen des formules d’inversion (2.8) de la formule de Hausdorff. Pour les structures considérées, les notions
(23) La construction, un peu longue, est exposée au paragraphe 9.
de sous-groupe (resp. sous-groupe invariant) et de sous-anneau (resp. déal) coincident, ainsi que les notions d'homomorphisme de groupes et d’homomorphisme d’anneaux de Lie (?*).
Ce résultat constitue apparemment l’exemple le plus simple d’une correspondance entre certaines structures de groupes et d’anneaux de Lie.
Nous allons maintenant étudier les groupes nilpotents sans torsion, et retrouver les résultats de Malcev [26], [27].
Soit Gun groupe nilpotent sans torsion, (G;) sa suite centrale descendante. Alors, d’après le théorème (3.2), il existe dans G une N-suite finie (H;) dont les quotients H;/H;,, sont sans torsion, et qui décroit le plus vite parmi toutes les suites centrales de G& possédant cette propriété. La démonstration de (3.2) se simplifie considérablement, et les sous-groupes H; peuvent ètre ainsi définis : Soit xeG; alors, æxEH;, si et seulement s’il existe un entier no, tel que x"ÆeG:;. Nous appellerons (H;) la suite rectifiante de G. La suite rectifiante (H;) possède donc les propriétés suivantes : c’est une N-suite; si c est la classe de G, H,,—= (1); H;/H;,, est sans torsion pour tout 7, et si (K;) est une suite centrale dans G dont les quotients sont sans torsion, K; 3H; pour tout z. Si Get G’ sont deux groupes nilpotents sans torsion, (G;) et (G,) leurs suites centrales descendantes, (H;) et (H;), leurs suites rectifiantes, et enfin, f un homomorphisme de G dans G’, alors, /(H;)CH; pour tout z. Nous savons, en effet, que /(G;)CG;; alors six €eH;, <0,2"€eG;,
f(x = f(ar)ef(G)cG, d'où Je:
Si G est un groupe nilpotent sans torsion et divisible, tous les sous-groupes de sa suite rectifiante sont divisibles (3.34).
Définition (4.7). — Soit G un groupe nilpotent sans torsion. Nous appellerons « complétion de Malcee » de G une extension G’ de G qui devra être un groupe nilpotent sans (orsion et divisible, et vérifier la condition suivante : si æ€ Gr, il existe un entier x -£ o tel que x"eG.
On remarquera que cette définition ne fait pas intervenir de suites de sousgroupes dans les groupes considérés. Sa légitimité va résulter du :
fe eme) USE : ne F à ; 2
luÉORÈME (4.8). — Un groupe nilpotent sans torsion G, possède une complétion de Malces G', qui est déterminée à un isomorphisme canonique près, conservant les éléments de G.
Démonstration. — Soit (H;) la suite rectifiante de G. Construisons, conforee
(2*) L'existence d’une correspondance biunivoque entre p-groupes finis de classe inférieure à p et p-anneaux finis de classe inférieure à p avait été indiquée par Magnus [23] avec une esquisse de démonstration plutôt sommaire. J'ai abouti indépendamment au même résultat que je n’ai pas vu mentionné dans la littérature ultérieure.
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mément à (3.10), une (V,, H;)-complétion de G, soit G, (H;). Alors G est un groupe nilpotent (plus précisément un groupe de même classe que G); il est sans torsion (3.3b) et divisible (3.34). Soit xe G; supposons déjà trouvé un entier nr <0 tel que æ"— gy, où 2eG, 7e H,. Alors, puisque H;/H;H,,, est un groupe de torsion, il existe »/<o tel que y"EeH;H;.,. Mais y est central modulo H;,,, ce qui montre que (gy) eg" y"H;. AinsizeGH,, et lon voit que G est une complétion de Malcev de G.
Soit maintenant G’ une complétion de Malcev de G, H; la suite rectifiante
de G’. Alors, H;=GnHcCcGNE, puisque (GNH;) est une suite centrale à quotients sans torsion.
Les groupes H}H;,, sont divisibles et sans torsion. Nous pouvons donc appliquer (3.6), qui nous montre l'existence d’un homomorphisme / de G dans G' conservant les éléments de G | et tel que /(H;) CH pour tout £ |. Montrons que
f est un isomorphisme de G sur G', et que si g est un homomorphisme de G dans G’, conservant les éléments de G, il coïncide nécessairement avec f. Soitxe G, æ 1; alors il existe n <o tel que x” G. Puisque Gest sans torsion, æ"<1. Alors,
ce qui montre que f(x) <1; de plus, /(æ)"= g(x)"', ce qui implique Î(æ)=8 (2),
d'après (3.30). Enfin, si yeG’, il existe » <o tel que "EG; puisque G est divisible, il existe € G tel que &"— y". Alors,
PUR) =) = eÿt,
ce qui montre que f(x) y. Remarquons que si nous prenons G'=G, f est l'identité, ce qui montre que H; est la suite rectifiante de G.
Taéorëme (4.0). — Soit G un groupe nilpotent sans torsion. Alors, toute extension G' de G qui est un groupe nilpotent sans torsion et vérifie la condition survante : «si æEeG', il existe un entier n >< 0 tel que x"EG », s’identifie (canoniquement) à un sous-groupe d’une complétion de Malcer de G.
Démonstration. — Soit G' une complétion de Malcev de G'. Alors G' est une
complétion de Malcev de G : il suffit de remarquer que, sixe G',il exister <0 tel que x" EG’, puis »'<0 tel que x" EG.
Tnéorème (4.10). — Soient G, G' deux groupes nilpotents sans torsion, G, G' leurs complétions de Malces, f un homomorphisme de G dans G'. Alors 1
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existe un homomorphisme g et un seul de G dans G! qui prolonge f. Si f est un tsomorphisme de G dans G' (resp. homomorphisme de G sur G'), il en est de même de g.
Démonstration. — Soient (H;), (H.) les suites rectifiantes de G et G’. Les suites (GnH;) et (G'NH,) sont respectivement les suites rectifiantes de G et G'. Par conséquent, f(GNH;)CG'NnH, pour tout r, et le prolongement g de j'à G existe d’après (3.6). Son unicité, et la dernière partie du théorème se démontrent comme en (4.8).
Remarque (4.11). — Nous pouvons considérer les éléments de la complétion
de Malcev G d’un groupe nilpotent sans torsion, comme des puissances fractionnaires des éléments de G (cf. $1) en posant
Ve d SN ee (r,seZ).
Cela nous permet d'obtenir directement l’ensemble G comme quotient du
produit cartésien Z X G par la relation d'équivalence
(n,.æ) =(nS 4) si et seulement si x7— x",
en associant à la classe de (n, æ) l'élément +" de G. Des difficultés notables apparaissent si l’on veut expliciter la loi de groupe sur G. On se ramène, étant
1 1 ll
donné +,7€eG, n eZ, à calculer 2€G et r/€Z tels que x'y"— 2". Dans le
cas abélien, il suffit de prendre z—xy et n'—n (alors, G—G@Q). Dans le cas général, 1l est impossible de prendre pour z un mot en x et y (°°) indépendant de n. On peut établir le résultat suivant : si le groupe G est de
classe 26, on peut prendre n'—n * ; 3 est alors représenté par un mot en x et y (qui dépend de l’entier 2). Par exemple, pour
n(ni— 1)
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L'existence de ces formules se démontre de la manière suivante : on considère le groupe H engendré par deux générateurs indépendants æ et y, (H;) sa suite centrale descendante, et enfin H’ le sous-groupe de H engendré par æ'et y”, n désignant un entier positif donné. Alors, on démontre, par récurrence sur 1, que
(æyyŸ + eH'H;, (cf. chap. I, 824).
L'existence de ces formules nous permet de définir la complétion de Malcev et de démontrer les théorèmes (4.8) à (4.10) pour une catégorie de groupes sans
(#5) C'est-à-dire un élément du groupe libre engendré par les symboles x et y.
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torsion plus étendue que les groupes nilpotents : la catégorie des groupes sans torsion dont chaque sous-groupe à trois générateurs est nilpotent | cf. (4. 6)].
(4.12) Extension des résultats précédents aux N-groupes topologiques sans torsion. — Soit G un N-groupe sans torsion. Nous pouvons définir, comme précédemment, la suite rectifiante (H;) de G : c'est, parmi les suites centrales de G dont les quotients sont sans torsion, celle qui déeroîit le plus vite. Mais nous ne pouvons pas affirmer en général que la suite rectifiante soit séparante [cf. (3.11)]. Pour généraliser convenablement les résultats précédents, nous introduirons une catégorie de groupes topologiques, que nous appellerons N-groupes topologiques sans torsion. Par définition, un N-groupe topologique sans torsion, sera un groupe dont la topologie est définie en prenant comme système fondamental de voisinage de l’unité les sous-groupes d’une suite centrale séparante dont les quotients sont sans torsion. Tous les homomorphismes de groupes de cette catégorie seront supposés continus ; de même, une extension G’ d'un N-groupe topologique sans torsion G sera un groupe topologique contenant G comme sous-groupe topologique.
Définition (4.13). — Nous appellerons, suivant Malcev, R-groupe un N-groupe topologique sans torsion qui sera supposé, de plus, divisible et complet (par rapport à sa topologie).
Tuéorkme (4.14). — Soit G un N-groupe topologique sans torsion. Nous appellerons complétion de Malces de G une extension G qui devra étre un R-groupe et vérifier de plus la condition suivante : pour tout x€eG et tout voisinage M de l'unité dans G, il existe un entier n £ 0 tel que x"E GH (?*). La complétion de Malces d'un N-groupe topologique sans torsion existe, et est délernunée à un isomorphisme canonique près, conservant les éléments de G.
Démonstration. — Soit (H;) une suite centrale séparante dans G dont les quotients sont sans torsion et qui définit sa topologie. Construisons, conformément à (3.13) la (V,, Hj)-complétion de G, soit G, (H;). Alors, on démontre comme en (4.8) que G, muni de sa (H;)-topologie, est une complétion de Malcev de G. Soit G’ une autre complétion de Malcev de G, (K,) une suite centrale de G/ à quotients sans torsion et définissant sa topologie. Posons, pour tout #, K—GNK, : alors G'/K, s’identifie à une complétion de Malcev du groupe nilpotent sans torsion G/K;, et G’ est la limite projective de ses quotients G'/K;, puisqu'il est (K;)-complet. Or, (K;) et (H;) définissent la même topologie dans G; done, pour tout entier #, il existe un entier ; tel que H;CK;.
(25) Si l’on introduit une métrique convenable pour définir la topologie de G, cela revient à exiger que la distance de G à l’ensemble des puissances positives d’un élément quelconque de G soit nulle.
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Alors l’homomorphisme naturel de G/H; sur G/K; se prolonge en un homomorphisme de la complétion de Malcev G/H; sur G'/K; (4.10). D'où, par composition, un homomorphisme 0; de G sur G//K;, tel que #;(H;)CK,. Les homomorphismes »; sont compatibles (c'est-à-dire forment un diagramme commutatif) avec les homomorphismes naturels des quotients G'/K; dont G' est la limite projective; par conséquent, peut être considéré comme le composé de l’homomorphisme naturel de G' sur G'/K; avec un homomorphisme + déterminé de G dans G', dont on vérifie immédiatement qu'il laisse invariant les éléments de G. Jusqu'à présent, nous avons seulement utilisé le fait que la (H;)-topologie de G est plus fine que sa (K;)-topologie. Nous pourrons construire de même l’homomorphisme Ÿ de G' dans G conservant les éléments de G, en utilisant le fait que la (K;)-topologie est plus fine que la (H;)-topologie. On démontre alors immédiatement, que © et L sont deux isomorphismes inverses l’un de l’autre, et que © est entierement déterminé par la condition de conserver les éléments
de G et d’être un homomorphisme (continu) de G dans G.
Les théorèmes (4.9) et (4.10) s'étendent sans difficulté à la catégorie des N-groupes topologiques sans torsion.
Remarquons que (4.14) nous permet de préciser la caractérisation (4.1) de l'algèbre de Lie libre complétée L(G) à partir du groupe libre G : L(G) est la complétion de Malcev de G topologisé par sa suite centrale descendante.
THéorëmE (4.19). — Tout R-groupe G est, canoniquement, porteur d’une structure d’algèbre de Lie sur le corps Q des nombres rationnels. La structure de groupe de G s'obtient à partir de sa structure d’algèbre de Lie par la formule de Hausdorff.
Démonstration. — Soit G un R-groupe, (H;) une suite centrale séparante dans G, dont les quotients sont sans torsion et qui définit sa topologie. Chaque sous-groupe H; est divisible (3.3c), et nous pouvons donc appliquer le théorème (4.3). Il nous reste donc seulement à démontrer que les opérations de l'algèbre de Lie sont indépendantes du choix de (H;). Soit donc (K;) une autre suite possédant les mèmes propriétés. Alors, la suite (H;NK;) définit encore la topologie de G; ses quotients sont sans torsion (si xEH;NK;, » <o, "EH, NK;4, on à ell;,, et xel;,,) et, par conséquent, divisibles. La remarque qui suit le corollaire (4.4) nous montre que les suites (H;) et(K;) définissent toutes deux la mème structure d’algèbre de Lie que la suite (HN K)).
Dans le cas des groupes nilpotents divisibles et sans torsion, on considère la topologie discrète, et l’on obtient canoniquement une structure d’algèbre de Lie nilpotente (et de même classe que le groupe).
Tout homomorphisme (continu) de R-groupes est en même temps un homomorphisme pour leurs structures d’algèbres de Lie (4.4). De même, la notion de sous-groupe (resp. sous-groupe invariant) fermé divisible et de sous-algèbre de Lie (resp idéal) fermée divisible coïncident [ef. (4.6)].
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Grâce à la complétion de Malcev, nous pouvons considérer tout N-groupe topologique sans torsion et en particulier, tout groupe nilpotent sans torsion, comme plongé canoniquement dans une algèbre de Lie sur le corps Q.
L'application du théorème (4.3) à des groupes nilpotents mixtes (c’està-dire possédant des éléments d'ordre fini et des éléments d'ordre infini), se heurte à une difficulté qui n'apparait pas dans le cas des groupes de torsion ou des groupes sans torsion : on aboutit à différentes structures d’anneaux de Lie, suivant la suite centrale considérée.
Nous pouvons toutefois caractériser les sous-groupes des groupes possédant une suite centrale qui vérifie les propriétés établies en (4.3). Bornons-nous aux groupes nilpotents.
Taéorème (4.16). — Pour qu'un groupe nilpotent G soit sous-groupe d’un groupe G' possédant une suite centrale finie (M,) telle que, pour tout i, HJH:.,
soit V;-divisible et sans N;-torsion, 1 faut et il suffit que, pour tout 1, le Ü°"° sousgroupe G; de la suite centrale descendante de G soit sans V;-torsion.
Démonstration. — Soit H;=HNG. Alors, H; est sans V;-torsion ainsi que G;CH;. Réciproquement, si G; est sans V;-torsion, le théorème (3.2) nous permet de construire canoniquement une suite centrale finie (H;) dans G, telle que H;yH;,, soit sans V;-torsion. Il nous suffit alors de former (3.6) une (V;, H;)-complétion de G pour nous placer dans les conditions de l'énoncé (4.3).
La difficulté indiquée provient de ce qu’il n’est pas possible de définir canoniquement une suite centrale finie (K;) dont les quotients sont non seulement sans V;-torsion, mais aussi V;-divisibles, même en postulant l’existence d’une telle suite.
Exemple. — Prenons le groupe G défini sur le produit cartésien Z<XZXQ,XT,
par la multiplication
(p;°9,r,s)(p, g,r,s)= (pp, gEg,rn+r=plq;s#4s!);
Z désigne comme précédemment l’anneau des entiers rationnels, Q, Panneau : m È Se des nombres rationnels de la forme Sa (M, nez), et enfin, T, le groupe additif
quotient Q,/Z. Nous désignons par r l’image de ré Q, par l’homomorphisme canonique de Q, sur T..
G est un groupe nilpotent de classe 2. Posons H,— G, et prenons pour H, l’ensemble des éléments de la forme (0,0,r,0). Alors, toutes les conditions du théorème (4.3) sont remplies pour la suite (H;). La structure d’algèbre de Lie ainsi définie est la suivante :
si æ—(p,q,r,s), æ=(pgsrss),
SO
alors RAP AE ne AOC, V1) et
era Cr JOLI (pq i D En ‘).
Or, nous définissons un automorphisme ® de G& en posant
g(æ)=(p; gr; Ss+Tr).
Si nous posons done K, = G, K;,— o(H,), la suite (K;) vérifie tout comme (CH) les propriétés de (4.3). Mais cela nous conduit à une nouvelle addition sur G :
aa=e(g(e)+g (a)
2q + gp [pq + qP'\ = (> -p,qg+g,;r+r (ER), Ne LEE k æ) ):
Onabienx@Px'£<x+ax si pq + qp' est un entier impair.
Dans le cas général, j'ignore si deux structures d’anneaux de Lie définies sur un groupe nilpotent G par le procédé du théorème (4.3) sont toujours transformées l'une en l’autre par un automorphisme de G (comme dans l'exemple précédent).
(4.19) Complétion de Malces des groupes sans P-torsion. — La théorie de la complétion de Malcev que nous avons exposée dans le cas le plus important, celui des groupes sans torsion, peut s’étendre à des catégories plus vastes de groupes nilpotents ou de N-groupes topologiques. Nos démonstrations reposent en effet, sur les résultats du paragraphe 3, et particulièrement sur le lemme (3.34). Nous pouvons donc considérer la catégorie des groupes nilpotents sans P-torsion, P désignant un ensemble quelconque de nombres premiers. Nous définirons la suite P-rectifiante d'un groupe nilpotent sans . P-torsion comme la suite centrale décroissant le plus vite parmi celles dont les quotients successifs sont sans P-torsion. Une P-complétion de Malces d’un groupe nilpotent sans P-torsion G, sera une extension G de G possédant les propriétés suivantes : G est un groupe nilpotent sans P-torsion et P-divisible et, pour tout xe G, ilexiste un entier n|P tel que "€ G. On définira de même la P-complétion de Malcev d’un N-groupe topologique complet dont la topologie est définie par une suite centrale séparante dont les quotients successifs sont sans P-torsion. Les théorèmes (4.8) à (4.14) s'étendent alors sans modification notable des démonstrations. Les résultats nouveaux ainsi démontrés ne semblent pas présenter pour l'instant beaucoup d'intérêt, mais ils montrent tout au moins l'avantage que présente l'exposé de la complétion de Malcev sans faire appel à la théorie des groupes de Lie.
Remarque (4.18). — Il est possible d'exposer plus simplement que nous ne
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l'avons fait la théorie de l’inversion de la formule de Hausdorff pour des catégories de groupes plus restreintes : les groupes nilpotents de classe <n, sans V,-torsion et V,-divisibles. La variante (1. 7b) du lemme (1.6) correspond à ce cas. La simplification annoncée provient de ce qu’on peut alors éviter l'usage du théorème (3.6). Considérons, en effet, un groupe libre G, de générateurs indépendants (æ,)e, et sa complétion de Malcev L(G) lorsqu'on considère G comme un N-groupe sans torsion topologisé par sa suite centrale descendante (4.1). Considérons les sous-groupes l; de L(G) engendrés par les éléments &/°7 ; alors, tous les l';; sont des groupes libres engendrés par les générateurs indépendants x”, et leur réunion Fest une V,-complétion de Malcev de G, considéré comme N-groupe sans V,-torsion topologisé par sa suite centrale descendante (4.17). On voit ainsi comment tout homomorphisme f de G dans un groupe nilpotent H, V,-divisible et sans V,-torsion peut se prolonger en un homomorphisme unique g de F dans H : il suffira de prolonger successivement / aux groupes l;. Si l’on suppose de plus que Hest de classe » au plus, un homomorphisme g de F sur H permet d'établir la structure de Q,-algèbre de Lie de H[cf.(4.5)].
D. CONSTRUCTION D'UN GROUPE PARTICULIER. — Nous voulons construire une algèbre de Lie sur le corps Z,; des entiers mod5, qui soit de classe 5 et dont toutes les sous-algèbres à trois générateurs soient de classe 2 4.
Considérons d’abord l’algèbre de Lie libre L, engendrée sur le corps Z; par les cinq générateurs indépendants +,, æ,, æ,, æ,, æ,. Nous noterons généralement [y4, Y2, ..., y,] l’alternant par rapport à y, ..., y,€L, défini par la relation de récurrence :
Las eee Jon Ps] = TT +2 Job Ps.
Nous savons que L, est une algèbre de Lie graduée, et même multigraduée, si l’on considère les degrés par rapport à chacun des générateurs.
Les éléments multilinéaires de degré total 5 (c’est-à-dire homogènes de degré 1 par rapport à chacun des générateurs) constituent, d’après les formules de Witt [33], un Z;-module de dimension 24. Or, chacun d’eux est égal à une combinaison linéaire des éléments [æ,, &;, æ;, æ,, æ,], où (4, j, k, D) désigne l’une des 24 permutations des indices (2, 3, 4, 5). Ces éléments sont donc linéairement indépendants sur Z;.
Nous allons maintenant prendre Le quotient L de L, par l’idéal engendré par :
1° tous les éléments de degré total = 6;
2° tous les éléments de degré total 5 qui sont de degré au moins égal à 2 par rapport à l’un des générateurs x;;
3° tous les éléments multilinéaires de degré total 5 qui sont de la forme
[æs, Lo, Lys Li æs | su Ec| 1» LG) Lo(3)) Lou) Lots) |:
où co désigne une permutation des indices 2, 3, 4, 5, ete, sa signature.
RER Te
Pour ne pas alourdir les notations, nous désignerons désormais par x; l’image canonique dans L du générateur précédemment noté x: de [, (qui n'interviendra plus).
On voit facilement que L est encore une algèbre multigraduée par rapport aux générateurs æ;. C’est une algèbre de classe 5, puisque
PRES a ere eos
de plus, tout alternant de degré 5 est un multiple de X. Pour calculer [as Vos Vas Vas V3 |, où y: € L, nous pouvons remplacer chaque y; par sa composante homogène de degré total 1. Posons donc
M2 rot; (TES a Er); le calcul de [y4, Yo, Ya, Vas 3] se ramëne alors au calcul des alternants
La, &, œ œn mnt, où (6,7, kdl, m) représente une ‘permutation des indices (1, 2, 3, 4, 5). D’après la construction de L, nous avons :
(5.1) PRE RE Sd
où € désigne la signature de la permutation (5, j, k, l) des indices (2, 3, 4, 5). Nous obtenons ensuite :
(S Li, Lj, Tr, a] = — er Li, Lj, Ex, 72] Ur EX, (5.2) RAR RD C7 er 00 PE) V2 ne Haas al = fers a, late
et de même :
rss re ee} 0:
Les formules (5.1)et(5.2)nous permettent de calculer[ y:,y:,33,7:,3]—AX, le coefficient À€Z, étant égal au déterminant :
in io else oi so ss or GC»;
(5.3) D CC 0 DCR
ARC
»] ce Fi \ Si 1 ’
Pour montrer que toute sous-algèbre à trois générateurs Z:, 22, 3: est de classe 4,il suffit de montrerque tous les alternants delaforme fe; eus, se.) où les indices #, j, k, {, m prennent indépendamment les valeurs 1, 2, 3, sont nuls. Or, dans ce cas, le déterminant (5.3) est nul, puisque, si on le développe suivant les éléments de la première colonne, chaque mineur a au moins deux lignes égales. Par contre, il existe des sous-algèbres de L à quatre générateurs qui sont de classe 5 : ainsi
LA + Le, Lys La + Las Li, &] = —3X 5% 0.
Il est facile de calculer la dimension (sur Z;) de la sous-algébre engendrée par +, æ,, æ,, 3. Le module de ses éléments de degré 5 a (comme pour L) la dimension 1. Quant aux éléments de degré “4, ils constituent des modules dont les dimensions sont les mêmes que pour une algèbre de Lie libre à quatre générateurs, c’est-à-dire (pour les degrés 1, 2, 3, 4 respectivement) : 4, 0,20, Go:
Sinous définissons sur cette sous-algèbre de Lie une structure de groupe au moyen de la formule de Hausdorff, nous voyons que nous avons construit un groupe à quatre générateurs, d'ordre 5°, de classe 5, et tel que chacun de ses sous-groupes à trois générateurs soit de classe 4 au plus (l’ordre de chaque élément du groupe, sauf l'élément neutre, est 3). L'énoncé du théorème (4.6) se trouve ainsi légitimé.
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