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INTRODUCTION
L’équation intégrale linéaire (1) a(æ)g(æ)— A f b(æ,s) g(s) ds — (x),
où ©(x) est une fonction inconnue; a(æx), b(x,s), c(x) des fonctions bornées et intégrables dans le domaine «a £x£$, a£s£8; «, 6, À des constantes, se rencontre fréquemment, en Mécanique et en Physique mathématique, sous une forme plus ou moins explicite.
C’est Abel qui, pour la première fois, en 1826, posa et résolut une équation particulière de ce type. Mais trois quarts de siècle devaient s’'écouler avant que le problème en question fût nettement posé.
En 1894, M. J. Le Roux(') proposait de trouver une fonction 9 (x) satisfaisant à l’équation
(2) [étais etas=e(e)
(*) J. Le Roux, Thèse Sur les intégrales des équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre à deux variables indépendantes, p. 19.
et résolvait cette question par la méthode des approximations successives.
Le problème de M. Le Roux était repris par M. V. Volterra (yen 1896. L’équation (2) est d’ailleurs devenue classique sous le nom d’équation de Volterra.
C’est seulement en 1903 que M. Ivar Fredholm (?), dans son remarquable Mémoire Sur une classe d'équations fonctionnelles, étudia l’équation (1) pour a(x)—1, équation à laquelle il fut conduit par l’étude du problème de Dirichlet, lorsqu'on cherche à représenter le potentiel inconnu par le potentiel de double couche.
Les résultats essentiels de M. Fredholm eurent un universel retentissement. M. Picard en a fait cet incomparable éloge : « Ils avaient la beauté des choses simples et définitives (*). »
M. Fredholm a induit de la solution d’un système d'équations linéaires en nombre fini, la solution du problème transcendant traduit par l'équation (1). Il a ensuite, par une méthode synthétique, vérifié l'exactitude de son induction dans le cas des équations de seconde espèce, c’est-à-dire quand a(x) peut être supposé égal à l'unité.
M. Fredholm met ainsi en évidence le rôle que joue dans la résolution de (1) une certaine fonction entière D (À), qu’il appelle fonction déterminante par analogie avec le déterminant des coefficients d’un système d'équations linéaires en nombre fini. Il définit ensuite les mineurs de la déterminante et associe à la fonction dite noyau b(x,s), une fonction b(x,s, À), méromorphe en À, dite résolpante, dont la connaissance permet de résoudre l’équation (1) quand a(x) =1.
Aussitôt après l'apparition du Mémoire de M. Fredholm, un grand nombre de géomètres apportérent leur contribution à l'étude de l'équation (1). Les travaux sur ce sujet se sont succédé depuis sans interruption.
(1) V. Vocrerra, Sulla inversione degli integrali definiti ( Atti della reale Academia delle Sciense di Torino, 8 mars, 26 avril 1896, p. 311, 400, 337, 693).
(2) I. Frennocu, Sur une classe d'équations fonctionnelles (Acta mathematica, t. XXVII, r003).
(3) T. Laresco, /ntroduction à la théorie des intégrales (Préface de M. E.
Picard, 1912).
MINEURS DE LA FONCTION DÉTERMINANTE DE FREDHOLM. a
Nous citerons seulement ceux dont nous utiliserons les résultats dans la suite :
M. D. Hilbert, Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen (Gôtings Nachrichten, 1, 2,3,4, 5,6 Mitteilung), a montré la légitimité de la hardie induction de Fredholm, étudié spécialement le noyau b(x,s), symétrique en ets, et mis en évidence l’analogie entre l'étude des noyaux et l'étude des formes bilinéaires et quadratiques.
MM. E. Goursat, Recherches sur les équations intégrales linéaires (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1908); Bryon Heywood, Sur l'équation fonctionnelle de Fredholm (Thèse), et T.Lalesco, Bulletin de laSociétémathématique de France(t. XXXIX, 1911, p. 92), ont fait l'étude détaillée des noyaux et des résolvantes. M. Goursat, notamment, a mis en évidence la notion de fonction principale et les propriétés caractéristiques de ces fonctions.
M. E. Picard, Sur les équations intégrales de troisième espèce (Annales de l'Ecole Normale, 1911), a établi d'importants théorèmes généraux concernant les équations intégrales de troisième espèce, c'est-à-dire celles pour lesquelles a(x) est nul pour des valeurs particulières de x comprises entre « et f.
H. Poincaré, dans ses Remarques diverses sur l'équation de Fredholm (Acta mathematica, t. XXXIII, 1909), s’est occupé en particulier de mettre en évidence quelles différences il y a, en ce qui concerne les équations intégrales linéaires de première espèce, entre le cas où les limites &, 6 sont infinies et celui où elles sont finies ; à ce propos, il a étudié (p. 81) certaines équations intégrales linéaires de seconde espèce à limites infinies, dont M. E. Picard, Sur une équalion fonctionnelle du type de Fredholm (Comptes rendus, 13 octobre 1910), a signalé d'importantes particularités.
Le présent travail comprend deux Parties.
Dans la première Partie, nous nous sommes proposé de compléter l'étude de la déterminante et de la résolvante d’un noyau donné par l'étude des propriétés des mineurs de la déterminante. Nous avons exprimé algébriquement un mineur d'ordre quelconque en fonction de la déterminante et de la résolvante et mis en évidence le rôle des diviseurs élémentaires de la déterminante; l’anologie entre l'étude des
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formes bilinéaires et l’étude des noyaux trouve une nouvelle confirmation dans l'interprétation des exposants de ces diviseurs élémentaires.
La seconde Partie a pour objet l’étude des systèmes d'équations intégrales linéaires Te
B (3) > ut) py(æ) — à buy (æ, s) ou(s) a —=eu(z) (B=1,2,:,m),
vai
où ®,(x) sont des fonctions inconnues; a,,(x), b,,(x,s), (x) des fonctions bornées et intégrables dans le domaine 4£x°8, a=s=°$; æ, 6, À des constantes et 7 un entier positif.
Nous étudierons spécialement les systèmes de seconde et de troisième espèce, c’est-à-dire ceux pour lesquels le déterminant
au(x) Re Aim(Z) (4) INCARNE
Am (TZ) CPC AmmKT)
n’est pas identiquement nul dans l'intervalle 4 = x°6.
Dans le cas où A(x)ne s’annule pas entre «et 6 et peut être supposé égal à l’unité, le système (3) est dit de seconde espèce. M. Fredholm a montré, dans son Mémoire fondamental, qu'on peut le ramener à une équation unique. Cette remarque, jointe à l'expression algébrique des mineurs en fonction de la déterminante et de la résolvante, nous permettra de discuter complètement l'existence des solutions du système de seconde espèce et de donner ces solutions le cas échéant.
La résolution des systèmes de seconde espèce sans second membre trouve une application naturelle dans la recherche des fonctions principales d’un noyau, telles qu’elles ont été définies par M. Goursat. Dans le quatrième Chapitre, nous donnerons l'expression générale de ces fonctions.
La méthode suivie par Fredholm pour réduire un système de seconde espèce à une équation unique s'applique aux systèmes de troisième espèce et conduit à faire, corrélativement à l’étude de ces systèmes, celle de l'équation intégrale linéaire de troisième espèce du type (1). Supposant que les limites &, $, comprennent le point x — a, nous nous occuperons spécialement du cas où a(x) —(x — a), en
nous plaçant au point de vue de M. E. Picard (*). Nous rattacherons
RES
à ce cas l’étude, dans le domaine complexe d’une classe particulière 21e ° . ’ CR] Al
d'équations intégrales de deuxième espèce du type
Galet) ets f 62 0 gt de
où p est entier et À un contour complexe ne passant pas par le point a; celte classe a déjà été considérée par M. T. Lalesco (?), quand p —1.
Nous terminerons cette seconde Partie par deux Notes. Dans une première, nous appliquerons les résultats précédents à certaines équations intégro-différentielles, notamment à une classe étudiée par M. Boutnisky (*). Dans une seconde, nous achèverons succinctement la discussion du système (3), en résumant les principales particularités qui se présentent quand A (x) est identiquement nul.
CHAPITRE PRÉLIMINAIRE
FONCTION DÉTERMINANTE ET FONCTION RÉSOLVANTE D'UN NOYAU DONNÉ. LEURS PRINCIPALES PROPRIÉTÉS.
Afin de ne pas renvoyer à des Ouvrages écrits avec des notations variées et à des points de vue différents, nous résumerons tout d’abord les résultats antérieurs essentiels concernant la fonction déterminante et la fonction résolvante d’un noyau H(x,y).
4. Nous supposerons que l’on a choisi les limites d'intégration « et 8 égales respectivement à o et 1, et nous désignerons par D (À) et
(!) E. Picarn, Annales de l'École Normale, 1911. Mémoire déjà cité.
(2) T. Lauesco, /ntroduction à la théorie des équations intégrales, 1912. Ouvrage déja cité.
(*) Bournisky, Sur une classe d'équations intégrales (Bulletin des Sciences mathématiques, 1908).
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D'une part, Fredholm a montré que la fonction déterminante D (À)
à) est le mineur d'ordre q de cette fonction déter-
. 5 æÆ , = et son mineur du premier ordre D{ a) satisfont aux relations D +
caractéristiques
| D(o)—1, | (7) (7) ou ut A 1) ds, (7°)
LIPDELCPLHOEL ETES 2.) ds, (8’)
(8) 1 | =? f Hs) D(%/)ds (8)
D'autre part, Fredholm a établi :
1° Que si D(À) £ 0, ce que nous exprimerons en disant que À n’est
pas un nombre fondamental, l'équation intégrale linéaire (9) o(z) — à f H(x,s)o(s) ds = f(x),
où f(x) est donnée, finie et intégrable dans le domaine o£x£t, À un paramètre donné et 2(x) inconnue, admet une solution unique
(10) e(æ)= fe) +2 f JC(æ,s, À) f(s) ds.
(x, y, À) étant la fraction
»(51) (11) (x, PO Enen
Il résulte des relations (8) que la fonction æ&(x, y, À), dite résolvante du noyau H(x, y), satisfait aux deux relations
—H(z,y)+ (x, 71) [ H(x,s)3(s, y, à) ds, (1220 (12) 1.
SA HS TIC (rs, À). (129
2° Que si, pour À =c, D(X) est nul ainsi que tous ses mineurs d'ordre g—1, son mineur d'ordre q étant différent de zéro, ce que nous exprimerons en disant que cest ombre fondamental de genre q, les équations intégrales linéaires homogènes
(13) 9 (æ)—2 f_ H(æ,s) o(s) ds = 0.
(14) Ya f H(s,y)Ÿ(s) ds — 0,
dites associées, admettent respectivement les g solutions indépendantes
D ( Lys Los see, LG 4e y EG+ys ee Tag
Dé ee Foensre RENE » La k Ma Varenne Re tr vs Ya
(15) g(x) = Dix) —
et
) ) Les q solutions (x) sont linéairement indépendantes, et il n’y a pas d'autre solution indépendante des qg précédentes pour l’équation (13) et la valeur c de À. Ces solutions sont appelées solutions fondamentales relatives au point c.
3° Que, pour À — c, nombre fondamental de genre g, l'équation (9)
n'a pas, en général, de solution; les conditions nécessaires et suffisantes pour que des solutions existent sont les 4 conditions
Mi des r PO AMOR 2
D Vis Vos res VO—19 Vs VO» ces Va T Pass sases ss rebarre T 15 943 css ess pr ea s q
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(16) Dr) = sy) —
(17) Ve Yi(s) f(s) ds = 0 Cr 7 ar
Ces conditions supposées remplies, toutes les solutions de l’équation (9) pour À = c sont définies par légalité
4 Et | (18) p(x)=f(z)+c] K(e,s)f(s) ds + Ÿ'ag dix), ù 0—1 où K(x,y) désigne la fonction Lula lie EPS URA d , , Ver A PAPE UE ee UT (19) K(x, Y)—= NS pre ) 15 Vas ss cos » Ya
et où les &; sont g constantes arbitraires.
2. L'étude des noyaux H(x,y) et de leurs résolvantes a été faite par MM. Goursat (') et Bryon Heywood (‘), et complétée par M. Lalesco (‘). Rappelons les principaux résultats de cette étude.
Deux noyaux, H(x,y) et K(x,y), sont dits orthogonaux s'ils satisfont aux deux conditions
(20) faeskena=f H(s,y7)K(zx,s) ds —o.
(*) Mémoires déjà cités.
Première proposition. — Si un noyau H(x,y) donné est la somme de plusieurs noyaux composants orthogonaux deux à deux : 1° la fonction déterminante du noyau H(x,y) est le produit des fonctions déterminantes des noyaux composants; 2° la fonction résol-
vante du noyau H(x, y) est la somme des fonctions résolvantes des noyaux composants.
Deuxième proposition. — Désignons par h,(æ,y, À) la partie de la fonction méromorphe %(x,y,X), résolvante du noyau H(x,y), qui devient infinie pour À = 6, et soient c, et c, deux nombres fondamentaux du noyau H(x,y). On peut poser
Hz, y, 1) = (x, 7, à) + he, y, À) + (x, y, A).
Les noyaux 2,(x,y,0), A,.(x,y,0), k(x,y,0) sont orthogonaux entre eux deux à deux et admettent comme résolvantes respectives RUE, MX) he, ya).
Les deux propositions ci-dessus montrent qu’on peut étudier séparément la partie du noyau h.(x,y,0), et la partie de la résolvante h.(x,y, À), relatives au nombre fondamental c.
Soit c un nombre fondamental de genre 7 annulant p fois D (À). h.(x, y, À) peut être considérée comme la somme de g fonctions
où (x, y) NE (x, y) pa (x, 7)
(eme uen DT ce WU Rs
(O2 Cr, y, —
les fonctions 9,, #,, ..., ©, étant définies à l’aide des constantes arbitraires a! par les relations
[ I=nÿ
x N= > az) Br).
1=1 i=ng— 1 pU(x,r)= > CAPE) BA (x), (22) 2
i=ng—2
6, , ne PMHa UD aabahtz) BU, (y),
DU (x, 7) abat... a, ad(r) By).
7% ‘v HQ— ñQ
n+n+...+n=p etles 2p fonctions" (r)Mer B°(y) qui
: - , ( NS existent, quel que soit le choix des constantes a}, forment un système
de fonctions biorthogonales.
h®(æ,y,0) est dit noyau canonique d’ordre #5, h®(x,y,}h) résolvante canonique d'ordre nÇ correspondant à ce noyau. . , . 6 De plus, la fonction déterminante du noyau h(x,7y,0) est
PAUT e_ Dans la première Partie de la présente étude, nous définirons les nombres n,, R:, ..., np.
CHAPITRE L
EXPRESSION ALGÉBRIQUE DES MINEURS DE LA DÉTERMINANTE EN FONCTION _ DE LA DÉTERMINANTE ET DE LA RÉSOLVANTE.
5. Nous établirons tout d’abord une formule importante de la théorie des déterminants, formule qui sera une généralisation de la formule bien connue
02? oP oP oP oP
5 == Em Jarss, dar,s, Jar,s, Jar, Ja;,s, Ja,
où P désigne le déterminant Œii CRE din P==
ni CRCES Ann
et ri, 23 81 S, deux combinaisons simples 2 à 2 des nombres 1, PR UT
La généralisation que nous avons en vue est la suivante : désignons par Pr, le déterminant obtenu en supprimant dans P leslignes 7,
Pislas,
LI 4] . 2) à 1 p. < Toy.) yet les colonnes s,, $,, ..., s,; nous nous proposons d'établir la formule
PATE Sq ir recto Va p°s 4 yes Sy P‘# LS q—2 ss.) S1
pq la Pop lg ee Ja ‘ve lp lg l'a
MCE : »Sq Sq—1 3 Sa > 4 Sq Sq— vs Sa > a—1 Sy de.) S1
(24) p[p;r® or ALES, == Pol ns Co NE Ar I PAT lg dela PE | l'A; l'q Fa 1.) Pa |9 e NPA ETELLEE D er 2 q pr ‘1 dtrotesre) Sa 2545 So Sq— "0 Sa P°1 1) Sg—a ere) S4 Pt lg vert li lg lo te la see ls ln 1
Ph Miam ns da iousert Se
à g des nombres 1, 2,...,n.
La formule (23) peut s’écrire
désignant deux combinaisons simples g
= 7 l'a 2 2) à AN
(25) Po x Pis etes
Po PE
et n’est autre que la formule (24) dans le cas de g —1.
Supposons donc la formule (24) vraie jusqu’à une certaine valeur de g et démontrons qu’elle est encore vraie pour la valeur g +1.
Pour cela, prenons la dérivée des deux membres de (24) par rapport à 4,,,,,,, en supposant 7, différent des nombres 7,,7,,...,7, és: Cerent des NOMDFPSS,, 8,52. 97
Nous obtenons, en multipliant les deux membres par (— 1)'7#%4,
loops pnfpeenl
TasT'aye..s l'islas tee q+1 QE LPELE TOOL) rq Pr dm SSI DRE En D) 0 45 SD 2 SE Sin S io, te) 4 Sg-t 45 Sqs eee Si Persos Sq 2 Sq 2 °°" 54 Pl qer Ta ot ap lg rereseniens »7à L'an l'a verrons conesnses Ta Pa lqao eee eee) l'a .. Tag ve Ta 1=
“ SqSq—4" ** “52 Sas Sin > Sa» Sgy et) Si Sa Sion tt) Sas Sg +1 Sq ve Si So its ee) S4 Sgs 28 re Sq—1 Sq—2° *t°9 54 » Plats PT Pas qqn venerrenee Ds Pan Pq + l'queis snnreresensssre) lg PPT EN EEE Hu ORCEC PTT qe 073 TT re nr nm ble et les» Diese dre our Se le sure eo nues ce as messe ox ace) eee 0 9 fo ee à eat ON
£=1 pr" ss Sa Sie Sig 815 Sq ee Si Sins Sos cer) 43 Sy 4 So ete9 Sida DSi Sin re Sa Squere2 Site PP‘ Sq—2 54 Dogs 2 © Pa l'q ose rneeeeres l'a Lao Tan tetetrenneneses » Pi lg PETITE LE ee Tag lg
D'une part, remarquons qu’en vertu de (24) ona
en A DE Ge CORAN) p's fi von Sa Sq“et Pa lqetes la exCr DPENTLE TEEN Ts Sqg+1 S4 Sa, +.) Sg+1 ]9—1 péri [pire | UT no lq+1 Var Paper get gas Squeres sr AA ps" So ve Si Sg+t Dar ga Tag Fe DOUTE OL ET
D'autre part, multiplions le terme général du second membre
DOSRRE 4 . Q “RE nes
de (26) par ere . Pour cela, multiplions les (4 1) premières
colonnes et les g—j dernières par ce déterminant à la première puissance en tenant compte de la formule (25).
Soit 7 le rang d’une des colonnes considérées, elle peut être rem-
placée par la colonne suivante :
P' DETTES TEEN ET ET TO 2 +1 P; japon 18 que pri targ pese Sj41 pit ses SaSques Pgtil'quesssressessssese l'qpreessee 0 Sn 1 Pquessersssssessre TT Pi EE l'a ;
P° js je 08 9 + 158 q ns 1 P° sera S4Squee ns Pi ET -5j +1 P° jte 4S ques 8j (250 7er TOUS à PA prenne tree) ra P'iplquorssesrennenene l'a CR DDC Tee l'a ,
TO nc 0 Co DA AO CCC Ie CR D Mo DCE Na LOC A2 At AOC ,
poser DSi 58538; D jar 8498 q +4 158 que j +4 P° jt ones S 4 ne 8j Pt reset PR ln OUT D CT Ae QU ST UE LR ODA l'il'q le LE ER
4 1 q 4 q q x qg—17"q— q
Le déterminant du terme général du second membre de (26) ainsi multiplié peut alors être remplacé par 27! déterminants partels et tous ceux de ces déterminants partiels qui contiennent deux colonnes provenant des termes soustractifs des sommes (27) sont nuls comme ayant deux colonnes proportionnelles.
Le déterminant du terme général du second membre de (26) multiplié par ee est donc finalement égal à la somme des q termes suivants :
1° Le produit
p+ssr ss Tire 45 lq +
2° Les (g — 1) produits
Pan » 845 Sq-+t Sqp Li [PE Sa.
DOTE RON NN co
Fe
ra, Te Tq
obtenus en faisant varier 7 de 1 à { — 1 et de : +1 à g et où À ; représente le déterminant
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En vertu des remarques ci-dessus, la formule (26) peut s’écrire, après | Sas Sa, D V4) RU
Fa, la, Tq+1
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Sas. > 54 Sy + à M PA ho (0 LES PÉCEEEEE EE ELT EN A
Cette égalité n’est autre que l'égalité déduite de (24) en remplaçant qg par g +1 et développant le déterminant du second membre par rapport à sa dernière ligne.
: ù : sl LA ' ’ L'égalité (24) est donc générale, C0, Fo
4. Nous nous proposons d'appliquer la formule précédente à la fonction déterminante D(A) d'un noyau H(x, y) et à ses mineurs.
Auparavant, nous reprendrons la démonstration d’un théorème dû à Hilbert (').
Supposons | H(xy)| moindre que M et considérons les déterminants:
LA ( :) (2) =eu(s ss —u(2,2) 10) RL on [42 4 2 1 À "à IUT ni TLONt == tt __ / A —u(2 2) —}u(2, à) À x 2) 17 —u(i,2) n ? 4 NS 4 ) n CN 1? ni n nn nr COR 1) À, VE = es É sen k (4) cu (2) un(e 3 D 2 (52) M —n(s2) It PR TE ELA na n n V1} LA PEN à}
lola ele eo aan Tien 07 oise ee moe ns ee Un ee mire os eo ete. Foie nn Ses "+ s site ste tele sh
e held e els sie ets ele Fier da ds D des 2 sols as Lines ele le pirlnle 19 Lu nie ep se 0,04 0 51e 94e" Me elle 0 ene'e es
Lis Los * Ta 1)
Yi Ya » Va
Die, »)H(x,y:) .… He, y) —H(anx) (ent) ” LCR
H(2,71)H(2:, 72) + H(22, Ya) (ax) EH (2) —2u(a,2)
H(zy Y1) H(Z 72) He) (ans) Hans) —u(x,t)
CG) nb) (es) 6) … NS
ns)nG) ee MG) MG) vd = (2) cn
n n n —_À LE — n 2 6 _A# n(Rr)H() ni: H (Sy) HD) —'u(re) D
(*) Himerr, Mémoire déjà cité (Erste Mitteilung).
Li, Lo,
a, ( *e Vis Ya CO
par 2x (
Tuionèue. — Lorsque n entier croit indéfiniment A,(X) el
tendent respectivement vers D(X) et
ak
Li, Lo, .. Lg
Von
Li Las oe
J15 Ya OM
Tg
QE Va
! ’ . Lis Las cs Las Développons en effet les déterminants A,(À) et A, (7 $ F' à) Vis Va Va par rapport aux puissances croissantes de À; on obtient n( à) n( =} La ies É nm, nn, n° 41 ER 1èn PRE: EE ÉCE _\s 6: 4) eur H(2, AAUAT == » (=) D. — un(e n n(2, a (= =) m=0 PAR La Ce: sieste MR ebieLNE -TESE
et
-» Jq
H(x:, y1) H(æ:1, ÿ2) H(æ:, Ya) H
Zi;
Fee. À TER.
él aletsre eee se «0 00 0 0 où D'JRNar et ste ee aie a Met sn der ea ei t DR eRRSR
L Fr A SE 5 f H (9 1) H(Zy Ya) H(r, (ent) (en) H(+,,2) D. e == te, ES 2 AE ice MS PÉE HU n)u(re) H (2 1) H (2 2)u ( à) H(2 =) an de Le LEST TE ÉS (2 n(?, u(, ha h\p{é à) (2 És (an) n vs) (= 2LE )n (& } : nn
n ñn n nñn Nous désignerons par à? le coefficient de (— A) dans A, (À) et
ir Pas 110 le coefficient de (— À )° dans, ( à | DATPÆÉTEEEEP
Ti, Los +. Tag
JY9 éL) Ÿq
MINEURS DE LA FONCTION DÉTERMINANTE DE FREDHOLM. 1 1 nue .
D'autre part, nous désignerons par d° le coefficient de (— À)
dans D(A) et par d° ) le coefficient de (— À) dans
D eue 1 Lg à)
V1 Yo) …. > Ÿ'q + Démontrons que
D is D ed y Yo Ye» CA 0 Ya
Ly Lay cs Lg
AA NRUNe
{ CAR Lo, dleuets Ty
1) = hm A? | HE VA ee ig
On démontrerait la formule
DO)= lim A; (à) n=—= © de la même manière en faisant q = 0 dans les raisonnements qui vont suivre.
Remarquons que, en vertu du théorème de M. Hadamard sur la
valeur absolue d’un déterminant (‘}), (— À) sus ur et Re (— À) ar (
Li Lay y À :
TS he . sont moindres en valeur absolue que
NATRES .. .)Vq
DANCE lg = ————— — — ——— ;
terme général d’une série à termes positifs convergente puisque
I + Vorpan Eee
à u . ‘à lim = — lim |A|M Toi — TI = © (OS | D + I
Do Ug
On peut donc déterminer & suffisamment grand pour que, quel que soit », on ait simultanément les deux inégalités
=D à pe TV 1) Say; Fe Dos Me LE.
: MDN RE 4 Le MN Re A D (2 ) “ss Lido sn Pa ee y a ù (E Te ) mt ; D he s "3 , pe » q ce ù ? LME À
(1) La valeur absolue d’un déterminant d'ordre & dont tous les éléments TD
sont < M en valeur absolue est inférieure à MSw° (Bulletin des Sciences mathé-
maliques, 1893, p. 2/0).
e étant une quantité positive aussi petite que l'on veut donnée à l'avance et À ayant une valeur donnée.
D'autre part, il résulte de la définition même de l'intégrale définie qu'on pourra déterminer 7 suffisamment grand pour que les & +1
inégalités
Us Las ct En TE Cai-ers Cyle (—à)'d, )—e'a ) > — 4 / VE Var si ds :
Vs For ar 2»
EUR PE Ce
soient vérifiées pour une valeur de À donnée. Ces dernières inégalités entraînent la suivante :
i=T ee |
3 Lys Los cs € Ty N u, TÉT U te Ty Le (29) (— 2)! su ( )— ÿ (—À)i di. ) £S - Pa Ja es Ja ne. ea Va SLT 3
PSS TUE TS MEURT TR CS RL UC
ur Maille a, ( Vis Vas Va
AG) AG) ..… A,(1à)
Faisons maintenant croître # indéfiniment et appliquons le théo-
rème d’'Hilbert, nous obtenons la formule que nous avions en vue
TRAD ATOS DU
sf | Vis Vo …..s lé
(30) à)rDG) pr
CCC Ve DEL OS NT ES EE PO ES TOTAL IC COR TETE IC)
et dont nous nous proposons de faire un important usage. Ecrite sous la forme
Lq
(1) ne :) Vis Ya Va (Li, Vis À) FC (15 Ve, À) FL, Pas À) — D(à) JC (Las Y1) À) FC (Lo Yes À) Ia Ja À)
sata ie ete arts. Note slelersles eee
FC (Lys V1 À) FC (Lys Vas À)
(Ty d'a À)
elle donne l'expression algébrique des mineurs de la déterminante
en fonction de la déterminante et de la résolvante.
Comme application immédiate de la formule (30), calculons
l'expression de la résolvante %(x, y, xR(x,y, À) et au paramètre u.
En vertu de (31)
À, u) relative au noyau
CD) si S 5 LE Ne Ro à > ds [ al di D ( 1) _—— ol 0 0 0 Vs Sa So, ce. Sc Vo DnP Pie 1 i 1 ne s 2 à Sys Sas +...) Die B) [ ds, f Fr dis D ( ; F à) CE 0 0 51, S2 ++. So TD — 0
Le terme en À: . du numérateur a pour coefficient
ie Ds Sj3 Sos +...
te [af # (sa H
Considérons la fonction Ti, Lo, .. -) Ta
D ( | 1) rs. Vian ne
(7 Lo, EL 7 Ji Ya -..) Va
relative au noyau H (x, y) et au paramètre À; désignons par
TE 7 Tg 7)
DATES cs a
CGEES f 6 ( S1s S9» eos SG D al Fe dss ( S 1, Sn
la même fonction relative au noyau H(x, y, À) et au paramètre u.
Il résulte des formules (31) et (32) que (33) RES: nu)= je (Aa too 5 Va SU ND NDS q
généralisation de la formule (32).
TUE e):
8. L'égalité (30) est un cas particulier de légalité 1) LD ee 2, + .., Lx B: Ba; NS GE 1) Le D(*" D Cane e UC :) J'as Bis Bas +. ., Bx 1 Ds as a 20 Cp
ù D RC PC à AE x) ee D gr Aiy Pay sur y AZ | Ya Bi, Be; CAE Bx d'a Das B2, ….s Bx
qui s’établira de la même façon.
D Lo, .. ) La) Xi, Lo, ..., AY Vis Jo SOU Ari Brie TITOE Gr y, Aa, « .. Lx
Yu Br, Be SENS Br
SUR L'ORDRE DES PÔLES DE LA RÉSOLVANTE D'UN NOYAU DONNÉ
9. Tuéorèue 1. — Sr l’on considère deux noyaux orthogonaux H'(x, y) et H'(x, y), le mineur d'ordre q de la determinante D(X) du noyau H(x, y) = H'(x, y) + H"(x, y) est fonction linéaire et homogène des mineurs d'ordre o à q de chacune des déterminantes
D'(A) et D'(À) des noyaux respectifs H'(x, y) et H'(x, y).
En effet, en vertu de la formule (31) et des propriétés des noyaux orthogonaux (n° 2),
(G4) D A EE 1) SAN RE JC (Ts, Vas À) + Ha, Y'a À) ... Cr À) + "(1 Yo À) DA DA le nt tea ee ee eos aise dés 0 CURE ; FC (Los Pas À) HR (tp YnoA) ose (rs YEN (re
Le déterminant du second membre peut se décomposer en 2% déterminants. Si nous faisons cette décomposition, nous obtenons une somme de termes de la forme
Rte Va A) UC, Vas À) (LS dot) MIE TAI D DRM re RE RER LE RE RE
DC; Y'a À) ... I (Lys Y'a À) FC" (Lg Ya+u À) ... JC (HT)
une permutation quelconque des variables y,, y,, ..., y, pouvant être substituée à la permutation y,, V2, ..., Vo.
En développant le déterminant du terme précédent par rapport aux & premières colonnes, d’après la règle de Laplace, on voit immédiatement, en vertu de la formule (31), que ce terme est une somme de produits de deux facteurs dont l’un est un mineur d’ordre & de la déterminante D’(À) et l’autre un mineur d’ordre 49 — & de la déterminante D’(À). En faisant varier & de o à g, on démontrera donc le théorème I.
10. De plus, en vertu de la règle de Laplace, on voit que le second membre de (34) peut être formé de la façon suivante : .
Soient
(&) hs Aie DUO ARE
(7) Ji Ja cs Ja
deux permutations simples quelconques des nombres 1, 2, ..., g et soient t, j les nombres d’inversions respectifs de ces permutations
D, TE sie à ee Bis + + +3 Lig D -
\ to Tiny "9 Li NÉPN AEn e One
à) Var Vera SÉLEDE NT
la somme du second membre étant étendue à toutes les permutations simples (4), (7) et à toutes les valeurs des nombres entiers positifs ou
nuls &«, B tels que à + 6 — gq.
11. Corollaire. — La règle précédente se généralise facilement si l’on suppose H(æ.y)=H'(x,y) + H'(x, y) +...+HO0(z, y),
les 0 noyaux composants H(x, y) étant orthogonaux deux à deux. On a avec la notation précédente
D HT to nue | LAN RE CAR T SD] Es Lis se.) Di,
Tuéorème Il. — Étant donné un noyau H(x,y) = (x, y
somme de q noyaux canoniques relatifs au nombre fondamental c
MINEURS DE LA FONCTION DÉTERMINANTE DE FREDHOLM. QT (n° 2), le mineur d'ordre q de la déterminante D(X) de ce noyau
n'est pas identiquement nul pour À = c.
On a vu (n° 2) que la déterminante D'(X) du noyau A (x, y,o)est
D()(2) Fe (1 ne €,
Il résulte de là et du corollaire précédent que les termes qui ne
, RS Lo nr contiennent pas (À — c) en facteur dans D ( NET Coupe x) sont tous Vs Vos cs Va
:) pi ( à)... Den (Tr à), / CAURS 47
(2) et (7) étant les permutations définies ci-dessus, et cette somme étant étendue à toutes les permutations simples (2), (7).
Par suite, en se reportantaux formules (21) et (22), on voit que les termes en question sont tous compris dans la somme
compris dans la somme
re DA a
P(a) ce : ' — cP DS aitær) Br, CAC is) RU Ve 5 CAIPAG/AE (à) (3)
P(a) désignant le produit des constantes af (0—1,2,...,q et
M 2 Les D 1) Cette somme peut s’écrire
if) (Er) af (Zi)
ta) CON RENE IR EE 00) DE NP ESS NT AR AE EE ee ROUGE) 0 AT (%r)
AE) FCYE) .…. PAC) Mme) ERA) Bh(ya) Pa (ya) :.. PE (a)
Je dis que les deux déterminants qui entrent dans cette expression ne sont ni l’un ni l’autre identiquement nuls; car, si le premier par exemple était identiquement nul, on pourrait déterminer des constantes &,, 4, .., @, non toutes nulles et telles que
aat(z)+aaf/(x)+...+aaf (x) = 0.
Or, ceci est impossible, les fonctions aŸ (x) formant avec les fonc-
tions b (y ) un système biorthogonal (").
S est donc différent de zéro et cette proposition entraine le théo-
rème IT.
45. Tuéorèwe II. — Ætant donné un noyau h,(x, y, 0) somme de q noyaux canoniques relatifs au nombre fondamental c, le mineur d'ordre 0 <q de la déterminante D(X) s’annule
n6+; SE NO + de COUR 477 ns fois pour À == c, si l’on suppose Elise gs
Nous fixerons les idées en supposant
> > CEUTEE QU, ra —i—1 — n6_;,
Gi — Ni... — NG— frs —...— AN6+;, n6+5 > 6442 NB4j+s 2 … Nyse Soit, d’autre part,
(u) Us Uo, CAT lit)
une combinaison simple quelconque +1 à i+1 des 1+j+1 nombres (0—:)(0—1+1)...(0+7).
Le corollaire du théorème [ montre que les termes de moindre
degré en (c — À) dans D de Li A Vis Vos SOC EL
puy puo tee. ; E=(i—;) (En 042 Sons ve.s TG — J15.Ves +.., YO
x) sont donnés par l'expression
le terme sous le signe n désignant le mineur d'ordre 8 de la déter-
Lu)
minante du noyau
RO (2, 7, 0) + RP (x, yo) +. + REZ, y, 0) + A (x, y, 0) + Ala(x, Pr 0) AE ( 2 y, 0,
et la somme » étant étendue à toutes les combinaisons (x).
; fu ce sujet LaLrsco, Zntroduction à la théorie des équations intégrales, p. 35.
Cette somme ne saurait être identiquement nulle pour À = c. Il IAE S 06 OA Vis Var. YO terme non nul pour À = c, lequel est le produit d’une constante par le produit de deux déterminants non nuls
À | contient un
résulte en effet du théorème ll que De
REA Le, tit æ, ) au(r,), 2.0 arf) lala œbit (ne) HUB). CHE) AE RME PR mer ON OU ONE SRE E eCIE I0 0 MROO EE (1) pre ÿ à Cp) ee BR Cye) BC) ee Bye)
Par suite, si la somme
Re ss TL
V'ptw dd £ Vis Vos +. YO
1) était identiquement nulle, il existerait une relation linéaire à coefficients constants &,, &,, ..., @,; non tous nuls, tels que
alt (æx) + aatt(x) +...+ ap, af) (x) = 0,
ce qui est impossible en vertu de la biorthogonalité des fonctions (y, 6 œ, (æ) et By Cr).
On voit donc que E est divisible par la puissance n6,,+ n64:+...+n, de (À —c) et n’est pas divisible par une puissance supérieure. Le théorème IIT en résulte immédiatement.
44. Nous sommes maintenant à même, pour un noyau donné, de préciser la signification de l’ordre des pôles des résolvantes canoniques composant la partie du noyau relative à un nombre fondamental.
Soit un noyau H (x, y) tel que pour À — c sa fonction déterminante s’'annule p fois et tel que le mineur d’ordre Ô de cette déterminante s’annule p, fois.
En vertu de l’orthogonalité de la partie (x, y, o) du noyau H(x, y) relative au pôle c et de la partie H(x,y) —A.(x, 7,0), il résulte du théorème I que les nombres p et p, sont les mêmes pour le
noyau (x, y, 0) que pour le noyau H(x, y).
Si donc h,(x,y,h) est défini par les égalités (21) et (22), on déduira des théorèmes IT et III les égalités suivantes :
hp 10 P:
Ns= pin Pa
see den de :
(35) 4 RB— 61 — Ph»
TPE Pots
Pq— 9:
Ces égalités définissent les ordres des pôles des résolvantes canoniques.
Par analogie avec la théorie des diviseurs élémentaires d’un déterminant dont tous les termes sont fonctions linéaires d’un paramètre À, nous traduirons les égalités ci-dessus en disant que : les ordres des pôles des résolvantes canoniques sont les exposants des diviseurs élémentaires de la fonction déterminante.
Il est notable : 1° que DER RE EE, RE
2° que ae la OS UT
De ces inégalités et des égalités (35) résultent un certain nombre d'inégalités intéressantes :
1On'a
Pô=-1—= AGE by +... + Ro d’où Pi12 6 + q — 6; cette inégalité a été donnée par M. B. Heywood pour 0 — 1.
La somme du genre d’un nombre fondamental et de son ordre comme pôle de la résolvante est inférieure à son degré de multiplicité comme zéro de la déterminante.
2° Commen,2n,,
PA Piper
(1) Voir à ce sujet B. Heywoon, Thèse déjà citée.
Un nombre fondamental de genre 4 est un pôle de la résolvante d'ordre au moins égal à son degré de multiplicité comme zéro du mineur d'ordre 4 —1 de la déterminante.
3° Comme r2 nn,
PE PIS PI Pie d'où
< Phi PO;
La multiplicité d'un nombre fondamental comme zéro d’un mineur
d'ordre 0 de la déterminante est inférieure ou au plus égale à la
moyenne arithmétique des multiplicités de ce nombre fondamental comme zéro des mineurs d'ordre 0 — r et d'ordre 6 + 1.
DEUXIÈME PARTIE
16. Dans cette seconde Partie nous nous proposons d’étudier les systèmes d'équations intégrales linéaires du type suivant :
Y=rm
(36) 23 ÉSECEN! bass) Bts) | = eut) (H=E,2, 200) 0 =
où duy(Z), Duy(T, S), (Er) sont des fonctions bornées et intégrables dans le domaine o£x£1, 0£s£1; À un paramètre donné et 0,(x) des fonctions inconnues que l’on se propose de définir dans le domaine CÉSAR E
Considérons le déterminant
Am (Z) CON Amm(æ)
etsupposons qu’il ne soit pasidentiquement nul dans le domaine o£x£1 EZ 4
et ne s’y annule que pour des valeurs de x isolées et en nombre fini. Faisons pour un instant l’hypothèse que les fonctions Ü,(x) aient 5 1
été remplacées par leurs valeurs sous le signe f et résolvons le
système (36) comme un système d’équations linéaires en (MER pÉness Ca) Nous obtenons le système équivalent
A(z) B(æ)= fut) +AŸ 7 Kyv(æ, s) 0,(s) ds (LES 86670
Posons A(x) Out) = pu(æ) et D] Ky,(æ, S) Se (37) SE TO Tue CL
La résolution du système (36) est équivalente à la résolution du
système DE 7 ),1 1
(38) quiz) = Ju(x) + À > É Hyv(æ, s) o,(s) ds (Er MEN fi Fredholm a montré que la résolution du système (38) peut étre ramenée à la résolution d'une équation unique. Pour cela il pose
T—p+I \ H(x,s)—=H,,(x —u+1,s—v+1), pour 0 << 4 (39) ‘ Ù $ —V +1I
ÉLUS), pour 0oZ—p+I <I, et considère l'équation
(40) ete) f H(&s)a(s)d = (x):
À toute solution 2(x) de (4o) valable dans le domaine ox <m correspond une solution du système (38); elle est définie par les égalités
(41) o(T)=qu(r—p+i), _,pouro<r—u+i<i.
Réciproquement, les égalités (41) montrent qu’à toute solution du système (38) valable dans le domaine o £x=1 correspond une solution de l'équation (40) valable dans le domaine o£æ<m.
La résolution du système (38) est donc équivalente à la résolution de équation (40).
Or, l'équation (4o) est de troisième ou de deuxième espèce suivant que les fonctions A(s— +1) s'’annulent ou non dans lintervalle os —v+1<1, c'est-à-dire suivant que A(s) s’annule ou non dans l'intervalle os 1.
Nous dirons également que le système (36) est de troisième ou de
deuxième espèce suivant que A(s) s’annule ou non pour s compris entreoetrt.
SUR LES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES DE DEUXIÈME ESPÈCE
17. Nous allons discuter complètement dans ce Chapitre le système d'équations (38) en supposant que f,(æ) et H,,(x, y) sont bornés et intégrables dans le domaine
OST OSYÉE
Nous conviendrons de représenter par D Lay.) 0 Vas Vas = Vq Vas Vas +.» Va
Hysv (dis Ji) Hu,v,(æis a) +. Hp, v, (Æ15 Ya) Hu, v, (Zes Y1) Hu, v, (T2; Je) .…. Hu,,v, (La; Ya)
ae lelels sep alelets nee» loire spa te Melo) 1 re ner sie ihaerers)e
Hu, v, (Ts J1) Hu, v, (To Ja) LPAACZT Ya)
le déterminant
Si l’on se reporte alors, d’une part aux égalités (39) et d’autre part à l'égalité (5), on voit que la déterminante D(X) de l'équation de Fredholm (40), à laquelle le système (38) est équivalent, peut s’écrire
0 à l’œ Der / — RE Ge) DUE D sr A CRUE a sn Se fois. Lt fois.
en S1» S95-.., So dv WE Mia aAs een AIT» Pere m 1 as [” dss. See af! enr ON . si Es, … al : ? DIET er $1, 525... ST
«a Eee Dos t fois.
avec la condition & — à + b+...+1 et la somme doit être étendue à toutes les valeurs possibles des entiers positifs ou nuls a, b, €, .…., d. Nous dirons que D(À) est la fonction déterminante du système de noyaux H,,(x, y).
De même quand DE EE ES x <1, Y—v +1 le mineur du premier ordre de la déterminante de l'équation (40) a pour expression, en vertu de (39) et de (6),
(43) Dp(
a fois. b fois.
t fois.
\ et, ie, —_—__——— LE S D, 1,14 2,2, 252 ce) MM; M S13 S2» °° S H\; AL 1 D 2e 25 ee 772) 112 +20 : 3 s mt ——— \ 513 Sas ST a fois h fois { fois.
Nous dirons que les fonctions DŸ ( a) sont les mineurs du premier
ordre de la déterminante D(À).
La relation (30) va nous permettre maintenant de donner une défi-
; D PR REA Dal | ; nition du mineur d'ordre q D( FE Lu. ï) de la déterminante , ; Vis Vas... Va de l’équation (40) pour A D PE Ly— Hoi Dane PM CU =, ST ET PEN “à am pré. SR De ne
FETES Cette fonction Dhs DL he DS:
US } que l’on sait être entière à , Fe: ESS ae | Vas Par No en À, peut être définie par la relation
(44) ne ns D
q ON, Vase, 2 q Vis a) MOT
CR) où G:
D ILES 1) de (ha) Le
DADEOCONCM NOTA SONT:
US Ter IR ere
à) sont les
NAT NE
Nous dirons que les fonctions nl so dti Les NV en ; 5
d15 Vas Va
n Ÿ mineurs d'ordre q de la déterminante D(àÀ).
18. Ceci posé, nous sommes à même d'étudier complètement le système d'équations (38) en suivant pas à pas les résultats obtenus concernant la discussion de l'équation unique de Fredholm (n° 4), en étendant ces résultats à l'équation (40) par substitution deslimites(o, mn) aux limites (0, 1), puis en tenant compte des relations (41).
On obtient finalement les résultats suivants :
D'une part, la fonction déterminante D(X) et ses mineurs du
x) salisfont aux relations caractéristiques
. T premier ordre Dy (
Do) =: (45°)
(45) | dDO LS flous ee [= A = yat ds (45") =1 ‘ : e i=m fl »
+ À : E) Leeb Te Den Hit LI DE (46' ) w(& Y)D() X J Huts ù ) (46)
FREE
i=È=m 1 Fe < = H,(s, y)DE( |A) ds (G6" S 'uann( she ur D'autre pat :
1° Si D(À) 0, ce que nous exprimerons en disant que À n’est pas un nombre fondamental du système de noyaux H,,,(x, y), le système d'équations intégrales linéaires (38) admet la solution unique
(47) qu(e) = futæ) +X Ÿ Î Fuv(e, ss, À) fs) ds,
V—=41 DH(? 1) y
(48) Fuv(x, PRESS vers
uv (Z, Y, À) étant la fonction
IL résulte des relations (46) que les fonctions %,,(x, y, À), dont l’ensemble est le système de résolvantes du système de noyaux
H,,,(x, y), satisfont aux deux systèmes de relations
—H,,, (æ, y) + JC, (x. Y; À) y} > | Hy,:(æ, SJ JÉAY CSS hs À)ds (49° ) (49) | Le ni ——#} pi J H;,(s,y) Hu:itx,s,À)ds (49°) i=1 "°
2° Si, pour À=c, D(A) est nul ainsi que tous ses mineurs
d'ordres 1,2,...,q — 1, un de ses mineurs d'ordre g étant différent de zéro, par exemple le mineur
ce que nous exprimerons en disant que c est un #ombre fondamental de genre q, les deux systèmes d'équations intégrales linéaires homogènes
(50) pute) AY Hyy(æ,s) p(s) ds = 0 (HE LERIUME V=1 !
V=7t 1 (51) DAY f Hu(s, y) de(s) ds = RENE RU à Y=1 W
dits systèmes associés, admettent respectivement les q solutions
Dé: EH Bpyarsen Hg Li Lay roues This Ds Thhto ces Tq
Lo Vao esse nnnnus tenseur nl
0 RE RG LENS “re Pu(æ) = DU (x) — Yi rs : : Ya A RE ? ls 2 , € UT D Vis Yo, Ya
Minas se: Peas Ve NAUST sr.) Ya
D 7) = C7) = —— a ss ur de Yom ras Piel 7
Dit: es by ne To; ….. T9 Yi: dos ss Ya
Si l’on pose
Dix) — D (x) pour o<x—"p+1<1,
MINEURS DE LA FONCTION DÉTERMINANTE DE FREDHOLM. 3r
les g fonctions D, (x) sont linéairement indépendantes, ce qui revient x . LE ï ‘ ss ul : :
à dire qu’il ne peut exister une même relation linéaire à coefficients
constants non tous nuls &,, &;, ..…, dy
a Di Ce) + a D (x) +. ..+a, D (x) =0,
vérifiée quel que soit x compris entre 6 et 1 pour les m valeurs +, 3,..:,.mde l'indice pu.
Nous exprimerons ce fait en disant que les g solutions (x) du système (50) sont linéairement indépendantes.
Dans le cas qui nous occupe, le système (50) admet 4 solutions linéairement indépendantes (52) et g seulement.
3° Pour À = c, nombre fondamental de genre q, le système d'équations (58) n'a pas, en général, de solution; les conditions nécessaires et suffisantes pour que des solutions existent sont les q conditions
(54) >»? [l PO (s) fu(s) ds = 0 COTON 2 10
| ra
Ces conditions supposées remplies, toutes les solutions du système (38) pour À — c sont définies par les égalités |
VE AA ô=9 55 at =nte+e Kuy(æ, 5) f(5) ds + Das DU (+) (59) = ee OR IS Aint):
où K,,,(2, y) désignent les fonctions
Dé BB TL, Li, Lo, 77 V, Vas Va, is Va DÉMÉ TNT Er
et où les a, sont g constantes arbitraires, les mêmes quel que soit pu.
56) K v(æ, — É TEE
Vas Va ee) Vg Vis Va is Va
49. Les résultats de l’étude des noyaux et de la résolvante d’une équation unique s’étendront également aux systèmes de noyaux et de résolvantes d’un système d'équations intégrales linéaires. |
Deux systèmes de m? noyaux H,,(x, y) et K,,(x, y) seront dits orthogonaur, s'ils satisfont aux deux systèmes de conditions
> 1 His(æ,s) Kiy(s, y)ds= 0 it Hd PUR Œ V=1,2,..., M)
1=m i | > ‘à H;, (5,7) Ku:(x, s) ds =0 JF
Si un système de 7° noyaux H,,,(x,y) donné est tel que chacun de ses noyaux est la somme de deux noyaux de mêmes indices y, v de deux systèmes orthogonaux de m° noyaux composants : 1° la fonction déterminante du système de noyaux H,,(x,y) est le produit des fonctions déterminantes des systèmes de noyaux composants; 2° les fonctions résolvantes Fv(T, 7) À) du système de noyaux H,,(x,y) sont les sommes des fonctions résolvantes de mêmes indices w., y des systèmes de noyaux composants.
Désignons par h,,,.(x, y, À) la partie de la fonction méromorphe Fu,(æ, Y, À) résolvante d'indices y, y du système de noyaux H,,,(x, y) qui devient infinie pour À = c, et soient c, et c, deux nombres fondamentaux du système de noyaux H,,(x,y). On peut poser
uvre, YA = uv (Ss PV À) + have, (@ À) + huv(æ, y, À).
Les trois systèmes de m° noyaux h,,.(x,y,0); h,,.(x77,0); hus(æ&,Y,0) sont orthogonaux entre eux deux à deux et admettent comme résolvantes respectives h,,.(x, y, À); h,,.(x, y, AY: PACS ARS
Finalement, on peut étudier séparément les parties des noyaux huse(x, Y,0) et les parties des résolvantes 2,,.(x,y, À) relatives au nombre fondamental c.
Soit c un nombre fondamental de genre g annulant p fois D (À); huve(Z, y, À) peut être considéré comme la somme de g fonctions
(@) (6 NACRE RE TE CS il hÈ,. As PU. v, 7 uv, ng—1(æ; Qu.vi(T, Y) ,e(æ:,7 À) ne ee der dr eee Ml
les fonctions ph; ..…, Pline étant définies à l’aide des constantes
arbitraires a! par les relations
in
(l : ENT (l Phi tmy= À aix)BPiy),
AE TE à CB Du, v,2 (Ar) = D af au(x By)
SR SN at ee en le ln UN et elS ce eee lee less à à à ver"
RIRE np elles "sn systèmes de fonctions ta) et ÿ : . . . . ; u:(Y), qui existent, quel que soit le choix des constantes a!”, sont
tels que si l’on définit les fonctions
ae) = ah),(& — p +1) POUROE ER, Br) =BVi(y—v+1) pouro<y —v+1<1,
ces 2p fonctions af (x), B?(y) forment un système biorthogonal dans l'intervalle d'intégration (0 — m).
RÉACGE, yY,o) forment un système de »#? noyaux canoniques d'ordre n5; A%,.(x, y, À) sont dits résolvantes canoniques d'ordre 7%
de ce système de noyaux.
De plus, la fonction déterminante du système de 77° noyaux
him. a)est (x — :)
Enfin, si l’on appelle p4 le plus grand commun diviseur des expo-
sants du binome (À — c) en facteur dans les mineurs d'ordre 6 de la déterminante D (À), on a
US rt le = PRE P::
(58) RG = PO — P6.
HÉLÉLanS N'e ‘ Pas Por Ho
Notons que, pour & et 0 donnés, l’une au moins des 72 fonctions aŸ(x) n’est pas identiquement nulle pour o£x£1, puisque «Ÿ(:r) ne LE é
saurait être identiquement nul entre o et m. De même, l’une des m fonctions BR) n’est pas identiquement nulle pour o£ y £1.
On ne saurait donc d’une part avoir simultanément
f) 2 A0 pes AE: AN pl, 1(Z 7) == oi (æ, y) CUITS Ph v,1( Ts Y ) = 0;
sinon 1l existerait une relation linéaire à coefficients constants non tous nuls entre les fonctions a«(x), aÿ(x), .., an (x), ce qui est impossible, celles-ci étant biorthogonales aux fonctions B/°(y), BAG) Le 64 (y) dans l'intervalle (o — m).
Nous pouvons donc énoncer que m résoloantes canoniques au moins admettent le pôle À —c, et, si nous désignons par {4,, V,3 Us, V3 ...3 Lovleurs indices mu eymilsteéntstels que, me ST tu Vis Vos ce) Vmy SONt deux permutations des nombres t, 2, ..., m.
Nous traduirons d'autre part les égalités (58) en disant que les ordres des pôles des résolvantes canoniques sont inférieurs ou au plus égaux aux exposants des diviseurs élémentaires de la fonction déterminante; ils sont égaux à ces exposants pour une au moins des m° résolvantes canoniques.
Nous remarquerons, enfin, qu’en vertu de (45),
bu =m + diog DO) LP ?
9) DE CL b=1
donc c est un pôle pour l'une au moins des m resolvantes &,,,(x, y, )),
LR d'logD (À car 1l est nécessairement un pôle simple de EL
ADMETTANT DES POLES DONNÉS
20. Considérons un seul noyau H(x, y), et conservons les notations du n° 2. | Les fonctions a!” (x), B(y), qui entrent dans la formation des
noyaux canoniques (x, y, 0), sont des fonctions dites principales relatives au noyau H(x, y) et à son nombre fondamental c.
Dans ses remarquables recherches sur les équations intégrales linéaires, M. Goursat (!) à montré qu'on peut définir de la façon suivan te les fonctions principales :
Etant donné un nombre fondamental de genre 4 du noyau H(x, y)
annulant p fois la déterminante de ce noyau et p? constantes a; ; telles que
C7 mL di2 i,p U A. LT eu DE RE:
(60) A(r) = 2,1 2,2 2,p = (1— r}, pi A p,2 . dp,p=T
il existe des fonctions D,(æ), p,(x), ..., o,(x) satisfaisant au système d'équations intégrales linéaires homogènes
Ai
c| H(xz;s)m(s)ds—a;s;m(x) + ui: pr) +...+a,,p PPT),
(61) sf. H(zx,s)oœ(s) ds — di pu( x) + Ge paf) +...+ Gp Op(T),
ini nain else es ele see lens 5121» na)» sais lelos uen pla s eee op lshetels +) os lee mn res s
| cf Hz, s)qy(s) ds — ap pr) + aa Pa) +. + Gpip pl) | br:
système de seconde espèce, puisque
Ronan TP en vertu de (60).
D'une part, chacune des fonctions », (x), o,(x), ..., 9,(x) est dite fonction principale relative au noyau H(x, y), à la variable x et au nombre fondamental c; d’autre part, l’ensemble de ces p fonctions
constitue un groupe principal relatif au noyau H(x, y), à la variable x et au nombre fondamental c.
(!) Ann. de la Fac. de Toulouse, 1908, Mémoire déjà cité.
Lorsqu'on connait un groupe principal relatif à un noyau H(x, y), à la variable x et au nombre fondamental ce, on obtient tous les autres en effectuant sur celui connu une substitution linéaire à coefficients constants dont le déterminant est différent de
zéro.
Nous nous proposons, dans ce Chapitre, d'appliquer les résultats du n° 48 à la recherche d’une solution d’un système particulier (61), et, par suite, à la détermination d’un groupe principal; la dernière proposition que nous venons de rappeler nous permettra d’en déduire
tous les autres.
21. Dans ce but, faisons un choix particulier des constantes a!” qui
entrent dans les formules (22); prenons-les toutes égales à € et appelons AÛ(x), B}(y) les nouvelles fonctions principales 4 (x), 8% (y), correspondant à ce choix de constantes.
Nous allons former le système d'équations du type (61) auquel satisfont les fonctions A (x).
Les formules (21) et (22) permettent d'écrire
i=nÿ—} Î1=ng -1 D AV(x)B,(Y) (62) chË(æ, v, À) — Y = RUES EMULE
Si, après avoir fait À — o dans cette égalité, on multiplie les deux membres par A!Ÿ(y)dy et intègre entre o et 1, on obtient, en vertu de la biorthogonalité des fonctions Af(x) et B!(y), la relation
(63) cf RÜ(æ, 5,0) AŸ(s) ds = AP (x) + Az) +...+ AÛ(æ). “0
D'autre part, posons
(x; y) =4(x, y 0) K(x, y) = AM (ze, 7,0) + AB (a. v,0o) +..,+ k (x, 7,0) + K(x, y),
les g +1 noyaux AV (x, y, 0) et K(x, y) sont orthogonaux deux à deux.
Cette orthogonalité entraine les identités (‘) | K(æ,s) hs, y,)) AS — 10, "0 | RBI(æ, 5,0) AŸ(s, y, À) ds = 0, pour & 6, quels que soient æ, y et À.
Tenant compte de lindépendance des fonctions B(y), il en résultera les identités
| | Kix,s) AS) s = 0, (64) +/0 | | 1e RS (æ,s, 0) ASS) ds = 0.
Les égalités (63) et (64) montrent que la fonction AŸ(x) satisfait à l'équation Aa | (65) c | H{z,s) As) ds — Ar) AN(S) 2e ANT).
En faisant varier 0 de 1 à q etide 1 à rw, on obtient p relations qui constituent un système du type(61)auquel satisfont les fonctions principales AŸ(x).
22. Considérons maintenant le système d'équations intégrales linéaire homogène du second ordre
atæ=e f H C2, ») 91 (5) ds!
ge) + palace f H(æ, 5) g(s) ds,
pi(z) + P(T) +.. +on(e) = f H(æ, 5) pn,(s) ds.
1) Voir Brxox Heyvoon, Thèse déjà citée ) J
Si l’on suppose n,_n,-...7n,, ce système admet les 7 solutions définies par le Tableau ci-dessous :
Solutions. v.. Do moe On—nge Pnang+ie Pri—ng+2 Pri—np+3 = Pns—1° AE 0 0 ne 0 A) A AN) re AU; DEC o DE o) 0 A9) A RS SRE Se 0 (o) pue 0 0 0 A Fa Ne non: re) O0 ue 0 0 0 0 er (e)
et ceci est vrai pour 0 = 1, 2, ..., g. Donc le système (66) admet Ri+ Rat... .+ n4= p solutions.
Ces p solutions sont linéairement indépendantes dans le sens donné à ce mot (n° 18); cela en vertu de l'indépendance des fonctions AŸ (x).
St donc on considère le système d'équations intégrales linéaire du second ordre
| 1 qilx) = fi(æ) +àf Hu, s) gi(s) ds,
lequel se réduit au système (66) pour x = e, et fifz)=f(r)=.. = (e)=0,
la déterminante de ce système s’annule pour À = c ainsi que ous ses mineurs d'ordre 1 à p — 1 inclusivement.
25. Nous nous proposons d'établir maintenant que tous les mineurs d'ordre p de cette déterminante ne sont pas nuls.
Nous commencerons pour cela par exprimer la valeur de cette déterminante D(X) et celle des résolvantes du système (67) en fonction
de la déterminante Dj(À) et de la résolvante %(x%,y,ÀA) du noyau unique de Fredholm H(x, y).
Supposons que À n’annule pas D,(A) et résolvons la première équation (67) en ?,(æ), nous obtenons
qu(x) = fix) + À [ J(æz,s, À) f(Ss) «ds.
Remplaçons #,(æ) par cette valeur dans la seconde équation (67) et résolvons-la en #,(æ), nous obtenons
DUT) Ge) f Er ds at) PCT CO TENr its) ds +2 fa À) faits) ds.
En opérant de proche en proche et désignant par f},(#, y) la (4 — 1) fonction itérée de la fonction f(x, y), on obtient comme résolvantes du système (67)
(68) user, YA) = (— ai) EAN (Ze, Ph) HE AVI, (æ, YA].
Les formules (7”) et (45”) donnent alors
œ log RE =n f H(s,s,À)ds——-n Æ Re,
d’où, en vertu de (7') et de (45'), (69) D) = T[Da(a)}":
Les formules (69) et (68) donnent les expressions cherchées de la déterminante et des résolvantes du système (67).
D'un autre côté
1° La formule (62) permet d'écrire
i=nÿ—) “ou 2 TÉH AD (æ) BC (70) th (x,3, D = D
( À J+k j —0 [Er el / \ :)
ho CH. PLATRIER.
T? désignant le nombre des permutations à répétitions de p lettres g à q.
Cette formule se réduit à (62) pour k = 1.
Supposons-la vraie pour Æ et démontrons qu'elle est encore vraie pour 4 +1. Il suffit de multiplier les deux membres par ch(y,2,))dy, remplacer A!(y, 3, À) par son expression (62) dans le second membre et intégrer entre o et 1 les deux membres de la nouvelle égalité ainsi obtenue en tenant compte de la biorthogonalité des fonctions A?(x), B°(y). On obtient facilement la formule (70) où k a été remplacé par # +1. C. Q.F.D.
2° L'orthogonalité deux à deux des g+1 noyaux 4? (x,7y,0) et K(x, y) entraîne (‘) l’orthogonalité deux à deux de leurs résolvantes AŸ(x, y, À) etæ(x,y, À) et par suite les égalités
1 h® ECS A) RPICS A ja = f” RO (x, s,À) AGY(5, YsA)ds= 0
(pour 0 <5w)
et
(1 1h RÉ (x, s, A) X(s, y, À) ds Se RO (x,s, À) Ny(s, y, À) ds = 0;
ces égalités permettent d'écrire (D) Hate, y, D = he. y, D +R (a, 7) + +R (e, y, À) + x (2, 7 À) = her(æ, À) + Nr, y, À).
3° Posons d’une façon générale (72) fav, 7, D = DENON us Cas 7 À) + AT fu (2 Je]. Les égalités (70) et (71) permettent d'écrire respectivement
i=nÿ—)
im D THYAP() [BC —B,.(n]
— À uv 3 h® — Œnie Pi (73) hkcuv(z, y, À) cv > À
QE == 0 { JE à à \ C
(avec la convention B! (y) =0iêt
(74). FT, y; À = hf ave PA) + RE, (æ, y, À) +... + AU, (ar, ÿ, À) + Xuv(Z, YA) = house», À) +u(æ, y, À).
(*) Voir Bryox Heywoon, Thèse déjà citée.
25. Nous sommes maintenant à même d'établir que tous les mineurs d'ordre p de la déterminante D(À) ne sont pas idenliquement nuls pour À = c.
Considérons en effet le mineur
Ai Pan Up db Jos es rs Ÿp La formule (4/4) permet d'écrire p ( Las ce. Dh 1)
V1 Vo, +...) Yp
Cr LOT Fan À) In (Aus Vas À) TON Rs (TL) = [Da(A)l" JC, 1; Yi À) Jn,,1(Te) Vas À) JC, 1 (T2; ps À)
nent de so nfblo los reed spires eo ver no sd de e stp à san ess
PA ETES Yi À) Ion 1(Lpr Var) OCT à TO TUE pair
p fois.
\ ——_ + ei 1) = D'or Lay 1.) Th
Fe] FA Ji Ja) s..) Vp
me
p fois,
Remplaçons la fonction 3%,,,(x, y, À) par sa valeur (74). Le déterminant en facteur dans le second membre peut être considéré comme la somme (q + 1}? déterminants.
Formons un déterminant de cette somme et multiplions-le par [D,(À)]". Supposons que ce déterminant partiel contienne: a, colonnes de fonctions k!?, ,, a, colonnes de fonctions A°,,,, etc., a, colonnes de
fonctions 27, et a,,, colonnes de fonctions %, ;,
A+ Ati. + dy + Ag+1 — D:
1° Supposons 4,,,5£ o et, à l’aide de la règle de Laplace, dévelop-
pons le déterminant partiel considéré par rapport aux 4,4, colonnes
contenant des termes en %, . Nous obtiendrons Cr termes corres- Lis Emi
) PAS LT ET (C'#*' désigne le nombre de combinaisons simples de p lettres a,., dan):
Un des termes T est décomposable en deux facteurs : le premier n’est pas infini pour À = c, il consiste en un déterminant formé avec des termes des a,,, colonnes contenant %,,, multiplié par la puissance nŸ" de la déterminante du noyau K(x,y); à chaque premier facteur ainsi déterminé correspond une somme de termes T dont la
pondants tk qui entrent dazs la somme composante P(
somme des seconds facteurs est un mineur d'ordre < g du système
d'équation (67) où l’on a remplacé H(x,y) par H(x, y) —K(x, 7),
et l’on sait (n° 22) que ce mineur est identiquement nul pour À — c. Donc l’ensemble des termes T est identiquement nul pour À — c. 2° Supposons &,+, — 0. La formule (73) montre que
Ai CT; À) = u(æ) fi (7) a Ua(x) 192 FREE Un, (Æ) Pr (y).
Done, si l’on considère un déterminant partiel tel que & > n5, en développant ce déterminant à l’aide de la règle de Laplace par rapport aux &, colonnes contenant Le on voit qu'il se compose d’une somme
de termes identiquement nuls.
LIN La NT.
Les termes T’ de P( Ur SAN OUT E
nants partiels considérés dans cette seconde hypothèse sont donc identiquement nuls pour À — c.
Li, Tosore, Ty C |» on YV15 Ja» ss Va
aura seulement à considérer les valeurs suivantes des nombres a :
à) correspondant aux détermi-
3° Finalement pour trouver l’expression de P(
dy —= 10; US See la = Nas Æg+1 — 0.
Désignons par D,;(X) la fonction déterminante du noyau unique K (x, y), on obtient alors en vertu de (73)
. | Asa) As) ... A,(&)
Roi Cr ee A TAC) Ap(Zp)
Bi(71) B:(»1) B,(y1)
Bi(Yp) B:(7») Bp(Y»)
A,(æ)A,(x)...A,(x) désignant les p fonctions Af(x) et B,(y)B,(y)...B,(y) désignant les p fonctions BŸ(y).
Les deux déterminants du second membre de cette dernière égalité ne sont pas identiquement nuls, en vertu de l'indépendance, d’une part des p fonctions A;(x), d'autre part des p fonctions Bi(y).
ce) 0
Cette inégalité établit la proposition énoncée au début du n° 25.
Donc
VAN EAN IE DOS “ ( Ji Vas ce V'h
26. Nous pouvons enfin résoudre le problème objet du présent Chapitre.
D'une part on déduit de la résolution des systèmes d'équations intégrales linéaires homogènes de deuxième espèce (n° 48) que les fonctions ©, (æ) qui satisfont au système (66) sont des fonctions linéaires homogènes à coefficients constants des p fonctions
P Les cos) Lin, Lo Lipyy ce. Up c) P;(x)— LEO CO D Cat TION TION DOI > Ÿp (Ë= 1,3, ; , P) My Lips es sa sr ar ets dnlers tee >» Lp P( e) Vis Vase senesnss soso >, Yp
D’autre part les fonctions +, (x) sont des fonctions linéaires et homogènes à coefficients constants des p fonctions linéairement indépendantes A;(x), puisque (n° 20) on obtient tous les groupes principaux par une substitution linéaire à coefficients constants effectuée sur l’un d’entre eux.
Or les p fonctions P;(x) sont linéairement indépendantes; en effet supposons qu'il existe une relation de la forme
mP;(z)+æP;(x)+...+a.P,(x)=0,
Gi, dr... , y étant des constantes non toutes nulles; faisons & — x; dans cette équation et remarquons que P;(x;) =1et P;(x;) = 0 pourt 7, on aura
== 0 pour EL A D
égalités contraires à nos hypothèses.
Nous concluons de tout ceci que les fonctions P;(æ) se déduisent des fonctions A;(x) par une substitution linéaire à coefficients constants, le déterminant de la substitution étant différent de zéro.
Les fonctions A; (x) constituant un groupe principal, les fonctions P;(x) en constituent un second.
Finalement ox aura tous les groupes principaux relatifs au noyau
H(x,y), au nombre fondamental e et à la variable x en effectuant une substitution linéaire à coefficients constants sur les p fonctions P; (x), le déterminant de la substitution étant différent de zéro.
De même on aura tous les groupes principaux relatifs au noyau H(x, y) au nombre fondamental c et à la variable y en effectuant une substitution linéaire à coefficients constants sur les p fonctions
By Boy corse sus esse € 1] 1» dy ce pute CRIS c'es es sie à P Ê Yi s Fe) .….. VE E V, Vi+1 RER ES Ÿp p PAT ER ES CEE TA MS PRET MNT Ver aies out NÉ
le déterminant de la substitution étant different de zéro.
Qu(Yr)=
SUR LES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES DE TROISIÈME ESPÈCE
27. Nous avons vu (n° 16) que l'étude des systèmes d'équations intégrales linéaires de troisième espèce
À | AS KZ, S) : Z e (75) quiz) = Jar) + F4 1 he io) as (&m—1,2,...,m), ne
où À (s)s’annule pour des valeurs isolées de s en nombre fini comprises entre o et 1, est corrélative de celle de l'équation intégrale linéaire de troisième espèce
(76) o(a) = te) + f H(æ,s)o(s) ds,
les fonctions f(x), H(x,s) étant définies par les relations (39).
En conséquence, nous nous proposons de reprendre ici, en les complétant sur certains points, quelques théorèmes déjà connus concernant l'équation intégrale linéaire unique de troisième espèce. Nous appliquerons ensuite ces théorèmes au système (73) en utilisant les résultats du troisième Chapitre.
28. Nous étudierons tout d’abord ce que devient la solution de
MINEURS DE LA FONCTION DÉTERMINANTE DE FREDHOLM. 45 l'équation
(77) p(xz) = f(x) +2 f Ro) o(s) ds
quand & est compris entreo et 1.
Nous nous placerons au point de vue de M. E. Picard (‘). Nous supprimerons du champ d'intégration (o — 1) l'intervalle a — eaa+n (e et n étant deux quantités positives aussi petites qu’on veut et non nulles); nous désignerons par E le nouveau champ ainsi défini; l’équauon de seconde espèce
K LS (78) Ce) = f(e)+ à f ET e(s) ds E
admettra en général une solution unique. Nous chercherons ensuite s’il existe une ou plusieurs limites de la solution en question quand € et n tendent vers zéro.
Nous considérerons successivement et uniquement les cas particuliers suivants :
Premier cas. — p<1et f(x), K(x,y) fonctions bornées et intégrables dans le domaine o£æ£1,0£y£1.
Deuxième cas. — p quelconque et f(x), K(x,y) fonctions holomorphes de x et y dans le domaine complexe à contour simple (S) du plan de ces variables contenant le segment réel (0,1).
29. Premier cas. — p <1et f(x), K(x, y) bornés et intégrables
dans le domaine o£æx£1,0£y£1.
Soit|K(x,y)|£M dans le domaine o£x£1,0£y=£1.
Considérons la série définie par l'égalité (5) et relative à l’équation (78). Désignons-la par D (X, €, n). Son terme général de rang 5: T;(e,n) a un module moindre que
1 ds TD RE
a —£ ds Î Tæ
d’après le théorème de M. Hadamard sur la valeur absolue d’un déter-
10 Mo w° |
& | fe
(*) E. Prcarp, Annales de l’École Normale, 1911. Mémoire déjà cité,
minant et d’après la formule élémentaire (*) b b “ (2) (x) dx < Af (x) dx,
où a < b, A limite supérieure de f(x) et # (x) fonction positive entre a et b.
Or le terme entre accolades est inférieur à
RUES
1—p _ ai—p EAN ei [+1 a |[+2[a |) pour toutes valeurs de set n moindres que « quantité positive inférieure à [a|et|1—a|, et la série de modules
+ [À [5 MS &? AG RTE ONE est convergente, car = lim #2#t — Jim | x MA (+2) LIT Shen T = © Uz DE [Lo] VS +1 |
Il en résulte que la série D(À,e,n) est d’une part entière en À, d'autre part absolument et uniformément convergente, quels que soient € et n compris entre o et «.
On sait de plus que T,;(e, n) a une limite quand e et n tendent vers zéro puisque p < 1 et
\K _ S2 ». es) S15 2 +... So On peut donc déterminer un nombre (,, positif, plus petit que x et tel que, si
TD < MSw:.
. CARE TE 02 N 21 on alt
Te, 7) — Tales m)1S 3P +1 u étant une quantité positive, aussi petite que l’on veut, donnée à l'avance.
(') Voir E, Picarn, Traité d'Analyse, 1. 1, p. 7.
Soit 0 le plus petit des nombres 0,,0,,...,0, et supposons
CES
Vas a Ven, on aura
0 0 pour toutes valeurs de &,, n, satisfaisant aux inégalités on ee €, nn < 1.
Comme il résulte de la convergence uniforme de la série D (X,&,n) qu’on peut choisir p tel que simultanément
DA, &,n)— Tale 7) | P
D(A,€;, n)—Ù To (Es n)|£ Lo
on en conclura que IDE; n)=D(X, 17) |Eu
Cette inégalité met en évidence que la suite D(X,e,n) tend vers
une limite finie et déterminée quand € et n tendent vers zéro. CAC NO C1 dinar 0 gx ordre de D(X,e,n) tend vers une limite finie et déterminée quand e et n tendent vers zéro.
Da là la proposition suivante :
La méthode de Fredholm pour la résolution de l'équation intégrale linéaire de seconde espèce s'applique sans modification à la résolution des équations de troisième espèce du type (77) quand PET EL lorsqu'on entend par résoudre (77) chercher la limite de la solution de (78) pour € et n tendant vers zéro.
On établirait de même que D (
181) mineur du
30. Nous rattacherons à ce cas un important théorème de Henri Poincaré (‘), au sujet de l'équation de Fredholm de seconde espèce à limites infinies.
(:) H. Poincaré, Acta mathematica, t. XXXIIL. Mémoire déjà cité.
Considérons l’équation (79) LA [HG OO dt= (y) A où [H(y, 4) < ME, M étant une quantité finie, y et { pouvant varier de 1 à l’æ, g étant un nombre plus grand que 1.
H. Poincaré a montré qu'avec ces hypothèses l’équation (79) est résoluble par la méthode de Fredholm.
Pour établir à nouveau ce théorème, posons
(Piper NE Ch ) SE
y F =) Ja=s(s) ED EUC ns
L'équation (79) peut s’écrire
(a) f D gs) ds = (x)
et de plus |K(x,s)| <M et 2 — qg <1.
L’équation (79) est donc ramenée à une équation du type étudié dans le numéro précédent et le théorème de H. Poincaré résulte immédiatement de cette remarque.
51. Deuxième cas. — p quelconque; f(x) et K(x,y) fonctions holomorphes de x et y dans (S).
Désignons encore par D(X,:,n) la fonction déterminante de CRE Hit pas COUNR La solution de (78) est en général donnée par la formule
æ 2 fo (* ROrON
l'équation (78) et par D (
PS ï) son mineur d'ordre q.
Nous allons chercher ce que devient le second terme de cette somme quand € et n tendent vers zéro.
52. Nous ferons la remarque préliminaire suivante sur la fonc- : TR DEN Le tion K( PERRET Se Vas Pos se.sr Vo Si l’on fait x,= x; dans cette fonction, elle devient identiquement nulle, car le déterminant qui la définit a deux lignes identiques.
Il en résulte que K{
Lis Los co TT
) est divcisible par le déterminant Vis Va ce. Yo
de Vandermonde :
lei ee HO Ur (D RE de ä " ) MOTS MUR Le Gi lequel est identique à
1 (Zi —"a) (x — a) ... (rx, — a)!
PEUT QUES AS CR NRA TO EN PR ME M ire
quel que soit a.
Il suffit de développer ce dernier déterminant pour en déduire
Mis Ts re Æ u É que K ( NE 2) peut être mis sous la forme Masai: JT
à (%, —a)(z;, — a)... (ri, — a) a (ds, Ds, ee, Los Vas Von FE)
(2) désignant une permutation simple £,, &,, t,, ..., 15_, des & nom- Me ne élit ie: us Visas Ye NU oc holomorphe des 25 variables x;, y;.
Il en résulte que si & 2 g et g entier, on peut écrire
(81) ss SA Vas Va cou (a — a)(ts—a)...(Z5 —4a)7 D At Los 9) lw; RATES .. +: Ya) À ne (Zn — a)1(æi, — a TL, — aÿT? ARTE CE) .
A4; étant une fonction holomorphe des 25 variables x;, y;.
Supposons g entier tel que
et considérons le terme général T,,(e, n) de D( CALIRE a Re En raison : 1° de la symétrie en 5,,8,,..., Sÿ de l'intégrale mul-
tiple entrant dans l'expression de T de ne Fr la non-importance
du nom des variables au point de vue de l'intégration, et 3° de la
formule (81), on peut écrire
DO) ne _ Les fa fe
Rene os So) (Sgri — ATP (Sgre — AN PR... (Sy ; (Si \a)rT7F1(s, —"a)r" 142... (s, — a)?
B7(s,,5:,...,5%) étant une fonction holomorpheens,,s,,...,s, dans l’aire (S) du plan de chacune de ces variables. Cherchons une limite supérieure de B(S,,8,,:.., Sa )-
., Pour cela reportons-nous à l'égalité (81) et dans Rise a
F1 Ya SOLS =
remplaçons K(x, y) par le développement en série de Taylor limitée :
K(a,v)+ TK; (a) ar
(æ—a) "1 K (9-1) (ra)
EN Ki (a, y) + K[a+8(æ— a), y)].
Nous considérerons ensuite chaque ligne du déterminant
co Toy +.., 4 Yi d'os SE RE) comme la somme de g +1 lignes et nous le décomposerons en une
somme de g +1° déterminants : les uns seront nuls comme ayant deux lignes identiques, les autres nous permettent de calculer les fonctions A;
Les termes des fonctions A,;, que donnent ces derniers déterminants TD
sont chacun en valeur absolue inférieurs à M° &° (M désigne ici une limite supérieure de K(x,y) et de ses g premières dérivées par rapport à æ pour o0£%x<1 et 0<y<T).
De ces remarques on peut donc conclure que
Lo) a
LAONPRREAIECENA LEE
ER
Posons alors
ug (S13 S2, ...; Sq €, n) n— [l dSo+1 [usss PS | dSm(Squi — 2) P(Sg+2— A)ITP... (Sa — a) P VE JE JE X B7 (51, 5»... Sms) el TJ 7 œ : (— 2) U, (51 San 05 So ln Es) — > 4 ee u7 (S1 S93 + + + y Sy Es n). D =
Cette série est, d'une part, entière en À, et d’autre part absolument et uniformément convergente pour € et n positifs ou nuls inférieurs à falet|1 — a| et pour $,, 82, ..., 8, situés dans le domaine S du plan de chacune de ces variables.
En effet, la valeur absolue de chacun de ses termes est alors inférieure au terme correspondant de la série à termes positifs indépen-
AntS de En, 8: 55 see Se
= [oj pa … (g+1)9MPw*,
et cette dernière série est convergente, car le rapport d’un terme au
précédent 1\S I ee
tend vers zéro quand & croît indéfiniment.
Ceci posé, on sait que 47(5,,5:,...,8,, €, n) foncüon holomorphe de 5,,:5,; ::., s, a pour limite w7(s,,s:,...,5,,0,0) quand set n tendent vers zéro. On peut donc déterminer un nombre 0, tel que si € et n sont inférieurs à 0,,, on ait
AS
- (m | [aT (si, 52, 13916 0) 44 (SirS2s oO OM 3n+I
u étant une quantité positive aussi petite que l’on veut donnée
à l’avance.
Soit 0 le plus petit des nombres 0,, 0,1, -.., 0,41 et Supposons
sf ae
on aura
— À)9 + (4) » ( 2 uT (S4, Sa Sas Et) — 2 ( = ur (Si Sasrser Sas 070) <£ D: € D =4{ TD =
Comme il résulte de la convergence uniforme de la série U,(sisaterees Reati
qu'on peut choisir À de telle sorte qu'on ait simultanément les inéga-
lités TD=q+n .
alle A) F 7 ES RETIRE b.
DCS MONS AT OO ?2 + (sus Sd ee STONE É TD = {4 TD=q+n 1 » : , : — ( LOI : ni LA ES AS Las de €, nn) — de D! UT (Si 8, ss Sgs €, n) 3 TD—q
on en conclura que Giants e,n) = Us eee lee,
c’est-à-dire bases NE 0) COS RL RO
Notons enfin que les séries ECS Sata À EN) MENU er Sy À, 0, 0)
sont formées de termes qui sont des fonctions holomorphes de s,, S2, -.., & dans le domaine (S) du plan de chacune de ces variables. Comme, de plus, ce sont des séries uniformément convergentes, les séries en question sont elles-mêmes des fonctions holomorphes de s., S2,--., $ dans les mêmes domaines respectifs (S). Finalement, on peut écrire D=q—1
ARR A Ce (82) D(2,8,1n) —=1+ à MEET ECS
st :
‘ - RL PA , x [as flans. fase use te een) E E E (Sa) PE ls — a) Et, (sn)?
‘ ÉTOTE Ÿ . LUE ir fes las RL Re FE Je (si—«a)PT9 +(Sg— Q)P—242.,, (5, — ar”
MINEURS DE LA FONCTION DÉTERMINANTE DE FREDHOLM. 50 les foncüons uñ(s,,s,,..., 8%, €, n) et la série entière en À
Us S9 CECNDE | Sq) À, E,; i)
élant, pour € el n suffisamment pelits positifs ou nuls, des fonctions holomorphes en s,, s,, ..., s, dans le domaine (S), qui tendent respectivement vers les fonctions uS(s,,8,,..., 8%, 0,0) et la série entière en À U,(5,, S2 +» +. Sy À 0, 0) quand € et x, tendent vers zéro.
_ A Re | PE 34. On établirait d’une façon analogue que l’on peut écrire :
7 LA \ (83) D( 1e) } / D—q—1 Ponte \ (— A )T _ (y—a) w!
GG =1 X | ds, | Se | ds - AISA PARTIR PRE (Si — a)P=o+ri(s, — a)P=u+ TE (S5 — a)?
CA © & LEE D
D—q—1 on + fe * Een ee | FREE | use ext ”
“Æ LE Ep
= 0 x \N Var NL oies 40 on Cr) ad (S1 — a)P=m+1 (551 — C1) ambigu À à Er PNR (er 9 Nas JE (Ss — a)?
LA
EE | ds; [as [l ds, ESS ae Le —_ ei & “ ub.
tE JE
e el (ne nt” lent , (si a) (sa) RE NS, a)
+f ds; as. | dsy E VE JE = :
TE , » = xD Days Sa, gs AE) ia), (sn a) Et (y — a) TES, — a) TE (SAS
les fonctions VX, V; 813 823 » + +3 Sas €)» LM Sa 22 Ses D Pres cCries entieres sens N N,(X, Vi S15 Sos rs Syrhatt) vie Me 2 ren) Clant, pour ie lelir suffisamment petits positifs ou nuls, des fonctions, holomorphes en x, y, s,, s,, .., s, dans le domaine S du plan de ces variables, qui tendent respectivement vers les fonclions 6E(x, y; Si, 82,2, Sa) 0) Oo), D is 50100) él eraules séries entières en À Me D sursis 22h 0, 0), MGery. sh Bree Sa 5 0, 0 NUE el n tendent vers zéro.
53. Nous sommes maintenant à même d'étudier la limite de la fonction
KE }f(s) ds
D'rer)
quand cet n tendent vers zéro.
5 ; . FAP ? $ Remplaçons dans ce quotient les fonctions D 1e n) et D(À,e,n)
par leurs expressions (82) et (83). Le numérateur et le dénominateur se composent d’une somme d'intégrales multiples (1) et les fonctions
à intégrer par rapport à 8, 8, 82, --+, $ Sont de la forme TRS SNS A ETE]
(s— as, — RAS =)... (S—a )X
LS 3843 Sas ee 3 Sg Às © N) étant holomorphe en s, $,,.5:, :., 8, ettendant vers f(s,s,,8,,..., 8, À, 0,0) quand € et n tendent vers zéro.
Soient B, B,, ..., 8, les entiers immédiatement supérieurs à %, æ,,..., &. Nous développerons les fonctions f(s,s,,8:,..., Sy À,€,n) en série de Taylor limitée aux termes de rang 6 par rapport à s, puis les termes obtenus en séries de Taylor limitées aux termes de rang 6, par rapport à s,, etc., de proche en proche jusqu’à la variable s,.
Les fractions (F ) se décomposent ainsi en une somme de fractions; effectuons sur chacune de ces fractions composantes entrant dans les intégrales (1) les intégrations par rapport à celles des variables s, Sy, $ Qui ne figurent pas dans leurs dénominateurs.
Le quotient R(x, À, #, n) se présentera alors sous la forme suivante
D fa [as fa — es HS Fe ne (Sa — a)h(ss— ah... (sy — a) (re ne
SAR Re ml : à (Si —@a)i(ss— a)s...(s3— a)
; ds avec la convention | ———— —7} Je (s — « )°
(4) représente 1e1 le groupement des 4 nombres 7,,#,, ..…., metiles
sommes Ÿ sont étendues à tous les groupements (x) obtenus en don-
FA
MINEURS DE LA FONCTION DÉTERMINANTE DE FREDHOLM,. 55 nant à 7,, 4, ..., /, les valeurs suivantes :
LOI +p—g, ë, NC en 2, _— d; 2 + HT a
lit 2HP—g;..,, 4 + P—Q:
Les fonctions a;(x,À,e,n), ba(À,e, n) sont entières en. À et tendent respectivement vers les fonctions entières en À a; (x, À,0,0), b(X, 0,0) quand £ et n tendent vers zéro.
Nous désignerons spécialement par A(x,À,e,n), B(X,e,n) celles des fonctions &;,(#, À, €, n), bah, €, n) qui correspondent au groupement (7),
h=1I+p—g, É=2+p—4, = 3 + pp — 4, ssh lg = Q ÉD
et par A,(x,h,e,n), B,(A.e,n) celles qui correspondent au groupement (2),
É— 0, b—=2+p — 4; l3—=3+p—4, es ty = q+pP—g:. Quand e et n tendent vers zéro R(x, À, e, n) se présente en général
co ë : € RE 5 :
sous la forme —: Mais, si log= tend vers un nombre C n1 nul, n1 infini,
le numérateur et le dénominateur de cette fraction croissent en
A e I ; général tous deux, comme la même puissance de et l’on a alors:
1° D'une part, si p non entier, AT, À 010):
Him R(x, À, ce: 1) Æ — B(s0o, 0). ?
2° D'autre part, si p entier égal à g,
A,(æ,À,0,0)+CA(x,À,0.0)
lim R(æ, À,€, n) = B,(À,0,0) + OB(À,0,0)
En rapprochant ces résultats du cas de,p< 1 (n°29), :onpeus énoncer le théorème suivant :
La solution 5(x,2,n) [formule (80)] de l'équation (58) tend vers une limite finie quand e tend vers zéro et la quantité log= vers une
limite ni nulle, ni infinie C. Cette solution dépend homographiquement du paramètre, GC
quand p est entier. are. à )
D1D21, cette conclusion suppose K(x, y) holomorphe pour x et y dans le domaine (S). Si p 1, elle suppose uniquement cette fonction bornée et intégrable dans (S).
Remarquons enfin que pour p — 1 cette proposition n'est autre que
le théorème bien connu de M. E. Picard (").
36. Nous allons maintenant étudier dans le domaine complexe une classe particulière d'équations intégrales de deuxième espèce ayant des rapports importants avec cerlaines équations du type (77) où p entier, et cela en nous plaçant à un point de vue auquel s’est déjà placé M. Lalesco (?) quand ee HS:
Soient 2 (s) et K(3, 1) des fonctions holomorphes en 3 et { dans le domaine (S) du plan de ces variables et soit p un entier. La classe en question à pour type l'équation
(s—a}r[9(3)—g(3)] = | K(z,4)80(4) de, / A
où À désigne un contour d’extrémités fixes A, B du plan complexe de la variable { tout entier situé dans le domaine S du plan de cette variable et ne passant pas par le point {= a du domaine S, mais pouvant entourer ce point 7, fois dans le sens positif et », fois dans le sens négatif.
En posant
(3—a})r0(3) —=o(s), on peut écrire l’équation en question
(84) a tente #2) +2 f ele at.
Pour À donné la fonction (z)esten général définie dans le domaine (S) du plan de la variable 3 par l'égalité
(é— a)? $(0) dt,
4 , Q rx CP ’1caRD, Annales de l'Ecole Normale, 1911. Mémoire déjà cité. ALESCO, Zntroduction à la théorie des équations intégrales, p. 120.
ie:
es Mg €
es K Si 32) Æq 3 S1 59» > ST — À)9 D LE IR Rate CS = © fas dune. [da TT a 1 y A
y a)P...(— a)P(s— a)P...(sa— a)?
La méthode de résolution de l'équation de Fredholm est, en effet, applicable à l'équation (85), à condition de substituer aux intégrales
rectilignes les intégrales curvilignes f. ;
Nous allons chercher comment varie la fonction DA(A) et ses mineurs et par suite la fonction 2(z) quand A varie, A et B restant fixes.
Partageons pour cela la ligne À en deux parties, l’une comprenant toutes les boucles de À entourant le point {= a, nous l’appellerons C; l’autre constituée par une ligne L joignant A et B sans entourer le point a.
L'égalité (86) nous permet d’écrire
PE TD à 0 &—0 à
DO (— À)T £ Z am) ASE «fau fau fa [dre
x( es Sa) li, lo, #4 S33 S2» +... Su Lis lo, +. +, lp
L RO ue ae (= a),
Effectuons les intégrations suivant la ligne d'intégration Cen appli-
quant le théorème des résidus et en posant 7 = n, — n, B=o à 0 TD — 40 à vw (87) Da()= Ÿ (—2}5 rer J du J de. «fs TD =0 x B=T
(£i — Ma op AE K( en SLT AS S19 -.) Sas Lys 18,
P—1 jeP—1 p—1 dar" 09 1. 1.05 =:
Étudions le terme général de cette nouvelle série et pour cela for-
mons le Tableau
opt (p — 1)! dr 1 (p —1)! dpt dP1 dt + LE (Dal dx? dy; ” al (p—3)! 0xP dy} + 8 dy£"! dP—1 Con)! dr tp) dpt dpt (T) {9x7 1!(p —2)l 0x? Op 21(p — 3)! 9x? Or? e dyr TT dP=1 (pz-a)l dP—1 (p—1)l or—t dpt ox” 11(p—2)l 9aë toys 21(P—3)l ap oyà dre
constitué par pa symboles de dérivations précédés d’un coefficient numérique. Prenons un symbole et un seul. dans chaque ligne et faisons le produit +; des « termes ainsi choisis comme si les 9 des numérateurs n'étaient pas des symboles, mais des quantités. Soient S la somme d’un certain nombre de produits tr; et g une fonction des 24 variables x,, ..., æ4, V1, .…, y Nous conviendrons de représenter par Sg l'opération qui consiste : 1° à effectuer successivement sur £g la dérivation et la multiplication par un facteur numérique que représente chaque symbole de la somme S; 2° à ajouter ensuite tous les résultats obtenus. Il y a p* produits r; et parmi eux
produits x! qui ne contiennent pas deux facteurs d’une même colonne
du Tableau T.
Posons p® (] PEN p—Vr.
AL Tj; x pas hi 1 {|
On pourra écrire
d%iP-1) Fo. se. Sa) li, La, SIRONS ss)
(88) San Sas «ces Sas Os Das + +, 08
dsPT gsP- 1... set RTS Es So Ua MUR TS CRC =|aëx ( ve Es | Vis Vos. Fa; EL TER dB, ti=Y=S
Remarquons que si l’on prend la dérivée du déterminant
K a LS Us + JA Pa Fe
h fois par rapport à æ;, puis li fois par rapport à x; et si l’on fait %;—=%; on obtient un déterminant ayant deux lignes identiques,
donc d2K NE Tone 44) POV Ver (89) ET ? — 0.
0x! 0x ea De même d'K Ge: Cr nee ui fs Voutaen (90) SARA Va ce 0yi dy; fi=Y}
Si maintenant on tient compte que 2 = 0 pour & >p, car alors 0 — 0, l'égalité (87) peut s’écrire, en vertu de (88), (89) et (90),
DA()= DL(N + Ÿ ES
T1 La, es Ta |.
x dk Lorna (ya a)” D ( Vi5Y2s Va
LS
On démontrerait de même que
à 1 [—2nriàl® ET) |
Lis Las lys Jo Ya es Ya
De ces deux dernières égalités et des formules (85) et (86) résulte le théorème suivant (*) :
La solution (85) de l'équation (84) dans le domaine complexe (S) du plan 3 est une fonclion polymorphe, en général quotient de deux polynomes de degré p par rapport à un paramètre entier arbitraire n.
(!) Ce théorème a été inséré aux Comptes rendus, 1. 154, séance du 25 mars
6o CH. PLATRIER.
Ce théorème n’est au fond qu'une nouvelle conséquence de la pro-
Li De le : RS ; LA ; di qui à fait l'objet du n° 392.
ET Ya ..., Ya;
Remarquons qu’il s'applique également à l'équation
priété de la fonction K (
(z—a)P[0(z)—g(:)] œil K(z:,4)0(4t) dt.
VA
qui a même résolvante que l'équation (84). En faisant p — 1 dans cette dernière équation, on retrouve alors le théorème énoncé par
M. Lalesco (*).
97. La conclusion du n° 29 concernant les noyaux de la Kr, y) (Yes
noyaux de la forme
forme où p<iet|K(x,y|<M s'étendra facilement aux K(æ, y») = ap = entreoetretp,, P:, ..., px également inférieurs à 1. Si >), Dx Sont quelconques et K (x, y) holomorphe en # et y 42 29 1 q 14 .
dans le domaine (S) contenant le segment réel (0, 1), on étendra éga- K(æ, y) à GPS a PR UP AR ES | En effet, soient alors g,, ga, ..…., gx les entiers immédiatement supé-
rieurs aux nombres respectfs p,, p,, ..., p,. Nous avons vu (n° 32) quek (° Los +...) To SE Ja COCO a 4 monde en &,, 3, .…., ts lequel est à un facteur constant près égal à Pia) Palais) ... Pa(2) PiGai) 4P.(m)2 5. Clean)
Sue eus e TU EU TT ON TARN Nu
Si Gi, 3, ..., Ax SONL COMPTIS
lement aux noyaux les conclusions du n° 55.
) était divisible par le déterminant de Vander-
P,(x), .…, P£(x) étant & polynomes en x linéairement indépendants que nous choisirons ainsi : les g,+ q, +...+ gx 0 polynomes
Qf(x) —— (æ nie an. Le .(æ = ia )h=(æ 1 a;)/7! ( 7 jy ) lie .. (® be à ax )7à
(£ variant de 1 à k et 7 de 1 à g;)
(‘) T. Laursco, /ntroduction de la théorie des équations intégrales (Ouvrage déjà cité).
et les & — ! polynomes
R/(t)=(x—a)h...(x — ax) x!
({ variant de 1 à m — 6).
Cette remarque faite, il suffira de répéter en quelque sorte les raisonnements des n% 351 à 55 inclusivement pour établir la proposition suivante :
Soit E le champ (O à Gi — 61, &i + Mi à A3 — Er, Ar + No À A3 — Es, ..., ap + Mg à 1) et soit 9 (x, E) la solution de l'équation
rs PS ds Pa. , .(S — ax )Pk
p(æ, E)= f(x) +à [— o(s, E) ds, VE LV A
quand À n’est pas nombre fondamental.
La fonction 9(x, E) tend en général vers une limite fonction » 2 ° » € méromorphe de À quand le champ E et les quantités log [l _
Ez = > 1 0 2 4] f si log HAE log se tendent 1 especlivement ver Se champ (o — 1)el vers
les constantes finies non nulles C,, CG, .…., Cy.
La limite de 9(x, E) est homographique par rapport à ceux des paramètres C,, C,, .…., Cx dont les indices sont égaux à ceux des CXpOsAnNlS Pi, Pas +, pr entiers; elle est indépendante des autres.
Si pZr, cette proposition suppose K(x,y) holomorphe pour x et y dans le domaine (S) ; si p < 1, elle suppose uniquement cette fonction bornée et intégrable dans (S).
38. SipP,, Ps... px Sont des entiers et @,, &,, ..…, a, des points réels ou non du domaine (S ), si la fonction f (z) admet les points a,, a,,...,ax comme zéros d'ordres respectifs °p;, Ps, -.., pretsiles points A et B extrémités d’une ligne A toute entière dans (S) et ne passant pas par di ds -.., ax sont fixes, on généralisera d’autre part la conclusion du n° 56 en montrant par des raisonnements calqués sur ceux de ce numéro que la solution de l'équation intégrale linéaire de deuxième
espèce K(z,t)
ef) + fan eds
où À n'est pas nombre fondamental, est dans (S) une fonction polymorphe dépendant de k nombres entiers n,, n,, .…, n,3; de plus,
celte solution considérée comme fonction de n; est en général le quotient de deux polynomes de degré p;.
59. Élargissons maintenant les conditions restrictives imposées au domaine (S) et aux fonctions K(x, y) et f(x).
Soient » contours simples X; (2 variant de 1 à 7) qui limitent des domaines S; du plan complexe et qui ne se coupent pas.
Soient Aset L; deux lignes d’extrémités A; et B;, et {; un segment d’axe réel tout entier situés dans le domaine S;.
Soient enfin &,, &;, ..…, @x des points situës dans les domaines S; et par où ne passent point les lignes Ai et L;. Dans ce qui va suivre nous pourrons, sans nuire à la généralité des raisonnements, supposer tou- Jours 4), 4... a: réels.
Considérons deux fonctions K’(z, {) et f’(z) que nous supposerons d’une part holomorphes en 3 et { pour toutes les valeurs de 3 et { intérieures au domaine S =S, + S, +... + 5, du plan de ces variables et d'autre part ne pouvant présenter que des discontinuités finies quand z ou é traversent £,, X,, ..., 2.
Tous les raisonnements des n° 28 à 55 inclus s'appliquent si l’on substitue à K(x, y}, f(y) respectivement K'(x, y) et f'(y) et au champ d'intégration (o — 1) le champ ,+1,+...+ 714, Tous ceux du n° 56 s'appliquent également si l’on substitue à K(3, t), f(4) respectivement K'(z,4) et f'(t), f'(t) admettant les points di, ds... ax Comme Zéros d'ordres respectifs p,, Pa, .., px et si l'on pos A=A,;+A,+...+AretL=L+L,+..+L,.
En reprenant lous ces raisonnements, on voit qu'ils subsistent encore quand les points A;, B; ou les extrémités de /; sont sur le contour Ë; et quand deux contours consécutifs Z;, Y;,, ont une partie commune.
40. Ces remarques faites, nous allons revenir à l'étude des SyS-
tèmes d'équations intégrales linéaires (75) et voir comment se généralisent les propositions que nous avons obtenues dans ce Chapitre concernant l’équation unique.
Soit (S,) un domaine complexe limité par un contour simple E, et tout entier compris entre les deux parallèles à l’axe imaginaire qui passent par les points réels o et 1. Nous ne nuirons pas à la généralité des raisonnements qui vont suivre en supposant que Ÿ, passe par les pointsoetr.
Nous désignerons par (S;) le domaine obtenu en faisant subir au domaine (S,) dans la direction de l’axe réel positif une translation de longueur ? — 1 et nous désignerons respectivement par A,, A; le point et la ligne correspondant au point A, et à la ligne À, après la translation en question.
Soient m° noyaux K,,(x,y) (& et v variant de 1 à m)et f,(x)m fonctions holomorphes pour toutes valeurs de x et y comprises à l'intérieur du domaine (S,) et sur son contour.
Soit enfin A(y)—=(y—a,)}1(y—a,)":...(y— ax)"i, @,,@,..., ax étant des points réels intérieurs à (S,).
Les relations REED ET EVE) HMS A(yY—Y+1)
f(&)= far — ph +1),
valables pour toutes valeurs de æ intérieures à S, et pour toutes valeurs de y intérieures à S,, permettent (n° 16) :
1° De substituer à la résolution du système (55) pour o£x£1 la résolution de l’équation (36) pour o£x=£m, équation où la fonction
H(x,y) devient infinie comme base I fs quandy=a;+Y—1; 2° De substituer à la résolution, pour z dans S,, du système
V= M K , 2.4 (= fe) +2 f gt di (HT 20-01)
(où À, désigne une ligne de (S,) d’extrémités A,B,, ne passant pas par &,, 3, .…, @x et f,(z) une fonction qui admet respectivement p,, Pas «., pr fois les zéros a,, a, ..., a,) la résolution pour z dans
= SSP
(y CH. PLATRIER.
de l'équation
(91) o( = J6)+2 [AC 0 e(0 de
ta
où H(3,4) admet en général p; fois les m» pôles 4 — a;+ v — 1, où la fonction f(z) admet p; fois les points a;+v—1 pour zéros et où A=A,+...+A, se compose de tronçons A; d'extrémités fixes A;, B; ne passant pas par les pôles de H(3, #).
Les remarques des paragraphes 58 et 59 appliquées aux équations (76) et (y1) nous permettent alors dénoncer les théorèmes sui-
vanits :
Taéorème 1. — Soit E le champ (o à a, —e,, a, + n, à a; — &, Ant Mo À y — Eys ..,) x + nr à 1) et soient o,(x, E), o,(x, E), ..…, Pm(x, E) la solution du système d'équations
Kyuv (æ,s)
TT S:f ts Fi ge (rs E) = fe f (s — ai)". .(S — ay )Px gv(s, | ) ds V=
UE EN RTE Là
quand À n’est pas nombre fondamental.
Les m fonctions o,(x,E), …, 0,(x, E) tendent en général vers des limites finies fonctions méromorphes de X quand le champ E et
D € € CYA .
les quantités log log —, +.., log = tendent respectivement vers le [l 2 k
champ (o, 1) et vers les constantes finies non nulles C,, C,, .…, Cr.
Les limites de 9,(x,E), o,(x, E), ..., o,(x, E) sont les quotients de deux polynomes de degré m par rapport à ceux des paramètres C,, GC, .…, Cx dont les indices sont égaux à ceux des exposants Pis Pas. px entiers ; elle est indépendante des autres.
Si un des nombres p,, P:, .…, pxestZ=1, celte proposition suppose que les fonctions K,,(+, y) sont holomorphes pour # et y dans le domaine (S,); si tous ces nombres sont 71, elle suppose uniquement ces fonctions bornées et intégrables dans (S,).
Tuiorème Il. — Le système d'équations intégrales de seconde
espèce V= mm LÉRACENA Eu(3z) —= z DE AREA Co y ( ) Ju PA: à Radio CN ee PNR v=1 +21 (= 1:92. m1) où
Ju(s) —=(5s— ai)(53— a5)P2..,(3 —uz)Px gu(s),
Pis Pas +, px entiers el À non fondamental a pour solution dans (S,) m fonctions polymorphes »,(z), 2,(3),.…., Omn(z). Ces m fonctions dépendent de k nombres entiers n,, n,,..., ny, et, considérées comme fonctions de ni, elles sont en général le quotient de deux polynomes de degré mpi.
NOTE SUR UNE CLASSE D'ÉQUATIONS INTÉGRO-DIFFÉRENTIELLES
41. Rappelons quelques propriétés bien connues des équations différentielles linéaires.
Considérons l'équation différentielle q
d'u dr-1
U (92) on NP EE nie RUE) U 0.
Soient w,(x), u,(x),...,u,(x), n solutions linéaires indépendantes de ceite équation; faisons-leur correspondre respectivement les fonc-
tions #,(æ), v,(æ), .…, v,(x) définies par l'égalité
- Aj(æ) (93) PAL — NES où A(æ) désigne le déterminant Us Us u, du; dus du, d Ve te dx dx Z dnr-1 2 dn-1 Us dn—1 Le
dx"-1 dx"—1 Li & dx"1
et A;(x) le mineur de ce déterminant correspondant au terme dé la
colonne de la dernière ligne.
On sait que * — [rt dx (94) A(æ)=—=Ge « x où C désigne une constante et que #,( y), P,(y), ..., ,(Y) sont ñ solutions linéairement indépendantes de l'équation adjointe (") à l'équation (92)
h n dv n—1 CHE LP: ( 7)°] A (GNT LES PLpsatr)] dLpan (nel, Pa(Y)9 = 0.
dy? dy x
Nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que l’équation (92) admet, dans le champ (S) de la variable complexe x contenant le segment réel (0, 1), » solutions holomorphes &,, &,, ..., u,3; le théorème de Fuchs permet (?) de fixer les conditions auxquelles doivent satisfaire les fonctions p,(æ), p,(x), ..…., p,(æ) pour qu’il en soit ainsi.
Nous supposerons, en outre, que la fonction p,(æ) est holomorphe
dans le domaine (S). Il résultera de la formule (94) que NT sera holomorphe dans le même domaine.
Les formules (93) montrent alors que les p fonctions 6,(x)}, ,(x), .…., #,(x) sont holomorphes dans le domaine (S) et que, par suite, la fonction
3(x, y) > u;(æ) Pi(7)
PT À
est holomorphe en x et y dans le domaine (S) du plan de chacune de ces variables.
Cette fonction (x, y) joue un rôle analogue par rapport aux deux équations (92) et(92). Considérée comme fonction de x par exemple, elle est, dans le domaine (5), la solution de l'équation (92) qui, pour
G. Darsoux, Théorie des surfaces, t. IT, Liv. IV, Chap. V. G
() (2) G. Huuserr, Cours d'Analyse, t. II, 3° Partie, Chap. V.
æ= y, S'annule ainsi que ses dérivées jusqu’à l’ordre # — 2 inclusivement, la dérivée d'ordre x — 1 étant égale à l’unité.
Cauchy à montré que la fonction z(x, y) est telle que la solution de l'équation différentielle
Ds pi M)errer me cr Pn (NN (D),
pour # compris dans (S), est donnée par la formule (96) u(æ) = U(zx).+ | 2% ANAL),
Ur) désignant l'intégrale générale de l'équation (92).
42. Considérons maintenant la classe d’équations intégro-différentielles linéaires
n n—1 1 - + Pr) ee ct pntelu = (a) +4 D [bte s) Das
les fonctions (x) et k,,,(x,s) étant holomorphes en x dans le domaine (S).
La formule (96) nous permet d'écrire
u(æ) = U(zx) + [ ste t)Ü(L) dt
+ À à à HEC Pda t(ers) a _. ds.
Posons .
U(e) + fl 2020 9(0dt= 8() el
Î APR tLs) dk, (c,s)
Ces fonctions sont holomorphes par rapport à æ dans le domaine(S) en vertu des hypothèses faites et la fonction u(x) est définie, dans ce
domaine, par l'équalion intésro-différentielle suivante rentrant dans le type étudié par M. Boutnisky (1).
V=m—t1 l' " (97) u(z)= g(x)+ À > Î Rate 1722
Y û 453. Nous allons donner une nouvelle méthode pour résoudre cette
équalion.
Dérivons m — 1 fois les deux membres de cette équation par rap-
port à æ et posons
d'u(x) d'h,(æ,s) dv g(æx) DÉS ET NES — Qu+i(æ), S es Hysi,v(æ, SR Pr = fu (2
L'équation (97) jointe aux »—1 équations ainsi obtenues forme le système d'équations v=m
qu(æ) = fu(z) + Ù 1 Huv(æ, s) p,(s ) ds (ht, sm
système d'équations intégrales linéaires de deuxième ou de troisième espèce que nous avons étudié dans les Chapitres précédents.
NOTE SUR LES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS INTÉGRALES LINÉAIRES DE PREMIÈRE ESPÈCE.
4%. Dans l'étude que nous avons faite (n° 16) des systèmes d'éguations intégrales linéaires du type (36), nous avons laissé de côté le cas où À _ est identiquement nul.
Pour compléter cette étude, nous allons indiquer sommairement les principales particularités qui se présentent dans ce cas.
Supposons donc que A(æ)=—:0 ainsi que ses mineurs d'ordre
(*) Bournisky, Bull. des Sciences math., 1908. Mémoire déjà cité.
P+I, p+2,..., m, mais que le mineur
CAC MEL TAF 2
ApitÆ) 0: “4 (X)
ne s’annule que pour des valeurs particulières isolées dans le domaine DB:
1° Supposons 0,,,(x),0,,:(x),...,0,(x) connus dans les p premières équations du système; elles peuvent être considérées comme un système Ë d'équations intégrales linéaires d’ordre p en 0,(x), 0,(æ), ...,0,(x), système de seconde ou de troisième espèce du type étudié dans la seconde Partie;
2° Supposons 0,(x),0,(æ),...,0,(æ) remplacés par leurs valeurs
sous les signes f ; les m équations du système proposé forment un
système d'équations linéaires en 0,(x),0,(x),...,0,(x) qui seront compatibles si » — p conditions de la forme
> [ Hwte,s)8,(9)d= jte) (B=p+I,p+2,...,m)
sont satisfaites. Appelons Ÿ’ ce système de conditions et supposons que Hy,(x, s) = 0
pour tous les systèmes de valeurs
V=p+q+i, P+gq+2, Dre m.
B=p+1, P +2, FES m.
Les q premiéres équations du système ZX’ forment un système d'équations intégrales linéaires en 0,,,(x),0,,,(x),..., 0,,,(æ) que nous désignerons par È,.
Les 7» — p + qg —r dernières équations du système L’ constituent r conditions auxquelles sont astreintes les p fonctions 0,,,(x), 6,,,(æ),..., 0,4(æ). Nous désignerons l’ensemble de ces r conditions par },.
Pour résoudre le système (36) nous aurons à résoudre d’abord Île système E,, à vérifier ensuite que les solutions de ce système, si elles existent, satisfont aux conditions X,, enfin, si les conditions È, sont remplies, à résoudre le système È où nous choisirons arbitrairement
les fonctions 0,4: (x),0,30æ) 0, (7);
45. En dehors des conditions Y,, l'existence des solutions du système (36) est donc subordonnée à l'existence des solutions du système À, etil est facile de voir qu’un tel système n’a pas toujours des solutions.
Définissons, en effet, les fonctions
ES JE ES
H(x,s)=Hy, (x —p+1,s—v% +1) pour AN ST) Ù , 4 IE
TT} = Ju EEE) pour (OS VE ED EN ©
uw et y variant de p+r à p+g et considérons l’équation intégrale linéaire de première espèce Pp+gq (98) [ Hes)9(6)& = jte).
P On verra facilement par un raisonnement calqué sur celui du n° 16
que, à toute solution du système E,, correspond une solution de (98) et réciproquement, ces solutions étant liées par les relations
dz)=4(r— Pi) pour OLT—UHI<I.
Or, on sait que l'équation (98) n’a pas toujours de solution. 46. Plaçons-nous, pour terminer, à un point de vue particulier et
considérons la fénetion Ü(æ) qui satisfait à à (98) comme la limite pour À = de la fonction 0 (æ, À) qui satisfait à l'équation
LODENTI H(z;s)0(s,4)ds = À f(x)
et AHREUES H(x,s) de la forme H(æ,s) = Xi(æ) Si(s) + Xa(æ) Sas) ++ Xo(r) So(s).
Nous allons, dans ces hypothèses, établir la condition pour que la limite 0 (x) existe et déterminer cette solution.
La déterminante D(À) du noyau H(x,y) est un polynome de degré & en À qui peut s'écrire
D(À) = 0 + oi À +... + am À,
: , NES , el son mineur du premier ordre D ( D est un polynome de degré
TT en À qui peut s’écrire
4 = D ( h) = Bot, 7) +Bi(t,Y)À +... + Bo-1(2, y) À.
Par suite, dans le cas général,
P+4 fx À D S$
Br, ÀA)=— À f(x) — 2
1) f(s) ds TEE
se présentera sous la forme d’un quotient de deux polynomes en À : le numérateur est de degré & + 1, le dénominateur de degré &. Quand À croit indéfiniment, 0 (æ, À) tend en général vers l’infini.
Pour que 0 (x, À) ait une limite finie, il faut que
p+q (99) SC) aa+ [ Boi(æ, s)f(s) ds — 0, |
et alors 0(x,À) a en général une limite quand À croît indéfiniment, savoir
p+q des dh Ba-x(æ, s)f(5) ds PER RS RE De ET
La
47. Notons de plus que l'étude des équations intégrales linéaires
du second ordre sans second membre permet d'analyser la condi-
tion (99) : elle veut dire que f(x) est une fonction principale du noyau
8, (2,s) relative au nombre fondamental (- =) (o 4
La} Par suite il n’existera de fonction f(x) différente de zéro satis-
faisant à cette condition que si
Lo]
A (À) désignant la déterminante du noyau 6, (x,s). Il convient de remarquer que (100) est une condition dépendant uniquement du noyau H(x,s) de l'équation (98).
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