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SUR LES PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DE MOUVEMENTS RÉGIS PAR CERTAINS TYPES DE CHAÎNES SIMPLES
INTRODUCTION
Le travail qui suit contient la seconde partie des recherches faites par l’auteur sur les chaînes de Markorr dans la première moitié de l’année 1936. Les résultats de la premiere partie sont résumés dans le $ 2 de l'introduction.
Dans le premier Chapitre sont étudiés les sommes S(° de variables aléatoires attachées au mouvement d’un système matériel ne pouvant prendre qu’un nombre fini d'états dans le cas où ce mouvement est régi par une chaîne simple constante de Markorr. Markorr à en 1907 démontré dans le cas dit de Markorr que ces sommes dépendent si 7 augmente indéfiniment d’une loitendant après réduction vers la loi de Gauss. Dans le cas général M. FrécHer à en 1931 calculé les parties principales des moments des deux premiers ordres de S°”. En nous servant de l’idée du groupement des termes dûe à S. BERNSTEIN nous montrons qu’à l’intérieur d’un groupe final la loi-limite de Lapzace-Gauss est applicable, sauf dans un cas où l’inf.uence du hasard est assez faible. On en déduit les lois-limites des S°? dans le cas singulier le plus général et les parties principales des moments de S!?. Nous étudions ensuite les S® du point de vue de la loi forte des grands nombres et démontrons que dans le cas semi-régulier le théorème du logarithme itéré est généralement vérifié. Ces résultats sont appliqués aux fréquences.
Le second Chapitre est consacré à l’étude du schéma suivant (chaîne simple de Markorr continue): W étant un ensemble mes (B) d’un R,, on fait correspondre à chaque EeW et à chaque sous-ensemble & de W, mes (B), une grandeur P® (E, &) complètement additive par rapport à 6 et satisfaisant à P® (E, W)— 1. Oninterprète PO (E, 8) comme la probabilité pour qu’un certain point mobile passe dans une épreuve
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de E en 6. L’allure asymptotique des iterées P( (E, 8) et du mouvement du point mobile a été étudiée par divers auteurs dans ces cas de plus en plus étendus. Nous prolongeons cette étude dans des cas plus généraux encore en supposant vérifiée d’une part certaines conditions de mesurabilité, d'autre part que mes (W) < et qu’il existe un N et deux nombres positifs y, b tels que P\ (E, 8) < 1 -- y si mes (8) b. Le résultat essentiel de l’analyse est qu’on a un parrallélisme presque-parfait avec le cas d’un nombre fini d'états. Il existe un nombre fini d'ensembles finals, tels que le point mobile passe presque-sûrement dans ces ensembles finals, qu’il ne peut quitter l’ensemble final dans lequel il est amené que dans des cas de probabilité nulle et qu’il passe presque-sûrement une infinité de fois par tout sous-ensemble de cet ensemble final de mesure positive. Un ensemble final se divise à son tour en un certain nombre de sous-ensembles cycliques qu’on peut ranger dans un ordre circulaire tel que le point mobile passe presque-sûrement dans cha'ue épreuve d’un sous-ensemble cyclique au suivant etc. Les P(?(E, &8)sont asympto- _tiquement périodiques, le calcul de leurs parties principales, ainsi que celui de certaines grandeurs importantes dans la théorie est ramené à la résolution de systèmes d’équitions intégrales. M. FrécHET a démontré sous l’hypothèse de l’existence d’une densité po (E, F) avec p(° (E, F) borné que les constantes fondamentales de module 1 de po (E, F) sont des racines de l’unité; il a précisé et étendu des résultats dûs à M. Hapamarp sur les fonctions fondamentales correspondant à des valeurs fondamentales de module 1. Ces résultats sont retrouvés sous nos hypothèses plus générales et interprétés par la forme de ces fonctions fondamentales et le mouvement circulaire entre les sous-ensembles cycliques. Le cas dénombrable étudié par M. Forrer ainsi que certains cas où mes (W) — < peuvent être ramenés au cas précédent.
Comme on montre dans le Chapitre 3, les résultats établis sur les sommes de variables aléatoires dans le premier Chapitre restent presque tous valables dans ce cas.
La quatrième et dernier Chapitre traite des mouvements régis par l'équation de Smoruchowsky. MM. Kkry1orr et BocoLrouBorr ont étudié sous certaines hypothèses les propriétés asymptotiques de solutions de cette équation en partant de théorèmes de M. Frécner. Les résultats de ces auteurs sont retrouvés et complétés sous des hypothèses plus générales. Ë
Les sommes de variables aléatoires sont remplacées par des intégrales attachées au mouvement aléatoire du point mobile. Sous certaines hypothèses on montre que presque-sûrement ces intégrales ont un sens. Les propriétés asymptotiques de ces intégrales pour {>< sont les mêmes que celles des sommes considérées dans les Chapitres précédents (loi de Gauss, théorème du logarithme itéré, etc). Application en est faite à l'étude de la durée de séjour du point mobile dans un ensemble.
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Nous sommes heureux de pouvoir exprimer ici à notre maitre M. FRÉCHET toute notre respectueuse gratitude pour l’intéret avec lequel il a suivi le développement de ces travaux et pour ses conseils qui ne nous ont jamais fait défaut et qui nous ont été aussi précieux pour nos recherches proprement dites que pour le travail de rédaction.
$ 2. — Rappel de la théorie des chaînes simples à un nombre fini d'états
Envisageons un système matériel ne pouvant prendre qu’un nombre fini d'états E;, E,... E,. Faisons une suite dénombrée d’épreuves 1,..., n,.., et supposons qu’il existe une probabilité p,, bien définie pour que le système passe en une épreuve de létat E; à l'état E,. Les p;, Symbolisent alors une chaîne simple constante. Soit P® la probabilité de passer de E; en E, en n épreuves. On a
PU hs > ue pe ’ 2,PE sa be ro
Nous dirons qu'il existe un chemin de E; en E; d'ordre m, S'ily a m états E;...E; E; tels que le produit p,; ... Pins St 7 0. Si P;; — 0, nous conviendrons de dire qu’on ne peut pas passer en une épreuve de E; en E.
Dans le cas particulier où tous les p;, Sont => 0, on montre que les pe P, > 0. Ce cas, étudié d’abord par Markorr, sera appelé dans la suite cas de Markorr. Si les po sont tous positifs pour un certain y suffisamment grand, les (E tendent vers P, = 0, ce cas est appelé d’a-
près M. FRéÉcHET le cas positivement régulier.
Dans le cas général, on montre qu’il existe un nombre fini (= 1) de groupes d’états disjoints dits groupes finals G, .. G,, jouissant des propriétés suivantes: la probabilité pour que le système se trouve encore à la n'ième épreuve (on suppose qu’il évolue depuis l'instant 0) à l’extérieur de l’ensemble des groupes finals tend vers 0 si 7 augmente indéfiniment (exponentiellement c. à. d. est majorée par ke-"1, où À >> 0). Le système ne peut pas quitter le groupe final dans lequel il est amené, il passe presque-sûrement une infinité de fois par chaque état de ce groupe final. Chaque groupe final G, se décompose en un certain nombre (d (x) > 1) de sousgroupes disjoints d'états 1(3). . d(a), qu'on peut ranger dans un ordre circulaire tel que le système se trouvant dans G, passe nécessairement en chaque épreuve cycliquement d’un sousgroupe
Lm
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cyclique au suivant. Si G, contient plusieurs sousgroupes cycliques la sous-matrice des p;; correspondant à G, sera dite cyclique.
On a
PP 0 siEel (a), Ex: 1G)etn<l-l'(mod d(a)) APE ESS CR ME (moddi(e})) OS RE DE
FES par en0IST EC CNERSEACTS
Soit Pr[i, j (x)] la limite pour m—>< de la probabilité pour que le système parti de E, à l'instant 0 se trouve md (x) épreuves après dans le sousgroupe cyclique j (x) de G,. Soit L, (a) le sousgroupe cyclique de G, déterminé par l'équation 7 — [ — 1, (mod d (1)). Alors
PO ze Pr[iL (JP, siE,el(a).!) Envisageons DES [ PhD 2 EP TN SE = 0ps Bees CG LAN UT PAG) RCE 0 PAT OTE r EeG,
en désignant par Pr [i,G,]la probabilité pour que le système passe de E; dans G,.
Prli, G,]=Prli, 1(a)]+.. +Pr{i, d (a) ], Pre =].
Nous pouvons donc écrire PSS RATE
Pr [i,k] étant une fonction périodique de n.
Introduisons avec M. FrécHer les notations suivantes : nous dirons que nous sommes dans le cas régulier si les P!” tendent vers des limites P, indépendantes de l’état initial (un seul groupe final à sousmatrice non-cyclique), dans le cas semi-régulier si les Il, ne dépendent pas du
premier indice (un seul groupe final), dans le cas non-oscillant si les
1) Dans ce qui suit À, = B, Signifiera soit A,/B, —> 1, soit lim [A, =B,1=0: Le lecteur verra immédiatement dans chaque cas dans quel sens le signe zrest employé.
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pr [é, K] ne sont pas périodiques, donc constantes — Il; (les sousmatrices des groupes finals sont non-cycliques). La différence PP; [i, k] tend exponentiellement vers 0, donc
les séries
Sx = DAPx — Pro}
convergent. Les grandeurs Pr{i, j (2)|, P,, S;, peuvent être calculées par
des systèmes d'équations linéaires qui les déterminent sans ambiguité. On a les relations
D Sx—0 D PrIEK]S,,—0 (voir & suivant).
k=1 La grandeur 7 (no — 11,,) peut être mise sous la forme Sx + de sx de étant un infiniment petit d'ordre exponentiel, go étant une fonction Re de n, la période ne dépendant que de X et étant identique à
celle de Pr [k, k].
Si Py est la probabilité absolue d’avoir à l'instant O l’état E, la
s probabilité absolue d’avoir l’état E; à l'épreuve n est > Ds, He [Pol
est dite une distribution stable si + Po Pi ne dépend pas de n, les p,, À
sont alors de la forme
Pa = PrlO, G siP,sG, et px —0siE,<) G, Pr[0, G,]
pe dQ) étant la probabilité initiale de se trouver dans G,. Sinous connaissons l’état du système, soit E; à une certaine épreuve
et son état E, m épreuves après, avec pi > 0, alors nous pouvons calculer la probabilité pour que le système se soit trouvé à une épreuve intermédiaire en E, et cette probabilité est bien définie et ne dépend p1s des connaissances que nous pouvons avoir sur les états que le système a pris à l’extérieur de l’intervalle de temps considéré.
À l’intérieur d’un groupe final le principe presque-ergodique est réalisé : si nous connaissons l’état du système à un certain instant dans le groupe final, alors la connaissance d’un état du système à un instant ultérieur ne nous donne aucun renseignement (au moins asymptotiquement) sur le mouvement du système à des épreuves très éloignées. Nous pouvons préciser ce principe dans notre cas en disant : à l’intérieur d’un
8 & W. DOEBLIN
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groupe final si E,et E, sont des états pouvant être atteints à la même épreuve à partir d’un certain état du groupe final, c. à. d. si l’on a pour : (r) (r) unjetr,P}, > 0et P} => 0, alors quel que soit E, POP ICE
Envisageons un groupe final G, avec d (x) sous-groupes cycliques. Considérons un système matériel auxiliaire T lié à l’ancien, soit S, évoluant à l'intérieur de G,, par la convention: si S a été à l’épreuve m d(a) +1 dans E;, à l'épreuve m d (x) + 2 dans E, ...,. à Fépreuve (+1) d (a) dans E;, alors T a été à la m—+ 1—ième épreuve pour T dans E, —— E; D E;, La donnée d’une position de T revient donc à la donnée de d (+) positions successives de S. Eliminons Îles E, +2 E,, qui correspondent à des combinaisons impossibles, c. à. d. pour lesquelles Pan p
p.ex.au sous-groupe cyclique 1 (+), alors E, appartiendra au sousgroupe
y 0. Alorsles E; restants auront la forme suivante, si E; appartient
cyclique suivant, etc. Si nous désignons par q,; la probabilité pour que
T passe dans une épreuve dE, —E, ...E, àE,—E, ...E.,, alors 1 HUE. ñ i Gi = Pun "Pig ia ©t VON voit qu'on peut mettre la matrice des q;; Sous la forme AOL A0 O Ar;#0O OO TAZ
À, étant p. e. la sous-matrice des q,; Correspondant aux états ISA Ë, pour lesquels E, et E; appartiennent à 1 (a). Ces états forment un
groupe final,et on se trouve comme on voit facilement à l’intérieur de ce groupe final dans le cas positivement régulier.
-On voit donc qu’on peut, en utilisant la substitution d’états indiquée, ramener le cas singulier à l’intérieur d’un groupe final à un cas non-oscillant de structure très simple.
Nous allons nous occuper ici des grandeurs
SEEN TC Eu Ed
dont nous avons parlé dans le $ précédent. Les S,, ont été introduites
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pour la première fois par M. FRécer dans le cas non-oscillant et calculées dans le cas régulier. Nous allons les calculer dans le cas général.
Cas régulier. Pr” |i,k] sera égale à P,et nous aurons
S x — . (is
Procédons comme M. FRécHET. Ecrivons
pere P,— PP Le et 2 (Pie =P,)=0.
Additionnons les équations ci-dessus pour =; 2; F Il vient Der) ES 69 P)ax (fe nm
> (Be FES B,) Æ 0.
El A
En passant à la limite pour nc , nous obtenons le système r | Sy — G — Ps) = D Sy Pyr S 7
Î t@ | > Sn
k=1 Ces r 1 équations à r inconnues ne sont pas indépendantes, comme on voit en ajoutant les r premières. En supprimant une de ces r premières équations, on obtient un système de r équations à r inconnues, déterminant sans ambiguité les S,, (k —1, .., r). En effet supposons que pour un é, il y ait deux systèmes de solutions de S, S', et S°,
leur différence y, — S', — S’, satisfera au système
On déduit sans peine que y, satisfait aussi à
= y,P( pt.
Comme Re tend vers P,, on aura y, —P, À y; = 0.
I n'y a qu’une seule solution du système S,. C. q. f. d.
Cas non oscillant. Dans ce cas D —> P;, donc
co
Se Ep. to ri >)
n=] SiE,:G,etE, s G,, nous sommes ramenés au cas 1), car à l’intérieur des groupes finals nous sommes dans le cas positivement regulier; si E,< G, et E, « G,, S,, — 0, car tous les PŸ sont nuls. Nous pou-
vons donc calculer les S,, si E, z G, par les systèmes
| Sy = (Pi —P,)= D S;; P;k É; G, ; _ | D, Su 20. si Exec CG.
et 5 D — 1) . si Ê; Ë (.
Pour déterminer les autres S;, remarquons qu’on a les équations r (S:) Su — (px Pt) = 2 PuSn G=1:..,r) qu’on obtient en passant à la limite dans n+1
2 (Pa — Pa 2 Pi D PP
= Nous allons déterminer les S,, comme solutions du système ÿ se réduisant aux S,, calculés directement plus haut lorsque E, : G,. Je dis
que cette solution est unique. En effet s’il y avait pour un k deux systèmes de solutions de S; satisfaisant à la condition ci-dessus, soient S; et S”
la différence S; — S — y; satisfera à,
' Pie pe V; J=1 et sera nulle pour E, e È G,. Les 2 satisferont aussi à
= Dei y, V; > >» P; V; J=1
et comme P;;, —0 siE.<2G,, et y; =0 siE,eËG,, y, —0.C.q.f.d.
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3. Cas singulier à l'intérieur d’un groupe final. Nous aurons plusieurs sous-groupes cycliques 1,...,d (d >> 1), et entre ces sousgroupes nous aurons le mouvement circulaire bien connu. SA —>P; si
E; ceetE,ee, n—=e — e (mod d), BÉE —0 si 1==e’- e (mod d). Supposons d'abord que E, « d et E, © e, alors Lol => P,sin= e (mod d),P A sin==e GES d).S,; s’écrira
pr)
Alors de (ad +e+d), Le (nd +e) (d) pÉirern ep 2(P% 9 _ p,)Pé et de
(nd + e) ere 2.(PS NA
on déduit que les S;; satisfont au système
—P}—PJ=LS,P® (Essé) Egee Meta 8-2 E; ée J
et l’on montre comme au numéro 1) que la solution de ce système est unique. Envisageons maintenant les états E, « e et E,:e’. Soit plenombre d’épreuves séparant e’ de e (p—e —e sie >e, — d—(e—e') sie <e) on verra par un passage à la limite analogue à celui qui a donné le système ci-dessus que les S;, sont les solutions uniques du système
| s, PP) À s,P®
Ex te’
Il ne sera point nécessaire de calculer directement par les formules ci-dessus tous les S,. Il suffira de résoudre les systèmes correspondant
aux E;e d et E,s d. En effet supposons que nous ayons résolu ces systèmes. Si alors E, d et E,e e< d, on aura (n=>"T)
(nd — e) Le d—e (n—1)d Pi = P; is er (P, HE: p;) donc LR
Sa = (Pr "Pa + À PES j €
formule qui exprime les S,, pour E,se et E,<d par les S,, (E,e d'et E, cd).
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Si maintenant E; € e et E,e e,, nous devons distinguer deux cas. a) e, — e. Nous avons alors
Le)
Sx =. } (Pi "Re pa
n=0 etsin>1
ij
(nd + e;—e Ed nd—e Fu (e:) péter pe (PEt eu P)) PÉ E; ed
d'où l’on conclut que
Six Fe Dr à RS. cu 3 S; De E; ed b)e “e.Ona
(Po &—e) P,)
et (nd+e; —e) __ (ad—e) (es) piteo = À (ét )PÉ E; td donc — (e:) + 2 S Px - E; ed
Nous avons exprimé tous les S;; par les S,, avec E,ed et E,c d.
4. Cas singulier général. Nous avons plusieurs groupes finals à l’intérieur desquels on ne se trouve pas forcément dans les cas positivement réguliers. Les numéros précédents nous mettent en mesure de calculer les S;, lorsque E, appartient à un groupe final. Calculons d’abord ces S,,
et désignons les par S,,. Alors dans le cas général nous avons
P EL) Prt+ 1) [ä, î] Ex à b. Er __ pr [k, j))
Comme
co
S, =>, (Pre Pr) Î
(S;) 2 | Sy Cry — P PES LE, j)) . Pi Se
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je dis que la solution de ce système, se réduisant à S,, lorsque E;« G, est unique. En effet la différence y, de deux solutions > HSerait à
Ga nes Ka
et serait nulle pour E,sÈG,. En itérant l'équation ci-dessus, il vient
et .
= Dpt uy, k=1 y, étant nulle si E,s2G, et Pr® [5, k] étant nulsi E, e 2G,, y, —=0. CAL Lt 5. Il nous sera utile pour la suite d'établir une formule généralisant
une formule de M. FRÉCHET pour le cas non-oscillant. Procédons comme M. FRécHET. Ecrivons
co
= 2 (PS PrÔ li )
multiplions ces équations pour i— 1. ., par Pr®le,i] et sommons, il vient
D Pr [e, il =) Dre [e, il (P (PO — PrOi, j1) _
Se
D else leu
nl
c’est à dire
" Dr ets =Un i=1 ce qui était la formule que nous voulions obtenir. Dans le cas régulier elle s'écrit d Y PiSy — 0 =]
dans le cas non-oscillant
DS 0 > (21 Oieeri F
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ce qui est équivalent aux formules
E ; Ga
Dans le cas singulier à l’intérieur d’un groupe final, nous avons les d formules a: | = LS F3
On a de même
CHAPITRE 1 LES VARIABLES ALÉATOIRES, CAS D'UN NOMBRE FINI D'ÉTATS
$ 1. - Position du problème. Historique
Position du problème : Attribuons à chaque état E; un nombre ce Soit ris la variable aléatoire prenant la valeur x, si le résultat de la nieme épreuve est E, (l’état initial étant E)). Soit S® — X0+...E x. 7 s’agit d'étudier ces variables. Remarquons que les x ne sont liés euxmêmes en chaîne simple que si les x; sont tous distincts. On ne peut pas conclure sans ambiguité des x; aux E; si les x; ne sont pas tous distincts.
Rappel historique. C’est Markorr ?) qui a le premier envisagé le probleme ci-dessus. [Il a demontré (dans ses calculs le nombre des états est 3), sous l'hypothèse que les p,, sont tous => 0, et les x; tous
SLR | distincts, que = tend vers une imite M indépendante de l’état SAP E 6 Le initial, 8] - 2e | tend vers une limite 527<0 indépendante de V’n
l’état initial, et tous les moments entiers de Fa fa0fl M] |sV/n tendent vers les moments correspondants de la loi de Gauss réduite, et par conséquant que la loi de probabilité de 5% - nM]|5V/n tend vers la loi de Gauss réduite. La démonstration utilise les fonctions génératrices, elle devient fort compliquée si le nombre des états est grand et ne se prête pas à des extensions. Cette méthode somme toute assez artificielle n’a aujourd’hui qu’un interêt historique.
Sous les mêmes hypothèses et dans le cas de deux états M. SERGE BERNSTEIN a donné en 1926 une autre démonstration directe de la loi de Gauss, en illustration de théorèmes très généraux sur les sommes de variables aléatoires enchainées.
2) Pour la bibliographie nous renvoyons le lecteur à M. HOSTINSKY , Méthodes générales du Calcul des Probabilités“ Mémorial. Sc. Math. Fasc. 52 et à M. FRÉCHET , Recherches théoriques modernes “ livre Il. Traité de M. BOREL, tel, stasc. Ill
3) E[u] désigne l’espérance mathématique de w.
En 1931 M. Frécuer et M. Poroëek ont montré que dans le cas général
n n 2 8 [Sn] et 8| Di en) | ont des limites M, et W; qu’ils ont caln
culées. Ils ont montré que dans le cas non oscillant & Fs —nM, F est de la forme #2 W, + nV,+R,;(n), R, (n) restant borné; ils ont calculé V,et montré que dans le cas semirégulier W, — 0.
Une autre démonstration de la loi de Gauss dans le cas positivement régulier fut donnée en 1936 par M. Romanowsky, qui utilise comme Markorr la méthode des moments mais qui les calcule directement d’une façon analogue à celle de M. FRÉCHET. ‘)
Nous allons calculer les lois limites de probabilité de se dans le cas général de même que les parties principales des moments. En outre nous allons démontrer dans certaines hypothèses le fhéorème du logarithme itéré. Nous allons appliquer ces résultats à l’étude du mouvement.
$ 2. Cas régulier. Les Ne et les deux premiers
Moments des si
Les dé Dans le cas régulier nous savons que la distribution de probabilité tend vers une distribution limite indépendante de l’état initial. Il résulte que, si n —><, la loi de probabilité de x tend vers une loi limite prenant avec probabilité P, les valeurs x,.(Onremarquera que dans cette loi limite n’interviennent que les x, afférants aux états du groupe final).
L'espérance mathématique de X!° tendra vers M — >; PQ k=1 les moments
L r & Lo 2 E [ x # tendent vers 7 LE: (LA ur D P, x, )®. k=1 i=1 En particulier
| SAR XIE > Y'P, ( — MY Veil
4) Depuis la rédaction de ce travail M. SCHULZ a publié une autre démonstration de la loi de GAUSS dans le cas régulier et M. MIHOC a obtenu aussi les lois limites dans le cas d’un seul groupe final.
SUR LES PROPR. ASYMPT. DE MOUV. RÉGIS PAR CERT. TYPES DE CHAÎNES SIMPL._
L’espérance mathématique de sx Nous avons
else Derx1= DSP ) x
or
> POS = nP,+ RE?
donc
) [S]=rM+ RE Xe =MMETS, x, +0; k=1
he tendra vers S,, et | Fa — S,,| sera majoré par le terme général d’une progression SR TR décroissante.
Le carré de l’écart-type de s®. Nous supposons dans ce qui suit qu’on a choisi l’origine des x de telle sorte que M — 0, pour simplifier l'écriture. Occupons nous d'abord de & [ S!” ]?
8[s°F el Fee F+2Lel Dés AEn t
remarquons que
re à |
et n (t) x (© s[x° À x À P9 à T=t-1 Donc n—] EAT px° À x®] — 26 1x L nous avons n—1 n—1
Gp 1 (] Da Px R}; a Dh, So
Ye - MREUE Ye, (Sy RO +26
ZEEXF=nLP,x+ LR x k=1
snel on D
a 5» RS pO R(- | À | DRE
n—1 > Ve (Sy; Fa RE) SE > P, Se;
pO)(S, RU 9)
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PE
Le premier terme est égal à (1 — 1) P,S,, le second est égal à Ro S,, et tend vers S, S;, le 3° à aussi une limite, car D» SE R 4)
converge. Soit
= Ve = > (Sy; —Ri )
alors le troisième terme tend vers P, v,, le quatrième terme tend vers
zéro. Donc D PÔR e t) : — (n EL 1) Fe Sy + Se Sy me PR Vej + Oo:
et O, est un infiniment petit d’ordre exponentiel. En définitive à [st > pe x +2 D D» P, Sy; X; Xy |
+È Six + +2 Le, Dr 1 Sy; + Sx Sy) X; x, FO,
K=18;=1 Considérons maintenant 8[S®- 8(S®)F— 8 [SF [as OH etS = x, SP. Donc dans le cas régulier
D X HIT, 27 E k Sej F Site Sy) À; X4 æ [Dr S,. ]+0,
== PUS Pa Ce ÿ NEA à k=1 | En abandonnant l’hypothèse M — 0, en tenant compte de
DU, CS EC (A
(2) = D'P, (x M) EM ER
Nous avons donc par une méthode analogue à celle de M. FRÉCHET obtenu (et même précisé un peu) les premiers résultats de Markorr. La formule (2) a été donnée par M. FRÉCHET.
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Dans le cas régulier
(a) & | Si | —> M
nl
où M ne dépend pas de l’état initial E, (et mème la différence & (= n M) reste bornée et tend vers une limite) et
où 5? ne dépend pas de l’état initial [et même la différence Sir [SUV
reste bornée et tend vers une limite].
On remarquera que dans 5? n’interviennent que les x, correspondant au groupe final unique, ceci résulte d’ailleurs directement de l’indépendance de 5? de l’état initial, si l’état initial se trouve dans le groupe final, les autres états n’interviennent plus.
Nous pourrions maintenant comme Romanowsxy. calculer élémen-
tairement comme plus haut les différents moments entiers de S° et dé-
montrer que sauf dans le cas où 5? — 0 les moments de (STE nM||sV n tendent vers les moments correspondants de la loi de Gauss. Mais ce calcul qui n’offre pas de difficulté théorique, demande des. calculs très compliqués. Nous allons faire plutôt le chemin inverse: démontrer que St _;M
OPEN tend vers une variable aléatoire dépendant de la loi de Gauss ?), borner la probabilité des grandes valeur de (S® — nM)|5 V/n, et en
déduire que les moments tendent aussi vers les moments de la loi de Gauss.
$ 3. — Cas régulier: 57<0 la loi de Gauss
1. Une hypothèse essentielle dans ce $ sera que 57<0, alors l’écarttype de SU augmente indéfiniment. Nous allons aussi supposer ce qui ne réduit pas la généralité que M — 0.
Nous allons maintenant appliquer une idée qui se présente très naturellement dans l’étude des sommes de variables aléatoires enchaînées et qui est due à M. SerGE BERNsTENN: le groupement des termes.
5) Lorsque nous dirons dans la suite qu’une variable aléatoire y, tend vers une autre y1 nous entendrons par là, sauf spécification contraire, que la loi de probabilité de y, tend vers celle de y.
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Nous avons S%— XL... +X%, groupons les XŸ en 2p grou-
pes de termes consécutifs. Les groupes y, comprendront chacun 7, termes X® successifs et les groupes z, chacun (en dehors du dernier) n, termes consécutifs, le dernier z, groupera les termes restants et l’on peut toujours s’arranger pour que le nombre des termes de z, soit < ee. Les termes z, seront emboités entre les y,. On aura donc
x (1) sue » de Ta) x + M) es ane à 2 XSARA
2m + 2 ps x FDL Ex ex MEN E CRE
ss te nd ee n'a cote sea sue ne TO OR RS PR SN et CR Re IN pat EME EEe
Lo — 1) Gun + 722) +1] [Co — 1) 24 6 m] __ glem+(e—1)m+1] PE DAS . X,° NSP OT ME Fe (2) Jr mEX,
: rs =, AE Nous poserons ensuite S'— y, +...y,, S"'=2, + .. +2, La somme S’ est formée deptermes y,. Les épreuves de y; sont séparées de ceux de y,_, de n, épreuves. Si ce nombre n, est suffisamment grand,
on voit facilement que l'influence de la connaissance de y, , sur la loi de probabilité de y, est négligeable. En particulier la connaissance des
valeurs précédentes influera très peu sur l’espérance mathématique et l’écart-type de y,. Or il existe un théorème général sur les sommes de
variables aléatoires enchaînées généralisant le théorème de LiaPouNorF C’est le lemme fondamental de M. SERGE BERNSTENN. Il S’énonce comme
suit:
2. Lemme fondamental®). ,Soit S,—u, +u,+...+u,, 8[S?]=B, & [u2] +...+6 [ul — B,(on suppose toujours pour simplifier l’écriture & (4;) —0). Si quel que soit l’ensemble des valeurs déjà connues de _u,...1es écarts que reçoivent les espérances mathématiques de u;
Ut
15 Lan, 2 » . A
et de u; ne dépassent pas respectivement +, et 5, et en même temps
l'espérance mathématique de | u° resté inférieure à tr, la probabilité de
l'inégalité
Z0 VB, = 5, 2; VB,
aura pour limite Zs
6) S. BERNSTEIN. Théorème limite du calcul des probabilités. Math Ann t:97 Dies,
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quand
IT I Il NE dus 1 [4 1 L [il
— - er raieidentivers 0 VB, B, p°
La démonstration du lemme est fort simple (voir le travail cité) BERNSTEIN établit d’abord que
lim B F— 1] ni ——= © n il it Uk il pose ensuite Ve k V#B7
Alors on a toujours quelles que soient les valeurs dev, _,...0,et pour || <T (8 T certains)
le) 2 NCAA VE ee 8 [uk] 2 5" (e ) 2B; +Ôe
Es (n) +) Die m
À ne dépendant que de T. On en déduit sans difficulté que
mt |< A Fe
GET vp on DEN ; Ge 6 | % ler “ 1 F el$vm] — al 2 8(u,) 2 (n) ane D He » |+ m
où | ge Es Toi Cette équation de récurrence donne
G, —E foie 8 [ui] &lu;] ,
Comme pour m>Kk, < ] et que > PRE D
Fe.
Si 1 —-> ©,nous voyons que
GE, <<" et
D'autre part de
nl
Je, d —0 (8: *) on déduit que max {8 Lui 1!B, } 0; il suit
nt 1 l<i<n
Par conséquent dans tout intervalle fini la fonction caractéristique
de Sv, tend vers la fonction de la loi de Gauss réduite ; comme B- "1 n
n AR 1, B, il suit que la fonction caractéristique de Du = ÿ D VE tend aussi / B K B,
vers la fonction caractéristique de la loi de Gauss et l’on sait que cela suffit (et est d’ailleurs nécessaire) pour entraîner l'énoncé du théorème. cg: ft. 4:
3. Nous allons maintenant montrer qu’en choisissant judicieusement les n,, et n,, on peut faire que les conditions du lemme s'appliquent aux y les y; seront alors ce que BERNSTENN appelle des variables aléatoires
presque indépendantes.
Si nous connaissons y, ,, ... }, nous avons sur y un renseigne-
ment au plus égal à celui que nous possédons lorsque nous connaissons l'état du système corespondant à la dernière épreuve de y, .. Désig-
nons donc par 80) (y,) l'espérance mathématique de y, lorsque nous connaissons cet état et que cet état est p. ex. E;. Nous avons
8 (p)= iPie8, () = 2 P 8, D + +2 (PA — Ps) 8,
où &, (y,) est l'espérance mathématique de y, si l’état réalisé à la première épreuve correspondant à y, est E,. Or nous savons ($ 2) que &, (y,) reste borriée, et} P, 8, (p.) est nulle (M— 0).
Kk
— À Ne
Comme | RP, ,ona|8%(y)-8()|<a,<k'e À" k' étant une certaine constante. De la même façon on montre que B, <K'n: e1", Quant à Tr, remarquons qu'on a si £, est le maximum des | x, |
8 [ST — De
et
DEDNIC Sr).
Ga
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@—1 n On voit sans difficulté que De 8 (y; 37) —> 0, si m augmente pas
de façon que p e À mm > 0, (en effet & (»; D») — 0 LE I )). i+-1 De plus & (»5) de [ès CIE Un) l; (n;) étant borné. Donc ASIE [n, À +1(n)] + O(pe t").
Prenons p. e.
TNT
(plus exactement nous prendrons les parties entières de ces 2 nombres
mais cela n’a aucune importance). Alors p :: n 3 et
8(SYŸ == n0:
Les 3 conditions du lemme sont satisfaites, car sin >n,
Du<ke tp >0, DB<kpne 2 —>0
et
Du _2kmpe(y). 2k, ati Ut
Bi pret)" Veo)
Donc = Vas suit une loi qui tend vers la loi de Gauss réduite.
De la même façon on montrerait que S” | s n3% tend vers une variable aléatoire dépendant de la loi de Gauss réduite. On aura SM=— S' + S’.
st) S’ S' > = ——>>© + ——:
SV/n 5V/n 5V/n
Dans cette somme le premier terme seul restera si n—> ©, >< 0 le second tend en dehors de cas de probabilité arbitrairement petite vers O
(4 hi - a un écart-type équivalent à 7 3% —> 0.
AT C on
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Pour la loi de probabilité de S®® Je premier terme seul importe, ce terme tendant vers une variable GAUSSIENNE, il résulte :
Théorème. Dans le cas régulier, la probabilité pour que (en abandonnant l'hypothèse M — 0).
ñn
(n) (LM)
S® —nM L 2 ; V/n V/n
soit comprise entre a et b tend sis 7 0 vers
b 1 re =— e 24 dx
$ 4. — Cas régulier, 57<0, la loi de Gauss, évaluation de l’erreur
Dans ce $& nous avons en vue de donner une limite supérieure de l'erreur commise en remplaçant la probabilité pour que asVn<S®<b5sV/n par la probabilité donnée par la loi de Gauss. Nous allons en outre démontrer d’une façon différente que CS suit une loi tendant vers Ja loi de Gauss sans utiliser le lemme fondamental de M. BERNSTENN. Pour cela nous évaluerons d’abord l’erreur que nous commettons sur la loi de probabilité de S’ en supposant que toutes les y, sont indépendantes.
1. (Nous sommes obligés d’introduire ici une grande quantité de désignations, que ne nous serviront pas pour la suite). Désignons par F (a,b) la probabilité pour que asV/n <S'< b5V/n,en supposant les y, liées entre elles, par F, (a, b) la même probabilité en supposant que y,...y sont indépendantes de y, mais liées entre elles, par F, (a, b) la même probabilité en supposant maintenant y, et y, indépendantes mutuellement et de y, . y,, enfin par F,_, (ab), la probabilité en supposant toutes les y, indépendantes.
Soit V,(y) la loi de probabilité totale de y; Soit Pr la probabilité d’une proposition sur y,+... Ye à priori, Pr, la même probabilité lorsqu'on connaît l'état E, réalisé à la première épreuve de y» enfin Pr[E, y, — y] la probabilité pour qu'on ait à la première épreuve de y, l’état E,, Si y, a pris la valeur y.
Pr [E; VE y| sera une moyenne des Pyp car, d’après le théorème des probabilités totales et composées, Pr [E,»: — y] est égale à la somme pour #—1,...,r du produit de la probabilité pour qu'on ait eu l'état E,
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FO FR ñ () __ plr+m) à la dernière épreuve de y, si y, — y et de P;;. Comme |P;? —P;;"°
th où À —(,ona
Pr[E, Dit y] … Phi a CPS
D'autre part nous pouvons écrire
où Jar) | << CE.
Fa, =]: ZPr{E,y,= y}Prfas Vn<(y, +... +ye) j=1
+y<b5Vn)d V,(y)
PRIS =[ 2 Pu"+aGn] Pr Gas Vn< 24. 79)
or
+y<b5V'n)dvV, (y)
D Per] VE
Pr désignant comme convenu la probabilité à priori. Donc en
remarquant que
+ 00 [ PrlasVn<i+...y,)+y<bsV'ald V,G)=F,(àb)
il suit que F(a,b)—F, (a, b) +1, (a, b) De la même façon on démontre
PNG) E (2,0) La, 0) et
Donc
avec | (a, b)|< CAS
avec | 1, (a, b)| < Eu
avec | aa, d)|< ci À.
NO PRERU (ab) ar.
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Dans le cas positivement régulier on aurait obtenu par la même méthode
F (a, b) = FI en 1 (a, b)] Fo: (a, b)
où
1 na 0) [1 + x (a 0) 1 Gb) | < ke
et si p À —> 0 non seulement la différence entre F,_, (a, b)et F (a, b) tend vers zéro, mais même leur rapport tend vers 1, ce qui peut être
très utile.
2. Calcul de EE (a, b). Sip est suffisamment grand, Ge (a, b), loi
de probabilité d’une somme de p termes indépendants suivant tous
sensiblement la même loi, sera très voisine de la loi de Gauss. Nous allons
prendre comme plus haut n, — n'8, n, = n'®. Alors p—n" (1 — n jt.) ra
L’écart-type de chaque y; sera V GAS + r,;où r, est borné. Le carré
1 = de l’écart-type total sera (Sn 3 +7) Li — Ho ,)=0n Hi —o(r »)].
POSons au = 2 GE) (y, )°}=snl1 - O(n %)]
> 8) reste borné. 8(|y°|) <kn, 8()<2kr à (si # est le maximum des x,).Le théorème de Lrapounorr nous dit alors
que la probabilité pour que D: Vi==6. [2y;] soit comprise entre a VB, etbV/B, est égale à
b 1 x x | GLEN ET (ND) a
où
= ie
ao=ofsig 1), += 2
dans notre cas
Res È donc
r.(0, A0 (ler 180)
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et un calcul élémentaire très facile montre aussi que b ONE A An) F a, b ee — Ce X EC e—1 (4, 0) Lo È
Avec les valeurs prises pour p, r, et ñn;, on a ; : 18 1 F(a, b)=Pei(e, b)| pci Les C1 fl À V Lt) és on a donc aussi
£ xe 1 F (a, = | e _2dx+O(n Slgn).
En calculant de même la probabilité pour que
13 13 acsn<S"<bons
on trouvera
13 13 1 | NS es D
36 (4 D — De - X fl 18 ).
Prasn$<S'<bsn%] V2r, e
3. Passons maintenant à l'étude de la Pr[a5/n<S<boV'nl. Les inégalités
(A) AoVn LT S <hoV/ nt > (B) Sr
entraînent l'inégalité
(C) ; aoVn<S+S'<boV/n
de même les inégalités (B) et (C) entraînent l'inégalité (D) asV/n—<S <boV nr.
Désignons par P (A)... etc. la probabilité de l'inégalité (A) etc. on aura PAC) = P:A:B) P.@D):z=P (CB).
Une inégalité classique nous enseigne que P (AB) > P (A) + P (B) —1 P(CB)>P(C)+P(B)—1 Donc BD) RCA ER (D) 1 60 P (D) = P(C)+P (B)— 1 P (D) +1—P(B) > P(C) > P (A) +P(B)— 1.
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Nous aurons b
1 x? 24 + P(A)==——— és dx FOI m +0 | À ee rO( 8 Pa 252 n'8 PIE P (B) > 1 — ——2 — d'après le théorème de BiENAIMÉ-TCHEBYSCHEFF.
Si je prends:—n" n%, alors P (B) — 1 —O(r ?f)
et nn 3%, prenons done ee aura P(B)—1—O(x7 51)
et — a re par conséquent :
Von Hoonl b
= ” 1 D Ur
Prlaot/nr sie re vie f e 2 dx +0 (n RE x a
4. Cette formule suffisante lorsque a et b sont petites ne nous enseigne rien pour la probabilité des grandes valeurs. Pour que nous ayons
[SM | > 66 V/n il faut qu’on ait au moins l’une des inégalités SI>S 65Vr HAE Donc
Prl|S®) >60V/n]- Pr[1S1 > V'al+pr[1s"| > 33Vl
Or nous avons vu que pour évaluer les Pr[S’>]etPr[S" >}, ül suffisait d'évaluer les mêmes probabilités lorsque les y, (respectivement les 2,) sont supposées indépendantes et d’ y ajouter un terme correctif
qui ne peut pas dépasser K ne" 0 (er FE Dans le cas positivement régulier même, il suffit de multiplier les mêmes probabilités calculées en supposant les y, ou z,; indépendantes par un facteur qui sera très voisin de 1 si #7 est suffisamment grand. Or pour les probabilités des grandes valeurs dans le cas de l'indépendance l’on a une bonne évaluation due à Kormocororr. En considérant avec BERNSTEIN
&[e'$n] où {> 0 et en appliquant le raisonnement de TCHEBYSCHEFr, il trouve
EB tM Pr£lS —&S>x}< e +7 C4), Mit
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où Pr’ indique que la probabilité est calculée en supposant les grandeurs indépendantes et où B — B, et M le maximum de | y, — 6 (y,)]. On a une formule analogue pour S”. Prenons X — 5 V/n . n° et
Il 1 8 = ee NT ee {nn Ë t VB Rp Comme M < k V/n on trouve
4 1 = n rs —. coVn i à: f. k 0 n n 6 PIS = ES) =nalln)Se En. el] 3 (VE )r Or
VB :2:5V/ n, 8 (S’) reste borné - K’. Donc (sin >> no)
PAPTS US 2 Un Me tent ; Et l’on trouve de même que (pour 7 => n) Pr{lS'|>2n' 0 V/n} < exp ( ét k On aura donc dans le cas positivement régulier (7 => n4)
Pr{ISl=a4nsV/n) <expt - 1}
dans le cas régulier on aura PRISE R a Lén} exp {— 14 + 0 ( exp (— 5%).
Ces formules peuvent être améliorées de beaucoup. Elles suffisent pour nos buts.
$ 5. — Cas régulier, 5 7< 0. Convergence des moments
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer : Théorème : Dans le cas régulier si 57<0, les moments de
SP =nM
—1 tendent vers les moments correspondants de la loi de Gauss 5 V/n
réduite.
Démonstration. On peut supposer M — 0. Soit F, (4) la loi de probabilité de ji 15 V/n. S® varié de —Knà +Kn.
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Nous démontrerons que
1 i -$ UF) Loue 2dt | V2r J, (0 0 tl'4F, (+) À ee edi ER —— | | 6e 20 »
à | dF, V2)...
il en résultera le théoréme. Nous nous bornerons à [ tdF, (t), la “0
et (à > 0)
démonstration est identique pour | . Comme S!{° varie de — Kn
% —x à L K n, nous aurons’)
[of ‘ar, o= | m1 0 0 “0 21 n@
It Envisageons | , divisons l'intervalle d'intégration dans un #4 0 grand nombre d’intervalles de même lonqueur A, soient
V'LRRT HER
les extrémités le+1 :
[ Éd F,(=fE, +0, ALE, +6 AJ UE, (2.,)— EF, (£)] Le
Fun) — FE) (Es) — (4) LO(n=m)
où
ler [ Fdb(t)— Hi AL + A) LE) — &(4)] le
7) Nous supposoos i > 1; si i < 1, il faut modifier très légèrement le raisonnement.
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let 1
let | [ ar, (D ] PAPERS En) e le
(0) ET Los 0 (rat).
ea Î t—db(t)
1 Pas LE 11 À O(r. 5):
[ro f t'dp(t) 0 0
ner
Si nous prenons (i +2) a < — = PA nT alors
a a | ar >| ao | t'dæ(t).
Evaluons
K Vn
| ar o=] { tar,(t)<[* VRP > 5 Va].
Or nous avons vu dans le $ précédent que
PASSA nn ce |+0 DRAC
donc
Il f'adF,(t) > 0 quel que soit a => 0 mie
et
| i i 1 RES Paris Hd Pb Nues 2 di jh 1 | (1) x J
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S 6. — Cas positivement régulier, analyse du cas où 5 — 0
1. Nous avons obtenu dans les paragraphes précédents un certain s Ga)
, ë , . h 5 nombre de résultats sur les variables aléatoires mn sis=<0.Pour G; fl
être complet il nous faut voir ce qui arrive si 5 — 0. 5 ne dépendant que des valeurs des x, dans le groupe final nous pouvons nous borner dans ce qui suit au cas positivement régulier c. à. d. supposer qu'avec probabilité 1 on se trouve à l’instant initial dans le groupe final. Nous supposerons pour simplifier l'écriture M — 0. Alors nous savons que
en nous bornant aux S®? (distribution initiale, distribution stable). Il suit que S° reste borné au sens de BERNouLLI en dehors de cas de probabilité arbitrairement petite (Théorème de TscHEBYSCHEFF).
Deux cas sont à distinguer : / — 0 et 1/0.
[ — 0. Alors
6 [SP] 20 8 [SP] 1 8 [se -1) 1° se 28 (5 1) x Le [x®] 2
Les deux premiers termes tendent vers 0, car! 8[S(7 ” Une Ve (S eee [x 12, il faut donc que & [X 1]? tende aussi vers 0. Or 8[X]} est égal quel que soit n à >: CR (et P,70E
Ceci devant être égal à zéro, nous concluons que si /—0, tous les x; sont nuls.
2. 17<0. Ce cas est plus difficile à traiter. Effectuons le groupement de termes suivant
Yo — DA AT 2j NO
__ yg@im+1 @i+1 ai ; y X He APN er RS
CC A A AAA CS Le dE int à à ete à
V, = NÉS xCe+1) m : + site ae -1) m] SUIS, = 550) Si = + +... + SR Frs Nous avons Su SES
Prenons m très grand mais fixe, suffisamment grand pour que
& = CR tr et pour que (62 ) PES ln > 4 ;
8(», À DE REVERS j=iH1
E[S A6 (lt) > 00
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sie augmente. Les $ précédents nous enseignent que nd
RUE A, Vo ( Det bn) É vers la loi de Gauss. Pour que
Ses 1, reste borné, il faut qu’en dehors de cas de probabilité arbitrairement petite on puisse écrire Ex = — S’ 1 (Se = Se) , 5, étant borné. La connaissance de valeurs de Se nous fixe donc en dehors de cas de probabilité arbitrairement petite sur la valeur de la somme S, à une
quantité aléatoire bornée près. Or la connaissance des valeurs de SE nous in- . s . Q dique moins sur Si , que la connaissance de tous les y, composant S et
cette dernière connaissance nous donne un renseignement au plus équivalent à celui fourni par la connaissance des états réalisés aux épreuves extrêmes des y, c’est à dire des états réalisés aux épreuves d’ordre
(2i+1) met (2i+2)m + 1.
Supposons maintenant que nous connaissons non seulement la valeur de si mais aussi les états que le système a pris à ces épreuves extrèmes des y. Les termes z sont emboités dans les y. La loi de probabilité des z, est bien déterminée par la connaissance du dernier état de y; et du premier état de y,,,, c’est à dire par la connaissance des états du
système aux épreuves d'ordre (2i<+ 1) m et (2i+2) m +1. Désignons par Pr , Ce qui devient z lorsqu'on sait qu’à l'épreuve (2 i+1)m on ait eu l’état E; à l'épreuve (21+2)m-+ 1létat E,. Les [4]; sont indépendants l’un de l’autre. Si o} est donc connu et de plus les états extrèmes de y, alors nous pouvons écrire
a KO ae S; — [20 j0 2e +[2e il HA S° devient la somme de £ quantités bornées indépendantes et cette somme
doit être de la forme — 5 + 0e étant borné, en dehors de cas de probabilité arbitrairement petite. Or on sait que la condition nécessaire et suffisante pour cela est que
o—1 Lelali [ali À reste borné quel que soit p en dehors de cas de probabilité arbitrairement petite. D'autre part les Gi suivant tous la même loi quel que soit ë, désignons par à l’écart-type de [2] je I n’y a qu'un nombre fini r° de combinaisons j, # possibles, soit n,, le nombre des alé alors g--1
Lea star fe Lt)
jK
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Comme D) = p, il y a toujours au moins un des Les qui j,Kk augmente indéfiniment avec probabilité positive. Pour celui il faut, : r sk :
pour que Done (ci) reste borné, que ù; Soit nulle. Or remarquons NAN
que les valeurs S; pour lesquelles un n°, est < L ont une probabilité qui tend vers 0, si augmente indéfiniment. En effet on peut suppo-
ser que 72 soit suffisamment grand pour que b} Pen PS P;p,> 0
Alors désignons par [AJ l'événement consistant dans ce que à l'épreuve (2i+1) m l'état E; soit réalisé et à l'épreuve (2i+2)m+1 état E,. Or quels quesoientles[ A; ;] “a réalisés précédemment la probabilité de [A] |
est DU P,. La probabilité pour que l'événement [AA; ne soit réalisé
pour aucun i compris entre £, et i, est donc inférieure à (1 — 5 P) en
et tend donc vers zéro avec (à, — i,) ‘. Il suit que l'événement [Ai]; est réalisé en dehors de cas de probabilité nulle une infinité de fois. Donc si p tend vers l'infini en dehors de valeurs de =. ayant une probabilité
totale tendant vers zéro, tous les > presque Sûrement. Donc fous les 0, sont nuls.
3.Interprétons ce résultat: les; sont les écarts-types des z, lorsque l’on connait l’état immédiatement avant et l’état immédiatement après les épreuves correspondantes à z,. Nous voyons donc que X; hs tas
est bien déterminé si nous connaissons l’état du système à l’épreuve m1, donc à fortiori à l'épreuve m. Ceci est vrai pour tout /»7 suffisamment grand, or il est facile de l’étendre à tout m entier; en effet supposons que
@) (m1) KES REX
soit encore aléatoire lorsque nous connaissons l’état du système à l'épreuve d'ordre m,; soit E, un état avec Be > 0. Nous avons
XP +. + XP = +; (m8,
c. à. d. cette somme est une fonction bien determinée de /»7, et de l’état E, à l'épreuve d'ordre m, pour m suffisamment grand. D'autre part il
existe pour tout "1 suffisamment grand un chemin de E; à E, allant de E;à E,, en /n, épreuves et de E, en E, en m — m, épreuves. Si m — m, est
suffisamment grand les valeurs de XP + a + x et de ee TO
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(m—m:) » : : 2 2 : x + X;, ‘ne sont pas aléatoires si l’on connaît l’état E, réalisé à la dernière épreuve. Or le long du chemin considéré l’on a
9; (m, K)}= = X0 +. . +XxP= X0 +. . XD + RO RCE
Comme une quantité non aléatoire ne peut pas être la somme d’une quantité aléatoire et d’une autre quantité non aléatoire: quel que soit m X°+...+x( est bien déterminé si l’on connait l’état initial et l’état à l'épreuve d'ordre m. Mais il pourrait paraître que les g; (m, k) dependent de m. Il est facile de démontrer que cela n’est pas le cas. Pour cela considérons le g; Un, j). Il faut évidemment pour que cette quantité soit définie qu’il existe un chemin d'ordre m de E; en E.. Les 9; (mi, j), si m—><, sont bornés car x. + te sont bornés en dehors de cas de probabilité nulle, et la probabilité pour que l'état réalisé à l'épreuve m soit E; tend vers P;> 0. D'autre part les vw, (m, j) ne dépendent pas du chemin” suivi pour
“lie de E;en E;: Considérons alors un chemin quelconque de E;enE,; d'ordre m; soit y; (m, j) la valeur de x a +... + X( correspondante à
ce chemin, on a évidemment X° + ... X( prise p fois le long du chemin considéré — (pm, j)—p9; (m, j). Ceci devant être borné, il faut que ?; (m, j) = 0 quels que soient m7 et j. Maintenant supposons qu’il existe un y; (m, k) dépendant de m, alors il y aura deux chemins d’ordres 77, et m, de E; en E, avec des #; (m, k) differents; considérons un É
fixe d'ordre m, de E, en E,, on aura
P; (m,, k) 5 ns Lk (U12 Î) = 9; (mme Î) 0 P; (m2, k) = 2, (m2. i)
donc y (m,, k) ae + (rm, k) — Pik ; on aura Pi = O0 et jk ai EN er eg à Pier MER
On voit d’ailleurs sans peine que si X, +X,+...—+4X;—0 le long de tout chemin fermé les X!? + X( sont des fonctions bien déterminées de l’état initial et de l’état final. On peut donc énoncer le théo-
rème suivant.
Théorème : Dans le cas positivement régulier pour que l’écarttype de s reste borné, il faut et il suffit que, après soustraction d'une constante M de chaque x, la somme des x, prise le long d'un chemin fermé quelconque soit identiquement nulle.
36 WW. DOEBLIN
Nous voyons que si o—0, S; prendra avec probabilité po La valeur n M + ©,, et si n augmente indéfiniment SV _1M prendra à la limite avec probabilité P, les valeurs #,.. Dans ce cas donc la loi de probabilité de Sa — nM dépend d’une façon essentielle
du premier indice.
r r G [st MIE À (x, —M)S,; — y» be À Xy Sn
Kk=1 .
&8[S -1nMP D Prqe —]
4. Donnons un exemple de ce cas: Prenons par exemple trois états, supposons qu’on passe nécessairement de E, à E,, mais qu’on puisse aller de E, à E; et à E,;, enfin à partir de E; on peut rester à E; ou aller à E,. La matrice des p;; aura la forme |
O Î O Pai O p»
Pa1 O ps
On vérifie facilement qu’on est dans le cas positivement régulier (la matrice est indécomposable, et non cyclique), affectons à E, la valeur 1, à E, la valeur — 1 et à E, la valeur O, alors w, — — 1,
Pur = Par — P33 — 0, pis = — 1, Paz — 0, D = 1, pa = 1, Pa = 0. On peut évidemment construire des exemples plus compliqués. Mais il y a un cas où l’on a nécessairement gj — 0. C'est le cas
de Markorr. En effet si p;, = 0, alors il existe un chemin de l’état E, à E,
ne passant pas par d’autres états. Apres réduction d’une constante M des x;, la somme des x, -- M prise le long d’un chemin fermé doit être nulle, or prise le long de E;E, cette somme se réduit à x, - M. Donc
tous les x; — M; On n’a pas / >< 0. Ceci explique que MaRkoFF qui Sup-
pose aussi que les x; sont différents (et P;; > 0) n’a pas eu à s'occuper du cas où 5 égale 0.
$ 7. — Cas d’une matrice indécomposable et cyclique. Les X° et les Se
Le cas positivement régulier correspond à une matrice || P; | indécomposable et non cyclique. Supposons maintenant que la matrice des D est toujours indécomposable mais qu’elle est cyclique. Elle admettra
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alors d (d = 1) sous-groupes cycliques. D’après ce que nous savons sur le mouvement circulaire entre ces sous-groupes cycliques, on doit s’at-
tendre à ce que les Xe suivent une loi asymptotiquement périodique en n avec période d, et que cette periode s’éliminera en général pour les som-
mes + C’est cela que nous allons vérifier et préciser dans ce qui suit. 1. Les Le Supposons que nous partons de l'état E; dans l, alors
nous serons à l’épreuve 7 dans le sous-groupe È AE (Ho are Ph = P,-0SE,elen=l—1{(mod à Le) = ù n==l'— 1[(mod d)
ei est une variable aléatoire qui prend la valeur x, si E, est réalisé à
l'épreuve n, cette réalisation ayant la probabilité D. Il suit qu’à chaque épreuve les seules valeurs possibles pour en sont les valeurs correspondantes aux états du sous-groupe /,. Asymptotiquement si ñ — ©, en prendra avec probabilité P, les valeurs x, (E,s /,), L, variant périodiquement avec 7. Donc
8[x®] = DP x, =M, oùE,s /, & {x — 8[x° 54 272 De Le ( Xy ES dr » d k
2.0Les X; . Utilisons maintenant l’artifice que nous avons indiqué
dans le $ 2 de A lien et qui consistait somme toute à considérer non pas chaque état isolémént, mais l’ensemble des états pris par le système en d épreuves successives. Posons
LE E; ee E;.
La matrice des c,; correspondant aux 6; se décomposera en d sousmatrices correspondant aux groupes finals de , et ces groupes finals se
distinguerons par le sous-groupe cyclique auquel appartient le premier état E;, car nous savons qu'on ñe peut pas passer de l'état 6, —E;...E,
id OùE, € 1 ...E,el—1älétaté, —E, ...E, DRE ID ENS El avec L 1.
Nous ne nous occuperons ici que des 6, de la forme DEP El PE 4 (1)
et étant réalisables (; 5 > 0). Alors à ces 0, correspon-
; Pi: id
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dent des probabilités de passage cr et on s’y trouve dans le cas positi-
vement régulier (tr; —> Pi Pip:P) Lo
Si nous affectons à chaque état E, un nombre x, nous faisons correspondre à chaque 8, le nombre % = X, +. Xp et nous aurons à étudier les
X NME
c’est à dire les variables aléatoires égales à x, si 9, est réalisé à la mème épreuve à partir de l’état 0. Nous pouvons appliquer aux x? les résultats démontrés dans le cas positivement régulier. Il suit que la loi de probabilité de Se tend vers une limite indépendante de l’état initial 6; (mais on suppose toujours que 6; est de la forme (1)). À la limite RE
prendra avec probabilité rt, — P; Pub la valeur
î Pi à_1 ia
X;, ee X;, == X;.
L’espérance mathématique de XP tendra vers une limite que nous désignerons par M d
(mn) ss EIXP] Ma D 20 DCR PEN PRE
ü, bp ol] =))ha te ne HA x}, Chaque somme étant étendue aux états d’un sous-groupe / différent.
Les S"), Soit SPPRES QUO PEN
alors nous savons que & [S”] — dmM + r (m), d M étant indépendant de la distribution initiale des 0, et r (m) tendant vers une limite qui dépend de la distribution initiale. Enfin, ou 8[S®” — 4mM]}? reste borné, ou 8 [S" — d m ME — 5? md + 1 (m), s né dépendant pas de la distribution initiale et / (m) tendant vers une limite. Dans ce dernier cas S® _ dmM TR au |
— © tend vers une variable aléatoire dépendant de la loi de
5V/md GER)
Gauss réduite si m tend vers l'infini et les moments de Ru = E LE oV/ md’ tendent vers les moments correspondants de la loi de Gauss. Tout ceci indépendemment de la distribution initiale. Dans le cas où 5 — 0 la somme des valeurs de X; — d M prises le long d’un chemin fermé quelconque est nulle et les 5 — d M sont bien déterminés si l’on con-
naît l’état initial et l’état à la dernière épreuve correspondant à ÉSRE
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Passage aux S®°. Remarquons qu’on a
(mn) __ (1) (m d) SU HE EXC
E;, étant le dernier état de 0; et appartient au sous-groupe d. On a donc
&(n) ___ g(md) S; re S;, et les énoncés ci-dessus sur les a deviennent des énoncés sur les
SE où E;, d. Supposons maintenant que Es / , et soit » quelconque
LA LEMmA M SOLE R D, alors
(y) (d—1) (d—1#1) (md+d—1+1) ; SRE EU XETUE RS +... +xf +... "+ xt" CDI, rap Ke est une S(” , car à l’épreuve d — / le
système est dans d.
Dans la somme S(° la partie différente de S°”? est négligeable devant
SM) si R!° est cette partie, on a | R®|<24dk, où k est le maximum des x, Il suit d’abord que & [S®”] —nM+#r,(n) r; (n) étant borné, mais ne tendant pas nécessairement vers une limite. On a en effet
EE POUR bei EE Da Pen nt ol Home et il résulte de ce que nous savons sur 8 [S”], (8[S" — md M] tend vers ‘une limite) que & [SF ]— n M sera en général asymptotiquement pério-
dique avec période d.
En ce qui concerne
& Res nM]—8 Prop (aride) M+S— m dM]°=5 d m+1(m) + 8[RŸ — (x, +4 DMP+28[(R$ — (a, + à — 1) M)(S"- mdMi] on voit sans peine que & [(R° — (a, + 4 1) M) (S"—maM)lreste borné et le second terme est évidemment aussi borné. Donc 8[S° - a M}°— 5 n+ 1 (n) 2 (n) étant borné et asymptotiquement périodique avec période d. Si s— 0, les conditions que cela impose aux S; se transforment
évidemment dans les mêmes conditions pour les S!?: après réduction
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d’une constante de chacun des x,, la valeur de la somme des x; prise le long d’un chemin fermé est nulle etc. Sis7<0, R(® étant borné, il suit immédiatement que la loi de [S®” — » M]/5V/ntend vers la loi de Gauss réduite, de même les moments de [S®? — x M]/5 V/n tendront vers les moments correspondants de la loi de Gauss.
Nous venons de voir que les principaux résultats démontrés dans les $ précédents pour le cas positivement régulier s'étendent sans difficulté au cas d’une matrice indécomposable quelconque: c’est à dire au cas où nous sommes à l’intérieur d’un groupe final. On aurait d’ailleurs pu —et c’est comme cela que nous avions procédé — démontrer tous ces résultats sans faire intervenir l’artifice du $ 1 de l'introduction. On aurait
démontré d’abord directement (voir le $ suivant) que & [S®”] 2 n M, que
= 1 l'écart type est soit borné, soit de la forme 5V/ 7 + 07) s ne dépen-
dant pas de l’état initial, en suite on aurait fait les mêmes raisonnements que dans les $ précédents, seulement au lieu de la propriété ergodique serait intervenue ce que nous avons appelé la presque-ergodicité; si nous connaissons l’état initial la connaissance d’un second état du système à une autre épreuve ne nous indique plus rien sur les probabilités des positions ultérieures (au moins asymptotiquement).
$ 8. — Cas d’une matrice indécomposable cyclique. Les deux premiers moments des S(”
Nous avons vu dans le $ dernier que, sauf dans un cas singulier que nous avons élucidé complètement, la loi limite de Le et ses moments pouvaient s’exprimer très facilement par les limites de & S |A
2 , “is :
et de 8[S* — 8(S*)]* | r. Nous avons montré que ces limites existent et comme nous avons ramené le cas cyclique au cas positivement régulier nous avons donné par cela un moyen de calculer ces quantités. Mais il vaut mieux de les calculer directement sans utiliser les résultats du numéro précédent, car nous obtiendront ainsi une nouvelle confirmation de l’existence de ces limites.
o [e(n) 8[s] Nous avons fn r nl a IS" Le0n = DEP.) x a 2 np &[S! [= 8 (x; ) nt P; SE I pe =] NE i=1
(Rep er (2) tu) n Il; croi U +R; TR
Jt
HA à ” 1 RE = 2 Pi Pr' Ii) =S; 0 (re
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: (na) ñ x : : Poe .
4, x est d’après le $ 1 de l'introduction une fonction périodique de 7
avec période d.
is = Pr) We il Pr [ j, i] — n, M, n—=nñn, (mod d)
FRE Î F; D
Comme RE converge vers S,, il suit que
8[S' 1] — MDI, +, +0, — 1 M +-
À Gt 15) (x M) +0,
2) S;, — 0 et, comme il résulte de l'expression de 4° (a)
Nous pouvons mettre la partie périodique de r sous une autre forme. Soit
MAD Per (Ers pi Comme le système issu de E;, € 1 sera à l'épreuve n dans le sous-
groupe Re [1 —1 A — l (mod d)] , il suit, en tenant compte des valeurs de Pré, que
5) 10) KE (M, I M) am (M,., rest: M) Fee 5 +(M,., ". M) où A —=n; (mod d) et nous pouvons écrire
S[S*]—>1M+(M,,, - M) +... (M, — M)+ 2S(x— M) Posons SUN X; où X° —x — M, ,= xisià l'épreuve t à partir de E; l'état E, « 1 est réalisé. Quelles relations y a-t-il entre SU et se
Nous avons Ki Xx" — M, oùt—l,—1!(mod d) donc
sue = 10 + 2 M, ST n M + (M,., ri M) nee tes M)
ou
Sms + e[s"] 2) BOX, M).
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Si nous voulons calculer la partie principale de
fge() (2) 12 8(s; - 8IS°L
comme Ÿ Re (x, — M) reste fini, nous pourrons nous borner à calculer
la partie principale de & [S; *]%. Remarquons encore que
&[s®] D) RW (x, — M) > » S, (x, — M)=— ÿ Su x 1 i=1
et passons à
B (S, "] 2 n n—1 n Lie 2 8x9 5 de Ce » el LE = T=t+1
Dre LEE 1 est égal à Y ee x? donc 1 r Lelolen Zn, x t=1 i=1 8lx! D ques D PE 8 [S:; 9] — D Fa es RU 1) ci
(TO LINE RTS RO y 1 va D P; SALIRE
Il résulte sans peine que
fl
nel 26 LEE ÿ AE à D M; Sy x: x!
par conséquent [el / (n) 2 2 +1 12 4 / &fs; Jln—5 Di +221, Li Do à
Si nous groupons tous les états de 1 ..et désignons par AE .. des
sommes étendues à 1 etc.:
= D0,(x M) +... DU, (x M +
CEE id
DU PPRMURME M,)(x,- M).
(ER) el ko
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Considérons la somme
> dE HS; (x, —M,) (x, > M)
iel KkEQ
elle se réduit Fa ÿ: RES X, X4 SCA ON A À Sy = 0 et
iel KEQ keQ
VA Sy —
tel Il résulte que
r E r r M? 2 M° D NS as ss :
$ 9. — Cas d’une matrice indécomposable: Théorème du logarithme itéré
1. Introduction. Nous avons démontré que si nous nous trouvons à l'intérieur d’un groupe final, alors quel que soit l’état initial, la probabilité pour que
QG) Ÿ; ne Se
S" _ 1 Mg tend vers zéro si nr tend vers l'infini. (car ARE est borné |. n
Donc à l’intérieur d’un groupe final la loi des grands nombres est applicable. Nous avons de plus étudié d’une façon assez complète les Li du point de vue Bernoullien, c’est à dire nous avons étudié la loi de probabilité de S®°? pour des r très grands, mais déterminés.
Maintenant nous allons étudier les Si du point de vue des probabilités dénombrables. Nous n’allons plus nous demander si une certaine propriété est satisfaite pour un n particulier, mais nous allons considérer tous les 7 et nous demander si une propriété est satisfaite pour un nombre fini de #7 ou pour un nombre infini de n.
En particulier nous allons nous occuper de la question suivante. Pour chaque n isolément si nñn >< la loi des grands nombres s’applique, St)
la probabilité pour que ve M|>:e>> 0tend vers zéro quel que soit &
Mais si nous considérons tous les #7 à partir d’un certain rang N, il
pourrait se produire que quel que soit N on ait au moins une fois dans le Se
— — M nl
courant des épreuves à partir de N, > s«, et alors on aurait
cp ETS w
évidemment > e une infinité de fois. Les indices #7 pour les
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St)
quels + __M|==: formeraient une suite infinie dont la ,densité“ par
rapport à tous les 7 serait évidemment nulle. Dans ce cas, bien que la loi des grands nombres soit applicable, la loi forte des grands nombres ne le serait pas (M. CanrTeLui à qui l’on doit cette question a baptisé cette loi d’un nom qui nous parait mieux indiquer de quoi il s’agit ,la legge uniforme dei grandi numeri“: la loi uniforme des grands nombres).
Dans le cas qui nous occupe nous verrons que non seulement la loi forte des grands nombres sera applicable, mais qu’on peut la préciser d’une façon très exacte.
Nous avons deux cas à distinguer : 5 — 0, alors 1 — n M est déterminé par la connaissance des états extrêmes, et Se — nMest borné,
SE 2 n4M
donc < A t la loi forte des grands nombres s'applique.
Le cas restant est plus intéressant: 5 7<0. Alors on a le 2. Théorème. A l’intérieur d’un groupe final sis53<0, la probabilité pour qu’on ait pour au moins un n > N
IS —nM > 25 n (Lg,n + c Ig,n)
Sétu —1L'sSi0s à. tendra vers 0 sic Se
(g,n = lglgn, lg;n = Ig.lg,n). Le théorème ci-dessus s'appelle théorème du logarithme itéré.
3. Donnons une esquisse de la démonstration, qui est assez longue, en essayant de faire ressortir les idées principales qui sont les mêmes pour toutes les démonstrations du théorème du logarithme itéré.
Nous montrerons d’abord (lemme I) que si pour un n<n, | S,-nM| est très grand, alors on a une probabilité assez grande pour que Se, sil” M) soit aussi très grand. Il résultera que si nous montrerons que pour une certaine suite croissante n, (= 6:2:,.9,0ù8/ 4 parur d’un certain rang LS, - ñ, M} <(u,) avec probabilité très voisine de 1, on aura aussi|S, — nr M|<9 (2,) (an n,) avec probabilité très voisine de 1.
Nous évaluerons ensuite la probabilité pour que |S, —aM|>9(n) (lemme IT).
Enfin le lemme III nous donnera un critère suffisant (et sous certaines hypothèses (lemme IIl) nécessaires) pour qu’un événement se
réalise avec probabilité 1 ou O une infinité de fois dans une série d’expériences.
En appliquant les lemmes II et III aux variables | Sa mi b A
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étant convenablement choisi, on vérifiera que la probabilité pour qu’on ait pour au moins un p > Po.
| SA ds ñ, M | ES V2 ane (£, LPS + € [83 fl) SA
B étant une certaine constante, tend vers O avec !/,, et l’on en déduira que la probabilité pour qu’on ait pour au moins un nr = N
S,—n M|>\/25 n (lg,n + clg,n)
| < end vers O avec N SHC 5
Enfin pour montrer que si € < on ait avec probabilité 1 une
sk D L | infinité de fois
Ée —nM > V2 n (lg, RES, 1)
on montrera qu'il existe une suite d'indices n, très rapidement croissante,
pour laquelle on ait avec probabilité 1 en vertu du lemme INF une infinité de fois
| = AR > re M. > V 257, (LA, TS (831)
ce qui démontrera le théorème.
Pour le lemme I ainsi que pour la démonstration propre du théorème nous suivrons autant que possible la marche qu’a suivie M. Can- TELLI dans son mémoire ,Considerazioni sulla legge uniforme dei grandi numeri e sulla generalisazzione di un fondamentale teorema del Sig. Pauz Lévy“$), où il généralise dans le cas des variables indépendantes sous certaines hypothèses les résultats de M. Pauz Lévy dans le cas BERNOULLIEN. Toutefois dans la partie € < 2 nous allons modifier un peu le raisonnement de M. M. CanrTezui et Lévy pour employer un raisonnement de M. Kozmocororr, qui nous parait préférable.
4. Démonstration et énoncé du lemme. I. Nous supposerons ici pour simplifier l'écriture M—0. D'autre part comme dans tout ce qui suit l’état initial n’a aucune importance (l’état initial est dans le groupe
final) nous supprimerons l'indice en bas dans S{”. Nous poserons
D US NES Test),
8) GIioRN. Ist. Ital. Att. t. 4, p. 327—350, 1933.
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Quel que soit l’état à l'instant r, il existe un n tel que pour tout
n> non ait
Pro
V/n.5 S : At AAA LS PA Ne DEL S (r, 1) — Ci ar Les tend vers la loi symétrique de Gauss, uniformément par rapport à r.
A fortiori, il existe un n tel que pour tout n>net pour un nombre quelconque B >> 0 on ait
AE RN TE (1) FE Pr[ S 6, ie B |
DIET
Démontrons que les formules (1) sont valables également pour tout n < n, donc.toujours, si les nombres B sont convenablement choisis. Désignons par À le maximum de &[S(r,n)f pour nr <n, et lorsqu'on fait varier l’état à l'instant r. Le théorème de Tchebycheff nous enseigne
(2) Pris Sol Mere
nous pouvons déterminer B de façon que 1 —- Sa D ré et onaun
résultat analogue pour la seconde formule de (1).
On peut donc quel que soit y < 0 déterminer un B de telle sorte que pour tout 7 on ait (1).
Ceci établi considérons la suite.
il 2 (3) A dE PNR D CLEA et la suite adjointe 1 2 (4) S( 2 S( x CL Après n épreuves successives pour déterminer les X!°,...,X( Jes variables S°, ..., SÛ prennent un certain système de n valeurs. Pour chacun
de ces systèmes possibles considérons la valeur absolue maxima. Ce sera une variable aléatoire Y,. Nous allons borner la probabilité pour
que Ÿ, > N,. On a évidemment (5) Pr| | Yhn | æ Nil = pr be > N;] + Pr re £— NA] (6) Pr | Yal = N;] = Pr| | s% | = Ni]
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cherchons une borne inférieure de
Pr[S”>N,-—B|
on a
PrIS"aN, —B]=Pr[veN] nPr [ss -B]
où p, désigne la probabilité qu'on a SE >N, mais SU Ni oies Ne, sachant que Y,=N, et Pr [SH O 2 B] la probabilité pour que SPESOES (in 1)=2"BsachantqueS EN... SUD ENASOEN, / . : E. | Pr'[S{i, n—ù) > B]:- 5TF7
Pr[SSN,-- BJ Pr{YieN]) Denis =Pr [Va sN5
on trouve par conséquent PAINASN IE 2 Pr [STE NT "R] et d’une façon analogue Pres N]=2"Pr[S®<N;+8B]:
En sommant ces deux inégalités on trouve en tenant compte de
(5) et (6)
Pr[ISMIaNJ<Pr[IYi=N]<2 "Pr [IS I2=N, —B] Nous avons obtenu le
Lemme I. Quel que soit l’état initial, il existe un nombre positif fixe B tel que pour n quelconque et pour N, = B, on ait
PrLIS®I=N lePriiX Ie N,]<2%Pr [IS IN, — BB].
5. Lemme 11. Quel que soit l’état initial, si z, est un infiniment grand de l’ordre de V/Ig, n, alors nous pouvons écrire
où
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Nous savons en effet qu'on peut écrire
. LE = Een) Prl'a —— o|— — e Fr nl al e A V°27
nr P PHASE ON Pr AIRES = e 2 dt+O(n 5) a V2
t2 2 1 2 [ CO ROIE— : eee (ne) 0er< ao
Dr 2 2x Le V/za 1224 et en remarquant que si 2, est infiniment grand comme V//g,n alors ; D 2y 1 Dee Tn mis “a Pr[SV > V2n2, = ———e “all se OUTRE) PRE V’r2, 2 Z}
A 1 2 (n —— —Z = 222 = 0, 0 (7 1) Z; e RE Zz I il en résulte le lemme.
6. Théorèmes sur les Séries à termes aléatoires positifs et en-
co
chaînés. Considérons une série à u, de termes aléatoires positifs encha- 1=1 înés d’une façon quelconque. Nous définirons la probabilité P de convergence de cette série avec KoLMOGOROFF par u, >= | :
Démontrons d’abord le théorème,
Théorème: Pour qu’une serie à termes aléatoires positifs con-
. mn 'OMPÉENTANE lim lim Pr | LR E —> 0 n —> m —> Far
verge avec probabilité I, il suffit que la série » & (u,) converge. m - Démonstration. La probabilité pour que à u, >e est, d’après i=n+ 1 l'inégalité de Tenesvcnerr appliquée aux 6 (u,), plus petite que
ne @.(u,) | «
i=n+1 Ç 1 comme Y & (u,) tend vers zéro avec — i=n+1 nl = m :
lim lim Pr cu ne n —> m —> 0 a ds St:
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En particulier en considérant une série formée de termes uw, — 1, si un certain événement A, arrive à la ième épreuve, — 0 dans le cas contraire, on obtient un lemme que M. Canrezur a tiré d’une inégalité de BooLe.
Lemme III. Si nous considérons une suite illimitée d'événements dépendants ou indépendants
An À respectivement de probabilités ERA Le, Prof; se.
et si la série de termes général Pr [A,] est convergente, alors la probabilité de la réalisation d’une infinité d'événements À, est nulle.
Si nous disons que deux suites { w:} et { u;} sont équivalentes (notion due à KHINTCHINE), si la probabilité pour qu’on n’ait qu’un nombre fini de fois u, u, est 1, alors une condition suffisante pour cette équiva-
TC
lence est évidemment ÿ PA EME TS, =]
Théorème I: Pour qu'une série à termes aléatoires positifs
1 u, converge avee probabilité I, il suffit que la suite u; soit équii=1
valente à la suite u, où u, =u, si u, <1,—0siu, > 1,ef que
pe
Le théoréme I n’est en général que suffisant, il existe pourtant des cas très importants où il est aussi nécessaire, tel est p. e. le cas des u. indépendants. Plus généralement on démontre sans trop de difficulté le Critère : S’il existe un n et un x > 1 tel que le rapport entre la probabilité conditionnelle Pr,_, [a < u, < b] (probabilité évaluée lorsque les 4, ...u, ; sont connus) ef la probabilité à prioriest pouri=n
comprise entre - et \(a et b quelconques), alors si les conditions
du théorème I ne sont pas satisfaites, la serie À u, diverge avec probabilité 1.
On peut affaiblir notablement les hypothèses de ce critère. On vérifie facilement le
Lemme IT. Si (les notations étant celles du lemme III) la probabilité conditionnelle Pr, _ [A,]ne se distingue de la probabilité à priori que d’une quantité < e; avec È &; convergente, alors si
ZPr{A;]
diverge, la probabilité de la réalisation d'une infinité d'événements dela suite Srer A 0 -prrestd.
Les critères ci-dessus peuvent s’interpréter comme critères de convergence absolue d’une série à termes aléatoires.
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ji 3 Démonstration de la première partie du théorème (e 4
F2 Soit n,le plus grand entier < e l8P
sp n,= € He posons .
,=V2#n(gn+clgin).
Calculons
) Pr[ls” la, ,—B]=
S'? /2 _ R5A B Rose BE Lg. FE 2 SC P Var Da, (en, i+clen, "V2
(br ne B)
Bon = pos ep HE MENNE te, pe,
y . se . FR x 1 P274 CE étant un infiniment petit d'ordre supérieur à jen et =, ete, deux le]
infiniments petits si p —-> +. Le rapport sera infiniment petit
se d'ofdre es Considérons (7), le lemme II sera applicable
à + NE Rides D Pr [ | S( p) | = Aa s — B] — wr p(ogp) rai + Up).
On obtient de résultats analogues pour Pr [St > Ya àŸ Donc en
vertu du lemme Î:
(8)- Pr [ | Ya > d
FO
NEO Er Er D À
see :
Fa V/= PUS p)
Or pour c => 5 le second membre de (8) est le terme général d’une
série convergente. Donc d’après le lemme Ill, si p ->c le probabilité de l’infinité d’inégalités Ya, eh (= p, p+1-..) ;
tend vers 1 si p ce,
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En outre pour tout nn, , <n<n, on à en tenant compte de la définition de Y, et de l'expression de (UE
S® | «| LEA HR
Nous avons donc démontré que si N—>c, la probabilité pour qu'on ait pour au moins un 7 >> N (M — 0)
LS V2 n(lgn+clgzn)
tend vers zéro avec X Si € ee . Ce qui était ja première partie du théo-
rème. Remarquons qu’on aurait pu aussi ecrire au lieu de
V2 n(lg,n<+clg3n)
l'expression 28% Ge, BE c1g, 80)
B — 8 {50 — 8[S/]}, l'énoncé aurait été le même.
: : : : 2pl Soit 7, maintenant le plus grand entier compris dans e°? *?
de , be à 1 8. Démonstration de la deuxième partie du théorème | C = 3)
2p lgp
= e EE DES
cherchons la probabilité pour que SOS S EU Va 0 ne
c’est à dire:
RTE S RTE ns en) PT V2, Su) -/ IR (9) 227 Lol it lgslh 1) ñ, ñ, D OMETU PAT hs, LE RER ir Leu An Es NU n PT p—l P £g P T pi phase p—1 —— (1 +6) re
lgn, = le p+lgsp+lg2+e Ig3n, —18,p +e,
ETC :, étant des infiniment petits si p —> ©°.
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On voit que le deuxième radical est un infiniment petit d'ordre
On peut appliquer aux SP? — S"r-1]e lemme II. > -
S'p Lr S'p—1 — XUp—1 +1) hs ve es Xp)
est une somme S’? particulière. On trouve donc par des calculs simples pour (9)
1 1 l =, —— - EU) Up -> 0.
D Pi M / rue me 4 P 12 p .(Ig p)
l ae , ae Pour ce D? le terme ci-dessus est le terme général d’une série
divergente. Nous ne pouvons pas en déduire immédiatement qu’on aura
une infinité de fois| S'P— S'P1}>9, +2%, . Pour le démontrer P p—1
nous allons considérer la suite d'événements
(A) Stan sente, +24
na ll) p—1 4
Ces événéments ne sont pas indépendants, mais comme les épreuves correspondant à S°?? — S"#-! sontdistantes de plus de r,,_,épreuves de celles correspondant à S!2-2 - SU2-3) Je théorème presque-ergodique nous enseigne : (l'état initial des S° étant connu) que la probabi-
lité de À, lorsqu'on connait les résultats des épreuves ayant déterminées
A,... À, , se distingue de moins de K \’?-1 de la probabilité a priori,
où À < 1. La série > \2-lest convergente, nous pouvons donc applip=
quer le lemme I aux À,. Il résulte qu'on a avec probabilité 1 une infinité de fois
S"2p S'2p- lex 24 | | Tn9p FE Top 1 S
Comme on a d'autre part avec probabilité O (première partie du théorème) une infinité de fois
non = , ST , SEA | 2 il suit qu’on a avec probabilité 1 une infinité de fois
| Sn) | > 4 cd td
On voit facilement que le théorème du logarithme itéré reste encore valable dans le cas où il n'existe qu'un seul groupe final — cas semi régulier —sisz0,.
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$ 10.- Cas général: Loi de probabilité limite des S!” et les moments
Supposons que nous avons plusieurs groupesfinalsG, , (GERS Ge, , avec les probabilités limites Pr [i, G, | pour que le système parti de l'état initial E, passe finalement à l’intérieur de G,.
Nous avons calculé la loi de probabilité limite de S° lorsque E, appartient à un groupe final. Nous avons vu que si nous désignons par
o Sr) SU) Ep At 2 M, et ca les parties principales de él L et de &G FE ,
n S Me V’n type s,, et sis, —0, S% — x M, restait borné. (E, appartenant tou-
jours à G,).
1. Maintenant prenons unétatE; initial quelconque. Fixons m tel que
tend vers la loi de Gauss avec: l’écart
alors sis, “0,
> OR TANT G,]— <(a=a,,...,4,) et considérons SDS
se décompose en deux sommes S(” et Re ER De Cd PME tant (m—+ 1)le système se trouve dans G,, alors si nr est suffisamment grand (m+1 ( ER
est, sauf dans des cas de probabilité arbitrairement petite, compris entre M,—uet M, +vy(1-0 quelconque). Si r augmente, m restant fixe, n — m
alors, se étant borné, de: [ n tend vers zéro et n
—> |; nous pou-
vons par conséquent prendre nr suffisamment grand pour que, si le système à l'épreuve m se trouve dans G,, on ait, en dehors de cas de pro-
babilité < :, M—u<S®in<M, +
e et p étant arbitrairement petits. Remarquons que nous nous trouvons à l'épreuve m à l’intèrieur des groupes finals avec probabilité plus grande que 1 — Ze, et, à l'interieur de G,, avec probabilité > Pr{i,G,]—<. Il suit, s et w pouvant être rendus arbitrairement petits sin et m augmentent, que la loi de probabilité de Se | ñn tend vers une loi limite prenant avec probabilité P r[i, G,]les valeurs M. Les espérances mathé-
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matiques des puissances de se \ n tendent vers les espérances respec-
tives de la loi limite (car se : n reste borné). Donc
8[SViIn]-> D'Pr[éG]M=M,
je — M | > D'Pr[iG,](M-MP= VW.
ln a
On vérifie sans peine que & (52 — n M reste borné et est asymptotiquement périodique et que
’ lp M [ee ZPr[iG, (M, — my]
reste aussi borné et est asymptotiquement périodique °). 2. Considérons maintenant le cas où touslesM, — M, (où au moins
Pr[i G,]—0 pour M, M;). Alors
1 Qc — sf — M,
tend vers zéro en dehors de cas de probabilité arbitrairement petite : La loi des grands nombres s'applique aux S Nous pouvons raisonner
comme ci-dessus sur les 2 (X® M). Désignons par F(” (X) la probat
_. S”—Mn ce bilité pourque ——— < x, on trouve sans aucune difficulte que
V’n F9 (x) tend vers ba À
@) ea F; (x) = ve Pr, G, | er | e 202 dt
@) | +2 DÉTE(. Lie
(1) > étant étendue à ceux des groupes finals pour lesquels 5, <0
(2) et 2 aux autres. (On a EME = Six 0, = 0 SE O0)
3. Nous avons trouvé la loi limite de probabilité de SP dans le cas général.
Il y a trois cas possibles: 1. Les moyennes M, des groupes Jinals G, qu'on peut atteindre de E; sont différentes, alors se in
9) Voir numéro 5.
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tend vers une loi discontinue prenant avec probabilité Pr [i, G, ] la valeur M,.
2. Les moyennes M, sont toutes égales à M, un des 5, correspondant à un Pr [i, (6 > 0 est non nul et alors (ee -n M)| on suit une loi qui tend vers une limite de la forme F; (x).
3. Tous les 5, correspondants aux groupes G, atteignables de E; sont nuls, et les M, correspondantes à ces grounes sont égales à M, alors
S®_rM
reste borné et on vérifie que sa loi de probabilité est asymptotiquement périodique.
4. Alintérieur des groupes finals et pour le cas 1) (M,< M,) nous avons vu que les parties principales des moments tendaient vers.les moments des lois limites. Nous allons montrer que cela est vrai encore pour les parties principales dans le second cas, on le vérifie aussi immédiatement dans le troisième cas. Plaçons nous dans le cas 2) et bornons p. e. l'erreur commise en évaluant la probabilité a V/n <S®°-_nM
< b V/npar la formule F,(b) —F;(a). En remarquant que la proba-
bilité pour qu’ à l'épreuve d'ordre m — n12 on soit à l'extérieur des gronpes finals est Pa que si à l'instant m le système est dans G,
ROM
suit une loi de Gauss à une erreur d'ordre inférieur àn 1!
V’n--m près, il résulte assez immédiatement que l’erreur commise sur les proba-
bilités a V/n <S® - n M <bV/n, en les évaluant par la loi limite est de la forme 0 FL x ï), Pour les grandes valeurs soit 5 le maximum
des 5,, on a si E; appartient à un groupe final
ET ni 1 Pr[|S®-rM|> PLATE TERETEAIEE 0 (exp: 7 Rad) D'autre part la probabilité pour qu’on soit à l'instant V/n encore
à l'extérieur de 2 G, est < K 1%. On en déduit sans peine que 2 4 SD ni 1 POST MU a nr] € To exp & a)
De cela résulte comme dans le $ 5 que aussi dans le cas 2) les va-
leurs principales des moments tendent vers les moments des lois limites. En particulier dans le cas 2)
8[S;— a M} => S'Pr[i,G,]r, fn 2
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r . 2 A Nous avons donné l'expression des 6° dans le $ précédent. 5. Nous avons dit que
1 2 2 2 | Les Men | En MEN
est asymptotiquement périodique; vérifions cela. Désignons par &, l'espérance mathématique sous l'hypothèse que le système entre à la tième épreuve dans le groupe final G, (E, « G,) par l’état E
Alors 8° désignant l'espérance mathématique sous l'hypothèse que le système se trouve à la n° épreuve dans E;
8[S° — n MP — 2 “ee [Sr M]?
EreZG,
+... + D Pr per [S% =rM] :
+ ZPP Es" 1 MF J
les E; désignant les états à l'extérieur des groupes finals. Le dernier terme tend exponentiellement vers zéro et peut donc être négligé. Pour
BP [IS — » M]? (E, « G,) écrivons 89 [9 na MP — 89 [SM] +27 (M, —-M)8/[S"-nM,] + n° (M, — M}.
Nous avons BUS a M] = 80 [SI — + M] +2 SP [SO 4m, ] 8 [SE 70 — —(n—t) M, ]+4 8 [S%° — (n— 09 M2.
Le premier terme est majoré par 4 f° k° si k est le maximum des X,, le second est le produit d’un terme borné & [Se —(r—t)M,] par un terme majoré par 2 f k, le troisième ne se distingue que d’une quantité bornée de (17 —t) ca Nous pouvons donc écrire
ls -—-n MF —na+R?
RP étant majoré par une expression de la forme C f, pe ne
donnera pour 8[S*— n M;f? qu'une contribution bornée, car
2 Py Put < > nee
t=2 Eje2G,, t=2 EG
co
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converge. Donc comme
SE KT dr Fu \ Pa ]= 24h, Pix —> Pr |i G,]
4 P® — pri, G||<kx'
nous aurons 1) o(1 2 , 2 nr [P® 80 (S? — 1 M, + dt | =) Pr LE G,]n sk R étant borné. Considérons maintenant
D: [P PCT (SRE ML) L PE pK (S' — n M )|
Éne Ge
à Ceci est précisément le de cent de l’espérance MENQUES tique du produit
(SRE) 16e où «oo — 0 si à la n'i"® épreuve le système se trouve à l’extérieur de G,, — 1 si à la n'ime épreuve le système se trouve dans G,. On a en désignant par PU” [5 G, la probabilité pour que le sys-
tème se trouve après 77 épreuves à partir de l’état E, dans G,
8 [(S!” — x M,) 60 => ptet 9[e, G,] (x, — M,)—
+ ” LEA nl (x, œ M,) te D Ge ES M,) D PE pos [e, G,]
E QE G,, Ege >G,
Dire G1-s,Pr[G.]1+0 (1 }6E0,)
LA et ni n=nNe Set de —+-0 , (introduction $ 2, exposé & 6). nl
LEE Fo (Xo- M,) = Prfi G,] Dr He (Xe = M,)=0
Le carré de l’écart-type est donc égal à 8[S%- M} = #3 PrfiG,](M, -M)?+a) PrfiG,]l + 2n 2 (MM). par _SePr[eG](xe M,)+
an) (M, — M). EL ( {8 ie +42) Cxe — M) +R) R, (n) restant borné. Nous pouvons écrire, quel que soit p
ns 2 21e — M) Pr[e G] (4e — M) = (M M) (me Me) We.
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Par conséquent
8 [SVM TEM Win 2iprlé [i, G,]# 3498 NE
+2n ù (Se +47) (x — Me) (M, —M)TFR;(G) g=1
et on vérifie sans peine que dans le cas 2) & 5 al MF se réduit à on > Pr [é, G,] c° . La partie périodique È (rs (Xe — M,) (M, = M)
sera nulle en dehors du cas 2) dans le cas non oscillant et accidentellement dans d’autres hypothèses.
On voit par exemple en tenant compte de la forme de D que la partie périodique est une combinaison linéaire à coefficients périodiques
enr des M,,, — M, où M,4,= ue x, P,. Il suffit que tous les M,,,
Eke (o) soient — M, pour qu'elle s’annulle.
La partie principale de & [ses So Jf est la même que celle
de 8[S® — n M;f car 8[S° — n MP = 8{$9 — 8[S°[ + {8[S°] - x M}?
et 8[S°] — n M, est borné
6. Dans le cas 2) et 3) la loi des grands nombres est applicable, et la loi forte des grands nombres l’est aussi. Dans le cas 3) ss. = LM;
reste presque sûrement borné dans le courant des épreuves et dans le cas 2), soit £ le maximum des 5, avec Pr [i, G,] > 0. Alors la probabilité de la réalisation d’une des inégalités
IS —nM,|>V 25 n(lg,n +21g,n)
pour 7 > N, tend vers zéro si N -> ce,
Mais aussi dans le cas 1) on a une certaine sorte de loi des grands nombres. MM DE Finerri et KHiNTCHINE (dans certains travaux) disent que la ,loi des grands nombres“ est applicable si
lim lim lim | 1-0 M0 > ES Aa
SMS) MA ne
Cette loi des grands nombres est vérifiée ici, comme on constate sans peine.
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$ 11. — Retour à l’étude du mouvement. Les fréquences
Nous avons rappelé dans l'introduction les résultats démontrés dans l’exposé sur le mouvement de notre système. Nous avons démontré que ce système passe nécessairement à l’intérieur d’un groupe final et qu’il effectue à l’intérieur de ce groupe un mouvement circulaire entre les sous-groupes cycliques. Nous avions évalué la probabilité pour qu’à l'instant n le système se trouve dans un état déterminé. Maintenant nous allons nous occuper des fréquences de cet état dans le mouvement. Nous
désignerons par mt (j) le nombre des réalisations de l’état E, dans n épreuves à partir de l’état E,. Etudions la loi de probabilité de He (ÿ) Les m°° (j) seront évidemment des S!° particuliers pour lesquels x, — 0 et x, — 1.
Nous pouvons donc appliquer aux HE (j) les résultats démontrés plus haut pour les SU Commençons d’abord par le Cas d’une matrice indécomposable. I résulte alors que @) ç 1] — (@) |; 8 [mi (D]= 1, n + ki () k(° (j) étant asymptotiquement périodique @) Ç;: 2 m — nr pete es V/n :
Nous avons vu dans le $ 8 l'expression de 5°. Si nous transportons les valeurs des x; dans la dernière formule du $ 8 il vient sans difficulté
: d 5, 0. Si cette expression n’est pas nulle, alors nous savons que sin (0) LATE ITU, tend vers l’infini- ir suit une loi tendant vers la loi de Gauss 5j I
réduite. La fréquence de l'état E; en 7 épreuves sera donc si n est très grand en dehors de cas de probabilité très petite très voisine de Il; (loi de grands nombres) et l'écart on (j) — il; n suivra une loi tendant
vers une loi de Gauss avec écart-type 5, V” n.La probabilité pour que
(a) |; ; ; m; ; pour au moins un 7 > N l'écart ro) 27 le de la fréquence avec la 1 ë,
fréquence moyenne où théorique soit plus grand que
2 5 \/—i (gen +clgsn)
tend vers zéro sic > aa et est égale à 1 si c < D:
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Cette dernière proposition établit nettement le caractère de stabilité à la Poisson du mouvement dans le cas 5; 5< 0. Ensemble avec les
autres résultats ces propositions permettent de caractériser d’une façon assez complète le mouvement de ce système à l’intérieur du groupe final (si les 5; sont < O).
Nous devons maintenant envisager le cas:
Gus 0!
Comme P,> 0, il faut que 1 - P, +28; — 0. Nous avons analysé le cas où 6, — 0 dans le $ 6. Nous avons vu que pour qu’on se trouve dans ce cas, il faut et il suffit qu'après soustraction d’une con-
stante, dans notre cas — IT; de chaque x; la somme des x; le long de
chaque chemin fermé soit nulle. Dans notre cas cela demande évidemment que si nous partons de l’état E; le nombre des réalisations de E;
dans nd épreuves soit avec probabilité = O0 égal à n Il; d—nP; si Ë; > 0. Ce nombre devant être un nombre entier quel que soit 7 > no, il faut que P; — 1, fait qu'on aurait pu démontrer aussi de beaucoup d’autres manières. Or pour que P,=1, il faut qu’il n’existe pas d’autres états dans le sous-groupe de E; que E,. En vertu de l'allure cyclique du mouvement, l’état E; sera obtenu exactement 77 fois en m d épreuves à partir de n'importe quel état (du groupe final), 14 (j) sera une quantité bien déterminée si nous connaissons l’état initial E; et n, il n’est pas besoin de connaitre l’état final. L’écart-type sera identiquement nul et
la loi forte des grands nombres et la stabilité à la Poisson sera encore plus rigoureuse que dans le cas 5; 7< 0, puisque le nombre des réalisations en #7 d épreuves sera exactement n.
Ayant ainsi étudié le mouvement à l’intérieur du groupe final, passons au
Cas général. Si nous partons d’un état d’un groupe final, alors nous restons dans le groupe final et l’étude ci-dessus s'applique. Partons donc d’un état E, à l'extérieur des groupes finals. Un autre état à l’exté-
rieur E; ne sera obtenu qu’un nombre fini de fois dans le mouvement à partir de l’état E; et l'espérance mathématique du nombre de réalisa-
tions de E, à partir de E, sera S;; On pourra évidemment interpréter È S; étendue à tous les états à l’extérieur des groupes finals comme l’es-
pérance mathématique de la durée de séjour du système à l'extérieur des groupes finals. Prenons maintenant un état E; de G,. Le système parti
de E; arrivera avec probabilité P r [i, G, ] dans G,, et s’il arrive en G, la fréquence à partir de ce moment suivra les lois que nous avons déter-
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minées ci-dessus. L’espérance mathématique du nombre des réalisations de E; divisé par n tend vers
OA E (1; me (j) et l’écart type de =? _‘- tend vers n
PAR ON RE PE lt GENE.
(7) La loi de probabilité de ds prendra à la limite avec probabilité n
1 — Prfi, G,] le valeur 0 et avec probabilité Pr [i, G, ] la valeur Ile
@) ç; Œ m; Le seul cas où l’écart-type de 0) tend vers zéro sera le cas où nl
SOL PA TE QG] —0, alors l'état E; ne sera pas obtenu de tout à partir de E, où Pr [i,G,]=— 1, alors le système passe nécessairement dans G, et y aura un mouvement comme nous l'avons décrit.
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CHAPITRE 2 LE CAS CONTINU; LES PROBABILITÉS $ 1. — Position du problème. Rappel historique
Position du problème. Nous avons considéré dans le premier Chapitre un cas particulier du problème général suivant.
On considère un ensemble abstrait quelconque. En désignant les éléments de cet ensemble comme points abstraits, envisageons un point mobile suivant un mouvement aléatoire dans cet ensemble. Sa position sera répérée dans des instants qu’on appelle épreuves. Supposons qu’à chaque point E et à chaque sous-ensemble & (ou au moins à une certaine famille additive de sous-ensembles contenant l’ensemble nul et l’ensemble abstrait lui-même, famille d’ensembles qu’on appellera avec M. FRÉCHET ensembles probabilisables) on fasse correspondre une probabilité bien définie P (E, &) pour que le point mobile passe dans une épreuve de E en 6. Il s’agit d'étudier le mouvement de ce point mobile.
Nous ne pouvons pas résoudre ce problème dans sa généralité. Dans ce Chapitre nous allons nous occuper d’un cas particulier assez important.
Nous supposons d’abord que l’ensemble W dans lequel se meut le point mobile est un ensemble d’un espace euclidien R, à #7 dimensions, mesurable (Borez) et de mesure positive. La fonction complètement additive d'ensemble P® (E, 8) sera supposée définie pour chaque point E de W et pour chaque ensemble 8 C W mesurable (B). En fonction de E elle sera supposée aussi mesurable (B). Alors la probabilité de passer en x épreuves de E en & sera exprimée par l'intégrale de Lebesgue- Stielties-Radon
pt (E, 8) = {pu (F, 8) pt) (E, d 2.0) de limite de à _ PE, 9) 30; m étant l'ensemble des points F de W
avec = < PM D(F, 8)< De On a les égalités m
PURE. 6) f PO (F, 8) PE, d ;) 4 W
PE W
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La fonction PU” (E, 8) sera encore complètement additive, et sera la somme (pour E fixe) de 3 fonctions d’ensembles complètement additives d’une fonction d'ensemble absolument continue (distribution de masses avec densité finie) d’une fonction d’ensemble à dérivée presque partout nulle, continue (distribution de masses dans des ensembles de mesure nulle avec densité infinie) et d’une fonction d'ensemble à dérivée presque partout nulle, discontinue (distribution de masses dans des points formant un ensemble dénombrable !°).
Désignons par p° (E, F) la dérivée de cette première partie, c’est à dire la densité de la distribution de masses PÜ(E, 8) au point F. Nous
supposons que 0% (E, F) existe presque partout et soit mesurable (L) en fonction du couple E, F.
Les hypothèses faites ci-dessus ne suffisent pas pour entamer l'étude du mouvement du point mobile. Nous allons donc faire encore les hypothèses suivantes.
JL 0 mes (W) <<.
II. Il y a un nombre entier positif N et deux nombres positifs arbitrairement petits mais fixes net b, tels que uniformément par rapport à E, si 6 est de mesure < #, alors
PO(E
Ces hypothèses seront supposées partout dans ce Chapitre sauf spécification contraire.
L'hypothése IT entraîne qu’on a aussi, uniformément par rapport à E et 6, pour n > N, si mes (6) <n
PO(É 6) Et
Rappel historique. Les probabilités en chaîne dans le cas continu ont été examinées pour la première fois par M. B. Hosrinsky en 1928 sous l'hypothèse de l'existence d’une densité de probabilité p (x, y) definie dans un intervalle fini a x, y b, uniformément continue et positive. M J. Hapamarp a dans la même année rattaché le comportement asymptotique des itérés de p (x, y) aux constantes fondamentales du noyau p (x, y), et il a donné des résultats sur les propriétés des fonctions fondamentales de ce noyau correspondant à des constantes fondamentales de module 1. M. Hosrinsky a donné ensuite certains critères
suffisants pour assurer que pl” (x, y) >0 si na >N. M. FRÉCHET à en 1932 donné un critère nécessaire et suffisant pour que (sous l’hypothèse de l’existence d’une densité p (E, F) dans un domaine W d’un Réete
mesure finie ou infinie) p(” (E, F) tende vers p (F) uniformément par
10) Cfr. La Vallée-Poussin, Intégrales de Lebesgue, 2-ième édition, p. 108.
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rapport à E avec f\, p(F)dF<0,et dans un autre mémoire sous des hypothèses plus restrictives sur p (E, F) comprises dans les nôtres (I, Il) démontré que les p{?(E, F) sont asymptotiquement périodiques, complété et étendu les résultats de M. Hapamarp. Nous allons retrouver tous ces résultats dans le cours de l'analyse qui va suivre.
Rappel de propriétés de l'intégrale de Lebesgue-Stieltjes. Si 2(6) est une fonction d'ensemble bornée, (mesurable B) et W (F) une fonction de point bornée (mes. B) alors l'intégrale de Lebesgue-Stielties étendue à W, écrite
Pa \'i
est par définition la limite (existant toujours sous nos hypothèses) de
Kk Y Lo(er)
K étant le maximum de W (F), ©, l’ensemble où K J- £V(F)<K .. L
Considérons la suite de fonctions d'ensemble complètement additives et bornées dans leur ensemble +, (8). .+, (6), alors siv, (8) ->+ (6) uniformément par rapport à 6, c’est à dire s’il y a une, -> 0 tel que | ®, (6) — » (6) | < =, quel que soit &, alors » (6) est aussi une fonction
complètement additive d'ensemble bornée et
[re ta (4 5) il F (F)9 (d ;).
$ 2. Les ensembles finals
Partons d’un point quelconque E de notre ensemble. À un sousensemble & quelconque de W correspondra une certaine probabilité pour que le point mobile reste dans son évolution future toujours dans l’ensemble 6. Il y aura une infinité d’ensembles 6 tels que cette probabilité soit 1 et parmi ces ensembles nous distinguerons ceux qui ont une mesure minima. Dans nos hypothèses il y a toujours une infinité de tels ensembles qui ne se distinguent que par des ensembles de mesure nulle. Nous les désignerons par ensembles conséquents de E et les écrirons V(E). Considérons un ensemble conséquent de E: V(E), l’ensemble des points de V(E) desquels on peut passe: avec une probabilité positive à l’extérieur de V(E) est de mesure nulle (car autrement il y aurait une probabilité positive de passer de E dans cet ensemble — V(E) est ensemble
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conséquent de mesure minima — et il s’en suivrait qu'on a une probabilité positive de quitter V(E) à partir de E, contrairement à la définition de V(E)). Nous pouvons éliminer cet ensemble. Après cela à partir de n'importe quel point de V(E) le point mobile restera avec probabilité 1 dans V(E). Supposons qu’il existe dans notre ensemble un point E; à partir duquel on reste avec probabilité 1 à l'extérieur d’un certain sousensemble de mesure positive de V(E). L'ensemble conséquent V(E;) de E, sera compris dans V(E) et de mesure plus petite (mais en vertu de nos hypothèses de mesure > 1%). On éliminera comme plus haut l'ensemble des points de V(E,) desquels on passe avec probabilité positive à l'extérieur de V(E;). S'il y a encore dans V(E,) un point E, et un sous-ensemble de mesure > 0 avec probabilité — 0 de passer de E, dans cet ensemble, alors nous continuons la même opération. Et ainsi de suite. On arrivera finalement, après au plus une infinité dénombrable d'opérations, à un ensemble G, qui est ensemble conséquent pour chacun de ses points. Cet ensemble G, ou-plutôt cet ensemble délesté d’un certain ensemble de mesure nulle qui sera défini dans le $ 3, sera appelé en raison de certaines analogies avec le cas fini: ensemble final.
Chaque ensemble consécutif contiendra au moins un ensemble final. Il n'y aura qu'un nombre fini de ces ensembles, car ces ensembles sont évidemment disjoints et de mesure > nr.
Désignons les par GG, .
Première propriété des ensembles finals: Théorème I. La probabilité pour que le point mobile se trouve encore à la ne épreuve à
l'extérieur des ensembles finals G,. +: TU tend (exponentiellement) vers O avec >, (uniformèment par rapport à la position initiale).
Démonstration. Nous savons que quel que soit l’état initial on a une probabilité positive de passer dans un ensemble final, par construction mème de ces ensembles, et si le point mobile est une fois dans un ensemble final il n'en ressort que dans des cas de probabilité nulle. Soit U l'ensemble des points F, tels que la probabilité de passer de F dans l'ensemble des ensembles finals en moins de M épreuves soit < a. Si a > 0 est suffisamment petit et l’entier M suffisamment grand U sera de mesure < n. Comme par hypothèse la probabilité pour qu’on soit encore après N épreuves dans un ensemble de mesure n est 1 —- b, il suit qu'après N épreuves le point mobile est avec probabilité = b dans W — U et dans les M épreuves suivantes il peut passer avec probabilité > a dans les ensembles finals Il en résulte l’existence de deux nombres M, —N-+ M et a; —a.b>>0 tels que quel que soit l’état initial dans W on ait une probabilité = a, de passer dans moins de M, preuves dans les ensembles finals. Il suit immédiatement que la probabilité pour que le point mobile se trouve encore à la n Mine
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épreuve à l'extérieur des ensembles finals est (1 — a,)". Ce qui démontre le théorème.
Donc si & est un ensemble extérieur aux ensembles finals
POIE"8) = 0
exponentiellement et uniformément par rapport à E.
$ 3. — Etude du mouvement à l’intérieur d’un ensemble final
Lemme.— Il existe deux ensembles de mesures positives A et B, tels qu’on ait une densité de probabilité positive de passer dans 2 N épreuves d’un point E quelconque de À en un point F quelconque de B.
Remarquons d’abord que comme nous avons vu, notre distribution de probabilités ou de masses P(” (E, &) se décompose en trois parties, masses finies réparties dans des points, masses finies réparties dans des ensembles de mesure nulle aves densité infinie, et une partie répartie avec une densité finie mesurable dans des ensembles de mesure non nulle.
Nous avons supposé que cette dernière partie, soit p{” (E, F), que nous appelons la densité de probabilité de passer de E en F, est mesurable aussi en fonction du couple E, F.
Cette dernière partie n’est pas = 0 en vertu de notre hypothèse II pour r7 >= N Considérons en effet l’ensemble F(E) réunion de tous les
points où la densité n’existe pas ou où elleest = ee La mesure de cet
ensemble est (car autrement la masse totale répartie sera = 1)il lui correspond d’après notre hypothèse pour 7 >> N seulement une probabilité ou masse 1 — b. Il reste donc une masse totale =D répartie
: D ler Le dans l’ensemble restant avec une densité <-; Si nous remarquons |
encore que l’ensemble des points où cette densité est = a T a une
mesure >26, nous avons mis en évidence une partie de la densité p®)
A b (E Frquiest > DEMEURE dans un ensemble variable avec E mais de
mesure >> à b.
Si cette dernière partie était continue, le lemme serait évident, mais dans l’hypothèse que nous avons adopté elle n’est que mesurable, alors ce n’est plus évident du tout. |
Nous démontrerons le lemme dans le cas d’un R,. On peut toujours ramener le cas d’un ensemble d’un-espace euclidien R, à ce cas, en établissant une correspondance biunivoque laissant invariante la mesure. Alors nous pouvonsréduire notre problème au suivant: Une fonction P(x, y) étant
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mesurable superficiellement, ne prenant que les valeurs 0 ou 1, définie dans un carré [0, 0; 1,0; 1, 1;0, 1 ]Jtelle que sur chaque parallèle à 0 y l’ensemble des valeurs où elle est 1 a une mesure linéaire >> c; existent — ils deux ensembles linéaires A et B de mesure positive, tels que pour
xs=AetyeBonait
Fan] rcore» de Da?
Nous allons montrer qu’on peut répondre par l’affirmative, ce qui démontrera notre lemme. Supposons d’abord que nous ayons démontré qu’il existe dans notre ensemble I (l’ensemble où P(xy) — 1) deux points de densité tels que Q[x;,, y.] et R[y.,z.]. Le point Q étant un point de
y densité nous pouvons prendre p suffisamment petit pour que le rapport entre la mesure de l’ensemble des points de T comprise dans le carré [x, — p, x, +p et y, —p, y, el et la mesure du dit carré soit > 1 — e.
Même résultat pour le point R. Ceci posé soit 0, l’ensemble des points x de l’axe O x pour lesquels la mesure linéaire de l’ensemble Pig. 1 des points de T d’abscisse x et compris dans le
carré autour de Q est < ce Alors mes 9, <8ps et le même est vrai pour
l’ensemble 6, de points y auxquels correspondent des ensembles linéaires de points de T compris dans le carré R d’ordonnée y et de me-
SHECR Se. Nous pouvons prendre pour l’ensemble A l'intervalle
(X: —p, x, ++) moins l’ensemble 6, et comme ensemble B l'intervalle Z—p, 2 —+p moins l’ensemble 4. Car si x : À et y :B, on vérifie que
1 Y1 + © [ P&; 2 PGy)dz = f P(x, 2) P(2, y) d2z>p.
St) VD
Il reste à démontrer l'existence des points de densité Q, R. Pour cela remarquons que l’ensemble des points de densité est de mesure relative 1. Si nous le projetons sur la droite 0 y, nous obtenons un ensemble de mesure => c, la projection sur 0 x est un ensemble de mesure 1, si donc nous projetons l’ensemble des points de densité d’abord sur 0y, et ensuite appliquons 0 y sur 0 x, la partie communeavec l’ensemble des points de densité projeté directement sur Ox est de mesure => c > 0. Il existe donc bien 2 points tels que Q et R.
Il en résulte le lemme.
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Le lemme étant établi nous pouvons procéder à l'étude du mouvement à l'intérieur de notre ensemble final. Nous savons que notre ensemble final est ensemble conséquent pour chacun de ces points; quel que soit l’ensemble de mesure positive £ CG, on a une probabilité positive de passer une fois au moins dans l’ensemble £ à partir de n’importe quel point de notre ensemble final. D'autre part en dehors de cas de probabilité nulle notre point mobile ne quittera pas l’ensemble final. On démontre comme dans le $ 2 que quel que soit l’ensemble de mesure positive £ C G, il existe un nombre a (©) et un entier M (.£) tels que la probabilité de passer dans M épreuves au plus dans £ soit => a (£) = 0, quel que soit l’état initial du point mobile (dans G). Alors comme dans l'exposé !!) il en résulte sans la moindre difficulté le
Théorème II. (Sur la stabilité à la Poisson à l’intérieur d’un ensemble final) : En dehors de cas de probabilité nulle, à partir d’une position quelconque initiale à l’intérieur de l’ensemble final, le point mobile passera une infinité de fois par chaque sous-ensemble de mesure positive de l’ensemble final.
Corollaire : Si à partir d’un ensemble de mesure positive € G on a une probabilité positive de passer dans un ensemble de mesure nulle, le point mobile passera avec probabilité 1 une infinité de fois par cet ensemble de mesure nulle.
(Ce ne seront d’ailleurs que ces ensembles mentionnés dans le théorème et le corollaire qui seront obtenus avec probabilité 1 une infinité de fois). :
Considérons maintenant nos ensembles «© et B définis dans le lemme. Par analogie avec le cas fini, nous dirons qu’il existe un chemin d'ordre m d’un point E dans un ensemble £, par un ensemble £,, s’il y a une probabilité positive de passer en m1 épreuves de E d’abord en £,, puis en £,. Nous dirons qu’il existe un chemin fermé d’ordre m d’un ensemble £ en lui même s’il y a, quels que soient les points E et Fe £, une densité de probabilité positive de passer en m épreuves de E en F. Nous allons montrer l’existence de tels chemins, existence qui dans nos hypothèses n’est pas évidente à priori. Pour cela nous allons diviser l’ensemble final G en sous-ensembles, non nécessairement disjoints V,..., V
V=V, +... HV +.
chaque sous-ensemble V, groupant les points tels qu’on ait à partir de
chacun d’entre eux une probabilité positive de passer dans i épreuves dans l’ensemble +. Nous distinguerons dans chaque V,une partie V, h;
pour laquelle cette probabilité est => h,, h, étant pris suffisamment petit pour que la mesure de V; n;S0it positive si mesV, => 0. Prenons un i avec
11) Nous désignerons par < l’exposé> notre travail cité dans l’index bibliographique.
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mes (V; n) -< 0. Nous savons qu’il y a une probabilité positive de passer de chaque point de B dans V; h;; NOUS pourrons choisir un nombre
k>>0, un entier j et un sous-ensemble £ de B de mesure positive tel que la probabilité de passer de Es £ dans V, ñ; en j épreuves soit => k. La pro-
babilité d’aller d’un point Es£ dans i+ j épreuves en sera > kh, et d’un point de on a une densité de probabilité > d'aller dans un point F de B en 2N épreuves. La densité de probabilité d’aller d’un point Es£en 2N + i + jépreuves dans un point Fe£ sera donc >ph;k. Nous avons donc bien un chemin aller et retour de £ en £ (par V, ;; et Æ#) en 2N +i—+}j épreuves. Considérons les ordres des différents chemins fermés d’un sous-ensemble de B en lui même, formés tous d’une façon analogue aux chemins de £ en £ considérés ci-desus. Il y a deux cas possibles, ces ordres ont un plus grand commun diviseur d > 1, ou ce p.g. c. d. est 1.
Envisageons d’abord le premier cas. Posons alors
BENIN EEE +...
SA + in pe LES = V, = Vas ar S 1)d+1 ke
Je dis que les ensembles i.j (i<j) ont une mesure nulle. En effet si cette mesure n’était pas nulle, il y aurait d’abord deux ensembles Ne et V, 411, qui auraient une partie commune de mesure positive. De cette partie on peut extraire un ensemble 6 tel qu’on ait une probabilité => e d’aller dans n d + 1 — j épreuves et en m d +1 — i épreuves en « à partir de n'importe quel point de 8. En considérant alors un chemin commun « —-> B —> 6, on aurait deux chemins d’un sousensemble £,; de B en lui-même (£, -> 0 > «© —> £;) d’ordres divisibles par d (hypothèse): donc i — j. Il suit que l’ensemble
DE
a une mesure nulle. Nous allons enlever cet ensemble de notre ensemble final. Il est évident qu'après cette modification notre ensemble restera ensemble conséquent pour chacun de ces points. Nous désignerons les ensembles 1,...,d, (disjoints maintenant) par sous-ensembles cycliques de l’ensemble final"?). D’après la construction même de cet ensemble, on passe en une épreuve presque-sûrement d’un sous-ensemble cyclique au sui-
12) Dans ce qui suit, quand il n’y a pas d’ambiguité à craindre, nous supprimerous les barres et écrirons simplement 1,..., d.
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vant, c’est-à-dire de 1 en 2...et de d'en 1, (car d’un point de 1 nous avons une probabilité positive d’aller en «© seulement dans un nombre d'épreuves de la forme 7 d, d'un point de 2 nous n’avons une probabilité positive d’aller en «© que dans des épreuves de la forme n d — 1, etc. Si l’on avait une probabilite positive d’aller en une épreuve d’un point de 1 dans i (i< 2), on pourrait aller de ce point en «© avec probabilité positive aussi dans un nombre d'épreuves de la forme 1+ nd + 1 — à). Nous avons entre ces sous-ensembles le même mouvement circulaire que nous avons observé dans le cas fini pour le mouvement entre les sousgroupes cycliques des groupes finals.
Si nous regardons les épreuves seulement de d en d, nous serons toujours (en dehors de cas de probabilité nulle) dans le même sousensemble cyclique, de plus les ordres des différents chemins fermés (au lieu d’une épreuve on prend comme unité d épreuves) n’auront plus de p.g. c. d. => 1, nous serons somme toute ramenés au second cas où d—1.
Etudions donc le cas d — 1. Dans ce cas il y a un ensemble « de mesure positive et tel qu’il y a deux chemins de «© en «© d’ordres mn, et m; (m, premier par rapport à m,) avec des densités de probabilité positives (> p, p. e.). Alors je dis qu’on peut prendre M suffisamment grand pour que la densité de probabilité, pour qu’on passe de n’importe quel point de l’ensemble final dans un élément de volume entourant un point quelconque de «© en M épreuves, soit => 7,7 étant un certain nombre positif.
En effet nous savons qu’il y a une probabilité positive = a () de passer en moins de 7(%) épreuves d’un état E quelconque en «*. Il y
a donc pour chaque point un n, < n,(%) tel que P"(E, R)>—. M étant suffisamment grand, on pourra mettre M sous la forme
M —= Un + Kim, + KoM.
Ecrivons que la densité de probabilité d’être en un point de «© après M épreuves est supérieure à celle qu’on obtient en supposant que le point mobile passe d’abord dans la n,'i"e épreuve dans «, fait ensuite X, fois le chemin d’ordre m#”,, ensuite k, fois le chemin d’ordre m.. Nous voyons que notre densité de probabilité est minorée par
720) EE Æo a( ) (, mes 4)" Un ae ) n (4) n ()
Ce résultat va nous permettre de démontrer que les probabilités P( (E, 8) tendent vers une limite indépendante de l’état initial en suivant la méthode de Markorr généralisée par B. Hosrinsky et M. FRÉCHET.
Soit
(ep, mes 70 Pi
P( (8) le maximum de P(”(E, 8) si E varie
p'” (8) le minimum de PU” (E, 8) si E varie
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Nons avons évidemment p(”) (8) s ptr+ 1) (8) RE pe +1) (8) = pt”) (8).
Pour démontrer que P((E, 8) tend vers une limite indépendante de l’état initial, il suffira de démontrer que
pt (8) 'E po (8)
tend vers zéro.
pe +M (E, 8) 2 p” + M (F, 8) -[ p" (H, 8) [PŸ(E, d'A) — PY(F,d#,,)]. G
SOUL NE R)= V l’ensemble £ où PME L) = P (Fr = (LS)
atteint sa borne supérieure. Nous avons
NES ETES G—V V
pére, 8) — pit (F, 6) — [l PO (H, 8) 4 (d 0x) —
| Pt (H, 8) A (d y) < [P® (8) — np OI A (d ©) G— V V
faux | A(dÆ,)=P"(E, V)—PŸ(F, V)— V G—V
= PU(F,G— V) —P"(E,G—"V) P'(E.V)—P'(E V)=PME NV. CPÉ(EG-N) = PEN) HP" (EG M) = 1 —[P“(F, V)+ PŸ(E, G — V)] = b, Or nous venons de constater que quel que soit l’état initial la densité de
probabilité d’aller en M épreuves dans un point (ou plutôt un élément entourant un point) de © est => à,. Il suit
PM(F, V)PŸ(E, G — V) > P(F, V %) + P"(E, [G — V]%) > > a, mes # = 1 — tr, > 0 Retje t p'+M (8) =. nu (8) ds [p" (8) es p" (8)] t P (8) — p'" (8) <r1—> 0.
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Donc p" (E, 6) -> P (&)
On montre sans peine que si & est de mesure positive, P (8) est positive, en partant de ce que pour tout point il existe une probabilité positive de passer dans un nombre fini d'épreuves dans &. Nous désignerons ce cas par ,Ccas positivement régulier“.
Envisageons maintenant de nouveau le cas d<1. Si nous ne considérons que les points d’un même sous-ensemble cyclique / et seulement de d en d épreuves, nous avons déjà remarqué qu’on se trouve dans le cas ci-dessus. Par conséquent (0 +’ << 1) si
E; clet & co | | P*Ÿ(E, 8) — P,(8) | <K+:°—>0 P"°(E, 8) —> P,(8)
et P,(&) sera encore positive pour tout ensemble de mesure positive << 1, et aussi pour tout ensemble de mesure nulle < /, tel qu’on ait une probabilité positive d’aller dans cet ensemble à partir d’un ensemble de mesure positive << G.
Ensuite si E : / et Ge /, alors nous ne nous trouvons dans /, que dans les épreuves d’ordres n—=1, — ! (mod d) et dans ces épreuves nous nous y trouverons certainement. Il suit que.
PO(E, 8) = 0 ‘si n</, — I(mod d) PO (E, 8) — P, (8), si n—=l--1 (mod d) | P® (E, 8) — P, (8) | <K:”.
Nous voyons que la position initiale du point E dans l’ensemble final n’influe sur les propriétés asymptotiques du mouvement qu’en indiquant l’ordre dans le cycle, c’est à dire en indiquant à chaque instant le sous-ensemble cyclique dans lequel le point mobile se trouve.
Nous pouvons résumer tous ces résultats dans le théorème:
Théorème III. L'ensemble final peut se décomposer en d sousensembles disjoints 1,...d de mesures plus grandes que > tels qu'on passe avec probabilité I en une épreuve cycliquement d’un sous-ensemble cyclique au suivant. À part le rythme forcé introduit par ce mouvement circulaire la distribution de probabilité tendra exponentiellement et uniformément par rapport à la position initiale
vers une limite indépendante de la position initiale. Plus précisement S | Eel8<1 PE, 8) =0 n2Æ(—D)modd P'(E5,160) =) ne (HE Dmodd | PP (E, 8) — P,(@)| <Kx P,(8) > 0 si mes (8) 0,P, (8) = P,(6 1) En outre on peut a toutes les remarques qui ont été faites dans
l'exposé $ 4 (principe presque-ergodique etc.). Nous voyons qu'il y a analogie complète entre le cas fini et le cas continu sous les hypothèses
let IL. Enfin, on a P,(8) =[? (d ©)
$ 4. — Les probabilités dans les cas général
Si & est extérieur aux ensembles finals, alors PÉLESR) RATE On a PO (E, 8) =0SE GS
Nous avons considéré dans le $ précédent les cas où Es G, et & C G,, supposons maintenant que E soit quelconque et 6 € / (x), en désignant par / (à) le l'if"e sous-ensemble cyclique de G,. Alors soit Pr [E,G,]
la probabilité pour que le point mobile passe de E finalement dans G,, c’est à dire la limite de P(” (E, G,). De même soit Pr [E, j(x)], la limite de la probabilité (m—><) pour que le système se trouve à l’épreuve m d(x) dans j (x).
Pr[E jen PHOE, (0) => 00 On a évidemment d (0) D Pr[E, (2) = Pr[E, G,]
Y'Prl[E, G,]=1.
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Ceci posé on trouve (cfr exposé $ 5) que
PU(E, 8) -> Pr [E, 1, if P,,, 0%) = Pr[E, /, ()]P,,, (6)
où n = Î1— 1, (mod d(2)).
C'est la périodicité du sous-ensemble cyclique /, (x) qui est la raison de la périodicité asymptotique de P(” (E, 8). La différence entre PO (E, &) et sa partie principale périodique, soit Pr(° (E, 8), sera ma-
jorée par la terme général d’une progression géometrique décroissante indépendante de E et &. Posons
S(E, 8) — >» [P® (E, 8) —Pr°E, 8)]
la série S (E, 8) sera normalement convergente et définira une fonction d'ensemble bornée complètement additive, pour E constant. Nous avons le tableau
Ee / (x){ P®(E, 8) —0 8G,—0
à RE 8CL(:) 171 —l(modd(x)
5 F4 (E, 8) —P,, 4, (8) à n = 1, — 1 (mod d (a)) >0simes(8)=>0,
| P p® (E, 6) ->0 Ë G,, Se Ses Ne G,, pe (E, &) SEA LE, l n (2)] P L(o) (8), G < [ (a) = n—=1l—1l, (mod d(x)) P®(E,8) — Pr°(E, 8)= > Pr[E, j, ()]P,,, (@j ()) o, n = j— j,mod d(a).
$ 5. — Les ll (E, 6), moyennes de Césàro
Nous avons vu que PO (E, 8) - Pr (E, 8)
expression périodique en #, dont nous avons donné la forme dans le tableau du $ 4. Comme dans le cas fini la périodicité s’éliminera dans la considération des moyennes de Césàro.
PORO) Er LPO (ES
nn (E, 8) ns 3
LUE, = lim. NE.)
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Nous pouvons écrire
DPrû(E,e) j(P°(E, 8) - Pr°(E,8)) LP EE
Li I
Si8<W—S$G,, les Pr (E, 6) sont nuls et dans ce cas pie) (E,8) tend vers zéro, I (E, 8) —0si8<W—EÈG,.
Supposons que & < ! (x), alors les Pr® (E, &) ont la période d (2) et PrÔIE, 81+...+Pr'®lE, 6]
pt (E, 6) > (E, 8) = T2)
et de l’expression des Pr® (E, 8) résulte
PrÜIE, 8] +. ..SPrOIEe)E aie 1()]+...+PriE,d(@)}P,,, (6) = PrIE. G,] P,40 (8).
Donc
Pc) (8) (ES 6) = PTE on dd)
On voit que siEeG,, 8<<1(a), ll (E, 6) ne dépend pas de la position initiale dans cet ensemble final:
Il (E, g = 6) = (6)
et dans le cas PR E, 6 quelconques nous pouvons écrire Il (E, a Pr GE) = Do G,] lo, (8 G,).
Nous allons envisager la grandeur n [n° (E, 8) — NI (E, 8) — 5 PrÔ(E, 8)—nIl(E, 8)+R° (E, 8)
R (E, 8) tend vers S (E, 8). Soit D le plus petit commun multiple des d (2) L « D Pr0(E, 8)-n ll (E, 8)=Pr° (E, 8) + ..+PrŸ (E,8)— ç ll (E, 6) n—=p mod D
C’est une fonction périodique de r avec période D que nous désignerons par
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Alors nous avons n [0 (E, 68) — IT (E, 8) = RÔ(E, 8) + 4% (E,8), ceci tend vers la fonction périodique
une limite n'existe pour tout & que dans le cas non oscillant. Remarquons que 4 est nulle si & n'appartient pas aux ensembles finals ou a un en-
semble final n’ayant qu’un seul sous-ensemble cyclique
$ 6. — Définition et critères
Nous allons introduire comme dans le cas fini les notions de cas positivement régulier etc.
Cas positivement régulier. Nous dirons que nous sommes dans le cas positivement régulier, lorsque la probabilité P (E, &) pour que le point mobile parti de E se trouve après 7 épreuves dans & tend vers une limite P(&) indépendante de la position initiale et positive si la mesure de & est positive.
Introduisons la notion de noyau d'ensemble stochastique. Nous désignerons par la toute fonction Q( (E, &), dépendant d’une part d’un point, d’autre part d’un ensemble, étant en tant que fonction d'ensemble complètement additive, non négative et satisfaisant à QU'(E, W)— 1. Un noyau d’ensembie stochastique sera dit indécomposable si pour chaque E et & de mesure positive il y a un # avec Q(” (E, 8) => 0; un noyau indécomposable sera dit non-cyclique, Si-en dehors peut-être d’un ensemble de mesure nulle-on ne peut pas décomposer l’ensemble de variation sur léquel il est défini en plusieurs sous-ensembles cycliques tels qu’on passe avec probabilité 1 en une épreuve de l’un au suivant. Ce sont les généralisations des notions de matrices stochastiques, indécomposables et non cycliques.
Alors il résulte immédiatement des $ précédents (on suppose toujours que nos conditions I, II du $ 1 sont satisfaites):
Critère: La condition nécessaire et suffisante pour que le noyau d'ensemble stochastique définisse un cas positivement régulier est qu'il soit indécomposable et non cyclique.
Cas régulier. Nous dirons que nous sommes dans le cas régulier si p® (E, 6) tend vers une limite P (&) indépendante de la position initiale,
Critère. Pour qu'on soit dans le cas régulier, il faut et il suffit qu'il n'existe qu'un seul ensemble final et que cet ensemble ne se décompose pas en plusieurs sous-ensembles cycliques.
Cas non-oscillant. On sera dans le cas non-oscillant, si P(° (E, &) tend vers une limite pouvant dépendre de la position initiale.
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Critère. Pour qu'on soit dans le cas non-oscillant il faut el il suffit qu'aucun ensemble final n'ait plusieurs sous-ensembles cycliques
Cas semi-régulier. On sera dans le cas semi-régulier si les pÜ (E, 8) convergent dans le sens de Césàro vers une limite IT(8) indépendante de l’état initial, c. à. d. si I1(E, &)'est indépendante de la position initiale II(E, 8) — [1(8). On voit sans peine en regardant la valeur des IL(E, &) donnés dans le $ 5 qu’on a le |
Critère. Pour qu'on soit dans le cas semi-régulier, il faut et il suf fit qu’il n’y ait qu'un seul ensemble final.
$ 7. — Calcul des parties asymptotiques des probabilités
1. Cas positivement régulier. Noussavons que P” (E, 8) tend vers une limite positive P (8) et PÜ(E, &) - P(8&)|<kX'; comme P(° (E, W)=— 1 il suit que P(W)=1, d’autre part en passant à la limite dans
PTI(E,8)—= [ PO(F, 8) PÔ(E, d .)
nous voyons que la distribution limite satisfait aux deux équations
P(8)=— 1 PO (E, 6) P (d ©) | W
D 'MRTD EE
Ces deux équations déterminent complètement les P (8), comme on le voit sans peine (cfr exposé $ 8 et ce Chapitre S 8).
2. Cas régulier. Nous avons encore une distribution stable limite determinée par les équations (1), mais elle satisfait aussi aux équations.
P (6) — [ PO (E, 8) P (d%)
IG PGI P.(8):=.0:$hGi10 G étant l’ensemble final.
3. Cas non-oscillant. Nous savons que si 8 < G P® (E, 8) —> Pr[E, G,]P, (8)
et si & EG, — 0, alors PO (E, &) -— 0. Nous n'avons donc qu’à nous
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occuper du premier cas & G,.. A l’intérieur des ensembles finals on se trouve dans le cas positivement régulier, on calculera donc les P, (8) par les formules de 1). Reste à calculer Pr [E, G,]. Nous avons en passant à la limite dans
ptr+1) (E, G,) | pt (F, G,) pü) (EF; d Æ.) wW l'équation PAIE [ PATES EPO(E; 7/0) L#4 W
On voit comme dans la cas fini que cette équation integrale n’a qu’une seule solution satisfaisant aux condition évidentes
PAIE, GT SiEe Cr —O0siEeG, (82)
On a la relation:
BAIE EU
4. Cas singulier à l’intérieur d’un ensemble final. Supposons que E« /,, et 6 < 1,, alors nous savons que
P(® (E, 8) — 0 n < ([—1,) mod d (2) > P,(@) n — (— 1) mod d (+)
P, (&) étant aussi limite de P'" (E, &), si Esl et 8 <1L. Si l’on ne regarde que des points de / et de d en d'épreuves seule-
ment, les P(? (F, 8) définissent un cas positivement régulier. Il résulte de 1) que les distributions limites satisfont au système
PO) [ P@ (E, 8) P,(d æ.) (l PAU SS 1 &<I et en sont les solutions uniques. Comme dans le cas fini, il résulte de
l'allure cyclique du mouvement qu'il suffit de résoudre un seul de ces systèmes, les autres s’obtiendront par les formules
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On vérifie encore les équations
(P, (8)+P,(8)+...P,(@N— f PO (E, 8)IP,(d %,)+.. + P,(d43)] e W 5. Cas singulier général. SiE appartient aux ensembles finals ou si 8 n’y appartient pas (82 G, — 0), les formules du $5 et ce qui précède nous mettent sans difficulté en mesure de calculer les parties asymptotiques des P( (E, &). Supposons donc que E n’appartient pas aux ensembles finals et que & est un sous-ensemble de / (4), alors
pu (E, 8) = Pr [E, L, (1 P,« (©)
Nous venons de montrer que le calcul des P,,, (8) se ramène à la solution d’une équation intégrale, il nous reste à calculer les Pr[E, j(+)], c’est à dire les limites des P#4( [E, ; (2)]. Un passage à la limite facile nous montre que ces quantités satisfont en tant que fonctions de E à l'équation
Pr [E, j (2) = | Pr[F,j (2) P®(E, d r) W et aux conditions Pr [E, j ()1 ="1 si Ee7(:) Pr{E.j()—=0 si E:k(@) Kk(ZÆj(G)
Ces conditions déterminent les Pr [E, j (x:)] sans ambiguité. Nous avons donc ramené le calcul des parties asymptotiques des P(° (E, 8) à la résolution d’un certain nombre d'équations intégrales où les noyaux sont des noyaux de Stieltjes.
Nous avons les relations
pr+ m) (E, 8) = | Pr (F, &) pt) (E d A) —
WW
= | Pr (F,8)P °° (E, dæ,)— | PO(F,8)Pr (E, de)
2 wW W
desquelles on tire en particulier :
Pr [E, , (a)] à Pr [F,/(:)] P( (E, d A.)
L Ww
formule qui montre qu’il suffit de calculer les Pr[E, / (x)] pour un seul
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sous-ensemble / (x) de G,. On aura alors immédiatement tous les autres Pr [E, j (a)] par la formule (2).
Lorsqu'on voudra pratiquement résoudre les équations intégrales qui déterminent les P,,,, (8) et les Pr [E, / (x)], on sera en général obligé
à écrire que p. ex. P,,,, (8) est la limite de P("0 (E, 8) où Ee / (a) et D dia):
Pit) (8) = PŸ(E, 8) + {P°? (E, 8) — P? (E, 8)} +... API , 6) = PTE, 8)} +. * série majorée par une progression géometrique à raison < 1. Et de même, Pr [E, / (a)] — lim PUŸ[E, [a)] Pr [E, / (2)] = PIE, (a)] + P(E, / (a) — P9(E, /(a)).… + POIE, 1 (2) — P'ÉTLE, 1 ())-E Toutefois en certains cas il peut être avantageux de passer par
les équations intégrales.
Comme |P° (E, 8) — Pr (E, 8) | LKX°, 0 < à < 1, la série S (E,8)= ÿ[P (E, 8) — Pr VE, 8)| n=1
est absolument et normalement convergente. Elle définit une fonction d'ensemble additive et bornée. On peut facilement montrer que les S (E, 8) satisfont à des équations intégrales qui les déterminent sans ambiguité. Mais cela n’a pas beaucoup d'intérêt parce que si l’on veut les résoudre on sera en général amené à écrire que S (E, &) est précisément égale à la série qui la définit. Remarquons qu'on peut mettre les S (E, &) sous des formes où n’interviennent pas les Pr (E, 8). Par exemple dans le cas régulier où Pr” (E, 8)— P (8), on peut écrire
S(E,8)= D n[P® (E, 8) — PT (E, 8)]
Il faut noter les relations suivantes, qu’on démontre sans peine. SUEUN)E= 0 SEM) O siEeG, et | Pr (F8) S(E. d06.)—=0
[ S (F, 8) Pr” (E, d ,)—0 W qui montrent que les noyaux S (E, &) et Pr (E, &)sont orthogonaux.
S 8. — Sur les constantes fondamentales de module 1 et sur les fonctions fondamentales correspondantes.
Considérons les deux équations
?(E)—2 i. p(PPOE, d'A) (1) W
ll PO (F,6) + (d 0.) (2) sie
»(E) étant borneé, 4 (&) une fonction d'ensemble complètement additive et bornée. Les valeurs pour lesquelles une de ces équations a une solution non partout nulle sont dites les constantes fondamentales du
noyau P® (E, 8). On déduit de ces équations
TOLRE | PF, 8)y (d %,) (4) W
Or les intégrales figurant aux membres droits de ces équations restent bornées, z (E) et L(&) ne sont pas partout nulles, il suit que [As 1
Toutes les constantes fondamentales du noyau P° (E, 8) sont en module > 1.
Si À est une valeur fondamentale de module > 1, s’il existe une fonction + (E) ou + (8) qui satisfait pour cet À à l'équation (1) resp (2), on peut écrire
#(E)= à" [ »(F)Pr (E, d'&.)
AW
+ [ ?(F) IP (E, dÆ,)— Pr (E, &,)] a W respectivement
p(8)—à" [ Pr [F, 8] (d .)
SN
La | {PO IF, 81— PrU[F, 6) 9 (d 0.)
EPRNY,
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On en conclut que
l e(F)Pr° (E, d Æ.)—0 W
respectivement
[ Pr°/(F, 8) 4(d %,)—0 w équations qui se réduisent à [ 8(F)P;0 (d #:) FR 0 =; RS d (x), W respectivement ET 3 (de) j=1,...4d(o).
On déduit des équations (3) et (4) que les fonctions fondamentales relatives à des constantes fondamentales de module=- 1, satisfont à
ou o-0n| S (F, 6) # (d 0e)
Revenons aux constantes fondamentales de module 1. Il résulte immédiatement des équations (3) et (4) que les membres droits étant asymptotiquement périodiques avec période entière D, on a
Donc toutes les constantes fondamentales de module 1 sont racines d’une même équation binome (ce qui est un résultat de M.
FRécHeT dans l’hypothèse de l'existence d’une densité pV(E, F) telle qu’une itérée soit bornée). 11 en résulte ensuite, le membre gauche étant exactement périodique que
[ e (F){PIE, do] — PrIE, d Xl} — 0
il [PO (E, 8) — Pr (E, 8)] 9 (4 %.) = 0.
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D'autre part
[ 2 (F)Pr° [Ed] À PrIE, 1, (2) [ ? (F) P(d r)
W 2 GG
= Y'a PrlE, {()
Les fonctions 9 (E) sont donc des combinaisons linéaires des Pr[E, /(x)], et l’on voit de même que les 4 (8) sont de la forme Êb,,P,, (8) Cherchons les relations entre les a,,. On doit avoir si À est une constante
fondamentale
D a,,PrlE, {(2)1 — à [ D a,,PrIF,{(2)]P0 (E, x)
AN
Los
— Fe [ Pr[F, {(a)] P° (E, d' ©) = >, a, PrlE, L (2)] a” WW
où 1=(1—1,) mod d (a).
Faisons E << { (2), alors Pr [E, / (a)] = 1, Pr [E, /’ (8)] — 0, l’équation devient
Aa = Ayo et É = =; d(a) Al ro tdio
Aie = jy = ie. À Ag y —À 2
par conséquent si À/(7-<1 Au = Ayo =" Agy = 0
: sd(a) si À ‘”— 1, on peut prendre
2 d (0) Le d'(o)—1 2
Ag — dy À » pq —= An À > Eçoa À,
on trouve analoguement les relations
AA 12 __d()—1 Me de) ban = À baie = NO D AU po
REC
donc siX® Æ1,b —...— ban 0, Si À ® — 1, on peut prendre
__ }d(o) do) À “ bag = À Gb — À bs...,b,,—= 0,
Nous voyons que les constantes fondamentales de module 1 du noyau sont toutes les racines de l'équation:
USD © 1) 220
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À chaque ensemble final G, correspond le facteur x@ _1—0et
les fonctions fondamentales relatives aux racines de X°(% __1—0 X'OPFr[E, 1(2)] + TPFIE,2(a)] +... ÀPr[E, d(a)] À Pi ( (8)+X Pr (6) +: DER Pi) (&)
Au congrès de Bologne M. Hapamarp a donné, probablement sous l'hypothèse d’une densité pO(E,F) continue, un certain nombre de résultats concernant les fonctions ?(E) correspondant aux constantes fondamentales de module 1. Ces résultats donnés dans l’exposé très concis de M. Hapamarp sans démonstration et sans explication des hypothèses, ont été démontrés sous les hypothèses d’une densité p®(E, F) avec une itéré pN (E, F) bornée par M. FRécxer. Ils sont fort curieux à priori, et on ne voit pas trop bien leurs raisons. Nous allons voir qu'ils s'expliquent très facilement par la forme donnée des fonctions g(E). Supposons que k—e" soit une racine des équations À°(?—1] pour a—= 4%, %, ... Alors nous pouvons écrire
pE)=a, CP Pr[E, 10)]+...)+a, CPPrE1G)+. +
Pour simplifier l'exposé nous nous bornons au cas où nous n'avons qu'un seul a,><0, que nous pouvons supposer — 1. Alors soit À” — 1 —0 l'équation binome du plus petit degré que À vérifie, d(a) —Rv. Il'vient
8 (E)=[PrlE, 1()1+-Pr LE, + 1()]+— + Pr IE, (R—1)9+1 (2)]] + Pro Er 20) El enr et le maximum de ® (E) sera atteint si
Pr[E, {(a)]+Pr[E, Ev(2)]+... Pr[E,(R = DE {()] —1
car
2Pr [E,/@)1=1, Pr[E, (a) > 0
Dans ce cas 2(E) se réduit à À7 !. Les affixes des différentes valeurs de module 1 que 2(E) peut prendre sont donc les extrémités d’un polygone régulier à y côtés inscrit dans le cercle z— 1 du plan complexe. (Dans le cas général on aurait obtenu une figure formée de plusieurs polygones réguliers à y côtés inscrits dans le cercle unité).
Soit X l’ensemble des affixes des valeurs de module 1 que © (E) peut prendre. Il est évident que l’ensemble X reste invariant par une
27% : i( (E) rotation d'angles ou %. A chaque point de , soit e‘!®?,
(6 rt ,0<<1<y), corespond un certain ensemble de points, soit e,, de
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: __ piQ(E) æ W où 2(E)—e """,de mesure => n, Car e,,4, 171 €St comme nous à
vons vu l’ensemble des points E pour lesquels
Pr[E, /(a)]+PriE,v+1 (a+... +PrlE,R—1%+1(G)=1 et cet ensemble comprend le sous-ensemble cyclique /(:) qui est de
mesure > 1. Les ensembles /, pour des valeurs différentes de 6 sont evi-
demment disjoints et leur somme 1, forme un ensemble total &
appartenant à W. Je dis que le point mobile passe presque-sûrement à chaque épreuve de l’ensemble /, dans l’ensemble /,_,. En effet, si 6—0 p.ex., /, dans l’ensemble de points où
Pr[E, 1(a)]+...LPr[E, 1H(R—1)"(a)=1
alors LEE — [,, sera l’ensemble des points, où
Pr[E,2(a)]+...+Pr[E,2+4+(R—1)"()]=1
Et en vertu du mouvement cyclique qui nous a donné l'équation
Pr[E, L (a)] sl Pr[F,/(4)]PO(E, d',) 1==1 — 1, (mod d(2))
Pr[E, 1(a)]+...—+Pr[E, 1 ER— 1)» en frrrirzc+ mr
+Pr[F,2+4(R;— 1) v()} PO (E, d',)
donc siEce,
1— | {PrlF,2()]+...+Pr[F,24(R—1)"(x)]} PÔ(E, d'&,)
et cette égalité ne peut avoir lieu, si la probabilité de passer de E dans l'ensemble des points où Pr[F,2(x:)] + Pr[F, 2 + v(x)] +... + Pr [F,2L(R—1)v(a)] <1-—e est positive. PO(E, / BEES ELA 275
$ 9. — Le cas du battage des cartes
Pour des raisons de commodité, nous désignerons encore ici sous le nom de battage des cartes le cas où la condition suivante est remplie :
| PO(E, 6) dE — mes(&) W
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On déduit sans peine qu’elle entraîne
jl P G(E, 6) dE — mes(&) W et [ Pr (E, 8) dE — mes (8). W
De [ P( (E, W.- E 2G,)dE—mes(W—2©G,) W
et
PO(E,W=-2G;) -= 0 nous déduisons que mes (W—2G,)=0.
En dehors d’un ensemble de mesure nulle, W se décompose dans les différents ensembles finals. Je dis que les sous-ensembles cycliques mes (G,).
d (a) trons cela pour les sous-ensembles cycliques d (2) et 1 (4). Nous avons
re ed arf P(E,1(2)) dE — mes d (x) d'+ Sup T7 d(o)
-[ jf P(E,d«#,)dE — mes 1 (2) — mes d (a).
Considérons la distribution P,,,, (8). Elle est déterminée par le
d’un même ensemble final ont la même mesure — Démon-
système
| P“(E, &) Po) (d V0x) F4 P,(0) (8)
mes (6) ) PONT :
px 2 f es ({ (o)) puisque la distribution uni orme est
une solution du système ci-dessus.
elle est donc égale à
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$ 10.—Les probabilités inverses
1. Probabilités absolues. Comme au $ 11 de l'exposé, nous pouvons envisager les probabilités absolues. Si nous supposons qu'à l'instant initial on a eu la probabilité initiale Q, (8) pour que le point mobile se trouve dans &, la probabilité absolue“ d’être à la n'ième épreuve dans 6 est
NO [ PUF, 8) Q (d 0) W
Si au contraire nous supposons que le mouvement du point mobile n'a pas commencé à une date finie, mais dure depuis ,toujours“, on est conduit à définir une probabilité Q (8), probabilité ,absolue“ pour que le point mobile se trouve à l'instant #7 dans & pour tout n,(—<n<o), On voit sans peine comme dans le cas fini que ce probabilités absolues sont nécessairement de la forme des
pr (E, &)
dépendant donc en gènéral d’un certain nombre de paramètres.
2. Probabilités à posteriori. Supposons d’abord que notre point mobile n’évolue que depuis un temps fini et qu'à l'instant initial O il était dans E. Soit alors & un ensemble avec P((E, 8) 0. Nous pouvons nous demander quelle est la probabilité pour que le point mobile qu’on a observé à l’épreuve 7 dans & s’est trouvé à l'épreuve m (mn) dans un ensemble J. Cette probabilité sera donnée par la formule de Bayes et s’écrira
[ p{ — m) (F, 8) pt” (E, d'A) [fe — M (F, 8) p(”) LÉ r d /)
MT
Ÿ pt — m) (F, 8) p(”) (E, d'A.) pt” (E, 8) W
Elle dépendra en général de 7 et de m, et pas seulement de nm. Dans le cas fini, nous avions vu que les probabilités à posteriori ne changeaient pas lorsque on se donnait en outre les positions ultérieures du point mobile aprés l'instant n. Ici il n’en est plus de même en général.
Les probabilités à posteriori calculées par la formule ci-dessus perdent tout sens lorsque l’ensemble & est tel que P((E, 8) — 0. Toute fois il est intéressant de connaitre la distribution de probabilité à un instant intermédiaire lorsque et la position initiale E du point mobile et sa position H à l'instant 7 est connue. Il est évident qu’en général cette
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loi de probabilité n'existe pas, nous pouvons toujours changer les densités de probabilité dans un ensemble de mesure nulle et modifier ainsi les lois de probabilités à posteriori, sans modifier les probabilités à priori que nous supposons seules données. Mais si, quel que soit la suite d’ensembles 6, convergeant vers H, la probabilité à posteriori calculée par la formule de Bayes tend vers une limite indépendante de la suite d’ensembles particulière, alors nous pourrons l’interpréter comme probabilité à posteriori pour que le point se trouve à l'instant m dans l’ensemble J, sa position initiale ayant été E et sa position à l'instant nr étant H.
Si nous nous bornons pour l'instant à l'hypothèse qu’il existe une densité de probabilité bornée et continue p (E, F), et que notre ensemble est tel que dans chaque sphère entourant un de ces points de rayon positif, il Y a un ensemble de mesure positive de points de notre ensemble $), alors il est évident que si p° (E, H) < 0 cette limite existe et sera égale à
fr (E, P)p"="(F,H)dF
p"(E, H) Il existera même dans ce cas une densité de probabilité à posteriori. égale à po (E, F) Fret (F,H) p°(F, H)
indépendante de tout ce que nous pouvons savoir sur le mouvement du point mobile postérieurement à la n'ième épreuve.
Supposons maintenant que le point mobile évolue depuis n— — ©, Alors les probabilités absolues sont de la forme Pr” (E, 8) —Q( (8) donc nulles en dehors de 2 G,. Envisageons un ensemble & avec Q (8) 0, en adoptant un systeme déterminé de probabilités absolues Q® (8). La probabilité à posteriori pour que le point mobile qu’on a observé à l’épreuve n dans & se soit trouvé a l'instant m (m <n) dans un ensemble ] sera donnée par la formule de Bayes
PT (F, 8) Q (d .) J
Si nous savons que le point a été dans / (x) à l'épreuve nr, nous savons
18) Nous désignerons cette hypothèse par H pour ne pas avoir à la rappeler.
que, en dehors de cas de probabilité zéro, le point se trouvait à l’epreuve m<n dans [’ (x),
n— m—l—l" (mod d (x)) (1)
nous pouvons donc écrire
& l(a)=1 Je (0)
Let l’ étant toujours liés par la formule (1). Si & n'appartient qu'à un seul sous-ensemble cyclique / (x), ce qui est le cas le plus intéressant, et si Q®° (8) => 0, alors la probabilité à posteriori se réduit à
j P'"(F,8)P , 6 (d%) Je (0) Pr( (8)
Donc: si & n'appartient qu'à un seul sous-ensemble cyclique la probabilité à posteriori ne dépend que de n—m et est indépendante du système particulier de probabilités absolues (pourvu que Q® (8) > 0).
Si nous nous plaçons de nouveau dans l’hypothèse H, alors nous pouvons définir une probabilité inverse pour que le point mobile observé à l'instant # dans un point He / (x) s’est trouvé à l'instant m < n dans F, égale à
pere (Es DIpr er (F) Æ LTERE (F, H) Pt (2) H)
les p,, (G) ayant des significations évidentes et étant positives pour G &.{(a). Cette formule n’est démontrée que si Q®? (1(«)) > 0, on peut la supposer vraie dans tous les cas.
Cette probabilité inverse sera indépendante de nos connaissances sur le mouvement du point mobile après l'instant n.
Supposons maintenant que n — m augmente indéfiniment, alors de la formule (2) résulte que
D(J, m| 8,n) #« es
où n—m—=l—{l (mod d (x))
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® (], m|6,n) est donc asymptotiquement périodique. Si & C / (a), alors la probabilité à posteriori sera équivalente à
Pc) [JL ()] et dans l'hypothèse H, la densité de probabilité inverse +" (FH), Hel(a) est O0 si FE l’ (a), n—m—l—l (mod d (a)), et tend vers Prg Œ)SiF el (a).
$ 11. — Quelques remarques
1. Les P° (E, 8) peuvent-ils être exactement périodiques? Si les P® (E, 8) sont périodiques en n, ils coïncident avec les Pr" (E, &). II suffit d’ailleurs que P® (E, 8) — Pr (E, &), pour qu’on ait pour tout 7, PO (E, 8) = Pr (E, 8). Interprétons l'équation P(E, 8)—P r°(E,8). Il en résulte d’abord que le point mobile passe dès la première épreuve avec probabilité 1 dans les ensembles finals: P® (E,£G,) — 1 quel que soit E. Maintenant soit E « (2), 8 < i+1 (a), (ou 1 (x) sii— d (a)), alors
DATES PACA
Donc à l’intérieur d’un ensemble final la probabilité de passer dans une épreuve dans l’ensemble & ne dépend (en dehors de l’ensemble &) que du sous-ensemble cyclique, dans lequel le point mobile se trouvait à l'épreuve précédente.
Ces conditions nécessaires sont, comme on voit sans peine, aussi suffisantes.
2. Sur un procédé permettant de ramener le cas singulier général au cas non-oscillant. Envisageons l’ensemble W° de l’espace Rp, D-ième puissance de l’ensemble W du R, considéré auparavant, D
étant le plus petit commun multiple des d (x). Un point E de W° sera donné par la connaissance de D points E, de W. A côté du point
mobile (soit P) que nous avons envisagé jusqu’à maintenant, nous allons considérer un point mobile P se balladant sur W? et dont le mouvement sera lié au mouvement de P dans W de la façon suivante. Si le point P a été à la m D +1-ième épreuve au point E,, à la m D +- 2-ième épreuve au point E, ... et à la D m + D'ième épreuve au point E,, le point P se trouvera à la m + 1-ième épreuve au point E (E;,..., Es). Nous aurons encore une probabilité bien définie P!” (E, &) pour que le point P passe en n épreuves du point E (E,,..., E)ide W? dans l’ensemble & de W;,, s'exprimant en fonction des P (E, &) par
P(E, 8) — [ PP (ES di PMR décry. PhP (ES, d 06e) &
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PEL 8) => Pr (E, 8) (exponentiellement). Il suit que PU(E, 8) _> Pr (E, 8) exponentiellement. Supposons que E, = / (à), p. e. [—d4, soit D — f d, alors en dehors de cas de probabilité nulle le point P se trouve à la mD+1-ième épreuve dans 1 (a), à la mD +-2-"° épreuve dans 2 (2) et à la mD<+D épreuve dans d (a). Le point P se trouvera donc à la mime épreuve quelque soit m dans l’ensemble [1 C):2"C),d(x),...1(&)..., d(ax)] et à l’intérieur de cet ensemble PY(E 6) P (8) exponentiellement et uniformément par rapport à E et &.
$ 12. — Application au cas d’un ensemble de mesure infinie, au cas dénombrable et au cas fini
On peut ramener toujours la cas d’un ensemble W de mesure infinie au cas où W est de mesure finie en modifiant la définition de la mesure de l’espace euclidien de façon à lui attribuer une mesure finie. On pourra p. ex. prendre un point arbitraire 0 comme origine, tracer une"suite d’hypersphères S,, ...,S, de rayons 1,2,3,.. , n,... autour de O et définir la mesure d’un ensemble & compris dans la couronne sphérique entre S,., et S, comme étant la mesure Lebesguienne ordi-
naire divisée par =: Il est évident que les fonctions mesurables avec
l’ancienne mesure restent mesurables. Si après ce changement de mesure les fonctions PÜ/(E, &) satisfont aux conditions du $ 1 les résultats des $ précédents s'appliquent.
Nous allons supposer que P” (E, 8) soit définie quel que soit E pour tout ensemble & mes (B), que pour ces &, P° (E, 8) soit mesurable (B) en E, enfin que la densité p”” (E, F), derivée par rapport à & de la fonc-
tion d'ensemble P(” (E, &) existe sauf pour des coiples E, F de mesure (L) nulle et soit mesurable en fonction du couple E, F.
Et qu’on ait l’hypothése:
I Si mes W— 0», ils existent deux entiers N et m, deux nombres positifs n et b, tels que
PO(E, 8) <1—b si mes (8 Sy) <n
Alors tous les résultats établis précédemment s'appliquent aux
P° (E, 8) dans ce cas, seulement les ensembles finals et sous-ensembles cycliques sont maintenant tels que mes (8S,,) = n.
Supposons maintenant que l’ensemble W est l’espace tout entier qu'il existe une densité de probabilité p (E, F) constante si E se meut
dans la couronne sphériqueS, Ét— S,, et F dans la couronne Sen 0.
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Alors la probabilite de passer d’un point Es S, — S; , dans une couronne S, — S,_, ne dépend que des indices À et £ et pourra être écrite p;, (—1,2...; k—1,...). Le cas dénombrable est donc un cas particulier du cas continu, ce qui était évident à priori. L'hypothèse Il" s’écrira alors:
Ils existent deux entiers m et N et un nombre b tels que m pro > b quel que soit à.
Donc dans le cas dénombrable sous cette hypothèse s'appliquent tous les résultats énoncés plus haut dans le cas continu. Ce cas a été étudié pour la première fois par M. Forrer. La solution complète du cas dénombrable est dûe à M. KozmoGoror.
Remarquons encore que le cas d’un nombre fini d'états peut de
même se traiter comme cas particulier du cas continu sous l’hypothèse I, IL.
< 4 VE UE ME EN , 7 ani = à #1 1 ge" * CUT, EU Ar . LQ EN :
Î h des “if F hs à 0 à (SRE LC MURTUTE à k :
RESTES F4 ? ture 46 Lie Li . 4 v 2 ne on HTEUW EE cf an «0-0 È RES PERI ES à 0 " PR : É che Le UNE EI CP y} LAINE Et en | : ae L - # à RÉ AS Ad S'n Y La & € ATH APTE ie F4 A . MAR SSES L er CDD A a Ni Ts TORRENT. CE LINE
vet de. ‘ dt # mit à ne PRE NEN
CHAPITRE
LES VARIABLES ALÉATOIRES ATTACHÉES AU POINT MOBILE $ 1.— Position du problème
Plaçons nous dans les hypothèses du $ 1 ou du $ 12 du Chapitre 2. Comme dans le cas fini, faisons correspondre un nombre X(F) à chaque point F. Nous supposerons sur cette fonction X(F) qu’elle soit mesurable et bornée. Cette dernière hypothèse a pour but d’éviter des complications qui pourraient s’introduire dans le cas d’une fonction non bornée, car nous ne supposons pas que la probabilité pour que le point mobile se trouve dans un ensemble de mesure nulle à une épreuve donnée est nécessairement nulle. Nous pouvons considérer les variables aléatoires en prenant la valeur X (F) lorsque le point mobile parti de E passe à la n-ème épreuve en F, et S® — X0 + x® +...+X® somme des valeurs X (F;) correspondant aux F; réalisés successivement dans
les 7 épreuves considérées. Il s’agit d'étudier ces variables. Comme nous avons réservé la lettre & dans le chapitre précédent pour désigner des ensembles, nous allons dans ce qui suit désigner par
l'espérance mathématique ou valeur moyenne de A.
$ 2.—Le cas régulier
RIRE | X (F)P®(E, d'Æ,) W PU (E, 8) convergeant vers P (8) il suit que IX [ X (F)P (d %.) = M W et
or [x® — MF — [ X? (F) P (d %,) — M°— 5°:
LIW
96 | W. DOEBLIN : Considérons la différence
IX] ME= [ X (F)[P®(E, d#,)- P(d ;)| a” W soit K la borne supérieure de | X(F) |, et &, l’ensemble pour lequel p"(E, &) — P (6) atteint sa borne supérieure. [er [xP] M | <K{P'(E,8,)—P(8,)-P(W—6,)—-PO(E.W—6,). De | P®(E, 8) —P(8) | <O0(e—*") quel que soit E et &, suit ot [XP] = M +0 (e7/").
Envisageons maintenant les Se D'abord
or [S{”] — =) 8 PÔ(E, d %.) = D'or [x].
ET
De où [X®]-> Metor[xŸ — M]— O[e-?"] suit Oiré S fe rie
et AC [s®] — nM est borné. De plus soit 6, ,, l’ensemble des points de W
£ [x (F) P' art | x@rx+ D Pi, 5,2 r6)
5e Y se FRE, 20),)-2B06,,) |
emo
A! ont un sousensemble de &, ,et —1<6 <1.
I, m 8, étant toujours l’ensemble où P (E, 8) — P (6) atteint sa borne A m
DUB IE CPE P(Æ,)| <2(P%(8)—P(8,)
or PÔ (E, 8)—P(8)— : (e—*"),leterme restant est donc quel que soit n
inférieur en module à C — m étant une constante.
SUR LES PROPR. ASYMPT. DE MOUV. RÉGIS PAR CERT. SYPES DE CHAÎNES SIMPL. 97
D'autre part
Ÿ'(P0E, os) PO) RUE SE Go,
D DE EP, 6.) — P(8,,)]- 2e LR (EG).
En faisant tendre 7 et m vers l'infini, nous voyons que
IT
at [s® _rM| “4 X (F)S (E, d #,)
et
ot [S® — r M] — [ X (F)R®(E, d'æ.).
2 W Passons à X [S® — » Mf2. On a
ot [Sn M] — La xe MP+2) ox? m) ÿ x?) 1— 1= 1 t=ir1
Y AUX M]? #25 et [(X® — M) D (XŸ — M)] = t=iti peut s’écrire (i) : (a—t) OÙ [(XE — M) OR LH [ST — (x — M]].
Si à la irième épreuve le point mobile a été en F, alors
M ,D= MISE” — Mr —#)]
On conclut comme au premier chapitre que
HS — n M]° = 5 n + (E)
ce qui tend vers
sf | X (F)+ 2 | X (G)S(F, d 6) | (XF) — M)P(d %,). LI 2” W
FA (E) tendant vers une limite ayant une forme analogue à celle du cas fini. Considérons maintenant
on [SE — x (S1]? = à + 7° (E)+IM(SE)— M nf
ru RE ON MODE
Par conséquent on {SP - MSP 1} /n—>5.
Nous avons donc obtenu les deux résultats. L’espérance mathématique et le carré de l'écart type de Se tendent divisées par nr vers des limites indépendantes de la position initiale du point mobile. De plus les différences entre ces grandeurs et leurs parties asymptotiques tendent vers des limites.
Si l’existence de la limite de [SP] [net den Eee Mr est due à l’homogénité du mouvement et au fait que, grâce a la tendance rapide de P°° (E, 8) vers une limite indépendante de la position initiale, M [XŸ . XÜ+° MJtend rapidement vers zéro si { augmente indéfiniment, l'indépendance de cette limite de la position initiale est dûe principalement à la stabilité à la Poisson telle que nous l’avons démontrée dans le théorème II. En effet supposons qu’une de ces limites-là (celle de ARE) | / n ou celle de 9 [SE nMi n) soit comprise entre a et a +e dans un ensemble de mesure positive. Alors elle sera partout comprise entre a et ae, comme on montre sans peine par une décomposition de l'espérance mathématique. On en déduit immédiatement l'indépendance de la limite envisagée de la position initiale.
Supposons maintenant que 5 >< 0. Alors les mêmes raisonnements que ceux que nous avons faits dans les $ 3, 4, 5 du Chapitre 1 nous montrent qu’on a le théorème
Théorème. Dans le cas régulier, sis 0, la loi de probabilité de SE —nM]}/sV/ntend vers la loi réduite de Gauss (uniformément par rapport à E). Tous les moments de [Sr M|isV/n tendent vers les moments de la loi de Gauss.
Il n'y a rien d’important à changer dans la démonstration du théorème du logarithme itéré et nous pouvons énoncer (5 >< 0).
Théorème du logarithme itéré: La probabilité pour que l’on ait pour au moins un n > N l'inégalité
IS —nM|> V2 n(lgn+clg;n)
, RUES à 2 | é tend vers zéro avec N ,sic >, est égale à 1 sic < D:
À l'encontre des démonstrations des théorèmes ci-dessus, il y a un peu de différence pour le cas 5 — 0 entre le cas fini et le cas qui nous intéresse. Comme nous nous servirons des probabilités à postériori, nous allons adopter l’hypothese H (voir $ 10, Chapitre 2).
Nous allons de plus supposer qui on se trouve dans le cas positivement régulier. Alors on démontre par des raisonnements semblables mais légèrement plus compliqués que ceux du $ 5, Chapitre 1 que dans l’hypothèse H, si s — 0, après soustraction d’une constante M de chaque X (F), soit X (F) est presque partout nul,
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soit en dehors d’un ensemble de mesure nulle X (F) ne prend qu’une infinité dénombrable de valeurs et X° +... X est bien déterminé par la connaissance de la position initiale E et de la position F à la (o1)°"* épreuve (pourvu que p®TV(E, F)=> 0) et ne dépend pas de p. On aura pour tout chemin fermé, c’est à dire pour toute suite d’états E,, E;, E,...E»_1 avec p (Es Ei) p (Es, E2) . . : p (En_1, Eo) > 0 (sauf si E, appartient à un certain ensemble de mesure nulle)
SE
en dehors peut-être de chemins de E, en E, de probabilité totale nulle.
$ 3. — Cas singulier à l’intérieur d’un ensemble final
Supposons maintenant que nous avons d = 1 sous-ensembles cycliques 1,... d. Le point mobile aura le mouvement circulaire bien connu. Il suit des propriétés de ce mouvement comme dans le cas fini,
que la loi de probabilité de es est asymptotiquement périodique avec période d, la partie principale étant la loi de probabilité qui résulte de la distribution B; (8), L, désignant le sous-ensemble cyclique dans
lequel se trouve le point mobile parti de E à l'instant n. (SiE e /, alors n = {, — l (modd)). Il suit que
ON [XF JS [ X (F)P;(d%,)=M;,
CEE M 1 se 5° I I
et A [X®] — M, sera majoré par le terme général d’une progression géométrique à raison inférieure à 1.
Envisageons maintenant les S® — © X{°. Si nous posons X'(F)—X(F)— M,siFe i, alors S"— y; x ñ
se distinguera de ss de la quantité non-aléatoire D M; t=]
SES D REP) PE Le.)
=), | X(PIPÔ(E, d%,) - P;(dæ;)]
Va”
Donc si n ><
ot [S®] RY | X (F)S(E, 4 Æ%,;)=— [ X'(F)S (E, d'æ,).
W 2 W Evaluons : n ni n CU 20 or 4) -2 er @ #5) Où [SL] us PAL Di LXE DRE Je
Le premier terme s'écrit à une quantité bornée près d Lu Hu ES D
Le second s'écrit
x' Por [s® ?]PÔ(E, à %r), DR N
et comme
où [SE] > frosEex-f rose,
&w VW VW.
il sera égal à un terme borné près à
HD ref xosesxylrux y w wW
Par conséquent
ox [SPF 1 nr — | X' (F)[X'(F) + | X'(G)S(F, d &,,)I(d ,)—5° - W
W Le
En revenant aux X (F) ] d dpt \ = es > | (X(F)—M,)[X (F) + 2 | X(G)S(F,d%,)]P,(d %,) PT: #7 W Nous avons
où [S ®] = € or [x!°] — > M ,,+ 9 [SP].
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Or Nn (4) tend vers une limite finie si 7 —> <, et
JM — af X (F)11 (d %,) — d M Cr
d’où
et
ASE if X (F)11 (d %;) à W est bornée et asymptotiquement périodique. Maintenant M [SP ons PP = os PP {or ST Donc om [s? = or [SIP] An > 0?
et cette limite est aussi la limite de
ON [S® — n M /n.
On voit sans peine que la différence entre [SF + JC (SA et n 5? est bornée et asymptotiquement périodique.
Les raisonnements du $ 7, Chapitre 1, qui s'appliquent sans changement montrent que les théorèmes démontrés sur les se dans le cas
régulier s'étendent au cas actuel.
Remarquons que si 5 — 0, même si l’on n’a pas l'hypothèse H, se — n M restera borné en dehors de cas de probabilité arbitrairement petite dans le sens de la loi forte des grands nombres.
$ 4. — Le cas singulier général
Supposons maintenant que nous ayons plusieurs ensembles finals G,,--.G,,avec les probabilités Pr [E, G,] de passer dans l’ensemble final G,,.
Soient M, et 5, les limites de 90 [S0] /n etor me DR [SCT calculées sous l'hypothèse que E : G,. On voit sans difficulté, exactement comme dans le cas fini, que la loi de probabilité de S | n tend
vers la loi discontinue prenant avec probabilité Pr [E, G,] les valeurs M,..
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Les moments de Su | n tendront vers les moments de la loi limite.
En particulier M (E), limite de OT [S°] | n sera égale à M(E)= D PriE,G,IM,
ce qui pourra encore s’écrire, vu la valeur de Il (E, &)
M(E) — [ X (F) II (E, dk)
2 WW .
mais cette dernière formule n’est pas très instructive. De même or [S® | » — M (EF > Pr [E, G,] IM,— M (E)F — W2 (E)
Nous avons des expressions analogues pour les autres moments. Supposons maintenant que les M, (au moins les M, avec Pr [E, G,] 0)
soient toutes égales à M. Alors la loi de probabilité totales de [S® —nM]/V/n tendra vers
X x2 f e dx) Pr Hpetbe
L Pr[E de,
la première somme étant étendue à ceux des ensemble finals avec 5,0, la seconde aux autres.
Les moments de [S® —nM]/V/n tendront vers les moments de la
loi ci-dessus.
Dans le premier cas (loi discontinue avec plusieurs valeurs possibles) ni la loi des grands nombres, ni à fortiori la loi forte des grands nombres ne sera applicable. Dans le second cas par contre, en dehors de la loi des grands nombres dans le sens Bernouillien, la loi forte sera applicable sous la forme suivante: si 5 est le plus grand des 5, avec Pr[E,G,]=>0,et5:<0, alors la probabilité pour qu’on ait pour au moins un ñ7 > N |
[S —-nM| >V25n(gntclen)
Le MAN tend vers zéro avec NC 5. Si 5 est nul, alors les S® — M resteront
bornées en dehors de cas de probabilité nulle, la loi forte des grands nombres sera donc encore applicable.
S'il n'y a qu'un seul ensemble final, (SE —nM\/5 V’n,5<0 tendra vers la loi de Gauss réduite et en dehors de cas banaux (plusieurs ensembles finals avec le même M, et s,) ce sera le seul cas où la loi de Gauss a lieu.
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Dans le cas général on montre sans peine que
a [SO] = n Ÿ Pr[E, om+ | X (F)S (E, d'#;) +
LP4 W
et que le carré de l’écart-type peut s’ecrire sous la forme
on [Sn ME) — n° W2E)+ » D Pr[E, G,]#
an | W2(F)S (E, d#,)
+21 [ IX(F)- M(FJIM(F) — MEJIS(E, d%,)+4°(E, d%,)]+R'(n)
EM
R’ (n) étant borné.
$ 5.— Application au mouvement: fréquences
Nous allons étudier ici les sommes se lorsque les X (F) sont — 1 si Fe&,—0 si Fe &. Ces variables aléatoires ne sont rien autre que le nombre de fois que le point mobile passe dans n épreuves à partir de E dans &. Nous les désignons par m°” (E, 8).
Supposons d’abord que E 2: G,,. Alors si & G, — 0, le point mobile ne passera qu'avec probabilité nulle dans 8: m°° (E, 8) — 0 avec probabilité 1.
Si & < G,, nous pouvons supposer que & appartient à un / (x) déterminé, et soit de mesure positive. Alors
4 3 A [m” (E, &)|/ n—-> HO 0
Calculons maintenant
im AIM (E, 8)—n D (8)/n = +2.
Les M,,,, de la formule du $ 3 sont toutes nulles en dehors de M,,,,,
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et en tenant compte des valeurs de X (F), on trouve en vertu d’une relation signalée au $ 7, Chapitre 2:
P, 9 (@)L1 Pr (@)I+2 [ S(F, 8) P,ç (4 7)
FEES
TR d (2) mt (E, 8) -— nil (8) 5 Vn
Sis<0, suivra à la limite une loi de Gauss réduite.
Sis—0,mE, 8) n1](8) restera borné. Dans tous les deux cas le nombre de réalisations suivra la loi uniforme des grands nombres, dans le premier le théorème du logarithme itéré.
SiEsW —2G, et 8< W —EG,, l'ensemble & ne sera touché par le point mobile qu’un nombre fini de fois, dont l’espérance mathématique est S (E, 8). SiEe W—2G, et 8 < G,, alors
Où [n° (E, 8)]/n —> Pr [E, G,]U(8).
La loi de probabilité de m°°(E, &)/n tendra vers la loi discontinue prenant avec probabilité Pr [E, G,]la valeur F1, (8) et avec probabilité
1—P7r TE, G,] la valeur zéro.
CHAPITRE 4 LES MOUVEMENTS SUIVANT L'ÉQUATION DE SMOLUCHOVSKI
$ 1. — Les probabilités
Position du problème. Nous avons envisagé jusqu à maintenant seulement des cas où l’on n'avait qu’une suite discrète d'épreuves. On répérait la position du système ou du point mobile périodiquement après des intervalles de temps constants. Nous allons maintenant supposer qu'on contrôle constamment le mouvement du point mobile et qu’il existe une probabilité bien déterminée pour que le point mobile partide E se trouve après un intervalle de temps { dans un sous-ensemble & de W, cette probabilité P (E, 6, ©) sera toujours supposée indépendante de l'instant de temps initial et de tout ce que nous savons ou ne savons pas du mouvement du point mobile antérieur à cet instant initial. Nous ferons la même hypothèse de mesurabilité et nos hypothèses sur W ne se distinguerons pas de nos hypothèses dans le $ 1 Chapitre 2. En outre nous ferons sur les P (E, 6, f) les deux hypothèses.
1. Ils existent trois nombres positifs T;, a, « tels qu’on ait quel que soit E
P.(E,16,T,) < 1 «a si mes (6) < x
IL P (E, 6, ?) est continue si { => T, par rapport à f. Cette fonction P (E, 6, f) satisfera aux équations
(1) P (E, a1+9= [re 8, f)P(E, dÆ,, 1) W
Elle sera en outre complètement additive par rapport à &. De l’hypothése I et de (1) résulte que
PE, 6 << 1—Aa Si mes (Oo) = mette Ty.
Nous allons étudier le mouvement sous les hypothèses ci-dessus.
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Remarques historiques. L'équation (1) s'appelle équation de Smozucrovsky. Elle a été considérée pour la première fois par ce physicien dans la théorie de la diffusion. Dans l'hypothèse d’une densité de probabilité p (E, F, f), elle s'écrit comme suit
(1°) PER t+9= [ PE G.0p Gr 946
WW
el p (E, G, #)dG.
M. B. Hosnisky a démontré que si p (E, G, à) est continue, bornée et positive alors lim .p (E, G, t) existe et est indépendante de E. MM. t—> ©
KkyLorr et BoGoLIouBorr ont étudié aussi l'équation (1°) sous l'hypothèse que p (E, G, #), soit continue par rapport aux trois variables et bornée pourt>>0. En se fondant sur des théorèmes de M. FRéCHET ils ont obtenu des résultats qui en tenant compte de nos résultats et de nos notations peuvent être résumés en disant qu’à l’intérieur des ensembles finals on est pour les p (E, G, ?) dans le cas régulier. (Au lieu d'ensembles finals MM. Kkryiorr et Bogoziousorr parlent d’ensembles ergodiques). Ce résultat sera étendu dans ce $ dans nos hypothèses.
Etude des propriétés asymptotiques des P (E, &, t}.
Envisageons les P (E, 6, n s) en fonction de ns. P (E, &, ns) satisfait aux conditions du $ 1 du Chapitre Il et est par conséquent asymptotiquement périodique avec une période D, qui d’après les résultats du Chapitre Il est bornée quel que soit s. De l'équation (1) résulte alors en prenant: — ns, s fixe, que P (E, 6, #) est asymptotiquement périodique avec la période s D.
(2) P(E,6,t+sD,n) —-P(E 89 0 sit uniformément par rapport à E, 6, f et ». Or nous pouvons prendre s arbitrairement petit, P (E, &,f) admet donc des périodes asymptotiques
es : À 1 arbitrairement petites. Si nous prenons $s — mr = 14... 101
rifie Sans peine que (2) a lieu aussi uniformèment par rapport à m. Il s’en suit que-quelque petit que soit le nombre : > O0 — on a 2 nombres t,W (0 << Tr << 1 Lc) tels que
P(E,8,{+7)> lim sup P (E, 8, D —s t —> ©
P(E,8,t+%)< lim int P(E, 8,1) +s t—> ©
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où0O<e<Ke *‘(Ketx-0 indépendants de tr). En vertu de la continuité pour { > T,,il en résulte que P (E, &, f) tend vers une limite. P (E, 6,) = Pr [E, 8].
I! n'existe pas de sous-ensembles cycliques.
Soient G; ... G, .. G; les ensembles finals pour P (E, &, n) Pr[E, G] la limite de P (E, G, n).Pr[E, @] étant la limite de P(E, 6, n) pour ñ —> © est de la forme
Pr[E, 8]= >. Pr[E, G,]P, (8).
Désignons par G, l’ensemble des points E où Pr[E, G,] A, qui comprend G, constitue une sorte de fermeture (non topologique) de Gr nous l’appellerons ensemble final pour P (E, 6,f). A l'intérieur
de G,, P (E, 6, ?) tend vers une limite P, (8) indépendante de E (e G,).
Mais cette limite est nulle si 8 <G, G, qui peut être de mesure non nulle.
PILE, G,] étant la limite de P (E, CG; t) satisfait à l'équation
PrlE, G,] Æ [ Pr{F,G;] PE deb),
1 W Comme Pr[F,G,]< 1 siFeG,, il résulte qu'on a P(E.W—G,h—0 siE:G,
On a visiblement Pr[E,G,]=PrIE, G, |. on peut donc aussi
écrire PAIE Ge APT IE CG TP>(6)
où P, (8) est complètement additive, = 0, mais n’est plus nécessairement = O0 pour tout ensemble G, de mesure positive. [Si P (E, &, t) est continue pour { =0, ou peut définir les ensembles finals G d’une façon identique au Chapitre II et dans ce cas on a P, (6) = 0 pour tout ensemble < G, de mesure positive].
La fonction d’emsemble P, (8) limite de P (E, 6,t) si E:G, sera donnée comme on voit sans dificulté par le système
| NOR [ P (F,6,f) P,, (d ;) à G
où { est quelconque. La solution P, (6) de ce système est unique, comme
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on voit par la démonstration que nous avons employée dans le cas d’une suite discrète d'épreuves.
Les Pr[E, G,] satisieront comme nous savons à
PrLE = f Pr[F,G,]P(E, de, t) W
et seront déterminées par les conditions évidentes Int AN SC A SEC, PrÉ Gen Si EsG, (Ba).
L'’unicité se démontre comme dans le cas fini.
Nous voyons que le mouvement régi par l'équation de SmoLu- CHOWSKI Sous nos hypothèses se distingue du mouvement dans le cas d’une suite discrète d'épreuves avec les hypothèses du $ 1 Chapitre 2 par la non-existence de sous-ensembles cycliques et du mouvement circulaire entre ces sous-ensembles. Ceci est évidemment dû à l’hypothèse de continuité des probabilités par rapport au temps. Il résulte que si nous considérons une distribution P(° (E, &) quelconque, elle ne pourra en général être interprétée comme obtenue comme section d’une solution P (E, 6, f) continue de l’équation de Smozucaowski pour { constant. Il faudra pour cela plusieurs conditions dont nous venons de trouver une assez importante mais non suffisante. Nous nous proposons de revenir plus tard sur cette question.
De l'équation (1) et de P (E, 6, > Pr {[E, 6] exponentiellement par rapport à {, normalement par rapport à E et 6, résulte que
kP:E:6 = Pres aveciis = 0,
Nous avons suppose jusqu'ici que P (E, 6, t) soit continue en t pour { > T, supposons maintenant que P (E, 6, #) soit aussi intégrable en { pour { > 014). Alors l'intégrale suivante existe
S (E, 8) = {P(E, 6,1) —Prl[E,8]}dt
et sera bornée quel que soient E et &. On aura
SE NO Si nous posons t (Eee + [ P(E,.6, 0) dt ” 0 Il (E, 6, t) = IT (E, 68) — Prib/e6l SIT = CSS F Jim UT CE, 8, 9 — ME, 8)1=S (E, 6).
4) Cette hypothèse sera conservée dans ce qui suit.
SUR LES PROPR. ASYMPT. DE MOUV. RÉGIS PAR CERT, TYPES DE CHAÎNES SIMPL. 109
Dans le ,cas du battage des cartes généralisé“ c’est à dire si l’on a pour au moins un et alors pour tout #
[ P'(E;'6, f) dE —='mes (6) NN mes (& G,)
alors mes(W—E£G)—0 et P,(8)— mes(G,) ‘
$ 2. — Les variables aléatoires attachées au mouvement. Introduction
Supposons qu’on se donne de nouveau une fonction de points x(E) bornée et mesurable sur W. Alors considérons une variable aléatoire égale à x (E) si à l'instant f le point mobile parti de F se trouve en E. Désignons par T.(f) la position aléatoire du point mobile parti de F (à l'instant 0) à l'instant {. Nous avons donc à étudier d’abord les fonctionnelles x [T,; (#)] et après les fonctionnelles
L x [T(#)] dt Re
qui généralisent ici les S®. Les auteurs qui s’occupaient jusqu'à maintenant de telles intégrales n'avaient en général pas pensé nécessaire de démontrer l'existence de ces intégrales sous leurs hypothèses.
Nous croyons pour notre part indispensable de montrer cette existence, avant de faire d’autres énoncés sur les propriétés asymptotiques de cette expression. Nous serons obligés pour montrer que x [T, (#)] est Riemanx-intégrable de faire des hypothèses assez restrictives sur X(E) et d’ajouter encore une hypothèse supplémentaire pour les P(E, 6, #).
Nous supposerons donc :
Si S,(e) désigne une hypersphère de rayon p autour de Ë
alors quel que soit p, uniformément par rapport à E PE, SG) D —= | Si b 0:
Nous allons commencer par démontrer que x[T,(#)] vérifie pour chaque f une même condition locale de HôLper généralisée (en dehors de cas de probabilté nulle). En termes précis:
Lemme. Pour chaque t déterminé et quel que soit F, il y a un tel que pour tout + (0 <T<È) on ait
RTC + 0) — x (TE NI << 2 0)
© (c) étant une fonction positive, décroissante si t—>0, avec @(r) > 0, en dehors de cas de probabilité < e (à) 0, si —> 0,
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Nous utilisons dans l'énoncé ci-dessus la notion de probabilité pour qu’une fonction aléatoire satisfasse à une certaine inégalité pour toute valeur de l'argument dans un certain intervalle. Nous n'avons pas encore défini cette probabilité, nous accepterons la définition de M. KHINTCHINE.
Soit x une fonction aléatoire du temps , Soit S un ensemble arbitraire fini d’instants appartenant tous à l’ensemble T, < £ < T, et Ws la probabilité pour que | x | = X (f) soit satisfaite en au moins un de ces instants. Comme probabilité pour que l'inégalité | x | Z X (ft) soit satisfaite au moins une fois dans l'intervalle T, { T, nous définissons la borne supérieure W de W, pour tous les choix possibles du système S. Si nous désignons d'autre part par W. la probabilité pour que pour tous les instants de S l'inégalité inverse | x | X (f) soit valable et si nous interprétons la borne inférieure W de W, comme probabilité pour qu’on ait pour tout { de T, <f< T, cette inégalité, alors la condition nécessaire W —- W — 1 est satisfaite“. |
Cette définition nous suffira amplement pour nos buts, l’usage principal que nous ferons du lemme étant la démonstration de l’existence de l’intégrale de x [T, (#)] et dans la définition de cette intégrale de RiEmanN n’interviennent que des ensembles finis d’instants.
Ceci posé, il suffit évidemment de démontrer que X![T;(r)]- x(F),; satisfait à une condition généralisée locale de Hôzner. Les positions du point mobile étant liées en chaîne simple, et la fonction x (E) étant supposée uniformément continue, il suffira même de démontrer que la distance | T.(:) — F | satisfait à une condition locale de HôLper. Pour
ce dernier but, observons qu'il existe une suite d’instants #, >> 0 CR
et une suite de grandeurs positives décroissantes 1, 82,...en, en —> 0 telles que la probabilité pour que
ITRG)—F|> e,
les intervalles de temps £, — Be
soit mL De plus t, —>0, à, pe Por
tendant vers zéro, nous pouvons trouver une autré suite décroissante de
grandeurs positives e. (—> 0) telles que, pour tout = (GE, Sret,)la
probabilité pour que MT CA NN CNET soit = LS Considérons la suite e, + e. = 6,:0Onas >, > 10
Soit #’(r)la fonction continue décroissante définie dans l'intervalle
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0, { égale à :, , pour r — f, et linéaire dans l'intervalle ENT UE Ce dis que Pré TRE | pt) 1 LS ee
si T——0. Pr [A] étant la probabilité pour qu’on ait À pour tout DRE
LAC CON VE ee Pour cela soit Y, la borne supérieure de | T.(f)--F)|dans l’intervalle {,,, <t<1,. Nous avons
PRESSE PONNR EG) = Rx} ee En effet, envisageons un ensemble S quelconque d’instants Ex ge 4 AVEC" En LE DRE NL Ye AS D yS le maximum de
| Tr ()—F | pour le système S considéré. Nous avons évidemment
Pr Trt)—F | >e) S Pr[YO Se] DpiPri | Tr) —Tr(és) | sr}
où p, désigne la probabilité pour que, pour la première fois dans la suite des | Tr ()—Fl, on ait|Tr (ti) — F|> °c, sous l’hypothèse que VO.
On aÿ'p;—1 CPL AN FE) TES Fe donc / 1 Pr{l Ter) —F | >eÿ>s Pr > en}.
En prenant la borne supérieure des Pr Ho > 5, } pour tous les choix possibles de l’ensemble fini S
Pr cu PE Tu) El").
SéonanVeee om Te 0) FL,» (0 dans itqut l'intervalle £, , ,, {,. Pour démontrer qu'on a | T: ()—-F | <é’(€) dans tout l'intervalle 0, { avec une probabilité tendant vers 1, il suffit de montrer qu'avec probabilité 1, seulement un nombre fini des événements Y, sont réalisés, ou encore (d’après le lemme de Cantelli) que
LE Pr{Y,=—e,} converge; or
> Pr ar 7 En} <2 2Pr{l TG Fi>s)<2) 5
n=2 ce qui démontre le lemme.
Nous allons en déduire le Théorème. Sous nous hypothèses x [T.(t)] est en dehors de cas
de probabilité nulle, Riemann-intégrable par rapport à t.
112 W. DOEBLIN
Envisageons une division D de l'intervalle T;, T, par une suite d’instants T, É <éunret ST O EEE CR RE oùt,—T, t,,,—=T,. A cette division nous allons faire correspondre la somme
n+1 D TOI, ee) = Soit X(T, (f)) la borne supérieure des valeurs de x (T; (£)) dans l'intervalle (#,_.,,t;) et x[T.(f,)] la borne inférieure de x[T: (t)] dans le même intervalle. On a évidemment n+] n+1 n+l
Six MG, )> D x CT HD, XIT:()IG,—t;_;)
b—] ET | ou encore en désignant les trois Sommes qui interviennent dans cette formule par J,, 35, Ji on aura
(er
SAS De pe
1Ct
su
Si nous considérons des divisions succesives D, D,, D,, ... chaque division étant emboitée dans la précédente, c’est à dire la division D, contenant tous les instants de divisions de D, _,ona
C4) er
p > Jp, >: = Jp en, bn PP re
Les grandeurs 2 étant décroissantes et bornées inférieurement et les D, étant croissantes et bornées supérieurement tendent vers des limites 3 et 3 (dépendant à priori de notre suite de divisions).
SOIF, LE etes cie <T, la division D, , Ôn, le maximum det, = Me Pour la division D. Je dis que si la suite de divisions est telle
que %,, tend vers zéro, alors en dehors de cas de probabilité nulle, 3
et J sont égales. En effet envisageons la quantité positive np +1 se = k k G 3 Rest RTC ESC CEE ER SES LE
Comme in, tend vers zéro, en vertu du lemme, la probabilité pour que X (ER) X[Tr (4) > e tend vers zéro et est inférieure à np, alors
l'espérance mathématique de J5, — À, est Es 1 ng +1
<2M1 CD) D G—t)+2e (TE T)=2(T, AT) CMS)
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La probabilité pour que ue 35, > v tendant vers zéro avec à, quel que soit & => 0 (théorème de Tchebycheff) il suit que 355) en dehors de cas de probabilite nulle. Il suit que pour cette suite de divi-
sion considérée, en dehors de cas de probabilité nulle, la limite ng+1
M "7 D (ee Pole
existe. Si maintenant nous considérons deux suites de divisions emboitées D, et D'...quelconques pour lesquelles le maximum des intervalles Ün,
et dn!, tend vers zéro, en formant la suite D”, la division D* contenant
tous les instants de divisions de D, et de D’, et en comparant les
limites de Jp, de Jp, et de Jp,» on voit Sans peine que cette limite ne
dépend pas de la façon dont nous faisons tendre les intervalles vers zéro. Il en résulte que x [T, (f)] est Riemann-intégrable C. q. f. d.
Dans ce qui va suivre nous allons utiliser le lemme bien connu. Lemme. Si une variable aléatoire y, bornée tend si n —> © vers une autre variable aléatoire y bornée, alors quel que soit i >0 7 Er = i _ i nl ue bel TE 9 [lim Ya] Fe [y É
Plaçons nous dans les hypothèses dans lesquelles nous avons démontré que
lim Se TP TO = [mon
nn —>® j—1] #0
[ti = “2 f] existe stochastiquement. L’espérance mathématique de
t { D. IT, (O1 > est LV, x IT, (IX et OR [x (Te
étant une fonction continue du temps:
t 2 Nix ren Ce, à L —> [ MC x [T, ©] dt Si » 0
Comme les x (F) sont bornées, on en deduit en vertu du lemme t
on | [ x [Te (dt | = [tons
27 0 COIMnES maintenant
lim 9 LS + SAC) to == Aie.
He :00
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On a
n 2 nl 2 NT | D CT # = an [x (TOP x i=1 i=1
n—1 ss 229 dE Ler ETAODS x [Te Cp] £] i=1 Le
M {x ER ({)1}2 étant bornée, le premier terme du second membre tend
vers 0 avec = Envisageons le second. Nous pouvons écrire 1 < t on | x Wen Le x [Tg (£))] = = OCDE pal # ne
or | 5 x [T ()] 1 P(E, d,, t) ji et
n—i AE 9 | De Te CL) a] œe [ Or {x [TR dt 40)
où x — lim mi Nous pouvons donc écrire en désignant par A une quan-
tité variable tendant vers 0 avec +
E) æ | [rotl-f A EXxIT, (0) dt + A
et
(EE) [xw!f LC (| Put 1) Ni 0
ta | | x(F)! P(E,d %., t)
et W
ñ 2 O)re D XIT& QE | tendra vers
tn t—T À 2| af x (F) | M, x MAI ae P(E; d'Æiic,).
CAN
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Comme on a
AC {x [TL (ON — [ x (G) P (F, d 0, f)
y il suit que t at «| Pro) | Il LGNPIF 40 OA 1 (4 RER Donc
(A) | [ x IT, (D dt | -
t tt 2 dr, [ « [ < Q} CU d'Æ,, ) P(E/270;; 4) 0 ” 0 w HN
$ 3. — Propriétés asymptotiques de l'intégrale
t [ x [T- (dt.
Supposons que nous sommes dans le cas régulier.
Alors P(E, 6,0 --P(8 et [P(E, 8,0) --P(8)]dt =S(E, 8)
donc
sf f AH LE out| al X(F)P(d%;) = M
et
«| [ MF (0) a) Mt —— f xmsEé+ 0 VW
Calculons maintenant
t 2 lim Perl [xmoiar m4 ep 6 0 | |
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Soit x’ (F)— x(F) — M, alors en appliquant la formule (A) et en effectuant d’abord l'intégration par rapport à %
2 NT il x! (Ta | — 1 [a f + Elf rosesx,s res, =] CA W
DeS(F,68,t—1:) =.S (F, 8) et de P(E, 6, t) ->P (6) suit sans peine
lim Dal [emo atl
t— = co
ei fa M)(X(G) —M)S(F,d%,) P (d %.)
-2[ froxose d'Æ,) P (d %,) —
Il ne fait pas de difficulté de montrer que
t 2 femor-enl à
est borné et tend vers une limite dépendant en général de E. Envisageons maintenant la loi de probabilité de
t [ x IT, (dt,
pour l’établir le plus commode est de constater que si l’on pose
x = | x IT (id X0 — | x [T; @)] dt
(2) () (a) SE = X8 +... +XE
la loi de probabilité de X® est bien déterminée lorsqu'on connait la
position du point mobile pour { — i — 1 et la connaissance de X( (j <i— 1) nous donne un renseignement moindre sur la position du
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point mobile pour { — i — 1 que la connaissance de sa position pour t — j. Donc quel que soient E et & et quels que soient nos renseignements sur les valeurs des OR [ £ j, la probabilité pour que le point mobile se trouve à l'instant { — i — 1 dans & diffère de P (8) d’une quantité < Ke (TD, Ceci joint à l’homogénité du mouvement et de 57<0, xe borné, étaient les seules propriétés du mouvement dont nous
avons eu besoin dans le Chapitre 1 pour démontrer que
n 3 XOn » | [5 V/ ntend vers la loi de Gauss et que les ii =
It moments de (5 + — N » | [5 V/ n tendent vers les moments de la
loi de Gauss. Si n <t<n+1.
‘2 fl | FT, @rdt—tM= ÿ-x0 LoME c A, 21 ag Von 0 1 Il suit que :
t si -0[ x [T,; (Oldt—tM}5 V/t suit une loi de proba-
bilité tendant vers la loi de Gauss réduite. Les moments de
t | f x [T, (]jdt—-tMfif/sV't L, tendent vers les moments correspondants de la loi de Gauss.
Les évaluations des erreurs restent valables et montrent, comme il n’y a rien à changer non plus dans la démonstration du théorème du logarithme itéré, que la probabilité pour qu’on ait pour un nr = N
2 | M VS bte EE CS DES LAS Vo n (lg n + cigsn)
est égale à 1 si c < 5:
| Dir Ge vers 0 avec N SIrCe D?
Si l’on définit la probabilité pour qu’on n’ait pour aucun {> T
É f x IT, Oldt-tM|> Vot(Igit+clgst) : |
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A comme au $& précédent, il suit de ce ae x [T; (]dt—tMnese : 0
+[f] distingue que d’une quantité bornée de [ x [TL (#)]1dt —-[t]Mquon a le théorème:
Théorème du logarithme itéré. Si 5 <0, quel que soitE, la probabilité pour qu'on ait pour au moins un t = T l'inégalité
femoi-maz varier |
’ : 3 tend vers zéro Si c > —
; à RS EL 7 » tstégale à 1 sic < 5
t So 0: Î [X [Te (t)] — M] dt restera bornée en dehors de cas
de probabilité nulle dans le courant des épreuves. Le cas où il y a plusieurs ensembles finals donne lieu à des lois limites pareilles à celles du $ 4 Chapitre 3.
$ 4. — La durée de séjour du point mobile dans un ensemble
Nous avons étudié dans le cas fini et le cas continu le nombre de répétitions à partir d’un point E d’un ensemble 6, c’est à dire la fonction-
nelle du mouvement du point mobile > X É où X # PES DE 0 ©
épreuve à partir de E le point mobile se trouve dans & supposé mesurable B, et 0 ailleurs. Ici le nombre de réalisations sera remplacé par la durée de séjour. Ce serait alors la mesure de l’ensemble aléatoire des points de l'intervalle (0, #), où X[TE (f)] — 1 pourvu que cette mesure existe [X (F)—=1siFes, — 0 si F5@]. Nous allons nous borner d’abord à des ensembles & particuliers, nous supposerons les & des domaines fermés. Alors considérons une couche mince à & enveloppant l’ensemble & et définissons-y X, (F) de manière que X, (F) (—1 dans 6, — 0 dans W-— 6 — à 6) soit continue et que 0 < X, (F) < 1. Alors nous Savons que l'intégrale Riemannienne
t f x,rre ae
LP4 0 existe dans le sens stochastique aussi mince que soit à &.
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6 étant fermé, nous pouvons rendre P(E,à6,t) dt arbitraire-
AD nl
ment petite, donc Se P , ù 6,
La nl nl
» [ira 31]
ET
l'espérance mathématique de la contribution de à & est
t ji<e sin > N. Dans
f4 Il suit que la contribution de à & pour rinégrae | X, (Le (PAU a une espérance mathématique +. Cette contribution étant positive et
b = pouvant être rendu arbitrairement petit, régral | Xs (TkG))dt
t converge si à & —> 0 vers une limite Î X[T, (@)]dt avec proba-
bilité 1. Cette limite sera par définition la durée de séjour dans &, dans (0, f), du point mobile parti de E. Nous nommerons cette durée de séjour aléatoire De (E, 8).
Si O est-le complémentaire par rapport à W d’un domaine fermé, soit &, alors par définition la durée de séjour dans O sera f — D' (E, 8).
On étend facilement cette définition à des ensembles plus généraux. Prenons un ensemble & de ceux pour lesquels nous avons défini
la durée de séjour. En appliquant le lemme du $ 2 on montre sans peine
que les formules sur l’écart-type et l'espérance mathématique de l’inté-
t grale [ XIT,; (#)] dt restent valables encore dans notre cas.
t t t nf frmoe]-fanmione- [ P(E, 8,1) di 0 0 0
t F9 ni XITe (dt |>PrIE, 81.
Supposons que 8 < G,, Es G,, alors Pr [E, 8] — P, (6):
= { fxrmonur] > P, (6).
L’écart-type de x | RIT. O1-P, @ldt
tend vers une limite 5 avec
#2 f [ X (F)X(G)S(F, dæs) P, (d ,).
a” GG G,,
Donc
so? — ] S (F, 8) P, (dk)
formule d’une simplicité remarquable. Sis3<0 il résultera du $ précédent que
D; (E, 8)ÿ-— {1 P,(8) ot
suit une loi tendant vers la loi de Gauss réduite, et la probabilité pour qu'on ait pour au moins un f{ > T
IDQ CE, 8) —+P,(8)|> V2 (811830)
tendra vers zéro avec L sit 3 sera — 1 sit be
CL 2 Dans le Cas/3 = 0" D{ (E, 6) — {P,(6) | reste k dans le cou-
rant des épreuves en dehors de cas de probabilité tendant vers Oavec #°! et la loi forte des grands nombres sera à fortiori satisfaite.
Il en résulte qu’à l’intérieur d’un ensemble final Ja durée relative de séjour dans un ensemble tend uniformément presque-sûrement vers
Supposons maintenant que nous n'avons qu’un seul ensemble final. (Cas régulier). Alors les formules que nous avons données ci-dessus restent vraies quel que soit E. Seulement P (8) est nulle si & est extérieur à l'ensemble final, il en est de même de 5.
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Dans le cas général: si E:G, et & quelconque, la durée de séjour
se réduit sauf dans des cas de probabilité nulle à la durée de séjour dans & G,, elle est donc nulle si 8 G, — 0 et nous avons regardé plus haut le
cas où 8G,<0.
Si E se trouve à l'extérieur d’un ensemble final, alors le point mobile ne reste dans W—ÈG, qu’un temps fini en dehors de cas de pro-
babilité nulle. La durée de séjour dans un ensemble & extérieur aux ensembles finals est finie avec probabilité 1 et son espérance mathématique est S(E, 8). Si 6 fait partie de G,, alors le point mobile passe avec proba-
bilité Pr[E,G,] dans G, et sa durée relative de séjour dans & y tend presque-sûrement vers P, (8), ou il passe dans G, (84) et alors l’en-
semble & n’est atteint que dans des cas de probabilité nulle.
Remarquons que si l’on admet que les P (E, &, #), satisfaisant aux conditions du $ 1 et du $ 2, sont des fonctions d'ensemble absolument continues, alors on peut définir une durée de séjour dans tout ensemble mes (L). Ces durées de séjour étant définies on peut déduire, si X(F) est bornée et mesurable (L), que x[T, (f)] est Lebesgue-intégrable en dehors de cas de probabilité nulle.
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