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INTRODUCTION
Le problème de rintégration des équations aux différences partielles a été abordé des le siècle dernier par les géomètres ; mais ce n'est qu'au commencement de ce siècle que Cauchy et Jacobi sont parvenus à ramener complètement l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre à celle des équations différentielles ordinaires.
toutefois la question n'était point épuisée» car ce dernier problème, l'intégration des équations aux différentielles ordinaires, était loin d'être résolu. L'existence même de l'intégrale n'était pas démonirce d'une manière rigoureuse.
Cauchy aborde ce nouveau problème, et, dans le Tome XIV des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences ( p . 1 020- 1 o23 ) , i I imagine pour le résoudre un nouveau mode de calcul qu'il appelle ca/ct// des limites f et il démontre que les équations différentielles ordinaires admettent une intégrale; il définit complètement cette intégrale, ou plutôt un élément de cette intégrale, en montrant qu'elle peut se représenter en général par une série ordonnée suivant les puissances croissantes de la variable et convergentes dans de certaines limites.
Cesl donc une intégration complète, mais qui ne nous fait pas connaître la valeur que prend la fonction cherchée quand on donne à cette variable une valeur quelconque, mais seulement quand le module de celte variable reste plus petit qu'une quantité donnée.
Dans le Tome XV des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, il applique les procédés du calcul des limites d'abord aux équations linéaires aux différences partielles du premier ordre (p. 44-58), puis à un système quelconque d'équations aux différences partielles d'ordre quelconque (p. 85- 1 oi ). Il recherche quelle est l'intégrale de ces équations qui est assujettie à se réduire, quand l'une des variables s'annule, à certaines fonctions données des autres variables indépendantes, et il démontre que cette intégrale peut encore, en général, se représenter par une série ordonnée suivant les puissances croissantes des variables.
Enfin, dans le Tome XVI (p. 57^), il recher<îhe comment on devrait aborder le problème quand l'intégrale particulière que l'on éludie est assujettie à d'autres conditions qu'à celle de se réduire, quand l'une des variables s'annule, à certaines fonctions données des autres variables.
Dans le cas le plus général, le problème qui nous occupe a donc été complètement résolu par Cauchy.
Il a été depuis repris par deux géomètres. Dans une Thèse inaugurale, insérée dans le Tome 80 du Journalde Crelle (p. i et suivantes). M"* de Kowalewski a démontré de nouveau des théorèmes déjà trouvés par Cauchy; enfin M. Darboux en a inséré une démonstration nouvelle dans le Tome LXXX des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences (p. loi). Toutefois, il existe encore des cas où le théorème de Cauchy ne peut pas s'appliquer et où l'intégrale soit d'une équation différentielle ordinaire, soit d'une équation aux différences partielles, ne peut se représenter par une série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes des variables.
Pour les équations dilTérentielles ordinaires, ces cas exceptionnels ont été étudiés par AIM. Briot et Bouquet, dans un Mémoire intitulé Mémoire sur les fondions définies par les équations différentielles et inséré dans le Tome XXXVI du Journalde l'École Polytechnique.
Mon but, dans ce travail, est d'étudier de même, pour les équations aux différences partielles du premier ordre, les cas exceptionnels où le théorème de Cauchy ne s'applique plus.
Ces cas sont de deux sortes : ou bien la difficulté provient, non de la forme même de Téquation proposée, mais de la manière dont est définie rintégrale particulière que Ton étudie; ou bien elle est due à la forme de l'équation proposée. De là la division naturelle de ce travail en deux Parties. La première est destinée à l'étude des exceptions de la première sorte et nous amènera à reconnaître que l'on peut obtenir l'expression implicite de l'intégrale en égalant à zéro certaines fonctions des variables de l'intégrale et de ses dérivées du premier ordre, et que ces fonctions peuvent se représenter par des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de ces quantités.
Dans la deuxième Partie, on étudie la seconde sorte de singularités; mais je n^ai pu arriver à des résultats que quand certains coefficients satisfont à certaines conditions de signe, et j'ai été obligé de laisser de côté les cas où ces conditions ne sont pas remplies.
Avant d'aborder le problème qui est l'objet principal de ce Mémoire, j'ai dû étudier, dans des lemmes préliminaires, quelques propriétés générales des fonctions, et, en particulier, rechercher ce qui se passe quand on ne peut plus appliquer les théorèmes de MM. Briot et Bouquet, relatifs aux fonctions définies par des équalions dont le second membre est zéro, et le premier membre une série ordonnée suivant les puissances croissantes des variables et des fonctions cherchées.
LEMMES PRÉLIMINAIRES
On sait qu'une fonction z de n variables a?,, ojat . . . , a?;, (ou plutôt un élément de cette fonction) est dite holomorphe en x^—ol^^ x^ — «j, . .., Xn — dn quand on peut la représenter dans une certaine étendue par une série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes dea;< — a,, arj — a^, . . . , a;„--a„ (a,, aj, . . . , oin étant des constantes données).
Pour que cela ait lieu, il faut et il suffit que la fonction z reste finie, continue et monodrome quand les modules de x^—a^^x^ — «2» . . . , a7„ — a;, restent plus petits que certaines quantités données.
Théorème de MM. Briot et Bouquet.
MM. Briot et Bouquet ont démontré que, si p fonctions z,, z^^ . . . » ^y, de n variables x^, ocj, ... , a7„ sont définies par p équations dont le second membre est zéro et les premiers membres sont p fonctions holo-
morphes en z, — j3,, Zj — jSa» ••» ^p — ^p^ ^i ""«m ^c,-— «2» •••> ^n — «« [les a. et les jS étant des constantes), si ces p équations sont satisfaites quand on fait
w pour le même système de valeurs le déterminant fonctionnel des premiers membres des p équations par rapport aux p fonctions z n'est pas nul^ les p fonctions z ainsi définies sont holomorphes en x^ — a,,
X2 "~~ Ûfj» • • • ♦ Xfi ^M*
Je ferai dans la suite un fréquent usage de ce théorème, et je m'en servirai en particulier pour démontrer les lemmes qui vont suivre.
Définition. — Nous dirons qu'une fonction z de n variables a;,, ^2» •••» ^/i est algébroïde de degré men a?, — a,, a72 — «2, ...,rr„ — a„ quand elle satisfera à une équation de la forme
( 2 - (3)- 4- A«,-, ( z - p l— -h . . 4- A, ( 3 - (3) -+- Ao = o,
où Â,„.,, . .., Â|, Ao sont des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de a?, — u^^x^-— ol^^ .... o?;, — a^,, qui restent convergentes quand les modules de a?, — a^, 072 — «ai • • • » ^n — <^n restent plus petits que certaines quantités données et qui s'annulent quand
Xx ^r: ûCi, X-i = CLtf • ' • y ^ji "^-^ ^if
Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que
ai = «î = . . . .= a» = (3 = o.
Nous pouvons toujours le faire, car, si cela n'était pas, on ferait
a:, n::^, -f-a,, ar,=i^j-+-a„ . ., ^« = /, -i-a„ z = z, -+- (3,
et avec ces nouvelles variables on serait ramené au cas où les a et /3 sont nuls.
Lemme I. — Si une fonction z est algéhroîde de degré m en x^^ x^^ ...» a7„, et que l'on y remplace a?, , a?2» . . . i Jf„ par des fonctions holomorphes en t s' annulant quand / = o, la fonction z est développable en une série convergente dans une certaine étendue et ordonnée suivant les
puissances croissantes de t^, p étant un nombre entier tel que
pSnu En effet» reprenons Téquation
«•" + Afli-i^""* +. . .-h Aij5 -I- a, = o.
Remplaçons dans celte équation par certaines fonctions
Iiolomorphes en t ets*annulant avec cette variable. Les A deviendront des fonctions holomorphes en / et s'annuleront pour / = o, puisqu'ils s'annulent pour
yC l ^— J/j • • . <îl7j| —' 0«
La fonction z devient ainsi une fonction de / susceptible de m valeurs. Quand on fera varier t de telle manière que le point qui représente sa valeur imaginaire sur un plan décrive un contour autour du point / = o, il y aura /i de ces m valeurs qui se permuteront circu-
lairement comme les p valeurs de t^. Il est évident que, si Ton donne à z une de ces/? valeurs comme valeur initiale et qu'on fasse décrire
à / un chemin tel que t^ revienne à sa valeur primitive, z reviendra aussi à sa valeur initiale. De plus, z conserve une valeur finie quand le module de t reste inférieur à une limite donnée, et, étant une fonction
continue de /, est aussi une fonction continue de t^.
Donc z est holomorphe en r^, et il est d'ailleurs évident que
Dans les deux lemmes qui vont suivre, on considérera une fonetion z de n variables x^^x^t »*.*x„ définie par une équation
dont le premier membre (p{z) est une série
A. -4- Al a -h A,z*-h. . .
ordonnée suivant les puissances croissantes de z et dont les coefficients Ao» Â,, ... sont des fonctions holomorphes en r&i, â?^» ...» x„. On supposera que, quand on fait dans les A
iCt — JTi — — • • • — — ^ji — O^
on ait
A,= A,r=: Aj = . . . = A«_i= o (Aa^o).
Lemhe II. — // existe m /onctions z qui satisfont à la définition précédente et qui tendent vers zéro quand x^y x^^ . ,,^ x^ tendent vers zéro.
En effet, soit ?o(^) ce que devient (f[z) quand on y fait
X\ — — X^ — • • • — Xft —— o.
Si Ton représente les parties réelle et imaginaire de z par les coordonnées d'un point dans un plan, on pourra toujours tracer dans ce plan un cercle C ayant pour centre le point js = o et dont le rayon R soit assez petit pour que fo(^) ne s'annule pas à l'intérieur de ce cercle, si ce n'est pour z = o. Ceci posé, il est évident que, si Ton prend Tin* I effraie
le long d'un cercle quelconque C| , concentrique à G et de rayon R, < R, celte intégrale sera égale a ninm.
Soit maintenant <f\{z) ce que devient (f{z) quand on donne à x^^ x^, . . ., Xn certaines valeurs déterminées différentes de zéro. On peut toujours prendre les modules de ces valeurs déterminées assez petits pour que :
I® ç), (z) difï^re aussi peu qu'on veut de fo(«);
a® (f\ [z) diffère aussi peu qu'on veut de f'^ [z)\
30 IjSII difTere aussi peu qu'on veut de —;-;•,
4** Enfin pour que / --—dz prise le long du cercle C, diffère aussi
peu qu*on veut de; / ^* .^^ dz prise le long du même cercle, c'està-dire, puisque cette intégrale est toujours égale à 217: multiplié par un nombre entier, pour qu'elle soit égale à linm.
Donc on peut toujours prendre les modules de a:,, â?,, . . ., rr„ assez petits pour que (f^{z) s'annule m fois dans l'intérieur du cercle C,, quelque petit que soit le rayon de ce cercle.
Donc il existe m fonctions Z|, z^^ ..-, ^m de x^^ x^^ ...,x„ qui annulent la fonction 9(2) et qui tendent vers zéro quand ^,, x^, ...,â?/i tendent vers zéro. c. q. f. d.
Lemme III. — Les m fonctions z^^z^, . - . » «m ^^^^ algébroïdes de degré Tn en x ^ , x^ ^ • • • , Xm .
En effet, les m fonctions z,, «a, • . .» ^m sont définies par les m équations
(l) (p(a,)=0, 9(Z,)=:0, ..., <p(z„)=rO.
Je vais d'abord remplacer le système (i) par un autre système équivalent. A cet effet, je poserai
Je poserai en outre
^ fx[Zi)
1=1 i=tn
IM
Il est. clair que le système
est équivalent au système (i).
Les B sont symétriques par rapport à :Z|, Z2, ..., ^m* D^ plus, ce sont des fonctions entières par rapport à ces variables. En effet, les dénominateurs /^{z^) ne contiennent que des facteurs de la forme «, — Zf^ci ne contiennent ces facteurs qu'à la première puissance. Donc les B seront égaux aux quotients de fonctions holomorphes en z^, Z2* .• .. ^in» ^M ^2» •••• ^n par le produit de tous les facteurs tels que Zi — z,^. Taurai donc démontré que les B sont eux-mêmes des fonctions holomorphes en z, , jsa» • • • ♦ ^m. ^j • ^2» • • • ♦ ^/i si je fais voir qu'en les multipliant par js, — z^ et faisaut js, = z^ on les annule. Or cela est évident, car, lesB étant symétriques par rapport à s/ et à Zf^, B{zi—z,,) change de signe quand on change z^ en x^a et ^a en jz/. Donc il s'annule quand z^^Zf^. Donc les B sont holomorphes en j?i, x^, ...» ^«, en «,, ^2» ...• ^,rt et symétriques par rapport k ces m dernières variables.
Posons
9i := Zt Z(y Sj ^ — •" 2L Z^ , • • • « ^M — - 2éZi •
Ces m nouvelles variables s'annuleront en même temps que les jz.
De plus, on sait que tout polynôme entier symétrique par rapport aux z et de degré /> est un polynôme entier en
Si, Sj, ..., Sp, ^'yp'Sm^
et en
Si, Sj, . . ., S«, si/?>/n.
Donc les B çeront des fonctions holomorphes en S|, 83, .. . , S,„, x^^
(9) Les S sont donc définis en fonction des x par m équations dont le second membre est zéro et les premiers membres sont des fonctions holomorphes en 81,82, • • • • 8,„, x^^ x^^ . . • ^^ qui s'annulent quand
0| — — &j — • • • • — dai — X\ -^ JTj — . • . — — Xn — -^ O»
Donc, en vertu du théorème de MM. Briot et Bouquet, les 8 seront holomorphes en x^^ x^, . . . , o^^^si le déterminant fonctionnel desB par rapport aux S ne s'annule pas quand
Il faut donc calculer le déterminant fonctionnel des B par rapport aux S pour ce système de valeurs, et pour cela calculer, toujours pour les mêmes valeurs des variables, les dérivées partielles
1° Si A<m — /> -h I,
rfB^
En efl*et, si dans (p{z) on fait
<p{z) devient De même on a, quand lesx s'annulent,
,3^ _\ ^^zrfp {z,) yl ^,zr\f,{z.)
Le premier terme est homogène et de degré m ^ p '\- \ par rapport aux J5, le second homogène et de degré m —p -h 2, etc.
Donc, si l'on exprime maintenant les B eu fonction des 8, le premier terme de B^ dans le développement (3) donnera un ternue en Sm^p+i et des termes formés par le produit de deux ou plusieurs des Sa tels que A < m — /> + I , mais il ne donnera pas de terme en 8a(A < m — /? -+- 1 ) et indépendant des autres S. Les termes suivants du développement (3) n'en donneront pas davantage pour les mêmes raisons.*
( .o) DoncB,,, développé en fooctiondesS, ne contiendra pas de terme en S^.
Donc
dBp
dSk
Donc le déterminant fonctionnel des B par rapport aux S se réduit; au signe près, au produit des
dB,
dSm-
Il suffit donc, pour faire voir que le déterminant n'est pas nul, de montrer qu'aucune de ces dérivées partielles ne s'annule.
Pour calculer .^ '* y reportons-nous au développement (3) et cher-
chons d'où peut provenir, dans le développement de B^en fonction des S, un terme enS;„_^|. Il ne peut venir que du [premier terme du développement (3), que nous appellerons pour abréger Tp, car les termes suivants de (3) sont homogènes par rapport aux z et de degré supérieur à m — /? -+- I.
Il suffit donc de s'occuper des termes provenant de T^; on a
9 étant une fonction de S,, Sa, . . • S,„_pqui s'annule avec ces variables, et c'est (/.p qu'il s'agit de calculer. Comme ap est une constante indépendante des z, il suffira de calculer sa valeur en donnant aux z des valeurs quelconques, par exemple les racines de l'équation
a" — . ZP-* — I = o.
Tous les Sa sont nuls, et S,„_^^, = m —p -^ i . Donc
Tp = Xp{m — p -f- 1).
Or, on a
cette intégrale étant prise le long d'un cercle de rayon suffisamment grand. En effet, le résidu de la fonction sous le signe /par rapporta la
racine i' = z^ est
zTf^)
La somme des résidus de cette fonction est donc la somme de ces
quanlilés, c'est à-dire ^- Or, dans le cas particulier où nous nous sommes placés,
Donc
.- 2177 T. -^ Ci'„ I ; dv,
La première intégrale est nulle; en ce qui concerne la seconde, la fonction sous le signe /est développable (puisque le rayon du cercle le long duquel on prend Tintégrale est très grand) en série ordonnée
suivant les puissances croissantes de - et dont le premier terme est - -
Ce premier terme donnera une intégrale a/n, les autres une intégrale nulle. Donc
~ 2/7:1^--:= 2/7rCS„ T,=^>.„CS„ «^= _^^^ =Cr^>..
Donc les a^ ne sont pas nuls; donc le déterminant fonctionnel des B par rapport aux S ne Test pas non plus; donc les S sont des fonctions holomorphes en â7|, ots, . . ., x„.
Les m valeurs de z, à savoir z,, ^2, . . ., z,„, satisfont à une équation
où les A' sont des polynômes entiers et symétriques par rapport à s,, Z2« - • •> ^m; ces polynômes sont donc aussi des polynômes entiers par rapport à S|, S3, ..., S;„, et par conséquent des fonctions holomorphes en .i?!, iCa, ..., Xn.
C'est dire que les m valeurs de z sont algébroides de degré m en
M^i , vC^f I •, COfi% G* Q* f« Oa
La démonstration précédente suppose que l'équation
n'a pas de racines multiples; mais il est facile de l'étendre à ce cas d'exception.
Soient encore, en effet,
où z^^ z^, ..., Zfn représentent pour un instant des quantités quelconques, et soit encore
/{ç) ei/p{v) sont des polynômes entiers par rapport à t? et aux S. Soit maintenant
cette intégrale étant prise le long d'un cercle de rayon assez petit pour que (j^{i^) soit convergent pour certaines valeurs des x et assez grand pour contenir les m racines de l'équation
pour ces mêmes valeurs des x.
Supposons, de plus, qu'on ne donne à z,, jZo, . ..,z,„que des valeurs dont les points représentatifs soient compris à l'intérieur de ce cercle.
Cela est toujours possible.
Celte intégrale est une fonction continue des S et des x, et l'on a vu que dans le cas où tous les z sont différents, c'est-à-dire où les S ne prennent pas certains systèmes particuliers de valeurs, cette intégrale se réduit à une fonction holomorphe des S et des x. Il en est donc encore de même dans le cas où les z cessent d'être tous différents.
Pour exprimer que les z se réduisent aux m racines de l'équation
en tenant compte de leur degré de multiplicité, il faut encore écrire
{ i3 ) que les Bp sont nuls, c'esl-à-dire qu'il faut égaler à zéro les mêmes roDctions bolomorplies des S el des x que dans le cas où il n'y a que des racines simples, c'est-à-dire que la démonstration précédente s'applique.
(loROLtA.iREl. — Si ç est une fonction algébroide en 3, a;,, a;,, .... jr„ telle, qu'une de ses valeurs s' annule quand on a à la fols
mais qu'aucune de tes valeurs ne s'annule, quel que soit z, quand on a à la/ois
si s est défini enfitnction des x par l'équation
z est une fonction algébroide en x,, x^. ■ ■ -, x„.
En effet, la fonction ç, étant algébroide en :;, j?,, c^, . .. t„, est donnée par une équation
où les A sont liolomorplies en s, x^,x,, ..., x„. L'équation f — o est donc équivalente à l'équalion
Mais A* est une fonction holomorphe en z,x , x„ qui s'annule
quand toutes ces variables s'annulent, puisque f s'annule dans ce cas, mais qui ne s'annule pas, quel que soit z, quand tous les x s'unnuteni, puisque f ne s'annule pas dans ce cas.
Donc A(, contient un ou plusieurs termes contenant une puissance de z et indépendants des x.
Si s™ est celui de ces termes dont le degré est le moins élevé on rpiombe sur le cas étudié dans le lemme précédent, et s est une fonction algébroide de degré m en x,, x, x„. c. q. f. ».
Corollaire 11.— &', dans une fonction holomorphe V en x,,x„ ...,.j„, on substitue à la place de ces variables n fonctions 9 , , 91 ^m de p va-
fiables nouvelles y« , Ja» • • • » J>f algéhroîdes par rapport ày^^y^^ • • • • JV et s' annulant avec ces variables, la fonction F devient une fonction algé-r broïdeen y^.y^, ...,Xp.
En effet, les fondions f i, 92* • • •• f^ s^ont respectivement susceptibles de m^, m^, . .., m^ valeurs diflerentes. En substituant dans F un système quelconque de ces valeurs» on donne à cette fonction
m, ms . . . /i?i,= M valeurs difTérentes.
Soient Fj^Fj, ..,, F|, ces valeurs. Les fonctions
sont holomorphes par rapport aux différentes valeurs de ç), , 92^ • • • < ^n- De plus, elles sont symétriques par rapport aux différentes valeurs de 9,, aux différentes valeurs de 92, etc.
Donc, en apjpelant S,^ la somme des p^^°^ puissances des diverses valeurs de ç,, S,^ la somme des/?*^"** puissances des diverses valeurs
/su
de 92, les fonctions \Ff sont holomorphes par rapport aux S, c'est-à-
1=1 dire (puisque les S sont holomorphes par rapport aux y) holomorphes
par rapport aux y. C'est dire que la fonction F elle-même est algébroîde en ji, y,» •••t JV« c- Q« f- ^•
Lemme IV. — iï y,, Ça, . . ,, (fp sont p fonctions holomorphes en z^, z^f .... Zp, iF|, a?2. ...» x„9 si ces fonctions s'annulent quand on annule tous les z et tous les x, si les équations
restent distinctes quand on annule tous les x^ si Von définit les z en fonction des X par les équations
<Pi = 9i — . . .= <P/i = 0, les p fonctions ainsi définies sont algébroïdes.
En elTet, supposons ^=: 2 pour fixer les idées; z^ et z^ sont alors définis par les équations
7« et fs ne peuvent s^annuler identiquement tous deux quand on fait
2] — JCi — JCj — . • • — ^ji '■ — - Oy
car alors les équations
cesseraient d*étre distinctes quand on annulerait tous les x et se réduiraient toutes deux à
Supposons que ce soit 7, qui ne s'annule pas identiquentent quand
Zj ' ^ Xi — - wPj *— • • • —— Xg^ '' — o ^
on pourra (Lemme III et Corollaire I) tirer de
Zf en fonction algébro'ide de Zj, oot , â;^, ...» â?,,.
Substituons cette valeur de z^ dans 9)3 : c^tte fonction deviendra algébroïde en «2,0:1,0:21 •• •» o^b (roir Lemme III, Corollaire II). L'équation
a donc un premier membre algébroïde en jss, o:, , a:,* . . . , o?^ et qui s'annule avec ces variables. De plus, (ps ne s'annule pas, quel que soit Z2, quand x,, j?2i • • • ^n s'annulent. Ce serait dire que les équations
cessent d'être distinctes quand les x sont nuls. Donc z^ est défini par l'équation ç)2 = o ^Q fonction algébroïde de x^,x^^...yX„. Il en est de même de z, , puisque rien ne le distingue de 23. Le lemme est donc démontré.
Remarque. — On remarquera que dans le lemme précédent on est
( '6.) obligé de faire une restriction, puisque Ton suppose que les équations
restent distinctes quand les x s'annulent.
Les deux lemmes qui vont suivre ont pour but d*examiner ce qui se passe quand cette condition de restriction n'est pas satisfaite.
Lebime y. — Si une fonction z est définie en fonction de x^^x^^ ...»
Xn par une équation
dont le premier membre est une fonction holomorphe enz^x^^x^^ . . . . ^^ s* annulant avec ces variables, on peut exprimer z^x^.x^, - . . ,x„ par des fonctions algébroïdes de n variables auxiliaires |ul,, 1X3, . . . , ijl„ s* annulant avec ces variables.
En effet, toutes les dérivées partielles de f ne sont pas nulles, sans quoi cette fonction serait identiquement nulle. Supposons que toutes les dérivées partielles d'ordre m ne soient pas nulles, mais que toutes les dérivées d'ordre inférieur à m le soient.
Si parmi ces dérivées d'ordre m qui ne s'annulent pas se trouve
^-^9 par exemple, on pourra exprimer x^ en fonction algébroide de z,
X*2 » x^ , . • . , Xfi %
et alors il suffira de poser
— ft|» Xi — ^1, X^ — ^j, ..., ^« — [t-nf
pour satisfaire à l'énoncé du lemme.
Si l'on a, au contraire,
on posera
lïz^ ~ dx",' dx^ ■" ^*'
^1 = «M^i ■+" «•.»T» -h ... "h a,,,H-irin-i,
On pourra toujours choisir les X et les a de telle sorle que leur déterminant ne soit pas nul et qu'après la substitution
On aura alors /«^-i en fonction algébroïde dey,, Vo» • . • » v,,, et il suffira encore de poser
Jl = ^l> 72= y.3i . . . , J'« = Wii,
•ar« = \ a»./fti -t- '^xf
pour satisfaire à l'énoncé du lemme.
Remarque. — Il faut remarquer que celte nouvelle manière de détînir la fonction z ne nous en fait connaître qu'un élément plus restreint que ceux que les lemmes IH et IV nous permettaient d'étudier. Des fonctions algébroides définies par ces lemmes nous connaissions un élément limité pa4' ces conditions que les modules de ar,, ara, • . ., oc„ restent respectivement plus petits que certaines quantités données.
Les éléments définis par le lemme V seront restreints encore par d'autres conditions, par exemple que, les modules des j? restant plus
petits que certaines quantités données, les modules de— %— » ...,—
soient eux-mêmes plus petits que certaines quantités données.
Lemme VI. — Si p fonctions z^^ z^t - .. ^^Zp de n variables ^,,0^2» • • • » cCn sont définies par p équations
dont les premiers membres sont des fonctions holomorphes e/i z, , Zj» • • • » Zp, 07, , a-2» ... fX^et s' annulant avec ces variables, les fonctions z ^ , z^, . . . , Zp et les variables anciennes a?,, x^, ...» Xn peuvent s'exprimer par des fonctions algébroïdes de n nouvelles variables convenablement choisies |UL, , p.2, ..., finCt qui s'annulent avec ces nouvelles variables.
En effet, supposons /? = 2, pour fixer les idées; z, et Zj sont alors définis par les équations
En vertu du lemme V, on peut tirer de <p, = o les z et les x en fonctions algébroïdes par rapport à n 4- 1 nouvelles variables que nous appellerons Vf^v^, ..., V;,^| et s*annulant avec ces variables. Substituons ces valeurs dans <p2\ cette fonction deviendra une fonction algébroïde de v,, Va, . . . , Vn^t (Lemme III, Corollaire II).
On a donc
où les A sont holomorphes en V| . v^, . . . , V;,, v„^f . Donc, égaler y^ à zéro, c'est égaler A© à zéro.
Or, en vertu du lemme V, on peut tirer de
V,, Va, . .. » V;,^, en fonctions algébroïdes de /i variables nouvelles jjl,, fXj, . . . , fx« et s'annulant avec ces variables.
Donc, les z et les x étant des fonctions algébroïdes des v, qui sont des fonctions algébroïdes des /x, sont des fonctions algébroïdes des fi. De plus, zei les x, s'annulant quand on annule les v,qui eux-mêmes s'annulent quand les jul sont égaux à zéro, se réduisent à zéro quand on fait
fli=|^2=. . .== f/i.=^0. C. Q. F. D.
Remarque. — La remarque relative au lemme V s'applique également au lemme YI.
Généralités.
Nous nous proposons d'étudier les propriétés d'une fonction z de n variables x^.Xi^ • • • * ^m qui est liée à ses dérivées partielles du pre-
( '9) iTiier ordre, que nous appellerons
dz dz dz
par une relation de la forme
r [Zf Xif Xif • • » » Xnt Pif P^y • • * j pn] ^^=0.
. Nous supposerons, pour simplifier, que F est un polynôme entier par rapport à z, aux/? et aux x, et nous poserons, conformément k Tusage,
„ rfF ^ dF ^ dF dz dxi dpi
Nous nous bornerons, comme Ta fait Cauchy, à étudier un élément de la fonction js, c'est-à-dire la série des valeurs que prend cette fonction quand on donne à ar, , ^2* • • • « ^n des séries de valeurs telles que, si
sont des constantes imaginaires données,
des constantes réelles et positives, les modules deo?! — «1,^2— «2
^n — OLn restent plus petits respectivement que |3| , /Sa, . . , /3„. On pourra toujours supposer que
car, si cela n'était pas, on poserait
et avec ces nouvelles variables on serait ramené au cas ou les (x sont nuls.
t)e même on supposera toujours que la valeur que prend la fonction z quand les x s'annulent est zéro, car, si cela n'était pas, si par * exemple z prenait alors une valeur finie j3, on poserait
si z prenait une valeur infinie, on poserait
et de toute façon on serait ramené au cas où z s'annule avec les x.
Il pourra arriver qu'on soit obligé d'étudier un élément de fonction plus restreint encore, comme on a vu que cela avait lieu, par exemple, dans les cas où s'applique le lemme Y [voir la Remarque).
L'étude que nous nous proposons de faire de l'équation
comprend la résolution de trois problèmes.
PROBLÈME I
• Rechercher quelles sont les intégrales z de l'équation F = o qui sont holomorphes en x^, x^^ . . . , a?„.
PHOBLÉME n.
Intégrer les équations différentielles
dz
liPiW
— dp,
— dp^ X,-hp«Z
I ^ Sous la forme
9i=fr,, Ç,= /f„ ..., O^zzz k,mf
où les K sont des constantes arbitraires, les 9 des fonctions connues de z, des X et des p\ 2° Sous la forme
où les ^ sont des fonctions connues de x„ et de 2 n constantes arbitraires.
iH9
PROBLÈME m.
Rechercher quelle est l'intégrale
z J \Xxy Xzy • • • > Xu]
qui satisfait à V équation F = o e/ qui se réduit identiquement à une fonction holomorphe donnée enxi, x,, •••^Xn
quand une autre fonction holomorphe donnée c/i a?,, ^2» • • •• ^«
est égale à zéro.
Le problème peut encore s'énoncer d'une autre manière. En eiïet, les deux équations
nous permettent, en vertu du iemme VI, d'exprimer z, a;,, oc^, . . ., ^r,, en fonctions algébroïdes de /} — i variables auxiliaires |j.|, |X2, .. ., p.;,..,, ces fonctions s'annulant avec ces nouvelles variables, soit
Le problème III s'énonce alors :
Trouver une intégrale de l'équation F = o qui se réduise identiquement à/3, quand on y rempUice respectivement x^ f x^f . . ,,x„par$^^ 5,, . . ., 5^.
Cauchy et Jacobi sont arrivés à peu près en même temps à ramener la résolutiondu problème Illà celle du problème II. Rappelons en quelques mots les résultats auxquels sont arrivés ces deux grands géomètres.
Équations linéaires.
Supposons que l'équalion F= o soit de la forme
X,p, H- XiPi -h ... -h X»/>„ — Z = o,
OÙ X,, X2» . .., X;,,Z sont des fonctions connues de o?,, â?,, ..., a7„, s. Les équations différentielles (4)»* qui portent le nom d'équations des
carnctéristuiues, prennent alors la forme
dxi dxt dxn dz
Xi Xi Xn ii
Supposons que le problème II soit résolu, c'est-à-dire que Ton ait * les intégrales des équations (4) sous la double forme
(5) 9,= K|, Çs=: K}, .... 9„ir:K„,
(6) X,=::^x^ JC,— 4;,, ..., ar«-, =: <];,_„ Z ^ ^n\
on trouvera l'intégrale que l'on se propose de ebercher dans le problème III, en substituant respectivement, dans f,, 93. ...,<p„, ^,, $«, ^21 • • • » ^/i ^ Id place de Zy a7f , a?,, .... X;,, ce qui donnera à ces fonctions (f la forme
et, en substituant ensuite respectivement, dans i{^,, ^^, ..., <|f^, y,, 73» • •< 7/1 à la place de K,, K2* . . ., K^, on aura ainsi l'expression de 2, x^, x^f . . .» ^ii-i en fonction de x„ et des jui. Ce sera l'expression implicite de Tintégrale cberchée, et ensuite, quand cela sera possible, on éliminera les ^ entre les équations qui constituent cette expression et Ton résoudra par rapport à l'intégrale pour en avoir l'expression explicite.
Équations non linéaires.
Cauchy a fait voir d'abord, en ce qui concerne les équations non linéaires, que, si Tintégrale cherchée existe :
1° Les dérivées partielles du premier ordre pi, pi, . .,/>« doivent se réduire identiquement, quand on y remplace respectivement â?,» X2f . . ., a?„ par &«, O29 • • •» 0„, a certaines fonctions o)i, co^, . . ., f^„ faciles à déterminer.
2** Si les équations
dz dx^ dxn — dpx — dpt
( 33) ont été intégrées sous la double forme
(5) Ç), = A*!, . . . , Çj/.= Ka«,
nous obtieudroDS l'expression implicite de cette intégrale de la manière suivante.
Dansçpi, ^2* • • •• fan i*^!^ plaçons respectivement
^» P\y P^i ' * » P»9 X\f Xji • • • f «âTn
par
Pi, &)i, C03, •••f Wfi, 0i> O2, •••> wj»;
ces fonctions f deviendront des fonctions des fx, que nous appellerons Dans ^1, (j;x. .*.• 4^2Af remplaçons respectivement
Kif lis, • • •> A- SU)
par
nous aurons a?^ œ^j . . ., iï?«-o 2. ^m /^a» . .. /?/i en fonction de a?» et des jx, et ce sera l'expression implicite de l'intégrale cherchée, si cette intégrale existe.
Enfin, Cauchy a fait voir que, pour que la fonction z ainsi définie représente réellement une intégrale de l'équation F = o, il faut et il suffit que les fonctions
- dz dxx dxi dxn-K
soient identiquement nulles.
Remarque I. — On peut toujours supposer que w,, ro^, . . ., ci>„ sont
algébroides en /x,, |j.2« • • •• f^n-i*
En effet, les fonctions c>>,, uj, ..., a>;, sont définies par
F(pi, 0i, 0a, . . ., 0n» ûi>i, Ck)î, ...,&)«=: O
et par /i — i équations telles que
rf(3, de, de, dO„
Si ces n équations permettent d'exprimer les o) en fonctions algébroîdes des /m, il n*y a pas de difficulté.
Si au contraire cela n'a pas lieu, on pourra toujours» en vertu du lemme Vf, tirer de ces n équations
Pi» f^»> •••t ft«-i» Wi> Wj» •••» ^m%
en fpnclions algébroîdes de n — i nouvelles variables
On fera jouer alors à ces variables nouvelles le rôle que jouaient fi,, /JL2, . .' , /X;2.|, et il est facile de voir que ^1, les B et les a> s'expriment en fonctions algébroîdes de v«, Vj, . . ., v„.«.
Remarque II. — La remarque qui précède ne s'applique pas aux cas
où o)|, &)j tùn ne gardent pas des valeurs finies quand on annule
les|x.
Remarque m. ^ Parmi les intégrales des équations des caractéristiques mises sous la forme.
(5) • q?,= Kiy 9,= Ka, ..., 9,«=K;
il y en a une, 92,1, par exemple, qui n'est autre que le j)remier membre F de Téquation F = o. Doue, quand on prendra les intégrales des équations ('4) sous la seconde forme
on pourra remplacer partout, dans <{;,, «l;,, . . ., ^21,, Kja p^r zéro.
Propriétés des fonctions J.
On a vu que la méthode de Cauchy pour l'intégration des équations aux différences partielles était soumise à une restriction.
La fonction à laquelle elle conduit ne représente l'intégrale cherchée que si certaines fonctions J,, Ja, ..., J;,-., sont identiquement nulles.
Or Cauchy a démontré :
j^ Que ces fonctions sont nulles quand on y remplace x^ par
a"" Qu'elles satisfont à Téquation
P-4^=- JZ,
c'est-à-dire que, Jo étant la valeur de J quand x^-^. ôn^
Supposons que Ton ait donné aux fx des valeurs quelconques, par exemple
l'intégrale sera prise depuis la valeur de a?», qui correspond à a;„ = 0„, c'est-à-dire depuis zéro, jusqu'à une valeur quelconque de celte variable.
Si P„^o, il est évident que l'intégrale
conserve une valeur tinie et déterminée, et, par conséquent, puisque
Jo=0,
que J est identiquement nul.
Si P;,= o, mais que P,- par exemple ne soit pas nul, on fera jouer à oci le rôle qu'on avait fait jouer à a?„, c'est-à-dire que, au lieu de résoudre les équations
en fonction de cCn pour les amener à la forme
on les résoudra en fonction de a;,; l'intégrale / cte^^sera remplacée
par l'intégrale 1 dxi^-f qui conservera une valeur finie, et les fonctions
J seront encore nulles.
Si
on nf!<(oudrd les équalions (5 en (onction de/i/, el à la place de Tintéicraïe i </r« |f on rencontrera Tintégrale jdpii^— — ^» dont la valeur
('M HiïH^'î finie*
Dan» ce c^h encore, les fonctions J seront identiquement nulles.
On n'a donc à se préoccuper de la condition de restriction relative aux fonctions J que dans les cas où Ton a à la fois
Xi -♦- pt/> = Xj 4- piZ ^-^ ...--- X« -^ puZ ^ o.
PREMIÈRE PARTIE
ÉTUDE DES CAS OU l'oN n'a PAS A LA FOIS
X| -f-^,Z =: X^-t- p,7i =r . . . ^= Xfl-+-/?«Z = O.
Dan.H ces cas on n*a pas, comme on vient de le voir, à se préoccuper (U*, la condition relative aux J.
On suppose d*al)ord :
i"^ Qu*on veuille étudier une intégrale autour du point
cotte intégrale étant assujettie à se réduire à
quand on a
y ( X\y Xit • • • > Xn) ^^ o,
/3 el étant des fonctions bolomorphes des«r qui s'annulent avec ces varinbies ;
-y* Que les fonctions Oi, Oa a>;,.| auxquelles les dérivées/?,,
p^ />„sont assujetties il se réduire, comme on Ta vu plus haut, quand
= 0, prennent, quand les a? s'annulent, des valeurs finies
y^ Qu'en substituant
0,0,0, .... O, ^1, y^y • • •, Xny
dans
* I, «1» • • • » » it>
X,-f-p,Z, ..., X„-t-/?,Z, à la place de
Z, «2?i, ^a, • • • 9 ^Ji» Pty Pi* • • • » /^n»
toutes ces fonctions ne s'annulent pas à la fois.
PROBLÈME
Le problème I a été résolu successivement par Cauchy, parM"'*^ de Kovvalewski et par M. Darboux.
Théorèiwe de m™® de Kowalewski. ~ Si6{Xi, x^ x^) se réduit
identiquement à Xn% c'est-à-dire si Von a à étudier une intégrale qui se réduit à |S pourxn = o, cette intégrale est holomorphe^ pourvu que
[Journal de CreUe, t. 80, p, i3).
PROBLÈME IL
L Intégrer les équations (4) sous la forme (5).
Cela revient à chercher 2n intégrales distinctes de l'équation linéaire
Or un au moins des coefficients de cette équation, P par exemple, est différent de zéro.
Cherchons donc 2 /i in légrales de Téquation ( 7 ) assujetties à se réduire respectivement, quand ^, = o, à
J\ \^u ^3» • • • ♦ ^n» 2, ^1, ^2, • ■ • > pn)> Ji\'^iy ^3« • • • 1 «^w» ^t Pif P21 • • • » ^n ;»
Jtn[^i* ^3» • • • » ^ni ^» Pu /'sj • • • > Pn )•
1*^ Ou/0/2, . ..,y2„ sont des fonctions holomorphes en iTo, .Tj
tP Ou /a» n'est autre chose que ce que devient le premier membre de F = o quand on y fait a?, =3 o.
3® Ou le déterminant fonctionnel des/ par rapport à
ne s'annule pas quand ces variables se réduisent respectivement à
0,0, ...,0,0, J^'i, J*i, . . . , Xn*
On peut toujours faire toutes ces suppositions. Or, en vertu du théorème de M™*^ de Kowalewski, les a/i intégrales ainsi définies sont holomorphes en
et, d'ailleurs, la dernière se réduit à F.
Les intégrales cherchées du système (4) sont donc
9i = Kl, 9,=:K,, ..., 9,rt-, = Kaii-i, F = K,„,
OÙ 9<, 9a, . . . , 92/1-1 sont holomorphes en a?,, X2, . . ., Xn^ ^fPi-^yi* • • • »
Pn-yn^
II. Soit maintenant à amener les intégrales du système (4) sous la forme (6).
Cela revient à résoudre le système (5) par rapport à toutes les variables qui y entrent en fonction de l'une d'elles, en fonction de j?, par exemple.
Or le déterminant fonctionnel des 9 par rapport à a?2, ..., a?„, 2, P\9 'iPn n'est autre chose pour les valeurs initiales que le déter-
minant fonctionnel des /par rapport aux mêmes variables, qui n'est pas nul, par hypothèse. .
Donc le théorème de MM. Briot et Bouquet s'applique, et Ton peut
exprimer a?2« ^a» • • • » ^n^ ^i P\^ Pi^ - ^ % Pn ^^ fonctions holomorphes de Xi et des K :
SP'-^-O
toutes les valeurs initiales des y- ne sont pas nulles; soit, par exemple,
dx,<
On pourra résoudre alors l'équation (8) par rapport à jt,, et l'on aura
G étant holomorphe.
Soient q^y q^, ..., qn les nouvelles dérivées partielles de z par rapport à
( 3o ) on aura
Soient Q<, Q^, . . . , Q;, les dérivées de F par rapport à ^i, ^a» • . . . y^ ; on aura
L'intégrale cherchée est donc assujettie à se réduire à une fonction
qui est hoiomorphe en j, x^ x„ quand
et d'ailleurs
Donc le théorème de M™*" de Kowalewski s'applique, et z est hoiomorphe en y, X2, . . . , Xn, et par conséquent aussi en x,^ x^. . . , .r„.
Interprétation géométrique. — Supposons que l'on n'ait que deux variables indépendantes or et j; l'intégrale
peut alors être considérée comme représentant une surface S.
Il est facile, dans ce cas, de trouver une interprétation géométrique de la condition (9).
L'équation F= o signifie qu'au point
c'est-à-dire h l'origine, le plan tangent P à la surface S est tangent à un cône donné C.
Dire que Tintégrale z est assujettie a se réduire à j3 quand on a $ = o, c'est dire que S est assujetti à passer par une courbe donnée A qui passe elle-même par l'origine, et par conséquent que le pian P passe par la tangente à l'origine T à la courbe A.
On obtiendra donc le plan P en menant par T un plan tangent à C. On pourra en général en mener plusieurs, c'est-à-dire que par la courbe A on pourra faire passer plusieurs surfaces S.
Considérons une de ces surfaces. Dire quej,,y2, ... ,j„ sont finis, c'est dire que le plan P correspondant n'est pas parallèle à l'axe des z. Dire que
c'est dire que T n'est pas sur le cône C.
A ces conditions, la surface S est représentable par une équation où z est égalé à une fonction holomorphe d'x et d'y.
DEUXIÈME CAS
Xuja» •••»7/i restent finis, mais la condition (9) n'est pas remplie. Géométriquement, c'est dire que le plan P ne passe pas par l'axe des z, mais que T est sur le cône C.
Supposons d'abord que l'équation F = o est linéaire.
Théorème II. — Dans ce cas, V intégrale z peut s' exprimer en égalant à zéro une fonction y holomorphe par rapport à z et aux Xy et s" annulant avec ces variables y pourvu que, si
Qi =■ K|, . . . , cp„ = K„
représentent les intégrales du système (4), «fi, 92» •••» ?/i s'annulent avec z et les x, z — ^et B ne s'annulent pas identiquement à la fois quand tous les f sont nuls.
En efl^et, si une pareille expression de l'intégrale existe, elle pourra s'écrire
lio) <I>(9„ 9,, . . .,9„) =0;
Ço 92, . . .f (Pnf étant les fonctions qui, égalées à des constantes, représentent les intégrales du système (4)9 sont, comme on l'a vu (résolu-
tion (lu Problënie II), holomorpbes par rapport à z et aux x et s'annulent avec ces variables.
De plus, $ devra être identiquement nul quand on aura à la fois
(il) 2 — P = 0, Ô— O.
Faisons un changement de variables en prenant pour variables nouvelles a?,, 9i. fo» « • » ?«; nous aurons
les ^ étant holomorpbes par rapport à a-, et aux ç? et s*annulant avec ces variables. (Foir la résolution du Problème II.) Les équations (i i) deviennent alors
B et C étant holomorpbes par rapport à x^ et aux 9 et s'annulant avec ces variables.
On trouverait l'intégrale (10) en éliminant a?, entre ces deux équations.
Or B et C ne peuven-t être identiquement nuls, quel que soit x, quand les 9 s'annulent, sans quoi l'on aurait identiquement
2— pi=:0, =
quand
ce qui est contraire aux hypothèses faites en commençant.
On pourra donc tirer (Lemme III) de C = o, par exemple, .r, en fonction algébroïde des 9; si Ton substitue cette valeur de x, dans B, cette dernière fonction devient algébroïde par rapport aux 9, c'est-àdire qu'elle est liée aux 9 par une équation de la forme
où les Â sont holomorpbes par rapport aux 9.
L'équation B = o estalors équivalente à Ao = o, et le premier membre de cette équation, qui n'est aulre que l'intégrale (10) cherchée, est holomorphe par rapport aux 9.
Donc, si l'on remplace les 9 par leurs valeurs, A^ devient une fonc-
tion <b holomorphe en z^cct, x^y.... x„ et s'annulaDt avec ces variables^ el l'intégrale cherchée s'exprime en égalant celte fonction à zéro, ce quMI fallait démontrer.
« TROISlfcME CAS.
Les y restent finis, la condition (9) n'est pas remplie, mais l'équation F = o n*est pas linéaire.
Théorkme III. — Dans ce cas, l'intégrale z peut s'exprimer en égalant à zéro n-h i fonctions F,, Fj, ...» F„+, holomorphes par rapport à 5, J7,, 372, • • • • ^rn Pi ""J^M /'2~~y2» • • • ^Pn-^Xn ^^ s'annulant avec ces variables^ pourvu que, si
Çi = K|, Çj = Kj, ..., ç,„ = K
in
représentent les intégrales du système IV, si (p^^ Ça» • • • 1 ?2« s^annulent quand z et les x se réduisent à zéro et les p aux y, z — ^, p^ — coi ,/)2 —- «2, . ,.,p„ — co„, ne s' annulent pas identiquement à la fois quand
?i = 9i ==..• = 9ïii = O.
En effet, en raisonnant comme on l'a fait pour le théorème précé* dent, on verrait que pour obtenir l'intégrale cherchée il suffit : 1® De changer de variables en posant
les ^ étant les fonctions qui sont définies dans la résolution des équations (4) sous la forme (6);
2^ De faire cette substitution dans les premiers membres des équations
2 — (3 = o, p, — &), = o, . . . , fn— (à^—o, 6 = 0,
qui deviennent alors
B| = o, Bs =: o, . . . , B«4., =• o, B»+j -r: O,
les B étant des fonctions holomorphes de x^ et des f s'annulant avec ces variables; 3° D'éliminer 0?, entre ces /i 4- 2 équations.
Or Bo 62, .. , hn+2 ne peuvent être identiquemeDt nuls à la (ois, quel que soit a?,, quand les f s'annulent, à cause de la condition de restriction posée au début. Supposons, par exemple, que ce soit B„^.2 qui ne s'annule pas identiquement dans ce cas.
On pourra tirer de Bn+2 = oxt en fonction algébroïJe des ç; substituant cette valeur de x^ dans B^ , B^, . . . , B;,^i , ces fonctions devien • nent algébroïdes par rapport aux f (Corollaire II duLemme III).
L'intégrale s*exprime donc en égalant à zéro n-f- 1 fonctions algébroïdes des^, ou, ce qui revient au même, en annulant /i-f- 1 fonctions bolomorphes des 9 ou, ce qui revient encore au même, /i -t- 1 fonctions holomorphes en z, Xt^x^f ...» ^«./^i — Ji» P^'-y ^Pn—yn*
Théorème IV. — Si^ dans le troisième cas, z ou les p ne prennent pas une forme indéterminée quand les x s'annulent^ z est une fonction algébroîde des x.
En effet, on vient de voir que l'intégrale cherchée s'exprimait en égalant à zéro n-hi fonctions holomorphes en z, a?,, x^, ..-, x^, A^i — Xi»jP2— 72» ••••/^/i— JKn et s'annulant quand on égalez et lésa? à zéro et leis/> aux y.
Soient
Hi = H3 = Hj = . . . = Ijfi4.i =: o
ces /i+i équations. Si ces équations restent distinctes quand les ^ s'annulent, on pourra leur appliquer le lemme IV.
Mais dire qu'elles ne sont pas distinctes, c'est dire que z ou les/? cessent d'être déterminés quand les x s'annulent. Or cela n'a pas lieu, par hypothèse; donc le lemme IV est applicable, donc z est une fonction algébroîde des x. c. q. f. d.
Remarque I. — Il est facile, dans le cas de deux variables, de trouver une interprétation géométrique des conditions de restriction posées dans l'énoncé du théorème précédent.
Dire en effet que z cesse d'être déterminé quand x %iy s'annulent, c'est dire que la surface S passe par l'axe des z.
Dire que/> et q cessent d'être déterminés quand x eiy s'annulent, c'est dire que la surface S présente un point conique à Torigine.
Si aucun de ces deux cas ne se présente, le théorème IV est applicable.
Hemarque 11. — Dans le second cas, les /i+ i équations
se réduisent à une seule où n'entrent pas les/;.
Le théorème IV sera donc applicable toutes les fois que :; ne deviendra pas indéterminé quand on annulera les x.
Théorème V. — Dans le deuxième et le troisième cas, V intégrale chercitée peut s'exprimer en égalant z et les x à des fonctions algébroides de n nouvelles variables fJi|, /Xj, . . ., fx,,.
En effet, il suffit» pour démontrer ce théorème, de se reporter aux équations
H| = Hi = . . . r~ H« = o
et de leur appliquer le lemme VI.
Les premiers membres de ces équations sont holomorphes par rapport à z,p^ —Jif P^ — J21 • • •^Pn—yn^ ^1» . . .. ^n. Donc z, x^ r,^
peuvent s'exprimer en fonctions algébroides de n variables auxiliaires
Exemple L — Soit à trouver une intégrale de l'équation qui se réduise 9l x-^x^ quand ou y fait Les équations (4) > qui s'écrivent
dx dy dz
ont pour intégrales
(6" 2rrrJ^-^K,, V=:ra:-+-K,.
( 36 ) • En remplaçant zety par leurs valeurs (6) dans les équations
il vient
ou, éliminant x^
Ka Vi
OU
{Z'-'xY={y — xY.
On était placé dans le second cas, car Téquation proposée est linéaire et
dx dy
(?est pourquoi on est arrivé à exprimer l'intégrale en égalant k zéro une fonction holomorphe en x^ y, z:
de plus, cette fonction ne s'annule pas, quel que soit z, quand x=y = o.
Donc le théorème IV s'applique et z est algébroîde en x et txxy.
Exemple IL — Soit à trouver une intégrale de Téquation
qui se réduise à - quand on fait
On est encore placé dans le second cas, car l'équation est linéaire et la condition (9) n'est pas remplie. Le théorème II- s'applique donc. Les équations (4)f qui s'écrivent
dx ^dz _ dy
ont pour intégrales
(5) z — JC = K„ a»-h/ — ^=:Ka,
(6) 2 = ar-f-KM ^ =^ "^ ï^» — (* "^ K,)»;
(3?) en remplaçante^ elz par leurs valeurs (6) dans les équations
il vient
ou, éliminant â?,
ou
(la) [z^-hy —x) — {z — xY = Oj
qui est Tintégrale cherchée, exprimée par une équation dont le second membre est zéro et le premier une fonction holomorphe en a;, j, z. Mais ici Téquation (12) est satisfaite, quel que soit js, quand
Le théorème lY ne s'applique donc pas.
Exemple IIL — Soit à trouver l'intégrale de
qui se réduit a - pour 7= -• Les dérivées partielles/? et ^ sont alors assujetties à se réduire quand
q = — iqi2 ^3x,
Les valeurs initiales de p et q sont 1 et — i, et par conséquent finies;, de plus, la condition (9) n'est pas remplie; on est donc dans le troisième cas, et le théorème III s'applique.
Les équations (4)f qui s'écrivent
dp r/q (ix _ dy
i I np I '
ont pour intégrales
(5) jr-^ p=zKt, q= p =Kiy P^-^ i — :r — 7=Kj,
(6) q=:K,-hp, y = Ki-i-p, a? = />'-t-K,— K,— K,.
( 38 ■ Si, dans les équations
on remplace q^y et a? par leurs valeurs (6), il vient
(p - i)-~ 3/>^- 3K, -^- SK, -f- 3Ks:= o.
Ces équations peuvent s'écrire
2K,-M = (/>— i)»-ha, (/; — i)':i^3/>M 3a;
en posant, pour abréger,
K: — Ki — K3 =^ a,
d'où
et remplaçant dans la première équation p par sa valeur, il vient
Si dans cette relation on remplace a par K2 ~ K, — K,, puis K, et K, par leurs valeurs (5), K, par zéro, ce qui peut toujours se faire, puisque
on aura une équation entre /?, ^, x.y dont les deux membres sont holomorphes par rapport à ces variables.
Cette relation, jointe à
définit j9 et q en fonction de x et de y.
Si dans l'équation
on avait remplacé «et a? par leurs valeurs (6), puis /i par sa valeur (i3).
puis E|, K3, K, par leurs valeurs (5), on aurait obtenu une équation dont les deux menr)bres auraient été holomorphes par rapport à z, x, y,
z^ p eiq se seraient alors trouvés définis par trois équations ayant leurs deux membres holomorphes en 2, x, j, p, g, comme Texige le théorème III.
Voyons maintenant si le théorème IV s'applique.
Pour cela, voyons si, en substituant dans Téquation (i4)» à la place de a, K, — Kj— Kj, à la place deK|, K2, K, leurs valeurs (5), enfin, en faisant x = jr = o^ Téquation en p et en q que l'on obtient ainsi est distincte de/^^ + ç = o. Mais si, dans les expressions (5), on fait
il vient
L'équation (i/j) transformée ne contient pas q; donc elle est distincte de/>, -4- 9 = o, pourvu qu'elle ne se réduise pas ^ une identité. Or on voit facilement que son premier membre est du degré 2 en/?, tandis que le second membre est du degré 4* Donc les deux équations sont distinctes. Donc, en vertu du lemme IV, on peut tirer de l'équation (i4) non transformée et de
p eiq en fonctions algébro'ides de x et de 7.
Donc z sera aussi une fonction algébroïde de x et y. Donc le théorème IV s'applique.
Calcul des coefficients.
Dans les exemples qui précèdent, on a formé les fonctions H4, Hj. --m H;,^, qui, égalées à zéro, donnent l'expression de l'intégrale par la méthode même qui a servi à en démontrer l'existence; mais, en général, il est préférable d'en calculer directement les coefficients par le procédé que je vais exposer rapidement.
Équations linéaires sans terme constant.
Soit l'équation
' dx ^ ^ iïx ^" " dx "" •
et soit à en trouver une intégrale qui se réduise à
quand on a
On a vu que pour trouver celte intégrale il faut : 1^ Remplacer â?2» • • •» ^n p^i* les expressions
(6) ^t=+i, ..., Xn^^nX
les expressions 7 — ^9 d deviennent alors holomorphes par rapport ^x^ et a 9i, 92, . . ., 9»_o
0? Résoudre par rapporta ^1 l'équation
ainsi transforniée et remplacer x^ par «a valeur dans l'équation
également transformée; 3^ Remplacer dans l'équation
après cette double transformation, f|, 92* •'•> ?n-i par leurs valeurs en fonction de 0^4, x^, . . ., a?;,.
Si dans l'équation 6 = o, après sa transformation, la première des dérivées partielles de Q par rapport h x^ . qui ne s'annule pas avec les x,
est T-TT) cel'l^e équation donne r^f en fonction algébroïde de degré m, de
?i» 92' •••» ?ii-M <lonc 9 est également algébroïde de degré m en 94, » o^^ (fn-\ « et par conséquent en x^ » x^^ . • . > ^,1.
Si» par exemple» on a
de d'B .
quand les x sont nuls, tp sera donné par une équation de la forme
où Ao et A| sont holomorphesen^?!» a?,» ...» x^.
Ce sont les coefficients des deux séries Aq, A| qu'il s*agitde calculer.
Pour que ce qui suit soit plus clair» nous emploierons les notations suivantes.
Nous poserons
. ^ du ^ du __ du
u étant une fonction quelconque
A»a = A(Aw), ...» A"tt=: A(A"-'ii).
De plus, nous remarquerons que» dans les calculs qui servent à démontrer Texistence des fonctions Aof A,» on a employé deux systèmes de variables :
Nous représenterons les dérivées partielles par le symbole d quand les variables (i4) seront choisies comme variables indépendantes, par le symbole D quand ce seront les variables (i5) qui joueront le même rôle. Cela posé, voyons d'abord ce que signifient les conditions
qui doivent être remplies pour que 9 soit algébroïde de degré m. On a
d^_rfe^ dO^d^ dO^d^ dO^ dvj^
ôXi dxx dxi dxx dxz dxx ' dxà dxi
Or
dx,
dx,
Donc
^ dB ^ d9 ^ ^ V ''^ \fl
Or X« n'est pas nul, on peut toujours le supposer. Donc la condition
dB _
équivaut à
De même,
Donc les conditions
ôxt dx^.
équivalent k
Donc les conditions (i6) équivalent à
Donc, si le premier des Ad, qui ne s'annule pas avec les x, est A"'^, 7 est algébroide de degré m par rapport aux x et s'exprime par l'équation
Je dis qu'on a identiquement
là- -h A«,-,15'"-'-f-...4- A,p-f- A.~Xe,
X étant une fonction holomorphe par rapport aux x, et, de plus,
AAo= AA| = . . . = A A«-, = o.
En efTet, posons
0,= $(xiy 9,, . . ., 9«^,)
et considérons 6^ comme une nouvelle variable. On peut tirer a*,, en fonction algébroîde de degré m, de f ,,..., 9;i.( etded«. Soient
les m valeurs de a?( ; toute fonction symétrique de ces m valeurs est liolomorphe en 9,, . . ., f^-ii ô,.
Soient
les m valeurs que prend |3 quand on y remplace Xt par v
Soient Bo, Bo .... B^-i les coefficients de Téquation
à laquelle satisfont ces m valeurs de |3.
Ces B seront des fonctions bolomorphes en x\, . . ., o:'^' et en y, , . . ., ç«_.,, et symétriques par rapport aux m premières variables. Donc ce seront des fonctions bolomorphes en f,» ...» f^,.,, &,.
Éliminer a::< entre les équations
OÙ Ton considère les variables (i5) comme variables indépendantes,
c'est éliminer ô, entre
Donc, en faisant $, = o dans
ces fonctions se réduisent à
Les A étant fonctions des 9 seulement, on a identiquement
AA«= AAi = . . . = AA«-i== o.
De plus, on a idenliquement
Bo= Ao-l" /«wi, B| = Al 4- A|7i, •••9 Bi«_i = A»— I -♦- Ajii— 1 7i,-
les X étant holomorphes en ^i , f 2, ...» (pn-^i » d| • Or |3 satisfait identique^ ment à Téquation (17). Donc on a identiquement
X étant holomorphe en 9^ f,, ..., 9,,^,» $,, ou, en reprenant les variables (14)9
(18) {î'"-4-A«_,(3—»+...-f-A.(3-f-A.==Xe,
X étant holomorphe en ^Ti, 0^2, ..., 07;,. c. q. f. n.
L'existence des fonctions A qui satisfont à ces conditions est dé^ montrée; il reste à trouver leurs coefficients. Pour cela, nous supposerons que Ton n'ait que trois variables a;,, a?,, ^3 et que
c'est-à-dire m = 2.
Prenons le A des deux membres de l'équation (18); il viendra, puisque AA^ = AA, = o,
fig) Ap^^-AiAp^XA^-ffiAX.
Cette équation et celles que l'on obtient en la différentiant un nombre quelconque de fois par rapport à chacune des variables nous donne* ront, quand on y annulera les a?, des relations entre les coefficients de A| et de X, et ce sont ces relations qui vont nous servir a les déter* miner.
Si U est la différence des deux membres de l'équation (19), on calculera donc les coefficients de A| et de X a l'aide des équations
rfU rfU rfC rf»U rf'U
dxi dxt dXi dx\ dxydx^
où
Mais on peut remplacer le système
rfU rfU rfU_
dxi dxt dxi
par le système
— — — — AU — o
dxi dXi
et le système
rf»U d*U rf»U
dx\ ~
rf'U
dx\ ~
rf'U dx\
rf'U
rf'U
dxxdxi dxidxt dx^dx^
par
" ' rf'U _ rfAU _ rfAU _ ^,^j _ ^
rfjrj dxtdx, dx] dx^ "" rfj?, "^
et ainsi de suite.
Ce seront ces nouveaux systèmes que nous emploierons à la place des anciens.
PBBHIBR CAS.
Ap>o.
Dans ce cas, Téquation U = o donne A| =o; Téquation A'^U = o ne contient que
Les équations
t>r=:AU = A'U = A«U=..,
nous fourniront donc
Ay ajkAy A Ay '* t • •
L'équation ^ =o ne contient que A, et ^; elle permet donc de
calculer ce dernier coefficient.
rfA^U L'équation , = o ne contient que A,, des termes de la forme
rfA. jûQ rfAX rfA" 'X
dXi dxx dx^ ■ " * ' dx^
Les équations
nous permettront donc de calculer
dk dM
dxx dxx
De même, si D esl le symbole d'un nombre quelconque de différentiations par rapport à j:^, et à «r,» les équations
o=DU=:D(AU)=:D(A»U)=...
permettront de calculer
pourvu que Ton ait résolu préalablement le même problème pour les diiïérenlielles de A«, X, AX, ..., d'ordre inférieur à celui de D.
Quand on connaîtra les coefficients de Â» et de X, rien ne sera plu« facile que de calculer ceux de Ao, et alors 9 sera connu, puisqu'il suffira de poser
DBUXIÈMB CAS.
Ap>.o, A0 = A»0 = o, A'e>o.
Dans ce cas, 9 se présente sous la forme
cp'-h A»9 -4^ A, 9 -h A*:= o,
et Ton a identiquement
P^-f-A,P'-f- A,(S4-A.= X6, AA3= AA,= AA.= o. /
On part, comme précédemment, de Téquation
et (les équations oblenues en la difTérentiant , et Ton voit facilement que
U = o donne A,,
AU = o » A„
A>U = o I) AX,
dV àx,
dx,
dx,
rfA'U
•dx,
rfA,
dxx
dxi
dl dxx
dM
ei, en général,
DU = o donne DA,,
DAU = o I) DA„
DA^Unzo » DX,
DA*U=o » DAX,
Connaissant A,, A^^ et X, on connaîtra dont* A«.
TROlSiÈHt CAS.
Dans ce cas, Téqualion
se réduit à une identité.
Les équations de la forme DU:=o ne contiennent plus DA|» nuiîs seulement des dérivées de A^ d'ordre inférieur à celui de D,
Dans ce cas,
A*U= ^— = -T— = AU = o donne A„ X, AX,
D,U-D,AU-D.A>U-o
D,A„ D,>, D,AX
Dans le Tableau précédent, D« est le symbole d'une seule différentiation par rapport à x^ ou à o^si D^ celui d'une double différentiation par rapport aux mêmes variables, etc.
Il est à remarquer que l'on a ici plus d'équations qu'il n'en faudrait pour déterminer les inconnues que l'on cherche; mais elles sont évidemment compatibles, puisque l'existence des séries Âo. A,, X est démontrée.
Il est plus rapide de calculer de la façon suivante. Introduisons une nouvelle variable ûc, et supposons que Ton ait à rechercher des fonctions A«, Ao, X de 07,, 0^3, o?, et a satisfaisant aux conditions
((î -4- ay)*-+- A, (P -♦- ay) 4- Ao= Xô, AA.=i AA,= o,
y étant une fonction donnée de x^^ x^^ x^ telle que
Ay^o pour :r,=:^,= a:,= o.
Dans ce cas, si
U = A(p -f- «y)'H- A. A{(3 4- ay) — A(X9)=i:o,
Téquation
o = ^- donnera A,,
o == AU » X, o = A*U » AX, )) . . ,
rf'U rfA,
rfa' da
rf»AU rf>
^ rfA»U ^ rfAX
_ rf'U ^^ rfA.
dadxi dxx
_rfAU rfX
_ rfA'U rfAX
En générait la série d'équations
o = ^DU = DAU=:DA'U= ..
doL
nous donnera
DA„ DX, DAX, DA»X
Il est à remarquer que A| est un polynônne du premier degré, X un polynôme du second degré en a.
Quand on aura ainsi trouvé Ao» A^ X en fonction de a, a?,, x^^ x^, on y fera a = o, et Ton aura les valeurs cherchées de A©» A,, X en fonction de a?,» x^^ x^.
QDATBiftMB CAS.
A(î = Ae = A»9 = o, A»9>o.
Dans ce cas, posant encore
U = A((3 -f- ay)»-f- A,A(P -4- ay)»-f- A, A(P -h «y) - A(X0) = o,
on calculera les coefficients de Â|, Â^, X à l'aide des équations U ^ o et de celles qu'on en tire par diflerentiations successives. L'équation
-T- DU = o donnera DA,,
dCL
:^DAU = o » DA„
DA'U=:o » D).,
DA«U = o » DAX,
et* faisant ensuite 0^ = 09 on aura les valeurs cherchées de Âo» A|, A^, /.
Équations linéaires à termes constants.
Soit à trouver une intégrale de l'équation
où Xo X2, . . ., X;^9 Z sont holomorphes en z^x^^ X2 ^n*
Cette intégrale étant assujettie à se réduire à
quand
cela revient à chercher une intégrale 9 de l'équation
qui se réduise à z — /3 quand ô = o, ce qui se fait comme on vient de le voir.
Si cette intégrale 9 s'exprime par une fonction algébroîde de z et des x^
9*-f- AiÇ-h A# = o,
Ao = o est l'équation qui nous donne l'expression implicite de zen fonction des x.
La condition pour que le théorème IV soit applicable pour que z, par exemple» soit algébroïde de degré m, c'est que le coefficient de z'" dans Ao» coefficient que l'on calcule comme on vient de le voir, ne soit pas nuL
Équations non linéaires.
Soit à trouver une intégrale de
qui se réduise à |3 quand d = o, on calculera les fonctions g)^, wa, . . . , «;,, auxquelles/?, , p^t . . . , pn doivent se réduire quand ô = o ; puis on cherchera, par les procédés que je viens d'exposer, n-+- 1 intégrales de
qui se réduisent respectivement à
« — P, />, — «„ Pi -—M», . . . , /?H — 0)«
quand
On obtiendra ainsi m fonctions 91, (p^f ..., (pn^^t qui seront données par des équations de la forme
<pr+ A^-icpT*"' + ...-+- A,<p/ -h A, = o,
OÙ les termes Ao se réduiront respectivement à
qui seront des fonctions holomorphes par rapport à z, aux x et aux p. Les équations
H| = Ha = . . . =: H„ = Hn-Hi = o
renfermeront l'expression implicite de l'intégrale.
GINQUlftMB CAS.
Les G) ne restent pas finis, mais restent déterminés quand les x s'an nulent.
Si lUntégrale est assujettie a se réduire à ]3 quand = o, les (ù nous seront donnés par les équations
rf3 . de
(20) \ rt^i dxt
OÙ a)|» 0)2, . . .» a)|, sont les inconnues cherchées, X un paramètre à éliminer et Ff ce que devient F quand on y remplace z par |3 et pt,
P2f "'f Pn par «M ^2» •••» w„.
Si, dans les équations (20), on fait ces équations deviennent algébriques; elles donnent donc toujours
GJi (ùt (un I
A| Aj An Ait-f.|
A|, Azf •••• A„, A„^, étant des fonctions algébriques des coefficients de Fi, de |3 et de 0, qui restent finies quand ces coefficients restent eux-mêmes finis.
Si
Vi» 72» • • •• 7«» c'est-à-dire les valeurs que prennent Wi, co,, .•.,«/! pour 07, 2 â^s =: . . . :^ â?„ =:r o, sout fiuis et déterminés. Cest ce que nous avons toujours supposé jusqu'ici.
Si, au contraire,
les 7 ne restent pas finis; supposons que Ton n'ait pas à la fois
A| ^ A 2 ^^ . 1 . ^^ An = Aa4-i ^^^ 05
soit, par exemple,
On changera de variables, et, au lieu de considérer z comme fonction de x^9 œ2f . . M ^nt on considérera x^ comme fonction de z^ x^^ ...tX„. Soient 9i, ^29 •« •» 9» les dérivées de x^ par rapport k z, Xi^ . . ., x„; soient c*/^, a)^» • • •» («>'/, les valeurs que prennent ces dérivées quand on fait 9 = 0; soit Fa ce que devient F, quand on y remplace w, , wj, . • ., «„
par -7-» ^,S 7» ••-> r> puisqu'on rend la fonction ainsi
obtenue entière en la multipliant par une puissance convenable deoi>', . v)'^, CO2, ..., c*)'^ seront donnés par les équations
F, = o, y d^ de .
d? ^ d^ , ^. dG ,
//p d^ , . do , _ (/Xi dxx * dxx * '
r/3 rf3 , ^ dd ,
ou
«l'où
I — Wj — 6)3 — 0)^ 6),
Al Aa Aa kn A,H-i
a>'j, o's, ..., ^ji\ restent donc finis et déterminés quand
X\ • — «* j — • • • ■■ ' Xn — O*
il en résulte que Ton est ramené aux cas déjà étudiés, et que Ton peut
obtenir l'expression implicite de l'intégrale en égalant à zéro n + i fonctions holomorphes en Zy Xfy Jîj, . .., a?„, q^ — y\, y,— y'j, ..., ?«" V«» 7,, 72, ..., 7„ étant ce que deviennent (ù\, «j, ..., w', pour
C'est une propriété analogue au théorème IIL Exemple. — Soit l'équation
et supposons qu'on veuille étudier l'intégrale de cette équation, qui est assujettie à se réduire à
quand on y fait
Xi t — Xi -f" ^ { •
S) I et (02 sont donnés par les équations
ûjj — û)J r= r, tï H- 2ari = (»i + Wa(i + 2j:,);
on en tirerait deux valeurs de (ù^ et deux valeurs de 03 en fonctions de â7|, et il est aisé de voir que, quand a:, s'annule, Tune des valeurs de Oi et l'une des valeurs de oa^ deviennent infinies.
Considérons alors d?, comme fonction de x, et de z.
Soit
d'où
dxj
«' dx:
dxi
Pi — -^
L'équation donnée devient
et il s'agit d'étudier l'intégrale de cette équation, qui se réduit à Xi + a?î quand on fait 2 = jc< -h 2x\ ; (ù\ et «^ sont alors donnés par
w? — w'î* = 1 1, 1 4- 2 JTi = w', -h ft)', ( a -I- 20:, ),
qui,
pour
se
réduisent
<roù
rfF
dqx
-'' dq.
dx^ dz
Pour a?, = o, il vient
dB dz
€t enfin
dqx
rfF dÇi
dx,
rfF rf0
rfF rf9
Donc la condition (9), qui se réduit ici à
rfF rf^ rfF rf9>
rfjf, rfXi l/j, rf2 ^ '
e8t remplie.
Donc X2 est fonclion holomorphe de a*^ et de z. Soient
les premiers termes de la série qui représente cette fonction, çr^ est nul; q^ est égal à i, comme on Ta déjà vu; quanta r,, s^^ /,, nous les obtiendrons de la manière suivante. DifTérentions
par rapport k x eiSL z^ puis faisons x = z = o; il viendra
(22) ?ir,— g,5, = 0, J.J,— Ji/, =rO.
Faisons maintenant dans (21)
(56) et égalons les coefficients de x]; nous aurons
(23) I = -î. -f- îi5,+ a/,-f-7,,
mais, SI nous remarquons que, pour Xt=p, 9i=i, ?2 = o, nous verron3 que les équations (22) et (â3) se réduisent à
Donc tt n*estpasnul; donc, en vertu du lemme III, z est algébroïde de degré 2 en a;, et en X2.
Interprétation géométrique. — A quoi correspond géométriquement le cas que nous venons d'examiner quand on n'a que trois variables â?|, X2 et z et que, par conséquent, toute expression de z est fonction de a?, et de a?,?
Il est aisé de voir, en se reportant à ce qui a été dit à ce sujet à propos des cas précédents et reprenant les mêmes notations^ que le plan tangent P, mené par la droite T au cône G, est alors parallèle à l'axe des z; mais, comme il ne peut être en même temps parallèle aux troisaxes.de coordonnées, on peut toujours employer un artifice, qui consiste k étudier la surface S, non plus comme définie par une équation où z est égalé à une fonction de x^ et de a;,, mais comme définie par une équation où X2, par exemple, est égalé à une fonction de x^ et de z. Comme le plan P n'est plus alors parallèle à l'axe des x^y là difficulté a disparu. Tel est le sens géométrique de l'artifice analytique qui vient de nous permettre de tourner la difficulté.
SIXifeMB CAS.
a)|, 0)2, . . . , Gi)„ ne restent pas déterminés quand C'est ce qui arrive quand
Al ^^ Aj ^^ • • f = An =^ An^i ^^^^^ O
et que, par conséquent, les équations
dl , dQ aor, dxx
/ /^ i d? . dO
d^ . de
dXn dXn
ne restent pas distinctes quand on y annule les a?.
Soit 7i» 72' •••» 7/1 nn système quelconque de valeurs qui, substitué
à la place de '/),, coj ci),^ dans les équations (24)f y satisfont quand
les 07 s'annulent.
Supposons qu'on veuille étudier un élément de la fonction z tel que or,, 0*2, ..., or„ soient suffisamment voisins de zéro et que/?<,/?2. - ^Pn
soient suffisamment voisins de 7,, 70 7,,; par exemple, supposons
que l'on se trouve dans le cas de deux variables et que
soit considéré comme représentant une surface. Puisque p^ et p^ ne sont pas déterminés quand
la surface présente un point conique à l'origine, et Ton se propose d'étudier, non pas toute la partie de la surface qui est suffisamment voisine du point conique, mais la partie de cette surface qui est limitée par deux courbes se croisant à l'origine.
]l est clair que l'on obtiendra l'intégrale cherchée en égalant a zéro n intégrales de l'équation
^ ' ^\dxi ^ dz j dpi Lddpi\dxi '^ dz /
(58) qui se réduisent respectivement à
( rfp\ de _^( _d^\
. ^. I / d^\d9 de f r/p\
quand on a
Les expressions (a6) sont holomorphes ena?4,â?2, . .., Xn% z^ p^ —7m
/^a 7^' • • • f Pn Vil»
Donc les n intégrales de Téquation (25) sont algébroîdes par rapport aux mêmes variables. Si ces intégrales sont 9,» 92, ••.»?/tf les équations
sont équivalentes à n équations
(27) H| = Hj =:... = H» = 0,
oïl les H sont holomorphes en a;,, â?2i - .., a:„, z^pt — 71» />j — 72» .. ., Les équations (27), jointes à Téquation proposée
fournissent l'expression implicite de l'intégrale cherchée z et de ses
dérivées du premier ordre /7«,/>2. ... »/'a en fonction de a?«,a:2f ...« ^n» c'est-à-dire que le théorème III est toujours applicable.
PREMIÈRE SECTION
L*équalion proposée est de la forme
oi] X|, X3, . . . , X^ sont des fonctions holomorphes en ^i, j?^, . . . , ir„, exprimables par des séries dont les termes de degré zéro sont nuls et dont les termes du premier degré se réduisent respectivement à
/|X|y r^i^if • • • f f^n'^n»
Hypothèse I. — Si Ton représente les parties réelles et imaginaires de X|, Xo, . . . , X„ par les coordonnées de n points, dans un plan, ces n points sont tous d'un même côté d*une certaine droite passant par l'origine, ou, ce qui revient au même, le polygone convexe à l'intérieur duquel se trouvent les points X|, X,, ..., X„ ne contient pas Torigine.
Hypothèse IL — Les quantités X,, Xj, ..., X„ ne satisfont à aucune relation de la forme
/WjXa + /773X3 4- . . , -H ITltJkn =■ X|
oîi m,, m,, . . . , nin sont des nombres entiers positifs.
Théorème I. — Si ces hypothèses sont satisfaites, le module de l'expression
1 nti — I
est toujours plus grand qu'un certain nombre positif K, quand on donne aux mi des valeurs entières et positii^es, mais d'ailleurs quelconques.
En effet :
I" Cette expression n'est jamais nulle, car, pour qu'elle le fût, il
faudrait que Ton eût
Or, toutes les fois que m, >o, le point dont les coordonnées sont les parties réelles et imaginaires de
2 niiX — X,
esta l'intérieur du polygone convexe qui enveloppe tous les points X,; or ce polygone n'enveloppe pas l'origine.
Si au contraire /ni = o, on n'aura pas non plus
/WaXj -t- /W3X3 -I- . . . -+- /77||X„ — X, =: O,
en vertu de l'hypothèse II.
Donc
2^ Cette expression ne tend pas vers zéro quand les m tendent vers l'infini d'une manière quelconque, mais en restant entiers positifs.
En effet, supposons que m^^ m^* ..., mn tendent vers l'infini, de manière que
lim — = — .
OÙ les «1 et ai sont des quantités finies, déterminées, positives et d'ailleurs quelconques.
On aura
2/W/X,- — I 2a/Xj
lim
2 /Wf — i 2 a,-
Or J^' ' est représenté par le centre de gravité de n masses égales respectivement a «i, a^, ..., a^ et placées aux points X|, X2, ...« X„.
( 6i ) Ce centre de gravité est à rintérieup du polygone circonscrit aux points X, , Xa» • • • » ^fl- Donc
Zoii ^ C. Q. F. 0.
Donc on peut choisir un nombre positif K tel que
mod — r^ > K.
2/ÏÎ4 — j c. Q F. u.
Théorème II. — // existe une infinité de fonctions holomorpfies qui satisfont à l'équation
i=rt
OÙ s = a?, -h ^2 -i- . . . -h ^rt.
En effet, faisons dans l'équation (2)
il vient
et Ton voit aisément que Téquation est satisfaite. Soit maintenant
où H = /iM4-a, d'où
^'^' = [s -('nV-f .)«■]"
il viendra
et, par conséquent, le premier membre de l'équation (a) s'écrira
fm{l^.-^) =/(S) iH^H+iO? = ,
Donc la fonction/(S), qui est une fonction holomorpbe, satisfait également à l'équation donnée.
11 en sera de même des fonctions
(3) K,/(S) -h Ki{x^ — Xt) -f- K8(a:, — a:,) -f-. . .•4-K,(j:, - .r»),
OÙ K|, Ks, . . . , K;, sont des constantes quelconques.
Corollaire I. — Parmi ces/onctions, il y en a une qui est représentée par une série dont les termes du premier degré se réduisent à x^ .
En effet, /(S) est représenté par une série dont le premier terme est S.
Si donc on fait dans l'expression (3)
K 1 = — > K} =:= Ks :=i . . . = Kjh = %
cette expression devient une série que nous appellerons f (a?), et dont les termes du premier degré se réduisent à x^.
Corollaire IL — Si M et a sont réels positifs, H et — n — seront réels positifs, et tous les coefficients de la série (f{x) sont réels et positifs.
Théorème III. — Si les hypothèses I et II sont satisfaites^ V équation ( i ) admet une intégrale holomorphe, et une seule, dont les termes du premier degré se réduisent à x^.
1^ Il existe une série, et une seule* qui satisfait formellement k l'équation (i) et dont les termes du premier degré se réduisent à a?,.
En effet, si une pareille série existe, on obtiendra le coefficient du terme en
en diff'érentiant Téquation (i) m, fois par rapport à o^i, •.., mn fois par rapport à cç„, et en égalant les x à zéro. Posons, pour abréger,
nn — ^ rL .
on aura
équation dont le second membre est une expression symbolique où Ton
convient d'effectuer la multiplication d*aprës les règles ordinaires du calcul et de remplacer après l'opération
Jl^t+V-t-*- • ■*^n\^
(X.K'(X.)?,..(X.)». par 5^^;5^;-:^
et de même pour/?^.
Donc on a
D(Xr/?r)= Xr-7 h 'w, •-^— D|2 -H m, -7— Dj-S -+-... -4- m« -1— D„z -♦- 2B.
Dans celle expression, D^U représente une dérivée partielle de U qui ne diflëre de DU que parce qu'une différenliation par rapport à â?/ a élé remplacée par une différenliation par rapport à x^j de telle façon que
dxr dx^^-^ rfjcy» dx'!^* . . . dx'S'^
Les B sont des termes formés d'un coefficient positif d*une dérivée de Xr d'ordre supérieur au premier et d'une dérivée de z d'ordre inférieur à m, -4- /7Î2 -}-•.. -h m„.
Si l'on annule les Xy X;. s'annule ainsi que ses dérivées du premier
ordre, excepté -j-S qui se réduit à X,.. On a donc
D{Xr/?r) = /n,XrD2 -f- 2B,
et Dz est donné par l'équation
2D(X./>,) = X.D« ou
(4) (m,>, -f- /iîî^4-. . .^- m,X,— X,)D2 -H 2B = o.
Si l'on connaît les dérivées d'ordre inférieur à celui de Hz^ celle équation permettra de calculer D2, puisque
m\ X| -f- nit'kx + . . . -f- /w„X„ — X| 5 o.
Donc, si l'on connaissait les dérivées du premier ordre, on pourrait calculer toutes les autres et l'on ne trouverait pour elles qu'une seule valeur.
Or les dérivées du premier ordre sont données par Téquation Sii>i,
pi=o;
si i=i, l'équation est indéterminée. On peut choisir pour/?, telle valeur que l'on veut, et, en particulier, on peut faire
Donc il existe une série satisfaisant formellement à Téquation (i), dont l^s termes du premier degré se réduisent à ^«, et il n'y en a qu'une.
a^ L'équation (2) admet également une série qui lui satisfait formellement et dont les termes du premier degré se réduisent à ^1, et elle n'en admet qu'une, car elle est de la forme (1).
Les coefficients de cette série sont donnés par les équations
(5) (m,-i- m,-i-. . .-h /Wi,— i)D3-+- 2B, = 0,
où les B, sont formés avec les dérivées partielles des coefficients des/? dans l'équation {2) comme les B avec les dérivées partielles des X.
Cette série ne peut être autre que (p{x); elle est donc convergente.
3** On peut former une équation auxiliaire qui soit de la forme (2) et qui nous aidera à démontrer la convergence de la série définie pa les équations (4).
Soit, en effet,
supposons que Ton ait toujours
mod. y ' '■ > K (R étant posîlK),
ce qui est toujours possible, d'après le théorème L
Supposons que les fonctions X|, Xs» •.., X„ restent holomorphes
quand les modules de a?i, a?2* •• t ^h restent plus petits que -(a étant
( 65 ) réel positif) et qu'en même temps les modules de ces fonctions X,,
Xa, . . . t X„ restent plus petits que -^ (M étant réel positif). Soit
L'équation
est de la forme (2); elle admet donc une intégrale holomorphe
dont les termes du premier degré se réduisent à^^ et dout on peut calculer les coeifîcients à Taide des équations (5) ou des équations
(S bis) K(m,-hma-h. . .-+- /w„— i)Dz'4- 2KB,=:o.
4^ Toutes les dérivées partielles de KX'^ d'ordre supérieur au premier sont réelles, négatives et de module supérieur k la dérivée correspondante de Xr.
5*" Les Hz' sont positifs et leurs modules sont plus grands que ceux des Dz correspondants.
En effet, supposons que cela soit vrai pour les dérivées d'ordre inférieur à celui de Dz : je dis que cela sera vrai également pour Dz.
En effet, soient B/ Tun des termes B, B,/ le terme B, correspondant :
• B/ = /iA{X.)A.(«),,
oîi A représente une dérivée d'ordre supérieur à i et A| une dérivée d'ordre inférieur à celui de Dz ; de même,
KBu=/iA(KX;)A,(2').
A|(z') est positif et de module plus grand que celui de ^i{z); A KX',.) est négatif et de module plus grand que celui de A(X;.). Donc KB|, est négatif et de module plus grand que celui de B,-.
Donc 2KB« est négatif et de module plus grand que celui de ZB.
De plus.
(66) est positif et de module plus petit que celui de
Donc
/?Î|).,H- HlîXa-f- . . .-h IH„X„— X|.
K ( /Hi -f- nu -t- . . . 4- fTln — I )
c'est-à-dire Dz' est positif et de module plus grand que celui de
c'est-à-dire de Ds.
Or la série
D2'^7«ji:7«.«.;rî-
DEUXIÈME SECTION
Des cas où l'équation proposée est de la forme
X,» X,» . • • » X;,, Z sont des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de â?i, â?,» . . • t a?^, jz» s'annulant avec ces variables et contenant des termes du premier degré par rapport aux x et^ z.
PREMIER CAS
Soit à intégrer les équations différentielles
Xi Xj
àXn
où Ton suppose les X indépendants de z et où les termes du premier degré de X,- s'écrivent
(67) Pour cela» nous envisagerons Féquation
où S est égalé à Tune des racines de Téquation
âCsi et}) "^ 9 dC]3 • • •
afin ai,.
âc«3
O^MS . . • âCm — S
Nous appellerons >,, X^, ...9X,, lesn racines de cette équation (16).
Hypothèse I. — L équation (16) n'a pas de racines multiples.
Hypothèse IL — Si Ton représente les parties réelles et imaginaires des X par les coordonnées de n points dans un plan, ces n points sont d'un même côté d'une certaine droite passant par l'origine.
Hypothèse IIL — L'un desX n'est pas égal à une fonction linéaire a coefficients positifs des autres X.
Lemme I. — Si l'hypothèse 1 est satisfaite y on peut ramener par un changement de variables V étude de l'équation ( 1 5 ) à celle d'une équation de même forme 9 mais où les termes du premier degré deX^^X^, . . . , X„ se réduisent respectivement à
c'est-à-dire à une équation de la forme (1 ). Soit, en effet, un changement linéaire de variables
X, = ^niXi 4- p^Xi + . . . -H (3i,« r».
Si le déterminant dea |3 n'est pas nul, on pourra écrire les équatiens (17) sous la forme
7i = yi.^iH-7.2J:*a +
jri=y2iX,-^ynXi-h
yn = 7*1 Xx -+- y«î:r, -h . . . -H y«,ir„.
Les équations
dxt doPt __ dr^ dz
\i A.3 Xji oZ
deviennent, après la transformation,
(la) rfr. __ dr, _ _ drn__dz
Les conditions pour que les termes du premier degré de lyu^i se réduisent à X,y, s'écrivent
yiiûf«i 4- yiïOCaj-f-. . . H- yi^ann ^ = ■* = Al,
y.« d'oïl
( «H — X, ) y,, -h a„yn H- ... -h «i«ym= o,
aiiiyiiH-airtyia-+- . . -H (ai,„ — X,)y„=o.
Ces équations, qui sont linéaires par rapport aux y^* conduisent pour ces variables à des valeurs différentes de zéro , car le déterminant auquel elles conduisent est nul, puisque X, est l'une des racines de Téqualion (i6).
La condition que les termes du premier degré de lyfdXiSe réduisent ^ XaJa permettrait de même de calculer lesy^/.
D'après un théorème connu, l'équation (i6) n'ayant pas de racines multiples, le déterminant des 7 n'est pas nul. Donc des valeurs des 7 on pourra déduire celles des ]â.
Donc ou aura pu choisir les coefficients du changement de variables (17) de telle façon que les conditions posées à l'énoncé du lemme soient satisfaites, c'est-a-^dire qu'après la transformation l'équation (i5) devienne
lyuXiÇi 4- lynXiÇ^ -*-...-+- lyniXiq„ = S* ou
(20) Y,7,-+-Y,ç,-H.. -hYngn=Sz,
OÙ
dz dz dz
et où les termes du premier degré des Y se réduisent respectivement à
^i/i> hXif •••> ^T«- c. Q. F. D.
Lemme II. — Si t hypothèse II est satisfaite pour t équation (i5), elle
l'est également pour l'équation (20), et réciproquement. Car l'équation (16), tirée de Téquation (i5), a les mêmes racines
que Téquation analogue tirée de l'équation (20).
Lemme III. — S'il existe une série y ordonnée suivant les puissances des X, qui satisfait formellement à l'équation (ï5), cette série satisfera formellement à l'équation (20) après qu'on y aura remplacé les x par leurs valeurs en fonction des y, et réciproquement.
Lemme IV. — Pour que V équation (i5) admette une intégrale holomorphe^ il faut et il suffit que V équation (30) en admette une.
Car toute fonction bolomorphe par rapport à n variables a?,, x^, . . . , â?x est également une fonction bolomorphe de n combinaisons linéaires de ces variables,
pourvu que le déterminant des 7 ne soit pas nul.
Théorème V, — Si les hypothèses I, II et III sont satisfaites pour l'équation (i5), cette équation admet une intégrale holomorphe différente de zéro.
En effet, dans ce cas, Téquation (20), qui est de la forme (1), satisfait aussi aux hypothèses I et If, c'est-à-dire aux hypothèses I et II de la Première Section. Elle a donc uoe intégrale holomorphe différente de zéro, d'après le théorème III. Donc, d'après le lemme IV, l'équation (i5j admet aussi une intégrale holomorphe.
PROBLÈME II
Pour résoudre ce problème, nous allons nous servir d'un théorème dont l'énoncé nous a été communiqué par M. Darboux.
Théorème VI. — Si les concUnons posées à l'énoncé du théorème Vsont satisfaites^ les équations
dxx _^ rfr» dx^
Xi Xj Xji
ont des intégrales de la forme
Ki Kl Ka
où les T sont des fonctions hohmorphes des x et les IL des constantes arbitraires.
En effet, considérons les deux équations
X, /;, -+- X, ^2 4- . . . -f- Xn ^n = il 2,
Soient
deux intégrales holomorphes de ces deux équations; la fonction
satisfera à l'équation
TV
c'est-à-dire que
A| ■-; h Aj T — "T- ..-HA» -3 — O,
axx aXi aXn
TV_TV
où K| et K2 sont des constantes arbitraires, sera une intégrale des équations
dxi dxi _j dxn
I Aj An
Théorème VII. — Si les conditions posées à l'énoncé du théorème V sont satisfaites, les intégrales des équations
dxx _ dxy dxn dt
(7î ) peuvent s'exprimer en égalant x^f X29 •••^ x„à n fonctions holomorphes en K| ^^1, K,/^», . . ., K„^^«, K, , K^, • . .^ K^ étant des constantes arbitraires.
Ed effet, les intégrales des équations (127) s*écrivent
d'où
Remplaçons dans T,, Ta, .••• T„ les x par leurs valeurs (17), puis résolvons les équations (28) par rapport auxj'; T^ Tj, . . ., T„ ne contiennent respectivement, en fait de termes du premier degré, que des termes en j',, jj, . . ., j^;,, et aucun de ces termes n'est nuL
Donc les équations (28) donneront les^ en fonction holomorphes àelL\t\'i'it\...,K\uK
Donc les x sont aussi des fonctions holomorphes de ces mémos quantités. c. q. f. d.
PROBLÈME I
DEIXIÈHE CAS.
Inéquation est de la forme générale
(39) X,/?, -f-X,/7,H-. ..-hX,/l, = Z,
mais les conditions posées à l'énoncé du théorème V sont remplies pour l'équation
dxx dxt axti dz
Théorème VIII. — L'équation (29) admet en général n -h i intégrales holomorphes.
En effet» les équations
dxi rf-Tj dx^ dz
x7"" xT x;~T
admettent, en vertu du théorème YI, des intégrales de la forme
Donc les valeurs dez, tirées des équations (3o) T, = 0, Ta==o, ..,, T„=o, T„+., =
seront des intégrales de Téquation (29).
Or, en generalf les quantités-^» -^i •••» — — ^ -^ — ne seront pas
nulles quand z et les x s'annuleront.
On pourra donc tirer des équations (3o), de «4-1 manières, z en fonction holomorphe des x. c. q. f. d.
PROBLÈME
Soit à trouver une intégrale z de r équation (29) qui se réduise à une /onction donnée ij^(/X| , /Xj, ...» ii„^i) quand on y remplace respectivement X| , â72» • • • » ^nP^^ dts fonctions données ô, , $2, . . . , d» rf<e fX| , fXj, . . . , fi„_< .
On suppose, comme dans la première Partie, que les fonctions ^, 0^, 0<tf . . o fin sont algébroïdes et s'annulent avec les [x. Reprenons les équations
07. =/ (Kt t\ K,t\ . . . , K,+, Z^-*'}, (3i) { Xt=fi{Kj\,K,t\ ...,K,^./^+«)»
Il faut, pour trouver l'intégrale, remplacer dans les équations (3o) z par tj;, x,,X2f ...fXn par 0|, 62. •••> 5«; et enfin/ par une nouvelle variable auxiliaire v analogue aux /x.
T«, Ta» ..., T„+, deviennent alors algébroïdes par rapport aux fx;
( 73 ) de plus
K, =v-\T,(a,,|tjLî, .. .,pt;_,),
Il faut ensuite remplacer dans les équations (3î) les K par leurs valeurs (32); on y posera ensuite
z, 0?!, iPo, . . ., œ„ s'expriment alors en fonctions algébroïdes de f;.<, jULo iUL„-o [J.];, fx^S . . ., fxî;*^' et s'annulent avec ces variables.
TROISIÈME SECTION
L'équation n'est pas linéaire.
Nous supposerons que, si l'équalion proposée s'écrit
si X,, Xj, .. ., X„. Z, P,, Pj. .. ., P„ sont les dérivées du premier ordre de F par rapporta x,, x^, . .., x„, z, p,, pt, . . ., p,„ l'équalion
( (X. + p,Z)^+(X, + ^.Z)^+... + (X, + />.Z)-^ ) ^ ' 'dp, ^ '^ 'dp, '^ 'dp.
satisfait aux conditions posées à l'énoncé du théorème V.
Nous supposerons que l'intégrale que l'on cherche se réduise k ^'(l^i» /^a»- '•> i^/i-i) quand on y remplace x^, x^^ ..., a^^parô^, ^j, ...» 9;,» et que, dans le même cas, p^^p^^ '"^ fn se réduisent aussi k des fonctions connues «,, «2, . . ., co;, de juif, /Xa, . . ., jX;,«^.
On peut toujours supposer que, quand /i|, jXg /Jt.„_i s'annulent,
coi, G)2, ..., O;, s'annulent aussi, car, s'ils se réduisaient à 7,, 72, ..., 7„, ou poserait
et l'on serait ramené au cas où les o) s'annulent.
Quand on fait .
Z = Xi = Xi = • . • := Xn ^^ p\ =^ p^ = • • . :^ pu ^ O,
on a
X,H-;?,Z = Xa + />,Z = ... = X, + /?«Z = P, = P,=...= P« = o.
Mais quand l'équation (33) satisfait aux conditions posées à Ténoncé du théorème Y, toutes ces quantités ne peuvent être nulles à la fois quand on donne à z^ aux x etauxp des valeurs suffisamment voisines de zéro et annulant F, c'est-à-dire que les équations
X, -h/?|Z = Xa-f-^iZ = . . . = X« -h /?»Z =0, P»=P, = ...=:P.=
sont distinctes, car, si elles ne Tétaient pas, le déterminant fonctionnel des premiers membres de ces équations par rapporta z^ /r,, x^^ ..., Xn^
Pif P2f '"f Pn serait nuK
Or Téquation qui correspond à l'équation (16) est formée en égalant à zéro un déterminant qui ne diffère de ce que deviendrait ce déterminant fonctionnel quand on y annulerait jz, les x et les/i, que parce que certains termes seraient diminués de l'inconnue S.
Donc, si le déterminant fonctionnel était nul, cette équation admet' trait une racine nulle. Donc elle ne satisferait pas aux conditions posées à l'énoncé du théorème V.
PROBLÈME IL
Les équations
dxt dx-i
dx» dz — dp^
_ -dp.
'~x.+pa
admettent, d'après ce qu'on a vu dans la deuxième section des intégrales de la forme
(34) T, =:Ki/^, T, = K,/S ..., Ti«+« = K,«+,/^+i,
OÙ les K sont des constantes arbitraires, t une variable auxiliaire, les X des constantes données, les T des fonctions holomorphes de js, des x et des/7 s'annulant avec ces variables.
(75) Ces intégrales peuvent se mettre sous la forme
\ Pi — Jn-h\9 Pi — /jH-»> • • • > Pu — /am
OÙ les/sont des fonctions holomorphes de K,/^s Kj/^», . .., Ka^+i/^*"-^* s'annulant avec ces variables.
PROBLÈME III
Soit à trouver une intégrale de
qui se réduise à quand on y fait
07, = 6, ( /Lt|, |Ltî, . . . , f/,_| ), • >
x„=fl,(p„/:jij, ...,|x»-,),
^ et les Q étant des fonctions holomorphes des |x s' annulant avec ces variables.
Quand on fait
X\ = {Jly X\ =^ "jj * ■ • > ^» ^— ^«>
les/ise trouvent assujettis à se réduire à certaines fonctions des fx : cO|, Ces fonctions sont déterminées par les équations
rfô JÔ. rfô,
o/Ai d^x a\kx rfS rfô, (/0,
-rî- =0)1 -T- -f-û)2 gr-
a/a, a/x, ajtx.
dOn
o/x, diJii
rfô rfÔ, rfe,
tf/X„-., ûffin-, rifX»-,
dSn 4-.. .H- ««-7 •
PREMIER Cas.
Les équations (37) donnent les q en fonctions algébroïdes des (i. Ce cas ne présente pas de difficulté spéciale, et Ton verra plus loin comment on le traite.
DEUXIÈME CAS
Les équations (37) ne donnent pas les « en fonctions algébroïdes des jtx.
Les deux membres de cbacune des équations (37) sont holomorphes par rapport aux fx et aux w. Donc, en vertu du lemme VI (P Partie), on peut en tirer les &> et les [i en fonctions algébroïdes par rapporl à /i— I nouvelles variables
et s'annulant avec ces variables.
Donc j3, les 6 et les &> seront algébroïdes par rapport aux v et s'annuleront avec eux. O.n est donc ramené au premier cas.
Exemple. — Un exemple fera mieux comprendre ce qui précède. Soit l'équation
Pl=p]'^pl'
Soit a trouver une intégrale de cette équation se réduisant à
f^î + f^î quand
I-.es équations (37) s'écrivent
3|LtJ =:û),(2/:jt, -hj;^,),
On ne peut tirer de ces équations les o) en fonctions algébroïdes des [i.
( 77 ) Mais posons
il viendra
3/Jl{ =V, (2fX, -h i^s),
d'où
S{3ii] — 2i/,,a,)'=v,c',(3a; — 2v.|7.,) -4- vj^,, 3(3/x;-~ v,/jt,)'= vî(3|7.^— V2/;xa4-v,/Xj),
équations qui définissent a, et /x^ en fonctions algébroïdes des v. De même, fjL^, julJ -+-fX2jx,, (J^Î-f-^J^a s'exprimeraient en fonctions algébroïdes des V.
CAS GÉNÉRAL
Dans tous les cas on peut donc supposer :
i*' Que les 0, |3 et les w sont algébroïdes par rapport aux |x;
2*^ Qu'ils s'annulent avec ces variables.
On peut toujours supposer que les équations de la forme
qui définissent les 6 par exemple, de même que celles qui définissent [i et les co» sont irréductibles, c'est-à-dire ne sont pas un produit de deux équations de même forme.
On remarquera que, pour un même système de valeurs des jj., /5, les et les o) sont susceptibles de plusieurs valeurs.
Soit
un système fixe de valeurs des jx.
Soit
p«» "l,Oï "3,0, •••» Vj|,o) W|,o, (tii.O) ••'» W||,D
un système fixe de valeurs de /3, des 9 et des ei>, tel qu'en substituant dans les équations (37), à la place de
f^i» f^a» •••> l^a—i9 p» V|, 72, •••» &ji> W|, COa, ..., Ci)rt, f^«»o> /'•i.éj • • ■> f^«»— 1,0» poj "1,0» W2^o> • • «1 wn,o> Wi,o> W»,o, • • •> W^,»>
ces équations se trouvent satisfaites.
Supposons maintenant que Ton fasse varier les jx d'une manière quelconque en partant du système fixe de valeurs
P-I,#) f^t,Of •••» ft»-i,»
pour aboulir au système quelconque de valeurs
Supposons que |3, les S et les &> varient d'une manière continue en même temps que les p. en partant du système initial de valeurs
Po> ^l,9f va,t, ..., dn,99 Wl,t>. &>!,#, •••> W||,»,
et qu'ils deviennent égaux respectivement a
(3*] bis) Pi, 9i,tf 6j,i, ..., ©n^i, û>i^», Wj,!, ..., W«,i
quand les [x. deviennent égaux respectivement à
Nous appellerons les valeurs (87 i«) valeurs correspondantes de /7, des d et des oj.
Pour résoudre le problème III» il faut d'abord remplacer dans les T
Z, X\f OCiy • • •> ^n» P\\ p^j • • • » Pn
par
P, 01, O7, •••, V», W,, Wj, •••» CPttt
il viendra
les ij' étant algébroïdes par rapport aux {x. Si Ton n'a substitué à z, aux 07 et auxj9, dans lesT, que des valeurs correspondantes de /3, des 5 et des o/y les équations qui définissent les 1^ sont irréductibles.
On* appellera système de valeurs correspondantes des ^ un système de valeurs de ces fonctions obtenu en substituant dans les T un même système de valeurs correspondantes de p, des d et des o).
Il faut ensuite, comme on Ta vu dans la Section précédente, remplacer dans les équations (35) les T par les ^ et / par fi^..
js, lès X et les p s'expriment alors par des fonctions algébroïdes
Si Ton a eu soin de ne donner dans cette substitution aux ^ que des valeurs correspondantes, les équations qui définissent z, les a? et les p sont irréductibles. On dira encore que des valeurs de z, des x et desp sont correspondantes quand on les aura obtenues par la substitution dans les équations (35) d'un même système de valeurs correspondantes des ip. Les expressions de z, des x et des p que l'on vient d'obtenir donnent-elles l'expression implicite de l'intégrale cherchée?
Pour que cela soit, il faut et il suffit que l'on ait identiquement
fl
dz dz dz
3^,-P" d7,-P" ■• ' dF„-P"
1^ Je dis que ces conditions sont remplies, pourvu que lés |x ne prennent pas certains systèmes particuliers de valeurs.
En effet, «i, wa^ •• •> »/*> ^, ^m ^a? • • -t ^« ne sont pas tous identiquement nuls. Il en résulte que, pourvu qu'on ne donne pas à fX|, J^2* •M p-n-i des valeurs qui satisfassent aumoinsà une relation donnée
on n'aura pas à la fois
On pourra toujours choisir les \k d'une infinité de manières, de telle façon que les modules de ^, des co, des Q soient aussi petits que l'on veut et que les jx ne satisfassent pas à
Dans ce cas, comme on Ta vu au commencement de cette Section, les
fonctions
X|H-/>,Z, Xj -f /?tZ, ...,X„-f-/>„Z
ne s'annuleront pas à la fois quand on y remplacera z^ les j9 et les x par p, les a> et les 0. Mais alors les fonctions J sont identiquement nulles, comme on l'a vu dans \qs Généralités [V^ Partie); les équations qui donnent z^ a?,, x^^ • . ., x^, p^, p2, » * •y Pn 6n fonction des jx sont
(8o) bien l'expression implicite de Tintégrale, et, par conséquent,
dz dz dz
Supposons maintenant que Ton donne à des valeurs qui annulent a la fois
et voyons si 'les expressions que nous avons trouvées représentent encore réellement Tintégrale cherchée.
Interprétation géométrique. — Supposons que Ton n'ait que deux variables indépendantes a?, et 0:2, et que, par conséquent, l'intégrale soit susceptible de représenter une surface S.
Il s'agit de déterminer la surface S de telle façon qu'elle passe par une courbe donnée C, passant elle-même par l'origine, et qu'en chacun de ses points sou plan tangent P soit tangent à un cône donné. Nous avons trouvé une expression de la surface S en égalant js, x^^ x^ h certaines fonctions de deux variables auxiliaires jj.| et fx,.
Si, donnant à /X| une valeur constante qui n'annule pas
Wl, 0)2, j3, Oly 6ij
on continue à considérer fXj comme une variable , ces expressions de z, 074, X2 en fonction d^, et jul^ définiront une courbe K^ passant par le point
qui est sur lâ courbe C et que nous appellerons m, et passant aussi par l'origine.
Nous avons vu que, si la surface S cherchée existe, la courbe K;„ en fait partie, et qu'effectivement, tout le long de cette courbe, la surface engendrée par les courbes K„ satisfait aux conditions de la définition de la surface S.
Supposons maintenant que (X| tende vers une valeur qui annule à la fois les &),* |3 et les 9, par exemple vers zéro, c'est-à-dire que le point m se déplace sur la courbe C en se rapprochant indéfiniment de l'origine.
Dans ce cas, ou bien /Xj restera fini, et alors z, a?, et X2 tendront vers
zéro, ou bien /x, augmentera indéfiniment et z, x^, x^ tendront vers des limites finies, c'est-à-dire que, quand le point m tendra vers l'origine, la courbe K^ se rapprochera indéfiniment d'une certaine courbe limite Kq.
Il s'agit de faire voir:
I** Qu'à l'origine, c'est-à-dire quand
|[X, = o, Uj^QO
OU quand
la surface engendrée par les courbes K;„ et par la courbe Ko satisfait aux'conditions de la définition de la surface S; 2^ Que le long de la courbe Ko, c'est-à-dire quand
fX, = 0, jUt, =00,
cette surface satisfait encore à ces conditions.
Hypothèse L — Supposons donc d'abord que les équations
soient distinctes, ce qui est le cas le plus général. Alors, pour que l'on ait
et par conséquent ^
il faudra que l'on ait
(a) |ui, = jùi, = |ùi3 = . '. . = |x„_, = o.
Donc, toutes les fois que ces conditions (a) ne seront pas remplies, on aura, si /x^^o,
dz àz __ dz ^
Hypothèse II. --On peut toujours supposer que les parties réelles des quantités X|, X2, ..., X2it+i sont positives, car on a supposé que, si a,-
et Pi soat les parties réelle et imagiDaire de X^» les points dont les coordonnées sont a/ et jS^ sont d'un même côté d'une certaine droite passant par Torigine, c'est-à-dire que l'on a, quel que soit i,
Aa,-4-Bp/>o,
A et B étant deux constantes réelles indépendantes de i.
Si les parties réelles des X/ n'étaient pas positives, on multiplierait Téquation F = o par A — iB.
X,, X,, .... lin+i deviendraient alors
(A-iB)X., (A-/B)X„ . ., (A-iB)X,,_^., dont les parties réelles sont
Aa, H- B^i, Aaa -!- Bj3„ . . ., Aa2»^.l -+- BPa,^.,,
et sont par conséquent positives.
Cas à examiner.
Le cas où Ton n'a pas
|Lt, = /ÙI3 = . . . = |Ul,_, = O
ou bien
ayant été examiné, il nous reste trois cas à considérer: :i? li„ = o; mais on n'a pas à la fois
fA|=f^2= . .. =^n-x =0;
3^ lin est fini et de plus
jtA, = |:X, = . . . rz: |ùt^», = O.
PREMIER CAS
Rappelons de quelle manière on a obtenu l'expression implicite de l'intégrale.
Dans les T» on a remplacé z, les œ et \esp par |3^ les 6 et les o), et
les T sont devenus égaux à des fonclioos ^ des |j., définies par des équations de la forme
où les A sont des fonctions holomorphes des /x s'annulant avec ces variables.
On a ensuite, dans les équations
remplacé les K,- par ^i et / par /X;,, et les T se sont trouvés définis par les équations
(38) Tr -^ A^,;j_,fxîiTr* + . • .-+- AVV5r-*^''T.-+- AiV7'* = «•
Il est clair que, si Ton annule ii^ ou si Ton annule les n — i premiers /x sans rendre /X;, infini» on annule les T, et par conséquent z, les X elles p.
Nous allons d'abord supposer que fi^ tende vers Tinfini en même temps que les autres /x tendent vers zéro.
Les équations (38) nous donnent une expression implicite de l'intégrale.
Dans les équations, les Â sont des séries ordonnées suivant les puissances croissantes des jx, de sorte qu'on peut poser
A=2x, ou
où Kf est une constante, ]3|, /S^, . . ., ^^^^ des nombres entiers. L'équation (38) pourra alors s'écrire
Supposons que l'on fasse le changement de variables
OÙ octy as, ..., a„^i sont des constantes dont les parties réelles sont positives et que l'on déterminera plus loin. L'équation (38) s'écrira alors
où et
0= ^ OCi -t- ^«2-+-.. .H g— an -I — ^i.
Remarquons que, dans cette expression «
sont réels positifs» tandis que ^i, «2» ... , a^,.,, X/ sont imaginaires.
On peut toujours choisir les quantités a^ as, ...» a;,.i de telle façon qu'un ou plusieurs des â soient nuls pendant que les autres ont leur partie réelle positive.
En effet, posons
a, = /i,a 4- i/r,, «a = Aja -+- //f„ ..., «««, = An-ia-h «A*»-.,, Ai = yîiH-iÇi, A3.= Tïj -+" 1Ç2, •••> AjiH-i = ^»+i "*" 'w+L
Dans ces expressions, A,, A2, ...» A;t~i sont des quantités positives et d'ailleurs quelconques, choisies arbitrairement; a et les k sont les inconnues qu'il s'agit de déterminer; les 10 et les Ç sont les parties réelles et imaginaires des X.
Dans chacune des équations (38) et dans chacun des coefficients A qui y entrent, prenons chacun des termes x ^^ considérons le â correspondant
— |7-ai-h^aa-+-...H j7- Ctm-i — Ai,
dont la partie réelle est
Vif |7-/«a-h...-i jT- /ln-i I — Tïj.
Considérons les diverses quantités
p. A. 4- p, Aa 4- . . . 4- p»-i A«-,,'
comme
Kfiw;
(85 ) ces quantités ne peuvent devenir plus grandes que
A étant le plus petit des nombres A,, A2, ...» A^-i ;
)3 étant le plus grand des nombres y^i, vjs» • • •» vjs/t-i-i ;
mi étant le plus grand des nombres m correspondant à chacune des
équations (38).
Il y aura donc une ou plusieurs des quantités (4o) qui seront plus grandes que toutes les autres.
PREMIER CAS
En général, il n'y en a qu'une. Soient
les valeurs correspondantes de on posera
P... A, 4- Pm A,-h . . . -h (3i,-,,./i«-, La partie réelle du $ correspondant sera
g (Pi,«Ai-+-(3a,«Aa-+-. . .-l-(3,_,,,A^,)a— yîo= o;
la, partie réelle des autres i sera et elle sera positive, puisque
. « = b /. . o il . r:5 Â — >
p.,. Al -4- pa,.A,-f- ... -h p«-,., A„_, -"^ p,A, -4- p,A, H- . . . + p„-, A^., Quant aux quantités k^^k^^ . . ., k^^^, on les assujettira à la condition
Ça étant la partie imaginaire du X dont >?o est la partie réelle.
Alors tous les d ont leur partie réelle positive, excepté celui qui correspond à p,,©, /Sa,©, . . ., i3„-i,o» >3o H- i^o* et qui est nul.
Si donc on fait la substitution (39) dans les équations (38), ces équations prennent la forme
( 38 bis) o = Xr -f- l]iTr' Kti -+-..• -hT/ A'(Oç(--iA. + aV'' ?«>,,
où les Â' sont holomorplies par rapport à la» Is» • • •« ^n-t et à diverses puissances de v, dont les exposants ont leurs parties réelles positives.
De plus, dans Tune au moins des équations (38 6<V), l'un au moins des Â' ne s'annule pas avec v, quels que soient les §.
DEUXIÈME CAS
Plusieurs des quantités (40) sont égales entre elles et plus grandes que toutes les autres.
Si le nombre de ces quantités n'est pas supérieur à /i — 1, il n'y aura pas de difficulté; mais, quel qu'il soit d'ailleurs, on pourra tourner la difficulté, comme on va le voir.
Égalons encore a à ce nombre positif, qui est égal à plusieurs des quantités (4o) et plus grand que toutes les autres. L'expression (4i) sera encore nulle pour les & qui correspondent à une quantité (4o) égale a a^ positive pour tous les autres. On posera encore
(4a ) ^ (Pi**! -+- P»*"» + ..--*- P—i*"»-. ) — ç.- == o,
où l'on donnera aux |3 et a Ç/les valeurs qui correspondent aux $ dont on vient d'annuler la partie réelle. Si le nombre des équations (4^) est
<;n — I ou = n — I,
on pourra choisir les k de façon à satisfaire à ces équations^ et, comme dans le cas précédent, les équations (38) seront ramenées à la forme (38 iw).
Si le nombre des équations (4^) est
on ne pourra plus choisir les k de cette manière, mais on pourra le
Taire de telle sorte que tous les d aient leurs parties imaginaires positives, excepté un nombre fini d'entre eux, que tous ceux dont la partie réelle est déjà nulle aient leur partie imaginaire positive, excepté un ou plusieurs dont la partie imaginaire devra être nulle. En eiïet, soit par exemple
La partie imaginaire d'un c^ s'écrit
Considérons d'abord ceux des $ dont la partie réelle est déjà nulle; pour l'un au moins d'entre eux. Ci est positif, sans quoi on changerait
V— I en —V— I ; donc, pour ^, =o, toutes les expressions (42 bis) ne sont pas positives; pour k^ positif et très grand, elles le sont toutes. On pourra donc choisir kt positif de telle sorte qu'il annule une ou plusieurs des expressions (4^ bis) en laissant les autres positives.
Considérons maintenant ceux des & dont la partie réelle est positive; il n'y en aura qu'un nombre fini pour lesquels
^ ^ le plus grand des g/X le plus g rand des K
et, par conséquent, dont la partie imaginaire peut être nulle ou négative. Tous les autres ^ auront leur partie imaginaire positive. Posons maintenant
Dans ce cas, les équations (37) s'écrivent
où
si $ = t-i" iî ,
5^ = (e 4- ie,) H- i(e, — 6g).
I® Pour un nombre fini des quantités d^,
(88) alors
a^ Pour un nombre fini des quantités c^,
alors
€ H- 6ei>o,
si 6> o.
3^ Pour un nombre fini des quantités â,
on pourra alors toujours choisir b positif et assez petit pour que
4"" Pour un nombre fini ou infini des quantités &,
e>o, ei>o; si 6>o,
En résumé, tous les d^i ont leur partie réelle positive, excepté un ou plusieurs qui sont nuls. Les équations (38) prennent donc encore ici la forme (38 bis), c'est-a-dire que les T sont fonctions algébroïdcs de la, la, ..•, Ç««,, de diverses puissances de |„ et de v^ dont les exposants ont leur partie réelle positive, et que tous les T ne s'annulent pas, quels que soient les |, quand V| s'annule.
CAS GÉNÉR^I
Dans les deux cas qu'on vient d'examiner^ les équations (38) ont été ramenées aux équations (38 bis). En résolvant ces équations (38 bis) par rapport auxn?, à 2 et aux/9, on trouvera
Ces équations donnent l'expression implicite de l'intégrale, pourvu que l'on n'ait pas
fit, = |uis = . . . = /x,^, =0 ou fx, = 0,
(89) c*est-à-dire pourvu que
v>o, ^,>o, Es^o, .... En^o.
Les équations (38 bis) montrent que, quand les ? tendent d'une certaine manière vers certaines valeurs différentes de zéro,
pendant que v tend d'une certaine manière vers zéro, les T tendent vers certaines valeurs finies et différentes de zéro,
et que, par conséquent, js, les x et les p tendent vers certaines valeurs finies et différentes de zéro,
'2'0» JCi,», X>,Of • • • I ^»,»> Pi,9% Pttt9 • • • > /^'♦i»-
Ces valeurs satisfont évidemment à l'équaiion
r ( Z«, ^i,a> ^J,D » • • • > ^n,9y Pt,»9 /'»,•» • • • > /^«.•j ^^ ^>
car F est une font lion continue de js, des x et des /?, et Ton a vu qu'on pouvait salisiaire à l'équaiion F = o en donnant à ces variables des valeurs aussi voisines que l'on veut de
^9y ^I,0> ^t,«i • • • > ^n,«J Pl.O» P^t^t • • • > /^Ji.»'
Il reste à faire voir que, pour
on a
ou que Ton peut prendre v et les ^ assez voisins de leurs limites pour que
OÙ les modules de s,, e,. . .*, t„ sont aussi petits que Ton veut.
Hz dx,^
dz
Or on a
dz
P'=d^: P' = toutes les fois que
Considérons un instant v, la» Ij |„ comme des fonctions holo-
morphes quelconques d*une variable t qui tendent vers
quand /tend vers zéro.
Remarque. — Remarquons qu'on peut toujours supposer que, pour / = o,
dz dxx dxi dxn
di' W It "rfT
ne tendent pas vers l'infini. En effet, un desT est donné par l'équation
(39) T'--+-A«^,ï'"-'H-...-4-A,ï-+- Ao=o,
où les A sont des fonctions holomorplies de diverses puissances de t dont les exposants ont leurs parties réelles positives. Si To est la valeur de T pour / = o, on aura
(T - T«)'"-+-B«-,(T - Tor-'-f-. . . -f- B,(T - To) -h Bo= o,
où les B sont de même forme que les A.
Soit /'^N^'^») celle des puissances de t qui entre dans le développement de B,„_K et dont la partie réelle est la plus petite. Si tous
les a,i sont plus grands que i, — -— * tend vers zéro quand t tend vers
zéro; or on peut toujours supposer que tous les a^ sont plus grands que 1, car» si cela n'était pas, on poserait
X étant un nombre plus grand que tous les-j^^ et Ton aurait où Xa^ > I .
(9' ) Donc on peut toujours supposer que pour / = o on a
dT et par conséquent
dt ~
ds
dxx dx.
dx„
dt ~
dt dt
dt °
Cela posé, soient /« une valeur quelconque de /; z^, ^1,1,^72,0 ■ . ., J7»,i les valeurs correspondantes de z et des x; on aura
Jr^'jjdxx dxi dxn \
[ '^'[-drP'-^-dt'P'^--^-dtP''y
Cette intégrale existe, puisque les quantités sous le signe/ restent finies.
Or on peut prendre ^, assez petit pour que />i, ^2« -- >* Pn soient aussi voisins qu'on voudra de /?i^o» /'2.0» • • • • Pn.o- Donc
les modules des £ étant aussi petits que Ton voudra, c'est-à-dire
Zi— -20= (/>!,• -^ fiiK^M — ^i.p) -h. . .H- (/?ji,oH- Bn](x„,i — X„,c)'
OEUXIÈMB CAS.
|UL,, ji.2, . . . , fx„_, ne sont pas nuls à la fois (fx,, = o). Dans ce cas, les équations (38) démontrent que lesT s'annulent, et par conséquent aussi z^ les a? et les/?. Je dis que l'on a en même temps
dz dz dz
dxt dxt dxn
Pour cela, il faut faire voir que, quels que soient les /i — • 1 premiers p. on peut prendre ii„ assez petit pour que
z = Çi Xi -4- ^iXi -+- . . -I- Çn<^«9
où mod.Ç, <£<, n)od.Ç2<€a, ...» mod.Ç;,<6„, s,, £2» •••♦ £« étant aussi petit que Ton veut. Or on a
f, ( dz dx, dz dx, dz dxr\ . , .
^\dxx 'dyïn dx, dfjt.^ ' ' ' dx„ dix»)
OU, puisque, toutes les fois que fJ!.«<o,
dz dz dz
d'où
dxi
d^ln
Or, on aura pu prendre p.„,o assez petit pour que, fi„ variant depuis zéro
jusqu'à [kn.o (de manière que son point représentatif décrive une ligne
droite), on ait
mod.^,<<€,.
Dans ce cas, on aura
X***'* dxi
dfJi^Pi -^ = ZiXi, [ mod. Ç, < £, ) ,
d'où
=1 ZLiXi. C. Q. F. D
TROISIÈME CAS
|:jl, =: ^, un . . . — a,,_, = 0, |:x«> 00
En ce cas, les T sont nuls, ainsi que les a;, z et les p; je dis que
dz dz dz
dxt dXi dxn
(') roir la remarque de la page suivante.
En effet, il suffit de faire la substitution (i^g) pour être ramené au cas précédent.
Remarque. —'La démonstration précédente (deuxième cas) suppose
fisc fl3C fl JC
que n-^j ^? ...» ^- sont finis. Or on peut toujours le supposer, ainsi qu'on Ta vu pour le premier cas.
Vu et approuvé :
Paris, le 17 juin 1879.
Le Doyen de la Faculté des Sciences,
PROPOSITIONS DONNÉES PAR U FACULTÉ
Démontrer qu'un ellipsoïde à trois axes inégaux peut être la forme d'équilibre relatif d'un corps fluide homogène tournant autour d'un axe d'un mouvement uniforme et dont les molécules s'attirent en raison directe des masses et en raison inverse du carré des distances.
Vu et approuvé :
Paris, le 17 juin 1879.
Le Doyeu de là Faculté des Sciences ^
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