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INTRODUCTION
Le problème de l'intégralion des éciuations aux did'ércnces partielles a été abordé dès le siècle dernier par les géomètres; mais ce n'est (iii'aii commencement de ce siècle qne Caucliy el Jacoi)i sont parvenus à ramener complètement l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre à celle des équations ilillerenlielles ordinaires.
Toutefois la question n'était point épuisée, car ce dernier problème, l'intégration des équations aux diflérenlielles ordinaires, elail loin d'être résolu. L'existence même de l'intégrale n'était pas dénionlrée d'une manière rigoureuse.
Cauchv aborde ce nouveau problème, et, dans le Tome XIV des Comptes rendus des séances de i Académie des Sciences f\^. 1020-102^). il imagine pour le résoudre un nouveau mode de calcul <|u'il appelle ra/fw/ des limites, el il démontre que les é(iuations diiïérenlielles ordinaires admettent une intégrale; il définit complètement cette iiilcgralc, ou plutôt un élément de cette intégrale, en montrant qu'elle peut se représenter en général par une série ordonnée suivant les puissances croissantes de la variable et convergentes dans de certaines limites.
C'est donc une intégration complète, mnis qui ne nous fait pas connailre la valeur que prend la fonclion cliereliée quand on donne à celte variable une valeur quelconque, mais seulement quand le module de celte variable reste plus petit qu'une quantité donnée.
Dans le Tome XV des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, il applique les procédés du calcul des limites d'abord aux équations linéaires aux différences partielles du premier ordre (p. 44-58), puis à un système quelconque d'équations aux différences partielles d'ordre quelconque (p. 85-ioi).ll recberche quelle est l'intégrale de ces équations qui est assujettie à se réduire, quand l'une des variables s'annule, à certaines fonctions données des autres variables indépendantes, et il démontre que cette intégrale peut encore, en général, se représenter par une série ordonnée suivant les puissances croissantes des variables.
Enfin, dans le Tome XVI (p. 072), il recliercbe comment on devrait aborder le problème quand l'intégrale particulière que l'on étudie est assujettie ii d'autres conditions qu'à celle de se réduire, quand l'une des variables s'annule, à certaines fonctions données des autres variables.
\),\n> le cas le plus général, le problème qui nous occupe a donc été complètement résolu parCaucby.
Il a été depuis repris par deux géomètres. Dans une Tbèse inaugurale, insérée dans le Tome 80 du Journalde Crelle (p. i et suivantes), M"" de Kowalewski a démontré de nouveau .des ibéorëmes déjà trouvés par Caucby; enfin M. Darboux en a inséré une démonstration nouvelle dans le Tome LXXX des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences ^p. 101). Toutefois, il existe encore des cas où le théorème de Cauchy ne peut pas s'appliquer et où l'intégrale soit d'une équation dillërenlielle ordinaire, soit d'une équation aux différences partielles, ne peut se représenter par une série convergente ordonnée suivant les puissiinces croissantes des variables.
Pour les équations différentielles ordinaires, ces cas exccj)lionnels ont été étudiés par MM. lîriot et Bouquet, dans un Mémoire intitulé Mémoiresur les fonctions définies par les équations différentielles et inséré dans le Tome XXXVl du Journalde l'École Polvtec/mique.
Mon but, dans ce travail, est d'étudier de même, pour les équations aux différences partielles du premier ordre, les cas exceptionnels où le théorème de Cauchy ne s'appli(|ue plus.
Ces cas sont de deux sortes : ou bien la dilficullé provient, non de la forme même de l'équalion proposée, mais de la manière dont est définie l'intégrale parliculière que l'on étudie; ou bien elle est due à la forme de l'équation proposée. De là la division naturelle de ce travail en deux Parties. La première est destinée à l'élude des exceptions de la première sorte et nous amènera 'a reconnaître que l'on peut obtenir l'expression implicite de l'intégrale en égalant à zéro certaines fonctions des variables de l'intégrale et de ses dérivées du premier ordre, et que ces fondions peuvent se représenter par des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de ces quantités.
Dans la deuxième Partie, on étudie la seconde sorte de singularités; mais je n'ai pu arriver à des résultats que quand certains coedicienls satisfont à certaines conditions de signe, et j'ai été obligé de laisser de côté les cas où ces conditions ne sont pas remplies.
Avant d'aborder le problème qui est l'objet principal de ce Mémoire, j'ai dii étudier, dans des lemmes préliminaires, quelques propriétés générales des fonctions, et, en particulier, recbercber ce qui se passe quand on ne peut plus appliquer les théorèmes de MM. Briot etBou(juet. relatifs aux fonctions définies par des équations dont le second membre est zéro, et le premier membre une série ordonnée suivant les puissances croissantes des variables et des fonctions cherchées.
IJ•:.^iMI■^ PUKLIMI.NAIHKS.
On sait (ju'une fonction z de n v^iriables x,, x., x„ 'ou plutôt
un élément de cette fonction) est dite Iiolomorphe en ^, — a,, jtj — a^. . .., x„ — c/.„ quand on peut la représenter dans une certaine étendue par une série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes dear, — a,, a^j — «2, . • • , x„ — a„ ' (/.f, </..,, . . . , y.„ étant des constantes donnéesj.
Pour que cela ail lieu, il faut et il sullit que la fonction z reste finie, continue et monodrome quand les modules de a;, — a,, oTj — c/.,^ .. , x„ — y.„ restent plus petits que certaines quantités données.
Théorème de MM. Bi'iot et Bouquet.
MM. Briot et Bouquel ont démontré que, si p fonctions ;,, Co, . . . , -^, de n variables x^, x», ..., x„ sont définies par p équations dont le second membre est zéro et les premiers membres sont p fonctions holomorphes en z^ — p,, ^2 — ^2^ ••. ^p — |3/„ a:, — a,, a-j — «2- •••' ^« — ^« les y. et les ^ étant des constantes), si ces p équations sont satisfaites quand on fait
i, =[3|, 2: = |3î, ..., Zp=:P)f,, X, = a,, Xi =^ «3, ..., X,, = «„,
si pour le même système de valeurs le déterminant fonctionnel des premiers membres des p équations par rapport aux p fonctions z n'est pas nul, les p fonctions z ainsi définies sont holomorplies en x^ — a,,
Jo ferai dans la suite un fréquenl usage de ce théorème, et je m'en servirai en particulier pour démontrer les lenimes qui vont suivre.
Définition. — Nous dirons qu'une fonction z de n variables x,,
x„ x„ est algébroïde de degré tyi en Xf — îf, , x.^ — 'y.^, . • ■ . x,, — c/.,,
(juand elle satisfera à une équation de la forme
où A,„_,, . .., A,, Ao sont des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de a:^, — a,, x^ — y.j, . . . , x,, — ry.,^, (|ni restent convergentes quand les modules de x^ — a,, a:, — «a, . . . , x^ — v-,, restent plus petits que certaines quantités données et qui s'annulent quand
Xi = a,, Xj = a,, ..., Xn^^Xi,.
Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que
Nous pouvons toujours le faire, car, si cela n'était pas, on ferait
X, =/-,-)- j;,, x,=zy.,-ir y.j, . ., jr„ =:_;•„ -h x,,, 3 = ^,-4-3,
et avec ces nouvelles variables on serait ramené au cas où les v. cl [j sont nuls.
Le M. ME I. — 5V une fonction z est algchroïdc de degré m en x,, x.,,
. . . , x„, et que l'on y remplace Xf , x^, . . ■ , .r„ par des fonctions liolo-
morphes en t s' annulant quand l = o, la fonction z est dèveloppable en
une série convergente dans une certaine étendue et ordonnée suivant les
puissances croissantes de f, p étant un nombre entier tel que
En effet, reprenons ré(jiialion
z'" — A„_, z"-^ -T- • . . -t- A, z -i- Al, r^ t>.
Remplaçons dans celte écjuation
par certaines fonctions
Iiolomorplics en / et s'anniilant avec cette variable. Le- A ileviendrunt
des fonctions holomorplies en t et s'annuleront poui' t o, puisipiils
s'annulent pour
ar, = Xj =^ . . . ^ ar„ = o.
La fonction z devient ainsi une fonction de t susceptible de m valeurs. Quand on fera varier t de telle manière que le point qui représente sa valeur ima;;inaire sur un plan déclive un tonldur autour du point / = <), il y aura /) de ces m valeurs qui se peiiimteront circu-
lairenient comme les /; valeurs de t'\ Il est évident (lue.si l'on donne à - une de ces/? valeurs comme valeur initiale et (ju'on fasse décrire
à / un chemin tel que li" revienne h sa valeur primitive, :; reviendra aussi à sa valeur initiale. De plus, z conserve une valeur finie quand le module de t reste inférieur à une limite donnée, et, étant une fonction
continue de t, est aussi une fonction continue de f.
Donc z est liolomorplie en t' \ et il est d'ailleurs évident que
<ni. c. y. F. D.
( 6 ) Dans les deux lemnies qui vont suivre, on considérera une fonction z <le n variables a-,, cc^, • . . , x„ définie par une équation
Of s ) =: O,
dont le premier membre ç(s) est une série
Ao +A,2 + A,3=-h. . .
ordonnée suivant les puissances croissantes de :; el dont les coefficients Ao, A|. ... sont des fondions liolomor[)hes en x,, x^ x„.
On supposera que, quand on fait dans les A
on ait
Lemsie h. — // existe m fondions z qui satisfont à la définition précédente et qui tendent vers zéro quand x^, x^ x„ tendent vers zéro.
En effet, soit Oa{^) ce que devient ç)(c) quand on y fait
Xi ^ .Tj = . . . = r„ = O.
si l'on représente les parties réelle et imaginaire de z par les coordonnées d'un point dans un plan, on pourra toujours tracer dans ce jilan un cercle C ayant pour centre le point = = o et dont le rayon R soit assez petit pour que ©0(2) ne s'annule pas à l'intérieur de ce cercle, si ce n'est pour 2 = 0. Ceci posé, il est évident que, si l'on prend l'intégrale
le long d'un cercle quelconque C,, concentrique à Cet de rayon R, < R, celte intégrale sera égale à ^inm.
Soit maintenant 91(2) ce que devient o[z) quand on donne à x,, X2, •••, x,i cerlaines valeurs déterminées différentes de zéro. On peut toujours prendie les modules de ces valeurs déterminées assez petits pour que :
1" ç, [z] diffère aussi peu qu'on veut de ^0(2);
2" 9', (z) diffère aussi peu qu'on veut de 90(2);
30 îiiii diffère aussi peu qu'on veut de ^'^!;
(7) f\° Enfin pour que | "^^dz prise le long du cercle C, diiïère aussi
peu qu'on veut de 1 "^ ° ~_ dz prise le long du même cercle, c'està-dire, puisque celte intégrale est toujours égale à 2/- multiplié p;ir un nombre enliei-, pour qu'elle soit égale à lir.m.
Donc on peut toujours prendre les modules de a-,, j-, x„ assez
petits pour que ■p,f^) s'annule m fois dans l'intérieur du cercle C,, quelque peut que soil le rayon de ce cercle.
Donc il existe m fonctions ::,, z^, ..-, z,„ de .r,, .r..,, ...,.r„ qui
annulent la fonction ç (:;j et (|ui tendent vers zéro quand x,,Xn cc„
tendent vers zéro. c. o. f. d.
Lemme m. — Les m fonctions z,, :.,, ...,-,„ sont algehroïdes de degré m en X,, x, r„.
En effet, les m fonctions z,, z^ :;„, sont définies par les m équations
(1) 9Jz,) = o, o[z,]^^o, ..., o[z„)z^o.
Je vais d'abord remplacer le système (i) par un autre système éijiii • valent. A cet effet, je poserai
Je poserai en outre
9[Zi\nizA
Il est clair que le système [t.] B, = o, B, = o, B,„=o
est équivalent au système (i).
Les B sont symétriques par rapport à -,, z.., — "■,«• ^^ plus, ce sont (les fonctions entières par rapport à ces variables. En effet, les (lénoininaleurs /,{^i) ne contiennent que des facteurs de ia forme 3,— c^ et ne contiennent ces facteurs qu'à la première puissance. Donc les B seront égaux aux quotients de fonctions liolomorphes en z,,
ïo, . . ., ::,„, X-,, a-.,, ar„ par le produit de tous les facteurs tels que
z^ — z^. J'aurai donc démonlté que les B sont eux-rnémes des fonctions
liolomorphes en z,, z.^ :,„, .r,, .i\,, . . ., .r„ si je fais voir qu'en les
multipliant par -, — z,, et faisant c, = z/^ on les annule. Or cela est évidenl, car, lesB étant symétri(]ues par rapport à z^ et à z/,, B(s, — z,,) change de signe quand on change s,- en z^ et z/, en :;,. Donc il s'annule quand s, -- z/,. Donc les B sont liolomorphes en .r,. .i\, .... .ï„, en z,, ;., :;,„ et symétriques par rapport à ces m dernières variables.
Posons
Ces ni nouvelles variables s'annuleront en même temps que les z.
De plus, on sait que tout polynôme entier symétri(|uc par rapport aux z et de degré /> est un polynôme entier en
S,, S2, .... S,,, si /^<wi,
cl en
Si, Sj, . . . , S,„, si j>^ m.
Donc les B seront des fondions ludoniorplics en S,, S^, .... S,„, x,, X.,, ..., .r„.
Les S sont donc définis en fonction des .r par m équations dont le second membre est zéro et les premiers membres sont des fondions bulomorphes en S,. S,, .... S,„, x,, x., .. . .r„ qui s'annulent quand
Donc, en vertu du tliéorènie de MM. Briol et Bouquel, les S tueront bolomorplies en x,, .i%, . . . , a-„si le déterminant fonctionnel des H par rapport aux S ne s'annule pas quand
S, = S, = . = S„, = a-, = Xj = . . . = jr„ = o.
Il iaut donc calculer le déterminant funclionnel des 15 par lapporl aux S pour ce système de valeurs, et pour cela calculer, toujours pour les mêmes valeurs des variables, les dérivées partielles
1° Si k < m — p -^ \ ,
En effet, si dans sic; on fait
o{z) devient
De même on a, quand les.i- s'annulent.
Le premier terme est bomogène et de degré m - p -'r i par rapport aux ;:, le second liomogène et de degré m — p -h 2, etc.
Donc, si l'on exprime maintenant les B en fonction des S. le premier terme de Bp dans le développement (3) donnera un terme en S,„_^^, et des termes formés par le produit de deux ou plusieurs des S* tels que k<^ m — p + \, mais il ne donnera pas de terme en S/,(/f < m— p + \} et indépendant des autres S. Les termes suivants du développcmeiil 3 ! n'en donneront pas davantage pour les mêmes raisons.
( lO )
DoncB,,, développé en roncliondesS,ne contiendra pas de terme en S/,. Donc
—rr = o.
Donc le déterminant fonctionnel des 13 par rapport aux S se réduit, au signe près, au produit des
1! suftit donc, pour faire voir que le déterminant n'est pas nul, de montrer qu'aucune de ces dérivées partielles ne s'annule.
Pour calculer -r- — —-■, reportons-nous au développement ' 3) et cher-
chons d'où peut provenir, dans le dévelojipement de BpCn fonction des S. un terme enS,„_^+,. Il ne |)eut venir que du premier terme du développement (3j, que nous appellerons pour abréger T,,, car les termes suivants de (3) sont iiomogènes par rapport aux z et de degré supérieur à m ~ p -h I .
Il suffit donc de s'occuper des termes provenant de T,,; on a
5 étant une fonction de S,, S,, . . . , S,„^pqui s'annule avec ces variables, et c'est v.p qu'il s'agit de calculer. Comme Up est une constante indépendante des s, il suffira de calculer sa valeur en donnant aux z des valeurs qu<'l('onqucs, par exemple les racines de l'équation
Tous les S/, sont nuls, et S„
.^,^, = m -~p -r I . Donc
Or, on a
:iT.l, = r
cette intégrale étant prise le long d'un cercle de rayon suffisamment grand. En effet, le résidu de la fonction sous le signe/ par rapporta la racine c = s, est
La somme des résidus de celle t'oiielion esl donc la somme de ces (luanlilés, c'est-à-dire ^-- Or, dans le cas particulier où nous nt)us sommes placés,
/^(v' — C;;, i'" ''. oh C','„ ~ m m ~ i . ni -- p -*- \\ Donc
La première inlégrale est nulle; en ce ([ui concerne la seciuide, la l'onclion sous le signe /est dévelop|)al)le puisque le rayon du cercle le long duquel on prend l'intégrale esl 1res grand) en série ordonnée
suivant les puissances croissantes de - et don! le premier lerme est -• Ce premier lerme donncia une inlégrale lir., les autres une inlégiale nulle. Donc
Cf„?.„, m — p -T-
Donc les Up ne sont pas nuls; donc le déterminant fonctionnel des H par rapport aux S ne l'est pas non plus; donc les S sont des Ibnclions liolomorplies en x,, x.,, . . ., a„.
Les m valeurs de =, à savoir ;,, Zo, ..., z,„, satisfont à une éiiualion
où les A' sont des polynômes entiers et symétriques par rapport à :;,, s,, .... z,„; ces polynômes sont donc aussi des polynômes entiers
par rapport a S,, S., S,„. cl par conséquent des fondions liolo-
morphes en c,, x^, ■• . x„.
C'est dire que les m valeurs de z sont algébroïdes de degré m en .r,, Xn, . ., x„. *■■ 0- '"• '*•
La démonstration précéJente suppose que Téquation
n'a pas (le racines multiples; mais il est facile de l'étendre à ce cas d'exception.
Soient encore, en efiel,
où ;,, jj, ..., z,„ représentent pour un instant des quantités quelconque?, et soit encore
f{v) et Z^/'c) sont des polynômes entiers par rapport à v et aux S. Soit mainlenant
cette intégrale étant prise le long d'un cercle de rayon assez petit pour que-fci soit convergent ponr certaines valeurs des a; et assez grand pour contenir lesw racines de réf|ualion
pour ces mêmes valeurs des x.
Supposons, de plus, qu'on ne donne à z^, z.,, . . ., z,„ que des valeurs dont les poinis représentatifs soient compris a l'intérieur de ce cercle.
Cela est toujours possible.
Celle intégrale est une fonction continue des S et des .r, el l'on a vu que dans le cas où tous les z sont dilïérents, c'est-ii-dire oii les S ne prcnnenl pas certains systèmes particuliers de valeurs, cette intégrale se réduit à une fonction liolomorplie des S et des x. Il en est donc encore de même dans le cas où les :: cessent d'être tous différents.
Pour exprimer que les r se réduisent aux m racines de ré(|iialiou
en tenant coin|)le de leur degré de multiplicité, il faut encore écrire
que les B^ sont nuls, c'esl-à-dire qu'il faul égaler à zéro les mêmes Ibnelioiis liolomorplics des S et des x que dans le cas où il n'y a que des racines simples, c'est-à-dire que la démonstration précédcnle s'appliciue.
(lonoLL.viP.E I. — 5/ '^ est une fonction algc'hroïde en z. x,, x.,, . . ., x„ telle, qu'une de ses valeurs s'annule quand on a à la fuis
mais qu'aucune de ses valeurs ne s'annule, quelque soit :, quand on a
à la /ois
a:, = ar, = ...=: T„ = (),
si z est défini en Jonction des x par l'équation
z est une Jonction algébroïde en x,, x.,, . . ., x„.
En effet, la fonction o, étant algébroïde en ;, r,, r,. . ., r„, est donnée par une équation
OÙ les A sont lioloniorplies en :;, x,, x.,. . . ., x,,. L'eiiualion 0 — 0 est donc é(|uivalenle à ré(]ualion
Mais Ao est une fonction lioloinorphe en z, x , x„ qui s'annule
quand toutes ces variables s'annulent, puis(|ue o s'annule dans ce cas. mais (|ui ne s'annule pas, quel que soit z, (juand tous les x s'annulent, puis(iue p ne s'annule pas dans ce cas.
Donc A|) contient un on plusieurs termes contenant uni; puissance de z et indépendants des x.
Si -'" est celui de ces termes dont le degré est le moins élevé, on retombe sur le cas étudié dans le lemme précé.Ient, et z est une foni:lion algébroïde de degré m en ,r,, ,î% r„. c. o. f. d.
Omor.r. viiu: II. —Si, dans une fonction Itolomorplic V en .i',, .r^, . .., .*•„, on substitue à la place de ca variables n fonctions 0,, o^, . .., o„ de pra-
7uihles noinellcs Y,,J'2, . ■ ., fp, algébroides par rapport ày,,y., . . ., Vp et s' annulant a^ec ces imiiahles, la fonction V decient une fonction algébroïde en r, , Vo y p.
En ciïel, les funciions y,, On y„ sont respectivement susceptibles
lie /»,, //?,. ••' fn,, valeurs diiïérenles. En substituant dans F un svstènie quelcDnijiie de ces valeurs, on donne à celte fonction
nu nh . . ■ m„:=- M valeurs dillerenles. Soient ¥,,¥n F„ ces valeurs. Les fonctions
sont lioloniorplies par rapport aux diflérentes valeurs de ç,, o.,, .... o„. De plus, elles sont symétriques par rapport aux diflérentes valeurs de Çi, aux différentes valeurs de o.^, etc.
Donc, en appelant 8,^ la somme des ^y'»"^ puissances des diverses valeurs de 9,, S,^ la somme des/j"™" puissances des diverses valeurs
de fo. les fondions \ F* sont bolomorplies [)ar ra|)porl aux S, c'est-àdire (puisque les S sont bolomorplies par ra()port aux y) bolomorpbes par ra|)port aux 1'. C'est dire que la fonction F elle-même est algébroide en j, , Vj, ...,jp. c. g. f. u.
Lljime IV. — Si p,, (p2, ■ ■ -, Op sont p fonctions holomorphes en
:,, z^, .... Zp, or,, .T., œ„, si ces fonctions s'annulent c/uand on
annule tous les z et tous les a:, si les équations
restent distinctes quand on atinute tous les .r, si l'on définit les z en Jonction des X par les équations
les p fonctions ainsi définies sont algébroides.
( '5 ) En efTet, supposons /j = 2 pour fixer les idées; z, et z., sont alors définis par les équations
9, ^^ o, tp-, = o;
5, et 3, ne peuvent s'annuler identiquement tous deux quand on l'nil
car alors les équations
cesseraient d'être distinctes quand on annulerait tous les x et se réduiraient toutes deux à
Supposons que ce soit ç, qui ne s'annule pas identiquement quand
OU pourra ^Lemine III et Corollaire I^ tirer di;
= , en fonction algébroïde de s,, x,, x., x„.
Substituons cette valeur de z, dans Çj; celte fonction deviendra algébroïde en Sj, x,, x.,. . . . , x„ 'voir Lemme III, Corollaire JT. L'équation
a donc un premier membre algébroïde en z.,, x,, x., -r,, et qui s'annule avec ces variables. De plus, s, ne s'annule pas, (juel que soit z.,, quand x,, x^. ■ ■ , r„ s'annulent. Ce serait dire que les équations
cessent d'être distinctes quand les x sont nuls. Donc r, est défini par l'équation 92=0 en fonction algébroïde de x,, x^, . . . ,x„. Il en est de même de z,, puisque rien ne le distingue de Zo. Le lemme est donc démontré.
Remarque. — On remarquera que dans le Icmmc précédent on est
( 'G ) obligé de faire une restriclion, puisque l'on suppose que le? équations
O, = Oi = . . . = '^,^ ()
restent distinctes quand les .r s'annulent.
Les deux lenimes qui vont suivre ont pour but d'examiner ce qui se passe quand celte condition de restriction n'est pas satisfaite.
Lemme y. — Si une fonction z est définie en fonction de x^,X2, ■ ■ , x„par une équation
dont le premier membre est une fonction holomorphe en z, x,, x^, . . . ,x„
s'annulant mec ces variables, on peut exprimer z, x,.x.j x„ par des
fonctions algébroides de n variables auxiliaires a,, u..^. .... 'i.,, s'annulant avec ces variables.
En effet, toutes les dérivées partielles de ç ne sont pas nulles, sans quoi cette fonction serait identiquement nulle. Supposons que toutes les dérivées partielles d'ordre m ne soient pas nulles, mais (jue toutes les dérivées d'ordre inférieur à m le soient.
Si parmi ces dérivées d'ordre m qui ne s'annulent pas se trouve
-^) par exemple, on pourra exprimera:, en fonction algébroïde de :;, et alors il suffira de poser
pour satisfaire à l'énoncé du lemme Si l'on a, au contraire.
(in posera
r/'"o (hz) (/"'o
dz'" itx'l' ' ' dx"l '
( '7 ) On pourra toujours choisir les ). et les a de Icllc sorte que leur déleriiiinanl ne soit pas nul etfju'après la sukslitulion
On aura alors r„+, en fonction algébroïde dey, . n. .... }•„,
r.H-.=/,'.>"...n, • ••..)•», et il suffira encore de poser
ri = jJ;; j:= y.2, . . . , )■„— y„, z ^^ y }.iUi ~ '/.„+, J V.,, a, a„\
pour satisfaire à l'énoncé du lemine.
Remarque. — Il faut remarquer que celte nouvelle manière de définir la fonction :; ne nous en fait connaître qu'un élément plus restreint que ceux que les lemmes IIF et IV nous permettaient d'étudier. Dos fonctions algébroïdes définies par ces lemmes nous connaissions un
élément limité par ces conditions que les modules de x,, .r, .t„
restent respectivement plus petits que certaines quantités données.
Les éléments définis par le lemme V seront restreints encore par d'autres conditions, par exemple que, les modules des a? restant plus
petits que certaines quantités données, les modules do -%— ,...,—
soient eux-mêmes plus petits que certaines quantités données.
Lemme VI. — Si p fondions z,, z.,, . . . , Zp de n variables r,, a\, . . . , x„ sont définies par p iiiuations
( iB ) dont les premiers membres sont des fonctions holomorphes en z,, r.,, . . . , Zp, x,,ar2> •■ • ,^n<^i s' annulant avec ces variables , les fonctions z,, z.j, .... Zp et les tiariables anciennes x, , x^, . . . ,x„ pem'ent s'exprimer par des fonctions algébroides de n nouvelles variables convenablement choisies il., . V..J, .... tj-n et qui s'annulent a^'cc ces nouvelles variables.
En elfet, supposons p — 2, pour fixer les idées; z, et z., sont alors iléfinis par les équations
En vertu du leinnie V, on peut tirer de ç, = o les z et les x en Fonctions algébroides par rn|)port à /z -i- 1 nouvelles variables que nous appellerons Vi.Vo, ..., v,;^., et s'annulant avec ces variables. Substituons ces valeurs dans o.,; cette fonction deviendra une fonction algébroide de v,, v., . . . , v„n (Lemme III, Corollaire II).
On a donc
af -\- A,;^,9?'-' H- ...-(- A, 92 -h A„= o,
où les A sont holomorphes en v, . y.,, . . . , v„, v„_^,. Donc, égaler 9, à zéro, c'est égaler A,, à zéro.
Or, en vertu du lemme V, on peut tirer de
Ao = o
Vi.V:; v„_, en fonctions algébroides de n variables nouvelles u.,,
u..^ ;j-,j et s'annulant avec ces variables.
Donc, les s et les x étant des fonctions algébroides des v, qui sont des fonctions algébroides des p., sont des fondions algébroides des [x. De plus, set lésa;, s'annulant quand on annule les v.qui eux-mêmes s'annulent quand les ij. sont égaux à zéro, se réduisent à zéro quand on fait
u,;=: u.. = . . . = t/„r- o. c. IJ. F. D.
Remarque. — La remarque relative au lemme Vs'applique également au lemme YI.
Généralités.
Nous nous proposons d'étudier les propriétés d'une fonction z de n \;\nah\es x,,x.,, ...,x,„ qui est liée à ses dérivées partielles du pre-
mier ordre, que nous appellerons
(Iz dz (h
^' = ^' P-=d^: ■■■' ^'~rfF„'
par une relation de la forme
Nous supposerons, pour simplifier, ([ue F est un polynôme entier par rapport a :;, auxp et aux x, et nous poserons, conformément à l'usage,
dF dF dF
li z dxi df),
Nous nous bornerons, comme l'a fait Caucliy, à étudier nn élément de la fonction :;, c' est-a-dire la série des valeurs qu-e prend cette lonclion quand on donne à x,,Xi, . . . , x„ des séries de valeurs telles (juc, si
a,, aj, . . . , Kn 0
sont des constantes imaginaires données,
des constantes réelles et positives, les modules de x, — a,..ro-- y..,
x„— a„ restent plus petits respectivement que [j,,f'2, ■ , ,';„. On pourra toujours supposer (jue
œ, := «j r= . . . r ce,i ^= o
car, si cela n'était pas, on poserait
jr, — j. -i «,, a:, — _)%-> a,, .. , J.=r )„-i- «'„,
et avec ces nouvelles variables on serait ramené au cas où lésa sont nuls.
De même on supposera toujours que la valeur que prend la fonction :; quand les x s'annulent est zéro, car, si cela n'était pas, si paiexemple z prenait alors une valeur iinie f-i, on po>^erait
si :; prenait une valeur iufinic, on poserait
et de toute façon on serait ramené au cas où z s'annule avec les x.
Il pourra arriver qu'on soit obligé d'étudier un élément de fonction plus restreint encore, comme on a vu que cela avait lieu, par exemple, (lansles cas où s'applique le lemmeV {voirie Remarque).
L'élude que nous nous proposons de faire de l'équation
F = o comprend la résululion de trois problèmes.
PROBLÈME
Uecherclier quelles sont les intégrales z de l'équalion F = o qui sonl /tolomorphes en X f, x.^, . ., x,,.
PHOBLKME II.
Intégrer les équations dij/erentielles
(/:■ i/.r, d.r-, <lx„ — dp. — dp„
^^' i.PiW I', p, ■■' p„ x,-+-p,z x„-f-p„z"
1 " Sous la forme
oit les K sont des constantes arbitraires, les ç des Jonctions connues de z, des X et des p ; 2° Sous la forme
oit les 'i/ sont des fonctions connues de x,, et de in constantes arbitraires.
PROBLÈME m.
Rechercher quelle est l'intégrale
qui salis/ail à C équation Y = o et qui se réduit identique me ni à une fonction holomorphe donnée en x,, x.,, ■■ -, x„
quand une autre fonction holomorphe donnée en œ,, x., ..., x„
est égale à zéro.
Le problème peut encore s'énoncer d'une autre manière. En effel, les deux équations
nouspermetlenl, en vertu du lemme VI, d'exprimer r, x,, x. x„
en fonctions algébroïdes (le n— i variables auxiliaires a,, u-, y-«-i.
ces fondions s'annulaut avec ces nouvelles variables, soit
x,,^^ 0„ ^ ij.,, Ui, . . . , ««
Le problème III s'énonce alors :
Trouver une intégrale de l'équation F = o qui se réduise identiquement à ,3, quand on y remplace respectivement x,,x.. x„parOt, 5 j„-
Caucby et Jacobi sont arrivés à peu près en même temps a ramener la résolutiondu problème III à celle du problème II. Rappelons en quebiues mots les résultats auxquels sont arrivés ces deux grands géomètres.
Équations linéaires.
Supposons que l'équalion F= o soit de la forme X,/J, -h X,p, -r- . . . + X„/J„ - Z == <.,
oùX,, X. X„.Z sont des fondions connues de^,, x. x,„:.
Les équations ditl'erenlielles 4j. «j»' portent le nom d'cqualioris des
car<iclérisli(iues, prennent alors la forme
flsr^ dar-, dx^ dz
SlIppo^•ons que le problème II soit résolu, c'est-à-dire que l'on ait les intégrales des équations (4) sous la double forme
on trouvera l'intégrale que l'on se propose de cbercher dans le problème III, en substituant respectivement, dans ç,, Sj, ...,5„. fi,, 6,, 6.2, . ■ , 0„ à la place de z, a;,, Xn, .. ., x,„ ce qui donnera à ces fonctions o la forme
y,(p.,,u.,.. , IJ.„-:], •/,«,,//„..,!/.„_,),.. ,■/„{(/,, ,«2, ■■•,,«»-. );
et, en substituant ensuite respcclivement, dans ij/,, <^^, .... é„, y,,
72' • •• 7« !' 'a pbue de K,, K2 K„, on aura ainsi l'expression de z,.
X,, x^r ■ ■ •. x„_, en fonction de x„ et des a. Ce sera 4'expression implicite de l'intégrale cliercbée, et ensuite, quand cela sera possible, on éliminera les y. entre les éijualions qui constituent cette expression et l'on résoudra par lapport a l'intégrale pour en avoir l'expression explicite.
Équations non linéaires.
Caucliy a fait voir d'abord, en ce qui concerne les équations non linéaires, que, si l'intégrale chercliée existe :
i" Les dérivées partielles du premi* r ordre p,, p.2, ■ -.p,, doivent se réduire identiquement, quand on y remplace respectivement x,, X.,, . ■ ., x„ par 0,, 0-2 0„, à certaines fonctions w,, ojj oj„ faciles à déterminer.
2" Si les équations
ont été intégrées sous la double forme
(6) dr,=;'J;,, .. , x,„— 'l/jn,
nous oblieiidrons l'expression implicite de cette inlc^ralc de la manière suivante.
Dans s,, ç^. .. ., 92» •"Pi'ipliiçons respectivcmenl
par
^1. 'j)i> 0),, . ., w„, 0,, Oî, ..., 5„;
ces fonctions 0 deviendront des fonctions des u., qtic nous appellerons
Dans di,, ti/o, .... i{>;„, remplaçons respectivemciil
par
nous aurons a;,, x,. . . .,cr„_,, ;, /;,, ^j, . ., p,, en l'onclion de x„ et des y., et ce sera l'expression implicite de rinlr;;iale clicrdicc, si cette intégrale existe.
Knfin, Caucliy a fait voir que, pour que la l'onclion z ainsi défniie représente réellement une intégrale de l'équation F — o, il faut et il sutïil que les fonctions
, dz (Ix, dx-, dx„^,
soient identiquement nulles.
Remarque I. - On peut toujours supposer que w,, '.».,, .., '„„ son!
algél)ioides en a,, a., 'J-u-x-
En elfet, les fonctions f^,, ojo. ..., o>^, sont définies par
F 3,, ^,, 0;, . . . , 0„, &',, o)î, . . . , Cl). _ o
el par « — i équations telles (|ue
dl dO, dO, dC,
«t/, il'j.i du., du.,
Si ces n équations permettent d'exprimer les &) en fonctions ;ilgébroïdes des /x, il n'y a pas de diffîciillé.
Si au contraire cela n'a pas lieu, on pourra loujouis, en vertu <]u lemme VI, tirer de ces« équations
en fondions algéhroïdes de « — i nouvelles variables
V,, Vj, . . . , -j,,. ,.
On fera jouer alors à ces variables nouvelles le rôle que jouaient fx,,
[}.. ;-'-«-!, et il est facile de voir que j3,, les 5 et les w s'expriment
en fonctions algébroïdes de v,, v^, . . ., v„_,.
Remarque II. — La remarque qui précède ne s'applique pas aux cas où w,, Wj. ..., w„ ne gardent pas des valeurs finies quand on annule les 11..
Remarque 111. — Parmi les intégrales des équations des caractéristiques mises sous la forme.
il y en a une, Go», par exemple, qui n'est autre que le premier membre F de l'équation F = o. Donc, quand on prendra les intégrales des équations (4) sous la seconde forme
on pourra remplacer partout, dans i{;,, 6^ 'y^,,, Ko,, par zéro.
Propriétés des fondions J.
On a vu (|ue la mélbode de Caucliy pour l'intégration des équations aux dilféreiu-es partielles était soumise à une restriction.
La fonction à laquelle elle conduit ne représente l'intégrale cherchée que si certaines fonctions J,, Jj J„_, sont identiquement
nulles.
Or Cuucby a démontré :
i" Que ces fondions sont nulles quand ou y remplace a-„ par
0„[u.,, uj, . . ., ;/n-i);
2° Qu'elles satisfont à l'équatioii
lia:,,
c'est-à-dire (|ue, J„ étant la valeur ile .1 quand Tn = 5„,
J=eoJ-/i^"'"
Supposons que l'on ait donné aux a des valeurs quelconques, |Kir exemple
l'intégrale sera prise depuis la valeur de x„, qui correspond à x„ = 5„. c'est-à-dire depuis zéro, jusqu'à une valeur quelconque de cette variable.
Si P„<o, il est évident que l'intégrale
conserve une valeur finie et déterminée, et. par conséquent. |)Mis(pic
que J est identiquement nul.
SiP„^o, mais que P, par exem[)le ne soit pas nul, on lera jouer à Xi le rôle qu'on avait l'ail jouer à .r„, c'est-à-dire que. au lieu de lésoudre les équations
(5) o, = K„ ..., o,„=k,„ en fonction de x„ pour les amener à la forme
(6) x,-^'\ii,, ^2= 6»' •• ' .ï'n-i = 4'"-" 2 =: vJ/„, p,=z.'li„, ,
on les résoudra en fonction de .r,: l'intégrale / dx„ ' sera rem|)lacée par l'intégrale /</a:, jf» qui conservera une valeur finie, et leslonctions
J seront encore nulles.
Si
X, -t- />,Z < o, on résoudra les équations (5) en fonction de/J,, et à la place de l'inléijrrale \dx,,rr on rencontrera l'intégrale i dp/ ^. — - — ^> dont la valeur
est aussi finie.
Dans ce cas encore, les fonctions J seront identiquement nulles.
On n'a donc à se préoccuper de la condition de restriction relative aux fonctions J que dans les cas où l'on a à la fois
I',= I>,=I. ..= P„=o, X, ■+- p,l = Xi-f- /J,Z =...-= X„ + p„Z r= o.
PREMIERE PARTIE
ÉTIDE DES CAS O T I.'oN n'a PAS A LA l'OlS
X, + /^,Z = Xj -I- /7,Z = . . .= \„-h p„Z = o.
Dans ci's cas ou n'a pas, comme on vient de le voir, à se piéoccuper de la condition relative aux .1.
On sup|>ose d'abord : i" Qu'on veuille étudier une intéiç^rale autour du point
z = a:, = Xï = . . . = a;„ =: o,
cette intégrale étant assujettie à se réduire k
{5(xi, X,, . . . , x„i
quand on a
fi ci J étaul des fonctions liolomorphes des r qui s'annulent avec ces variables ;
?." Que les fonctions «,, ',>., o)„_, auxijuelles les dérivées/;,.
Pi, . ../>„sont assujetlifs iise réduire, comme on l'a vu [)lus liaut.ijuaml
0 =. o, |ii'eiiiieiil. quand lésa- s'annulent, des valeurs finies
.)■,,.)•„ ■ ,.)•„; V' Qu'en substituant
dans
à la place de
toutes ces fonctions ne s'annulent pas à la fois.
l'KOBI.I^ME 1.
Le problème I a été résolu successivement par (^aucliy, jiar .M"" de Kowalewski et par M. Darlxuix.
ïiiiioHKMi; DK M""' OF. Kowalewski. — Si 'j\,i\, .v... . . . , .i„ ; se réduit
identiquement à x„, c'est-à-dire si l'on a à étudier une inléi^ra/c (jui se réduit à f' puur.r„=^ o, cette intégrale est liolomorphe, pounu que
P„oo.
(Journal (le Crelle, t. 80, |>. i3).
l'KolîLKMK il.
I. Intégrer les équations \ '\ j sous la forme
(.(■la revient à eliercliei' 2/i intégrales disliiuies de ré(|uali(in iinéaiie
<'^ l.di,^'-''-'--l,7U.''-7lzL'-f'--"-
Or un au moins des coellicients de celte e(|nation. I' par exemple, est differenl de zéro.
( 28 ) ClierchoMsdonc in inlégralesde l'équation \^) assujeltiesàse rckluire respectivement, qiiaïul .r, = o, à
fi[Xi, Xi, . ■ ., x„, z, p,, Pi, • . . , /'„)> ■ fl[Xt,X:, Xn, Z, p,, p., . . .,p„],
f,„(x-i. Xi, ... , X„, Z, p,, P:, • • • . p,,]-
1° Ouf,,/.,, ...,J.2,tSonl des fonctions holomorphes en .lo, .r^,
■<•», ^,/'i —,>■.. /'2 — V2 pn — y„-
2" Ou _/.„ n'est autre chose que ce que devient le premier memljrc de F ^ o quand on y fait jt, = o.
3*^ Ou le déterminant fonctionnel des/ par ra[)port à
Xj, Xj, . . ., x„, z, p,, p,, . . . , pn
ne s'annule pas quand ces variables se réduisent respectivement à
On peut toujours faire toutes ces suppositions. Or, en vertu du théorème de M""' de Kowalcwski, les in intégrales ainsi définies sont holomorphes en
X,, Xi, ..., x,„ z, /;, — j-,, p. — Vî, •■•, p,,—);,,
el, d'ailleurs, la dernière se réduit à F.
Les intégrales cherchées du système (/|) sont donc
où 9,, 92 "p-^n-t sont holomorphes en a;,, a\., . . ., .r„, :, p, — y
II. Soit maintenant ;i amener les intégrales du système (.\) sous la forme ( 6 ) .
Cela revient à résoudre le système (5) par ra[)port à toutes les variables (|ui y entienl en fonction de l'une d'elles, en fonction de j-, par exemple.
Or le déterminant fonctionnel des ^p par rapport ii U;,, ...,a„. '•• />,, ...,/>„ n'est autre chose pour les valeurs initiales que le déter-
i 2<) ; ininaiil l'onctionnel (les y par rapport aux mêmes variables, iiui n'est pas nul, par liypollièse.
Donc le lliéoi-cmc de MM. liriot et Bouiiiicl s'applique, el l'on peut exprimer œ.,, j:'^, .... .r„, :;,. p,, p.^, . . . , p„ en fonctions liolomorphes (le.f, et des K :
(G) z = •]>,, .r, = 'ji,, ..., x„='^„, />, = 6„+, , ..., p„ = •]/;„. PROBLÈME III.
PREMIER CAS
TinioRic'Hi: I. — Dans le cas où
^i ' dxi
ne s' annule pas pour tes râleurs initiales des rariahles, l'iiiU^rale z est liolomorphe.
En etl'et, faisons un ciiangemenl de varialdes en posant Puisque
toutes les valeurs initiales des y- ne sont pas nulles; soit, par exemple,
— >o dx, '^
On pourra résoudre alors réqualion (8j par rapport à r,, et l'on aura
Xy = G(j% Xt, . . ., Xa),
G étant lioloinorplie.
Soient y,, r/^, ..., q„ les nouvelles dérivées partielles de z par rapport à
y, Xj, . . , x„\
clx,
Soient O,, Q. Q„ les dérivées de F |kii- rapport à y,, (j.. r/„ ;
011 aura
L'intégrale cherchée est donc assujettie à se réduire à une fonction
|j[G [y, Xi, . . ■ , x„), X., . . . , x„], qui est hohuiiorphe en y, x., .x,, quand
et d'ailleurs
Donc le théorème de M""' de Kowalewski s'applique, et :: est liolo-
nioiplie en v, -r,,, . . . , .r„, et par eonsé(|uent aussi en .r,, .z., r„.
Inicrpiilation géomctriqiie. — Supposons que l'on n ail que deu\ varialile^- indépendantes .r et r; l'intégrale
peut alors être considérée comme représentant une surface S.
Il est facile, dans ce cas, de trouver une interprétation géométrique de la condition (9).
L'é(jiiation F=:o signitie qu'au point
c'est-ii-iliri' il l'orii'ine. le plan tani;cnt V ;i la surface S est laniicnl ii un cone dduné (i.
Dire que riiUégrale z est assujettie à se réduire à [i, qunnd ou a i = o, c'est dire que S est assujetti à passer par une courbe donnée A (|ui passe elle-même par l'origine, et par conséquent (|ue le plan P passe par la tangente à l'origine T à la courbe A.
On obtiendra donc le plan P en menant par T un plan tangent à C. On pourra en général en mener plusieurs, c'est-à-dire que par la courbe A on pourra (aire passer plusieurs surfaces S.
Considérons une de ces surfaces. Dire (jucv,, v^, ..., v„S(riil Unis. c'est dire (|ue le plan P correspondant n'est pas parallèle h l'axe desr. Dire que
Vp,— >o,
c'est dire que T n'est pas sur le cône C.
A ces conditions, la surface S est rcprésentable par une éi|uatii>n où z est égalé à une fonction holomorpbe d'x et d'v.
DEUXIÈME CAS
y,, Vo, . . . , v„ restent finis, mais la condition 9! n'est pas remplie. Géométri(|uement, c'est dire que le plan P ne passe pas pai' l'axe des z, mais que T est sur le cône C.
Supposons d'abord que l'éciuatioii I" = o esl linéaiic.
Théorï-mi: II. — Dans ce cas, l'in/cgra/e z peut s'exprimer en égdlanl à zéro une fonction v liotomorphe par rapport à z etau-r x, et s' annulant avec ces varialdes, pourvu que, si
représentent les intégrales du système ( |;>" <pi» Çq. •••. ?« s'annulent avec z et les x, z — ^jcI 0 ne s' annulent pas identiquement à la fois quand tous les 0 sont nuls.
En etfet, si une pareille expression de l'intégrale existe, elle pourra s'écrire
(lo) <l>;o„ 9,, . . .,9„; =0;
ç,, '^2' • • •' ?«> étant les fonctions qui, égalées ii des constantes, représentent les intégrales du système (4), sont, comme on l'a vu (ré.solu-
lion (lu Problème II), holomorplies |);ir r;ippurl à g et aux x et s';mnulent avec ces variables.
De plus, tl> devra être identiquement nul (|uand on aura à la lois
(il) . s-(3 = o, O^'-o.
j'aisons un changement de variables eu prenant pour variables nouvelles a;,, 'f,, ip-j, 0.., ç„; nous aurons
les t|i étant holoniorphes par rapport à a:, et aux 9 et s'annulant avec ces variables. {Voir\'A résolution du ProblcMnc II.) Les équations 'i i) deviennent alors
B et C étant bolomorpbes par rapport à -r, et aux 9 et s'annulant avec ces variables.
On trouverait l'intégrale (10) en éliminant a-, entre ces deux équalions.
Or B et C ne peuvent être identi(|uement nuls, quel que soit -i, (juand les tp s'annulent, sans quoi l'on aurait identiquement
2— [3=o, B — o (juaiid
Cp, = O, =r . . . = o„ i^ O,
ce (|ui est contraire aux hypothèses faites en commençant.
On pourra donc tirer (Lemme III) de C = o, par exemple, .r, en liinclion algébroïde des 9; si l'on substitue cette valeur de ar, dans h, cette dernière fonction devient algébroide par rapport aux 9, c'esl-àdire qu'elle est liée aux y par une équation (h; la forme
où les A sont holoniorphes pai' rapport aux 'f.
L'équation B = o estaloi's équivalente a A„ = o,et h; premier membre de cette étjuatiou, qui n'est autre que l'intégrale (to) cherchée, est holomorphe par rapport aux 9.
Donc, si l'on remplace les ? par leurs valeurs, A^ devient une fonc-
liuii <1' holomorplie en z,.r,, a-., .... a?,, et s'anniilaiU nvec los varlahles. el l'intégrale cherchée .s'exprime en égahuit celte fonction ii zéro, ce qu'il fallait démontrer.
TROISIÈMK CAS.
Les V restent finis, la condition ()} n'est pas remplie, mais l'équalioii F = o n'est pas linéaire.
fm;oiti:AiK III. — Dans ce cas, l'intégrale z peut s'exprimer en égalant à zéro n -+- i fonctions V,, Fo F„+, holomorphes par rapport
à ;. X,, x... .r„. /;, — >',, p. — y. p„ — v„ et s'annnla/it avec
ces imriahles, pourvu que, si
o, = K,, o,, =rK„ ..., 9,„=K,„
représentent les intégrales du système IV, si -^|, çs^, . . . , o.,„ s'annulent quand z et les x se réduisent à zéro et les p aux y, z — fi,, p, — w,,/jo — w... . . ../>„ — 'j},„ 0 ne s' annulent pas identiquement à la fois quand
En ellcl, en raisonnant comme on l'a l'ail p()ur le ihéoième précédent, on verrait (jne [)0ur obtenir l'intégrale cherchée il suffit : 1° De changer de variables en posant
les 0; étant les fondions qui sont détinies dans la l'ésolnlion des é(|ualions (4) sous la forme (6);
2° De faire cette substitution dans les premiers membres des (■() initions
(|ni deviennent alors
les B étant des fonctions holomorphes de t , cl des -^ s'annulani avec ces variables;
3" D'éliminer r, entre ces « -1-2 c(|uations.
Or B,, Bo, . . , B„+2 ne peuvent être identiquement nuls a la lois, quel que soit x,, quand les ç s'annulent, à cause de la condition de restriction posée au début. Supposons, par exemple, que ce soit B„+2 qui ne s'annule pas identiquement dans ce cas.
On pourra tirer de B„+2=o x, en fonction algébroide des ç; substituant cette valeur de jt, dansB,, Bo, . . . , B,,^.,, ces fonctions deviennent algébroïdes par rapport aux cp (Corollaire II du Lemme III).
L'intégrale s'exprime donc en égalant à zéro n 4- i fondions algébroïdes des 9, ou, ce qui revient au même, en annulant « + i fonctions liolomorplies des ç ou, ce qui revient encore au même, n -^ i fonctions bolomorphes en z,j:^,,ôr2, . . ., x„, p, — y,, p.y — y-2- •••./'« — .v„.
Théorème IV. — Si, dans le troisième cas, z ou les p rie prennent pas une forme indéterminée quand les x s annulent, z- (st une fonction algébroide des x.
En effet, on vient de voii' que l'intégrale chercbée s'exprimait en égalant à zéro n -h i fonctions bolomorphes en z, x,, x.,, ..., x„, p, —y,,p2 — Y2, •■•,/»„ — y„ et s'annulant quand on égale : et les .r à zéro et les/» aux y.
Soient
H,=:Ii.= H,=.. =H„+, =0
CCS n+i équations. Si ces équations restent distinctes quand les ^ s'annulent, on pourra leur appliquer le lemme IV.
ilais dire qu'elles ne sont pas distinctes, c'est dire que z ou les /> cessent d'être déterminés quand les x s'annulent. Or cela n'a pas lieu, par hypothèse; donc le lemme IV est applicable, donc z est une fonction algébroide des x. c. q. f. d.
Remarque I. — 11 est facile, dans le cas de deux variables, de trouver une interprétation géométrique des conditions de restriction posées dans l'énoncé du théorème précédent.
Dire en effet que :; cesse d'être déterminé quand x et 7 s'annulent, c'est dire que la surface S |)asse par l'axe des z.
Dire quc/j et q cessent d'être déterminés quand x et v s'annulent, c'est dire que la surface S présente un point conique à l'origine.
( 35 ) Si aucun de ces ileux cas ne se présente, le lliéorèine IV est applicable.
lieman/tie 11. — Dans le second cas. les n -^ i équations
se réduisent à une seule où n'entrent pas les/;.
Le ihéoiènie IV sera dDnc applicable toute? les fois i|ue r ne deviendra pas indéterminé quand on annulera les r.
Théorkme V. — Dans le deuxième et le troisième cas, l' intégrale cherchée peut s'exprimer en égalant : et les .v à des fonctions algrbroides de n nouvelles variables v.,, u.„ u.„.
En eirel, il sulRt. pour démontrer ce tbéorème, de se reporter aux équations
et de leur appliquer le lemme VI.
Les premiers membres de ces équations sont bolumorplies par rapport à z,p, — V,, /;o -V,. . . .,/?„—>'„, a",. »„• Donc r, r,. ... , •<„
peuvent s'exprimer en fonctions alitébroides de n variables auxiliaires
a,, IJt.; '}„■
Exemple 1. - Soit à trouver une intégrale de l'équation p + q^ ^ qui se réduise à .r -h x^ quand on y l'ail j = ar -+- X'.
Les équations "\ j , qui s'écrivent
dx ^" _ (^
ont pour intejirales 5 s a- = K„ y-x--}\.,
En rpinplaçant : el y par leurs valeurs '6) dans les é((ualioiis
il vient
ou, éliminanl a-, OU
[z — xv^ix — xy.
On étail placé dans le. second cas, car l'équation proposée est linéaire cl
C'est pourquoi on est arrivé à exprimer l'intégrale en égalant à zéro une fonction holomorplie en r, j, : :
[--■'^r-ir-^]'^
de plus, cette fonction ne s'annule pas, quel que soil ;, quand .x=y = o.
Donc le théorème IV s'applique et : est algébroïde en x et en v.
Exemple II. — Soit à trouver une intégrale de l'équaliou l>~q i-iZi^i i\{\\ se réduise à - quand on fait
On est encore placé dans le second cas, car l'équaliou est linéaire f't la condition (9) n'est pas remplie. Le iliéorèmc II s'appli(|ur donc. Les équations (4), qui s'écrivent
clx dz dy
ont pour intégrales
en remplaçant/ el z- par leurs valeurs ^6 dans les équations
il vient
iiu, crmiinant ,r,
ou
qui est l'intégrale cliercliée, exprimée par une é(|uation dont le secoml membre est zéro et le premier une fonetion holomorplie en a, v, z. .Mais ici l'équation (12) est satisfaite, quel que soit r, quand
Le théorème IV ne s'apprK]ue donc pas.
Exemple III. — Soit à trouver l'intégrale de p'-h q = x — y,
(lui se réduit à - pour v = -■
Les dérivées partielles/» et q sont alors assujetties à se réduire (|uand
p= I rr sJx.
7 = — I =p 2 \Jlx.
Les valeurs initiales de p el g sont i et — i, et par conséquent finies; de plus, la condition 9^ n'est pas remplie; on est donc dans le troisième cas, et le théorème III s'applique.
Les équations (4;. qui s'écrivent
dp flq _ fix il y i î zp l
ont pour intégrales
(5) , y ^ p =zK,, g ^ p =K:, p,— q — X — )- — K ,
( 38 Si, dans les équations
r --= — ) i p — l'r — 3x r- o on remplace (/,y elx par leurs valeurs (G;, il vient
aK, -r 2p = p- - k:— K, — K,
Ces équations peuvent s'écrire
aK, -r- I = (/^ — i]'+ a, [p — I ■ = 3/r -T- Sx;
•en posant, pour abréger,
K -K,-K,=ra,
li'où
et remplaçant dans la première équation p par sa valcni-, il vient
''aKi-i- I — \a.
, /21V, -Hl
Si dans cette relation on remplace a par K^ — K, — K,. pois K, et K. par leurs valeurs ' 5 j, K3 |)ar zéro, ce qui peut toujours se faire. pnis(|iic
on aura une équation entre />, q, x,y dont les deux membres sont liolomorplies par rapport à ces variables.
Otte relation, jointe à . •
(lelinit/y et q en fonction de x et de y. Si dans l'équation
on a\ait rcmphicé :; (;t x par leurs valeurs (6), puis^[)ar sa viileur i\'i).
^9 ) puis K,, K,, Kj par leurs valeurs f51, on aurait ol)tenu une t''(]uati(in dont les deux membres auraient été liolomorplies par rappoi't à z,.i\ y. p, q.
s, p et q se seraient alors trouvés définis pai- trois équations ayant leurs deux membres holomorphes en z, x, y, p, q, comme l'exige le théorème III.
Voyons maintenant si le théoième IV s'apjtlîque.
Pour cela, voyons si, en substituant dans l'équation 14 , a la place de a, K,— K,— K3, à la place de K,, Ko. K3 leurs valeurs (5;, entin, in faisant a; = ^ = o, l'équation en/) et en q que l'on obtient ainsi est distincte de p.,-^q^:z o. Mais si, dans les expressions ' 5 ,, on fait
il vient
L'équation (i/j) transformée ne contient pas q; donc elle est distincte de/>, -I- 9 = o, pourvu qu'elle ne se réduise pas à une identité. Or on voit facilement que son premier membre est du degré 2 en /», tandis que le second membre est du degré 4- Donc les deux équations sont distinctes. Donc, en vertu du lemme IV, on peut tirer de l'équation i4 non transformée et de
p t\.q en fonctions algébroïdesde x et de y.
Donc :; sera aussi une fonction algébroïde de x cl v. Donc le théorème IV s'applique.
Calcul des coefficients.
Dans les exemples qui précèdent, on a formé les fonctions H, , H... ...
Hnn-i qui. égalées à zéro, donnent l'expression de l'intégrale |)ar la méthode même qui a servi à en démontrer l'existence; mais, en général, il est préférable d'en calculer dire( tement les coefficients par le procédé que je vais exposer rapidement.
Équations linéaires sans terme constant.
Soit l'équation
dx, dx2 <iXn
cl soit à en trouver une intégrale qui se réduise a
'Ç>[Xi, Xz, . . ., x„\
quand on a
On a vu (jue pour trouver celle intégrale il faut : 1" Remplacer x.^, • • -, i",, pai" les expressions
les expressions o — fi, 0 deviennent alors liolomorplies par rapport à x, et à ^,, s.,. . . ., ip„_, ;
2" Résoudrr par rapport à .r, l'équation
ainsi transformée et remplacer x, par sa valeur dan> l'equalion
également transformée;
'3" Hem|)la(er dans l'équation
après celte double Iransformalion, 9,. 92 ?«-i P'"' lt;nrs valeurs en
fonction de x,, x-, x„.
Si dans l'équation 0 = o, après sa Iransformalion, la première des dérivées partielles de 6 par rapport à .r,, qui ne s'annule [)as avec les j-,
esl -, — ; celle équation donne a-, en fonction algébronle de dci;ré///, de dx'" ' °
'v,, ©2 9n_i ; donc 9 est également algébronic de degré //i en ç;,,
'^2 '^„^,, et. par conséquent en j:-,, Xo x„.
( 4' '1 Si, par exemple, on a
quand les xsont nuls, ç; sera donné par une équation de la forme o'-f- A,9 — \,^ o,
où Ao et A, sont liolomorphes en J7, , J7o, ....a-,,.
Ce sont les coefficienls des deux séries A^, A, qu'il s'agit de calculer.
Pour que ce qui suit soit plus clair, nous emploierons les notations suivantes.
Nous poserons
,. du ,. ihi ,. du
ax, ax, dx„
Il étant une fonction quelconque
A-M = A Am , . . . , A"" H ^ A A""' it .
De plus, nous remarquerons que, dans les calculs qui servent à démontrer l'existence des fonctions Ao, A,, on a employé deux systèmes de variables :
(l5 ^ X,, Gi, . . ., o„_,.
Nous représenterons les dérivées partielles par le symbole </ (|uan(l les variables i4, seront choisies comme variables indépendantes, par le symbole ;> quand ce seront les variables i V qui joueront le même rôle. Cela posé, voyons d'abord ce que signifient les conditions
dx, """ i)x\ ' âx'"'' ' dx"' "^
qui doivent être remplies pour (jue -^ soit alj,'cbroide de degré ni. Ou a
ÔO
dO d'h, d'j dà.
dO d'l„
ôx,
■~ dx,
dx, dx, dx, dx,
■ ■ dx„ dx, '
Or
Donc
I dx, dx,
OrX, n'est pas nul, on peut toujours le supposer. Donc la condition
équivaut ii De même,
Donc les conditions équi valent à
<7x; ox, Ox,
i)x, Ox]
Donc les conditions (i6) équivalent a
le — i'e—...=\'"-'0 = Q, A-6^o.
Donc, si le premier des A5, qui ne s'annule pas avec les x, est A'"!/, V est algébroide de degré m par rai)port aux-o- et s'exprime parrécjua-
lion
Je dis qu'on a identiquement
). étant une lonclion liuloiuorplie par rapport au\ v, et, de plus,
AA,= AA, = ... = A A„_
En ellét, posons
5,= Oix,, V -n-p
<;l considérons 0, comme une nouvelle variable. On peut tirer .r,,*n l'onction algébroï Je de degré m, de 9 ,■/„-! etde!/,.
Soient
les m valeurs de r, ; toute fonction symélricjue de ces m valeurs est lio-
lomorphe en ç , 9,, , , 5,.
Soient
les w valeurs que prend ^î quand on y remplace 1, par
Soient B„. B B,„_, les coelTicients de l'écjuation
à laquelle satisfont ces m valeurs de /3.
Ces B seront des fonctions bolomorphes en .i\ , . . ., ïJ" et en œ
î»,,-,, et symétriques par rapport aux m premières variables. Donc ce seront des fonctions bidomorplies en 9,, . . ., 5„_,, Ci, .
Éliminer .r, entre les équations
où l'on considère les variables (r5i comme variables indépeiidiiMles, c'est éliminer 0, entre
Donc, en faisant 5, = o dans
B„, B,, ..., B„_„ ces fonctions se réduisent à
Les A étant fonctions des 9 seulement, on a idenliquenienl AA.= AA, = ...= AA„.r-".
( ^4 } De plus, on a idontiqnement
les X élant holomorphes en f ,, ç^ ?«-!> 5,. Or ,'3 satisfait identiquement à l'équation (17). Donc on a identiquement
,>-+- A^-.jS"-' -h . . . + A,(3 -i- Ao= À9,,
/étant iioloniorplie en 9,, Çj, ....'f,,.,, $,, ou, en reprenant les variables ' 14).
À étant liolomorphe en a-,, j-o, .... a?,,. c. n. f. d.
L'existence des fonctions A qui satisfont à ces conditions est démontrée; il reste à trouver leurs coefficients. Pour cela, nous supposerons que l'on n'ait que trois variables j:,, x.^, x^ et que
c'est-k-dire m = 1.
Prenons le A des deux membres de l'équation (iS;; il viendra, puisque AA„ = AA, = 0,
(19) A;3=-}-A,A^ = /A{i-f 5AX.
Cette équation et celles que l'on obtient en la ditférentiant un nombre quelconque de fois par rapport à cliacune des variables nous donneront, (juand on y annulera les x, des relations entre les coelHcients de A, et de >., et ce sont ces relations qui vont nous servir à les déterminer.
Si U est la différence des deux membres de l'équation (19), on calculera donc les coefficients de A, et de X à l'aide des équations
(IV] r/U di: f/'U (/'U
t/x, dx, dXi dx\ dxtdx.
X,^^ Xi^i- o.
Mais on peut remplacer le système
rfU JC _ (Il _ dôc, ~ dx, ~ dx, "
par le svstème
,/[• rfU ...
</x, dXi
el le système
(N3_d^_tM^^ ^/'U ^ '/'L' ^ d-\i ^ ^ (Trî ~ dx\ ~~ dx\ dx.dx-, dx.dx^ dx^dx^
par . .
'dx^\ ~~ dx.dx. '~ dx] dx, dx,
et ainsi de suite.
Ce seront ces nouveaux systèmes que nous emploierons à la place .les
PREMIER CAS
Dans ce cas, l'équation U = o donne A, =0; ré(|ualion l'"\ =0 ne
contient que
Les équations
' o = AL = Aa' = A'L=...
nous lourniront donc
L'équation ^ =- o m contient que A. et '^^^ t'"'' P^'''"^^ ''^"^' '''' calculer ce dernier coefficient.
L'équation ^^^ = « "^^ contient que A,, des termes de la forme
d\, dl dM dA""/.
■^'' ^^ di: d^: ■^' •••' àx.
Les (•(lualions
dx, dx,
nous pt-riiieltront donc de ciilculcr
dl d\l dx, dx,
De iiièmc, si D esl le symbole d'un nombre qiieIc(Hi(|iie (b- (l'ilfércnliations par rapport à .r, et à .r,, les équations
o = DU = d;au) = d(A'U ! :^. . .
[lerinettronl de calculer
DA, = D/. = D(A)i = .,
pourvu tjuc l'on ail résolu préalablement le même problème |iour les (lillérenlielles de A,, >., AX, ..., d'ordre inférieur à celui de D.
Quand on connaîtra tes coefficients de A, et de X, rien ne sera plus facile que de calculer ceux de Ao, et alors -> sera connu, puisqu'il suffira de poser
9=-!- AïO -i- A„= o.
DEUXIÈME CAS
Dans ce cas, o se présente sous la forme
o'+ A,3 -+- AïO H- A|,= o,
l't l'on a identiquement
(3'+ A, (5^-1- A, 3 -f- Ao— >.6, AA:= AA, = AA.= o.
On part, comme précédemment, de l'équalioii
U = Afi'-+-A,A[5'-+- A,A^- }.\0 - OM—o
cl (les équations obtenues en la difl'érentianl , et Ion voit tiH nii-nt i|ne
U =: o donne A,,
AU = o ., A„
A'Ur:^0 » À,
•'t, en i,'eiiei;ii.
d.K, dx,"
AU
dx,
dl
dX'l
dM
DU - o donne I)A,,
DAU=o » 1)A;,
DA=u = o .. m.,
DA'U = o ), I)A>.,
f'onnaissant A,, A, €' '. on connaîtra donc .A,.
TBOISItMt r.\s.
Aî = AO=ro, A=5>., A^0>o.
Dans ( e cas, liqualioii
se réduit à une identité.
Les équations de la forme DT — o ne conlicnn< ut [dus l)A,, mku^ seulement des dérivées de A, d'ordre iiilérieur à celui dr I).
( 48 ) Dans ce cas,
A-U =-;— = -;— = AU = 0 donne A,, /, A}. dx, dx.
DU
:r),AU = D,A'U = o
D,AU=D,A'U = o
D;ins le Tableau précédent, D, est le symbole d'une seule difTérentialion par rapport à .r, ou à x^, Dj celui d'une double difïérentiation [)ar rapport aux même? variables, etc.
Il est à remarquer que l'on a ici plus d'équations qu'il n'en faudrait pour déterminer les inconnues que l'on cherche; mais elles sont évi-' demment compatibles, puisque l'existence des séries A„, A,, ), est démontrée.
Il est plus rapide de calculer de la façon suivante. Introduisons une nouvelle variable a, et supposons que l'on ait à rechercher des fonctions A,. A„, X de .r,, x.,, x^ el a satisfaisant aux conditions
[^ -ir a.yY -\- ki[p + y.y 4-Ao=Â0, AAo=AA,=:o, y étant une fonction donnée de .t ,, x.,, x^ telle que
Ay,5'> pour x,^= Xi^ x^^ o.
Dans ce cas, si
L = A(3-t- «■/)'+ A,Ai(3-t- ay; — A(W) = o.
"('•(juation
DA,, DÂ, DA"/, I>A
Il est à remarquer que A, est un polynôme ilu premier dciiré, / un polynôme du secoml degré en a.
Quand on aura ainsi trouvé Ao- A,, À en fonction de v., x,, rj, j,. on y fera a = o, et l'on aura les valeurs cherchées de A„, A,, / en fonction de .r,, .r,, .r,.
QLATBlfeME CAS.
Dans ce cas, posant encore
U = A 5 - xy '-i- A,A i -f- ar/ ' -+- A , A 3 — xy — A '/O = o,
on calculera les coefFicients de A,, Ao, ). à l'oide des équaîions U = o et de celles qu'on en lire par différentiations successives. L'équation
-7- DU — o donnera I)A,, dy.
du
DAX
et, faisant ensuite ^ = o, on aura les valeurs cherchées de A,,, A,, Aj, ).
Équations linéaires à termes constants.
Soit à trouver une intégrale de l'équation
,- (h ,, d: ,, dz
\, -7— + X: -^ -H . . . -^ X„ -r- =Z, ux, dxi dx,,
OÙ X,, Xo, . . ., X„, Z sont holomorphes en z, x,, x^ x„.
Celte intégrale étant assujettie a se réduire à
quand
0[Xx, X-., . . . , X„] = O,
cela revient à chercher une intégrale 0 de ré(iu;ilion
^ c/o ., ^9 ^ do „ do
X, -p- -i- X2 V- -i- • • ■ -I- x„ V- -+- Z -p- = o, dx, ax-i dx„ dz
qui se réduise [\ z ~ ^j (]uand 5=0, ce qui se fait comme on vient de le voir.
Si cette intégrale o s'exprime par une l'onction algebroïde de :: et des X,
Ao=:oest ré(|ualion qui nous donne l'expression implicite de 3 en fonction des x.
La condilion pour que le théorème IV soit applicable pour (juc r. par exemple, soit algébroïde de degré m, c'est que le coeflicient de z'" dans Ao, coefficient que l'on calcule comme on vient de le voir, ne soit pas nui.
Équations non linéaires.
Soit à trouver une intégrale de
qui se réduise à jS (|nand 7 = 0. on calculera les fonctions o),. '-00, . . ., a)„. auxquelles/^,, /;,, ...,p„ doivent se réduire quand 5 = 0; puis on cliercliera, par les procédés que je viens d'exposer, n -r- 1 intégrales de
qui se réduisent respectivement à
(|uand
On obtiendra ainsi m fondions ç,, çp.. •••. V/i+m qui seront données par des équations dt; la forme
o,'" -- A„_i z,'"- ' + . . . + A, o,- -i- A, = o, oii les termes Ao se réduiront respectivement à II„ II„ .., H,,^,,
qui seront des fonctions holomorplies par rapport à ;, aux r et aux />. [,es équations
renfermeront lexpression implicite de l'intégrale.
CI.NOLIÈME CAS
Les w ne restent pas finis, mais restent déterminés quand les x s'annulent.
Si l'intégrale est assujettie :i se réduire à .i quand v = o, les m iiou.< seront donnés par les équations
dx, ' dx,
«j-j dx-,
OÙ «,, «2 'j„ sont les inconnues clierchées, X un paramètre à éliminer et F, ce que devient F quand on y remplace :; par ,3 et /;,.
pi' ■ ■ ■■< Pn P^r '^h' «2> • • •> '^^n-
Si, dans les équations (20), on fait
.r, = jTj = . . = x„ =: z ^ o,
ces équations deviennent algébriques; elles donnent donc toujours
A,, Ao A„, A„_H| étant des fonctions algébriques des coeflicients
de F,, de ,5 et de 5, qui restent finies quand ces coefficients restent eux-mêmes finis.
Si
Vi. '/a. ■ • •• '/;/. c'est-à-dire les valeurs que prennent w,, w^, . . ., 'w„ pour ,r, = o-^ = . . . = iT,, = o, sont finis et déterminés. C'est ce que nous avons toujours supposé jus(|u'i( i.
Si, au contraire,
les Y ru" restent pa^ finis; supposons que l'on n'ait pas à la l'ois
soit, par exemple,
On changera de variables, et, au lieu de considérer z comme fonclidii
(le ,1,, X.,, .... x,„ on considérera ce, comme fonction de z, x., ..., a„.
Soient 7,, </;, .. -, q,, les dérivées de x, par rapport à :;, x.,, .... x„ ;
soient '-,)' , co',, . . ., 'o„ les valeurs que prennent ces dérivées (juand on
fait 5 = 0; soit F., ce que devient F, ([uand on y remplace '■>,, ',>■. '■•>/,
,^ai. J_, _l*-,_2-_i, ,.., — ^', i)uis (lu'on rend la fonction ainsi
' 6)', 0)' &>' ÛJ, ' '
obtenue entière en la multipliant par une puissance convenable de w', . w' , '>ù, ..., w'„ seront donnés par les équations
rt'3
rfx, «X, •
dl
r/x, ' rtx,
dl>
dXn
(/x, ax,
, r/3 , , r/0 ' dxi itx,
, dp . , d6
I 0), — Oj — »»„ w,
Vi, 0/2 'j)'„ r('>lent donc finis et déterminés quand
Il en résulte ipie l'on est ramené aux cas déjà étudiés, et que l'on peut
olttunir l'expression implicite de l'intégrale en égalant à zéro n + i fonctions liolomorphes en z,x^,X2, ..., x„, q, — -/\, ^2— v'oi •■•,Ç>^ — '/n< Vi ■ Vs' •••' 7" étant ce que deviennent w\, o/^, ••-, 'j''„ pour
(l'est une propriété analogue au théorème III. lixemple. — Soit l'équation
et supposons qu'on veuille étudier l'intégrale de cette équation, qui est assujettie à se réduire à
quand on y fait
'j, et wo sont donnés par les équations
',i] — m] =r I, 1 -^- iXx = «, + w. I + 2.r, j;
on en tirerait deux valeurs de w, et deux valeurs de <,).. en fonctions de a-,, el il est aisé de voir que, quand a?, s'annule, l'une des valeurs de &), et l'une des valeurs de w, deviennent infinies.
Considérons alors a-, comme fonction de a;, et de z.
Soit
r/.rj </x-.
9' = Z?,' 'l'^Th'
d'où
L'é(iuation donnée devient
et il s'agit d'étudier l'intégrale de cette éciualiou , ipii se réduit it x^ + ar'; (juand on fait ;; = .r, --t- ix'] ; o/, et o;'., sont alois donnés par
Cl)',- — w'/ ;= 1 1, I + 2X| = &)', 4- &)', (2 + 2,r, ,1,
( 55 ) <|iii. |)oiir X, = o, se réiluiseiil à
'/(], ' (Iq, ^
dx.
Pour .r, = o, il viciu
M enfin
ilq, ' dq: ' dx, ' dz
</F _f/6 ^F <fj _ , </ç , dx, dq^ dz '
Donc la condition (9), qui se rcduil ici ;i
dV dO dV dO .
dq, dx, dq, dz - «■si remplie.
Donc a\ est f'onclion lioloniorplic tic .c, cl de r. Soient
(ai) .r.. -: q,x,-\- q,z -\ x; -\- s,x,z -\ z^ -~ . . .
les premiers ternies de la série (]ui représenle celle fonction. <j , esl nul; y, est égal à 1, comme on l'a déjii vu; quanta /■,, s,, /,, nous le< obtiendrons de la manière suivante. Dillercntions
|)ar rapport à ,r et à z, puis faisons j? ~ s = o ; il viendra (22) q,r,— q,s, zi^ o, q,s, - q.l, -- o.
Faisons mainlenant dans (21)
Xj^^Xt-hx], z ^-. o.x,— x] ,
( 56 ) et égalons les coefficients de x-^\ nous aurons
mais, si nous remarquons que, pour ,r, = o, rj, = \, q., = o, nous verrons que les équations (22) et (2^) se réduisent à
Donc /, n'est pas nul; donc, en vertu du lemme III, z est algébroïdc de degré 2 en x^ et en x^.
Interprétation géométrique. — A quoi correspond géométriquement le cas que nous venons d'examiner quand on n'a que trois variables .r,, X., et z et que, par conséquent, toute expression de z est fonction de x^ et de x^'l
Il est aisé de voir, en se reportant à ce qui a été dit à ce sujet à propos des cas précédents et reprenant les mêmes notations, que le plan tangent P, mené par la droite Tau cône C, est alors parallèle à l'axe des 2; mais, comme il ne peut être en même temps parallèle aux trois axes de coordonnées, on peut toujours employer un artifice, qui consiste à étudier la surface S, non plus comme définie par une équation où z est égalé à une fonction de a-, et de X2, mais comme définie par une équation où ^r.,, par exemple, est égalé h une fonction de a-, et de z. Comme le plan P n'est plus alors parallèle à l'axe des x^, la difficulté a disparu. Tel est le sens géométrique de l'artifice analytique qui vient de nous permettre de tourner la difliciillé.
SIXIÈME CAS
oj,, wo, . . . , M„ ne restent pas déterminés quand ar, r= .r, =:...= .r„ = o.
(^'est ce (jui arrive (juand
l'I (|ii('. pai' conséi|iiont, les é(ni;itiniis
'"' (Ix, ~ ,1.1 , '
ilx„ ' <l.r„
ne rcsleiit pas ilistinctcs (jiiaïul on y annule lésa-.
Soil y,, y., y„ un système quelconque de valeurs tjui, sulislilué
a In place de ',>^, <„., o),, dans les équations (24), y satisfont quand
les X s'annulent.
Supposons qu'on veuille éludier un élément de la i'oruiidn ; tel (|ue
^1. •î'o r„ soient suf'lisammenl voisins de zéro cl (|ue /;,, p. [>„
soient snllisamment voisins de y,, y, y„; |>ar exemple, sup|)us()ns
que l'on se trouve dans le cas de deux variables cl (|ue
soit considéré comme représentant une surface. Puisque /j, et /j., ne sont pas déterminés (juand
la surface présente un point coni(jiie :i l'origine, et l'on se piopose d'étudier, non pas toute la partie de la surface qui est snllisamment voisine du point conique, mais la partie de celte surface qui est limitée |iar deux courbes se croisant ;i l'origine.
Il est clair (jue l'on obtiendra rintéi:jrale cliercbée en épalanl à zéro n intégrales de l'équation
dx,
dv\ d-^ V '/'•' l <>'^ <l'A
■dz)dj;,~ldf.[dx.^i'',h) ^"'
( 68 ) qui se réduisent respectivement ;i
quanil on a
' ' dXi j (/x-i dx, \' ' dxt
( _ i^\ 'IL- 'lli , _ !^ \ ' dxi j dx, dx, \' ' dx^
f / _ _^\ ^0 _ (l£ / _ d^\ \ \ dxj dx„ dx, \" dx„i
Les expressions (aG) sont liolomorplies en Xf,^^, r„, :;, />, —7,,
7^2-72. •■■,Pn-'lu-
Donc les n intégrales de l'équaiion (aS) sont algébroïdes par rapport aux mêmes variables. Si ces intégrales sont o ^, 'f^, ...,ç„, les équations
O. = œ, =r . . . = cp_ :^ O
sont é(|uivalentes à n équations
où les II sont liolomorphes en .r,, .r^, . . ., a-,,, z, p, — 7,, />.^ — -i.,, . . .^
Les équations (27), jointes à l'équation pi'oposée
fournissent l'expression implicite de l'intégrale clicrcliéc s et de ses
dérivées du premier ordre /;,,/^j />„ en fonction de j:,, a-j, .... ,r„,
c'est-à-dire (jue le théorème III est toujours applicable.
DEUXIÈMK PARTIE.
Éïi'DE ni-.s r.AS or l'on a a i.a fois
PREMIER !•: SECTION
L'oqualion proposée osl do la fornie
OÙ X,, Xo, . . . , X„ sont des t'onclions lioloiiiorplies en .r,, .r„ »•„.
expi'imal)les par des séries dont les leniies de degré zéio sont nuls et dont les lernies du premier degré se réduiseni respeelivenieiil à
Hypolliése I. — Si l'on représente les parties réelles el imaginaires de ).,, )..,, ..., ).„ par les coordonnées de n points dans un plan, ces // points sont tous d'un même eoté d'une certaine droite passant par l'origine, ou, ce qui revient au même, le polygone convexe à l'intérieur duquel se trouvent les points /,, )... >„ ne contient pas l'origine.
Urpollièsc II. — Les (juantilés À,, À... ..., )„ ne salisl'ont à aucune
relation de la l'orme
w../., -T- /«j/j !- . . -H ni,,},, ' ■ /i
où nin, m^ w„ sont des nombres entiers positifs.
Tiiicoiiii.MK 1. — Si ces hyiiolltcsrs sonl salisfailcs, le module de l expression
1 nijl. - ?., 1 m, - I
'■ Go )
est toujours plus grand qu'un certain nombre positif K, quand on donne aux mi des valeurs entières et positives, mais d'ailleurs quelconques.
En eflet :
i" Cette expression n'est jamais nulle, car, pour qu'elle le lïit, il
faudrait que l'on eût
Or, toutes les fois que m, > o, le point dont les coordonnées sont les parties réelles et imaginaires de
esta l'intérieur du polygone convexe (|ui enveloppe tous les points).,; or ce polygone n'enveloppe pas l'origine.
Si au contraire m, =o, on n'aura pas non plus
ntili -+- /J/j^.j -h ■ . . -i- ni„l„ — },, = o,
en vertu de l'Iiypothèse II.
Donc
2° Cette expression ne tend pas vers zéro quand les m tendent vers l'infini d'une manière quelconque, mais en restant entiers positifs. En effet, supposons que m,, m., m,^ tendent vers l'inliiii, de
manière que
m,- (Xi lim — = — •
OÙ les a, et a, sont des quantités finies, déterminées, positives et d'ailleurs quelconques.
On aura
Im/li — I 2aili
lim
Or y ' " est représenté [)ar le centre de gravité de n masses égales respectivement à a,, a^, ..., a„ et placées aux points).,, Xj, .... ).„.
Ce ("cnlrc do 2;raviié csl à l'iiitcrieiir du polygone circonsciit ;uik puiiiis ).,, /.. /„. Donc
Donc on peut clioisii- an nombic [)osilil'K Ici (ju
mou -nr >■ K.
Théorème 11. — // existe une infinilè de fonctions holomorplics qui satisfont à l'équation
où s = a;, + .r ., -f- . . . + .i-„.
En effet, faisons dans l'équation [■?.)
z =^Xi — xr, il vient
et l'on voit aisément que l'éciuation csl satisfaite. Soit maintenant
où II = AiM -t-«, d'où
il viendia
et, par conséquent, le premier membre de l'cqnation (2) s'écrira
/(S) (ix. - ^^] =/(S) iizlz^^LiL^li^ = ,.
•' ^ ' \ I —xbj •' ^ I — ah
Donc la fonction/' S), qui est une fonction liolomorplie, satisfait égalenfienlà l'écjuation donnée.
( 62 ) Il en sera de même des fonctions
(3) K,f[S]^K,'x,-x,]-hK,[.r,-x,)-h...-hK..[j-„- .r,),
où K, , Kj K„ sont des constantes quelconques.
Corollaire I. — Parmi ces fonctions, il y en a une qui est représentée par une série dont les termes du premier degré se réduisent à a', .
En effet, /(S) est représenté par une série dont le premier terme est S.
Si donc on fait dans l'expression (3)
cette expres>ion devient une série (]ue nous appellerons oj.r), et dont les termes du premier degré se réduisent à x, .
Il y
CoROLLViRE II. — Si M et a sont réels positifs, H et — n — '- seront réels
positifs, et tous les coefficients de la série ©(.r) sont réels et positifs.
Théorème III. — Si les hypotliéses I et II sont satisfaites, l'équation ( i ) admet une intégrale liolomorphe, et une seule, dont les termes du premier degré se réduisent à a-, .
i" Il existe une série, et une seule, qui satisfait formellement à l'équalioii (i) et dont les termes du premier degré se réduisent à.r,.
En effet, si une pareille série existe, on obtiendra le coefficient du terme en
en dill'érentiant l'équation (i) w, fois par rapport à .r,, ... m„ luis par rapport à ./•„. et en égalant les .r ii zéro. Posons, poui abréger,
on aura
é(|ualioii dunl le second membre est une expression symI)oli(iue où l'un
convient d'effectuer la multiplication d'après les règles ordinaires du calcul et de remplacer après l'opération
(x,;,;xo?-...(x,;^ par ^^^^
et de même pour /v.
Donc on a
Dans celle expression, D,U ropréscnle une dérivée partielle do U qui ne diflère de DU que parce qu'une différenlialion par rapport a .r, a élé remplacée par une différentiation par rapport à r,, de telle façon que
dXr dx"''~^ (/ar j'= dx'"' . . . dx',^'
Les B sont des termes formés d'un coefficient positif d'une dérivéLde Xr d'ordre supérieur au premier et d'une dérivée du = d'ordre inférieur à m, -i- m,-T- . . . -i- nig.
Si l'on annule les x, X^ s'annule ainsi que ses dérivées du |)renii('r
ordre, excepté— —'j qui se réduit à À^. On a donc
D Xrpr^nihDz ^IQ,
et D- est donné [lar l'équation
IT) Xrfr -hDz ou
(4) fwi,"/, -4- flhl. 4-. ..-H inj,— >.,!); -f- iB :--o.
Si l'on connaît les dérivées d'ordre inférieur à celui di- \)z, celle équation permettra de calculer 1);, puistiue
Donc, si l'on connaissait les dérivées du premier ordre, on pourrait calculer toutes les autres et l'on ne trouverait pour elles (ju'une seule valeur.
' ()4 ' Or les dérivées du premier ordre sont données par l'équation
Si « ;; I ,
si /'-— I, l'équation est indéterminée. On peut choisir pour /j, telle valeur que l'on veut, et, en particulier, on peut faire
Donc il existe une série satisfaisant formellement à l'équation (i), dont les termes du premier degié se réduisent à .r,, et il n'y en a qu'une.
2° L'équation (2) admet également une série qui lui satisfait formellement et dont les termes du premier degré se réduisent à jt,, et elle n'en admet qu'une, car elle est de la forme (r).
Les coefficients de cette série sont donnés par les équations
( W| -h m, + ...-(- /»„ — 1) Ile H- i! B, = o,
où les B, sont formés avec les dérivées partielles des coefficients des/) dans l'équation (2) comme les B avec les dérivées partielles des X.
Cette série ne peut être autre que y(-i'); elle est donc convergente.
'^" On peut former une équation auxiliaire qui soit de la forme (2) et qui nous aidera à démontrer la convergence do la série définie \y.\Y les é(|ualions { [\ ).
Soit, eu ed'et,
supposons (jue I (in ait toujours
imiu. — t:^ "
K (K ('■l;inl posilil).
ce qui est toujours possifile, d'après le théorème I.
Supposons que les fonctions X,, X., .... X„ restent liolomorphcs
quand les modules de a?,, x^, . . , .r„ restent plus petits que -(«étant
réel positif) et qu'en même temps les modules de ces fouctions X,. Soii
Xn, . . . , X„ restent plus petits que ^ , M étant réel positif;
L'équation - '
est de la forme (2) ; elle admet donc une intégrale liolomorplie
dont les termes du premier degré se réduisent ai-, et dont on peut calculer les coelFieienls à l'aide des équations (5) ou des équations
5 bis] K I w, — «J; -+- . . . -t- m„ — 1 l)z' -+- - K B, =: o.
4" Toutes les dérivées partielles de KX', d'ordre supérieur au prcmie'r sont réelles, négatives et de module supérieur à la déiivéc correspondante de X;..
5° Les De' sont positifs et leurs modules sont plus grands (|iic ceux des D- correspondants.
En effet, supposons (|ue cela soit vrai pour les dérivées d'ordre inférieur à celui de D: : je dis que cela sera vrai également pour Dr.
En elle t, soient B, l'un des termes B, B,, le terme B, correspondant:
où A représente une dérivée d'ordre supérieur ii 1 et A, une dérivée d'ordre inférieur à celui de D: : de même,
Kli„ /il^KX/iXiz']. I
A, ('3') est positif et de module plus grand (]ue celui de A,(r); A(^KX', j est négatif et de module plus grand que celui de A X^.). Donc KB,, est négatif et de module plus grand (]ue celui de B,.
Donc IKH, est négatif et de module plus grand que celui de lli.
De plus,
( 66 ) ost positil'ft de module plus petit que celui de
Done
e'est-à-dire D;' est positif et de module plus grand que eelui d
:sB
e'est-;i-dii'e de D:.
Or hi série
»(l . 1 .2. . .«ij. . . I .2. . ./«„
est convergente.
Donc la série
Ï)ZX"'' X'"- . .x"
.m,. 1 .2. : .m-.. ..12.. ./h„ l'est éiïalement.
DEUXIEMK SECTION.
Des cas où l'équation proposée est de la forme X,/^ H- Xj/Jj 4- ... -H X,,/;,, Z.
Xi.Xo, ... , \„, Z sont des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de a:,, jc.j, . . . , œ,„ z, s'annulant avec ces variables cl contenant des ternies du premier degré par rapport aux r et à ;.
i'hemieh cas.
Soit à intégrer les équations dill'érentielles cJxi d.r-, (lx„
X "^ x7^"'~ xT'
on l'on su|)pose les X indépendants de:; et oîi les termes du premier degré de .\, s'écrivent
Pour cela, nous envisagerons ré(|ii;Uion
où s est égalé à l'une des racines de ré(]ualion
se,:
Nous appellerons X,,).,, ...,X„ les n racines de cette é(iuation l'iO .
Uvpoihèse I. — Léquation ^16; n'a pas de racines inuliiples.
Hypothèse II. — Si l'on représente les parties réelles et imaginaires des >. par les coordonnées de n points dans un plan, ces n points smit d'un même côté d'une certaine droite passant par l'origine.
Hypothèse III. — L'un des/ n'est pas égal à une fonction linéaire ii coefficients positifs des autres /.
Lem.mk I. — Si V hypothèse. I est satisfaite, on peut ramenei par un changement de variah/es l' étude de rè(]uation ( 1 ;"> j à celle d' une équation de même forme, mais où les termes du premier degré de X,, X^, . . . , X„ se réduisent respectivement à
'l.,X,, IjX:, . . ., '/.„x„, c'est-à-dire à une éf/uutujn de la forme f 1 1 .
Soit, en effet, un cliangenient linéaire de variables
x,= ;i„y, -h ^aVi--
Si le déterminant des ,3 n'est |)as nul, on pourra écrire les é(|ualions (17) sous la forme
Les équations
dx, dx-i dr„ dz
evicnnent, après la transformation,
dy\ (/)■, dj;, dz
Les conditions pour que les termes du premier degré de 27i,X, se réduisent à X.y, s'écrivent
■/i,aii + "/i2 3(,,-i- . . . + y,„a,„ •/iia2i -H yn^ji -H . . . -h y,„a„,i
yil^nl H- •/l;gn-'+ ■ . . -f- yi„a„„ ,
d'où
[a,, — X, )yn + 5:i7ycj+ . . .-h ai„yi«== o,
:r,„y,i4- a„îy,,4- . . .+ (a„„ — >.i)y,„= o.
Ces é(juations, qui sont linéaires par rapport aux y,,- conduisent pour ces variables à des valeurs différentes de zéro , car le déterminant auquel elles conduisent est nul, puisque X, est l'une des racines de l'équation (i6).
La condition (jue les termes du premier degré de iy^^X, se réduisent à Xkjk permettrait de même de calculer les^A,.
D'après un théorème connu, l'équation (iG) n'ayant pas de racines n)ultiplos, le déterminant des-/ n'est pas nul. Donc des valeurs des y on pourra déduire celles des /3.
Donc on aura pu choisir les coelRcients du changement de val'iables (17) de telle façon qae les conditions posées à l'énoncé du lemme soient satisfaites, c'est-à-dire qu'après la transformation ré(| nation (i5) devienne
:iy,.X,9, -+- 2y:,X,-^, -h ... -4- iy„.X,-ç„ = Sz
ou
(20) Y,(7, + Yîg,-+-. . -+-Y„g„=:S2,
où
,/s dz __ dz
9'=;/t;' 'i'=dp: •■•• ^"-^'
el OÙ les termes du premier degré des Y se réduisent respecliveuu'Ul à ).,r„ À^-» • • • . >-.)-.-• '-• <^- ^'- "■
Lemme II. — Si rhvpothèse II est satisfaite pour F équation (i5;, elle l'est également pour l'équation ( 2a), et réciproquement.
Car^l'équation (16;, lirée de l'équation (iS;, a les mêmes racines que l'équation analogue tirée de l'équation (20).
Lemme III. — S'il existe une série, ordonnée suivant les puissances des X, qui satisfait formellement à l'équation (i5), cette série satisfera formellement à l'équation (20) après qu'on y aura remplacé les x par leurs valeurs en fonction des y, et réciproquement.
Lemme IV. - Pour que l'équation (i5) admette une intégrale hohirnorphe, il faut et il suffit que l'équation ; 20) en admette une.
Car toute fonction liolomorphe par rapport à n variables .r,, x.„ .. . , a7„ est également une fonction liolomorphe de n combinaisons linéaires
de ces variables,
'/hX, -+- y„X: -h. . .-h -/in r.,
pourvu que le déterminant des 7 ne soit pas nul.
Tm-oRÈME V. - Si les hypothèses I, II et IJl sont satisfaites pour l'équation' \j], cette équation admet une intégrale liolomorphe différente de zéro.
En effet, dans ce cas, l'équation '20), qui est de la forme ( ly, salisfait aussi aux livpotlièses I et II, c'est-'a-dire aux hvpolhèses I et II de la Première Section. Elle a donc une intégrale holomorplie différente de zéro, d'après le théorème III. Donc, d'après le lemme IV, l'équation (i '); admet aussi une intégrale holomorplie.
PROBLÈME II
Pour résoudre ce problème, nous allons nous servir d'un llicorèni.' dont l'énoncé nous a été comnuuiiiiué i)ar M. Darboux.
l 7" I Thkorkmf. Vi. — Si les conditions posées àl'e/toncé du théorème V sorti salisfaitcs. les éfjuations
(/.r, dx, (lx„
ont des intégrales de la forme
K, ^ K, "■ '^xr'
oii les T sont des fonctions Itotomorphes des x et les K des constantes (uhilraires.
En clfet, considérons les deux équations
\, /^ + Xi /^j H- . . . + X„ p„ = X Z,
X,//, -^- X,/>'j 4- ... 4- X,,;/,, = Il z'. Soient
deux iiitéiçrales holomorplies de ces doux é(iuations; la fonction
TV TV
satisfera à ré(ination c'est-à-dire que
ilr^ dx, ax„
TV_ T> K, ~ hT
oii K, et K^ sont des constantes arbilraires, sera une intégrale des éciuations
dx, dx< dx„
TiiKoniniF. VII. — Si les conditions posées à l'énoncé du tJiéoréme /' sont satisfaites, les intégrales des érjiuilions
, . dx, dx-, dx„ dt
[ V ) peinent s'exprimer en égalant a;,, x.,, . . ., x„ a n fondions holoinorphcs r/î K, /'', K,,/'-, ..., K„i'",K|, Ko, . ..,K„ étant des constantes arht/raircs.
\ii\ ciret, les inlùgralcs des tMiualions fa-j s'écrivenl
'il' _ ''"'î' _ _ T"" _ d'où 28 T, = KV l'-' , T, = KV /'^ . . . , T, - K;," ^^ .
Ueinplaçons dans Tj.To, ..., T„ lésa; [lai' leurs valeurs '17 . [tiiis
résolvons les équations (28^ par rapport aux y; T,, Tj T„ ne eoii-
tiennent rcspeclivcment, en fait do termes du premier deiiié, i]uc des termes en ji.j'j, . ..,y„, el aucun de ces ternies n'est nul.
Donc les équations (28) donneront les y en fonction lioloniorplu's de K\i'>, K'^tu ..., K;;<'«.
Donc les x sont aussi des t'onctioris liolomorphes de ces uu-Mirs quantités. r. q. f. n.
1» Il OH LÉ Ml' I.
bEi xitMi; i:as.
I, 'équation est de la forme générale
mais les conditions posées à l'énoncé du lliéorÏMue V sont remplies pour ré(|ua(ion
-, i/o -, clo ^ do ,, do „
dx, axt (Ixn (Iz
TfiKonKME VIII. — L'érjuation (29) ad/net en général /; -i- 1 mtcgra/es holomorphcs .
En effet, les équations
dx, dx-^ d.r, dz
( 72 ) admettent, en vertu du théorème VI, des intégrales de la forme
il -L '
TV _ TV _ _ T'i» _ T;- ;
Donc les valeurs des, tirées des équations (3o) T, = 0, T. = o, . ., T„=o, T„+, = o
seront des intégrales de l'équation (291.
,, ■ •' / 1 .•.- f/T, dl\ dT„ cn\^,
in\ en "■eneral, les quantités —p- » -p-' ••' — ' . ne seront pas " ' clz dz itz dz *^
nulles quand :; et les x s'annuleront.
On pourra donc tirer des équations (3o),de n 4-1 manières, :; en
fonction holomorplie des x. r. q. f. d.
PROBLÈME III
Soit à trouver une intégrale z de l'équation ( 2g ) qui se réduise à une fonction donnée tj^du.,, juio, . . ., ij.„^t) quand on y remplace respectivement .r,, X.2, ..., x„ par des /onctions données 5,, O2, ■-., 0„ de [x,, p.2, ..., f/.„-i-
On suppose, comme dans la première Partie, que les fonctions ij-, 5,, 5.,, . . ., 6„ sont algébroïdes et s'annulent avec les p.. Heprcnons les é(jiiations
z =^/(K, /"s, K,r<, . . . , K„+, r—,, X, =/ (K, t\, K.r=, .... K„H_, /^"-), 3ii { :r;=/î(K,r.,K,r., ...,K„+, /"'-"),
v,—.f„[Ka''', ..., K„+, /■'■—)
il faut, pour trouver l'intégrale, remplacer dans les é(iuations (3o) r [)ar 'J;, .r,, x.,, .... x„ par 5,, 6,, ..., 0,,: et enfin t par une nouvelle vaiiahle auxiliaire v analogue aux f,.
T,. To, ..., T„+, deviennent alors algébroïdes par rapport aux ;'j.;
de |ilu>
Il fiiul ensuite remplacer dans les équations CBi) les K par leurs valeurs ^32 ; on y posera ensuite
z, ce,, x^, ..., a-„ s'expriment alors en fondions algéhroidcs do a,, a,, . . .. y-n-i. ,'-'-^'. !■>■'„' !■>•,,"" et s'annulent avec ces variables.
TROISIÈME SECTION
L'équation n'est pas linéaire.
Nous supposerons que, si l'équation proposée s'écrit
si X,, X;. . . ., X„. Z, P,, Po, . . ., P„ sont les dérivées du premier ordre de F par rapporta Xt,x.,, .... .r„, z,p,, p^, .... p,„ l'équaiion
<lx, (1x2 dx„ dz
satisfait aux conditions posées a l'énoncé du théorème V.
Nous supposerons que l'intégrale que l'on cherche se réduise à «j/fp-i, Uj, . . ., y.„_, ] quand on y reni[)lace .r,, Xo, . . ., x^ par 5,, 5o, .... $„, et que, dans le même cas, p,.p^, ■■ .> Pn se réduisent aussi à des fonctions connues w,, ojo, .... '/)„ de [).,, tj.n, .... y„_|.
On peut toujours supposer que, quand y.,, u.., .. .,;/„_, s'annulent.
w,, ro, o)„ s'annulent aussi, car, s'ils se réduisaient à y,, y^
7„, on poserait
2 = ;' T- y, X, -J- •/, r, + . . . -j- •/„ a-,,, et l'on serait ramené au cas où les w s'annulent.
■74) Quand on lait
on a
\,-hp,Z = \,^p,Z = ...= \„-p,Z = P, = P, = ...= P„ = o.
3Iais quand l'équation (33) satisfait aux conditions posées à l'énoncé du théorème Y, toutes ces quantités ne peuvent être nulles à la fois (juand on donne à :;, aux x et aux/» des valeurs suffisamment voisines de zéro et annulant F, c'est-à-dire que les équations
sont distinctes, car, si elles ne l'étaient pas, le déterminant fonctionnel des premiers membres de ces équations par rapport à z, .r,, a-j, . . ., j:„, p,, P2, ■■■, p„ serait nul.
Or l'équation qui correspond à l'équation (16) est formée en égalant à zéro un déterminant qui ne diffère de ce que deviendrait ce déterminant fonctionnel quand on y annulerait z, les ,r et les/j, que parce que certains termes seraient diminués de l'inconnue S.
Donc, si le déterminant fonctionnel était nul, celte équation admettrait une racine nulle. Donc elle ne satisferait pas aux conditions posées à l'énoncé du lliéorëme V.
PROBLÈME II
Les équations
dx, dx, dx„ dz — dp, — dp„
~pr~"T7 l^^ ~ ï/TFTf " x7T/I7z x„ -+- /»„ z
admettent, d'afirès ce ([u'un a vu dans la deuxième section des intégrales de la forme
où les K sont des constantes arbitraires, l une variable auxiliaire, les >. des constantes données, les T des fondions lioiomorpbes de ;, des .r cl des/^ s'annulant avec ces variables.
{ 75 ) Ces intégrales peuvent se mettre sous la l'orme
OÙ lesysont des fonctions liolomorplies de K,/', K^/'- Kj,,^,^'"""'
s'annulant avec ces variables.
PilOBLKME III.
Soit à tromer une intégrale de
qui se réduise à quand on y fait
p [il.,, t/.j . . ., a„_,
jr, = 9î ! _u.,, t/.;, . . . , u„_i ),
x„ = Q„ 1 a, , Uj, . . . , u„_i ,
,S e/ /ei 5 eVa/?/ rfe5 fonctions holomorphes des u. s annulant avec ces variables.
Quand on fait
X| ^ Oi, X- 1=^ 6-, • • • ï -^B ^ ^n>
les/3 se trouvent assujettis à se réduire à cei faines fonctions des a : oj,, Ojj, . . ., co„.
Ces fonctions sont déterminées par les équaliotis
du.,
dO, d-j..
dO, dj.,
dp d'j..
de„
■ du., '
dO, du„.,^"'-
rfO.
du„ ,
PREMIER CAS
Les équations (37) donnent les oj en fonctions algébroïdes des u.. Ce cas ne présente pas de difficulté spéciale, et l'on verra plus loin comment on le traite.
DEUXIÈME CAS
Les équations (.37) ne donnent pas les oj en fonctions algébroïdes des p..
Les deux membres de cbacune des équations (37) sont bolomorpbes par rapport aux ij. et aux «. Donc, en vertu du lemme VI (I" Partie), on peut en tirer les w elles jx en fondions algébroïdes par rapport à n— I nouvelles variables
Vt, V;, . . ., y„_i
et s'annulanl avec ces variables.
Donc fi, les 0 et les w seront algébroïdes par rapport aux v et s'annuleront avec eux. On est donc ramené au premier cas.
Exemple. — Un exemple fera mieux comprendre ce qui précède. Soit ré(|uatiun
Soit a trouver une intégrale de cette équation se réduisant à
quand
Xj = o,
jr, = p.^ + f/.]Wi.
Les écjuations (37) s'écrivent
Sy.] =^ &),(2i7., -(- p.j), 3p.j = oi-.y.i ■+- W| a,.
On ne peut tirer de ces équations les w en fondions algébroïdes des/x.
^lais posons
«, ^ Vi, W: = V: ;
il viendra
3 H; = Vip-i -I- v,y.,.
d'où
3 3uî — 2v,u,;' = v,f:(3_v.; — av.y.,, -!-v'y.,,
3(3ul— v,iji,]'= vî;3^i=— vjtx, -h v,;/,;,
équations qui définissent a, cl p.. en fonctions algébroïdes des v. De même, y.;, a; 4- /JL.pi,, p-i-r-y-o s'ex[)rimeraient en fondions algébroïdes des V.
CAS GÉNÉBAL.
Dans tous les cas on peut donc supposer :
i" Que les 0, fi et les oj sont algébroïdes par rapport aux u.:
2" Qu'ils s'annulent avec ces variables.
On peut toujours supposer que les équations de la forme
ST + A^, 5;"-' + . . . -^ A/A -r- A„
qui définissent les 5 par exemple, de même que celles qui définissent [: et les 'j), sont irréductibles, c'est-ii-dire ne sont pas un produit de deux équations de même forme.
On remarquera que, pour un môme système de valeurs des j., fi-, les 5 et les « sont susceptibles de plusieurs valeurs.
Soit
(il,,, f/j.,, . . . , ;j-«-i,t
un système fixe de valeurs des a.
Soit
Pt, 5,.., 6,,„ ..., 0„,„ 0),^, &).-,„ ..., w,,.
un système fixe de valeurs de /3, des 6 et des w, tel qu'en substituant dans les équations (Sy), à la place de
V.„ LJ.2, .... ,7.„-,, p, 0,, 0-, ..., 0„, £.},, Ml, .... W,„ fZ-Lt. f-).t, ••■> Wn-H. |3«i S,,„ 0:,„ ..., 0„,o, W,,„ Wj,„ ..., W.,.,,
ces équations se trouvent satisfaites.
Supposons maintenant que l'on fasse varier les ;j. d'une manière quelconque en partant du système fixe de valeurs
pour aboutir au système quelconque de valeurs
Supposons que [-i, les 0 et les oj vai'ient d'une manière continue en même temps que les a. en parlant du système initial de valeurs
ft qu'ils deviennent égaux respectivement à 3' bis ,S,, 5,.i, S^.E, •••, 0n,i, w,,,, Wi,,, ..., &j„,,
(juand les a deviennent égaux respectivement a
Nous appellerons les valeurs (87 bis) valeurs correspondantes de p, des !/ et des w.
Pour résoudre le problème III, il faut d'abord remplacer dans les T
-, X,, X., . . ., Xn, i>i, p.. • • . p,.
par
il viendra
les ij; étant algébroïdes par rapport aux p.. Si l'on n'a substitué à z, aux a; et aux/), dans les T, que des valeurs correspondantes de ,3, des 5 et des cj, les équations qu'i définissent les «j» sont irréductibles.
On appellera système de valeurs correspondantes des ■^ un système de valeurs de ces fonctions obtenu en substituant dans les T un même système de valeurs correspondantes de p, des Q et des oj.
H faut ensuite, comme on l'a vu dans la Section précédente, remplacer dans les équations (35) les T par les ^ g\. t par [}.„•■
z, les X et les p s'expriment alors par des fonctions algébroïdes en y.,, [U, .... [J.,,-,. IJ.';:> P-^S • • -, [J-T'"-
Si l'on a eu soin de ne donner dans cette substitution aux ij> que des valeurs correspondantes, les équations qui définissent :;, les .r et les /j sont irréductibles. On dira encore que des valeurs de z, des ce et des/j sont correspondantes quand on les aura obtenues par la substitution dans les équations (35) d'un même svstème de valeurs correspondantes des '^. Les expressions de :;, des x et des p que l'on vient d'obtenir donnent-elles l'expression implicite de l'intégrale clicrcliée?
Pour que cela soit, il faut et il suffit que l'on ait identiquement
(Iz ,/z ffz
J7,='P" 17 =P^- ■• ' 7hF„=P-
i" Je dis que ces conditions sont remplies, pourvu que les y. ne prennent pas certains systèmes particuliers de valeurs.
En effet, u,, ojo, .. ., &j„, [-j, 0,, O2, . ■ ., 0„ ne sont pas tous idcnti- (|uement nuls. Il en résulte que, pourvu (ju'on ne donne pas à ;/,, ;/o iJ.„_, des valeurs qui satisfissent au moins à une relation donnée
on n'aura pas à la fois
On pourra toujours cboisir les y. d'une infinité de manières, de telle façon que les modules de [j, des w, des 0 soient aussi petits (pie l'on veut et que les y. ne satisfassent pas à
Dans ce cas, comme on l'a vu au commencement de cette Section, les
fonctions
F, IV, P, l'„,
\, -f-/»,Z, X, -;-/),Z \„-^pJ.
ne s'annuleront pas à la fois quand on y remplacera z, les/) et les -x par (3, les w et les !/. Mais alors les fonctions J sont identiciuemenl nulles, comme on l'a vu dans les Ce/ie>a/iVe* (P'' Partie); les équations (lui donnent z, x^, a-,, ..... x„, p,, p^ p„ en fonction des y. sont
( 8o ) bien l'expression implii'ite de l'iiitégrale, et, par conséquent, dz (h dz
d7,=p" di.=p" ■■■' d^,rp-
Supposons mainlenant que l'on donne à
y.,, u.-;, . . . , ;JL„_, (k's valeurs qui annulent à la fois
et voyons si les expressions que nous avons trouvées représentent encore réellement l'intégrale cherchée.
Interprétation gc'omi'tiique. — Supposons que l'on n'ait que deux variables indépendantes ic, et x^^ et que, par conséquent, l'intégrale soil susceptible de représenter une surface S.
Il s'agit de déterminer la surface S de telle façon qu'elle passe par une courbe donnée C, j)assant elle-même par l'origine, et qu'en chacun de ses points son plan tangent P soit langent à un cône donné. Nous avons trouvé une expression de la surface S en égalant :;, .r,, Xn à certaines fonctions de deux variables auxiliaires /ji., et y.^-
Si, donnant à p., une valeur constante qui n'annule pas 0),, (.h, (3, 0„ 0,, on continue h considérer /Xo comme une variable, ces expressions de ;;, a-,, .r^ en fonction de [Jt, et [j.., définiront une courbe K,„ passant par le point
qui est sur la courbe Cet que nous appellerons m, et passant aussi par l'origine.
Nous avons vu que, si la surface S cherchée existe, la courbe K,„ en fait partie, et qu'elfeclivcmeni, tout le long de cette courbe, la surface engendrée parles courbes K,„ satisfait aux conditions de la définition de la surface S.
Supposons maintenant que p., tende vers une valeur qui annule à la fois les 0), ,'3 et les S, par exemple vers zéro, c'est-à-dire que le point m se déplace sur la courbe C en se rapprochant indéfiniment de l'origine.
Dans ce cas, ou bien p.j restera fini, et alors z, x, vlx^ lendi'ont vers
( 8i ) zéro, ou bien rj.j augmentera indéfiniment et z, x,, x., tendront vers des limites finies, c'est-à-dire que, quand le point m tendra vers l'origine, la courbe K,„ se rapprochera indcfiniment d'une cerlaine courbe limite Ko-
Il s'agit de faire voir:
i° Qu'à l'origine, c'est-à-dire quand
fi = o> ,"î < ■*-
ou quand
la surface engendrée parles courbes K,„ et par la courbe K„ salislait aux conditions de la définition de la surface S; 2" Que le long de la courbe K„, c'est-à-dire quand
f/, = O, IJ., ^^x ,
cette surface satisfait encore à ces conditions.
Hypothèse I. — Supposons donc d'abord cjuc les équations
soient distinctes, ce ([ui est le cas le plus général. Alors, pour (lue
l'on ail
et par consécjuent
o = F = P, = P. = . • . = P» = X, -+- p,Z = X. + />.Z = . . . rr: X„ -: p„7.,
il faudra (\nc l'on ait
la) p., = ,u, = fX3 = ...=//„-=o.
Donc, toutes les fois que ces conditions (y.) ne seront pas remplies, on aura, si f.„<;0.
dz dz dz _
d^rP" d^r~P" ■■ ' dF„-P'-
f/ypot/ièselI. — On peut toujours supposer que les parties réelles des quantités).,, )... .... >s«-ki ^o>i> positives, car on a supposé ipie, si a,
( 82 ) et (3, sont les parties réelle et imaginaire de >,, les points dont les coordonnées sont a, et jS, sont d'un même côté d'une certaine droite passant par l'origine, c'est-à-dire que l'on a, quel que soit i,
A et B étant deux constantes réelles indépendantes de /.
Si les parties réelles des X,- n'étaient pas positives, on multiplierait l'équation F = o par A — tB.
).,, ).o, . . ., li„+, deviendraient alors
A — /B)X„ (A-iB,h, ■ ., (A~iB]h„^„ dont les parties réelles sont
\x,-hli^„ Aa, -^B3:, ..., A3:,„^, H-B.3,„H.,, et sont par conséquent positives.
Cas à examiner.
Le cas où l'on n'a pas
DU bien
ayant été examiné, il nous reste trois cas à considérer: 1° p.i = p-i = . . . = [J.„_, = o, u.„ = 3c ; 2° ij.„ = o; mais on n'a pas à la fois
3" 'j.„ est fini et de plus
rnEMIF.R CAS.
Rappelons de quelle manière on a obtenu l'expressio» implicite de l'intégrale.
Dans les T, on a r(;mplacé z, les x et \esp par /3, les 0 et les w, et
les T sont devenus égaux à des fondions | des y., définies pnr des équations de la forme
où les A sont des fondions holomorphes des y. s'annuhint avec ces variables.
On a ensuite, dans les équations
remplacé les K, par 6, et t par y.,^, et les T se sont trouvés définis par les équations
(38) TT-h A^,_, MÎïTr--' + . . . -h a; aif-'i''!, ~ A J u^"^ = o.
Il est clair que, si l'on annule a,, ou si l'on annule les n — i premiers p. sans rendre u.„ infini, on annule les T, et par conséquent r. les X et les p.
Nous allons d'aliord supposer que /j.„ tende vers l'infini en niénie temps que les autres f;. tendent vers zéro.
Les équations (38 j nous ilonnent une exjjression implicite de l'iiilégrale.
Dans les équations, les A sont des séries ordonnées suivant les puissances croissantes des a. de sorte qu'on peut poser
OÙ
y_ = K,y.',-u.b...y.^ri<
où K, est une constante, ,S,, jSo, .. ., (3„_, des nombres entiers. L'équation (38 pourra alors s'écrire
Supposons que l'on fasse le changement de variables
OÙ X,, a. a„ , sont des constantes dont les parties réelles sont
positives et que l'on déterminera plus loin. L'équalion 38; s'écrira alors
( «4 ) où
el
Remarquons que, dans celte expression,
sont réels positifs, tandis que î<,, aj, ..., a„_,, >., sont imaginaires.
On peut toujours choisir les quantités a, , «o. • • • > ««-) de telle façon qu'un ou plusieurs des â soient nuls pendant que les autres ont leur panie réelle positive.
En eifet, posons
et, =1 /t,OL + ill\, X: =; /i,a: -h (Vl:, . . . , a,_, = fl„-iX + z/i„_,, >., — •/], -t- jÇi, ),2 =: m -+- 1^2, . • ■ , >.i„+i = viin+i -H '?M+I.
Dans ces expressions, /«,, A^, ..., h,^_^ sont des quantités positives et d'ailleurs quelconques, choisies arbitrairement; a et les k sont les inconnues qu'il s'agit de déterminer; les -/j et les Ç sont les parties réelles et imaginaires des X.
Dans chacune des équations (38) et dans chacun des coefficients A qui y entrent, prenons chacun des ternies y^ et considérons le â correspondant
ilont la partie réelle est
&/.-.?.,„^...+Êp ,,._,)_.„
Considérons les diverses quantités
comme
(85) ces quanlilés ne peuvent devenir plus grandes que
h étanl le plus petit des nombres A,, A_,, . . ., //„_, ;
T, étant le plus grand des nombres r^, r,^, . . ., r,,„+, ;
m, étant le plus grand des nombres m correspondant à chacune des
équations ( 38).
11 y aura donc une ou plusieurs des (juantilés ^4°) qui seront plus grandes que toutes les autres.
PREMIER CAS
En général, il n'y en a qu'une. Soient
|3,,., ?=...■•■,?»-.,.. Ko, ■/;.
les valeurs correspondantes de
on posera
K.ïi.
La partie réelle du o correspondant sera la partie réelle des autres ô sera
et elle sera positive, puisque
^ ~ p,,./«,-t- ^,.,fi,-h - . . ^ p.->,./'„-, ,3,/j. -1- "3,/h -<- . . . + p^, A„_, ■
Quant aux quantités ^-i, À-,, ..., k„_,, on les assujettira à la condition
^ 3,,,/r, -+- p,,J(, + ...-+- ,5„_,.,/r„_, i — Ç„ = o, Ço étant la partie imaginaire du / dont r,^ est la partie réelle.
Alors tous les o ont leur partie réelle positive, excepté celui qui correspond à j'i,,,,. fj-.,u, •••. i'3«-i,o. ''îo + '"Ço< et qui est nul.
Si donc on fait la substitution (39) dans les écjuations (38), ces équations prennent la forme
( 38 bis) o = T/' -h ë;-;t;"-' A;;;i, + . . . +t,-a'('' ?-'-""'■■ + a;"' i:; h,
où les A' sont holomorplies par rapport à £0, §3, . . ., |„_, et à diverses puissances dev, dont les exposants ont leurs parties réelles positives.
De plus, dans l'une au moins des équations (38 bis), l'un au moins des A' ne s'annule pas avec v, quels que soient les S,.
DEUXIÈME CAS
Plusieurs des quantités (/jo) sont égales entre elles et plus grandes (jue toutes les autres.
Si le nombre de ces quantités n'est pas supérieur à /j — i, il n'y aura pas de difficulté; mais, quel (]u'il soit d'ailleurs, on pourra tourner la difficulté, comme on va le voir.
Egalons encore a à ce nombre positif, qui est égal à plusieurs des (|uanlités (4o) et plus grand que toutes les autres. L'expression (4i) sera encore nulle pour les â qui correspondent à une quantité (4'-») égale à a, positive pour tous les autres. On posera encore
où l'on donnera aux /3 et à Ç,- les valeurs qui correspondent aux tî dont on vient d'annuler la partie réelle. Si le nombre des écjuations f42) est
<; H — 1 ou =r- H — I,
on pourra clioisir les /■ de façon à satisfaire à ces équations, et, comme dans le cas précédent, les équations (38) seront ramenées à la forme (38 bis).
Si le nombre des équations (42) est
on ne pourra plus choisir les k de cette manii-re, mais on pourra le
( 87 ) faire de telle sorte que tous les o aient leurs parties imaginaires positives, excepté un nombre fini d'entre eux, que tous ceux dont la partie réelle est déjà nulle aient leur partie imaginaire positive, excepté un ou plusieurs dont la partie imaginaire devra être nulle. En elTet, soit par exemple
La partie imaginaire d'un c? s'écrit
(4^ bis)
Ir, 12, -■!:,.
Considérons d'ahord ceux des o dont la paitie réelle est déjà iiull.;; pour l'un au moins d'entre eux, Ç, est positif, sans (|uoi on changerait V— I en —s — 1 ; donc, pour /c, —o, toutes les expressions (/p hisj ne sont pas positives; pour k, positif et très grand, elles le sont toutes. On pourra donc choisir k, positif de telle sorte qu'il annule une ou plusieurs des expressions (42 bis) en laissant les autres positives.
Considérons maintenant ceux des 0^ dont la partie réelle est positive : il n'y en aura qu'un nombre fini pour lesquels
y 3 ^ 'c plus grand des g.x le plus prand des K
et, par conséquent, dont la partie imaginaire peut être nulle ou né,yative. Tous les autres & auront leur partie imaginaire positive. Posons maintenant
Dans ce cas, les équations (38 y s'écrivent
SI 0 = c H- f£,
5, = ( I — /6 J 0 ; [t -h In,] -+-/;£, — bti.
1" Pour un nombre fini des quantités c?,
( 88 ) alors
l-T-be,=^0, £| — /(£:=0, Ô, =: 0.
2° Pour un nombre fini des (juantités c?,
alors
e + 6c, >o, si b^ o.
':i° Pour un nombic fini des quantités â,
on pourra alors toujours choisir b positif el assez petit pourcjue
4" Pour un nombre fini ou infini des quantités o*,
£>o, e, >o; si 6>o,
En résumé, tous les â, ont leur partie réelle positive, excepté un ou plusieurs qui sont nuls. Les équations (38) prennent donc encore ici la forme (38 bis), c'est-à-dire que les T sont fonctions algébroïdes de $2, la, •••, In-o ^^ diverses puissances de S„ et de v,, dont les exposants ont leur partie réelle positive, et (|ue tous les T ne s'annulent pas, quels que soient les ?, quand v, s'annule.
CAS GÉNÉBAI..
Dans les deux cas qu'on vient d'examiner, les écjuations (.38; ont été ramenées aux équations (38 bis). En résolvant ces équations (38 bis) par rapport aux a?, à z et i\u\p, on trouvera
("es équations donnent l'expression implicite de l'intégrale, pouivn que l'on n'ait pas
a, = u.; = . . . =: p.„_i =0 ou y„ =; o.
(89) c'cst-ii-diro pourvu que
y^o, ^^-o, ^ijo, ..., Ë„^o.
'Les cquiilions (38 his) monlront quo. quand les | tondent d'une certaiue manière vers cerlaines valeurs dilTcientes de zéro,
pendant que v tend d'une certaine manière vers zéro, les T tendent vers certaines valeurs finies et difl'érenles de zéro,
et que, par consécjuent, ;. !cs.r et les /; tendent vers cei'Iaines valeurs finies et dili'érentes de zéro,
Zo, x,,o, X,,, a"„.„, /;,.„, p,,„, .... p„,„.
Ces valeurs satislonl évidomment à l'équaiion
F(Zo, ^1,0, ■'''■1,0 , . • . : a"„.„, j>t, t., />■■,!>, • • • . p,i.i,] = o,
car F est une fonction continue de :;. des .r et des p, et Ton a vu (ju'ou pouvait satisfaire à l'équation F = o en donnant à ces variables des valeurs aussi voisines que l'on veut de
Zo, ^1,0, ■3^2,0, • • -, ^«.0, Pi,e, Jh.o- ■ ■ , p«,<,-
Il reste à faire voir que, pour
Pn,
i/.v, ' " (/Xj ' ■' ' ' ' dx„
OU que 1 ou peut prendre v et les | assez voisins de leurs limites [jour que
Z — Z.= (.Ti — a:,,,) (/7,,o+ £,)-)- [Xt—X,,t] (/>,,o -)-£,)-+-. . .-+- [X^— X„,„) [p„,,-t-i„],
où les iuodiiles de £,,£.., c„ sont aussi petits que l'on veut.
Or on a
dz <lz (h
f''=7iF,' P'^d7,' ■■■• P"=d7„
toutes les fois que
Considéi'ons un instant v. |o, S,, ..., |„ comme des fondions liolomorphes quelconques d'une variable t qui tendent vers
O, ?,.o, U^ ..., ùo
quand t tend vers zéro.
Remarque. — Remarquons qu'on peut toujours supposer que, pour
dz f/jr, (l.r-, dx„
dt' It'' 'W ■ ■ ■ ' 7/7
ne tendent pas vers l'infini.
En effet, un des T est donné par l'équation
(Sg) T"'-»- A„_,T"-' H- . . . + A,T + A.= o,
où les A sont des fonctions hoiomorphes de diverses puissances de t dont les exposants ont leurs parties réelles positives. Si To est la valeur de T pour i = n, on aura
(T - To )'" -+- B„._, (T - To)'"-' 4- . . . -1- B, ( T - T. ) -i- B„ = o,
où les B sont de même forme que les A.
Soit «''('»+''''') celle des puissances de t qui entre dans le développement de B,„_K et dont la partie réelle est la plus petite. Si tous
les «K sont plus grands que i, — --" tend vers zéro quand t tend vers
zéro; or on peut toujours supposer que tous les a^ sont plus grands que 1, car, si cela n'était pas, on poserait
). étant un nombre plus grand (]ue tous les -j;» et l'on aurait
OÙ X«K > I
( 9' ^ Donc on peut toujours supposer que pour / = o on a
et p;ir conséquent
Hit-"'
dz
dx,
dx.
cil ~
dl
^ dl
^ dl ~
Cela posé, soient /, une valeur quelconque de t\ z,, .r,_,, j-, ,, r„ ,
les valeurs correspondantes de z et des .r; on aura
^'-''=1 ''\-dtP'-^luP'^--'^P-)-
Cette intégrale existe, puisque les quantités sous le signe f restent finies.
Or on peut prendre t, assez petit pour que p^, p.. />„ soient
aussi voisins qu'on voudra de /j, „, /?. „, .... /j„ „. Donc
les modules des i étant aussi petits que l'on voudra, c'est-à-dire
2'— ^>— [P'.>+ Ei ) [^.,1— ^.,.) + - . . + [p„.t+in) [X„,, — X„,,\.
DEUXIÈME CAS
p.,, u.,, .. . , fj.„_, ne sont pas nuls à la fois f;/„ = o). Dans ce cas, les équations (38) démontrent que les T s'annulent, et par conséquent aussi z, les j' et les/^ Je dis que l'on a en même temps
dz dz dz
dx, ~ dx, dx„
Pour cela, il faut faire voir que, (juels que soient les n — i premiers a. on peut prendre a„ assez petit pour que
où mod.Ç, <c,, mocl.Ç2<c%, ..., niod.Ç„<i„, £,, z, i., élanl
aussi petit que l'on veut. Or on a
r , f dz dx, dz dr. dz d.r„\ , ,
z — I du.,, (~ ^ .- -, h . . . + _- 1 1 .
.; \ui'i u'j.,, UX2 (i'j„ ax„ du.,,! '
ou, puisque, toutî's les fois que y.„>o,
dx, ' " dxt ^"' ' ' ' ' dxa ' "' d'où
z= \ dtj.„ y Pi- —
Or, on aura pu prendre //„ „ assez petit pour que, ,-;„ variant depuis zéro jusqu'à /j.„_o (de manière que son point, représenlalif décrive une liene droite), on ail
mod.pi<^;j.
Dans ce cas, on aura
r''"'" dvi ■
j dij.„pi-—^ = ^iXi, (mod. Ç,<î,),
d'où
z =: 2ï,jr,. C. Q. F. u.
TliOlSlÈlîE CAS.
En ce cas, les T sont nuls, ainsi que les>f, :; el les p; je dis que
dz dz dz
dx, dxi ' ' ' dx„
(') Foir la remarque de la page suivanle.
9^ "l En elTcl, il suffit do faire la substitution ( k)) pour être rameiu' au tas précédent.
Remarque. — La démonstration précédente (deuxième cas suppose
(Ix, dx- dx„ 1 ■ ,v -1 - •
que -j^i -7^; .... -~r- sont unis. Or on |) 'Ut toujours le supposer, ainsi
qu'on Ta vu pour le premii-r cas.
Vu et approUi'é :
Paris, le i ■; juin iH^^j.
Le Do\e> !)e la Fach.té des Sciences,
PROPOSITIONS DONNÉES PAR LA FACULTÉ
DénionUer qu'un ellipsoïde à trois axes inégaux peut être la forme d'équilibre relatif d'un corps fluide homogène tournant autour d'un axe d'un mouvement uniforme et dont les molécules s'attirent en raison directe des niasses et en raison inverse du carré des distances.
Vu et approui'é :
Piiris, le fj juin 187g.
Le Doye.v de la. Facclté des Scieaxe.',
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/surlesproprit00poinuoft. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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