Sur les relations entre les nombres des classes de formes quadratiques binaires de déterminant négatif
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INTRODUCTION
4. Notations. — Je désignerai par F(N) le nombre des classes de formes quadratiques binaires (ax°+ 2bxy + cy*) à coefficients entiers, positives, de l’ordre propre, c’est-à-dire dont les coefficients extrêmes ne sont pas pairs à la fois, et de déterminant b°— ac—— N ou de diseriminant ac— b* = N.
F,(N) est un nombre analogue, mais relatif aux formes de l’ordre impropre, c’est-à-dire aux formes dont les coefficients extrêmes sont pairs à ta fois.
Rien n’est supposé sur la primitivité de ces formes.
. N D V4 I Une classe équivalente à a(x° + y*) sera comptée pour => une classe Lee ; 2 à 12 1 équivalente à a(22x° + 2x) + 29°), pour 3:
ce j
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Je poseral encore JUN)=F(N)+3Fi(N), E(N)=F(N)— FN),
GIN)=F(N)+ EN), et, avec les conventions en usage, F(o)=0, F0) =— =; d’où US: Po) me GOES
On peut remarquer que G(N) est le nombre total des classes de formes de discriminant N.
J'aurai à considérer des sommes telles que ZF(N— 5),
N étant un nombre entier positif. La sommation s'étend sur 6, choisi parmi les nombres entiers rendant N — 6° positif.
Si les nombres 5 sont tous congrus (modp), on dira que la somme correspondante est une somme d'ordre p.
Ce Mémoire a pour objet l'étude de sommes du cinquième ordre.
2. Historique. — Legendre (‘),le premier, étudia un sujet connexe au nôtre et découvrit que le nombre des décompositions d’un entier en trois carrés est lié au nombre des classes de formes quadratiques ayant cet entier pour discriminant. Mais c’est Gauss (°) qui établit le résultat de Legendre.
Jacobi montra avec quelle fécondité ses fonctions 0 s'appliquent à la recherche des nombres de représentations d’un entier par certaines
formes quaternaires. On sait qu'il fut ainsi conduit à son célèbre théo-
(*) Histoire de l'Académie royale des Sciences, année 1985 (Paris, 1988), p. 951 et suiv, Voiraussi Théorie des Nombres, 3° édition, vol. I, 3° Partie.
(?) Disquisitiones Arithmeticæ, Braunsthweig, 1801, art, 291 et suiv.
rème sur les représentations du quadruple d’un nombre impair par une somme de quatre carrés impairs ('), puis, à diverses propositions sur les décompositions d’un nombre en deux, quatre, six ou huit carrés. Sa méthode consiste à développer en série de puissances (?) des combinaisons convenables de fonctions ©, puis à égaler les coefficients des mèmes puissances de l'argument.
Dans le cas de la représentation d’un nombre par quatre carrés, Jacobi, par une transposition habile, donna à sa démonstration une forme purement arithmétique. Trente ans plus tard, Kronecker, puis Liouville, imitèrent ce procédé pour présenter, sous une apparence arithmétique, des propositions d’abord obtenues au moyen des fonctions 0.
Jacobi paraît avoir pressenti que les recherches de Legendre et de Gauss prendraient, grâce aux fonctions elliptiques, une extension considérable ; cependant, c’est seulement Kronecker qui réalisa cette prévision en 1857 (*), non pas, à vrai dire, au moyen des fonctions 6, mais en considérant les modules singuliers de la théorie de la multiplication complexe des fonctions elliptiques.
Voici les huit sommes (*) qu'obtint Kronecker
1ÿ ZF(4N — ©}, IL. ZF(2m—0?), IL. È(— 1) F(am— 0?)
(!) Note sur la décomposition d’un nombre en quatre carrés (Journal de Crelle, t. 3, 1828, p. 191; Fundamenta Nova, 1. I, p. do à 42, 65, 66; Journal de Crelle, t. 12, 1854, p. 107).
(2) Pour la définition des fonctions @, voir le n° 18 du présent Mémoire. L'argument auquel il est fait allusion est q.
(#) Monatsberichte der Kôüniglichpreussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 29 octobre 1857, traduit par Hour, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2° série, L. 3, 1858 : Sur les fonctions elliptiques et la théorie des nombres, par M. Kronecker.
(*) Ueber die Ansahl der verschiedenen Classen quadratischer Formen von negativer Determinante (Journal de Crelle, t. 57, 1859, p. 248). Ce Mémoire fut traduit en français par Hoüel et publié dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées,
2e série, t. V, 1860.
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et
IVe 2 G(m —o),
VI: 2(— 15 F(m— 0), VII. Z(—1ÿ Fr
s— 0? ; 5 RS A
Les sommes sont étendues à toutes les valeurs, entières, positives
ou nulles de 6, rendant les parenthèses positives et entières :
ñ est un nombre entier quelconque, m un entier impair, r un entier de la forme 84% — 1,
s un entier de la forme 8 +- 1.
Ce sont donc des sommes d’ordre un et quatre.
Kronecker indiquait aussi l'équation
qui est l'expression analytique du résultat de Legendre.
En 1860, Joubert (*) démontra quelques-unes des formules de Kronecker, toujours grâce à la multiplication complexe.
En 1861-1862, Hermite (*), reprenant les méthodes de Jacobi,
donne des développements nouveaux de combinaisons de fonctions 6,
œ did}
notamment de > t étant, ou non, différent de z. AY
ren
(1) Sur la théorie des fonctions elliptiques et son application à la théorie des nombres (C. R. Acad. Sc., t. 50, 1860, p. 774, 832, 907, 1044, 1095 et 1145).
(?) Lettre adressée à M. Liouville sur la théorie des fonctions elliptiques et ses applications à l’Arithmétique (C.R. Acad. Sc., t. 53, 186r, p. 214, ou Journal de Mathémaliques pures et appliquées, 2° série, t. VIT, 1862, p. 25, ou encore Œuvres, publiées par M. Emile Picard, t. I, 1908,p. 109). — Sur les théorèmes de M. Kronecker relatifs aux Jormes quadratiques (C. R. Acad. Sc., t. 55, 1862, p. 11-85; Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2° série, t. IX, 1864, p. 145, ou Œuvres, t. IL, 1908, D, 241):
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. à)
Ces développements lui permirent, de façon tout à fait élémentaire, mais très ingénieuse et très subtile, d'introduire des nombres de classes, où même, plus simplement, des nombres de formes quadratiques réduites. La démonstration des formules de Kronecker était ainsi ramenée à l’application des méthodes de Jacobi, convenablement étendues. Hermite donnait d’ailleurs, lui aussi, un théorème sur les décompositions en trois carrés, par l’équation
ZE(SN +3) ge (Vo Va +...
À peu près à la même époque, Liouville (‘) avait été conduit, en arithmétisant certaines considérations analytiques, à des relations arithmétiques très générales contenant des fonctions arbitraires. En appliquant à ses travaux le très élégant artifice d'Hermite, Liouville parvint à la démonstration purement arithmétique des formules de Kronecker.
Ce dernier, cependant, annonça en 1862 (*) qu'il avait, de son côté, imaginé la méthode d'Hermite, et il montra, par de nouvelles applications, combien est étroit le lien qui unit les fonctions @ aux relations entre les nombres des classes de formes quadratiques. Il déclara en outre être en possession d’un procédé arithmétique de démonstration de ses formules, inspiré également des idées de Jacobi. A dire vrai, il ne publiait pas son raisonnement, mais en amoreait un autre, bien différent, sans toutefois lever la difficulté principale.
Kronecker avait énoncé ses résultats sans démonstration. Stephen
Smith développa ces dernières dans le sixième de ses intéressants
(1) Note de M. Liouville, à la suite de la lettre d’Hermite (Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. VIE, 2° série, 1862).
Voir aussi, dans le même Recueil, les Tomes III à VIIL (2° série), où Liouville donne de très nombreux et très intéressants résultats arithmétiques, mais, en général, sans démonstration.
(2) Monatsberichte der Kgl. pr. Akad, der Wissenschaften zu Berlin, mai 1862,
Reports (‘), en partant de la multiplication complexe. De plus, il resuma les résultats obtenus dans ce domaine en 1865.
En 1867, 1868 et 1869, Liouville (?) persévérant vraisemblablement dans ses méthodes d’arithmétique, donna, sans démonstration, diverses sommes du type de Kronecker et des ordres 3 et 5, et aussi
des sommes de types nouveaux, tels que
ZE F( m— v),
En 1875, Kronecker (*) revint encore sur ses formules et approfondit la manière dont ses théorèmes se relient aux fonctions 0. Il laissait entendre que le sujet était épuisé, mais cependant, en 1879- 1880 et 1883, M. Gierster (*), partant des théories de M. F. Klein sur les correspondances modulaires, étendit considérablement le domaine des formules du type de Kronecker, en montrant qu’à chaque nombre premier correspond un groupe de formules de l’ordre correspondant.
Ilexposa notamment les résultats suivants, rattachés à la fonction
de l’Icosaèdre :
« Soient d'et « des entiers qui satisfont à l'équation da = n et de
plus d'> V2, d’où a < V. Sidest un diviseur quelconque de 7, on
(!) Report of the thirty-fifth meeting of thé British Association for the advancement of Science. — Report on the theory of Numbers (Birmingham, 1865; London, 1866), ou Papers (Oxford, 1894), p. 2809.
(?) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2 série, t. XII, p. 98; t XHH, p.2, ett. XIV, p.2#97, 8. Voir aussi 2° série, t. II à VIII:
(*) Monatsberichte Ak. zu Berlin, 19 avril 1895, p. 223.
(*) Ueber Relationen zwischen Classensahlen binärer quadratischer Formen von negaliver Determinante (Gôttinger Nachrichten, & juin 1879). — Sitsungsberichte der Miünchener Akademie. Sitzung vom 5 Februar 1880; Mathematische Annalen, XVI Band, 1880, p nes XXber XXIL 18985.
pose (!)
J su=a((9 (9e P(n) — Lo,
» De plus, H{x) est le nombre des classes de formes Pz+2Qxy +Ry!
à coefficients entiers, non équivalentes, de déterminant Q2—PR—=—n,
dont les coefficients extrèmes P, R sont tous deux pairs. On compte 20% +20y pour = et 202°+ 2pxy + 207 pour -
» H,(2)estle nombre des classes de formes définies de la même manière que pour H(2), mais en prenant seulement celles susceptibles de représenter des nombres résidus quadratiques de 5, H_,(7) est le nombre des mêmes classes de formes susceptibles de représenter des nombres non résidus quadratiques de 5, de sorte qu’on a tou-
jours (?)
» D'ailleurs
(*) La définition des fonctions Y,,(n)et W_,(n) est insuffisante, car elle n'envisage pas le cas de n carré. Nous donnons (n° 16) la définition complète d’après MM. Klein et
Fricke.
On trouvera d’ailleurs les formules de M. Gierster dans les Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modulfunctionen de MM. Félix Klein et Robert Fricke (Teubner, 1890-1892), 2 ter Band., p. 231, 232, 233 et p. 202 et suiv. et leur démonstration, par application des équations modulaires de l’Icosaèdre.
(2) H,(x) et H_,(2) n'existent que si » est résidu de 5. Voir d’ailleurs la Note placée
à la fin de ce Mémoire.
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et RAA EN UE:
si {n’est pas entier.
» k, représente tous les nombres o, +5, +10, ..., dont la valeur absolue est Sy/4n.
» k,, représente tous les résidus quadratiques (mod5), c’està-dire les nombres 1, 4, 6, 9, ..., quisont Sn.
» k_, représente tous les non résidus (mod5), c'est-à-dire les nombres 2, 3, 7, 8, ..…., qui sont </4n.
> représente tous les nombreso, Er 20 quoi
en valeur absolue, <ÿ/4#.
» Dans ces conditions, on a les relations suivantes :
I(t)k r=XEI: (mod5); (1) 22 H(4n—/k?) —=D(n)+2W(n)—2W.(n), nn
(2) 602 (2) —0N (2) D) (3) 5EH,(4n--Kk2,;)—=52H ;(4n—ki)—=W.,(n), (4) 32 H(4n—k3;)—=D(n).
IT(2). n=+E2 (mod 5) :
(1) 32H(4n—k5 )= Din), (2) 22H(4n—4k2,;)=WY(n), (3) 32 H(4n— k?,) = D(n).
II. za =0o (mod5) = 5m, où m 0 (mod
(1) SH (an —k)= dm) +a0(E)+aw(2),
a) S(3) Er —)=0(n).
(*) Le second membre de la relation I (1) s'écrit encore, en vertu de la relation D(r)+ F(r)= (2) EF (0); — D(r)+2W,(n),
et non
comme l’indiquent MM. Klein et Fricke (Zoc. cit., p. 232). (?) Pour la relation IT(1) et pour les deux relations ITT, MM. Klein et Fricke indiquent des seconds membres deux fois trop forts.
» Les sommations de gauche s'étendent aux nombres #,, Æ.. fo
et #, et les signes inférieurs se correspondent, ainsi que les signes
7 k supérieurs. (3) est le symbole de Legendre. »
M. Gierster énonçait également (‘) des formules se rapportant
au 3°, au 7°, au 11° et au 13° ordre, mais c’est M. Hürwitz qui
démontra celles du 7°, du 11°et du 13° ordre, et qui donna la théorie générale complète pour un ordre quelconque premier.
Stieltjes (*), en 1883, revenant aux méthodes d'Hermite, établit diverses formules de Liouville et donna d’autres expressions d’un type encore différent, par exemple
SA) EIN SE
Hermite (*}, en 1884 et 1887, compléta ses Mémoires de 1861-1862 et précisa sa méthode de démonstration des formules de Kronecker.
Il indiqua divers développements intéressants, notamment ceux
I I I : +. “ a —— =-———— ; ces derniers sont d’ailleurs dus à
de Ste) to) © Sa)s(æ)
M. Appell.
En 1885, M. Hürwitz (°), partant des formules de Kronecker, en
(‘) Mathematische Annalen, t. XVII, p. 82 (pour le 7° ordre); t. XXI, 1883, p. 49; t. XXII, 1883, p. 198, 203, 206.
(2) Leipsiger Berichten, 15 décembre 1884; Mathematische Annalen, t. XXV, 1885, p. 157, ou encore KLei et Fricke, Ouvrage cité, 4° et 6° Parties.
(5) Sur un théorème de Liouville (C. R. Acad. Sc.), t. 97, p. 1358 et 1415. — Voir aussi Correspondance, p. 58 et G2.
(*) Bulletin de l’Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg, t. XXIX, 1884; reproduit dans les Acta mathematica, t. V, ou Œuvres, t.IV (en préparation). — femarques arithmétiques sur quelques formules de la théorie des fonctions elliptiques (Journal de Crelle, t. 100).
Il faut encore citer : BrenLer, Sur les développements en série des fonctions doublement périodiques de troisième espèce, 1879, Paris, Mémoire qui contient des formules intéressantes. — Appez, Sur les fonctions doublement périodiques ‘de troisième espèce (Annales de l'École Normale supérieure, 3° série, t. 1, 1884); et du nee Een : Développements en série des fonctions doublement périodiques de troisième espèce (même Recueil, 3 série, t. II, 1885).
(5) Ueber die Ansahl der Classen quadratischer Formen von negativer Determinante (Journal de Crelle, t. 99).
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tire, par des transformations de fonctions 0, les expressions de diverses sommes du type de Kronecker et relatives aux ordres 4 et 8.
En 1900 et 1901, M. Karel Petr publie trois Mémoires (') où il indique encore de nouveaux développements en série et notamment les développements fondamentaux retrouvés en 1907 par M. Georges Humbert. Il en déduit diverses formules rentrant dans les types de Süeltjes ou de Liouville, et d’autres d’un genre plus nouveau.
Enfin, en 1907, M. Georges Humbert (?) démontre de très nombreuses formules des types de Kronecker, Liouville et Stieltjes. Il retrouve et complète les formules de M. Gierster relatives aux sommes d'ordre trois et donne, sur le mème sujet, des formules plus profondes que celles de M. Gierster. Il montre enfin la merveilleuse fécondité des méthodes d’Hermite, en établissant des développements d’un genre tout à fait nouveau, où s’introduisent diverses fonctions arithmétiques liées aux minima et aux carrés des minima des classes de même déter-
minant. Îl peut ainsi calculer des sommes doubles de la forme
. | DCI FIN — 2 — y) FN et d’autres s5ômmes plus compliquées encore.
5. On voit, d’après ce rapide exposé, que deux méthodes bien distinctes permettent d'établir et d'étendre les formules de Kronecker. L'une, surtout utilisée par les mathématiciens allemands, conduit à des relations très générales quant à l’ordre, mais peu nombreuses. L'autre, celle d’Hermite et des mathématiciens français, semble apte à donner un grand nombre de relations pour un même ordre, mais cette fécondité même paraît devoir entraver son application à un ordre tant soit
peu élevé.
———— (') Académie des Sciences de Bohéme, 1900-1901. (?) Formules relatives aux nombres de classes des formes quadratiques binaires et positives (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 6° série, t. I, 1907).
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. [el
À. Je me suis proposé, dans ce travail, de retrouver et de compléter les formules du cinquième ordre données par M. Gierster et rappelées plus haut, en appliquant exelusivement les méthodes d’'Hermite et les procédés déjà employés par M. G. Humbert pour le troisième ordre.
Voici le plan de ce Mémoire :
Dans un premier Chapitre, j’établis diverses relations entre certaines fonctions des diviseurs d’un nombre. Les fonctions de diviseurs qui se présentent dans nos recherches et dans celles des mathématiciens allemands sont, en effet, très variées. Il était indispensable, pour pouvoir simplifier et comparer les formules, de ramener toutes ces fonctions à un certain nombre de types.
Dans un second Chapitre, je rappelle des théorèmes élémentaires sur les fonctions O, diverses formules d'Hermite, et enfin les formules fondamentales de MM. Karel Petr et Georges Humbert.
Dans un troisième Chapitre, je démontre certaines relations liées à la transformation du cinquième ordre des fonctions 0.
Dans un quatrième Chapitre, j'applique ces relations à la recherche de divers nombres de représentations d’un nombre entier par certaines formes quaternaires. Je n’insiste cependant pas sur ce sujet, me bornant à chercher les relations qui doivent être utiles dans la suite. Un résumé, placé à la fin du Chapitre, donne d’ailleurs les principaux résultats obtenus.
Le cinquième Chapitre contient la recherche des sommes
2F(N— 0?) et 2E(N— 5?)
relatives au cinquième ordre. Il me suffit, pour cela, d'appliquer une méthode très analogue à celle que M. Humbert a donnée pour le troisième ordre.
Enfin, je termine par un sixième Chapitre où, grâce aux relations établies dans le quatrième, je simplifie les expressions trouvées pour les sommes cherchées, ce qui me permet de retrouver les formules de
M. Gierster, puis d'obtenir des formules définitives dont les seconds
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membres ne dépendent que de fonctions des diviseurs de N et des nombres de représentations de N par quatre carrés dont au moins un, ou deux, ou trois, sont multiples de 5. Ces expressions se trouvent
d’ailleurs rassemblées aux numéros 148 et 149.
Il me reste à adresser mes remerciements à M. G. Humbert pour les précieux conseils qu'il m'a inlassablement prodigués au cours de ces recherches : le meilleur de ce travail lui appartient sans conteste. Je suis heureux de pouvoir lui témoigner ici toute mon affectueuse
reconnaissance.
N'=SRNE SN NE ES ANT
en supposant mises en évidence les plus hautes puissances de 2 et de 5 contenues dans N.
d' sera un diviseur quelconque de N; d, et d, deux diviseurs conjugués (N = d, d avec d,=d); P ee : Re : : j ; :
diet d', deux diviseurs conjugués, le premier pair, le second impair ebtelsquede 4,
d,etd?, deux diviseurs conjugués, le premier unpair, le second pair éttels quedsdi;
ÿ’ sera un diviseur quelconque de N”;
is ne Nina ; Fe
9, un diviseur quelconque de — (si 121), à conjugué impair;
d,;, un diviseur quelconque, mais impair, de N, ou, par suite, un divi-
seur quelconque de N7.
J'aurai à envisager diverses fonctions de ces diviseurs, et notamment
les suivantes, où les sommations sont étendues à toutes les valeurs des
variables d’, d, et d, définies plus haut :
2(—n4(d;—d)=7,, dry (d—a) (ARE) 2e, SC) (hd) ( Rs
Sel Ed (+ )=3, = €, Ë J 2(—i)fd'— 34; È(—1# a(S)=s È(— ya )=e Cd J ; L+d me E(d;—d)=—Y, Sd) (AS) = Ô, sh d)(S =) —
è A Le signe (3) est le symbole de Legendre :
(5) =+: si A=Er (mod5), A
(3) = —1 si A=Xo (mod),
(3) —0 si A = 0 (mod 5).
Ces douze fonctions sont des fonctions de N; mais, en général, je supprimerai l’indication de la variable, quand aucune ambiguité ne sera à craindre.
J’introduirai encore les fonctions
58 —U, Bu )=v
Toutes ces fonctions arithmétiques ne sont pas indépendantes. Je vais montrer, pour commencer, que les six fonctions 4, À,, D, B,
€, Œ,se ramènent à U,-V, & et ».
| Y ! Qi ! 2 6. Calcul de À, À,, B,8,, €, C,, Jd, Sd(+} d($) . — On a évidemment
(1) Ed,= 26 +520 +... HET = ——U,
(2) 2d'—>d;+2id;+...+otid;=—
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de même
ta) E(—itd'=— Ed; +22d,+...+otXd,—=2Èd'—25d; Li = 3 SV+ 1 I = CS) OU et puis
= TAN N/ a; Peer /d, D LA ele ne (2) 2d (5)=24(%#) 254 (5 +...+(—i1)r2 2 d; 5 En V4
À Fe d' ner 1—(—2)vrt UE) M (6) Z(—:) d(+)= 2V - 3 NE Mecs VERS Enfin d!. 2 Nes | ee (7) sa;(à) V5, (8) sd (E) =çut—nuze, (9) Std (+) = GR DU ou 2 (Bt HUE.
On en déduit, immédiatement, les relations suivantes
se, Û : 11 5 3 (2N) = 22 — -2; A (GN)=—A— 23, ô L a 2) ce MENACE AUCUN A A — 7, 8 (AN)= 28 +25, 5 De de NN — a ei De I ; 11 Die ONE Œ HN 9 je Tee / ) MEN) EURE CAN) — LE A
On voit que, si N est impair,
A(2N)=3 AN), A(GN)—=Z7 AN), 8 (GN)—35(N), M(2N)= AN), A(GN)=5 AN), BAN)— HN).
Done, si N est double d’un nombre impair, A2.
On trouve encore, pourvu que YZ1, !4 étant quelconque,
(à) us
29 DE a (N\_ A6 Ée 5) LR di '\2 8. Calcul de 2°, 2 (&) (+) AV+1 __ (10) 20—=omEt— DEV = ab (EVE 1) D.
(11) CIE (0 )851V, (12) 29 (5) av 74 1 5 — .
Relation entre , D, et E(d!— d'). — Y(d,—d) est égal à la
somme des différences des diviseurs conjugués dont l’un est pair,
l’autre impair, si N n’est pas multiple de 4, et augmentée de la somme
des différences des diviseurs conjugués pairs, c’est-à-dire du double de ILES )
la somme des différences des diviseurs conjugués de 7 Si N est multiple
de /.
Donc Z(di—d)=2(d}— di) + 2(d;— d?P) + 2v(T)- De même E(— 14 (d—d)=2di— di) — E(di— dr) + pv); d’où
SUR — dP)— (di d) 2 1)A(d —d)—=p— 7.
Or, Z(d!— d') —È(d\— d') est évidemment égal à la somme des diviseurs pairs, à conjugués impairs, moins la somme des diviseurs
impairs.
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Donc . PA ee. ju EE E(dP— di) — S(di— dr) = »8Èd; — Sd, — a U.
Par suite
Les AY+1 __ (13) DDR) Speo te) U=p—p+ A+.
10. Remarques. — 1° En égalant les deux valeurs de Z(d8 — di) —Z(d — dr)
qu’on vient de trouver, on obtient
(14) pi( N)= ER Ou +2v (7), A A ou encore (15) PA CN = EE 5 +2 PN), ce qui s’écrit encore 1 $ 5 (15 bis) SPAN)= PE A TA.
2° SiNest le double d’un nombre impair Z2(—i)4(d,— d)=2(—14d; +2X(—:i)td,
puisque si d, est pair, d'est impair, et réciproquement. Donc
(16) PA (N—4p +0).
La formule (14) contient d’ailleurs cette dernière, en faisant natu-
rellement ÿ (=) — 0.
3° Dans la formule (1/4) est supposé essentiellement différent de 7 . A , \ N ? :
zéro. Mais 1 peut être égal à 1. Alors, dans ce cas, 7 n'est pas entier , : N et l’on conviendra de prendre (5) D
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. M] 4° SiN estimpair, on a évidemment (17) D ——7.
Les deux formules (14) et (17) permettent, dans tous les cas, de ramener la fonction #, à la fonction #.
On peut les réunir en écrivant
(18) Pi (N) = EE un) 10) eh
FF
Relation entre @, ©. et © (d"— di) (LS). —_ SIN
(mod 10), on trouve
e Sd 5) (PES) 2 sçde— di) (ÉRCY,
Les signes supérieurs et les signes inférieurs se correspondent (voir nr GÈE 2° SiN= + 2 (mod 10),
p È (AT (20) Z(dr— di) (< ) TE Ë(dr— di) (AS) = Z(d?— di).
Les signes supérieurs et les signes inférieurs se correspondent (voir 19)
3° Supposons enfin N = o (mod 10).
Un raisonnement analogue à celui du n° 9 conduit à évaluer la différence
p ë ; d' + dr 2(dy— di) (TRE) —sçdi— ar) ( Es ) = 24 (Ai) +2 (ie) —sa(Ae) — 3 di (8)
ot a (5) ss 7 (=):
Précisons les notations de ces deux dernières sommes : un des
nombres d,, d est pair, l’autre impair, Dans la première somme, le C 3
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nombre pair est 2"d'; dans la seconde, le nombre impair est d.. D’ailleurs d, et d sont des diviseurs conjugués et d; est un diviseur impair de N. Il peut se faire que d, soit mulüple de 5. Il est alors multiple
de 5”, sans quoi, son conjugué étant aussi multiple de 5, le symbole
d, + d 1 , +) est nul. La première somme se décompose donc en deux, selon
ue d'est, ou non, multiple de 5 :
2, 26 (Aie) + #29 (AE), J
| RE d,+ d Wet : : :
Il s'agit d évaluer { = ): Or, si d'est multiple de 5, il est clair
qu'on peut supprimer au numérateur du symbole de Legendre le
terme 2%d! : il reste ainsi le terme $ qui est tel que 54 — N’7.
CHE le)
Si maintenant d' n’est pas multiple de 5, on peut supprimer dans la
Donc
somme d,+ d le terme qui n’est pas 200, : 1] reste ainsi le terme DR V0.
Donc
En définitive
; d;+ d NA 0! g' di (AE) — ol D) (5) DC (3) + 24(—1)4X s (=)
et de même
Par suite
=hi+cn()s ta.
On en déduit alors, sans difficultés, en procédant comme au n° 9,
Z(d? — di) En —_S(di— dr) (& : 2
que
; [dt + di (21) 22(dP— di 1 )}=e-e+| \
fe) fa iv
eee )]ien 12. Remarque. — On trouve, comme au n° 10, (22) NET + (lis (E)s|vce(r), 5 &.
qui s'applique encore si N est multiple impair de 2. Mais si N est
impair [N = 5 (mod 10)|, (23) Ci—— 0,
v est supposé différent de zéro.
) ; APE ET ; 13. Relation entre R, U, et E(d'— d') ( _- ) . — Les raisonnements sont, en tous points, analogues à ceux des n°9 et 11. On trouve :
1° N= 0 (mod 10):
) NAS —=U—U+oa(a— 1) (5 +i1)U
(24) »E(di— de) (
= —U, + — A+ ITA FzÊ+E .
2° N=—+4 (mod 10).
On est conduit à évaluer la différence 2] PNSS A 2 Z (dr — di) (“ e =) — (di — dr) (SES)
La seule difficulté est de calculer (AS ie (ET ae j .
Supposons par exemple N = nel! 10)
di On voit facilement que si (5) 1, /
re = = () J
et réciproquement.
Il en résulte que la différence à calculer n’est autre que
fr _—. d'i Fi 24 d'i |: = (5) Eu Da | i = (5):
2 D pi 2 à D
et l’on trouve en définitive :
(25) 2 É(d? — di) (AS) =U—U, + (28—1)UT[(—2)—1]V 3,
ll I RU, +-A+ AT - DT 1 A A Le
les signes inférieurs et les signes supérieurs se correspondent.
AA. Remarques. — 1° Supposons N=o (mod 10), on trouve, comme aux n° 10 et 12,
: + N (26) MN)= La lS + QU + ou (Tr).
formule encore valable si N est multiple impair de 2. Mais si Nest
impair [N= 5 (mod 10)|, il faut écrire (27) BU, —— 4, v est supposé différent de zéro.
2° Si ensuite N = +4 (mod 10), on trouve
Br. (—2)—1 4 NS — V+au();
mais si N est impair [N = + 1 (mod 10)|, il faudra écrire (29) W(N)=—U(N).
3” Les formules (14), (17), (22) (23) 106) (27 08) both mettent, dans tous les cas, de ramener les fonctions #,, @,,&,, aux fonctions Ÿ#, ©, #, U, V et à & et v.
Calcul de D (2). — Supposons N = 0 (mod
Sd) Se) (SE) = St ) |: ” (* _ |
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. 2] Le crochet est nul, à moins que dij+d=0o (mod5),
ce qui n’est possible que si
Donc
et NT d— 20 LL
ue : y N t et t, sont donc deux diviseurs conjugués de = ; donc N
et cette formule s'applique encore dans le cas où N est multiple de 5 et non de 25, parce qu’alors DR:
Elle s'applique aussi dans le cas où N = + » (mod 5), mais non
dans celui où N = + 1 (mod 5).
16. Les mathématiciens allemands envisagent diverses fonctions des diviseurs dont je vais chercher les expressions,
D'abord
Puis dans le cas N = Æ 1 (mod 5),
Fu(N)= 24 + ()a+ Lan ES
e, = 0 si N n’est pas carré; €,— 1 si N est carré. On en déduit tout de suite
YN)+ Wu CN)=DIN)+W(N)= A +,
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puis
l <(VN T,,(N) — Y_,(N) — nu (S)a+e, VN (ee ) :
Supposons N = 1 (mod 5). On constate alors aisément que a) (are Lu ET 0
d' étant indifféremment d, ou d (d,-£ d).
Donc
Ke d; y d ES d, + d 2 i y d, + d ME |
ad (MES) 244, 4) D(S)e= (SE )a—asce() + sd 2), puis (b) 2) (S)d=X(S)d—22( NES) +3, dy:
mais dans (a) d, est différent de d. On ne passe donc de (a) à (b) que si N n’est pas carré.
Si N est carré, on a évidemment
NN d, d VN L(F)e=X(H)a+ x (6)e+ (Avr Donc, en définitive, pour être tout à fait générale, la formule (b)
devra être remplacée par
D (5) Joue ES => (S)- 32 (4, 4) (AS) + (dd).
formule qui permet d'exprimer T,,(N)—Ÿ_,(N) au moyen de nos
fonctions.
On en déduit aisément Y., (N)=54+ =B+p—U, (31) ; ; [N=1(mod5)], VuN ZA + À,
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. 33 de même I Lee (32) | [N=--1(mod5)].
W(N)—= = A— Hp 5%, 2 2 Puis, si N = 0 (mod 5),
(33) D(N")— € 17. Analysons enfin la fonction 5 (N) de M. Gierster
Supposons N = 0 (mod 5).
Adjoignons à 6 la fonction 6,
ne 5[(#)- (474
ci(N) Gr s(N), o(N)— o(N).
et calculons
Il est d’abord aisé de constater que
CAES)
CN) + e(N)=— (di + d) (* 4),
donc
B(N)—6(N)=— 2 (di — à) (+
Il faut donc calculer
Un des nombres d ou d, admet en facteur 5”. Ainsi, un des nombres d'ou d, est ?’, l’autre est de la forme 5°>.
E(d+d) (TEA) = 32" (4) +522"),
Donc
3 et 5” étant deux diviseurs conjugués de N”.
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Dans la première parenthèse du second membre, un des nombres d, d, est $”, l’autre est 5°°7.
Cette parenthèse est donc
tp
ot]
7 « A Dans la seconde parenthèse (‘ ee
“), un des nombres d, d, est =”,
l’autre est 52”. Cette seconde parenthèse est donc encore
DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE
18. J’adopterai, en ce qui concerne les fonctions 6, les notations d'Hermite et de M.G. Humbert, de préférence à celles de MM. Weber, Jordan, Halphen ou Tannery. J'ai, en effet, trouvé quelque avantage à
distinguer, par des lettres différentes, les développements où entrent des exposants qui sont des carrés impairs, de ceux où entrent des exposants qui sont des carrés quelconques.
Je poserai donc
+ co + co
+ © A NE + k :
O,(z)— > JE CRI D g"" Cos2mx > qe COS2mMT, — D 1 — © O(x) = > LUE 1)" e2nix —+ —+
— "+ > q'°(— 1)" cos2mx = Congé cos2mzr,
Hz) — > q % et2m+1)ix — D ie (2 77 +1)? Les (2mm+ 1)?
= > g ‘ cos(2m+i)x =>) JR COS (271-221):
0 — © : = (2m+1)2 H = = > ” 4 1) et2rr+i)ix Ke ( (1) — © Fa (22n +1)? rase (2nm+1)?
2 De : (—1)"sin(2m +1)e = Ÿ (—1)"#g * sin(2m+i)x.
Voici d’ailleurs, empruntée en partie à un Tableau de M. Lucien
Lévy, la correspondance entre les notations de divers auteurs :
Jordan, Schwartz, Tannery Lévy. Halphen. et Molk. Weber. Humbert.
8(3) 71(2) 7(æ) Fn(v) H(x) 0,(z) Ta(x) (x) Fio(#) H;(æ) 0:(3) So(x) 7,(2) Soi(°) O(x) 0,(5) 73 (2) F3(æ) Too (v) O,(x) = 20: D TU
19. En remplaçant x par o dans 0,(x), O(x), H,(x), on obtient C 4
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trois fonctions de g :
CA = Gite
= S (ing,
D'ailleurs
Nous poserons
ve (6m+1)?
-N — > (— ne q 12 k — œ©
et l’on a la relation
API OC et
Net 1 avec
—- co HD (—i)*(om+i1)qg *
20. Les propriétés fondamentales de périodicité sont données par les formules
O,(xæ+r)—= O,(x), Q,(xLrr)= er" 0 (2) O(x+T)— (x), O(æ+nr)=—e gt O(x), H,(x+7r) =—H,(x), HAT) = een, (©), H(x+r)=— H(x), H(z+nr)—=—-e 2x q 1 H(zx).
L'addition d’une demi-période conduit aux formules suivantes :
ei (x + |
(2) ci
TE
H{(zx +
et 2) e(r+F+E)- eg * H(æ), ou 0) 2+5+€)- en gi CT), ENT H, (« + L e =) = lé Vo O(T), G} 0) el H(c+T+E)- e-ir q + Oi(x) 2 0 Les zéros des fonctions @ en résultent et sont donnés par le
Tableau suivant :
Les formules des transformations élémentaires d’ordre un
donnent les transformations |[+, T+1|et|r, — :| : O:(x, T +1) — (x; 7), O(x, T +1) — O,(x,7T),
iT Hi(z,T+1)—e" Hi(z,t),
puis x 1 fr e :
2 LR Ê UVuT OO (x; T), e(7, _ ) — ei ir Hi(x,T),
—e"iVir O(x,rT),
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99. Les formules de transformations élémentaires du second ordre
Din
donnent les transformations |+, 2T| et le
1° Transformation de Landen () :
0(q*) @(2x, g°) = 00, (94407 gent 2:0;(9:) 0,07, g) 10/4007, 2 0,(g?) Hi(2æ, g°) = Hi —H?, 2n(9°) (2x, g°) = Of — 6>, 21(9°?) Gi(2x, g°)=H?+ EH; d’où l’on tire OÙ (9°) 0,(22x, g?) + n(g?) Hi(2x, g°), O— 0,(g°) 0,2%, q°) — n(g°) Hi(2æ, g°), Hi n:(g?) 0,(2æ, g?) + 6:(g?) Hi(2x, g°), P=n(g)6:(2æ, g°) — 8(g°) Hi(22, q°).
2° Transformation de Gauss :
Ln(g) H, Ë 5) — H,9,, a(4) 8 Ce, :) a (a?) e, (a, )=ei+Ht, (y) 6, (2 = — gr —H, o(4:) e (æ, :) — 0} H}
Il en résulte
20 — G,(Va) Oz, Va) de (Va) e(z, Va), 2 @— (Va) 6,(x, Va) + 0:(Va) 8(x, Va), 2 H° == (Va) 0, (x, Va) En (Va) O(r, Va),
2 H2=— 9(V9)8,(x, Va) + 8(Va) 8x, Va).
(1) Pour simplifier les écritures, quand une des fonctions @ portera sur les arguments æ et q ou æ et 7, nous supprimerons toule indication de variable.
3° On obtient encore d’autres formules en changeant dans les formules précédentes + en T +1, ce qui donne
.K = (i Va) H(>, iVq) =e ‘H 6,
Rn(EVa) He, iVg)=e 10, (ia) 6i(x, iv) = 10; + H, (ia) (x, iVa) = H? — ie, 6(:Va) O(z, iVa)= 06? — ir, (ia) Oi(x, Va) = 6? +iH2.
Relation entre les carrés des fonctions
— SH? — 62H? — 1? 6}, — OH? — 02H? — n° @?, 6 O?— 6? 02 — n° H}, n? H?— 0? O0? — 62 072.
25. Formules d'addition des fonctions 4. — Weber donne les for- . : ’ | 1810 1 he .
mules (Ælliptische Functionen, Braunschweig, 1891, p. 56-57) :
(1) 6? Bi(u + er) Ei(u —e) = O?(u) ?(v) + H°(u) H'(v), (2) G® Q(u+e) Q(u—e)= Bu) 9(v) — H(u) H(e), (3) a? Hi(u + v) Hi(u —v) = H?(u) H?(v) — H(u) H(v), (4) 6 H(u+e) H(u—v)= H'(u) O%(v) — @(u) He),
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et en combinant avec les relations entre les carrés des fonctions 0 :
(5) 0? H(u+v) H(u—vr)= Hu) 85(v)—H(r)Oi(u),
(6) On O(u+ve) H(u—v)— O(u) H(u)6,(e)H(e) — G,(u) Hu) O(v)H(v), (9) On O(u+r)Hi(u—v)= O(u) Hu) O(v) He) + O,(u) Hu) 6,(v)H(v), (8) 09 O,(u+v) B(u—vr)—O(u) O(u)@,(v) O(v) —H,(u) H(u)H(v) H(v), (9) AnmHi(u—v) G(u+vr)—0,(u)H;(u)@,(r)H(r) + O(u) H(u) O(v)H(e , (io) 0 mHi(u+r) O(u—v)— O(u) Hu) O(v)H,(v) — O,(u) H(u) 0,(s) H(v), (1) GnmH(u+er)G(u—r)—0,(u)H,(u)0,(-)H(v) — O(x) H(u) O(v)H(e), (12) 08 Q(u+ve) Oi(u—vr) —O,(u) O(u) Or) 0,(6) + Hu) H(x)H,(v) H(e).
26. Développements fondamentaux. — Nous emploierons encore les formules suivantes d'Hermite (O£uvres, t. IT, p. 245) :
H?2 m EE m qu (13) Hire De gr —8ÿ 1— q2" coS2Mx, H? I & m Eu DO SE Ee 2 ee.
(14) 0 ie Re +8 1) PCA COS2M x),
et les développements fondamentaux de MM. G. Humbert (Journal de Mathématiques, 6° série, t. I[L,-:1907, p° 359, 55%"et 125)er KPetr (Académie des Sciences de Bohéme, 1900-1901) :
H° (15) AA EURE rs +40(2, q? DIEPATE
— sY (—1)M QT 2g +... +(—i)taomqg""#]cos{max
(2m+1) 2 NL __@Um—1)
+8 S ("9 É fe il) m1(97 1) g : -
et
(16) 0, Hi 0, —2H,(x, DRE Ÿ F(8v+7)
œ rs _(C@m—1} (2m—5)?
—1Ÿ q 8 Pres ë L(am—5)g È Re.
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. ou
Rappelons pour terminer la relation d'Hermite
62) 8V+3 (17) n=82 g | F(B»+3), l'équation de Kronecker (18) 612 Ÿ gE(N)
et enfin les équations d’'Hermite
(19) HU TD q * F(4N+ 2), e 2N+1
(20) n6 GS (—1g * F(GN+2).
Les fonctions O(u)O(u+j)O(u—J)O(u +27) O(u
où @ représente un des quatre symboles H, 0, H,, 0,, et où 7 est un cinquième de période, sont des fonctions @ du cinquième ordre, dont les zéros sont en évidence.
On forme d’ailleurs très simplement des fonctions © ayant pour zéros et pour multiplicateurs respectivement les zéros et les multiplicateurs de chacun de ces produits de fonctions.
On obtient ainsi les six équations suivantes où les C sont des con-
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stantes en « :
O(5u,5T) —0CGO(u) o (x
à © LS | OÙ A D | & A SC © RDS = + ©] à | ot] a Ke 7
© PRESS | où A D x] A D] Sn © ARR + © A + D =] A se
© APE S A d | (@2) SZ | œ © & ur” © RS LS TR LCR A mL G - +
Nous ne nous occuperons que de la première et de la sixième équation, les autres ne donnant pas des résultats nouveaux, en ce qui concerne notre recherche. Nous montrerons même qu’on pourrait se
passer des formules obtenues à l’aide de la sixième équation.
Premier groupe.
28. On aura donc, par ce qui précède, (1) Hu) H( _ 5) Hu — 5) Hu + =) H (e— 2) =CGH6%x 507):
TUE Changeons w en w + —
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. On a comme multiplicateur du premier membre
De vin que
D'ailleurs les H se changent en 0.
Le second membre devient
Posons
donc
de sorte que
(3) 8(2)8 (4 + 2)e(r — :) O(u+ IE —- =) —(: 00000).
À 2T « Tec (CH: (2) ul ( + 5) H, C — . H, (u + =) H, (e == =) — CH use) 2 2T s Fe = (4) O,(u) e (x +2) (a?) O, Ce - =) 0, (a — =) — 0110 (67% 0T): 29. Notations. — Nous poserons, dans tout ce qui suivra, n(F)=x, HU )= x; 5 D TT 2T :
H, DE H, (2) = jar (= = D ÿ A ® 12e + e(=)=t 1 A — li;
puis
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Ni 010 = 21 CO
== og À
de même 5 (21 +1)?
n'=Ÿù(—i"(am+r)g à
Les formules suivantes nous seront utiles
H()= ur nie u( 2) n(2E)= x, 5 5 D 5
© RE TR: TR 4 © Ë ( © LATTES A | | S {| © TRES Le) CUIR Ds
52. Nous aurons besoin des parties principales (en 4) des x, y, z, t. En voici le Tableau :
al re ou | 1 : LATE p. pale X — 24 SUDE D: pale 7 QUES J 9 1 + » Y—"2g" cos L » y 2 de e Y — 2 TA ex OS 5 ai q > 5 ?
» TREEUN, » ENS
» (RER is » BTE
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. 35 d’où At Drpalene =" 77 nn Ch » ANNE » = De plus p. pale 8 —1, » 29", » 6, A Ie NN = = Y ] ù a G : :
55. Calcul de C,. — Egalons les parties principales (en «) des deux membres des équations (1), (2), (3), (4), on obtient : (5) CT mb oxxe, (6) Gin my y} (7) Dore.
(8) DEA , \ d'ou Cri =n tbzimat), D au (9) 7 ne) ; —. : T T :
En faisant d’ailleurs 4 = ;> —— >= dans la formule (6) du Cha-
pitre FT, on trouve MOT NN AL
27 TT À » ; Fn faisant — v— - dansla même formule, et en remaré 5
— PR Er Le (5) n (fe) =H( = u( :) (2
OUR 0e NOR
quant que
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donc (n1 010) = NY172 LL;
d'ou, par (9), Fi (n:9,0)*
UE ; FRIC MECS
D'ailleurs (5) donne
p. pale CG — …
L’équation (10) donne alors
On vérifie le signe en prenant la partie principale du second membre
qui est té, Ÿ 59 Ensuite (ax) =nin (5, d'ou
AXE aV5nn,
œ étant une racine cubique de l’unité. En prenant les parties
principales des deux membres, on trouve que cette racine est 1.
Donc enfin
1° X 4 ——— — — V5nn
où
un
54. formules fondamentales. — Cette valeur de C,, portée dans les
5), (6), (7), (8), donne, en déterminant les signes au
équations (5
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. 0e
moyen des parties principales,
Cet V5,
Q) . a 27, — NN =) 161 5
HS 7 77 KA x ‘on r OR v ONE
Faisons u—= > v = © dans les formules (1), (2), (3), (4), (5) du
Chapitre IL
On trouve (11) PMU Ex (12) Tir 7 x.
(13) Roi rx (14) —_ DPXXI— 071 x27?, (15) XX LA Lx.
En divisant membre à membre (14) et (12), on en déduit
Fe
xX4 D RSR 7 7?
22, DEA (à)
d’où
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done
et enfin
de même
(I) | Eee æ 7 ne (rt) = — VE Nine 6 V6 [0 +5: Tel, DÉE V5VA6 V6 [0,0 — 586 |.
56. Nous allons maintenant obtenir de nouvelles expressions pour U,, ZZ4, VV, Faisons u — T7; p — 7, dans les formules ; ( eus É s(7); ei (0; oi (11)
et (12) du Chapitre II.
On trouve
0 MILAN = ZA YYa + tuxXS — 0 NZ Yi ZZ21YYi— Lu XX4, 00 tt 22 VYIXSS GAL, = ULTENZZ ANNEE Binit M=— Wii yyaE Zzixx Guy = tliÿÿiE 22XX1; d’où D ÉRIUISRE vel: MAUR | YA | YY1271 donc MO YiZ | CÉV EC de même | D N HI CAEN Ou ut uno y u[—6 + V5]
eh Î = Zi l M Vo
[ NE Un PACE NEC NI he |
br CEA 7 NERO le
d’où, en multipliant membre à membre les deux premières équations du groupe IT,
2 A9 (2 s Le p 79 ; AU BP :
HO yy znlo0 C4 FT [592— 62]
EN HU LA d’où
4YY=—5n + n?, (IV) ht 56— 6, l 171= 5 6? — 6?
Divisons membre à membre la premiere et la quatrième des
équations (111), on en déduit
Z 6+ 156 s Z — 0156 A — ne de même Re is? ; CPE ls PU, (V) M A dr V5 n: s Vi ae V1 Vo.
ER —— == : — 0, + V5 6 u 0, + V5 6, ?
Vas ni+V5n ; Due m—V5 mu, — =) ) CR mr 0e 60 4 0+V50
58. En éliminant y,7,t entre ces dernières équations, on obtient
la relation remarquable
ô, Ti ÿ . 10,0 (VI) b Ur l D : Z cel £ 1 Ni ë) Ni Ui
On peut obtenir d’autres relations entre %,,0,,0,",, 0,, 0.
V4 Nous avons trouvé :
PAZ NU, 72, — XX VV
NON Zs = Ut 221 EE XXI Yi, d’où D O(UZ ELA) —2th7z
(l { ME + m)=au, % ji
se ( ar les valeurs (V et, en remplacant - et ; parles valeurs AE À
EC
+. VE 0, V9 G— 0 = [58 ge] nee dre cn LE
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de même
— On: YZ1—=— 2ÿZ Yi — ta XX:
Oni2ÿ1 = — 2YZ1 Ya + tu XX, ou h0n [50m + 0m] =—[5n?— nt] [58 — 0].
Enfin
OiniyYtu=tYluYi+ 2Z1XX4, OinitYi=— ti YYi + ZZ1 XX, Gini(yu—ty1) = 21uYYr (EE) a
d’où
4; | 5 8m — bin: ] — (5n}—n?) (50? — no)
équations qui s’écrivent encore :
bn ini On? + n202—= 1202 +5 272, (VIT) 40,0 0,9 + 62 624 D? 0? — 020? + 5 D? 6, GP m0 + Ben 702 6 à BTE B
BF
PA
2 2 y ME A
2 2 es 2 2 L L£
et, au moyen des formules (VII), ns x? x: 2 EE =". = L = je a (2 6 a) « 25% Dar 0 | Aa O1 n10: ARE 201610 0]
— 2501 010 ô, ETES "1 6, |?; sb \ »
ou enfin
: XXE a _ (VIT) ne (E +2)=5Vn in (oi ni + n101):
de même
; x 2? x? 2 hx2x° et Te _—_— 0; 0 [CE - À) + A1 = 59,06,0(0,0 — 50,0) -+ 200? 07,7
(VID) 62 62 (+ 5)=5 055550 +50) V Jo
et enfin
DD tee (+ DE) = 5 Von 0 VD Con — 6,6).
On vérifie naturellement les signes en prenantles parties principales.
Nous avons trouvé les formules
DIU EX, 2/ — 2 92 r2y2.
PAT PNA rt LE
, A d'ou O2tth + Pr 72,
c’est-à-dire
et, après réduction,
(IX) 6(0202+ D02) — 0i + 01+ 50! + 501.
Un calcul analogue donne
(IX) 6(6— n2n?)= 0 — n+50— 5ni
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et (IX) 6(n2n2+ 0202) — nt + 0i + Bi + 564.
AA, Ona On: (AY + YA) = 21 XX1 d’ou
mL +E) za, puis (n° 57) — 2 2{t2; = n°020 ë 200. V5[m6+ 6n,]— 8tuxx, 8H 8E UE V5, Lu 5 0? — 0?
done enfin (X) ! [n@—n,08,]|58 — 0] — 4 On: 0,6,
[8,0 — 60, ][5nt—n?]= 4m 00.
III. — Deuxième groupe
A2. On obtient, en partant de l'équation
e(u)8(2 + =) O[«— =) efu+ =) e(u me) = c'e (5); ù 5) 5] 6) .
des relations entièrement analogues aux précédentes.
Nous exposerons plus succinctement les calculs qui y conduisent. On part d’abord de
; TT) TT 2TT TN ES G () H(u)H (a+ 5 ju(u— nf + 2H (a — =) 0 He, à)
) Tue Changeons &# en 4 + ne
Le premier membre a comme multiplicateur Ten s q pe
Le second membre devient
de sorte que
(31) O (u)0 (re + =) (0) = =) (0) (u+ =) (0) («—Æ) Ut (u3) J J 19 J 2
et
(4) O,(«)0, (e Din =)e. (e _— EL (« =), (e DE — (0,
(@!) H(w)H, C ne Lt (e F2 =) (a = =) (x fe =) = CH (
ns , DL ENS H(R)=x H (2) =x, TT ans ; H (TE) = y!, n,( E)=y (0) Le =: (0) (Æ) 70 5 5 TT ; 2 TT :
e,(Æ)=v e(Æ)=r = ñ p< Mio, = AE T è — (C7 (0.5) —= 5,(g°) — 6, - 1 = : (c,5) — 0 (a5) =6",
Parties principales £
1 sn DAT, Ê CRC) D puex = T7 DDR 7 1 ns © Re 20 » _y=gq"", » 19 » ANT » ARE
» (PR » At,
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et Eu Dpaexrx = se, RERO 2 Via = ; » 212, Æ x, » tu = 4 » 1 ques _ ne » 1290
%4. Calcul de C'. —— On obtient aisément les équations
RUES =D RAS
en remarquant que
URT TT +ir TT -i E +=) =H LÉ = —É q_'H = )=xe
il en résulte
g (00) = 4yzvyizit,;
d’ailleurs C'n, 0,0 —n,0,0x2x"?, C'n! NY AN À C'0' PACE Cup — LT
Cr 0N nu0 OC Ez U) co = (YZVYiZA UN six, )
(n:0,0)* -$ ARR TE
C2 — IO XXE Mais ne Q'= à UPS UE
et, en prenant les parties principales,
p.pêle C=:;:
donc (m10,0)? -3 x 9
C'=— de
JEAN d’où = 5 (XP 5 LR et DURE ! 5 (E =; q “1
A5. formules fondamentales :
NAS XX) = -Nnng.
OL
Here La 0] 1 — nn LES
Vaya q \ 5!
(1e) { red D VENT
7/2 12 Z 2h 12 he X x, ‘ 12 12 y’? y 2 12 12 X X; 12 12 [ F
On obtient aisément les relations
5 Se / 9 9 2 Je Pom rein a.
| 12 la vt DGSE,
D nn CN ele ein 19 S 19 GC NT EVE ONE
OLGA REXEL KPLE
9 er Er 2 ere 112 y/2e NRC UT EUR es Sn
Es
QT
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d’où x/2 x/2 six ï SEX .
î LA = — I 7 ?
25 2 271 AT x * X"X' = 2) a — t ?
WE 12 Ut tot, Se x'x4 | 2) D Es 21 == 3 Ù HR (y:
EU ei OM nr Va: 9 NE à n° 0; ZE ZA — Vniôi alain Cl Li Are 12 12 = =.
[x >, We rar Era | LAON (11) Ce ( ) = — Vn10 Va’ 6! [ns 8 +1 8 |, 2 /» se Xe PA AN ns Di D) ee (a ne. V9, 0 V9,0 LA, 8 —6, F], dE à
A7. Toujours par des procédés analogues à ceux employés pour
le premier groupe, on trouve les formules
ot
: NS SUR a ! re Ag ZA Y = 742 Ya SUITE LOU
0 ", q 5 A y: _ PARA y'y: Le. QUE “Ex.
rat ; D 9 q ir, —
rl [ 4! PEAU ET 1 Zi —XX:y Y:
= 8,9 q D 7 ta TA (? he ai sp vs — $ ô, 1 5 y! t! — tit y-y! —_ T2? x! se
CIGALE TN Er 7 CNE
d’où 4 © —u40g =, {6 —05,], = É L 1100 q Pen V0 ee a à . :
(Il) 010 q = UE "1 | É mit 07 = x tre 4:
ei | mB0q = yo +6), an - pa nh6g = y v[5 —F]; d’où
(ERA (LV?) PANINTIEE "5: 2 n® | | |
A8. Puis
_# _0—#6 HO EE) (wo ren, br, un, VO 6,+6, Uü 6,—6" Eu pre pie CR Er ARE 49. D'où DR 0 00!
(VI Li ent EE 1 1 == ; a ; ô, un () 110, 0 L nsuite -1 ! l !
lo! qOn(yir 27) 022 NY, d'ou = 4 y! .
+ n nl 9 N 1 1 Lee 12 2 1 Fm | (n? "1; ), ie ES DER ONE UE e meme « TOILE 7 L|—=27 2 Ut Lip EE CN æ de Ne TRE ET —48,9[00,— 68, ] [9-52] [0- 571].
: l 1 1 Enfin
ex PCA RAR ME PURE ET ET nt a) —, 2 0: 2 + —— "|, 0, — 0! 0, + 0!
bn ln din ]=—[n—n?][02—05%2].
Ces trois équations s’écrivent encore
D@ n° + m0: ot) ni 0! “4h Eu 1H aa “Le ce (VIL') 5O0 PO202— {0,0 00 PO 6a Dre, 5n1 0; +00 = ur: ÿ, ñ En qe = tee
Nous calculerons enfin les sommes
12 12 12 19 12 19 x x x re x x:
a andere Er) HOT
! 72 12 11 13 1 CE 7 Y Ya L U
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Pour cela, nous partons de
ON EN tte 0 Po de ni Vs "E PE ae À 22, MAN 0 li — NU: Ni Vi 001 4 ,
= 10105 04 PCT, 0 —2n:0,":0, le
d’où URSS et NNalo de À ni 0 Ë qua Fe | = — V0, Va 8, [en +1 8 ], az 12 12 ——, == —_ —_ (VI) ef + | =—V Va, 9 [9m —n0)], 1 cl
709 12 == re = — LPS n | —— 18,6 V6: 6 [a,8' + 98.1.
f 51. Nous avons trouvé les formules
2e QU OU ITIEE See, É£ h 9 9 ! 9 9 QUe OL TND XX , \ »
d’où
Si sal CH NET DEC Te ee d’où, en remplaçant tt ,7'z; par des valeurs déjà trouvées etsimplifiant, 60292 + 6020? — 50 + 50t+ Bebe, (IX) 60202— 6n?n9 —59— Eni+ B— nt, 66202 + 6ntn?= 5ni + 59+ 754 me.
I. — Notations
33. Nous étudierons dans ce Chapitre les nombres des représentations d’un entier par les formes quaternaires énumérées ci-dessous.
N est un nombre entier. Les lettres placées à droite de chaque forme représentent indifféremment cette forme et le nombre total de représentations du premier membre pour cette forme. Ainsi 8, désigne la forme quaternaire 10 x° + 257? + 5z?+ 24°, ou bien le nombre des solutions de l'équation
Il est clair que ce nombre est une fonction de N : $, —$,(N). +,Y,3,t sont des nombres entiers quelconques, positifs, négatifs ou nuls. Enfin, deux décompositions ne sont considérés comme iden-
tiques que si elles le sont terme à terme.
NE Ne 07, ü, N—2 + y?+5z +58, a, N—=2x+5y +5z3+ 5e, ü, N=—zx+y+z+ 6, I, N=x+y?+3+ 254? De N=zx'+7y+ 252? + 0256?, TT; N=—zx?+25y?+ 9252? + 2547, DIE N= 2x + 25y?+ 255?+ 256? M, AN GZ Si) (27 Er) (27 Hi) +o(2t +1), M, AN=(2æ+i) + (27 +1) +ô(25 +1) +0(2t+1)?, H, AN=(2x +1) +5(2y +1) +5(23 +1) +d(24+1) A,
50 JACQUES CHAPELON.
L AN=(2x +1) +(2y +1) +(23 +1) +(2t+1), Jo AN—=(2æ +1) +(2r +1) + (22 +1) + 29(26+ 1), ot; GN=(2x+1) + (2y +1) +25(25 +1) + o28(26+ 1), A AN=(2x +1) + 25(2y +1) +o25(23 +1) +25(2€ +1), NN; 4N=25(2x +1) + 25(2y +1) + 25(23 +1) + 25(20 +1). JC,
N—=5zx+y+ +5, ®,
N—bx?+ y?+ 252? + 296. ®, GN=5(2x+i1)+(2y +1)+ (23+1)+25(2t+r}), Vo; EN=5(2x +1) +(2y +1)" +25(23 +1) + 20(26+1)?. vb, 2N—102 + y'+53+ 20, S
4N—= (2x+1) +5(2y +1) +ioz + 26, e AN—25(2x +1) + 5(2y +1) +ios + 267, ©, 4N—= (2æ +1} +5(2y +1) +ios + 501? >
55. Nous démontrerons plus tard que les décompositions $ se classent en deux catégories : celle des décompositions 8, (ou$,) et celle des décompositions X, de sorte que
; (mod5).
32 + À, si N=+2
X_ est le nombre des décompositions 5) 2N— 102 + +53 + ol, où niy,nién'est divisible par 5.
On montrera aussi qu'on peut poser
(mod5 ),
et F est le nombre des décompositions €.
GN=(2x +1) + 5(2y +1) +ios? + 26?,
où ni 2v+1,unitn’est divisible par 5.
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. sÿ
56. Nous rencontrerons dans la suite, des représentations d’un caractère un peu différent. Prenons les représentations AC, (ou X,) et telles que les carrés non précédés de 25 ne soient pas divisibles par20. Adjoignons à ces représentations AMC, (ou X,) particulières, celles obtenues en permutant les quatre termes de toutes les manières possibles, de manière à obtenir des décompositions différentes. Toutes ces représentations et leur nombre seront désignées par la lettre M, (ou) correspondante, mais affectée d’un accent.
Ainsi AC, par exemple, sera le nombre des représentations de 4N par les formes
(am Er) NÉS y 1) H25(23 F1) +29 (26 +1), (2x +1) +925(2y +1) + (23 +1) + 25(24+ 1),
DPI) NU (2Ss ta) Fo (2 Er),
CT ILE SN
A ] = f 2 #7 72 ] re ] F< : li . ne . _ F où les carrés non précédés de 25 ne sont pas « ivisibles par 25. Nous écrirons
AN=(2x +1) +(2y +1)" + 26(23 +1) +o28(2t+ 1) T,
en sous-entendant les cinq autres formes écrites ci-dessus, ete.
57. Les analogies formelles des décompositions $ et ©, Ÿ et 1, AT et X, Het font pressentir qu'il existe certaines relations entre ces nombres de ces décompositions. Dans ce qui suit, nous étudierons
quelques-unes de ces relations.
DIR
positions pour lesquelles ce carré n’est pas divisible par 2! m0 Car antoute décomposition VW, jouissant de cette propriété, correspondent visiblement quatre décompositions N,, obtenues en prenant le carré non divisible par 25, successivement pour 1*, 2°, 3° et {° terme.
On a donc
I Set tree re (1) 3 A
Les décompositions %, se répartissent de mème en trois classes : 1° celles où les deux carrés non précédés de 25 sont tous deux divisibles par 25; 2° celles où un seul de ces deux carrés est divisible par 25; 3° celles où aucun des deux carrés n’est divisible par 25. La
substitution des N° aux XX conduit ainsi à l'équation
(2) Ma D + +,
Les décompositions X, se répartissent en quatre classes : 1° celles où les trois carrés non précédés de 25 sont tous trois divisibles par 25; 2° celles où deux de ces carrés sont divisibles par 25°; 3° celles où un de ces carrés est divisible par 25 ; 4° celles où aucun de ces carrés n’est divisible par 25. On en déduit
LA BI o 3 My + + —2 + SX, + 2.
(3) 1 4 nu A
Enfin les décompositions X, se répartissent en cinq classes, selon que quatre, trois, deux, un, ou zéro des carrés sont divisibles par 25
Il en résulte
es > Le
M 90 + 90, + 0, + DC
D'ailleurs X, est connu : c’est le nombre des représentations d’un nombre par une somme de quatre carrés, donc huit fois la somme des diviseurs impairs de N si N est impair et 24 fois la même somme si N
est pair.
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. 0 Avec nos notations (voir n°5) (5) DE 4 [24 DN]CA — 4,)—0fa + (1) ] (SH) U,
f. 2 Q . . OMS #5 XX, n'existe que si N est divisible par 25. Dans ce cas,
59. Relations entre les M et les MC. —— Un raisonnement analogue
conduit aux relations suivantes :
(3) Ms — 7 OIL.
(8) JU — _ + 2e + DL’,
_ + _ + FR OI
(10) Mo A, + A, + AU, + AV, + JL.
Dans les décompositions (NC, NC), N ne peut être qu'impair, puisque un carré impair est multiple de 8 + 1. MT, est d’ailleurs connu : c’est le nombre de représentations du quadruple d’un nombre impair par une somme de quatre carrés impairs, done 16 fois la somme des diviseurs du nombre.
Ainsi, avec nos notations,
(Ur) D 10 dore T)l, de même b > N : 16 (12) = (28) = (5 NUE FE (A — 60).
60. Relativement au module 5, un carré est corgru à 0, 1 Où — 1. Or, il y a quinze combinaisons complètes des trois quantités 0, 1, —#Y, prises quatre à quatre. Ces quinze combinaisons se groupent en cinq
classes, de telle manière que la somme des nombres d’une eombinai-
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son soit congrue à l’un des nombres 0, 1, 2, 3 ou 4, selon la classe considérée.
Voici ces cinq classes avec les valeurs correspondantes de N (mod 5) pour les décompositions XX et A :
”e. DL.
N=—1(mod5) N=1:(mod5)
tree |
Nu" NM 1 4 t =æf I O | I re) ro)
N=E NE I I Fi
ls = fi 0
N=—2 N=2 NT nr (
re) (e) o [e)
ü-—i 0 oO
On en déduit immédiatement que, parmi les cinq quantités N°, W, W,, %,, 0, deux au moins sont nulles.
De même, des cinq quantités MC, AC, AC, AC,, AC, deux au
moins sont nulles.
61. Supposons N impair et cherchons les relations qui unisssent les nombres AMC, aux nombres NX.
Soit donc N—zx+7 ++
une décomposition X,.
On peut lui faire correspondre deux décompositions A, savoir
(13) 4N=(y+s+i—-m)+(r+s+it—y}+(x+y+t—s) + m+y+az—ct}?,
(4) GN=(y+s—t— x) + (x +3 —YP+(T+y—i—-s)+(—-x—y—3z—t}.
En effet, N étant impair, un ou trois des nombres +, y, z, t sont
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. b5 impairs. Done, toutes les quantités
COLE Ve ET
sont impaires.
Deux décompositions (13) provenant de DÉCOUPE TNT A8 ETES NT + cp np’ L .
(x, Y, 7’, t) différents sont différentes, car les équations
JY+si+i-2z—=y+z + 6— x", D+i+i—y=x +3 +t— y, DHyt+l—s = +yÆt— 2),
DHyY+s—t =x'+y'+z— 1 n’admettent que la solution
TL: Y=Æ=Y, S— 2), le
De même, deux décompositions (14) provenant de lettres (x,3', z, )
et (x” y’ 7’ €) différents sont différentes.
Enfin, une décomposition (13) ne peut êtreidentique, terme à terme 4 P I ? )
à une décomposition (14), car les équations
Y+s+i-x—= y+s —l — x, æm+s+lt-y—= x'+s —l— 7", æ+y+i—-s:s—= x'+y—t"— 57, Z+y+z—t =—-x — y —3—+t donnent —22x—=) +3 +l — x",
D co ty.
ot x + y + — 1.
Ces équations sont arithmétiquement impossibles, car les seconds membres sont précisément les quatre termes de la décomposition (13) provenant du groupe (x’, >", z', l‘). Or, nous avons vu que ces quatre termes sont des nombres impairs.
Les décompositions (13), (14) sont donc toutes différentes, et
comme ce sont des AT, on en déduirait
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si l’on ne savait, par ailleurs, en vertu des formules (5) et (11), N étant
impair, que 20 JT.
Nous pouvons donc déduire de cette égalité que le procédé qui fait obtenir deux décompositions AT, au moyen d’une décomposition X,, par les formules (13) et (14), donne toutes les décompositions A...
ES CS
Par suite, x, y, 3 sont toujours {mod 5) une des 24 combinaisons
AA ee D ol
Effectuons maintenant sur l’ensemble des 3° la transformation (13), (14).
On constate (”) que les décompositions obtenues sont des AC, et par suite, des M, différentes. Mais on ne sait pas si ce sont tous les M.
Donc
(15) 2%, = a NV,
(!) Il semble que 192 vérifications soient nécessaires, mais elles se réduisent à 8.
avec
Partons maintenant d'une décomposition N!, (0,) NEO rente z eo)
Le Tableau du n° 60 montre que t®ne peut qu'être congru à 1
{mod 5); donc
æ=+E:1 (mod 5).
Donc, la transformation du n° 614 fait correspondre deux AC difrérentes à chaque X,. Mais comme on n’est pas sûr d’avoir tous les M,
nous écrirons (6) 2, — BAL,
avec
Prenons enfin une décomposition ', N=zx+y ++ 08.
Le Tableau du n° 60 montre que
D1 2 =) 2) Ds Fr A
ne peuvent avoir que les valeurs
— 1, 1 1e I (mod 5);
donc
ont les valeurs
ed, le on (mod 5).
nt,
On vérifie (‘) alors que la transformation du n° 61 conduit, par la formule (13), à des HT, et à des AT, par la formule (14), également à des AT et à des AIT; et cela de telle manière que, si le groupe (x, », 3, #) donne par (13) une M, il donne par (14) une AM, et que, s’il donne
(1) 6 vérifications suffisent.
50 JACQUES CHAPELON.
? ae . Sir RU RUE > par (13) une AL, il donne par (14) une M,. Ces A, et JT, sont d’ail-
Le ; ie | leurs différentes, mais on n’est pas sûr d’avoir tous les AIT, et tous les
les M.
Donc (17) 2 N', =) JV’, + JON Fe avec ei @ Site
Comme une décomposition ne peut être qu’une N°, une IG, ou une %' et que les formules (13), (14) permettent de passer des I à tous les A, il en résulte que l'opération que nous venons de faire nous à certainement donné tous les AT’, puisque nous avons opéré sur tous les X’. Par suite, nous avons obtenu tous les MT, tous les AT, et tous les AT.
Dès lors, la considération des formules (15), (16) et (17) montre qu'on n'obtient les MC que par l'opération qui a conduit à la formule (15). On les à donc tous par cette opération et « —1.
De même, on a tous les ATX par l'opération qui a conduit à la for-
He 4 el DAR Suite tr Enfin, on n’a les MC que par les opérations qui ont conduit aux formules (16) et (17) et comme on ne peut les obtenir en tout qu’une fois et qu’on les a tous obtenus, les MC qui figurent formule (16) diffèrent de ceux qui figurent formule (17). Done E ÉOre Par suite, 29%, = I,
M, — AL
On sait d’ailleurs que
et par suite, par l'équation (4),
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. 59 Enfin, les équations (1) et (2) donnent 29%, — 90,.
Les autres cas où N est impair se traitent par des raisonnements tout
à fait analogues que nous ne reproduirons pas. Nous nous bornerons
mn> pe]
indiquer les résultats.
Supposons N pair
Alors Les AC, n'existent plus.
Soit une décomposition
N=—zx+y+ 3+ 8, DITS
Appliquons encore les formules (13) et (14) et proposons-nous de rechercher ce qu’elles donnent.
N étant pair, zéro, deux ou quatre des quantités x, y, z, € sont 1m-
pires et par suite les quantités
EN TA Y ee, sont paires.
Donc les décompositions (13) et (1/4) sont des X. On peut écrire
t+3+t—x)\? æ+z+it— y\? É + t—32z)\? DV Ce ON (8) N= (2 - : : (== . (SE } + (EE }>
Ge /
NP NN PR LE NT) ON ET) a :
RE Dm te
Les décompositions (18) sont toutes distinctes. Les décompositions (19) sont également toutes distinctes.
Il en résulte qu'une décomposition (18) est identique à une certaine décomposition (19) et inversement.
I sera donc inutile d'envisager simultanément les deux transformations (18), (19). Une seule suffira : la transformation (18), par exemple.
Supposons N = 6 (mod
Soit une décomposition N—x+(5y) + (52) + (54), ae
æme peutétre Congruiquia-=Æ= 1 (modo).
Par suite, la décomposition (18) sera une X°. Mais rien ne dit qu'on obtienne ainsi tous les X,. En tout cas, les 3° obtenus seront tous
différents (n° 64)
Je
Nous écrirons donc
et nous appellerons (X, Y, Z,'T) la décomposition X° déduite par (18) , ,. ‘ta ar r de la décomposition (x, y, z, t) qui est une NN.
Partons maintenant d’une N°. On trouve de même (21) R' BK.
er . AR ee pe Donc £— 1, puisque X' n’est pas nul, quel que soit N.
Partons enfin d’une XX. Alors la transformation (18) donne tantôt
une NX, tantôt une N :
(22) MI — yI! + 89,
avec St
IA
Soit (X”, Y’, Z’, T1”) la décomposition X° déduite ainsi de la décomposition (x, y, z, t) qui est une À.
En réunissant ces trois opérations, on doit avoir obtenu tous les N, puisque XX, et X, sont nuls. On doit d’ailleurs les avoir obtenues ainsi une fois seulement.
Comme on n’obtient les 3° que dans la troisième opération, on les
obtient toutes ainsi. Donc y — 1.
Par suite, les équations (20) et (22) donnent
GAS = Qi Je dis que
En effet, je vais prouver qu’à toute décomposition (X, Ÿ, Z,T) correspond une décomposition (X”, Y”, 7, 1”) et réciproquement. Dès lors, les décompositions 3%, obtenues par l'opération qui à conduit à
l'équation (22) et les décompositions X, obtenues par l'opération qui
62 JACQUES CHAPELON.
a conduit à l'équation (20) se correspondant chacune à chacune, il
faudra que
d’où
Je disque, si4(X, Y,,2, Tres déduit par (16 Pdhinerdécompos sition 2%, (—X, Ve Z, Tune, peut ètre déduit d'une O6 par (18). Done (—X, —Y,—7Z,"T) sera déduit d’un XX, par (18).
En effet, il suffit de montrer qu'il est impossible que
Or, les seconds membres sont justement les quatre termes de la transformation (19) appliquée à (x’, y’, 7’, #). Or, (x',y’,z/, €) étant une %,, la décomposition (19) est évidemment une I. (x, y, z, t) serait done une ,, ce qui est contraire à l'hypothèse.
Donc (= Xp—Y, —7;,T) sera déduit d'une 90 pare actes DRE Ye ZE UMR
Considérons inversement une {X”, Y’, 2, T’), provenant d’une !
par (18). Je dis que la décomposition (— X’, — Y', —7/,'T") ne saurait
en provenir.
Si, en effet, on avait
YE sig = (y Ha + t'—2x), DE UE = (Ta Et — y), T+y+t—sz—=—-(x'+y'+ lt — 3), EVEREST — 2'+ y'+ 3! — ie
on en déduirait
r °n . , / , + 2 On vérifie aisément, (x”, 1”, z', €) étant une X,, que si
( V+s +l— x g'+ s'+t— y d'+y'+l— 3 RE) EE à >] y
est aussi une , il ne saurait en être de même de
Hz s—x td x + y m'+y —l—3 = pi = =)
ni par suite de (x, y, z, t), ce qui est contraire à l'hypothèse. Done (X', Y’,Z, T'het(— X’, — Y’, — 77, T’) ne peuvent provenir simultanément des décompositions X' : done (— X7, — Y’, —77,T")
ÉSEUNEUX-Y. Z, T):
Donc C0) et comme LEE, il I CD ru
il en résulte que Mi = 290!
66. Remarque. — Appliquons la transformation (18) à la décom-
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LES fs - Drag + ! ‘ r [4 À position % (x, y, 3, t). On obtient une décomposition K, ECM ZA Appliquons, au contraire, la transformation (19). Nous obtenons encore une décomposition %! (X’, Y”, 27, T°). Je dis que l’ensemble des X' (X,Y,2, T) est différent de l’ensemble
des X'(X’, Y’, Z’/, T”). Il suffit pour cela de montrer que les équations
sont incompatibles.
On a vu qu'on en déduit
—23—=2'+y'+l 2, 24— x + y'+s — 1; d'ou ! sit ! nl ns M ARR SU ’ 5 LC}
Or les seconds membres sont des X puisque (x, y", z', #’) est une . On en déduirait alors que (— x, —7, — z, t) est une I, ce qui est contraire à l'hypothèse.
Ainsi, l’ensemble des transformations (18), (19), appliquées à la totalité des X,, donne la totalité des NW et ne donne qu'une seule fois
chaque décomposition N'.
Ainsi
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. 65 d’ailleurs M! — 0.
On en déduit, par les équations (1), (2), (3)et(4),
Les autres cas de N pair se traitent par des raisonnements tout à fait analogues que nous ne reproduirons pas.
Nous nous bornerons à énoncer les résultats.
N = +4 (mod 10):
M, — 290, M! —0, Re bAeS 1 OL, M, — 290;.
N = + » (mod ro):
M —2%!, Ji — 0, 29, —5),—24— 02 A— 4U, M; — 0.
N= +o (mod 10) MR'—N,—0, M! — _ (A—2,)— 15 (E—8)=6 (571 1)U, M 2%); or M + 20, +, —124 —124, = 6(5 "1 —1)U, donc N'— SE (A — 4) + ec. 96.5-1U,
M _ (A—2A,)—2(C—&)= 180 AU
IC 3 — ts Co Et) 6(5*-!— 1)U, an ee ii ju, CT ; 2)
ee (A2) (EE) 6(5% —:)U,
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68. Relations entre M(N)et M(4N). — 1° Cas de N paur : On déduit immédiatement les décompositions
(23) AN=2+y+s+ ee, N'(4N)
des décompositions N=ax+y+ +. X'(N);
Résolvons, en effet, la congruence o= 2 + y?+ 3° + 4? (mod 8), on ne trouve que les solutions
NE GREEN PE RER
donc Ma(4N) = MN).
Enfin, les équations (1), (2), (3) et (4) donnent MAN) = Ma (AN).
2° Cas de N impair :
Supposons N = 1 (mod 10).
Prenons l'équation
Cu Nero. I (N), puis (2 AN Ep hs ot, 2 (4N).
Remarquons que les AC (N) sont des I (AN) particulières. Pour approfondir la question, revenons aux raisonnements des n° 64 et 62.
Considérons donc les trois équations
Gp À D (az + (26, (29) 4N=(y+z+t-m)+(c+a+it—-y}+(c+y+it-s) + x+y+z—c}, (28) AN=(y+3—t—x)+(r+s—i—y}+(m+y—t—3) +(—x—y—3—t},
Nous avons montré que les décompositions (27) et (28) sont toutes les décompositions AT.
Il est d’ailleurs évident que les décompositions (26) représentent toutes les décompositions (25) où +”, y’, z' et #” sont pairs.
Supposons que dans (24) un carré et un seul soit multiple de 5. Alors (26) est une X' (4 N), ainsi d’ailleurs que (27) et (28), comme cela résulte du n° 62.
Donc
(29) 3 (N)—ar, (AN), car on n’a peut-être pas obtenu ainsi tous les X° (4 N); Cie
Prenons les décompositions (24) où trois carrés et trois seulement sont multiples de 5.
On en déduit, (26) étant alors une NX (4N) et (27), (28) étant des (AN);
(30) M,(N)—=6X;(AN), (31) 20, (N)= 7 20, (AN) avec
BE Er:
Enfin, supposons que dans (25) aucun des carrés ne soit nul (mod 5). Il en résulte
avec
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Ces trois opérations donnent d’ailleurs tous les M'(4N) et les
donnent sans répétition.
Comme on n’a obtenu des x’ (4 N) que dans la première opération,
on les a tous obtenus ainsi.
Donc (om |
et M! (4N) — 390 (N).
D'ou, en prenant aux >, 3[3 IN) — I(N)]— 390 (4N)— I (4N).
La méthode s'applique aux autres cas. Nous ne donnerons que les
résultats.
III. — Relations entre les À et les
70. Supposons N empair. | Considérons l'équation AN=5x'+ y'+ + 05e, LCN) et résolvons la congruence
k=5at+ y +23 + 25e (mod 8).
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. 6) On ne trouve que les solutions
qui montrent que v, y, =, t ne peuvent qu'être pairs. On obtiendrait le même résultat pour
4AN—=5S2x+y+253+ 25e, PUAN).
Mais de AN=5(2z') + (27) +(23')+25(20) on tire NE ASS CE CE ET
et réciproquement.
Donc Li CN) —= LVi(A4N) et de même L(N)= (AN). Supposons N pair.
Résolvons la congruence o=dx+ y?+ + 025? (mod 8).
On ne trouve que les solutions (mod 8)
0=0+4+4+o, =0+4+o0o+4, —OEDOËE OENIOS =4+o+4+o, = 4 +o+o+4, = D LI HI HE.
Donc x, y, =, { sont, ou tous pairs, où tous impairs. Mais, s'ils sont tous impairs, la décomposition
EN=5Sx+ y ++ est une Vb,(N).
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S'ils sont tous pairs, la décomposition AN=5(2x'} +(2y'} + (23) +25(20) correspond à NM Sr EEE ESS qui est une Ÿ,(N).
Réciproquement, à l’ensemble des décompositions P,(N), 15,(N) correspond évidemment les décompositions L,(4N)
Donc BiCAN) = LCN) + Wi(N),
de même , CAN) = LN) + V2 (N).
Calcul de ©. — Partons de la formule rappelée au n
H? m mt FACAN OT = q me q
n0?— —8 > m 8 COS2m x
[GE [ qu I 2m ï res q
) pes d . ae T a 7 DT . 7 .
Remplacons + pa 7 puis par — et ajoutons les deux équations
obtenues. Les formules { VIT) (Chap. IT) donnent
7. = fe = = mnmq’! mq" hm f 5 nb ARR et Co +- cos 2777 — q? — q? 5 5
ou (n° 25)
(nn so 6D LE DE sf (2)
mi qu Ru à m qe — 20 m y er Egalons les coefficients de 4" dans les deux membres. Au premier membre, il faut poser :
8M—(2æ +1) +5(2y +1)?+10(23) +o(2t+i}, puis 8M—(2x& +1} +5(2y +1) +i10(23 +1) + 2(26).
Supposons que, dans ©, N soit pair. On voit tout de suite que © est la somme des deux nombres de décompositions précédentes, si l’on
pose N —2M.
Dans le second membre, il faut poser M=—m(2p +1)
et le coefficient de g” est
m étant un diviseur de M à conjugué impair.
Cette somme est encore (n°5)
Ainsi
donc (n° 8) + 30 — € —2#mÛU, On a supposé N pair. Si N'est impair © est évidemment nul, car la
congruence
h=(2x +1) + 5(2y +1) +107? + 26 (mod 8)
est impossible.
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75. Culcul de 8. — Partons de la formule rappelée au n° 26 : et H° I à m m gr PO TE — PTE Mi + 8È(— 1)" Pi SE ermerr M , ,
Faisons-y x — 2) puis 1 — _ et ajoutons.
Les formules { VITIT) (Chap. IT) donnent
ll l + 2H
T cos? — COS? — 5 5
— 9 + 162(— he ur
Fe Ttq ue T T — SÈ(—:) Er (cos 2m à +cosims) ou (n° 25) 50(9°)0(q"°)[ 8 0(g°)+88:(q°)] 2 2m = —2+02(— 1%) ITR 27 5 / 1—g°"
Cos? — COS? — 5 5
Egalons les coefficients de g” dans les deux membres.
IL faut poser, au premier membre, M=iox +27 +5z+e;
et, pour que le coefficient ne soit pas nul, il faut que t et z soient de . même parité, c’est-à-dire M pair = 2N.
Le coefficient est alors
puisque z et {sont de même parité.
? 2 do D'ailleurs IN=uzx toy 26 (mod 4),
NT CENT (mod 2),
et le coefficient devient 22(— 1) —2(—1)NS(N).
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. 7 Au second membre, on posera 2N—M—2p(i1+0p) et le coefficient est 2 IN 2 CT E TENTE Ainsi JE \Y r n(L\ \ \ S—2(—1) E(— 1) d 3) 9 (INC (5) (oret— 3) DU.
74. Relations entre les 8 et les ©. — Considérons les décompositions S(N), c’est-à-dire les représentations 2N—=j02 + y+Dzi+ ol}, S 2N—102 +25y?+53+ 264?, S; DNAOM OV D2 OO Sy
Considérons 7° + 26°.
On ne peut avoir dans $, pour y* et &, que les combinaisons (mod 5)
ei)
ii CRE
DO; S = S3 + À
si N-—
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e es
De mème, siN = Æ+1(mod5),
C0, e = CE, +; siN =+2{(mod5), Se 0, SC; ESS si N = o(mod5), D — D, — D AE k Ster > N x \ à x ? b 15. Expression de ©,(2N) (&—1ou2). — Supposons d’abord
N émpatr, par exemple, congru à 3(mod 10).
Le nombre des décompositions ©,(2N ) est égal au double du nombre
des décompositions S(N) où le nombre t n'est pas multiple de 5.
Nous avons désigné ce dernier nombre par X(N) (n* 55 et 74). Ainsi
Partons en effet de la décomposition (33)
On en déduit quatre décompositions :
(34) 8N—( D+t+5a)+a(? EE 5 ( és 2) +10( PE), CORNE 27572) 2 (IE) + 5 sa of), (36) 8N—( pete af RE) 5 Lee res à (7) SN=(—y—1t—5%) —))
Que peuvent être +, y, z, t assujettis à l'équation (33)? + pourra être quelconque, mais y, = et { sont assujettis à la congruence | 6=52z + y?+ 24 (mod ro).
De plus tÆo (mod5).
On trouve
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d’où les solutions
3 —0, 92,4, 6,8 £—=1, 93,9, 3; 9 Y = 2, 8 et Y = 3,7 (mod 10), t=1,4,6,9 t= 1, 4, 6, 9
dans lesquelles il faudra combiner de toutes les manières possibles les valeurs de z, y, t. On aura done 80 solutions. Il suffit évidemment de se borner aux 16 solutions obtenues en combinant les valeurs de y et de &. On remarque, en effet, que si yest pair, z est un nombre pair quelconque et que si y est impair, z est un nombre impair quelconque. Les décompositions (34), (35), (36), (37) ont donc tous leurs termes entiers.
Précisons les parités de x, y, z, 16.
Il faudra résoudre la congruence
2= 92 + 2+)?+ 00? (mod 4)
qui a comme solutions
DOENOCROEE 7,
O0 EURO
d’où He : Y=o, 2 0, LU (mod 2); Z=0, Y=I, 3=1, t=0 (mod 2); PE, Y=1, 53 == I, É= 3 (mod 2); = ], D 0) 3 =0, t=0 (mod 2).
Dans tous les cas, les décompositions (34), (35), (36), (37) sont telles que les carrés, dont les coefficients sont 1 et 5, sont eëmpairs.
Enfin, des deux nombres > — 2t et y + 21, il en est toujours un qui est multiple de 5.
Groupons les décompositions X quatre par quatre :
DR LANTERNE
' = jf à EU JANZ
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C'est toujours possible puisque ni y, ni £ ne peuvent être nuls. Deux des quatre couples (y, t) donnent, pour la différence » — 21,
un multiple de 5, savoir (rs t) et en) ou bien (FT) NET ENS ENT) Pour ces deux couples, les décompositions (34), (35), (36), (37) sont des ©,(2N).
Je vais montrer que ces décompositions donnent le moyen d'obtenir
les ©,(2N), sans répétition, ni omission. On pourra, dès lors, écrire
d’où
1° Deux décompositions (34) sont distinctes. Car les équations
ds — x d'— 3'— x
Y+ESs—2%—y'+ 30%!
n'admettent que la solution LD VV Hi — Ci LUE De même, deux décompositions (35) sont distinctes, etc.
2° Une décomposition (34) est différente d’une décomposition (35),
par exemple.
Car les équations
Y+ t+sx=— y'— t—5x!.
Y—2t—53— y'—ott—653, NN — l— s'— x!, Y+ 3—2x— y'+ 3!— 2x, donnent kæ—=— (a+ y +4),
ce qui est impossible, puisque le second membre est impair. La démonstration des autres cas ne présente pas de difficultés.
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Les formules (34), (35), (36), (37) permettent donc de passer des décompositions X(N) à des décompositions ©,(2N), toutes distinctes.
3° On a bien toutes les décompositions ©, (2 N).
Soit, en effet,
SN—(2Y +1) +2(5T} + 5(2Z +1) + 10 X
une décomposition ©,(2N). On l’a obtenue.
Il suffit de montrer qu’en posant Y+ t+ôx—=Ee(2Y+i) —2t—53 — 107 : , (e—+i,n= +1), É— 3 — x —=n(22 +1) Y+3—2x—2X
on peut déterminer € et n de manière que #, y, z, t aient des valeurs
entières et que { ne soit pas divisible par 5.
On trouve :
(39) 8x —E€e(2Y +1) —n(22+1)—2X, (40) 43 =—5T—-n(22+1)+X, (41) 4y=5SX+5T+E(2Y +1), (42) 8t —=—10T+5n(22+1)+e(2Y +1).
D'ailleurs, X, Y, Z, T sont assujettis à certaines conditions données
par la résolution de la congruence
24 =(2Y +1) +2(5T} + 5(2Z +1) +10 X? (mod 80)
qui n’a que les solutions
il en résulte que t n’est pas divisible par 5.
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Posons NEED
Dh st =,
On aura pour Y’, 7, X, T les valeurs suivantes (mod 8) :
Ye 2e ne 1 3 ou à Ou 7 1,9, 9 OU o où 4 3 ou 1 OU 7 2 ou 6 1/03 10 01 3 ou à 3 ou à 19,0 Out 2 ou 6 3 OÙ 5 3 où à 0 où 4 1,5: D OUT 1 OU 7 1 OU 7 1,9, 0007 2 ou 6 LOU 7 1 OU 7 o ou 1,3,D ou 7 1ou7 3 Où à F9 D OUT o ou 1 Ou 7 3 ou 4 > ou 6 1 DIOU7
Mais, écrites en congruences, les équations (39) et (42) donnent les
conditions (43) eY'— n/'—2X =0o (mod 8), (44) —10T+5n2 +EeY'=o (mod 8).
Supposons ces conditions remplies. On en déduit, en retranchant,
—10T+6n/ +2X=0o (mod 8) ou — 5T+3n2'+ X=o (mod 4),
(45) — 5T— n2/+ X=o (mod 4);
done, si les conditions (43) et (44) sont satisfaites, on pourra déduire z de l’équation (40).
On constate d'une manière analogue qu'en éliminant Z’ entre (43)
et (44), on trouve la congruence (46) 2X+5T+EeY'—=0 (mod 4).
qui montre qu’on pourra déduire y de (41).
Les congruences (45) et (46) s'écrivent encore
(47) EY'+X+T=o (mod 4) et (48) nL+T—-X=o (mod 4).
Elles permettent de calculer & et n d’une manière unique, parce que X et T ne sont jamais de mème parité et que Y’et Z’ sont impairs.
Mais l’ensemble des congruences (47) et (48) n’est pas équivalent à l’ensemble des congruences (43), (44).
On peut seulement dire que l’ensemble des congruences (43) et (44) est équivalent à l’ensemble des congruences (43) et (48), par exemple. Il faudra donc encore, pour chaque couple ë, r, vérifier que la congruence (45) est satisfaite. C’est bien ce qui arrive.
Il en résulte que la totalité des €,(2N) a été obtenue et, par suite,
que
Expression de ©,(2N). — Cas de N pair
Supposons, par exemple, N = (mod 10).
Alors, le nombre des représentations ©,(2N) est égal au nombre des
représentations S(N), où 2x + 1 n'est pas divisible par 5.
En d’autres termes FIN)= €, (2N), $(N) étant
(49) AN= x +57 +ti0oz +2,
où & et y sont impairs et où x n’est pas multiple de 5. De l’équation (49) on déduit les quatre décompositions suivantes :
PE) ANS / FE AN À VE z\ ? laver (50) sn = { retro) +5( d re ct }
À —21—57y\? —92\? - — Lt — 3)?
Go sN=( x—2t 27) (ee _s IHIRIE) +0 }
de (2) sN= ( ES ÿ- (—— =) + 5 FT. (I), ie
; EAN) EE, M z\ 2 72 (53) sN=( æ+2t 22) (ie =) LS EIRE) ro ( }»
Je dis qu’à toute décomposition (x,7,z,t) on peut faire corres-
pondre une certaine de ces quatre dernières décompositions, de telle manière qu'elle soit une ©, (2N), c’est-à-dire une
SN = X?+ 50T2-+. 5 Y
avec X et Y impairs.
L'équation (49) donne, puisque N = 2(mod 10),
8= 2?+5y?+1023+ 24? (modo),
qui n’admet que les solutions
8—=I+D)+ 0 + u (mod4o), = J + D + 10 + 32
puisque + ety sont impairs et que x n’est pas multiple de 5. Alors æÆ=1 OÙ 9 (mod 10), y impair quelconque, 3 pair quelconque si L=1 (mod ro).
» 9 z impair quelconque si t= 4, 6 (mod 10).
Il en résulte donc que les décompositions (50), (51), (52)et (53) ont tous leurs termes entiers.
Si l’on forme toutes les valeurs de x +# et de x — +, on constate qu'un et un seul de ces deux nombres est un multiple de 5. Il s'ensuit que le coefficient de 2 sera divisible par 5 dans deux des quatre décompositions envisagées; on ne retiendra donc que ces deux décompositons, savoir : (bo})et (51) si (x,t) est (mod5)({1,4) ou (4,1) PONT 2 RCE Er test modo) ou (4 4)
Remarquons qu'il faut de plus que x + 21 57 soit double d'un
ACTU
nombre impair. Comme le signe à prendre devant t vient d’être fixé, tout revient à trouver le signe à mettre devant 5 y. Or, y étant impair, a— y et a+5y ne peuvent à la fois être le double d’un nombre pair, ni le double d’un nombre impair. Le signe à prendre devant y sera donc déterminé sans équivoque.
Les considérations qui précèdent donnent ainsi le moyen de choisir avec précision une des quatre décompositions (50), (51), (52), (53), et la décomposition obtenue aura, comme coefficient de 2, un multiple de 5 et, comme premier terme, un carré impair.
Mais, pour que la décomposition ainsi déterminée soit une ©, (2N), il faut, enfin, que le coefficient de 5 soit un carré impair. Or, sin et représentent + 1, on a l'identité
Me a —2et+ony
= — © — (3ny —est— 32).
Or, la parenthèse est paire, car des trois nombres y, z et t, deux sont
æ—92et+5ny
impairs, le troisième est pair. Mais a été choisi impair.
LT— NY
Donc TE — est impair.
Ainsi, à toute décomposition F(N) on peut faire correspondre une décomposition ©,(2N) et une seule.
D'ailleurs, on vérifie que deux décompositions ©, (2 N), représentées par deux des formes (50), (51), (52), (55), ne peuvent coïncider que C. 11
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siles décompositions (49), qui leur ont donné naissance, sont identiques.
Si nous montrons que, réciproquement, toute décomposition ©, (2N) est représentable, d’une manière unique, par une des quatre formes (50), (51), (52), (53), où (x, 7,2, t) sont udessolutions de (4g)etoù x, y sont impairs, æ non divisible par 5, il en résultera qu’à toute décomposition F(N) correspond une décomposition €, (2N) et une seule et réciproquement, et par suite que
Soit donc 8N — X?+ 50T?+ 5 Y?+ 107?
une décomposition ©,(2N) en supposant X et YŸ impairs. La congruence 16= X?+ 5Y?+102?-+ 50T? (mod 80)
n'admet que les solutions suivantes :
OR NO NO 0 0-00 = 1449 + 10 + 4o = 14+45+ 0o+50 M (mod 80); =4i+ 5+ 10 +40 = Ne oi HO UDe 0
d’où, pour X, Y, Z, T, les valeurs suivantes (mod 8) :
X de Z. #E Nr 1, 9 TOI AUT 0, 4 1 1507 2510 13 87 fn 2, 0 19: 0,07 20 Le 350 0, À 1,3,0,7 2110 pm A On 2,0 3,19 17 0, 4 1 007 3,5 A0 LR ET o, 4 Sn SH 2, 6 1,3,3,7
Je dis qu’on peut trouver x,y,z,t,e," Ne = Lil que
Je QUE ER Ve de Ju, MN re) sr HN, a: 2 On en déduit, en effet, (54) RL NY 7.
(55) key MX = 5sY—327, (56) Ent ZE ST NX, (57) D OL EN EETIX
Réduites à des congruences, ces équations deviennent :
(58) T+3eY + Z=0 (mod 4), (59) nX+g7eY + 6Z=4 (mod 8), (60) 31+ T+3nX=0 (mod 4), (61) 2T+5eY + nX=4 (mod 8).
Ajoutons (58)et(61),1l vient (62) 3T+nX+Z/=0o (mod 4).
Nous déterminerons € par la congruence (58) EY =T+7Z (mod 4) et n par la congruence (62) nX =T—Z (mod 4).
e et n étant ainsi choisis, ce qui ne se peut évidemment que d’une seule manière, car T et Z sont de parité différente et X et Y sont
impairs, «, Y,2,t en résultent également d’une seule manière.
S/ JACQUES CHAPELON.
Il faudra encore vérifier que, pour les valeurs de &, ainsi trouvées, la congruence (61) est satisfaite. C’est ce qui a lieu.
D'ailleurs, X n'étant pas multiple de 5, l'équation (57) montre que « ne peut l'être. |
Donc la décomposition
donnera unsystème unique de valeurs de x, y, z, t satisfaisant à l’équation (49) avec æ, y impairs, + non multiple de 5.
En définitive
Les autres cas [N = 6, 4, 8(mod 10)] se traitent d’une manière ana-
logue. On trouve 78. N—=—+2(modio):
N=Æ+/4(modro):
79. Relation entre S,(N) et S,(2N), AC(N) et XM(aN). — Gas de N impair :
33 (2N) est GN=102x + y?+5:°+ 28, oùuy ou test multiple de 5.
On en déduit la congruence
k= 22 + y?+53+ or NO CERN ONE Oo (mod 8); = 0 +o+ 4 +o
REG AS
donc y et z sont toujours pairs.
Donc AN=102 + 4y?+20:2+ 28,
qui est évidemment une S,(N).
Ainsi, à toute $,(2 N) correspond une S,(N), et inversement. Donc
(63) Sa(2N) = SA(N).
On a d’ailleurs (64) S(N)=S(2N),
car
(Ve
2 Œ(2N)—=3Œ(N) + UN) = 2 4A(N), puisque N est impair.
Retranchons membre à membre les équations (64) et (63), il vient
N=ÆE1(modi1o
S82(2N) =S,(N), X(2N)=X(N); N=Æ+3(mod 10) :
81. Relation entre S,(N) et S,(2N), X(N) et X(2N). — Cas de N pair :
Si N est pair, on a HAN) UN) + FUN):
X(2N)c'est
INrorES y EEE 0,
où ni y,nmtn’est divisible par 5.
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Résolvons la congruence
o=102 + y?+ 52 + 20? (mod 8)
OU o= y'+bz+oz +2 (mod 8),
on trouve OO RO0E0
LL JD 0 oO.
=iI+b+o+o2, —U iEho eo, =h+o+2+ 2.
Les troisième et quatrième lignes correspondent à y, 3 impairs à la fois, c’est-à-dire à des F(N), les deux premières et les deux dernières à y, z pairs à la fois, c’est-à-dire à des décompositions
AN=1ox + (2y'}+ 5(25')} +oe
ou 2N—= DH, 2) CE os Peer
c’est-à-dire à des X(N), puisque ni 7 — 27", ni t—2t n’est divisible par ».
Inversement, il est évident que, du tableau des F(N) et des X(N), on pourra déduire le tableau des X(2 N).
Donc (65) H(2N)—F(N)+ HN).
On a trouvé C(N)=3T— CE, — WU, SAN) 260 (out 3) (1 puisque N est pair; =
S(2N)—2€(2N C+C—2(2r2 3)U; donc
En retranchant membre à membre les équations (65) et (66), on trouve
(65) Sa(2N) = S8(N) + SAN).
N=—+3(mod ro
S(4N) + SN) = 44; N= —E 1 (mod 10) :
83. Relation entre S,(N)et S,(AN). — Cas de N pair : Nous venons de trouver, en supposant N impair,
Sa(4N)+ Sat N) =4A, ou encore (n° 79) ce qui s'écrit SAN) — SAN) + S(2N) — S8(2N) = S(4N) + S(2N) — 44.
Or UN) 2 CAN) = Fa UN) =10 1 (NN);
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donc X(AN)+K(2N)—8A ou encore HAN) + HAN) = 2[Sa(4N) + Sg(2N)].
Done, si N est pair et double d'un nombre impair, non multiple
de5,ona
HN) + AN) = 284 (2N) +SB(N
Je dis que cette relation subsiste, quel que soit N, pair.
Il suffira, pour l’établir, de montrer qu’en la supposant exacte pour une certaine valeur de N pair, elle l’est encore quand on remplace N par 2N.
Or, on a (n° 82), si N'est pair,
HAN) FINE SUN), Sa(2N) = Sg(N) + SUN);
donc, en supposant (68) exacte, on en déduit
(69) FN) + 2 HN) = 4 SpN) + 2Sa(N).
D'ailleurs
(70) SB(4AN) = Sa(2N) + Sg(2N)
(71) SCAN) — Sg(N) + EN) + Sg(2N);
puis (n° 78) FIN) = — SAN) = Sg(2N),
donc (69) devient
HS S8+ 2Ca+ 3 Cg(2N) ou 4e +2 S —3{S8 + CPE CB(2N)]+38s+3e, = 3 S8(4N) +3388+3C,; donc E SB(AN) + SB(N) + Cu(N) = (28 — 1) U
car N n’est pas divisible par 5.
Mais, d’après (71),
SBCAN) — 88 (N) + Su(N) + Sg(2N)
d’où
SCAN) — SB(N) = Sa(N) + Sp(2N) = SUN) + F(N) = SUN) = HU.
D’alleurs DUNES CLS) U, SON) aa) US donc S(AN)—S(N)= 3.28 U — 32(N) —388(4N) — 3 Sg(N), puis SCAN) — SCAN) — SUN) + SON) — 2 SB(4N) — 2 Sg(N), ou HAN) — HN) = 2 S8(4N) — 2 S8(N).
Mais, par hypothèse, (68) donne
X(2N)+ HN) —2[8(2N) +S8(N)], donc
X(AN) + K(2N) = 2{[S8(4N) + Sa(2N)];
c’est précisément la relation (68) où l’on a remplacé N par 2N.
Il en résulte que cette relation est générale, et aussi la relation (72)
qu'on en a déduite.
Cette formule (72) s'applique même encore au cas où N est impair
(non multiple de 5) puisque alors C;(N) — 0.
86 N=+2{(mod5):
Partons de la formule (n
m q” NN 772) (73) & =>; ie Ne CoOSs2M x.
. T 2T Faisons-y XL — m0 X — a et retranchons.
Par les formules IT (Chap. II), le premier membre devient
V5 Vi di Va 6 [550 6 — 11 0 | — (a) m(g?) (5 n2(g)—n(97)]
et le second membre est (n° 30)
De on D (cosimE—cosams)=— (V5 Y (Se)
Egalons les coefficients de g” dans les deux membres. Au premier
membre, il faut poser d’abord
2 = 2 Po 2 F £ 2 2 (2x +1) Pa Y +1) 9e +1) CE)
Me 8 8 8 ou
8M= (2x +1) + 5(2y7 +1)? + 5(23 +1)? + 5(a4+ 1), puis aussi
On a donc VE 15 (a M) — (2) = (Dm)
en posant
m est donc un diviseur quelconque de M, à conjugué impair.
Posons N—2M, donc (n° 8) (74) Sa m6) SE) = (2j ion +28,
88. Pour obtenir une autre relation entre A, et A,, partons encore
de cette formule (73) et faisons-y x — …
On en déduit (Chap. IIT, formules Il et VII)
br = 2 9,(çt) (at) En (gt) +8) + ni — (a
al
Les D
- , eS
Co (=,
2m 2m £ m q" LOE ONT r ÉO > D qu DD T = qi 2 2 ‘ : : ; 2 TT et l’on obtient une relation analogue en faisant x — ai
M Le premier membre donne, comme coefficient de qg°, en posant
toujours N—2M,
e J I TT HT re — ÿ —— Z a+ ge pour 2" et e I I 2 TT ir aie pour z— ——:
Au second membre, pour x — _ il faut poser ER m'+am'p ou N—=2m'{(10p +5) et prendre 82m’; puis N—2m"{(10p +5 La)
: “ Uy . = | DUT et prendre 42m’; puis, pour x= = il faut prendre encore 82m
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et A2m” avec N—2m040p2E0)
On aura donc
TU
On en déduit immédiatement pour € la valeur déjà trouvée {n° 72)
et pour #1, — f, la valeur N/ 0’ T c (75) MM GES (TE) = (— 2) V 100 + 2h;
d’où, par (74),
a 1620 (T)=— 10828, [N= 2(mod5)].
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On trouve le même résultat si N = — 2 {mod 5). 2° Supposons N = 1 {mod 5).
Résolvons la congruence
æy = 3 (mod 5),
on n'a que les solutions (mod 5)
DAS Hate 4.2; donc ZME=0, 2 soie (se), 2 » 52/2) 20 — 2201 (5)|; 2 5 d’où € et 9’ : :
(76) M A+ 1680 (TE) = 108 —0D,; donc, par (74), M ss#(T)= 5B+ 5, [N=:(mod5)].
Het »($) Er ar
On trouve le même résultat si N =— 1 (mod 5). 3° supposons enfin N = o (mod 5).
Posons Ni INT
7". : ; RME : N mn est alors la somme des diviseurs à conjugués impairs de Se 1
c'est, en appelant {un diviseur à conjugué impair de ee
: DT Es DD PTE EN PE PRE PT ue
y N’ L' 5Y 5Y /N" u Em=+zeli+(s)( )]=ramu (Se IVe y " 5) C T Ent LS (+) à &
de même
d’où CR. 8È2m"+ 82m" — 8.28 tU— Ma U;
c’est le résultat du n° 72.
Ensuite
I I N” (9) = La + £a = 8en 82m ef av.
Cette formule est générale et comprend comme cas particuliers les
formules (76) et (75).
N — 5YN'— 245 N
(re
90. Nous avons obtenu les formules (78) par des considérations
el que
purement analytiques.
On peut, en supposant connue la formule (74), en déduire les formules (78) par des considérations ar ithmétiques qui ne sont pas sans
intérêt et que nous allons exposer succinctement.
1° D'abord, si N = Æ 2 (mod 5), 4 N n’est pas résidu quadratique
de 5 et la décomposition M, est impossible.
Donc
2° Supposons maintenant N = Æ1 (mod 0
La décomposition A, est alors possible.
Soit AN= a+ iy +52 + 5e.
On peut lui faire correspondre la décomposition (79) AN= a+ (27 +2) +(y—-223) +56,
qui est une f,.
Toutes ces décompositions (79) sont distinctes si l’on part de
groupes (x, y, z, t) distincts.
Inversement, soit une décomposition
EN—X+Y+2+5T (A
on peut lui adjoindre cinq autres décompositions S,, savoir :
HN NP 7 Eve, ANNE 7 EXO TE, (80 bis) AN—V Xe "7 510, AN—= ZE X1+ Y?+ 57, INT EN CE XP 0).
On suppose X°, Y*, Z* différents.
Pour que la décomposition (80) coïncide avec la décomposition (79),
il suffit que
LENS (81) Sy a), (82) y —22—=2, TT:
On en déduit { 5y—=2Y +2, (88) lé =iy 27, donc (84) 2Y+/#&o (mod 5).
On déduit d’ailleurs de la congruence (8/)
4Y+2/=0 (mod 5)
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ou
Y—2/=0 (mod 5), qui prouve que la condition (84) est suffisante pour que le système (85) soit résoluble. |
Si N = 4 (mod 10), l'équation (80) implique la congruence
X2+ Y2+22+5T= 16 (modo), d’où X2+ Y+ =: (mod 5),
qui n’admet que les solutions
OCHOBEAT
DÉCORER O0 ’ (mod 5);
E+Hi+Hi
d'où, pour X, Y, Z (mod 5), les valeurs
(e) ORETA, ONE 0, mil O 0, A ne) QE ANNEE Der il SO EEE
On vérifie alors, pour chacune de ces solutions, que parmi les nombres 2Y +2, DJ à 27% EX, 2X 7, DD GAUEN 2Y + X,
qui représentent la combinaison 2 Y + Z pour l'équation (80) et les
cinq équations (80 bis), il y en a toujours deux congrus à zéro (mod 5) et quatre qui ne le sont pas.
On peut donc associer les décompositions A, par groupes de six, tels que deux d’entre elles soient représentables par la forme (79) et tels que les quatre autres ne le soient pas.
Si l’on supposait X? — Ÿ?, on associerait à
AN=Z + X2+X2+5T
et l’on verrait que, parmi les quantités
une seule est congrue à zéro (mod 5).
Enfin, le cas X?— Y°— 7° est évidemment impossible à cause des formes de X?, Y°, Z*.
On peut donc dire, en définitive, qu'aux décompositions Æ, on peut faire correspondre un tiers des décompositions #,.
Le cas de N—=—/4 (mod 10) se traite de même et conduit à la même conclusion.
Donc (81) M —3A,.
La comparaison des équations (81) et (74) donne alors
am=—430 (©) [N=æ+i1(mod5)].
M, — — sz>(+) de) Enfin, les deux cas N=+i et N=+3 (mod 10)
Ce = (2e)
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se réunissent en un seul en écrivant
Supposons maintenant N = o (mod
[N Æo(mod5)].
Posons Ni 0 N? avec N’ZÆo (mod 5) et N=0N, alors si 20N,—=(2æ +1) + 5(2y7 +1) +5(23 +1) +5(26+1), il faut que 2æ+I=0 (mod 5), donc AN;=5(2%& +1) + (27 +1) + (23 +1) + (26 +1).
Donc N (82) m(S) =).
Posons, en général, MONDE
et 0’ er A ISLE es = 42 Ô ( .
à + Nate N N à est un diviseur à conjugué impair de — ou de — 2 10
On peut écrire les équations Un — V1;
Dur— Va—=—14a,
système qui se résout aisément.
On en déduit D Pan — Va = — ha.
Posons F(z)= V4 mt +. Hp, mL.
ou de —:
On en déduit
Or v, est connu : c’est (n° 90) mr ifue(5)]er (8) N’ N’' N’ —afi+5)]eselte (D) . a)
no (1—x)(1— 5x) 1x 1— 0x ?
Donc
donc pe Reel 2 Sete Ve Pr — sfr js):
donc enfin n ; N'’ ANT an 5) [58 +5%,], 2) J I N# m=;l+s ( CE, Jos ce sont précisément les équations (78) VI. — Calcul des nombres f,, U, et U..
Partons de la formule (n
s H? : HG jm m q?" CORRE 5 D que ne S Pan COS 2 ma.
. ÊE. 27 , Gj e | Faisons-y = es puis x — 5? et retranchons.
Les formules IT (Chap. IT) permettent de transformer le premier
membre qui devient V5 VBB V6, [598 — 69, ] = V5 692) (ge) LS 82 (g10) — 0 (g2)].
Le second membre est
I I L m q?'! 4mT 2mT — 8È(— 1)” 1 COS es 7 COS “
== qe
2 in 27 COS 1 cos £ =Nmn(—i)"qg?" [mm RQ EN Ne Te V > 1 — nn
él
a étant une constante.
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En égalant les coefficients de g” dans les deux membres, on voit qu'il faut poser au premier membre
N=z+5y+ 232+28?, Lin
N=z+5y+5:+5e, LL et le coefficient est
VE(5U— 0) (— 1 Le second membre donne, en posant N=—m(1+ op),
puisque m représente visiblement un diviseur quelconque de N. Il en résulte
(84) D Us —U—(—1)\ 45.
93. Pour obtenir une autre relation, partons encore de la for-
; NT mule (83) et faisons-y x = —:
On en déduit [formules (I1") et (VII), Chap. II] QE —— = VB,6 V9, [2,8 + 69, —6,60+5:56'] —— 10(g) 6(75)[ 2104) +60, (9%)— 672) + 8 (gi)]
= us ve . EG NE e IR GE q 5 = q ÿ = —— 1+8Ù (—1) 8S (—:)
= 2m Es == 2m 2 ?
COS? — : q q
à : : : 2T et l'on obtient une expression analogue en faisant x — SR
Egalons les coefficients de g”°.
Au premier membre, on trouve aisément
al Lil (si) pour æx—7
2 2 et
: al pi n(-s+%-2) pour De os
TIC Au second membre, pour + — ee il faut poser
puis, dans il faut poser
ou et prendre
puis, dans
il faut poser
ou
et prendre
DC Pour li — 5
puis poser
et prendre
On en déduira
(85) is — — +
N (86) n(-s+5-%) =) + BEC — 1} me — 4 E(— 0)" m7,
1 2N = Ne 5 Pr ie DASENCES ” ny 82(—:1) 1— qq?
F —=2m +om'p N=—m'(50+5) 8È(—1)"m'; 2 2 2m 5 b] Se din, 1— q2" >
2N m = 2m" + 2m'pE2—
SA
NI 7721 (0 D ÉPO ENT)
— 4X(— 1)" mm",
» il faudra encore prendre
8È(— 1)" m1", N=m"(5p+5+oa) — 4 È(—:1)""m".
ES ss iNestim Net air où | = | représente o si N est imp AO pair.
Posons
N=m (bp Et) =m;(5p—Ea).
=) =4(—-1)TIN +82(—1)"m—4E(—1)""m",
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On a évidemment
Z(—ai)rimi =(—1NN+E(—i)""m/, puisque en écrivant
N=m'(5p+5+i1), on supprime la décomposition
N—=Nr, qui existe quand on pose
Nm too Et) Alors l’équation (85) s'écrit
(87) (si D) = — 42 min,
où » est un diviseur de N dont le conjugué est divisible par à etou m
est un diviseur de N dont le conjugué est résidu quadratique de 5. Dans l’équation (86) envisageons deux cas :
Si N est impair, on peut écrire
2(—1)#"m"—2(—:1)"m", puisque poser N=m"(5p+5+o) revient à éliminer la décomposition impossible Nm;
Si N'est pair, soit2N',ona
c'est précisément le terme qui manque dans 42(— 1)" mm" pour faire 42(— 1)" m".
Ainsi, l'équation (86) peut s’écrire dans tous les cas
(88) ( it S ne
>) = 8 2x) m1, 2(—1)"" mm,
/ AE . ” . ee \ où » est un diviseur de N dont le conjugué est multiple de 5 et où me.
est un diviseur de N dont le conjugué n’est pas résidu quadratique de 5. 1° Supposons N = + 2 {mod 5), il en résulte
oA
donc
fs + —) ——2A,—25,,
(— (3-4) =—24,+29,; d’où
et (89) Us —=—(—1)"458,;
d’où, en comparant avec (84),
et U,——(—1) 458, [N=+ 2(mod5)].
2° Supposons N = + 1 (mod 5), alors
Z(— 1)" m1 = = Ed (— De |: ue (5) d!
Dm — 2sd (|: — ( d'où $ et (90) U—U,—=(—:1)".45,
et, par suite, _.., 10 1
[N=+1 (mod5)].
UE
3° Supposons enfin N = 0 (mod 5).
Posons N — 5'N/ et soit à un diviseur quelconque de N’ :
| N FLE Z(— 1)" m=a(z) —)(—1) SP nes EE
de même
Be. 5Y 1° 5Y N'" 5 se (— 2) Has A Hu TN (T) [= |»,
2(—1)"mI= 235 |: — (5) (5)] (—1)” 5v 5Y N'" 5 de (— 2} Ne ARE NON al) 9 1 fa ae ; ; (2 SA a 1 ( )| 3 le d’où
— (— 1928 — 162(—1)%"m — 4Z(— 1)imi — 4X(— ri) mi = — 4(2r1— 3)U;
c’est le résultat du n° 75.
Ensuite C1 QU) = 42) mt — 42) mt = — DV (— (=) BE CES _ eu, ou on mms (Se)
Cette formule (91) est générale et comprend comme cas particuliers les formules (89) et (90).
On en déduit, en la combinant avec (84),
SUN v+1 4 7 : anis (N)s, my] 1 +5 CIE
Rappelons que
non, (M)
94. Nous avons obtenu les formules (92) par des considérations
purement analytiques.
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On peut, en supposant connue la formule (84), en déduire les formules (92) par des considérations arithmétiques entièrement analogues à celles du n° 90.
1° On voit immédiatement que, si N = +2 (mod 5), la décompo-
sition Ü, est impossible et la formule (84) donne
nn; DRON= mod) à
N—= 22 5° +5z+5e faisons correspondre
(93) N= roy lc} (yoz) Lo.
Les décompositions (93) sont toutes distinctes et ce sontdes 1...
Réciproquement, soit
une décomposition N,.
On peut lui adjoindre cinq décompositions analogues, et l’on trouve aisément que, pour que cette décomposition puisse être donnée par (93), il faut que
Y+2Z=o (mod 5), et, en suivant presque mot pour mot le raisonnement du n° 90, on trouve qu'aux décompositions M, ne correspondent par (93) qu'un
tiers des décompositions H,, de sorte que (94) U, — 3, ;
d’où, par la formule (84), W—=6(—1)\5,,
On encore, en réunissant les deux cas,
nf (}s cf (fn
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3° SiN = 0 (mod 5), on posera
NE=SNNE=SN,
et, Si N=z2?+5y?+52#+ 56,
on en déduira Ni=5x?+y+z+ ét;
, \ d'ou
Puis, en posant
d'où
donc enfin
ce sont les équations (92).
95. Caleul de M, (N), cas de N pair. — Partons de l’équation (VIT) (Chap. IT) 0202+ 5020 —40,00,0 + 020°+ 6202.
Les coefficients de g”*" sont visiblement nuls. Égalons les coefficients de g”.
Il faut poser N=a2 +7 +5s+58, (N),
2N—X? + y? +5z+ 5er, M(2N), Ne Gt RCE
De ax"? + y"? + 3/72 he Lies Ste G)
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. 107 et l’on a Te D'or > (r)err 2 2(— ne — Z(— 192" +7"+7a DEC "rare ou
(99) CON 2 D io 50 1) De NUE
Supposons d’abord N pair, alors si +’ et }’ étaient de parité contraire, z' et ’ seraient aussi de parité contraire et 2N serait 4v + », ce qui n’est pas, puisque N est pair. Donc, x’ et >” sont de même parité.
Mais alors
GATE E (2e Da EEE rie Je x! — y! 2 AE L'\? ol 2 NE Se (er), fer), s (tt), (#0) 2 2 ; tn 2 |
de sorte que 21) = M, (N).
Ainsi > PT EN GUN) = TT, + so%( +):
Mais D, = 6(3%1— r1}U,
Si N est impair, l'équation (95) se réduit à une identité sans Intérêt.
96. Remarque. — J. Liouville a donné, sans démonstration, l’expression de M,(N) (N pair) dans le Journal de Mathématiques, DSCrIE Lx).
Eisenstein a donné l’expression de H,(N) dans le cas où N est impair, non divisible par 5 (Journal de Crelle, t. 35, p. 134), Liouville, dans le Journal de Mathématiques (2° série, t. IX) a donné des formules générales. Dans le même Volume, il donne aussi des formules
pour le calcul de N,(N), mais toujours sans démonstration.
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VII. — Relations diverses
97. D'après un théorème d’Hermite ("), le nombre de décomposition d’un nombre P, congru à 3 (mod 8) en une somme de trois carrés dont les racines soient positives, est le nombre des classes des formes, primitives ou non, du diseriminant P, de l’ordre propre
Il en résulte que l'équation
IN’ - , AU (N) = © AL pv es (5S+5]
peut s'interpréter ainsi :
Leo (Ÿ)]toageare|
sie
N étant pair.
C’est un cas particulier d’une formule de Liouville, donnée sans
démonstration dans le Journal de Mathématiques (2° série, t. XIE,
De même l'équation jé A, (N) — : L: »(+)| [55+5,]
” $ De S interprete aInSi :
DEF je | — _ |: ïe (+) [58+ 8, ]—0v- (+) (| V.
UT
Q ST Es ô, "1, 6)
ou encore 56, On, + bn? CET () 1— 11400 0;
(') Lettre adressée à M. Liouville sur la théorie des fonctions elliptiques et ses application à l’Arithmétique (Œuvres, t. 11, p. 122).
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Sn (g5)—m (gs) nl (g)+40(g)Eg 2 KGv+2)(—1)—40(g5)Xq + F(Gv+ 2) —o.
se NES Cherchons les coefficients de q dans les deux membres. IT faut
SA . A
que N soit impair, car les termes où N’ est pair se détruisent. IT faudra donc poser
(NL) AN +8 ant iront, et le coefficient est AZETSN +6 —20m?][(— 1)" —(—1)"]=— 82(—1)"Z2F(8N + 6 — 20m).
Dans les deux premiers termes, on posera
o 2æ+1)? 5(2y £ +R T +1) at YA L) 2 A 2 ou SN+6—(2æ +1) +5(27 +1), avec
et le coefficient est
bé
EN
donc enfin
22(—:1)"FI8N +6 — 20m? ] — 2[5(2y +1) (—1}— (2x +1) (—1Y],
ou encore, en changeant de notation,
(96) 2È(—1)"EF[4N +2 —20om ]—25(27 +1)(—1)Y— (2x +1)(— 1)",
avec 4N+2—=(2æx+1)+5(2y +1);
Fe $ > O0; 0) m=o.
Le second membre de (96) n’est d’ailleurs différent de zéro que si
N=1ou3 (mod 10).
110 JACQUES CHAPELON.
Prenons enfin l'équation (X) (Chap. IT
(5,9 — 50) (nt — nt) = Anim 06:
en utilisant
CRTC ETES
UN 6, " 6) tek 0
il vient
nM00—n00,0=n10,0 — n°06;;
égalons les coefficients de q Il faut nécessairement que N’soit impair, sans quoi, les coefficients sont nuls dans les deux membres.
Au second membre, on remplacera n°0, et n°0 par leurs valeurs, comme au n° 98 et l’on trouve comme coefficient du second membre
t en SSP (+ fn
Au premier membre, il faut encore poser
8SN+6—5(2y +1) +(2x +1),
done (SN+6— 4m?) :
22(—1)"F x —)=3Ge +1) (7 +0 0],
le symbole F(A) étant remplacé par o si À n’est pas entier.
On peut encore écrire
CaN+2— 4m!
CHOC ESSS )
avec AN+2—=(2x +1) +5(2y +1},
De 0: "10, m 20
et l’on voit encore que la formule n’a d’intérêt que si N=1: ou 3 (mod 10).
La comparaison des formules (96) et (97) donne
Résumé. — Rappelons que nous avons posé
NN LONT vec (+) se Alors Ms 422 Ci IE H)=2[2+(— 1)" ] (6 — a) U, My — 164 —4 (511) D, C—3C— €, —av#U, S—2(—1)NE,—2(—1)N(20+1— 3)U,
|: +w#4(à)) (B + 3,) — or ÉRE )— 1x ]v,
M, — AL + 5 ()| (5B+ D) — où | (5) RU he ü, —=(—1)\ |: pe ER Lever)
mises (S)]s=- ir ee |
U, —4(A—4,)—2(L—€,)—2(5*—3)U (N pair seulement).
Ve
De plus, si N=Æ+#1 (mod 10), 2904 — DV, S2N)=22%, SNS), PAULINE, 30, (HN) — 20: (AIN) = 3820, = 20), S(4N) + S(N) = 44, DE, (20N) — 564 (voir n° 415);
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si N—=—+3(mod 10), M3, — 0, S(2N) —=29€ S1(2N) — 5, LAN) = L, MAN) = 3%, 8 (4N) + S:—= 44,
3(5I, — 291) + 90,(25N) — À (voir n° 1415); si N = 5(mod 10), 39 — 004 LS (A—6€)— 4(5-1—1)U,
JV; — _ — 6€) —2(5-1—1)U;
- Îl
== hair) JD leo
M = 290, C,(2N)=#, S(2N)— 83 + Co, M, (4N) = 2, M, (4N) = 90, LAN) = Lo + Vs, SCAN) +8 + C—44;
siN=Æ+2{modio),
29%, — 59%,—24— 234, —/4U, ;— 0, SN) S1(2N)—8, + ©;, D (AN) = I, Es CAN) = Es + Vs,
: S EN) + Si +, = 44; siN = o(modi1io),
I. — Expressions des sommes > F(SM + 4 — x
101. Partons de la relation d'Hermite [Chapitre If, formule (17)]
(1) ni(Va)=8 y * F(81+3).
Multiplions les deux membres par
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On trouve, en supposant N impair, (2) SS FLAN — (22 +1) ]=M,— 162.
Multiplions maintenant les deux membres de (1) par
GNORN, puis par DIRE puis par \\ 8 PAT
On obtient alors les résultats désirés si l’on tient compte des relations du Chapitre IV.
Supposons par exemple N = 1 (mod 10), et égalons les coefficients N
de 4° aux deux membres : il faut poser, dans le premier membre
NT Er)? (27 +1}? CR rome
et prendre le nombre de ces représentations, ou encore des représentations
te) AN= (2x +1) + (2y +1) + (23 +1) + (1om E r1)?.
Or, le Tableau du n° 60 montre que les décompositions (3) ne peuvent être que des décompositions AU et AC. Il y aura d’ailleurs toutes les décompositions MT, et, parmi les décompositions MU, uniquement celles pour lesquelles le quatrième carré est congru à 1 (mod 10),
nn. 7. 1 : _ en.
c’est-à-dire évidemment 7 des décompositions AC. N
Le coefficient g° au premier membre est donc NS (à "0 + ma 1° Au second membre il faut poser
N__S8v+3 (1om—+i)?
RS CE A
d’où SU+3—4N—(1om+:)
et le coefficient de q est
8ZFI[4N —(1om +1}], donc
82 F[4N—(1om +1) ] =, + M.
Le second membre se transforme au moyen du n° 65
JG + 84—10%:— 29%, +8,
] HU, 2 MU, = X!, un donc en définitive
(4) SELANS Gba Er} ] = 0, — > 20 + 4.
El ©x
Remarquons de plus que &N—(2x% +1} =3 (mod 8), puisque N est impair.
Mais on sait que
si A = 3 (mod 8).
On aura done, par la méthode qui précède, les sommes \ ZF[4AN — (2x +1] et les sommes ZE,J4N— (2x +1}].
Les quatorze autres cas se traitent de la même manière. Nous nous
contenterons de donner les résultats.
N = 1 (mod
| , DURE ee PRPN= one nr) ]=S2P IEN=Goc Er) ]— 7 Sete A, D de Die I SF[4N —(106+3}]=32F[4N— (108 3} ] —=— A ne
RS 1 ‘ ZE[AN— (109 +5) ]=32 PF [4N— (100 +5) T— tr. me
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2° N=— 1 (mod 10) ; De ot [ ZE[4N— (1001) ] =32F/[4N —-(105E1}|=— A Po Fee Eee Due Ts SEEN = (100 E53)]=32F AN moe) = a dE at Ce) À, Te — Dee 3 ZFI4N—(106+ 5) ]J—32F,[4N — (106 + 5)°] — Di or 3° N=5 (mod 10) ee , FD ae 3 2 FLAN — Goo+1}]=32F TAN —(oot1P]=-=+ gi + 7 SF[4N —(ioo3}] = 32 EF [4N— (100 + 3)°] — pda À, , Lee + Dr 1 ne ZF[4AN—(105+5}]—=32E[4N — (106 +5}] = a Ni + el 4 N=—53 (mod 10) SEFLAN — (100 +1}]—=32F,[4N — (100 E 1] — = 70 A, ce : RARE Ce 1) À 3 ARIANE ES IS RENE ST CRE ZF[4N— (100 +5)]—33F,[4N — (100 + 5°] — a 0 7% F +. 5° N=5 (mod 10) « e | JG Li 3 é, Je : \ SFTAN— (100+1)°]—32 FAN — (105 1)°]== Lire 17 >> / 2 2 YK [/ 292 X,; / 3 j JV; 7.9 +1 ZF[4AN— (1003)]=32EF,[4N—(100+3)?]— PR er re = U; z De ce D 2e 1e SFLAN— (10545) 32 FLAN — (10045) Rt+ à A— À PO DU
Dans ces formules, 5 prend toutes les valeurs entières, positives, négatives ou nulles, rendant les crochets positifs.
On peut remarquer, comme vérification, que la somme des seconds membres de chaque groupe donne 24, conformément à la formule (ie
tetes)
SV
brie SÙ g + F(8v+3).
Multiplions les deux membres par
M et égalons les coellicients de g°. Il faut poser, pour le premier
membre M ren) ter EU eus rt HER 8 8 F 8 " 8 RU :
ou koM+4=[5(2x +1) P+[5(2y +n)P+(2s+DP+D(t+n +2 ou |
4oM + 4 —=25(2x +1) +25(2y +1) +25(23+1) + (rot +3)
et, en posant N —10M +1, on voit qu'il faudra prendre le quart des décompositions AC".
Au second membre, il faut poser
SA 9 2 M ne ne) ML,
5 8 re © d’où ; HOMME UOIEE SN MIN I0t ES) So EE ————————— —— — ————.
25 25 Ainsi
SDF tee) LE Le D X, _ 8A+ 80 — 40 cH 4 re
avec N = 1 (mod 10).
En multipliant les deux membres de (1) par (24-H1)° 21+1
IN TRES SLT) pu)
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on trouve par des calculs analogues
ANeCorEen) SA D Hot DITS
N=—: (mod 10).
avec
OU A
, puis =, multiplions la P = P seconde équation par À et ajoutons membre à membre. Le premier
membre devient, en vertu des formules
To Lu(ye) He 2)
Un = Lni(y):
1 1É x? À 5 x 7 ni(q°) n, (2, Vr)E Lure n°) n, (2, Vi) 1 A ; NN 2 FE rni(yi) LE DE + 2H, (27, V7) | one s ( ) an H & VA id. 2, Va) = 8" q 72 2° AS 1) x (5 1 Ÿ 2 25 t SN — > 2 nt (9°) = n) LE Va) iles V5):
d’où, par (IL) et ( VIIT) (Chapitre IT),
rm (gi) [8(q5)n+ ni(qg*)di] LE V7) + (2, va) _ M (g5) Emi 5 (9°) 91(50] LE Vj) À u, (2, v?) | ou
5 nÉ ERA | ga (gé) go + (99 01 À 9 5 [costam + + ñeostm +25 ||
6, (Ca) sn) S 97 [eostam Erin +235 ]|
T Calculons cos (2m + 1) 5 ÉLeOS 70
Sim = o (mod 5), on a (n° 50)
cos(2m +1) E— 7 (V5 +1); Sim=I Co Men (5-1):
ee ei Sim=2
T Cos(2n + D
CHAPELON.
120 JACQUES DIT) SRE I cos (27 + DZ =— 7(V5—1); 5] n SIT]
T COS
donc, quel que soit »,
T b f2m+i\? 2m+1\ V5 2cos(2m+i)z= -|——) +{(——)——2; 5) ®) 5 5 2 de même, T SVAD TIC) 2m +I V5 2 COS(4M+I2)= = — =) + —— )— +2.
5 2 5 5 2 Donc TRS TD (ON T1) 5 2M +I cos(2m +1) +ACcos({m +2) =2( = ) (1 — À) - V +2) ( D) DD LE Con 4 ÿ T TON 272 5 2m +1 cos(am +1) 5 — 2 cos({m +235 = P (Et) c++ cn ( = D 9 { o (
/ : ] Egalons les coefficients de 4" dans les deux membres. Dans la première ligne du premier membre, il faudra poser
LÉ MNESNRR: co CURE 8 : 4 8 et D'(SPEET) US ONE RACE 8 4 Hd ET das ou 8M—5(24+1) + 4oy?+2(23 +1) + (2x +1) et
8M—5(2t+1)}+i10o(2y +1) +8 +(2x +1); done, indifféremment, SM=—5(2t+1)+i10oy? +234 (2x +1} et, en posant N—2M; AN=5(2t+1) +ioy +23 + (2x +1).
On reconnaît les décompositions €.
Le coefficient correspondant sera
(5) DHHSDIRE ETES EE)
Dans la seconde ligne du premier membre, il faudra poser
GN= (2x +i1)+ (27 +1) + (25 +1) + 5(26 +1) et
N=5(2% +1) +5(2y +1) + 5(23/+i)+ (at +i.
On reconnaît les décompositions A, et M,.
Il faudra prendre (6) — Screen D (2e ! | (7) 5e J'en (ES 5)
Le second membre est
8vV+7 8v+7
H, (7, HE 8 F(8»+7 D +2 (5 V7) Ÿ a * F4)
i2m+1\? _(2m—1) _(2m—5) —4Ÿ q . Prune Gr 7 ; dl
e EEE + Orne) — 1+ |
On posera donc
N S8v+7 (2m +1) D à à sé 8
et la première ligne donnera
2 D FIN —( em +1[2 CUS
Dans la seconde partie il faudra poser
Ja
N (2m) Le m=(ptbnr De 8
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d'où | N—(2m—op)(2au +1) = dfd;; d'ailleurs OR ON NP EEE car cette inégalité revient à
qui est évidemment remplie.
Donc di di (voir n° 5).
Enfin 2m+i= di + di et am—({u +1) = di di.
N Donc le coefficient de q dans la seconde partie est
Go) —4Ù (dt a fon (ES) Gen (ESS) 4]
Pour préciser ces résultats, il convient de distinguer divers cas.
N= + 2 (mod
Premier membre. — Alors
©, étant le nombre des décompositions € où 2x + 1 =0 (mod 5)etf étant le nombre des décompositions € où (2x4 +1) = 1 (mod 5). Le coefficient correspondant (5) est alors
(10) [2 ES ee in f— ene|.
Posons No: Æ rer
Alors (10) devient
CEE) 1) =
Posons es V5 +1 .
VE, (10) devient alors Sie V5 =;
Passons au terme correspondant à la décomposition A. Remarquons que
(2æ +1} + (27 +1) +(23+1)}=3 (mod 5); d’où, pour (2æ+1), (y+1), (2341),
les valeurs (mod 5)
Le nombre des décompositions correspondant à la seconde lhgne est
ce que nous avons appelé »,.
Le nombre des décompositions correspondant à la première ligne
est alors M, eu 3%, .
Le terme (6) devient alors
1+ À) [CA — 3) + 2h, ]
_v5}5,, B |4 sex ) LCA, — 305) — 21b,] — (1 + À) [31b, + (AU — 3b,)]
Te ça, — 5 (CS + =
Si donc À — À,, le terme est zéro ; si = À,, il est 'Ere + V5)CM 5 8.),
Enfin, comme 4 N n’est pas résidu quadratique de 5,
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Donc, le terme (7) est toujours nul.
Second membre. — On l’aimmédiatement.
Pour} c'est
Brus-emnf (ne) (22)
el CM Re 28 (RE A Eu né (IS) | Do | 2 2 ol 2 ide Pour —"7tciest 2V/9 2m J 2m KI UE Den ee A ne al:
Va 2 2 2 À d’ailleurs di + di=+ (mod), donc en |
Enfin, en égalant les deux membres on trouve, pour À =,
(11) 2ÈFI4N—(10h+5}] +22FI4AN— (10h +1} ]—3Z2F[4N — (104 +3)?] — Ds Per
et, pour À = À,, (12) —2ZF[4N— (10h +5}]+ZF[4N — (10h +3} ]—=— Fe — SA — 51). On connaît d’ailleurs une troisième relation entre ZF[4N— (104 + 3}°],
ZF[4N —(10h—5}], ZF(4N — (10h +1)?] et
c’est la relation de Kronecker , ZF[4N— (2x +1)*] = 22(d£— di) qui s'écrit
(13) ZF[4N— (10h +5})]
+2FI4AN — (Goh +3} ]+ZFI[4N — (10h +1)?] = 2X(d? — di).
En résolvant enfin les équations (11), (12) et (13), par rapport à
EF[AN—(oh+5)} ZF[4N—(ioh+i)] et ZEF[4N— (roh + 3ÿ].
remplaçant ©, fi et 2d°— d° par leurs valeurs, on trouve
SFIGN—(roktip]= a a+ 59418 Sie) — 3.ob-IU —(—ou-tV — À (2@,— 1),
SF[AN— (oh 3 ]=— 7 A+ PAP =P—U—2p(T);
FN — (oh +5)]—— A : s 4 25 + À (2 Ei— hs)
4107. 2°N= — 2 (mod 10) On posera alors — V5 +1 À À 3, En He puis Ra ne.
Les raisonnements sont complètement analogues à ceux du n° 106 et conduisent aux valeurs suivantes du premier membre : Pour —}, is 2 a 1) e:
Pour =,
V5 a —— (SA 5 b,— A + Me HE F
Le second membre sé calcule tout aussi aisément et l’on trouve en
définitive
È SFLN— (oh) ]=— 7 A+ rat PP
3 5. ; ZF[4N— (10h +3} ]=24— s— ssh — (2 C1 + bi) — 3.24 UE (—2) Vi (2 Si + V1),
, 3 D : 5 SFLAN— (oh +5) ]=— A+ RH RD + pit HR (2@i+ Un)
=— 20-1U—(—02)IV + (Si + bi).
Supposons N = + 4 (mod
— \ Nous poserons N = 4e (mod 10).
Premier membre. — Alors
et l’on voit (n° 74) que ©, représente le nombre des décompositions € où (2æ+1)=e(mod10o)et que F représente le nombre des décompositions € où (2x4 +1) =—e(mod ro).
Le coefficient (5) correspondant est alors
Feu + + (—ne |;
d’où, pour À— 1, eV(22,—€)
et, pour À=—1,
5e Sr.
Passons aux termes provenant de la décomposition #,..
Remarquons que
d'où, pour (2æ+ 1), (27+ 1), (2z+41)°, les valeurs (mod 5):
Le nombre des décompositions correspondant à la première ligne est ce que nous avons appelé 1b,.
Le nombre des décompositions correspondant à la seconde ligne est
alors M, — BDs
Le terme (6) devient alors
Hi [CM — 305,) + vb]
5 à — 31, : ; Sr [us + À _ | +) Lib (a Ba)!
ED DOULD —T,
pour À=— 1
Passons au terme provenant de la décomposition f,. (7) donne s vs D de M,; CN f
donc, pour À—1,
et, pour À—=— 1; no 16 € 3° Donc en tout, pour le premier membre :
Pour À—=1
Vtie(ae, LS)—(Ai— ro) —M,],
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et, pour À —1, 5 F 5 AC En cM..
S 48 tot 6 3 Deuxième membre. — Les calculs n’offrent aucune difficulté et l’on trouve :
Pour
De SO FCN— (om + 74 D (ar ay (8)
et, poUrTA——1,
| Fe | (=) FLN —(om+i +4 Le : (SE )] (d?— di).
Aux deux relations obtenues en égalant les deux membres pour À—1, puis pour À——1, on adjoindra la relation de Kronecker,
rappelée au n° 106 et l’on pourra alors résoudre les trois équations
obtenues, par rapport aux trois sommes ZF[4N—(1omti}]. ZF[4N—(1om+3}], EF[4N—(1om+5}] Nous écrirons les résultats en distinguant les deux cas &— 1 et
N=74 (mod
Be u 2PAN (or Er) -A- 34h DT LB + EU + FR (2E:+ 0m)
2U+ 1 J— (— 2 jm! N 5 : + TV + ouf) + Hat), +
(2 Se + V2)
— 3.24 1U+(—2) 2Y— (2 Si + Ve),
l 3 1m 1 A+ ES ne nt en du Dr |
=—;U— + par ( run (T)
ZF[4N— (10 +5)}] —=—
2° N=— 4 (mod 10)
ZFLAN—(Goh+i}] 92 <a, 5 si = (2: bo)
— 3.2t-1U— (— ju? V— (2 Sr 1h),
BFLGN—(Gon+3y]=— a+ la 5 AR Mer Tone ER ou(T) + 2 2 4 2 FT4AN— (10h +5)]— s1+ A -=5 =, DD —U+ A, a CR en +p—av() vou 2 2 4
ST
A la première ligne correspondent les décompositions
AN —25(2x +1) +25(27 +1) +25(23 +1) +5(21+ 1}
— Vb2 ),
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ou, puisque N = o (mod 5),
ot Z
c'est-à-dire les décompositions N M, (à) e
Quant à la seconde ligne, il lui correspond évidemment les décom-
positions 1h, et l’on a
donc, pour À — 1, (6) devient
VS [5 faz+1i° 4. V5 5 ns NI >=. Et 5 ) «| = fiou—oa | = Pas (S)
pour À— — 1, le coefficient est évidemment o.
Enfin, en dernier lieu, prenons le terme provenant de la décomposition 4..
On a nécessairement
donc
et, pour ÀÂ=—1,ona
Ainsi, on a en tout pour le premier membre :
Si1—= 1
S'econd membre. — On trouve comme second membre les expres-
sions calculées au n° 108 et l’on en déduit, en adjoignant toujours aux
deux relations obtenues pour À=1 et pour À— — 1 la relation de
Kronecker
ZFI[4AN—(1r0o2 +1) ] =
M9 D +4 : L+ a+ ES +ef
I [ , N’\- Fr À: Ù SL -5( _ ) J 2 ) |
ZF[4N— (10h +3)}] — ñ
ete)
e UE “Ju
jo N : per 2] V — © —e(
ra
jte 2F[4! — (0h +5)]= A+ A+ LE CE P PH,
— [E— 20 ES +] U+p—u—2|[n(
Rappelons enfin que
NON avec "aN’==0" 0 (mod. ), 150,
ALL. Remarque. — Si N est pair,
4AN—(2& +1) =7 (mod 8),
donc F[4N— (2x +1) ]= ER L4N— (2x +1}].
DRE
On voit done que les seconds membres des formules finales des
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n® 106, 107, 109 et 110 représentent également les SF,[4N — (104 + æ)].
Si donc on adjoint à ces formules celle du n° 102, on a, dans tous les cas, les expressions des sommes SUN 7) et DE GN= 2), où æ est un nombre de la forme 104 + 1,10k +3 ou 104 + 5. IV. — Expressions des sommes D F (=)
4112. Partons encore de l'équation
D : FREE ; 2 STATE
de TT et faisons x — ee
Il s'introduit le rapport _ donc par (Il) et({VIIF”), Chapitre IT, le
premier membre devient
Sr LTÉE j) Cabot) | La ru (E ) ul 4 CEA) 4 1 i 1 | ne F) n(g°°) n? (9° + ) a (g%).
Cherchons le coefficient de q'au premier membre.
Il faut poser, pour la première ligne, M (2æ +1) y°
EE ms Eee + (22 +1) +
GEI re 8 ei
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGÂATIF.
ou (15) OM +16—5(2x +1) + 10(2y7) + 2(103+ 5) + (HieLA ZEN ARE Puis, pour la seconde ligne
Li LEE SRE NE
| an) el, 5 4o 20 8 DCE
ou (16) OM + 16—5(2x +1) +10(2y +1) + 2(102)? + (104 +1).
Résolvons la congruence,
16=5(2æ +1) +107 +22 + (2t+1} (mod 4o), on trouve
HO
10 — 0 TO Leo
Il en résulte que l’ensemble des représentations (15) et (16) cons:
titue ce que nous avons appelé ©,(10M + 4).
» . I PS Le coefficient correspondant est — 3 ©,(10M +4). Passons au troisième des termes (13).
Il faudra, poser
MRC @ ya) | (23+1)? ; CSL Nr 5 {Lo 8 8 8 5
(19) 4oM +16—5(2x +1) +25(2y +1)? +25(23 +1)? + (rot Hi)*.
Les décompositions (17) sont évidemment ce que nous avons appelé
Ve (10M + 4),
et le coefficient correspondant est
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Il faudra poser, pour le quatrième terme (14)
M 22 +1) 2Y +1} 23 +1) (24+1)? DL El t nus if 7 < = = 5) 10 40 [re] 8 à
ou hkoM +16—=5(2x +1) + 5(27 +1) + 5(23 +1) + Got Er}.
Donc, le terme correspondant est
hGoM+ 4).
On a donc en tout, au premier membre, en posant 10M+/4—=N,
I J Ll RCE res de SPP 16 nn 100 Passons au second membre.
On a d’abord le terme 2m+I1 2m+i = < 8v+7 2100 , 3 de a 5 8V+T = T = 8 8 q n 8 HR V7) Ya * FBv+7)=2 9 - DF(Bv+5)g 0 — "0 On posera donc M (2m+i) 2m+i1 SY +7 TZ — Se = + 5 d 8 5 è ou hoM + 16 — Hi) RASE +1 or De, et le terme correspondant sera DE 4N—(r1om +1Ÿ , 25 Ensuite (2m +1)? m2) (2m—5)?
Len (am ve _ (2m—5»
—4Y q Pen | em 5) \ ee J
5 5 __(2m—ti =—4ŸS 3 q Seig PE: 8 ee
On posera donc
M _(2m+i}) me 2m—(4p +1) amer vo 8 8 or ou 4oM +16 — (10m + 5 Æ 4)°—[1om—5(4pu +1) (18) 10M +4 —(1om—1ouE 2) (10op + 5 a) — d? d'
et d’ailleurs did?
car 10M—IOULE2>1ou+ 0 E2 revient à 2m>4u+i.
Remarquons que la congsruence k= xy (mod 10)
n’admet que les solutions
h = 1.4, d'où ZD+Y—= (modro), — 9.0; » LE 1 (mod ro), = 7.2, » T+Y=—1 (mod 10), = 9.6, » T+Y= (mod 10).
Et, comme dans (18), d’ et d' ne représentent pas des diviseurs
quelconques (mod 10), mais seulement des diviseurs = Æ 2 (mod 10),
on voit qu'on pourra lever cette dernière restriction en prenant pour
d’ et d' des diviseurs quelconques, mais en remplaçant d° et d' par
d? + di (SE : }
di d? + di b
—22f[em—(4u+1)]
Dès lors, la somme
devient | [d? + di = E(d?— d') (SES).
Otl D
Nous sommes ainsi en possession de tous les éléments du calcul. En
passant à nos notations, on obtient aisément, N étant congru à 4,
(mod 10)
HN UC 1 I HS TE D 2e Un D 5 J=57#2a0 8 mm eg 6 (202000) — — 9 jui =S(s y 3+(—2) Y 10 10
115. Si dans la première équation du n° 112 on remplaçait x par _ on serait conduit à des calculs identiques, à quelques true de signes près.
Nous nous bornerons à donner le résultat
4N — ter I 13 Fe 1 I J Ds l=32+ A — So sort ion (rt) ss (21) lien 10 10 I D IN) 1 =û + MT)
avec N=6 (mod 10).
Remarquons pour terminer que, dans ces deux dernières formules,
les crochets des premiers membres étant congrus à 7 (mod 8), les —— (10m —.
seconds membres représentent également les ZK, —
114. Digression arithmétique. — Soit A(A) le nombre des classes des formes proprement primitives de discriminant A. Cherchons le nombre des classes de formes propres de discriminant A. Soit A—a°\, a étant un nombre impair.
À la forme proprement primitive (w, 6, y) de discriminant 1’, correspond la forme (ax, af, ay) de discriminant A et réciproquement.
Il en résulte que
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. er
a? étant un carré contenu dans A.
Or, on a la formule (")
a) na) = RAS TT (ES )E
en posant
On suppose que A ne contient pas au carré un des facteurs premiers de À et que r est un facteur premier impair de S.
Ceci posé, proposons-nous de trouver une relation entre F (25 À), F(A)etF(£).
Soit 2°" la plus haute puissance de 5? dans À, de sorte que A = À, = 524,
À, pouvant être divisible par 5, mais pas par 25.
On a évidemment
F(S#A,)= A (A) | 1— (2) g|LSe+ 5e +... 51 #(a)
A, A, : A, +Ÿ 1) = (3) :| [54+...+5] +Ÿ n(à) Er A à A, = 5i . o) |: | [ rca) +YŸ a(2) | + h(A.) + (a)
donc enfin
(20) pores) (5) | Fa + Fan
Supposons RE
() P.-G. Leseuxe-Diricucer, Vorlesungen über Zahlentheorie, 4° édition, Braunschweig, 1894, $ 100.
(Re 18
138 JACQUES CHAPELON.
Alors. de mème
(ar FES EEE |: -($)2]ra0 +rca J | 9 2.
et NE \ 13) F5 A, )— ?— |: (S)s]rean+rça:
d'ou, en éliminant z et F(A,) entre les équations (19), (20) et (21), F(OWA;) = 6GR(EEXA N)— HS F(SUSEA,).
Puis, en changeant de notations
(23) F(a5A)=6 F(A)— sr(S);
formule qui n’est valable que si À = 0 (mod 25). Si cette condition n'est pas remplie, il faudra prendre la for-
mule (20) qui donne alors aisément
(24) F(25A)— Lo—(S)]rca).
On peut d’ailleurs réunir les équations (23) et (24) en une seule en
e-(#)lr-sr(2)
écrivant
[Ce] Qt ” Le» | = © Qt D rt |
115. La formule (25) permet de vérifier les équations des n° 106, 107 et 10$ et de démontrer celles des n° 412 et 145. La formule (25) donne en effet l'identité
p PINS 27 F FRSQN— = 6 (ÉTT) TrGN 7) 5 F(EE),
oùr= +1 ou +3, ou à(mod1o).
Supposons N = + 2{(mod 10).
Sir=+i1(mod ro),
sir =+3(modio), EN us D E
sir =5(mod1o),
On a donc
72FI4AN —(1oh +1} ]+5ZF[4AN — (10h +3
PA +72F[4N—(ioh+5}] = ZF[4(25N)— (104 +5].
Les trois termes du premier membre sont connus {n° 106) et le second membre est donné par la dernière équation du n° 410. On remarquera que, dans le cas de N = 2{(mod1o),
HEEUNr
AlSENIE== ne ii SU AN)
JF
et de même A,(25N)= 31 A (N).
Puis (n° 15) P (25N) — % (25N)—59 (N), P(25N)— UM (25N)—5P,(N).
Le cas de N = — » se traite de même.
v° = AIN r2 x Si nous supposons N = + {(mod 10), le terme F (=) n'est
plus nul et la formule (25 ) permet alors de calculer les sommes
et
sans passer par l'intermédiaire des formules du paragraphe 5 (Chap. IT).
Enfin les formules du n°102, traitées par le même procédé, donnent
des relations nouvelles entre les X.
SiN=+3(mod1io)
1/40 JACQUES CHAPELON.
si N=—=—+Er(mod 10)
V.— Expressions des sommes > E(N — x
116. Partons de la formule de Kronecker | Chap. 11, formule (18)]
(26) G(g)=12Ÿ qgE(n)
et multiplions les deux membres par
> qi
ir)
On obtient ainsi 12È2E(N—m)—4[2+(—1)](4 — 3,),
d’après un résultat classique sur le nombre des décompositions d’un nombre en une somme de quatre carrés.
Multiplions maintenant les deux membres de (26) par
QE
puis par
2g! m De
puis par 2,9 070), On obtient alors les résultats désirés, si l’on tient compte des relations du Chapitre IV.
Supposons par exemple N = 6 (mod 10) et égalons les coefficients de g° dans les deux membres.
Il faut poser au premier membre
et prendre le nombre de ces représentations.
Or, le Tableau du n° 60 montre que les décompositions (27) ne peuvent être que des décompositions N° ou N.
[n’y aura d’ailleurs à compter que le quart des décompositions N° : celles où le premier carré n’est pas divisible par 5. De même, il est à peu près évident qu'il n’y aura à prendre que la moitié des décompositions N°.
Donc
122E[N— (57m Er)] — LL Ne — 2901 — 59 —— 5903 + 64 — 64AÀ,.
Les quatorze autres cas se traitant de la même manière, nous nous
bornerons à donner les résultats.
N=1(modio
122 LIN (6m Er) ]— 297-520, 122E[N—(5m—t2)]|—=—3N, +59, + 84, 122E[N—(5m})] = JE:
2 N=—1(modio):
12È2E[N—(5mti)}]=—39+ 590, +84, 122 EN (6m E2)]— 291 —- D M3, 12È2E[N—(5m})] — 1;
3° N=3(mod1o):
122 ENN (5m Er)}l= 25, — M +23, 122E[N—(3m+)]=—39,- 624 62, 122E[N—(5m}] = VV 1 3 4 N=—3(modiro):
122 E[N — (5m +1) ]=— 890 + I: + 6, : » io 122EIN—(5m2=2)]— 2904 — — Mr + 24,
122E[N—(5m)] = DIE:
142 JACQUES CHAPELON.
N =5(modio):
22E Nbre +4, 122E[N—(5m+E2)}]|—— RE 122E[N —(5m})] — 1 ; 6° N=/4(mod1o 122E[N—(5mæti)]= 59,+34—34;— 5%,-+ 6U, 12È2E[N— (5m) ]=— 5 X,+ 64 — 64, —=— 5; +IaU, 122E[N—(5m})] = +34— 31, — 6U; 7 N=—/4(modi1o):
12È2E[N—(5mti)}]=—5 X3+ 64 — 64, —=— 5 X;+12U, I22E[N—(5m—t2)]—= 5%,+34 -34, — 53%;+ EU, 12È2E[N—(5m})] = + 32 — 324, — GU; 8 N=2{(modio):
122E[N—(5m+1i)] — 64 — 64, — 12U, SE[N— (mo) ]=— 2, + 5252, 1%, + roU, SEINE ue A A= + oU, 9° N=— 2 (mod 10):
12SE[N—(5mæ)]=— 2%, +54 54 7,4 1OÙ, 122E[N — (5m —+o}] — 64 — 64, — 12U, : : Û ; 122E[N—(5m}] = 3 + A— À, — = + SALE 10° N=0o(modio):
6 6 ZEN —(5mæiy]= a a. 5 Ê — 8 (te LA CIS 2{ 2! 6 6 :
122EIN— (5m +1)] = A — ee LR roi, 12 12 Eee 12 12È2E[N—(5m})] ET ee = 6 (TU
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VI. — Expressions des sommes DE
118. Partons encore de la relation de Kronecker (26) D(g)=1229"E(n).
Multiplions les deux membres par
+ it EqUUE
M et égalons les coefficients de g°. Il faut poser, pour le premier membre,
ou et en posant 5M +1 —N, on voit qu'il faudra prendre le quart des
décompositions X.
Au second membre, il faut poser
d’où
et, par suite,
ñ — DU 21 !
pe (5 De pote 0.
En multipliant les deux membres de (26) par
on trouverait aussi
_5M —(5t+2} ; 2 DE a =. IE DCS
VII. — Expressions des sommes DE — x
120. Nous partirons de l'équation de MM. Petr et Humbert [ formule (15), Chap. If]
H? I 2 S es 09 rente hO(2x,g?)2(—:1)"g?" J(2v)
LS 52 (— n'eg | —
24 +..+(—i)"omq?"]cos4max
D nE 3 FE +. 1 (= 1)om 1)4 À rss
CE
é TT - Grue . .
Remplaçons-y successivement + par > puis + multiplions la 5 5 5
seconde équation par À et ajoutons membre à membre. Le premier membre devient, en vertu des formules
72) =V/004, Xe CRUE 95, VE: | (r)E +70(ÉE, 4) À] __ 68, 66, FES hrs a US AT XP -[(n) nor on.
d’où, par (II) et (VIII) (Chap. IT),
._hmr SmT û 10 0 0 Ü; 0(q 2e ee lie C \ < (g 9) 190:(9°) + 1 2s 1) (cos + À cos — )
= L + V5 0(q"°)[8,8—58,(q) GC ge (— 1) (cos _— = cos nr). & J
mr T Calculons cos Seal Cos8 mm FA
On trouve aisément
T # COS EE
Donc cos À à cos ÎRE —/\( eu
Eve .
Egalons les coefficients de q” dans les deux membres.
Dans les deux premiers termes du premier membre, il faudra poser
et le coefficient correspondant sera
(27) Le no (cos TC
=) re TE CO 3 7 cos8e? ):
Il est clair que y et z doivent être de même parité.
Donc, le coefficient est
héT 8ir 5 2(— arret ( cos = )cos 5 )
Mais on a le Tableau suivant (mod 2) :
D) AU
et le coefficient cherché est
en scnafer-fen()-fee(i)]
Dans le troisième terme du premier membre, il faudra poser
et prendre
21) TE ETE — À cos? |
Puis dans le quatrième terme
LE
et l’on prendra
= EC 1247424 | cos 4 # ? — cos8t 2 2 5 5]
Le second membre est
1 À - hmT = a + Z( DVI) EC 7 gi (cos LEE + À COs8 cos? — COS? — 5 5
n (ee O4 A ee PT
—8Ù — 1) QÉ[— 2qg +... + (—r)ra mg ?"] (cos 2 +Acos8m =) ) J _ ;
HUE
; _(9m+1Y Lu +. 1)#—1(2m—1)q 2 |
T X [cos (4 + 2)> + À cos(8m +4)
1) On trouve aisément
cos(4m +2)
ON ID EU OT ET Caoes
) Sur R
COS (8m + 4) + = — (SE) (a) +
les deux premiers termes sont sans intérêt.
Dans le troisième, on posera 2N—2y+0om?
ou V=N — m?,
et le coefficient de g” sera, en remarquant que
(— Mid (— DE (—1 De
4(—1)NZJ(N — m°) fr un (on:
Dans la seconde ligne, il faudra poser
N=m'—pt=(m—p)(m+u)= dû
JACQUES CHAPELON.
et prendre
5 /m\? 5 (= ne un (7) (1 ARS
R(æ) 01] ——82(—1)(0 |: PS ef ni
ici, à, et à sont de même parité.
si
Dans la troisième somme, il faut poser
nr CMD i 2 ou
N=(m—p+i)(m+u) =, et prendre
8È(—1)"#+b (au — 1) r+a+ 2 ( Or
OM I 5 5 on
PE 3 AAC 2M+I1—=0 +0,
Mm+u—i—d,—1.
La somme s’écrira donc
os M ON N 7 br ici à et 0" sont de parité différente.
En réunissant ces deux sommes, on pourra écrire
—S82E(—1)4(d, — d) Lu +2) + Fanfare
5 }e ren
d, et d'ayant la signification habituelle (n° 5).
are) | 5 J Pour préciser ces résultats, nous distinguerons divers cas.
N=2(mod
Premier membre. — Alors
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. 149 E , y DD $, étant le nombre des décompositions 2N=10zx + y?+ 5524098, où test multiple de 5, et X celui des décompositions 8 où P=—1(mod5).
Le coefficient correspondant (28) est alors :
fers V6 ix ces :
: D — = ‘ SIA — —— — },, (28) devient
TE
Passons aux termes relatifs à la décomposition Ni.
Remarquons que D+ + = 0 (mod 5), \ d’où pour
les combinaisons
Le nombre des décompositions correspondant à la première ligne
est ce que nous avons appelé ®,.
Le nombre des décompositions correspondant à la seconde ligne est
alors Heu
Le terme (29) devient alors
V5 + fa&— (il — 32) FF
VA a—D)[a8, + —3201l A |
El x
Dieu
JACQUES CHAPELON.
et Si A — À, 0; SIN) à (st RS een D et
Enfin, N n'étant pas résidu quadratique de 5, la décomposition fl,
est impossible.
On a donc comme coefficient de Ghà au premier membre :
Se.
NN on V5 +1 Si A = 4,, = à 5 ROOMS ANR
ne Ci ieuR V5 +1 DAV.
Second membre. — On l’a immédiatement.
c’est
Pour =, el
7 N 10 2 HN m2 2 (TE) — V5 +1 2 \5
Pour \—"#,; cest
Gros -mL (8) 28) 5 +1 (ES
5 /Jj
EG me
pe (dd) [2 — 2 En remplacant les nombres de décompositions connus par leurs
valeurs et en remarquant que (“ . =) (= à
il vient 2 J(N — 25m?) — 3EJ[N— (5m +1) ]+2ZSJ[N—(5m—E02)]l—=52A,—6p,,
Me 1
J(N— 25m) —ZJ[N—(5mt+i}]] Ron Er Co
équations auxquelles on peut adjoindre la relation de Kronecker :
(— 1) }22J(N — 25m?) + SIJ[N— (5m +1} ] + SJ[N — (5m + Halte On a donc trois équations pour calculer les trois sommes
ZJ(N— 25m"), ZJ[N — (ovmeEr)?]: ZJIN—(5m—+o}].
On trouve (1) ZJIN —(5m—+i}]—=— 2, + 2, ŒHNETIN= (mesh) A+ 8 — NS — D), CiPEJIN— om) SA M +R) (28, —@).
N = —2 (mod
On posera alors dd pe LL ET Hi ER eee De =" Ti
Les raisonnements sont tout à fait analogues à ceux du n° 121 et
conduisent aux valeurs suivantes du premier membre :
Pour —),,
10(—1)\ EE PourA—"\,, PRO PEENNR EA ne Un — V5 +1
Le second membre se calcule tout aussi aisément et l’on trouve, en définitive :
(—1)NZJIN —(5mti)}]—=
es 0
(— 1 ÈJIN—(5m+2}]—=— A, +2,
- 4 où , (—1)2ZJIN — (5m}] =; A+ :û + gas + di).
PRÉ ON
et, pourÂ=—1,
— Se" (28,— 8).
s Passons au terme provenant de la décomposition ,.
On voit tout de suite qu’on n’a, pour les nombres
es DANCE
que les combinaisons €; O0, O0;
à la première ligne correspondent les décompositions Ÿ, ; à la seconde ligne correspondent li, — 3%, décompositions. Ceci posé, pour À — 1, on trouve comme valeur de (29)
m0 mi if et, pour À—=—1, — (7 UoR Um).
Passons enfin au terme provenant de la décomposition M,, # ne pourra être congru qu’à 1 (mod 5).
On a donc, pour À—1,
ire; pour À=—1, 5 (nu
En définitive, le premier membre est, pour À = 1,
pour À= — 1,
OÙ
ie 1} e(25; ne. 0: )= > (—1) 1.
Deuxième membre. — 11 se calcule sans difficulté et l’on trouve, DORE, nl | 2(—1)SJIN— (5m—+o}]—82 (td d)| à —° (+)
et, pour À — 1,
no 1 IZJIN — (meet) | ZJIN—= (57-71) —=—4E(—i1)4(d — d) (=) V3.
Aux deux relations ainsi obtenues on adjoindra la relation de Kronecker rappelée au n° 121 et l’on pourra alors résoudre les équations
par rapport aux trois sommes ZJ[N—(5mæ+i}], ZJ(N—(5m—+E2})], ZJ[N—(5m})°].
Nous écrirons les résultats en séparant les casse —rete—— 1,
4124. 1°N=1(mod5):
Supposons enfin N = o(mod
On a vu (n° 74) que, dans ce cas, $ — 5, —6,. o et Le coefficient (28) sera, pour À —=1,
Donc t = 10(—1)S ;
pour À=— 1, O.
Passons au terme (29).
On aura, dans la décomposition (,),
+r#+/z=o (mod 5), d’où (n° 60), pour VE ZE Le les valeurs (mod 5) 0, O0:
À la première ligne correspondent les décompositions
AN= 9252? + 25y? + 25s + 58,
ou, puisque N = 0 (mod),
, \ . , eo re L c'est-à-dire les décompositions n, (5):
Quant à la seconde ligne, il lui correspond évidemment les décom-
positions Ÿ,, et l’on a NE U,— U, (3) + 3%;
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. donc, pour À —1, (29) devient pour À=— 1, 0 en N ne pu+su fs) Enfin, en dernier lieu, prenons le terme provenant de la décom-
position ,.
On a nécessairement { = o.
Pour À—1, (30) devient 0;
pour Â=—1, 551 CN)].
Doncentout Dour AT, 20 Ÿ, ;
POUTA=— Tr … 1 |: + (+) ÿ.
Second membre. — On trouve, pour À=1, REC) CI (hi d)|s 5 5 ) |
=) | se;
AN EIN — ms) | 2 — 2(2
CPADOULU EN, (di d)v5 ( 5
— 2V5(—1)EJ(N— nm?) (5,
d’où, en tenant compte de la relation de Kronecker, [2 à )| #; F5 €; ed Q, Du ü;,
ŒPEIN—Gaæiyl= [145 à ) | BD —C, + +ü,
CP EIN— (Aa) —| 2 "(À —=20, +2; —o2uû.
CNE JIN 254]
Rappelons que N — 5’N’ avec N°;£ 0 (mod5).
JACQUES CHAPELON.
Ne 2 VIII. — Expressions des sommes Ÿ J ( a JE
Partons encore de l'équation
LITE > +4 @(2x,q*) 2(—:1)"J(2v)
— D (—1)"q2[—2qg +... +(—i)"amaq ?"]cos4 max
(GE) St __@m—1)?
+83 (—1)"g ‘ B 2. +(—i)*t(om—1)g 2 rer
. HT et faisons-y x = —-
I s’introduit le rapport = , donc, par (IF) et (VIII) (Chap. IIT),
le premier membre devient
MDo(2,r)lren—#(7)n0(à) 00 (6) 2M
cherchons le coefficient de ne
Remarquons que
Le premier terme du crochet introduit la représentation
2z2 At
DES PAS PER = He <- =
5M+1=(5x}+(5y) +52 +(56+1i); ce sontles Ÿ,(5M +1).
Il faut prendre
È2(— 1'ARUe— :
POS
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. ou SM+i=52+5y+53+ (5er).
Ce sont les li, (5 M +1).
Il faut prendre
Et )e+a+9+2 — = 1)V+1,(5M + 1).
Le troisième terme du crochet conduit à poser
2(0M+1)=252 + 5y?+103 +2(5t—+ ir).
Ce sont les 8, (5 M + 1), et il faut prendre
= > (— 1h Sale ee (— ÉJERE — > (— PAPA AUELEEL
On a déjà calculé cette somme et on l’a trouvée égale à
Le terme correspondant est donc
Le quatrième terme du crochet ne donne rien.
Le coefficient de g*° au premier membre est donc
7 ul I Q A a en posant N—5M = A
Passons au second membre.
On a d’abord
2M = = 4 IM GT, To fa \e COS? — (129%)
1 ue
158 JACQUES CHAPELON.
qui donne donc 4(— 1)" M.
Ensuite
km km
GE —8Ùù (— 1)g[—2g +... .+(—i)'amqg "| LT Il faut poser
ou 5M+i—=(ômEi)—(5up}=(5m +b5utr)(5m—5u +1) = d;d",
et il faut prendre Z(—1)#(d, —d'),
GUESS
la somme étant étendue aux diviseurs conjugués d’ d' congrus tous
deux à 1 ou tous deux à — 1 (mod 5), c’est-à-dire
d'd'= 1.1 ou d'd'={4.4 (mod 5), et d,+d'=0o (mod 2).
Ensuite
Er ne) 1 (2m—1)?
8d (—1)"q à De turc (sn 1) : Per A
Il faut poser
2 LE È, 2 2My (men au) Fi Linnrh
10m + 5 2 NON Ne arf (us)
d’où, d’abord,
À SM (MES - LES +1) fre BS +)
=(5ôm+ôiu+1)(5m—5n +6) = dd",
SM+ = (ES + RES.) (en ts nn)
puis
—(5m+5ip—1)(5m—5up+4)= d{d",
et il faut prendre
Dh)
OU
Z( node Le)
Qt
la seconde somme étant étendue aux diviseurs conjugués d7, d”
congrus, le premier à — 1, le second à 4 ettels que, de plus, di+d"=;: (mod 2).
La première somme est étendue aux diviseurs conjugués d’, d”
congrus, le premier à 1, le second à 1, à l’exception cependant de la
décomposition 5M+1=xy,
où y est 1, à laquelle correspond le terme
UE
d, et d ayant la signification habituelle (n° 5).
Enfin, le terme
se(27, DÉLAI
2M donne pour coefficient de q°
FA, HR Le 2 CDN ES |
On a ainsi tous les éléments du calcul dont voici le résultat
N—(5m+ti) is >) Lean .
127. Si, dans la première équation du n° 126, on posait x— EL
on serait conduit par des calculs analogues à l'équation
CE LE 2 =jhtem gti) (as+ 0)
k 25 avec :
N =4 (mod 5).
Remarque. — Nous avons démontré au n° 114 la formule
F u54=]6-(S)]r (A)=SF (5)
On a également la relation
(31) F5) = |6—(+)] F5 (Se).
D'où, puisque E(N)=F(N)— F,(N), )
J(N)=F(N)+3F(N), e. B(a54)=|6—(5)]Eca)-5e($), (33) 154)= [6 (5) 1ca-53(à).
Ces formules conduisent à diverses vérifications, mais ne donnent pas de résultats nouveaux. On peut cependant remarquer qu’elles dispensent de recourir aux formules du paragraphe LIT (Chap. I).
. IX. — Expressions des sommes > F(N — x?) > F;,(N — x?).
1929. Remarquons que
PEN ERN)ERR IN) J(N)=F(N)+3F,(N
Il en résulte que les formules trouvées précédemment en E et J permettront de calculer les sommes relatives aux F et aux F,. Nous donnons toutes ces formules classées en dix groupes suivantles valeurs de N(mod1io). Nous y adjoignons les formules trouvées pour les ZF(4N — x°) au début de ce Chapitre.
N=1(mod1o):
1 ous I 5 : Dr )
2Z2F[N—(50t:}] Se Cut Re Ka rice mate g Ci — Es
55 +1) = ICT Pa 2) ir
HAN") is 16 2 32 ; 2 SL ÉD T0 UE
Does) Uri, = CEE ee
ZF[N—(55+2}] EE 7e 3 1 2 SE Dr CES
ZF,/[N—(58+2}] —— FANS nus 210 2) + I 48° 35 : : es 1 4 1 1 SE ZE [N—(50}] os = NE © RE 5 L I he 1 bre Dur ZF;[IN—(50}] Eh“ i AD AE 48 Gi
He ee ER C0 29 À 16 10 3 N—(55+1}) Æ ie Tru ” | DE | — ET ne À 5 (28; — ®) ZF[4N—(105 € 1)] —=3Z2EF,[4N—(1081}] = 4 — SF [4N— (105 +3} ] —32F[4N—(100+3)] = ;à Fe Z2F [4N— (00 +5)] —32F[4N—(100 + 5)°] — : F SF 4N—(100 +3) _35p AN — (roc +3)? . < i 25 ; 25 4 N=— 1 (mod1o):
ZIN= ba En Ie ALES ee de — Ta) CS 16 32 î 4 I ZFIN—(5o+1}] — rs Due + Re) + — ee 04 16 24 Ve >F T5 + 2 ni 3 DE D: ; aie NS (6 LI dan Te HA (5 RDS 2 PINS) SL Ray a) ee si A 16 2 39 ‘ É 24 SAEMRN EEE 2 == Lu re £ el 2 FIN—(50)] =— z;ÂÀ PEpesi ü _ D ENT == 2 PP ES À Br SF,[N—(50}] mr ler.
Sup) sf ne “À I :
2F | 25 ; == ; 8 Sr Ami ar) HNnou2) L ns ñ LA] 55 | = Se nt (25eiR) SE [4N—(100 E1)?] =32RIGN— (oct 1}] = 72 n.
ZF[4N—(10E3)] =32FR[4N—(109 3)?] — à Es SEA Co 0) = 32 LGN— (106 + 5)] = 73 me PIN 20 Le >F Lei EE) | =32r [REY PT |= ra _ Es 29 1 29 n
JACQUES CHAPELON.
O0| = El — coI Go
OO
| N=5 (mod ro) :
F[IN
ZF[N—(50+2}]
ZF[N—(56}]
ZE [N—(50}] ZF[I4N—(106+1)]
ZF[4N—(105 +3]
ZF[I4N—(105+5}]
N = 7(mod 10):
SF[N—(50+:1}] SF[N—(50+1)] SF[IN—(50+2}] SE[N—(55+2}] ZF [N—(50)] SF[N—(56)]
ZFI[I4N—(100+1)]
SEIAN- (100 +3)}] —=32F[4N— (100 +5)]—
ZF[I4N—(106+5)?]
”_ fe: ) 9 Tape 19 4 dunes g? D & on 2) I TA 5 ; ARTE 5 — on a ms or te — JT»
I I 3 19 0: = Be GE = 8 come 16 1 + 3 Je:
3 1 Tes 5 =, He + —M— , 90 2 10 92 re l4 l'y 9 U @ + ont Von 8 ia (Pre 1) + G Ci —— ;A+ -5 (28,4 @ At ras 8 3,0 De De 1)
: : 3 Ses To PNR en 2 gi — —=3ZF[4AN—(106+3}]— À pi
ADN oo A mn o 4 D LS ITON del I 1 , 1) = en 47 = Ge 6 01 + 39 C2 3 I TS 5 = a ue nobers Ce AT +. Re ET ES Pr Toi li) as) PM EE, 8 3 F : DRE ER O SUEE no To Ts => 8 ER (2 2 1 HT 1 nd Cab) eut Dons 8 5 € : VA pi —3SE[4N— (1001) ]—= À — 7 3 Oo KE mi SE & Ji sé JG 1 16
== 82 F[4N— (o6+5)]= 724 — 5 Mit I.
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N= 5 {(modi1o
o an IN I 1 I NT ZE[N—(5o+1}]= Z©4+- +) 0 NL 1 [1 (OC) Al 7 on TEE 3 pi 7 7 16 35 __ 5(5— 7) I -) I 1 DC:
SFIN—(56+1)]=— = a+zfr(S)]s-7e A SU nn I ANS I J JEA — re U slr+5 +)" Pire à = {N" TT HN pales ()ls-e +pe+to(5— 1) 1 IN I I se _ U 2 Villes FA LAN EN E & +] Dent sN 3,” 1/4 € Do Lo +)ls-5c op n 4 a 6 D a ñ N’” ñ I Dre ÜU— >lr+5(—)|v - _ Rs me tn A es ZFI[IN—(50}) =. Sa Ten 2 Ne AO [ (53) ] en | .
— |} = _ 5 DAT 2 ME ci 16 ZF/[N—(56)] — Lc+ly en le 2 2 2 48 — = L œil __ A:
2 Ad 9 ne 2F 0 => Te E2 Ms __ 7.0) +1 Die HN Go) LAN (r052n?] tre ns AU = ZFLAN— (10023) 32 FLN — (10023 = Za+ Se Mi + D, Ja 10 10 16 8 16 ZF[4N—(106+5)] 32 F[4N — (100-+ 5)°] — re AC ee it 5 8 4 8 151. N—=4 (modo):
3 3 I 5 5 > | — ne ni 2 FLN= TE) le AE Ut ®)+ Lo, 3 5 HAE Aa a L5 + Cry = (55,0) a : . à SE 5 ER ‘ 5] 5 2F[N—(5c+1}] NT Cr em Ta fi fe) pe
- qO SUIS + (eV CL on : 5 Lo
3 S y 3 h e DIN (Do) = on g À ue + Ge = Mit (28 Re) — I 28 —5 opt N 5 5 ni. = V+ UT) +R GSM) — I I D = I ÿ 5 2HIN= (ar) ns ne Hi -(25 0 ) + 75% DE OUT N\ 5 U ns - LU ( VAUT) + C8 + D) + 7 D 3 5 I 1 L YK en 2 == Du à Ne 4 NE PE 2FIN—(55}] — À 4 7 hA ; Vi AE I 1—(— 2) ) à —U Ne ü 6 cer) I I I I 1 ZF,[N—(56)] — TG TG # 5, + An — &, 1— (— 2) (2) (?) = nr ps), 6 4 J 4 N—(55+2) | 1e 1 I | a NL Fr | 29 le Fo Deus ue De Cie We —_o}b+i— roi een) 4 N = . (28: + Lo) + — He 20 240 A 32 ee Nb ro) Le l : RC sr, EST | - 6: a C) 78 63 et (—2)P+t— 13 I N à .
Er Re — ot 3) 5 (281+ L) 78 ; SFLAN— (oo 1)] = ZF[4N—(100+1}°] Sd El HU + (283 + 1h) L En u—1 N —ou(2)+ 6 So +: Vo), ZRIAN—-(oo+3)}]= ZE I4N=(G6E3)] 9 3 5 0. e :
ds cd DT Far +5 ie 102) D = — 3ouiU +(—2)} 2 V me Vb2), ZF[4N—(100+5}] =2F,[4N—(100+5)°] 3 TU 1e = s4+5 ne e DE : B,+pP—P—U + AU, = \ N° 1 tres, conf) -u+t(s) 2 2 4 4
2F|— ae =) =2r [ET
29 29 = A+ A+ F2 BEN EU — (ES: + 1h) 7 RCD y Eu (7) — CE +).
N=6(modro):
ZFIN—(50H1)}| = : A1 = en + A TCE Pa) ie 7 Dee NE ZFIN—(5o41Ÿ] =— À 4 5 _. + La — e)+ 7 me ne tu — u(7) (28 D) + 7 den SIN om) ST, RAR
ER CL me Com den
SF[N—(50+2}] =— A+ LAS LE = 7. 26 5)U + + CV (Si 0) — À 00, 3F [N—(50}] = _— UC = UV +7) (7), SF[N — (55)] = A TA+ pit Pi— A nl SF jt] = — 3 + — 7 (28 @) + IT _ EU veu (7) (88) + Loc, sr, [EE | — — +5 + g Gb), 2B— 1 (—2)+t— 13
_ Lx PAAN I J Se ner mn Le 2.
Z2F[I4N—(106 1} ]—=ZF,[4N — (106 +1}]
NÉGATIF
— Er robe) SRE
= #6 (2 La— Vo);
=— A+ ah =b— 2 PP, not N M en te) 5) 2 4 4 AN=Goc-0) F; | 25 3e : I ï 2 ne eo oi Dr) 0 Ce 2 NN RS F6 U Fa one 1 ri 7 HAE \ 2).
3 D N 4-54 +ineu+r(z) I 1 Lee N ag n + (5) F 5 D = RS) 70 ne à 5 (or RE CR nn mi Un 0 à 5 23 LÉ Fa D ne ns NU ge (28: Hope =, 5 g.20—?—/ Pas D) 00, 5 [W — 4 V 3 (2Pa eee 2»
[ 3 Le 5 IP de ec os l H)+ 3 Es 2 De 5 Fes, U+1 5 à Ü 2V Le se al 2 en on Rs es
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3 9 1e DE TE Dre ZF:[N—(50}] 1e. Len gt nn mr 922 5 + (— 2) 0 , de 2 Do mr — 3 Ù + Te \ÿ Hate 2 ®;) 96 C2’
ZF [4AN—(100+:1)?]—=ZF,[4N—(100+1)] os di dE neo Eve
ZF[4N—(105 +3) ]—ZF;[4N—(105+3)]
I 3 ZE [4AN— (100 + 5}°]=ZF,[4N — (100 +5)°] 3 I 5 Ve
EU Ci
N = 8(modi1o):
6) I I DA et 2 = PER CS 2EINS= (552 r) 4] — + TE s#:
9.26 T 5+(—2)#+rt —= U AE - 5 23 FES 2FIN—(5o+1}] ir: 78 3 DUR 2 —_ U+ 1 RE D a PUR 3 24 L : 3 5 ZEUN—(55E2) | = == 24, 8 8 SF[N—(50+2}] =— 5 A— 3% 2 Feat ZE [N—(50}] = Tampa 16 10 Nas Hermes DR (2) — = 22. _ SF,[N — (55)] 0 ee L mo) 48 1 8 1 —3.2# +7
N=o(modi1o
3 3 l AU E 3 13 I 1 2F [N—(55+1}] = Eat zl1+5 (5) 1e Su Fo HO Ne vle I SE,[N—(50+1}] = as iaerhes()ln-re-fe-re+r, : o 2 I INPUT 13 I I ZF[N—(50+2}] — Bug +5 (Œ)ln+xe 7 Une (N/ I SN co Las ta-sler(t)]n-re D Etre ru, 3 3 . 3 13 I ü 2F[IN—(56c)] = on nr Pr le ie 1 I I 9 I I ZF,[N—(50})] ne D Un
DEAN (ootr)]|—= ZM {GN—(Goc+r)]
I I 1 NANTES 1 è 5):
I L — DM Gi ee A— 1, 20 20 2 2 2 2
XF [4N— (10043) ]—ZF,[4N — (100 +3)°] ï 1 J s (NT I ” Ne x — Lars assli+s (Gris G)} 9 TR = : Eau ee rt Sa Es NU
ZF [4N—(100+5}]—=ZF,[4N — (oo +5)°]
JI QC y -Y, 271, 10 10 10 10
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ou encore, avec d’autres notations :
U—15Y Vo Uri " , 2FI[IN—(556+1}] Ar ne her ET OI IL
SN Get] = DE 6 (D rln-cex-iv I N I N SP EN —(Gon Eu + + (Es nn I N I N mat HN ER CS ++ )oln-cex-iv I N I N | ref) BF ENG) ER Sr (Tu), SREN— (Go) = I È +? C+p()—u().
2F [4AN—(108+1)]—ZXF,[4N —(100+1})?]
ONE QU J
N’ Re .
= rer
D —ù N N | et mn 2F[4N—(105+5}]—ZF,[4N — (100 +5}]
= + pu (7) (0 )|
ZF[4N—(100+3)]—ZF,[4N — (1059+3}]
155. On pouvait prévoir certaines de ces formules dans un cas particulier.
Supposons N pair, mais double d’un nombre impair, c’est-à-dire supposons 4 —1.
Alors F,(N — mn?) est nul, car N — m° est congru à 1 ouà 2 (mod). On a, en effet,
N= (rh Ei)=N=r=1 (mod 4), , N—(2A2) =] = 2 (mod 4), et d’ailleurs F,(M)=o,
si M est congru à 1 ou à 2 (mod).
On vérifie aisément, dans le cas de N = o(mod 10) qu'il en est ainsi. On le voit encore dans les autres cas, pour les 2F(N — m*) qui s’expriment sans faire intervenir des nombres de représentations par des formes quaternaires. On en déduit, pour les autres, inversement, une relation entre les nombres 8,,L,, TX, (ou X,) et, par suite, on voit qu'il est possible de simplifier les formules obtenues au n° 129 dans le cas de 4 —1. Je montrerai au Chapitre suivant que les formules se simplifient quel que soit 1, aussi ne m'attarderai-je pas actuellement sur
cette question.
154. Liouville (Journal de Mathématiques, t. XIV, 2série, p. 162), donne la formule ZF(m—251)—Z5A, À étant un diviseur de m/, avec m—10m, m étant un entier impair premier à 5, é étant un nombre entier prenant les valeurs 1, 2, 3, ....
Cette formule est un cas particulier de notre formule
2FIN—(5c}],
dans le casouN=o(modio),m—1,v—=1.
On trouve alors SF[N—(50)]—aU.
te N U n’est autre que la somme des diviseurs de m— el le facteur 2
provient de ce que les « prennent des valeurs négatives. On peut donner des formules analogues pour les deux autres sommes : on trouve, en supposant toujours L—=I,Y=I:
ZFI[IN—(50+1)]J—=Z2FIN—(50+2)]=5U,
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FORMULES DE M. GIERSTER. — FORMULES DÉFINITIVES
155. Nouvelles relations. — On sait que F(4A)=—2F(A), F,(4A)=F(A)+F,(A).
Il en résulte immédiatement que
Ga) ZF[4N—(50+1}] = ZF[4N— (1004 1)] +22F[N—(50+2)], (2) ZF[4N— (5042) ] —ZF[4N—(105 +3} ] +S2F[N—(50+1)] (3) ZF[4N—(50Ÿ] —=ZF[4N—(100+5)] +22F[N—(56)],
(pi jir= ten M Anne en CR RSR e E aies St et
(6) ZE [4N—(55+1:1})] =2F [4AN— (10041) ]+ZE[N— (52) | +ZERIN—(ba+2)} (7) “HN 6a--2)]
=ZF [4N— (105 Et3)} |+EF[N—(5 PI+ER[N—(50+:1}], (8) ZF,[4N—(50)] 2F[4N—(i080+5}]+ZEF[N—(50})] Z2F[N—(50}], (9) PET = |) D EE È er] 29 20 . 29 ; (10) ST SE EE ee: 29 2) ‘ 25
Or, dans ces formules, chaque somme est connue. On peut donc espérer, au moyen des formules des n° 129 et 131, en déduire des relations entre les nombres 8,, 8,,®,, ®,, ete., qui les encombrent, et
inversement, se servir de ces relations pour simplifier les formules des
n° 129 et 131.
456. Formules de M. Gierster : cas de N impair. — Supposons d’abord N = 3 (mod 10).
La formule (2) donne 28 (AN) — CAN) 1, (4%) 6
B+M= TEA — ED
Ceci posé, les équations (6), (7) et (8) donnent SHI4AN—(50æ+1)] =ZF[4N—(50+1)] =
ZHIEN— (at2)}]—=ZF[GN—-(55E2)}]=;4 N = 3 (mod 10),
ZHIAN—(50)] —ZF[4N—(56}] —
. Ce sont les formules de M. Gierster, traduites dans nos notations in? ete).
457. La formule (11) permet de simplifier les formules du n129:
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On trouve 5 . I re 5 ZFIN—(Goti)]= 74 + $ Mi HO, 3 1 1e ü ZEF/[N—(55+1}]— roi SET er 3 F DIN Ten) AE SPP — HU 3 $ N =3 (mod 10), I :
ZFIN— (5622) ]=— LA + LP + 7 0 SF K 3 eu la I Dre 5 Dre AR [N=(5c)] mo TN TE Los 2F _N 2 ee D [ TT 5 _ 2EIN—(56}] os rl
Ce sont les formules que nous voulions obtenir.
On peut remarquer que dans ce cas
ZFIN—(50+1)}]—=22F[N—(50)].
Supposons N = +: (mod
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. 17 On a trouvé (n° 100)
30 (AN) — I (AN) = [390 (N) — 96, (N)], TAN) — 62, S(4N) +8 (N) A, PEN) = B(N);
il en résulte, par la formule (1),
À - 36 6 (13) 3(28+h) +20 — 6% AT TS avec N = + 1 (mod10). Les signes supérieurs se correspondent et les signes inférieurs aussi.
En formant alors les combinaisons conduisant aux premiers
membres des formules de M. Gierster, on obtient, si N = 1 {mod 10),
SHIGN— (50H 1) ]=ZER [AN—(5o+i)]= 34, SHI[GN—(50+2)]=2EF, [4N—(50+2}] — zA—-H+4, SHI[4N—(50)] ZE [4N—(50}] — 2B+p—3, ee eo et, siN—=—1{(mod10), SHIGN—(5oH 1) ]J=ZF[AN—(5oti)]= 3 A4+-8+, ZHL4N—(50+2)}]=ZF, [4N—(50+2)] — +2, ZHI[4N—(50P] —ZE[4N—(56)] —=— 2B+p— 3, nf | sr ET) a
Ces formules sont équivalentes à celles de M. Gierster (n* 2 et 16). M. Gierster introduit les symboles H,,(A) et H_,(A) qui désignent respectivement des nombres de classes de formes susceptibles de re-
présenter des nombres résidus quadratiques de 5 ou non résidus.
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On passe d’une notation à l’autre en remarquant (") que HA = eau #(A)=H,;(A)— 5 (A}— 0
La relation (13) permet d’ailleurs évidemment de simplifier les
formules du n° 129. Nous donnons les résultats plus loin. 120. Supposons enfin N=5(mod1o).
Les formules de M. Gierster (n° 2) s’obtiennent sans peine. Nous avons, en effet, calculé o(n), ®(m) ..…
Par exemple,
DBACGN— 2°) = 2 Gen UE )]
æx=0 =: SF,[4N—(108+5}]+ZF[N—(50)] > N N cEs LÀ + 2e a.
ZEN -(5c)] a(+) v(3)| An nt ve OR ES pP— 4 d’après le n° 15.
Le second membre s'écrit encore L'évitnu (y) 2 5 fl ls OnN 71,0% done D(m)=U, N Herr (> Er “(DR 25 En puis 5 N N ÊHAGN—a)= tm) +30(5)+ew (5) cor
(*) Voir la Note placée à la fin du Mémoire,
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. n7
AAI. Formules de M. Gierster : cas de N pair. — Supposons N = 4(mod 10).
Les formules (1) et (2) donnent
2 » | at — 9 \u+3 (14) 3(281+ 2 La + À, + vbs) — 20, — (au — 5) Ù — 2 L: + y J J) 28 12 > 1 en 5 05, ) J )
On en déduit
HN tool
SHIGN— (5041) ] —3E jA+- BH ZHLGN— (5042) ] =D [AN— (50 +2) ] = 52,
ZH[4N — (50}] ZE [AN—(50)] —=—-8+9— 7%,
SH GN—(55+1) M. GN—(5pE1} 1 Le 1, FA D 25 vos 2) D Ne
[N = 4 (mod 10)],
qui sont des formules équivalentes à celles de M. Gierster.
142. SSN=—/(mod 10), on trouve de même (15) DS ee el) ut: _ ” . LI PCT puis ZHI[4N—(50+1}]—2E, LAN— (55 1} ] =,
SHI[AN— (5542) ]—ZE [4N—(50+2}] = 51 -5+ 4,
ZHÇGN— (55)] SF [AN (5o)] —=-#5+9 — 1, HR ES pete EE ire 2) lé 29 19 10 J
[N = — 4(mod 10)].
SH[4AN—(50+1)]—SE[4N—(50+:1}]=?Y
SH[AN— (50H02) ]= ER IAN—(5o+2)]= 5 A RL SHIGN —(5o?] —ZXE[4N—(56}] = 34
Si enfin N =o(mod10o), les formules du n°152 donnent sans peine,
par les combinaisons convenables, les formules de M. Gierster.
1424. Formules définitives. — Nous avons déjà traité aux n° 137, 1358 et 139 le cas de N impair.
Supposons m impair et congru à 2{mod).
On a trouvé n° 1358
SFif4m—(50+1)]= SU; d’où, en posant 4m—N, $ = ee (17) SFIN— (55 +1)]= 3 U=° ; ii
puisqu'ici ==,
Nous avons remarqué plus haut (n° 155) que, siu=1, 2RIN= (So Er) | "0.
Donc la formule (17) s'applique encore dans ce cas. Supposons 22 pair et congru à 2(mod 5).
On a trouvé n° 145
2Filamnm—- (55 Er} |—=
avec m— 2" n (x impair); d’où, en posant 4m—N, à _ I 2FIN— (56 +1P]= 3 (28—2)U;
ce qui montre que la formule (17) s'applique, quel que soit N pair et congru à 8(mod10). Alors, par comparaison avec l'expression déjà
obtenue pour le premier membre, on trouve ni 61 ge ; (18) 3(282 + Li) = M + br U+ ts +- (= 2) 0
et, par suite,
DH T 5 I DA N O cnee T ns En [ Del 6 31 000 ë 2h
De mème ZFi[4m—(50 +2} ]—=D(m),
d’où, en posant HUUEN,
ee : ; [NN (19) SFIN—(5o+2)]= (7 )
formule qui n’est vraie que si N est multiple de 4. On sait (n° 155 que
si N est multiple impair de 2, le second membre doit être remplacé
Porezcro Or sb u— 1, lesecondhmembre devient, zéro n°10; remarque 3). Done la formule (19) est vraie dans tous les cas où N = 8(mod 10).
On a aussi | SFIN— (552) U+ (7); puis, de même ab tr ZFIN—250]= —5—ÛÙ, 2H— 7]
En comparant les équations (16) et (18), on trouve
Se :
(20) 3(2Zi + V1) =— 200 + (a+ :) U + = D JDE ENS
d’où l’on déduit
se = e SE[4N— (100 +3) ]=ZF[4N —(100+3)] =" = SU 5 des
) VAE Dee SEL4N— (105 +5} ]—=2ZF[4N — (106 + 5} ] — ——U— gr
145. Les autres cas conduisent à des caleuls complètement analogues. Nous avons réuni les résultats au n° 148 pour N non multiple de 5. Pour N multiple de 5, les résultats ont déjà été donnés aux n° 150 et 152.
446. Notre méthode nous a permis de retrouver les résultats de M. Gierster. Nous donne-t-elle quelque chose de nouveau ? Supposons d’abord N non résidu. Nos formules donnent douze rela-
tions dont trois pouvaient êtres écrites & priori, Savoir : ZFI4AN— (105 ta) ]—=[2—(—1N]ZF [4N— (105 Etax)] (= to ou0) Trois autres résultent des formules de Kronecker donnant les sommes SE(N—o), ZE(N—0t), ZFJGN (20 +].
Enfin deux autres coïncident avec les formules de Gierster que je ne compte que pour deux parce que l’une des trois formules se déduit des deux autres grâce à la relation de Kronecker. Nous obtenons donc, en définitive, quatre relations nouvelles. Si N est résidu, nos seize formules donnent Or — relations nouvelles.
Si N est multiple de 5, nons avons 12—3—3—9—/ relations nouvelles.
Nous commencerons par réunir les formules analogues aux relations (18) et (20) et donnant de nouvelles propriétés des nombres de représentations par diverses formes quaternares.
1247. Formules nouvelles relatives aux nombres de représentations
ar diverses formes quaternaires. — N = + 1 /mod 10 : q \
ae) = 200) Dit, — N—==Æ5{(modro):
, e. 8 fe 28 EB=—-N,+-A— 26; J
N==E6\mod1o):
D) LA+ DATE EE
3(22 + 3) =— 290, + #7 ns N = +6(mod 10):
SAS ED, == 2210, - a
HAS, 1h) GT H+ PA 3h 0
148. Formules relatives aux nombres de classes.— N = 1(mod10):
3 T1 1e 1 Ur >E [N—(55Æ1)] == Ales nn SE ho : I LE 1 5 _ D x ZEIN—(5Sc—+Er1)}] — Ho AE nc 3 £ I de.
2HIN=CTEL) =. = 4 I 1} D ÈS : 2 : TN DE IN one) | = — 6 pl G Jen mt 1! LE Ï l l A < 1 =, j 1e il RU — À, 2E IN=\59)°] a SR un “a “ NT 1 1 i I 1 FRS : ESS Fe AT EU 2F,|N=(5c)] ent N—(Jo=2 nt) 3 rade :
ml —_ 1)? + + M; = 29 _. © 20 o { : ; > :
SD Dent sn EEE D D 1.
re 25 Don 0 20 10 48
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: Je De ZF[4N—(ioo+1}] —32E[4N—(100 +1}] = À — 7 7 : ee D SE[4N—(100+3)] —32F[4N— (100 +3)] = 7 A+ ST; 4 Ses F 3 Le ZFI4AN —(1080+5Y] —=32F,[4N — (100 +5)°] hs NN Cronie oo) 4N — (100 +3} Ü Lys La SK qe — 3YK 2 — — SE 6 sr[é ue ose SN AR — —1(mod10o) ZF[N—(50+1}] — = 4 — 0, 2F[N—(5+1})] se 4 PORN ds 6 Ge EU “ SE[IN—(50+t2)] — 2A+25# A nr FR rt 8 4 2 RTE SF, [N = ae RS ai 1[ (Ho re 0 A == SAN US Rx RS ee prend 2F[N—(55}] Ne ee 8 4 2 TOUR ZF,[N—(56}] SR FR RU are 8 A : 2 1802 NE _ 2 9 2 | GES æ>.| Re FR ee 29 ï e) 10 48 N-—(55+2) 3 Le 1 CE : | — #ÿ —"; =. a —— | ne | 7 ee. + horus Fo 52 SFCAN— (oct 1)] SZ TAN — (106 + 1}] = 7 A+ D te p 4 BFLAN— (004 38)] =32M IN — (ont 3] = À —IX+ 20, ZF[4N —(100+5}?] —=323F,[4N — Gos+5}]=5a— Lu, Se TN IO TEST) a me I Te 2F 55 = RU à N = 3(mod ro):
SF[N—(5o+:1ÿ]= 3 lÉcesoiee [ (TEE EN : + g Te
ZEIN—-Goa)|= 22 SRE ER D 106
SF[N—(50+2}]— EE _.
ZFIN—(50+2)]—— . ee.
EF[N—(5e#] = 22 a SIN ele 5 = Au pe, SFLAN— (105 € 1] = S2PLAN — (106 2 1] A+ GO — LE,
N = — 3(mod10o):
SF [N— (3 ta pe 0e SUN OoEn|—= 3 AY Z AE 3 ] I 5) SE Er ON le ee a bee re QE ZI Obs r)|—= as dire de gs Cr SF[N-—(56+0)]— > 24 tree ue LC A SAN MIO 1 I 5 » _ + 9\2] — ee En eu ie SFIN—(5o+o)]= 3 HI + D, > HN en Me Ua Re at ji HAPNES TR CE ie mr, 1 Re CR ZE, [N—(50}] == g À ie der SF[4N— (100 +1} ]=32F[4N— (106 +1} ] = A— 70, SRC/ 2 y / + 2ÿ2 . 3 1 Poe) 1e PNEUS, Sr
SF[4N—(100+ 5} ]—3XF[4N— (100 +5) ]— TA Si D.
©] Co
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. 1 I Le 2HTLE 1 Da HO INE 0) = 4 = 4 — — IC, — ne 0 SFIN- Gene GA GA Ur ds Ë A L TE ND DENT SES ae US SREN See ee HS RE PR 2F [N—(50}] — UMR TEE Y » G rte D (5) tes 2 ar 2F;[N (55}] ee g 4 = 3 , 2FAN= oc Er) = ZEN (os 1) le D ue D JAN Date = G tue LE ZF[AN— (roc E3)}]=ZFI{N— (1008) | =— ; À + : A+T— 7, N =—U+p—2n(T), SF[4N—(100+ 5] —2SF,[4N—(100 + 5] — 5 à UE u+1 p _ cl _S x, 6 on = N = 8(mod 10):
PRES CN ua ee [1 (oTEe 1)?| 3 6 A: … Me —= G Ü “A JV» , SIN Dares aile A il (9g ÿ = CLOUS 4 À; nn 3 U, à | 3 5 I €N\ SNN=OT ES = a _ D, — > [ ( )21 8 8 1ate à Ÿ, ue ) SRIN=Datohlee lamvne, xt) 1[1 (da 2}] S 8 A, + En = EU A ?
SEINS 6 NE Rasa te Re [ (5c)°] CN de G see 2E,IN—(56} ET ne L a ns:
1 (50}] Fr 8 Ai —— 3 Ur SFTN— (1002 1] = EF [4N— (oo 1)]=— L a+ : An 0) A =—U+p—2n(T ) ZFLEN— (105 E 3] —2ZF TAN — (100 + 3)?] — : 2 : LA | dre 12 12 24 2827 De 6 Ü - ne
FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DÉTERMINANT NÉGATIF. 189 : , ; 5) ZFCEN— (100 + 5)P]= 2 IAN—(006+5P]—= 7 A— À A DA DETEET 5 JC = 6 24 9.
N = 4 (mod 10) :
. I die art 1 De SE(N—(5obi}] = à 2 += EU + . : I I 24— 9 Ce 7 NT = ZRIN=(Do +0) — TS roue 4 JC:
nur et 2j A RL == ee UE 6 \ = ü a Re $ : , I 1. ES 2F[IN—(55+2})] = Ti dc pnues = 1 Ut; —1+(— 2) 1 (3) Es (= 3 5 15: I 2F IN (20):] — 4 TE RÉ ie = nantes Nu N _ 2 ” I ue 21) V = v(7)—v(T ) 2 (n Re = ! la lg l'y lu ZF[N—(55}] ES TH À 1 + = A 9 A =. = N° N ip 1+ ( 2) V -v(T) “(T) (0) 4 n NS (ses) I 3 es, _.
=: | 29 = 240 So: ; a: LÉ ñ é Qt ; —1+(—2) rt, (7) Ne — j —Ù Le — )C;, 1) Lg 30 Vos 5 A I $ Noel I 3 A y 2. | 25 D Ed 0 a Ron A — } —1+(— 2) I (3) rs VER — TE (] = 3 AE PPNEGocer) Je 2P UN, GocÆx)] l 3 JA ve s) ee És ne: Re À — NX 0 . Die op EE es jo es Ve u—au() + Per 3 4 ZF[4N— (100 + 3)°] —SF[4N— (105 +3)] ; 5 : D ie Ne ie — G U 2.
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SF[4N—(100+5}*] =ZF,[4N—(100 +5}]
3 12 = $A+Sh—-B+ Bt Ÿ Di—% +4, — 9} N = 10 EN vip (ff) + 2 2 q :
Sr PE =?
29 29 G 3 i Ü RTS RTE = 5 J = a 0 E Fa 3, - su #, en Dee OS fe ME Pre Eu( ) é 15 10 à l fo N=—/(mod10) DR Nettoyer ee Je, *à 48 TN ANNE Dh > __2b-1+2 mines 11 NVRSS = 3 (Ù — G +4()-5%; Ne x E I I I Z2FIN—-(55+ fo) 21 — 18.0 DT M no re _2B-12: —1+(—2) 1 SH EN So Ale Re eee” Fi 6 ÉTÉ 6 l di rase SE[N—(55+2)] =——31+ | A, = ? - “à = : 4 5 1e ï ZF[IN—(50)?] = Ferre Le APN + —1+(—2)t N N 0 1e 6 v+r(r)—v(T) SE.[N Fe _ I I 1 I 1 BE (#21 D pe he 2) (5) ) = V+#pPt5) 4%) — N—(55+1) E I à 1e ! I . Do —1+4(—2)hi 1 N I 1D i d (7)+ à.
N—(55+1) 1 3 I 1 SE SERPENT Ne — EE ee, SF] 25 | n= ed Er à 4 os
Z2F[4N—(iooti}]—= ZE [AN — (100 +1)]
ee __2#t?+7 ov = oi C5 = UE, 2F [4N— (105043) ]—2F[4N— (105 +3}] DE 3 Re ne D D Ni de oÙ— 9 SN /N\ F _ ct) 1 + ( 3) V M—at(r)+ os o 2 in 12 | ZE [4AN— (100 + 5)*] —ZXE,[4N — (106 +5}] I 3 ; k D D Den D ui. v,
8 8 2 2 = U / ee AL AE P— ru (r)+ou(r 2 2 d, 4
sF[ CEE + |=sr [RCE
29 À 7 3 I fo I I RE — = e — A — f 4 #, : —à uü, — YC ; 120 4o 10 10 5 5 12 Ur 2 2 N D peter) u—20(7) 1.
19 10 0] 1e 12 149. Notations. — Je rappelle enfin le sens des notations.
F(A) est le nombre des classes de formes quadratiques (ax* + 2bxy + cy*) de discriminant A = ac — b*, de l’ordre propre, primitives ou non.
F,(A) est le nombre des classes de formes de discriminant À, de l’ordre impropre, primitives ou non.
Les sommes sont étendues à toutes les valeurs entières, positives, négatives ou nulles de 6, rendant les crochets positifs ou nuls, mais entiers.
On pose d’ailleurs
Fto)=0, F(o)=— —.
SiN =o(mod5), on a posé
IE
434, =xd (+) œ =s34 (+) A=2(— 1)" 4, = d(S), asia (se), ‘di + d\ P —>(d—d), @—ZE(d,—d) (“<), à xd —d (5)
J EE 1e P—ZE(—i1)4(d, — d), ea (d—d) (ES ), Mi}
Si 0 est un diviseur de N’”
Enfin >%,, %:, %, sont respectivement les nombres des représentations de N par les trois formes + PF%R59E, a+ y+25z + o2dk,
Ce sont des nombres de décompositions de N en quatre carrés, dont
au moins un, deux ou trois sont multiples de 25.
DÉMONSTRATION D'UN THÉORÈME
150. Il s’agit d'établir que le nombre des classes de formes quadratiques de déterminant négatif, susceptibles de représenter des nombres résidus quadratiques de 5, est égal au nombre des classes de formes
susceptibles de représenter des nombres non résidus de 5.
Remarquons d’abord que la proposition n’a de sens que si le déterminant est divisible par 5.
Supposons en effet que le déterminant — A soit résidu et consi-
dérons la classe a? + Her Si A =:1 (mod 5),
A+i=2 (mod 5).
Donc les deux nombres 1 et A+ 1 qui sont représentables par la forme (1,0, À) sont, l’un résidu, l’autre non résidu : l'énoncé n'aurait donc aucune signification dans ce cas.
Si
ÂA=—1: (mod 5).
on vérifie que 1 et À + 4 sont représentables par la forme (1,0, A) et sont, l’un résidu, l’autre non résidu.
Si À n’est pas résidu, la classe (1,0, À) peut représenter 1 et À, c’est-
à-dire des résidus et des non résidus : le théorème n’a pas de sens.
Supposons donc
A=o (mod 5).
On sait alors (') que, si » et n’ sont deux nombres non divisibles par à et représentables par la forme (a, b,c) de déterminant — A, on à
et, par suite, tous les nombres représentables par la forme sont résidus
ou tous sont non résidus : l'énoncé a donc un sens.
151. Ceci posé, rappelons d’après Lejeune-Dirichlet les principaux résultats de la théorie des genres, de Gauss (?).
(1) P.-G. Leseune-DIRICHET, Vorlesungen über Zahlentheortie, vierte Auflage, $ 121. (2) P.-G. Leseune-DiRiCHLET, Recherches sur diverses applications de l'analyse infinitésimale à la théorie des nombres (Première Partie, $ 3 et 6) (Journal de Crelle,
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Soit — À le déterminant de la forme (a, b, ec) supposée primitive
{soit proprement, soit improprement).
On pose A cp == P ou : == | S-
selon que le quotient du premier membre est impair ou pair. S? désigne d’ailleurs le plus grand carré qui divise À. Par suite, P est un
nombre émpair dont les facteurs premiers p, p', p”, ... sont tous iné-
_ : ! « . . . . 2 gaux. Soient s,s”,s”, …. les divers facteurs premiers smpatirs (inégaux)
de S, et » un nombre représentable par la forme (*).
On considère les Tableaux suivants :
THE SAR [P = 3 (mod4)].
S = 1 (mod2) (2) (5) P p
sms) (#) (8) le (2) Ge
NA —=SP [P=:1(mod)].
S= 1 (mod2) fine (2) (5) . (2),
> (mod 4) =)
un Al
nn 19 F re ES ER Ma A
CE) S=o(mod{)|(—-1°?, (=
rtmode)R 1) =
mn? —1 S=o(mod2})|(—1) * , Ce) 1
(!) I faut prendre 27» si la forme est impropre.
AA ES SP [P =: (mod4)].
mm —1 m?—1
$= 1 (mod2) | (—1) ? * +, Mr CANON p p Ù s | | mm? —1 m m nm nm \ S— d —1) ? —1)e" sr er TROT CMOS AM TN, (1) ’ (=) (5) (=) a
Ces quatre Tableaux contiennent évidemment tous les cas.
Les divers caractères quadratiques contenus dans ces Tableaux ne dépendent en rien du nombre particulier » () représentable par la forme ; ils constituent autant de caractères particuliers de cette forme.
L'ensemble des caractères particuliers, c’est-à-dire l’ensemble des caractères quadratiques contenu dans une ligne des Tableaux précédents, est le caractère complet de la forme. L'ensemble des formes ayant même caractère complet constitue un genre. Deux formes de la même classe appartenant au même genre, les classes se répartissent également en genres.
Si À est le nombre des unités (+ 1 ou — 1) d’une ligne des Tableaux qui précèdent, le nombre des genres possibles est évidemment 2. Mais, tous ces genres n'existent pas, en général. On a, en effet, une relation entre les caractères particuliers : le produit des caractères particuliers qui sont situés dans la première partie de chaque ligne doit donner + 1. Cette condition, si la première partie de la ligne existe, aura donc pour effet de réduire le nombre des genres possibles de moitié. On constate d’ailleurs aisément que la première partie de chaque ligne existe toujours, sauf si À est un carré précédé du signe —. Ce cas ne nous intéresse pas, puisque nous supposons le déterminant négatif.
Ainsi le nombre des genres possibles est 27", De plus, ces genres existent effectivement et chaque genre contient le même nombre de classes de formes. On remarquera que, dans le cas d’une forme improprement primitive, on ne peut avoir que À = 3 (mod 4) et, par suite,
(1) Ou 2m.
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P=3(mod#4) et S—1(mod2). Les Tableaux qui précèdent”se réduisent alors à la première ligne de 1°.
152. Or, un des nombres p, ...,s,... est 5. Un des caractères quadratiques sera donc (&):
1° Si5 est un des nombres p, p', ..., P étant impair, sera ou 5, ou le produit de 5 par au moins un autre facteur, différent de 1.
Si P=— 5 —=1(mod/), on est dans le cas 2° et la première partie des
caractères particuliers se compose de deux caractères :
(— re et (2)
auxquels correspondent deux combinaisons de signes
+ + et
) et, par suite, au moins deux groupes de genres : l’un pour lequel 7} 1, c'est-à-dire le sroupe des genres pour le Is la fi = ,c'est-i STOUP g pot squels la forme représente des nombres résidus quadratiques de 5, l’autre pour lequel
des nombres non résidus quadratiques de 5. D'ailleurs, ces deux
m , (3) — — 1, ou legroupe des genres pour lesquels la forme représente
sroupes contiennent le même nombre de genres et, par suite, le même nombre de classes de formes, ce qui démontre le théorème.
Si P est le produit de 5 par un autre nombre, quel que soit le cas où l’on se trouve, il est clair que la première partie des caractères particuliers se composera au moins de deux caractères, et par suite qu’on
a EL du 4] N m aura un certain nombre de groupes de genres où (&) — + 1, et le
même nombre de groupes de genres ot ie Il d le group g s où Rs )—=—1. y à done,
en, 5 \ nm ici encore, autant de classes où (S)=+: que de classes
\ m vue ou É —= — Î.
>° Si 5 est un des nombres s, ilest clair que, puisque les caractères
parüuculiers de la seconde partie de chaque ligne ne sont soumis à au-
ro < m : : :
cune restriction, lors même que seul le caractère 3) existerait, il y ra à ; hs aura à la fois des genres où (5) — + 1 et des genres où (+) =. J Ces nombres de genres sont d’ailleurs les mêmes : par suite, le théo-
rème est encore démontré dans ce cas.
On voit que le point important de la démonstration est qu'il existe
\ A \ . m à Coup sur, «a la fois, des genres où ()=+ 1 et des genres
\ m ou (&) = lé
Cela n’a pas lieu pour tous les nombres.
Si l’on prenait, par exemple, les classes de formes susceptibles de représenter des nombres résidus quadratiques de 3, ou des nombres non résidus de 3, on constaterait que, pour certains déterminants, il n'existe pas de classes pouvant représenter des nombres résidus.
Si, par exemple, Â—147—3(49}), on est dans le cas P=3(mod4) et S = 1 (mod>2)
Classes. (+): (2).
3 7 (Œ OM) Modern trie + 2e Cure AO TS Tee enr <E + OS a507) eue 1e ÿ CO TO) EU ee ie = (12; OS EE + = PUR SP R S PEPR ER PRE + == (he; ne heros -- -i- (6; DR ne cute + —
On voit qu’on n’a que deux genres et que, seuls, les résidus quadratiques de 3 sont représentables par des formes quadratiques de diseriminant 1/47.
La démonstration précédente réussit pour tout nombre premier
congru à 1 (mod 4).
Nous avons supposé, dans ce qui précède, que les formes
considérées étaient des formes primitives.
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Soient A(A) le nombre des classes de formes primitives, proprement, par exemple, de discriminant À, divisible par 5; F (A) le nombre des classes de formes, primitives ou non, de l'ordre
propre et de discriminant À ; F’(A) le nombre des classes de formes, primitives ou non, de l’ordre
propre, de diseriminant À, et n’admettant pas le diviseur 5. Alors
À A N A = A LA) 2 (4) x (=) - 1 18 -Ji(S) +Di()+e=ra+r(s)
D'ailleurs
R(A)= 2; (4) + AE; (À
h,, représentant le nombre des classes de formes proprement primitives susceptibles de représenter uniquement des nombres résidus quadratiques de 5.
On a démontré que k,(A)= k_(A),
donc ALAN REA de même / A A n(R)=sha (2) QICRE | etc.
Donc
F'(A) = 2 Le (A)+Ÿ 4 (à) —2F,,;, (A),
en appelant F,,,(A) le nombre des classes de formes, primitives ou non, de l’ordre propre, susceptibles de ne représenter que des nombres résidus quadratiques de 5.
Donc F VAN Ê— pl A A (A)=2F;5(A)HE Te de même
F,_,,(A) étant le nombre des classes de formes, primitives ou non, de
l’ordre propre, susceptibles de représenter des nombres non résidus quadratiques de 5.
454. Des raisonnements analogues s'appliqueraient aux formes de
l'ordre impropre, et l’on trouverait
, . LH M(A)=2F;5(4) + (2) ñ)
; SCA Ho A ; à ar Ê Il va de soi que E (3) —)?, (à) — 0, si À, qui est divisible par 5,
M{A)=2F;;-,;, (A) —+ Fi (
ne l’est pas Dario Le théorème énoncé résulte évidemment de ces équations.
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