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Le but de ce travail est de perfectionner et de compléter, sur quelques points de détail, la théorie des figures d'équilibre infiniment voisines des ellipsoides de Jacobi, pour une masse fluide homogène animée d’un mouvement de rotation autour d’un axe fixe, et soumise à l’action des seules forces newto- -niennes.
C’est à ces figures que nous donnons le nom de surfaces de Poincaré (1).
Après avoir, dans l’Introduction, rappelé les divers travaux se rattachant à la question, nous étudions, dans le Chapitre I, le calcul des axes des Jacobiens de bifurcation; quelques propositions nouvelles sur les fonctions de Legendre et de Lamé de seconde espèce nous permettent de compléter et de simplifier la méthode générale de M. Liapounov.
Les Chapitres IT et IT traitent de la forme des surfaces de Poincaré d’ordre 3 et 4; la première de ces surfaces est la figure dite piriforme. La question de l'existence de points d’inflexion dans les sections de cette surface par ses plans de symétrie est spécialement étudiée. |
La méthode exposée au Chapitre I est appliquée, dans le Chapitre IV, au calcul des éléments de la surface de Poincaré d'ordre 5 et, au Chapitre V, à la surface d'ordre 6. WE
Enfin le Chapitre VI contient quelques remarques géométriques générales.
Je prie mon maître, M. Paul Appell, doyen de la Faculté des Sciences, de
ER LR OT
(1) Le terme a déjà été employé incidemment par Schwarzschild.
trouver ici l'expression de ma plus profonde reconnaissance : il ne m'a jamais cessé ses conseils et ses encouragements et a toujours accueilli mes résultats avec sa bienveillance accoutumée. Je dois également adresser tous mes remerciements à M. G. Fayet, pour l’amabilité avec laquelle il a mis à ma disposition, en vue de recherches bibliographiques, la Bibliothèque de l’Observatoire de Nice.
HISTORIQUE DE LA QUESTION
La théorie qui nous occupe a donné lieu à des travaux formant deux groupes distincts, et totalement indépendants l’un de l’autre : d’une part, les célèbres études de Poincaré, complétées au point de vue pratique par G.-H. Darwin et M. Ladislav Bénès; d’autre part, les très importants Mémoires de M. Liapounov. Nous allons les passer en revue successivement.
Les travaux de Poincaré.
C’est en 1885 que, dans une courte Note (‘), Henri Poincaré annonça qu’il venait de découvrir une infinité de nouvelles figures d'équilibre pour un fluide en rotation, dérivées des ellipsoïdes de Jacobi. Presque en même temps, l’auteur publiait, dans les Acta mathematica, l'exposé détaillé de ses recherches, en un Mémoire (?) qui reste toujours l’Ouvrage capital sur la question. Poincaré commence par y donner la démonstration de plusieurs propositions énoncées par Tait et Thomson, en particulier à propos de l’anneau fluide, puis, développant les principes dont il vient de se servir, il passe à l'étude des figures ellipsoidales et obtient, pour les ellipsoïdes de Jacobi, des résultats qu’on peut résumer ainsi : ;
1° Il existe des figures d'équilibre non ellipsoïdales, infiniment voisines de certains ellipsoides de Jacobi, dits de bifurcation ou critiques.
2° L’axe de rotation étant pris pour axe des, les axes o, Vo? — b?et Vo? — a?
(1) Comptes rendus Acad. Sc., 1. CI, 1885.
(°) Sur l'équilibre d'une masse fluide animée d’un mouvement de rotation (Acta mathematica, t. VI, 16 septembre 1885).
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d’un ellipsoïde critique doivent satisfaire aux équations suivantes :
R, me ans RD RES:
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Dans ces équations, R,= Vo? — 4°, R,— 9 15°; R, est une fonction de Lamé de », d'ordre », qui n’est divisible ni par ÿo° — &?, ni par ÿ5° — b°, et dont tous les zéros sont inférieurs à b?; les S sont les fonctions de Lamé de seconde espèce correspondantes. Ces deux équations permettent de déterminer les axes du Jacobien critique, dont on suppose en outre le volume donné.
3° La figure infiniment voisine d’un Jacobien critique défini par la fonction R, de la coordonnée elliptique e s'obtient en portant sur la normale au Jacobien, en chaque point défini par les deux autres coordonnées elliptiques w et v, une longueur €, dont la valeur, en première approximation, est
M, et N, étant les fonctions de Lamé associées à R,, et e une constante arbitraire très petite, dont on néglige le carré. |
4° Le premier Jacobien critique donnant naissance à une série de figures d'équilibre non ellipsoïdales correspond à la valeur » — 3 du paramètre de l'équation de Lamé; la surface d'équilibre infiniment voisine coupe le Jacobien suivant la petite ellipse principale, et suivant deux lignes de courbure de cet ellipsoïde. C’est cette surface qu’on a appelée depuis prriforme.
»° Les surfaces ont rigoureusement, c'est-à-dire même si l’on cesse de s'en tenir à la première approximation, trois plans de symétrie si » est pair : ce sont les trois plans principaux du Jacobien. Si » est impair, il n’y a que deux plans de symétrie, les deux plans principaux passant par le grand axe. L'axe de rotation n’est donc pas alors un axe de symétrie.
Ajoutons que l'expression
a recu de Poincaré le nom de coefficient de stabilité d'ordre n.
La fin du Mémoire des Acta est consacrée à l'exposition de la remarquable théorie de l'échange des stabilités; l’auteur croit pouvoir en déduire que la figure piriforme est stable.
En 1900, Poincaré prit pour sujet de son cours de Physique mathématique à la Faculté des Sciences les fluides en rotation; ses leçons ont été rédigées par M. L, Dreyfus et publiées en Volume sous le titre : Figures d'équilibre d’une
masse fluide (*). Les Chapitres VI et VII de cet Ouvrage se rapportent au sujet qui nous occupe : ils présentent un bon résumé des points essentiels du Mémoire des Acta et sont d’une lecture plus facile. |
A la suite d’une remarque de Schwarzschild (?), faisant observer que le principe de l’échange des stabilités ne pouvait pas être appliqué sans modification au cas de la figure piriforme, Poincaré reprit la question de la stabilité dans un important Mémoire (*) publié dans les Philosophical Transactions, de Londres. Par une méthode remarquable, basée sur l'expression de l'énergie d’une double couche, il va jusqu'à la deuxième approximation pour la forme de la surface et en déduit la condition nécessaire et suffisante pour que la stabilité ait lieu. Il s’agit de reconnaître quel est le signe d’une quantité se composant d’un nombre infini de termes, tous positifs, sauf deux. Si elle est : négative, il y aura instabilité, et il suffira pour le constater de calculer un
nombre fini de termes; s’il y a stabilité, il faudra calculer la somme des termes
positifs ou une limite supérieure de cette somme. Poincaré n’aborde pas ce calcul, mais il en indique tous les éléments.
Les travaux de Darwin et de M. Bénès.
Les divers Mémoires de G.-H. Darwin sur la question, tous réunis au Tome IT de ses Scientific Papers (*), ne sont, comme il le dit lui-même dans la Préface de ce Volume, que des traductions numériques des résultats théoriques de Poincaré. L'emploi de notations inaccoutumées, et d’une méthode assez différente, au moins pour la forme, de celle de Poincaré, rend la lecture de ces travaux un peu déconcertante. Un excellent sommaire, joint à chacun
de ces Mémoires, facilite heureusement beaucoup la compréhension du texte.
Darwin a abordé la question en 1887, par un travail sur les ellipsoïdes de Jacobi (°), qui, quoique en dehors du problème dont nous parlons, est d’une lecture utile pour connaître la méthode de calcul que l’auteur reprendra plus tard dans le cas du Jacobien critique.
Les trois Mémoires les plus importants sont de 1901-1902 et ont été écrits sur l'invitation de Poincaré, dans le but d'étudier la stabilité de la surface
(!) Paris, G. Naud (Gauthier-Villars), 1902.
(?) Die Poincaresche Theorie des Gleichgewichts (Annalen der K. Sternwarte, München, Bd III, 1898).
(?) Sur la stabilité de l'équilibre des figures pyriformes affectées par une masse fluide en rotation (Phil. Trans. of the Royal Soc. of London, vol. 198, 1901).
(*) Scientific Papers, by Sir George Howard Darwin. Cambridge University Press, 1910.
(*) On Jacobts figure of equilibrium for a rotating mass of liquid (Proc. Roy. Soc., t, XLI, 1887; Sc. Pap., t. III, n° 8),
piriforme. Le premier (!) expose la façon dont l’auteur considère les fonctions de Lamé, sujet sur lequel nous reviendrons. Dans le second (2), Darwin applique sa méthode au calcul des axes du Jacobien critique correspondant à la figure piriforme, et donne pour la première fois les dimensions exactes, avec des figures, de cette surface en première approximation. Enfin le troisième Mémoire (*) aborde la question de la stabilité. Se reconnaissant trop peu au courant des fonctions de Weiïerstrass pour pouvoir suivre la‘méthode indiquée par Poincaré dans les Philosophical Transactions, Darwin reprend avec ses notations la marche suivie par Poincaré et déduit de son calcul que la figure piriforme est stable : du moins il lui paraît impossible que le résidu non calculé de la série puisse changer le résultat. A la suite des travaux de M. Liapounov concluant à l'instabilité de la figure, Darwin a refait tous ses calculs et a indiqué (*) en 1908 qu’il tenait toujours son résultat pour exact.
Il ÿ avait donc là une question en litige. M. Ladislav Bénès a essayé de la résoudre, sans toutefois y parvenir d’une façon définitive (°). Il a effectué tous .les calculs du Mémoire de Poincaré, partant exactement des formules de l’auteur : mais il n’est pas arrivé à la solution complète pour laquelle il aurait fallu pousser les calculs beaucoup plus loin. Néanmoins, d’après l'allure des premiers résultats, il semble possible d'affirmer que la figure piriforme est instable et de considérer ainsi la question comme tranchée.
Travaux divers.
Au groupe de Poincaré se rattache le Mémoire déjà cité de Schwarzschild qui d’ailleurs, sauf le point que nous avons signalé et une intéressante discussion des propriétés des coefficients de stabilité, n'apporte rien de très nouveau sur les figures dont nous parlons, et s'étend plutôt sur les problèmes d’Edouard
Hoche: ; :
Le travail de M. Globa-Mikhaïlenko (}, quoique en dehors de la question,
(:) Ællipsoidal harmonic analysis (Phil. Trans. of R. S., vol. 197, 1901; Sc.Pap?, t. LL, n°10). Ne | (2) On the pear-shaped figure of equilibrium for a rotating mass of liquid (Phil. Trans. vol. 198, r901; Sc. Pap., t. I, n° 11). (2) The stability of the pear-shaped figure of equilibrium, etc. (Phil, Trans., vol. 200, 1002; Sc. Pap., t. IE, n° 12).
(*) Further consideration of the stability, etc. (Phil. Trans., vol. 208, 1908; Sc.: Papstonil;n%42) # (5) Ueber das Vorzeichen des Poincareschen Ausdruckes für die Stabilität des bir-
nenformigen Figur ciner rotierenden Flüssigkeitmasse (Astron. Nachr.; t. 186,
n° 4459, 1910). | (5) Sur quelques nouvelles figures d'équilibre d’une masse fluide en rotation (Thèse
de doctorat, Paris, 1916).
y est intimement lié par l'emploi qu'y fait l’auteur de la méthode de Poincaré. Son objet est la recherche des figures d'équilibre infiniment voisines d'un ‘cylindre elliptique ; lés résultats obtenus avaient déjà été établis, en suivant une autre voie, par M. J.-H. Jeans (*).
Les travaux de M. Liapounov. re
M. Liapounov a publié sur la question un grand nombre de Mémoires qui, malgré leur intérêt, sont encore peu connus en France. On nous excusera donc de nous y arrêter quelque peu.
Ainsi que M. Liapounov le dit lui-même, c’est vers 1883 que, sur l'invitation de Tchebychev, il a commencé à étudier les figures ellipsoïdales d'équilibre d’un fluide en rotation. La question suivante avait été proposée par Tchebychev à divers savants russes : « Étant donné qu’on peut passer, pour certaines valeurs de la vitesse angulaire, de la série des figures d'équilibre représentées par les ellipsoïdes de Maclaurin à la série représentée par les ellipsoïdes de Jacobi, existe-t-il d’autres séries de figures d'équilibre auxquelles on pourrait passer à partir des figures ellipsoïdales ? »
Les études que M. Liapounov entreprit sur la question le conduisirent à publier, en 1884, un important Mémoire, constituant ce que nous nommerions la thèse de l’auteur, et que les universités russes appellent dissertation. I ne semble pas que ce travail, intitulé : Sur la stabilité des figures ellipsoïdales d'un liquide animé d'un mouvement de rotation, et écrit en langue russe, ait été connu hors de Russie, autrement que par une courte Notice de Radau dans le Bulletin astronomique, jusqu’à ce que M. Davaux en ait donné une traduction française (?), parue en 1904, avec des notes et quelques corrections de l’auteur. Ni Poincaré n1 Darwin n’en ont eu connaissance; et ce travail contient cependant quelques-unes des propositions du Mémoire des Acta, quelquefois même traitées d’une façon plus complète (*). A Ja fin de l'Ouvrage l’auteur, suivant l’usage russe, énonce quelques résultats sans démonstration. Or Pun de ces résultats est formulé de la façon suivante :
(1) Philos. Trans. of the Roy. Soac., 1903. Voir également, de ce même auteur, The motion of tidally distorted masses (Memoirs of the Roy. Astr. Soc., vol, LXI, part Ï, 1917). |
(?) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, mars 1904.
(*) Ainsi, dans le Mémoire des Acta, Poincaré a démontré que les équations
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avaient une solution, mais non qu’eNes n’en avaient qu'une seule : la démonstration de ce dernier point est donnée dans le travail de M. Liapounov,
SUR LES SURFACES DE POINCARÉ. Fr,
€ Etant donné un entier n quelconque, Surpassant 2, on peut trouver nt RE è $ de A ; :
E — + 2 surfaces algébriques infiniment voisines de celles des figures ellipsoï-
7 “1: pige ' ‘ AE À : 7e dales d'équilibre, et vérifiant, à une première approximation, la condition 1 pe . \ 13° + . .
d'équilibre. Parmi les figures délimitées par ces surfaces, une est infiniment
DE £ : w ; n PER ae voisine d’un ellipsoïde de Jacobi, et les E — + r autres sont infiniment voisines
des ellipsoïdes de Maclaurin. »
M. Liapounov a donc connu dès cette époque l'existence des figures infiniment voisines des ellipsoïdes d'équilibre : mais il n’a pas cherché à tirer parti du résultat qu’il avait entrevu, et a même complètement abandonné le pro: blème après avoir donné ce simple énoncé. Vingt.ans plus tard, à la suite des travaux de Poincaré, il a repris la question, en cherchant à la résoudre sans s’arrêter à la première ou. à la deuxième approximation; les résultats qu’il a obtenus sont exposés dans un grand travail, composé de quatre Parties publiées à des dates différentes, et que nous analyserons plus loin. Mais auparavant, l’auteur a publié un sommaire de ses recherches (‘), qui est d'une importance capitale, en ce qu'il expose la méthode suivie et les notations employées, indique les principaux résultats et permet d'aborder avec plus de facilité la lecture un peu ardue du grand Mémoire. La méthode de M. L'iapounov se présente de la façon suivante :
L'’axe des z étant l’axe de rotation, l'équation du problème s’écrit U + Q(x?+ y?) = const.,
U et Q étant, à des facteurs constants près, le potentiel et le carré de la vitesse angulaire.
L’ellipsoïde à partir duquel on veut chercher de nouvelles figures d'équilibre a pour équalion
e SAR J” HET N
PH 89 Ê ou
æ—=Vÿo+1sin6cosy,
y =Vo + gsinbsind,
z = Ve cos,
où l’on suppose g<r, le cas g = 1 correspondant aux ellipsoïdes de Maclaurin.
(:) Sur un problème de Tchebycher (Mémotres de l’Académie impériale des Sciences de Saint-Pétersbourg, vol. XVII, n° 3, 1905). À partir de ce moment, tous les travaux de l'auteur sur la question sont écrits en francais.
Les coordonnées de la figure infiniment voisine sont mises sous la forme
x =Yo+C+i sin8 cos, y=Ve+C+gqsinbsind,
3 = Vo + cosf.
M. Liapounov développe alors la fonction inconnue € en série procédant sui-
vant les puissances entières de n ou de Vn, n étant la différence entre les valeurs de Q, correspondant à l’ellipsoïde et à la figure infiniment voisine. Il annonce avoir prouvé la convergence de ces séries et avoir obtenu, relativement à la question de la stabilité de la figure piriforme, un résultat en contradiction avec celui de Darwin. Les hypothèses faites sur la fonction € sont au nombre de deux :!
a. (reste inférieur à un nombre fixe suffisamment petit, Ô: b. Si l'est la valeur de € au point 0’, L’, et si l’on pose # cosÜ cosÿ/+sin8 sinB'cos(d/— 4) = cosv, |
la valeur absolue du rapport
reste inférieure à un nombre he suffisamment petit où, Voici à présent, brièvement analysé, le contenu du Mémoire. fondamental (?):
La première Partie, portant le sous-titre : Étude géné an du problème, n’est que le développement des principes dont le Pope de Tehebycher est le résumé, avec cependant de notables améliorations. L’auteur y expose en particulier la théorie des fonctions de Lamé. Nous ne nous occuperons pas de la deuxième Partie (Figures dérivées des ellipsoides de Maclaurin), puisque complètement en dehors de notre sujet. Disons seulement que le problème y est résolu dans toute sa généralité, y compris la question de la stabilité pour toute figure de ce type, quel que soit son ordre. La troisième Partie (Figures dérivées des ellipsoides de Jacobi) est d’un
(1) Sur les figures d'équilibre peu différentes des ellipsoïdes d'une masse liquide homogène douée d’un mouvement de rotation (Saint-Pétersbourg, imprimerie de l’Académie impériale des Sciences) : 1'° Partie, 1906; 2° Partie, 1909; 3° Partie, 1912; 4° Partie,
SUR LES SURFACES DE POINCARÉ. (e]
grand intérêt, bien que l’auteur s'excuse de n’y pas apporter de conclusions générales. Elle débute par une étude des équations qui définissent les ellipsoïdes de bifurcation, avec une méthode de résolution numérique de ces équaüons, sur laquelle nous insisterons particulièrement dans le cours de ce travail. L'existence et la stabilité des figures sont ensuite discutées, mais la complicaton des formules est telle que l’auteur a dû se borner à l'examen des cas particuliers les plus simples, les figures définies par 7 — 3 et » — 4, ainsi què les surfaces très allongées à trois plans de symétrie, pour lesquelles les fonctions de Lamé peuvent être remplacées par des fonctions de Bessel. Les calculs de M. Liapounov, comme nous l'avons déjà dit, concluent à l'instabilité de la ligure piriforme, mais à la stabilité de l’une des deux figures correspondant A et
Dans la quatrième Partie (Nouvelles formules pour la recherche des figures d'équilibre), l'auteur reprend sa théorie dès le début, en adoptant pour les coordonnées de la surface la forme
x=Vi+Zye +: sin cos, YENVITEZ Ve + gsinû sind, 3 =V1+2 cost,
ce qui lui permet de parfaire certains résultats de la deuxième Partie.
En même temps qu'il publiait cet Ouvrage, M. Liapounov donnait divers travaux connexes : en 1908, un Mémoire (') dans lequel il reprend, avec de nouvelles méthodes, quelques points de sa thèse, et obtient des résultats déjà donnés par Poincaré dans les Philosophical Transactions; en 1909, une Note (?) où, revenant aux hypothèses que nous avons indiquées ci-dessus, il démontre qu’il n'existe pas de figures d'équilibre vérifiant l'hypothèse 4, mais non l'hypothèse b, et que pàr conséquent les conclusions de ses premiers travaux sont valables sans aucune réserve.
Enfin une Note (*), parue en 1916 et où les équations de la surface sont présentées sous diverses formes, contenant toujours une série, prouve que M. Liapounov n’a pas cessé de s'intéresser à la question.
On voit par cet exposé l’importance des travaux du géomètre russe sur le sujet; toute étude nouvelle sur les figures d’équihibre des fluides ne peut que
(1) Problème de minimum dans une question de stabilité des figures d'équilibre d'une masse fluide en rotation (Mémoires de l’Académie impériale des Sciences de Saint-Pétersboure, vol. XXII, n° 5, 1908). ;
(2) Sur une classe de figures d'équilibre d'un liquide en rotation (Annales de l'Ecole Normale supérieure, 3° série, t. XX VI, 1909).
(3) Sur les équations qui appartiennent aux surfaces des figures d'équilibre dérivées des ellipsoides d’un liquide homogène en rotation (Bulletin de l’Académie impériale des Sciences de Petrograd, 1916), |
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s'inspirer de ses méthodes; malheureusement, beaucoup de questions intéressantes ont été laissées de côté par lui, et la plupart de ses formules semblent susceptibles de grandes Simplifeations.
Notations. Fonctions de Lamé.
L'usage de notations très différentes rend difficiles la lecture de ces divers travaux et la comparaison de ces résultats. Nous allons indiquer très brièvement les principales notations des différents auteurs, puis celles que nous comptons employer dans la suite de ce Mémoire, en insistant particulièrement sur la question, capitale dans la théorie qui nous occupe, des fonctions de Lamé :
° Poincaré rapporte les coordonnées elliptiques p, 4, y à un ellipsoïde de référence dont les axes sont o, b et c; le Jacobien critique est défini par le paramètre 9; la surface infiniment voisine, par l'épaisseur €, positive ou négative, de la couche distribuée sur la surface du Jacobien critique. La fonction de Laplace est mise sous la forme d’un produit de Lamé, R(b) M(u) N(v); à côté de R on considère la fonction de Lamé de seconde espèce S. La fonction R(o) satisfait à l'équation différentielle
Pour distinguer entre elles les fonctions de Lamé des différents types, Poincaré a recours à trois indices; une fonction s’écrira RŸ, avec la sgntipates suivante des indices : » est le degré de R;
K a la valeur 1 si R est un polynome entier en bp,
» 2 She multiplié par Wo?— b?, M
» multiplié par Ve — ce » 4 » multiplié par ÿ9o?— b? Ve? — C2,
Enfin z est choisi de telle sorte que R, ; devienne, pour b = c, égal à un faces teur constant près à
en vertu de la relation qui lie les fonctions de Lamé aux fonctions sphériques générales.
Ce mode de définition des fonctions de Lamé par trois indices ( est théori-
(*) C’est aussi la notation employée par Schwarzschild.
quement parfait; pratiquement, il est un peu compliqué; et Poincaré l’abandonne aussitôt après l’avoir posé en principe ; il désigne simplement les fonctons de Lamé par R,, R,, .…, le choix des indices étant laissé au hasard. Il en résulte une grande complication; et un même symbole désigne parfois, dans les Acta, dans les Philosophical Transactions et dans les Figures d’équilibre, trois fonctions de Lamé différentes. À part cet inconvénient, les notatons de Poincaré sont dans leur ensemble remarquablement simples et claires; elles sont d’une symétrie parfaite (*) et conformes à l’usage général. On peut leur adresser le reproche d’être un peu compliquées pour le calcul.
2° M. Liapounov, comme nous l’avons vu, met l’équation du Jacobien criüque sous la forme æ? 2 2?
Lot = PH LOF 4
avec 4 << 1. Nous avons vu également de quelle façon il présente les équations de la surface de Poincaré. Les deux notations suivantes sont d’un usage courant dans tous ses Mémoires :
A(p)=Vr(e+1)(e +4) I ° do RE ef. a 2'J, PpA(e) La fonction de Lamé est désignée par le symbole E,,,(2); m en est l’ordre, et l'équation de Lamé s’écrit
d dE\ 2 sr (aT) —[8+ m(m+i)p]E= o.
s, qui est inférieur à 2m, est défini comme il suit; on pose p = x*: Si E(x) est de la forme Polynome en #, on aura
2M—S= 0 (mod 4);
Si E(x) est de la forme Vz? + q x Polyn., on aura | , 2M—S=I (mod 4);
Si E(x) est de la forme Vz* +1 x Polyn., on aura
2Mm—S—=2 (mod 4);
(:) Surtout dans le Mémoire des Philosophical Transactions, où les axes de l’ellipsoïde de référence sont désignés par à, b, € au lieu deo, het c.
Si E(x) est de la forme W(x?+ 1)(4? + g) x Polyn., on aura
2Mm—Ss—=3 (mod 4).
Lorsque "» est grand, il peut y avoir ambiguïté; mais on n’a guère alors à considérer qu’une ENS fonction de Lamé de chaque ordre. Les fonctions de seconde espèce s’écrivent F,,,(p). Les coefficients de stabi-.
lité, qui sont i }
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sont désignés par le symbole T,.. La fonction E,, qui y figure est de la forme
(en) (p + Re).
ou Ve+i(p+h)(o + ha)...
Les notations de M. Liapounov ontl’avantage de se prêter aux calculs numériques avec une grande souplesse; elles ont l'inconvénient de détruire complètement la symétrie et, ce qui est plus grave, l’homogénéité des formules.
3° La symétrie est également abandonnée de parti pris par Darwin, qui considère même la forme habituelle des produits de Lamé comme impropre au calcul. Le cas d’un ellipsoïde de révolution conduisant à une fonction de Laplace de la forme
Ps(u) P:(v) 2 0,
COS
les P étant les fonctions sphériques générales, de degré z et d'ordre s, Darwin cherche à mettre le produit de Laplace pour l’ellipsoïde à trois axes inégaux sous une forme ‘ Partant d’un ellipsoïide de référence dont il désigne
les axes par À VU. > k, 0, il introduit trois coordonnées y, k, © et considère
les fonctions De :
a. Des fonctions de u et v, désignées soit par l}, soit par P?, suivant que ce sont des polynomes en $, ou de tels polynomes multipliés par le radical
(ou le même radical en 4). Les coefficients de ces polynomes sont des fonctions sphériques ordinaires de 11 ou v. Aïnsi la fonction Ÿ,, qui définit la surface piri-
forme, s’écrira
1 9 Pa (5) + 3 ÉPIC).
b. Des fonctions de » désignées par €’ ou 5, si z et s sont de même parité, et exprimées par des polynomes en $ où le coefficient de BÂ est cos(s + 2k)0 ou sin(s + 2k)o. Siret s sont de parités différentes, on est conduit à des poly-
nomes analogues, mais multipliés par V1 — $ cos 29, et les fonctions résultantes sont désignées par C? ou S'.
Le fonction de Laplace sera le produit de deux fonctions semblables de 1 et y, et de l’une quelconque des fonctions de © : donc en tout huit solutions.
De plus, à côté des fonctions Ÿ etP s introduisent des fonctions de seconde espèce, @; et Q;, que l’on met sous la forme de séries infinies en B, dont les coefficients sont les fonctions sphériques de seconde espèce.
On a peine à reconnaître sous cette forme les fonctions de Lameé, et il est bien difficile de s’assimiler cette méthode, malgré les avantages qu’elle présente peut-être pour les calculs ultérieurs. Remarquons qu’elle conduit à l’introduction des intégrales elliptiques de Legendre.
Dans ses deux derniers Mémoires, Darwin change un peu ses notations initiales : 1l désigne les axes de l’ellipsoïde de référence par cosy, 1—k*sinyet 1,
5 I 3 à et les coordonnées & et y par Rand et sin0. Avec ces notations, on a
— 92 sin?
I Et
sin?
q étant une fonction de k, d’ailleurs très compliquée. Ajoutons que les coefficients de stabilité sont désignés par À; ou K;. Enfin Dana dans ses calculs numériques, fait toujours le volume des Jaco-
biens égal à Fe LA Les axes A, B, C d’un Jacobien sont alors donnes, en fonction
des éléments o et 4 de M. Liapounov, par les formules
VACRTE PTE PARA RS Die RE ANR fra BR EAR VR+Ut+) \Vo(e +1) Ve(e +)
4° Nous emploierons, dans ce Mémoire, les notations de Poincaré, en les modifiant légèrement.
a. L'’axe de rotation sera pris pour axe des x. : Les axes de l’ ellipsoïde de référence seront &, b, 0. Le Jacobien critique sera défini par le paramètre p; ses axes seront ÿ \ ‘
désignés par A, B, C, avec A c B< C, et ABC = 1. On aura donc
ro = CG: 2 bi—B, Ve a?— A.
ù d. Nous désignerons les fonctions de Lamé, solutions de l’équation (Bar) by (aptat)ey ler + Det BLE
\ | par le symbole R,., » étant l’ordre et s défini comme il suit : Si R est un polynome en », s—= 0 (mod4);
si R est un polynome multiplié par ÿp° — b?, s—=1 (mod); À si R est un polynome multiplié par ÿ/o*— a?,
*s=2 (mod);
si R est un polynome multiplié par ÿ(o? — a?)(o°?— b?), s = 3 (mod),
avec s<{2n. Il pourra y avoir ambiguïté dans certains cas : nous affecterons
alors la plus petite valeur de s au polynome ayant les plus petites racines.
Les fonctions de Lamé que nous aurons à considérer seront toutes du type R Nous les écrirons, si 2 est pair,
OEN C ee
n,Aai*
et si » estimpair
CCE) (or ae) ets HAE
les &« étant tous inférieurs à b?.
La concordance entre les «; et les L; de M. Liapounov est
Fe — LA a?
Ajoutons que nous traiterons certaines questions avec les notations de M. Liapounov, sans les modifier.
Afin d'illustrer ce que nous venons de dire sur les fonctions de Lamé, nous donnons un Tableau indiquant les diverses notations pour les fonctions des ordres 0, 1, 2 et pour les plus importantes des ordres 3 et 4. La première
colonne donne la valeur de ces fonctions; les trois suivantes, les symboles employés par Poincaré dans les Acta, les Figures d'équilibre et les Philosophical Transactions; enfin les trois dernières indiquent les notations de Darwin, de M. Liapounov, et celles dont il sera fait usage dans ce travail.
Présent
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LES BIFURCATIONS DES ELLIPSOIDES DE JACOBI
La première question qui se pose au sujet des surfaces de Poincaré est la détermination des éléments de ces surfaces, c’est-à-dire des axes du Jacobien critique correspondant, ou des quantités p, a, b, ainsi que des «. Nous ayons vu qu'entre ces inconnues p, &, b existaient les deux équations de Poincaré
R,> S 1,2 R> So, 1 DORA ER =
«) ès = es R;,2 9,0 #0 R,0 92,0 (2) 3 PS AS ENE
avec, comme troisième condition, la valeur donnée du volume. Darwin a résolu ces équations pour 7 — 3; M. Liapounov a donné une méthode générale pour
leur résolution et l’a appliquée à la surface de Poincaré d'ordre 4. C’est cette méthode que nous nous proposons de reprendre, de compléter et de simplifier. Traduite avec nos notations, voici de quelle façon elle se présente :
On commence par s'affranchir de la condition de volume, en fixant @, par pie en faisant a —1; on reviendra ensuite par une ue HHObeTUE aux
axes du Jacobien ayant le volume “
b. A toute valeur approchée », de » correspond une valeur approchée b, de b qu’on peut calculer au moyen del équation (1). On cherche alors, par des essais successifs, quel doit être », pour que l’ équation (2) soit atebité par Po et D. Si deux DAC Pa Et Po donnent à l’expression
Rio Se Rr,09n,0 ; 27 HI
RS Co SE t
en
des signes différents, la vraie valeur © sera comprise entre p, et p., etbentre b, et D. L'application de la méthode comporte donc trois stades :
1° La recherche d’une solution approchée pour +. Sur ce point, que nous étudierons tout à l'heure, M. Liapounov n’a donné aucun renseignement.
2° Le calcul de b par l'équation (1), p étant donné. Ici la méthode de M. Liapounov est remarquablement pratique : nous ne la modifierons pas et n’en parlerons même pas dans ce Chapitre; nous l’exposerons plus tard, en l’appliquant à la recherche des éléments de la surface de Poincaré d'ordre 5.
3° Le calcul de Lo (3). Observons que la deuxième partie du calcul
a déjà donné la valeur de + 7 R, SO UN OMIS RIT donc de calculer —— oo
La formule de réduction ‘a donnée M. Liapounov est d’une grande complication et conduit à des calculs très ardus. Nous allons donner une formule de réduction beaucoup plus simple, et nous la traduirons ensuite avec les notations
de M. Liapounov.
Recherche d’une solution approchée.
À mesure qu’on avance dans la série des valeurs de », le Jacobien tend de . plus en plus à s'approcher de la forme de révolution; si l’on consulte le Tableau, dressé par Darwin, donnant les axes de divers Jacobiens, on constate qu’à partir de C=3, pa axes À et B sont égaux à 0,1 près. On obtiendra donc des résultats approches satisfaisants en ea AetB, ou aet D égaux, c’est-à-dire en assimilant le Jacobien à un ellipsoide de révolution (: ). Cela revient, avec les notations de M. Liapounov, à faire 9 — 0.
[ \ (1) Cette méthode d’approximation a été prhposée par Darwin, mais il n’en dit qu'un
mot et ne la développe pas.
Des deux équations de Poincaré il ne subsiste que la seconde; voyons ce 1 Q . » . . ue qu'elle devient. A la fonction de Lamé R,, se substitue la fonction adjointe de
EN 0 4 LS ra 6 Legendre, Pi — ÿr?— 1; à la fonction de seconde espèce ne se substitue la
fonction adjointe de deuxième espèce
JS 1 r + = ÿrè— 1 log RE
1 D Ê Vr?—i 2 FF —1
La première partie de l’expression devient donc
Tr+I
A AVE NE VAS A 1) Ne verge
Quant à la deuxième-partie, comme les fonctions R,, ne contiennent pas de radical, elles se transforment en polynomes de Legendre d'ordre n, et les fonc-
. } Ce S Je . x uons TE So deviennent les fonctions de Legendre de seconde espèce, Q,. L’équation de Poincaré deviendra donc
Tr HI F— 1]
PAG OUT
—r+ = (r?—1) log
Si l’on applique ce procédé au cas r — 3, cas très défavorable puisque c’est le premier, on trouve comme valeurs approchées des axes
GC 1550; Ale Re 05m les vraies valeurs étant
Gr 68: AVE 0; 091: B=o,81
la moyenne de ces deux derniers nombres étant 0,73. Dans le cas x — 4, nous trouvons comme valeurs approchées
alors que les vraies valeurs sont
la moyenne de ces deux derniers nombres étant 0,655. On sera donc certain, à partir de # —5, de trouver des nombres dont la première décimale sera
sûrement exacte.
Cas où » est très grand.
: Lorsque 7 est très grand, le calcul devient très compliqué, par suite de la forme de moins en moins simple que prennent P, et Q,. Comme il ne s’agit toujours que de rechercher une solution approchée, on simplifiera beaucoup [ex calcul en remplaçant P, et Q, par des expressions approchées pour grand.
On connaît la valeur approchée de P,, lorsque » est très grand, donnée par
Laplace, à
) ( 2 D I n T Pi(cht) = PAT AN ra mt se
4 dl À de Qu PA) JR
Par la formule
on arrive également à la valeur approximative
I ant / ï (e CE 1 et ar ve ; Qu) = 4 / sin | (n + 2) |
Nous aurons donc
; JE cos(2n +1) P;(z) Qx(s) RE Una (on +1)sh0?
Ô étant défini par chô—Z.
On pourra encore écrire I cos(2n +1)
> PA 5 FA == — Pa(s)Qn(3) RAR EEE et l'équation approchée deviendra
cos(27n +1)l 2n +1
= Vrè—: |- r + = (r? — 1) log” si à
NT avec $ ch4 = r.
La résolution de cette équation ne sera plus bien compliquée; on se servira utlement des Tables de fonctions hyperboliques publiées par l’Institut Smithsonien de Washington.
Expression de la fonction de Legendre de seconde espèce.
Revenons au cas ordinaire. L’équation que nous avons à résoudre pour . . r . n ft. « .
obtenir une solution approchée contient la fonction de seconde espèce Q,, qui,
sous forme d’intégrale, s’écrit ;
AM EL | ÿ dE MERE for
et peut être mise sous la forme
3 + I 3 Ÿ Palo Re, 4 A), |
12, 2er AA |
où /,—, est un polynome de degré » —1. Diverses expressions de ce polynome ont été données; la plupart contiennent les polynomes de Legendre de degrés inférieurs à ». Ainsi, la formule de Christoffel est
Je (z) Re Pony -uS Piste) an 3(n 1) P;:3(2) ne Se 5
celle de Schäfli et Hermite est
dt
; fants)= D 3 Puité)Peu(s).
Toutes ces expressions sont compliquées, et la formation par ce moyen du polynome /,_,, donc de Q,, est longue et fastidieuse. Nous allons démontrer que /,-, est susceptible d’une forme beaucoup plus simple, et pour cela introduire le polynome B,(:), de degré inférieur à #, dépendant de P, par l’identité
(1) An(z}Pi(s) + B(2)P,(z)=1,
À, étant un polynome de degré inférieur à 7 — 1. Nous commencerons par démontrer la propriété suivante :
Entre deux polynomes B correspondant à deux polynomes de Legendre de degrés consécutifs existe la relation de récurrence
(2) Pri(s)Ba(z) — Pa(s)Bri(s) +
Le premier membre est un polynome en 3 de degré 27 — 2 : nous allons démontrer qu’il s’annule pour 27 — 1 valeurs de z, à savoir les » racines «,, Gr...) ns dé P,(z) et les » —1 racines GEO Gauridé Pre). On Aen effet, d’après (1),
I SO ENT AS (GS
Pour 3 —«;, l'expression (2) deviendra donc
| Pr ee di — 1.
elle est nulle d’après l’une des formules de récurrence des fonctions de
Legendre, | (s—1)P,(s)= ne Pa(s) —m Pass):
De même, pour une racine f, on aura .
BE} | MIO TQUS Fi = RS | ( 85) et l'expression (2) devient
PA CB) AVAST 7
elle est également nulle, en vertu de la formule de récurrence déjà citée, et de
la suivante :
-2P, te VoR (3) = 2 Pa(s),
d’où l’on tire en effet (z2—1)P, (3 Je nbits) naine)
Dans la formule (2), qui se trouve ainsi démontrée, faisons alors 3= 1 : sachant que P,(1) = 1, nous en tirons
B, (1 ==1B,: 500) BCE
let,comme b;(z)=\1,7 De même, faisant 3 — — 1, et nous souvenant que P,(—1)—=(—1}", nous
obtenons s Bien Le
Ceci posé, considérons Q, sous forme d'intégrale, etécrivons, la variable d'intégration étant f,
Cr ( 3 ) ‘0 k A Pr B, p* dit
LE LT
Intégrons par parties le terme contenant P°; nous obtenons
: QC BAUz) Ju Ah + B;, 2tB, dt (3) y Pa(s) (22—x1)P,(2) po ë | P; nn RE
De l'identité (1) nous dérivons
(4) A} Pl} ar A P ae Bx PS Sn B, Pa sp °7 d’où | À} Ta B° dr: À B, # À Pr pe be re P, Ce |
Soient &,, A5 ee) An les racines de P,, et b,, b,, ..., b,:, celles de: P’. On sait que les racines dde ces deux polynomes sont toutes simples. Nous écrirons, par décomposition en éléments simples,
RAA ED
f P, ed P,(bi) 5 — bi DEN | ê PAP ue B} (ai )P, (ai) BC) Ï PAP, — eu (P,(a)F ts 0) + 2 Pa( Se
donc, les sommes portant sur les b se détruisant en vertu de (4), A AD) D B,(a)P{{a&) à 1 [Pal sa i=4
Or nous tirons de l'équation différentielle de Legendre la relation suivante :
Pair) 2 4j PCA M Part
donc
Considérons alors la fraction rationnelle
»zB,(z) (z2—1)Ph(3)
et décomposons-la en élèments simples; nous obtenons, en tenant compte des résultats que nous avons établis sur B,(1) et B,(— 1),
22 Br 24; Ba (ai) vi # AN EE (13 TE D di) 3 — &i ZI PAT
Le premier membre est justement l’expression entre crochets dans l’intégrale figurant dans la formule (3), et par conséquent nous obtenons en inté- . grant,
ou
En utilisant la formule! de récurrence e que nous avons établie pour la fonction De nous trouvons la formule de récurrence pour f : :
fn) Pn(5) — fn 22) Pat) =
Au moyen de cette formule, il sera possible de donner à f,_, la forme suivante :
I 0 (EDEN e HIT O O I I nl Ep P, OUI DO 0 0 = >.
e l 0 2 Por PE Loto o 0 = He oe— ° fra P,P P;4 ? n- k 0 0 CAO 0 Pr De ni \ RO) O O 0tTO ne) EI D va n
le déterminant contenant » lignes. En le simplifiant à l’aide de la formule de récurrence liant trois polynomesde Legendre consécutifs, nous obtiendrons f,.,
sous la forme très simple d'un déterminant à (» —1) lignes :
SR AU NS) 0 o 0 re)
DM SONT O 0
o 3 523 0 0 fit) n_iNWZ)= — | 0 O À 02 >
n! A ) J O o) © (e) DRAC TES 0 QNRIOLT LT OT ATONTES ... (2n —1)z
Signalons également les formules suivantes, aisées à établir, donnant les polynomes À, et B,, sous forme de déterminants, le premier à (7 — 2) lignes, le second à (7 — 1) lignes (*) :
\ (neû R LAN D O Due 7 O0 A,(z) £ 5 4 RASDESS SES Z 0 ) (Rail 9 4 30 0 Gi arevS 281 112 010 | PO SO 6 [l Bi(5)= > 0 dE RS I EENL O0 0 0 ANA US
Le calcul des éléments approchés des Jacobiens critiques sera beaucoup sim- PP q P plifié par emploi de ces formules.
Réduction de la fonction de Lamé de seconde espèce.
Nous avons vu que, pour le calcul des éléments exacts, il faut calculer, entre autres termes, l’expression .
on +1 n,0 n,0
et par conséquent la fonction de Lamé de seconde espèce, d'ordre n, liéeà R,
(:) La seconde de ces expressions nous a été communiquée par M. Whittaker, professeur à l'Université d'Edimbourg/ à la suite d’un échange de vues sur la question.
par la formule ch dt
S=(on+ nr f RO Van 0)
Les fonctions R,,, que nous avons à considérer étant des polynomes en p, nous pouvons chercher à appliquer à la fonction S,,, le procédé de réduction qui nous a réussi pour la fonction de Legendre de seconde espèce.
D'une façon générale, considérons une fonction de Lamé du type Re 5» C'està-dire un polynome en s, et la fonction de seconde espèce correspondante. Nous les désignerons par R et S, supprimant momentanément les indices pour simplifier l'écriture. Soient «,, ,, «,, … les racines de R, o compris s’il ya lieu. Nous poserons
L’équation de Lamé s’écrivant alors MR WW/R' —En(n+i)e+ KIR=o,
nous avons la relation
D'lledre
la danable d'intégration étant /.
-Introduisons me polynomes A et B, de degrés respectivement inférieure aux degrés de R'et R, et définis par l’ identité
Coue AR BR.
SU ne CAC, MBRIN Det œn+toR ) \(R°R/W
ou, après une intégration par parties,
EÉcrivons alors
SE TR dt{A+B BW!
Gn+DR RW MANCIR UE RN D
La décomposition en éléments simples, jointe aux propriétés exprimées par . l'identité obtenue en dérivant l'identité i 1), nous donne
ne A (æ;) R° B(xi) R°(oi) I se 0 — di
DIE RS (a) I Wa) Ra) (a) PER
Si nous décomposons en éléments simples l'expression
et, par conséquent,
>WW!B TER qui est une
fraction rationnelle, nous obténons
| re ka Ba) ii B EDS BD NN TUE R(a) p—a ds o+a De R(b)o—b R(—b) ei
DES WE Ne ere
B' ; - et, portant dans l'intégrale à calculer,
| À A Nous en tirons la valeur de - .
nous pouvons écrire
DD ED
(on +i1)R RW f
Or, si » est pair, R ne contient que des termes de degrés pairs enp,et Bne contient que des termes de degrés impairs. Si n est HUE c’est le contraire. Dans les deux cas, on a
B(«) pe B(— a) R(a) R(— a) B(— 6) B(b) NET ANT
Par conséquent
S B B(a) ENT p BC) Î$ i
(nr EDR | RW ÉR(a) WW 122 R(6
Mais rappelons-nous que
Par conséquent
d’où la formule de réduction suivante, donnant S,,,; en fonction de 5, et Site
Ste) Byu() GB (a) SE BAPE on +i Va) 0 3 Ra) jee ”
SA CO) \Bia(Q)t er ana RE RAC Ve An
L'application de cette formule nécessite donc le calcul de S,, et Si. Or, dans le cas qui nous occupe, nous avons vu qu'avant de passer à la deuxième équation de Poincaré on avait dû considérer la première équation, et par conséquent calculer les fonctions S,, et S,,. Ce qui serait utile actuellement, ce serait donc une formule de réduction donnant S,, en fonction de S,, et S,,; nous allons la rechercher tout à l'heure. La formule que nous venons d'établir n’est donc d'aucune utilité pratique pour nous; nous l’avons donnée néanmoins, d’abord à cause de sa simplicité; ensuite parce qu’elle est valable, que n soit pair ou impair, à l'inverse des formules que nous établirons ultérieurement ; enfin parce qu’elle sera peut- -être utile dans d’autres théories.
Avant d’ abandonner cette expression, signalons l’élégante formule qu’on en
- üre en faisant r = 1:
cu?
RONA RU Tin
Afin de faire connaître quelque peu les méthodes de Darwin, nous allons transcrire cette formule avec ses notations, et la démontrer directement en utilisant les expressions qu’il a données pour les fonctions de Lamé.
En nous reportant au Tableau de concordance de l’Introduction, et en nous souvenant que les fonctions de seconde espèce introduites par Darwin diffèrent
: I RUN des fonctions S par le facteur 5h37" NOUS écrirons notre formule
Or, d’après Darwin,
Quant aux fonctions de seconde espèce, Darwin, posant
A = V1 K?sin°d,
donne leurs valeurs sous la forme suivante :
K I I PO (REF RE
K A? s { PO! — ( I ER 1 pt),
sin? RE K? 2 KR A PQ; =K co124 (gra tas - Re):
dy
E et F sont des intégrales elliptiques, du type de Legendre, fa d') et f : De plus,
4 A costh DAEE ere ; K3 sind
Portant dans notre formule, nous trouvons
f à Knn K® sind cos (KF—KE)+ (RE-Kr- ee 0
sin?
CEE œil Be. PR: - CS RAI Bar OS + (re A tang d KA E) = N AE
Les termes en F disparaissent; quant à E, il a pour coefficient
K Ki —K(i—K?)+K—K
HN Re TE
Il vient donc, en divisant par K,
À Rat pee x sine cost = K'? Le, ou 2 — cos?4 — (1 — K?)sin?, 1— K?sin?b — cos?b — (1 — K?) sin?9. CONEND:
Nouvelle formule de réduction.
Cas de x pair.
Cherchons donc à obtenir une formule de réduction introduisant les fonctions déjà calculées, c'est-à-dire les produits
28 PIERRE HUMBERT, i
et Ro; S24 <
D'après la première équation de Poincaré, ces deux expressions sont égales. Lorsque n est pair, on a Ro (pm) (etai.
Posons p®—7, et prenons désormais r comme variable. R,,, considéré comme fonction de r, satisfait alors à l'équation différentielle
r(r —b2)(r — &)y! + = (37 —obr—2ar+ab?)y 1 gr +i)r+K]y= 0.
. Si nous posons
= Vr(r—b?)(r— a),
nous aurons
CNE Nr HS | dt res) dt MEN 2 fe (t— &)F(é) | 2 7 t(t— b?)F(4) /
2n HI k de seen D ee Rue) f. FC) REC)
Tout ce qui suit s'applique d’ailleurs à toute fonction $,,,; quand #2 est pair. De l’équation de Lamé nous tirons
et
De
(n F'(a; Ra RE Cor / Fa) _ Ra).
Comme nous l’avons fait plus haut, HAIEOENaCnS les polynomes A et B par
l'identité fondamentale ARBRE Te
Nous allons commencer par démontrer une propriété du polynome B, dont nous aurons à faire usage dans la suite.
Écrivons, par décomposition en éléments simples,
Perse Co) RC RE AU rR(7) Pa rR(o) rs D uR' (a) (ai) To; sat
mais, d’après l'identité fondamentale,
Ba) — Ra) É
donc RD (7) en b:(07) I vi rR(r) rR(o) > Ra) ra
Maultiplions les deux membres par r et faisons tendre r vers l'infini : observons que le degré de B est inférieur à celui de r et par conséquent que le premier membre tendra vers zéro. Nous obtenons
LS
B(o)arr re?
R(o) =D RE? (a)
Le même procédé nous permettra d'écrire
B(b2) RD = 22 (= RG) B(a?) ue I
R(a?) => (ai — a) RE (a)
Or la relation (1), que nous avons tirée de l'équation de Lamé, peut s’écrire
I FE I R
di nu a" b? su PRET AE : R'(@;)
Multipliant par R'°?(4;) au dénominateur et sommant, nous obtenons
B(b) . B(a!) _ 1 Ra) RE) Ras) — Ru)”
somme qui est nulle, comme étant la somme des résidus de la décomposition
en éléments simples de la fraction rationnelle RG
Nous pouvons donc écrire la formule
B(o) B(b?) B(a?) (a) R(o) + R(G+) * Ra)
c’est celle que nous voulions obtenir.
Ceci posé, nous écrirons
à S Def AR BR MAL BA NE a (3) (en LR le RNCS NP Re R RF/F
D'autre part, ;
A + B' BQai) R'(o) 4e B(a;) F'(a) 1 R
( MIN 4 N PU/ 0 Li ris Ra) (r— ci) R'(œ;) Fa) 7 — a;
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nous trouverons
De Bai) F'(ai) BP) EU) QUE a Ra) Fa) r—u R(r)F(r) | 1f1 B(o 1 B(b?) I B(a?) [5 + r — a? an
Portons ces expressions dans (3) et tenons compte de la formule (2); nous
pourrons écrire }
SR pe (on +i1)R 2 | dti B(a)F 3 B(a?) b2 : [B(6). B(o) pu fa RG) Et Be Re 8009 RE) Ce | ce qui donne NS B B(a) 3 Ba), , [B(#) B(o) an DO Ca AR CG Pad Ne pe | Re"
Faisant N — M; nous verrons alors, en remontant par un calcul inverse, que
le coeffieient de M est Ba?) F BF AB
> Ra) EF ER IUUR
Nous avons ainsi obtenu une expression de S en Me de M, quantité déjà connue. Si nous portons cette expression dans la seconde équation de Poincaré, dont le premier membre, c’est-à-dire le coefficient de stabilité d'ordre n,est
TS UE M 2n +I | nous obtenons | ARORUE B(a?) FR? BRF' BR Ba) R?
la quantité entre crochets se simplifie en vertu de l'identité fondamentale, et si nous posons
> RG) RG = CDI),
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nous pourrons écrire R2(7)
CHAN L2M F(7) Tr) + 0(r)].
C’est là une expression très simple pour le coefficient de stabilité. En la transcrivant avec les notations de M. Liapounov, nous verrons combien la : formule donnée par cet auteur est compliquée en comparaison. Mais nous allons traiter auparavant le cas de 7 impair.
| Cas de x impair.
Dans ce cas, plus compliqué, nous avons
Ruo(s) = p(p?—)(o— 02)...
et, en prenant encore pour variable p?— 7,
RO EE Var (re rt)
Nous poserons 3 R(r)=Vrw(r) et nous reprendrons la notation Hero ei).
L’équation de Lamé nous donnera les relations
Y'(a;) L Ca)
\” (ai) ER dj Fa) ‘
Nous introduirons alors les deux polynomes À (r) et B(r), de degrés respectivement inférieurs à ceux de Wet Y’, tels que
Nous écrirons alors
Ar) Y(r)+B(r)L'(r)=1.
S dd dé NT ACT D pl de (on +1)R = f RCE MEN ANPTTES E ty? Fi ou, après une intégration par parties,
S ji) (ES ji) HE
Cn+HIR rwF TETE
Nous poserons momentanément f(r)=F(r)=r(r—a)(r—06?).
Afin de faire apparaître les termes qui figurent dans l’intégrale, nous décomposerons en éléments simples l’expression
| D Ho) à AGE ECS) FA
On a, en remarquant qu’il y a une racine double, r — o, d’où une complication At grande que dans le cas précédent,
DEN fe) MO) D ON) Cup ete)
TV f Wa) fo) ras a?W(a?) r Ta b2W(b?) r — bp? Yo) _ Bo) 1 Blo)f'(o) _ Bio) W(0)
t RME CO} ar El 0) lo) ER re
Bio)fe Bio). r' Bo) (ot Do) Fou (0) 1
rW(o)f rW(o) 2rW(o)f'(o) a?W(o) r — a? ne bY(o) r — DER
/ Nous en tirerons
nie LMD B(o)f Ha) Ne Ro R a U'(a;) fl) ra rf. rY(o)f aY(e)r—a? bWY(b)7r— b? Bo). Bo)Y'(o) Bo) à Bo) A rW?(0) aW(o)r—a b?W(o) r—b?
Les relations que nous avons tirées de l'équation de Lamé nous permettent d'écrire d’autre part
DC) Ce) ra 0 SD CE Ca) NS D), À De a = ai (di) er DS a; W'(a;) re)
La décomposition en éléments simples nous permet d’ailleurs d'écrire la relation suivante :
ÿ vw’ SN AGAES ; +9 B (6) + DB (o)w"(0)
FAN AU En dos) °r — a; BW (6) r — 8; ds rW(o (o) (0)?
SUR LES SURFACES DE POINCARÉ. 35 les B; étant les racines de Y”, ainsi que
LE D (45) RorA de B (0) B'(0) 3 (o) W' (0) . y a? W(a5) ue HEArR r?Y (o) rw(o) r Y?(0) l D'ailleurs 3 (3) PROS ENT Be (Bi) Cr — f5) D ue (Ba r — 6 et
A A'(8:) out Wi(o).
PP du BW" BD r— Bi ro)
Toutes ces relations nous permettent d'écrire
Da BD (a) flo) RAA > 3 y" À (0) y” (0) À FA) B (0) di War) fou) r— a r UV"! "rW(o) (0) rw qe © rEV (0) | B'(0) Bo) (0) eu (0) Dr Co) LE r W? (0) AT A TON
ou enfin, après réductions, en tenant compte de l’identité fondamentale, \ » D ALL CCR AU (0) 2
ANT) fn re or rw r#Y(o) lrW°t)
Comparant alors les deux expressions que nous avons trouvées pour cette somme et reprenant la notation F, en nous souvenant que
[ Pl ie — 2 Ê ) Î F nous obtenons la relation ND Br (1) Sr PR AD A 0 = De (io Bo) _, Bo). B(0o) , (0) (0) QTE: r? w (o 0) « 1? L' (0) rw r (0) ji rs (o) 7h w?(0)
Ta Wa) RE NOM DR) RES DIN a (a) rar bo) re b2
Ba) Bo) 1 B (0) DE 10) 1
Nous avons au premier membre l'expression qui figure dans l'intégrale que nous voulons réduire. En y portant cette valeur et en éfectuant une intégration
He: Ÿ
par parties, nous trouvons 25 dre ÿ à 3 (o) (on HAa)R TT rwE rW(o)F
dt 2 Ba), sf F |: Vo) @Va)i a DV) 10 | (0) Ka B'(o) Bo) |
B (0) 1 Me a Yo) ta * bEW(o) tb | EW(o) #W2()
Nous simplifierons l'expression entre crochets en nous servant de la formule (1) ci-dessus. Multiplions par r les deux membres de cette égalité, et
faisons ensuite r infini. Nous obtenons
3 (o) 5 3 (o) 3 (a?) 3 (b?) (ae aW(a?) b2W(b2)
se 2 3 (0) 3 (0)W!(0) Fo Vo 7 Po et | Fo)
C’est cette formule qui va jouer ici le rôle que jouait, pour 7 pair, la formule
B(o) B(4?) Ba) Rio) FREE) Rae |
Afin de simplifier l’écriture, posons pour un instant
FAO MECo) Ma Cor) 3 (0) 5 3 (a?) de a? WW (0) DRE) MES (0) B (b2) bW(o). WE)
La formule (2) s’écrira alors
(9) et expression figurant entre crochets sous le signe d'intégration s’écrira
HE + PRÉ QT UT CODE
ce qui, en se servant de (3), pourra être mis sous la forme
OO I où I I 1 b? ; l = Er, RATE Re Ne RP ET 2 ON pense et )
SUR LES SURFACES DE POINCARÉ. 35 ou d \
En portant cette valeur dans l’inté Met N, et nous obtiendrons
S D D (o) Lx mn 1 b?
DR RER SN AD D) EC 21. à eee MS pres dr) os A
grale, nous ferons apparaître les quantités
Comme M = N, l'expression qui multiplie M est
SNA I b? K" l m n
ce qui est égal, d’après (1), à
FACE D Br A 3 (0) a 3 (0) F' D (a?) F' or TE 0 7 r2W(o) rW(o)F . a W(a) F°
Le coefficient de stabilité étant
| RS | LR C(r)=M— © = M — ÿr —— 5, | DIET ere
nous aurons, en portant dans cette expression la valeur trouvée pour S, et posant
Wa) W(o)| rw rWY(o)
I jee en js ñ RSR
E(r)=— ne [2 ME (#)I(r) + (r)].
C’est la même expression que dans le cas 2 pair; mais la fonction II n’a plus la
même signification : le rôle qui était Joué par la fonction K est Joué 1c1 par la fonction
Il serait également possible d'obtenir une formule de réduction analogue, et d'apparence plus simple, en introduisant le polynome
d(r)=VrR(r)
et en considérant les deux polynomes A et B associés à ®. Mais il est inutile
d’insister sur ce point, puisque l’on serait conduit au fond à des calculs plus compliqués, le degré de ® étant supérieur d’une unité à celui de W°. Nous nous en tiendrons donc à la formule que nous venons de donner.
Remarques générales sur les fonctions de Lamé.
| . / . n A r + " Ainsi que nous l’avons dit au début, ces formules sont spécialement adaptées.
au cas actuel, c’est-à-dire au cas où l’on connaît les fonctions S,, et S,,. Nous ferons remarquer que, suivant les besoins, on pourrait introduire d’autres fonctions S. Revenons en effet au cas où 7 est pair : nous étions arrivés à la relation 5
S ANA I dt Boots BE 1 a (a 1 | a ne nt R(o)r R(b?) r —b? R(aæ)r—a],
“w.Telle-qu'elle est écrite, cette formule est une formule de réduction de Su aux trois fonctions S d'ordre 1, S,,, S,, et S,,. En nous servant de la relation | B(o) , B(U), B( R(o) R(b?) R(
nous avons conduit le calcul de façon à faire apparaître S,, et avons eu la formule cherchée en fonction de S,, et S,,. En suivant une marche parallèle, nous aurions pu obtenir une formule de réduction aux fonctions S,, et S,, ou Si et S23. Ces relations, inutiles ici, pourraient peut-être trouver leur application dans d’autres problèmes.
De même, dans le cas de 7 impair, nous avons obtenu la formule
S 3 3 (o) PU TAENE m n PT RR E N ee re rc mer Cl F (: meer (2r +1)R rÜE ONE ANSE 1 a? Ur) ou : 2 3B'(0) B(o)W’(o) = = ZA ) W? (0) 0) (0)
formule qui, en tenant compte de la relation l+m+n—=o,
permet de la même manière la réduction soit aux trois fonctions S d'ordre ts soit à une fonction S d’ordre 1 combinée avec une fonction S d’ordre 2.
Enfin, on peut très facilement étendre la méthode que nous venons de donner à des fonctions de Lamé d’un type autre que celui qui figure dans les équations
5 ER ’ . . . + . “r Al L a Poincaré. Ainsi considérons la fonction S associée à une fonction R de la orme
Î P étant un polynome en #°. Nous poserons encore pire
R(r)=Vr—aæw(r).
Les équations de condition seront
On introduira les polynomes X et ÿ dépendant de Yet W”, et l’on suivra pour la réduction une marche absolument parallèle à celle que nous avons suivie précédemment, quand nous avons traité le cas de n impair; mais les fractions rationnelles que nous aurons à considérer admettront, au dénominateur, a comme racine double. On arrivera à la formule
D Ba) ue LRU |
CAC NU AN ON LR PAS te
avec re Jin tu) (a) _ (0) _ (a) | 77 a) a Va) D (a?) (02)
TOR
CG a) Ge)
En tenant compte de la relation
ltim+n—=o, nous réduirons de la même manière S à une fonction d'ordre 1 et une fonction
d’ordre 2.
Une fonction S associée à une fonction R du type
R= Ypo? bEP(o2)—=yr bi (r)
admettra une formule de réduction tout à fait analogue
S si FL) 3 (6?) pet re EL | CR OR re Pa?) ENS RME UT RE
avec ARE jar de ae D AE OS) 7 w2(b?) ni W(b?) ie w?(b?) 4 PA AE Da mn 7 DV) bW(7 Me DB (02) D (a?) (ar ECO?) are (S) et
lLm+n—o.
Ajoutons, sans insister davantage, que l’on peut obtenir ainsi des formules de réduction pour les fonctions des divers autres be La fonction S associé à
He Votes
par exemple, se traitera de la même façon, en introduisant des fractions rationnelles ayant deux racines doubles au dénominateur.
(b)=rvr=BY(r),
Passage aux notations de M. Liapounov.
Nous avons supposé dans tout ce qui précède que la première équation de Poincaré avait été préalablement résolue par la méthode de M. Liapounov.
R Cette méthode donne le moyen de Faites la quantité A; étant posé, comme
nous l’avons déjà signalé, }
A est par conséquent ce que nous avons appelé F, et R n’est autre chose que ce que nous avons désigné par M. Nos résultats s’écrivent alors de la facon suivante : ;
° Cas de n pair. — Le coefficient de stabilité pourra être mis sous la forme
Er — — por A(s)n'(e) + N(p)}
SUR LES SURFACES DE POINCARÉ. 39 avee 1 B(o) B(o) ATOS NE eee i RER SEE ETS)
B étant le polynome de degré inférieur à celui de E, défini par l'identité Ab DRE.
À étant un polynome de degré inférieur à celui de E’. 2° Cas de n impair. — Nous avons, dans ce cas,
LÉGER À (a VRP EE et nous poserons
E — Ve + I y.
Nous considérerons alors les polynomes À ei 3 associés à W° et W”, et nous obtiendrons
Ts 2 OfeR A (e) We) +1 (8h avec ste To) € 0 3 (e) B(—1) RE TT A to) er le GED We le ED a)
Il convient de présenter ces expressions sous une forme un peu différente, plus 1 ‘ te RUES propre au calcul. M. Liapounov, en effet, mettant en évidence la quantité A--, A qui est déjà calculée, considère, non plus T,,,, mais une expression égale à T,,,, à un facteur positif près, et qui, par conséquent, a le mème signe que T,., et
s’annule avec lui. C’est cette expression, qui joue un rôle fondamental dans le calcul des axes du Jacobien, qu’il désigne par le symbole
AR
x . (l Nous trouvons pour J la valeur suivante :
avec, pour 7 pair,
et, pour 7 impair,
"=! [90 rn+ Ho Arr 2 Cent) MONET)
| (o) ch Y(— 1)
4o PIERRE HUMBERT.
Identité avec les formules de M. Liapounov.
M. Liapounov présente la quantité J sous la forme suivante :
AE
ee
avec les significations, pour le cas » pair,
te VD ee |
qg(i—q}e E?
ÉTAIT ijtoce a)
K=E()|P+ se +g( + Je] i A
Don I E(o et | H > 2h hi) 9 Eh Eh) ne 1
LIRE
I I ME Ag 2 G— hi) q) Eh) Dans le cas # impair, on a, en posant
b(e)=Ve+rE(r)
avec
—_— (oi) EE TE EE A RE OR REA ro nn DA enT ennure eut
De Sa ; ag D Han (SRE
LE Run. a DE nt
L a la même expression que dans le cas 7 pair.
Il est inutile de faire remarquer à quel point ces formules sont plus compliquéesque celles que nous avons indiquées. Même pour le cas le plus simple, —4, M. Liapounov est conduit à de très longs calculs pour exprimer les sommes figurant dans K et dans L, et il est obligé, pour les simplifier, de faire appel aux équations de condition tirées de dr de Lamé. Dans les formules que nous proposons, la seule difficulté réside dans la formation du polynome B
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(ou DB), qui d’ailleurs se déduit de E et de E’ par des opérations rationnelles, et sans que l’on ait besoin de connaître les racines de E.
Étant donnée la profonde différence de forme qui existe entre les formules de | M. Liapounov et les nôtres, il est nécessaire de prouver qu'elles sont iden-
tiques. Nous allons partir des formules de M. Liapounov, et les simplifier par l'introduction du polynome B associé à E et E’. Commençons par le cas de » pair.
Cherchons à exprimer les sommes figurant dans K. Par décomposition en éléments simples, nous avons
B(e) AB (6) B(—1) e(p+n(p+g)Ete) gpEto) G—gp+)EC : 5 B(— q)
GTR GE)
B(— Ai) EE +Y hifi — hi) (hi q)E(— hi) o + h;
Comme, d’après l'identité fondamentale, on a
| PR es ete ( ti) E/ (2e hi) ; la somme qui figure dans cette relation n’est autre que 2P. Ecrivons de même ; B{S) A) Bla)
oE(o) fe o E(o) +Ù k;E2(— R(e+h)
En multipliant les deux membres par p, et faisant tendre b vers l'infini, nous ,obtenons
d’où Le même procédé nous donnera ;
2 DCE NT SM PRE 8 SP da Eee Po Lee DITES R > G— hi) Ci qg)Er (hi) (g—n)E(-i) G—g)E(-a) ce qui nous permet d'écrire
5 BONES F4) Pat EC 1) 40 DEC 9
fa PIERRE HUMBERT.
Portons ces valeurs dans l'expression de K, en tenant compte de la décom-
position 1 I I I
K A? I HAE E(o)
à rene n * rnenllée
B(= 1) En)
B (eq)
Ho
Il est facile de voir que le second crochet est nul; on le LORS à partir
des équations de condition tirées de l'équation de Toner
1 1 1 E"(— hi)
hi sh hi— q Fe RAT A dy (— hi)
en suivant exactement là marche que nous avons suivie plus haut pour dé-
montrer la formule B(o) B (0?) B(a?)
Ho) RON Bi Nous obtenons donc enfin an Poe 1 B(o) E? To E(o) 4 E(o) ou KA?—-E?(5)H(e) Passons maintenant à l'expression L.
Nous écrirons 3 Bo) q —1 B(—:1) D De DA EE EU REA PRE RER RER RES REP en Of SA I k I
Ha) FEI pra En tenant compte de cette identité, ainsi que de
BU E(o) E(— 1)
Brra) E(— 9)
le
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+5: RE E n étre 21) à 2 [p E(o) +1 E(—r) p+gE(—3ga)l]| Par les procédés de décomposition en éléments simples que nous avons déjà si Souvent employés, et en utilisant les équations de condition, nous trouverons
MBA DB (0) 1 B(—:1) DD eg ARE!
E A pe É(o) p+1 Ef—:) RP GIE a HSE Donc .[r B(o) 4 BA TEA ap L—: o F2 ANA 2e cé | | Pr 4 |: E(o) à © Ea E | ou
, L=pi+HES Ar pe).
Mais, en remarquant que.
1— AE — BE et que BE — BE'— F2H7,
nous obtiendrons
d’où enfin
ce qui est exactement la formule à laquelle nous étions arrivés directement. Passons maintenant au cas » impair.
Nous calculerons les sommes d’une façon analogue, mais il faudra considérer des fractions rationnelles ayant la racine double 9 — — 1 au dénominateur. Nous trouverons ainsi
pie ere | dr) ET et | TN 2) B'(—:) 1 Za=nlu—-)reo :
po se)
W?(— 1) (g—1)W(—1) L'ETETI E
En nous servant de l'identité ,
I ll I
- NA EDP LUTTE (GE) (DE TAC DÉS T ON ES OREE nous mettrons aisément K sous la forme suivante :
3 (+4 26H) AMV) AM W(0)
Mes ae ot je bis sense Yy(o LS W?(— 1) 0 CO A NEA EM ot a ONE) ea TE (eo te ES sn
On démontrera sans difficulté, à partir des équations de “hier que le second crochet est nul, et l’on obtiendra par conséquent
KA? EH
Une marche analogue permettra de calculer L. On trouvera
L—$ ., KA J B D(—:) À + | 154 MS 2 Ft D Li ‘ou é AAA D B(— 1) IR 2) 1 BRrwr Re À LE [ne + idem nn Étren
Or, comme nous avons
d’où
ce qui est bien la formule voulue.
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Applications.
À titre d'exemples, indiquons les résultats qu’on obtient pour les deux cas les plus simples :
-19 A — 3. — Nous écrirons alors, avec M. Liapounov { 1 9
Donc
avec À Oo) A) W(—r)—=h—:1.
Nous avons donc
L ll ll I I uen (PH 1)tR 1) ce qui, après réduction au même dénominateur et simplifications, devient
Se STAND ATP à] et par conséquent P { Has l oh | HP (PE A) ESA) d’où N “ or 4 k 4h | Fa ANS re Le _(e+A)(e +534)
C’est bien le résultat auquel est parvenu M. Liapounov, après un assez long calcul, et qu'il présente sous la forme suivante :
(e+h)(e+3h) ; Je+ h)(e+3h)
Ve
ho Dee ire (i+ fe p+g
20h = 4. — Écrivant dans ce cas, toujours suivant les notations employées par M. Liapounov,
nous aurons
d’où ‘ I $ S PAUSE 2 NÉS RU LUS SON ga hi Le ER NN EI « f 2 Gr 0 (se An)(ec so r) Nous en tirons L Use ar 2r($?— 4r) Hit sE Cort E(sE +orE et enfin I D I 1 Led AR EE SRG Tuer PRE ner E(sE+a2rE/)
expression qui se prêterait un peu mieux au calcul que celle qu'a employée M. Liapounov. |
Nous verrons, dans les Chapitres suivants, deux exemples complets de l'application de la méthode de M. Liapounov, modifiée par l'emploi de nos formules, au caleul des éléments des Jacobiens critiques correspondant aux surfaces de Poincaré d'ordres 5 et 6.
LA SURFACE DE POINCARÉ D'ORDRE
Après avoir recherché d’une façon générale les éléments des surfaces de Poincaré, nous allons en étudier quelques-unes en particulier. Aux valeurs n — 0, 1 et 2 du paramètre de l'équation de Lamé ne correspondent pas de surfaces de Poincaré : la première qu’on rencontre est donc la surface de Poincaré d'ordre 3; c’est celle à qui Darwin a donné le nom de pear-shaped figure, et qui est Hu classique sous le nom de figure piriforme où piroïde. Nous allons présenter quelques observations sur la forme de cette surface.
La figure qu’a donnée Poincaré dans les Acta est bien connue. Elle a été reproduite dans les Figures d'équilibre, ainsi que dans le Mémoire de Schwarzschild. Elle affecte, en effet, la forme d’une poire, avec des inflexions nettement accusées. Mais elle ne repose sur aucun calcul, et lorsque Darwin, après avoir calculé les axes du Jacobien critique, fait à son tour le dessin des sections de la surface par ses plans de symétrie, il trouve une forme bien différente, beaucoup plus allongée, convexe et plutôt ovoïde que piriforme. Ces deux schémas, celui de Darwin comme celui de Poincaré, ne tiennent compte que de la première approximation. Ultérieurement, Darwin a donné une nouvelle figure, en poussant jusqu’à la-deuxième approximation; et la forme de la surface s’écarte encore beaucoup plus de la forme proposée par Poincaré.
Les résultats de Darwin relatifs à la première approximation appellent quelques remarques.
Son dessin a été fait en donnant, à la quantité e qui figure dans la définition de la surface, une valeur arbitraire. Nous sommes alors en droit de nous demander si, en donnant à € quelque autre valeur, on n’obtiendrait pas une surface dont la section par ses plans de symétrie présentât des inflexions, rappelant par conséquent le schéma de Poincaré. Nous allons démontrer de façon rigoureuse que 6 est impossible et que la surface piriforme, définie au point de vue mécanique et considérée en première approximation, est toujours convexe.
Propriétés et équations de la surface.
Nous allons commencer par résumer les propriétés déjà connues de cette
surface.
SI
Les axes du Jacobien critique (en supposant toujours son volume égal à
sont, d’après Darwin, \ C—1,885827;
M. Liapounov, par un calcul plus précis, a corrigé quelque peu ces nombres. Des résultats qu’il obtient, QD IOP ET PT 0; 80170, 0,076908 <q 6,076013, il déduit { 1,889629<7 CZ 1,885652, 0,819031 << B<0,815040,
Dans la suite de ce Chapitre, comme il s’agit de comparer les résultats de Darwin à ceux de Poincaré, nous prendrons les nombres de Darwin, quoique légèrement erronés, et nous adopterons les valeurs Au
C'r1,8858; des D OLdO) À — 0 ,6507 à Nous en déduirons À LA 3 HOT
Or 2 8010.
La surface de Poincaré d'ordre 3 est définie par le dent normal
| t M3,0(4) N3,0(%) VC COP EC)
à partir du point w, y du Jacobien critique (déterminé par p — C). Les/fonctions M,, et N,, sont les fonctions de Lamé conjuguées de la fonction
où « est inférieur à L?; ou, en explicitant cette constante «,
Ron pfe— à (a+) + LV e |.
On a d’ailleurs a — 1,8000.
Te ee plans des zx et des yz sont des plans de symétrie. | L’intersection de la surface et de l’ellipsoïde dont elle dérive se compose | de l’ellipse principale, section de cet ellipsoïde par le plan des xy, et de deux lignes de courbure de l’ellipsoïde, définies par
VV. À Nous rappelons que c’est l’axe des x qui est l’axe de rotation. Cherchons à présent les équations de la surface Les coordonnées d’un point de l’ellipsoïde étant x, y, z, et les De Aoitie es du point correspondant (*) de la surface de AE étant X, YŸ, Z, nous pouvons écrire
' L x? y? 22 72 NT BRÈTE ( ER re Br Ur a) ) sh æ? y? 22 T2
2 PDA R (RER
La fonction €, exprimée en fonction des coordonnées +, y, z, a d’ailleurs pour
(*) Nous disons qu’un point P d’une surface de Poincaré est le correspondant d’un point Q du Jacobien quand il est situé sur la normale en Q à l’ellipsoïde, à la distance £.
SUR LES SURFACES DE POINCARÉ. 49 valeur
f 2 2 = 0) 20) 2 RS V4 Zz re a $ (= PRES F œ + Lurer ;
Si nous représentons l’ellipsoïde au moyen des coordonnées elliptiques et v, comme on à
LAVE) Fee ao as)
AV emo)
SV m0 A) NO) ne) Re se nues AV ane en pe VF 70e)
5/0 OV UE cp (ui a) (2
Fm C6
ER 4 RAT Eire NU RE) È Co ab TE Cab Er Y (p?— C2) (v2— C?)
Cette forme, qui peut être utile à l’occasion, ne serait pas satisfaisante pour le but que nous nous proposons. Il sera préférable d'introduire les angles ® et Ÿ,
tels que æ = À cosv cos,
y = Bcoso sind, 3 = Csiny.
On écrira alors
X— À cosv cosd,+ BC cosy cosbP ?,
nee
Y = Bcose sind + CAË coso sind pr é 1
1= Gsing + ABC sino P D
avec P = B2C?2 cos?e cos?d + A?C? cos?o sin?d + A2B? sin?e
50 PIERRE HUMBERT. + et
2 2 24 2 cos?v sin?{ C2 sin? —= = Cesing( RER + CRIE EE — ) PE
où — a? a +6? d
Discussion de l'équation des points d’inflection.
Considérons la section de la surface piriforme par un de ses plans de symétrie. Soit, par exemple, le plan des zy. Les équations de la courbe s’obtiendront
en faisant cosŸ — o; on aura donc
Y = B cose + CE cos®(C? cos?6 + B? sin?o) ?,
Z = C sine + BK, sine(C? cos?o + B? sin?v) ?, avec
; 1 é a — C A fe \—5 Co — Cesiny (b? sin?© — 4)(C? cos?o + B?sin?œ) *. È (e À
(a — b?) Nous écrirons Y = B cosy — n Ccosv ®, Z — Csino — n B sino D, avec ; | D — sinv(b? sin? — x) (b? sin?o — C?) !.
Le coefficient n est égal à € multiplié par un facteur constant. Avant de former l'équation des points d’inflexion, cherchons si l’on peut dire quelque chose sur la grandeur de n.
° 1: . ‘ TT 7° Considérons l'aspect de la section entre les points © — — ; c’est-à-dire le
sommet À de l’eliipse principale, et sing = — # c’est-à-dire un point de
rencontre P avec cette ellipse. Représentons l’ellipse en ponctué, et la section du piroïde en trait plein.
Brest
Ga eo eo. Fe
ee
Remarquons que, le point P étant fixe, la longueur AN est indépendante de n; la distance AM au contraire dépend de 1, étant égale à
Bn(b?— a)(b?— Cyr.
Lorsque y augmente, le point M tend par conséquent à se rapprocher de N;
des valeurs convenables de 1 auraient même pour effet de faire passer M entre N et O; la surface aurait alors un rentrant sur l’axe des z, ce qui, au point de vue mécanique, ne peut évidemment pas se concevoir. Cette idée avait déjà été esquissée par Darwin (!), lorsque, construisant la section du piroïde pour une valeur particulière de e, il regrettait de ne pouvoir exagérer cette valeur,
ce qui aurait pu être intéressant pour donner une idée de l’évolution de la surface. |
Cela va nous conduire à une limite pour n. Si nous traduisons en effet en nombres l'inégalité
.AM<AN, nous trouvons, n L0,2228.
Il est d’ailleurs inutile de faire remarquer que c’est une limite très supé- : M < à “Se s D LTE rieure. Nous ferons remarquer aussi qu’il suffit de faire varier o de o à -; r 2
on n'obtient ainsi qu'un quart de la section; mais d’une part cette section est symétrique par rapport à l’axe des 3; et d'autre part, on peut considérer le second quart comme correspondant à 0 9 + avec n négatif. Nous donnerons donc à n des valeurs tant positives que négatives.
Formons à présent l'équation des points d'inflexion, c’est-à-dire
VII ZINT", Nous trouvons V2! — DY'=BC— n[(2C? — b?) D + b? sine coso D’ + (b?sin?o — C?) P”] + 12 BC(2%°? + D? — pp").
Cette expression se compose donc de trois termes :
1° Le terme constant BC, dont la valeur est 1,537;
2° Un terme contenant n? en facteur; il'serait facile de voir qu'il est toujours petit et positif; nous le négligerons;
30 Un terme contenant 1 en facteur. Si nous posons b?sin?6 —4{, nous écrirons le coefficient de — n sous la forme suivante :
A ee +5 Ge +03 a) + 3C2(C?a — 2b?a + 2b2C2)].
(2) «It is impossible to construct an exaggerated figure, for if we do so the blunt end acquires a dimple, which is absurd, »
ho PIERRE HUMBERT.
Calculons f'(4).
Si nous désignons le polynome entre crochets par
lB+ me + nt+p,
la dérivée f’(4) s'annulera avec le polynome
— ol + (50 5m)+e(5Cèm—5n) +4(3C?n —3p) + C?p.
Dans l’intervalle considéré, c’est-à-dire
D AUS
il n’y à qu’une racine, voisine de {— 0,4, et correspondant à un maximum.
pour (4); d'autre part, f (4) est toujours positif. Le cas le plus défavorable serait donc celui où f({) serait maximüm, et où n serait également maximum. Or dans ce cas, le calcul donne
log. maximum de’ f— 0,81691; log. maximum de n — 1,34706
et par conséquent À Maximum de n f — 1,464.
Comme nous avons BC — 1,537, la différence entre BC'et n f est 0,073, quantité positive. Il n’y a donc pas d'inflexion, et nous pouvons conclure par ce théorème général :
« Quel que soit e, la surface de Poincaré d'ordre 3, considérée en première approximation et définie au point de vue mécanique, est toujours convexe. »
Remarques géométriques.
S1 l’on veut construire la section par un de ses plans principaux, le plan des xz par exemple, de la figure piriforme, il faut fixer une valeur de € et tracer la courbe par points. Nous allons présenter quelques remarques géométriques, qui faciliteront cette construction et permettront d’effectuer le tracé avec autant d’exactitude que possible.
Dans le plan des xz, les coordonnées d’un point de la figure piriforme seront données par
NN coso + CH sin cosv, Z= Gsino + AH sin?o, avec
Remarquons que la constante n’a pas la même valeur que dans le paragraphe précédent. |
Pour simplifier les énoncés, nous appellerons :
Sommets de la figure, les deux points situés sur l’axe des z, définis par
UT
EE
Pseudo-sommels, les deux points situés sur l’axe des x, qui coïncident avec les sommets du petit axe de l’ellipse principale; ils correspondent à # —0 eto—T;
Points fondamentaux, les points de rencontre, autres que les pseudo-
k no LRU 28 AE à œ sommets, avec l’ellipse principale. Îls sont définis par sin?o — —. (4/0)
Considérons deux points fondamentaux symétriques par rapport au petit axe de l’ellipse, et définis par les arguments 9, et — o,. Les coefficients angulaires des tangentes à la section en ces deux points seront
C coso,(C?— a? sin?v,) + 2n a? A sin? y, coso, — À sine, (C?— a? sin? 95) + 21 a?Csin?o, cos?o,
HE
(ASE LE Ccoso,(C?—a?sin?p,)—2na?A sine, cos w Mi — A sino (C2 02 sin20,) Lorna? C'sin°v, cos? 0, : À sin, (C?— a? sin?v,) + 2na? Gsin?o, cos?o,
Si l’on calcule alors l’angle V que font entre elles ces deux tangentes, on constate que les termes contenant n se trouvent être en facteurs communs au numérateur et au dénominateur, et l’on obtient
2 AC sing; c0s%
F C2? cos?0, — A?sin?6,
d’où la première de nos remarques : | Quelle que soit la valeur que l’on donne à &, les tangentes en deux points
fondamentaux symétriques par rapport à l’axe des x font entre elles un angle
constant, et égal, ce qui est évident, à l’angle que font entre elles les tangentes
à l’ellipse en ces deux points (cas correspondant à e — 0). Signalons également la propriété suivante, dont la démonstration est aisée :
. . c , » À 2) La perpendiculaire abaissée d’un sommet sur la tangente en l’un des pseudo-sommetls passe par un point fixe.
Il y a quatre points de cette espèce, dont les coordonnées sont
C2 X Ée Maes TA! Ccot<@, Z—=+C
On pourrait en donner une construction géométrique assez simple.
Quelques remarques peuvent être faites aussi sur le centre de courbure en un pseudo-sommet. Les coordonnées du centre de courbure K au pseudosommet © — o sont
C? HOME PT
DNA SPA ITU: PR À C+on'o?
Pi nc Ci + n°0?
Sr A Ci+2n?o?
Le lieu de K est donc une cubique unicursale. Si l’on transporte l’origine au pseudo-sommet, l’axe des æ étant pris pour axe polaire, on voit que cette cubique se déduit. par la combinaison
PT Pie des deux courbes he C? cosw DEN El, 2À 1 Esin?v et C2 PARUS À DES,
qui sont, la première une ellipse passant par le pseudo-sommet, et la seconde une droite tangente à cette ellipse. Le centre de courbure K se déduit d’ailleurs du centre de courbure w de l’ellipse par La construction simple suivante, dont la démonstration est évidente :
t Menons en A la tangente AT et la normale AN à la section, la tangente AG
à l’ellipse, et par w la parallèle à AO; AT coupe cette droite en D : menons DE
perpendiculaire à AD, jusqu’à sa rencontre E avec A6. La droite Ew coupe AN au point cherché K.
Nous énoncerons enfin la remarque suivante :
Le lieu des points de la section où la tan gente est parallèle à la tangente au point correspondant de l’ellipse se compose des normales à l'ellipse aux
points dé finis par
SIN = UV C2 CV Sr
et du grand axe de l’ellipse, solution évidente.
Dimensions des sections.
Pour compléter ce Chapitre, qui est en quelque sorte une monographie de la surface piriforme, nous donnons les valeurs des axes et les coordonnées des
Fig. 3. — Surface de Poincaré, d’ordre 3.
Section par le plan des æs.
PEL es
Section par le plan des yz.
Section par le plan des zy.
points fondamentaux des sections par les deux plans de symétrie. Nous partons
cette fois des résultats exacts de M. Liapounov; il y aura donc une très légère différence avec les nombres donnés par Darwin.
Axes du Jacobien critique :
d’où A2 19192 19:
2380123; et ° 4 — 1,79983.
Section par le plan des x3. — Coordonnées des points fondamentaux : = 0,42438; | ÿ 2 —1:42090!
Section par le plan des VZ. 2 Coordonnées des points fondamentaux : Y = 0,50066; 3 = 1,47786,
et, dans chaque section, les symétriques par rapport aux axes.
Nous donnons en outre, dans la figure 3, les sections, par les trois plans de coordonnées, du Jacobien critique et de la surface de Poincaré. Cette figure est, à très peu près, la reproduction de celle qu’a donnée Darwin (').
CHAPITRE UL
Les éléments du Jacobien critique correspondant à x — 4 ont été calculés par M. Liapounov, qui a donné les nombres suivants :
CESR RAD LIL Dre TRe
SUR LES SURFACES. DE POINCARÉ. 57 Pour la fonction de Lamé
M. Liapounov trouve L)THOAO ESS Us 109847, 0,23702 << 0,2370.
En prenant toujours le volume du Jacobien égal à 4 -; nous dédwisons de a)
ces nombres les valeurs suivantes :
Css o B— 0,6098 ; À — 0,0066,
et !
b2 ES 5,094.
Si, conformément à nos notations, nous écrivons la fonction de Lamé sous la forme
RP NE AR
nous calculerons facilement «, et ,. Ces deux quantités, et la constante K de l'équation de Lamé, satisfont aux équations
Ka; + as) = {(a? + b?)(as + 42) — 20502 + 4a?b?, K — 16(a? + 02) — 14(04 + &), 24 b?(a, + a) = Ko do.
On en tirera &, + % par l'équation du troisième degré 492 — 98 (a? + b?) 2? + 4x[i2(a?+b?)+13a?b?]— 48a*b?(a? + b?) = 0
dont on devra prendre la racine comprise entre o ét 20?;'puis on calculera &,«,, d’où &, et ,, inférieurs à b?. On vérifiera ces calculs au moyen des résultats de M. Liapounov. Nous avons signalé en effet que, entre les «; et
les h;, existait la relation = a(1— hi).
Nous trouvons, dans le cas actuel,
dy = 0990.
Poincaré a indiqué que le déplacement normal à partir du Jacobien critique H. 8
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est en première approximation
es
M, ou) N,. o(v) | Vi 0007 0) | ,
ee qui s'exprime en fonction des coordonnées cartésiennes par la formule
, be ve 3?
= ef + ——>© + — —: de.
Ly
A— a? CNE 0) x? y? z2 x? . y? 32 \ x (++ (++)
On voit de suite qu’il y a deux surfaces de Poincaré d’ordre 4 : la première, que nous appellerons surface positive, correspond à des valeurs positives de e; la seconde, surface négative, est définie par les valeurs négatives de e(*)
On trouve dans les Figures d’ équilibre un schéma de la surface positive, ne reposant sur aucun Ur M. Liapounov, quoique ayant calculé les éléments de ces surfaces, ne parle pas de leur forme et ne donne aucune figure. Nous nous proposons d'étudier la forme des surfaces de Poincaré d’ordre 4, considérées en première approximation.
Notons que les six sommets de la surface positive (c’ est-à-dire les points situés sur les axes de symétrie) sont tous extérieurs au Jacobien critique, tandis que ceux de la surface négative sont tous intérieurs à cet ellipsoïde. :
Citons enfin les résultats de M. Liapounov sur la stabilité de ces figures : d’après cet auteur, la surface négative est stable, la surface positive dote
Équations des surfaces. Points fondamentaux.
Les équations des surfaces de Poincaré d'ordre 4, en fonction des coordonnées elliptiques sur l’ellipsoïde, x et , sont données par
NET oo re) AP
ae ge, = art Ga Cie)
(*) À toute valeur paire de » correspondent ainsi deux surfaces de Poincaré distinctes,
SUR LES SURFACES DE POINCARÉ. 29 En fonction des angles o et Y, on aura
Ki
X — À coso cos d + BCC coso cost P :
Kw
Y = Bcoso sind + ACC coso sind ; ; À Z = Csine + ABC sinoP ?, avec P = B? C? 0052 cos®d + A2C? cos?o sin?4 + A?B?sin?o et
c=P (= cos?6 cos?d : B?cos?osin24 ‘C2sin?v ) = Le 1 Lee
Lt — a? (e,4 NT à b? dy
A?cos?o cos? B? cos?v sin? 4 C2 sin?
RAR A Nr ee ne
H2 — 4? Vo b? aa
Les deux surfaces coupent l’ellipsoïde critique suivant quatre lignes de courbure de cet ellipsoïde, définies par
HE (ds
et DRE
Considérons la section des surfaces par les plans des xz et des yz3. Il sera facile de calculer les coordonnées des points de rencontre communs des deux sections avec l’ellipse principale. Ce sont les points que nous avons appelés fondamentaux.
On trouve ainsi :
Section par le plan des x3. — Premier point fondamental : sinp, — 0,8559; AV 0 0 LO7e Bi = 20101
Deuxième point fondamental :
SIN Lo — 0,3379 ; Li 0,)700,
sk 22 — 0,7001;
et les symétriques de chacun de ces points par rapport aux axes des x et des 3.
l’une positive, l’autre négative. Au contraire, pour une valeur impaire de n,1l n’y a qu’une surface de Poincaré, un changement de signe pour e se traduisant simplement par une symétrie par rapport au plan des xy.
Section par le plan des y3. — Premier point fondamental :
sin®, — 0,865 ; y, = 0,3008 ; 24e 20000.
Deuxième point fondamental :
sin®, — 0,3410;
et les symétriques de chacun de ces points par rapport aux axes des y et des z.
Existence de points d’inflexion.
Il sera facile, avec ces données, de construire la section de chacune de ces deux surfaces par un de leurs plans de symétrie. Dans le plan des xz, par exemple, on a
X — A coso + CH coso, L — Csino + AH sine, ,
H = n(a?sin?o — a, )(a?sin?o — &2) (C? — a? sin?@) ",
n étant égal à e à un facteur constant près. On donnera à y une valeur arbitraire, petite, et l’on construira la courbe par points. Or si l’on fait cette construction, on s’aperçoit que, même pour de très petites valeurs de n, par exemple n — 0,02, la section semble présenter des inflexions, alors que, même pour des valeurs beaucoup plus grandes de , la surface piriforme n’en présentait pas
On pourrait former la quantité
NUE NEA
comme nous l’avons fait pour la surface d'ordre 3, et chercher son signe : mais ce serait un calcul très compliqué. Nous nous contenterons de prouver que, pour certaines valeurs de y, certains points de la section sont des points d’inflexion.
Quelles remarques peut-on faire sur la grandeur de n? Dans le cas où n est positif, nous ne pouvons rien dire, sinon que » doit être petit; mais nous ne pouvons pas fixer de limite supérieure à n en nous fondant sur des considéra tions mécaniques. Dans le cas où n est négatif, au contraire, en faisant un raisonnement identique à celui que nous avons fait pour la surface d’ordre 3 nous pouvons assigner comme limite inférieure à » la valeur — 0,032.
SUR LES SURFACES DE POINCARÉ. (o:
1! . 5 a È ‘ Formons l'équation des inflexions en un des points fondamentaux. Au point
défini par sin?o — —, on aura a
X'7"—TX'=AC— lue do)(ar— C?+ 3o)—4(a?—2a3) (as — a) (C?— 0)] Lt
(a? — a4) (42 —- dy) h ©
+ 8ACc (C2 Fe E 1 KE
Cette expression s’annule pour 1 — 0,028. Donc, même pour cette très faible valeur de », nous pouvons affirmer qu’il y a des inflexions. De même, pour la
2 La L . (o À L . .
surface négative, le point fondamental sin?? — PE est un point d'inflexion pour
Nous pouvons donc conclure en disant que les sections des surfaces de
Fig. 4. — Surface de Poincaré positive, d’ordre 4.
Section par le plan des æy.
Poincaré d'ordre 4 sont susceptibles d’avoir des inflexions, et nous tracerons ces sections en conséquence.
Les figures que nous donnons sont à la même échelle que celle de la surface d'ordre 3. La comparaison du profil exact de la surface positive avec le schéma
Fig. 5. — Surface de Poincaré négative, d'ordre [2
Section par le plan des æy.
de Poincaré montre que le Jacobien critique est beaucoup plus allongé qu'il ne le supposait, et que les points fondamentaux ne sont pas disposés de la même façon. Néanmoins l'allure générale de la section n’est pas trop inexacte, et en
tout cas ce schéma se rapproche beaucoup plus de la réalité que celui de la surface d’ordre 3.
LA SURFACE DE POINCARÉ D'ORDRE D
M. Liapounov n’a appliqué sa méthode générale de calcul des éléments du Jacobien critique qu’aux deux cas n —3 et n — 4. Nous allons dans ce Chapitre calculer les éléments du Jacobien critique correspondant à la surface de Poincaré d’ordre 5. Ainsi que nous l’avons dit ailleurs, nous emploierons, pour
la première partie du calcul (celle qui est relative à la première équation de Poincaré), le procédé de M. Liapounov, sans modification. Nous allons donc commencer par exposer brièvement cette méthode, dans ses parties essentielles. Le deuxième stade du calcul, relatif à la deuxième équation de Poincaré, sera traité avec les nouvelles formules que nous avons établies au Chapitre I de ce travail. Tout ce qui va suivre sera donc écrit avec les notations de M. Liapounov.
La première équation de Poincaré.
Cette équation s'écrit
On a posé
et
I “ dt NEA F,3— -(0 © TERRE EU REZ TEEN ET IE Q 5 2,3 la,s (ee 9) fl (t+i)(t+g)A(E)
L’équation considérée est donc
Voici de quelle facon M. Liapounov la transforme de façon à rendre sa résolution possible : nous entendons par ce mot de résolution le calcul de q, à partir de cette équation, où l’on se donne p.
Posant
] D te
et q ee p+g
on peut mettre R et Q sous la forme suivante :
x 1 z? dz ER ete k p+z?yi—X(i— 2?)
T+iQ=(p+1)
AG —2#)F
On développera alors les intégrales suivant les puissances croissantes de À, qui
Ghiie PIERRE HUMBERT.
est toujours inférieur à 1, et l’on obtiendra alors les développements suivants :
LAN Nr 2 = GE À EE a+ As À + :
o 2 DUT 6
3 di D ADaT
A ( ES nb bo 260 Te
avec
L’équation devient alors
PA SUN SA ù do — 0y + COCO
Avec les notations suivantes ay — by —=C, on +1 1 2 Le Re M RON ) on n on nñn 11—1A ( 1) , 9 )
M. Liapounov l'écrit
Le FO)
À 3 Ja FD = h+ UE
ISERE 2.4 He
Les coefficients a, et b, se calculent aisément au moyen de formules de récurrence. On a tout d’abord $
L'TIN AE drnl
1 1 La = =(p+1)—=pVp+rlos \
IE (o+r1)(3a—1).
Puis, en partant de l'identité
l ; ee TE (p +2?) | (on 5) (1er Don ED) (ne 122 ist yet P D ) È ) ( ) Cet ) , z' dz (pers (ee (on+4)(i— zÿ#t (on +i)(iz2}e (1 — 52}7 = ,\ )( ) - )( ) z? dz —(o +1) À ads. (0321)? (o + 52)?
SUR LES SURFACES DE POINCARE. 65 on obtient les formules
an +1 1
Any = Un + ———— b ÿ an 4 | DRE Are
On = (o +r)[(2r + AP — (an +o)an|].
On calculera donc, ? étant donné, les à, et b; jusqu’à un certain rang, puis on en déduira c et les /;; on formera ensuite l'équation
FO . , 20 , | ù Q Q dont il s’agit de trouver la racine À. Comme (À) est une fonction croissante de À, si À, est un nombre arbitraire inférieur à 1, la racine sera toujours com- . = C . ’ Ar .
prise entre re On pourra ainsi resserrer les limites de la racine cher- 0 \ chée autant qu’on le voudra. Ce procédé simple donne de très bons résultats. À une fois connu, on en déduira g et A—: Le problème sera entièrement (o)
’ Q 4 Us Là = résolu, et il n’y aura plus qu’à passer aucalcul de la seconde équation.
Conduite générale du calcul.
Ceci posé, examinons la marche du calcul avec son application au cas qui nous occupe. Comme nous l'avons dit au Chapitre 1, nous commençons par chercher une solution approximative, devant nous servir de point de départ pour les calculs de précision. Nous avons donc recours aux fonctions de Legendre.
Pour » — 5, le polynome de Legendre est
QUE
bo = (po+1)(3@—1),
C = do; AN Ps 4 4 bi = (05+ 1)(0&— 2@o); Fa DA 2
et ainsi de suite, avec 4 An LÉ »Aiy1 — SMS A ER Î) bis (so 1)[(2i + 5) œu— (oi a)ail.
(21+1) bi; à; Lee 2 < " ot
Puis on calculera À, comme nous l’avons dit, par l'équation
| dense et l’on en déduira g par la formule SP EPA PTRSPETAETE Enfin on formera AR ( I 125 ; Ve OMS Aie ne + ARE 2 + N76 À
k / ” Il faudra alors passer à la seconde partie du calcul, c’est-à-dire à la formation de J. Il faut calculer d’abord la fonction de Lamé correspondante :
E(p)=ve+i(p+so+r)= Ve +i(p+h)(p+ ho)
Cherchons à exprimer s et r de façon simple. Les équations de eondition tirées de l’équation de Lamé s’écrivent
HR ER 3 1 A
ke di ho ==7 * ho — q Fa Rs LS
De ces deux équations, comme k, + 4,5 et hk,h,;= r, nous tirerons d’une part x de: sq
7 1299 F8 —9sS et d’autre part $ À
2759 — 652 (10q + 7) + 4s(8g?+ ing + 4) — Sg(3g+2)— 0.
Cette équation du troisième degré permet de calculer s en fonction de g. On devra en prendre la plus grande racine; si l’on fait 4 = 0, l'équation devient
‘ OMIRS ë dont les racines sont o, ci “ La racine s que nous cherchons est donc celle 9,
qui se réduit à pour g = 0. On pourra alors la développer suivant les puis-
sances croissantes de 9, et écrire
Ce développement permettra de calculer aisément s, en fonction de 4. On en déduira ensuite r par la formule indiquée ci-dessus (‘). Tout est prêt alors pour le calcul de J. Voyons quelle est sa forme.
Nous avons dit que l’on avait
NT 2 N! a H Dole Pyte
avec s LB) Me) 9 (0) B(—1) momie Hier) EE Ce OT) Dans le cas actuel, nous aurons ï APRES Pace Rat Y(—i)=i ss +r, MACON Er
(1) Dans cette analyse, nous avons suivi une marche parallèle à celle de M. Liapounov
dans le cas n = 4, ;
er ee —- 35 (e) en une, D(— 1) — a B (0) rs ;
3" (e) B (e LIGENON
ES EN ET A NE ET ee :
(pHi)We) Ce+i)W(e) (eo +1)W?(e) avec Php Es ! ZE — 0e En eme Enfin on se souviendra que AE I n GENS Ada sc
Avec ces formules, le calcul de J ne présentera aucune difficulté. On formera
alors la quantité A cr |
dont le signe fixera la position de la valeur de départ Po par rapport à la valeur exacte p, par la règle suivante :
AR — —J> 0, Done 0ù
AR To, psp
Une fois ce calcul fait, on partira d’une nouvelle valeur de p convenablement choisie, de façon à trouver deux limites, aussi voisines que possible, entre lésquellés se trouve la valeur exacte.
Indiquons à présent les résultats que cette méthode nous a donnés.
Le calcul approché nous a montré que p devait être voisin de 0,03. Nous avons été conduit ensuite à essayer la valeur 0,02900.
Nous avons trouvé alors, pour p — 0,02900 :
do = 0 ,47816; b5—0,44709;
et enfin
et
d’où
1 | ; et enfin
Nous avons essayé alors la valeur p = 0,02895, et trouvé
Fr Par conséquent on a
DO NPDTIL:
‘ba —0,20603;
d2— 0, 14909; b2—0,12772; d3—0,10971; bs = 0 ,08099; di = 0,089570; bi=0,06598;
ds 0,07000;
Ds 005980:
C—=,0,08107; Mo 0; 10990:
li 0,12215; l—=0,08650; ly= 0,06555;
NE
do 0,47818; by —=0,44713;
70 | PIERRE HUMBERT. NES dj== 0,29199; b, — 0,20609;
d>= 0,19001; Da = 0, 128907, 3 — 010980; b3— 0,09069;
b; —0,06875; ÿ dj = 0,07018; | b:— 0,05458:
d’où GE 0 09100 019347:
L=0,08550; l3= 0 ,06660; lj== 0505300 \ À et À —'0 15086; : | 4 = 0,004688; d’où AR .
To 049947; 8 — 0,80102, / r—0,12846 !
et 12 0,90190!
d’où enfin AR :
— —J— —0,00603, Le) c'est-à-dire 0 >> 0,02805. :
Nous avons donc deux limites, supérieure et inférieure, pour p; il n’est pas possible de pousser plus loin, sans faire le calcul avec beaucoup plus de décimales. Nous nous en tiendrons donc là, et nous écrirons
Équations et forme de la surface.
Nous passerons alors à nos notations ordinaires, par les formules que nous avons indiquées dans l’Introduction, et nous aurons à
3 ,2047 << C < 3,2066, 0,9798 < B <o,5800, à 09078 NAT ON5980:
En remarquant que p ne doit pas différer beaucoup de 0,028g9, valeur obtenue par imterpolation, nous adopterons pour les axes du Jacobien critique les valeurs
B =10,5709; CS son,
qui peuvent être considérées comme exactes à une unité près de l’ordre du dernier chiffre écrit.
Nous en déduisons 429, 9828;
DU
et, la fonction de Lamé s’écrivant
nous aurons
La surface de Poincaré d'ordre 5 sera définie, en première approximation,
par le déplacement normal M;.0 (u) N;. (v)
ie — C0)
CN
et l’on obtiendra ses équations par les formules ordinaires
avec
Pour achever de déterminer la surface, calculons les coordonnées des points fondamentaux de ses sections par les deux plans de symétrie, comme nous l'avons fait pour la surface d’ordre 4. Nous trouvons :
Section par le plan des æ3. — Premier point fondamental : Ti 01220 Gite 2 O0 Deuxième point fondamental :
La 0,498; PIE 923 Section par le plan des yz. — Premier point fondam ental : ë Yi = 0,247; 318 QT Deuxième point fondamental :
Ye TE 0,491 ; 2/1), 720;
Il faut y ajouter, outre les symétriques de chacun de ces points par rapport aux axes du Jacobien, les sommets du petit axe de l’ellipse principale. L’intersection de la surface avec le Jacobien critique se compose en effet de la petite ellipse principale, z: — 0, et des quatre lignes de courbure définies par
y= + Vo,
y = Vos.
La section par le plan des yz est donc fort peu différente de la section par le.
plan des zx, ce qui n’est pas éfonnant, puisque, à mesure que z grandit, on obtient des surfaces qui se rapprochent de plus en plus de la forme de révolution.
Ces sections sont représentées ( fig. 6), avec la même échelle que pour les.
surfaces d'ordres 3 et 4. On voit que le Jacobien critique est très allongé; et il semble probable qu'il y ait des inflexions, même pour de très petites valeurs dessins |
Signalons les propriétés géométriques suivantes, extensions de celles que nous avons données pour la surface de Poincaré d’ordre 3 :
1° En deux points fondamentaux symétriques par rapport au petit axe de l’ellipse, les tangentes à la section font entre elles, quel que soit e, un angle constant, égal à l'angle des tangentes à l’ellipse en ces points. Ce résultat s'étend d’ailleurs à toute surface de Poincaré d'ordre impair ;
OA D s e , : 6 à Construction, donnée pour 7 —53, du centre de courbure en un pseudo-
Fig. 6. — Surface de Poincaré, d'ordre 5.
Ne Ÿ 71 SEE
CHAPITRE V
Afin de voir de quelle façon s'appliquent nos formules lorsque 7 est pair, nous allons examiner le cas 7 —6 et chercher à calculer les éléments du
Jacobien critique. Nous nous contenterons d’ailleurs d’une précision beaucoup H. 10
moindre que dans le cas précédent. Comme au Chapitre IV, nous emploierons . . CN . , \ D) ; les notations de M. Liapounov. La première partie du calcul, c’est-à-dire la
détermination des quantités g et A —; ne présente rien de nouveau : elle se fait (e)
x LE . . Q 3 A el en effet exactement de la même manière, que » soit pair ou impair. Passons à la deuxième partie, le calcul de J. Il faut commencer par former les polynomes E et B.
Posons } E(e)=(p+h)(p+lh)(oth)=p+tse + se Er.
: - AL" . Me Cherchons à en exprimer les coefficients. Les équations de condition, déduites de l’équation de Lamé, s’écriront
NP AN ET PO (ra 4 4 prets AE D RATS AOL hs, | I 1 FAUNE 4 (1) VU ie D A Or | mr | PR A Eee a hs A h3 —7 h3 — q HE h, Us hs —1h3 î |
En mulupliant la première de ces équations par (4, —1)(h,—g), la deuxième par (h, —1)(4, — g), la troisième par (4, —1)(%,— q), et ajou- À tant, nous rappelant que
Rs + ho + h3=Ss; h; ho + h, ha + Ro ha = D, hiho hs =T, nous obtenons
35—6—6g + —12g +12 —85; d'où
(1) ee
FE MT RE 18(9 +1)—11s
Revenant aux équations (1), et multipliant la première par 4, (4, — 1)(A, — 4), les deux autres par les quantités analogues et ajoutant, nous obtenons
Enfin, multipliant la première des équations (1) par L, — 4, la deuxième
par #, — q; la troisième par h, — 4 et ajoutant, nous arrivons à l’équation y {
(3) 21r?+igrs — 20rm — 187 — 2q0r—qms—+0?q+wq+agsr—3qr—0.
En éliminant r et & entre ces trois dernières équations, on obtiendrait une. équation du sixième degré à laquelle doit satisfaire s; mais ce calcul serait très
compliqué. Nous procéderons de la façon suivante : cherchons à développer s, _metr suivant les puissances croissantes de g. Comme g est certainement très peut, nous négligerons les termes en 4°, et nous écrirons
S— Si + S2g; DVD, + Ho, Fr Ti + rIg:
2e ne Remarquons alors que, si l'on fait 9 — 0, le polynome de Lamé E se confond
avec le polynome de Legendre d'ordre 6. Avec les notations ordinaires, ce, polynome s'écrit
») LINE l rs RL MT £ Ke 2 Pr Ce)= Fe OA EONTE + 3127? — 15)
ou, avec les notations de M. Liapounov, comme =? = 5 +1,
23107 + 3780? + 10680 +10, ce qui nous donne
Si —= ?
D'autre part, l'équation (1) s’écrira / ’ {Bi + {Oo 8q +18 — (18 + 114$)
Ti EE lag= Ï
ou, en faisant g —0,
d’où nous tirons
et, par conséquent ) 9
Cette formule donne le moyen de calculer s connaissant g. On en déduira ensuite & par l'équation (2), où l'on continuera à négliger g°; puis on aura 7 par (1), qui s’écrira plus simplement
Une fois le polynome E formé, il ne reste plus qu’à former B. On y arrivera soit par les opérations du plus grand commun diviseur entre E et E, soit en écrivant l'identité fondamentale sous la forme Eee
Gp + a )(et sp -+me tr) + (Bret Bip + fi) (Bet +256 +m)=: et égalant les coefficients des mêmes puissances de » dans les deux membres. En éliminant les,«, on obtiendra les équations
DS | $ 2H60— 258, + | — — :) Bo — -; X r \ 4 > Cox ’ 6 Va el — Q 51 So He ln % Al ? % | ‘ d’où l’on tirera ; ROGERS RAT Po — P 2 , = c 3 BUS DS —2$ LS HAE P AA EN TS — SD +Am?—537rs RÉ PTE DUR NET
avec, P=A4Sr—18wsr = ms Lo, Ep AE
Afin de simplifier un peu le calcul, nous poserons
On
Un
nous aurons donc
et
Om — 25?, " SEL LE 2 TDS —2$ O7,
P=mb;—2rb, +or—wrs.
Tout est connu alors pour le calcul de J : nous avons
et
IP
PU Co | PAM Re ù bp? + bip +b, > E(o) (0) 2 Pr P(0° -Ss®+mo+r) 206p + b, (Dog +de + b:)(8p?+oso +)
Pie Hss?Æme tr)
P{e ae S0*+ wo A vo
HÉagladh 00e HS as ÉÉTEE Lu Pont
LM (e H' D
Forme des surfaces d’ordre 6.
et nous savons que
À np effectué le calcul ci-dessus; sans entrer dans les détails de Popéation, indiquons seulement les conclusions que nous en avons tirées : 9, cer-
Fig. 7. — Surfaces de Poincaré, d’ordre 6 (section par le plan des æz).
{ + Pr Se | | |
Surface négative. Surface positive.
tainement compris entre 0,019 et 0,021, est extrèmement voisin de 0,020.
C’est cette valeur que nous adopterons,
MAN PIERRE HUMBERT. 4 Nous avons alors 0 — 0,920; 4 = 0,0024; $-=z 14098:
VV n##0,:720;
Passant à nos notations, nous trouvons, pour le Jacobien critique correspondant à » — 6, les axes
A 001 B=0)54; 6 CE
d’où d%==12%00$ \ DEN Y00!
De l’équation 054 50?+w0 +7 = 0 nous tirons
À hi OMS); Re = 007; h3—= 0,920; CR d’où di == T0; :
Lo — >, 49; HE I OA
Nous pouvons alors, comme nous l’avons fait pour les surfaces précédentes, calculer les coordonnées des points fondamentaux de la section par le plan * des +3; nous aurons : qe
Premier point fondamental : | $ ; Ta = ON T0 Zee 10 00:
Deuxième point fondamental :
Dos 010 To — 2, 37.
Troisième point fondamental :
LES SURFACES DE POINCARE AU POINT DE VUE GÉOMÉTRIQUE
| Une théorie complète des surfaces de Poincaré considérées au point de vue géométrique serait très ardue, en raison de la complication des équations de ces | | surfaces. Comme nous l'avons vu, en effet, les coordonnées de la surface
d’ordre 3, qui est la plus simple, ont, écrites en fonction des coordonnées elliptiques sur l’ellipsoïde, la forme suivante :
a (ul a) (5? 2)
EX NA ER NIE ee ee er rE NT EP ENT BBC 0 (uno cout 0?) (vie 8)
| D GR (h—a)( ee).
er DR TTC AE (ue? — C?) (v?— C?)
La forme la plus simple s'obtient en introduisant les fonctions elliptiques. Nous définissons la fonction p# par ses racines
Go — 5 ) to) a? + b?
Y Ë (ANS D k d ? et nous posons a? + b?
PURES 3 2 ÿ a? + b?
_ PP =Y
(| \ \ ce qui nous donne
HA QT DUC UNS a poire) ui pb pu—es,. : —b=pr—es,
= pu — 63, VE = pp — 63.
Introduisons la notation habituelle OUI Vpu — Eye
Nous pourrons alors mettre ies coordonnées d’ un point de la surface piriforme sous la forme suivante :
Î = ns VIBAE A?) (CES A2) UPS | : (dou— a) (02,0 — a) Op U 530 V 530 LU O Pa TAN ES LE avan PM PRIT LT) (ete 0) = ICE BI) CARE) £ | (CEPRZ a) (S5ov mt) DEA EN ES CE er TE U 020 F 30 U O: EE PAUENT COTE TEA DNS GER BYCAI— BR) (CB) D (ou C)(o,v— Cr à 2 PARU D MANEES V7 Den Ein € one (oiou—a)(d5,v — 4x)
ab CA ‘Te NET ATENE Il ne faut pas oublier que, dans ces formules, a, b et C ne sont pas arbitraires; ces trois quantités sont liées par les équations de Poincaré. Quant à «, il ne dépend que de a et b : c’est la plus petite racine de l’équation
e est une constante arbitraire; nous pouvons, en nous affranchissant un peu du strict point de vue mécanique, supposer qu ‘elle est quelconque et non plus seulement petite; nous définirons ainsi une infinité de piroïdes formant une famille.
Ombilics des surfaces de Poincaré.
RES représentation de la figure piriforme au moyen des fonctions de Weierstrass est celle qui permet le mieux de rechercher les propriétés géométriques générales de cette surface. Malheureusement, même sous cette forme, l’expression des coordonnées est encore bien peu EAP et il ne faut pas espérer obtenir beaucoup de résultats intéressants.
| Les fonctions les plus élémentaires des coordonnées, par exemple les coefficients du plan tangent au point 4, », sont d’une grande complication. On peut : néanmoins les former aisément pour les points où (—o, c’est-à-dire le long des lignes d’intersection avec l’ellipsoïde, ce qui introduit une grande simplification dans les calculs. On constate alors que, ni le long de la petite ellipse principale, ni le long de la ligne y — + Va, le piroïde et l’ellipsoïde ne se coupent sous un angle constant. Ces lignes, qui sont des lignes de courbure pour l’ellipsoïde, n’en sont donc pas pour le piroïde.
L’examen de l’expression des coordonnées nous conduit néanmoins à un résultat intéressant. Si nous formons les dérivées partielles, par rapport à w et», de X, Yet Z, en noussouvenant que :
TE U——0,u0,,U;, nous constaterons que chacune de ces six dérivées partielles contient en facteur soit s,,4,soits,,?. Elles s'annulent donc toutes ensemble pour #,,u=5,,9—0, et les points ainsi définis sont dès lors des ombilics pour la surface piriforme. Or ces points, qui sont définis également, sur l’ellipsoïde, par uw? = v? = b?, sont les ombilics de l’ellipsoïde. D'où le théorème :
Les points correspondant aux ombilics de l’ellipsoiïde sont des ombilics pour Le piroide. s
Nous ferons remarquer que ce théorème est vrai pour toute surface de Poincaré, quel que soit son ordre. Une surface de Poincaré quelconque est en effet représentée au moyen des fonctions s par les formules
X — - A 0104 10€ ER RERO L IE SPA EMe Sr e), VB? — A?)(C?— À?) A (Be A) (CSA) B € V —. Son U 020? + — Too UO20V H(u, re), D VTARZ BCE) (Ù BV(AB)(œ—P) Ÿ Z == Edo U ao Ÿ pop Po U Pro 0 (ue, v),
avec, si la surface est d'ordre pair, n = 2p,
(d,u— a)... (diou—ap)(9560 — um)... (dot — ap) (9504 GE Core")
Hu, ») =
et, si elle est d'ordre impair, # = 2p +1,
H CHLE DMC 2e ap) (9309 M): (800 —%p) 2) — £ ne EU 70 ot 2 C0 0 NUE VI SU (u, 0) = sou S30P (oi,u —C)(02,e — C)
H. II
Les six dérivées partielles contiennent encore en facteur soit S'50 Us soit So ÿ, et les points correspondant aux ombilics de l’ellipsoïde sont donc encore des ombilics pour toutes ces surfaces.
Si donc l’on considère la famille de piroïdes obtenue en donnant à € des valeurs quelconques, le lieu des ombilics de ces surfaces se compose des normales au Jacobien critique en ses ombilics. Ces droites ne sont pas normales à tous les piroïdes, ce qui prouve (en vertu d’un théorème de Maurice Levy) qe ces surfaces ne font pas partie d’un système triple orthogonal.
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