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Sur les surfaces intégrales communes aux équations différentielles
Le Mémoire qui suit est une étude sur les intégrales communes des équations différentielles; par cela même il traite au fond une question
de Géométrie. En effet, si deux (ou plusieurs équations) forment un système complet, il résulte que les congruences de caractéristiques de ces équations admettent des surfaces (ou multiplicités) communes. On peut étudier ces surfaces à deux points de vue : 1° d’après la manière dont on passe d’une surface intégrale commune à une autre; 2° d’après la manière dont sont distribuées sur chaque surface les caractéristiques des équations données ; c’est-à-dire les intersections avec les surfaces intégrales non communes. Par rapport à cette étude, on peut poser trois questions : 1° reconnaitre d’après les équations, avant de les intégrer même, les caractères des surfaces intégrales communes et des courbes tracées sur elles ; 2° donner les moyens d'intégrer ces équations, dans le cas où cela est possible; 3° former les équations dont les intégrales et leurs caractéristiques jouissent des propriétés données, ce qui donne lieu à l'intégration des équations aux dérivées partielles non linéaires plus où moins compliquées, et Fe: I
a en ss le qui ms :
des courbes conjuguées et de l'orthogonalité.
première et la deuxième Partie & s'occupent de l'intégrat le des intégrales du système non linéaire A 2(n—1) éq 1
à ac ee dns) eee + An (us Re. 2 2 dE
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2 (Cr ci Pan qui contient déjà une classe très générale des LE aux dérivées partielles (linéaires seulement par rapport aux dérivées des fonctions
inconnues), et que nous sommes arrivé à intégrer.
PA Nous avons donné à cette question le nom d'équations aux inté- Jeu
FOR Ç grales réciproques ; elle a été le point de départ de nos recherches. | “à |
De. |: Ces équations contiennent expressément le cas où les caractéris- Qui PR PRE tiques sont des courbes de translation sur les surfaces intégrales TO communes, et c’est justement l’observation de ce fait qui nous à
conduit à étudier d’autres cas, qui feront l'objet de la troisième * MIT | Partie.
PEL te NES Un exposé de la théorie des systèmes complets, sous une forme qui
puisse s'adapter à des recherches de ce genre, était absolument néces-
saire au commencement de cette Partie.
Pour terminer le problème de la translation, il restait encore un cas (qu'il faut disunguer de celui énoncé plus haut) où l’on passe d’une surface intégrale commune à une autre par un mouvement de translation et les différents cas qui peuvent être communs avec le premier, notamment celui où les équations aux intégrales réciproques se réduisent à 2(7 —1)—p à cause de p liaisons qu'on se propose d’avoir entre les & ou les 6. Nous avons aussi étudié le cas où les caractéristiques tracent sur les surfaces intégrales communes des courbes conjuguées. Comme les courbes de translation sont des courbes conjuguées, celte dernière Partie traite d’un problème plus général.
Nous avons appelé les équations non linéaires correspondantes
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| I sations con uguées et démontré qu'une combinaison D de s équations donne encore des équations conjuguées, à condition que les coefficients de la com binaison satisfassent à une certaine relation, De __ qui a été désignée sous le nom d’ineariant conjugué. On trouvera ; DST traité comme exemple di intégration le cas où l’une des congruences A
__ doit représenter sur les surfaces intégrales communes des courbes (Cr
| contact de cylindres différents. PARCS
Nous avons donné plus d'extension au problème posé dans la première Partie? à cause de son intérêt, de son dualisme vraiment curieux et de ses rapports avec la théorie des groupes, que nous avons aperçus _avant de connaître cette théorie. À la suite de longues recherches - _. effectuées sur ce point, nous croyons que les propositions qui ont fait l'objet de ce travail sont nouvelles, ce qui porte à ces modestes essais
É _ plus d'intérêt que nous ne le pensions au commencement. Le cas de è deux variables à été rencontré par M. Goursat. L’équation F = (dy — udx)(dy — + dx) = 0 | dont les fonctions # et e satisfont aux équations et PRE 1
uÿ,+9,=0, PU Eu, —0 | Es £ . dé 1 à ï * présente cet intérêt remarquable qu’elle admet pour intégrale
(voir Bulletin de la Société mathématique de France, 1895). Les fonctions & ete sont des intégrales d’une équation du second degré zgr + s(q — pz) — lp = 0 à caractéristiques intégrables (voir Equations aux dérivées partielles du second ordre, p.146). Nous avons donné ( Bulletin de la Société mathématique, 1907) des équations de
la forme ÀA(4E)0 EE, = 0; TONER 1e
qui peuvent s'intégrer en les réduisant à l'équation de Laplace, notamment celles qui se réduisent à 7 LR d'Euler et Poisson. Pour le cas de trois variables, une difficulté s'ajoute, qu'il y a plus d’inconnues que de variables ; c’est la théorie des systèmes complets qui nous à servi pour arriver à l'intégration.
Parmi les problèmes qui se rapportent aux transformations infini-
AVI INTRODUCTION
tésimales et qui ont été résolus dans la suite, on peut remarquer le suivant : Zrouver s’il éxiste des fonctions Ay(u,, ...; Un); -- A, (u,,...,U,.,) qui correspondent à des fonctions données quel-
DES Cie ae) san Une (AO Lo de manière que oF , 0F dF ; ‘02, Or PP : AU
Uneonchondeu;, "Uri F-enestsune La deuxième Partie traite des applications des problèmes étudiés dans la première à la Mécanique et qui, en parüculier, se rapportent
toute expression de la forme A
aux deux questions suivantes : Étant donné un système de fonctions V,(x,,..., &,, 0), vitesses d’un mouvement quelconque, reconnaitre st ces vitesses peuvent être considérées comme résultant d'un mouvement inconnu, qui provient des forces fonclions uniquement des vitesses; trouver les trajectoires du mouvement. Le deuxième problème est le suivant : Étant donné un système de forces
PC ne
reconnaitre s'il existe un mouvement produit par des forces inconnues, fonctions de vitesses seulement, qui admette avec le premier un faisceau (congruence) de trajectoires communes; trouver enfin ces trajectoires.
Nous avons considéré ensuite le cas où les forces ne sont pas indépendantes entre elles comme un cas particulier des équations aux intégrales réciproques.
M. Painlevé a bien voulu nous faire remarquer qu'il existe des cas bien particuliers 1} est vrai, mais où la méthode que nous avons donnée ne donne pas toutes les intégrales pour trouver les trajectoires. Cette méthode s'applique pour reconnaitre si nous sommes dans le cas de forces fonctions des vitesses.
Nous espérons que ce premier et modeste Ouvrage sera suivi d’autres, et nous tenons à exprimer à M. Painlevé nos remerciments pour l’accueil favorable qu'il à fait à ce travail et les bons conseils qu'il nous a donnés.
PREMIÈRE PARTIE
Sur les équations aux intégrales réciproques (!).
I. Nous appellerons équations aux intégrales réciproques deux systèmes d'équations différentielles :
de EC Er (1) BR FPEe u, 52h à Ce (2) nn — L — due En rt où Pis 212) On;
sont le système fondamental d’intégrales premières des équations (1) et HF NUS,
le système fondamental d’intégrales premières des équations (2). Pour trouver un système de fonctions # et v satisfaisant à notre problème, nous devons intégrer le système de 2(7 — 1) équalions aux
(1) Voër ma Note dans les Comptes rendus, 22 avril 1907, et Île Bulletin de
la Société mathématique de France, fasc. I, 1907.
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dérivées partielles non linéaires suivantes :
| dr dx sé On ù F ‘0x NF net dy DER (®) l Oux du ou : ( 0æ, he Are = > —+- 0æ, ==)
(UT CNRS EE à
Je vais démontrer d’abord que, quel que soit le procédé par lequel on obtienne un système de solutions, les 2(7 — 1) relations finies qui les définissent sont toujours réductibles à la forme
ONE Guru, DC res 0e, ) EURE ON C0) OU ere Une) == (Pis crane) CD 2 TE
Nous arriverons à ce résullal même par des conclusions remar-
quables.
Considérons, tout d'abord, les deux équations linéaires suivantes :
: 03 05 03 & (6) UG)=us is none R- 0x, = 0 Oz OZ 0z (D vez = 0, 0x, Li + (nt ee
Uys +, Un_3 Pis + Pn_, étant des solutions supposées connues du problème.
Ces deux équalions sont en involulion.
En effet, on a
U[V(2)] = V[UG)= Y LUC) - V(u)] LR
KA
Cette expression est identiquement nulle en vertu des équauons (3).
Il résulte, d’après la théorie de Jacobi et Mayer, que les équalions U(z)— 0 et V(z) = 0 admettent n — 2 intégrales communes.
. sé i É F ’ . | L ro | Ur die
+ re ; a
SUR LES ÉQUATIONS AUX INTÉGRALES RÉCIPROQUES. ee : : N dre TAB
; relations (5) sont déjà établies. ko :
Une conséquence géométrique de ce dernier résultat, c’est que les
deux congruences de caractéristiques Ÿ
U,—d,, …. Un = An-,; Pile Docs VE 0 admettent une famille de surfaces à deux dimensions communes :
HU UdR). … (Eden (9) 0 db CO
ET : Ces surfaces dépendent de x — 2 paramètres k,, : appellerons surfaces intégrales communes.
À _ Voyons maintenant comment sont distribués sur chacune de ces surfaces les deux faisceaux de courbes w et v. Pour cela remarquons À
Ps eo MOUICS
FULL Lo
que, pendant un déplacement suivant une courbe w;,— a; caractéristique du système (2), toutes les courbes +; — b; qui la rencontrent ont | leurs tangentes parallèles aux points d’intersection; en outre, les
cosinus directeurs de ces tangentes sont exprimés précisément par les “à j 2 nombres e 4; TRS I
<< ——— ) RE ee Varna ui Voie... ai
Il en résulte que les caractéristiques constituent deux faisceaux de courbes de translation sur chaque surface intégrale commune; ces surfaces sont par conséquent des surfaces de translation et s'expriment par des relations de la forme
(10) D (UE NES DEC CET TPE) : Ge manie
+ Vai+...+ai +1
u désignera une fonction arbitraire de 4,, ..…., u,_, et v une fonction arbitraire de 6,, ..., v,_,3 les paramètres k,, ..., k,_, seront les indices d’une telle surface dans l’espace à » dimensions.
Pour des valeurs constantes des 4,, …, k,_,, les équations (8), (9) ou (10) nous représentent la même surface; en vertu de ces équations la famille de surfaces (10) peut s'exprimer sous la forme (4), (5).
| fes ion = par: ae ] cou translation d'une surface Ve 2
dé"
PISE D
« sur une re es CIS s ; | De 5 ; a =D, (6, ces Pr) .….. Ty Da(Pi, +.) On }
ce mouvement n'étant pas arbitraire, mais réglé par les équations (5) ‘qui expriment une correspondance entre les courbes de la surface F et celles de la surface ®, de telle façon que, lorsque la surface F glisse sur une courbe
k,= p,(0,, 0 0) nas LEE CE Ma
de la surface D, ce sont les points de la courbe correspondante 8 " k,= Au, -:., Un); 7. ka, Un)
dont les trajectoires sont des caractéristiques du système (r).-Nous
appellerons pour cette raison les surfaces F et ® surfaces généra- s : | drices.
di nie IT. Passons maintenant à l'intégration du système (3), c’est-à-dire
à la recherche des fonctions F, ®; À et 4. Pour cela -appliquons aux
équations (4) et (5) les opérations U(z) et V(z) en tenant compte
des équations (3). Nous aurons les relations
=D, Déus | er hi Cox),
k k : ce 1 OC) Pn=1 = D ,V(e ?
CE (12) = Re DD U(ux), 1= D Ve),
md k
D NUE DDRM) h
ie A + L , “ 4 " ° NS AUX INTÉGRALES RÉCIPROQUES. 021 OF, Fe : ES etes L Sr : É er 7. vec Re. A1,
Û mu? .
2 Pour que ces équations soient compatibles par rapport aux expres- 24 sions U(u) et V(e4), il faut que F, et ®, soient des intégrales des _ équations linéaires
:e è 1077 | FE" Fr 1 : n—1 | à +:
"ns 4 | 1 1 PA e 10 P, ®, .… ® DR p” D « —_ 7 — D c7 Jo - NES Le = be 4 FL MERE ET) O1 Aer LR OU IR DEN 10 A CT : i É CP #4 CRE : cie 0F 7. 0® 0 "1e E- L Oui dun dP; i dvi : "Nid # s 1 — $ 7 LS A mer où les fonctions F,, ..., F,_,; ®,, ..., ®,_, peuvent être choisies à :
notre gré; ce sont des fonctions arbitraires de l’intégration; quant aux fonctions À,,..., Àn_13 Us -.., Un_, elles doivent être des intégrales des équations homogènes correspondantes,
RSR A URNTENPER
AN
Eee = u, Ar La F1 j o, D' Pa D
DOTE An, HU =0,s AS lé DS De EE
R—1 N—A 1-1 } DRE PR 9p | Ou, ose, Of NEO Pre
Le problème est ainsi réduit à l’intégralion de deux équations Jinéaires à » —1 variables D et A. On pourrait, par cette méthode, trouver une infinité d'intégrales des équations réciproques; mais nous allons voir qu'il n’est pas besoin d'intégrer aucune équation pour avoir des solutions satisfaisant à notre problème.
A cet effet, proposons-nous de résoudre le problème qui correspond à deux surfaces génératrices données d’avance,
GE R(z,, D T,.); DD Sr et)
cela revient à se donner déjà une intégrale de chaque équation D et A. On peut résoudre d’un seul coup le problème par rapport à un
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groupe de 2(n — 1) surfaces génératrices associées, Dear 1 1 DRE NT 2 DER (DIMM), D (Hi... 4, (TE Tous, ee 0)
c’est-à-dire en se donnant d'avance » — 1 intégrales des équations D et À, et chercher les fonctions F;(4,,...,u, 4), Dx(v,,...,#, 1), Ou, en d’autres termes, la représentation paramétrique de ces surfaces qui correspond à notre problème.
En prenant comme variables x}, :.., æ! et x',..., æ,, les équations D et A peuvent s’écrire (*)
u Giabte nr 9F D(Fs Fons)
ONE Os Du, PPS OO és te ne 0% je eee CE DS Pr 9x2 ous Dr: , Es 5er) FES
comme F,,..., F,_,; ®,,..., D, , désignent des variables imdépendantes, on obtient, en exprimant que K° et ®’ sont des intégrales, les équations
oFi OF:
(13) A Do ani il O | >D: bi (Ti. ., men):
di n
( 4) 27 da EE Dour N—1 0 a SE I— 0
Ces équations nous donnent &w,, ..., u,_, ete,,...,*, , en fonction des æ} et x?; mais si l’on veut avoir le problème résolu par rapport aux deux surfaces génératrices,
LEE PU ER PURES € À Re 2 LR — F (Car LR Ti) lp —= D'(eri, Fe CE}
les équations (13), (14) et ces deux dernières nous donnent x!, ..…,. ni
(*) En effet, on a
Den ns RP ARR, e DRE PE ORPI Et
== || = NS = +i)t ù ( OF secs DTA ere
SUR LES ÉQUATIONS AUX INTÉGRALES RÉCIPROQUES. 7 PET 2 PA, ? : 3 ° et Z,, ...,x,; c'est-à-dire F,,..., F, et ®,, ..., ®, en fonction de Use. DL TOP) 75. Due Quant aux fonctions À,, ..., ,_,; U,, ..…., u, ,, ce sont des intégrales des équations d}. di. 0 Un +... + Un, 3 = G, LEA is — dx} ñ 0%}, ! du: n=—A 67744 par suite, les À et :: seront des fonctions des expressions F‘— F# et D'— D que kon a exprimées en fonction de w et ». On aura, par suite, comme intégrales communes les relations
ÉCES= F2, F4) =M;(@ 7, @— @7f) GERS où les fonctions L; et M; peuvent être choisies arbitrairement ; ce fait exprime que nous sommes libres de choisir, à notre gré, la correspondance entre les courbes des deux surfaces génératrices par rapport aux-
quelles on se propose d'exprimer les intégrales. [IT. Considérons le système d'équations non linéaires suivantes :
de De | A(u,;)—=A,(u,, 7) Un) 3ne +... .+A, ,(4,, …, Un_1) ni On wi 3)
0Mn
| B(s)=B,(6,,...,0,.,) dur +...+B, ,(0,,..., 9,4) Our dux
dz; GES Ghos
OR LENS
les fonctions données AÀ,, ..., A, ,: B,,..., B,_, étant supposées distinctes.
Ce système peut aussi s'intégrer par les méthodes données précédemment. On peut d’ailleurs le réduire à la même forme que les équations (3), en prenant comme inconnues les expressions À et B, et ainsi l’on arrive au système de 2(7 —1) équations
Les fonctions w et jouissent des mêmes propriétés générales que les intégrales des équations (3), à savoir : elles peuvent se déterminer
dy der se
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sans aucune quadrature; les équations linéaires
0z dz os AC) AU Un Die Het Anis es Un) + 0 — O, 5 03 d3 BB, (0,5".., Pr 1) +...+B,:, (0, cs Pen) —+ Ta —" 0)
sont en involution; les deux congruences de caractéristiques & et € admettent une famille de surfaces intégrales communes, sur lesquelles les deux faisceaux de courbes 4 et # sont des courbes de translation.
Les intégrales se présentent sous la même forme (4), (5); en leur appliquant les opérations À et B, on obtient les équations
ANA
Qi) | o) D Au), k
BY diB(6), Ge) jh DS) ui B(ox), ; k I ANORES O7 Are Br
VRP SAT.
Les fonctions F et ® sont déterminées par les équations
Mel ARR | ER CET D ne. :: G À L: | .….. ... mule) + ° sale DA PE 1 es > (l =] Er A EF li D La | Bu Dre a Pet \ Lu mi gi--1 | 1 = 1 AE Fi LT DEAD
et les fonctions À et u par les équations homogènes correspondantes. Une propriété géométrique intéressante est la suivante : Il'existe un ensemble de points formant une courbe suivant lesquels les deux congruences de caractéristiques se raccordent.
Fr LES ÉQUATIONS AUX INTÉGRALES RÉCIPROQUES.
deu courbe est donné ée par les équations
Pa
AN MORT MCUE TE
A Qu, ces Un ) he QU +.) Ps )à
Cet ensemble peut constituer même une surface à p dimensions si p de ces équations se trouvent parmi les » — 2 intégrales communes : des équations A(z) et B(z), ou plus généralement si les équations de 4 notre courbe se réduisent seulement à ? — p —:1 équations distinctes, … es en vertu des » — 2 relations qui constituent les intégrales communes. | | Si une caractéristique & traverse cet espace en un point &!, ., Lay la caractéristique ©, qui passe par ce même point, le traverse aussi avec la même tangente. Si la caractéristique & contient un arc entier situé | dans cet espace, toutes les caractéristiques » qui la rencontrent enun | ad point de cet arc auront une portion commune avec la caractéristique & | qui sera constituée par cet arc dans toute sa longueur.
Les équations réciproques et la théorie des groupes.
Les intégrales des équations réciproques jouissent de belles propriétés au point de vue de la théorie des groupes que nous allons diviser en deux catégories :
1° Groupes d'opérations qui transforment un système donné d’intégrales en un nouveau système d’intégrales des mêmes équations linéaires ;
2° (Groupes qui transforment un système d’intégrales en un nouveau système appartenant aux équations non linéaires.
Cette dernière propriété nous permettra de déduire d’un système de solutions connues une infinité de solutions dépendant des fonctions arbitraires.
Nous allons démontrer, en Dre que ces opérations forment un groupe, non seulement au point de vue de transformer les intégrales les unes dans les autres, mais que le produit de plusieurs opérations peut être remplacé par une seule. On obtient, par ces transformations, des intégrales appartenant à un même groupe.
I. Considérons le système général de 2(7 — 1) équations (3). De
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ces équations nous avons déduit les équations (11) et (12) qui, résolues par rapport aux expressions A (44) et B(v,), nous donnent des relations de la forme
dux dur dur ACL, Nan UE) FE? Se TO ae ACTE), …. He) PTE Fe 0Z, ( ) = ax(us, .) Her):
] : ë dPy : s \ dvy dv B,(»,, “Pre 0x; ne Pn2y) OTn—1 GES | DEP errn tree
Ces relations expriment que les fonctions ul}; ..:, un, ,-Vistee, forment un groupe par rapport aux opérations A(z)etB(z).
Toutes les fonctions F(u,,..., u,_,), D(e,,...,v,_,) font partie du groupe. Quelle que soit une fonction H(w,, ..., uw, ,), il existe une fonction F(u,,...,u, ,) qui donne
A TRE or DU. Een, On n’a qu'à chercher une intégrale de Péquation 0F CH | ÉTAPE Un) Ge HSE Gnilir er Un) Hit Ho
Pour H = o on obtient les intégrales communes des équations À (z) CL BE) SEnOousrÉpÉtONs sur GUU,, 0. ) ED, (6.7, CIE opérations A(z)et B(z), nous obtenons évidemment des intégrales des mêmes équations linéaires B(z) =o et A(z) = 0.
Il est intéressant de démontrer directement cette propriété que les fonctions & et » forment un groupe. |
A cet effet, remarquons que, les équations linéaires étant en involution, nous pouvons écrire
(== Tes e- 10:
Or, comme on a
AUPr) = 0, B{u) = 0,
LUC
Donc les expressions À (w;) sont encore des intégrales de l’é équation
B(z)=oetB(e;) des i intégrales de l'équation A(3) — o. Il s'ensuit que l’on aura
PUIS AE. . USE Br bites LEA —_ = 3 Ces intégrales ne forment pas toujours des systèmes fondamentaux, les fonctions ax et b, n'étant pas nécessairement distinctes.
IT. Nous sommes en possession d’un nouveau moyen d'intégrer le
système (3). Remarquons, en effet, que notre problème se réduit à
- l'intégration du système (1) qui a HérCRS sur le précédent d’être
séparé par rapport aux inconnues &,, ..., Uy_,, d'une part, etp,,. n_1 de l’autre.
Les 2(7n — 1) équations non homogènes (x) sont en réalité des inté-
grales intermédiaires du système (3) et les fonctions a,, ..., a,_,, b,,..., b,_, sont des fonctions arbitraires de l’intégration.
Pour trouver les fonctions w,, ..., u,_,, nous sommes conduits à considérer le système de caractéristiques suivant :
du, GATE) - ÊES, EE EX) = di CPE
Désignons les » — 2 intégrales des dernières ? — 2 équations caractéristiques par
CAL O CT OR NSP TES RUES
Remplaçons dans a,, A,,..., A,_, les expressions w,,..., u,_, par
ces valeurs et désignons par a, A,..., A;_, les expressions ainsi obtenues.
Considérons enfin les intégrales
Afdu AE dus _ f du.
1° =! PA + .., [32 =} Marat pee re P;
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Les fonctions &,, ..., u,_, intégrales des équations AU) 0: CRU 1 seront données par des équations de la forme
CRE TT
où À», …, An, Sont les valeurs de k,, ..…., k,_, tirées des équations (3); on suppose également que l’on ait remplacé dans les intégrales effectuées [,, ...,[, les expressions k,, ..., k,_, par ces valeurs. Quant aux fonctions Il;, elles sont arbitraires tant que les fonctions bx(v,, ...,#, ,)ne sontpas données; autrement elles dépendent exclusivement de la forme de ces fonctions.
Pour une détermination des fonctions u,, ..., u,_,, la deuxième série d’intégrales ?,, ..., ,_, sera donnée par les relations
(5) BE rs _ se Re La I DIT RES) QE Deus, ee: ) Dire rue) DTEZ TEE) DER DE ePE 2)
[IL Pour justifier notre méthode il faut démontrer que les fonctions #,, .…., #,_, sont en réalité des intégrales de l'équation A(z) — 0, et cela quelles que soient les fonctions &,, …., a,_,, dont nous avons affirmé, sans le démontrer, que l’on est libre de les prendre arbitraires.
Cela va résulter du théorème suivant, plus général, qui contient la réciproque de ce que nous venons d'établir et qui est très remarquable par son dualisme :
ï Si les fonctions Ui,..., Un ; forment un groupe par rapport à opération
= Oz 0z (BREST = (#) Ua, F- ue GHOS. je 0€,
alors :
UN un - <btil
1° Les fonctions
Au, y) Du Cr) OP L 1 LRO CNCUET n—1 $ A(u, D) [a(u, TK) MODES ne io =)
CO ET) forment aussi un groupe par rapport à l'opération
dz V OUR as ——— —— ( ) 1! 0x: roses CEE 0x,
20 Les deux groupésider fonctionsiu,, Ua Pene cs Peneddr meltent un sous-groupe d'ordre n — 2 commun.
3° Les équations U(z) = 0 et V(z) — o sont en involution.
4° Chacune de ces équations admet n — 2 intégrales fonctions de ses coefficients, et ces intégrales sont justement les solutions communes des équations considérées.
5° Les fonctions u,,..., u,_, sont les intégrales de l’équation VNÉDE= 07 ete, on les intégrales de l'équation U(z)}=—0:
Considérons l’expression U[Vz)] — V[U(z)] = H(:).
On a, par hypothèse, Mu) du, Rue)
et , VO) =0
par la définition même des fonctions ?.
Il en résulte
1aK 47 NET?
Or / \ a À 2 OZ SC) ANA 0) On aura donc les # — 1 équations ; = du D du, 1e U(+, 0%, ee CIEL == {ie
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On suppose SACARANEN" "RE LES RESTE ;
car autrement les quantités #,,...,#,_, seraient infinies. Il s'ensuit que l’on aura forcément
Ur) eo, Lies TA TA
La dernière partie de notre théorème est démontrée. Il en résulte que l’on aura H(z) — 0. Donc U(z) et V(z) forment un système en involution, ce qui donne
U[ V(e)] — VIU(:,)] = 0.
Or Eee Donc LAGRETACRERS:
Les fonctions # forment aussi un groupe par rapport à l'opération gTOoupE P P
Enfin, on voit aisément que les 7 — 2 intégrales de chacune des
équations Ok dÀ AC aes DE Re Un 4 Un) Sr #=10; T2 l ; Op: / L ; Op Aa Pr lee ee seE D LR On) =—— 0) dv, JP
sont des intégrales communes des équations U(z) =o, V(z)=oet fonctions des coefficients mêmes de ces équations.
Ces conclusions subsistent aussi dans le cas où les fonetions &,, ..., u,_, forment un groupe par rapport à une opération A (3).
IV. Ce théorème nous impose logiquement le problème suivant :
Etant donné un système de fonctions u,, ..., u,_,, reconnaitre s’il existe un système de fonctions
A Ur EU De 2,3 OR (CURRENT)
© Pour trouver ". en nctions existent, remarquons que les fonctio
MSN H PE Au, æh-1)
doivent être, dans ce cas, les intégrales de l'équation A(3)= 0. ne que ces FOOD Hot distinctes. Alors, les fonctions
A, 2 cs E AC, .. 4):
AUTRE. LE Anis - 3 Zn)
rs
seront données par les équations
2 S 4 = = | A(e 5) ee" Lors = A DES NU) Er x D R L x ( 19 UT ro) A(+, Zi) L #Q LE ; | | RAR 2 : 3 Q A ei DES ! Q { :
Les et ces fonctions elles-mêmes seront les intégrales de l’équation Er À MES D: | : Ne | | F : ANinsi, 1lfexsteun Système de fonctions A ,(4,, 640) 0 ne A, Cu, ..., Un) de la nature indiquée, si les identités 4 Î Aa) ME. + A (rm) qe + SE = 0 dl AA Er 77 É le Q n—A A Pare 77 De 1 OLn Fo A RES
sont vérifiées.
Le problème se réduit donc à la vérification des identités ralionnelles par rapport aux expressions données &,, ..., Uni.
Enfin, si dans les expressions A,(æ,,...,æ,),..., An 1(@,,..., 2%) on prend comme variables &,,..., 4,1, æn, la variable x, disparaîtra et l’on aura les fonctions cherchées A,, ..., A, , en fonction de
We, WU, dans le cas où nous avons appris qu'elles existent.
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V. Dans le cas particulier où le nombre des variables est pair, soit 2n, et où l'expression
A Len ve Mo ae: Fee on du, — dx,
admet un facteur intégrant, nous tombons sur des groupes de Lie. Désignons par w l'intégrale que l’on obtient avec un facteur intégrant. On a les parenthèses de Poisson :
(uv;) = 0 (DAME an — 1),
QT SE NC NS de COR SP OT UT D’après le théorème fondamental de Lie, le système d'équations (6/2) =0: Le (6.200
doit être en involution. On voit bien que « est l’intégrale commune. Remarquons que & doit être une fonction de P,, ..., P»,-,, Car on a
(uu)—=0.
VI. Nous allons résoudre maintenant le problème suivant
Étant donné un système de fonctions u,,...,u,_, satisfaisant aux relations
duy AA CU. 60 er ne Se 0
du, du RU n—1 ( 19 Æn—1 ) On 0%} EC 19 3 n—1 jF
trouver les surfaces de translation (surfaces génératrices et surfaces intégrales communes) qui correspondent à ces fonctions.
On se propose de trouver la solution du problème sous la forme D (ua Las 0) AR CO; SERRE 63-108
CARRE SAT RE SR Lo
D'après les équations connues (11), on voit que les fonctions F,
| 1e V S AUX INTÉGRALES RÉCIPROQUES.
re " des Dites ne HE 5
_et les fonctions À, des intégrales de l'équation
_ { t . , ue
TS
A x Fr | | | 07 MAL —— " Ù 4 .
( LS Sa fr 1 "A7 'ORTT ;
ni
Ce intégrales ne Re pas être prises arbitrairement ; elles dépendent de la forme sous laquelle on nous donne les fonctions w,, ..., 4, \# Supposons que ces fonctions soient données sous la forme CE On peut considérer ces équations comme le résultat de l'élimination de Pisces Pr entre les équations
B= +, me = À. | Alors, on prendra (*) LES à Cu 5 NEA QE DE 66 y E
Pour achever le problème, on exprimera ®; et p; en fonction de
Li, +. Xn à l’aide des fonctions connues w,,..., u,_,. On déduira
Bis Lismaslaide denormules (5) en fonconidet,; PAPAS
. et en remplaçant dans ®; et be la variable x, disparaitra et nous au- _ rons enfin ces dernières expressions en fonction de p,,..., 54.
VIT. Les intégrales des équations non linéaires jouissent encore des > propriétés remarquables, au point de vue de la transformation, d’un
(2) Cette détermination n’est pas la seule possible, car on peut mettre les équations (4) sous la forme A 0... en dns le TRE er PPS | EE ARE PRET DEN OS
mais les surfaces intégrales communes seront toujours les mêmes, car elles sont déterminées avec la congruence de courbes &,, ..., uns.
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système d'intégrales en un nouveau système. Ce dernier ne correspondra plus aux mêmes équations linéaires.
Voici ces propriétés :
1° Si le système de 2(n — 1) fonctions
PA DE ue DRE de Go NPD) PAU are NOT re Pre Ce
constitue un système d’intégrales des équations réciproques, les fonctions
A ie, Part 164 Fe ne \ UNÇCETES Si ce PL + oi ere" RENTE Si o Cie me PLn + Sn ); 1e Le
: a 7 ; , 4 BV En, P, (px, 2% Suis es PLn ne GR CS CRT TE Sy) OLn + Sn)
CE es ao Le étant des constantes, nous donneront un nouveau SVStème d’intégrales des équations réciproques.
Il suffitde regarder la forme des équations différentielles (3) ou (3) pour voir que les nouvelles fonctions sont aussi des intégrales si les premières le sont.
Nous exprimerons cette propriété en disant que les intégrales des équations réciproques admettent comme groupe de transformations l’homothétie et la translation. Nous avons ainsi déduit du système connu d’intégrales un nouveau système dépendant de x + 1 constantes arbitraires.
On voit bien que ces transformations forment un groupe par rapport à elles-mêmes; p transformations successives d'indices p!; £!,
Ep, 073 EP, ..., EP. sont équivalentes! à la transformation unique dont les indices sont
De Pi ANR RIT pEP-1 oP Pi o pb! 10. 5hn RGP OR. M0 RP
PH PPEP +... + pPOPt D!
2Srles Jonclionseu, (is. L ACLE. SONT syslème connu l’intégrales des équations non linéaires et les fonctions
K, (at mn) MES CRE 2%)
orales communes des équations linéaires correspon-
ET
Nr É c | “al on pie ‘5 la ME
SRE PEN M #2 por K,_)X, “e #. .…. 5) |
un nouveau système d'intégrales, quelles que soient les fonctions
rarburainres pi61;.... 08
Les nouselles fonctions K;(x,, ..., x,) seront aussi les intégrales
communes. |
Pour démontrer cette propriété générale, nous allons désigner par U(3) une opération U effectuée sur une fonction 3 dans laquelle on considère les fonctions k,, ..., k,_, comme des constantes; c’est-à-dire la variation UÜ de 3, qui correspond à un déplacement suivant une sur-
face intégrale commune. Désignons par U; et V; ce que deviennent w; :
et ?; après la substitution.
Nous allons démontrer les relations OV;
a Gba
OV; 1 U(V;) =U,(c, a) A0 0 0e (RENE Re 3) ne En effet, DOVE UC EE Ex 2 2U(K,) En vertu de la première propriété, on a U(V;) = o. Il nous reste à démontrer que l’on a U(K,) = 0. Remarquons que, par hypothèse,
ok RER RE ÙU, — ax, Sn. 2e (Ê LOXE Se IX 10
Désignons par U(K) une telle opération. Nous aurons
LT OK 0%: Ur ie DDR — AE Jr 0X, TI, ..., (bte (1/,0"5IRS 7 Op dér X, = À x Fa 0%: :150p OËi D D ON
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Il résulte
donc
URI
Nous avons ainsi démontré que les nouvelles fonctions sont aussi des intégrales et que les intégrales communes s’obtiennent par la même substitution.
Nous dirons que les intégrales des équations réciproques admettent comme groupe de transformations une homothétte et une translation variable arbitrairement, quand on passe d’une surface intégrale commune à une autre.
Nous obtenons ainsi le moyen de déduire d’un système d’intégrales connues une infinité d’autres dépendant de n +1 fonctions arbitraires à n — 2 variables.
En répétant ces opérations, il parait possible d'obtenir des intégrales dépendant d’une infinité de fonctions arbitraires ; mais en réalité, comme nous allons le voir, il ne reste que z + 1 fonctions disüunctes.
Cela résulte de l'interprétation géométrique. En effet, répéter ces opérations revient à transformer plusieurs fois les caractéristiques par homothétie et translation ; après p opérations de cette nature, on peut revenir aux caractéristiques primitives par une homothétie et une translation résultantes; ces résultantes ne seront pas les mêmes que pour les caractéristiques qui se trouvaient sur la même surface intégrale commune. On aura ainsi des nouvelles solutions, et les intégrales communes se transforment en des nouvelles.
Les surfaces génératrices subissent des transformations plus complètes; ainsi une surface développable se transforme en une surface réglée si les droites étaient des caractéristiques.
Nous avons donc établi que non seulement les intégrales forment un
ne AR o et ie Mari de re
7 résultantes, dés ons pare X SATEN 2 APN Te ds successivement t sformés; par KE Fa . les cite
k;(X4, . nn X')et pan pl); CRE), 2, ie (K) les fonctions 1 Ka); Ex he De 0e, . ë LED
À 2 - On aura facilement { . F re
PAL: Mr) — PACE ER (K: ),
0 ICE OR D RER a + (RP ORE)E (RO.
e QT FR _ Îl est intéressant d'étudier ce qui arrive quand ces opérations se
répètent à linfini. Pour que le résultat final ait un sens, il faut que _ les expressions 93; £,,..., £, admettent une limite et, pour cela, il suffit PS que les expressions
D Re CU de nn un ue.
soient uniformément convergentes.
DEUXIÈME PARTIE
Applications des équations aux intégrales réciproques à la Mécanique.
I. Nous avons vu les propriétés dont jouissent les intégrales des équations réciproques au point de vue de la Géométrie et à celui de la théorie des groupes. Ces propriétés ont des interprétations mécaniques très intéressantes; elles nous permettent de traiter une question générale de la Dynamique. C’est le cas du mouvement produit par des forces fonctions de vitesses.
Ce cas prend même un intérêt particulier par ses rapports avec les
questions que nous venons d'étudier, et des théorèmes curieux en résultent.
Parmi ces résultats je citerai que, une loi de forces étant donnée,
| x no a A CES } Lns L), RE CP PRE TE + D ai, 7 JAITE XCE, Ur: l),
on peut toujours reconnaître s’il existe un mouvement produit par des forces fonctions ne dépendant que des vitesses, lequel admet avec le premier un faisceau de trajectoires communes. Dans tous ces cas on peut trouver les trajectoires, c’est-à-dire les intégrales communes, sans même connaître les équations du dernier mouvement; c’est là un fait très curieux, puisque même quand on connaît les forces en fonction de vitesses il faut intégrer » équations différentielles et ensuite faire 7 quadratures. Nous serons dispensés de toutes ces opérations, et, en outre, nous aurons la facilité d'intégrer le système (1) qui conuent évidemment une classe très générale des équations de la Dynamique.
Il. Considérons les équations caractéristiques du mouvement
dx; Cha dv, de, — = ÜU= =...
Pi 7 X; À Si nous désignons par V(z) l'opération + ; Ôz s 9z 0 DE … (2 oz, MO dt”
on à > dy Jo der À — HR de NC pe).
rl 0x, OL ot
et les équations du mouvement peuvent s’écrire
) Re Xi
= Si la loi du mouvement est fonction de vitesses, on aura
(3) Ve )= =L, CET, £ &: CA he A) Er L,(e, But |
ou en d’autres termes, Fr. que soient les expressions des vitesses, elles forment un groupe par rapport à l'opération V(3).
Nous avons vu dans la première Partie de cette étude que toutes les fois qu’un système de fonctions ?,, ..…., #, constitue un groupe par.
rapport à l'opération V(z), le système d'équations
CET LA CENT
Ca
admet un second système d’équations aux intégrales réciproques; c'est-à-dire qu'il existe un système de fonctions &,, ..…., u,_, uniques et déterminées, telles que le système
Éd. ur dre
admet pour intégraies ?,, ..…., #,, et le système primitif admet pour IDR AIeS 7. 0, |
Il s'ensuit de ces faits que les expressions les plus générales des vitesses, résultant d'un mouvement produit par des forces foncions des vitesses, sont des solutions des équations aux intégrales réciproques.
En d’autres termes, les fonctions +,, ..…, , seront des intégrales des équations de dy dv, D, ES f nm (4) duy, duy Le dux ES LCR rrRRURET
Les fonctions &,, .…., u, seront aussi des vitesses qui correspondent à un mouvement défini par des équations de la forme
EE —— F ; = se or?
Ui Un M; M,
DE ES dry FE dv 00
M,,..., M, étant des fonctions des vitesses &,, ..., Un.
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L’inverse du théorème énoncé plus haut est exact seulement pour les intégrales des équations réciproques de la forme simple (4).
Les intégrales des équations réciproques plus générales peuvent être considérées comme des forces fonctions des vitesses ou des trajectoires qui leur correspondent.
Les trajectoires seront données par les intégrales des équations
dx;
Tr — P, (msi L Up É) meer: (oi ie Li
Nous allons voir qu’elles se trouvent sans aucune quadrature. Pour plus de précision, proposons-nous le problème suivant :
Etant donne un système de fonctions PT ES UM) RE CEE - e M CUS
vitesses d’un mouvement quelconque.
1° Reconnaître st ces vitesses peuvent être considérées comme résultant d’un mouvement équivalent, où les forces sont des fonclions uniquement des vitesses ;
2° Trouver l’expression générale des trajectoires du mouvement ;
3° Trouver la lot de forces en fonction des vitesses du mouvement équivalent.
La première et la deuxième partie se résolvent d’un seul coup. Il faut vérifier que les expressions
2 Alto, x ACo x) (5) U, Au) ss a SCES), A6, €) A(w, t) où l’on a mis ' è IDR s00 A(e, &;) = Rs CU \ A one ec) par ee 3 in sont des intégrales de 1 équalion linéaire Z GX dz p, me + OP» + = NO)
équatic n no. + io vitesses satsont ä mi He notre problème, et
U, — &,, .…..s k =, dns
&;, .…., @, étant des constantes, définissent la congruence des trajectoires qui correspondent aux vitesses p,, …., Py. Pour résoudre la troisié ème partie, on eine les expressions
— D De (QE ...) ns 2
. SD CCR dd)
1 N D . : Fo et l'onremplacerx|, 66, en fonction del, ….,0,, 4; la variable … disparaîtra, et l’on aura
. X, (62 “..) Uno (= L ACT ab, Eh
ACL Lit) = Rte):
IT. Un problème qui contient le précédent et qui aussi ne peut pas se résoudre sans la connaissance des équations aux intégrales réciproques est le suivant :
Etant données les équations du mouvement
dx; de?
Nr... Li) (He ne
1° Reconnattre s’il existe un mouvement provenant des forces fonctions de vitesses seulement, qui admet avec le premier un faisceau de trajectoires communes, parcourues suivant la même lot;
2° Trouver les équations qui définissent ces trajectoires};
3° Trouver l’expression des forces en fonction des vitesses du mouvement équivalent.
Il s’agit de reconnaître si un système d'équations
dæx; dv; 7 PT: Ein nr = Xi(G ee) Um l)
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admet » intégrales intermédiaires de la forme
dx den X;(x,, +.) Ln) D) Ga L,( ..… %)
Nous allons voir ce fait curieux que, si le système d'équations données admet » intégrales intermédiaires de la forme indiquée, ces intégrales ne contiennent aucune fonction arbitraire; c’est-à-dire les fonctions L,, ..., L, seront parfaitement déterminées pour des fonctions X,, ..., X, données.
Remarquons que, s’il existe un système d’intégrales particulières AL
PR CARE ES D) …..) Te = Pn(Lis ce Bons L)
A ne
P,,-.., ©, étant des vitesses qui proviennent d’une loi de forces fonctions de vitesses, alors l’équation
: Ôz & Le 03 03 Ur “ant NO,
doit admettre comme intégrales les expressions
A(v,æx) EE NÉE:
@rrona V DDR ARTS | ACL, x3) = D Po) AGE œ%) et
ACL, Th) = ACÇX, Tk),
tout cela parce que le mouvement considéré dérive des forces L L, fonctions de vitesses.
Nous avons déjà les trajectoires avant de connaître méme la loi des forces; le faisceau de trajectoires cherché sera donné, dans le cas où le mouvement demandé existe, sans aucune quadrature par les équations
DÉMO
ven EC
| Ces: équations nous donnent les trajectoires et la loi du VEHESE ces trajectoires forment une congruence.
Une conséquence inté] ressante est que, si les expressions des Forèes MAMIE L'NANANS ÉARRLEEE t) sont algébriques, les équa- ‘tons des trajectoires le seront aussi.
Les fonctions w étant calculées, nous devons former maintenant les fonctions
= | e nt À A (a, Ty) ‘+ A(X, x ) Es (9) AUD FR
St les fonctions v,, ..., », sont les intégrales de l’équation U(z)=o, alors il existe un faisceau de trajectoires satisfaisant aux conditions demandées.
En d’autres termes, notre problème se réduit à la vérification de
n identités
AU ED AUXE.) PAC TN ATOS)
COR na ca do MRC Cl
Ces égalités sont faciles à vérifier puisqu'elles sont rationnelles, par rapport aux fonctions données X,,..., X,..
Nous avons vu comment on trouve les trajectoires du mouvement; pour avoir, maintenant, l’expression des forces fonctions de vilesses, HOUeprenrens dans ie MenctionseX (2 2e Lurl)reer Nabil), comme variables, p,, ..., »,, &. Après ce changement, la variable 4 disparaitra et nous obtiendrons les fonctions L,(p,,...,0,), ..., L,(6,, ..., #,); ces fonctions seront ainsi complètement déterminées
et nous aurons ce théorème :
Un système d'équations du second ordre (1) qui définissent le mouvement d’un point libre ne peut admettre un système d’intégrales intermédiaires de la forme
dx «rs X;(æ1; ss Üns t) = L (Te DE Te)
dépendant de fonctions ou de constantes arbitraires.
Qt
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Au contraire, pour des fonctions L,(0,, ..., 9»), ..., LEE) données exprimant une loi de forces quelconque, il existe une infinité de fonctions X,(æ,, ..., @n, #); ..., X,(Æ, ..., &,, l) exprimant une loi de forces qui donne des trajectoires communes avec les premières.
Si l’on regarde les égalités (ro) comme des équations différentielles par rapport aux fonctions X,, ..., X,, on voit que les expressions des forces qui donnent une congruence de trajectoires communes avec des trajectoires résultant des forces fonctions de vitesses sont des intégrales des équations du troisième ordre (10).
Ce système d'équations admet un système d’intégrales intermédiaires
A(X, ær) .) B,(X:3 +. X3) = AX, €)
Bin) = porn
B,,..., B, étant des fonctions arbitraires.
Ces équations du second ordre, nous savons les intégrer; ce sont les équations aux intégrales réciproques suivantes : -
du ; du du B,(X,,...,X,) — +... + B,(X;, ..., Xn) = + € — 0, dæ, dir dt OX OX# OX4 OR NET NOUIE Ca
dont nous avons donné plus haut les méthodes d'intégration. Les fonctions B,, ..., B, seront les vitesses du mouvement.
in somme, nous nous trouvons en présence de deux mouvements U et V réciproques et tous deux produits par des forces fonctions de vitesses. Leurs trajectoires considerées dans l’espace x,, ...,æ,, 1 admettent une famille de surfaces communes. Les fonctions »,, ...,», ainsi que &,,..., u, jouissent de cette propriété, qu'on peut s’arranger par des liaisons dépendant d’un paramètre de telle façon qu'elles laissentinvariantes 7 formes différentielles qui sont les équations intrinsèques des trajectoires.
Ce fait se traduit en Mécanique par le suivant : qu'on peut s'ar-
d Nr SUR LES ÉQUA' IONS AUX INTÉGRALES RÉCIPROQUES. 29 ET " |
tr "
| ranger par #2 — 1 conditions initiales pour que toutes les wajectines or 1: soient identiques. ; VOUS
IV. Je dois à M. Pai nlevé la remarque suivante : Il peut arriver , k que les expressions ju nous avons désignées dans un problème par | A(v,æy) A? A (X.æ%) ; | EU: PAR) ji l’autre problème ne soient pas loutes de. indépendantes. PL Le | À EX = Dans tous les cas, la méthode que nous avons donnée pour recon- di | SEE __ naitre si les vitesses © peuvent être considérées comme provenant des | | forces fonctions des vitesses, ou si les forces X admettent un faisceau 2 __ de trajectoires communes avec un pareil mouvement, est applicable ; mais, quand il s’agit de l'intégration, on en connait autant d'intégrales qu’il y a d’indépendantes parmi les expressions citées.
S'il y a j indépendantes, la recherche des trajectoires se à réduit à l'intégration d'un système de n — j équations. *
Malgré que l’on connait une transformation infinitésimale qui est
l'équation du mouvement réciproque, en remplaçant dans cette forme PRISE
linéaire les intégrales connues, on ne pourrait pas obtenir des intégrales ; P
nouvelles, mais encore des fonctions des intégrales connues. On peut
profiter d’une intégrale commune pour avoir un facteur intégrant.
Ainsi, par exemple, considérons l'équation
et supposons qu'on ait
c’est-à-dire w, = o(u,). Les », els, seront bien des vitesses provenant des forces fonctions des vitesses si l’équauon V(u,)= 0 est vérifiée ; mais on n’en connait qu'une intégrale. Pour trouver l’autre, nous
pouvons profiter de ce que nous avons établi que l'opérateur
doit être une transformation infinitésimale de notre équation. Alors substituons dans U la fonction w,; on peut faire trois hypothèses :
1° L'expression V(u,) = r(x, 7,3) est distincte de w,, et alors cette expression nous donnera la deuxième intégrale cherchée; mais ce cas ne peut pas arriver.
2° U(u,)= f(u,); dans ce cas, nous serons conduits à chercher une seconde intégrale de l'équation donnée, de préférence la surface intégrale commune des deux mouvements réciproques.
3° U(u,)—o; alors prenons #, y et u comme variables, les équaons V(f) et U(f) se transforment en deux équations à deux variables
of 0 DAME u) a + b(x, y, u) 0,
of of C(x,Y,u) EE + d(x, y, u), = 0;
et 1l résulte de la théorie des transformations infinitésimales que
ge Sera un facteur intégrant; la recherche de la deuxième inté- AOC £
grale se réduit alors à de simples quadratures.
Voici encore un cas qui a été donné par M. Painlevé. Supposons que uw, et u, se réduisent à des constantes, alors on peut bien voir que #, — const. et #, = const. représentent des droites parallèles et
qu’on a forcément
e, = V,(ax + by +i,cx + dy +0),
Po — No nie by —- té CL dy = D
Dans ce cas, la recherche des intégrales de Péquation V(f) — o se réduit à l’intégration d’une équation à deux variables
(ax + by +1, cx + dy + 0)
et une quadrature.
V. Nous allons prendre un exemple qui mettra en évidence toute cette symétrie de phénomènes.
Proposons-nous d'étudier le mouvement dont la loi de forces est
EL y HÉMREREEHe
Nous allons trouver un faisceau de trajectoires dépendant de deux paramètres appartenant à ces équations, ce qui nous aidera à les intégrer complètement. Demandons-nous si elles admettent des trajectoires de translation.
Formons les expressions
D(X; Y) , ŒUX, Y) Dr, 3) v D(z/»)
D DE OUR
DE) Dent
nous aurons
nous avons trouvé déjà les trajectoires demandées si elles existent; formons enfin les expressions ?, et ©, en répétant encore une fois les mêmes opérations sur X et Ÿ, nous aurons
æ ee?
Ci et+i
Notre système admet donc une congruence de trajectoires communes
avec le système
dx Æ dx PT OR TT di VON ONE) ALAN PT
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Si nous désignons par V (z) et U(z) les équations
Reda 00 PORN DRE:
VC _ el—1 dx “ et+ 1 dy À Aie T Oz 3 03 dz U(z)= 1—e {0x 1+et dy dt ?
on vérifie aisément les relations V(w;)= 0, U(#)=0 (K=1,2); ’ . . A FR n ce sont des équations aux intégrales réciproques (). Les trajectoires sont données par les équations
æ — Y RE di;
1+et
1— et
ces fonctions peuvent être considérées elles-mêmes comme les vitesses d’un mouvement exprimé par la loi
Ci dx CIN Pr dy.
AR 0 Der
c’est le mouvement réciproque dont les trajectoires sont
Les deux congruences de courbes admettent une famille de surfaces communes 43 = — b,b:;
(*) Ces équations sont des plus simples que nous ayons étudiées; les v, et #, sont des intégrales du système
DATENT DE DEN
) D'ÉPRND ee D CR 7 a" É Y ee t
et u,, u, du système
$ sera ne,
2y se” - et)(1+et) = k
SRE à 0 k.
Les trajectoires géométriques du mouvement primitif seront
Go
__ce sont des courbes de translation pour a, a, = k; elles dérivent par la translation de l'hyperbole æy = k sur l’une des courbes de vitesses
égales
CRE
où l’on a pris
ea
ces dernières courbes sontelles-mêmes de translation sur les premières pour une valeur donnée de k. °
b,, b, expriment les vitesses en un point de rencontre et @,, a, expriment les vitesses du mouvement réciproque.
La surface 2 &y — k sht a des propriétés curieuses : elle est d’abord de translation, elle admet quatre séries de courbes qui se projettent sur le plan xy suivant des hyperboles d’asymptotes parallèles aux axes, deux séries d'hyperboles égales qui proviennent de la translation des hyperboles xy = + k et aussi deux séries Re homothétiques et symétriques qui correspondent pour sh{=æ+c, c étant une constante.
Maintenant que nous avons les intégrales qui correspondent à des forces fonctions de vitesses, nous pouvons intégrer complètement le système donné. On aura pour l’intégrale générale
x=c(i—e")+ef1--(1—e")log(et— 1)], v=c(i+e)é+ c[i1—(r+e) log(r +e*)].
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Si nous profitons de la remarque faite sur les groupes qui transforment les intégrales des équations réciproques (non linéaires), nous voyons que l’on peut intégrer les systèmes de la forme
dx —X(æx,7y,t)
ae ete
dy MAT)
dt? e-Tlx, % ASE I 2
X, Y, T étant des fonctions définies par une transformation telle que x = p(K)X+ a(K), J=e (KR) Ÿ F(K), t = p(K)T +c(K),
où p, a, b, c sont quatre fonctions arbitraires de l’intégrale commune
Cas particulier des équations aux intégrales réciproques.
I. Dans l'étude précédente, nous avons laissé de côté un cas dégénéré, celui où les fonctions w; se confondent avec les fonctions +;,
Dans ce cas, au lieu de 2(7% — 1) équations, nous avons les ñz —71 équations non linéaires suivantes :
; duy, a ...
1 duy du (A) | + Aus Won) D 5 © 0 GRR TEEN ):
ce qui nous donne immédiatement les intégrales générales
pe A CURE, Ho) RE, À D. =, |=—=0
(DANONE )
ou, ce qui est la même chose, (1) CRAQUE Un. ) D DACU: Ur),
P,,...,®,_, étant des fonctions arbitraires.
Supposons qu'on ait résolu ces équations par rapport aux foncons w;,...,u,_, et envisageons alors l'équation
Aa) 0:
qui sera une équation linéaire maintenant connue. Les caractéristiques de cette équation, c’est-à-dire les courbes
UT ete). —< 108 NS RER ET
représentent une congruence de droites, parallèles en chaque point à la direction
Aa, .0:, am), 209 An ( is. An) I ; mn intégrales quelconques DU Ur) Cr D sp) On(Uir- Uni) == Cr
nous représentent une surface réglée à » — m dimensions. L'intérêt de cette question n’est pas dans l'intégration que nous avons faite du système (A ); mais il réside dans le théorème suivant :
Une expression de la forme
RAGE MU, ET ‘ RU Ru dre P{u,, ue Jar,
ne peut être une différentielle exacte que si u,,..., u,_, sont des solutions d’une équation de la forme (A).
En effet, supposons que l’on ail
: pe P; 1: , (5) ue CURE Un)
0Ly OL;
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on peut considérer P, exprimé en fonction de P,,..., P;5etl'onpeut écrire ss
OP PO; dP, oP, 1
EE = ET
den OP dr dPrs dt
ou, en vertu des relations (3),
4 OPA 0P% OPe 9P% OP (4) AP NU ae 1
Cette équation est de la forme (A), car les coefficients
GIP di 9P; ; CE DP,N
sont les mêmes quel que soit k, et ils sont fonctions des intégrales tite Ps AE
L'utilité pour la Mécanique de ce théorème peut ressortir des exemples suivants :
Supposons qu'un point mobile soit assujetti à se mouvoir suivant une loi :
les forces X, Y, Z étant fonctions seulement de la distance à l’origine 7 et de la cote 3 du point mobile.
Eh bien, dans ce cas, on peut être sûr que l'intégrale
dT =X(r,z) dx + Y(r,z)dy +Z(r,z)dz
n'existe pas. En effet, il faut que les paramètres 7° et z soient des intégrales d’une équation (A). Or ces paramètres définissent une congruence de cercles, tandis que les intégrales d’un système (A) définissent des congruences de droites. Il serait donc inutile pour notre exemple de chercher l’intégrale des forces vives.
On peut, par suite, énoncer ce théorème :
Quand un mobile est soumis à des forces qui dépendent d’une congruence de courbes, l'intégrale des forces vives ne peut exister que dans le cas où cette congruence est composée de droites.
pas que la réciproque soit vraie. he IL. Comme les forces dépendent des paramètres qui définissent la congruence, il existe entre ces forces la relation
. baton tn FO 2) ete)
que l’on peut appeler surface de forces. Elle exprime que les forces en grandeæ;-direction et signe sont représentées dans l’espace X, Y, Z par des vecteurs qui vont de l’origine aux points de la surface F.
Ces surfaces se traduisent par des propriétés qui lient les forces aux diverses droites de la congruence. Aussi demandons-nous quelle est la condition pour que la direction des forces soit perpendiculaire à la direction des droites. tr
Si nous regardons l'équation (4), nous voyons que, pour que la fonction de forces existe, il faut que les coefficients angulaires des droites
Pa
soient donnés par les expressions 1e
OX OT Si les forces sont perpendiculaires aux droites, on aura
> OZ ÔZ Es +Y+2=0o,
ce qui nous donne
La surface de forces doit être un cône qui a le sommet à l’origine. Demandons-nous quelle doit être la condition pour que les forces
soient dirigées suivant les droites de la congruence. On doit avoir
0Z ,: #92 OX RO Er x arr AE
ce qui donne l'intégrale
TROISIÈME PARTIE
Surfaces intégrales communes à plusieurs équations différentielles.
Les intégrales communes à deux équations formant un système complet représentent toujours une famille de surfaces à deux dimensions, que nous appellerons surfaces intégrales communes.
On peut aborder l'étude de ces surfaces à deux points de vue :
1° Étudier la manière dont ces surfaces sont distribuées dans leur famille (qui dépend de 7 — 2 paramètres k,, ..., k,_, dans le cas de n variables).
>° Étudier la manière dont sont distribuées sur chacune de ces surfaces les courbes que l’on obtient par leur intersection avec les deux surfaces intégrales non communes.
Dans la première Partie nous avons traité le problème de la translation. Les surfaces intégrales communes étaient des surfaces de translation.
IL est besoin ici de faire la distinction suivante : on désigne, en Géométrie, par le même nom de surfaces de translation des surfaces qui dérivent par la translation d’une même surface, et des surfaces dont chacune est formée par des courbes de translation. Nous désignerons ces dernières, pour les distinguer, sous le nom de surfaces de courbes de translation.
Les surfaces que nous avons rencontrées dans la première Partie étaient de ce dernier genre. Il nous reste à traiter le problème de la translation regardé au premier point de vue que nous avons cité. Nous démontrerons dans ce qui suit le théorème général suivant :
St l’on a m équations formant un système complet de la forme
03 )z ®) 03 il | | nt L 1 1 mt œ Si Cr = se CH (#] ne + 4 (PIRE a = QE (and) nr De nat) oz Ôz 0 03 m mn 1 nt 7 :| me Là (o —+ a, (a À + 4 Ce) a + —— —= 0 L 0x: 2, SET Eee re i( 1,7" anis De i 0Æ} ?
Le -
I TE Sd Le an » DTA Fe F Ale El (
les surfaces intégrales communes (& n — m +1 dimensions) seront alors des surfaces de translation.
Ji à L \ A Q " Notre théorème regarde même les surfaces qui ne sont pas formées par des courbes de translation.
Nous allons démontrer encore un intéressant théorème par rapport à la manière dont sont distribuces les caractéristiques sur les surfaces intégrales communes, savoir :
Sert cont des intégrales communes aux deux équations
FUN Pr nee Mie
GER éo OT À OT 0e CS 0z & FRA B(z) me AM orme re = O,
la condition nécessaire et suffisante pour que les caractéristiques soient des courbes conjuguées sur les surfaces intégrales communes est que l’une des équations
à ds DES HONOR AM) EN ES;
Ë à 03 Ôz B(a) +... + BC) +B(a) —1()
admette comme intégrales k,, ..., k,_,.
Ce théorème comprend comme cas particulier le cas des équations aux intégrales réciproques, car ces équations sont justement
AC) — 0; DC) E
J'ai été forcé de commencer mon étude par quelques considérations sur les systèmes complets. La théorie générale de ces systèmes est admirablement traitée dans l'excellent Ouvrage (*) de M. Goursat. J'ai repris cette question par un ordre tout à fait inverse. Mon but
(1) Équations aux dérivées partielles du premier ordre.
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n’était pas d'exposer une théorie qui fasse un double emploi avec celle qui a été déjà établie; mais, pour démontrer les théorèmes énoncés, ainsi que d’autres, la définition classique de deux équations complètes A et B, celle qui s'exprime par la relation
DA
= obtenu en m ulüpliant les éléments correspondants de Det de À, et les
déterminants 1,,2+h | ï 4 = na L h ; Dee x"! x Le Pr u"=t+h x"=! "+ : 4 L à Le £ , | 1 n' É j EP: DEVONS rie IL n—1 A 7 MOT NT ER +. Fe 2 SRE one pour (k+h>n)l, CT LES
obtenus en multipliant la Écionne de rang & de D avec la colonne be rang & + de A. On considère ? + À = h si i + h est plus grand que ».
y AM
Ces déterminants jouissent des propriétés suivantes : LE La somme des termes qui sont dans une même colonne, ou sur une Re —
même ligne du déterminant D;,, est égale à l'unité. | Es
On a ainsi 2» relations entre les éléments des déterminants D D:
et À; |
La somme des termes qui sont soit dans une même colonne, soit sur une même ligne de chaque déterminant D;;,,, est égale à zéro.
On a encore 2n(n — 1)relations entre les éléments de D et A.
Pour établir ces faits, dérivons par rapport à x,,...,x, chacune des expressions (1). On aura
bee HU, +... +Xu, |
D: dos no h—=1 Do n).
À ( JUC) ) O0 = re + TL; au EE... %: uns |
Nous avons démontré le théorème relatif aux colonnes de nos déterminants; pour le démontrer par rapport aux lignes, résolvons ces
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équations par rapport aux expressions x} ; nous aurons
DRE ne cn) AT es DCE M ER, M) HER A à
ce qui nous donne les relations
k+h DL
or 2h n I—=uU,X + UEX, mt. 107 D
(3) our te ump... Pur
relations qu’on peut déduire également si l’on suppose les équations (1) résolues par rapport à w,,..., u,_, et qu'on prenne ensuite les dérivées par rapport à ces mêmes variables.
On voit qu'il n’y a que »° relations distinctes parmi les 27° relations (2)et (3).
On peut citer encore d’autres propriétés de nos déterminants; ainsi, par exemple, tous les mineurs relatifs, soit à une ligne, soit à une colonne du déterminant D;;, ont la même somme, etc.
Il. Considérons maintenant les équations différentielles
| Xi (2) = 2, pi + Pate +2, Pr = 0
RS LS NE
Sentier sine otobrlionniete e euro) rie els valse <a ea. + ss ces
où l’on a
Ppi=— (Mm<n).
Ces équations jouissent des propriétés suivantes : 1° Elles admettent 7 — m intégrales communes. En effet, conformément aux équations (2), on voit que les fonc-
CONS Us. Uyiis.. U, SérOntdesintésralestcommunes. 2° Chaque couple de deux équations admet 7 — 2 intégrales communes.
Conformément aux équations (2), deux équations quelconques X;(z),
X;,(z) admettent comme intégrales communes les fonctions Het U;_,, Us, .. +) Ux_,, Ur: cs Un.
3° On a toujours
X;[XC3)] — X,[X
En effet,
ALRC)] — XX: (2) = DIX) — Xx(25)] pa.
Or, remarquons que, d’après la définition même des opérations X, on à
AUS not On, 05 DE nOE NE de ou ar Donc - ; a PX, D X(a4) Xi (ai) = Er —
duy du; du; 0uy
Nous dirons que les équations X,(3), ..., X,,(3) forment un système en imvolution.
IT. Par définition, appelons système complet un système formé
par 7x combinaisons linéaires distinctes des équations (4). Aïnsi, par exemple, le système
où les À sont des fonctions de x,, ..., x,, sera un système complet si
l’on a so | GE À, 0. A7 | = Où
I est évident qu’un système complet de #7 équations à » variables admettra 7 — m intégrales communes.
Il est aussi évident que » combinaisons linéaires des 7» équauons formant un système complet nous donneront aussi un système complet
admettant les mêmes intégrales communes.
pe ÿ
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Si Y, ..., Ÿ,, sont des équations formant un système complet, on aura
(7) YA] Y[Y ler, Vider PT (l, ÉEMEe70
En effet, d’après les équations
; OZ i dz Y; Meta in de on obtient Vi V:C2)] — Ya Y:(2)] AN rs __d?z VAN: _ 077 $ d'OS Enter LD du} du 524 2" 2 À, Up OUy ( ) h P h
OX ou 0}, ot AU kQux — a.
Les dérivées secondes disparaissent. S1 nous posons
OXË D; £ PE ZNGus à QR SM 10),
dur
nous aurons, en vertu des équations (8), RACE NACUET Tee
VC EN CEE, re.
où
en posant P r'! Ai DS je De AE AREA 1 ik RE A ik PK
On voit aisément que tout système de 72 équations satisfaisant aux équations (7) sera un système complet et par suite admettra » — m intégrales communes, etc.
IV. Il est à remarquer qu'à un système complet correspond une infinité de systèmes en mvolution.
Ainsi, si l’on fait le changement OO QUR. SUR, ® 10780 CAT AU)
et si l’on considère le système
LR Bet, Pit. FE*p., où l’on a mis CR 0%; oops
on peut remplacer le système X,, ..., X,,, à partir duquel nous avons ei
formé le système Y,,...,Y,,, par le système équivalent &,, ...,, défini par les relations
do; 20 RE +
ou, du, 7 00 lt 00»
Ô ln OU
où l’on suppose
| L'; = (OR Um+ss ets NOR. AMEN DE 0 PRIOR RE ’ ( ) nn ee Xm( Un Unis 7er re) ! J Ln+1 == XP CZ, QrAR SEE) Un Uni) CDR DE Ln = XECU; ? Us Uni 5) U» D
Le système en involution correspondant sera de la forme
\ NT T Lys Pmes Poe Dora n 00) (10) ) no = D Dh. — O
CL, PmT L41 Pm+ Ro ne Pre
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Il est résolu par rapport aux quantités p,, ..., P3 NOUS avons obtenu ce qu’on appelle les systèmes jacobiens.
Applications.
VI. Comme applications, nous allons remarquer que le fait qu’un système complet
VV Dites), Dr
admet 7 — m intégrales communes 4,,,, ..., u,, exprime que les systèmes d'équations
dx, dcr re — ï ; Yi Jr D RO T O D AO O ra , dx, .. VAR RE nt
Ji Yn
admettent une famille de surfaces intégrales communes, ou de multiplicités, à #4 dimensions dans l’espace à » variables,
fee = Um; EUOAON k, — Un.
Ces surfaces dépendent de 7 — m paramètres k,,,, ..., k,.
On peut étudier les systèmes complets par rapport aux propriétés dont jouissent ces surfaces, el surtout au point de vue des rapports qui existent entre ces surfaces et les surfaces
re nn K, = 4
VII. Multiplicités orthogonales. — Ainsi, par exemple, cherchons quelle est la condition pour que ces deux séries de surfaces soient orthogonales.
Il faut que les équations
OO | RE SOI TE CD CCE AE
forment un système complet. Nous trouvons ainsi la condition pour qu'une müttplicilé w,, ..., uw, de n variables puisse être considérée comme des trajectoires orthogonales à une famille de sur- ADN HS DEL,
Cette condition est exprimée entre les fonctions &,, ..., u,, par des relations de la forme
duy ou; du mn OU UE ARE jen 7: ner AU/70 AVE 60e, Roxy
CES QUE, EL
Comme cas particulier, nous trouverons que la condition pour que la congruence de courbes
u,(x, Y,3) =, ..) u, (x, 7,3) =k représente des trajectoires orthogonales à une fanulle de surfaces, est exprimée par les relations { U,(p:) — U:(p,) =r(pi— Pa),
Ge DU, (ga) — Ua(gi) = r(g: — q2),
où l’on à 2 Of Ce OT BAG: Se CTI sets DR U,(/) — Pr0x Eee dy SA Des ui y. Ve Uyx ha Uy ES re Clber DUT 1e der TO ÈS ni
r étant une fonction de x, y, 3. | Étant donnée une famille de surfaces w,(x, y, z), on pourra déter-
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miner les surfaces # = u,(x, y,z) qui donnent avec les premières des trajectoires orthogonales à une troisième famille de surfaces.
On n'aura qu’à chercher une intégrale commune des équations (12) linéaires en p, g, r, s, &. On pourrait également tâcher d'intégrer Péquation (13) Üi (ps) 0 (mi) U,(g2) — Us)
LR EE ?
P2— Pi Yo— a
qui est une équation de Laplace.
VII. Muluiplicité de translation. — Je vais maintenant chercher quels sont les systèmes complets dont les surfaces intégrales communes sont des surfaces de translation.
Je prendrai le cas de trois variables. Supposons que le système de deux équations
T o) 0) | U(f) =u, Ÿ +a fl +5
satisfait à la condition. Alors les surfaces intégrales communes pourront se mettre sous la forme
x = f,(u, 0) as p,(k), Y = fitu, P) + ga), 3 = fa(u, ?) + 9:(A),
où la fonction (x, y, z) déduite de ces équations est l'intégrale commune du système (14), & est l'intégrale de l’équation V(f)=o et v l’intégrale de l’équation U(f) = o, sans que l’une de ces intégrales appartienne à l’autre équation.
Conformément à la définition que nous avons donnée des systèmes
complets, nous aurons re GA
du —. du _ ou TER.
of Of) Of; de de de
en ( I
Nous voyons que &,, alors seulement de Lx ulles u & p; on aura donc
And u); vu, us).
Il s'ensuit que tout système ee de la forme
< of (15) P,(u,, nn 1504 BeCus ne Mie RE
admettra, comme famille de surfaces intégrales communes, des
surfaces de translation.
IX. Nous avons vu comment, étant donnée l'expression de ces surfaces, on peut former le système complet correspondant. Un problème plus difficile serait le suivant :
Etant donné un système de deux équations, vérifier si l’on se trouve dans les conditions du problème et intégrer même le système de deux équations dans ce cas.
Pour résoudre la question je m'appuierail sur ce fait : que chacune
des équations U( f) et V(f) admet une intégrale fonction de ses coefficients.
En effet, u, et w, étant des fonctions de wet de », on aura, en éliminant &,
— ÀAÇu,, ue),
qui est une intégrale de l’équation UE On aura aussi = p(9:, 82),
qui est une intégrale de l'équation V.
Supposons maintenant, qu'on nous donne deux équations aux dérivées partielles ; il s’agit de voir si elles admettent une famille de surfaces intégrales communes de translation.
Il faut d’abord que les coefficients de l’une des équations soient
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fonctions des coefficients de l’autre; il faut ensuite que le système
soit complet. En désignant par &,, u,3 e,, e, les coefficients des deux équations, cette dernière condition se vérifie facilement avec l'identité
| U(n)— Vu) _ U(m)— Ve) (16) Pi — U La Po — Us
Maintenant, l'intégrale commune se trouvera en cherchant un facteur intégrant o de l'expression
(7) dk=p[(u -v,)dr+(u,—v,)dy +(u,s,-— ,u,)dz].
La recherche de ce facteur intégrant (qui existe toujours) se réduit seulement à l’intégration de deux équations ordinaires à deux variables, grâce à la remarque que chacune des équations données admet une intégrale fonction de ses coefficients.
I faudra chercher deux fonctions ÀA(4,, #,) et u(6,, #,) telles qu’on ait
Considérons l'équation AU UOTE LEE DU UE
si l’on remplace, dans le second membre, x et y par leurs valeurs en fonction de w,, u, et 3 tirées des coefficients de l'équation U, alors z disparaîtra, et nous obtiendrons une équation différentielle ordinaire. Soit À(u,,u,)= V une intégrale de cette équation ; on aura sans aucune quadrature une intégrale de l'équation
de; =V(r)
des V(m)
en éliminant V entre les coefficients w, et #..
Pour intégrer complètement les équations U(f) et V(f) il nous reste maintenant à trouver pour chacune d’elles une seconde intégrale. Nous chercherons leur intégrale commune k.
Pour cela, on cherchera une intégrale w de l'équation U(f) (on en connaît déjà une, c) et enfin la forme de la fonction
RU qui satisfait à l'équation
de V(v1)
dw VC)
Nous voyens que dans le cas le plus général le problème est réduit à l'intégration des équations séparées à deux variables au lieu des équa- Uons à quatre variables.
X. Nous allons dire quelques mots pour le cas de x variables. Supposons qu'on ait le système complet
A, Pi + a, Pit...+ a, Pr + Pa= 0,
DE LE 12 JE DD End ee ne nd D Ur 0:
Désignons par RTL LES Ke de la multiphcité de surfaces intégrales communes, et par U,, es Es
des fonctions distinctes de ces intégrales.
Pour que les intégrales communes représentent une multiplicité de translation, il faut que nos surfaces puissent s'exprimer sous la forme
| y IC cs Un) + CR oo y Ho
(18) d or tn sd eue) ver Er «à 0 51 a Vo she la) e (he ua de 6 p; 1916 re. va a is . PERRIN. PR De AE OS Ho)
D’après la définition que nous avons donnée des systèmes complets,
on devrait avoir, pour un choix convenable des fonctions 4,,..., u,, les P. 8
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relations
Or, les f et leurs dérivées ne dépendent que des u,,..., u,;ilen résulte qu'entre les (7 — 1) m coefficients af il n'y en aura que m indépendants; tous les autres s'exprimeront en fonction de 7» d’entre eux, So ENST
Ainsi nous pouvons énoncer ce théorème, que : {out système complet
de la forme 1 1 1 n 1 1 mn LÉ dpt aa. di )Da ce. 6, (7,0) Fe 0,
mr
di 17) 1 an AU Di FAT. À, JPa Es De (ON di Jr Den
représente une multiplicité de translation. k
Cas particulier des équations aux intégrales réciproques.
XI. La question que nous venons de traiter est en étroite liaison avec celle des intégrales réciproques. Elle nous donne la solution du cas, que nous avons laissé de côté, où tous les déterminants
D'Or 00117) Die verre. 2)
sont nuls, c’est-à-dire où le système de coefficients d’une équation ne constitue pas le système fondamental d'intégrales de l’autre équation ; ou, en d’autres termes, on se propose de déterminer deux équations aux intégrales réciproques par des relations existant entre les coefficlients d'une même équation.
Proposons-nous ce problème pour le cas de trois variables ; le cas de À» variables se traite de la même facon.
Nous avons établi que les surfaces intégrales communes aux équa-
riment sous la forme
à (u, x) is pt p; k),
faCu, k) + p(P, k), ACER AO) M ets dans quel cas ces nr. seront elles-mêmes de
translation dans leur famille.
Alors ces surfaces k(x, y 3) pourront se mettre sous la forme
Cu) + 9,6) +4),
(20) : | y = Qu) + p:(e) + VC),
et nous aurons
mers = Ps CHR CRE
Nous voyons alors que les équations différentielles se présentent sous la forme
dt.
U 7 PE +x=0 (21)
c’est-à-dire d’un système complet dont les coefficients sont fonctions seulement de deux d’entre eux; nous sommes dans le cas du problème précédent où les intégrales communes représentent des surfaces de translation, mais nous sommes dans un cas particulier, celui dont les coefficients d’une équation sont les intégrales de l’autre, c’est-à-dire que les caractéristiques sont, sur ces surfaces, des courbes de transla-
tion.
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XII. Prenons un exemple simple
Considérons les équations
dt 2e A
Êr + f (æ e a)5 ra d — O, ot es oO! dt a ONE ed
C’est un système complet, ainsi qu'on le voit de suite. Il est constitué par des équations aux intégrales réciproques et, comme les coefficients ne dépendent que de deux fonctions, les surfaces intégrales communes seront de translation.
Ces surfaces se trouvent immédiatement en cherchant un facteur intégrant de l'expression [o'Cx — 3) + f(x + 3)] dx — 2dy +[— (x — 3) + f(x + 23)]dz.
Cette expression est déjà intégrable, les surfaces demandées seront
k=q(x—z)—2y +f(z+x); ce sont justement des surfaces de la nature indiquée. On a
27 (u)S 00 Le
L'exemple donné est des plus simples possibles; mais des équations 2 u pp ie F Le à A] 1] : AC plus générales pourront s'intégrer par les méthodes que nous avons indiquées,
XIII. Nous pouvons également reprendre le cas des équations aux intégrales réciproques, où il existe une relation entre les & seulement. Ainsi proposons-nous de résoudre le problème suivant :
Intégrer le système
dv: OP dP, RS (22) | ÿ à du 1 du = du sait 4 | - IA ee ( à dP3 5 dP LS l dx Ÿ dy dz “dx 4 ) 0y de
avec lr'ois inconnues y, Pos U.
En vertu de ce que nous avons dit jusqu’à présent, il résulte que les surfaces intégrales communes k(x, y, z) des équations auxiliaires
ok ok ok ok dk ok Dé re rm Por RO ga +
se présentent sous la forme la plus générale :
| …. ER nue.
(23) Y = fiCu)p(k) + 9,(6, k), | 3 = f(u,)p(k) + 9,(v, 0).
v et À peuvent être considérées comme des fonctions arbitraires de +», et #,; quant à f,, f, et f,, ils doivent être liés par la relation
FREE (4) PARU
Supposons les équations (23) résolues par rapport à w, » et 4. On aura pour nos inconnues
KR nil 1 P3(9)
Les équations (235) expriment que toutes les surfaces (ADP) ECO nt:
sont des surfaces de courbes de translation, mais qu’une série de ces courbes u, = const. dérive par homothétie d’une seule courbe
z=f@ y=fiu) 3=f(u).
On pourrait s'exprimer en ces termes que, lorsqu'il ÿ à une liaison entre &, et &,, on passe d’une surface intégrale commune k, à une autre k, par une dilatation suivant les courbes & après une translation suivant les courbes » [la dilatation sera p(k,)—p(f) et la translation o,(+, k,) — 9,(6,k)].
On peut aussi voir que, lorsqu'il existe encore une relation ?, = D(o,),
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les surfaces intégrales communes se présentent généralement sous la forme
a = f.(u)pCk) + p,(e)r(k) + s(R), J = fi(u)e 0) + p(8)r() + 82), 2 = f.(u)p() + p(P)r(K) + SR).
Congruences conjuguées.
XIV. Nous allons maintenant chercher quelles condilions doivent remplir deux équations
ANS) = pce. Op: Mdr Pro; B (&r) = b,p, Sn can 0, Pr-1 + bp 0,
formant un système complet, pour que les caractéristiques sotent sur les surfaces intégrales communes des lignes conjuguées.
Nous désignerons par k,, ...,k,_, les intégrales communes et par
et » deux intégrales non communes des équations B(z) et A(z). Soil
un changement de variables qui définit le système complet donné.
Pour des valeurs constantes données à Æ,, ..., k,_,, nous aurons
une surface à deux dimensions; nous dirons que les lignes & et e sont conjuguées sur cette surface si l’on a
CA ARTE EE LE ou dv ou O6 (24) RE ENS O G00 6 6. 0 :
Da, = } 0Ty 2 0% OT 7 V5 Or,ona
di 22 An
du du
b; ne. EST by
0 F, — ee — OF,
c’est-à-dire
0x; Ôx; = U— : LR 0 du xd;, de Rs 5b,.
On aura dx; . dia) J(aa;) du AN D. Bb, +... + ges Pr ou dx; du dv A BB(xa;) et aussi è 0x; è ox => xæ A(Bb;).
Développons la première relation
(25). TE = Ba[B(a)] + BB(a)as.
Si nous formons les expressions
dx OK; d00R; - du dv 0x; du dv 0%,
CE ST D), nous aurons, en vertu deséquations (21) et (22),
Ba [B(a,) 5 LÉREE À me | = [ha — BB(a)] A(k,) + uB B(K;);
or
Donc, les fonctions k,, ..., k,_, seront des intégrales communes aux équations À, B et à l’équation w(z) = Bla,)p, +...+B(a)p:=0; elles seront aussi des intégrales communes avec l'équation
CS) = AR, ) pic AC) D 07
car les expressions
BB(aa;) = « A(Gb:;)
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nous donnent L(z) — w(3) = <B(a)A(z) — 3A(B)B(z).
XV. Nous avons obtenu le moyen de reconnaitre si les caractéristiques sont des lignes conjuguées sur les surfaces intégrales communes, quand on connaît ces intégrales; il est intéressant de reconnaitre ce fait sans qu'il soit besoin d’intégrer le système complet.
Pour cela nous remarquons que les équations 1 (3) et 1,(3) admettent les » — 2 intégrales communes des équations A(z) et B(z).
On aura donc
En éliminant les quantités 8,, B,; &,, «,. les conditions cherchées s'expriment par le fait que tous les déterminants
A(b;) a; b; B(a;) a; b; Dire hA(OE are | A;pi=| Bar) ax br | A (b) y, k, | B(a;) dy D;
AO A TE Dot . ’ sont nuls. On aura 2 . ) conditions; mais elles se rédui-
sent à 2(7 — 3) conditions distinctes. Ces relations contiennent aussi la condition que les équations A(z) et B(z) forment un système complet, car cette condition s'exprime, comme il est aisé de le voir, par les relations |
A(b;) — B(az) ax bx | = 0 RARES A URR
A(b,) B(a;) dy, b,
Si l’on veut que les caractéristiques soient des lignes de courbure, il suffit d'ajouter la condition
ab, +...+a,b,= 0.
La recherche de l'intégrale commune se réduit dans le cas n — 3 à
AE Us VE - à ÿ
LS les surfaces sur D ge congruences d caractéristiques sont é ARE seront données Par Sa de l'équation
AG) A = 0 Es | où To on regarde < z comme un Dar
Éc uations COIHENNCE Fe | XVI. Parmi les résultats | précédents nous avons trouvé on :
Si l’on a deux équation A(z) = ai on 2 eeT D
qui vérifient les conditions
a) (2) = BA(z) + BB(z)
ou
A()=YŸ Aa %, B()=YB(a)2
les deux équations AG] et B(z) admettent une famille de surfaces intégrales communes sur lesquelles les deux congruences de caractéristiques tracent des lignes conjuguves.
Nous appellerons les équations A(z) et B(z) équations conjuguées. Comme deux combinaisons linéaires d’un système complet donnent encore un système complet, il est à se demander si la même chose n'arrive pas pour les systèmes conjugués.
Soient
M(z)—PA(z)+@QB(z), N(z)=RA(:)+SB(z) Ph, 9
deux combinaisons linéaires à deux équations conjuguées. On a
Ôz Ôz M(:) > (Pa; + QU) 3 a LS
| Oz N(:)=Ÿ (Ra+S DE Dr
Il faut qu’on ait
(3) = Ÿ MG) LE = mM(z) + m, N(5), m(3)=Ÿ Nm) = M(5)+ re N(5).
Or, on peut écrire Mn) = aM(R) + b,M(S) + RM(ax) + SM(b»),
Les deux premiers termes de chacune de ces expressions sont des combinaisons linéaires de a, et b;; pour que nos équations soient conjuguées, il faut qu’on ait
RM(az) = SM(b;) = , Op Ho by, P N (&x) De QN(b, = AU E Rs by.
Or,ona Max) = PA(a;) + QB(a;) | Na)=RAa;) + SB(a) M{bx) = PA(b,) + QB(b:) | N(bx) = RA(E:) + SB(b:)
Si, maintenant, nous formons les combinaisons précédentes, et que nous tenions compte du fait que A(b;) et B(a;) sont chacune des combinaisons linéaires de a; et b;, nous obtenons pour les deux équations la seule condition
(28) PRA (az) + QSB(b;) = pay + 00 by.
Ces relations doivent être satisfaites quel que soit £. Elles doivent être compatibles par rapport aux inconnues P, R, Q,S, o, et o..
MENÉS
_ bn, "7.4 + (MORE LS sh EEE DE dE
Nous voyons que le problème n’admet pas de solutions quelles que soient P, Q,RetS, ce qui revient à dire :
Deux combinaisons linéaires à deux équalions conjuguées ne donnent pas toujours deux nouvelles équalions conjuguées.
Pour le cas de trois variables, le problème est toujours possible, car les trois équations (25) nous donnent des solutions déterminées R CS— » — ei Pr, et ik Po P2 Pe
cients P, Q,R, S. On peut donc énoncer ce théorème :
en
on pourra prendre arbitrairement trois des coeffi-
Dans le cas de trois variables, on peut toujours, d’un système conjugué, déduire par des combinaisons linéaires de nouveaux systèmes conjugués; le problème dépend de trois coefficients arbitraires.
Dans le cas de n variables, pour que le problème soit possible, il faut que tous les déterminants
“| AÇa;) B(b;) a; b; A(a;) B(b;) a; b; 5 (29) OC Pa CUT TI)
Aa) B(b,) (27) b, sotent nuls, ce qui nous donne n — 3 conditions distinctes.
XVII. Il est à remarquer que, par cette transformation, les surfaces intégrales communes restent les mêmes, par le fait que M(z) et N(z) sont des combinaisons linéaires de A(z) et B(z), mais les systèmes conjugués changent. Au lieu d’avoir les deux congruences de caractéristiques
dax; &; OZ; b;
De yo) da An nous aurons les deux congruences de caractéristiques aussi conJuguées
dt; PQ: dry RAD 0;
— : — Dr mie dt Pad Qb, dr Ra To
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où P, Q,R, S sont liées conformément aux équations (28) par la
relation |B(4x)axbx|
7 TAC(a)arbr|
En particulier, si l’on fait a, = b,—1,ona
; dx; dx; (30) Te =P&a+(—p)b;, Da CA MENT); pour tous les systèmes conjugués qui correspondent à une même série
de surfaces, à condition que p et r soient liés par la relation (*)
Base À (31) TEINTE à
Il existe deux valeurs p — r pour lesquelles les deux équations conjuguées se confondent. Elles sont
+ A He ae AV
nous obtenons ainsi deux congruences de lignes asymptotiques.
Pour les surfaces réglées, ces lignes deviennent illusoires, car A est indéterminé.
Cette expression A est la même pour toutes les congruences d’un système complet donné, Nous pourrons l'appeler ineartant conjugué du système.
Les congruences des lignes de courbure seront enfin données par les équations (27), qui correspondent à celles des valeurs de p et r qui sont les solutions de l'équation (371) et de la suivante :
DEpai+ (ii —p)bifra+(i=r)b;] = 0.
HONTE
: » Car on a, dans la dernière des [A (ax)ax — byl i
(1) Ici À se transforme en
équations (28), A (ar) = B(b,) =0,
ce qui donne
vw
Intégration des équations conjuguées.
XVIII. Reprenons les 27 équations aux dérivées partielles non linéaires | |
QU TÈt œ, ce + An 3e — are a b;, da; da; B(a;) == b, 5 + 7 == B,a;+ a Dj.
Nous avons vu qu’elles déterminent tous les systèmes conjugués. Ils dépendent de quatre fonctions arbitraires &,, 4,3; 8,,8, et des fonctions arbitraires de l'intégration.
Nous avons intégré le cas
QUE PRES NC — 10)
c'est-à-dire celui des équations aux intégrales réciproques. Les caractéristiques étaient des courbes de translation; d’où 1l résulte que les courbes de translation sont des courbes conjuguées sur les surfaces intégrales communes.
Prenons le cas
A(b;) £ ab, B(a;) = 6 a;,
qui est en apparence plus général. Ce cas se réduit à celui des équations aux intégrales réciproques, en divisant chaque équation par le
Le D) mn ù ’ Q coefficient de -—. En effet, on peut écrire
0h D;\ b,A(b;) — b;A(b,) et aussi B Se | 4 (0)
Nous retrouvons les équations étudiées dans la première Partie. Le cas général se réduit à un cas plus simple en prenant comme
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; 7e V0 4 $ Es inconnues = et Fa On obtient alors le système réduit LI nm
| AD) aie ar se mhaeb) d
Bas) = bg ++ bi pet + EE = p(ai— bi), qui nous donne tous les systèmes de caractéristiques dti, 4L, dx;== b;0%;,, qui définissent des congruences conjuguées.
XIX. Nous étudierons seulement les systèmes, d’ailleurs les plus
intéressants, qui correspondent à l’une des valeurs À ou 1 égale à zéro. Soit
| d. du Mo.
| U(e») = }, — DE Q0 0 ee bg ee —— De = 0: | (33) dux du 0 à | Nu) = 6 He 7 Gien ee ge — Aux — px).
On peut passer du système (33) au système plus général (32) par une transformation conjuguée
u= pai+ (1 — p)b;; =ra+(i—r)b;
p et r étant liés par la relation invariante (28), ce qui nous fait disposer encore d’une relation arbitraire entre p et r..
Considérons ainsi le système (33) de 2(n — 1) équations non linéaires.
Si nous prenons les équations linéaires correspondant à un système de solutions w}, ; supposées connues, soil
(BNEE Te VE )—= 50,
ces équations forment un système complet. Par suite, quel que soit un point donné x, ..., 4, de l’espace, il existe une surface qui passe par
SURFACE CINTÉGRALES COMMUNES.
ce point et qui est commu? aux deux congruences de caractéristiques, dont l’une est
Cæ, , %) — CAGE AE nous désignerons l’autre p MG Tr) = (X, .@t).
Les équations U(#) expriment que lorsqu'on se déplace suivant une courbe donnée = Const. — ?;, la tangente à toutes les courbes ux qui la rencontrat garde une direction fixe pour les points de rencontre avec cette courbe p.
En d’autres termes, pour la surface considérée des courbes u, la - courbe » est la ligne de céntact d’un cylindre dont les génératrices sont parallèles : à la direction
p° pos I
|) D + Re = er US Vot+...+p9 +r OUT + +0 Hi Ve +...+e +1
En résumé, pour chaqué dsystème déterminé d’intégrales w, et », des équations Co la congruäce e représente les courbes de contact des cylindres circonscrits aux surfaces intégrales communes, et la congruence « représente des courbes qui ont pour tangentes les génératrices de ces cylindres. Le système complet qui les définit satisfaisant aux équations (33), les deux séries de caractéristiques seront des courbes conjuguées.
Nous retrouvons ainsi un théorème de M. Kœnigs, qui subsiste pour le cas de n variables.
Revenons maintenant à l'intégration effective de nos équations (33).
On a UV(z) — FU(z) = a[ V(z) — U(z)|.:
Si nous remplacons z pd ‘x, On peut écrire (34) UV ()] UN,
el, avec | U(v) — O,
ceci nous donne le système de caractéristiques
A4, 0 est tnt M Pers te dV (vx) (2) Te CE DT
qui nous montre que les rapports des expressions V(P,), RE) sont des intégrales de l'équation U(z}) = 0; c’est-à-dire qu’on a
MÉDOC APRECE APANES)
k,,..., k,_ étant des fonctions arbitraires de l'intégration.
Il en résulte que l'équation V(z) —o admet 7 — 2 intégrales Dis. Pn-2 fonctions de ?,, ..., #,_,, à savoir celles qui satisfont aux équations
de, Pke, A
RE po = — 4} re ki(®s, RCE) Pn1) Kn-2( 1 ere Sy Vn—1) es
On devrait s’y attendre, puisque ces 7 — 2 intégrales sont les intégrales communes des équations U(z)et V(z).
Supposons que a soit assujetti à rester constant sur les surfaces intégrales communes, mais qu'il puisse varier quand on passe d’une surface à l’autre, c'est-à-dire que à soit une fonction arbitraire de Pis se.) Pn_2 3 ON à alors n — 1 intégrales qu’on peut écrire
C,..., CG, étant » — 1 fonctions arbitraires de l'intégration (F0
(*) Les équations (36) nous expriment que, quel que soit le système de soluuons w; et p; qu'on obtiendrait, la forme linéaire Ce) sera une transforel
mation infinitésimale de l'équation U(:) —o.
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dx; CEE = =. de?
Ge, ‘s Ee. dv; +1 4e | des En Os ( 635 À: 0h) DO CAC (Pi ren
Maintenant, au lieu de pendre comme fonctions arbitraires C,, ..., D. tre . . .
Cy-,, nous pouvons prendie arbitrairement les fonctions CRC E 9 telles que C,, ..., C,_, $ient définis par les relations
do: donsts Gr SRE rene F J9n-# 09h» CRE G dv; | ire Cu dvi Fe d9 CA EE - G, FA fr Gé = Alors le système (34) dvient dep Eden VAS RENOM Ro Ne mr # —— ue,
Supposons que ?,, ...)e,_, sont exprimées en fonction de 9,, ..., On Ÿ, Ce qui revient à lire un changement de variables connu, et soit
Ca 1
D'OUPRR, T)— d(o; D Dr) ou vx(o).
On a d’abord une nouvelle intégrale
EXT } f2Q 0 RS EN ( 58) “ 7 de Effectuons les quadratires ER CLEMR se : LEE 1 I, Æ | ”, (k Su — dx, eee le = | pre (% Le ) AL
ie 2e
OCR QE OP AENENE ETC
ni he. 4 5 PE (3 .. | CR k)
nous donnent, en remplacant k par sa valeur (35), les n — 1 fonctions
Piiconniespi ee, GT et l’on trouve enfin. LT PU, DIE les rela-
tions , N
Us Fa Le Un | .
DCR Nr es) “2 EAN NE. 4 à MOD. Te
DT EE) DIGENSG2R, D) D(ri1 70800)
Dans le cas particulier où le système conjugué constitue les deux familles de lignes de courbure, on doit avoir la relation
(39) A DE OU, Ce 0
Considérons la première des équations (33). On remarquera que la relation (39) exprime que tout déplacement suivant une trajectoire #; = C; de l'équation U(z) — 0 est perpendiculaire à la droite de direetion G,, ..., CG, 1: Cela veut direvque les lignes de courbure, celles qui sont en même temps des lignes de contact des cylindres avec les surfaces intégrales communes, forment une congruence de courbes planes.
Vu et approuvé :
Paris, le 21 février 1908, Le DOYEN bE LA FACULTÉ DES ScigNces, Pau APPELL.
Vu et permis d'imprimer Paris, le 21 février 1908,
Le Vice-RECTEUR DE L'ACADËMIE DE PaRis, L. LIARD.
M at Dé
SECODE THÈSE.
ee ——
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/IA41554031_0065. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières

		Sur les surfaces intégrales communes aux équations différentielles

		Sur les surfaces intégrales communes aux équations différentielles

		INTRODUCTION

		AVI INTRODUCTION

		PREMIÈRE PARTIE

		PISE D

		OR LENS

		ANA

		AN MORT MCUE TE

		LUC

		CAL O CT OR NSP TES RUES

		CRE TT

		VI. Nous allons résoudre maintenant le problème suivant

		TS

		URI

		DEUXIÈME PARTIE

		CET LA CENT

		DÉMO

		D DE OUR

		DATENT DE DEN

		CRE

		EE = ET

		TROISIÈME PARTIE

		AC) — 0; DC) E

		DA

		RS LS NE

		X;[XC3)] — X,[X

		OO | RE SOI TE CD CCE AE

		CES QUE, EL

		XII. Prenons un exemple simple

		FREE (4) PARU

		MENÉS

		HONTE

		Sources et licence





