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Ernst Lindelöf
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Sur les systèmes complets et le calcul des invariants différentiels des groupes continus finis
SUR LES SYSTÈMES COMPLETS ET LE CALCUL DES INVARIANTS DIFFÉRENTIELS DES GROUPES CONTINUS FINIS.
Les groupes continus de transformations, dont la theorie générale à été créée par M. Soraus Lire, jouent un grand rôle dans différentes parties de l’analyse et ils sont, en particulier, d’une importance capitale pour l'intégration des équations différentielles. Dans l'étude de ces transformations on est amené à considérer certaines expressions des variables du groupe et des dérivées de quelques-unes d’entre elles par rapport aux autres ou par rapport à des variables auxiliaires, expressions qui servent en quelque sorte à caractériser les œroupes mêmes, je veux dire les 2nvariants différentiels. Cette notion n’est pas nouvelle, quelques-uns de ces invariants ayant été connus et étudiés depuis longtemps par les géomètres. Tels sont les paramètres différentrels introduits dans la théorie des surfaces par Minnixe et Berrrami; l'expression {s, x} dont se sert M. Scxwarz pour résoudre un problème célèbre de représentation conforme, en fournit un autre exemple. Mais ce ne sont là que des cas particuliers; le fait essentiel que tout groupe continu admet une infinité d'invariants différentiels a été découvert par M. [xe, qui à aussi le premier proposé des méthodes générales pour calculer ces invariants.
La présente étude a pour objet le calcul des invariants différentiels des groupes continus finis, c'est-à-dire contenant un nombre fini de paramètres. Klle est divisée en quatre chapitres. Dans le premier, après avoir cité quelques définitions et théorèmes généraux indispensables pour la suite, nous déduisons l'existence des invariants d’un groupe intransitif et la loi de leur formation, en partant des équations finies du groupe. La méthode en quelque sorte intuitive dont nous faisons usage, ne suppose connues que les propriétés les plus générales des groupes; elle diffère en cela de l'exposition de M. Lx, qui est fondée
sur le mode de génération des. groupes au moyen de transformations infinitési-
males et sur la théorie des systèmes complets. La même méthode nous conduit aussi d'une manière simple à déterminer toutes les multiplicités qui restent invariantes par rapport à un groupe donné.
Le second chapitre est consacré à l'étude des groupes prolongés et des invariants différentiels. Le calcul des ces invariants peut s'effectuer d’après deux méthodes essentiellement différentes, suivant qu'on part des équations finies du groupe considéré ou de ses transformations infinitésimales. La première méthode, pour l'exposition de laquelle nous avons mis à profit une remarque importante de M. TRresse, n'exige que des différentiations et des opérations algébriques; d’après la seconde on aura à intégrer un système d'équations linéaires homogènes aux dérivées partielles du premier ordre. — C'est cette intégration qui fait l'objet du troisième chapitre. Les différents procédés qu'on a employé à cet effet jusqu'ici, ont cela de commun qu'on ramène d’abord le système dont il s’agit, à un système comlet, en y ajoutant certaines équations complémentaires, et qu'on transforme ensuite ce système complet en un autre d’une forme particulière. Ces opérations sont souvent assez longues et pénibles, surtout lorsqu'on à affaire à un grand nombre d'équations. La réduction du premier système complet à la forme voulue présente en outre cet inconvénient que les coefficients du système à intégrer deviennent en général moins simples. Or, il est possible d'éviter l’une et l’autre de ces opérations et de simplifier ainsi considérablement le calcul. Nous montrons en effet (n° 21) que, étant donné un système d'équations linéaires à n variables, si l’on a intégré une quelconque de ces équations, on peut ramener le système, par un changement de variables et par des opérations algébriques élémentaires, à un système à n-1 variables admettant les mêmes intégrales que le premier. Pour le calcul des invariants différentiels, la méthode que nous proposons, présente encore l’avantage de réduire, dans bien des cas, le nombre des opérations nécessaires qui consistent à prolonger les transformations infinitésimales.
Comme application des théories précédentes, nous effectuons enfin, dans le quatrième chapitre, le calcul des invariants différentiels de quelques groupes
particuliers.
CHAPITRE L
NOTIONS GÉNÉRALES SUR LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS. INVARIANTS ET MULTIPLICITÉS INVARIANTES,
1. Nous commençons par rappeler quelques définitions et théorèmes généraux de la théorie des groupes de transformations, dont nous aurons à faire usage dans la suite.
On dit que l'ensemble des transformations
(1) ir Te, Hi) UE n),
où 4...a, désignent des paramètres arbitraires, constitue un groupe continu, si le produit de deux quelconques de ces transformations équivaut à une transformation unique comprise dans ce même ensemble. Les fonctions 7. fient alors des relations de la forme
Fe (is à) fa (ts à), bi. 0) = fifa an, pi (a, db). p, (a, b)) (ere An).
Le groupe est en particulier dit à » paramètres, si les paramètres 4,...4, sont tous essentiels ?), c. a. d. qu'il est nécessaire, pour déterminer complètement la transformation (1), d'établir entre @,...a, r relations distinctes.
Soient done (1) les équations d'un groupe continu à 7 paramètres et supposons en outre que 7,...7/, soient des fonctions analytiques de x,...4,, 4,...4,, holomorphes tant que ces quantités restent comprises dans certains domaines finis. D'après M. Tue”) ces fonctions satisfont alors à des équations aux dérivées partielles de la forme
véri-
ln
@) =D GG a) EG em) Gæremkz re)
le déterminant des w;, ne s’annulant pas identiquement.
1) Sopxus Lie, Theorie der Transformationsgruppen (Teubner 1888), I, p. 12. 2), Toid./“p. 33.
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Nous ferons encore l'hypothèse que notre groupe contienne la #ransformation identique, c. a. d. qu'il existe un système de valeurs 4°... a,°, telles qu'on ait identiquement
CASE PC AN EX 7 (tin). Enfin le déterminant des w,, doit être différent de zéro pour & =&°, .…., a,= a").
Cela posé, les équations (2) nous donnent, pour a =4@°, .…, a,=a@,!,
û See | É li (F, A =) Ur (a +. a). &j (ia) (= ner
nil
En posant, pour simplifier l'écriture,
Q : « LE f: (&, a) re = Er),
on peut tirer des équations précédentes les £; en fonctions linéaires des &, Ex (+: 2) = » Gr Exi (ti ++" an):
Par cette substitution les équations (2) deviennent
% , Oxi Le ’ ’ ‘ Ce dax = Ÿ vx (a + On). Éj5 (Œr ++ Œn) G=r..nk = 1.7), ; D
les Y; étant de nouvelles fonctions des & dont le déterminant ne s’annule pas identiquement.
Faisons dans les équations (1) a, =a;+da;. On aura, d’après la notation admise,
(3) Diet > Er: Gas 2) dar +... (=rpe nn):
KL Il en résulte pour une fonction quelconque f (4) GS ue: D) = f (a “… Th) + D: Xz ri day: — duels + 67e , os | ou Xz f Æ > Ex ( …. %n) Je (& st 4 CCE r).
En considérant les da, comme des infiniment petits, on peut dire que le groupe (1) contient les transformations infinitésimales *)
1) Sopaus Luxe, Transformationsgruppen, I, p. 68. 2) 1bid., p. 53 "et p.78.
Li = di + » Eyi (Xs<* Xn) dax (mr):
LEA
Ces transformations sont complètement déterminées par les expressions À, f...X,f, qui peuvent, par conséquent, servir de symboles pour les représenter. Aïnsi nous dirons simplement que le groupe (1) contient les transformations infinitésimales X;f...X,.f.
Ces transformations sont dépendantes ‘), en ce sens qu'il n'existe aucune relation de la forme
GXf+CGXif+...+CXf= 0,
les C désignant des constantes qui ne s'annulent pas toutes à la fois. Toute autre transformation infinitésimale du groupe (1) sera une fonction linéaire à coefficients constants des X,/f...X,.f.
Par les expressions X,f...X,f l'ensemble des transformations du groupe (1) se trouve entièrement déterminé. En effet, # est possible d'introduire au lieu de a;...a, de nouveaux paramètres 1,...2,, de manière que les équations du groupe se présentent sous la forme *)
(3) ALT D her dit Ÿ ER LP UGE ren):
Ceci nous conduit à définir le groupe comme étant engendré par les transformations infinitésimales X,f...X,.f. De cette mode de génération il résulte aussi qu'à toute transformation du groupe correspond une autre qui en est l'inverse.
Les équations (3°) peuvent être remplacées par la formule plus générale *)
(4) Fr san) = fear) + D dx Xxf + D) dx À; Xe (XF) +, le k,j où f désigne une fonction quelconque.
Les transformations infinitésimales X,/f...X,.f jouissent encore de la propriété importante de satisfaire à des relations de la forme
(5) X; (Xxf) — Àr (X f) — D Cirs X; l' (ë, KT: r),
les C;, désignant des constantes ‘).
1) Sopaus Li, Transformationsgruppen, I, p. 67. 2) Ibid, p. 75.
3) Ibid., p. 74.
INIGIG,uieLo0,
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2. Les variables :,...:, peuvent être interprétées comme les coordonnées d'un point dans l’espace à x dimensions. Fixons dans cet espace un point quelconque 25, (x,°...x,°), et considérons l'ensemble, $,,, des points où P, peut être transporté par les transformations (1) '). Cet ensemble, que nous appelerons, pour abréger, {a multiplicité transformée du point P,, est définie par les équations
LA = f; (a 110 La di » Xe ay) (à == L'or n),
où &,...a, désignent des paramètres arbitraires. Soit ?,, (x,...x,), un point
quelconque de $S,, et T une transformation du groupe (1) qui change P, en P,. On aura, en se servant de la notation usuelle,
P)S=(L)T-1S, (P)S=(P)TS
S désignant une transformation quelconque de notre groupe. Or, d'après la définition même, les produits TS et TS sont équivalents à certaines des transformations (1). Les égalités précédentes expriment, par conséquent, qu'on peut atteindre tout point de S,, en effectuant sur ?, une certaine transformation du groupe (1), et réciprogement, que tout point transformé de P, au moyen d’une transformation du groupe (1) sera contenu dans l’ensemble S,,. En désignant par S, la multiplicité transformée du point ?:, on peut donc affirmer que les deux multiplicités S,, et S,, se confondent entièrement. Il en résulte, en posant Me ie RE) (STAR)
que les équations Xi = fi (æ: ln, Apr: ay) (à = DH n)
représentent la multiplicité S,, quels que soient les paramètres b,...b..
On dit que le groupe (1) est #ransitif”), si la transformée S, est une multiplicité à » dimensions toutes les fois que le point P ne satisfait pas à certaines conditions particulières. Si, au contraire, le nombre des dimensions de Sr? est inférieur à » quel que soit le point ?, le groupe est dit intransitif. Dans ce cas il existe entre 2,...4,, 21 ...æ, des relations, qu'on obtient en éliminant les paramètres «,...4,. entre les équations (1). Pour que cette élimination soit possible il faut et il suffit que tous les déterminants d'ordre » (c. a. d. contenant #7 éléments), compris dans la matrice
2) Cf. Sopaus Lie, Transformationsgruppen., 1, p. 224. *) Jbid., Chap. 13.
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LR df, of | (6) Dada pe ie 04: ; | fn fn dfn MT - | y
soient identiquement nuls. Il est évident, dès lors, qu'un groupe est toujours intransitif lorsque le nombre des variables dépasse celui des paramètres.
Dans ce qui suit, nous admettrons que le groupe (1) est intransitif et que tous les déterminants d'ordre #, #-1, ...,g+1, contenus dans la matrice (6), s’annulent identiquement, mais que, parmi les déterminants d'ordre q, il en existe au moins un qui ne soit pas identiquement nul. Soit
es NPA)
1) teur e ly (ls ==
eh di O(a -:: &y) un tel déterminant et supposons en particulier que D (x1° See FLE di se üy) = 0,
æ,°...aæ, &...a, désignant un système de valeurs pour lesquelles les fonctions (1... f, se comportent d’une façon régulière. En faisant
Li — fi (ti vo Un bi LL b,.),
on pourra limiter une région X (à x dimensions), contenant dans son in-
térieur le point x,°...z,, et une région B (à r dimensions) autour des valeurs &°...a, de manière à satisfaire à la condition suivante: tant que le point
æ...æ, est situé dans la région X et que les valeurs de ,...b, sont comprises das la région P, le déterminant D (x,...:,, a... a,) sera différent de zéro. Dès lors, en désignant par P, (x,...x,), un point quelconque de X, les g pre-
mières équations du système
(7) PE — fé (x; # Un 4x. Qy) (à AE Le n),
lequel, d'après ce que nous avons démontré plus haut, représente la multiplicité S,, pourront être résolues par rapport à @&...4,, tant que les valeurs de 4,...b, resteront comprises dans PB. Koïent
(8) PEN), (t: DRE FN Le .… #4) (2 Of AT 4)
les expressions ainsi obtenues, où l’on à mis 4,41 = @yy1, ., 4, = @. Il sera évidemment possible de choisir les régions À et B de manière à satisfaire
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encore aux conditions suivantes: 1:0 les fonctions W,...w, seront holomorphes pour toutes les valeurs de 2,...2,, b,...b., comprises respectivement dans X et PB, tant que le point 2'...x/ se trouve à l’intérieur d’une certaine région X° (à g dimensions); 2:0 dans la même supposition les équations (8) ne donneront que des valeurs &,...a, pour lesquelles les fonctions
fi Ce 0 Dys 0 + Ag» dg+1 *** Gr) (à = q + 1,--.h)
se comportent régulièrement, tant que le point x,...#, ne sortira pas de la région X.
Ces conditions étant remplies, si l’on substitue dans les #—g dernières équations (7) aux 4a,...4, leurs expressions (8), les équations de la multiplicité S, prendront la forme
(9) Lit rt dal Dr er) (i = 1:..n-0Q).
D'autre part la même multiplicité peut évidemment être représentée par les équations
(10) Tati = fi (ri ‘+ En Li **°Gg) (= 1:..n-Q).
On aura donc les relations (11) fi (Œure re, Lio) = li (CR me) he 1...N—Q),
à condition que les valeurs des x, b et à’ seront comprises respectivement dans X, Bet X’ et comme /,...f,_, sont des fonctions analytiques de ces variables, il en résulte que les dites relations subsistent identiquement.
Si l'on attribue à x, ...x, des valeurs fixes quelconques «,...«,, apparte-
nant à la région X”, et qu'on fasse li (æ: “ns y) DE (æ +. Æn) (è rl cn),
le résultat précédent pourra être énoncé comme il suit: Les fonctions [E (t ne Un) RER Epas (a É * Ln)
ne changent pas de valeur lorsqu'on effectue sur les variables x,...x, une transformation quelconque du groupe (1).
Elles constituent ainsi des 2nvariants par rapport à ce groupe.
Revenons aux équations (10). Comme ïl ne peut exister aucune relation entre «;...x,, les expressions /...f,_, seront indépendantes, considérées comme fonctions de x,...x,. Par suite les invariants U,... U,_, seront aussi indépen-
dants entre eux, à moins que les constantes «...«, n'aient pas été choisies
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d'une façon toute particulière. D'un autre côté tout invariant du groupe (1) pourra s'exprimer en fonction des invariants U,... U,_,. Soit, en effet, ® (x:...x,) un invariant quelconque. On aura identiquement, d’après la définition,
D (fi (x, a)-..fn (x, a)) = 0 (x F2)
et cette identité subsistera évidemment encore lorsqu'on substitue aux 4,...4, des expressions quelconques. Posons en particulier
M = Game) (ro, Ag+1 — Üa+1 FN CO > Ar — y,
les Ÿ et les «a ayant les mêmes significations que plus haut (p. 7). On obtient
Deer) =D (red Di Une), ce qui démontre notre proposition. Le groupe (1) possède, par conséquent, dans les conditions admises relativement à la matrice (6), précisément #-g invariants distincts.
En résumé, on voit qu'étant données les équations finies d'un groupe intransitif, les invariants du groupe s’en déduisent par l'élimination des paramètres *).
Reprenons les équations (9) de la multiplicité S::
Tati = fi (ei En Li Ta) G—=71...n-4).
Si l'on considère cette fois les x comme variables et qu'on substitue aux +’ les coordonnées d’un point quelconque de S,, ces équations représentent une certaine multiplicité, que nous désignerons par S,. Or, on peut démontrer que #, coïncide avec S,. En effet, il résulte d’abord des identités
fi (æ “Un, Li La) = fi (, a)... fn (&, a), &1 +..xq) G=71...n-0) que la seconde de ces multiplicités est toute entière contenue dans la première. D'autre part ces deux multiplicités ont le même nombre (g) de dimensions, puisque f, ET pa sont indépendantes en tant que fonctions de %,...x,. Chacune d'elles étant d’ailleurs définie par un seul système d'équations analytiques, il en résulte qu'elles coïncident identiquement, €. q. f. d.
3. La génération du groupe (1) moyennant les transformations infinitésimales X,f...X,.f conduit à une méthode pour le calcul des invariants, entièrement différente de celle que nous venons d'exposer. Reprenons, en effet, la formule (4')
1) Cf, Sopaus Lie, Transformationsgruppen, I, p. 218.
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fees) = fe) + D A Xe PH D de D Xe (XP) + ee k k,3
Pour qu'une fonction f reste invariante pour toutes les transformations (1), il faut, d'après cette formule, qu'on ait identiquement
(12) Se 0 ee De Te
Cette condition est d'ailleurs suffisante, car en la supposant réalisée, l'égalité précédente se réduit à FC sm) = fa) Donc tout invariant du groupe (1) est une intégrale du système linéaire (12) et, réciprogement, toute Intégrale commune des équations (12) est un invariant du oroupe (1).
Considérons la matrice
en (x TE) se S (rs + Tn)
(13) | cn | |»
| TPS (x: rs) NE 3e (x: LE An) |
formée par les coefficients des équations (12). Si tous les déterminants d'ordre n de cette matrice ne s'annulent pas identiquement, les équations (12) seront linéairement indépendantes. Supposant, au contraire, que tous les déterminants d'ordre 7, #-1,...,q+1 disparaissent identiquement, mais qu'il y ait, parmi les déterminants d'ordre g, au moins un qui soit différent de zéro, les expressions X,f... X,f seront toutes des fonctions linéaires de y d’entre elles. En désignant
ces dernières par X,.f, ..., X,,f, il en résulte que le système (12) pourra être remplacé par le suivant (14) Xw f = 0, Àr, f = 0, SAM EN » Av f = 0.
D'autre part on voit, en se reportant aux équations (5), qu'il existe entre les expressions X, f...X,,f des relations de la forme
q (5) XX) = An (An) = D pme) Auf Greg).
TR On appelle système complet tout système d'équations linéaires indépendantes qui vérifient des relations de la forme (15). On pourra donc énoncer la proposition suivante :
Les transformations infinitésimales d'un groupe étant données, le calcul des invariants du groupe revient à l'intégration d'un système complet \).
1) Cf. Soprus Lie, Transformationsgruppen, p. 97.
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Dans le troisième chapitre nous aurons à étudier en détail les systèmes complets. Ici nous ne ferons que remarquer, en passant, que tout système complet de g équations à # variables admet #-4 intégrales indépendantes et que le groupe considéré possède, par conséquent, dans les conditions admises relativement à la matrice (13), #-q invariants distincts.
4. Nous avons supposé que. tous les déterminants d'ordre 4 contenus dans la matrice (6) ne s’annulent pas identiquement. Cependant il peut bien exister des valeurs %,...x, pour lesquelles ces déterminants s'évanouissent quels que soient a,...a.. Désignons par 9, l'ensemble des points correspondants à ces valeurs %,...4, et, d'une manière analogue, par ©, l’ensemble des points pour lesquels les déterminants d'ordre » de la matrice (6) disparaissent quels que soient a...a. Nous sommes ainsi amenés à considérer une suite de multiplicités, 9,, 4,,.....…., dont chacune est évidemment comprise dans celle qui la précède. Quelques-unes d’entre elles peuvent se composer de multiplicités séparées où même de points isolés. Nous désignerons, d’une manière générale, par M,, M,,,... les multiplicités partielles analytiquement indécomposables qui constituent @,.
Cela posé, soit x,°...x," un point quelconque de @, et posons
x 2 TOUT b, ...b,) (= I ….n); on aura, d'après la propriété fondamentale des groupes, fi@ Ur CA *.. y) = EN ÉTAT ER ea v….Cy) (4 =ÛT ….h),
C,...c@. étant des fonctions de a...a,, b,...b.. On en tire, en faisant usage d'un théorème bien connu sur les déterminants fonctionnels ?),
2,0... &) > 0 Gi, (&°, 0) ++. fi, (a, o) JC.) 0 (a, TC a;,) ru 0 (Cr UD Cp) Ô) (a; “x dj)
k-..ky
d'où l'on conclut que le point x...) appartient à ©, pour toutes les valeurs
des paramètres 0,...0,. Aïnsi, quelle que soit la transformation du groupe (1) effectuée sur un point arbitraire de @,, ce point ne sortira pas des limites de cette multiplicité. ©, est, par suite, une multiplicité invariante relativement au groupe proposé. En se rappelant la mode de génération du groupe (1) au moyen de transformations infinitésimales, on en conclut que chacune des multi-
plicités M,, constitue séparément une multiplicité invariante ?).
1) JacoBr, De Determinantibus functionalibus, Crelle’s journal, Bd, 22, p. 340. 2) Sopnus Lie, Transformationsgruppen, 1, p. 231.
12 E. LINDELÔF.
Pour a,=a,, ...,a,=a,", la matrice (6) se réduit à (13). Dès lors, en désignant par ©, l'ensemble des points pour lesquels tous les déterminants d'ordre p de cette dernière matrice s’annulent, on peut affirmer que tout point de 9,
est contenu dans ©,. La proposition inverse à également lieu. Pour le démontrer, considérons l’un quelconque des déterminants d'ordre p de la matrice (6), soit
Oran) D net).
En vertu des équations (2) on à
| Ÿ Wii (a) & j1 (x 7) < : Ÿ Y; (a) Het x) j=1 La | Lie | | pi | | > Vin (a) Es (x) M: > V;, (à) Er (x) | D==1 j=1
ou bien, en développant !),
| Yy,1 (a) 4 $ Yyn ( a) | Ev,1 (2°) En Svp (4°) A M PR Vi Vp | Vr,p (a) ; J Yy,,» (a )| | Er,» (x) : « Svp (x) |
la somme s'étendant à toutes les combinaisons distinctes »,...r», des nombres 1, 2...7. Comme on obtient des expressions analogues pour É autres déterminants d'ordre p de la matrice (6), on voit que tous ces déterminants s’annulent en même temps que les déterminants d'ordre p de la matrice
| + (x Sir tn) : ; En ÉTÉ nn tn) | | 3,4 (æ ue Lai) ‘ c cn (21 DAT 2) |
Or, ceux-ci s'expriment, d’après M. Tue”), en fonctions linéaires des déterminants d'ordre p de la matrice (13). Il en résulte que tout point de 9, rentre dans la multiplicité 4,, comme nous l’avions avancé. Donc ces deux multiplicités sont identiques et, par suite, la multiplicité Q, peut être définie par les équations qu'on obtient en égalant à zéro tous les déterminants d'ordre » de la matrice (13).
1 JAcoBr, De formalione et proprietatibus Delerminantium, Crelles journal, Bd. 22, p. 312. =) Transformationsgruppen, I, p. 241.
5. Désignons par ?, un point de ©, qui n'appartient pas à 9, ;, et soit
D =) fr)
DÉCRET
un des déterminants d'ordre p-1 qui ne s'’annulent pas identiquement dans ce point. Autour de ?, on peut limiter une région X (à » dimensions), telle que D,, ne s'évanouisse identiquement pour aucun point situé dans son intérieur. Cela posé, en résolvant les p—1 premières équations
di = fifi -%n Gr) (ir)
par rapport à @,...4a,_, et substituant les expressions obtenues dans les autres, on aura
(16) dote = lon (Ur PP CUS ho LH8QE VIH) (D = 1...n-p+1).
Les seconds membres contiennent encore quelques-uns des paramètres «,...4,, mais on sait que ceux-ci disparaissent dès qu'on substitue aux æ les coordonnées d'un point ? de @, contenu dans la région X. Pour tout point P? qui satisfait à cette condition, les équations (16) fourniront, par conséquent, la multiplicité correspondante #,. D'autre part cette même multiplicité pourra être représentée par les équations
Botte — fev (1 0): fn (x, D), &1 **-% 1, d,::-0,) (= "n-p+1),
les à désignant des paramètres arbitraires. D'après cela, en posant A CRU: Del laure: Ur) Up (Et Un) (PT n—p+1),
après avoir égalé les x et les «a à des constantes convenables, on arrive, par un raisonnement analogue à celui par lequel nous avons établi les invariants du groupe (n° 2), à cette conclusion qu'on à
Cofetrbht-f (ec b)= Un (1: 2) (v = 1:..n-p+1)
pour chacune des multiplicités 4Z,, qui ne sont pas contenues dans 9, ;. Soit 17, une de ces. multiplicités et supposons qu'elle soit définie par les équations
Loris (ds: -: da) (= 1.-..n—s), Chaque point de H,, se trouve ainsi lié à un certain point de l'espace à s dimensions æ,...#,, en sorte qu'à toute transformation effectuée sur les points de
M,,, correspond une certaine transformation effectuée sur les points de cet
espace. Or, d'après ce que nous avons vu plus haut, le groupe général (1) transforme entre eux les points de 47
PV1 ?
et comme toutes ces transformations
14 E. LINDELOF.
constituent un groupe à part, on conclut qu'il en est de même des transformations correspondantes dans l’espace :, . .x,, lesquelles sont définies par les équations
(17) ZX; = hi Cr es Pie DR, CREED) = 1:..8).
Ce dernier groupe est engendré par les transformations infinitésimales
RDS: 0 0 Xi f = Ba Ge as que qu) GE + Sos HE (ei ces Pa eee Qu) DE LT 1:..#),
qui cependant ne sont pas nécessairement toutes indépendantes ”).
D'après ce que nous avons démontré plus haut, les fonctions U,, (x,...+, ne changent pas de valeur lorsque, en désignant par x,...x, les coordonnées d'un point quelconque de M,,,, on effectue sur ce point une transformation arbitraire du groupe (1). Il s'ensuit que les fonctions
Upy (di "Les Ga ++: Pn-s) (= 1...n-p+1)
sont des invariants du groupe (17) et qu'on peut les obtenir, par conséquent, d'après le n° 3, en intégrant le système linéaire
: NEED Xe d12 X-f= 0.
6. Nous pouvons maintenant aborder le problème général de trouver toutes les multiplicités invariantes relativement au groupe donné. Nous en avons déjà rencontré quelques-unes, à savoir celles que nous avons désignées par 9,, 9, etc, ainsi que les multiplicités S,, définies dans le n° 2. On obtiendra évidemment d'autres multiplicités invariantes en associant les 8, suivant une loi arbitraire. Réciproquement on peut envisager toute multiplicité invariante comme étant composée d’une suite de multiplicités S,. En effet, si cette multiplicité enferme le point P, elle enfermera, d’après la définition même des multiplicités invariantes, tout point où ? peut être transporté par les transformations du groupe (1), €. a. d. qu'elle contiendra la multiplicité S,.
Soit 7° une multiplicité invariante définie par les équations
F, (x: % Th) —_ 0, AR Ps ; Fu (a DL IC Xn) es 0,
F,...Fx désignant des fonctions analytiques, et supposons d'abord que 7 ne soit pas contenue dans 2,. Nous allons démontrer que Ÿ peut être définie, dans ce cas, au moyen de relations entre les invariants du groupe (1). Soit, en effet,
NERO D (x, 0 Une Un «.. y) = Tes
7) Cf. Sopaus Lie, Transformationsgruppen, 1, p. 233.
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un des déterminants d'ordre g qui ne s’annulent pas identiquement dans tous les points de 7, et admettons, en particulier, que
D (1° à An), di Eu üy) + 0;
2.…aæ, désignant un point de T'et &,...a, des constantes quelconques. On pourra alors limiter, autour du point 2,°...x,, une région À de la multiplicité
T, telle que pour tout point P, (x,...x,), contenu dans cette région LL Ti Gi: va) 0.
Les équations de la multiplicité S, qui correspond à un quelconque de ces points, peuvent être mises, d'après le n° 2, sous la forme
(18) Bo hle mi e Ty) (= 1...n-Q).
En égalant x...) à des constantes convenables «,...«,, ces équations feront correspondre à tout point de la région À un point &...@,, 4/,,...4), contenu dans la multiplicité
(19) Feu ee Gp yeree mi) = 0 (= r..#),
intersection de 7 avec la multiplicité æ, =a,...,#,=a«,. D'après la remarque faite à la fin du n° 2 on voit alors que la multiplicité $, pourra être représentée aussi par les équations
De a CU dun di 251 de) (i = 1..n—Q),
æ,...æ, étant regardées comme variables.
Cela posé, considérons la multiplicité 7: définie par les équations
(20) Fi ..a, fi (di + Æn, M ++) MAÉ fa (3 **:Œns M +: &g)) = 0 (e = 1:..{u).
Comme elle se compose de multiplicités S, issues des divers points de (19), elle sera évidemment toute entière contenue dans 7. D'autre part les multiplicités T'et 7, se confondent dans la région À. Donc, puisqu'elles sont définies l’une et l'autre par des équations analytiques, elles doivent se confondre identiquement, et les équations (20) représentent, par suite, aussi la multiplicité 7. Les fonctions f,(&,...æ,, &...«,) étant des invariants, d'après le n° 2, nous pouvons ainsi énoncer le théorème suivant !):
Toute multiplicité invariante qui n'est pas contenue dans Q, peut être défine par des relations entre les invariants du groupe.
1) Cf. Sopnus Lie, Transformalionsgruppen, 1, p. 123.
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Il est évident d'ailleurs que tout système de relations entre les invariants définit une multiplicité invariante.
Le cas où la multiplicité invariante proposée est contenue toute entière dans une des multiplicités ©,, Q,_,... se traite d’une manière analogue. En se servant des notations et des résultats du n° 5 on parvient au théorème que voici ‘):
Toute multiplicité invariante qui est contenue dans ©, sans être comprise dans Q,_1, peut être oblenue en ajoutant aux équations qui définissent une des multiplicités M, des relations convenables entre les fonctions U,; (&,...,)....… U,n-pr1 C:-%).
GROUPES PROLONGÉS. INVARIANTS DIFFÉRENTIELS
7. Etant donné un groupe continu, on peut en déduire, de différentes manières, d'autres groupes ayant le même nombre de paramètres que le groupe primitif, mais un plus grand nombre de variables.
Considérons par exemple le groupe (1) p. 3 et écrivons les équations qui le définissent w fois de suite, en nous servant de « systèmes différents de variables. Les équations ainsi obtenues
(1) Lyi = fi (Ent ++" Lyn A * +" Qr) G=1...n,v=1:...) formeront évidemment un groupe à r paramètres, lequel sera engendré par les r transformations infinitésimales *) At Re Re + Aka [ (= 1.7), Ê of ou XY NS Ly1''"X .
V J ( V1 yn) D
Si l'on choisit & de manière que #u>r, le nombre des variables du groupe (1) dépassera celui des paramètres et l’on pourra affirmer, d'après le n° 2, que le groupe possède des invariants. Aïnsi par exemple le groupe formé par les 1) Cf. Sopnus Lie, Theorie der Transformationsgruppen, 1, p. 237.
?) Ibid, p, 219. Voir aussi: W. KiILziNG, Ærweiterung des Begriffes der Invarianten von Transformationsgruppen, Mathematische Annalen, Bd. XXXV, p. 423—432.
transformations des coordonnées admet pour invariant la distance de deux points.
8. On obtient d’autres groupes en regardant, dans les équations du groupe (1) p. 3, certaines variables comme des fonctions des autres ‘). Pour mieux mettre en évidence ces deux espèces de variables, nous écrivons les équations dont
il s’agit, sous la forme
(2) fai = pannes ace) G=r..m), = Ge anne mai a) Œærep)
en désignant par 2,...2, les variables qui restent arbitraires, et par 2,...4, (in +p=n) les variables qu'on fait dépendre de celles-ci.
Cela posé, nous définissons, suivant l'exemple de M. Tresse *), les z en fonction des x par leurs développements en séries au voisinage d'un point
arbitraire +,°...x,. En posant, pour abréger,
1 Fe + .. ca A 3 ; mi PO Ua rl! Lx" + OX "] x = 2° one
ces développements deviennent
(3) 229 es » 25, rite ee (—-2,0)" LÉ: (22,0) (à EXT p) :
Pie Tyn
D'autre part on trouve, en développant les #’ et z suivant les puissances de Didi, Ey-8
ES + > Qi, mr... Fins Qi... 0p (æ;-2°) ae (tn Zn?) (1-2 à ei PL (22-290) p
(4) | | Zn 8x 0 — D: b;, Fins Ty? 9, TE Q» (x —2:°) # CE (LL) 7m (2 — #1 0] Le MEES Zp—2p0) Cp
les 4° et 2° étant déterminés par les équations
M0 = pif -..2n0,20...2,0, Qi +. ar) G=1:..m), 80 = Yg (En + Lan, 210.» 290, On * * « Or) (Rp),
Afin d'obtenir les relations entre les à” et z qui correspondent aux relations établies entre les æ et 2, ou, en d’autres termes, pour avoir la multiplicité dérivée de (3) au moyen de la transformation (2), nous substituons dans les équations (4) aux 4-4°,...,2,-2,° leurs expressions (3). Il vient
1) Cf. Sopaus Lie, Theorie der Transformationsgruppen, X, Chap. 25.
?) A. Tresse, Sur les développements canoniques en séries, dont les coefficients sont les invariants différentiels d'un groupe continu. Comptes rendus de l’Académie des Sciences, séance du 30 mai 1892,
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(5) mia = (ad, ntm) à (in re..m), 8x —2x9 = (Gi—20, :.., Ann) (VESTE « D), où les @ et 4 désignent des séries procédant suivant les puissances entières
positives de 2-7,°,...,2,-x,. — En se servant de la notation
LUZ
a = of , of 0x EME of U72 day, … Xe 07, 0æy 02» ty on aura dpi... di dx; ar OCDE D) CN CORNE = te) roi (gi... Pm) dé une AE 1 AP O (ti +: Tn) dde Le, Zi, Lei Ln) OA dx AL»
Comme il existe, parmi les déterminants fonctionnels de #,...#,, par rapport à m des variables 2,...%,,21...2,, au moins un qui ne s’annule pas identiquement, puisque ces fonctions sont indépendantes entre elles, l'équation
D (D D) _ NCA un
ne saurait être satisfaite que par des systèmes particuliers de fonctions z,...2,. Tant que les constantes 2°, 2°,z°,,. des développements (3) restent indéterminées, il est donc HQE possible de résoudre les # premières équations (5) par rapport à 2,-2,°,...,a,-x,". En substituant les expressions ainsi trouvées dans les p dernières équations (5), on obtient les relations cherchées entre les 2° et les +, sous la forme
(6) gi 20 — ÿ CA RS (x, -x,"°) : Legs Cm) rm (à = Et «p),
Vice
les 2°, désignant certaines fonctions des x,2°,4/,»,..., et des paramètres @,...4
L'existence des développements (6) une fois démontrée, on peut les établir aisément en se servant de la méthode des coefficients indéterminés. A cet effet on n'aura qu'à substituer dans ces développements, en y regardant les z;°,,..... comme des inconnues à déterminer, aux 2-2" et 2°-7° leurs expressions (5) et à identifier ensuite les coefficients des termes correspondants des deux membres. On obtient ainsi une suite d'équations linéaires qui, résolues succesivement, déterminent les inconnues z/° d'une manière univoque. Soient
so Pr. Vin
mn
(7) 85, Pr des DATE, (&; SORA tÿ), 8°, 2,
les valeurs ainsi trouvées. La forme même des équations linéaires précédentes fait voir immédiatement que la fonction #°:,,., ne contient que celles des quantités 2, nv, pour lesquellés +... +v,2Ti+.:.+7,. Or, il résulte des relations (6) que
29 su 1 OR SR 1 » r VTT Ty re = 1 j A 1 pl TE LED ; , 10 9 V1°°°°1me 0%; OP IE Er
et comme le point 4,°...æ,° est tout à fait arbitraire, nous pouvons dès à présent énoncer la proposition suivante :
Si dans le groupe (2) on considère 2,...2, comme des fonctions de x1...2,,, les 2...) seront fonctions de æ'...x, et toute dérivée d'ordre v des z' par rapport aux æ s'exprimera en fonction des a, x, z et des dérivées des z par rapport aux æ jusqu à l’ordre » inclusivement.
Effectuons maintenant sur la multiplicité (6) une nouvelle transformation. en posant
@ fx" — Pi (21° …. Lavoie . * £p V1 ss b,) (à ment ie) m), (an tanetee bis bi Be 1 +-p),
b,...b, désignant de nouveaux paramètres arbitraires. En suivant le même procédé que ci-dessus, on arrivera à présenter les équations de la multiplicité transformée sous la forme
3 nt
DRAM 2 Grade) Gi. .p),
LZ4 2 L LA ‘
ph (ares ra en ee, bars b,), ‘ , AU 26 0 FR 14
2 0 — (UP? ( 0727 2201 2 (En Zp Æ b, EE bah
| LE f 110 œl' 0 » "0 i "nt nr. Fr, QUE (b a -b,, Aÿ 36 ) RUN Lt) F
Or, le produit des transformations (2) et (8) équivaut à la transformation unique
tn »
ER MORIN
(10) D = qua en, pee Gre6) (GS tem), 25 — Yy (æ; tn, 83°" Ep Ci «+:@r) (K D);
où €,...c, désignent certaines fonctions de @,...4,,0,...b.. On doit donc parvenir directement à la multiplicité (9) en effectuant la transformation (10) sur la multiplicité (3). Les développements ainsi obtenus auront pour coefficients
| ae EU ï c 0 »,0 »0 8, PONT (CE Ge, mi, Zn 2,
. à y de > Van Vi. Um
et comme ils doivent coïncider avec les développements (0), il faut qu'on ait identiquement, pour toutes les valeurs des indices 7,...9
im?
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F4 AO ID ED d EU 0 ti TricoTm (b br, 2j y 8k 7 DEN DE 1 2 LE F;, TAPER (c Cr, Aj ,2k; 2 Mise uy ).
[I] en résulte que les équations
Li 0 — (TE (rit D Lo. 21° El PA UP .:.Qy) (2 =# “h),
(11) KA = YO np 410 6003 M Ur) (k = 1:..p), Sn 0 my ei) 7.0 » 0 ' 2 Ê n IT 9 Meet = Le, Prison (a; ‘rs À; 28°, TOME) (s = LP D Vi ++, Zv),
où » désigne un nombre entier quelconque, définissent un groupe à > paramètres. Donc:
Les équations qui déterminent les dérivées des # par rapport aux x! jusqu'à l'ordre » inclusivement en fonction des a, x, z et des dérivées des z par rapport aux x, définissent avec les équations (2) un groupe à r paramètres. On Jui à donné le nom de groupe prolongé d'ordre » du groupe (2).
Aïnsi, en divisant, d'une manière quelconque, les variables d'un groupe continu à 7 paramètres en deux classes et considérant les variables de l’une de ces classes comme des fonctions de celles de l'autre, on est conduit à une suite indéfinie de groupes prolongés, dont chacun est également à 7 paramètres, tandis que le nombre des variables va toujours en croissant avec l'ordre » du groupe. Comme la classificaton des variables peut s'effectuer de différentes manières, il existe plusieurs séries distinctes de groupes prolongés, dont on peut encore augmenter la variété en ajoutant aux variables primitives un nombre arbitraire de nouvelles variables qui ne sont pas affectées par les transforma-
tions du groupe donné ‘).
9. Si dans les développements (6) on donne aux paramètres 4,... a, les valeurs @°...a!, auxquelles correspond la transformation identique du groupe (2), on retombe évidemment sur les développements (3), d'où il suit que, par la substitution des mêmes valeurs, chacun des groupes prolongés se réduit égale-
ment à une transformation identique. On voit dès lors que toute transforma-
ps +ÿa
tion infinitésimale
du groupe (2) donne lieu à une transformation infinitésimale bien déterminée de chacun des groupes prolongés. Soit X°7/f celle du groupe prolongé d'ordre r.
En posant, pour simplifier,
1) Cf. Sopaus Lie, Transformalionsgruppen, 1, p. 548.
X°f aura la forme v 4
x0)/ ve > | ÿ Le : : of Ê — X kg ONE 70 Op, Fin srl =]
laquelle nous amène à définir X%f comme la transformation infinitésimale » fois prolongée de Xf. Il s'agit de déterminer les &,,,..,,:
Désignons, d’une manière générale, par ôg l'accroissement d'une expression quelconque y, dû à la transformation infinitésimale X)f, On aura, en entendant par dé un infiniment petit,
— orme 0,
nr
0x; = Ë; Ôt, O2 =NCR ON, dPr, DISE
Un
les accroissements dx, 02, dp étant évidemment liés entre eux par les relations
(1 2) 9 (aps, Prison = Pr, Eli du RP mn Pirelli mt da) nt (& = Mens Hess + Mn = 0:..9—1),
où on aura à mettre 2, à la place de p,,.... En observant que l'ordre des
. \ x . . re d sus ,
signes d et à peut être interverti et en désignant par ce la dérivée totale par È
rapport à «,, ces relations deviennent
NV (IX SP ESRE dé, L dm t Be td ds de Ti knthr.. Un dx: FN EUX l CENTS E Fini dx; NE LES NE RE OO; SL
Du
(re 1 po pp 1 on Ces 1 one)
Comme les variables x,...x, sont indépendantes entre elles, il faut que les coefficients de dx,...dx, s'’annulent séparément. Au moyen des équations ainsi obtenues on pourra déterminer successivement les inconnues Er LI, CTeE en supposant quon ait déjà calculé les quantités &, .…r, lelatives aux dérivées jusqu'à l'ordre w inclusivement, les équations dont il s’agit nous fournissent, pour les quantités &.,,., relatives aux dérivées d'ordre u+1, les expressions
E " dÉr, HE NRA p dé S D p dE DR A Tee lon da, DL PEN On dx, ire KE, 14e pl intl dx, 7 SA he DE ë 1 1!
rs Le te tre)" : AE dE dE, 'e a, Û m ? HAE 23 — p —— ° Cr A EN lei, CAE où Mon dt, rit 1, ln De KE, Pre pt mt dly
Il est vrai qu'on obtient de cette manière pour certaines inconnues plusieurs expressions différentes, mais il est facile de voir que celles-ci ne sont distinctes
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qu'en apparence et qu'on pourra les réduire l’une à l’autre ‘). En résumé, on peut affirmer que les relations (12) déterminent les coefficients de X(f d'une manière univoque.
jela posé, soient X,f...X,f r transformations infinitésimales indépendantes du groupe (2), liées par les relations
; (13) Xi (Arf) = Xe (XF) = À Ou Xf Gh=rr)
s=1l et désignons par À,°7f... XF les transformations infinitésimales obtenues en prolongeant » fois les X7f. Il résulte des recherches de M. Lie *) qu'on peut envisager le groupe prolongé d'ordre r du groupe (2) comme étant engendré par les transformations X,)f...X/{"f, lesquelles, par conséquent, doivent satisfaire à des relations de la forme
X{r) (XX) hi X (XF) pri D fe X (:, k =: cr),
é—=1 les Cx, désignant des constantes. D'autre part on trouve, eu égard à la forme des X°) (voir p. 21),
; = ùf XP (XP) — XD (XP) = Xi (XF) = Xx (Xi) + > rien - Vi Ty
La comparaison de ces deux expressions donne, en regardant / comme fonction des seules variables x et 2,
X:(Xf) - Xe (Xif) = D Ci XP
dt
et par suite, d’après les relations (13),
> Cixs Xsf = D? Cixs Xsf (1, RTE s—1
ss
Les transformations infinitésimales X,/...X,f étant indépendantes (voir p. 3), d'après l'hypothèse, les relations précédentes doivent se réduire à des identités. On aura donc
Os :Cies Ghs=t rt), et, par suite,
?) Cf. Sopaus Lie, Transformationsgruppen, I, p. 546. 3) Ibid., p. 547.
(14) XP) (XP) = XP) (XF) = D: CRx er:
=] En vue des applications à faire plus tard, nous donnerons ici les formules relatives au prolongement des transformations infinitésimales dans les cas de deux et de trois variables. Considérons d’abord un groupe à deux variables
æ, y, et soit Ki dË
Len une transformation infinitésimale de celui-ci. En considérant 7 comme LEE 4 æ et prolongeant Xf » fois, on trouve ‘)
of of of
XOF= XF + 9 d T Yo dy FAT A dy)? où OUTRE SUN UN 08, 00 a
dm. PUS Un CF Lu dE, ULES y ( BG ZA xt + Gi 7 ay” dy? + 2 - NUE
“ dr: (») dE (te EE # Va 2, (») ) de di T° dx dx 0 AE y dy * Ÿ à dy®—1) ;
of, -0f
Soit en second lieu Xf—=E# ZA 7 hs + C- je une transformation infinitésimale
d’un groupe aux trois variables x, y, 4. Considérons z comme fonction de x et 7 el posons
PL UNE RER EU NERO RE dœ ?? Oÿ + du ? Oxô0y — ” OUT
La transformation infinitésimale deux fois prolongée de Xf devient
DRE 0 DM TS Of.
MAO ER SET
Pia dé dé dy ’ AÉRGÉ A5
XF — Xf+ pee
où FA RE dy LT dy” dP dE , 9 m_4Q .Œ dy R=--7r jm = pe em dx dx ‘dx dy ° dy LR 0 À ; AAC dy AdQ Nid dre
dy ‘dy. dy dx dr dr
: et _ désignant partout les dérivées totales par rapport à «& et y.
10. Nous avons vu (p. 7) qu'un groupe continu admet toujours des invariants lorsque le nombre (») des variables dépasse le nombre (r) des para-
1) Cf. Sopaus Lux, Vorlesungen über Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen Transformationen, herausgegeben von G&. ScHerrers (Teubner 1891), p. 358.
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mètres. Il en résulte qu'à partir d'un certain ordre r,, les groupes prolongés d'une même suite possèdent tous des invariants. On les appelle invariants différentiels par rapport au groupe primitif. Le nombre des invariants distincts d'un groupe étant d’ailleurs, d'après le n°2, au moins égal à la différence »-r. laquelle va toujours en croissant avec l'ordre du groupe prolongé, on en conclut qu'à toute division des variables d'un groupe en deux classes correspond une suite illimitée d'invariants différentiels.
Lorsqu'il s'agit d'établir les invariants différentiels d’un groupe continu on pourra se servir de l’une ou l'autre des méthodes exposées dans le premier chapitre pour le calcul des invariants d’un groupe intransitif. Supposons d’abord qu'il s'agit d'un groupe dont on connait les équations finies, soit le groupe (2), et proposons nous de calculer les invariants différentiels de celui-ci (relatifs à la division admise des variables) jusqu'à l'ordre » inclusivement, par la méthode d'élimination du n° 2. A cet effet on commence par établir les équations (11) du groupe prolongé d'ordre », ce qui n'exige que la résolution d’un système d'équations linéaires: puis on élimine entre ces équations (11) les paramètres &,...a, après avoir égalé certaines variables à des constantes arbitraires, comme il à été expliqué dans le numéro cité. La méthode se réduit, en résumé, à cette règle pratique, formulée par M. Tresse ‘):
Pour trouver les invariants différentiels du groupe (2) on établit d’abord les développements (6); puis on dispose des arbitraires de la transformation (2) de façon que, parmi les x;°, 2,° et les coefficients 2°... un certain nombre ait des valeurs fixes arbitraires. La transformation étant ainsi déterminée, les expressions des autres coefficients de (6) en fonction des x", 4° et des coefficients de (3) sont les invariants différentiels du groupe.
11 importe d'observer qu'il n'est pas nécessaire de pousser le calcul jusqu à obtenir les expressions explicites des coefficients de (6). On peut tout aussi bien opérer directement sur les équations linéaires mêmes dont dépend la détermination de ces coefficients. Nous n'insisterons pas davantage sur cette question pratique, qui sera mieux expliquée par un exemple particulier traité dans le dernier chapitre.
Supposons maintenant que le groupe dont il s'agit, soit défini par ses transformations infinitésimales X,f...X,.f. Le groupe prolongé d'ordre », relatif à une certaine division des variables, sera engendré par r transformations infinitésimales X,(f... X®), obtenues en prolongeant » fois les Xf, et on aura par suite, d'après le n° 3, les invariants différentiels du groupe considéré
?) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, Séance du 30 mai 1892.
(relatifs à la division admise des variables) jusqu'à l'ordre » inclusivement, en intégrant le système linéaire X,()f = 0, RATER
lequel, en vertu des relations de la forme (voir p. 23)
XXI) XP) (X)f) = D Ci XV)f:
s=1 que les X()/ doivent vérifier, se réduit à un système complet. Donc:
Étant données les transformations infinitésimales d'un groupe continu, le calcul des invariants difjérentiels du groupe revient à l'intégration de certains systèmes complets.
Outre les invariants des groupes prolongés il peut encore exister des multiplicités invariantes par rapport à ces groupes. Le système d'équations qui définit une telle multiplicité constitue un système invariant d'équations différentelles par rapport au groupe primitif. Nous avons déjà rendu compte dans le n° 6 de la formation de ces systèmes.
11. Si l'on connaît un nombre suffisant d'invariants différentiels d'un groupe, on pourra en déduire une infinité d'autres par différentiation. Considérons. pour fixer les idées, un groupe & à deux variables x et y, y étant regardée comme fonction de +, et soit Z un invariant différentiel d'ordre » de ce groupe. Pour abréger le langage nous appellerons, d'une manière générale, élément E, tout système de valeurs des coordonnées x, y et des dérivées y’, y”,..., y° jusqu'à l'ordre à inclusivement. D'après cette définition on peut dire que toute courbe détermine une suite simplement infinie d'éléments #;.
Cela posé, en désignant par C une constante quelconque, l'équation différentielle (15) Lt 0 définit un ensemble (M) d'éléments Z, qui restera invariant pour les transformations du groupe prolongé d'ordre » de G. Il s'ensuit qu'en effectuant une transformation quelconque de &, toute courbe intégrale 7, de (15) se change en une courbe 7, dont tous les éléments ZÆ, seront compris dans l’ensemble M et qui sera, par suite, aussi une courbe intégrale de l'équation (15), en sorte qu'on peut dire que le groupe G laisse invariant l’ensemble des courbes intégrales de cette équation. Il en sera évidemment de même de l’ensemble des courbes intégrales qui correspondent à différentes valeurs de la constante C. Ce dernier ensemble étant défini par l'équation différentielle d'ordre »+1
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dr
CNE FR a : , a désignant la dérivée totale par rapport à +, on en conclut que cette équaax
tion définit un ensemble d'éléments Z,,, qui reste invariant par rapport au eroupe prolongé d'ordre »+1 du groupe G.
Soient maintenant Z, et Z deux invariants différentiels d'ordre » et « (ur) du groupe G. D'après ce qui précède, l'équation
dl ci
dx dax:
représentera, quelle que soit la constante C, un ensemble d'éléments Z4,, qui restera invariant par rapport aux transformations du groupe prolongé d'ordre u+1 de G. Il en résulte immédiatement, en écrivant l'équation sous la forme
dL dt. _ di, il dl, dL, { da » : dL, R , . , è que l'expression 27 est un invariant de ce dernier groupe et, par suite, un in-
variant différentiel du groupe &'). Si l'on désigne par o l'ordre le moins élevé pour lequel il existe des invariants différentiels du groupe &, on conclut sans peine de ce qui précède que, connaissant deux tels invariants d'ordre @ et e+1 respectivement, on peut en déduire par difjérentiation tous les autres invariants différentiels du groupe.
Considérons encore un groupe @, à trois variables #, y, 3, parmi lesquelles nous regardons z comme fonction de æ et y, et désignons par Z un invariant différentiel d'ordre » de ce groupe. Par un raisonnement analogue à celui de la page précédente on prouve que le système
dl dl
dœ dy RE.
où . et : désignent les dérivées totales par rapport à æ et y, définit une multiplicité qui reste invariante lorsqu'on effectue une transformation quelconque du groupe prolongé d'ordre »+1 de G,. Dès lors, en désignant par Z, L, Z trois invariants différentiels distincts de G, et par x l'ordre le plus élevé de ces invariants, on peut affirmer que la multiplicité définie par le système
1) Cf, Sopnus Lae, Vorlesungen über Differentialgleichungen etc., p. 375.
QU _odb, rendre dr d1, al, dl, LE ai
reste invariante par rapport au groupe prolongé d'ordre #+1 de G;, quelles
que soient les valeurs des constantes €; et C. En écrivant le système sous
la forme
dl dB dl, dl, | | dæ dx dx dx dl; dL dl, dl,
: dy dy ; EST EE K = ÉTEINT CG, K= Mara C; dx dx dr dr Fo Al, dL dy dy dy dy
on en conclut immédiatement que les expressions A, et A, sont des invariants différentiels du groupe G.
CHAPITRE IIL
SUR L'INTÉGRATION DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES HOMOGÈNES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE.
Dans les chapitres précédents nous avons vu que les systèmes d'équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre jouent un rôle important dans la théorie des invariants différentiels. Les systèmes qui se présentent dans cette théorie jouissent de la propriété de se réduire à des systèmes complets. Dans ce chapitre nous montrerons d'abord que l'intégration de tout système linéaire peut être ramenée à l'intégration d’un système complet, puis nous donnerons un exposé de la théorie des systèmes complets, et ensuite, à la fin du chapitre, nous indiquerons une simplification du procédé d'intégration, laquelle nous semble mériter quelque attention ‘).
1) Pour la redaction de ce chapitre nous avons consulté avec profit l'excellent ouvrage de M. E. Goursar: Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre, Paris 1891, Voir aussi: Sopnus Lie, Theorie der Transformationsgruppen, Y, Chap. 5.
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12. Soit proposé un système de & équations linéaires et homogènes à » variables
DE of of Ô (1) X;f — A; (&: Un) dx, + A;2 (x; ut) DH em) JE = 0 (2= I ue),
Nous supposerons, ce qui est évidemment permis, que ces équations soient #7dépendantes, ©. à. 4. qu'il n'existe aucune relation identique de la forme
B; (ui tn) Xi f + Bo (rc 2n) Kof + + Bu (ti +2) Xuf = 0: Il est évident dès lors que le nombre w sera inférieur ou, tout au plus, égal à ». Ni u=n, le système (1) se réduit à
DFE Of: CRU IEEE
— — Or Cm (f
0x T9 OZ} !
et il n'existe que l'intégrale banale f = constante. Supposons donc u <n. Nous allons montrer qu'on peut former de nouvelles équations linéaires qui devront être satisfaites par toutes les intégrales du système (1). En effet, en désignant par ® une intégrale quelconque de ce système, on aura
XD = 0: AAMDE= 0:
d'où X:(Xx D) —=0, Xx(X:®D) = 0, et, par suite, X;(Xx D) — Xx (X;: D) = 0.
Or, on trouve, par un calcul facile, que dans l'expression A; (X,f)- X,(X;f) toutes les dérivées du second ordre disparaissent, en sorte qu'on aura
XF) = Xe (XF) = Ÿ (Ai Au Xa Au) D.
s—1 En posant, pour simplifier l'écriture, Xi (XF) Ar (NT) = (Ai 7), on aura donc le résultat que voici:
Toute intégrale du système (1) vérifie en même temps les équations
(2) (LH)=0 CE tieu), qui sont toutes linéaires et du premier ordre.
Entre les équations (2) il peut s’en trouver quelques-unes — nous les désignerons par X/f=0,...,X,,f =0, — qui forment avec les équations (1) un système (3) Xi =; La 07 A0, NE
d'équations indépendantes. Formons alors les nouvelles équations linéaires (Xi AGE) EX 0 (Me re do),
et désignons par X,7=0,..., X4f—0, celles d’entre elles qui constituent avec les équations (3) un système
(4) Xif = 0,-., Xuf = 0; Ne DA Au 0, AA POSTAL 0;
d'équations indépendantes. Celui-ci sera encore vérifié par toutes les intégrales du système (1). En recommençant sur le système (4) les opérations faites sur les systèmes (1) et (3) et en continuant de la sorte, on arrivera évidemment une fois à un système
(5) Vf=0,Yf—=0,...... » Yif = 0,
d'équations indépendantes, admettant les mêmes intégrales que le système proposé (1), et tel, que les parenthèses (Y; Y,) s'expriment sous la forme
q (Yi Yr) = D (aicean). Wif (G;k—=r...g).
e—L D'après la définition citée p. 10, le système (5) est un système complet. Il est donc démontré que fout système de la forme (1) peut être ramené à un système complet admettant les mêmes intégrales que le premier système.
Si le nombre g est égal à n, le système (5), et par suite aussi le système proposé (1), n’admettra que l'intégrale évidente f—constante. Si, au contraire, qg<n, nous verrons plus loin qu'il existe #-gq intégrales distinctes de ces systèmes, Remarquons dès à présent que, si l’on entend, pour chaque valeur de #, par (6) fins fie; DAT Fe slin—1; un système d'intégrales indépendantes de l'équation Y;f—o, toute intégrale de (5) pourra s'exprimer au moyen des fonctions contenues dans l’un quelconque des systèmes (6) et, inversement, toute fonction qui satisfait à cette condition sera une intégrale du système (5).
Soit donné un système complet de y équations
; PR or Re AT pa (7) APE CRE Era TR 2 He 0 ne 4), avec les relations q (8) GX) = Ÿ axe Xef Gk= 1.0).
Nous allons démontrer les deux propositions suivantes : 1° Si l'on fait un changement de variables défini par les équations
(9) pi= far) G=r...n),
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résolubles par rapport à ,...x,, le système (7) sera remplacé par un nouveau système complet et toute intégrale du premier système sera transformée en une intégrale du second.
En effet, en désignant par | F] ce que devient une expression quelconque F lorsqu'on y substitue 7,...y, aux variables %,...x, suivant les relations (0), on aura
À; ET Xifol = — +... Xifnl = = Y; = I...
[X fi] 0Y: PL fa] 0Yo Ge Hoi fn] On [f] (o I 4); en vertu des relations (9), ou bien (10) [Xf]= XI] (G=71:.:0).
Par le changement de variables défini par les équations (0), le système (7) se trouve ainsi remplacé par le système
(11) Mif=0, Pf=0,.., Pf—0.
Xif
Les équations (7) étant indépendantes, d’après l'hypothèse, les égalités (10) nous montrent qu'il en sera de même des équations (11). D'autre part, si l'on a Ai DORA D = 0,0" XD = 0,
on aura aussi, en vertu des dites égalités, Y[D]=0, [D] =0o, Pi PRE 1010; c'est-à-dire que toute intégrale du système (7) sera transformée, par le change-
ment de variables (0), en une intégrale du système (11). Remplaçons maintenant dans les égalités (10) f par X,f. Il vient
RP] = Ki] = MID, d'où, en permutant les indices, LR) = [XF] = (If), et, par suite, en retranchant la seconde équation de la première, EX = Xe XP] = LP) = Fe MID.
On en conclut, par l'intermédiaire des formules (8) et (10), que les expressions Y;f... Y,f vérifient les relations
CHAN CARPE
s=1 ce qui prouve que les équations (11) constituent bien un système complet, La proposition 1° est donc démontrée.
20 Etant donné le système complet (7), si l'on choisit les quantités p,, de manière que les g expressions
q (12) ZI= SEX De M) 8—=1 soient linéairement indépendantes, les équations (13) ZAf=0,/2f—0, RG » Zgl — 0;
formeront un système complet admettant les mêmes intégrales que le système (7). La condition que les expressions Zf...7,f soient indépendantes revient,
en effet, à ce qu'on pourra résoudre les équations (12) par rapport à X,f...X, f. On aura donc des relations de la forme
q (14) Xf= D ef G=r...
Des relations (12) et (14) on conclut que toute intégrale d'un des systèmes (7) et (13) satisfera aussi à l’autre. Formons maintenant les (Z:Z%). Il vient d'abord
q A2) D SX LG, = T9),
et par suite, en vertu des relations (14), q (Z: Zx) — ds Zsf (i, KES 4).
gt
Le système (13) est donc aussi un système complet.
14. L'intégration d'un système complet d’après l’une quelconque des méthodes proposées jusqu'ici suppose qu'on ait d’abord transformé le système en un autre d'une certaine forme caractéristique, possédant des propriétés toutes particulières. Nous ferons connaître successivement les diverses formes proposées.
Considérons toujours le système complet (7). Les expressions X,f...X,f étant linéairement indépendantes, d'après l'hypothèse, il sera possible de résoudre les identités
0 0 à XF = Baht Buie G=i0
\ r L Fr A] Ô Ô , 7 .
par rapport à g des dérivées, p. ex. par rapport à ser ; D - Le résultat s écrira, 1 q
en ordonnant convenablement les termes,
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q Ôf of | pe ENG EE Ge ESRI EE 0Xy+1 Un Les expressions Zf...Z,f étant linéairement indépendantes, comme on le voit immédiatement par leur forme, on en conclut, en se reportant à la proposition 2° du numéro précédent, que les équations
of An AT; _ LE Ci,9+1 dE PAR EU TS LOL ï = 0, 7 d of NO (15) 21 = ÿ" Co,4+1 PEU “æ FE LCA Je =
of of Zif Û 0,5 AE Cyn = 0 al = ET 4a+1 DU + Con 0e, Ù constituent un système complet admettant les mêmes intégrales que le système (7). Nous appellerons, suivant l'exemple de M. Goursar, système jacobien tout système complet de la forme (15).
Le système (15) étant complet, on aura des relations de la forme
AA) - 2 (Gt) = Ÿ Ba Zsf (,k& = 1.4).
Or, on a HU 1e 0 (RER TR AN)
On en conclut, en substituant, dans les relations précédentes, à f successivement les variables æ,...x,,
Pis = 0 (CNRS SEE 07):
et, par suite,
(244) =20 (ARE) Nous exprimerons, avec M. Le, cette propriété des systèmes jacobiens en disant qu'ils sont en involution.
15. Après avoir montré que tout système complet peut être ramené à un système jacobien, nous allons nous occuper de l'intégration d’un tel système (15). Considérons une des équations du système, soit Zf—=0o, et supposons qu'on en ait obtenu une intégrale @, distincte des intégrales évidentes 2...x, En faisant f—@ dans les identités
A(Zf)-Z(Zf) = 0 G=2:..9),
UE
il vient
ce qui nous montre que les fonctions ZD, Z3D'...... , Zy D sont des intégrales de Z f—0o. De même les fonctions Ou = 7 (Z ®), Duri = Zn Dri,-.... (u,k,i,.. = 2...q) satisferont toutes à l'équation Z,f—0o. Connaissant une intégrale de cette équation on pourra done, en général en déduire une suite d'autres. Cette propriété importante appartient évidemment à tout système en involution. Supposons maintenant que, de l'équation Z, f = 0, on ait obtenu #-g intégrales Ù 1 ; q 5
HU"), far (Ci ut); A ne GE a);
formant avec 4...2, un système de fonctions indépendantes. Toute intégrale de l'équation Zf —0o et, par suite, toute intégrale du système (15) pourra s'exprimer au moyen des quantités
(16) D fait fee
Soit donc, dans les équations (15), f une fonction de ces quantités, Fa ha ls.
La première équation se réduit à une identité et les autres deviennent
of
F7 of # of (17) Zif = + Zi fa+1 cl re Ré À F Gi fn 0f,
dfa+1 Or, les Z;f, étant des intégrales de l'équation Z f=0, d’après ce que nous avons vu plus haut, on pourra les exprimer en fonction des variables (16), et les expressions #;f ne dépendront, par suite, que de ces variables. Dès lors, en désignant par @ une intégrale quelconque du système (15) et par ® la valeur de ® en fonction des variables (16), celles-ci n'étant liées par aucune relation, on aura identiquement
Ai 0 2-0).
D 0, PDO, LAC ORNE SU SE DE
Réciproquement, toute intégrale du système (18) Ef=0,Ff=0, AE » Fil =0,
qui ne dépend que des variables (16), se changera, en vertu des relations
fi=f@e) G=gtrin), en une intégrale du système (15).
Des égalités (17) on déduit, en suivant la même marche qu’à la page (30),
E(Rf)-B(Ff)= Z(Zf)- AZ) (Ghk=z2...).
Or, les seconds membres s’évanouissent identiquement, d’après l'hypothèse, et
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comme il n'existe aucune relation entre les variables (16), il s'ensuit qu'on aura aussi identiquement
(EF; F3) = 0 (4 == 0m).
Le système (18) est donc un système complet et par suite, d’après sa forme, un système jacobien, d'où la proposition suivante:
Étant donné un système jacobien de q équations à n variables, en intégrant une de ces équations, l'intégration du système se ramène à celle d'un système jacobien de qg-1 équations à n-1 variables.
Appliquons maintenant ce résultat au système (18). Par l'intégration d’une quelconque de ses équations il sera ramené à un système jacobien de g-2 équations à »-2 variables; ce dernier système se réduira, par le même procédé, à un système jacobien composé de g-3 équations à #-3 variables, et ainsi de suite. Finalement on arrivera à un système consistant en une seule équation à #-g+1 variables. Celle-ci contenant nécessairement une des dérivées RE elle ne saurait être identique. Par suite elle admettra #-g intégrales distinctes, lesquelles, exprimées en fonction des variables primitives 4,...+,, nous fourniront les intégrales communes des équations (15). Donc:
Un système jacobien de q équations à n variables possède n-q intégrales distinctes.
Nous avons démontré plus haut que tout système complet peut être ramené à un système jacobien admettant les mêmes intégrales. La proposition précédente peut done être étendue à un système complet quelconque, ce qui nous fournit le théorème fondamental suivant:
Takorèue 1 — Tout système complet composé de q équations à n variables possède n-q intégrales distinctes, dont toute autre intégrale du système sera fonction.
Inversement, on aura le
Taéorème IL — Si q équations linéaires indépendantes à n variables admettent précisément n-q intégrales distinctes, le système formé par ces équations est un système complet.
En effet, si le système n'était pas complet, on aurait, en le complétant, un système complet contenant plus de g équations et qui devrait admettre n-4 intégrales distinctes, ce qui est impossible d’après le théorème I. Il faut donc bien que le système formé par les équations données soit un système complet, €. q. f. d.
16. La recherche des intégrales du système jacobien (15), d’après la méthode que nous venons d'exposer, exige, en résumé, l'intégration successive de g
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équations linéaires contenant, tout au plus, #-9+1 variables (en ne comptant pas celles des variables qui jouent le rôle de paramètres, p. ex. 2...x, dans la première des équations (15)). La même méthode s'applique sans modification essentielle à tout système complet (19) Xf= An ete + =0 Gr, qui vérifie les relations (Xi A0 ÉNERTE AR
c'est-à-dire à tout système en involution. Considérons, en effet, une des équations (19), soit X,f—0, et supposons qu'on en ait obtenu #-1 intégrales distinctes, /1...f,3; les raisonnements du n° 15 prouvent que le système (19) pourra être remplacé par le système
Xifi SE + Xifa SE + TOR, +X fn = (G=2...0), dont les coefficients s’exprimeront tous au moyen de /,...f, , et qui sera également en involution. Pour obtenir les intégrales du système (19) on aura donc à intégrer successivement g équations linéaires contenant (dans le cas le moins favorable) respectivement #, n-1,...,n-q+1 variables.
Cressen !) à indiqué une méthode élégante pour la réduction d'un système complet de forme quelconque à un système en involution. Considérons le système (19) et posons
CO ER EL FT Xi qu Ref + Kia Be à CZ 29), gp, désignant des fonctions de »,...2,. Tant que ces fonctions satisfont à la condition Xi Pi: Xi, (21) Murs +0, | Xo Pi * : Xa Pa les équations (20) pourront être résolues par rapport à B,f...B,f, et il résulte de la proposition 2° du n° 13 que les équations (22) B;f=0,B;f=0,...... Dao,
formeront un système complet équivalant au système (20). On aura donc des
relations de la forme q
(23) (B:; By) = D} (Brf) — D; (B;f) er ù De Def: (:: k = 1 ...q) L
1) Cregscn, Ueber die simullane Integration linearer partieller Differentialgleichungen. Crelles journal, Bd. 65.
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Or on trouve, en substituant successivement à f, dans les relations (20), les fonctions #,..., et en ayant égard à la condition (21) imposée à celles-ci, (24) BP = BP 0 (G,4 = MER), En faisant les mêmes substitutions dans les égalités (23), il s'ensuit
Œixs = 0 (ES — 1::.0), et, par suite,
(B;:B}) =" HE a0):
Le système (22) est donc en involution. En outre on connaît g-1 intégrales de chacune de ses équations. Les égalités (24) nous montrent, en effet, que l'équation B,f=0o admet pour intégrales les fonctions #, #3, ..,,, l'équation B,f=0 les fonctions #,%3,...,#,, et ainsi de suite.
Si l'on prend, en particulier, pour #,...9,, q variables du système proposé pour lesquelles la condition (21) soit remplie, le système (22) correspondant sera un système jacobien.
Remarque. Si, au lieu de chercher toutes les intégrales d'un système en involution ou d'un système jacobien, on n'en cherche qu'une seule, la méthode précédente se simplifie notablement. Nous n'entrerons point dans cette question, qui n'appartient pas directement à notre sujet et dont on trouve une exposition détaillée dans l'ouvrage déjà cité de M. Goursar !).
Considérons, avec M. Zorawski *), un système complet
ns of of of Aie CA 1e CS APE Cine = = X F Ca Ôx, + Ge + Ôx, 0 (à I q) tel que les parenthèses (X; X,) s'expriment sous la forme q (25) (X; Xi) = > RDC T (ir AE Re Pi s=i+1 D'après ces relations les équations (26) Xihf—0, Xiraf 0e ; Aaf = 0,
i étant un quelconque des nombres 1...-1, formeront séparément un système complet. Soit œ une intégrale de ce système. En faisant /—@ dans les identités
X:(Xef) — XX f) = i,s,5+1 Xi + * °° + isa X af (s = i+r...q),
il vient X, (X: D) = 0 (8 = i+1,:..q),
1) Voir p. 66 et p. 347. Voir aussi: JacoBr, Vorlesungen über Dynamik, Berlin 1884, pages
2) KasimiR Zorawski, Über Biegungsinvarianten, Acta Mathematica, t. 16 p. #4.
c'est-à-dire que l'expression X,@ est aussi une intégrale des équations (26). I] en résulte que le système considéré pourra être intégré d’après la même méthode que les systèmes en involution, à condition qu'on commencera par la dernière équation du système en remontant successivement jusqu'à la première. En effet, si l'on a trouvé un système f1:f2; RS s1n—a+i) d'intégrales indépendantes des équations (26), il ne restera, pour achever l'intégration du système D 0 AE = 0 etes XSHEU,
qu'à intégrer l'équation
Xi + Xh JE + Xifane dont les coefficients, d’après ce qui précède, s’exprimeront tous au moyen de
PRÉ EE
18. Nous avons vu que tout système complet peut être ramené à un système en involution et, en particulier, à un système jacobien. Nous ferons connaître une autre forme du système, proposée par Warrer, laquelle, en vue de l'intégration, présente à peu près les mêmes avantages que la forme jacobienne, mais qui s'établit plus facilement que celle-ci ).
Considérons le système (7) et tirons de la première des identités
(27) XP = Ba je + Baye + ss. + Bu SL (= 1:..q)
une des dérivées, soit Si , en fonction de X,f et des autres dérivées. En sub- V1
stituant l'expression obtenue dans les identités suivantes et en ordonnant convenablement les termes, on aura de nouvelles identités de la forme
(28) Xf+@ if = DECES G=2..0).
of
4, et
Résolvons la première de celles-ci par rapport à une des dérivées, soit
substituons le résultat dans les identités suivantes ; il vient
(29) AP MAT Dr G= 3.0).
?) Cf. A. Mayer, Ueber die Weiler'sche Integrationsmethode der partiellen Differentialgleichungen I. Ordnung, Mathematische Annalen, Bd. IX, p. 347.
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Les expressions X,/...X,f étant linéairement indépendantes, on pourra évidemment continuer ce procédé jusqu'à parvenir à un système analogue aux systèmes (28) et (29) et ne contenant qu'une seule équation. En rapprochant alors les premières équations des systèmes (27), (28), (29), etc, on aura un système d'identités qui s'écrira, en changeant convenablement la notation,
ii *: C, Ho nl 2: + Cin ne
Vi+1
Ale iQ = X;f + Qi Xi af +... +0 X,f
G—= 1.9), r,...r, désignant les nombres 1...» pris dans un certain ordre. Les expressions Zf...7,f étant linéairement indépendantes, d'après leur forme, on en conclut, en se reportant à la proposition 2° du n° 13, que les équations
of
Zif= Cu + Ci rene + Cin dE, = 0,
of. of. DT (30) Zaf = Co dæ,, + Cos du, Ten REA TE + Con dæ, 0, De HAUR of of 231007 0%, + Cohgx, + JÉPRGUCRS 10 7 0, 3 g+1 ñn
formeront un système complet admettant les mêmes intégrales que le système proposé (7). — La forme (30) est précisément celle proposée par W£iLer.
On trouve sans peine que les parenthèses (7; Z,) s'expriment sous la forme d (31) (A2) = Vous Zf G—=1...qg-1;k = i+1...q); s—i il en résulte que les équations Zf = 0, Zipf = 0,1... » Zal = 0, à étant un quelconque des nombres 1...9, constituent séparément un système de Weiler.
Le système (31) se ramène facilement à la forme considérée dans le n° 17. Divisons, en effet, la première équation du système par C:,, la seconde par C», et ainsi de suite. Les équations
74 i,i 0 Jin Ô « Zee de GOT LL so G=r.9
dx }; 0x LEA Es
ainsi obtenues RU un système complet équivalant au système (30), et en cherchant les relations entre les (7; Z) et les Z7f, on trouve qu'elles auront la forme (25). On peut affirmer, dès lors, que si les équations
Zinf=0, Zraf=0,...... » Zaf = 0,
admettent pour intégrale une certaine fonction ®, elles admettront aussi l'intégrale Z;@. On en conclut, en remontant au système (30), que si ® est une intégrale des qg-ù dernières équations
Zinif = 0, Zir2f = 0, » Zal = 0,
. ; . : Zi D rte de ce système, il en sera de même de l'expression Fe Il résulte de cette
propriété qu'on pourra intégrer le système (30) en commençant par la dernière équation et en remontant successivement jusqu à la première. Les équations à intégrer contiendront, tout au plus, #-g+1 variables (en ne comptant pas celles des variables qui jouent le rôle de paramètres). On voit, par suite, que l'intégration d'un système de Weiler et celle du système jacobien équivalent exigent, en général, des opérations de même ordre.
19. Le résultat du numéro précédent s'étend, d’après une remarque faite par M. Zorawski !), à tout système complet
D NT AbER PERTE a FH ER (= 1:09),
ox Lo Un qui vérifie des relations de la forme (31). On peut le démontrer comme suit. D'après les dites relations, les g-i équations Zi+1f = 0, Ziaf = 0, Zaf = 0, à étant un quelconque des nombres 1...g-1, formeront séparément un système complet. Désignons par Di, Da, » Dn-y+i un système d'intégrales indépendantes de ces équations et ajoutons l'équation Z;1=0.. Le ’système Zf= 0, Gif —=0,...... » Zaf = 0, ainsi obtenu, étant encore complet, admettra #-g4+441-1 intégrales distinctes, soient Bi Py,srises ; Pi-g+i, lesquelles s’exprimeront toutes au moyen des intégrales ®,...0,_,,; du système précédent et qui se déterminent en fonction de celles-ci en intégrant l'équation
of of of 2 È EU , MALTQUE,, aise , LR — (32) AE FRE Zi M Bt +Z%0, 5 Di ds Or, il résulte des identités 0, 0 où, d du, a MER RE Z op, 0, + 7 D25®, = AL GEr + Zi Dy-g+i Dai 0 (% = I..: n—q+i-1),
1) Acta Mathemalica, t. 16 p. 45.
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que les expressions Z,®,...7:®, ,,; sont proportionnelles à certaines fonctions des quantités ®@,...®,_,,;, en sorte que le quotient de deux quelconque d’entre elles s’exprimera au moyen de ces quantités. En divisant l'équation (32) par un de ses coefficients, elle sera donc transformée en une équation qui ne dépend que des variables ®,...@,_,,;, d'où l'on conclut qu'on peut intégrer le système considéré dans le même ordre que les systèmes de Weïler, c’est-à-dire en commencant par la dernière équation et en remontant successivement jusqu'à la première.
20. Pour déterminer les intégrales d'un système complet d'après les méthodes précédentes, on aura à intégrer successivement plusieurs équations linéaïires. On doit à Mayer une méthode ingénieuse laquelle n'exige que l’intégration d'une seule équation linéaire. Cette méthode est fondée sur le théorème suivant :
THéorème IIL. — Soit x,°...x, un système de valeurs des variables x,...x, au voisinage desquelles les coefficients du système jacobien of Or. of n° DUR TS ere RCE ETS Or 0 RE (33) Cat i, 9—+1 gx + ryn Os ( q) se comportent régulièrement; 1 existe n-q intégrales 1, 4, » Vs de Ce
système, holomorphes au voisinage du point 2,°...x el se réduisant respec-
livement à Logis Loose , ©, pour
Pour abréger, nous rattachons la démonstration de ce théorème aux idées de Mayer, d'après les indications de M. Goursar ‘).
Posons, tout en conservant les variables %,,1,%,,9,...,4,, (34) Li = LH Y, Lo = A+ YiYas se > By = Lg + Ya.
Cette substitution remplacera le système (33) par le suivant
AT of DT Y,f = TA + Pi, a+1 yat esse + Pin CR 0, LU of SE (35) Yf = ÔYo + B2,4+1 EU MT. + Pan Dati Qu of (Je Yaf = DTA + Pa, a+1 EU DAT ae + Ba, n PAT 0; où (36) Bai = [Ci] +22: +... + Yal Coil br ee Box, à = Y: [Ci] k =hae q
1) Loc. cit. p. 60.
les fonctions mises entre crochets étant exprimées au moyen des variables
Yi Yys Lyxie.-2,. I] résulte de la proposition 1° du n° 13 que les équations
(35) constituent un système complet équivalant au système proposé. La forme
même du système (35) fait voir, dès lors, que c'est un système jacobien. Considérons, en particulier, la première des équations (35)
TROP D of PERLE CA 4 ne Pa, a+1 PEL HET + Pin 0x, — 0.
D'après l'hypothèse admise relativement aux coefficients C;, du système proposé, on pourra écrire les coefficients de cette équation sous la forme
(37) Pi = Fa + yo Fo +... ae G—=g+1,...1), les Æ désignant des séries procédant suivant les puissances entières positives des quantités
(38) Yi YiYas » JiVas Loi Lgpis tt y En Ln® . Il s'ensuit, en particulier, que ces coefficients sont holomorphes au voisinage des valeurs
bai rs les 1e A0 Ni 0 (39) = Va = = YO, aa.
En se reportant au célèbre théorème de Caucny sur l'existence des intégrales des équations différentielles !), on en conclut que, étant donnée une fonction P(x,1...2,) des variables æ,,,...æ,, holomorphe au voisinage du point +,,1...æ,° mais du reste quelconque, il existe une intégrale, et une seule, de l'équation Y,f=0, holomorphe au voisinage des valeurs (39) et se réduisant à (x,,1...#, pour 7,=0. Soit cette intégrale. Nous allons démontrer que ® vérifie aussi les autres équations (35).
On aura, en effet, d’après la définition même de l'intégrale ,
D — p (ati cn) + Ya Ê(Qh +" Var La+1 * * An) d'où Ya D = Y:p+y Vif (E = 2.:.q).
Comme
$. ûg dp _, fre. 128 ce À: @p = Drabl Burt LE abe e Le 4 By, ñ dx. = Ÿ/; (LG ra AMEN SALUE :a | Cx, #4 al ?
nn.
d'après les relations (36), l'expression Ÿ,@ contient y, en facteur et s’annule, par suite, pour 7, —=0. D'autre part cette expression est évidemment holomorphe au voisinage des valeurs (39) et vérifie l'équation YŸ,f—0o, puisque le système (35) est jacobien. Or, nous connaissons déjà une intégrale holomorphe
1) Cf. Goursar, Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre, p. 17.
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de cette équation qui, pour y, —0, se réduit à zéro, savoir l'intégrale évidente
f—0o. Donc, puisqu'il n'existe, d’après le théorème de Caucay, qu'une seule
intégrale qui satisfasse à toutes ces conditions, il faut qu'on ait identiquement ŸL D' = (FH = e 10)
est donc une intégrale commune de toutes les équations (35).
En construisant, au moyen de l'équation F,/=o, la série qui représente la fonction d au voisinage des valeurs (39), on trouve sans peine, en tenant compte de la forme (37) des coefficients de Y,f, que les variables 7 ...y, ne figurent dans cette série que par les combinaisons 1, 1%, :-., %1%,. Il en résulte que @ est une fonction holomorphe des quantités (38). Par suite, en remontant aux variables primitives ,...2,, ® se changera en une fonction @ (x, ...x,) holomorphe au voisinage du point z1°...x,. Cette fonction ® sera une intégrale du système (33), d'après la proposition 1° du n° 13, et se réduira à g(x,,1...,) pour
Pour achever la démonstration du théorème IIT il ne reste qu à spécialiser la fonction g(x,,1...#,). ÆEn effet, en prenant pour successivement les variables Æ,31, Zoso, -., ©, On conclut de ce qui précède que l'équation Y,f=0 admet, en particulier, #-q intégrales
Yi ; Yo, RO PE , (IPEPR holomorphes au voisinage des valeurs (39) et se réduisant respectivement à Cox s Lot2s 5 Ts DOUT Y=0. En revenant aux variables ,...+,, ces fonctions w1...w,, nous fourniront évidemment les intégrales y,...#, , définies dans le théorème III. L'existence de ces intégrales est donc démontrée.
Dans la méthode de Mayer pour l'intégration d'un système jacobien (33), on cherche précisément les intégrales particulières 4,...w, , dont nous venons de démontrer l'existence. En faisant la substitution (34) et en formant comme plus haut l'équation YŸ,f—=o, on sera ramené, d’après ce qui précède, à déterminer les intégrales 4, ...w,_, de cette équation qui, pour y, =0, se réduisent respectivement à x,,,...4,. Nous allons démontrer que, l'équation Y,f=o une fois intégrée, la détermination de w,...w,_, n’exige que des opérations algébriques.
Supposons, en effet, que, de l'équation Y,f=0o, on ait obtenu #-g intégrales quelconques
A (Ua: Vas data Œn) serre s fa Qi ++" Vas Lat1*"Ln), holomorphes au voisinage des valeurs (20) et formant avec les intégrales évidentes 7...y, un système
(40) Yan Ya5 °°" 5 Yarlis last; fn—as de fonctions indépendantes. Pour y, =0o, l'intégrale f; se réduit à
FCO Yo: Ya Patte du) . D'autre part la fonction f,(0 ÿ...y,, 1...w,-,) est aussi une intégrale holomorphe de l'équation Y;f=o, qui se réduit à f(0 y...y,, %,31-..x,) pour n=0. D'après le théorème de Cauchy il faut donc qu'on ait identiquement
fi Qi Vas Dati ee dn) = fi (0 Vars Yar Wir Wn-g) = r..n-9). Il est toujours possible de résoudre ces équations par rapport à 4... w,_, Car, sans cela, on arriverait évidemment à une relation entre les fonctions (40). Les intégrales y,...w, , se trouvent ainsi déterminées par les équations précédentes, et en remontant ensuite aux variables primitives *,...*,, elles nous donnent immédiatement les intégrales cherchées w,...w#, , du système jacobien (33). L'intégration de ce système par la méthode de Mayer n'exige donc que l'intégration de la seule équation Y,f —0.
21. Reprenons le système linéaire (1) SNS RL E ER or RE sr 12) LE a ET (= 1...) i i1l\w1 ñ 0%, # 1 En 0x, )
considéré au commencement de ce chapitre. Pour intégrer ce système par les méthodes précédentes, il faut le ramener d’abord à un système complet, lequel ensuite doit être transformé en un autre système complet d'une certaine forme spéciale. Nous allons montrer que l'intégration du système (1) peut s'effectuer en opérant directement sur les équations qu'il contient, sans former de nouvelles équations et sans aucune transformation du système.
Considérons une des équations (1), soit X,f—0o, et imaginons qu'on en ait obtenu n—-g intégrales distinctes
hd), fait An)sreeee ; fn1 (ri + Xn) :
Nous admettrons, ce qui ne restreint pas la généralité, que ces intégrales sont encore indépendantes lorsqu'on les considère comme fonctions des seules variables %,...æ,_,, en sorte qu'il n'existe aucune relation entre les fonctions (41) 512) SES sÎn-1, Lne Celles-ci peuvent alors être introduites comme nouvelles variables au lieu de D TL.
Cela posé, soit dans les équations (1) f une fonction de f,...f,_;
f = fi cfa);
et remplaçons ,...+, en fonction des nouvelles variables (41): il vient
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QU) Af= RASE +R + +R AIT G=a.n),
en vertu des relations hi = fi(m:2) (= 1...n-1), les quantités mises entre crochets étant exprimées au moyen des variables (41). Dès lors, en désignant par ® une intégrale quelconque du système (1) exprimée en fonction de f,...f,_, on aura les égalités 0® 0®D 0®
Lil XFN EE; He (IX = 2:--h
[ fi] 0f; +[ fo] Of» + + fn— 1] df,- ET ( u), lesquelles doivent subsister identiquement, puisqu'il n’existe aucune relation entre les variables (41). Par suite, @ est une intégrale des équations
UD APE RAGE + +R =0 Css)
où +, joue le rôle d'un paramètre. Réciproquement, d'après les égalités (42), toute intégrale des équations (43) qui ne dépend pas du paramètre x, vérifie le système (1). L'intégration de ce système est donc ramenée à la détermination de celles des intégrales des équations (43) qui sont indépendantes du paramètre x,. Or, cette détermination ne présente pas de difficultés particulières. En effet, considérons p.ex. l'équation X:f/—0, en l'écrivant, pour mettre en évidence le paramètre #,, sous la forme of Auf = 0 (a) PE + (en) Etre + Qu (es) SE n —1 et substituons dans cette ie à æ, successivement s constantes indéterminées &,...@,, le nombre s étant choisi de telle sorte que tous les déterminants d'ordre s+4-1 contenus dans la matrice
AG) BG) + + La) | Aa) Aa) : + 9, (a) | | Aie) Ma) : : Ay1(x) |
soient identiquement nuls, mais que les déterminants d'ordre s ne disparaissent pas fous à la fois. Alors, en posant of Ô Xf= «2, (œ JE EE Q, (æ;) ôfe tarte + 9,1 (c) à (i = es), of fn=1
l'expression X,f pourra être mise sous la forme
a) 0 (41) Xof = @ù (fe fuir Tn) Xo fers + (fe fn ridn) Xe PF,
. : — — s) a ÉLPSNS er. a £, tandis que les expressions ue 1f...xs f seront linéairement indépendantes.
Toute intégrale de l'équation différentielle X:f—0 qui ne dépend pas de +,, satisfait évidemment aux équations
0 (a) AUS (45) Ko (00, RACE A2 f = 0.
Réciproquement, d'après l'égalité (44), toute intégrale du système (45) vérifie l'équation X:f—0. -Par suite, cette équation peut être remplacée par le système (45). — En effectuant sur les autres équations (43) les opérations faites sur l'équation X:f—=0, on parvient également à les décomposer en certaines équations aux variables /...f,_1, analogues aux équations (45). Réunissons alors toutes les équations obtenues par la décomposition du système (43); on aura un système d'équations linéaires ne contenant que les variables f...f, et dont les intégrales communes, exprimées en fonction des variables primitives æ,...æ,, nous fourniront toutes les intégrales du système proposé (1). Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante:
Étant donné un système d'équations linéaires à n variables, si l’on « intégré une quelconque de ces équations, on peut ramener le système, par un changement de variables et par des opérations algébriques élémentaires, à un système linéaire à n-1 variables admettant les mêmes intégrales que le premier.
Remarque. Les raisonnements précédents sont encore valables lorsqu'on substitue à «,...«, des valeurs numériques «,°...«,, telles que les déterminants d'ordre s contenus dans la matrice COCA AT CT) CNRS CET CA Dax) (a) + + Qs1(œt)
ne s’annulent pas tous à la fois. En choisissant convenablement les constantes
«...u on pourra évidemment simplifier beaucoup la forme des équations (45).
29. Pour effectuer en réalité la décomposition des équations (43), il n'est pas toujours nécessaire de suivre la méthode un peu longue décrite dans le numéro précédent. Dans les applications il suffira le plus souvent d'avoir recours à la proposition suivante:
Supposons qu'en rapprochant convenablement les termes, on ait réduit les équations (43) à la forme (46) Xi f = Ba (fie fn1s En) Faf + AMIE + Bic, (fi :** fn—15 En) Fi6,[ = 0 ({i—=2...u), où
Firf = Pin : HET) d Re + P,2,n1 (fi * fn=1) UE Ç |
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et où les quantités B;,, B;,,...., B;,, sont linéairement indépendantes considérées comme fonctions de la seule variable +,, en sorte qu'il n'existe aucune relation de la forme
(47) Bis (fee Pas) Bin + Pie (fi + fus) Bio + + Go, (fi: + fn1) Bic, = 0,
à moins que les coefficients (1, (%2,...,f, ne s'annulent tous à la fois; on pourra remplacer le re proposé (1) par le système à n—1 variables (45) Birf = Pi (fn f) SE DE + Pir,n1 (fi: fn1) de = 0 ( ; AA
SEE Cette proposition se nu immédiatement. En effet, en désignant par d une intégrale quelconque du système (1), exprimée en fonction de f...f,_1, on aura identiquement, d'après le numéro précédent, X: D = F0. Bi + E2®D.Bs+...... + Bo: 0. Bio; = 0 (=: 25e/u Ces relations ayant précisément la forme (47), il faut, d’après l'hypothèse, que les coefficients Æ,,D s’évanouissent tous. ®@ est donc une intégrale du système (48). Inversement, d'après les égalités (46), toute intégrale de ce système vérifie les équations (43) et par suite, d’après le n° 21, aussi les équations (1). On peut donc substituer le système (48) au système (1), €. q. f. 4.
Afin de montrer le parti qu'on peut tirer de cette proposition, nous en ferons l'application à un exemple. Soit donné le système of of X Ness 2% —— “A Ps 1/ Gi] Ôty 7e 1 0x , Le of à of AS = UM DE pe DZ 2%5) == — 24% = = 0 Ê Sr 5, + (Gi? 5); 1 7, ;
proposé par GRAINDORGE |). Pour déterminer . intégrales de ce système en suivant la méthode que nous venons d'exposer, nous intégrons d'abord l'équation X,f—0o, d'où nous tirons immédiatement les intégrales
Li, Lo, Lg, P = Ai” Las?
Considérant ensuite, dans l'équation X,f=0,f comme fonction de #,, 4,43, Ÿ, on trouve
of of D 5 yo ONE DORE SE KR + À, A Gp +de 7 T1? 0x, TA EPA TE di — Ds) re a et, en faisant la substitution te :
Er |
of of 2 de æ: CU CPR L + ts? —2%s + Sie: 0 0%: ( o] p) 0: ?
1) GRANDORER, Mémoire sur l'intégration des équations aux dérivées partielles des deux premiers ordres (Bruxelles 1872), p. 85.
ou encore, en réunissant les termes qui contiennent la même puissance de #;,
9, of 2e, (JE of )+as ‘3 0x Rae 0X9 sup: ru x | s JL = Il s'agit de déterminer les intégrales de cette équation qui ne dépendent pas de æ,. En se reportant à la proposition démontrée plus haut, on voit immédiatement qu'on les obtient par l'intégration du système
Fr. DM CERC Er
Oo EPA HER contenant les seules variables &,, 4,43, g. Ce système se réduisant à
0 ÿ) of LRU Ie dx 0% 03
on en conclut, que le système (49) admet l'intégrale
P= AL et que toute autre intégrale du système s'exprime en fonction de #. A titre de comparaison, nous allons maintenant intégrer le système (49)
d'après la méthode ordinaire, en le ramenant d'abord à un système complet. Formons à cet effet l'expression (X; X,); on trouve, après quelques réductions,
XX) =27 Ce ur A — 2% Xif.
En posant
on sera donc ramené au système NE 0, Xi 0, HET 0.
Formons maintenant les expressions (4, X;) et (A2 X:); on aura 7 Fr 0 = ; (Xi X3) = 2° JL (X2 X3) = 0,
et par suite, en posant X,f— D on pourra remplacer les équations (49) par le système des quatre équations Xf=0, X2f—=0, X3f=0, Xif=0.
Les parenthèses (X;, X;), (X:X,) et (X;, X;) s’annulant identiquement, on voit que ces équations forment un système complet. Celui-ci se réduit au système plus simple ie ue
D PH: On Ton
CRE RONA Of
2%s L?=—-—0, Li 3 ——-2% ——-—=0 5 02, L 0x; d'or, # ox, ÿ
48 E. LINDELOF.
lequel est équivalent au système jacobien
Get 0[ 102 DNA GE Of a DH Of 0
TL À Lr 0 A — En Te ns PR LT ne = VÆ D nr .
ÎTo ; 03 d DT, T5 0%; ; dx, 2%; 0x; Il s'agit d'intégrer ce système. — Les trois premières équations nous donnent
immédiatement les intégrales
Lay P— Li da 5.
Considérons donc, dans la dernière équation, f comme fonction des seules variables æ, et ; elle deviendra
Die
et on en conclut, comme plus haut, que toute intégrale du système proposé
(49) s'exprime en fonction de l'intégrale g=x"x,-2.
23. La méthode nouvelle que nous venons d'exposer présente des avantages tout particuliers lorsqu'il s’agit de calculer les invariants différentiels d’un eroupe continu en partant de ses transformations infinitésimales. Considérons, en effet, un groupe continu à 7 paramètres @&, engendré par les transformations infinitésimales indépendantes
X;f, Xof, EUR » Arf.
Nous avons montré, dans le n° 10, que les invariants différentiels du groupe G (relatifs à une certaine division des variables) jusqu'à l'ordre » inclusivement se déterminent par l'intégration du système linéaire (») ;() (@),
(50) Xi f=0, X2 f=0,...,X, f=0,
(v LS : à rÈdE les VX 1 désignant les transformations infinitésimales obtenues en prolongeant v fois les Xf (suivant la division admise des variables).
D'après un théorème général cité dans le n° 1, les expressions X,f... X,.f vérifient des relations de la forme
k (51) (X;: X%) = Xi (XF) = Xe (XP) = Ÿ One XF (= I 7),
les C;. désignant certaines constantes, et nous avons vu p. 23 que ces relations entraînent les suivantes
, x / de \ (52) Ga) = VOX f : Gh=rt):
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Or, il se peut que les expressions X,f...X,f se déduisent toutes de certaines d'entre elles, soient À, /... X4,/, de manière que, Si l'on forme la suite
X ul; (Xa Xu, )) (Au, (XX a)» si Hé (G,6,j,..—= 1.5),
toute expression X,f sera une fonction linéaire à coefficients constants des expressions contenues dans cette suite. Alors, d'après les relations (51) et (52), XV)f Tex se déduisent de la même manière des expressions XUf AN et on pourra, par suite, remplacer le système (50) par le suivant ARENT APE op, GE 0.
Ainsi, pour calculer les invariants différentiels du groupe G, on n'aura à prolonger que Xu f...X,,f, et on pourra laisser de côté les autres transformations infinitésimales du groupe. Le prolongement exigeant souvent des opérations assez longues, on voit que l'emploi de notre méthode fournira, dans plusieurs cas, une réduction notable des calculs nécessaires.
APPLICATION DES THÉORIES PRÉCÉDENTES A QUELQUES GROUPES PARTICULIERS
Nous allons expliquer par quelques exemples les méthodes exposées plus haut pour le calcul des invariants différentiels, ainsi que la nouvelle méthode d'intégration des systèmes linéaires que nous venons de proposer.
24. Soit donné le groupe linéaire à deux variables (1) EE ANS J=at+bhiy+a.
Nous allons calculer ses invariants différentiels successivement d'après les deux méthodes exposées dans le n° 10. — En appliquant la méthode de M. TResse on aura à procéder comme suit.
Définissons y en fonction de x en posant
@) V=Vo = D 0) + pa (ea) +,
\ Pre 1 1 (A î ,
où l'on a écrit y, à la place de : sl . On aura alors entre y et «° une x (A dx L=4X
relation semblable: £
(3) Y—y0 = Yi (eo) + yo (2) +...
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x et 7) ayant les significations To = AT +bYo+C, Yo = Mao + biYo +4.
Il s’agit de déterminer les coefficients 7,%',.... Ecrivons à cet effet les équations (1) sous la forme
fa 20 = à (t-%0) + b (y Vo), | 1 — Yo = di (&— 70) + db; (Y — Yo);
et remplacons 7-7, par l'expression (2); il vient
dt = (a + by) (20) +0 vx -20)? + D y (2-20) +... ’
Y—Yo = (ai + by) (@—20) + bi yat do)? + dy (2-0) + 2 En substituant ces expressions dans le développement (3) et en égalant ensuite les coefficients des mêmes puissances de æ—a° dans les deux membres, on obtiendra un système d'équations linéaires dont nous écrirons ci-dessous les cinq premières:
M +bhy = y (a+ by), ; bia = Y1 0Y2 + y (a + by), < (4) biys = y 0y3 + 2y9 bya(a + by) +ys (a+ by)", biya = Yi by + ve y + 2bys(a + by)] + gs | 1 + ya (a + by), : ! by; = y 0y5 +292 [b?v2ys + by + dy] + y 1 +4 ba + by) +ys (a+ by), lesquelles déterminent les cinq premiers coefficients du développement (3). On aura maintenant à disposer des paramètres à@,0,c, @,b;,c,, comme il a été dit dans la règle p. 24. A cet effet nous réduisons d’abord +, et y à zéro, en posant C—=—(ato+bys), € = — (a Lo + bio):
Puis, si l'on fait M +biy =0, bye = (a +by)?, les deux premières équations (4) nous donnent y/=0 et y =1. On pourra encore réduire % à zéro et y; à l'unité en faisant successivement
ACL ONE pe CETTE Te Ys AY
Les paramètres étant ainsi complètement déterminés, la dernière des équations (4) nous donne (OE 8(ya Y5—3YaVaYa Æ 2ys)
(Ayyi=5y )? | d'où l'on tire enfin, en supprimant un facteur numérique, l’invariant différentiel du cinquième ordre du groupe (1)
or or (4
1 9° 99-45 v'v" y LRU (899 °-5y" 7)?
Proposons-nous maintenant de calculer l’invariant 7 en partant des transformations infinitésimales du groupe (1). Ce sont les six transformations suivantes
Af= SE if = SE Xf = LE Xif = y. LE Vo: XGf = x 2
Comme X6f = d. X5) + Auf, on n'aura à considérer, d'après le n° 23, que les cinq premières de ces transformations. En prolongeant celles-ci cinq fois, on trouve
Ô PDA Of FO Me Appt :
9% ia 1. ji soft VE 54 »2 U ’ zu _ de tr un Rudi nenou d ue CONSO e
LZ4 È ’ 0 Me +15ÿ"y°+6y pm:
L'invariant cherché se détermine par l'intégration du système linéaire (6) nf 0, MT Ds 0; fr 0, KT 0.
En vertu des trois premières équations, lesquelles se réduisent à A2 UE PNA) el LE = O0, dy = 0, dy 10), on pourra écrire l'expression X,°f sous la forme -y Y,f-Y,f, où 0 WA, 0 5) O Ff=3y ir +4y Se + 5ÿ° ane + 697 D 7a0f OL 2 @\ .
Fred ré 4 a + (UOy +15y'y 35:
et comme, d'après l'équation do, l'intégrale du système (5) ne dépend pas
de y, l'équation X, rs —0 se décompose, par suite, en Y.f—o et Y;f=0o. Le système à intégrer devient ainsi, après une réduction facile,
1, de y” of (4) Of (5) of — y ra ct ÿ a» TY EDR 5) 0 à 7 +2 ps ge 0, "2 of MO I NT Of 10] | 3y Fr Fr) + (10y" + 15y y 5
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Si l'on prend pour nouvelles variables les intégrales
7 (4) (6) En ee UE 2— 7) = 7I 5 Tr y y de la première de ces équations, on sera ramené au système of of of 23 =— +2 ER [aa ras sain se,
Of Ë JL +102 0 + (1023 2 +154) 9 0:
La seconde équation nous donne les intégrales WU 3zi-523 , Us 0245232 + 4083 ,
et en prenant celles-ci pour variables, la première devient
Ô of vu ge +aus se = 0
Us:
d’où l’on tire enfin l’invariant En remontant maintenant aux variables primitives, on trouve us. _ 92545232 +407 OYT V9 ne VOTENT ue (32-54)? “ (3Y° y ES 492 D'après le n° 11, toute relation f(1)=o fournit une équation différentielle qui restera invariante par rapport aux transformations du groupe linéaire. En particulier, les équations = 3y"y°-5y""=0, us = 9y" "y —45y"y"y" +40oy"° = 0, seront invariantes. La première d’entre elles représente géométriquement l’ensemble de toutes les paraboles du plan, la seconde est l'équation différentielle bien connue des sections coniques.
Pour calculer l’invariant du sixième ordre du groupe (1) on n'aura qu'à pousser les calculs précédents un pas plus loin. En appliquant la seconde méthode, on obtient cet invariant sous la forme
OY" y 63%" y" y SL 105y"y E = (4) 2 Gy'y°-59"°)"
En ayant égard aux développements du n° 11, on voit alors que les expressions
a, y 4, y dk
al al dI
seront toutes des invariants différentiels du groupe (1), et que tout autre invariant de ce groupe s’exprimera en fonction des invariants Z, Z, L etc.
Te bte OLIS
25. Proposons-nous en second lieu de calculer les invariants différentiels du second ordre relatifs au groupe formé par les transformations des coordonnées rectilignes de l’espace à trois dimensions. Ce groupe est engendré par les six tr aSÉOrMAUONS infinitésimales
0f 0 He à FE : y 2 0 : 0 x, NT 0 ÿ un
parmi lesquelles les trois premières représentent les translations suivant les axes des coordonnées, et les trois dernières les rotations autour de ces axes. En vertu de la relation
(Ai X5) = X6f,
on pourra laisser de côté la transformation X;,f et, par suite, on n'aura à prolonger effectivement que les transformations X,f et X;f. En considérant 2 comme fonction de æ et 7, et en posant
DE ALES ONU EU NUE PRO CEE dx _?? 0y TZ 9 ?? Ox0y 0 — on trouve
(2) ie of OT MAROT Of
Xi f=y AO ne Dore SUPRPICE EEE TER
(2) . 0 of of
X5f=2 D = RTL (1 +0 = Gps+ an) (24540) T1 -8at et le système à inté@fér devient
Ô Ô of ro ni Jar (= à (6) of
va sl + (+0) 5 on + (gs+p0 1 FETE
De la première équation on tire sans peine les intégrales
3, 2 2 2 2 =D HIT, Pa=r+il, pris, pa=pr+2pqgs+aqt, et en considérant f comme fonction des seules variables #,, >, ÿ3, ÿ1, on pourra écrire la seconde équation sous la forme
of of
Or, le rapport des coefficients g et ps+gt ne vérifie pas la première des équations (6) et, par suite, ne s'exprime pas en fonction de ®,%, Ps, fi. En
a LG +) + m5 + aq D +3 SE J+2 @s+a0 QE + (+9) =.
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se reportant à la proposition du n° 22, on en conclut immédiatement que les invariants cherchés doivent vérifier séparément les équations
of 11 2e [on + G+e ut =,
of
0 Ô LG +e SE + on 5e + 4 f
of Le Pa
La seconde de ces équations admet pour intégrales
2 1 1] : > 3 Y, = Pa Yo = Pa . Ws = Pa
ET LEE. 1+ps et la première s’écrira, en prenant Ÿ,, Y,,W, pour variables, _ of 1 of / — 10 | Y: OW; Le 3 VYs GLUR
Cette équation admettant deux intégrales indépendantes, il existe deux invariants distincts du second ordre de notre groupe. En particulier on aura les invariants suivants Pa “ec rt G+p) G++d) m=VH— Vs? (1+p:) Pa Pa LA r(i HAN) APE AGREE : (+)? (++)?
lesquels reproduisent deux expressions bien connues dans la théorie de la courbure des surfaces.
AIR Le
26. Cherchons encore à établir les transformations infinitésimales du groupe formé par les transformations conformes de l’espace à trois dimensions. Ce oroupe est complètement déterminé par la condition qu'il transformera deux surfaces orthogonales quelconques en des surfaces orthogonales, ou autrement, qu'il laissera invariante l'équation (7) PP1 + 9h = —1,
p,q et f1, 4 désignant deux systèmes différents de valeurs des dérivées
_ et se Dès lors, en désignant par 6f l'accroissement d’une expression quel-
conque f, dû à une transformation infinitésimale arbitraire du groupe considéré, on devra avoir
(8) À (PP1 + QU) = POP: + Pi 0p + 0 +H0q=0,
en vertu de la relation (7).
Posons dx = E(xyaôt, dy = y(xyadt, dz = É(xy2)ôt ;
on aura, d'après le n° 9,
dé d£ dy m0 0 £ = re POLE Ro Rr dé dE dd. à , à/?
ôa =(y-? 14, ag) de, HN NS 0e
0p, et 0g, se déduisant de dp et dq en y remplaçant p et q par p: et qi (voir le n° 7). L'’équation (8) devient alors, en tenant compte de la relation (7),
MAQUIS O6 0 dË 0 Om , dE +), + 1e ) +U+a) (4, REV pp (on) 24e )e a + (+5) — 6, et comme cette équation doit avoir lieu pour toutes les valeurs de p, 4,2, di, qui satisfont à la relation (7), il faut qu'on ait séparément OÙ 0E 0Ë OÙ 08 0€ 07
O) AE EE OT UE ni 2
Il s’agit d'intégrer ce système. — En différentiant une première fois, on trouve
dE dy dE
Oy0z 0x02 0x0y LATE RAP OR PEUR:
OxÔy Oxdz dx? dy? de?
EN RTUUIR A IC RENTE NCA Oydz Ox0y x? 0ÿ? 02 dE dy ae MARRAINE à 4
Onde — dyde — dé 0 0
On en conclut, en différentiant encore une fois, que les dérivées du troisième ordre des quantités £,7,£ s’annulent toutes identiquement. Ces quantités ont, par suite, la forme de polynômes du second degré en x,y,2, et en déterminant, au moyen des relations (9) et (10), les coefficients de ces polynômes, on trouve enfin
E(cy) = h+ax+by+cz+4A(x -y — 2) + Bay + Cxz,
n(cye) = ka — ba + ay + de +1 B(y -x — à) + Cyz + Aya,
C(æyz) =ks = cx -dy+az+iC(é -à -y) + Azx + Bey, ki, Ko, ks,4a,0,c,d,AÀ,B,C désignant des constantes arbitraires. Le groupe des transformations conformes de l’espace ordinaire est donc engendré par les dix transformations infinitésimales suivantes
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L 0 ) 7 3 2 NO 0 fe Te, af n, xf (pt 2) 20 (40 PET,
0y YO OEIS ; ; ANT a Eee Pr /:
nr À. X51 = su Xsf = (y a #) 5 +ay v(5E+e 5), : jf EU TR a PEN Te Me Xf=ss gr fe (dy) parfait),
us SO of 2e X 10/ as #2 x Ty Ÿ y + 2 lesquelles sont évidemment toutes indépendantes. Proposons-nous d'examiner s’il existe des invariants ou des équations in-
_ variantes du second ordre par rapport au groupe considéré. — En vertu des relations
(Lx) = Xi (Xi x) = RON X) = XI, on pourra laisser de côté les transformations infinitésimales X,f, X,f, et Xf, et le système à intégrer deviendra par suite
(1) XPf=0, Xf=0, Xf=0, Xf=0, Xf—0, Xf—0, XF = 0.
Les cinq premières équations ont été calculées déjà (p. 53); pour se fet x
on trouve les expressions
Xof = Xnf-r À Je pe mL XF = Xif+ 2 [+0 — av] “ +2ply+ae) + 2[p(1+p9) +3pr2-2sy-rax] .
+ 2 [»°q +2psz—sx—ty +7 (y +2) ce 2 [p(1+ 9) +2s(y+q2) +ptz-xt| de Prenons pour nouvelles variables les intégrales
=D +g, p=rtt ps=rit-s#, p=pr+2pqs+dt,
des quatre premières équations (11); on trouve, après quelques réductions faciles, Xi f=g f+2(bs+ at) Nif, Xi f=2pe Yif+az(pr+gs) Yf+2pYf-2æ& if, Xof = - Vif, où
0 0 nee +ag sr +395 à
rf=S = LG + on) je
0f Ô 0 Yf= (2 De à GH) 5e
; 0 APTE +2 DER + qu
et on en conclut, par un raisonnement analogue à celui dont nous avons déjà plusieurs fois fait usage, que le système (11) pourra être remplacé par le système (12) 11=0; Pif=0, Yf=0, Pf=0, aux variables ®,, P>, Ps, P,, lequel se simplifie encore en substituant à Y,f—0o l'équation of of Yaf = pi Yaf = 2<— 1 — Pa] =— = 0.
31 — Pa Yof TL +91) — al ps
Introduisons pour nouvelles variables les intégrales
PR CE PPS G+p) (1+q1) à
des deux premières équations (12); on sera ramené au système
» of 0 ne of CIE GER
V1+ pi (af — Pi Yaf) = %2 RE da —
Comme ces équations sont linéairement indépendantes, le groupe considéré ne possède aucun invariant du second ordre. En revanche, il existe pour cet ordre une équation invariante
AK
obtenue en égalant à zéro le déterminant des coefficients des deux équations précédentes. — Cette équation à une signification géométrique facile à interpréter. En effet, l'expression % —4% est le discriminant de l'équation
dÀ
0° dont les racines sont les deux rayons principaux de courbure. L’équation (13) et donc la condition pour qu'un point soit un ombilic et on aura, par suite, ce résultat que Le groupe des transformations conformes de l’espace change tout ombilic en un ombilic. C’est-là, du reste, un fait dont on se rend aisément compte par des considérations géométriques.
Le groupe conforme possède évidemment quatre invariants distincts du 3° ordre, cinq du 4° ordre, et ainsi de suite. M. Tresse ‘) a donné un moyen simple d'exprimer ces invariants en fonction de ceux du groupe formé par les transformations des coordonnées rectilignes de l’espace. La méthode dont il
MERDE
1) A. TRESSE, Sur les invariants différentiels d'une surface par rapport aux transformations conformes de l’espace, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, séance du 19 avril 1892.
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fait usage et qui est en quelque sorte une combinaison des méthodes exposées dans le n° 10, s'applique aussi à quelques autres groupes spéciaux.
27. Le groupe des transformations projectives à deux variables (x, y) est déterminé par la condition qu'il laissera invariant l’ensemble des droites du plan. En désignant par 6f l'accroissement d’une expression f dû à une transformation infinitésimale quelconque de ce groupe, on aura done 67”=0, en
mn . , 1 L vertu de la relation y”=0'). Or, en posant
dx = E(xy)dt, dy = y(xy)ôt, on trouve, d'après le n° 9,
on 62 1) af - LE RCE (a GE NONUE 6 — dt Voroy où) 7 age 2on0y) Ÿ opt Ÿ y? ar É)
Cette expression devant s’annuler identiquement pour y’—0, on en conclut que £ et y satisfont aux équations
RON NT ENST 5 UE: dE
Oz — °? ? Oxdy D Op Ox0yÿ — “, y
d’où l’on tire facilement
E = +07 + GY +032 + Ty) n=bo+ha+by+a2y +",
A5; A, A, A3, a, Vos À, > désignant des constantes arbitraires. Le groupe considéré est donc engendré par les huit transformations infinitésimales indépendantes
z 0 2 0 0 : 2 0 xf=", XV a, X RES Y5 “a Ar =d LE ay …
ES SAT 0 of à,» 0 Xf= 5 Xf=eshs Xif= vs Xaf=ay se + PS
Proposons-nous, comme dernier exemple, de calculer les invariants différentiels du groupe considéré jusqu'au septième ordre inclusivement. En vertu des relations
(A À4) = X5f, (Xi Xi) = 2 X3f + X6f, (Xi Xe) = Xif, (Xe Xs) = X3f +2 X6f,
Xaf = ?/3 (Xi Xr) — 3 (Ko 3), X6f = ?/3 (Ka Xe) — 1/3 (Xi À);
on n'aura à prolonger que les quatre transformations infinitésimales X,f, X°f, Xif et X4f. On trouve, en les prolongeant sept fois,
d’où
1) Cf. Soprus Lire, Vorlesungen über Differentialgleichungen etc. (G. SCHEFFERS) p. 389.
HR ONE (0 Of AR of Xif= 5 Xo fe Xi f— PTE TA
() 0 TE A0 f = ay SE +951 + Guy «y 3
of »
Je = GYV + 3xy
+ALYY +YyY D oe
(6 +8yy"+102y"y"+2yy +52y y dE me
= (809"y"+ 159" +152" y" +100" +3yy + Gays DES 2°
— (Go yo + aop" + 24 y +1 ag + 35 ay 9 + ay + 7e y TU _ (reg -105y +350 00 45620" 28e 0 9° +350 +570 + Bay y ° D I s’agit d'intégrer le système
7 7 (7) (14) RE GX = 0 if 0, Xe f = 0.
En ayant égard aux trois premières équations on pourra réduire la dernière à la forme ë
2ÿ Yf+y Yaf+a Vf+y Yif+ Yf= 0,
où Se e y Te y ® : (6) . (7) Of : ; 0 0 Of AE ay" Se La Fra ue (6) x #
ia 1. 10y"ÿ" LE au + (80 9 +10ÿ" 1 D + (19 904 355 a ü
Ac
m Ô 9 of )9 n Ô PEN +200 + 890 a + au Cu
ve y®
” 0 AO 2 rf=6y" 2 + 30y"y % Le + (6oy'y + 407" de D + G7Sy "y +105y"y° je
dy 3, (4
On en conclut, d’après la proposition du n° 22, que le système (14) est équivalent au système (15) RO RO RO = 0 ET; — 0,
aux variables y”, y” y®, y®, y®), y, Pour simplifier, nous remplaçons Y,f—o et Y;f—o par les équations
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NET TR «) df 6) f © of m + 4 (Zif- Yi) = ÿ” og TY PH dy at y ao + Ÿ FrOR FM LU t 111 0 1122 0 1. 9 Yaf-y Pf=2y y mt 10ÿ"? 2 5 + BV ®_9y "y0 ) Fe
D'ailleurs, comme
(Ps VV) = Vif, on pourra laisser de côté l'équation Y,f—=o. HEn faisant encore, pour éviter les grands coefficients numériques,
— Yi (Dane
le système à intégrer deviendra
of of Of of Of Of L Foy, Foy FH ue Fu Lt LR: 0,
Of LOT Are DUO DE RO a de +2ys OYa 7 SUIS dys +4Y5 0e +5Y6 OYr
G8) a te 2 5
ô de _ PR À En TT _ + (8 y3 Y5 —2YoY6 + A Ya SE = 70
Prenons pour nouvelles variables les intégrales
23 = 7%, £a —= — es =%5, 26 A, £ St
Ya Ya Ye Y2 de la première de ces équations; on sera ramené au système
Fi 0 0 (17) #2 +2 22, SL 3 HE +44 50 +5 5L = 0.
6) 0 2 SE +325 + (aa 2) + (82325 — 2e +420) JE
De la première équation on tire sans peine les intégrales 2 Me 4 Ua — a — £3 : Us — 6-4 2325 +0 24-323, Us = 5 — 3 8324 T2 PA Us = 21 — 5 2386 + 104372; 102% 24 + 42 ,
et en considérant, dans les équations suivantes, f comme fonction de %,, 45, U6, 4, elles deviennent
0 0 0 0 zu SE + us 5] Lau HSE = 0;
Of of 2 SL + Gzsu-u) JE + Zaüs + Aus? — 206) =
La seconde équation pouvant être mise sous la forme | of 0 Ô 0 0f af +41 a ÿE+5u ile [se + Guam) JE ]e 0, il suit de la proposition du n° 22 qu'on pourra remplacer les deux équations
précédentes par le système des trois équations
0 0 2uÿl+s us SE + que SE + 5 = 0;
UC DAC (18) FPE PACE = à
Ô x 0 us SE + Que au) =
Introduisons comme variables les intégrales D = Us, = Ug—20), Un = Un — 5 Ua Us de la seconde de ces équations; il restera à intégrer le système
Ô Ô 0 SAS
of 59% Lt = 0.
La première équation admet les intégrales
Ur
V6 CE ». Un = V5 V5
CS
et en les prenant pour variables, la seconde équation devient
df_ of (20) 0 1 206 rs d'où l’on tire enfin l'intégrale
2) Vs Un — V A ms Ur — We —_— LoSIMESe" 0
Us 3 qui est un invariant différentiel du septième ordre du groupe considéré. Dans sa thèse Sur les invariants différentiels (Paris 1878), HazPHEeN a calculé les invariants différentiels du groupe projectif, en suivant des méthodes absolument différentes de celles que nous venons d'exposer. L'’invariant
62 E. Linnerôr.
du septième ordre auquel il parvient et qu'il désigne par | (p. 32), n'est autre chose que le cübe de notre invariant 2.
Toute relation f(2)=o fournit une équation différentielle qui Fotos invariante par rapport au groupe projectif. En particulier on aura les équations
invariantes
Vs 0, DEV, A 104
dont la première est l'équation différentielle des coniques, comme on le voit immédiatement en remontant aux variables primitives. La seconde admet, d'après Hazpnex (1. c. p. 19), pour courbes intégrales les transformées projectives de la spirale logarithmique qui coupe ses rayons sur l'angle de 30 degrés. On remarquera encore l'équation invariante
vs\° Vs Ur — ve” \° (2) Ê (en) =6, 2 3
laquelle représente (1. c. p. 31) les cubiques de troisième classe.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/surlessystemesco00lind. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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