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Sur les systèmes triplement indéterminés et sur les systèmes triple-orthogonaux
Je me propose, dans ce Mémoire, de montrer comment les nouvelles méthodes que j'ai introduites autrefois dans la Géométrie à deux indéterminées peuvent s'appliquer aux systèmes triplement indéterminés.
Dans la Géométrie à deux indéterminées les éléments essentiels étaient les réseaux et les congruences : ici il J a lieu de faire intervenir trois éléments que j'appelle les systèmes points, les systèmes plans et les systèmes droites.
^ Il était nécessaire d'abord d'indiquer, au moins d'une
S façon rapide, les propriétés essentielles de ces systèmes; et sartout de mettre en évidence la loi d'orthogonalité des éléments qui, comme je l'ai déjà dit ailleurs \^voir mon Mémoire
' sur Les Systèmes cycliques et les Systèmes ortliogonaujc {Annales de l'Ecole normale, 1897, 1898 et 1908)], joue dans la Géométrie inlinitésimale un rôle aussi important que
ji la loi de dualité dans la Géométrie algébrique.
Cette étude générale des systèmes fait l'objet des quatre premiers Chapitres de ce travail. Je me suis borné aux propriétés essentielles; j'ai dû, pour ne pas trop allonger ce travail, passer sous silence un certain nombre de propriétés qui ont leur importance mais qui ne sont pas absolument nécessaires pour donner une idée d'ensemble de la question.
; Mais le but essentiel de ce Livre est l'étude des systèmes triple-orthogonaux dans les espaces d'ordre quelconque. 11 importe de faire une théorie générale de ces systèmes et de montrer (juels sont les divers systèmes (points, plans ou
INTRODUCTION
droites) qui s'y rattachent. C'est l'objet des Chapitres \' et VI.
Il était utile ensuite d'étudier certains cas particuliers; je suis arrivé ainsi à indiquer toute une série de problèmes qui permettent de former de nouveaux systèmes triple-orthogonaux; eU en outre, je montre les diverses transformations que comporte chaque problème.
Enfin, comme il est matériellement impossible de traiter complètement tous les problèmes posés, mais comme d'autre part il importe de ne pas se contenter de vagues généralités, j'ai étudié, comme type, deux problèmes :
1° Ce que j'appelle les systèmes O, 4^ dans r espace à trois dimensions; ce sont des systèmes triple-orthogonaux qui se correspondent de telle sorte qu'entre les fonctions de Lamé, Ap /io, ^3 de l'un et les fonctions /i\, h'.-,, h'.^ de l'autre, existent les relations
U,, U2, U3 étant respectivement des fonctions de 11^, u^, u^ seuls.
Dans une Note insérée aux Comptes rendus de V Académie des Sciences (1908), j'ai déjà traité le cas où les fonctions Uj, U2, U3 se réduisent toutes à des constantes.
1° Ce que j'appelle les systèmes O de l'espace à trois dimensions applicables sur un système de l'espace à sijc dimensions. Je ramène le problème à la recherche des ^j^^tèmes opposés dans l'espace à trois dimensions, c'est-à-dire à la recherche des systèmes triple-orthogonaux qui se correspondent de telle sorte que les '^n^ (de M. Darboux) de l'un soient égaux aux ^i^i de l'autre.
J'ai indiqué les principales propriétés de ces systèmes dans une Communication que j'ai faite au Congrès d'Heidelberg.
Ces systèmes comprennent, comme cas particulier, des systèmes qui ont été signalés, d'une façon très brève, par- Ribeaucour dans son Mémoire Sur les surfaces courbes {Journal de Mathématiques, 1892).
Enfin, parmi les svstèmes de Ribeaucour, se trouvent les systèmes triple-orthogonaux qui sont engendrés par la translation d'une surface. Ces systèmes ont été étudiés })ar MM. Lucien Lévy et Petot.
SYSTÈMES POINTS, SYSTÈMES DROITES, SYSTÈMES PLANS
1. Systèmes points. — Soient ^•', ^-, ..., .x"- les coordonnées d'un point M dans l'espace à n dimensions; supposons que ces coordonnées soient des fonctions de trois variables «1, Uz, if^] nous dirons que le point M décrit un système point lorsque, l'une quelconque des variables restant fixe, le système doublement indéterminé décrit par le point M est un réseau. [Voir mon Mémoire 5^//' les systèmes cycliques et sur les systèmes ortJioî^onaux {Annales de V Ecole Normale, 1897, 1898 et 1902)]. Il en résulte que les fonctions ^*, <r-, ..., x^^ sont solutions communes à trois équations aux. dérivées partielles de la forme suivante :
ô^x ôx . ^^^
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dU2(JUi ' ()Ui
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<"^ =|.,"-^-^Q., du3 dui ' OU;i
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à'- __ p àx
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OÙ les quantités P et Q sont des fonctions de //j, u,, u.^.
2. Paramètres normaux. — Soient MT,, MT,, iMT, les tangentes aux courbes décrites parle point M quand chacune des variables w, ou u.2 ou U3 varie seule. Désignons par ;j, çj, . . ., c'I les paramètres directeurs de MT, ; par ç',, ti, . • ., k'î ceux de MT, ; enfin par ^5, c^, . ., ;" ceux de MT3. Si f/3 reste fixe, le point M décrit un réseau ayant pour tan-
gentes MT,, MT2; d en résulte que — est une fonction linéaire et homogène de ç\ et ^f, ; de sorte que l'on a, quel que soit l'indice «,
On obtient d'autres relations analogues en considérant les
CHAPITRE I
autres réseaux décrits par M; de sorte que Ion arrive à des relations de la forme suivante :
ait, ' '-^- ^'^-V ,)u, ^^^'-* ^^•^'^- oii^ f ^ -/>i:K3~7i3Çi, ~ =P2i;i-g-nZi. ^ =/>32:24-732;3.
(Dans les deux membres de chaque équation A, il faut mettre le même indice supérieur; cet indice, qui est Tun ([uelconque des nombres i. 2, ..., /?, a été supprimé pour simplifier l'écriture. )
En écrivant que les deux valeurs de " ^' déduites des
équations A sont identiques, on obtient des relations parmi lesquelles je signale la suivante :
(Ju:i Oit. 2
On en déduit facilement que Ton peut multiplier tous les paramètres ç^ par un même facteur a de façon à faire disparaître, dans les équations A, les termes ^,2 et q^^; À est déterminé, à un facteur prés, qui est une fonction de ^/, seul. On voit, de même, que l'on peut multiplier tous les paramètres ^2 par "» même facteur de façon à faire disparaître les coefficients q^zy 9i\\ enfin, en multipliant les paramètres ^3 par un facteur convenablement choisi, on pourra faire disparaître les coefficients q.^^ et q^^.
Les paramètres ainsi déterminés sont les paramètres normaux des tangentes au système point M. Les paramètres normaux Çj sont déterminés à un facteur près Uj, fonction de u^ seul; de même c., et Ç3 sont déterminés respectivement à un facteur près, fonction de 11^ pour les ?, et fonction de ii-i pour les ;i. Dorénavant, nous introduirons toujours les paramètres normaux.
Avec ces paramètres, on a les formules suivantes :
oit i
= ?HÇ1,
oh
Otl.
Ces formules sonl de la forme
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!mi écrivant que les équations (i) ?ont compatibles, on lionve que les quantités p,), doivent satisfaire aux équations
formules qui rentrent dans le type
diii ' ' Les fonctions ;, satisfont aux trois équations suivantes :
' Oi(] Ou,. pi3 uiii aii-i
OUl OU;^ l^i, Ôl(;i OU-i ^13 OU2 Oli-i
La première de ces équations admet comme solution Sjg. la deuxième |3,2. On formerait de même les équations qui ont pour solutions ^2 ^^^ ^3- ( Voir Dakbolx, Leçons, IV'^ Partie.)
3. Détermination du système point. — Soient toujours Jt'. j?-, .... x" les coordonnées du point M (|ue décrit
I • ' '^Jc^ • 11
le svsteme; les quantités- — sont proportionnelles aux quanta.?"' tités ç' paramètres de MT,. On voit, de même, que les— —
et les — - sont respectivement proportionnels aux ;'^, et
aux ^;j. On aura donc (en supprimant toujours les indices supérieurs pour sim[)lirier l'écriture)
(Lr , . àr , ^ ùx , y
OUi Ouo On 2
Ecrivant que les équations (4) sont compatibles, on trouvera, en tenant compte des formules (i),
; Ohi Q 0/ti 0/i:i ,^
] ()n.i On i Oui
1 '^^'> _ 0 . àh, ^^ ùh, _o .
' 0/{:i ' OUx Ollo
^> CllAl'ITnii I.
formules qui rentrent dans le type
Des formules (4), on déduit facilement que û:K r-, ..., œ" sont solutions du système
Les équations (5) permettent de calculer les quantités ^,/, à l'aide de ^j, //o, /iz\ si l'on porte ces valeurs des (3,ytdans les équations (2), on trouvera seulement trois équations distinctes pour A,, A,, /i^. Ce sont les é(|uations
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OUi 011-2
Ou,
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Les équalions (7) sont celles qui expriment que le système (6) admet des solutions qui dépendent de trois fonctions arbitraires d'une variable. On obtient ces équations (7) en exprimant que la première des équations (6) admet la solution /l^, la seconde la solution h.2, la troisième la solution ^3.
4. Systèmes points parallèles. — Deux systèmes points sont parallèles, loisque les tangentes correspondantes sont parallèles. Pour deuv systèmes points parallèles, les 3 n quantités c'k sont les mêmes; il en résulte que les six fonctions fi/;;. sont aussi les mêmes; mais les fonctions /^i, //o, /13 ne sont pas les mêmes.
5. Systèmes plans. Systèmes droites. — Un système droite est formé par l'une quelconque des tangentes à un système point. Ainsi la droite M,T, (n« 2) décrit un système droite ; si l'une des variables //,, a.2, a^ reste fixe, la droite MT,
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décrit une congruence; si deux dt; ces variables restent fixes, la droite reste tangente à une combe.
Les paramètres ;|, ^f, . . . , ^',' de MTi satisfont aux équations (3); en multipliant ces j)aramètres j)ar un mênne facteur, on arrive au résultat suivant :
Les paramètres directeurs Xj, Xg, . . ., X„ d'une droite qui décrit un système satisfont aux trois équations
ôu^du^ H2 ôu^ Ouj H3 âu-î Oii^ '
* Ou^àui II3 Oiii ôu.i \\i àii;i ()ui '' '
()2X I ()Hi c)X 1 ô\\.> â\ ,^ ..
diixàu-i \\\ àiiy âui Ho àui Ou^
Un système plan est le système décrit par le plan formé par deux tangentes d'un système point. Ainsi le plan T1MT2 (n« 2) décrit un système plan.
CHAPITRE IL
PUOPRIETKS FOCALES.
6. Propriétés des tangentes à un système point. — Soienl M un système point, MX, la tangente à la courbe décrite par M quand i/^ varie seul. Par définition, quand la variable iii variera seule, MTj enveloppe une courbe; nous
Fig.
allons démontrer qu'il en est de même pour les variables //., et W3.
En effet, soit A {y\ y-, . . . , j") un point de la droite JVITi ; ses coordonnées sont de la forme
r = .ri^pl{
ou, en supprimant l'indice supérieur, pour simplifier l'écriture, comme nous le ferons toujours dorénavant,
y = x-\- Pçi.
PROPlUiriKS FOCALES. I I
Difl^érenLi(His la formule (i) [)ar rapport à u.,^ on trouve, en tenant compte des formules du Chapitre I,
ùu-i àii-i '
On voit que, si Ton détermine p par ré([uation
( •>. I /'2-T- p|iil2 = O, ■
le poiiil V décrira, quand u-i varie seul, une courbe tangente à MT, ; on voit de même qu'il existe sur iMTi un point H qui, lorsque «3 varie seul, décrit une courbe tangente à MTi.-
Nous désignerons de même par C et D les points ofi MT.^ touche son enveloppe quand ii.^ ou a^ respectivement varient seuls; enfin par E et F les points où MT3 touche une enveloppe quand u^ ou u-^ respectivement varient seuls {fig. i).
Nous allons démontrer que tous les points A, B, C, D, E, F décrivent des systèmes points.
7. Transformation de Laplace. — Considérons, en particulier, le point A; cherchons les paramètres des tangentes au\ courbes décrites par A quand chacune des variables «1, //.25 /':} varie seule. Pour la variable ^2 ces paramètres sont proportionnels aux quantités Çj ; pour avoir les autres paramètres, dilTérentions l'équation (i) par rapport à /^, et à ^^3; on trouve, en tenant compte des formules du Chapitre 1,
i dyx y oç> . , , ,
D'autre j)art, l'équation (2) donne, en difTérentiant par rapport à u^ et à u-^,
hï^ /i:j -H p!î|3 ) -+- [^12 4^ = O.
En tenant compte des formules (3) et (4)!, on voit que les paramètres directeurs des tangentes aux courbes décrites par A sont proportionnels, lorsque a^ varie seul, aux quan-
tités
CIIAI'ITIU!: 11.
du.
et, lorsque f/3 varie seul, aux. quanlilés
Pour vérifier que le point A décrit un système, il suffit de montrer qu'on peut multiplier chacune des séries de paramètres directeurs que nous venons d'obtenir par un facteur convenable de façon à avoir des paramètres normaux (2). On trouve facilement ces multiplicateurs et l'on voit qu'on peut prendre comme paramètres normaux.
Ç3 — Ç3 — •,;— ?1 HI
|i,2 ou, ^'
Ces nouveaux paramètres satisfont aux équations
du/,
^//ib
où les [3^/. ont les valeurs suivantes :
Ou i
On aura ensuite
du,
KV\^
ou-.
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OÙ les quaulités ///, , A^, h\ ont les valeurs suivantes :
I /t2 Olli
' ~ f^^" Ou, ~ ^'' Ou. \'^ij ~ /^l Oui Ou. \hi OuJ
= Aa--^/'2=/'3-^2
àh:i
ôi7\
^12 - •• Ojli
dUy
Avec ces valeurs des quantités A', on pourra former les équations aux dérivées partielles auxquelles satisfont les (juantités y. Ces équations sont les analogues des équations (6) du Chapitre I.
Le passage du système point M, à l'un quelconque des systèmes points A, B, C, D, E, F constitue une transformation que, par analogie avec ce qui se passe dans le cas de deux indéterminées, M. Darboux a appelée une transformation de Laplace. {Leçons, IV*^ Partie, Chapitre XII.)
Pour distinguer ces diverses transformations nous dirons que le passage de M à A, par exemple, est une transformation de Laplace faite de ^^i vers a^_.
8. Propriété de la transformation de Laplace. — Nous avons vu que les coordonnées du point A sont
ht .
on verrait de même que celles du point F sont
ht w
et, par conséquent, les paramètres directeurs AF sont proportionnels aux quantités y — z ou encore aux quantités
Il s'ensuit que, (n" 7), la droite AF est la tangente à la courbe décrite par A quand «3 varie seul; on voit de même que cette droite est tangente à la courbe décrite par F quand «1 varie seul.
Ce résultat peut s'énoncer ainsi :
Si Von fait trois transformations de Laplace en allant :
l4 • CHAPITUE II.
1° de Ui vers i/o ; 2" de u^ vers u^ ; 3'^ de u^ vers ù.^. on retombe sur le système p/i/futif (\^\\iBOV\, Leçons, loc. cit.).
11 est bien évident que le théorème subsiste si l'on place les variables //j, //o, ^^3 clans un ordre quelconque. On en déduit que la droite BC {/ig. i) est tangente à la courbe décrite par B quand lu varie seul et à la courbe décrite par G cjuand u^ varie seul; de uième, la droite ED est tangente à la courbe décrite par E quand u.^ varie seul et à la courbe décrite par D quand «3 varie seul.
Enfin les tangentes en A et B quand Uy varie seul se coupent en un point 11 {Jig. i) qui décrit un système point.
9. Éléments focaux d'un système point. — Par définition, les tanirentes d'un svstème point décrivent des svstèmes droites; ces systèmes droites sont appelés \e9> systèmes focaux du système point. La tangente au système point quand Uf^. varie seul est la A'^'"*" droite focale du système. Ainsi MT^, MTg, MT3 sont respectivement les première, deuxième, troisième droites focales du système M.
Par définition (n''5)le plan formé par. deux tangentes d'un système point décrit un système plan, qu'on appelle système focal du système point. Un système point a donc trois plans focaux: pour distinguer ces plans focaux, on leur donne un numéro d'ordre. Ainsi, s'il s'agit du système point M, les plans T2MT3, T3MT,, T1MT2 sont respectivement les premier, deuxième, troisième plans focaux de M.
10. Éléments focaux d'un système droite. — Considérons, par exemple, le système droite décrit par MTi [fig. i). Nous savons que, si Tune des variables «,, u.2, u.^ varie seule, la droite MTi enveloppe une courbe qu'elle touche respectivement en M, A, B. Ces points sont les points focaux de la droite; les systèmes décrits par ces points sont les systèmes focaux du système droite MT, ; M est le premier point focal, A le deuxième, B le troisième de la droite MTj.
De uiême les plans ABU, MBC, MAP qui passent par MT^ décrivent des systèmes phins qu'on appelle les svstèmes focaux de xMTj ; ABU est le premier y^/rt/i focal de MTj, -MBC le deuxième; MAP le troisième.
11. Éléments focaux d'un système plan. — Considérons, en particulier, le phui T,.MT.,. on \oit facilement ([ue si //, varie seul ce plan a une caractéristique (tlans l'espace à trois
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dimensions un plan a toujours une caractéristique, il n'en est pas de même dans les espaces d'ordre supérieur) qui est Aie ; de même quand «, ^^^^ '^3 varient seuls les caractéristiques du plan sont respectivement MH et BC ; les caractéristiques décrivent des systèmes droites qui sont les systèmes focaux du plan TiMÏ^; MG est la première droite focale de ce plan, MB la deuxième et BG la troisième.
Si «1 reste fixe le plan enveloppe un réseau, c'est le réseau décrit par B ; de même si u^ ou u.^ restent fixes le plan enveloppe le* réseau G ou le réseau M. Ges points B, G, iM sont les points focaux du plan; B est le premier point focal, G le second et M le troisième.
12. Loi de parallélisme des éléments. — Nous avons déjà défini ( n" h) ce qu'il faut entendre par système points parallèles. Nous dirons, de plus, ((ue deux systèmes correspondants de droites sont parallèles lorsque les droites correspondantes qui les décrivent sont parallèles; on définirait de même les systèmes plans parallèles.
11 résulte facilement de tout ce qui précède le théorème suivant, qui forme la première partie de la loi de parallélisme des éléments : si deux systèmes {^^omls^ droite ou plan) sont parallèles, les systèmes focaux correspondants sont parallèles.
CHAPITRE III
SYSTEMES ASSEMBLES.
13. Systèmes points et droites assemblés. — Un svstème point M et un système droite A qui se correspondent sont dits assemblés lorsque le point M est situé sur la droite A qui lui correspond. Conservons pour le point jM, les notations du Chapitre précédent, et désignons par Gi le premier point focal de A, par G, le second, par G3 le troisième {fig. 2).
La première droite focale de Gj est naturellement A ; d'après
Fig. 2.
ce qui a été établi pour les systèmes doublement indéterminés la seconde droite focale sera GjD, la troisième GiE; on voit de même que les droites focales de Gj sont : GjA, A et G2F; celles de G3 : Gj B, G3C et A.
Les plans focaux de la droite A sont les plans AAB, A(]I>, aEF; ils contiennent les droites focales de M.
14. Systèmes points et plans assemblés. — Un système point et un système plan sont assemblés quand les foyers du
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plan sont situés sur les droites focales de même raiii; du
point. Ainsi le plan PQIl (//^'. 3) est assemblé au point M.
On sait cpie Jes coordonnées ,/• du point M satisfont aux
équations (O) du Chapitre I; si 0 est une solution de ces
dt/.
Oti:i
équations les coordonnées des points P, Q, Pi sont : pour le point P
0_ dx
Oiix pour le point Q
a pour le point R
(Darboux, Leçons, IV*^ Partie, Chapitre \11).
On peut aussi remarquer que le point Gi et le plan MDE {fig. 2) sont assemblés.
15. Systèmes droites et plans assemblés. — Une droite et un plan (|ui décrivent des systèmes correspondants sont dits assemblés lorsque la droite est située dans le plan qui lui correspond.
Ainsi le plan ABC et la droite A ^Jig. 4) décrivent des systèmes assemblés.
Les foyers G,, G,, G3 de la droite A se trouvent sur les droites focales BC, CA, AB du plan.
Scicntia, n° ^5. 2
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On peut aussi remarquer que la droite MAB (//^". 2) est A
assemblée au plan AG2G3B.
16. Propriétés focales des systèmes assemblés. — On démontre lacilement les propriétés suivantes dont quelquesunes viennent déjà d^étre signalées :
Si un point et une droite sont assemblés, toute droite focale du point est assemblée au plan focal de même rang de la droite; tout plan focal du point est assemblé au point focal de même rang de la droite.
Si un point et un plan sont assemblés, toute droite focale du point est assemblée au point focal de même rang du plan; tout plan focal du point est assemblé à la droite focale de même rang du plan.
Si une droite et un plan sont assemblés, tout point focal de la droite est assemblé à la droite focale de même rang du plan; tout plan focal de la droite est assemblé au point focal de même rang du plan.
Loi de parallélisme pour les éléments assemblés
En suivant une marche analogue à celle que j'ai emplovée dans le cas de deux indéterminées Savoir mon Mémoire^///les systèmes cyclùjues et orthogonau.r {Annales de l'Ecole Normale, 1897, ^^9^ ^^ ^O^S)] on arrive au théorème suivant :
Si deux systèmes {point, plan ou droite) sont parallèles, tout système assemblé à l'un est parallèle à un système assemblé à l'autre.
Cette propriété constitue avec celle qui a été établie au n^ 1*2 ce (jue j'appelle la loi de parallélisme des éléments.
CHAPITRE IV
LOI D'oHTlKXiONALlTK DKS KLKMKNTS.
18. Indications générales. — Il y a pour les systèmes tiiplemeriL indéteriiiinés une loi des éléments orthogonaux analogue à celle que j'ai exposée, dans le cas de deux indéterminées, dans mon Mémoire sur les systèmes orthogonaux et les systèmes cycliques {Annales de l'Ecole Normale. 1903, Chap. II).
Dans les espaces d'ordre 3y^, cette loi fait correspondre à un système point, un système point; à un système droite, un système plan et inversement.
Dans les espaces d'ordre 3/J>-hi, elle fait correspondre à un système plan, un système plan; à un système droite, un système point et inversement.
Dans les espaces d'ordre 3/>-|-2, elle fait correspondre à un système droite, un système droite; à un système point, un système plan et inversement.
Dans les questions de cette nature n'intervient que la direction des élénients; de sorte que, si A et H sont deux systèmes orthogonaux, tout système parallèle à A est orthogonal à tout système parallèle à B.
19. Espaces d'ordre 3/?. — Considérons d'abord l'espace d'ordre 3 ; soit M un système point ;|, cj, ;-,^ ; ;J, ^^, ;^' ; ç/,, z,l, ;:J les paramètres normaux de ses tangentes MT,, MT^, MT^. Nous pouvons déterminer à un facteur commun près trois fondions ;'/, ^f, ç'j'* par les équations
que nous écrirons sous la forme abrégée :
(1) ^^;^2 = o, i:ri;. = o.
Déterminons de même ;.,', ç/. ^2' par les équations
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et enfin ç'^^ ç^-, ;'/ par les équations
Nous allons démontrer que les quanlilés c'j , ç'^, ç'j sont les paramètres des tangentes d'un système point.
En efîet, dilTérentions la seconde des équations (0 par rapport à a.,, ou aura, en tenant compte des formules du n" 2 et en avant égard à la première des équations (i) :
et comme on a aussi
on en detiuit (lueles quantités
et homogènes de z\ et de ^'^ ; d'une manière générale on voit
OC. " que les trois quantités — ^ s'expriment en fonclioii linéaire et
homogène des quantités ^', et c//, donc (n^ 2), ces quantités ;',. ç, , ^'3 sont les paramètres des tangentes d'un système point. Soit alors M' le point qui décrit ce système; nous dirons que M et M' sont des systèmes points orthogonaux. Les formules (i), (2), (3) contiennent d'une manière symétrique les quantités \ et ;', cest-à-dire que les quantités ; se déduisent des ;', comme on a déduit ^' de ç.
Considérons un système droite D ; puis soient Xj, X,, X3 les paramètres directeurs de D; puis un système plan P; nous définirons ce système plan P par sa première droite focale A qui a pour paramètres directeurs Yj, Y.,, Yg ; le plan contient alors la direction A et la direction qui a jjour paramètres ^Y, ÙX^ ôYs àui ()ui (Jui
Cela posé, si le plan est donné, on détermine les quantités X par les é(jualions
(4j i:XY = o, :ix— =0.
Si au contraire le système droite est donné, on détermine les quantités Y par les équations
(3) i:YX = o, vy^^o
(Jiii
qui, comme on le voit facilement, sont des conséquences des
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é(jiiations ( /j ) ; on vrrifitî facilement que si les f|iiaiitilés X satisfont à des équations de la forme (<S) ( n" 5) il en est de même des quantités \.
Considérons maintenant un espace d'ordre n = 3/;; soit M un système point de cetespace, ^j , ^i , . . . , \'l\ l\,\\, . . . , \'!y ; ;^, ;r|, ..., :!| les paramètres normauv des tangentes MT^, MTo, IMT.j du système; nous déterminerons, à un facteur commun près, n fonctions ^'j, ^^j ..., ç'„ par les (n — i)équatiois linéaires et liomo2;ènes
" f^Ll'i ^
On déterminerait de môme ;V , ^o'' • ♦ •' ^2" 5 P"'^ ^V ' ^3"' • • • ' ^:" par des équations analogues. I^our indiquer d'une façon plus nette le moyen de déterminer les fonctions ^', , l'2> • • • 5 ^« nous formerons les équations suivantes, qui sont linéaires et homogènes par rapport aux inconnues Xj, X,, , . . , X,^ :
ou'i
SX
:sx
Oui
dki.
SX
SX
SX
au';-'
au':-'
àitt'
Les quantités :', satisfont à toutes ces équations, sauf l'équation (3); les quantités ^', à toutes sauf l'équation (7) et les (]uantités ^'^ à toutes sauf l'équation (0).
Il faut d'abord vérifier que les quantités ;', , Çji ^3 ainsi déterminées sont les paramètres directeurs des tangentes à un système point. Pour cela on vérifie, en tenant compte des équations (6), des équations (i) ( n<^ 2) que les quantités
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— ^^ salisiont aux: équations (a) et (c); par conséquent les — ^-
s'expriment en fonction linéaire et homogène des quantités ;',
et ^'2 5 clii'iG manière générale — ^ s'exprime en fonction
linéaire et homogène de ^', et de ;'y^. ; donc (n«» 2) les quantités ;j, ^'.,, Ç3 sont les paramètres directeurs des tangentes à un système point.
D'autre part, on déduit facilement des équations (6) et des équations analogues pour les quantités ;',, ^3 qu'il y a réciprocité entre les fonctions ^ et ^', c'est-à-dire que les i peuvent se déduire des i' , absolument comme nous avons déduit les ;' des ^.
Gela posé, soit M' un système point dont les tangentes ont pour paramètres directeurs les quantités ^'; nous dirons que M et M' décrivent des systèmes points orthogonauœ.
Considérons maintenant une droite D dont les paramètres sont Xj, . . ., X„ et un système plan P défini par sa première droite focale dont les paramètres directeurs sont Y,, Yo, . . .. Y„. Si le svstème droite D est donné, on détermine les ^ par les {n — i) équations
XYX
^, (MX
Si, au contraire, le système plan est donné, on détermine les X par les {n — i) équations
iXY
1 Ou'.';
qui, comme on le voit facilement, sont une conséquence des équations (-).
Dans ces conditions, nous dirons que le système droite D et le système plan P sont orthogonaux.
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Les syslèines orthogonaux possèdent les propriétés suivantes, <jue, poui- abréger, nous énonçons sans démonstration.
Si deiLv systèmes points sont ovttioi^onaax, toute droite focale de V un est orthogonale au plan focal de même rang de r autre.
Tout système droite assemblé à V un est orthogonal à un système^ plan assemblé à l'autre et inversement.
Si un système droite et un système plan sont orthogonaux :
Tout point focal de la droite est orthogonal au point focal de même rang du plan;
Tout plan focal de la droite est orthogonal à la droite focale de même rang du plan;
Tout système point assemblé à la droite est orthogonal à un système point assemblé au plan et inversement ;
Tout système plan assemblé à la droite est orthogonal à un système droite assemblé au plan et inversement.
20. Espaces d'ordre 3/; + 1. — Considérons, dans un espace d'ordre n^iop-^-i^ un système point iM dont les tangentes ont pour paramètres normaux çj, ;'^, ..., ;',', ;J, ;^, ..., ç'^5 çji ^.?j •••? ^" et un système droite D, Ja droite D ayant pour païamètres directeurs X,, X2, . . ., X,,. Si le système M est donné, on déduit les X par les ( /^ — i) équations
:sx^, = o,
(9) ' lX^,= o, ^X'^ =0 ik
^Xi3=0,
Au contraire, si le système droite D est donné, on détermine les ;i par les {n — i) équations
ôa'i
ôa'i
cy/'X
ih= I.>, .
les quantités c., et z-^ se déterminent par des équations ana-
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logues. Toutes ces équations sont d'ailleurs une conséquence des équations (9) et des équations (i) du n** 2.
Dans ces conditions, le système point décrit par M et le système droite décrit par D sont dits orLiiogonaux.
Considérons maintenant un système plan P défini par sa première droite focale qui a pour paramètres X,, X.,, ..., X,, et un second système plan Q dont la première droite focale a pour paramétres Y,, Yo, ..., Y,,. Si les X sont donnés, déterminons les Y par les ( /?. — i) équations
(«0 < ^ ^ du
ou'l da'.l
Ces équations entraînent les suivantes : XY = o,
rMX
SX-— ^=0 ( A- = I, 2, . = .,/> 4- i),
SX^ = o, vx^==o (h
Ou'.i du'i
de sorte qu'il y a réciprocité entre les X et les Y. Dans ces conditions, nous dirons que les systèmes plans P et (^ sont orthogonaux.
Ces systèmes possèdent les propriétés suivantes :
Si un système point et un système droite sont orthogonaux:
Toute droite focale du point est ortliogonalc au point focal de même rang de la droite;
Tout plan focal du point est orthogonal au plan focal de même rang de la droite;
Toute droite assemblée au point est orthogonale à un point assemblé à la droite et inversement;
Tout plan assemblé au point est orthogonal à un plan assemblé à la droite et inversement.
Si deux systèmes plans sont orthogonaux :
Tout point focal de l'un est ortliogonal à la droite focale de même rang de l'autre;
Tout point assemblé à l'un est orthogonal à une droite assemblée à Vautre et inversement.
I d'ohtiiogonalité i)f:.s HI.KMENTS
21. Espaces d'ordre 3y> h- 2. — ConsidérY)ns, dans un espace d'ordre n i— 3/> -I-2, deux, systèmes droites : l'un décrit par la droite I) qui a pour parainètres directeurs Xj, . . ., \,^ et l'autre p;ir la droite A qui a pour paramètres directeurs Yj, . . ., V/,. Si le i^ystème D est donné, on déterminera les ^ par les // — 1 équations
vYX =
^ ôii'i ou(^ ou':^
Ces équations entraînent les suivantes :
04) 3:\-— ,-0, ZX-— =0, -2\-— = o
Ou': oui Ou-i
11 y a donc réciprocité entre les X et les Y. Dans ces conditions, nous dirons que les systèmes droites décrits par D et A sont orthogonaux.
Considérons maintenant un système point M dont les tangentes ont pour paramètres normaux ^J, ^5, ..., ;'/, ?2i ^2' • • •' ^21 ^3' ^fn . . ., ^,^ et un système plan P défini par sa première droite qui a pour paramètres directeurs Xj, X,, . . . , X„. Si le système M est donné, on détermine les X par les {n — i) équations
du\
Sl-^X = o du''^
S-^X=o Ou'.'
Si, au contraire, le système P est donné, on détermine les ({uantités ;}, çj, . . . , ;/, par les {n — i) équations
OO) !^:.^=o, .^,?#=o,' .^,^=0 1 'iu\ ')ui Ou';i
Les quantités ;J, 'c;, ..., V-l se déterminent par les
^bX = (,,
-U — â =o ài4
CM
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(// — i) équations
Les quantités ;^. ^, . . ., ;'^' se déterminent par des équations analogues aux équations (17); les équations (16), (17) sont d'ailleurs une conséquence des équations (i5) et des équations (i) du n» 2.
Dans ces conditions, nous dirons que le point M et le plan P décrivent des systèmes oj'tliogonaujc.
Ces systèmes orthogonaux possèdent les propriétés suivantes :
Si deux systèmes droites sont orthogonaux :
Tout point focal de l'un est orthogonal au plan focal
de même rang de V autre- Tout point assemblé à l'un est orthogonal à un plan
assemblé à i autre et inversement.
Si un système point et un système plan sont orthogonaux :
Toute droite focale du point est orthogonale à la droite focale de même rang du plan ;
Tout plan focal du point est orthogonal au point focal de même rang du plan ;
Toute droite assemblée au point est orthogonale à une droite assemblée au plan et inversement :
Tout plan assemblé au point est ortJiogonal à un point assemblé au plan et inversement.
ClIAPIÏRIi: V.
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22. Systèmes points rectangulaires. Systèmes O. — Un système point est dit rectangulaire, si les tangentes MTj, MT2, MT3 de ce systènne sont deux à deux perpendiculaires. On aura dans ce cas les équations
(i) ^Uh^o, ^^UU = o, l^,b=o.
Si l'on pose maintenant
on aura, en tenant compte des formules (i) du n*' 2, (3) i!l = .?„.^,^,= o, J=,p,3v,.j,= .,.
par conséquent 6, est une fonction de w, seul; on voit de même que Oo et 0;j sont des fonctions respectives de ii^i et de Uz.
Les fonctions ;, sont déterminées à un facteur prés (n*^ 2) qui est une fonction de u^ ; si donc 6i n'est pas nul, on pourra le réduire à l'unité; même conclusion pour 6i et Oo.
11 en résulte que, si aucune des quantités Oj, Oo, O3 n'est nulle, on peut choisir les paramétres normaux, ^j, ^2? ^s» ^^^ telle sorte qu'ils satisfassent aux équations (i) et aux équations
( 'i\ Vt2_, V{>_, v!:2_|
Dans ce cas, le système point est appelé un système O. On voit que les coordonnées .3?,, x^^ . . ., .r„ du point M satisfont aux équations
dx dx âx j ^
On aura donc, en tenant compte des équations (i), (4)
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et (5),
c'est-à-dire que le point M décrit un système triple-orthogonal.
Dans le cas où une, ou plusieurs, des quantités 0,, O,, O3 sont nulles, nous dirons que le système point est un système rectani^ulalre singulier.
23. Déterminants O. — Considérons un déterminant A à ri- éléments qui sont les coefficients d'une substitution orthogonale dans l'espace à n dimensions :
Supposons que les éléments de ce déterminant soient des fonctions de trois variables //,, z^j, «3. On pourra exprimer les dérivées des éléments d'une même colonne, en fonction linéaire et homogène des éléments de cette colonne, les coefficients ne déjDcndant pas de la colonne ; on aura par conséquent des équations de la forme
— - = 2^p„xi
dx' v^ .
dx).
OUi
Xf
On vérifie facilement que l'on a
( Pk/ = — Pik
7/./ = — qik
rid = — rik
Ces quantités /?/./, 7/,/, /'/./ ^onl les rotations du déterminant A.
En formant de deux manières différentes les valeurs de
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. , , ' , , ' en se servant des équalions (7), on Oiiif>t/.> da-xOii-i i)u:i(Jui ^ ^ ' '^'
ol)llenL les relations qui doivent exister entre les rotations.
Nous supposerons que ces relations sont satisfaites.
On peut alors se proposer de déteiniiner les éléments de A
connaissant les rotations. Les éléments d'une même colonne
sont solutions du svstème
au./,, àui
= :Lp /,/./■/,
-^y:cjA/T/,
dx.
= ^rux,,
Oll:
qui est un système complet. On en déduit que la solution la l)lus générale se déduit dune solution particulière, en e(Tecluant sur les éléments du déterminant A une substitution orthogonale à coefficients constants.
Nous allons prendre une forme spéciale du déterminant A; nous modifierons d'abord la notation employée pour les éléments des trois dernières lignes; nous écrirons ^|, \\,
au lieu de x.
le X
Il -i 5
enfin ^
. , ;" au lieu
au lieu d
If)
x\, ..., x'li\ de sorte que le déterminant a la forme suivante :
Nous supposerons de plus que toutes les rotations pi-i sont nulles, sauf/?/,. „_2 qui sera désigné par a,, si k est plus petit que n — 2, par ^,1 pour A :=z /i — 1, par ^gj pour A t=:/i; de même toutes les rotations (/^f sont nulles, sauf si l=z n — i ; on désignera qk^n-\ pa>' ^>k si k est plus petit que n — 2, par 1^12 si k^::z n — 2, par p-jo si k =z n\ enfin toutes les rotations /•/,-,/ sont nulles, sauf les rotations r;^^ qui seront désignées par C/c si k est plus petit que n — 2, par ^^,3 si / = /i — 2, par ^2:j si k zzz n — i .
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Il résulte d'ailleurs de ce qui suit qu'il est possible de choisir ainsi les rotations.
On aura par conséquent les formules suivantes :
dx'.
au, ■'
àx', / / = I > n "^
et
caV-,
Q, il
ÔUi
5^-'^"'»' d;;;-'^^'^" jïï:-''"'^-
En écrivant que les équations (11), (12), (i3) forment un système complet, on trouve que les rotations ft/^., b/.^ C/,, p,/^. doivent satisfaire aux. équations suivantes :
ùbi, àu-i
ou, -'■■^'''-
db,.
t)Ui
Pl2«/o
= '^u'pii.
(„;, ; '!hi^'^^ '^,,h,+ V bue, = o.
Ou-, OiC:^
II
OU3 Oti\ '-^'-' ^ ''
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Les é(jiialioiis (i i), (i5), (iG) forment un système de (jn — 9 é(j nations entre les ^n — 3 rotations r//^., b/^y C/,., ^,^.. On poiii-rait, par les méthodes connues, chercher le degré de généralité de ce système, mais nous arriverons au lésultat par une autre méthode (n'^^G).
Nous dirons (|ue le déterminant A, qui possède les propriétés que nous venons d'indiquer, est un déterniinant O d'ordre n.^
J)es formules (i?î) on déduit immédiatement le résultat :
Les éléments des trois dernières lif^nes d'un déterminant () sont les paramètres normaux des trois tangentes à un système point G.
D'un déterminant O on peut déduire une infinité d'autres. Considérons, en effet, la matrice
Effectuons sur les éléments des colonnes une même substitution orthogonale à coefficients constants; c'est-à-dire posons
où les a sont les coefficients d'une substitution orthogonale à coefficients constants. Si dans le déterminant O on remplace x^i^ par .T/', le nouveau déterminant ainsi obtenu est encore un déterminant O. Nous dirons que tous les déterminants, ainsi obtenus, sont équivalents.
Ces déterminants sont définis par leurs trois dernières lignes. La démo^istration est analogue à celle que j'ai donnée, pour le cas de deux indéterminées, dans mon Mémoire : Sur les systènies cycliques et orthogonaux, i""^ l^arlie, p. 5o3.
11 y a donc un lien étroit entre la théorie des systèmes points O et celle des déterminants O. A chaque système point O on fait correspondre un déterminant O et un seul (on ne considère pas comme distincts deux déterminants O équivalents); de même à chaque déterminant O on peut faire correspondre une série parallèle de systènies points O. Si
(:iiAi>rnu: v.
. ., X,i) est un tel système G on aura
0\ Ou/,-
Ou/
La résolution du système (19) introduit trois fonctions arbitraires d'une variable; les fonctions Ji étant connues, on aura les n coordonnées X à Taide de quadratures. On obtient ainsi tous les systèmes points O qui correspondent à un même déterminant O. ]*ar analogie avec ce (|ui se passe dans l'espace à trois diujensions, nous dirons ((ue le déterminant O définit la représentation spliéiique du système point M.
24. Systèmes <> dans l'espace à trois dimensions. — Dans l'espace à trois dimensions le déterminant U est de la forme
et Ton a les formules
Ou^ OU Ou.
Ou-.
— — tJ21 Ç2 — i^ai
Les six rotations [^//^. satisfont aux neuf équations
'^it \^lk
()U^ Ou -2
(>3.23 , ^'^32 , rj r.
OUo Ou-i
OUy. Ou*
Pl2j^l3= O,
io3^2l
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Les coordonnées \,, X,, X3 du point M ([ui décrit un système () sont données par les (|uadratiiies
^ ' ôui ^^^' du.2 "^ Oiii ^ '
où les fonctions //,, //.,, /?;{ de Lamé satisfont aux conditions
( Voir les Leçons sur les systèmes orthoiionaux de M. Dar- 1k)u\.)
()n peut encore déterminer les coordonnées du point M de la laron suivante :
Désignons pary>i,/Vo, p^ les distances d'un point li\e O aux trois plans focaux de M; de sorte que l'on aura
ou sous forme abrégée
(•^8) y-=Px\x^Pi\t-^Pih-
Différentions ces équations par rapport à ;/,, lu,, 11.^ et écrivons que les dérivées de X sont égales à celles données par les formules (25); on trouve d'abord ({ue /;,, /?,, p^ doivent satisfaire aux équations (21), c'est-à-dire que l'on a
(.9) g. = Upi.
Les fonctions //,, /^,, //;{ de Lamé ont les valeurs suivantes :
Il résulte de ce qui précède qu'à des quadratures près, l'intégration des équations (21) et (26) forme des problèmes équivalents (on suppose connus les éléments de A).
Scientia, n" 25. 3
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Espaces d'ordre 4, 5, 6. — Dans un espace d'ordre 4 on a
avec les formules
I dx
tl Ï2 ;3 J4
^1 ^1 -ïi ;i
fl £2 £3 £4
tl £2 Ï3 Î4
S 3 -5 3 >j3 -si
^3" , j. ôr .
Ou-
<)Uy "" Ou
Oll/-
du,
'On]
1 àii^ OÙ les rotations satisfont aux conditions
da db ^c 0
t>//o d//3 "^ ÔU.^^ '
-7— = ^3lC, = ^I2«, —- = ^23^,
t^i2r^i3— bc = G, -+- ^23^21+ ca = o.
Dans un espace à cin({ dimensions on a
Ou^ du-,
sa s 3 • • • ^3
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avec les formules
- = ^nAk (i-^k\
dl
(35) -j- =—'pn\i—^p:n\^—a^Xy—a.x.^,
OU:i
— — r^.i2?:î — pi:
= — ^l.iÇl— 1^2:} b— ^1-2^1— C2^2,
OÙ les rotations satisfont aux éc[uations
àa,-
Ou 2
= h^bi,
Obi .
Oci ,
OUi ^
Ocii Oit-i
= 'h^Ci,
Obi r.
-7—= -+- -f^ -^ F^3i^32+ «1^1 + a.2bo= o,
dui ' Oui
Cl cil -1- c-iCi-î = o.
Enfin dans FesDace à six dimensions on a
cri
clj
Jl
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avec les formules
dui
du.
/;,. - — =Oiz-2, - — = c,;3 ( / = I, •.>., o).
Ou-
Ou-,
ou 1^
'^uAu {i^k),
'^uh— [^31 ;3— «i.ri— «oa-2— «3^3î
Q >■ or
-r- =— .^13^1— .^23^2— <^1^1 — CiX, — CzXi,
où les rotations satisfont aux équations
dat _ ^^ àu-i ^
Obi
ÔCj .
c)ff/
-^ h -7 h [isi 1^32 -^ Cl\b^^ a.2Ùo-\- «3^3= o,
ty;^
fvi/.
-^^ — -7—^ + Pi2,!ii3-+- OiCi -+-^oC2-f- O3C3 = O, OU- ' '
— i h io3 .3-M -T- Cl «1 -h C^a.y -T- C3 «3 = O.
Ou^ Ou i
26. Passage d'un espace à l'espace d'ordre supérieur. — Considérons un système point O dans l'espace à n dimensions : soit M (Xj, Xo, . . . , X„) le point qui décrit le système. Les coordonnées X satisfont aux équations (6) (n° 2); ces équations admettent aussi la solution
p = Xf-i-Xa + ...-i-X2.
Cela posé, déterminons jc^, .r,, . . ., ^n+i P^i' les équations
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Les quantités (x-) satisfont toutes à des équations du type (6) (n" 2). Le point N(.r,, jc.,^ . . ., ^n+t ) fi"i est situé sur une sphère de rayon un décrit donc un système point O. A ce sysième on peut faire correspondre un déterminant O d'ordre /i '-h i ; dans ce déterminant on connaîtra d'abord les trois deinières lignes, qui sont les cosinus directeurs des tangentes du système N ; en outre, jl^i, œ^, . . ., -l'u+i sont les éléments d'une ligne de ce déterminant.
Inversement, à tout déterminant O d'ordre n -h i on peut faire correspondre des systèmes O dans l'espace à /i dimensions. Si en effet .r,, ^21 • • •> -^«+1 sont les éléments de l'une quelconque des [n — 2) premières lignes du déterminant O, on pourra déterminer \, , X.,, .... X„ par les équations
et l'on aura
Les quantités X et p satisfont à des équations du type (6) (n** 2) dont le point M(Xi, . . ., X,J décrit un système O.
Ce passage d'un espace à l'espace d'ordre supérieur montre l'existence de déterminants O dans un espace d'ordre quelconque.
27. Droites normales à un système O. — Considérons, dans un espace à 11 dimensions (/i>- 3 ), un point
qui décrit un système O; par le point M menons une droite D normale aux trois tangentes du système point, nous allons chercher dans quel cas cette droite D décrit un système. Si nous conservons les notations du n° 23, les paramètres directeurs Yj, Y2, . . . , Y,i de la droite D sont de la forme
(43) Y,-= a,.r', h- ^ux\, -i-. . .-f- a„_3j-;' _.j.
Les coordonnées Zi, Zo, . . . , Z,^ d\in point X de la droite D
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sont
(W) Z, = X,+ pY,-.
Ecrivons que si //, varie seul, la droite D enveloppe une courbe. En différentiant Téqualion (/j^) P^i' rapport à //,, on trouve
' \ ()iii du y Ou y
Pour que le point N décrive une courbe tangente à D, il faut que
\ âui du,
du.
ai ao a„ 3
/* , -f- p ( rti ai -T- «2 3^2 -+-••• -H ««-3 3Cn-3 ) = o.
La première série de ces équations montre que le rapport de deux quelconques des quantités a est indépendant de Ux ; on voit, de même, qu'il doit être indépendant de ^/o ^t de ii^\ comme on peut multiplier toutes les quantités a par un même facteur, on voit que Ton peut supposer les quantités Cf. constantes. Dans ces conditions, la droite D décrira un système; nous dirons alors que la droite D est une normale au système point.
Si aj -h a^ 4-. . .+ 'x\_^-^ o, la droite D sera dite une normale ordinaire ; si, au contraire, aj -h a^ 4- . . . + '^l-^ = o, la droite D sera une normale isotrope.
Dans le cas d'une normale ordinaire, nous supposerons que la somme aj + a^ -+-. . .-+- a';_3 est égale à l'unité.
28. Systèmes plans normaux à système O. — Par un point M (Xi, . . ., X„) qui décrit un système O, menons deux normales D et A(/i>4); je vais montrer que le plan D, A décrit un système. Désignons par Y,. . . ., V,, les paramètres directeurs de D, par Z,, ..., Z,j ceux de A, de sorte que l'on a
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OÙ les a et les ^ sont des constantes; connme on peut toujours prendre dans le plan D, A deux, normales rectangulaires, nous supposerons que ces normales rectangulaires sont les droites D et A elles-mêmes; de sorte que l'on aura
( \-) :£.'x'^ = o ou XYZ = 0.
1^11(11). nous pouvons suj)poser aussi
^ '^y.- = \ ou o, 2Y-=i ou o,
I X [j2 = I OU O, 2l; Z- = I ou o,
suivant (pie D ou A sont des normales ordinaires ou des normales isotropes.
Enfin, on aura, en tenant compte des équations du n° 23,
1 dUi "'' ÔKi "-' Ou, "''
^^'^^ ) dZ ÔZ _ àZ
Id^-^^^' àji;-^''' '^,=^-'' où A, B, G, A', B', G' ont les valeurs suivantes :
B =Sa/,6A,
Gela posé, un point quelconque P(Ti, T„) du plan D, A
a des coordonnées qui sont de la forme
(■3g T = Xh-/-iY + piZ.
En dillerentiant ces équations par rapport à u-i et u^, on trouve
l^ = f,(/„ + B,-, + irp,) + Y^+Z^,
\ Olly ' Ou., Ou-,
-Çi- = ^3(/^3 + Gn + G'p,) + Y^+Z^. Ou, ' Ou, Ou,
On voit que. si l'on détermine r, et pi par les équations (53) /io-h B/'i-i- B'p, = o, /tijH- G/-i-h G'pi = o,
on aura
^T Or, 0;.y
Ou-, Ou-, Ou-,
Ou, Ou-, Ou-,
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Par conséquent, si u^ reste fixe. le point P décrit un réseau dont les tangentes sont dans le plan D, A.
On pourra ainsi déterminer dans le plan J), A un point Q dont les coordonnées (Tj, .... T,'j) sont données par les formules
et. enfin, un point H(T'J, . . ., T,'J défini par les formides
( //i-!-- /'3A -h p3 A'= G, //2-i- /'aB -i- p3B'= o.
On voit facilement que le plan D, A décrit un système ayant pour points focaux les points P, Q, R.
Cela posé, si u^ reste fixe, le ds- du réseau décrit par P est
X ZY2 X 3:Z
avec des formules analogues pour les ds' des réseaux Q et R quand on suppose que u^ ou f^3 respectivement restent lixes.
Si maintenant D et A sont des normales ordinaires, il existera dans Tespace à deux dimensions des points P'(/',, p, ), Q'(/'2. po), R'(/'3, ps) qui sont les foyers d'un système plan; le réseau P sera applicable sur P' si u^ est fixe, O sur Q' si //, est fixe et enfin R sur R' si ii^^ est lixe.
Si D et A sont deux normales isotropes (rectangulaires comme nous Tavons supposé dès le début), P décrit un réseau nul si M, est fixe, de même Q et R si ;/, O" '^3 restent respectivement fixes. Dans ce cas, nous dirons que le plan D, A décrit un système R; un tel système ne peut exister que si
Systèmes points normaux à un système O. — Par
un point -M(X,, ...,X„) qui décrit un systènie O, menons trois normales D( Y'i, ..., Y'„), D'( Yj, ..., Y',', ), D''(Y"',, ..., Y',',) non situées dans un même plan; nous pouvons toujours supposer ((ue les droites D, D', D" sont deux à deux rectangulaires, c'est-à-dire que
(38) :^Y'Y"=.o, ZY'V = G. ïYY'=o
ÔUi
OU-i
Oii-z
dY' Ou 3
fJu,i
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et, en outre, on peut supposer que
(5()) :il Y'- = I on o, ^\'^=[ on o, X V"- — i on o,
suivant que les normales considérées sont des normales ordinaires ou des normales isotropes.
( )n aura ensuite
Gela posé, un point N(Zi, Zo, . . . , /,j ) situé dans le trlèdre MDD'D" a des coordonnées (jui sont de la forme
(Gi) Z = X + XY-+- [jlY'h-vZ'.
En dlllerentlant l'écjuation (53) successivement par raj)port à //,, ^^2^ ff-ii on trouve
1 ^ = S,(A,-i-AX + A',. + A"v) + Y^ + r^H-Y'A, l c*;/! ^ ' dui dui ()Ux
, <)a-:i '^ ' ^ <>f/3 f^«3 OU:i
On voit que, si Ton détermine À, [x, v par les équations
i /il H- A A -i- A' [J. H- A"v = o,
(()3 ) < /i2 + BX + B' [JL -4- B" V = o,
( A3 -h G A 4- C [JL -h G" V = o,
on aura
OUy OUy OUl
f^/Ag (iUj. i)n;i
On vérifie facilement que le point N ainsi déterminé décrit un système, qu'il en est de même du point N' de Tespace à trois dimensions qui a pour coordonnées X, \x, v.
CHAPITRE V
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Le svslèmi point décrit par N est dit normal ^\i système point M.
Des formules (56) on déduit, pour le ds- du point ]\,
ds-^ = ^/a2 X 3: Y2 _ d'x"- X :î: Y'^ ^ d»-^ x ^ Y
Il résulte de là que si D, D', D'^ sont toutes des normales ordinaires, le ds'^ du point N est le même que celui du point -\'; les systèmes points décrits par N et N' sont dits applicables.
Si les normales D, D', D" sont toutes isotropes (ce qui ne peut avoir lieu que si /i^g), le ds- du point N est nul; nous dirons (pie le point N décrit un système nul ou, pour abréger, un système X.
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30. Systèmes /.», O. — Un point M de l'espace à n dimensions décrit un systènie p, O lorsqu'il peut être considéré comme la projection d'un système O de l'espace à n-hp — i dimensions ; si donc ^,, .x^, . . ., x,i sont les coordonnées de M, les équations de Laplace auxquelles satisfont ces n coordonnées devront admettre, en outre, p — i solutions yj, y^, . . ., Vp-i telles que
( I ) :ù dx'- -\- ^ dy^- = h\ du \ + /« | dii\ + hl du] ,
les fonctions Aj, h,, /frétant toutes différentes de zéro; yii y-2y. ' ' -y fp-i ^^"'^ '^^ coordonnées complémentaires du réseau.
31. Systèmes N, /?N. — Un système point est appelé système N (nul) quand son ds'^ est égal à zéro; si donc .r^, .T,, . . ., J^n sont les coordonnées du point qui décrit le système, on devra avoir
(2) S dx-= o.
Nous supposerons, de plus, qu'il n'existe pas de singularité d'ordre plus élevé, c'est-à-dire que
li-^j^"' iife;^"' liô^)^"-
Nous avons formé de pareils systèmes ( n° 29); il résultera de ce qui va suivre que tous ces systèmes peuvent être obtenus par la méthode indiquée; de tels systèmes ne peuvent exister que si n ^9.
Un système point de Tespace à n dimensions est dit un système yy,N quand on peut le considérer comme étant la projection d'un système N de l'espace à n -+- p — i dimensions; si .JCi, .^2, . . ., jc,i sont les coordonnées du point décrivant, les équations de Laplace auxquelles satisfont les coor-
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données admettent/) — i solutions y^ jj, ..., j,,_, telles que (4; :£. dT-—:L dy-=z o
et Ton aura, en outre,
(5- yjp,Y+yr9^y^o (^=,,.,3)
mj-m)'"
fi, y-2, . . ., Vp-i sont les coordonnées complémentaires du système /?,]\.
32. Systèmes droites I./^l. — Un système de droites D est appelé 1 si la somme des carrés des paramètres directeurs (Xi. . . ., X„) de la droite I) est nulle. On suppose, de plus, qu'il n'existe pas de singularités d'ordre plus élevé. On a donc
Les normales isotropes d'un système O (n° 27) forment un système 1; nous verrons que tous les systèmes I peuvent être formés ainsi; ces systèmes ne peuvent exister que si n^o.
Le système droite sera dit p,l, s'il peut être formé par la projection d'un système I de l'espace à n -i- p — i dimensions; les équations de Laplace dont les quantités X sont solutions admettent en outre /^ — i solutions Vj, ..., Yp_, telles que
Yi, Y,, ..., ^ p-i sont les paramètres complémentaires du système /?,L
Ln particulier, les normales ordinaires (n'^^T) d'un système O décrivent des systèmes 2I; et l'on obtient ainsi tous les systèmes 2I.
33. Systèmes droites C, pC. — Soient X,, X^, ..., X„ les paramètres d'une droite qui décrit un système; ces paramètres sont solutions des équations (8) (Cliap. I); cela posé, nous dirons que le système droite est C si l'on a
(8) i:X2=:HfUf^H|lJ?+H]U^
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U,, U.2, U3 étant respertivement des fonctions de ti^ seul, de U2 et de «3 seuls; ces fonctions ne se réduisent jamais à zéro. On voit facilement que cette condition (8) est indépendante du facteur par lequel on peut multiplier tous les paramètres X,, X2, . . ., X„ de la droite.
Le système droite sera dit/?,C, si les équations (8) (Chap. I) admettent /7 — i solutions Y,, ..., Y^_i telles que
vx2_^ vY>= ir^uf 4-111 U2 + 112 ui
Systèmes droites J, /? J. — Le système décrit par une
droite 1), dont les paramètres sont Xj, X2, .. ., X,,, est appelé système J si Ton a
(10) ^X2=0, Sâ?X2=0.
On suppose de plus qu'il n'y a pas de singularités d'ordre plus élevé, c'est-à-dire que
du/,
de tels systèmes n'existent que si n^ii.
Le système décrit par la droite D sera p,J si les équations de Laplace, dont les X sont solutions, admet p — i solutions Yj, Y,, . • ., Yp_i telles que
( ^ X2 -^ i: Y2 =0, :S f/X2 -f- V dY-^ = o,
ii.m--ii^^^^^ (^--'3)-
35. Systèmes plans 12, pu. — Tout système plan assemblé à un point O sera appelé un système 12 ; un système plan de l'espace à n dimensions sera dit p,il, si l'on peut le considérer comme la projection d'un système i> de l'espace à II ^ p — I dimensions.
Nous nous bornerons ici à cette délinitiou, sans insister sur les propriétés des systèmes 12.
36. Systèmes plans K, />R. — Soient P un plan qui décrit un système dans l'espace à n dimensions; A, B, G ses points focaux d'ordre i, 2, o; nous disons que le plan P décrit un système W lorsque, u^ restant fixe, le point A décrit un réseau nul; de même quand //, reste fixe, B décrit un réseau nul; enfin, quand ^/^ reste fixe, G décrit un réseau nul.
CHAPITRE VI
Si donc ./j, u-'o, ..., ^l'n sont les coordonnées de A; ;'i, Xii • • • 5 J« celles de B; :;i, ^2j • • • , ^« celles de G, on aura
Nous avons indiqué (n*' '2S) un mode de formation des systèmes R; on verra d'ailleurs, par ce qui va suivre, qu'ils peuvent toujours être obtenus ainsi; de tels systèmes n'existent que pour n:yj.
Le système décrit par le plan P sera dit un système p^W s'il peut être considéré comme étant la projection d'un système R de l'espace à n -\- p — i dimensions.
37. Passage des systèmes O aux systèmes I. — Tout point assemblé à une droite I est O. — Pour abréger, nous supprimerons dorénavant le mot système devant les mots point, droite qI plan; ainsi la propriété énoncée sous forme abrégée doit correctement s'énoncer ainsi : Tout système point assemblé à un système droite 1 est un système O.
D'une manière générale :
Parmi les points assemblés à une droite p^ I.
cc/'-3 sont p — 2, O, yzi'-- sont p — 1, O ; les autres sont />, O.
Même démonstration que dans le cas des deux, indéterminées [voir Systèmes cycliques et orthogonaux {A. E. IS., 1903, n« 24)].
Inversement, considérons un système O; parmi les droites assemblées il y eu a qui sont I, ce sont celles qui sont formées parles normales isotropes: d'autres sont 2I, elles sont formées par les normales ordinaires (n" 27); tous les autres systèmes assemblés sont 31; donc :
Parmi les droites assemblées à un point O,
oc«-5 sont I, v:"-'* sont 2I; les autres sont 3 1.
En remarquant qu'un système/?, O est la projection d'un système O de l'espace à n^ p — i dimensions, on conclut :
SYSTÈMES QUI Sli HATTACIIENT AUX SVSTÈ.MKS O. .\'J
Parmi les (hoiles assemblées à un point p^O,
yji^i)-'^ sont />, I, X" »/'-•■* sont (p-h i), I; les autres sont (/? + 2), f.
38. Passage des systèmes O aux systèmes <>. — 7^out plan assemblé et un point O est 12; c'esl la définilion des systèmes 12.
Considérons, maintenant, un point M(^i, ..., .x^) qui décrit un système 2O et soit y la coordonnée complémentaire (n° 30). Pour former un plan assemblé au point M, on se sert (n° H) d'une solution 0 des équations de Laplace à laquelle satisfont les coordonnées .r;siO=:Ay, k étant une constante, le plan assemblé sera 12; dans le cas contraire il sera 2 12; donc :
Parmi les plans assemblés à un point 2O,
Une série de plans parallèles sont q, les autres sont 2 12.
Considérons de même un point M{jc^, . . ., œ„) qui décrit un réseau p, O et soient {fy^ y,' • • • > //>-i ) ^^s coordonnées complémentaires :
Si 6 est une fonction linéaire isotrope des y, le plan assemblé est {p — 2 ), 12.
Si 0 est une fonction linéaire des y, le plan assemblé est {p — 1 ), 12.
Enfin, dans le cas général, le plan assemblé est pil.
Inversement, partons des systèmes 12; soit d'abord P un plan que décrit un système 12; A, B, C ses points focaux. Dans l'espace à trois dimensions, il y a deux points assemblés M et M' qui décrivent des systèmes O; ces points M et M' sont symétriques par rapport au plan A, B, C. Dans les espaces d'ordre supérieur il y a une infinité de points M qui décrivent des systèmes O assemblés au plan P, ces systèmes sont en nombre oo"~'; pour toHs ces svstèmes, les tétraèdres M ABC sont égaux. Nous nous bornons ici à ces indications et nous énoncerons, sans démonstration, le résultat suivant :
Parmi les points assemblés à un plan 12, dans l'espace
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à II (limensions,
oc"-2 sont iO\ les autres sont i O ;
et en remarquant ((ii'iin plan yj 12 est la projection d'un plan il dans un espace à n -r- p — i dimensions :
Parmi les points assemblés à un plan /?,i^,
cc«+/'-v sont />, O, zrJi+i>~'i sont /j 4- I, 0; les autres sont p -h -2, O.
39. Passage des systèmes N aux systèmes J. — Soit D(X,,X2, ..., X„) une droite qui décrit un système J; les poi . 1 . < —
bléi
COL
sont données par les formules
(XijX,, ..., X„) une droite qui décrit un système J; les )ints assemblés à D sont parallèles à ceux qui sont assemiés à une droite A parallèle à D et passant par l'origine des )ordonnées. Les coordonnées (c^j, . . ., ,r,; ) d'un tel point M
p étant une solution des équations de Laplace auxquelles satisfont les quantités X. Cela posé, des formules (lo) on déduit
par conséquent le système M est un système nul ; il en est de même de tous les systèmes parallèles, donc :
Tout point assemblé à une droite J est N.
Supposons maintenant (jue la droite D(Xi, ..., X„) décrive un système />,J; soient Yj, ..., Y^,_i les coordonnées complémentaires.
Comme ici il s'agit de propriétés qui ne dépendent que de la direction des éléments, nous pouvons supposer que la droite D passe par l'origine. Les coordonnées (^Tj, . . ., .r„) d'un point M assemblé à cette droite seront
posons
(i5) ri=-^f
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p élant une solution des équations de Lajdace au\<juelle^ satisfont les ([uantilés X et Y. Des formules (12) on déduit
(16) :î:dx^-i-:ùdy^=o.
Cela posé, si p est une confibinaison isotrope des Y, 01» pourra, dans (16), supprimer deux des rpiantités j; si p est une combinaison linéaire, on pourra en supprimer une, donc :
Parmi les points assemblés à une droite p, 5,
cci>-'^ sont (j) — 1), \, 00/^-2 sont (y> — i), X; les autres sont />, N.
Inversement, soit M un point ((ui décrit un système N ; pour obtenir les paramètres, de toutes les droites D(Xi, , . ., X„) assemblées à M, il suffit de joindre l'origine i\ un point M'(^i, . . ., ^,j) qui décrit un système parallèle à M; on aura
donc
Posons
On aui
ra
et
(20) ^<iX.-= y dx-—o.
Si maintenant S^-=zo, on pourra supprimer dans les équations (19) et (20) les coordonnées X„_^, et X„+2 ; la droite D décrira un système J. Si ^a:- est une constante, on pourra réduire les deux coordonnées X„+i et X„^.2 à une seule, la droite D décrira un système 2J; enfin, si S^- n'est pas constant, la droite D décrit un système 3J. On voit alors qu'on a le résultat suivant :
Parmi les droites assemblées à un point N,
cc"-9 sont J,
3c«-8 sont iJ;
les autres sont 3J.
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D\ine mani(Me générale :
pour les droites assemblées à un point p, N,
r^n+p-i, sont /?, J,
y^H-hp-1 SQfit (^__,) J|
les autres sont (/? h- 9, ), J.
40. Passage des systèmes X aux systèmes \\. — Soii M un point qui tlécrit un système N ; ç[, TJ, •.., \'[, U, \\, ..., ;", çj, ÈJ, ..., Ç3 les paramètres normaux des tangentes MTj, AlTa, MT3 à ce point; on aura
Par l'origine, menons des droites OTJ, OTj, OT3 parallèles aux tangentes MT,, MT,, MT3; ces droites définissent un système réduit à l'origine parallèle au système M. Comme ici la direction des éléments est seule en cause, on peut raisonner sur ce système réduit comme sur le système M ; soit alors P un plan assemblé à ce système réduit; A, B, C ses points focaux d'ordre i, 2, 3; p^, p^,, p^ des solutions quelconques des équations [(i), n° 2]; les coordonnées (jri,.-r2, ...,^„) de A, (y,, /g, •••, /n) de B, ( j,, ^,, ..., ^„ ) de C seront données par les formules
i.i ii li
(22) Xi=^, yi=—y -/= — •
Pi Pi Pz
On en déduit, en tenant compte des équations (21) et des équations [(i), n° 2],
par conséquent (35), le plan P décrit un système H, donc :
Tout plan assemblé à un point \ est R.
Mn introduisant les coordonnées complémentaires d'un système /9, N et en répétant un raisonnement déjà fait plusieurs fois, on a le résultat suivant :
Parmi les plans assemblés à un point p, N,
co/'-2 sont (/? — 2),R, oc /^-i sont i p — i), R; les autres sont n, R.
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Inversement, les points assemblés à un plan ]{ peuvent être N, 2N, SN; en général, ils sont 3N.
D'une manière générale, les points assemblés à un plan p\\ peuvent étre/;N, (/?-+-i), N, {/j-\-2), N; en général, ils sont
41. Passage du système \\ aux systèmes 1. — 7'oiiie droite assemblée à un plan K est 1. — En eflet, soit P un plan qui décrit un système R; X,, X2, ..., X„ les paramètres de sa première droite focale; on aura
Soit D( Yi, Yo, . . . , \ ,1) '"•'2 droite assemblée à ce plan ; on aura
^ ()Ui
En élevant au carré et en tenant compte des équations (24), on a
(2")) iY2==0
et, par conséquent, D décrit un système I.
En introduisant les coordonnées complémentaires et en raisonnant comme précédemment, on arrive aux. résultats suivants :
Parmi les droites assemblées à un plan p\\,
00 /^ 3 sont ( p — 2 ), I, y: 1'^- sont { p — I )» 1 5 les autres sont />, 1.
Inversement, soit D une droite I, c'est une normale isotrope d'un système O; si on l'associe avec une normale isotrope perpendiculaire A, on obtient un plan D, A qui est R; si on l'associe à une normale ordinaire A, le plan D, A sera 2R; enfin, si le plan assemblé à D est quelconque, ce plan sera 3R.
D'une manière générale, les plans assemblés à une droite/;, 1 sont(/^), R; ( /^ -I- i), R ou (/? -i- 2), R; en général, ils sont
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droite assemblée à un plan il est C. — En effet, une telle droite D peut être considérée comme l'intersection de deux, plans P et Q assemblés à un même système O. On peut, sans inconvénient, réduire ce système à l'origine o; soient alors A, B, G les foyers de P, A', B', G' ceux de Q, on aura
oA = — > Pi
oB^i-, Pi
oG = J-
OA--L
oB = —,
oG'=-'-
OÙ /?!, Pi, pz, d'une part, et ^i, y^, y^, d'autre part, sont des systèmes de solutions des équations (12), Ghapitre Y. Les paramètres directeurs de la droite D sont
(26_) X — ^', (jj.2 rjs— q.ps )+ ^î, < P-i ^Ji—Pi Çs)-^^iipiq2 — q\Pï )-
On forme facilement les équations de Laplace auxquelles satisfont ces fonctions X; on vérifiera alors la j)ropriété caractéristique (82) des droites G.
En introduisant les coordonnées complémentaiies, on arrive aux résultats suivants :
Parmi les droites assemblées à un plan p, Q,
ce /^-3 sont ( p — 2 ), G, ce /'-2 so/it (p — i),G; les autres sont p, G.
Inversement, les plans assemblés à une droite G peuvent être 12, 2O0U 30; en général, ils sont 30; de même, les plans assemblés à une droite p, G peuvent être p, Q; (/j -f- 1), ii ou (/> 4- 2), <:>; en général, ils sont/? + 2, il.
43. Étude générale des singularités. — Les éléments que nous avons introduits suffisent pour les applications que nous avons en vue; néanmoins, si l'on veut faire une étude complète de la question, il faut définir les singularités d'ordre quelconque.
J'ai déjà, dans le cas de deux indéterminées, défini les réseaux singuliers et les congruences singulières (/?, g). Sur les problèmes de Géométrie {Comptes rendus, 1904» i®"" semestre). Il s'agit d'indiquer les résultats analogues pour la Géométrie à trois indéterminées. Pour cela, nous passerons en revue successivement les systèmes points, droites et plans.
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Systèmes points. — Le système point type que nous c<jterons (o, o, o) est le système O pour lecpiel on a
ds-^ = 1 dx'^ = h\ d(t\ -\- kl (lui H- hl dttl,
les fondions A,, //,, /h étant toutes cliirèrentes de zéro.
Si maintenant on suppose hi nul, le réseau rectangulaire correspondant est singulier; nous dirons qne ce réseau est p fois singulier du coté des u^ si Ton a
et
Gela posé, si un système rectangulaire (22) est singulier p fois du côté des m,, q fois du côté des m,: ^' fois du côté des z^3, le système sera coté (/?, q, r).
D'une manière plus générale, un système point M appartiendra au type {p,qif') s'il peut être considéré comme étant la projection d'un système rectangulaire (p, q, r).
Ainsi, un système N est un système (1, i, i); un système p, N appartient au type (i, i, i).
Systèmes droites. — Le système droite type coté (o, o, o) est le système G. On sait que si Xj, Xg, . . . , X„ sont les paramètres d'une droite qui décrit un système G, ces paramètres sont solutions des équations (8), Ghapitre l*"", et que Ton a
SX2=HfU^-+-H|Ui+H2U|.
Si la fonction U, est nulle, le système est singulier une fois du côté des u^ ; si, de plus, on a
le système droite est p fois singulier du coté des Uy.
Gela posé, si un système droite est p fois singulier du côté des Ui, q fois du côté des «2^ f fois du côté des ^/g, le système sera coté (/?, q, r).
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D'une manière plus générale, un système droite D appartient au type {p, <y, /) s'il peut être considéré comme la projection d'un système (/->, </, /")•
Ainsi, un système I est un système (i, i, i); un système J est un système (2, 9., 2); un système (2I) appartient au type
Systèmes pians. — Le s^^stème plan type coté (o, o, o) est le système Q. Considérons maintenant un système plan quelconque P et soient A(^,, ..., .r,J; B(}',, ..., J„); C(-i, ..., ^n) ses points focaux d'ordre i, 2, 3; les quantités -r- et — ^ sont proportionnelles, car elles représentent
les paramètres directeurs de la droite BC. Il en résulte que les deux systèmes d'équations
(- i:(sy=- i:(S^r- (—.--)
sont équivalents. Si les conditions (3o) ou (3i) existent, nous disons que le système plan est p fois singulier du côté (les u^.
Cela posé, si un système plan est/? fois singulier du côté des Ml, g fois du côté des «,? '' fois du côté des «3, le système sera coté (/?, 7, /).
D'une manière plus générale, un système plan appartient au tvpe (/», g, r) s'il peut être considéré comme étant la projection d'un système {p, g, r).
Ainsi un système R est un système (i, i, i); un système />,1\ appartient au type (i, 1, i).
44. Propriétés des systèmes singuliers. — Pour abréger, nous nous bornerons à indiquer ici, sans démonstration, les principales propriétés de ces systèmes singuliers. Nous indiquerons successivement les propriétés qui dérivent de la loi d'orthogonalité des éléments, puis les propriétés focales et, enfin, les propriétés des systèmes assemblés.
Loi d'ort/ioffonalité des éléments :
1° Espaces d'ordre Sn. A un point appartenant au type
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(/y,^, /•) correspond un point appartenant au type {p',q',f') et Ton a
p -\- p = cj -h f/ — r-{- r = n — \
A une droite appartenant au type {p, 7, /) correspond un plan appartenant au type {p\ 7', /') et inversement, et l'on a
^° Espaces d'ordre 3/i -f- i.
A un plan du type (/>, q, /') correspond un plan du type {p', q', r' ) et Ton a
A un point du type (/>, y, /) correspond une droite du type (/>', q', /•') et l on a
3° Espace d'ordre 3/^ -H ?..
A une droite du type (/>, q, r) correspond une droite du type (/?', q' , r') et l'on a
A un point du type {p, </» '") correspond un plan du type (/?', </', /•') et inversement, et l'on a
Propriétés focales. — Les propriétés focales sont données par les Tableaux suivants :
,r.Q. . ^ , \ 1"= droite focale (/?, 7 -h I, /■ + i),
38) point {p,q,r) ,.,. , . ,,
^ ' ( i" plan focal (/> -f- I, q, r);
., s 1 • , N i i*""^ point focal ( p, q — i, /• — i »,
(3q) droite (/?, r/, /•) '. ^ . , ' ' '
^'^ ^^' ^' ^ ( i-plau focal (/>-!, q,r)-
(4o) plan (/;, <7, /')
\ I*' |)oint focal {p — i, q. ;•),
( i"" <lroile focale {p -\- i, q^ r). Propriétés des systèmes asseiïihlés. — Ces propriétés sont
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données par les Tableaux suivants :
, , . , , \ droite assemblée (p -I- I, r/ — I, /' -h I),
(4i) point (p. q. r) \ i i- /
i plan assemble (/?, ^, /• );
, ^ , . , , i point assemblé (p — i,^/— i,/- — i ),
(.■2) droite (p, g, r) ] \ ,,. /' '/ ^'
^ / plan assemble (p, q, /•);
, ,.. , , . , i point assemblé (/?, <7, /-),
(li) plan (p, q, r) { \ . ,,,
^ ^ ' vy . y, ; ^ droite assemblée (p, </, r).
Pour terminer, nous indiquerons l'espace d'ordre minimum, dans lequel peut exister un système {p, q, r) : cet espace d'ordre minimum n est donné par les formules
(44) point (p,q,r), n = -lip -^q -^ /•)-{- ^^
(45) droite (/?, <7, ;-j, ,i ±= nip -\- q ^ r ) — i,
(46) plan (p, q, r), n = i(p -r- q -{- i) -^ i.
Ainsi, par exemple, un système N qui est (i, i, i) ne peut pas exister dans un espace de moins de neuf dimensions; un sjslème R qui est (r, i, i) n'eviste pas dans un espace qui a moins de sept dimensions, enfin un système 1 qui est(i, i. i) n'existe pas dans un espace de moins de cinq dimensions.
45. Remarques. — • Les systèmes singuliers appartenant au type {p, q, r) ne sont définis que si les nombres/», q, / sont des entiers positifs ou nuls; les propriétés qui précèdent permettent de les définir quand un ou plusieurs des nombres p, q, r sont des entiers négatifs.
Enfin, il importe de remarquer qu'un même système peut appartenir à deux types difTérents ; nous en indiquerons des exemples plus loin.
II importe maintenant d'indiquer les principales proj)riété£ des systèmes définis dans les espaces d'ordre 3, 4? 5 et 6.
46. Espace à trois dimensions. — Dans un espace à trois dimensions il existe des systèmes O et, a fortiori, des systèmes pO] parmi les systèmes du type/?,N, il n'en existe que si /> = 7; les systèmes p.C existent quel que soit p; les systèmes p,l ne peuvent exister que si /? ^ 3 ; les systèmes p,J que si pl<^\ les systèmes y^ 12 existent quel que soit /.); les systèmes p,\\ ne peuvent exister que si/) ^5. Cela posé, à un système O, la loi d'ortliogonalité des éléments fait correspondre un système O; à un système /;,0 correspond un système /?,0; à un système 31, un système 12; d'une manière plus générale, à un système /?! un système {p — 2)12; à un
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sysl(''me/>C, un svslrine/?, li. l^es 'ral)leaux suivanls indiquent les propriétés des systènties assennblés :
Syslèines asscmhlt'-s
l'Ians Droites.
Points.
Points.
Di'oiies.
Plans.
[ 6R Plans.
Autres,
yof'--. . .
Autres.
•>. il 3t>
p-l, il
p — l, il
pil
Plans assembles.
Autres. . . 7R
l'oints assemblés.
ce» X O
îtO
' cc2 30
' Autres. . . 4O
Points assen)i)lés.
Autres, ^' . . . .
Autres. . .
Points asse
mblés.
Autres. . .
oc-
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47. Espace à quatre dimensions. — Dans un espace à quatre dimensions existenl les systèmes O, 6X, 2I, G, 8J, 12, 4R et les systèmes de même nature ayant un indice plus élevé. La loi d'orlhogonalité des éléments fait correspondre les systèmes :
/ O, 2I et /?, O; /> -f- 1, I
(52) ()\, G et />-+-5, -\, />, G ( il, \ K et pil,p -4- 3, R
Pour les systèmes assemblés on a les propriétés :
Points. Droites assemblées. Plans assemblés.
/ o \ [ l\ ■ il
i Autres... 31 J
( Autres. . . aO
; 31 l orj 2O
(-^3) ^ '^^' f 31 Autres... -.il
' [ Autres. .. 4I ^
3 0 x2 41 \ yzl lil
[ Autres. ..51 ( Autres . . . 312
Droites. Points assemblés. Plans assemblés.
al S!-- 0„ 4R
(51) ', ) ; ;r ( Autres... 5R
{ Autres ...30 ^
,' cci 2O / •>. 4R
1 41 ^2 3 0 cci 5R
( Autres... 4O ( Autres... 6R
Plans. Points assemblés. Droites assemblées.
cci O
Autres... 3 0
(55) / 2 12 \ zrJ 3 0 )
, ^ ] Autres... 2 G
Autres... 4O ^
cc3 3 0 - 2 G
a>* 40 \ yJ 2 G
Autres... 5 0 ( Autres... 3 G
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Plans.
Droites assemblées.
Points assen:
ihlés.
' Autres. . . j F
' Autres. . . ') F
( Autres. . .
-xi W
Autres. . . (il
[ Autres...
48. Espace à cinq dimensions. — Dans l'espace à cinq (liineiisions existent les systèmes O, 5N, I, G, 7J, 12, 3K et ceuv de même nature qui ont un coefficient pFus élevé. La loi d'orthogonalité relie les systèmes suivants :
/>, I et /), F,
p, G cl p -h (i, J,
p, o et p -h 2, R, /?, <> et p -i- 4, \.
J^our les systèmes assemlilés, on a les propriétés :
Points.
Droites assennblée
ooi 2!
: col 2 1
. Autres. . . 4I
Plans.
Droites asscnibire
col .,[
' Autres.. . 3F
, col 2I
co'- 31
' Autres. .. 4I
Plans asscm
iblés.
/ Autres. . .
2 il
' Autres.. .
Points assemblés.
Autres. .
CHAPITRE VI, Points assemblés
/ Autres. . . 2O I 2 O
' Autres... 3 0
Plans assemblés 3K
) Autres.
Autres
49. Espace à six dimensions. — Dans l'espace à six dimensions existent les systèmes O, 4^, I, C, 6J, i>, 2 R et ceux de même nature qui ont un coefficient plus élevé. La loi d'orthooronalité des éléments relie les svstèmes suivants :
p, O et /? -f- 3, A, p. I et /> -h I, R /?, il et p -h 5, J.
Enfin, pour les systèmes assemblés, on a
Points.
Droites assemblées.
ooi
Autres. .
cc-5
Autres. .
Autres. . . 7 J
Droites.
Points assemblés.
\ Autres. . . -2 0
ccl 5tO
Plans assemblés.
Autres.
oci
. iR
oo2
Autres .
oo3
Autres .
Plans as
semblés
zrJ
Autres.
oci
oc2
Autres .
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Mans.
Points ;
issemblés.
Droites assemblées,
il\
( Autres. .
. al
' Autres.
^ Autres. .
[ cci
^ Autres,
INDICATION DE DIVERS TYPES DE PROBLEMES
50. But de ce Chapitre. — Le but de ce Chapitre est de montrer comment Jes théories qui précèdent permettent de trouver de nouveaux systèmes triple-orthogonaux . Pour cela nous chercherons les systèmes (points, plans ou droites) qui possèdent deux, propriétés, par exemple les systèmes points qui sont /?, O et ^,0; ou bien /?, O et 7, N; les systèmes droites qui sont /?, C et ^, I ; les systèmes plans qui sont /j>,R et ^,<>, etc.
Tous ces problèmes se ramènent à la recherche des systèmes O associés que nous allons définir.
51. Systèmes O associés. — Deux systèmes O décrits par les points M (.r,, ..., x„) et \ (j,, ..., j,„) sont dits associés lorsque les équations de Laplace auxquelles satisfont les coordonnées X de M sont les mêmes que celles auxquelles satisfont les coordonnées 1' de N. Il eu résulte que si
(i) Z d.jc- = /'f dii\ -r- Ii\ du'l -f- Iil dal ,
( 9. ) :ii: f//- = h \- du \ ~ Il '.f du \ — // '.^- du l ,
on devra avoir
< 3) /i'i = //i Ui, h'.,= /i.2 Uo. /<3 = hs U3,
Ui, U2, U3 étant respectivement des fonctions de Ui seul, de U.2 seul et de «3 seul.
Il est clair que, dans Pespace à /i -f- ni dimensions, le point P qui a pour coordonnées x^, ..., x,^^ j^,, ...,y,n décrit un système O, ce qui revient à dire que le système M est à la fois O et (;/i + i) O; donc :
U/i système O associé à un système O de l'espace à m dimensions est un système O, {m~hi)0 et inversement.
Il est clair d'après cela qu'il ne peut pas exister de sys-
INDICATION Iti; I)IM;US TVI'KS 1)1:; l'ROHLlÎMKS. iVi
lèmes O, 30; les plus siinj)les svslèmes sont ceii\ cjui soiil O, 40.
Une ou plusieurs des fondions Uj, U2, U.-j })euvent se réduire à des constantes; supposons qu'une seule d'entre elles, Ui par exemple, soit constante; par une liomotliétiti on peut réduire cette constante à l'unité; on aura alors
Par conséquent, le point O qui a pour coordonnées ûCxi ^2' "-^-^ni (Xii 0^2? •••? h^in décrit un système <{ui est en général un système (i, o, o). Il peut se présenter des singularités d'ordre plus élevé, par exemple si l'on avait
Le point Q décrirait un système (/?, o, o). JNous savons <jue cela n'est possible que si (n° 43)
n -i- m ^ .ip H- 3 .
Supposons maintenant que des fonctions Ui et U^, par exemple, se réduisent à des constantes ; si ces deux constantes sont distinctes, il n'y a rien à ajouter à ce qui vient d'être dit, sinon que V association est sin^'^ii Itère de deux manières; c'est-à-dire que le système M appartient aux deux types (/?, o, o) et (o, 7, o).
Si les deux constantes sont égales on pourra les réduire toutes deux à l'unité, de sorte qu'on aura, outre l'équation 4, l'équation
Par conséquent, le point Q décrit en général un système (i , 1,0) ce qui exige (n^ /i-3) que n -\- ni^'j \ s'il va des singularités d'ordre plus élevé, Q pourrait être du type {p,q,o)'., pour cela il faut que
Enfin les trois fonctions U,, U2, U3 peuvent se réduire à des constantes; si ces constantes sont distinctes il n'y a rien à ajouter à ce qui précède. Dans le cas où elles sont toutes
t)4 CllAPiTRi: VII.
égales, on peut les réduire à l'unité, et l'on voit que le point Q décrit en générai un système (i,i,i),ce qui exige n -{- m^g. Dans ce cas on dit aussi que les systèmes O, N et M sont applicables.
52. Système O, 40, espace à trois. — Soit M(.t,, œ,, ^3) un point (jui décrit un système O, 40; ce système est associé à celui décrit par un point M'(/i, jo» Ja) et Ton a
Le point M étant 40, il y a oc' droites D assemblées qui sont 41, ces droites D sont en même temps 31, puisqu'elles sont assemblées à un point O. Inversement on peut passer des systèmes 31, 4 I auN^ systèmes O, 40-
Partons de la droite D qui est 4 T, il y a zrj points 2O qui lui sont assemblés; d'autre part, la droite D étant 3 1, ces systèmes points assemblés sont 30; ainsi à tout système 31, 41 on peut faire correspondre des systèmes 2O, 30. Inversement, à chaque système 30 sont assemblées 2 droites 3 1; si de plus le système point est 2O, la droite assemblée sera 41; il y a donc équivalence entre la recherche des systèmes 2 O, 30 et celle des systèmes 3 1, 4 I-
On voit de même qu'il y a équivalence entre la recherche des systèmes O, 40 et celle des systèmes 12, 2 12.
Nous pouvons donc donner le Tableau suivant des problèmes équivalents à la recherche des systèmes O, 40 :
0, 40; 31, 4I; <), 2(); -lO, 3 3.
Le passage d'un système à un autre permet de déduire d'une solution du problème de nouvelles solutions; on a donc les transformations suivantes:
Cas particulier. — On peut supposer (|u'une ou plusieurs des fonctions Uj, U2, U3 se réduisent à des constantes; ici, si deux fonctions se réduisent à des constantes, ces constantes sont nécessairement (n°50) différentes. On a donc les
assage
<ie 0,
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cas particuliers suivaiiLs :
1" Ui = a,
2° Ui-a, Vi=p, a^^,
J'ai cliidié ce dernier cas dans mon Mémoire Su/- une classe particulièrede systèmes triple-orthogonaux {Comptes rendus, 17 semestre 1908 ).
Systèmes <), 40, espace à quatre. — Soit
un poini (|ui décrit un système O, /|0; ce système est associé à un système M'(/,, JK25 /s) de l'espace à liois; il en résulte ({ue M' décrit un système O, 50.
Plaçons-nous d'abord dans l'espace à (juatre; au système O, 40 la loi d'orthogonalité des éléments fait correspondre un système 2I, 51. Comme dans le cas de l'espace à trois, on passe des systèmes O, 4O, aux systèmes 31, 41; puis aux systèmes 2O, 30; on peut aussi passer de O, 40 à 12, 2 12; à ces derniers systèmes correspondent, par orthogonalité des éléments, les systèmes [\W, 5R. On a donc les systèmes é(|uivalents suivants :
Espace à (pialre,
O, jO; vJ, 51; 7.0,30; 31,41; ii, 212; 4R, 5R.
Plaçons-nous maintenant dans l'espace à trois dimensions; le point M' décrit un système O, 50; on peut en déduire un système 31, 51; on peut aussi en déduire un système 12, 3 12 ; de ces deux derniers on peut déduire un système 30, 30; de 12, 3 12 on déduit des systèmes G, G qui correspondent par orthogonalité des éléments à des systèmes 5 R, 5R. On a donc les systèmes é([uivalents suivants :
Espace à trois,
d'où Ton déduit facilement toutes les transformations (pie comporte le problème.
Cas particuliers. — 1" Une des fonctions U,, LU, U3 (U, par exemple) se réduit à une constante, (|u'on peut supposer Scientia, n° 25. 5
()() (IIM'IlHi: Nil.
égale à FiiiHlé; alors :
Nous supposons de plus (|ue
2° On a, à la fois,
3" Deux des fonctions U, et Uo se réduisent à des constantes distinctes a et 3; par conséquent
Nous supposons de plus que Ton a
4'' Les égalités (ii) étant satisfaites, une seule des inégalités (12) se change en égalité.
5" Les égalilés (11) étant satisfaites, les deux inégalités (12) se changent en égalités.
6'' Les deux fonctions Uj et Uo se réduisent à des constantes égales; on peut supposer ces constantes égales à Tunité, de sorte que Ton aura
-" Dans tous les cas précédents on a supposé U3 non constant; on en obtiendra de nouveaux en faisant Ug constant; il faut remarquer toutefois (ju'on ne peut pas avoir
54. Systèmes O. 4<>, espace à cinq. — Soit]\I(j;i, ..., .rg) un point qui décrit un système O, 40; ce système est associé à un svstéme i\l'(j,, joj .Xa) de l'espace à trois, de sorte que iVl' décrit un système O, 60.
Plaçons-nous d'abord dans l'espace à cinq dimensions. Au système O, 40 correspond par orthogonalité un système 3R,
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GR; (l(î riiii ou rauhc de ces systèmes on déduit des systèmes 1, GI ou 31, 4I; de ces derniers on déduit des systèmes 2O, 30 ou encore 4^^» 5K; de l'un ou l'autre de ces deux derniers on déduit des •.>,!, 51,
Enfin de G, 4O on déduit des il, 2 12 qui correspondent à des 5N, ."ji\; on a donc les systèmes équivalents suivants :
Espace à cinq,
0, 4O; 20, 30; 3R, 6K; 4H, 511; 1, Gl; 2I, 51; 31, 4'; i^ 20; 5N, 5N.
Nous pouvons en déduire des éléments de l'espace à quatre. Imi ellol, soit D(Xi, X2, . . ., X.", ) une droite qui est 2I, 51; on peut suj)poser, puisque la droite \) est 2I,
La droite étant 51, il y aura quatre coordonnées complémentaires Yi, Yo, Y3, Y4 telles que
(i4) XY2.= i.
11 en résulte que la droite A(Yj, . . . , Y,J décrit dans l'espace à quatre un système 2 1, 61; les coordonnées complémentaires pour 61 étant Xi, . . ., Xg. De ces systèmes 2I, 61 on en déduit d'autres et l'on forme ainsi le Tableau suivant des systèmes équivalents dans l'espace à quatre :
Espace à quatre,
O, 50; 2O, 4O; 30, 30; 2I, 61; 5\, 51; 4I, 41; Û, 312; 2I2, 2l2; 4R, 6R; 5R, 5R; G, G; GN, GN.
Le point M' décrit dans l'espace à trois un système O, 60; on en déduit d'autres systèmes et l'on forme ainsi le Tableau des systèmes équivalents dans l'espace à trois dimensions :
Espace à trois,
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55. Systèmes O, .\0, espace à six. — Soit M(.r,, ...,^c) un point (jui décrit un système O, 40 clans l'espace à six; ce système est associé à un système M'(jj, j',, ^3) ; de sorte que M' est O, 7O.
Plaçons-nous d'abord dans Tespace à six; les systèmes G, 40 correspondent par orthogonalité aux systèmes 4N, 7 N ; des systèmes O, 4O on déduit les systèmes I, 61 puis 31, 41; de ces derniers on déduit des 2O, 30; puis des 2I, 51; en tenant compte, en outre, de la loi d'orthogonalitè des éléments, on forme le Tableau suivant qui contient les systèmes équivalents aux systèmes O, 40 :
Espace à six,
O, 4O; 2O, 30; 4^,7^; 5N, 6N; I, 61; al, 31; 31, 4I; o.n, 7K; 3R, 6R; 4 R, jR; Q, 2Q; GJ, 7J.
Ce Tableau permet d'introduire des éléments de Fespace à cinq; ainsi aux systèmes I, 61 de l'espace à six, correspond immédiatement un système I, 7I dans l'espace à cinq; on en déduit les autres éléments et Ton forme le Tableau suivant ;
Espace à cinq,
I, 7I; 31, -,1: o, ->0; 30, 30; 3R, 7R; 3R, 5R; Q, 30; C, C; jJ, 7J.
Dans l'un et l'autre de ces Tableaux on peut tirer des éléments de l'espace à quatre; ainsi aux 2I, 51 de l'espace à six correspondent les 2I, 7I de l'espace à quatre; aux O, 50 de l'espace à cinq les O, 60 de l'espace à quatre. On en déduit les autres éléments équivalents et l'on a le Tableau suivant :
Espace à quatre,
O, 60; 2O, 50; 30, 4O; 2I, 7I; 31, 61; 4 1, 51; Q, 40; 20, 3Q; 4R, 7R; 5R, 6R; C, 2G; G-\, jN.
Enfin des systèmes O, 7O, espace à trois, on déduit le Tableau suivant :
Espace à trois,
Ces quatre Tableaux mettent en évidence les diverses transformations du problème.
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Cas pailiculicrs. — En dehors des cas particuliers signalés dans le cas de l'espace à ((iiatie il y a lieu de sif^naler les suivants :
1° Si U, se réduit à l'unité, on peut avoir, outre; les équations
l'équation
c'est-à-dire que le système M appartient aussi au type (3, o, o).
2° U,, U2, U3 peuvent se réduire à des constantes égales; en ramenant ces constantes à l'unité on voit que les systèmes M et M' sont applicables. Nous étudierons ce système dans le dernier Chapitre de ce Mémoire.
56. Remarques. — Si l'on veut traiter analytiquement chacun des problèmes que nous venons d'indiquer on trouve toujours un nombre d'équations supérieur au nombre des fonctions inconnues. Il faut donc appliquer les méthodes de M. Kiquier pour reconnaître s'il existe des solutions et pour savoir dans ce cas le degré de généralité du problème. Il nous est impossible de traiter tous les problèmes indiqués^ je me bornerai à dire que tous les types sii;nalés existent; je traiterai seulement deux de ces problèmes : i° les systèmes O, f\0 dans l'espace à trois dimensions; 2*^ les systèmes O de l'espace à si\ applicables sur un système O de l'espace à trois.
CHAPITRE VIII
LES SiSTÈMES O, iO DANS l'eSPACE A TROIS DIMENSIONS.
57. Calcul des 3//.. Degré de généralité du problème. — Soit M(jCi, j^'.ji -^z) "" système O associé à un système M'(jti, j?',, ^3); nous emploierons pour le système -M les notations du n" '2ï et pour les éléments correspondants du système M' les mêmes lettres accentuées; de sorte qu'on a déjà
Ui,
Les formul donnent
es
On a donc les valeurs suivantes des ^'^.^
P12— Pl2-j^J t^2 3 — f^23 -jj^J i^3 1 — 1^31 ]jj-
Les quantités 3/;^. satisfont aux équations
Ou.
àhz Ou.,
au 3
àU3
dui
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Si Ton écrit que les [^]/_. satisfont aux équations (3) ou u'obtieut lieu tie nouveau; il reste à exprimer qu'ils satisfont aux équations (4)- L'équation
^ Ou, Ou-, ' •*' '^■^-
clonn
ou bien
Retranchons de cette équation la première des équations (4) et divisons ensuite par U^, on aura
U I iJi/ <^"i ^i ^'' ' Ui 'Ji; Ou, u^ ^21 -o,
ce qui peut s'écrire
"^ V ûf ~ lïl ^ \V ÏÏ| "~ ÛI '^"
ou encore
ce <{ui conduit à poser
SI
v/V)f-V)^ ÔF^
Nous supposerons que les valeurs choisies pour les racines carrées soient (elles que
Cela posé, si les valeurs des p,/, fournies parles formules (7) satisfont au\ équations (3) et (4), elles satisferont aussi à l'équation (a) et aux équations analogues. Il reste donc à écrire que les équations (3) et (4) sont vérifiées. Parmi ces équations considérons, en particulier, les suisantes :
dit,
on trouve que la fonction Fj doit satisfaire aux équations
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suivanles :
r \ ôV^
Ùlly Olto àui OlU
Ù'^V, ^.dV, ô¥, ^ , ( I
I \ Ol\
ÔF,
— = L • + tHDo I I
on voit que, si l'on pose pour abréger
A^Oii'); (•—
\--oiJ
G = V,XD[,
m-m vn-viJ'
vn-v)j wi-wiy'
les fonctions Fj, F2, F3 doivent satisfaire au\ neuf équations
, r)2F, _ .ôF-i ()F:i tyF,
d-^Fi _ .dF:, dFo (^F,
àlli (JU-i au y ÔUi ÔU-i '
t':i ^If^l <^'iî
(^2 F., .âF-i OFi
du2 Ol(:i ()((..> du-:
d^-F^ _ .dF, OF; ÙF.2
dn-2 du i àiio àifi Oui
à'-F.2 _ .OF, oFi ^ ÔF. c)Fo
du-iâui Oi/i Oif-i Offj àui
à'- F, _ .ôFi ÔF. ^âF:i
Oi(-n (>if i Oii;i Ou 1 On y
Ù'^F-, _ .ùFo dF, ÔF;
Ol(:i Olt-2 ()U-i Ou i ()U-2
<>-^F:3 ^.àF^OF, ^ j^^ ^ _ .V— ^
Ou y Ou. 2 ou 2 Ou Y Ou y ' Ou 2
On peut à l'aide de ces équations former de trois nnanières
CHAPITRE VIII
(liflerentes les dérivées ; — '— — et exprimer ces dérivées à
OUi au. 2 01/ :i '■
laide des dérivées du premier ordre. On vérifie, sans peine,
que les trois expressions obtenues pour ; r — sont iden-
' ^ ^ oui Ou -2 au 3
tiques. Il en résulte que, pour une valeur initiale quelconque des variables (par exemple aiz= u.,^ u^zrz: o), on pourra se donner arbitrairement les valeurs des fonctions inconnues F,, F.,, F3 et celles de leurs dérivées d'ordre cjuelconque prises par rapport à une seule variable : les équations (10) et celles qui s'en déduisent par différentiation permettent de calculer ensuite les valeurs initiales de toutes les autres dérivées, et l'on arrivera à la même valeur quelle que soit la façon de faire le calcul. Il en résulte que la solution la plus générale du système (10) comporte neuf fondions arbitraires d'une seule variable.
Il faut remarquer en outre que si Ton a une solution ([uelcon(jue du système (10) on peut en déduire une autre en ajoutant à Fj une fonction arbitraire de ^/,, à F, une fonction arbitraire de w,, à F3 une fonction arbitraire de u^. L'introduction de ces fonctions ne modifie pas les valeurs de 3,,;. données par les formules (7); donc :
La recherche de la représentation sphérique des système O, 40, c'est-à-dire le calcul des p/x:i ^^^ '^'^ problème dont la solution générale contient six fonctions arbitraires d' une variable.
38. Propriétés diverses. — Dans les formules (6) on peut donner à la constante / une valeur arbitraire; donc :
Un système 0,40 est associé à une infinité de systèmes O.
Supposons que Tune des variables, u^ par exemple, reste five, et cherchons la nature du réseau décrit par M. Pour ce réseau on a (les notations sont celles de mon Mémoire Sur les systèmes cycliques et ortJiogonaux , p. 120)
par conséquent
donc, le réseau décrit par M est associé à un réseau plan; les
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systèmes triples ainsi obtenus sont composés de surfaces qui prises individuellement sont des surfaces O, 3 0.
Enfin, on vérilie facilement que, pour deux systèmes associés M et M', les rayons de courbure des surfaces correspondantes sont les mêmes.
59. Recherche des systèmes associés. — Après avoir étudié (n° 57) tout ce qui concerne la représentation sphérique, nous-allons passer à la recherche des systèmes associés ; soit M' Fun quelcon((ue des associés de M; aux systèmes M et M' correspondent les déterminants orthogonaux A et A'
II
il i-'i J: :)
Cela posé, à un système M qui correspond au déterminant A on peut de deux manières faire correspondre un système qui appartient à A'.
1° Si /il, /?2, /fi sont les fonctions de Lamé du premier système, on prendra pour le second Aj, /ij, /^ :
c'est le moyen d'obtenir des systèmes associés ;
2° Si /?!, /?25 />3 sont les distances d'un point fixe aux plans focaux de M, on pourra prendre, pour obtenir un système N' du déterminant A',
P^^-xT.P'^
Ces quantités/?' satisfont bien aux équations (.4) g = ?.,A.
11 faut remarquer que les systèmes décrits par M et N' ne sont pas associés en général. En efifet, désignons par li^, li.^, Iii les fonctions de Lamé pour le système M, par li\^ h'.^, h'^ celles du système X'; on aura [équations (22), (n° 'Ui-)\
du \
"fuPi
î^2 \P-2 "♦" .•^3 I Pi '
7<J CHAPITRE Mil.
d'où
Le sj'Slème i\' est associé à un système \, pour lec{uel les fonctions de Lamé ont les valeurs tj, G,, '^j :
donc
ou bien, en tenant compte des formules (6),
On voit (ju'en général les systèmes M et N' ne sont pas associés; mais il résulte de là que, de chaque système M dont la représentation spliéricjue est A, on peut déduire une infinité de systèmes analogues.
On en déduit aussi que, si l'on connaît des (Quantités y^i, ^2^ /?3 satisfaisant aux équations
on peut en déduire des fonctions de Lamé, Hj, IL, H3. parles formules
"3= ^'^ -^ U3U;/>3+ ?,3L?/?,+ |i,3Ul/?2.
60. Transformation du problème. — Considérons deux systèmes O associés M et M'; à tout plan assemblé à l'un on peut faire correspondre un plan assemblé à Taulre, puisque les équations de Laplace auxquelles satisfont les coordonnées M et M' sont les mêmes. Coupons, en particulier, le système M par un plan isotrope fixe; on y fera correspondre dans le
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système M' un plan P'qui décrit un syst('me <>, 9.il., le symétrique N' du point M', par rapport au plan V , décrira aussi un système O, 4^; nous avons ainsi une première transformation du problème (jui est formée par le passai^'^e des systèmes O, 40 aux systèmes 12, 2il.
On peut en indiquer une deuxième, par le passage des systèmes O, 4^ î^iix. systèmes 31, 41- Cette deuxième transformation n'est pas distincte de la précédente, parce que les systèmes 31,41 correspondent j)ar orthogonalité des éléments aux systèmes il, 2ii.. Ainsi, la droite M'N' décrit un système
Des systèmes 31, 4I on ^-^ 2 12 on pourra passer aux systèmes 2O, 30 et inversement, ce qui donne une autre transformation du problème.
Pour suivre analytiquement cette transformation il faut former les paramètres des droites qui décrivent des systèmes 31, 41- On y arrive facilement de la façon suivante : supposons que l'on prenne pour ^,, p.2, p^ une combinaison linéaire isotrope des quantités ^i, k^i ^31 par exemple
hi sera nul, par conséquent, quel que soit X, l->i conservera la même valeur; c'est-à-dire que tous les points N' (n° 59) décrivent des systèmes associés. Désignons d'autre part par p la distance de N' à l'origine O. On a
ou bien en tenant compte des formules (6)
(22) p^=À(/>ï-+-/^l-i-/>i)+ljf/>f + Ui/>2^_U|/>|,
Mais ici, p\-^ p\-^ pl est nul; donc pour tous les points ^' la distance ON' est la même.
Soient alors N'(^'j, x^^ x'^) et N"(j:/'i, œ\^ x\ ) deux de ces points; la droite D, qui a pour paramètres directeurs x\y x\^ .j?'j, décrit un système 31, 41; les coordonnées complémentaires pour être 31 sont
-i^x'-^+X) et -(lA-'2— l), •>. 2
et pour être (\\
l OC A s ^ OC i\ y t Ou •*
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Le passage des systèmes O, 4O aux systèmes 31, 4 1 revient à prendre Ja figure inverse du système décrit par N'.
On voit que l'on peut suivre indéfiniment la transformation quand on connaît tous les déterminants A, A
On peut aussi suivre analvli(juement le passaire des 2O 30 aux 21,41.
(:iiAi>nKi{ IX.
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61. Réduction du problème à la recherche de deux systèmes opposés dans l'espace ordinaire. — Soient iM el AI' deux jioinls situés, l'un M dans l'espace à trois dimensions, l'autre M' dans l'espace à six, qui décrivent des systèmes O applicables; les fonctions de Lamé, Ai, /ij, /i-^ étant les mêmes pour les deux systèmes, les ([uantités P//,. auront aussi la même valeur; et par conséquent des équations (24) et (3i), Cliap. V, on déduit
i cil bi -h a.2 b., -H .'/.j b;i = o, (m) { biCi -h boc, -+- b^Ci — o,
Si To
Il pose
Cl ai H- c^a^ -h C3rt3
on aura, en tenant compte des foimules (3i), Chapitre A\ := •! S-, 1 ( a 1 />i + «•> b., -h a-i 63 ) = o,
Olly
1 = 2 %i ( cil Cl -f- a.y C, -i- «3 C3 ) = o,
Oll-^
par conséquent 0 est une fonction de Ui seul ; en choisissant convenablement la variable ^^i, on peut réduire cette fonction à l'unité; on voit de môme que par un choix convenable des variables Uo et u^ on peut supposer
(3) b'I-h bl-+- bl = i, cj -t- c| + c^ = I.
Il en résulte que si l'on pose
le déterminant
Çi 5
Ci =
nt
ri'
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est un délerminanl O; on a ici
Olli-
= 'pn.'^,= '^u^,
Le déterminant A' difTère du déterminant A | formule (20), Cliap. \ I en ce sens que les ^A/de Tun sont égaux aux ^,7^. de l'autre; nous dirons que ces deux déterminants O sont opposés. On voit que le problème posé revient à la recherche des déterminants O opposés.
62. Déterminants O opposés. Degré de généralité du problème. — Soient A et A' deux déterminants (.)
i 2 i :} 1 2 î :i tl t2 t3
tels qu'entre les rotations 3,/,. du premier et les rotations 3',^. du second existent les relations
(7) '^'ik^'pu-
Les quantités p,/.. doivent déjà satisfaire aux équations
ÔUi
'^il'pik ii^k-^l),
Ou. y
Oii-i
âllt Ôll\
11 faut écrire que les quantités p^,. satisfont h des équations analogues; les équations (8) ne donnent rien de nouveau; les équations (9) imposent les nouvelles conditions suivantes :
Ou,
ÔU2
Ou-i
OII3
Oiix
+ (i32|il2=0.
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En résumé, il s'agil de déterminer les six fonctions fJ//, de façon à satisfaire aux douze équations (8), (9) et (10). Pour discuter ce système, nous partageons ces équations en deux groupes: dans le premier, nous mettrons toutes les équations qui contiennent une dérivée par rapport à ^^3; dans le second nous mettrons les autres; de sorte que nos deux groupes sont les suivants :
h^hu
à II s
Ou,
Al
Oui
dii-^
Oh-.,
Ou-i
tyi,2
'^jL
ÔU-i
Ou
Cela posé, nous déterminerons six fonctions «, h^ a,, b, //?, n de u, et //, \^^^ '^s équations suivantes :
(>rt
oh
(fUi
— an
Orn
OUo
On
Ou Y
(ih = o,
Ou^
Ont
On
Ou,
Ou-,
axb.
La solution générale de ce système renfermera v/r fonctions arbitraires d'une seule variable.
D'après le théorème de Gauchy, le système (11) admet une solution telle que pour /^J = o on ail
1^13 =«l (^23= bx,
Scientia, iv 'lo.
H-l CIIAI'ITUK 1\.
Les 3//^. ainsi déterminés satisfont naturellement aux équations (il); je vais montrer que les équations (12) sont aussi satisfaites; d'abord pour it^:=:o les quantités désignées par A/, B/, C/ sont nulles à cause du choix des valeurs initiales des p//... Ensuite, si l'on prend une solution (juelconque du système (11) et que l'on forme les valeurs correspondantes des fonctions A/, B/, C/, on voit que les dérivées de ces fonctions, par rapport à «3, s'expriment linéairement à Taide des fonctions A/, B/, C/ et de leurs dérivées prises par rapport à Kl et à //,. Il en résulte que les fonctions A,, B/, G, qui sont nulles pour //3=:o sont nulles quelle que soit la valeur de «3.
On voit que la solution générale du problème contient .S7x fonctions arbitraires d' une variable.
63. Propriétés des systèmes opposés. — Soient M un [)oint ([ui décrit un système U correspondant au déterminant A; M' un point ([ui correspond au déterminant A'; à cause de la relation
les fonctions />i, p^, p^ du premier système satisfont aux mêmes é(|uations que les fonctions de Lamé //j, h'^^ h'.^ du second et inversement. Il en résulte (ju'à cluKjue système M, on peut Caire correspondre un système M' dans lequel les distances d'un point fixe {p\. p[,, p'.^) aux plans focaux de M' sont égales aux fonctions de Lamé du système M. On aura donc [éijuation (22), n'^ 26]
^Py o r
(lUi
\ P-^= ^^ -^?-'lzPi-^'h^P2-
De même au svstème M' on peut faire correspondre un système N, appartenant au déterminant A; les distances (P,, P2, P3) d'un point fixe aux plans focaux de N seront données par les formules
(•6) { Pz= '£;--?23/>;-i-|i2i/>n
* 3 — -rr ^ i^3i/>i — t^aPi-
du
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Les formules (i5) et (i6) mettent en évidence le résultat suivant :
La rccJierclie. des systèmes O appartenant au déterminant A et celle des système O appartenant au déterminant A' sont deu.r problèmes équivalents.
Des formules (i5) et (i6) on peut déduire Pi, P.^, P;^ ei> fonction de py, p^, p^', en général, Pj, Po, P-j sont distincts àe Pi, Pi, pi, Wonc :
Quand on connaît un système O appartenant au déterminant 1 on peut en déduire une infinité de systèmes analogues.
64. Systèmes triple -orthogonaux pour lesquels la somme des carrés des fonctions de Lamé est nulle. —
(lonsidéions, (Tune manière générale, un système point (((ui n'est pas nécessairement un système O) pour lequel la somme des carrés des fonctions hy, h^, hz (n° 3) est nulle. On a donc
(17) hl-\- h'I -^ h'l=z o.
Difïerentions Péquation (17) par rapport éi u^] on aura, en tenant compte des équations (5), n^ 3,
(18) ^ + pl2/'•2-^ [^i3/*3 = o;
on trouverait des équations analogues en difTérentiant l'équation (17) par rapport à u^ ou U:^. Il en résulte que les fonctions //i, //.,, Ih satisfont aux. neuf équations suivantes
(«9) 'ôîii,'^^^''''^'' (^^^*>''
En écrivant (jue les é<{uations (19) et (20) sont compatibles, on trouve que les p//,. doivent satisfaire aux é({uations (10); par conséquent, si l'on pose
CHAPITRE I
les quantités 3^^;. seront les rotations d'un déterminant O ; si donc, nous appelons systèmes opposés deux systèmes points (non nécessairement O) pour les(|uels chaque fonction P/^. de l'un est égale à la fonction 3y^/ de l'autre, nous pouvons dire :
Tout système point tel que li\-\- Ji\ + ]il est opposé à un système O.
Ces systèmes points sont dans la géométrie à trois indéterminées les analogues des systèmes à invariants égaux dans la géométrie à deux indéterminées; à ce titre ils méritent d'être signalés ici.
Cherchons ceux de ces systèmes <pii sont (); les ^n^ du système O devant satisfaire aux équations (lo), les systèmes considérés doivent appartenir au déterminant A ( n° 61).
11 reste à montrer que, parmi les systèmes qui appartiennent au déterminant A, il y en a (jui possèdent la propriété indiquée. Pour cela, il suffit de remarquer (jue les fonctions A de Lamé du déterminant A sont les mêmes que les fonctions p' du déterminant A'; or, on peut prendre pour /;' une combinaison linéaire isotrope des ;' du déterminant A'; par exemple
^«i = />i = ^V + ï;'iS
/î3=/?3 = ^'ij' + il?-
On aura bien alors
Cette propriété se conserve quand on fait une inversion, le centre d'inversion étant quelconque; il en résulte une transformation du problème.
Ces svstèmes O ([ue nous venons d'étudier sont dans la géométrie à trois indéterminées les analogues des systèmes isothermes dans la géométrie à deux indéterminées.
Problèmes équivalents dans les espaces d'ordre
4, 5, 6. — Pillions des deux déterminants ( ) opposés A et A' (n" 61); on pourra former un déterminant O de l'espace à six, pour lequel les p,/. sont les mêmes que ceux de A, les autres rotations (n° 2'*) ayant les valeurs suivantes :
<22) -^i = :^;y, b.= ix^^, 0,= y.^i,
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[x (Uanl une constante ([tielcon(|ue: soit D ce rlélermlnanl; à clia(|ue système () appartenant à A conespond un système O applicable appartenant à D; comme on peut faire varier la constante [x on a le résultat suivant :
Si lin système G de l'espace à trois diniensions est applicable sur un système de l'espace à six , il sera applicable sur une infinité de pareils systèmes.
Ces systèmes O de l'espace à six applicables sur l'espace à trois sont des systènnes O, /iN; ils correspondent par ortliogonalitè des éléments à des systèmes analogues; ce sont ceux (|ue l'on formerait avec le déterminant A'.
A cha(jue système O, 4N sont assemblées oo^ droites qui sont I, 6J, au\([uelles correspondent, par ortliogonalité des éléments, des plans rîR, il. On passe inversement de ces systèmes aux O, 40. On a donc les systèmes é({uivalents suivants :
Espace à six,
o,4N, [, (iJ, (2, i\\.
Soient D(X,, . . ., Xg) une droite qui décrit un système 1, 6J; Yi, . . . , Y5 les paramètres complémentaires pour être 6 J, on a
0 = SX2 = — VY2,
Il en résulte ([ue la droite A qui a pour paramètres Y,, . . ., ^5 décrit dans l'espace à cinq un système I, 7J; comme une droite I se correspond à elle-même par ortliogonalité des éléments, on voit que le système décrit par A est I, 7J et G. En coupant A par un plan isotrope, on obtient dans l'espace à trois les systèmes O pour lesquels h\ -t- 1i\ -h li\ = o.
Des systèmes 1, 7J on déduit les systèmes o,5N; puis 3 H, ii; on a donc dans l'espace à cinq les systèmes :
Espace à cinq,
Les systèmes O, 5N sont des systèmes O de l'espace à cinq applicables sur un système de l'espace à (juatre. Ces derniers sont des systèmes O, 6i\; il y. correspond par ortliogonalité des éléments des systèmes sîI, C; on en déduit des systèmiis 12, 4f^> On a donc le tableau d'éléments suivants :
Espace à (Quatre,
CHAPITRE IX
Enfin les systèmes O de l'espace à trois applicables sur des systèmes de l'espace à six sont des systèmes (3, 7N; on en déduit des ii, 5R; puis par orthogonalité des éléments des 31, C. On a donc les éléments suivants :
Espace à trois,
Les différents tableaux que nous venons de donner indiquent d'abord des problèmes équivalents, mais ils montrent surtout les diverses transformations dont le problème est susceptible.
Parmi ces systèmes, considérons en particulier les 31, C espace à trois; soient D(Xi, X2, X3) la droite qui décrit le système; Yj et Y2 les coordonnées complémentaires.
Les ({uantités X et Y satisfont aux équations (8), n° 5 et
Ton a
SX2=Hf+H|-HH2,
(en clioisissant convenablement les variables u^, Uo, u.i). Cela posé le point M(^,, j^o, J73), défini par
Xi= '-^1 p = Yi dz t Y2,
décrit un système O et, si /<,, //,, h^ sont les fonctions de Lamé correspondantes, on aura
On aurait pu former directement ces systèmes en partant des déterminants A et A' (n» 61).
66. Systèmes de Ribeaucour. Calcul des ?//,. — Dans un Mémoire Sur la théorie des surfaces courbes {Journal de Mathématiques, 1892) Ribeaucour a cherché les systèmes triples tels que toutes les surfaces d'une même famille aient même représentation sphérique de leurs lignes de courbure; il montre que le problème revient à mettre le ds'^ de la sphère sous la forme suivante :
(•23) cls'-=^du^-^'^-^dv'^.
du ôv
Depuis M. Petot et M. Lucien Lévy ont étudié les surfaces
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(|m", par un mouvenieiU de Lranslalion, eii^endienl un svsLc'me triple. Il est clair (|ue les systènjes ainsi formés rentrent dans le type de Ribeaucour; maisce(ju'il va d'important dans ces travaux, c'est de montrer qu'inversement, si l'on prend un système de Ribeaucour, il existe un système ayant même représentation sphérique <|ui est engendré par la translation d'une surface.
Ces systèmes de Ribeaucour forment une classe particulière de ceux étudiés dans ce Chapitre; ils correspondent au cas où les déterminants opposés A et A' sont identiques; on est donc ramené à la reclierciie des déterminants O de l'espace à trois pour lesquels on a
Posons alors
Les équations (23) et (24), Chapitre V, donnent
Oui Ou.2 (Ju^ H h 0.03= o,
De ces équations, on déduit facilement que chacune des fonctions 64, 0,, 63 est une solution de ré(|uation
diii âii-z (JU3
dont la solution la plus générale est
où a et V ont les valeurs suivantes :
l U = II] — 1/3, CJo) .3,
CHAPITRE IX
En introduisant ces variables, les si\ équations (26) el (27) se réduisent aux trois suivantes :
On voit ((ue si Ton pose
rt = Oi, /^ = 62, on a
[ Oa
J ôb
Par conséquent le problème revient à chercher les réseaux de la sphère pour lesquels m =z n \ le ds'^ de la sphère est
et. comme
ch-^= aidu^-{- b'^ dv'-
da j àb -
a— ^=^ b — = abni.
ùv Ou
on a bien la forme de Ribeaucour.
Si Ton prend maintenant les trois équations auxquelles satisfont les trois fonctions ;,, savoir
ryi,
pl3^3î
on aura, puisque p/7.= ,3/^.,,
donc les trois ((uanlités ç, sont des fonctions de u et de c ; il en est de même des fonctions i, ^t Ç3. par consé<{uent dans le déterminant
tous les éléments ne dépendent que des deux variables u et v.
67. Propriétés des systèmes de Ribeaucour. — Considércms un point M ([ui déciil un système de Ribeaucour,
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c'esL-à-ilire un sysU''me O, appartenant au déterminant A que nous venons de définir; considérons deux surfaces appartenant à une même famille, par exemple les surfaces u-^—y. et /^3={j; sur ces deux, surfaces faisons correspondre les points A et B pour lesquels les difTérences //, — /r, et iu_ — n-^ ont la même valeur, c'est-à-dire que, si le point A correspond au système de valeurs
le poiiil lî correspondra au système
en ces deux points a et v et par conséquent les éléments du déterminant A ont la même valeur; les surfaces décrites par A et B ont leurs lignes de courbure parallèles; c'est la |)ropriété prise comme point de départ par Kibeaucour.
Maintenant, comme ici, ^/a-=: 3/,/, les équations auxquelles satisfont les ([uantités /^i, /Jj, Pi sont les mêmes que celles auxquelles satisfont les fonctions de Lamé A,, //,, /?;$.
II en résulte qu'à tout système M(/?,, />,, p-^) de Kibeaucour, on peut en faire correspondre un autre i\(P,, P21 P3) appartenant au même déterminant A. où
(35) ' P, = ^ -+-p32/?3-i- 'pi-iIH^.
Il en résulte que, si l'on connaît un système M appartenant au déterminant A, on peut, en général, en déduire une infinité d'autres. Etudions la transformation définie par les formules (35).
Tout d'abord il peut se faire ({ue les fonctions Pj, P,, P3 soient toutes nulles; dans ce cas la transformation ne donne rien; cela arrive seulement dans le cas où /?, est une fonction linéaire des ^i; p^ la même fonction linéaire des ^o» enfin /?3 la même fonction linéaire des ;, ; c'est-à-dire si Ton a
<7, /y. c étant des constantes.
()o ciiAPirni-: i\.
Il pecit se faire (jiie P,, P.- f^J solenl proportionnels à /;,. pi' Pzi c'est-à-dire que
(57) Pi=='^/>i, P2=a/>.>, p3=:a/?3;
dans ce cas les systèmes décrits par M et N sont liomoiliétiques; si Ton écrit ces conditions, on trouve pour /^,, /j^, p:\ neuf équations, d'abord les trois écjuations (35). puis les si\ équations
On vérifie que ces neuf équations forment un système complet, par conséquent leur solution générale renferme trois constantes arbitraires.
Si l'on prend pour p^, p.,, p^ les valeurs ainsi trouvées, on obtient des systèmes M(j7,, jc.,, x-^) tels que
.39) or\-\-xli-^xl= l(/il — hl-^hl).
Cette propriété se conserve si Ton fait une inversion ayant pour pôle Forigine; on a ainsi une méthode qui permet de déduire de cha({ue déterminant A de Piibeaucour un déterminant analogue; c'est une tranaformatioa du problème de Riheaucour.
On pourrait de même chercher les cas où la transformation définie par les formules (35) reproduit à un même facteur près les fonctions/?,, p-y.ps au bout de 2, 3, . . . , /i opérations. Tous ces cas existent.
68. Systèmes triples engendrés par la translation d'une surface. — Puis(|ue 3//,= 3/,/ on peut prendre les valeurs suivantes des fonctions de Lamé :
(40) Al=U, ^2-U. /'3=U.
Si Ton considère les suifaces décrites par les points A et B qui ont été définies ( n" GG), on voit que ces surfaces sont égales puisque /i, et A, ont les mômes valeurs en ces deuv points. On voit facilement ([ue Ton passe de A à B par une translation parallèle à Taxe des j.'i. On obtient ainsi tous les systèmes triples engendrés par la translation d'une surface.
Si Ton prend maintenant les valeurs suivantes de //i, //j, /^{
(40 f^i=V,-^iih /'2=;i-+-'';L /'3=;i-^^;^
LES SYSTÈMES O DE l'eSPACE A TROIS DIMENSIONS. «Jl
on formera un système triple, ((ui peut être engendré par la translation isotrope d'une surface. Pour un tel système on a
(42) li\^hl-^hl = o.
C'est un cas particulier des surfaces étudiées au n" ()!î.
Note. — I^es systèmes triples de Uibeaucour ont été signalés d'abord par M. Darboux dans sa Thèse : Mémoire sur les systèmes orthogonaux. Depuis ils ont été étudiés par M. Fouché : Sur les systèmes de surfaces triplement orthof^onales où les surfaces cl' une même famille admettent la même représentation sphérique de leurs lignes de courbure {Comptes rendus, 1898, i"'" semestre) et par M. Egorow : Sur les systèmes orthogonaux admettant un groupe continu de transformations de Comberousse {Comptes rendus, 1900, 2'" semestre ).
Rrcherclios des syslèmes associées -jô
()(). Transfonnalion du problème 7»)
GHAPIl HE I\.
I,ES SYSTÈMES O DE l'eSPACE A TROrS DIMENSIONS APPLICARLES SLR DES SYSTÈMES DE l'eSPACE A SIX DIMENSIONS.
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A côté des revues périodiques spéciales, enregistrant au jour le jour le progrès de la Science, il nous a semblé qu'il y avait place pour une nouvelle forme de publication, destinée à mettre en évidence, par un exposé philosophique et documenté des découvertes récentes, les idées générales directrices et les variations de l'évolution scientifique.
A rheure actuelle, il n'est plus possible au savant de se spécialiser; il lui faut connaître l'extension graduellement croissante des domaines voisins : mathématiciens et physiciens, chimistes et biologistes ont des intérêts de plus en plus liés.
C'est pour répondre à cette nécessité que, dans une série de ïnonographies, nous nous proposons de mettre
au point les questions particulières, nous efforçant de montrer le rôle actuel et futur de telle ou telle acquisition, réquilibre qu'elle détruit ou établit, la déviation qu'elle imprime, les horizons qu'elle ouvre, la somme de progrès qu'elle représente.
Mais il importe de traiter les questions, non d'une façon dogmatique, presque toujours faussée par une classification arbitraire, mais dans la forme vivante de la raison qui débat pas à pas le problème, en détache les inconnues et l'inventorie avant et après sa solution, dans l'enchaînement de ses aspects et de ses conséquences. Aussi, indiquant toujours les voies multiples que suggère un fait, scrutant les possibilités logiques qui en dérivent, nous efforcerons-nous de nous tenir dans le cadre de la méthode expérimentale et de la méthode critique.
Nous ferons, du reste, bien saisir l'esprit et la portée de cette nouvelle collection, en insistant sur ce point, que la nécessité d'une publication y sera toujours subordonnée à l'opportunité du sujet.
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