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INTRODUCTION
On appelle variété à n dimensions, l'ensemble de n variables xi et d'une forme quadratique de leurs différentielles, à discriminant difl'érent de zéro, le ds^ de la variété.
L'intérêt que présente l'étude de ces variétés s'explique par le grand nombre de théories où elles interviennent. On peut citer, en Géométrie, la théorie des surfaces et son extension aux espaces à plus de trois dimensions, les recherches sur la nature de l'espace et les Géométries non euclidiennes, les questions relatives aux contacts de courbes ou de surfaces comprises dans des familles dépendant de plusieurs paramètres arbitraires.
On sait aussi que le problème général de la Dj^namique peut être considéré comme une extension du problème des géodésiques aux variétés à un nombre quelconque de dimensions. Si l'on remarque, enfin, que certaines propriétés physiques d'un milieu peuvent être définies au moyen des coefficients d'un ds^^ comme l'a montré Riemann à propos de la conductibilité calorifique, on voit que la Physique mathématique donne encore une nouvelle interprétation des variétés précédemment définies.
Le présent Travail est consacré à l'étude de quelques questions d'Analyse relatives aux variétés, surtout aux variétés à trois dimensions. Il est divisé en cinq Chapitres que je vais analyser rapidement.
• Dans le Chapitre I j'expose des résultats connus relatifs aux invariants et aux covariants des ds^. Je rappelle la définition de ces invariants et de ces covarianis, en la rattachant à la notion générale d'invariant différentiel donnée par M. Lie ( * ). J'indique alors, d'après le célèbre Mémoire de Christoffel (^), la formation des covariants successifs d'une variété. Tous ces covariants dérivent de l'un d'entre
(*) Mathematische Annalen, t. XXIV.
(*) Journal de Crelle, t. 70.
eux, que Chris toffel désigne par G4. Ce covariant est une forme quadrilinéaire de difTérentielles, signalée d'abord par Riemann (*), ensuite par Christofiel et Lipschitz(^).
Le procédé employé par Christofiel pour déduire de G4 la suite des autres covariants d'un ds^ peut s'étendre à d'autres problèmes, ainsi que l'a montré M. Ricci (^). C'est ainsi que l'on peut former des covariants correspondant à l'ensemble constitué par une variété donnée et une fonction donnée des variables indépendantes. Ces nouveaux covariants conduisent, d'une façon simple, aux paramètres difitérentiels de Lamé et de M. Beltrami.
Je n'ai donné dans cette première Partie aucune démonstration. Les théorèmes généraux sur les invariants difi*érentiels permettent de concevoir que les divers covariants ou invariants dont il est question s'obtiennent par des opérations efiectuables, dont on trouve le détail dans les Ouvrages cités. Aucun des résultats indiqués n'est nouveau, je signalerai cependant le suivant : Dans le cas d'une variété à trois dimensions, on peut substituer au covariant G4 un paramètre difi'érentiel du premier ordre D/" analogue au paramètre diff*érenliel ordinaire A/". Cette légère modification d'un résultat de Christofiel est très importante pour la suite.
Le Chapitre II est consacré au problème de V application des variétés. On dit, par analogie avec un problème de la théorie des surfaces (*), que deux variétés à n dimensions, Xj ds^; od ^ ds'^ sont applicables, s'il est possible de trouver une transformation de passage exprimant les x en fonction des a^ et changeant ds^ en ds'^. Le problème de l'application consiste à reconnaître si une pareille transformation est possible, et, dans ce cas, à la déterminer. Il conduit à l'étude d'un système S d'équations aux dérivées partielles du premier et du second ordre, auquel on peut appliquer facilement les théorèmes généraux sur les systèmes difi'érentiels. On voit ainsi que la transformation de passage dépend, au plus, de constantes arbitraires. Le nombre maximum de ces constantes est atteint lorsqu'il s'agit de variétés à courbure constante; deux pareilles variétés ayant même courburej sont, d'ailleurs, toujours applicables.
Je suppose alors que les variétés données sont à trois dimensions, et non à courbure constante. Christofiel C^) a donné la solution du problème de l'application lorsque la transformation de passage ne dépend pas de constantes arbitraires. Je laisse cette restriction de côté. Pour étudier le système S, je considère l'ensemble du paramètre difi*érentiel ordinaire A/ et du paramètre diff*érentiel D/pré-
(') Œuvres complètes, Commentatio mathematica,..,
(*) Journal de Çrelle, t. 70, 71. — Bulletin des Sciences mathématiques, i** série,
t. IV.
(8) Bulletin des Sciences mathématiques, 2* série, t. XVL (*) Darboux, Leçons sur la Théorie des surfaces, t. III, Livre VÎI, Ghap. II. (*) GuRiSTOFFELi Journal de C relie, t. 70, p. 46 et 241-
cédemment défiai, comme Teasemble de deux formes quadratiques dont les variables seraient les dérivées de y. Cela conduit à envisager certaines formes linéaires des dérivées de f^ ou, en adoptant une définition bien connue, certains symboles de transformations infinitésimales L/. On obtient de même des expressions analogues \Jfk partir de la seconde variété; on égale alors les formes homologues L/, L'y*; le système S est ramené ainsi à un type connu d'équations linéaires étudié par M. Lie (*).
Après la discussion des divers cas possibles, je montre que les transformations infinitésimales Ly sont, en général, échangeables avec les transformations infinitésimales du groupe G de transformations de la variété x^ds^ en elle-même. Cela permet de déterminer les transformations infinitésimales de G; j'ai donné à cet endroit un exemple particulier de cette méthode que j'ai dû appliquer fréquemment dans la suite.
Le Chapitre III se rapporte à la représentation conforme des variétés à trois dimensions. On dit qu'il est possible d'efTectuer une représentation conforme d'une variété x^ ds^ sur une autre x', ds'^ s'il est possible de déterminer un facteur p tel que les variétés a:, p^ds^] x\ ds'^ soient applicables. On peut toujours effectuer la représentation conforme de deux variétés à deux dimensions ; il n'en est plus de même dans le cas général.
Je donne d'abord les conditions de possibilité du problème lorsque la seconde variété {x\dsf^) est euclidienne; ces conditions étant remplies, on détermine aisément p et la transformation de passage. Si ces conditions ne sont pas remplies, on peut définir un covariant C de ds^^ restant inaltéré quand on multiplie ds^ par une fonction quelconque des x. L'étude algébrique de ce covariant C et de ds^ conduit à adjoindre à la variété a?, ds^ une variété dite variété principale, que l'on détermine par des opérations effectuables. Celte notion permet de ramener le problème delà représentation conforme au problème de l'application, traité au Chapitre précédent.
Ces résultats ont été indiqués dans deux Noies aux Comptes rendus (^). Ils paraissent susceptibles d'applications géométriques intéressantes.
Je donne, dans le Chapitre IV, le moyen de déterminer les formes de différentielles invariantes vis-à-vis de certains groupes. Je. montre d'abord comment on peut associer, dans une multiplicité à n dimensions, un système de n expressions de f[affl{dx) et un système de /i transformations infinitésimales \f Je considère alors un groupe G dont les transformations infinitésimales X/
(*) Lie-Engel, Transformalionsgruppeny I. Abschnitt, Ghap. XIX.
(<) 26 juillet 1897 et 16 août 1898. J'ai dû modifier la définition de la variété principale donnée dans cette dernière Note ; les racines de l'équation en X du n** IV de cette Note peuvent être toutes nulles, contrairement à ce que j'annonçais. Je démontre dans ce Travail l'existence de la variété principale en supposant le c?s* donné défini positif .
sont formes linéaires indépendantes des dérivées de/. Me servant de Passocialion précédente, j'établis que l'on peut trouver une infinité de systèmes de n expressions de Pfaff l(dx) invariantes vis-à-vis de G; la recherche de ces systèmes revient (*) à celle des transformations infinitésimales Ay échangeables avec celles de G. On obtient aisément les formes de différentielles invariantes vis-à-vis de G, en exprimant ces formes au moyen des expressions de Pfaff /(rf;r) de l'un des systèmes précédents.
Je montre ensuite que l'on peut adjoindre à tout groupe G, et à tout système l(dx) correspondant, un ensemble de substitutions linéaires permettant de réduire à des types plus simples les formes de difi'érentielles invariantes vis-à-vis de G.
Dans le Chapitre V, je détermine des types canoniques pour les ds^ à trois variables admettant un groupe continu. En d'autres termes, je cherche une forme simple pour les ds^ à trois variables analogues aux ds^ de révolution. Pour cette dernière Partie, j'ai pris comme guide un beau Mémoire de M. Bianchi (^), où ce géomètre a donné la solution complète du problème pour les ds^ définis positifs. J'ai laissé cette restriction de côté.
Soit r le groupe de transformations d'un ds^ à trois variables en lui-même. On voit aisément que F admet un sous-groupe G de l'espèce considérée au Chapitre IV. Je suis ainsi conduit : i° à déterminer les types possibles de groupes G, et les ds^ correspondants; pour cela j'applique les méthodes , du Chapitre IV; 2® à classer les résultats obtenus, c'est-à-dire à reconnaître ceux des ds^ obtenus admettant un groupe F plus grand que G. Pour ce dernier point j'ai eu recours aux méthodes du Chapitre II.
La première partie de cette recherche s'étendrait à un nombre quelconque de variables, sans autres difficultés que celles des intégrations à effectuer. Par contre, la classification des résultats paraît compliquée dès qu'il y a plus de trois variables. Il faudrait d'abord étudier les propriétés des groupes F possibles, plus complètement que l'on ne l'a fait jusqu'ici.
Pour le cas de trois variables, j'ai ajouté aux types canoniques connus un certain nombre de types nouveaux que M. Bianchi n'avait pas eu à considérer. En outre, les formules générales dont j'ai fait usage me paraissent commodes pour retrouver les résultats de M. Bianchi.
• Les divers problèmes traités au cours de ce Travail trouvent une application dans la théorie des équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre, si fréquentes en Physique mathématique (le cas de trois variables est alors particu-
(*) Comptes rendus, 20 février 1899.
(') Sugli spazi a tre dimensioni, etc, {Mémoires de la Société italienne des Sciences ^ série III, t. XI, p. 267.)
Jièrement intéressant). Dans un IVlémoire ultérieur, je montrerai que le problème : Reconnaître si deux équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre sont transformables l'une dans l'autre par un changement de variables, se ramène, suivant les cas, au problème de l'application ou à celui de la représentation conforme de deux variétés. J'établirai également que les méthodes des Chapitres IV et V permettent de former des équations à trois variables analogues aux équations d'Euler et de Poisson. Ces résultats seront la généralisation de ceuK que j'ai indiqués antérieurement (*) pour le cas de deux variables.
CHAPITRE I
INVARIANTS, GOVARIANTS, PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS D'UNE VARIÉTÉ.
i. Nous rappellerons d'abord la définition des invariants différentiels d'un groupe de transformations fini ou infini (2). Considérons des variables x^, X2y ..., Xn] Si, ^2, ..., Zq exprimées en fonction de nouvelles variables x\, ^2, ..., x',/, z\, ig, ...j -Sç par certaines formules de transformation formant un groupe. Supposons z^j ^2? • • •> Zq fonctions de Xtj x^j • . .^ Xn] z\^ z\^ . . ., z sont de même fonctions de ^1,^^25 • • •? ^«" ^^^ dérivées partielles des z^ prises par rapport aux variables x^ s'expriment en fonction des x^^ des z' et des dérivées partielles des ^' par rapport aux x' . Ceci posé, nous dirons qu'une fonction des x^ des z et de leurs dérivées
yX,,X^,.,.,Xn,Z,,Z^, ...,XJ^, _, ...,___, ...^
est un invariant différentiel du groupe, si l'on a identiquement en vertu des formules de transformation
( àz, d'zt \
O I ' ' f t f I UZm Ô Zi \
On sait que les invariants différentiels d'un ordre déterminé sont fonctions d'un nombre limité d'entre eux, ces derniers pouvant se déduire, à l'aide de
(*) Comptes rendus, 3o novembre 1896 et 5 avril 1897.
(*) Lie, Ueber Differeniialinvarianten {Mathematische Annnlen, t. XXIV, p. 538).
diffère Dilations et d'éliminations seulement, des équations de définition du groupe (*).
On peut aussi obtenir les invariants différentiels comme solutions de systèmes complets, si l'on connaît seulement les symboles des transformations infinitésimales du groupe.
Soit ( I ) ds^ =z^^aij dxi dxjy
le ds^ d'une variété à n dimensions. Effectuons le changement de variables
nous obtenons
(3) ds'^=^a'ijdx\dx'j.
Les équations donnant l'expression des a en fonction des adjointes aux formules (a) donnent les équations d'un groupe G. Nous appellerons invariants du ds^ les invariants différentiels de G.
Considérons maintenant des fonctions Ua des variables Xj se transformant en U^ par la substitution (2 ). Les équations
(4) Ua = U;,
ajoutées aux équations de G, forment les équations d'un groupe K. On appelle paramètres différentiels du ds^ ceux des invariants de K qui contiennent effectivement les dérivées des fonctions U. On peut aussi considérer les paramètres différentiels comme des opérations invariantes permettant de déduire de tout invariant de ds^ un invariant nouveau.
Désignons par rfa différents symboles de différentiation que nous distinguerons par leurs indices a(a=i, 2, ..., r). En adjoignant aux équations de G les équations
(5) daXiZ=^ .^d^a], (a = 1,2, ,..,/*; i,p — 1,2, ...,«),
dx
nous obtenons les équations d'un groupe G^*^ On appelle cos^ariants du ds^ les invariants de G^*^ contenant effectivement les différentielles.
En adjoignant à ds^ des formes F/(x, dx) des différentielles des variables ;r,
(*) Tresse, Acta mathematica^ t. XVIII, p. i; 1894.
formes dont les coefficients sont fonctions des Xj on définirait d'une manière analogue les covariants de l^ ensemble ds^Fi.
3. ChristofTel (*) a montré que les covariants d'un ds'^ se déduisent de l'un d'entre eux que l'on obtient de la façon suivante. Soit À le discriminant du ds^ (i); Aiy le coefficient deaiy dans A. Nous poserons
L /r J 2\dXh, dxg dxkj
les lettres i, h, gj k^ /, r représentent des indices inférieurs ou égaux à /i, d'ailleurs quelconques. Nous utiliserons également les symboles à quatre indices
(8) igk, hi) = i (Jl^ + /^ - ^^ - -^1^\
*3L\oxhdxfi oxgdxi oxiOXiç ôxgdxij
r-^\mm-[^^m
Le premier covariant du ds^ est alors
(9) G4 = \^ {gk^hi){dxgàxk — dXfgàXg){Dxh^xi~l^Xi^Xh)
{gk)[hi)
comprenant quatre systèmes de différentielles, d^ S, D, A. La sommation s'étend, pour ^Ar comme pourAt; aux combinaisons sans répétition des indices i, 2, ..., n pris deux à deux.
Chris tofFel (^) a donné une méthode régulière permettant de déduire de ds^ et de G4 toute une série de covariants
(10) ds^j G4, Gg, ..., Gp, Gp-n, ....
Chacun d'eux se détermine à partir du précédent de la façon suivante. Soit
ij, ..., ly
(*) Christofpel, Ueber die Transformation der homogenen Differentialausdrucke zweiten grades {Journal de C relie, t. 70, p. 46). Les notations employées ici sont, à très peu près, celles de ChristofTel.
(*) Mémoire cité, p. 56.
un covariant dépendant de/? systèmes de diflFérentielles dt, d2^ . . . , dp. Les relations
(12) {ly 11, ..., lp)= ^^
— ^ M ^ J (^> 'î» MM 'p) H" I ^ i ihf ^f hf •••> h) "^••' r
définissent, à partir des coefficients (/, /|, ..., ip) de G^, les coefficients du covariant
(i3) Gp-i-i= 2 {iyixy , . .yip)dXid^Xi^.., dpXi^
dépendant de p -\- i systèmes difiPérents de différentielles d^ âf| , • • • , dp.
Il est bien évident que les invariants absolus (*) des formes ds^j G4, ..., Gp ... considérées comme fonctions des différentielles sont des invariants de ds^.
Considérons, par exemple, la forme de différentielles suivante, covariant de ds^
\^ a/y dxi Dxj \^ a/y dxi \x^
II V
2 «ly dxi Da^j 2 «'V ^^' ^^/
qui est, comme G4, une forme bilinéaîre des binômes dxghxk — dxk^Xg et T^Xh^oCi — T^Xi^Xh' Considérons la forme aF-|- G4; c'est une forme bilinéaire des mêmes binômes (^). Égalons à zéro le discriminant de cette forme; les racines de Téquation en X obtenue sont des invariants du ds^. On les appelle quelquefois invariants principaux de la variété correspondante.
On trouvera des détails plus complets sur les invariants d'un ds^ dans les Mémoires de M. Ricci (').
4. On a vu le procédé par lequel Christoffel a obtenu la suite des co variants successifs d'une variété. Comme Ta montré M. Ricci (*), on obtient d'une façon
(1) Ce mot est ici employé dans le sens qu^ii'a dans la théorie des formes.
{^) Le quotient — - -^ représente la courbure de la variété au point considéré, telle que
l'a définie Riemann.
(') Ricci, Résumé de quelques travaux.., {Bulletin des Sciences mathématiques^ 2* série, t. XVI; 1892).
(*) Voir la note précédente. Les locutions de M. Ricci : dérivation covariante ou contrevariante. . . ne nous ont pas paru indispensables pour le présent travail.
tout à fait analogue les covariants du système formé en adjoignant à ds^ une ou plusieurs fonctions des variables x et de leurs différentielles.
Ainsi, en adjoignant à ds^ une seule fonction U des variables Xj et remplaçant
dans les formules (i i) et (12) Gp par la différentielle rfU et, par suite, les coef-
(icients (£4, l'a? •••7 ip) P^** ;3 — P on obtient un covariant bilinéaire de l'ensemble ds^, U. Ce covariant bilinéaire est la forme polaire du covariant quadratique équivalent
(i4) ?(U> dx) = V UrsdXrdXi
rs
OÙ
M. Ricci a montré que les invariants simultanés des formes dV et ds^ d'une part, <f (U, dx), ds^ d'autre part, donnaient précisément les paramètres différentiels de M. Beltrami (*). Nous utiliserons surtout le paramètre différentiel du premier ordre d'une fonction U
et le paramètre différentiel mixte de deux fonctions U et V (,6, i<„,v,=2^ig.
qui se déduit facilement du précédent.
De la même façon, une expression de Pfaff
l{dx) :=i^^li dXiy
donne un covariant bilinéaire
^{dxyix) =:^^lijdXidxj,
La somme ^(dx^ 8^) 4- ^(S:r, dx) donnerait une forme quadratique analogue
(») Pour ce qui concerne ce point, voir le Chapitre II de l'Ouvrage de M. Bianchi : Lezioni di Geometria differenziale.
lO É. COTTON.
à la précédente; la différence ^(dx^Bx) — ^(8ar, dx) donne le covariant bilinéaire bien connu de l'expression de Pfaff l{dx).
Si Ton adjoint à ds^ une forme quadratique de différentielles
( ï7) l{dx) =^ApqdXpdx^,
on obtient de même un covariant cubique
( 1 8 ) 2 Af,ij hxjt dxi àxj
à trois systèmes différents de différentielles, étudié par M. Bianchi à Tendroit précédemment cité. Nous utiliserons ce covariant dans la suite.
3. On peut simplifier les résultats précédents, lorsque le nombre des variables est deux, ou trois. S'il y a deux variables, G4 ne comporte qu'un seul terme. Le coefficient de ce terme est, avec les notations précédentes, (i 2, 1 2). Le quotient
donne la courbure totale du ds^ considéré. Les paramètres différentiels de la courbure totale donnent d'ailleurs tous les invariants utiles pour le problème de l'application des variétés à deux dimensions (*).
Dans le cas de trois variables, on peut remplacer Gji par un paramètre différentiel du premier ordre. Avant d'établir ce point, simplifions un peu les notations. Désignons par a et ^ deux indices que nous ferons correspondre aux combinaisons ik^ gh du n** 3, de façon que cLÎk et ^ gh soient des permutations positives des indices i, 2, 3. On peut ainsi, comme l'a fait Christoffel, substituer aux symboles à quatre indices (lA*, gh) une seule lettre affectée de deux coefficients. Nous prendrons
,(19) ^^oL^ — {ik,gh).
Christoffel (^) a montré qu'il revenait au même de dire que G4 est un covariant de ds^^ ou d'énoncer la proposition suivante :
Les deux formes quadratiques
(1) Darboux, Leçons sur la Théorie des surfaces, t, III, Livre VII, Ghap. II. (') Page 66 du Mémoire cité.
(U désigne une fonction arbitraire des variables) et A se reproduisent, par un changement de variables, multipliées par une même puissance du déterminant fonctionnel de la substitution.
Or le quotient -r^ est le paramètre différentiel AU de la fonction U. Nous pouvons de la même façon déduire un paramètre différentiel de F et dire : L' expression
est un paramètre différentiel de ds^.
On démontre facilement que si Ton remplace dans DU les dérivées -x — par les
âds^ expressions -^-j — on obtient un covariant quadratique de ds^. Ce covariant,
signalé par M. Ricci, peut également remplacer G».
CHAPITRE II
6. On dit que deux variétés à n dimensions (*) ^, ds^\ x', ds'^^ sont applicables si Ton peut déterminer les x en fonction des x'^ de telle sorte que la substitution correspondante transforme ds^ en ds'^. On dit aussi que ds^ et ds'^ sont équivalents.
Pour reconnaître si deux variétés sont applicables il faut étudier le système S|
de — ^^ i équations du premier ordre
(0 2d^^^ d^,'dé^^'' (£,y,r, 5= 1,2, ..., n)
que doivent vérifier les x considérés comme fonctions des x^. Christoffel a montré que l'on peut donner aux équations obtenues par dérivation des équations (1) la
(1) Nous désignerons toujours par les mêmes lettres, accentuées ou non, les éléments homologues construits à partir des deux variétés.
forme simple
Égalant les diverses valeurs des dérivées troisièmes que l'on peut obtenir par dérivation des équations (2)^ nous obtenons de nouvelles équations que Ton peut réduire au premier ordre au moyen de (2). Aux équations du premier ordre ainsi obtenues ajoutons les équations (2), nous obtenons un système S». En dérivant S3, et ajoutant à S3 les équations obtenues réduites au premier ordre nous obtenons un système S4. Continuons ainsi, nous obtenons une suite de systèmes différentiels S^. Chacun de ces systèmes Sy, se déduit du précédent S^_i en ajoutant à ^p^\ les équations que Ton obtient en dérivant une fois S^.i et tenant compte de (2).
On forme ainsi la suite des systèmes Sp, et l'on s'arrête :
1*" Si l'on rencontre un système d'équations algébriquement incompatible entre les x\ les x et leurs dérivées, il y a alors impossibilité ;
2^ Si les équations obtenues étant compatibles, en passant dUin système S^ au suivant S^^i, on n'ajoute aucune équation qui ne soit conséquence algébrique des précédentes. Le problème est olorspossiblCj sa solution dépend de
n^ -\- n — q constantes arbitraires, q désignant le nombre des relations indé-
» ni n *+- I ) pendantes comprises dans S^. Le nombre q est au moins égal à nombre
des équations (i).
La proposition précédente est une simple application des théorèmes généraux sur les systèmes différentiels dont la solution dépend d'un nombre fini de constantes arbitraires (*). On sait, d'ailleurs, que lorsque le problème est possible, on obtient la solution par l'intégration de systèmes complets. Nous montrerons, en effet, plus loin comment on peut substituer aux systèmes Sp, dans le cas de n =3, des systèmes d^ équations linéaires du premier ordre, où les deux variétés jouent un râle symétrique.
Ajoutons enfin qu'il résulte des calculs de Christoffel que les équations de S^ s'obtiennent en écrivant qu'une même substitution linéaire
( 3 ) dxi z=^ ^ dx'f,,
effectuée sur lés diverses différentielles des variables x, transforme ds^, G^, . . . , Gp_i respectivement en ds'^, G\, . . ., G' ,.
(*) Lie-Engel, Transformations g ruppen y t. î, p. 179. — Bourlet, Annales de V Ecole Normale^ 3* série, t. VIII; 1891.
SUR LES VARIÉTÉS A TROIS DIMENSIONS. l3
7. On peut obtenir toutes les transformations de passage relatives à deux variétés applicables x. ds^\ af^ ds!^^ en combinant l'une d'entre elles avec les transformations de passage de l'une des variétés (x, ds^ par exemple) en ellemême. -Ces dernières forment un groupe fini admettant au plus (d'après le numéro
précédent) paramètres arbitraires. Ce nombre maximum est atteint
pour les variétés à courbure constante. On sait (*) que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une variété soit à courbure constante K est que le rapport
rr des formes définies au n® 3 soit égal à K. Si K est nul, la variété est dite
euclidienne. On voit aisément, d'après le n** 6, que deux variétés à même courbure constante sont applicables. Les sj^stèmes S^, se réduisent alors à. Sj, c'est-à-dire aux équations (i) et (2), et l'intégration des équations (i) et (2) se ramène à celle d'équations différentielles ordinaires.
8. Nous supposerons maintenant que les variétés données sont à trois dimensions et ne sont pas à courbure constante.
Soient/ et p deux fonctions des variables x^ f et p' ce qu'elles deviennent par la transformation de passage supposée possible. Considérons le paramètre différentiel du premier ordre A/ défini au n^ 4, et le paramètre différentiel D/ défini au n° 5 qui peut remplacer G4. Soient A'/', D'y les expressions correspondantes construites à partir de/*' et ds'^.
Les deux expressions
(4) e/=ipA/4-D/, e7'=:p'A'/-hD7'
doivent se transformer l'une dans l'autre par la transformation de passage, quels que soient p,y.
Nous pouvons considérer S/, 6'/' comme deux formes quadratiques ternaires; les variables de la première étant les dérivées de f^ celles de la seconde les dérivées de f. On doit passer des premières variables aux secondes par une substitution linéaire à déterminant non nul. Par suite, les racines de l'équation en p, obtenue en égalant à zéro le discriminant de %f^ doivent se transformer par la transformation de passage dans les racines de l'équation en p' relative à 0'/'. Egalons les fonctions symétriques homologues des racines des deux équations, nous obtenons des relations de la forme
(5) . ^-hiXxy Xly X^) -^llf^^X^y X^^X^).
Si ces relations sont incompatibles, l'application est impossible. Supposons
(*) LiPSGHiTZ, Analyse de six Mémoires^ etc. {Bulletin des Sciences mathématiques, \^ série, t. IV, p. i52; 1873.) Le résultat avait été indiqué d*abord par Rieinann.
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qu'il n'en soit pas ainsi, et établissons une correspondance ( *) entre les racines pi, P2» ps de la première équation et les racines p'^, po? pi ^^ l^i seconde, en ayant soin de vérifier que lies racines homologues se comportent de la même façon vis-à-vis des mineurs des discriminants de S et 6'.
Ces conditions remplies, nous pouvons ramener par les procédés connus (^) la forme O/à l'une des formes canoniques
V. (p - p.)[(L3/)' 4- 2L,/L,/] + (L,/)*, YI. (p-pi)A
Les expressions Li/, L2/, L3/ désignent des formes linéaires des dérivées de/ formes linéairement indépendantes.
Dans les cas I, H, IV les formes L/ sont déterminées (au signe près). Dans les cas II et V la détermination de ces formes peut se faire d'une infinité de manières. Enfin, dans le cas VI on a manifestement une variété du type spécial (•'*) de M. Lipschitz.
La forme S'/' donne lieu à une décomposition analogue, et les deux décompositions de ©/et de 0'/*' appartiennent nécessairement au même type canonique.
Ceci posé, nous examinerons successivement les trois hypothèses suivantes : i® La décomposition de 0/ appartient aux types I ou H ou IV; 2^ au type III ou au type V; 3** au type VI.
9. Dans la première hypothèse la transformation de passage doit satisfaire aux équations (5) et aux équations (^)
et réciproquement toute transformation satisfaisant à ces conditions est transfor-
(* ) Il peut y avoir plusieurs hypothèses possibles pour la correspondance entre les racines p et p', comme plus loin pour les signes à choisir pour les Lif, lorsque ceux-ci sont déterminés au signe près. On examine successivement les diverses hypothèses.
(') Darboux, Sur la théorie algébrique des formes quadratiques (Journal de Liouville, 2* série, t. XIX; 1874).
(^) LipsGHiTZ; Extrait de six Mé moites, etc. {Bulletin des Sciences mathématiques, t. IV, p. i52; 1873).
(*) Voir la note i.
raation de passage. On interprète les équations (6) de la façon suivante, en donnant aux symboles L// le nom de transformations infinitésimales : La transformation de passage transforme les transformations infinitésimales hif dans les transformations infinitésimales \^if'* La recherche de la transformation de passage est ainsi ramenée à un problème connu (*). Rappelons sommairement
la solution. Les relations
Lilh—h'tl'n
donneront de nouvelles relations de la forme (5) que Ton adjoindra aux relations (5). On appliquera encore les symboles L// aux invariants obtenus, et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'on n'obtienne par ce procédé aucun invariant I qui ne soit fonction des précédents. On formera ensuite les crochets
ce qui donnera de nouvelles relations de 1h forme (5), savoir
(7) lUks — lhks*
que Ton traitera comme les précédentes. On aura soin de s'assurer, au cours des calculs, que les relations de la forme (5) sont compatibles; dans le cas contraire le problème serait impossible. S'il n'en est pas ainsi, on arrivera au bout d'un nombre fini d^ opérations à un système de la forme
(8) J^ = Jy,,
comprenant r(r^3) équations indépendantes^ et tel que toutes les équations possibles de la forme (5) soient des conséquences des précédentes.
Si r = 3 la transformation de passage est entièrement déterminée par les rela> lions (8); si r < 3 on considérera le système complet
(9) L,F-hL;.F = o,
dont on connaît déjà /' solutions, à savoir Jy^ — Jj^. On détermine alors 3 — /• autres solutions de la forme F;t(j;,, Xa, ^3, x\, x\^ x\) et les équations (8) jointes aux équations
(10) Yk{x,x') — Ck,
donneront la solution du problème. Cette solution dépend de 3 — /* constantes arbitraires c*.
(') Lie-Engel, Transformations g rupperif t. f , p. 364.
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10. Examinons maintenant le cas où la décomposition canonique de 6/ est de la forme III ou de la forme V. Dans ce cas, la forme L^/ seule est entièrement déterminée çt il y a une infinité de systèmes possibles pour les formes Lj/, Lj/. Choisissons alors trois formes L|/, L2/, L^f bien déterminées, donnant lieu à la décomposition canonique de 8/, et de même trois formes L',/', L^/', L'a/' déterminées, correspondant à la seconde variété. La transformation de passage doit satisfaire évidemment : i^ à des équations de la forme (5); 2^ à des équations de la forme suivante :
où les cLij représentent des fonctions bien déterminées d^une seule lettre a (<). Nous considérerons a comme une fonction des x que nous chercherons d^ abord à obtenir.
Pour cela nous combinerons, comme précédemment, les équations (5) et (1 1), de manière à obtenir des relations nouvelles. Les équations obtenues pourront se diviser en trois catégories : 1^ équations contenant les x et les xf seuls; 2^ équations contenant les x^ les a/ et a; 3° équations contenant les x^ les ^', a et ses dérivées. Nous éliminerons les x! entre les seconds membres de ces diverses équations et nous obtiendrons ainsi un système S d^ équations aux dérivées partielles entre a et les x seuls. Si Ton ne rencontre aucune incompatibilité, on intégrera ce système, l'on portera la valeur trouvée dans (11), et Ton sera ramené à intégrer un système analogue au système formé par (8) et (9).
Si S contient une équation d'ordre zéro, a est déterminé, on est ramené au cas précédent; sinon a dépend de constantes arbitraires et la solution dépendra dUin plus grand nombre de constantes arbitraires que précédemment. On conçoit d'ailleurs que l'examen des types canoniques possibles pour les variétés applicables d'une infinité de façons sur elles-mêmes donne des renseignements sur le système S. L'examen de ces types canoniques indiqué au Chapitre V montre que la solution générale dépend, au plus, de quatre constantes arbitraires.
Si la variété donnée est telle que 6/ appartienne au type VI, on procède différemment. La racine triple de l'équation en p ne se réduit pas à une constante, sinon on aurait, contrairement à l'hypothèse du début, une variété à courbure
(*) En considérant les lettres L|/ et A// comme des variables indépendantes, les relations (11) sont les équations (sous forme finie) du groupe de transformations des deux formes D/, A/ en elles-mêmes.
constante. Nous aurons donc certainement une équation de la forme
Nous remplacerons alors Df par le carré de A(I,/), paramètre différentiel mixte de I et y, et nous serons ramenés à l'un des cas précédents. Il est évident d'ailleurs que A(I, /) n'est pas identiquement nul,* puisque I dépend effectivement des variables x,
H. On détermine les transformations dhine variété x, ds^ en elle-même par la méthode précédente. 11 suffit de prendre, pour seconde variété a:', rfs'*, celle qui se déduit de x^ ds^ par la substitution identique x=:x'. Ces transformations d'une variété en elle-même forment un groupe; nous le désignerons par G.
Les propositions précédentes permettent de donner quelques propriétés du groupe G. Ainsi la forme des équations (6) et (1 1) montre que, ^out toute variété non à courbure constante, il existe au moins une transformation infinitésimale Ly inaltérée par les transformations de G, ou, ce qui revient au même (*), échangeable avec les transformations infinitésimales de G, On peut compléter cette proposition lorsque la forme 9/ conduit à trois transformations infinitésimales L<y, La/i Lj/* bien déterminées. Ces trois transformations infinitésimales sont alors échangeables avec celles de G. Si l'on suppose, de plus, que les invariante I se réduisent tous à des constantes, les trois transformations Lf sont les transformations infinitésimales d'un groupe fini H, puisque les Ui/(s sont des constantes. Le groupe H est d'ailleurs transitif, puisque lesL/sontdes formes linéaires indépendantes des dérivées de f. De plus G, ayant toutes les transformations infinitésimales échangeables avec celles du groupe simplement transitif H, est, lui aussi, simplement transitif. En résumé :
Lorsque la forme S f conduit à trois formes Lf et que tous les invariants se réduisent à des constantes, le groupe G de la variété est simplement transitif et les j or mes Lf sont les transformations infinitésimales du groupe réciproque (^).
Cette proposition peut être établie d'une autre façon, à l'aide des considérations du Chapitre V.
12. Nous allons donner un exemple de détermination du groupe d'une variété.
(^) Lib-Engel, Tr ans formations g ruppen, I. Abschnitt, p. ,259.
(•) Pour la définition de ce groupe, voir Lie-Engel, Transformations g ruppen, Abs. 1, p. 38o.
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Indiquons d'abord la forme simple que prend le paramètre différentiel D/ lorsque les coefficients du ds^ de la variété sont fonctions d'une seule variable Xi .
En posant
^^Wd^iJ dx^ ^«^'i J '
. _ _\__ dA^ da^z i_ d^_(hz
'* 4^* dxi dx'i 9,1 dx\
, I dl da^i 1 d-a^^
*' A A* dx^ dxi 2 A dx\ Les formules du Chapitre précédent donnent alors
L'une des racines de Téqualion en p relative à Sf(n^ 8) est alors égale à — 6; 6 est fonction de x^ seul; il en est évidemment de même de tous les invariants de la théorie précédente.
Cherchons maintenant le groupe de transformations de la variété Xi,
(i4) ds^ = 2e''^. dxi t/xj-i- (ce'**i dx^-^ e^^ dx^y
en elle-même; A, c sont des constantes. On trouve, tous calculs faits,
ox^ âxi oxi axi \àx^J
6 est une constante contenant h — i en facteur, qu'il est d'ailleurs inutile d'écrire. Dans le cas général, où (A — \)c est différent de zéro, la décomposition canonique conduit à trois transformations infinitésimales réductibles à
Ce sont les trois transformations d'un groupe simplement transitif.
Le groupe réciproque, c'est-à-dire le groupe des transformations de la'variété en elle-même, se détermine par des opérations connues; on peut prendre,
pour transformations infinitésimales de ce groupe,
La conclusion précédente tombe en défaut dans les cas suivants : 1° h — 1 = 0, On a alors une variété euclidienne.
2" c = o. Les transformations de la variété en elle-même ne laissent alors invariantes que les e:xpressions
les L.if représentant toujours les expressions (i5). En d'autres termes, une transformation de la variété en elle- même remplace Li/", Lj/", Lay respectivement par
A,/=L,/, A,/=L,/-+-aL,/, Aa/^L,/- «L,/- ^L,/,
où a désigne une expression que l'on détermine en écrivant que la structurée du groupe engendré par les A/ est identique à celle du groupe engendré par les L/. On a ainsi
C désignant une constante. Le groupe de transformations de la variété peut alors élre considéré comme engendré par les transformations infinitésimales (16) et par une quatrième transformation infinitésimale donnant un groupe à un paramètre remplaçant les L/y par les A/y. En désignant par Xy cette transformation infinitésimale et observant qu^à une transformation infiniment petite du groupe à un paramètre Xy correspond une valeur de C très petite, on voit que Xy doit donner lieu aux identités
(XL,)/=o, (XL,)/=e(*-')'.L,/. (XL,)/=- e'"-"*.L,/,
qui donnent un système complètement intégrable pour déterminer les coefficients de xy. On trouve ainsi que la transformation
h — 2 ôXi^ * dœ^^
ajoutée aux transformations (16), donne un groupe à quatre paramètres qui est le groupe cherché. Il est d'ailleurs aisé de vérifier directement que ces transformations infinitésimales laissent bien invariant le ds^ considéré.
13. On peut remplacer, comme on sait, les équations linéaires aux dérivées
partielles par des équations linéaires aux différentielles totales. Il est intéressant, pour l'extension de la méthode aux variélés à plus de trois dimensions, de construire directement un système d'équations linéaires aux différentielles totales qui donnerait encore la solution du problème de l'application. On y parvient par une méthode que nous allons indiquer rapidement, et qui présente de grandes analogies avec la précédente.
Nous avons vu (n" 5) que l'on peut substituer à G4, dans le cas d'une variété à trois dimensions, un covariant quadratique. Soient da^ et dcr'^* les covarianls quadratiques qui correspondent ainsi aux variétés x^ ds^ et :c', ds'^. En désignant toujours par p une fonction arbitraire des x, par p' ce qu'elle devient par la transformation de passage, nous réduirons (comme précédemment) à une forme canonique l'expression çds^-\-d^^ considérée comme forme quadratique des différentielles dx. En opérant de même pour p' ds'^ -\- di^^ et comparant les résullals obtenus, nous obtiendrons d'abord un système de la forme
et, en outre, trois équations
(18) ii{dx) = ri{dx')y
les li{dx) désignant trois expressions de Pfaff correspondant à la multiplicité ^,, ^2j ^3) les l'.(dx')j trois expressions analogues relalives aux x', [Dans certains cas, il peut être nécessaire d'iniroduire une arbitraire a dans les premiers membres des équations (18) : cette arbitraire sera considérée comme une fonction à déterminer des variables x,^ Avant de voir comment on exprime que les équations précédentes sont compatibles, montrons rapidement comment, en général, on obtiendrait un système analogue dans le cas de variétés à n dimensions.
On chercherait une décomposition canonique pour les formes F et G4 {voir n** 3), et les formes F' et G'^ relatives aux deux variélés. En général, on obtiendrait d'abord des équations de la forme
puis des équations de la forme
( 20 ) 2 bij ( dxi oxj — dxj èxi ) = ^ b'ij ( dx'i a^; - dx'j èx\ ) ,
dont le nombre dépendrait de la nature algébrique des formes considérées. On chercherait ajors à ramener simultanément à une forme canonique l'une des formes bilinéaires précédentes
2, bij ( dxî Sxj — dxj $Xi ),
et la forme biUnéaire
à dxfg
ce qui donnerart n équations de la forme (i8), où pourraient cette fois figurer plusieurs fonctions a, p, ... des lettres x, fonctions qui resteraient à déterminer. On simplifierait, bien entendu, les équations obtenues en tenant compte des équations (19) et des équations de la forme (20) laissées de côté.
En résumé, des opérations algébriques, plus ou moins compliquées suivant les cas, et des dérivations ramènent la recherche de la transformation de passage à l'étude d'un système composé : i** de n équations linéaires aux différentielles
totales
li{dœ) — ri{dx');
a*' d'équations de la forme
Pour étudier la compatibilité d'un pareil système sans rien lui enlever de sa symétrie par rapport aux deux multiplicités, on pourrait utiliser les covarianls bilinéaires des li[dx) et des l\{dx). Mais il serait plus simple de ramener l'étude de ce système à celle d'un système d'équations linéaires aux dérivées partielles (où la symétrie serait conservée) en se servant d'une notion qui sera expliquée plus loin : la notion de systèmes associés d'expressions de Pfaff et de transformations infinitésimales {voir Cliap. IV, n" 23).
REPRÉSENTATION CONFORME DES VARIÉTÉS A TROIS DIMENSIONS
14. Étant données deux variétés à n dimensions, x^ ds'^] x\ ds'^^ nous dirons qu'il est possible d'effectuer une représentation conforme de l'une de ces variétés sur l'autre, s'il est possible de déterminer un facteur p(^i, :r2, ..., ^/i), de telle sorte que les variétés x, p^ds^; x\ ds'^ soient applicables. En se reportant aux formules qui servent à définir les angles relatifs à une forme quadratique de différentielles (*), on vérifie sans peine que la transformation de passage de la
(*) Celte notion est due à M. Beltrami. Voir Darboux, Leçons sur la Théorie des surfaces, t. II, p. 5oo.
variété x, p^ ds^ à la variété ^', rf^'^ transforme les angles relatifs à ds^ dans les angles des éléments homologues de la variété x\ ds^'^. On peut dire encore que la transformation de passage conservé la similitude des éléments infiniment petits des variétés x, ds^ et x' , ds'^^^ ce qui explique le mot de représentation conforme. Nous allons donner le moyen de reconnaître s'il est possible d'effectuer une représentation conforme de deux variétés à trois dimensions l'une sur l'autre, et la manière d'obtenir alors la transformation de passage. Nous examinerons d'abord le cas où l'une des variétés données est euclidienne. Cela nous conduit à certains covariants qui permettent de ramener le problème général de la représentation conforme à celui de l'application.
13. Dire que la variété définie par X|, x*^^ x^ et ( I ) ds^ ■= ^ Œij dxi dxj
est susceptible d'une représentation conforme sur V espace euclidien, c'est dire qu'il est possible de déterminer un facteur p(^i,^2,^3), de telle sorte que la variété x^y X2j ^3, p^ ds^ soit à courbure totale nulle. Nous poserons
Nous aurons un système S d'équations aux dérivées partielles pour déterminer p en écrivant que le covariant Gj| de la variété x^ d(T^ est identiquement nul. La condition nécessaire et suffisante pour que le problème soit possible est que le système S soit compatible.
Il est aisé de voir que, de toute solution du système S, on peut déduire une nouvelle solution dépendant de quatre constantes arbitraires. En effet, la variété x, da^ est applicable sur la variété x\^ x'^, ^3, dx^ -\- dx^ •■\- dx^ , Cette dernière variété est susceptible d'une infinité de représentations conformes sur elle-même. D'une façon plus précise, posons
^7i, a2, ^3 et k désignant des constantes arbitraires. Les variétés
œ', B{x')(dx\*-hdx,\-hdx',^) et /, dy\^ -^ dy'^ -^ dy^ sont applicables ('). Remplaçons dans %{x') les x' à l'aide d'une transformation
{*) Voir, à ce sujet, un Mémoire de M. Darboux { Annales de l^École Normale, a' série, i. VU; 1878).
de passage de la variélé x', dx"^ -|- dx^ -f- dx'^ à la variété x^ dv^ ; désignons
par B(j?) la fonclion obtenue. Il est évident que pO ' dépend de quatre constantes arbitraires et se trouve, comme p, solution du système S.
Du moment que la solution générale du système S, supposé compatible, doit dépendre de constantes arbitraires, on doit pouvoir tirer de S et des équations obtenues par dérivation, l'expression des dérivées d'un certain ordre [jl de la fonction p, en fonction des dérivées d'ordre moindre. On peut prévoir d'ailleurs que jjl est égal à 2. C'est ce que nous allons constater directement.
16. Désignons par 5l/y les coefficients du cova riant G4 altaché à dv^ (la lettre «vl>iy étant réservée, comme au n** 5, aux coefficients du covariant G4 de ds^).
Développons /St/y en mettant en évidence les termes contenant les dérivées secondes de p^ il vient
les termes non écrits contenant au plus les dérivées premières de p. Les autres expressions 3^ij se déduisent des précédentes par permutations circulaires des indices i, 2, 3. On peut former des combinaisons linéaires et homogènes des 2iij ne contenant chacune qu'une dérivée seconde de p. Conservons, en effet, les notations du Chapitre I et ajoutons-leur les suivantes :
(3) P^z^a/yûf/y («,y = I,3, 3),
A,. = -4[aip^»„a„+A„a..-A,.a.,_A,.A.],
Aji — "TA "T" ^ ^33'^li Ajî3j3 4- 2A23^2S •
Définissons d'une manière analogue Aai, A^a et A22, A38, en effectuant une permutation circulaire des indices i, 2, 3 dans les formules précédentes. Il est aisé de vérifier que
s ^' à'-p , '-^ P dxi àxj ' * ' '
les termes non écrits ne contenant pas les dérivées secondes de p. Le système S est composé, par définition, des six équations
Mais il résulte de ce qui précède que ces équations peuvent être remplacées par les suivantes
et nous avons bien le résultat annoncé an numéro précédent.
Nous allons effectuer un changement de fonction dans le système S. Remarquons, à cet effet, que les 5l/y sont fonctions homogènes de p et de ses dérivées des deux premiers ordres, le degré d'homogénéité étant 2. Par suite, les \ij sont fonctions homogènes de degré zéro de p et de ses dérivées; en
I dp d'autres termes, p ne figure dans les A/y que par des combinaisons telles que - •^—
et - ^ '
p dxidxj
Nous prendrons, comme nouvelle fonction inconnue,
R = logp, ce qui donne
làp__ù^ I à^p __ (?»R ôR ôR,
p dxi ÔJCi p dxidxj ôxidxj dxi dx^
nous désignerons encore par les mêmes lettres Aij le résultat de cette substitution dans les expressions (3). La fonction inconnue Rne figure dans les équations (5) que par ses dérivées partielles des deux premiers ordres.
Le système (5) doit admettre une solution dépendant de quatre paramètres arbitraires; par suite, en verlu de théorèmes connus sur les systèmes différentiels, il ne doit donner, par dérivation, aucune équation noiivelle. Les conditions de compatibilité de ce système s'expriment donc par des relations entre les coefficients de ds^ et de leurs dérivées. Si ces conditions sont remplies, on aura R et par suite p, par Tintégration d'un système d'équations différentielles ordinaires. Une fois que l'on connaîtra une valeur de p, on déterminera la transformation de passage de la variété correspondante Xy dfj^ à la variété x\ dx^ -\- dx^ -\- dx"^ ^ d'après les méthodes connues.
17. Nous allons donner, sous forme explicite, les conditions de compatibilité du système (5). Nous examinerons d'abord un cas particulier, le résultat s'étendra ensuite au cas général.
Supposons que ds*^ soit de la forme
(6) t/5» - B î dx\ 4- BJ dx\ -+- BJ dx\.
En d'autres termes, imaginons que les surfaces
^i = const., ^, rr: const., jr3 = consl.
forment un système triple orthogonal relativement à ds-.
Signalons d'abord les expressions suivantes des symboles à trois indices de Christoffel :
ik )
! — o (si les trois indices sont différents),
il) B, (?B, .._. ^
On trouve ensuite les formules suivantes :
'ïj ^^ dir^dx:^ B, dx^ ôx^ B3 dx^ àx^J'
les formules donnant les autres Xij se déduisent de celles-ci par permutation circulaire des indices i , 2, 3. On retrouve bien les équations classiques de Lamé ( ' ) en égalant à zéro les expressions précédentes.
On obtient les JSt/y en remplaçant dans les formules (8) B/ par pB/, et les formules des A/y donnent alors, tous calculs faits,
'' " dx\ l \(JxJ "^ 2 BJ \âxj "^ 2 BJ \dxj
_J!_àB^àR B^^^ B^^_^ g, B, ^^^1 Bi Oxi âx^ BJ àxi ôxx BJ dx^ dx^ 2 B1B3'
*' dXfÔT^ âxi ôxz Bj ôx^ ôxx B3 âx^ âx^ *^' où Ton a posé, pour plus de simplicité,
«1 =: — aiBi-hasBj-l- a^B^.
Les autres A/y ont des expressions analogues. Les conditions de compatibilité
(*) Coordonnées curvilignes, p. 76.
du sj'slème
s'oblienncnl en égalant les diverses valeurs des dérivées troisièmes de R obtenues en dérivant les équations (5), puis en remplaçant, dans les relations obtenues, les dérivées secondes à l'aide des équations (5). Les conditions obtenues peuvent être mises sous la forme suivante :
(lO) A,.(,o — O (/•, 5, ^ =::l,'2,3),
en posant
11 est facile de vérifier que les expressions Ar^st) ne dépendent plus de R. En résumé, les relations (lo) sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que la variété proposée soit susceptible d^une représentation conforme dans r espace euclidien,
i8. Avant d'aborder le cas général, observons que, dans une variété à trois dimensions, il existe toujours des systèmes triples orthogonaux par rapport à la forme fondamentale. En effet, on peut toujours, par un changement de variables, ramener le ds^ à ne contenir l'une des différentielles que par son seul carré (*). Par un raisonnement analogue à celui de M. Darboux pour l'espace euclidien (^), on peut alors appliquer les ihéorèmcs de Cauchy aux équations aux dérivées partielles des systèmes triples orthogonaux de la variété considérée et établir l'existence de pareils systèmes. On pourra donc toujours ramener par un changement de variables le ds'^ d'une variété à trois dimensions à la forme (6).
Désignons toujours par
( I ) ds^^=^^^ afj dxi dxj
les ds' de la variété donnée, que nous supposons maintenant de forme quelconque. Conservons, d'une façon générale, les notations précédemment adoptées à une exception près : la lettre R représentera maintenant une fonction arbitraire des
(1) Darboux, Leçons sur la Théorie des sur/aces, t. II, p. 5o5. Le raisonnement fait à cet endroit suppose le ds^ défini positif, mais on peut démontrer la proposition pour un ds^ quelconque, à discriminant non nul.
(*) Leçons sur les systèmes triples orthogonaux et les coordonnées curviligneSy t. I, Chap. I.
SUK LES VARIETES A TUOIS DHIENSIONS.
variables x. Nous emploierons lesletlres accentuées x\ r/^^, A^^, 5t^ , A^^, R', . . ., pour désigner les éléments homologues de x^ arst ^rsy 3iijy ^pqt I^» • • •? dans une variété x' y ds'^ déduite de x, ds^ par un changement de variables quelconque. Les Apg s'expriment linéairement en fonction des 5l/y ; ceux-ci s'expriment linéairement en fonction des 3^[j et, par suite, des A' . Donc les A^^ se déduisent des A' par une substitution linéaire homogène dont il est facile de déterminer les coefficients. En effet, R étant arbitraire, les coefficients des A' , dans les expressions des \rs en fonction des A' , sont visiblement ceux des dérivées
secondes > ^ / dans l'expression de -z — - — en fonction des dérivées premières
et secondes de R'. On peut énoncer ce résultat sous la forme suivante :
La forme quadratique (*) de différentielles
(12) \{dx) =2 ^^XpfjdXpdXfj
est un covariant de ds*^.
Nous avons vu (n° A) que tout covariant de différentielles attaché à ds'^ donne, par dérivatian, un covariant nouveau (*). Appliquons ce résultat à A(rfjc). En posant
le nouveau covariant obtenu est
( 1 4 ) ^^ {dx^ dx, Dx ) = ^ ^kuj) ^^k{dxi dxj — dxj dxi),
La sommation s'étend aux valeurs i , '2, 3 de l'indice Â', et aux combinaisons sans répétition
des indices i, 2, 3 pris deux à deux.
Dans le cas de la forme (6) les coefficients de ce covariant C coïncident entièrement avec les fonctions Ar(st) définies au n° 17. Mais nous pouvons supposer que ds'^ a la forme (6). Les fonctions A^|,,j et le covariant G' ne dépendent pas de R'. La transformation de passage de a:', d^^ à x, ds^ change R' en R, et le covariant C dans le covariant C. Donc :
Le covariant C{dx, ojc, D^) ne dépend pas de la fonction arbitraire K.
(*) La relation A;,^^ = Kqp résulte immédiatement des équations (3) de définition de A^,,,. (') Pour le cas particulier qui nous occupe, voir Bianciii, Lezioni dl Geometria differenziale, Chap. H, p. 53.
Les propriétés d'invariance de C et les résultats du n" 17 nous perraellent ' d'énoncer encore la proposition suivante :
La condition nécessaire et siijffisante pour que la variété proposée puisse être représentée conformément sur l'espace euclidien est que le covariant C{dx, ùx^ Dx) soit identiquement nul.
Le premier problème que nous nous étions proposé est donc résolu.
19. Soit p une fonction des variables x; posons, comme précédemment,
d(i^=z p^ ds^.
Il résulte de ce qui précède que le covariant C est le môme pour les variétés x^ ds^ et x^ di^. Admettons, pour un instant, que l'on puisse former à Taide de C un in^Hiriant de rfcr^ qui, exprimé en fonction des coefficients de ds^ et de p, contienne en facteur une puissance de p. Nous pourrons disposer de p de façon que cet invariant, supposé différent de zéro, des^ienne égal à limité. A cette valeur de p correspond une variété x^ d<7^ bien déterminée, que nous désignerons par x^ rfS^, et que nous appellerons variété principale.
Soient maintenant x, ds^\ x\ ds'^ deux variétés données (*), pour lesquelles nt)us supposerons possible le problème de la représentation conforme. Soit r un facteur tel que les variétés x, r^ds^] x', ds'^ soient applicables. Désignons par h^ r- ds^ le rfS^ de la variété principale attachée à x^ ds^ ; par h' ce que devient h par la transformation de passage de x^ r- ds^ à x' , ds'^. Cette même transformation de passage transforme la variété principale x^ dS^ dans la variété x'^ h''^H^ ds'^; et, comme la valeur de l'invariant qui a servi à définir la variété principale ne change pas, la seconde variété x', h'^f^'^ ds'^ est aussi principale. On peut donc énoncer la proposition suivante :
Si deux variétés sont représentables conformément l'une sur l'autre, leurs variétés principales sont applicables et réciproquement.
Ce dernier point est évident.
20. Il nous reste à établir l'existence d'un invariant de drr* différent de zéro contenant en facteur une puissance de p. Nous supposerons pour cela ds^ défini positif .
Nous montrerons d'abord que le covariant C{dx^ ùx, Dx) peut être remplacé par un covariant bilinéaire équivalent.
(*) On remarquera que ds^^ a une autre signification qu'au numéro précédent.
En posant
Ui = djc^ 6x3 — cir^ àjCzf ^h = clx^ êx^ — dxi dx^f "3 ~~ dxi dx^ — cix^ ôx^ et
on peut écrire
^'kl A/.(î3), Cai A/,.(3,), L^3 Vx-(i2),
C(clx, Sx, Dx) = ^Q-/ Dj?x-W|.
On vérifie aisénienl que les deux expressions
sont des covarianls de rfo*^. (Rappelons que A représente le discriminanl de ds'-»)
Nous pouvons en conclure que les expressions — — -r-z — subissent, par un chan-
p* y A ^ dXi
gement de variables, la même substitution linéaire que les «/, et que, par conséquent, ]a forme bilinéaire
est un covariant de d'j'^. Le covariant analogue, relatif à ds^, est manifestement W(dx^ Dx), 11 est évident d'ailleurs que ^ ne s^ annule identiquement que lorsque C est identiquement nuL
Les deux séries de variables dx^ D.r, de la forme W subissant, par im changement de variables, la même substitution linéaire, nous sommes conduits à considérer les formes suivantes, que l'on obtient en échangeant les variables dx^ Do:, ajoutant et retranchant les résultats obtenus :
- V{dx, Dx) = — W{d^, Dx) 4- — ^F(Dx, dx),
-Cj{dx, \)x) — —W{dx, \)x)— —W{\)x, dx).
Si Ton pose
^=2yiAû^^iDxA,
ik
3o É. COTTON.
on aura
irs I
lit
{\{dx, \)x) —^^ {yik— y Ai) dxi Dxf,.
ik
Nous voyons ainsi que F est la forme polaire de la forme quadratique
<i>{dx) ^-^ - {yu-^ yik) dxidxf,,
ik
el que l'on a l'idenlilé
{j{dx, T^x) -h G(Dj7, dx) 1:= o.
Enfin l'idenlilé
montre que F et G ne sont identiquement nuls que lorsque W el, par suite, C sont identiquement nuls.
21. Nous pourrons donc remplacer G par V ensemble de la forme quadratique - ^{dx) et de la forme bilinéaire - G(dXf Dx),
Les fonctions symétriques élémentaires des racines de l'équation en \ obtenue
en annulant le discriminant de \d<j--\ — ^(dx) sont des invariants de la variété
Ghacune de ces fonctions contient en facteur une puissance de — j d'exposant
égal à son poids. Observons, de plus, que d^^ étant défini positif {dT- et <ï> sont
nécessairement à coefficients réels), les racines et les fonctions symétriques de
ces racines ne sont toutes nulles que dans le cas où ^ est identiquement nul.
Si ^ est différent de zéro, nous aurons au moins un invariant répondant à la
question. Si <ï> est nul, nous aurons recours à la forme -G(dx. Dx). Gombinons
P celte forme avec la forme polaire de rf-r^ ; nous obtenons une nouvelle équation
en X, en annulant le discriminant de
- >^ Dxi -rr-T h - Ci(dx, Dx ).
2 Jà^ * à dXi p ^ ^
Les fonctions symétriques des racines de cette équation présentent les mêmes propriétés d'invariance que celles de la précédente; elles contiennent aussi en
facteur une puissance de — • Il reste à voir dans quelles conditions ces fonctions
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symétriques sont toutes nulles. Pour cela, supposons d^- ramené, par un changement de variables, à la forme ^p'^By dx^^ l'équation en \ est alors
Pour que les racines de cette équation soient toutes nulles, il faut que Y^:, — Y32) Ysf — Yi3) Y»2 — T2» '^ soient, c'est-à-clire*<7«e G soit identiquement nul. Or, si ^ et G sont nuls tous deux il en est de même de C{dx, ox^ Dx),
En résumé :
Etant donnée une variété à trois dimensions et à ds^ défini positif, il est toujours possible, soit de la représenter conformément sur l* espace euclidien , soit de lui adjoindre une variété principale,
22. Le problème de la représentation conforme paraît se compliquer dès que Ton suppose les variétés données à plus de trois dimensions, ainsi que nous allons l'indiquer sur un cas particulier.
Supposons que l'on ait une variété à n dimensions (/i >> 3) x^ ds* dont le dsait la forme particulière
( 1 5 ) ds* = \] B* dxf (i^=: i, 2, . . . , « ),
étudiée par M. Darboux (*). Si Ton veut chercher les conditions pour que la variété précédente soit représentable conformément sur l'espace euclidien à n dimensions, c'est-à-dire sur l'espace x\^ x[^^ . . ., x^^^ ds''^
(16) ds'' = ^dx\\
on procède de la façon suivante : On considère la variété Xy d<T*, en posant
(17) d(j^=p^dsK
M. Darboux, dans le Mémoire cité, a donné les conditions pour qu'une variété dont le ds'^ a la forme (i5) soit euclidienne. On peut appliquer ces conditions à • la variété x, d<j'^y puisque rfo-^ est de la forjue voulue. On obtient ainsi un système \^ d'équations aux dérivées partielles du second ordre qui doit donner la fonction p. On peut encore prendre R = logp comme fonction inconnue dans le système 7,»
(ï) Annales de l*École Normale, 1^ série, t. VII; 1878.
Ce système V est alors analogue au système S du n"* lo; mais il en diffère, si n
est supérieur à trois, par le fait suivant : On peut résoudre ^^ de différentes
façons par rapport aux dérivées secondes de R. En égalant les valeurs trouvées, on obtient une première série de conditions de compatibilité oit ne figurent que les coefficients du ds^ et leurs dérivées d'ordre inférieur ou égal à deux, H est inutile décrire ici ces conditions.
Si ces conditions se trouvent satisfaites, ^ donne un système de valeurs bien
déterminées pour les dérivées secondes de R. Égalant alors les diverses valeurs des dérivées troisièmes de R, obtenues par dérivation des valeurs trouvées pour les dérivées secondes, tenant compte des équations précédentes, on obtient une seconde série de conditions de compatibilité où figurent les dérivées des trois premiers ordres des coefficients de ds^. Les deux séries de conditions sont nécessaires et suffisantes pour que la variété donnée soit représentable conformément sur l'espace euclidien à n dimensions.
Considérons maintenant un ds^ de la forme (i5) pour lequel les premières des conditions précédentes sont seules satisfaites. 11 est évident que Ton pourrait, comme précédemment, définir un covariant cubique, à trois systèmes de différentielles, commun à toutes les variétés x^ p^ds^^ p étant fonction quelconque des variables x. Il est probable que ce covariant permettrait de définir encore une variété principale; mais Tétude algébrique du problème devient évidemment plus compliquée que pour le cas de n = 'd. A fortiori, en serait-il de même pour les variétés quelconques dont le ds^ peut prendre la forme (i5); et plus encore pour les variétés à ds^ absolument quelconque. En effet, le théorème du n° 18 ne peut pas se généraliser pour une variété à plus de trois dimensions. Il faudrait alors commencer par étudier directement les équations obtenues en égalant à zéro les coefficients du covariant G^ de Christoffel relatif à la variété x, rfo-^, ce dont nous avons pu nous dispenser dans le cas de trois variables.
DE CERTAINS GROUPES
23. Considérons, dans la multiplicité ^4, Xa, . . ., x,i, n expressions de Pfaff (i) liidx)=z'^lij{Xi, ^j, ,.,,Xn)dxj {i,j = i, 2, ..., n).
Nous supposerons que ces expressions considérées comme formes linéaires des difTérentielies dxj sont linéairement indépendantes. On peut alors résoudre les relations (i) par rapport aux différentielles dxj et, par suite, exprimer la différentielle df d'une fonction quelconque des variables x en fonction linéaire et homogène des l{dx)y et cela d'une seule façon. Soit
(2) df='^li{dx)Ai/.
Les A// sont des formes linéaires indépendantes des dérivées de/; nous les considérerons comme les symboles de n transformations infinitésimales ainsi ASSOCIÉES aux expressions de Pfaff données.
Inversement, on peut se donner à l'avance n transformations infinitésimales, dont les symboles soient des formes linéaires indépendantes des dérivées de/, et leur associer, par la relation (2), n expressions de Pfaff //(rfj?).
Il est bien évident que deux systèmes associés d'expressions de Pfaff et de transformations infinitésimales restent associés après un changement de variables quelconque.
Nous ferons deux applications particulières de cette remarque.
En premier lieu, nous compléterons une proposition établie à la fin du Chapitre II (n® 13). Nous avons démontré, à cet endroit, que la transformation de passage d'une variété x^ ds^^ en une autre x\ ds'^^ devrait satisfaire à un système d'équations aux différentielles totales de la forme
(3) li{dx)=^ l'i{dx') (f = I, 2, . . ., «),
que l'on obtient par des opérations algébriques et des dérivations. Désignons par/ et y deux fonctions dépendant la première des variables x^ la seconde des variables x''y supposons que y et y"' se correspondent par la transformation de passage. Soient A// et A'^f les systèmes d'expressions de Pfaff associés respectivement aux li(dx) et aux l'-(dx'). La transformation de passage doit satisfaire au système d'équations linéaires aux dérivées partielles
équivalent au système (3). On remarque bien, comme nous l'avions annoncé, que le système (4) est symétrique par rapport aux deux variétés. On compléterait l'étude du système (4) comme dans le cas de trois variables.
Imaginons, en second lieu, que nous ayons un changement de variables transformant en elles-mêmes les expressions de Pfaff : il transformera aussi en elles-mêmes les transformations infinitésimales associées. Si le changement C. 5
de variables correspond à une transformation infinitésimale d'un groupe à un paramètre, la proposition précédente prend une forme intéressante, que nous allons établir analyliquement au numéro suivant.
Soit (5) X/i
une transformation infinitésimale quelconque de la multiplicité ;ri,a;2, ..> ^n- Prolongeons (*) X/, la transformation obtenue
est relative à la multiplicité à 2/1 dimensions Xi^ dxi. Dans Fidentité
(7) dXf(x) = K^')d/ix),
exprimons les différentielles rfX/et df au moyen de (2), l'identité obtenue peut s'écrire
(8) ^ln(dx)iAn\)/^^Akf'S.<'> Ik(dx).
Supposons tous les X^*^ l/t(dx) nuls; autrement dit, supposons que les lk{dx) admettent la transformation X^^^F (on dit aussi admettent la transformation Xy), le second membre de l'identité précédente se réduit à zéro, et, par suite, tous les crochets (AAX)/sonl nuls. En résumé :
Si les expressions de Pfaff l{dx) admettent la transformation X/*, les transformations infinitésimales associées sont échangeables avec ILf et réciproquement,
(La réciproque est vraie parce que tous les kf ne peuvent être nuls en même temps.)
La proposition précédente ramène la recherche des systèmes (i) d'expressions de PfafT invariantes vis-à-vis des transformations d'un groupe G donné, à celle des transformations infinitésimales échangeables avec celles du groupe G. Ce dernier problème est bien connu (^) et nous conduit aux propositions suivantes :
Soient X,/ les transformations infinitésimales d'un groupe G, nous suppo-
(*) Lie-Engel, Transformations gruppen y I, Gh. 23. (*) Lie-Engel, Tr ans for mations gruppen, I, p. 376.
serons qu'il n^ existe entre elles aucune relation de la forme
(9) ^9ii^u ^î, •.., ^/i)X,/=o.
Il existe alors une infinité de transformations infinitésimales échangeables avec celles de G. Choisissons /i de ces transformations de façon que leurs symboles A^/ soient formes linéaires indépendantes des dérivées de /. Les expressions de Pfaff lk{dx) associées aux h,fff à l'aide de (2) sont invariantes vis-à-vis des transformations de G.
11 j a une inGnité de systèmes de n transformations infinitésimales L//, fc/rnïes indépendantes des dérivées de f et échangeables avec celles de G. L'un quelconque de ces systèmes se déduit du système choisi Kkf par une substitution linéaire à déterminant non nul, les coefficients de la substitution étant des invariants de G. D'ailleurs, à toute substitution linéaire effectuée sur les Aa/ correspond une substitution linéaire effectuée sur les expressions de Pfaff associées. Par suite :
// existe une infinité de systèmes de n expressions de Pfaff invariantes vis'à-vis des transformations d'un groupe G de V espèce indiquée. Tous ces systèmes s'obtiennent à partir de l'un d'entre eux par des substitutions linéaires à déterminant non nul, dont les coefficients sont des invariants de G.
Nous dirons que ces divers systèmes sont équivalents.
Inversement, en effectuant, sur un système d'expressions de Pfaff /^(t/a:) invariantes vis-à-vis de G, une pareille substitution, on obtient encore un système de n expressions de Pfaff invariantes vis-à-vis de G.
25. Considérons une forme de différentielles F(;r, dx) invariante par les transformations du groupe G. Nous pouvons y prendre comme nouvelles variables les expressions de Pfaff /(rf:r) précédemment définies. Il suffît de résoudre les équations (i) par rapport aux différentielles (ce qui est possible puisque les l(dx) sont linéairement indépendantes) et de porter les valeurs trouvées dans F(x, dx). On obtient ainsi une forme
^[x, l{dx)]= 2 A.ij^...,p{Xi,Xi, ..,, xjli{dx)lj{dx) ... lp{dx).
hh
La condition nécessaire et suffisante pour que ^ soit invariante vis-à-vis de G s'obtient en écrivant que X^*^^ est nul, X^^^F étant la transformation prolongée d'une transformation arbitraire Xy du groupe G. Or, X^*^ lk{dx) est nul quel que soit k. De plus, les A ne contenant pas les différentielles,. les deux exprès-
sions X^*^ A et XA sont identiques. On doit donc avoir
\(^)^= 2 XA,,y pli(dx)lj{dx)...lp{dx) = 0.
Cette identité ne peut avoir lieu que si tous les XA sont nuls, c'est-à-dire si les A sont invariants de G. Donc :
Toute forme de différentielles invariante vis-à-vis de G est une forme des variables l{dx), les coefficients de cette dernière forme étant des invariants de G.
La réciproque de cette proposition est évidemment vraie.
On démontrerait, d'une manière analogue, qu'une forme F(;r, dxy 8x, . . •) de plusieurs systèmes rf, 8, ... de différentielles des variables x^ invariante vis-à-vis de G, s'exprime en fonction des systèmes correspondants l{dx)y /(8jj), ... et des invariants de G.
On établit aisément, d'une façon directe^ la proposition suivante, en quelque sorte corrélative de la précédente :
Un paramètre différentiel du groupe G s^ exprime en fonction des transformations infinitésimales Af(f échangeables avec celles de G et des invariants de G.
Remarquons enfîn que, si G est transitif {W est alors simplement transitif) les invariants précédents sont des constantes.
26. Le groupe G satisfaisant aux conditions du n° 24, étant ramené à une forme choisie comme forme canonique, on déterminera les formes l{dx). Il est naturel de prendre ces formes aussi simples que possible; mais, ce choix fait, on peut encore, par un changement de variables convenable, modifier les formes de différentielles invariantes vis-à-vis de G, et cela sans changer la forme adoptée pour les transformations de G, ainsi que nous allons l'expliquer.
Désignons par
(lo) ^if = ^iij{^u -ï^î» .... -^n)-^
les transformations infinitésimales de G, et par li(dx) les expressions de Pfaff choisies, invariantes vis-à-vis de G. 11 existe des changements de variables
(il) '^« = 9«('^i> «^1» • • •> -^Ii)»
transformant le groupe G en un groupe G' relatif à la multiplicité x' et admettant
pour transformations infinitésimales
les fonctions i/y étant les mêmes que plus haut. Les transformations (ii) jouissant des propriétés précédentes forment un groupe (fini ou infini) que nous appellerons H. H est le plus grand groupe admettant G comme sous-groupe invariant (*); et l'on sait que les équations finies (ii) de H s'obtiennent par l'intégration de systèmes complets.
La substitution (ii) transforme les expressions lfi{dx) en des expressions de Pfaff 'k/t{dx') invariantes vis-à-vis de G'. Et il est bien évident alors que les \h{dx') sont fonctions linéaires àesl'f^^dx') déduits des l/t(dx) par le changement de x^, X2, • . ., Xn en x\^ x^^f , . ., x'^. Nous aurons donc
(i3) l,{dx) = Mclx') = ^aiH{l') Inidx').
Les oLij sont fonctions des invariants V de G' et restent, dans une certaine mesure, arbitraires tant que la transformation (11) n'est pas complètement déterminée. On peut, dans tous les cas, obtenir les a par l'intégration de systèmes complets; puisque l'on peut obtenir ainsi les transformations (11). Mais, si Ton veut simplement obtenir les a indépendamment des équations (11), on peut, dans certains cas, procéder algébriquement.
Cette circonstance se présente si G est transitif. Aux systèmes d'expressions de Pfaff l(dx)j X(ûte'), l'(dx') invariantes vis-à-vis de G ou de G', sont associés des systèmes bien déterminés de transformations infinitésimales A/, Ly, A'/' des groupes Ç et (f réciproques de G et G'; et à la substitution
(»4) li(dx) = h{dx^)=^OLi^lH{dx')
correspond une substitution relative aux \f
(i5) Akf{^) = Uf'{x')^'^A,^A'f(x')
[/' désigne ce que devient f par la substitution (11)]. Dans les formules (i4) et (i5) les a et les A représentent des constantes (^). On peut déterminer directe-
(*) Lib-Engbl, Transformationsgrupperij Ab. I, p. 36i.
(*) Les substitutions (t4) et (i5) se déduisent facilement Tune de l'autre^ en observant que les li(dx) et les \j^f sont, en quelque sorte, des variables contra grédientes.
ment les A, d'après un théorème de M. Lie (*) : Les A sont les constante,s les plus générales telles que les constantes de structure soient les mêmes pour l^s \ukf et pour les til^^f, La détermination des A se fait bien algébriquement.
27. Les équations (i3) peuvent être considérées comme les équations d'un groupe linéaire et homogène S (dont les variables sont li^dx)). Donnons-nous maintenant une forme de différentielles F[/(rfj7)] invariante vis-à-vis de G. Nous pourrons toujours disposer des arbitraires contenues dans les formules (i3), de manière à transformer F[/(rf.^)] en une autre forme plus simple 4>[/'(rf^')]. Il faut alors distinguer deux cas : ou bien on peut choisir ^ de sorte que la substitution ramenant F à <I> soit déterminée entièrement; ou bien cela n'est pas possible. Dans ce dernier cas, quelle que soit la forme ^ choisie, la substitution (i3) ramenant F à ^ contient encore des arbitraires. 11 est bien évident alors que F admet les substitutions d'un groupe linéaire et homogène ï
détaché du groupe S. A ce groupe T correspond manifestement un groupe K, détaché du groupe H précédemment considéré. Le groupe G est alors un sousgroupe invariant du groupe K.
28. Les propositions précédentes suffisent pour la détermination des variétés à trois dimensions admettant un groupe continu, problème qui nous occupera plus loin. Nous indiquerons auparavant comment on peut utiliser ces propositions à la détermination des formes de différentielles invariantes vis-à-vis de groupes ne satisfaisant plus à la restriction du n^ 24. Soit F un pareil groupe. On peut toujours trouver un sous-groupe G de F, satisfaisant à la condition du n^ 24 (on prendra pour G un groupe aussi grand que possible). Désignons par X/ la transformation infinitésimale la plus générale de F, par 1^ les invariants de G supposés déterminés; supposons, en outre, que Ton ait un système d'expressions de Pfaff /A(rf-3?) invariantes vis-à-vis de G. Une forme de différentielles F[Ia, lk{dx)\ invariante vis-à-vis de G, le sera aussi vis-à-vis de F si l'on a
X(»)F[U, 4(rf:r)]=2^XI^-»-25|^''^'*('^^) = ^'
en désignant par X^^^ ?(<^> dx){di transformation obtenue en prolongeant la transformation infinitésimale arbitraire Xydu groupe F.
(*) Lie-Engel, T r ansfor mations g ruppen, Ab. I, p. 338 et 38i.
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Il est alors facile de voir que la détermination des formes invariantes vis-à-vis de r se ramène à l'intégration d'un système complet, dont les variables sont I^
VARIÉTÉS A TROIS DIMENSIONS ADMETTANT UN GROUPE CONTINU
29. Nous allons appliquer les résultats précédents à la détermination de types canoniques pour les variétés admettant un groupe continu de transformations en elles-mêmes. Nous ne traiterons entièrement le problème que pour les variétés à trois .dimensions. Dans ce cas particulier, M. Bianchi (*) a donné une solution complète pour les variétés à groupe réel, et à ds^ défini positif. Nous laisserons de côté ces restrictions; il serait, d'ailleurs, aisé de voir directement quelles modifications elles apporteraient aux résultats obtenus.
Considérons d'abord une variété quelconque Xtj x^y . . ., ^/i, ds^, admettant un groupe continu. Soit
une transformation infinitésimale de ce groupe, X^*^F(j;, dx) la transformation prolongée correspondante. On doit avoir l'identité
qui conduit à — équations du premier ordre auxquelles doivent satisfaire
les $ : équations données par M. Killing (^). Ce sont les équations de définition (^) du groupe de la variété. En les dérivant on peut obtenir des équations du second ordre que l'on peut résoudre par rapport aux dérivées secondes de Ç. Nous n'écrirons pas les formules de Killing; mais nous utiliserons les propositions suivantes qui en résultent immédiatement :
Le groupe de transformations d^une variété en elle-même n^ admet j amais de transformation infinitésimale d^ ordre égal ou supérieur à deux (*).
(*) Bianchi, Sugli spazi a tre dimensioni, etc. (Mémoires de la Société italienne des Sciences, série III, t. XI, p. 267.) (*) Killing, Ueber die Grundlagen der Géométrie (Journal de Crelle, t. 109, p. 121 ). (') Lie-Engel, Transfor mations gruppen y I, p. 184. (*) Ibid.y p. 191.
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Deux transformations infinitésimales du groupe de transformations d^une variété en elle-même ne peu\fent a^oir leurs trajectoires communes (*).
30. La première de ces remarques permettrait de simplifier la détermination des types possibles pour les groupes de transformations d'une variété en elle-même. On sait (2) qu'à tout groupe G d'une multiplicité x^y X2j ..., x„, et qu'à tout point P(^î, . . ., x^) de cette multiplicité est attaché un groupe linéaire et homogène r, indiquant comment G transforine les éléments linéaires passant par P. Si G est le groupe de transformations d'une variété en elle-même, F laisse invariante une forme quadratique à coefficients constants (P est fixé). On peut donc déterminer les formes possibles du groupe F. Cela fait, si G est transitif, un nombre fini d'opérations efTectuables et l'intégration d'équations différentielles ordinaires donneraient les symboles des transformations infinitésimales de G. Ce cas particulier de la détermination d'un groupe transitif est plus simple que le cas général, parce que l'on n'a pas à considérer de transformations infinitésimales d'ordre supérieur à un. C'est d'ailleurs la méthode employée par M. Lie dans ses recherches sur le problème de Riemann-Helmholtz ('). Nous pourrons nous dispenser de la recherche précédente dans le cas de trois variables.
Une fois connus les divers types possibles pour les transformations infinitésimales d'un groupe de transformations d'une variété en elle-même, on obtient les variétés correspondant à l'un de ces groupes de la façon suivante. On écrit que les équations de définition du groupe de la variété sont vérifiées par les transformations infinitésimales du groupe donné. En considérant les relations obtenues comme des équations aux. dérivées partielles, où les fonctions inconnues sont les coefficients du ds^, on obtient un système différentiel qu'il ne reste plus qu'à intégrer. C'est la méthode qu'a suivie M. Bianchi, en faisant usage, en outre, de considérations géométriques qui simplifient beaucoup l'étude du système diffé- ' rentiel précédent. M. Bianchi recherche d'abord les variétés correspondant aux groupes dont les transformations infinitésimales X.f sont formes linéaires indépendantes des dérivées de /. Dans ce cas, comme nous l'avons vu précédemment, l'intégration du système différentiel revient à la recherche des transformations infinitésimales échangeables avec celles du groupe donné.
31. Limitons-nous maintenant au cas de trois variables. Nous allons examiner les diverses hypothèses possibles {*) pour le groupe de transformations de la va-
(*) Bianchi, Mémoire cité, p. 27*2.
(*) Lie-Engel, Transf or mations gruppen, I, p. 6o3. (8) Lie-Engel, Transformationsgruppen, III, Chap. 17. (*) Voir les § 5 et 36 du Mémoire cité de M. Bianchi.
riété en elle-même. Rappelons que ce groupe est nécessairement fini et comprend au plus si^ paramètres.
Si le groupe en question, que nous désignerons par G, n'est pas continu (se réduit, par exemple, à la transformation identique) les coefficients du ds^ peuvent être des fonctions quelconques des variables Xt, X21 oc^\ mais on peut toujours, et d'une infinité de façons, trouver un changement de variables ramenant le ds^ à ne contenir que les carrés des différentielles (*).
Si G est à un paramètre, on a, de suite, un type canonique pour la transformation infinitésimale G et la méthode du Chapitre IV (n^ 25) est applicable.
Si G est à deux paramètres, on peut le considérer comme engendré par deux transformations infinitésimales Xj/, X2/. Ces deux transformations infinitésimales ne peuvent avoir leurs trajectoires communes, et, par suite, X</, Xj/ sont formes linéaires indépendantes des dérivées de f. Ayant choisi des formes canoniques pour X</, Xq/, on aura les ds^ des variétés correspondantes par la méthode du n*» 25.
Si G est à trois paramètres, il faut distinguer deux cas. Si G est intransitif, on considère un sous-groupe à deux paramètres de G (on sait qu'il existe toujours). On est alors conduit à rechercher dans quels cas les ds^ précédemment trouvés, donnés par un groupe à deux paramètres, admettent un groupe plus grand. Si G est transitif, il est simplement transitif; on détermine des types canoniques auxquels on peut ramener de pareils groupes; et à chacun de ces types on applique la méthode précédemment indiquée (n® 25).
Enfin le cas où G est à plus de trois paramètres se ramène aux précédents. En effet, tout groupe à plus de trois paramètres admet des sous-groupes à trois paramètres. On cherchera donc dans quels cas les ds^ précédemment trouvés admettent des groupes à plus de trois paramètres.
Nous avons conservé cet ordre pour l'exposition des résultats trouvés. Pour tous les groupes dont les transformations infinitésimales Xy*sont formes linéaires indépendantes des dérivées de f nous indiquons le système choisi pour les formes l{dx) et la substitution S correspondante. (Voir Chapitre précédent, n*»- 26 et 27.)
Groupes intransitifs.
32. On peut prendre pour forme canonique de la transformation infinitésimale d'un groupe à un paramètre
Le groupe correspondant laisse invariantes les fonctions des variables ^2? ^3 ^t
(») Fot> Ghap. III, n» 18.
les formes
Les ds^ correspondants sont donc réductibles à la forme canonique I ^ ^ij ( ^î> -^8 ) dxi dxj,
que Ton pourrait simplifier encore à Taide de la substitution (*)
les cp étant fonctions quelconques de 0:2, ^s, c une constante arbitraire.
Les groupes intransitifs à deux paramètres n^admettant qu'un seul invariant sont semblables (^) soit au groupe engendré par
soit au groupe engendré par
Les deux groupes précédents admettent Xi comme invariant. A Ta on peut faire correspondre les formes
Lj /,• ( dx ) =1 dxf,
et la substitution
les f sont fonctions arbitraires de. 27 1 seul; les a sont des constantes arbitraires. Une forme quadratique des variables /|, /a, /a, dont les coefficients sont fonction de Xt seul constitue le ds'^ d'une variété admettant le groupe T2. Les substitutions S^ permettent de réduire une pareille forme à l'un des types canoniques suivants :
II dx]-h a^^dx]-^ ^a^idXfdx^-haadxl,
ir a{dx2-h bdXfY-^- ^àdxidx^;
les lettres a et b désignent des fonctions de x^.
On s'assure, de même, que l'on peut faire correspondre à T3 les formes inva-
(*) Nous écrirons toujours de cette façon abrégée les substitutions S; nous supprimons, en outre, les accents des seconds membres des équations (i3) du n** 26. (*) Voir Lie-Engel, Transformations g ruppen, Ab. I, Ghap. XfX.
riantes
Ls l^[dx)-=:dxxf l^{dx) zzzdxij l^{dx):=.dxi — x^dx^,
el la substitution ( * )
?' /, '{^ désignent des fonctions arbitraires de a;<; 'f', *y^', tj^', leurs dérivées. On vérifie aisément que le ds^ d'une variété correspondant au groupe étudié peut être ramené à Tune des formes canoniques
111 dx\ -T- a,j dxl -H 2 «j, dxi{dx^ — x^ dx^) H- a^^ ( dx^ — X3 dx^ )^,
III' a(dx^ — x^dx^Y-\- 2 dx^[dx^-\- hi^dx^ — x^dx^)\,
\\V adx\-\- idx^{dxz— x^dx^-k- bdx^);
les lettres a et b désignent des fonctions de x^ .
33. Il nous faut maintenant rechercher dans quels cas les ds^ donnés par les deux groupes précédents admettent un groupe intransitif à plus de deux paramètres. Nous observerons, pour cela, qu'un groupe laissant invariants à la fois x^ et ds^ laisse aussi invariants dx^ et le covariant quadratique if(Xi^dx), attaché à Xi et ds^ (défini au Chap. I, n® 4.) De l'ensemble de formes ds^, ?('^*> dx), dxt nous pourrons, en général, tirer un système de trois expressions de PfafT invariantes, équivalent au système L2 ou au système L3 suivant le ds^ dont on est parti. Il est alors aisé de voir que le groupe dont on est parti est le groupe le plus général, laissant Xi et ds^ invariants. Si, au contraire, l'ensemble ds^^ o{xiydx), dXi ne donne pas un système de trois expressions de PfalT, il peut arriver que l'on ait un groupe à plus de deux* paramètres laissant invariants ^1 et ds^.
Le calcul des formes c5(a?i, dx) n'offre aucune difficulté et conduit aux résultats suivants.
Pour le ds^ désigné par II, on a
(i) <?(-2^i> ^«27) = a'jj dx\ •+- 2aj3 dXidx^-\' a'j, dx\^
les lettres accentuées désignant les dérivées des fondions correspondantes de x^.
(^) Pour déterminer S3, on a cherché directement les changements de variables de la forme a7i=oi(iF'| ), a?î=cpj(jr', ,37,, ar'j), Xi= ^i{x\,x\^x'^)^ transformant -p-^ ^'^"a ^" ^^^ combinaisons linéaires à coefficients constants de -r^> e^« t^'
Considérons, avec celte forme, l'expression
(2) ds^—dx\ :=.attdx\ H- lat^dx^ dxi'\' ai^dx\.
L'ensemble des deux formes (i), (2) et de dx^ donne un ensemble de trois expressions de PfafT équivalent (*) à Tensemble L^, sauf dans le cas où «22? ^23? ^33 s^°^ proportionnels à «22» ^28> «33> c'est-à-dire lorsque les rapports mutuels des a sont des constantes. On peut alors, par une substitution convenable S2, ramener ds^ à la forme
IV dx\ 4- a{x^){dx\ -\- dx\)^
qui admet manifestement le groupe à trois paramètres engendré par
On trouve, pour le ds^^ IF,
9(j?i, dx) 1= ab^dx^-^ bdx^)dxx,
et Ton en conclut aisément que si b' n'est pas nul, IF n'admet que le groupe Tj. Si b' est nul, b est une constante que l'on réduit à zéro par une substitution Sj ; on ramène alors, par un changement de variables, ds^ à la forme
V a{xx){dx\'{- ^dx^dx^), admettant le groupe engendré par
^' ^'-^-d^,' ^'J-d^,' ^'-^--^'^^ ^'dx,
Pour le rf^SlII,
<p(j?,, dx) r= a'jj dx\ -i- aa'jj dx^{dx^ — x^dx^) -h a'^^idx^ — x^dx^y.
Dans ce cas encore, ds^ n'admet un groupe à plus de deux paramètres que si les rapports mutuels des a sont des constantes. Dans ce cas, une substitution S» ramène ds^ à la forme
VI dx\ -H a{x^)[dx\ -\- {dx^— x^dx^y], admettant le groupe
(«) Voir Chap. JV, n° 24.
Pour les ds^, III' et IIF, on a respeclivement
9(^1, dx) ■=. a{dxi — x^ dx^Y-^- b{dxi — x^dx^) dx^y (^(xy, dx ) "=. dx^ dxi,
et l'on s'assure aisément que les ds^ considérés ne peuvent jamais admettre un groupe intransitif à plus de deux paramètres.
Groupes transitifs,
34. Avant d'examiner les différents types de groupes G simplement transitifs, indiquons une méthode pour déterminer les substitutions S (n** 27) correspondantes. Tout revient, comme on sait, à trouver les substitutions linéaires à coefiicients constants, qui, effectuées sur les transformations infinitésimales A// du groupe réciproque F, n'altèrent pas les constantes de structure.
En désignant par cm^ ces constantes, on a
Le groupe F élant à trois paramètres, on peut considérer, avec M. Lie (*), la forme bilinéaire
Soient
deux transformations infinitésimales de F, on a
en remplaçant M|, 1/2» Ws respectivement par a2P3 — ^3^2^ ^3^, — a,p8, a,p2 — ^tip\ • Exprimons les A// en fonction de trois autres transformations infinitésimales A'ff de F, •
et faisons correspondre aux constantes a et p des constantes a', p' telles que (*) Lie-Engel, Transformationsgrupperij Ab. III, p. 718.
Ton ait
Soit <ï>(w', i^') la forme bilinéaire correspondant aux A'. En remplaçant les ii comme précédemment, et, d'une façon analogue, u\ par a^p, — a, P'^, ..., on a évidemment
Mais il est facile de déterminer la substitution linéaire exprimant les u en fonction des u' et de remplacer alors l'identité (4) par la suivante,
F(A(p,A/) = <Ii(A'9,A7)|A|,
en désignant par | A | le déterminant de la substitution (3), parc une fonction quelconque différente de/. On conclut de là le résultat suivant : Les substitutions cherchées sont celles qui, effectuées simultanément sur les deux séries de variables de la forme F(A{p, A/), reproduisent celte forme multipliée parle déterminant de la substitution. De là résulte la règle suivante :
On détermine d'abord les substitutions (3) qui, effectuées sur les A/ et les Aç, transforment en elle-même F(Ay, x\/). La substitution cherchée est alors
Remarquons encore que si le discriminant de F(A'^, A/) n'est pas nul, | h\ est égal à ±:i,et que les substitutions cherchées transforment en elle-même, au signe près, la forme F(A-^, A/).
35. Les transformations infinitésimales d'un groupe simplement transitif à trois variables peuvent être ramenées à l'un des types (5), (7), T7, Tg, T9 exarninés plus loin.
Pour chacun de ces types, nous indiquons les transformations infinitésimales XJ choisies pour le groupe réciproque et la forme correspondante F(A'^, A/).
Le groupe
laisse invariantes les différentielles dxi. Les coefficients de la substitution S sont des constantes quelconques. On peut toujours ramener les ds^ correspondants
à la forme euclidienne
(6) ds' =: dx\ 4- dx\ -I- dx\.
Le groupe
(X,X,)=:(X,X,) = o, (X,X,) = X,/ conduit à
(8) l^(dx) =z dxi-h Xidx^f li{dx) =^dXif l^(dx) =^ — dx.^,
(9) S /i, /j, I3; «11^14- «ij/i-t- «ij/s, «ij^î-H «jj/s, «sî^+^ïJ^a*
Les a sont des constantes et a,, est égal à a22a33 — 0L2ZCIL22' On a deux tjpes possibles pour ds^,
(10) C[dx\ 4- dxl -h 2x1 dxfdx^-h (i -f- x^dxll^
(11) C[c/j?5 4- 2 ^/jT, (^a?2+ -^^j ^-f's)]»
C désignant une constante quelconque.
Au groupe
(X,X,)--=o, (X,X,) = X,/, {X,X3) = X,/+X,/ correspondent
L^ li{dx)=:dxi, l^{dx) = e* {dx^-i- Xx dXi), l^{dx) =1 e* dx^,
F( Ao, A/) = A,9 A,/-h i ( A,<p A3/— A39 A^/),
On peut alors ramener les ds^^ correspondants à l'une des formes
Vil C {dx\ -H- ce^x{dx^ -h x^ dx^ )* -4- e^i dx\ ],
Vir Ç\dx\ -h 2ce^i{dXi-h x^ dxi)dx^'\,
Jr,
VU'' e^i(d/^,-f- Xi dx^y-j- 2 ce* dxi dx^y
(12) e^i c^^l -h 2 ce ' cfj:i ( d/j7, -4- x^ dx^ ) .
Le groupe
(X,X,)=o, (X,X,) = X,/, (X,X,) = /iX,/
(/t désigne une constiinte) donne
Lj /| (^a?) =: c^'^i ^JTa, l^{dx) =z e^x dx^^ l^{dx ) = dxi,
F( A9, A/) = A, 9 A,/— ^Ajo A,/,
^8 M> *2» *3? ^11*1 ~H «13 '3, «iî'j+«î3*3> 's*
On peut ramener ds^ à l'une des formes
VllI C{dx\ H- c*-^. dx\ -h 2cc<''+-»)^« ^^j ûf^Ta H- c«'''. dxl ),
Vlir C(rf.2:; 4- 2eï'^-^*)*. rfx, c/^,-h ce*-^t d/.rj ),
Vïir {e^xdXi-h ce^'''^ dxi)^ -^ 2e^''x dxi dx^y
G et c sont des constantes.
Le dernier groupe à étudier est
dx\ * dx^ dx^ -^ dx^ dr^
Nous prendrons
âx, oxt 0x3
et
I/j ( dx ) r= dx^ — x^ dx%y Ix(dx) = dx^-h 2Xi{dXf — x^ dxi)f l^{dx) = dxi H- Xi dx^ H- x\{dXi — x^ dx^),
La forme bilinéaire F(A^, \/) est la forme polaire de la forme quadratique
et Ton voit alors aisément que les substitutions Sq sont celles qui transforment en elle-même la forme 4?4 ^3 — ^« Nous prendrons
IX f/5' =r \^ dj li (dx)lj{dx)y
les coefficients c/y étant des constantes. On réduirait le nombre de ces constantes à Faide des substitutions S9 ; mais, comme nous n'aurons pas de calculs à effectuer avec les ds^ de ce type, nous n'effectuerons pas cette réduction.
36. On obtient des types canoniques pour les ds^ admettant des groupes plus étendus que les précédents, en complétant l'étude des ds^ donnés par les groupes à trois paramètres. Examinons d'abord ceux de ces ds^ dont le groupe est inlransitif, c'est-à-dire les ds^, IV, V, VI.
La méthode du Chapitre II, n^' 11 et 12, conduit sans difficulté au résultat suivant. Pour que le ds^
IV dx\-{- a{x^){dx\-}-dx\)
admette un groupe à plus de trois paramètres, il faut que — -7— soit une con-
stante ; mais la variété correspondante est alors une variété euclidienne ou une variété à courbure constante. Les types canoniques de ds^ de ces variétés sont bien connus (voir n® 39).
La même méthode appliquée au ds^, V, conduit à diff*érentes hypothèses que nous allons indiquer. Pour plus de simplicité, nous désignerons par des accents les dérivations relatives à la variable Xf,
Le paramètre différentiel D/*du ds^
V ds^ =za{Xt){dxl-h 2dxidx2) se réduit à ^^ ( -—- j en posant
ka^
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Donc, si p^ est nul, c'esl-à-dire si a est de la forme -p-^ (c et <i étant
(C^j — H Cl)
des constantes), on a une variété euclidienne.
Si P e^^ différent de zéro, la condition nécessaire et suffisante pour que le dsconsidéré admette un groupe à plus de trois paramètres est la suivante : L'expression
est une constante. On peut déduire de là la forme que doit avoir a, en déterminant d'abord —^ au moyen d'une équation du second ordre facile à intégrer.
Mais on vérifie directement, en suivant la marche indiquée au Chapitre II, que la variété considérée est applicable sur la variété dont le ds^ est
e'^1 dxl -h le^^^i.dxi dx^.
Ce dernier ds^ a déjà été étudié (Chap. II, n° 12); nous le retrouverons plus loin (XIII).
Il reste à examiner le ds^y VI. Un changement de variables permet de le ramener à la forme plus simple
dx\ -\-a{x^){dx\ -f- e'^'tdx\).
L'étude directe des équations de définition du groupe correspondant est ici plus simple que l'application de la théorie générale. Cette étude a été faite par M. Blanchi (*), qui a obtenu ainsi les résultats suivants : Le groupe du ds^ précédent est à plus de trois paramètres si l'expression a" a — a'^ est une constante; les ds^ correspondants ou bien sont à courbure constante, ou bien sont réductibles à un type canonique examiné plus loin (XI).
37. Examinons maintenant les ds^ donnés par les groupes simplement transitifs. On applique sans difficulté la méthode et les formules {^) du Chapitre II aux ds'^ correspondant aux groupes autres que Tg. Voici les résultats obtenus :
Le ds^ (lo) ou
X Çs[dx\ -^ dx\ -\-iXi dxidxt-^ (i-f- x\)dxl]
admet toujours un groupe à quatre paramètres; il est aisé de voir d'ailleurs que la substitution T définie au n'' 27 ne se réduit pas à la substitution identique.
(1) Paragraphes 10 et il du Mémoire cité.
(») Voir les formules au n" 12.
SUR LES VARIÉTÉS A TROIS DIMENSIONS. 5r
Le groupe correspondant est engendré par les transformations infinitésimales
àf
\ ^'•^-•^^Â^'^ï^'^' "^'^5^ '""'dx
.{X,X,) = (X,X,) = (X,X4) = o, (X.X,) = X,/, (X,XO = -X,/, (X,XO = X./.
Le ds^ (il) est euclidien ;
Les ds^^ VII, VII', VIF n^admettent jamais de groupe à plus de trois para mètres;
Le ds^ (12) est euclidien;
Le ds^^ VIII, admet un groupe à plus de trois paramètres dans les cas suivants
1" A = 1 ; la variété correspondante est alors à courbure constante;
•2* A == o ; le ds^^ VIII, devient alors
XI C ( dx\ -f- e*^« dx\ -H 2 ce^t dx^ dXi 4- dxl )
admettant le groupe à quatre paramètres correspondant à
\ '*' ùx^ •' dx^ '-^ c?x, dx^
) V /— ^/ i /^_?z!!l _ A ^/ __ ^- EL
(X,X,) = (X.X.) = (X.XO = o, (X,X,) r— x,/, (X,XO = X,/, (X,X,)=-X,/.
Le rf^^, Vlir, admet un groupe à plus de trois paramètres si A =i i , ou si h = o. Dans le premier cas, on a un ds^ à courbure constante; dans le second cas, on a lerf^»
XII • Ç.{dx\->r'^e^^dx^dx^-^cé^^xdx\)
admettant le groupe à quatre paramètres :
y^ f^ àf ,_ df àf df
X/^^-^-^-^-h.-.*^, * ^ ôxi 2 âx^ ôx^
(X.X,) = (X,X,) = (X,XO = 0, (X,X,) = x,/, (X.X»)=-X,/, (X,XO = X»/.
Enfin, le ds^^ VIIF, admet un groupe à plus de trois paramètres lorsque A = o (on a alors un ds^ euclidien), ou lorsque c=: o, ce qui donne
XUI e'*i da^l -h 2 e^^t dx^ dx^,
admettant le groupe (* )
( ^-^ h — 2 àXi * àx^ '
(X,X,) = o, (X,X,):.= X,/, (X,X,)==yiX./,
(XiX,)=rX./, (X,X4)=:o, (X3X0 = (i-/i)X,/.
38. Examinons enfin les ds^ du type IX. Supposons le groupe F d'un pareil ds^ plus grand que le groupe Tg; le nombre des paramètres de F est 4, 5 ou 6.
Supposons F à quatre paramètres. F admettant un sous-groupe simple à trois paramètres, le groupe T^, ce sous-groupe est sous-groupe invariant {^) de F. D'après le n° 27, la substitution T ne se réduit pas alors à la substitution identique, la réduction canonique de la forme ds^ indiquée au n® 27 est alors possible d'une infinité de façons. Il serait aisé, par suite, de former des types canoniques pour les ds^ (IX) admettant un groupe F à quatre paramètres; mais cela est inutile. En effet, il n'existe pas de groupes à quatre paramètres n'admettant comme sous-groupes à trois paramètres que des sous-groupes simples, et, par suite, tous les ds^ admettant des groupes à quatre paramètres sont réductibles à Vun des types canoniques précédemment trouvés.
Si le groupe T est à six paramètres, on a une variété à courbure constante; le ds^ est réductible à un type canonique connu. Cette circonstance se présente évidemment lorsque les formes ds^ et 4'< ^s — il ^^ diffèrent que par un facteur constant.
Démontrons enfin qu'il n'existe' pas de ds^ admettant un groupe F à cinq paramètres. En effet, il existerait alors (Chap. II, n*" H) une transformation infinitésimale échangeable avec celles de F; le groupe F serait systatique (*). Considérons alors le sous-groupe y de F, laissant invariant un point x\^ x\j x\ de situation quelconque. D'après un théorème de M. Lie (^), ce sous-groupe serait sous-groupe invariant d'un sous-groupe y' de F, plus grand que y. Or, y étant à
(1) Si A = 2, on remplace —, ^ par Xx dans X^/.
(*) LiE-ScHEFFERS, Vorlesungen uber continuierliche Gruppen, p. '}-9.. (') Lie-Engel, Transformations grupperiy Ab. I, p. 5io. (*) Lie-Engel, Transformationsgruppen, Ab. J, p. 52o.
deux paramètres, on peut supposer y' à trois paramètres. Comme ^ admet un sous-groupe invariant, il est réductible à l'un des types entièrement étudiés et qui ne donnent jamais, d'après ce que nous avons vu, des variétés admettant un groupe à cinq paramètres (*).
39. Rappelons enfin les formes canoniques connues des ds^ à courbure constante (*).
Le ds^ euclidien
XIV dx\ 4- dx\ -+- dx\
admet le groupe à six paramètres engendré par
Le ds^ à courbure constante >
^dxJ^i — ^xlX^l ^xic dx^
admet le groupe donné par
'-' ~~ ^1 Xi; — *" ^2 X;; — ^ *^s TSTT ' Cro^i C/JCj oXz
En résumé :
Les ds^ à trois variables admettant un groupe continu sont réductibles à Vun des types canoniques I, II, III', III, . .., XV.
Ces types canoniques admettent respectivement les groupes engendrés par 1 1, i2) . . ., 1 15.
(*) Voir le Mémoire de M. Bianchi, § 36, 37.
(') Lie-Engel, Transformationsgrupperiy Ab. III, Chap. XVII I.
Nous avons conservé à très peu près les notations de M. Bianchi. 11 est aisé, dès lors, de voir que les ds^ de M, Bianchi correspondent aux types canoniques désignés par les chijfres romains non accentués (en écartant toutefois le ds'-^ V). La transformation de passage desrfs^ de M. Bianchi aux ds^ précédents pourrait d'ailleurs introduire des imaginaires, puisque nous n^avons fait aucune distinction entre les éléments réels et imaginaires.
Observons enfin que Von obtiendrait sans difficulté des types canoniques pour les variétés à trois dimensions à ds^ défini positif admettant un groupe continu de représentation conforme sur elles-mêmes.
Le problème de la représentation conforme se ramenant, d'après le Chapitre If, à celui de l'application, il suffirait de chercher la variété principale correspondant à chacun des types canoniques de M. Bianchi. On voit d'ailleurs aisément que plusieurs des variétés considérées sont susceptibles d'une représentation conforme sur l'espace euclidien.
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