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DES
La théorie analytique de la chaleur donne pour l'importante question de l'équilibre des températures d'un corps solide homogène, soumis à des sources caloriâques constantes, une équation aux différences partielles dont l'intégration, dans le cas de rellipsoïde, a été l'une des belles découvertes auxquelles est attaché le nom de Lamé. Les résultais obtenus par Tillustre géomètre découlent principalement de Tétude approfondie d'une équation différentielle linéaire du second ordre, que j'écrirai avec les notations de la théorie des fonctions elliptiques, sous la forme suivante :
k étant le module, n un nombre entier et h une constante. Lamé a montré que, pour des valeurs convenables de celte constante, on y satisfait par des polynômes entiers en sn:c :
j = sn'*^ -4- A, sn^-'x H- ^2 sn^-^r H- . . . ,
dont les termes sont de même parité, puis encore par ces expressions :
Y = (si/'""*.r -f- //\ sh""^jc -f- A'jsn^^^jc -+-. . .)cna', j == (sn"-*x -+- h\ Nn"''x -I- K^sw^^^ x-\-, . .)dn jr, y =z= (sh""^x H- h\ ^n''~^r -h h\s\\^~^x -+-. . .jcnxdno*.
M. Liouville a ensuite introduit, dans la question physique, la considération de la seconde solution de l'équation différentielle^ d'où il a tiré des théorèmes du plus grand intérêt (*). C'est également cette seconde solution, dont la nature et les propriétés ont été approfondies par M. Heine, qui a montré l'analogie de ces deux genres de fonctions de Lamé avec
(*) Comptes rendus, i845, i*' semestre, p. i386 et 1609; Journal de Mathématiques^ t. XI, p. 217 et 261.
les fonctions sphériques, et leurs rapports avec la théorie des fractions continues algébriques. On doit de plus à Téininent géomètre une extension de ses profondes recherches à des équations différentielles linéaires du second ordre beaucoup plus générales, qui se rattachent aux intégrales abéliennes, comme celle de Lamé aux fonctions elliptiques (*).
Je me suis placé à un autre point de vue en me proposant d'obtenir, quel que soit A, l'intégrale générale de cette équation, et c'est l'objet principal des recherches qu'on va lire. On verra que la solution est toujours, comme dans les cas particuliers considérés par Lamé, une fonction uniforme de la variable, mais qui n'est plus doublement périodique. Elle est, en effet, donnée par la formule
j = CF(x}+C'F(-:r), ou la fonction F(x), qui satisfait à ces deux conditions
F(x4-2 K)=iiF{x), F(a:4-2/K')=^/*'F(.rj,
dans lesquelles les facteurs fc ei /x' sont des constantes, s'exprime comme il suit. Soit, pour un moment,
nous aurons
les quantités sn^u et X^ sont des fonctions rationnelles du module et de A, et les coefficients A|, Aj, . .., des fonctions entières. On a, par exemple,
_^j^{^Sj^2jzlL(^,^k2 + k*)],
(•) Journal de Crelle [Beitrag zur Théorie des Auziehung und der fFarmc^ r. 29); Journal de M. Borchardt [Ueber die Lameschen Functionen; Einige Eigenschaften der Lameschen Functionen y dans le t. 56, et Die Lameschen Functionen verschicdener Ordnungeff,
(3 ) Je Qi'occuperai, avant de traiter le cas général où le nombre n est quelconque, des cas particuliers de /z = i et « = 2. Le premier s'applique à la rotation d'un corps solide autour d'un point fixe, lorsqu'il n'y a point de forces accélératrices, et nous conduira aux formules données par Jacobi dans son admirable Mémoire sur cette question ( Œuvres complètes, t. II, p. iSg, et Comptes rendus, 3o juillet 1849)- •'V ''attacherai encore la détermination de la figure d'équilibre d'un ressort, qui a été le sujet de travaux de Binet et de Wantzel( Comptes rene/us, i844, i" semestre, p. Iii5etii97). Le second se rapportant au pendule sphérique, j'aurai ainsi réuni quelques-unes des plus importantes applications qui aient été faites jusqu'ici de la théorie des fonctions elliptiques.
La méthode que je vais exposer, pour intégrer l'équation de Lamé, repose principalement sur des expressions, parles quantités 0{x), H(a;), ..., des fonctions F [x)^ satisfaisant aux conditions énoncées tout à l'heure
qui s'obtiennent ainsi :
Soit, en désignant par A un facteur constant,
les relations fondamentales
donneront celles-ci :
/{a:-+-aR) =f{x)e^^\
- f{x-^2iK')=J{x)e'^
^'JL^^:,iXK'
Disposant donc de u et X de manière à avoir
t. 57). Le premier de ces Mémoires, paru en i845, mais daté du 19 avril i844> contient une application de la seconde solution de l'équation de Lamé, qui a été par conséquent découverte par M. Heine, indépendamment des travaux de M. Lieu ville, et à la même époque.
on voit que le quotient yj—^ est ramené aux fonctions doublement périodiques, d*où cette première forme générale et dont il sera souvent fait
usage :
la fonction <&(j:) n'étant assujettie qu'aux conditions
^{jc -f- 2K) = <I>(a:), $(j:4- a/K') =^{x).
En voici une seconde, qui est fondamentale pour notre objet. Je remarque que les relations
f{x H- 2R)= iij{x),
ont pour conséquence celles-ci :
/(a:-2/K')=;iy(x),
de sorte que le produit
sera, quel que soit x, une fonction doublement périodique de z. Cela étant, nous allons calculer les résidus de $(s), pour les diverses valeurs de l'argument qui la rendent inBnie, dans l'intérieur du rectangle des périodes; et, en égalant leur somme à zéro, nous obtiendrons immédiatement Texpression cherchée. Remarquons à cet effet (\\\e f[x) ne devient infinie qu'une fois pour X = o, et que, son résidu ayant pour valeur
AH
on peut disposer de A, de manière à le faire égal à Tunité. Posant donc, en adoptant cette détermination,
j( ^_ H^(o)H(x + tt>)e^ J^^i- H(a>)H(,r) '
on voit que le résidu correspondant à la valeur z= a: de $(z) sera — F(jc). Ceux qui proviennent des pôles de F(z) s'obtiennent ensuite
( 5) sous la forme suivante. Soit z = a l'un d'eux, et posons en conséquence, pour s infiniment petit,
F(a-i-£)=A£-«-hA,D.r'+AiD|£-'+ ..4-A,D:s-'-i-ao+«iS-t-aj£'4-..., /{x-a-E)=f{x-a)-. iD,/(x-«)
Diy(x-«)-...-+-iiill!i!D;/(^-aK
le coefficient du terme en - dans le produit des seconds membres, qui est la quantité cherchée, se trouve immédiatement, en remarquant que
et a pour expression
A/(x- a)4-A,D^/{a*- a)-+-A2D*./(x - a) -h... .-+- AaD;/(a' — «).
La somme des résidus de la fonction 0(z), égalée à zéro, nous conduit ainsi à la relation
où le signe 1 se rapporte^ comme il a été dit, à tous les pôles de ¥{z) qui sont à l'intérieur du rectangle des périodes.
La fonction F {x) comprend les fonctions doublement périodiques; en supposant égaux à Tunité les multiplicateurs p. et jx', je vais immédiatement rechercher le que Ton tire, dans cette hypothèse, du résultat auquel nous venons de parvenir. Tout d'abord les relations
donnant nécessairement X = o et w = 2/wK, ou, ce qui revient au même, 0) = o, le nombre m étant entier, la quantitéy( j:) = — h/ iHfj-^" ^^ ^^"
vient infinie et la formule semble inapplicable. Mais il arrive seulement qu'elle subit un changement de forme analytique, qui s'obtient de la manière la plus facile, comme on va voir. Supposons, en effet, X= o et w infi-
(6) niment petite on aura, en développant suivant les puissances croissantes de co,
H(ar-f-«) H'(x)
d'où
Ck)
D*autre part, observons que les coefficients A, A,, ,.. doivent être considérés comme dépendants de co, et qu'on aura en particulier
A = a ~h a'co -4- ...,
a, a', ... désignant les valeurs de A et de ses dérivées par rapport à co pour S) = o. Nous obtenons donc, en n'écrivant point les termes qui contiennent 0) en facteur,
kfix — a)= - H- a' 4- a—) f -}-...
et, par conséquent,
2A/(a:-rt)= i 2a + 2a' H- 2a |-J-^^^J + ....
Or on voit que le coefficient de- disparait, les quantités a ayant une
somme nulle comme résidus d'une fonction doublement périodique, et la différentiation donnant immédiatement, pour o) = o,
nous parvenons à rez|3ression suivante, où a, ai, ..., a^ sont les valeurs de A, A<, ..., Aa pour w = o :
F(x) = 2a' + 2ra|:i^H-a.D,i;^+...-HaJ);|f^l.
C'est la formule que j'ai établie directement, pour les fonctions doublement périodiques, dans une Note sur la théorie des Jonctions elliptiques^ ajoutée à la sixième édition du Traité de Calcul dijférentiel et de Calcul intégral de Lacroix.
Revenant au cas général pour donner des exemples de la détermination de la fonction f{co)^ qui joue le rôle d'élément simple, et du calcul des coefficients A, A<, Aj, ... , je considérerai ces deux expressions :
oùa, 6, . . ., Z sont des constantes au nombre de n. On trouve d*abord aisément leurs multiplicateurs, au moyen des relations
e{x+aK) =
-f-efar),
H(x + 2K)e(.r + aiK') =
— e{sc)e
Elles montrent qu'en posant
puis, comme précédemment,
on aura
F(x 4- ait ) = |x F(x), F^(a^ H- aK ) = (- i)";! F,(x), F(a^ 4- 2 iK') = |xT(x), F^(a:4- 2ÎK') = fi'F,(jc).
11 en résulte que, quand n est pair, la fonction *
JK-^)— H(«)H(x) '
ayant ces quantités |x et /x' pour multiplicateurs, peut servir d'élément simple pour nos deux expressions; mais il n'en est plus de même relativement à la seconde F| [x)^ dans le cas où n est impair : on voit aisément qu'il
( 8) faut prendre alors pour élément simple la foiiction
to>)H(x)
afin de changer le signe du premier multiplicateur, le résidu correspondant à JT = o étant d*ailleurs égal à l'unité. Cela posé, comme F(j:) et Y^ {x) ne deviennent infinies que pour x = iK', ce sont les quantités y (x — /K') etf^{x — iYJ) qui figureront dans notre formule. Il convient de leur attribuer une désignation particulière, et nous représenterons dorénavant, la première par 9 (jt) et la seconde par /(a:), en observant que les relations
Q{x + iYJ) = /•H(.r)e"4K^'-'"*"''''\ H (x -H /K') = /e {x) e~ à ^"^'^'^
donnent facilement, après y avoir changé x en — x, ces valeurs :
Nous avons maintenant à calculer dans les développements de F(/K'-h ê) et F^ (iR'-h s), suivant les puissances croissantes de s, la partie qui renferme les puissances négatives de cette quantité, et qu'on pourrait, pour abréger, nommer la partie principale. A cet effet, je remarque qu'en faisant, pour un moment,
on aura
Nous développerons donc n(e) et 1X4 (e), parla formule de Maclaurin, jusqu'aux termes en €"~~\ et nous multiplierons par la partie principale de
> , qui s'obtient, comme on va voir, au moyen de la fonction de
M. Weierjslrass :
Al (a:), =x -^ — a' H jc' —
(9) On a 'en effet, d'après la définition même de l'illustre analyste,
if!
et Ton en déduit
Je vais appliquer ce qui précède au cas le plus simple, en supposant n = 3 et X = o, ce qui donnera
et, par conséquent,
^nfs) = H(a)H(A) + [H(a)H'(*) -h K{b) H'(a)]6 + ...,
'-Ji^{i) = Q{a)Q{b)-^[6{a)e'{b)+Q{b)e'{a)]e-h ....
Maintenant la partie principale de gjy-r ne contenant que le seul ternie .., , , -> on a immédiatement
?^F(lK' + 6) = "^''^°^*) + H (a) H' (&) + H jb) E' (g)
H"(o)p.,.j^, , ^^_ eWe(^) ^ e{a)e'{b) + B{b)B'(a] ^
et, par conséquent, ces deux relations
Vf* ® w
( lo) En y reroplaçanl tf (x) par «a valeur , °!.^^^ ""ïlaUl '° ''* *"'''^' sous la forme suivante, qui est plus simple :
--"' ew "^LuW ' 11(6) J «H H'(olU(^-t-t)U(«->-«)ll|:-+t) eWel»)6'W _ e(^+. + t) re'(.) e'W-| 8(«+» + t )
- "' eW + Le(«) "^ »W J «W On en tire d'abord, à l'égard des fonctions 6, cette remarque que, sous [a condition
fl-t-6 + e-f-f/=o,
on a l'égalité (')
ir (o) H (n + *) H (a + c) H (t +- c) - 6- (<i) e [b) 6 (c) 6 (il) + »-{bi»{c)»{,l)H{n}
+ e'(c)e(rf)e(<i)e(i) + e'{(/)e(n)e(4)e(c).
Mais c'est une autre conséquence que j'ai en vue, et qu'on obtient en mettant la première, par exemple, sous la forme
. ej
OH
"""'«Blir+Hw-
Si nous multiplions par e'^, eile devient, en efTet,
* (x) e~P'= - D^ {fe-f"), d'où
r*(x) e-i"da: = —fe'P'.
Ce résultat appelle l'atteution sur un cas particulier des fonctions f (x),
(') Elles élé donnée par Jacobi, Joaraalde Crelle [Formula noç(c in theoria dentium ellipticarum fundamentalei, t. 15, p. 199)-
où, par suite d'une certaine détermination de X, elles ne renferment plus qu'un paramètre. On voit qu'en posant
ce qui entraîne, pour le multiplicateur jx', la valeur
l'intégrale / 9 (.r, a) (f [Xy b) dx s'obtient sous forme finie explicite. Un calcul facile conduit en effet à la relation
Faisons, en second lieu,
^^ ' ^ v/fx'e(«)e{x) en désignant alors par 11' la quantité
et nous aurons semblablement
fxi^y ^) X(^i '0 dx = '^(p{Xya-^ i)e'
Un en déduit aisément qu'en désignant par aet b deux racines, d'abord de l'équation li'{x) = o, puis de l'équation S'{x) = o, on aura, dans le premier cas^
J/>aK ' f (.r, a)(p (x, h)dx = o; o
et dans le second,
X{x,a)y^{Xyb)dx = Oj
sous la condition que les deux racines ne soient point égales et de signes contraires. Si l'on suppose 6 = — a^ nous obtiendrons
X(x, a)x(x, — a)dx = 2(J — *'Ksn*fl).
Ou voit les recherches auxquelles ces théorèmes ouvrent la voie et que je me réserve de poursuivre plus tard ; je me borne à les indiquer succiuctenien(,afin de montrer l'importance des fondions y (x) et x{x). Voici maintenant comment on parvient k les définir par des équations différentielles.
Nous remarquerons, en premier lieu, que les foncrions f{x) et /(j:) peuvent être réduites l'une à l'autre; leurs expressions, si l'on y remplace le multiplicateur fi' par sa valeur, étant, en effet.
on en déduit facilement tes relations suivantes :
f{jc, a + iK.') = lia:, w),
dont nous ferons souvent usage. Cette propriété établie, nous rechercherons le développement, suivant les puissances croissantes des, de;((tK'+£), qui jotiera plus tard un rôle important, et dont nous allons, comme on va voir, lirer l'équation différentielle que nous avons en vue. Pour le former, je partirai de l'égalité
DJogxW = |
d'où
l'on déduit
D.los.x(i-K'+s) =
-Hf
Cela
>osé, nous aurons d'abord
mais
l'équation de Jacobi
D ?ïi-
sd'x
donnant en général
( '3) ce développement prend celle nouvelle forme
Joignons-y le résultat qu'on tire de l'équation de M.Weierstrass :
Ce)
Ji
H(€) = H'(o)e^»^Al(6)., en prenant la dérivée logarithmique des deux membres :
et nous aurons
DelogY(îK'-h ê) = - fiA^sn^o) - -îlOeoA'sn^w ^!^,
d'où^ par conséquent ,
sans qu'il soit besoin d'introduire un facteur constant dans le second
membre, puisque le premier terme de son développement est -9 comme
il le faut d'après la nature de la fonction x(^). Cette formule donne le résultat cherché par un calcul facile; elle montre qu'en posant
on aura
û = A* sn^co 5 — f
(2| = k^ sntùcntù dn o), '
lîj = k^ sn* (ù ' — 5 sn' w — j= '— >
En voici une première application.
Considérons» pour la décomposer en éléments simples, la fonction k'sn'xy^{x), qui a les multiplicateurs de xi^) ^' "* clevîenl infinie que pour X = l'K'. On devra, à cet effet, en posant x = iR'4- t, former la ' partie principale de son développement suivant les puissances croissantes de s, que nous obtenons immédiatement en multipliant membre à membre les deux égalités
>i "^^^"^ 5 ('"*■*"' "^•■■■ Il vient ainsi
= ~Ti^r' -i- -(i -4- A*) — -i' bii'u £-• + ...,
et l'on en conclut la formule suivante : ,
i'm'xxix) = ;I>îx(-ï) + [î (' + *') - -J''"'<']x(^)-
Elle montre que, en posant j = '/X-^)y »ous obtenons une solution de l'équation linéaire du second ordre
qui est celle de Lamé dans le cas le plus simple où l'on suppose n = i, la constante A = — i — A* + A' sn' u étant quelconque, puisque u est arbitraire; et, comme celte équation ne cbange pas lorsqu'on change x en — X, la solution obtenue en donne une seconde, j ^ /( — •'^)i d'où, par suite, l'intégrale complète sous la forme
^=Cx{x) + C'x(-x).
A ce résultat il est nécessaire de joindre ceux qu'on obtient quand on remplace successivement d) par u + iK.', u + K, <;.> -4- K -f- iK.', ce qui conduit aux équations
'—^ = (ai'sn'x — i — jt' H T")T'
(ai* sn'x — i — A* + -
( '5) La première, d'après Tégalilé /(a-, w -+- /K') = ç(jr, w), a pour intégrale
et, en introduisant ces nouvelles fonctions, à savoir :
/y,(x, w) = 9(0:, w H- K), nous aurons, sous une forme semblable, pour la seconde et la troisième :
7 = Cx,(x)-^C'x.(-^),
Les expressions de Çi {x) et ;f, (jr) s'obtiennent aisément à Talde des fonctions &^{x) = &{x -h K), H|(a?) = H(x-+- K); on trouve ainsi
Nous allons en voir un premier usage dans la recherche des solutions de l'équation de Lamé par des fonctions doublement périodiques.
VU
Nous supposons à cet effet u = o dans les équations précédentes, en exceptant toutefois celle où se trouve le terme — — qui deviendrait infini. On obtient ainsi, pour la constante //, les déterminations suivantes :
Ce sont précisément les quantités qu'on trouve en appliquant la méthode de Lamé; et en même temps nous tirons des valeurs des fonctions x{x), X^i^)'» 9i(«^)> pour = 0, les solutions auxquelles conduit son analyse:
r^Jl]llfl, r^jJP^iilf}, y-JV?ilfl ^-V>te(x)' ^-V^^0(x)' '^"V^0(x)
on, plus simplement, puisqu'on peut les multiplier par des facteurs constants, '
j = sn;r, / = cn^:, j=:dnA\
( '6) Mais une circonstance se présente maintenant, qui demande un examen attentif. On ne peut plus, en effet, déduire de ces expressions d'autres qui en soient distinctes par le changement de signe de la variable, et il faut, par suite, employer une nouvelle méthode pour obtenir l'intégrale complète. Représentons, dans ce but, la solution générale de Tune quelconque de nos trois équations, en laissant co indéterminé, par la formule
j = CF(j:, «) H- CT(— X, (ù).
Je la mettrai d'abord sous cette forme équivalente
7 = CF(x, a))-+-CT(x, — w); puis, en développant suivant les puissances croissantes de o), je ferai
F{x^ w) = Fo(x) 4- (ùF^ [a:) + a)'F2(^) -4- . . . , ce qui permettra d'écrire
j = (C + C')Fo(jr) + (o(C - C')F^ (x) -+- co»(C-i- C)F^{x) + •. . ,
ou encore
y = CoFo(x) + C,F,(ar) + wC,Fj(j:) -t- . . . , en posant, d'après la méthode de d'Âlembert,
Co = C -h C, C, = co(C - C).
Si l'on suppose maintenant u = o, on parvient à la formule
j=C„F,(ar)-f-C,F,(a-), qu'il faudra appliquer en faisant successivement
mais le calcul sera plus simple si l'on prend
( 17) ces quantités ne différant des précédentes que par des facteurs constants. Observant donc que, pour co = o, on a
rr — ï
nous obtenons immédiatement les valeurs que prennent leurs dérivées par rapport à w, dans cette hypothèse de w = o
F (:r\ - :?^ - (lirJ^'t^' ^
'*^^^ ~ 0(x) Ke(x) '^•
La solution générale de l'équation de Lamé, dans les cas particuliers que nous venons de considérer, peut donc se représenter par les formules suivantes :
i"* /i=— I — A*, J = Csn j: -h C'sn xhgj^ — ^or h
A = - I, J = C cnx ^ C cno: I ^-j - - — orj
/i = -A», ^. = Cdn^ + Cdnx[^-^x].
VIII
Un dernier point me reste à traiter avant d'aborder, au moyen des résultats qui viennent d'être obtenus, le problème de la rotation d'un corps autour d'un point fixe, dans le cas où il n'y a point de forces accélératrices. On a vu que les quantités (p(x), ;^(.r), ?i(^), /«v*^) ^^"^ '^^ produits d'une exponentielle par les fonctions périodiques
H^(o) ej^a:-h ft); H^o)_H(x -f-_«) H^(o) e,(x -4- «) H^(o) H.(.r -4 -fe))
H(w) 0(x) ' e(w)0(xj ' ~~H^«)e(d:)~ ' 0j[»)e(-r)'""'
développables par conséquent en séries simples de sinus et cosinus de
multiples entiers de — - Ces séries ont été données pour la première fois
par Jacobi, à l'occasion même de ses recherches sur la rotation ; et, comme l'observe Tilluslre auteur, elles sont d'une grande importance dans la H. 3
{ i8) théorie des fonctioDs elliptiques. Je vais montrer comment on peut y par* venir au moyen de l'équation suivante :
aK /.aïK
F{Xo'h x)clx -{- f F{x^-h2K-\-x)dx
F(a'o-+- 2iK'-{- a')^a: — / F{Xo'h x)dx = 2inSy
ou, les quatre intégrales étant reclilignes, S représente la somme des résidus delà fonction F{x) qui correspondent aux pôles situés à l'intérieur du rectangle dont les sommets ont pour affixes les quantités Xq, Xo+ tiK, o^^-f- aK 4- a/K', Xo -\- 2iKf. Supposons à cet effet qu'on ait :
F(j:4- 2 ¥i) = iiF{x), F{x^2i¥i') = ii/F{x),
on obtiendra la relation
F(:ro4-x)r/x — (ï — fx) I F{x^'^x)(ix =2inSy
et si Ton admet en outre que le multiplicateur |x soit égal à l'unité, on en conclura le résultat suivant :
Cela poséy soit, en désignant par n un nombre entier quelconque,
^^^^"" H(«)e(ïp ^ '
on aura
|X = I, fX =c ^
et, en limitant la constante Xq de telle sorte que le pôle unique de F{x) qui est à l'intérieur du rectangle soit x= /K', nous obtiendrons pour le résidu correspondant, et par conséquent pour S, la valeur
{ -9) De là résulte, pour Tintégrale définie, Texpression suivante ;
sin -— -(«-ha/ïiK')
et Ton voit qu'en posant l'équation
on en déduit immédiatement la détermination de Â„. Nous avons, en effet,
F (Xo + Jc) dxj et, par conséquent,
n TT
sin — r (»-+-2/îiK')
La constante Xq que j'ai introduite pour plus de généralité, et aussi pour éviter qu'un pôle de F(x) se trouve sur le contour d'intégration, peut maintenant sans difficulté être supposée nulle. Nous parvenons ainsi à une première formule de développement :
ir/ix
^ ^ ^ ^ sin--- «4-2 mK'
dont les trois autres résultent, comme on va le voir. Qu'on change, en effet, w en w -f- /K', on en conclura d'abord
IK/IX
^ ' ^ ' sm — [» -h (2/î -h iJiK'j
puis, en multipliant les deux membres par Teiponentielle, et posant m = 2/2 4- I,
i«/nx
^ ' ^ ' sm— - » H-//i*K )
Mettons enfin, dans les deux formules que nous venons d'établir,
w -H K à la placç de^, et Ton obtiendra les suivantes, qui nous restaient à trouver :
?.R H'(o)0,(x-|- w) __iç« ^
n H,(«)0(x) "'^ ir
Voici à leur sujet quelques remarques.
Elles sont d'une forme différente de celles de Jacobi et Ton peut s'en servir utilement dans beaucoup de questions que je ne puis aborder en ce moment. Je me contenterai, sans en faire l'étude, d'indiquer succinctement comment on en tire les sommes des séries suivantes :
innx iTtmx
où J {z) est une fonction rationnelle de sin — j7et cos— 7 sans partie entière et assujettie à la condition f{z -|-2K) = — /(z)- H suffit, en effet, d'employer la décomposition de cette fonction en éléments simples,
c'est-à-dire en termes tels que D* , pour obtenir immédiate-
sio — -- [2^- w)
ment la valeur des séries proposées, au moyen de ces deux expressions :
tnnx
yn«r ' "L ^ _p.,^KH^ (o)e(x4-a>)
^^^ I — I ^ — ^« iTT — r^f — \ — >
ir H(«)e(xJ
I 8in►^,- («-i-2/iiKM I
iTtmx
vn-r ' 1. ""^ _^.?.K B'(o)H(x + >.)
"' '^ ""■^- ir e(«)e(x)
I 8in— ^ (w-i- miK') I
J'ajouterai encore qu'on retrouve les résultats de Jacobi, si l'on réunit les termes qui correspondent à des valeurs de l'indice égales et de signes
contraires. II vient ainsi, en effet, en désignant par m un nombre qu'on fera successivement pair et impair,
irmx ir.mx WfCX /WlT/K. , TTOl
—ZyT -u- 2 COS 77- COS Sin — —
Tf / ..... . îf - . ^^ f V . 'ïf
sin-— (w + iifiKM sin-— [« — /If I KM sin -- («-J-m«K') sin---.(6.--/iiiRM
2 sin — -r- sm =— COS-— r
sin -W ( » 4- /wi R' ) sin — — ( u — /w/K' ) 2R^ ' aK.^ ^ •
employons ensuite les équations de la page 85 des Fundamenia^ qui donnent :
mniK' i -+- a"*
2JV 2VC**
. iwtt/K' .1 — 7"*
Sin — =1 =-»
vrb) I — 27'" COS — -4- 7*"
sin — (w -f- m/K') sin -^ (« — m/K') = >
et nous parviendrons à cette nouvelle forme :
H = COS
/Wïr.r
s">-Tr(» -f- wiKM sin-—- w — m*K' i— 27'"cos--— -+- 7^"
4v'y" i-y- COS —
2 KL tnitx
H sin
C'est celle qu'on voit dans la lettre adressée à l'Académie | des Sciences et publiée dans les Comptes rendus du 3o juillet i84g; car, en introduisant la
constante 6 = rr;» on peut écrire
TTW —7" -f-7 '
sin— ^ =. ~ : 1
COS-=r = ^ ^
et
TTW
I — 29'" COS ^ + 9»'" = (i — 9"»+») (1 _ ç-»-»).
Mais une faute dMmpression, reproduite dans les Œuvres complètes, t. II, p. 143, et dans le Journal de Crelle, t. XXXIX, p. 297, s'est glissée dans ces formules. Les équations (3), (4), (5), (6) renferment en effet les quantités
yJq{\T~q), Vy(ï + 7')» • • • et \/q[i — q), v'7*(i — ç'), . . ., q^i doivent être remplacées par v'^9(n-ç), \/y'(i -h ^•), .. . et ^^(i — 7), \/iy*(i — 7'), .... On peut d'ailleurs parvenir par d'autres méthodes à ces résultats importants. M. Somoff les obtient en décomposant la quantité
(i — qvz) (i — g^vz] (i — q^vz), . .(i — 7t>-*z~')(i — 7*p-'2~*](i — ^^p-'j-'K . •
(3— iji^i - q^z)[l —q'z), . .[l -^ q^Z-^)[l — q*Z-'). ..
en fractions simples :
Le P. Joubert m'a communiqué la remarque qu'on peut, en suivant la même marche, partir de ces expressions finies :
z(g— 7^-*) [z — y»-^) . . . (g — q^^-^){i — q''**z){l — q^z). . .(l — q^'-*^z) (3 - y) (2 - q')...[z--q^^^){l - yz) (1 - q'z] . .(l - ly-^'î) z(g — q*-^) {z — y<-^). . .(z— y»»»-^) (i — q^-^^z) (l — y«-^^z) . . . (i — y"-^*z) ^
et faire ensuite grandir indéfiniment le nombre n.
Enfin, et en dernier lieu, je remarque qu'au moyen de la formule
F(xq -\-x)dx= ,
qui a été le point de départ de mon procédé, nous pouvons très-simplement démontrer les relations établies au § IV, p. 11 :
Jo ®'W
où a et 6 désignent, dans la première, deux racines de Téquation H'(x) = o, et dans la seconde, deux racines de l'équation Q'{x) = o. Si l'on prend, en effet, successivement
on aura |x = i et fi' différant de l'unité, sauf la supposition que nous excluons de 6 = — a. On obtient d'ailleurs, dans le premier cas,
et, dans le second,
^ - H'«(o) Vf^ '
de sorte que, sous les conditions admises^ les deux valeurs de S s'évanouissent. Cela étant, nous pouvons, dans la relation ainsi démontrée
^{Xq -h x)dx = o,
supposer a:© = o; car l'intégrale est une fonction continue de x^^ non-seulement dans le voisinage de cette valeur particulière, mais dans l'intervalle des deux parallèles à l'axe des abscisses, menées à la même distance K' au-dessus et au-dessous de cet axe.
Dans la théorie de la rotation d'un corps autour d'un point fixe O, le mouvement d'un point quelconque du solide se détermine en rapportant ce point aux axes principaux d'inertie Ox\ O/', Oz', immobiles dans le corps, mais entraînés par lui, et dont on donne la position à un instant quelconque par rapport à des axes fixes Ox, O/, Oz, le plan des x/ étant le plan invariable et l'axe Oz la perpendiculaire à ce plan. Soient donc x, j*, z les coordonnées d'un point du corps par rapport aux axes fixes, et Ç, y], Ç les coordonnées par rapport aux axes mobiles; ces quantités seront liées par les relations
x = a^ -h bri -hcÇ, X = <i'^ -+- b'fi -h c'Ç,
et la question consiste à obtenir en fonction du temps les neuf coefficients a^ b^ Cy .... Jacobi le premier en a donné une solution complète et définitive, qui offre Tune des plus belles applications de calcul à la Mécanique et ouvre en même temps des voies nouvelles dans la théorie des fonctions elliptiques. C'est à l'étude des résultats si importants découverts par l'im-
inorlel géomètre que je dois les recherches exposées dans ce travail, et tout d'abord Fintégratioii de Kéquation de Lamé, dans le cas dont je viens de m'occuper, où Ton suppose /i = i ; on va voir en effet comment la théorie de la rotation, lorsqu'il n'y a point de forces accélératrices, se trouve étroitement liée à cette équation.
Pour cela je partirai des relations suivantes, données dans le tome II du Traité de Mécanique de Poisson, p. i35 :
dfi , fin' t, , (ta" ,„ „
.^^^_br-cq, - = br-cq, - = b r - c q,
db ab' , , dh'
de , de , ,, de" „ ,„
^.=aq^bp, —^aq^bp, —=aq^bp,
dans lesquelles p, g, r sont les composantes rectangulaires de la vitesse de rotation, par rapport aux mobiles Ox', O^', Oz\ Cela étant, des conditions connues
p = aa\ q = ^b% r = yc",
où a, j3^ 7 sont des constantes, on tire immédiatement Ich équations ^ = (y - P) Z»"c", f:=(a-y)c"«% ^=(|3-«)a"é", dont une première intégrale algébrique est donnée par l'égalité
et une seconde intégrale par celle-ci :
aa ' -h p6 ^ -H 7(; - = o,
5 étant une constante arbitraire. Ces quantités a, p, y, 5 sont liées aux constantes A, B, C, A, / du Mémoire de Jacobi, par les relations
elles sont donc du signe de / qui peut être positif ou négatif, comme représentant le moment d'impulsion dans le plan invariable. Dans ces deux cas, ^ sera compris entre a et y, puisqu'on suppose B compris entre A et C ;
mais j'admettrai, pour fixer les idées, que /soit positif. On voit de plus que, (fêtant une moyenne entre a, |3, 7, peut être plus grand ou plus petit que ]3 : la première hypothèse donne BA>/^, et Jacobi suppose alors A > B > C; dans la seconde, on a BA < /^, avec A < B < C; ces conditions prendront, avec nos constantes, la forme suivante :
II. a>P>c
et nous allons immédiatement en faire usage en recherchant les expressions des coefficients a'\ b'\ c'\ par des fonctions elliptiques du temps.
J'observe, en premier lieu, qu'on obtient, si Ton exprime a" et d' au moyen de h'\ les valeurs
(7 - a) a'^' = 7 - ô - (7 - P) A"% (7 - a) c"^ = (f - a - (P - a) 6"^ Posons maintenant
^-i =: 'Lui v% 6"* = '^^ US c^^ = ^-=^ WS
puis
il viendra plus simplement
Introduisons, en outre, la quantité w^ = (cî^— a)(7 — |3); l'équation — =(a — 7)6"<£" prend cette forme : — = /iVW, et Ton en conclut, en désignant par t^ une constante arbitraire,
U = sn[/i(<-.^o)>J, V = cn[/i(< - t^)M, W= dn[w(< — /o),*].
J'ajoute que les quantités ^^-—-9 ^rnv rzr"'(^ "" ^)(7~~P) ^^°^ toutes
positives et que h} est positif et moindre que Tunité, sous les conditions I et IL A l'égard du module il suffît en effet de remarquer que l'identité
(a6 ) donne
de sorte que A^ et A'*, étant évidemment positifs, sont par cela même tous deux inférieurs à l'unité. Ce point établi, désignons par e, g', t des facteurs égaux à dz i ; en convenant de prendre dorénavant les racines carrées avec le signe -f- , nous pourrons écrire
«"=V^v. h"=isj^\xi, ,»=^^ïe:-w,
et la substitution dans les équations
,J.,M JLtt J^l'
donnera les conclusions suivantes. Admettons d'abord les conditions I : les trois différences y — j3, a — y, ^ — a seront négatives, et Ton trouvera 5 = -^ éV, £' = — ê"c, e" = -^ ££'; mais sous les conditions II, ces mêmes quantités étant positives, nous aurons £==-£'£", £' = «"s, £" = ££'; ainsi, en faisant, avec Jacobi, £=— i, £' = -|-i, on voit qu'd faudra prendre e" = 4- I dans le premier cas et la valeur contraire e" = — i dans le second. Cela posé, et en convenant toujours que les racines carrées soient positives, je dis qu'on peut déterminer un argument w par les deux conditions
en (ù
= \M' dn»=y'j-5-;.
d'où nous tirons — - = y ^ _ ^ \ ces quantités satisfont en effet à la relation
dn-w — • k^cii^tù = A'^,
comme on le vérifie aisément. Je remarque, en outre, que, cnw et dnw étant des fonctions paires, on peut encore à volonté disposer du signe
de w. Or, ayant 7^- = — — , nous fixerons ce signe de manière que, suivant les conditions I ou II, ^^^ qui est une fonction impaire, soit égal à
t cnu
H- 1/ OU à — i/- — -- Nous éviterons, en définissant la constante w
comme on vient de le faire, les doubles signes qui figurent dans les rela-
(a7 ) dons de Jacobi; ainsi, à l'égard de a\ h*\ c\ on aura, dans tous les cas, les formules suivantes, où je fais pour abréger u = n{t — /©) •
,. cnu ,„ dnu snn // snudnn
cnu enw îcnta
Enfin il est facile de voir que Gt> = /u, v étant réel; de la formule hâA^ &n{ivy i) = — ' — TTTî on conclut, en effer, cn(u, ^) = \/r-zr ' v^'^"'' q^i est dans les deux cas non-seulement réelle, mais moindre que l'unité.
J'aborde maintenant la détermination des six coefficients a, 6, c, a\ b\ c' en introduisant les quantités
A = a 4- in\ h = b '\- ib\ C «= c 4- ic\
et partant des relations suivantes :
Aa"-f-B6' -hCc"=o, iA~Bc"-+-C*''=o,
qu'il est facile de démontrer. La première est une suite des égalités
aa' -h bb" + ce" = o, a' a!' 4- b'b" + cV = o,
et la seconde résulte de celles-ci :
a = b'c" - c'b\ a' = b'c - c"b, a" = bd - cb'
Qu'on prenne, en effet, les valeurs de a et a\ on en déduira
a -h ia' = (6' - ib)d' - b'{c' - ic),
ce qui revient bien à la relation énoncée. Cela posé, je fais usage des équations de Poisson rappelées plus haut, et qui donnent
D,A = Br - Cq, D,B = C/> — Ar, D,C = kq - B/>,
puis, en remplaçant /?, g, r par «a", ^b", yc", D,A = Bc"y — Cb"^, D,B = Ca'a - Ac'y, D,C = Aè"^ - Ba" a.
( ^8) Mettons maintenant dans la première les expressions de B et Cen A, qu'on tire de nos deux relations, à savoir
on obtiendra aisément
OU bien encore
D,A _ a"\y,a''-^i[aLa"^^^] A "" a"^—\ '
et, par un simple changement de lettres, on en conclut, sans nouveau calcul,
Ces formules seront plus simples si Ton fait
A = ae'«', B = b(î'PS C = ce'^^ car il vient ainsi
h"ï^tb"^
Cela étant, j'envisage la première» et pour un instant je pose a"^ — i = a*, ce qui donnera
VI
On en conclut ensuite, en différentiant.
D/a _ /^ay_ D?^a ^ /D^qV . (g — q")D,û ^
puis encore, par Télimination de — ?
ÇiJi — El'' _ (« — ^)' .
( 39) mais, comme conséquence de Téquation différentielle,
on a la suivante :
qui peut s'écrire
= _ (eJ ^ a)« _ (5 - a)(|3 ^- y - 2a)(n- û^) - (|3 -'v)(7 - a)(û^4- a*). Or on en tire, en différentiant et divisant ensuite les deux membres par
= -[($- a)(p + 7 - 2a) + (^ - «)(7 - a)] - 2((3 - «)(7 - a)o-. Nous avons donc, après avoir remplacé a' par a"^ — i,
Çl» = ( 3 - a) (7 - 5) - (d - a) (y - a) - 2 ( ^ - «) (7 -«)«"»;
c'est le résultat que j'avais en vue d'obtenir.
Deux voies s'ouvrent maintenant pour parvenir aux expressions de Ay B, C; voici d'abord la plus élémentaire. Revenant aux formules
je remplace a", h'\ c" par les valeurs obtenues au § XI, page 27 :
„ cnif .// clnbisn» „ snft»diii/
cnw cn«) icnft>
et, au moyen des relations relatives à l'addition des arguments, j*obtiens
(3o) ces résultats :
n"b" — ic" sn tt cnif (In ft> + sn u en u dn tt en ( n — w )
û"' — I sn^tt — sn'w sn(tt — »)
û'V-h ih'* snacnwdn» -f- sn»cnwdni« i
a"'* — I ~~^ /(sn'a — sn'») /sn(a — wj
de sorte que nous pouvons écrire
^cn[u-^U^ C =
sn ( a — w ) i sn ( a — a» ]
Cela pobé, j'envisage l'expression
et je fais le même calcul, après avoir remplacé 7 — |S et a — (? par les
valeurs suivantes :
^ . <*n<k> «. . sncddnft)
7 — fi = m j — » a — o = m >
' ' bnudDfr) enu
qu*on tire facilement des équations posées page !26 :
en Gt>
= \J\^i^ d«« = \/;-ir|' ^^^ = i\Jy=^s
et de 7i = v^($ — a) (7 — jS). L'expression à laquelle nous parvenons ainsi,
Dia snf/cDtfdnti + sn&i cnoi>dnw
a sn^a — sn*w
nous offre une fonction doublement périodique, dont les périodes sont aK, a/K'y et qui a deux pôles, u=^ (ù^ z/ = iK'. Les résidus correspondant à ces pôles étant + i et — i, la décomposition en éléments simples donne immédiatement
sn« cnudnu + snoAcnudn&i H'(ii — eo) e'(tt) p,
sn*i£ — sn'eo il (a — w) ô(m) *
et la constante se détermine en faisant, par exemple, e< = o; on obtient de cette manière :
^ H'(w) cnwdnw ©'(•*)
H(w) snu ®(«)
(3i ) Nous pouvons donc écrire, après avoir pris pour variable u = n[t — /q),
a H(tt— w) e{u) 0(w)
et, si l'on désigne par Ne'^ une nouvelle constante à laquelle nous donnons cette forme, parce qu'elle doit être, en général, supposée imaginaire^ on aura
De cette formule résulte ensuite
A = Ne \ , ^ gL" ® "^J ,
OU plus simplement, en mettant v — olûq au lieu de v,
A= Ne*''— ^— r— e »
et l'on en conclut immédiatement
_c"(^-^) A _./7:^Ar^vH.{''-«)^'-"^*''"^J"
B= A = v/A-^Ne'
sn ( /t — w ) ^ ( a )
r iî ^'i^ 1
/ sn ( a — w ) ^ / ( £4 )
Des deux indéterminées N et vqui figurent dans ces expressions, la dernière seule subsistera comme quantité arbitraire; N, qui est réel et positif, se détermine comme nous allons le montrer.
Je fais à cet effet, pour plus de simplicité, dans les expressions précédentes,
l'a. 0'(wl n 0(w)
en observant que cette quantité X est réelle, car on a oo =/i;, ainsi que
nous Tavons fait voir (p. 27). Cela étant, nous pouvons écrire
A = v^N — ^ ^ snlu — Cl)),
B = V/iN — ^ ^ en (w — Cl) ),
C = N/ÂN^"-".^':'"n
iQiti
er je remarque tout d'abord que ces formules permettent de vérifier facilement les conditions auxquelles doivent satisfaire les neuf coefficients àf hj c, .... En premier lieu, nous en déduisons :
Aa"-i- Bt '4- Ce' = v*N -^ •-—, — F— en w sn (u — w)
H- dnot)8nz/cn(è/ — w) — snodnw].
Or on a
Ci\u%n{u — «) — dncjsni/cn(i^ — «)-+- sn&)dn£< = o,
cette équation étant l'une des relations fondamentales pour l'addition des arguments [Jacobi, OEuvres complètes, t. II, p. 171 , équation (t6)], et nous obtenons ainsi :
aa' -h bb" -+- ce" = o, /ï'a" -f- b'b" 4- c'c" = o.
Je remarque ensuite que la somme des carrés A^-hB^-hC^ s'évanouit comme contenant en facteur su'^di — w) -h cn^(w — w) — i, et nous en concluons
a- -+- 6' -+- 6-^ = a'-' -h A'^ -h c'S aa' -h bb' + ce' = o.
» Ayant d'ailleurs
\cn»y \ cnw / \ cn« /
I — sn'a (i — ^'^sn'wjsn'a (i — A-*sn*«)sn*w
cn*w cn'w en'» '
les six relations que nous avons en vue seront complètement vérifiées dès que N sera déterminé de manière à obtenir «^ -h t^ H- c^ = 1 (* ). Formons
(') Les équations
/Ar= Bc" — Cb\ /B ~. Cû"— Ac", iC z=Ab" — Bù'\
pour cela les carrés des modules de A, B, C; en remarquant que, par le changement de / en — /, « se change en — «, on trouve immédiatement
a}-\.ci^ = AN^ -^ -[,-1 ^ snfw h- wjsnfw — w),
b^ 4- b'^ = a:N^ — ^ J-r\ cn(u -+- cojcnfM — w),
c^-f-c'^ = AlS^
dont la première a été employée précédemment, page 27, et qui contiennent les suivantes :
a — // c" — c' b% h = c'a" - a'c\ c = a' b" — b' n" % a'z=ib''c -c^b, V=.c''a -- a" c, c'^a"b^b"a,
se vérifient aussi de la manière la plus facile. Les relations auxquelles elles conduisent, à
savoir :
cnw = cn//cn(// — w) -h dnwsnKsn [u — w\
cntt = cn<k>cn[/< — w) — dn^sn^/ sn (^ — m),
dnodsnu = cn&>sn [u — &>] + snci>dn/icn(K — &>),
figurent, en effet, dans le tableau donné par Jacobi sous les n^' 9, 10 et 11. Formons enfin les trois produits
. [b - ib') \c. -f. ic' ), (c ~ /V ) \a H- /û'), [a -^ ïa')[b 4- /i'),
nous trouverons
/. .ui\f , -M efo]H,(o^ H,f//-+-6>)B(w — w) . [b — ib'] [C -\- ic ) =1 —^ - ---— ■' /,
c — ic') [a H- ia'] — — -:— ^-^ ^,
(a ^ ia'jib -{- ib ] =z rrr—'s — ri — ^ "î
or les relations élémentaires
(o) H,{o) H,(a -f- w) 0(m — w)znH(w)e,(a))H(a) 0,;^) — H,(w; 0(w) 0(£i) H, (a), 0,[o) H.(o) (w -f- «) H (tf — w) — H(w) (w) H,(«) 0,(«; — H,(w) 0,(6)) 0(tt) H [a], 0(o)H,(o)H (n-f »)H,(m — w;= 0iw)0,(w)H(M)H.;tt) -h H (w) H,(w) 0(/i) 0,(ii)
conduisent facilement à ces égalités
(6 - ib' ) (r -f. /c' ) = - 6 V + lû", (c — /c') (a -4- ia') = — cV-l- /^", (a ^ia')[b-h ib' ] = — a"b" 4- /c" ;
d*où Ton tire ce nouveau système de conditions :
bc -+- b'c^ -f- b"c"=o, bc - cb' = /i", ca _H c'tf' -f- c'V/" = 0, ca' — ac' = *", ^^ ^a!b'-^ a"b"z=i o, «ft'- ftû'=r c".
d'où, en ajoutant membre à membre,
7. = AN^ 0^;/. + «) e(i^--a>) ^^^^^^^ __^ ^^ ^^^^^ _ ^^j _^ ^^^^^ ^ ^^ ^^^^^ _ ^^. _^ j-|^
Or les formules élémentaires
sn [u -H w) sn [u — co) = 7; — z »
, . , . en'// -4- cn*'#»
en [u -f- w) en (w — w) = — i H tt — : —
donnent
9 on f t
sn iu 4- &)) sn iu —(»)-+- et) (a -f- w) en («/ — w) 4- 1 = >- — r—
sn-w
on a d'ailleurs
nous obtenons donc
et par conséquent, après une réduction facile.
On en conclut les résultats de Jacobi, que nous gardons sous la forme suivante :
. , H,(o)0(/t — wW'(^«-*-^) /H,(w)0(l«)
et il ne nous reste plus qu'à y joindre les expressions des vitesses de rotation autour des axes fixes Ox^ Oj\ Oz.
Ces quantité.*, que je désignerai par c, v\ v'\ ont pour valeurs
ç z= np -h bq -+- crn
v' = n'p -i- b'q •+- c'rj
(35 ) OU encore, en remplaçant />, 7, r par aa", ^6", yc",
Cela posé/soit v -+- iV = V, nous pouvons écrire
V = Aa"a + B6"P -l- Cc^y,
et, si nous employons de nouveau les égalités
j^ fl '> — ^ A C a C -^ tu ^
15 — T. A, Li — — jr: A*
on obtiendra la formule
Or, au moyen des relations
a — a = — f/i ï 7 — fi = i/î
cnw ' ~ snwdnw
et des valeurs de a"j b'\ c'\ il vient
[<î — a]flf"-4-/[7 — S)^*c" . siii^cnaclnoj + snfr>cnft>du££ . cin(i# — w)
a^ — I sn*a — SD-w SQ (a — w)
Texpression précédente de A nous donne donc immédiatement
V - in H^(o)e.(^^~-o
V = Ifl TT-i ^^ -j—\ •
H,(a))0(tf)
Voici maintenant la seconde méthode que j*ai annoncée pour parvenir à la détermination des quantités A, B^ C.
Je reprends l'équation différentielle du second ordre, obtenue an § XII, p. ag, à savoir :
Df a = [fjS — a (7 — c?) — (J — a)(7 — a) — 2fjS — ^(7 — a]a*]a,
et j'y joins les deux suivantes, qui sen tirent par un changement de lettres :
Cela posé, au moyen des expressions de a"f b'\ d* ^ en fonction de u^ et de ces formules qu'on établit sans peine,
a — a := m — -, , fi — o = m ; — i
' du (M * cnwdno»
^ . STIflixlnw ri • c^^
cnft>dnft> ^ . dnw
' SDU ' snwcDw
nous obtenons, par un calcul facile,
(P-«){7-$)-(5-«)(7-a)-2(,'3- a)(7-aK»
= /i^[îiA^sn*w — I — A^ -h A^sn^w],
(7-^)(«-5)-((^-i3)(«-P)-3(7-^)(a-/3ji-
= n» FaA» sn*tt- i - A» -+- A» ^],
= /i^ 2A*sn*tt— I — A^H — \- • L »n wj
Prenant donc pour variable indépendante u au lieu de tj on aura
D,Ja = [aA^sn^M — i — A* -h A^sn'wja,
D„^b = FaA^ su^tt -. , - A^ 4. A» ?:^lb,
D,?c = TaA^sn^w - i — A» -h -^-Ic;
et nous nous trouvons, par conséquent, amenés à trois des quatre formes canoniques de l'équation de Lamé, qui ont été considérées au § VI, p. i4. La solution générale de ces équations nous donne donc, en désignant les constantes arbitraires par P, Q, R, P', Q', R',
et l'on en conclut, si Ton écrit, pour plus de simplicité, P, Q, R, .•• au lieu dePe'«'., Q&\ Rci^'., ...,
C = R ^ (" ~ ") gL « "^ H((.)J " ^ ;^. Q{«H-a>) ^L " HM J "
0(tt) 0(tf)
La détermination des six constantes qui entrent dans ces expressions se fait très-facilement, comme on va le voir.
Je remarque, en premier lieu, que nous pouvons poser
X désignant la quantité déjà considérée au § XIV, p. 3i. On a, en effet
0', (&)) 0'{w) T\ 1 j X'snwcnw
-V-f — -fr = Dj^loeducD = -, »
0, (w) 0(w) « t3 jnj^
H(w) * 0(») "» D ^Ujrt
et les égalités précédentes sont vérifiées au moyen des relations
a — a •= in — . » y —^ a = m >
que nous avons données plus haut. Une conséquence importante découle de là: c'est qu'en changeant u en a-4-4K, les fonctions -— -^-y^ — '
~- , J — 9 ~en — ^^ reproduisent multipliées par le même facteur e^^^^j tandis que les quantités
rr . . r ^i(--XK) ^if^-XK) mU-Xk)
sont affectées des facteurs e \" /, e V" /, c V" /, essentielle-
ment inégaux. Or on a obtenu, pour les quotients -» -» des fonctions doublement périodiques, ne changeant point quand on met u -h ^K au
( 38) lien de w; il faut donc que les facteurs qui mulliplient A, B, C, lorsqu'on remplace u par // -+- 4K, soient les mêmes, ce qui exige qu'on fasse P' = o, Q'= o, R'= o. Ce point établi, j'écris, en modifiant convenablemenr la forme des constantes P, Q, R,
A =r P- snfw ~ w),
et j'emploie la condition Aa* 4- B//'-t- Ce" = o, qui conduit à l'égalilé
— Pcn£isn(£^ — 0)) -+- Q(lnci)sniicn(// -— w) — /Rsnw dnw = o.
Or, en faisant (A'= o et z^ = w, on en déduit
P=Q^ai; de sorte qu'on peut poser
P = vÂNe'\ Q = \ Â Ne'', R = ^' ^ f- '
ce qui nous donne les^ expressions de A, B, C ohlcMuies au §XIV, p. 3i. Le calcul s'achève donc en déterminant, ainsi qu'on l'a f.iit plus haut, la valeur du facteur N.
Les formules que nous venons d'établir ont été le sujet des travaux de |)lusieurs géomètres; M. Sonioff en a donné une démonstration dans un Mémoire du Journal Je Crelte (*), peu différente de celle de Jacobi, et qui repose aussi sur l'emploi des trois angles d'Euler. M. Brill, dans un excellent travail intitulé : Sul problema délia rolazione dei corpi [Aimali di Matematicaj série II, t. III, p, 33), a em[)loyé le premier les équations différentielles de Poisson et les quantités a -h ia\ b -\- ///, c h- ic dont j\ii fait usage, mais son analyse est entièrement différente de la mienne. C'est à un autre point de vue que s'est placé M. Chelini {-) en déduisant pour la première
; ' ) DémonsUatinn des formules de M, Jacobi relatives a la théorie de la rotation d'un corps solide y t. h% p. g5.
I') Detcrininazione analiticn délia rotazionc dei corpi liheri secundo i concetti del signor Poinsot ' Memorie dell* Accadcmin délie Scicnze dell* Istitu'o di Bologna, vol. X).
( ^^9 ) fois les conséquences analytiques de la belle théorie de Poinsof, que son auteur ni personne n'avait encore données d'une manière aussi approfondie. Je mentionnerai en6n deux récents Mémoires de M. Siacci, professeur à l'Université de Turin, et dont l'auteur a bien voulu, dans la lettre suivante, m'indiquerles points les plus essentiels :
« Turin, -24 décembre 1877.
» Poinsot, à la fin de son Mémoire sur la rotation des corps, démontre que la section diamétrale de l'ellipsoïde central, déterminée par le plan parallèle au couple d'impuUion, a son aire constante. Ce théorème a été le point de départ d'un Mémoire (*) dont les résultats se rattachent à la théorie des fonctions elliptiques aussi bien qu'à la théorie de la rotation. Je me suis d'abord proposé le problème de déterminer le mouvement des axes de cette section : pour abréger, je l'appellerai section invariable, et son plan, plan invariable. Une première solution du problème est suggérée par Thomothétie de la section invariable avec l'indicatrice de Dupin , relative à l'extrémité de l'axe instantané (pôle). La rotation d'un système de trois axes rectangulaires, dont les premiers coïncident avec les axes de la section, n'est que la résultante de deux rotations, l'une due au mouvement du pôle sur la poloïde, Tautre due au mouvement de l'ellipsoïde. Soient, sur ces axes, F,, Pj, P3 les composantes de la première vitesse angulaire; w/,, nizy m^ celles de la seconde. La résultante se composera de P, -*- m,, Pa •+• ma, Pj -h //I3 ; et, comme le pôle reste sur un plan, on aura
(i) P^ H- m^ = o, P2 -I- ^2 = o, Ps -H m, = rfcj; : rf/,
vp étant la longitude d'un des axes de la section. Soient v^£2|, y/a,, v^ '^^ demi-axes de l'ellipsoïde (le troisième est celui qui ne se couche jamais sur le plan invariable); jc,, 0*3, x^ les coordonnées du pôle; X,, X2, X, (X, = o, X|, X2 sont les demi-axes carrés de la section) les racines de l'équation
(X)=i — ^^ H ^: H H — I = o. On aura
(^, >r) (^i— V)(^3 — "^r) T\ Aé ^t^li" /^X* d\/
^>r — X,) (Xr — X/) '' X, — X/\/if; ml
{rjS^ s' étant trois nombres delà série 1,11, 3). Comme X|X2 = const. = c^, on a m, = const. C'est, en effet, la distance du centre O ati plan fixe de contact ;
( ' ) Mcmorie délia Società italiana délie Scienze^ série III, t. III.
(le même mi, m^ sont les distances de G des plans tangents aux surfaces (71) et (X2). Au moyen de ces valeurs, les équations (1), qui reviennent en substance aux équations d'Euler, donnent ^ et ^J; en fonction de a* = X, -h /j. En posant t = nu [n expression connue), on obtient
et Ton prendra le signe supérieur ou inférieur, suivant que m, > ou •< /ij.
Le module est k = 1/ —, r—, J» et (7 et t so!»t amsi donnes :
r=r-,=JL=, a=C-T=^-=^ cos(n=î^»/i.
F étant un angle aigu négatif ou positif, suivant que ml^a^ et G un angle positif, qui sera < ou > |;r, suivant que la zone enrourée par la poloïde comprendra deux ombilics ou aucun 2 c'est, en effet, ce qui revient aux cas deG^^;: ou de (7>K'. La double expression
H(/ff) ^0(a 4- /T)0(a — /t) qzll(/T) y0(a -+-/o')0(« — ia)
donne X| et Xj. L*étudede l'expression (3) démontre que le mouvement moyen des demi-axes de la section est donné par le terme nuiltiplié par i/, et Tinégalité par l'autre, lorsque c < K'; lorsque a > K', le mouvement moyen et l'inégalité sont donnés par les mêmes termes en y changeant a en (7 — aK'; et Ton trouve que, dans le second cas, le mouvement moyen
coïncide avec celui des projections des demi-axes \ja^ et sja^^ et dans le
premier avec celui des projections de ^a, et de l'axe instantané.
» On peut tirer cj; de l'expression de la longitude (fx) d'une droite quelconque OR, dont Textrémitéa S,, Çj, £3 pour coordonnées. Je trouve ainsi
et je donne aussi l'expression développée de (|x). Comme £,, £2, S, sont fonctions arbitraires de li, on voit l'infinité de formes qu'on peut donner à l'expression (a) de ^.
En faisant coïncider OR avec V^o V^29 V^s ^t avec Taxe instantané, on obtient leurs longitudes |ji|« jXa, {Xs, jx et l'on a
m, flTr — ^1
4» = ^, - arc lang ^; ^; = fi - arc tang ^.
Ces quatre expressions de ^ contiennent les principaux théorèmes sur la transformation et sur l'addition des paramètres des intégrales elliptiques de troisième espèce, mais sous une forme nouvelle, à cause des termes circulaires.
Le mouvement des projections des axes du corps et de Taxe instantané a été déterminé par Jacobi : leurs inégalités sont données au moyen d'une constante a, qui se trouve liée avec nos quantités par l'équation (7 4- T = aa; mais aux expressions des mouvements moyens concourent les moments d'inertie du corps. Au moyen des quantités a et t, elles acquièrent, comme on a vu, une forme plus homogène. Si nous posons c — t = 26, les constantes du problème a^y a^^ a^, m, se transforment en a, b, c, A*. Ainsi Ton a
%iïiaàr\m en 16 ^nib ànib eu ia en* a
Us sn ia en ib dn ib a^ c sni6cniadn/a c
sn ib en ib dn ia
co} ib
snia en /a Avkib en' 10 a, cn*/6
en changeant a:^ : a;, en mja:^ : £ï^, on change h en a.
J'ajouterai aux résultats de mon Mémoire les cosinus de direction des axes de la section invariable par rapport à l'axe instantané et aux axes du corps; ils sont :
Ydn(u-f- ffl) - Xdn [u — ia )
2/ \/XY dn \u -h tu] du (a — ia]
Y dn (1/ -4- ia] -f- X dn (« — ià\ p. v^XY dn \u -i- ia] dn (« — ia]
/Wi .r, Ysn [u -I- 1^) -hXsn (a — ia) /w,x, Ysn (« H- /Vii — Xsn(a — ia)
Oi—l oo.niaJTCYZ ' «i — >i *" 2/cniav^XYZ
Yen(tt -f- /«■ — Xc/?(i/ — ia)
2ien/a^XYZ
2en/V?^XYZ
/wi jTt __ ^ Ycnfii-h/fl) -f-Xcn(£< — ia) ^'—^' 2cnfVi^XYZ
/w.xs _ Y — X
2icnifl^XYZ
2en/av^XYZ
où
Z(i — /c^sn^/Vïsn^w) = i,
n î>. sn/<Tsn/T
Les doubles signes se rapportent aux cas de /wj^aj, avec la convention que, suivant que a -1-6 > ou <K',X,Y, ou bien Xsn(i/ — /a), Ysn(M4-îû) imaginaires conjugués, aient leur partie réelle positive. On tire ces expressions de (4)- La substitution directe des valeurs x^y a*,, x^ ; m\j ^3; X^ X2 donne des expressions assez simples, mais tout à fait différentes, et leur comparaison donne lieu à des formules remarquables.^
Les résultats dont on vient de voir l'indication succincte sont les premiers qui aient été ajoutés aux travaux de Jacobi dans la théorie de la rotation; mais je dois signaler encore, en raison de Tintérét que j'y attache, un point non mentionné dans le résumé précédent. Remplaçons, dans le plan invariable, les axes 6xes Oo*, Oy par deux autres également rectangulaires, mais mobiles, OoTi, O/^, dont le premier soit constamment parallèle à la direction du rayon vecleur de Terpoloïde; M. Chelini a introduit, en suivant la méthode de Poinsot, les angles des axes d*inertie avec les droites OjC|, Oji, Oz, et donné ce système de formules, où v désigne le rayon vecteur de l'erpoloïde :
cos(x<x ) = ■ — î cos(/,j:') = ~ — ^ , cos(z,a:') = a\
cos(jc, y) = ^——^—^ cos{jr,f) = f , cos(Z|7') = b\
cos
(o:, z') = '■- '— -> cos(7i z') = ^-^ > cos(z, z') = c .
C'est le passage des neuf cosinus de M. Chelini à ceux de Jacohi, qu'il était important d'effectuer pour compléter la déduction analytique de la théorie de Poinsot, alors même que, par cette voie, ou ne dût peut-être pas y arriver de la manière la plus rapide. Je renverrai, sur ce point essentiel, aux beaux Mémoires de M. Siacci, en me bornant à remarquer les relations suivantes, dans lesquelles V, = i^ — zV :
C0S[X^X') -^ iC0'ii[j^x') :i--A\\,
co.s(X|7'') 4-/cos(j,j') = -BV,,
cos(x, z ) -¥ icos{jt -') = -CV,, et j'y ajouterai quelques formules relatives à l'erpoloïde.
Si Ton met, au lieu de ^j 73, Ç, dans les équations du § X, p. 23, les qifantités suivantes :
où />, qj r sont les composantes de la vitesse et p une indéterminée, on aura, pour déterminer la position de l'axe instantané de rotation par rapport aux axes fixes^ les formules
X = [ap -h bq -h cr )fi — vp^ J= {a'p-hb'q-h&r)p = p>, z r^ {ay -+- b"q H- c"r)p = v"p,
dont la dernière est simplement 2 = ^p. Or, l'erpoloïde étant la trace de cet axe mobile sur le plan tangent à Tellipsoïde central, z = ^, on voit qu'il suffit de faire p = 1 pour obtenir les coordonnées de cette courbe, exprimées en fonction du temps, ou de la variable u> Nous avons ainsi a* = i^, ^ = i/; mais ce sont plutôt les quantités x -i- iy et x — ij- qu'il convient de considérer, et je poserai en conséquence
. -H'foie.f// — «)c'(^"-^^î , , ^ o" -f- jr = — m ^ ' ' , H- = *(«J»
^ H,(wJ0(a) ^ ^'
ce qui permettra d'employer les conditions caractéristiques
<I> (tt -H 2K) = |x4) (a), $ (tt 4- 2/K') = - /x'4) (tt), * 0,(a -H aK) = -<I>, (m), 0,(w -^ 21R') = - A«»i(«),
où j'ai fait
Elles montrent, en effet, que les produits î>(£/)0,(w), D„0(w)D„î>,(tt),et en général D^<I>(m)D;<I>|(w), quels que soient m et «, sont des fonctions doublement périodiques, ayant 2K et 2/K' pour périodes. En particulier, nous envisagerons l'expression D„0(a)D||<I>,(tt) = x'^ -1-^% puis les
coefficients de / dans les suivantes :
D'<D(w)D„<I>,(tt) = x^x^'-hj-y-i- i[xy"-^fx''),
ces fonctions doublement périodiques donnant, par les formules connues, les éléments de l'arc, du secteur et le rayon de courbure. J'emploierai, pour les obtenir, la formule de décomposition en éléments simples, rappelée au commencement de ce travail (§ I, p. 5), et dont l'application sera facile, ^{u) et$i(£/) ayant pour pôle unique u=.iVJ. N'ayant
ainsi à considérer qu'un seul élément simple, - —,9 il suffit d'avoir les
développements suivant les puissances croissantes de £ de 4>(/K'+ s) et $, (/K'-h e) ; ils s'obtiennent comme on va voir.
Je remarque d'abord que, au moyen de la fonction 91 (x, co), définie au § III, p. 8, on peut écrire
(i>{u) = C(p,(Uy — w)e~, 4), (a) =C,(p,{Xj o)e~~,
C et C« désignant des constantes. C'est ce que l'on voit en joignant aux relations précédemment employées,
'^ = 1" ir — À = ^" ^ /~\ ^= ^~ 15 — "'
la suivante :
qui résulte de la condition a — d^ = ''*— r (§ ^V, p. 36), en la mettant sous la forme
=Da,logcnû,)= -^ — —f— •
Cela posé, l'équation iç,(a, w) = /(w, w-l- K-h /K') montre qu'on a le développement de ç?, (/K'-t- 2, w) en changeant simplement w en w -f- K-h ÎK' dans la formule de la page i3 :
et il vient ainsi, en nous bornant aux seuls termes nécessaires,
A' — i\ 8 /■'*sn6)dn
cirw
Désignons par S|, pour abréger, la série du second membre, et par S
ce qu'elle devient lorsqu'on change i en — i, c'esl-à-dire w en — w; puisqu'on a Cl) = lu y on aura les expressions
où R et R| sont deux nouvelles constantes, dont la signi6cation se montre d'elle-même. Il est clair, en effet, que ces quantités sont les résidus des fonctions ^{u) et <!>,(«) pour u = zK', de sorte qu'on trouve immédiatement les valeurs
R = — ne^*^ , Ri = -f-/ic ^^
et par suite la relation RR| =: — n'. Voici maintenant les applications de nos formules.
XYIII.
Je pars des équations suivantes :
De<l>(/K'4- £)De<I>i(/K'-f- s) = -n^ (S'+ ^s] (s, - '^sX
De<^(/K'-H £)4), (/R'4- 6) = - /i^ (s' 4- ~ S)S|,
DÎ<I>(îR'-h £)De<I>,(iR'-f- 6) = - «^ fs"+ ^S'- ~s) {S^ - ^S|),
et je me borne à la partie principale des développements en faisant, dans
les deux dernières, abstraction des termes réels; le calcul donne pour
résultats
si l'on écrit, pour abréger.
co'u 3
Q= 7—. 1 z hcf/iVaA' — i) H- (T.
Remplaçant donc -, et \ par — De-> — gDÎ-) on obtiendra^ en désignant
( 46 ) par C, C, C" des constantes,
X" +r- =C _PD„^ + iH»D?,^!-î,
^/ _ yx' = C + n5D„ ~!^, a:'r" - /x" = C" + ^ D„ J|-îi] •
Employons enfin la relation D„ ^^ = -- — A* sn^w, et nous parviendrons, en modifiant convenablement les constantes, aux expressions suivantes :
j:'= 4-y= =C + f/j»-(J» — — U»sn'i/-/i^A*sn*z£, xj' — /x' = c — d^^A- sn^ tt,
Pour déterminer C, C, C, je supposerai u = o\ il suffira ainsi de connaître les valeurs des fonctions $(m), ^i(«) et de leurs premières dérivées quand on pose u = o; or on obtient, par un calcul facile dont je me borne à donner le résultat,
e-^^<b lu) z= ^ m h fi — u -h i — — ^- • • <»
e^"'<S>Jn) = -h m ^ -f- S u — i , " -4-...;
on en conclut
C = e^ — — , c'=/iS— — » c=p , - — •
Soit donc S l'aire d'un secteur, s la longueur de l'arc et R le rayon de courbure de l'erpoloide, nous aurons
\*^ cn'û) '
' * cn='w \ cn'o)/
■o I en r,) \ CIÏ^O)- / I
Ces formules donnent lieu à quelques remarques.
J'observerai, en [iremier lieu, qu'on lire de la première, en comptant l'aire à partir de t = t^ ou u :=^ o^
S — «ô -— - w — 7^(f - tt — ——Y
\* cn'w K/ ®(")
il en résulte que, u devenant u 4- 2K, le secteur s'accroît de la quantité
constante
dn^w
OU, sous une autre forme,
/-odn^w
Je démontrerai ensuite que le trinôme en sna qui se présente dans l'élément de l'arc, et dont les racines sont réelles et de signes contraires, a sa
racine positive comprise entre i et -r* En faisant, en effet, snw = 1, puis snu = jj nous trouvons pour résultats les quantités
dont la première est positive et la seconde négative. On verra sans peine aussi qu'en introduisant dnaau lieu de sni/, il prend la forme suivante, qui est assez simple : ^
Enfin, et en dernier lieu, je remarquerai que les constantes qui entrent dans le dénominateur du rayon de courbure peuvent s'écrire ainsi :
Q= - 4cï»-4-4(a-HiS4- y)5'- 3(a|3 + ay 4- Pv)^-*- aa/Sy;
P(/îU'cn'M-+-pMn^ft>) _ P(7 — ^)(pa-f- p7 — «7) . cn^w 7 — p '
mais, malgré cette simplification, il paraît difficile de déduire de la formule qui détermine les points stationnaires,
Qcn-w
les conditions sous lesquelles ces points seront réels ou imaginaires, et je ne m'y arrêterai pas.
Après l'erpoloïde, je considère encore la courbe sphérique décrite par un point déterminé du corps pendant la rotation, et dont les équations sont
Je remarquerai tout d'abord que les éléments géométriques, qui conservent la même valeur quand on passe d'un système de coordonnées rectangulaires à un autre quelconque, seront des fonctions doublement périodiques du temps. Si Ton pose, en effet ,
Dix = rt£,, 4- br,„ ■+- cÇ„, D;j = a'è„ -i- //y;, 4- c'Ç,, l)1z = a'%-^f>'%,^c%.,
les équations de Poisson donnent facilement
et ces relations permettent d'exprimer de proche en proche, pour toute valeur de /i, les quantités §«, fin^ Zn P^^ des fonctions rationnelles et entières de a", 6", c". On trouvera, en particulier,
et, par conséquent, en désignant par s l'arc de la courbe, nous aurons la formule
On obtient ensuite, pour le rayon de courbure R et le rayon de torsion B,, les expressions suivantes :
^ - „. + ,. + ^r' tt. = 1 '
OÙ j*ai fait, pour abréger,
«= >Î|Ç2 — Çl>52» ^ = Çi?2 — Ç2?n î^' = 5|>3, — HjKJ.
Çl ?2 Ç3 >3l >72 >?8
Ç. Ç2 Çs
C'est à rélément de l'arc que je m'arrêterai un moment, afin de tirer quelques conséquences de la forme analytique remarquable que présente la quantité ÇJ 4- i^J -h ÇJ. Nous avons, en effet, la relation
qui donne facilement
(?» -f- Ç'){D,sY = (f 4- )î» + Ç»)y3Î + m, - ?Ç.)%
et, par suite, cette décomposition en facteurs imaginaires conjugués, où j'écris, pour abréger, p\ = Ç* -+- >3^ -h Ç^,
Or les valeurs de a", b'\ e", à savoir :
«"=-V/^<="«. ^"=V/ïË|«n«. -"=v/^dn«.
conduisent à l'expression suivante :
et nous allons facilement en déduire les valeurs particulières des coordonnées Ç, yj, Ç, pour lesquelles l'arc de la courbe sphérique, au lieu de dépendre d'une transcendante compliquée, s'oblient sous forme finie explicite. Je me fonderai, à cet effet, sur cette remarque, que le produit de deux fonctions linéaires
n(w) = (A cni^ -I- Bsnw -I- Cdnw)(A'cnw 4- B'sna devient le carré d'une fonction uniforme si l'on a
Cdnw)
A^jt'2 + B» -- CU'» == o, A'^yfc'^ + B'^ - C^'k'^ = o.
( 5o) A cet effet, j'observe que les formules
'2snucn « <\nn I — X'sn^a
I ~ 7, sn'« H- X-^sn*!/ I — /*sn*a
, I — 2 X' sn=« -+- X' sn* «
1 — X * sn* u
permettent d'écrire
A en 2// -h B sn î2 w -f- C dn 2U
_ A-f- C— 2(A -+- (:X»)sn'tf H- (A-f- C)X'sn^« -4- ?.Bsna onwdn//
I — X" sn* u
Cela étant, soir, en désignant par g: et ^ deux constantes,
A -hC- 2(A + CA-)sn-tt-+-(A -HC)A-sn*w
aBsn2/cn2/dn£/ = (gsnw -h h cnwdnw,-.
on verra que les quatre équations résultant de l'identification se réduisent aux trois suivantes :
A -h C = /i\ 2(A -f- CA^) = A^(i + A^) - g\ B = gA;
or l'élimination de g et h conduit immédiatement à la condition
Soit de même ensuite
A cn2u ^- B si\2u -f- C'dnaw = ,, -,
I — X =* sn* //
SOUS la condition semblable
nous en conclurons, pour y/l\[2u), l'expression suivante :
-77/"" "\ [s'Sïïu -^ h cnudn u) (g^ sn U -h h' en li an u)
OU, en développant,
'—. : gg' sn'M H- /i/i'[i — (i -!- X^) sn'// -f- X*sn*//J -f- (f/i'-H /'^ ) sn/i cnudnu
y \ ) I — X^ sn* a •
on en déduit ensuite facilement, si Ton change u en ->
2yil(tt) ~ TTiëëi^^ " "" ^"'0 "^ (s''' "^ ''S') s*^'^ ^~ M'(dna -f- cntt).
Voici maintenant l'application de la remarque que nous venons d'établir.
Revenant à Texpression précédemment donnée des facteurs de(D, j)*, je pose
A'=«\/î-^^^''-'>^)' K-^VI^^^'^^")' C'=-7y/P^^(>,Ç-|-,>|),
et j'observe que, au moyen de la valeur A*'^ = g^*^ 1 _ -^> nos conditions se présentent sous la forme suivante :
Elles donnent immédiatement ^ij^ = o ; et nous poserons en conséquence :
» Soit, pour abréger,
a = (a - $) (7 — |3) (7(? + ,3$ - 7P), b == (j3 - 5j (a - 7) («a + 7^ — ay), c = (7 - (^){^ — a)(/3ô -+-«$- jSa) :
au moyen de ces quantités, qu'on verra facilement vérifier les relations
nous obtenons les trois systèmes de valeurs
Maintenant je vais démontrer que, de ces diverses solutions, la première est seule réelle et répond à la question proposée.
Pour cela, je rappelle que les constantes a, ^, 7, c^ satisfont aux conditions
(I) a</3<5<Vou à celles-ci
(II) a>r^>(?>V.
et j'observe qu'on aura, dans les deux cas,
J'ajoute à ces résultats les suivants :
7c? -I- /3ô — 7|S > o, a(? 4- 70*^ — a7 > o, /3c? -h «5 — /3a > o, qui donneront, comme on voit,
On peut écrire, en effet,
ac? H- 7^ — ya = aâ m- (5 — a) 7, /3Î4- ac?— /3a= «5 -h (0 - a)/5,
et, dans le premier système de conditions, on voit ainsi que les premiers membres sont tous positifs. Nous ferons ensuite, en passant au second
système,
yti'h(i&-yfi= y& -^ (« - v)l3>
aâ -h 7^ -- «7 = 70 H- (c? — 7) a ;
mais ces transformations faciles ne suffisent plus, à l'égard de la troisième quantité |3<? -f- «5 — |3a, pour reconnaître qu'elle est toujours positive comme les autres. Il est nécessaire, en effet, d'introduire une condition
nouvelle, ~ "+" ô^ -» ayant son origine dans la définition des quantités ->
-1-9 qui sont proportionnelles aux moments principaux d'inertie. Nous
écrirons, dans ce cas,
et le dernier résultat qui nous restait à établir se trouve démontré. Les valeurs réelles ainsi obtenues pour les coordonnées ^, >j, Ç, à savoir £ = o, >3 — ^b,
Ç = yfcj donnent, en prenant les radicaux avec le double signe, quatre points qui décrivent des courbes rectifiables, ou plutôt deux droites remarquables :
I = o, V} = ziz \/-Ç, dont tous les points décrivent pendant la rotation du
corps de telles courbes. Pour former l'expression de l'arc s^ observons que,
d'après l'égalité a -h b -l- c = o, on peut écrire ip = \/a , ce qui donne les valeurs suivantes :
On a ensuite
et nous en concluons
(Acni/ -+■ B snu -+- C dnu) {A'cnu -h B^snu -+- C'dnfi) = (Bsnz/ H- CdnuY — A^cn^w.
La condition A*A'^ 4- B* — C^A'^ = o conduit enfin à cette nouvelle transformation
(B sn « -I- c dn f/)^ — A^ cn^ w = (B sn w -h C dn w/ tt^ — (dn^ u — k^^ sn^u)
= lCk'snu-{- Tîdnti] ,
et il vient, en définitive, après quelques réductions, pour l'expression de l'arc de la courbe sphérique,
puis, en effectuant les intégrations,
j = y 4/|^-(|3J ^ a& — /3a) log(dntt — kcnu)
-+- p l/-'^^— («^ 4- yd^ — ay) amw.
Il en résulte que, u devenant r/ + 4^i l'^rc s'accroît de la quantité constante, 27r]3 \/^4r" (^^ -f- 7^ — ay).
Je terminerai cette étude de la rotation en indiquant encore un point de vue sous lequel on peut traiter la question et où Ton évitera le défaut de symétrie des méthodes précédemment exposées, qui donnent d'abord les quantités A, B, C; puis, par un calcul différent, la quantité Y, en séparant ainsi des expressions composées de la même manière avec les quatre fonctions fondamentales de Jacobi. Des transformations algébriques faciles des équations de la rotation, lorsqu'on suppose en général le corps sollicité par des forces quelconques, permettent, en effet, d'associer les composantes de la vitesse aux neuf cosinus; elles seront le point de départ du nouveau procédé que je vais donner pour le cas où il n'y a point de forces accélératrices. Avant de les exposer, je rappelle d'abord les équations d'Euler
al\p = (I) — c)qr-h P,
bD,7 = (c — a)/y?-f-Q, c D^r = (a — b)p(ji -h R,
où les moments d'inertie sont désignés para, b^ c, et celles de Poisson, dont j'ai déjà fait usage,
puis
D,A = Br - Cq, D,B = Cp — kr, D,C = A7 - B/k
Cela étant, soit, comme précédemment,
V = ap -^ bq -r- crj i/ = a'p-r- h'q -f- c'r, v" = a"p H- l/q -H cV,
V = \p -h BZ> -h Cr;
en écrivant, pour abréger,
^ = p\i,p -^ qD.q -h rD,r - [ay -h b'q -+- c'r){a''D,p h- b"D,q -f- c"l\r),
nous aurons, comme conséquence, les relations suivantes, que je vais démontrer :
I. II
AA ^ \{D,p-n''Dy) ^ m,Y.D,a% Vrï"= Ai/ -4- /D,A, BA = V(D,r/ - b''Dy') 4- iD,\.D,b% \b"= liv" ^ /D,B, CA ^. V(D,r - t'^D.i'") -r /D,V.D,c"; \c" = Cu' -^ iD,C;
m. IV.
iCD.b' =: Br + ic"D,B, iBD.c" = €74- ib^'D.C,
iAD.c" =zCp-h m"D,C, zCD,^" = Ar -+- /c'D.A,
îBD,a''= A7 -f- /i"D,A; zAD,6"= B/j -f- /Vi"D,B.
A cet effet, je remarque que, en écrivant A sous la forme
A = ^DAp^ -h 7' -f- r^) - p"D,i;'\ la, condition p^ -1- r/'- -1- /- = v^ -4- v^'- -^-ç'"^ donne immédiatement
Observons encore qu'on tire des équations
V z= ap -\- b{/ -+• cr, s/ = a!p 4- h'q H- cV,
en employant les égalités ah' — ba' := c'\ ca' ^ ac' = b'\ l'expression sui-
vanle :
aV — av' = b"r - c'q = D,a\
On a d'ailleurs immédiatement
D,p — £ï"D,v"= aDfV -H a'D.pS
et ces résultats transforment l'équation
A A = Y{n,p - a''Dy) -+- iD,\D,a'' dans la suivante :
qui est une identité.
Passotis à l'égalité Va"= Ai'"4- /D^A; il suffit d'y remplacer les quantités V, t/', Df A par leurs expressions en A, B, C, y?, 7, r, ce qui donne
(A/? -hBq^ Cr)rt"= A(£ïV 4- 6"^ 4- cV) 4- /(Br - Cy), et par conséquent encore une identité^ en l'écrivant ainsi :
9(Ba"- Ai"4- iC) 4- r(Ca"~ Ac"- iB) = o.
Enfin les équations iAD,c"= Cp 4- iD.Crt", /AD,6"= Bp + iD^Ba" des systèmes III et lY conduisent, par un calcul semblable, en se servant des expressions de D/C" et D^^', aux mêmes égalités
A b" - Ba" = /C, A c" — Crt" = - iB ;
elles se trouvent donc encore vérifiées ; or toutes les autres équations, dans les quatre systèmes, se démontreraient de même, ou se déduisent de celles que nous venons d'établir par un simple changement de lettres.
J'applique maintenant ces résultats au cas où il n'y a point de forces accélératrices, et je pose à cet effet /» = aa", q=^ b'\ r = '/c*, i^'=: ô, ce qui donne d'abord
A = a}a"ïi,a"+ /3»MD,//'h- fc"ïitc''= (a - f3)(p - 7) (7 - u)arb"c".
Ayant ensuite D,;? — a''D<i/'= a(7 — ^)b"c", on voit que, en supprimant le facteur (7 — ^)b"c'', l'équation
A A = V{D,/> - a'ïiy) -I- /D,VD,a'
devient simplement
ka"[a - /5)(a - 7) = V« -H iD,V.
Dans les trois autres systèmes, les réductions sont encore plus faciles, et nous nous trouvons ainsi amenés aux relations suivantes :
I. II
Afl"(a - ]3)(a - 7) = Va + /D,V, ¥«"= A$ -4- iD,A, 3 Aô"{^ - 7){P - «) = V|3 -(- iD,V, V6"= Bô H- /D,B, C Ac"(7 - «)(7 - j3) = V7 + /D/V; Vc"= Cî + /D,C;
/Ca"(a — 7) = B7-f- iD,B.
ikb"\^ - a) = C« + /D,C:, iBc"(7- |3) = A/3 + /D,A;
iBrt"(P - a) = Cj3 + iD,C:, iCb"{y-fi) = A7+/D,A, iAc"(« -7)=: Ba + /D,B.
La question est maintenant d'obtenir quatre fonctions A, B^ C, Y, qui vérifient à la fois ces douze équations. Nous ferons un premier pas vers notre but, par un changement d'inconnues, en posant
. I ï^ «ïow i. /-. snw -y
A = 7 û, B=7 b, C = c, ¥= — i/ïn;
nous prendrons aussi la quantité u pour variable indépendante à la place (le t\ enfin, en employant les expressions de a'\ b'\ c'\ ou trouvera les transformées suivantes de nos équations :
IS
i h en ua = ~t> — D„t>, ikcnuv = — a — - D„û,
k su w.b = — ti — D„ n, * sn up = '— b — D„b,
idnujc = ^t> — D«ti; /dnw.ti = — c — D^c;
m: IV.
ikcnub = -^c — D„c, ikcnuc = — b — D„b,
ksnuc = ~û — D„û, ksnua = — c — D„c,
i dnwû = — b — D„b: idnub = ''^a — D„a.
Je ne m'arrêterai point aux calculs faciles qui donnent ces résultats, et je remarque immédiatement qu il convient de les disposer dans ce nouvel ordre, à savoir :
ikcï\ua = — 1> — Dttti, ksuua = — c — D„c, i dni^a = — b — D-b,
ikcnub = — C — D„c, ^sn^b = — D — D„o, idnub = —a — D«a,
ikv.nui = — b — D„b, ksnuc = — û — D„û, iànuc = -in ~ D«ti,
/Acn//t> = —a — D^a, hsnurs— b — D„b, icinwti = — c — D„c.
Par là se trouvent mises en évidence trois substitutions remarquables, qui //. 8
correspondent aux multiplications des quatre fonctions par cni/, snUy diw/, à savoir :
/û, b, f, o\ /a, b, f, u\ /a, b, r, ii\ \o, f, b, a/^ \f, 0, û, b/' \b, û, u, c/'
elles ont la propriété caractéristique de laisser invariables les quantités du type (a — b)(c — o), et, si on les applique deux fois, chacune d'elles donne la substitution identique. Représentons les quatre lettres a, b, c, ti par X, pour les valeurs o, i, 2, 3 de l'inHice, en convenant de prendre cet indice suivant le module 4; ^H^s s'expriment comme il suit :
Si l'on adopte un autre ordre, en supposant que Z, donne c, a, b, poiu' ^ = o» I, 2, 3, on retrouvera encore, sauf un certain échange, les mêmes fonctions de l'indice, à savoir :
(zL)' (z!_.)' (LJ
C'est cette disposition qu'il convient de garder, et semblablement nous dési-
gnerons les constantes ~i — ? — » — par e, pour j = o, i, 2, o: cela étant,
nous pouvons comprendre, dans ces trois seules équations, le système de nos douze relations :
f ik en uZs = £, Za^, — D« Zj^,,
(I) ! AsnMZ,=--Ê,Z,«,-D^Z,_,,
/dnttZ, = Ê,Z3_, — D„Z3^,.
Le résultat relatif aux quantités X, ne diffère de celui-ci qu'en ce que ikcnu^ ksnuj idnu se trouvent remplacés respectivement par îdnw, ikcnu^
1 1 , . ia ifi l'y i$ ^
k %uu\ en désignant — ? —^ — » — par >3, pour j- = o, i, 2, 3, nous aurons, en effet,
/ /^-CnttX,=rry;,X.,_,— D„X3_„
(II) I ^snwX, = y;,Xo^, - D„Xo^„
( idnwX, = v3,X,^, — I)„X,^,.
Avant d'aller plus loin, je crois devoir montrer comment ces deux systèmes
créquations se ramènent Tun à Tautre, par un changement très-simple de la variable et des constantes.
Je me fonderai, à cet effet, sur les formules de la transformation du premier ordre :
/., iX''\ I /., iA''\ iksnu , /., i^'\ en u
cnl ikii. -r 1 = j — ^ su [iku. -p ) = --j ? du uku^ -7- ) = - — »
\ * / «"'^ \ ^ / ^na \ « / cinw
en les écrivant de la manière suivante, où j'ai fait, pour abréger, / = — >
k'cii[ikn, /) = ~ cln(w - K -4- 2fK'),
/sn (iÂ:w, /) = -H en (w — K -f- 21K'),
dn(/^2/, = "^ sn(w — K -H 2/R').
Changeons, en effet, // en 1/ — K -h 21K', et désignons par Z, ce que devient ainsi Z, ; les équations (I) donneront celles-ci :
ikUu[iku, /)z; = £,z;^, ~ D«z;,,, - ik'cïx{iku, /)z: = 6,z,., ^ D„z;_,.
Soit encore Z' le résultat de la substitution de t7> au lieu de u. on trouvera, si Ton remarque que il =^ — —?
/sn(i/, /)z; = gz;,,-D,z;,,, idn(£/,/)z;=^z;_,-D„z;_,, //cn(«,/)z: = Jz;_,-D«z;_,,
nous sommes donc ainsi ramenés aux équations (II), en y remplaçant
les constantes vis par ^9 ce qui entraîne le changement de k en /.
Je vais montrer maintenant comment la théorie des fonctions elliptiques donne la solution de ces nouvelles équations auxquelles nous a conduit le problème de la rotation.
xxin.
Je représenterai dans ce qui va suivre les fonctions 6(w), H(w), H,(/i), ©,(w) par 6o{u)j ô,(w), ôziu)', 0^{u)^en adoptant une notation employée pour la première fois par Jacobi dans ses leçons à TUniversité de Kœnigsherg, et dont plusieurs auteurs ont depuis fait usage. L'une quelconque des quatre fonctions fondamentales sera ainsi désignée par Oj[u)f et je ferai de plus la convention que l'indice sera pris suivant le module 4» â^'^ de pouvoir lui supposer une valeur entière quelconque. Cela posé, soit R,
le résidu correspondant au pôle w = /R' de la quaniité ^ ^ > — > où n
et X sont des constantes quelconques, et posons
Nous définissons ainsi un système de quatre fonctions comprenant comme cas particuliers snuy cni/, dnu^ lorsqu'on suppose a = o, X = o, mais qui, en général, ne sont point doublement périodiques, et se reproduisent multipliées par des constantes, lorsqu'on change u en u-h 2K et
iTta
en tt-H 2iK'(*). On a en effet, en posant jx = e^^*^, jx' = e ^ , les
relations suivantes :
(i>,{u -+- 2/RO = fx'(- iy'^""^<S>s{u).
et, en passant aux valeurs particulières de l'indice, les multiplicateurs seront indiqués comme il suit :
+ fJI.,
+ fA',
-fi,
+ fX,
-fX'.
(') Peut-être pourrait-on^ afin d^abrôger, convenir de désigner les quantités de cette nature sous le nom de /onctions doublement périodiques de seconde espèce y les fonctions périodiques de première espèce correspondant au cas où les multiplicateurs seraient égaux à Tunité. Enfin les quantités telles que 6 (i/), H (a), ..., les fonctions intermédiaires de
L'élude de leurs propriétés pourrait peut-être former un chapitre nouveau dans la théorie des fonctions elliptiques, mais en ce moment je dois me borner à en tirer la solution que j ai en vue du problème de la rotation. Je partirai de ce que les expressions 0,(w), ayant un seul pôle u = iK' à l'intérieur du rectangle des périodes et pour résidu correspondant Tunité, peuvent jouer le rôle d'éléments simples à l'égard des fonctions qui ont les mêmes multiplicateurs. Telles seront, par exemple, les quantités
cnw$,(i/), snw$,(w), dne/$^(2/];
si l'on remarque qu'en mettant 2 -h j, i — ,y, 3 — ^ au lieu de j, le fac-
teur (— i)^ se reproduit multiplié par -- i, — i, H- i, tandis que
(— i)^ est multiplié successivement par — i, 4-1, — i, on reconnaît
en effet qu'elles ont respectivement les multiplicateurs des fonctions
Nous voyons aussi qu'elles n'admettent que le pôle u = /K', dans le rectangle des périodes, de sorte que la décomposition en éléments simples s'obtiendra immédiatement au moyen de la partie principale des trois développements
cn(/R'4-0*,('K'-hÊ), sn(iK'-i-e)*,(/K'-f-Ê), dn(/R'-i-£)0,(iK'-f-£). Or on a, sans aucun terme constant dans les seconds membres,
iAcn(iR'-l-e) = -, >tsn(iK'4- e) = -, idn(/R'4- e) = -,
et par conséquent il suffit de calculer les deux premiers termes du développement de l'autre facteur $,(îR'-i- e), c'est-à-dire le terme en -? et le
terme constant. J'emploie à cet effet la relation, sur laquelle je reviendrai tout à l'heure,
MM. Briot et Bouquet, où les multiplicateurs sont des exponentielles, recevraient par analogie le nom àe fonctions périodiques de troisième espèce.
(6a ) OÙ c est égal à / pour j = o, ^ = i, et à l'unité, si Ton suppose s = 2,
S = j, de sorte qu on peut taire (7 = — e ■ » . On en con-
clut Texpression suivante :
<I>,(iK' + 6) = A
A désignant un facteur constant, et par suite ce développement, que je limite à ses deux premiers termes :
<I>.(/K'+E) = ^^^[l + X + Djogô._.{«)].
Mais A doit être tel que le coefficient de -soit Tunité; nous avons donc
simplement
<b,{i¥J + £) = : + > + D„ loge,_,(a),
et l'on voit que les parties principales des développements des fonctions
/A:cn(/R'-t-£)<l),{/K' + s),
A:sn(/K.'-i-î)<D,(iK'+£), tdn(iK'4-c)<I>,(jR'-+-£)
se réduisent à cette seule et tnéme expression dans les trois cas, à savoir :
I + [X4-Djog5,_.(a)]f
)) La formule générale de décomposition en éléments simples nous donne en conséquence les relations suivantes :
ik cnw4),(^0 = [X -4- D« log5,_,(rz)] ^^^^(w) - D„0,^,(w), k snw4),(w) = [X -f- Daloge,,,(a)J $i_,(w) - D«4),_,(i/), i dn«*,(i/) = fX4-DJoge,_,(n)]<D3-5(") - D„<D3_,(w);
et l'on voit qu*on les identifiera aux équations (I), obtenues dans le paragraphe précédent, en disposant des indéterminées a et X de manière à avoir
(63) Reprenons, à cet effet, les égalités données, p. 36, §XV,
rt X'^SDbicnoi) «. . sncddnoi) . cncddnoi)
oc — p=zin — , » a — = 1/1 » y-^a = m >
* dDu cnci) ' sn»
en les écrivant d*abord de celte manière (voir p. 37) :
Rappelons ensuite que les constantes - » '- » -» — ont été désignées
par £j pour 5 = 0, i, 2, 3, et elles prendront, en introduisant les quantités 5,(«), cette nouvelle forme
s, -|-Deologeo(co) = £i-f-D^log0,(«)
= £o-+-I>a)loge,(w) = £, -hDcologe2(ot)).
Il en résulte que l'expression
£, ^- Déloge,», (w)
reste la même pour toutes les valeurs de s ; par conséquent on satisfait immédiatement à la condition posée en faisant
a = — oj et X= 6,-1- Do, log6, .,(«).
Les résultats que nous venons d'obtenir montrent encore par un nouvel exemple combien la question de la rotation se trouve intimement liée à la théorie des fonctions elliptiques. C'est même à Tétude d'un problème de Mécanique qu'est due la considération de ces nouveaux éléments analytiques 4>,(w), très-voisins des fonctions ^(j:, w), 9,(0:, w), ;^ (Xj 0)), Yi (x, Cl)), employées au commencement de ce travail pour intégrer Téquation de Lamé, mais qui en sont néanmoins distincts et offrent un ensemble de propriétés propres. Il est nécessaire, en effet, d'attribuer à la constante X quatre valeurs particulières pour en déduire ces dernières
(64) fonctions, et de là résultent, pour les multiplicateurs de chacune d*ellës, des déterminations essentiellement différentes, tandis que la propriété essentielle qui réunit en un seul système les fonctions ^j{u)j cest d'avoir, sauf le signe, les mêmes multiplicateurs. Je me bornerai à leur égard à considérer, pour en donner Tintégrale complète, les équations différentielles auxquelles elles satisfont, équations linéaires et du second ordre comme celle de Limé; mais auparavant je dois d'abord montrer comment les formules de Jacobi résultent de l'expression à laquelle nous venons de parvenir, Z, = N $,(«), où N désigne une constante. J'emploie, à cet effet, la valeur de R^, qu'on obtient facilement sous la forme
et où l'on doit faire a ■= — u. En se rnppelant la délermioation du fac leur G, et écrivant pour un moment
nous obtenons ainsi
if/,(o) '
Ro= -/ne,(w), R, =/iîeo(w), Ra = ne,(a)), R, = n$2(w).
Or on a
A = -j Z,, B = "7 Za, C= Zo, V=— mZ,;
de là résultent, si Von remplace N par UN et les quantités 6j par 0, H, . . ., les valeurs suivantes :
_ dnfc)N H.fii — ro)^^" _ ^_ H,f/f — a>U'^" /cnw 0,(wje^/<) "~ /J ll,(w)e.«j
., snwN ©(// — w) r^" N e[ti — ùi)c'"'
' "" inoi /H(w)0(/i) "" ^ /H,'[w)0 ;i7;' V = — m N > ' --.
H.iw //
Je ne m'arrête pas à la détermination de la constante N, qui s'obtient comme on l'a déjà vu au § XIV, p. 3i ; elle a pour valeur H'(o)e'^ et nous retrouvons bien, sauf le changement de X en iX, les résultats qu'il fallait obtenir.
Je reviens encore un moment sur la désignation par 6,(w) des quatre fonctions fondamentales de Jacobi, afin de la rapprocher de la notation qui résulte de la définition même de ces fonctions, par la série
Supposant |x et v égaux à zéro ou à Tunité, on a donc en même temps
e(w) = ôo(") = ôo,i("), H,(«) = e,(tt) = eo..(«),
et, en premier lieu, je remarquerai que le système des quatre équations fondamentales
0,(tt+ iK')= H, («)e~4ï^"'^''''^ peut élre remplacé par la relation unique dont j'ai déjà fait usage, à savoir
On doit y joindre les- suivantes :
9,{tt -4- K + /K.') = 'i''6,^,{u)e 4^"^'"'^,
( 66 ) les facteurs d, o\ n" ayant pour valeurs
puis celles-ci :
Je remarquerai enfin qu*en passant du système de deux indices à un indice unique on est amené à exprimer, d'une manière générale, s au moyen de fx et v. Si nous avons égard à la convention admise que s est pris suivant le module 4» O" trouve aisément Texpression
Cela étant, soit de même
et désignons par S la quantité relative aux sommes fx 4- /x' et v 4- v'. Les admirables travaux de M. Weierstrass ayant montré de quelle importance est, pour la théorie des fonctions abéli^nnes, l'addition des indices dan3 les fonctions d à /2 variables, où entrent 271 quantités analogues à fi et v, on est amené, dans le cas le plus simple des fonctions elliptiques, à chercher l'expression de S en s et s\ M. Lipschitz m*a communiqué la solution de cette question par la formule élégante
S^:^ — I — j — / — iss' (mod. 4)^
et voici comment Téminent géomètre la démontre. Écrivons Tégalité précédemment donnée : 2JEzz — i — fx-i-vH-a/xv sous cette forme
^s -I- I eie(2jj. 4- i)(2v— i) (mod. 8),
et remarquons qu'on peut poser, /x et v étant zéro ou l'unité,
2fx-M = 3^ 2v — i=--7^ (mod. 8).
( G7 ) On en conclura
a5-hi=- 3»'7" (inod. 8);
or les relations analogues
2^ -M Ez= - 3^'7^'. aS -f I = - ^^*-v-'f^^ (mod. 8)
donneront immédiatement :
2S -f- ï E=^ — [2S -f- i) (2j'-h' i) (mod. 8), et Ton en conclut Téquation qu'il s'agissait d'obtenir.
Nous avons vu que le système des quatre fonctions représentées, en faisant j=o, I, 2, 3, par l'expression
où a et X sont des constantes quelconques et R, le résidu correspondant au pôle i/ = iK' de '^ ^ , . — > conduit aux équations différentielles suivantes (§ XXIII, p. 6i) :
ikcnu^s{i^) ^ [X-+- D^log5,_/a)]<I)2,,(w) - D^(t>r,^,{u\ ksnu^,(u) - [X 4- DJog5,_,(^)](D,.,» - D, *,_,(//), /dnii<D,(w) ^ [X-M)^logg,_,(a)] <!),,,(//) - D^*, .,{u).
Ces relations me paraissent appeler l'attention, comme donnant d'ellesmêmes des équations linéaires du second ordre, dont la solution complète s'obtient, ainsi que celle de l^amé, dans le cas de/2 = i, par des fonctions doublement périodiques de seconde es|)èce, ayant la demi-période iKf pour infini simple. Pour y parvenir facilement, il convient de représenter les quantités /A:cni^, ksnu, idnu par U^Ua, U,, de manière à avoir sous forme entièrement symétrique :
D«U, = - U2U3, D„U,^ - U.U3, 1)„U3 - - U.Ua.
( 68 ) Cela étant, si nous changeons successivement s en a-+-*, i— ,j, 3 — j, on obtiendra, en écrivant, pour abréger, <P, au lieu de $,(«) et i, pour X-+-Dalog5,_,(rt), ces trois groupes de deux équations, à savoir :
( Uî «!»,_,= £,_,<!>, — D„$„ U,$, =6, 4>,_, — D„$,_„
L'élimination successive des quantités 4>2 4.,, ^1^9 4>j.^ donne ensuite
(I) D'$,-(6,4-S2^,-HD„logU.)D„$,-4-(Ê,£o^,-f-£2^,DJogU,-UÎ)$,^o,
(II) DL$,-(£,-f-6,_,-+-DjogU,)D„<I>,+ (6,£,_,-H6,_,DJogU,-U;)$, = o,
(III) DL4>,-(Ê,4-63-,-^D„logU3)D„4>,4-(6,£3-i-H£,_,DJogU3-U;)$,-o.
Nous avons donc trois équations du second ordre dont une solution particulière est la fonction ^,{u) ; voici comment on parvient à les intégrer complètement.
» Faisons successivement dans (I), (II) et (ITI)
on aura pour transformées :
D'X,-D„logU,D„X, ~(ôî-hc?,DJogU,-l-UÎ)X,=o, D« Xa - D„ logUaD„Xa - ( JJ -t- 5^Du logUj 4- U^ )Xa = o, DLX3-DJogU3D„X3-(5S + c?3D«logU3 4-U;)X3 = o,
en posant, pour abréger Técrilure,
^i = i{h— €2+1), *2 = i(e, — Si-,), ^3 =^(£, — £3^,). Je remarque maintenant que ces équations ne changent pas si^ en rem-
plaçant clans la première, la deuxième et la troisième, s par 2-^Sj i — ^ et 3 — ^, on écrit dans toutes en même temps — e^ au lieu de u. Par conséquent, on peut, d'une solution, en tirer une autre : la première, par exemple, qui est vérifiée en prenant
le sera encore si l'on fait En employant les formules
et mettant pour abréger 0, au lieu de 6t{n)^ on en conclut pour Tintégrale générale
Les solutions des deux autres équations seront semblablement
Les relations qui nous ont servi de point de départ donnent lieu à d'autres combinaisons dont se tirent de nouvelles équations du second ordre analogues aux précédentes, et qu'il est important de former. On a, par exemple, comme on le voit facilement,
et Ton en conclut, en changeant ^ en i — J, Joignons à cette équation la suivante :
( lo) et l'on trouvera, par rélimination de 0»-,,
-f-(£,_,£,_,-f-€|-,D„logUa-+-£3-it)alogU3)<P,= O.
De simples cliangements de lettres donneront ensuite
D,! *, - (£,-, -^ £. ., 4- D„ logU, U, ) D,cD,
-H (Ê3-,e2^i-+- e3-5l>« logUs -+- £24-1 D„ logU/;*, = o,
D.^4>, -~ (£.^,+ H2.,4- D„ logU, U,)D,/1>,
-H l£i-iS2M-+- £i-*D« l<>gl^2 4- 22^*D„ log U|)<P, =: o,
Cela posé, je fais dans la première, la deuxième et la troisième de ces équations, les substitutions
J*écris aussi, pour abréger,
Oj — 2\^l-S — £3-1;» ^2 2\.^2-hl — '3 -s)* ^ 2 1*2 M — ^t-sh
les transformées qui en résultent, savoir :
1),!Y.- !\logU,U3l)„Y, -(57 - ^.Djog-;) Y.:-o,
I)2Y,-DJogU,U3D«Y,-(?5'^ ^o>;DjogH!)Y3 = o,
D,2Y3~njogU,U3D,Y3-(ô3^~o^,DjogJJ;)Y, = o,
se reproduisent comme les équations en X, lorsqu'on change s en 2 -h 5, I -— j, 3 — ^ et w en — w, les quantités 5 et 3', ainsi que les dérivées logarithmiques, changeant de signe. On en conclut immédiatement pour les in* tégrales complètes les formules
\ -rz — - — c ^ H z e^ ,
-, CO///-t-^) -~~iy,lozO,,,0,_ C'0....,u~-n' ^OJocO,^,fl3_,
(7- ) Ce sont donc les mêmes quotients des fonctions 9 qui figurent dans les valeurs deX, et Y|V Xa et Y^, X,et Y,, les exponentielles qui multiplient ces quotients étant seules différentes. Cette circonstance fait présumer Texistence d'équations linéaires du second ordre plus générales, dont la solution s'obtiendrait en remplaçant, dans les expressions CA -4- C'B des quantités X et Y, les fonctions déterminées A et B par Ae'"* et Be-'f"*, où p est une constante quelconque; voici comment on les obtient.
Considérons en général une équation linéaire du second ordre à laquelle nous donnerons la forme suivante :
PX"-P'X'4-QX = o,
où P et Q sont des fonctions quelconques de la variable u^ et dont l'intégrale soit
AB = R
nous pourrons obtenir l'équation qui aurait pour solution Texpression plus générale
jr = CAeP"4-C'Be-"''«.
J'observe à cet effet que, le résultat de Télimination des constantes C et C étant
jr A B
X A/) 4- A' -Bp-hW =io,
T kp^ -h 2 A> 4- A" Bp^ - 2B'p -h B"
le développement du déterminant donne pour l'équation cherchée
fX- FX-+- «ûjr = o,
( 72 ) les nouvelles fonctions 1^ et (S^ ayant pour expressions
|l =AB' -BA' — 2AB/7,
® = A'B"- B'A"-4- ( AB"- 4A'B'H- BA")/? - 3(AB'- B\')p^ 4- 2 AB/i«.
Or on a, quelles que soient les solutions particulières A et B, la relation
AB'-BA'=Pg,
en désignant par g une constante dont voici la détermination.
Donnons à la variable une valeur u = 1/0 ^^^ annule B dans cette
équation et la suivante :
AB'4- BA'= R
et soient P© et R'^ les valeurs que prennent P et R; on trouvera immédiatement la condition
Pog^R'o.
La constante g étant ainsi connue» nous avons déjà la formule
y = Pg-2R/?.
Pour obtenir (S^, je remarque d'abord qu'on peut écrire
A'B-- B'A"= £'i:--Q? A'- ^-^-^^ B'= Qg, puis semblablement
AB'+ BA"= ^-^-^ A -f- ^AA B = P'_^:-.-^,
nous avons d'<iilleur$
AB''-f-2A'B'4-BA"=R% par conséquent
AB"- 4 A'B' + BA" = - ^PR'-3p;R+6QR^ et Ton en conclut la valeur cherchée :
^ ^ 2PR''-3P'R'H-6QR on 2 T. 1
{ 73 ] Ce point établi, j'envisage, dans les équations différentielles en X,, Xj, X,, les expressions du produit AB, que je désignerai successivement parR^(«), R2(w), B,(e/), en faisant
ûî(";^^.-i'/^'0.-.,i^/;
Les formules élémentaires concernant les fonctions 6 donneraient ces quantités pour chaque valeur de j, mais j'y parviendrai par une autre voie en conservant l'indice variable. Et d'abord, au moyen des relations
on obtient
Les fonctions R|(£/), RaC^)} I^3(^) possèdent ainsi la même périodicité que cnw, snw, dni/, par conséquent les quantités proportionnelles U,, Uj, U,, ayant le seul pôle u = iK' à Tintérieurdu rectangle des périodes 2K, 2/K', et pour résidu correspondant l'unité, peuvent servir, à leur égard, d'éléments simples. Employons maintenant l'équation
ou j ai pose
— ~(*-M)(*-f-2)(Qi-+-l)
et désignons par c^, (J^, (7, ce que devient c, et, changeant s eu 2 -h s^ H. îo
1 — s, 3 —• *, nous trouverons ( * ) :
Ri (/K.' -*-£)= -
R,(jK.'-f-£)=-(7C-; R,(/R'-)-E)==-(7ff,
Cela étant, comme on peut introduire à volonté un facteur constant dans la fonction R» je prends, au lieu des expressions précédentes, celles-ci, qui en diffèrent seulement par le signe ou le facteur dz /, savoir :
ô;t«)ô.„,i«)04fl)
Développant donc suivant les puissances de £ et faisant usage des quantités c^, précédemment introduites, qui donnent :
nous obtenons, pour les parties principales, les quantités
et Ton en conclut les valeurs suivantes, qu'il s'agissait d'obtenir :
R2(w)= 2J2U2- D„tJ2, R,(£/) = 2cr,U,-U«U,.
Cj On démontre facilement qu*on a
ce
, = — ( — l)' ' , a(X2—\, <7ff,=:
Ces résultats nous permelteut de former les fonctions 1^ et (S^; mais,
pour la deuxième, le calcul est un peu long, et je me bornerai à en
retenir cette conclusion, que dans les trois cas on parvient, en désignant
par U une quantité qui soit successivement U,, Ua, U,, à des expressions
de cette forme :
|l = aU-i-a'D„U,
où les coefficients a et |3 sont des constantes. Leur complication tient à ce qu'ils sont exprimés au moyen des quantités a et p qui figurent explicitement dans rintégrale, et nous allons voir comment Tintroduction d'autres éléments conduit à des valeurs beaucoup plus simples.
XKVIII.
Soient U et U| deux fonctions doublement périodiques de seconde espèce ayant chacune un pôle unique u = Of et représentées par les formules
ad/ -\- yAeP" ,. Hf«-^p)f7«
H(ii)
je me propose de former en général Téquation du second ordre, admettant pour intégrale l'expression
jr = cu-f-c'u,,
qui est
= l^jr'-i^X4-ttjr = o,
en posant
îi=uu', -u,u\ tt^u'u; - u;u".
Nommons pour un moment [i et fi' les multiplicateurs de Â, v et '/ ceux de B; on voit d*abord que les coefficients 1^ et (S^ sont des fonctions de seconde espèce aux multiplicateurs /xv et fxV, ayant de même pour seul pôle u = Oy qui est un infini double pour 'P et un infini triple pour (S^. T/équation 1^ = n*admet ainsi à l'intérieur du rectangle des périodes que deux racines, u = a et u=:zh^ et, en décomposant en éléments
simples les fonctions de première espèce, ^ et -^t on aura les expressions
(7tJ) suivantes :
où P, Q, . . . sont des constantes assujetties à la condition P H- Q -f- R ~ o. Les quantités^ et b^ que nous venons d'introduire, représentent donc, à regard de l'équation différentielle, des points que M. Weierstrass nomme à apparence singulière, u = o étant seul un point singulier. Ce sont les véritables éléments qu'il convient d'employer comme appropriés à la formation de l'équation différentielle, au lieu des constantes û:, /3, p, q qui entrent dans les fonctions A et B. Je me fonderai, à cet effet, sur le lemme suivant , qui donnera, par un calcul facile, la détermination des coefGcients P, Q, .. ..
Considérons l'équation différentielle
où les fonctions uniformes J {a )$ g{ii) admettent seulement des infinis simples qui soient, d'une part, w = o et, de l'autre, u= a, b^ c^ ... . Posons d'abord, en développant suivant les puissances croissantes de e,
et en second lieu, pour les diverses quantités a^ b, c\ . . .,
Si l'on a, d'une part,
F-hG = o,
puis, pour toutes les quantités <7, /;, r, . . .,
£a =^ g a \Ja &'« j »
l'intégrale de Téquation proposée sera une fonction uniforme ayant pour seul point singulier w =: o, et, dans le domaine de ce point, les intégrales nommées fondamentales par M. Fuchs seront de la forme 9i(w)
et - -H 9^2 (w), où y, [u) et ya (w) représentent des séries qui procèdent suivant les puissances ascendantes entières et positives de la variable.
Ce sont ces belles et importantes découvertes de M. Fûchs dans la théorie générale des équations différentielles linéaires qui permettent ainsi d'obtenir les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'intégrale complète de Téquation considérée soit une fonction uniforme de la variable. Il n'est pas inutile, à IVgard de ces conditions, de remarquer qu'elles se conservent, comme on le vé-ifie aisément, dans les transformées auxquelles conduit la substitution^ = ze^*', à savoir »
J'observe encore que l'on peut supposer doublement périodiques les fonctions y^(w) et g(tt), en convenant que les quantités « = o, f/ = a, w=rô, . . ., au lieu de représenter tous leurs pôles, désigneront seulement ceux de ces pôles qui sont à l'intérieur du rectangle des périodes. Soit donc, en nous plaçant dans ce cas,
ou bien, d'après la remarque qui vient d'être faite,
a étant une constante arbitraire. Je disposerai de cette constante de sorte
qu'on ait
et par conséquent, d'après les formules connues^
y \ I «n ÊÊ «ffi 1 M tÈ i
SO M 911 ( tt — a] 5U £/ SU ^ M — /' ;
(78 ) Cela étant, il est clair qu'on peut écrire, avec trois indéterminées A, B, C,
, . A sn /i B sn A ^
S(w)= ; : "^ 1 IT "+"^1
'^^ ' sn n sn ( a — a] sn /' «n [ /< — 6 )
et nous tirerons sur-le-cbamp de ces expressions les valeurs suivantes :
^ en /i dn /? en h cin //
siiâ sn&
y en /? fin /F vcxh
Or la condition conduit à
sDA sDiisn(/? — b]
ff«= A,
, Aenndntf BsnA ^
o** sna sniisn(/z — 6)
snasn(a — b)
le second pôle u=-b donne semblablement
sn ^ sn ( ^ — fl )
et Ton conclut enfin de Téquation F4-G = o
cn/ic1n/7 en 6 cin /> . -, 1 T h A -f- 8 = 0.
sn/i sn6
Je remarque immédiatement que cette dernière relation n*est point distincte des deux autres et qu'elle en résulte en les retranchant membre à mcn)bre et divisant par A — B. En l'employant avec la première, nous trouvons, par l'élimination de B»
.„ . snô snM — sn'^ .,
A*" — 'a A T 7T ; -. TT -f- L = o,
sna$n(/i — b] sn^asn'(a — b]
OU encore
r^ sn^ y 1 ^ ^^^
L sn rt sn ( tf — ^ ) J su' [a — ^ )
Remplaçant désormais C par _ . — C^> on voit qu'on aura
snasn[a — b) '
(79) et par conséquent
B sn/r ^
Telles sont donc^ exprimées au moyen de la nouvelle indéterminée C, les valeurs très simples des constantes A et B pour lesquelles, d'après les principes de M. Fûchs, l'intégrale complète de Téquation
,„ f sn/i srib "1 ,
[ksna Bsnè i ^«"1 _j_ . j (J* j y ^^^ Q sniisn(/< — //) suu%n[u — 0) SQ'[a—ùj j*^
est une fonction uniforme de la variable avec le seul pôle n = o.
Nous sommes assurésde plus, par une proposition générale deM . Picard {Comptes rendus du ai juillet 1879, p. i4o,etdu iQJanvier i88o,p.ia8),que cette intégrale s'exprime dès lors par deux fonctions doublement périodiques de seconde espèce. Si donc on restitue, en faisant la substitution ^ =1: ze^, une constante arbitraire dont il a été disposé pour simplifier les calculs^ il est certain que la nouvelle équation différentielle contiendra, comme cas particuliers, toutes celles dont il a élé précédemment question. C'est, en effet, ce que je ferai bientôt voir; mais je veux auparavant obtenir une confirmation de l'important théorème du jeune géomètre eu effectuant directement l'intégration de cette équation et donner ainsi, avant d'aborder des cas plus généraux, un nouvel exemple du procédé déjà employé pour l'équation de Lamé dans le cas le plus simple de ;2=: 1 .
Considérons la fonction doublement périodique de seconde espèce la plus générale, admettant pour seul pôle £/ = o, à savoir
et proposons-nous de déterminer co et X de telle sorte qu'elle soit une solution de réquation proposée. Soit, à cet effet, 9[u) le résultat de la substitution de f{u) dans son premier membre. Les coefficients de l'équation ayant pour périodes r^K et aïK', on voit que cette quantité est une fonction de seconde espèce, ayant les mêmes multiplicateurs que/{u)y qui pourra,
( 8o) par conséquent, remplir à son égard le rôle d'élément simple. On voit aussi que les pôles de $(«) sont n = a^ u = b^ w = o, les deux premiers représentant des infinis simples et le troisième un infini triple. Nous aurons donc
et la condition ^{u) =• o entraine ces cinq équations
o, ÎB--0, C=-o, C-=o, (£"=:o
qu'il est aisé de former, comme on va voir.
Nous avons pour cela à décomposer en éléments simples les produits
^^/('O ^^f\^) P^"^ deux quantités de la même forme "^ . » cesl-
à-dire à chercher les parties principales des développements de ces produits, d'abord suivant les puissances de Uy puis^ en posant u = p -^ Ej suivant les puissances de e. Or il résulte de l'expression de/{u) qu'on a
Xi^) désignant la fonction considérée au § V, p. 12, et par conséquent
= - -f- X H- - ( X^ — A^ sn^ 0) -h — .r — ]u -r-
On trouve ensuite
snp I cnp dnp
sn // sn ( M — p) u snp
et sans nouveau calcul, en remplaçant n par — s,
snp I cnndnp / i i -f- X^
sn{p -h i)snt f snp \sn'p
Ces développements nous donnent les formules
cnp an P .,f » ^ jnf \
et Ton en conclut, en faisant successivement p = ay p'=b^ les ^ex pressions cherchées
\ sna I \ siio J sn^[tt — b]
-4- k^ Sli^ 0) ; -7 -h I -+- A^,
sn a sn b
» Ces résultats obtenus, nous observons d'abord que (£' s'évanouit, d'après une des relations trouvées entre A et B; j'ajoute que l'équation C = o est une conséquence des deux premières; par conséquent, les cinq conditions se réduisent, comme il est nécessaire, à deux seulement qui serviront à déterminer w et X. Nous recourrons, pour l'établir, à la transformation suivante de la valeur de C. Soit, pour abréger l'écriture,
\ siio y \ sri«
on a identiquement
C = G - H -+. (A - C) (B + C) - A^sn^o) ^ , ' ,, - -^^ ' ^,^k
et plus simplement déjà
C ^ G - H - A^ sn^o) \ ^ -f- I -^k\
les valeurs de A et B que je rappelle,
sn^sn^A — b) sii&sn[£> — ti]
donnant
sn'(rt — b]
Nous obtenons ensuite, en faisant usage de ces expressions,
-. r sn^ m /» (In A I r sx\n rn/7(tn/î"|
Lsnrisn(rt — b) sub j[^si\bsn[b — aj sua \
sn^cn/7cln<7 sn^cn^dn/^\ ct) a i]n rr cj) h an b
II. Il
On a d'ailleurs
I /snbcna dna sna cnb dnb\
sn(a — ^)\ sn'fl sn'^ /
^snacnbAnb -\- snbcna dnn\ fsn^b cnadna — %n*acnb dnbX
hn*a — sn^^
sn'/ï-+-sn'ô en a dna en h dnb
SD^asn'6 ^nasnb
et la valeur de H qui en résulte, à savoir
sn'(a — b] sn'fl sn*^
donne cette nouvelle réduction :
C = G- A^sn-co-f.
sn'(a — b]
C'est maintenant qu'il est nécessaire d'introduire les conditions 51 = o,
U = o, c'est-à-dire A rirV^^» B =-= 4rTT' Or, au moven des valeurs de A, de B et de 1 expression
r(x) _ e'jx-h^) __ E'(x) _ e^(ft>) .
= — A^sna?snoi)sn(a? -+-&)) h a,
on en tire
%^ 8n2> cn/idn/Z|» ^ v
A — C = 7 TT H H A'^snri sn&) snfa -f- w),
sna an(fl — b) sna ^ '
\ i^ sn^ cnbdnb .^ . ,. »
AH-C= — 7 — 7-r tH , — 4- A'snft snc«)sn(6 -f-<o).
snbsn\b — a) snb ^ '
Cela étant, une réduction qui se présente facilement donne
^ ^ QJibdnb sna ,. / . \
> — C H 7 — = — 7 — 7 TT 4- A:'snasn(<) snfa -f- co),
SB 6 sn 6 sn ( ^/ — b] ^ '
^ fy cnadna snb 19 i 11 \
A -h C H =: -7 r "H A sn6 SU ro sn ( 6 -f 00 ),
sna snasn\^b — a] ^ '
et nous pouvons écrire en conséquence
G = — î — r- — 77 4- k^ sn a sn w sn (a + o) )
[^SD6sn(a — b) ^ 'J
^ ri : ^- A-' sn 6 sn ûû sn ( A -h w ) •
Lsiifl sn[b — a) ^ ' \
«ika^
Je considérerai cette expression commeune fonction doublement périodique de «, ayant pour infinis simples w = i K' — a, w = /K' — ô et pour infini double o) = iK'. Elle présente cette circonstance que les résidus qui correspondent aux infinis simples sont nuls. En effet, des deux facteurs dont elle se compose, le premier s*évanouit en faisant o) = fK' — ^ et le second pour o) = iK'— a. Il en résulte que le résidu relatif au troisième pôle 0) == iK.' est également nul, de sorte qu'en décomposant en éléments simples on obtient
G = — Do,— 7^ 4- const. = A^ sn'co -h const
Posons^afin de déterminer la constante, ca = o; nous trouverons finalement
G = ^^ sn^w -, r-\^
et de là résulte, comme il importait essentiellement de le démontrer, que Téquation (£ = o est une conséquence des relations 51 = o et
La détermination des constantes o) et X s'effectue au moyen des deux équations
). — G = -, 77 H H A* snn sncosnfa -h co),
snasn[a — b] sna
X -^ G = — ï — n- - V H i h A' sn 6 sn ^1) sn ( 6 -h w j
snb$n[b — a) snb ^
que nous avons maintenant à traiter. En les retranchant et après une réduction qui s'offre facilement, elles donnent d*abord
A^sn w[snZ>sn(A -h oi) — snr/snf^ -f- (*>) J
STx a en rr âïi a -h snb en b dï) h ^,
— 2 — , , aC = o,
sn v/ — sn' o
et nousdémontrerons immédiatement, le premier membre étant une fonction doublement périodique, qu'on n'aura, dans le. rectangle des périodes 2K et atR', que deux valeurs pour l'inconnue. En effet, la fonction, qui au
premier abord parait avoir les trois pôles w = /R' — ri, w = iR'— A, ci) = tR', ne possède en réalité que les deux premiers, le résidu relalif au troisième, qui est un infini simple, étant nul, comme on le vérifie aisément. Ce point établi, nous donnerons, pour éviter des longueurs de calcid, une autre forme à Téquationi en employant l'identité suivante,
sn^ sn(A -f- w) -— sn/7sn(^z -f- oa)
= sn(^ — à) sn{a -h A -i- w i[i — k^ snn snb sn{n -+- cù) sn{b -h («>)J,
à laquelle je m'arrête un moment. Elle est la conséquence immédiate de la relation mémorable obtenue par Jacobi, dans un article intitulé Formulée novœ in iheoria iranscendentium elUpiicarum fundamentales [Journal de Crelle^ t. XV, p. 201), à savoir
r^ A*'^sn(w4- d)s\\[u 4- b)s\\(a-{- h)[i — ^^sn^^snr^sn&sn(^^ -f- n -^ h)].
Qu'on change en effet a en — a^ puis w en a + w, on aura
E(rt 4- &)) — E(a) -+- E(Z>) — E(6 4- w)
= A*sna)sn(6 — rt)su(a-+- /^ -f- w) [1 — - k^ st\asvïbsv\[a -H co)sn(6 4- w)]
et il suffit de remarquer que le premier membre, étant la différence des quantités E(a 4- w)— E(a) — E(w), E(A 4- w) — E(Z>)— E(co), peut être remplacé par /c^ snûi)[sn6 sn(6 4- w) — snasn(a 4- o))].
)) On y parvient encore d'une autre manière au moyen de la relation précédemment démontrée,
G = — -, — V- — r. -^ A^ sna sncosnf/? 4- w)
|_sn&sn(a — b] ^ 'J
X ^T7 H ^'* Sn6snû)Sn(A 4- w) = A- Sn^W — —r-, rr»
Lsnasn(^ — a) ^ ^J sn'(a — 6)
car on en tire
sn ô sn (^ 4- w ) — sn rt sn (Z> n- w )
= sna)sn(6 — a)[\ — A'* snasn6sn(a 4- w) sn(6 4- w)],
ce qui donne la formule proposée en changeant a en — n, 6 en — Z> et w en 0) 4- a 4- A.
.^.^■MAl^^HliAM^ .
Cela posé, soit i^ = co H — ^ faisons aussi, pour abréger, a = -^^ i
]3 = — ; — ; nous trouverons, par cette formule,
snc()[sn6sn(Z^ i- o>) — snasn{a -h w)] = — sn 2 /3 sn (y 4- a) su (y — a j
X [1 — k^ sn(a H- /5)sn(a — p)sn(u -f- /3) sn(u — ]3)].
Or on voit que le second membre devient ainsi une fonction rationnelle desn^u; on peut, en outre, supprimer au numérateur et au dénominateur le facteur i — k^ sn^u sn^a, de sorte qu'il se réduit à l'expression
sn 2 ^ ( I — k^ sn* p ) ( sn' u — sn* a )
^ I ~ X ' sn^ a sn' fi j ( I — / ' sn'u sn* fi )
Remarquant encore que Ton a
sn2]3(i — k^ sn*|5) =^ 2sn]Scn/3dnj3, nous poserons, pour simplifier récriture,
- I — /*sn'asn'P /snizcnfldnrt H- sn^cnô dnô
" "" T^sn (i en p (in {J \ sn'tf — sn»^
et réquation en snu sera simplement
sn*u — sn*a
i — X*sn*vsn*p
On en tire
« sn*a — L , cn*a-{-dn'6L , . dn*a 4- X*cn*BL
sn^y= — -~» ciru = ,- — rj-— » dn'u = — -T-f-?
et, si Ton fait
f = (sn^a - L) (cn^a -f- dn^^^L) (dn^a 4- k^ cn^|3L) (1 - A^ sn^/SL),
ces valeurs donnent
snu cnu dni> =
Mous ferons usage de cette expression pour le calcul de X, qui nous reste à déterminer. A cet effet je reprends, pour les ajouter membre à membre, les équations
/ — C= ; TT H H A snasnw snfa 4- w),
sn//sn(a — à) sna ^ '
A 4- C= — 7 — n : 4 1 h A' snô snco sn(6 4- fo),
sn 6 sn 1 6 — tf ) sn 6 ^ '
( 86) et j'obtiens, comme on le voit facilement,
2X = A^[snasnGt> sn{a -h (0) -f- snésnco sn(A -f- co)j,
ou bien encore
2X — k^[sn{a -+- |3)sn(y — a)sn(u -h /5) 4- sn(a — j3) sn(u — a)sn(u — j3)J.
Maintenant, un calcul sans difficulté donne en premier lieu l'expres-
sion
snacnadnafsn'u — sn'Sl sn-jcnu dnvfsn'8 — sn'a)
A = ', r. — :: 7-7- t-t^ ttt 4-
(1 — X' sn'jsn'a) (I — A^sn»asn»p) (i — A'sii^usn^a) (1 — X'sn'v sn'p) '
on en conclut ensuite la valeur cherchée, à savoir
^ • X'snarnar dnorfsn'a — sn=p — f 1 — /{*sn*piL]
"" (i — X^sn'asn»p)[i — /»sn*a-f- /'(sn-'a — sn»p)L]
(i — X^sc^asn'p) [1 — /»sn^a-f- X'(so'a — sn'p) L] *
Cette expression devient illusoire lorsqu'on suppose d'abord
I — A:* sn*asn*]3 = o, c'est-à-dire a -f- |3 = a = iR' ou bien a — p^=b = iK%
puis en faisant
I — P sn*a -h A^(sn'a — sn'|3)L = o.
La première condition, ayant pourefFet de rendre infinis les coefficients de l'équation différentielle, doit être écartée; mais la seconde appelle l'attention, et je m'y arrêterai un moment, afin d'obtenir la nouvelle forme analytique que prend l'intégrale dans ce cas singulier.
Remarquons en premier lieu que cette condition se trouve en posant
, sn'a — L I Sn'u = 7z rrrr- = tt ->
i — X'sn'pL X»sn»a
c'est-à-dire u = a -h iK', et donne par conséquent w = iK'. Cela étant, je fais dans la solution de l'intégrale, qui est représentée par la formule
m \ ^ ^^" ' ^ ~ /K'4- e, £ étant infiniment petit, et je développe suivant les puissances croissantes de s la différence X r--r' Or l'exprès-
(87 ) 8ioD précédemment employée
2X = k^ [su a sn (s) sn {a -+- w) -4- snisnco sn{b -+- ta)]
donne facilement
^ I cnadna cn^dn^
& 2 sn a 2 sn ^
nous avons d'ailleurs
sn^a -f- sn^b
2sn(a 4- d)snasnb^
e'(») H'(«) /> i in
e(&>) "" H(s) "" 2K "" 7 "■ 2 K et l'on en conclut, pour £ = o, la limite finie
^ 0'(») '*f cnadna cnhdnb
0(w) 2K. 2sna 2 SB 6
— —(2ll-i-iK')
Remplaçant donc Q{u-\- iK') par iH{u)e 4^ , on voit qu'au lieu de
la fonction doublement périodique de seconde espèce nous obtenons l'ex-
( cnadna cn^dn^X 1 1 ft ^ ^*°'» asn^ / , qui devient ainsi une des solutions de Té-
quation différentielle. Nous parvenons à l'autre solution en employant, au
lieu de u = a -f- ïK', la valeur égale et de signe contraire y = — a — iK\
d'où l'on tire w = — 2a — iK' = — a — b — /K', et par conséquent
Des réductions qui s'offrent d'elles-mêmes en employant la formule
^'[a^b] __ HV) H^(^) snj6 cnhànb
B{£i-+- 6) "" H(fl) "^ H(^) snflsn(fl-f-6) sn6
donnent ensuite
0'(w) H'(«) fl'(^) CDfldna cïibùïïb i<û
e[(0») H(rtj H(6) isna 2snb 2K.
La seconde inrégrale devient donc
[ B'(a) W{à) cnaJna cn^dn^ l
et Ton voit que, pour le cas singulier considéré, la solution générale est représentée par la relation suivante :
/ cnadna ÇnftdnôX [ HH^») ^'W \
[ 2sna "^ 2»n6 J"__ p^ p,H(«-û-6) I H(«;"''H(^)J"
Un dernier point me reste maintenant à traiter; j'ai encore à montrer comment les équations différentielles obtenues aux §§ XVII et XVIII se tirent comme cas particulier de l'équation que nous venons de considérer, ou plutôt de celle qui en résulte si l'on change u en u -^ /K', à savoir,
;"— [k^snusnasi]{n — a) -h PsnwsnZ>sn(tt — b)]y'
H \Psnii suasn[u — a)
-h nPsnwsni su(u — b) -^ -7-^ — j-. — C^ r = o.
Je me fonde, à cet effet, sur ce que les deux déterminations de la
quantité y .= w -+- peuvent être supposées égales et de signes con-
traires, de sorte que, en désignant par « et w' les valeurs correspondantes de 0), on a la condition w -f- a)'= — a — 6. Qu*on se reporte maintenant aux expressions données au § XXV, p. 69) :
«-.... _- - . . tt
On voit aisément que les quantités qui jouent le rôle des constantes eo et w' ont pour somme, successivement, K4- /K', /K', K. Cest, en effet, la conséquence des relations déjà remarquées :
0.{u 4- K) = a-OU.n)e~'à^""^''''\ 6,[n -+- R 4- /RM = ff"5,,,(«) e~ 'A ^"' "^ '"'^ D'après cela, je ferai successivement a + A = R -i- /R', /R', K; je po-
(89) serai en outre, en changeant d'inconnue dans ces divers cas,
-^DJogcn/i -^DJogsna -^D.logdna
y=zze ^ f ze ^ y ze ^
Or, en considérant , pour abréger, seulement le premier de ces cas, voici le calcul et le résultat auquel il conduit. La condition supposée A = K-m'K'— a donne d'abord
sn6=7 1 snftt — 6)= — ■; — -, r, snffl — 6)==-— ^ »
k cna ^ ' kcii\u-\-a] ^ ' Acn2a
et nous obtenons, pour la transformée en 2, l'équation suivante, z — A'" sn tt sn rt sn (1/ — /7 ) -r^ ^ z
L ^ ' cnflcn(i« -t-a) cna J
PA-* sn// snrt sn(w — fl) — Q ;— -. h R U = o,
^ * ^ cnacD(£/ -f- fl) J
on j'ai fait, pour abréger,
-. sn/7dn/i ^ _ sn/7dni7 _ sn'flrdn'/? X'cn'?./i ^j r = A > il = B , K = —7 — ; 1 J— ; y^ .
Soit maintenant
y = cd(w 4- fl)(i — A* sn'//sn'a)= cn^cuM — snadnasn^/dni^,
on trouvera d'abord que le coefficient de i est simplement D^Iogy = ^•
Représentons ensuite par -^Ic coefficient de r; au moyen de la formule élémentaire
, X , » sn fc en u dn /7 — ànu^wacx^a
nous obtiendrons
(Si = PA'snttsn<7(snwcni/dna — dnwsnacna)
(dne/dna — Ai'snwcnwsnacnrt)
-4- R(cnttcna — sni/dn^/sn^dna),
ou bien, en réunissant les termes semblables,
(B11 = (P -♦- Q)A^sna àxïa%v?ucïiu
— (PA^sn'tf cna 4-Q -^ +RsnAdnA|sn£/dn2/ -h Rcna cnf/.
\ ^ cna /
(90 ) Soil maintenant C = d » celte nouvelle forme de la constanfe
acna
donnera» après quelques réductions,
snacnaS^ -hcna{\ — ^k^sn^a)^ -h k^sn* adna j^ snadna snadnM
cn^a' — snadnao r-; — cna cn£<.
dn^2a J
Or, en faisant successivement a = o, puis a=^k^ on lire de là les équations
cuuz" — D„cnwz'— [k^sn^ucnu— snudnu^ -h ((?* — A*)cnw]2= o, snttdntts*— D^sni^dne/ 2'— [cnu8 -f- sniidnaî^Jz = o;
ce sont précisément les relations en X, et Y, des §§ XXV et XXVI, en supposant dans la première (^ = c^i et dans la seconde i = — y^.
Les fonctions doublement périodiques de seconde espèce avec un pôle simple, qu'on pourrait nommer unipolaires, donnent, comme nous l'avons vu, la solution découverte par Jacobi du problème de la rotation d'un corps autour d'un point fixe, lorsqu'il n'y a point de forces accélératrices. Ces mêmes quantités s'offrent encore dans une autre question mécanique importante, la recherche de la figure d'équilibre d'un ressort soumis à des forces quelconques, que je vais traiter succinctement. On sait que Binet a réussi le premier à ramener aux quadratures l'expression des coordonnées de 1 élastique, dans le cas le plus général où la courbe est à double courbure {Comptes rendus^ t. XVIII, p. 1 1 15, et t. XIX, p. i). Son analyse et ses résultats ont été immédiatement beaucoup simplifiés par Wantzel ('), et j'adopterai la marche de l'éminent géomètre en me propo-
(■) Wantzel, enlevé à la Science par une mort prématurée à Tâge de trente-sept ans, en 1849, ^ labsé d'excellents travaux, parmi lesquels un Mémoire extrêmement remarquable sur les nombres incommensu râbles , publié dans le Journal de l'École Poljrtechnique (t. XV, p. i5i]> et une Note sur Tintegration des équations de la courbe élastique k double courbure [Comptes rendus, t. XYIII, p. 1 197}.
(9» ) sant de conduire la question à son terme et d'obtenir explicitement les
coordonnées de la courbe en fonclion de l'arc. Mais d'abord je crois devoir
considérer le cas particulier où l'élastique est supposée plane et où Ton a,
en désignant Tare par s {Mécanique de Poisson, t. I, p. 698 ),
Soit alors
on obtient facilement
as =
de sorte qu'on peut prendre X = sn l -U Sq étant une constante arbitraire. Mais il est préférable de faire X = sn f -h K J ; nous parviendrons ainsi à des expressions mieux appropriées au cas important qui a été considéré par Poisson^ où c est supposé une ligne dont la longueur est très grande par rapport k a^ s et x. Eu premier lieu, les formules
cn(z + K)=-*5^^, 4»=--^ donnent, pour Tabscisse,
Tn:^ ™ ihr)
*' dn
La valeur de l'ordonnée, à savoir ac*/ =f{2ax - x') ils = jW - (ac» + a») en» (^^ + k)] t/i, t'obtient ensuite immédiatement en employant la relation
r A»cn«(z -4- K)r/= = k'*z + D, log Al(z),.
Or ces formules conduisent comme il suit aux développements de x et / suivant les puissances décroissantes de c. J'emploie à cet effet la série
snz __ /^— r» 5 1 — i6/»X" 5
dnz b 120
et je remarque qu'en désignant par F^, (i) le coefficient de z****"', qui est un
(9^) polynôme de degré n en k^^ on a la relation suivante :
Nous en concluons facilement pour n pair l'expression
F„{k) = «0 + a, (M')» -f- a,{kify +...+ ol, ^{kk'j", et pour n impair,
F„(*) = (*«-A'»)p. + ^,(M')'+.. +Pj^(ArA')"-'-|.
Cela étant, les formules
kn'^=\-4z et k^~k:^=—,
4 IDC* 1C*
montrent que le terme général Ffl(i)z^'*"*'', qui est de Tordre -—-^y lorsqu'on remplace z par "" -» devient, si Ton suppose n impair, de l'ordre -^^- Nous pourrons donc écrire, en négligeant - dans la parenthèse,
Remplaçons enfin le facteur v^^ ^ ^ p^p i_ , et prenons SQ = a\ il viendra, avec le même ordre d'approximation,
x = s :; r3(jr— a)*— \oa^[s — a)^-^ iSri*].
I^ développement de c^jr résulte ensuite de l'équation
mettant au lieu de 2 et déterminant la constante amenée par Tinté-
gration de manière qu'on ait j^ = o pour ^ = a, on en tire, par un calcul facile.
Le second membre, dans cette expression de l'ordonnée, est exact aux termes près de Tordre ~9 comme la valeur trouvée pour l'abscisse.
Les équations différentielles de l'élastique, dans le cas le plus général où la courbe est à double courbure, se ramènent par un choix convenable de coordonnées, comme l'a remarqué Wantzel, à la forme suivante,
z'x" — z"af = uf — ^Xy x'j" -- x"y'= a 2' -4- 7,
où x\ y ^ z\ x'\ y'\ z" désignent les dérivées par rapport à Tare s de 07» y^ z et a, /3, 7 des constantes dont les deux premières sont essentiellement positives.
Cela étant, j'observerai en premier lieu que, si on les ajoute après les avoir multipliées respectivement, d'abord par x\ f ^ z\ puis par x"^y\ z'\
on obtient
a(^'^4- /' + z'^) 4- ^{x'y — xf) -h ya' = o,
a(a7'a?"-h jy -4- tIz") + ^{x"y — xf) 4- 72" = o. Or la première de ces relations donne, par la différentiation,
aa(^'^''4-7'y-hz'z")-+- ^{x"y — 07") + 72^ = 0;
nous avons donc
x'x" -h ff 4- s'z" = o, d'où
xf^ H-y* -h z'* = const.,
et Ton voit que, en prenant la constante égale à l'unité, on satisfera à la condition que l'arc s soit, comme on Ta admis, la variable indépendante.
Cela posé, et après avoir écrit les équations précédentes de cette manière,
|3 {xf — x'j) = yz' H- a, j3 [xjr" — x'jr) = 7 z^^ j'en déduis
mais le premier membre, étant écrit ainsi,
/3[(/z" ^rz^)x H- (zV - z-'o;')/], se réduit à
(94 ) de sorte que nous avons
puis par l'intégration, en désignant par d une constante arbitraire,
Soit maintenant 2*= Ç; nous remplacerons le système des équations à
intégrer par celles-ci :
Or l'identité
{x' -H r')(x'* ■+- / *) = {xx' + //)' -*- {xf - x'xf donne en premier lieu
et Ton trouve ensuite facilement
ces résultats obtenus, les expressions des coordonnées en fonction de Tare s'en déduisent comme il suit.
Soient a, b^ c les racines de Téquation
ap(Ç-î)(i-Ç»)-(7Ç + «)»=o.
de sorte qu'on ait
Désignons aussi par Ço une des valeurs de Ç, qu'on doit, d'après la condition jc'* -h j'* 4- Ç'= I , supposer comprise entre H- 1 et — i . Le facteur |3 étant positif, comme nous l'avons dit, le polynôme ^^(Ç— /2)(Ç— /?)(Ç— c) sera négatif en faisant Ç = Ço- Mais il prend pour Ç= -hi et Ç= — i les valeurs positives (7 H- a)' et (7 — a)*; par conséquent, les racines a, A, c sont réelles, et, si on les suppose rangées par ordre décroissant de grandeur, a sera compris entre H- i et Ço» ^ entre Ço et — i, et c entre — i et — qo . Remarquons aussi que, ayant pour 2=: Ç un résultat positif, il est nécessaire que cette constante d soit supérieure à a ou comprise entre b et c. Mais la relation Jc'-f-7'= 2(Ç — d) montre que la seconde hypothèse est seule
(95) possible, car dans la première x^-hjr^ serait négatif. Cela posé, pui^ue Ç a pour limites a et by nous ferons
soit encore
A«=izu^, k'*=Lzf,
on aura
(Ç-a)(Ç-*)(Ç-c)=-(a-A)»(a-c)U»(i-U»)(i-A»U»). et de Téquation
r=-2p(ç-fl)(ç-6)(ç-6)
nous conclurons
Faisons donc /i = i/^ — —\ puis, en désignant par Sq une constante
u = n{s — s^)f on aura
D = sntt, Ç = a— (a— 6)sn*tt, et par conséquent
Zq étant la valeur arbitraire de z pour 2^ = 0.
Considérons, pour obtenir la valeur de 07+1/, Texpression
(r-^'t\ ^ ^"^ ^^ représente la dérivée logarithmique. C'est une fonction
doublement périodique de la variable i/, ayant pour pôles, d'une part u = iK' et de l'autre les racines de l'équation Ç — c? = o. Mais des deux solutions u =±(ù qu'on en tire, une seule est en effet un pôle, comme le paontre la relation Ç'*-+-(7Ç -4- a)'= 2p(Ç ~ î)(i ~ Ç^), d'où l'on déduit
en faisant Ç = d. Il en résulte que, si nous prenons pour i^ = co la valeur Ç'= -f- /(vJ-h a), on aura Ç'= — /(yJ + a) pour m= — cj, la dérivée changeant de signe avec la variable. £n même temps on voit que le résidu de la fonction qui correspond ou pôle e/ = &> est +n; le résidu relatif à l'autre pôle 2/ = iK' est donc — 71 et, par la décomposition eu éléments simples, nous obtenons
(C — d) /iL e{«) "^ U(a- »)J
(96) La constante X se détermine en supposant u = o ou !^ = a, ce qui donne immédiatement
* in{ay-hoL] H'(6))
et Texpression cherchée se conclut de la relation
au moyen d'une fonction doublement périodique de seconde espèce :
Dans cette formule, o^o et ^^ désignent les valeurs que prennent a? et 7* pour u = o'j elles sont liées par l'équation
et ne contiennent, par conséquent, qu'uneseule indéterminée. En y joignant les constantes jZq, Sq et $, on a donc quatre quantités arbitraires dans l'expression générale des coordonnées de l'élastique. A l'égard de $» nous avons vu que sa valeur doit rester comprise entre b et c; de là résulte que sn'o,
déterminé par la formule sn'û) = ^ , > a pour limites i et 75 • On peut
écrire par suite w = K h- /u, u étant réel, et poser
Changeons / en — 1, ce qui change X en — X, on aura
et ces relations, jointes à celle qui a été précédemment obtenue, à savoir :
donnent la solution complète de la question proposée.
F.es expressions des rnyons de courbure et de torsion, R et r, se calculent facilement,' sans quM soit besoin d'employer les valeurs des coordonnées, et comme conséquence immédiate des équations différentielles
On trouve, en effet, après les réductions qui s'offrent d'elles-mêmes,
puis
(ax'+ |3/)^-l- (a/- /3:r)^-f- (az'-h 7)^
2 |3(Ç -(?) 4- 7^- a»=2p[a -(?-(«- 6) sn^w]-+- 7^ --a^
= a/3(Ç-î)-/3(ac^.^7)^-a(7^-a^),
et, par conséquent,
Cette expression du rayon de torsion conduit naturellement à envisager le cas particulier où elle devient indépendante de Ç et a la valeur cou-
stante r = -• La condition à remplir à cet effet étant
je remarque que, en< remplaçant l'indéterminée Ç par —-9 dans Tégalilé
2p(Ç_J)(,_Ç«)_(yÇ+«)«=_2^(Ç-a)(Ç-A)(Ç-6'), le résultat peut s'écrire ainsi :
(7'— a^)[2P(ac^H-7)— a(7*— a^)] = 2/3(74- aa){y -^ ba ) {-^ -h c a)^
- - • Mais
par où Ton voit que l'une des racines a^ b, c est alors égale à notre condition donne
ainsi Ton doit poser
cfH ^ = a^b ou Cj
et voici la conséquence remarquable qui résulle de là. Nous avons trouvé tout à rheure
ou plutôt
i. = 2/3(fl-$-^')-2r5(«-ft)sn««;
or cette expression montre que le premier cas, où Ton suppose
doit être rejeté, comme conduisant à une valeur négative pour R^. Mais les deux autres peuvent avoir lieu et donnent successivement, en employant
la valeur du module A' =
^, = 2|5(rt — /;)cn-//, ~ = 2|5(fl-c)dn^«.
Le rayon de courbure devient donc, comme les coordonnées elles* mêmes, une fonction uniforme de l'arc, en même temps que le rayon de torsion prend une valeur constante. Ces circonstances remarquables me semblent appeler l'attention sur la courbe qui les présente, mais ce serait trop m'étendre d'essayer d'en suivre les conséquences et je reviens à mon objet principal, en donnant une dernière remarque sur la formation des équations linéaires d'ordre quelconque dont les intégrales sont des fonctions doublement périodiques de seconde espèce, unipolaires ( V •
(') On doit ù M. de Saint- Venant un travail important sur les flexions considérables des verges élastiques, c|ue réininent géomètre a publié dans le Journal de Mathématiques de M. Liouville (l. IX, i844j> ^^ auquel je dois renvoyer; je citerai aussi, sur la même question, un Mémoire récemment publié par M. Adolph Steen, sous le titre : Der clastike Aun'Cy og (Ivns anvcndeise i bojningsthvoricn, Copenhague, 1B79.
Soir, comme an § XXX (p. 79). /(«)= îî!^^^^ «[*--] "; dési-
gnons par /(//) ce que devient cette fonction quand on y remplace les quantités o), X par co/, X,-, nommons enfin jui/ et ii\ ses multiplicateurs. Si Ton pose
IVqualion différentielle linéaire d*ordre /i, admettant cette expression analytique pour intégrale, se présente sous la forme suivante :
y /» A» .-. Min)
r /M y;'» • • Jn»
D*après cela, j'observe que, le déterminant étant mis sous la forme
a),(w)7-"-ha),(a)r''*-^...-4-<i)„(w)7,
les coefficients ^i{u) sont des fonctions de seconde espèce, aux multiplicateurs fJLifjLa ,. .|x^, fjLiU.',. ..|x'„, ayant le pôle w = o, avec Tordre de multiplicité /i + i, sauf le premier 4>o(2^)i où Tordre de multiplicité est n, C*est ce que Ton voit immédiatement en retranchant la seconde colonne du déterminant de celles qui suivent, attendu que les (lifférencesy2(M) —J][u), Ji{^)—J\{u)^ . . . , ainsi que leurs dérivées, ne sont plus infinies pour w = o. Nous pouvons donc poser, comme je Tai fait voir ailleurs {Sur Vinlégni" tion de r équation différenlielle de Lamé, dans le Journal de M. Borclwrdty t. LXXXlX,p. 10),
G.H> — n.) H (// — /?,). . H(m — /ije*.*
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les quantités Go,g[o9^{ étant des constantes, puis d'une manière semblable, pour les coefficients suivants :
Il en résulte qu'en décomposant en éléments simples les quotients—-^
( loo ) qui sont des fondions doubh ment périodiques de première espèce, on aura
avec la condition
A o —^ — { A. I "T" Aj "4" . . "T~ A ;i ) •
C'est donc la généralisation du résultat trouvé au § XXI (p. 106) pour les équations du second ordre, et il est clair qu'on peut encore écrire
*W(") ^^ . , A,sn/7, Aasn^i, A,sn/7„
— — - = const. -f- -f" H"" • • • "H •
<I>o(fl) * snasn(ii — fl,) sni^sn[tf — a^) snusn(u — un]
La détermination des constantes A|, A 2, . . . , qui entrent dans ces expressions des coefficients de Téquation linéaire, par la condition que les solutions soient des fonctions uniformes, est une question difficile et importante, que je n'ai pas abordée au delà du cas le plus simple de n= 2; je me borne à donner la forme analytique générale de ces coefficients et à observer que, chacune des fonctionsy/( w) contenant deux arbitraires, l'équation différentielle en renferme en tout 2/1. Les remarques que j'ai à présenter ont un autre objet, comme on va le voir. Je me suis attaché à cette circonstance que présente l'équation de Lamé, /'= (2A* sn^w-f- A);^, de ne contenir aucun point à apparence singulière; elle m'a parudonr>er l'indication d'un type spécial, à distinguer et à caractériser, de manière qu'on ait ses analogues, si je puis dire, pour un ordre quelconque. Introduisons donc la condition $0 (£<)=: const. pour amener la disparition des points à apparence singulière 1/ = ^i, a,, . . . , a„, et posons, à cet effet, les /i + i
conditions
rti=o, ^2 = 0, ..., /ï„ = o, go = o.
» J'observerai, en premier lieu, que, dans ce type particulier d'équations, le nombre des arbitraires se trouve réduit à 2/1 — (n -f- i), c'est-à-dire à /2 — 1 . Je remarque ensuite que, les fonctions 0/(w) ayant toutes les mêmes multiplicateurs, ces multiplicateurs seront nécessairement l'unité, puisque l'une d'elles, Oo(")» est une constante. C'est dire qu'elles deviennent des fonctions doublement périodiques de première espèce, ayant pour pôle unique u = o^ avec l'ordre de multiplicité maximum /z + i . Nous avons, par conséquent, l'expression
que la considération suivante va nous permettre encore de simplifier.
( lor ) Et, d'abord, il résulte des expressions de $o(") ^^ ^i(«)> sous forme de déterminants, qu'on a, en général,
O.(/0 = -D„<&o(«). La condition ^o{u) = const. donne donc
et Ton voit qne Téquation d'ordre n, analogue à celle de Lamé, a la forme
Je ferai maintenant un nouveau pas en appliquant l'un des beaux théorèmes donnés par M. Fuchs, à savoir que le point singulier effectif u = o doit être, dans le coefficient ^/(w), un pôle dont l'ordre de multiplicité ne dépasse pas /, pour que l'intégrale de l'équation différentielle soit une fonction uniforme de la variable. On a, en conséquence, les expressions suivantes des coefficients, en remplaçant u par w-h/K', afin de nous rapprocher autant que possible de l'équation de Lamé :
$3(1/) = j3^-|- j3^ sn^w-h/SaD^su^tt,
0^(m) =^0 4-7, sn^w4- 72D„sn^w-h y,D^sn*w,
La question de déterminer les constantes «o, a,, ..., de manière à réaliser complètement la condition que l'intégrale soit une fonction uniforme, offre, comme on le voit, beaucoup d'intérêt. Elle a fait le sujet des recherches d'un jeune géomètre du talent le plus distingué, M. Mittag- Leffler, professeur à l'Université d'Helsingfors, et je vais exposer les résultats auxquels il est parvenu.
Considérons en premier lieu les équations du troisième ordre, que nous savons devoir contenir deux constantes arbitraires. Elles présentent deux types distincts, et l'un d'eux, découvert antérieurement par M. Picard, a offert le premier et mémorable exemple de l'intégration au moyen des fonctions elliptiques d'une équation différentielle d'ordre supérieur au
second (*). C'est Téquation
à laquelle on satisfait de la manière suivante. Soit
^H(^^±^) [;-lg;i«
et posons, comme au § V (p. i3)
iî =/r'sn*w g — j
12,=:^^snci> cncodnoj.
na=A'sn*w— -, 'sn'o) — -^ 77 — '—
de sorte que Ton ait, pour u = /R'-f- £,
C désignant un facteur constant. Les quantités o>) et X se déterminent an moyen des relations
3(X^ - fi) -f- a - a ( I -f-)fc^) = o,
2X»-6)i2 — 4iî,-/3 = o.
et il a été démontré par M. Picard qu'elles admettent trois systèmes de solutions, d'où se tirent trois intégrales particulières et par conséquent l'intégrale complète de l'équation considérée.
Le second type qu'il faut joindre au précédent pour avoir, dans le ^ troisième ordre^ toutes les équations analogues à celle de T^amé, est
^'^-h (a — 3 A* sn^f/)^'-f-(/3 -4- yk^ sn'i/ — 3A^ sn 11 en « dn^)?^ = o,
avec la condition
Il présente cette circonstance bien remarquable que, dans les trois intégrales particulières, la constante X a la même valeur, à savoir : X= — ^*
(*) Sur une classe adéquations différentielles [Comptes rendus ^ t. XC, p. 128;.
( i"3 ) Cela étant, s) s'obtient par la relation
aX' — ). ( 3îî — I - A^) - 12, - /i = o.
En passant maintenant au quatrième ordre, on obtient quatre équations A, B, C, D avec trois constantes arbitraires^ et pour chacune d'elles les constantes u et X se déterminent ainsi que je vais Tindiquer.
r'^-l-(a — i2A^sn^//)/'-+-/3j'-l-(7H-JA'^sn^w)7=o,
avec la condition
aa — 8(i4-A:')-f- J = o,
Les relations entre o) et X sont
/iX^ — X(i2i2 4-î)-8iî,-f-/3 = o, i8X*- 3X^(3612 4- 7) — i44Xiî|-54i2j-3în
7*^4- (a — 8A* sn^//)7'"-H(/3-f-7A*sn*tt — 8A:^snttcnttdnw)/'
-+-(5-l-6A:^sn^w — 7P sni^cni/dni/JT* = o, sous les conditions
4ê = 7^, ya-i-8y(a— 2 — 2A1*) H- i6|3 = 0.
On a ensuite
48(X^- Q) -H 1 2X7-1- 24a 4- 37^ -~ 64(i 4- )fc') = o,
1 2t)X* — 720X^12 — 96oX(2| — 36oî22— 6o(X* — 3Xî2 — 2l2|)7 -i5(X*— û)7'-i2oJ— io(i4-A^)7*4-64(i — >t»4-A')=o.
j*^4-(a — 6A:*sn^w)7-''4-(jS — i2A:^snttcnwdnii)7-'4- (74- $k^sn^u)x = o^
avec la relation
I^s équations en o et X sont
( io4 )
7^^4-(a — 4A^sn*w)y'-f-(|3 4-7^^sn*tt — 8A:* snwcnttdni/)^-'
{â -h ik^ sn^ u — Sk*sn*u -hyk^ suucnudnu)^ =o. On a entre les constantes les deux conditions
4/3-f-7[£--4(i-HA-^)j=o.
Ce dernier cas présente un second exemple de la circonstance remarquable qui s*est offerte dans l'une des équations du troisième ordre, la quantité X ayant dans toutes les intégrales particulières la même valeur, à
savoir 1 = — ^•LVqualion en w est ensuite
9oX*-i5(X--Û)[3f~8(n-A»)]-.36oX^fi-.36oXfi, — goÛj — goc^— 3o£(i -f- A^)h- i6(ii -4- 4*^H- nk*) = o.
Les recherches dont je viens d'énoncer succinctement les premiers résultats ont été étendues par M. Mittag-Leffler aux équations linéaires d'ordre quelconque, dans un travail qui paraîtra prochainement. Il sera ainsi établi que la théorie des fonctions elliptiques conduit aux premiers types généraux, après celui des équations à coefficients constants, dont la solution est connue sous forme explicite, l/équation de Lamé
ayant été l'origine et le point de départ de ces recherches, doit d'autant plus appeler notre attention, et j'y reviens pour aborder un second cas, celui de ?i= a, en me proposant d'en faire l'application à la théorie du pendule. Je traiterai ce cas par une méthode spéciale que j'expose avant d'arriver au cas général où le nombre n est quelconque, afin de réunir divers points de vue sous lesquels peut être traitée la même question. Reprenons à cet effet l'équation considérée au § XXX (p. 79) et dont nous avons obtenu la solution complète, à savoir :
r Asna Bsn6 i ^J\
-*" ? \ ^ ? T\ -« Ti 1 — C^ r = O.
l^sniisn[« — a] sniisn(«— 6) sn'(a — b y
l io5 ) Soii II =: .V "h iK\ et changeons aussi a ei b en a -h iK'el h -f- iK\ (Je sorte que les constantes A et B deviennent
LVquation prendra la forme suivante :
"'-' I sii//sn(j: — il] snosn(.r — b) \ «^
r A sn.r R sn r i ^ . |
-•- \ • — I — ■ n -< — Ti 77 — ^' \y = ^>
|_bUtfsn(jr — a) su 6 su (x — /> ' sn'(r/ — b] \^
et aura pour solution la fonction de seconde espèce
les quantités o) et X étant déterminées maintenant par les conditions
» , sn// rnadn^ snw
sn/'sQ(a — b] sn« sn/2sn(a -r-o))
^ ,, . sn^ cïih^wh snw
sn^/sn[/> — rt) sn^ sn6sn(^ -{- o)]
Cela posé, considérons le cas où A = — a; on trouve aisément, en chassant le dénominateur sn^o? — sn^<7, Téquation
(sn-.r — sn^a)D| j — 2 sn^cna7dna:D^j*
-h sirx -h — C^ (sn^it; — sr»^^) r = o.
I sna \sn^2fl /^ ' J ^
Particularisons encore davantage et, observant qu'on a
sn2a
faisons disparaître le terme en sn^ j? dans le coefficient de x, ^" posant
cnai\na r
sua sn2.a
Ce coefficient se réduiî^ant à une constante, l'équation précédente devient
(sn-o? — sn'-a)D^/ — 2sua:cna?dna7Dj.7"
2['ik''S\)^a — 2(1 -hP)sir-ri -H ij/ = o.
( 'o6) Soit donc, pour un moment,
^[x) = sn'jc — sn-a;
on voit qu'on peut l'écrire ainsi :
et Ton en conclut, par la différent ialion,
Ce résultat remarquable donne, en remplaçant D^y par z,
c'est précisément Téquation de Lamé dans le cas de ^z = 2, la constante qui y figure étant h = 6A- sn'a — 4 -" 4^*- Nous n'avons donc plus, pour parvenir à notre but, qu'à former l'intégrale de l'équation en ^, c'est-à-dire à déterminer les quantités cj et X au moyen des équations rappelées plus
haut. Iqtroduisons,àceteffet, lesconditions6 = — a, C =
7 en a an rf i
snn sn?.fi '
on en tirera successivement, en les retranchant et les ajoutant,
sn'w sn'a('2X^sn'rt — i — /')
sn^a — sn'w cn'û dn'«
^ sn&> cncd dn(k> sn « — sn'w
De là nous concluons d'abord, pouro), les expressions suivantes :
„ sn* a { 1 A^ sn"* a — i — /•»)
sn'^O) = r ■ 9
6A^SQ*a — 2 ( I -h A^ ) sa* a -f- i
2 cn*a{iA-^ sn'/i — i)
en W = — 5-7T ; j-T ; î
3 A* sn* a — 2(1-1- /-^ ) sn*tf h- i
. 2 iWa(isn^a — i)
" ^ ~ " 3X' ân*fl — 2 (iH- k')^n^a -+- 1 '
Ou a ensuite
^2 sn^'wcn'&xln'w (2/'sn'fl — i — X*)(2X^sn'</ — i] (2sn'rt — 1)
(in'w — sn^w)* ZA'sn*a — 2(1 -h X')î»n^« -i- i
et l'on voit que les constantes sn^w et X^ sont des fonctions rationnelles de sn^a ou de //. Nous remarquerons en même temps que, snca et, par conséquent, co ayant deux déterminations égales et de signes con-
traires, le signe de X est donné par celui de w, en vertu de la relation A = — ; — • Aucune ambig;uite ne s onre donc dans la formule
snV/ — sn'w "
nf ^ r 0'(w)i TT/ \ r «'(w)l r z=C , , el e(û.)J -f-C —^ e L t)(w)J ,
et Ton en conclut, pour l'intégrale de Téquation de Lamé
Texpression
Voici les remarques auxquelles elle donne lieu.
Nous allons supposer nulle ou infinie la quantité X, en nous proposant d'étudier les circonstances qu'offre alors la solution de l'équation différentielle.
Et d'abord, on voit, par l'expression de X*, que le premier cas a lieu en posant les conditions
2k^su^a — I — P= o,
^k^ sn^a — I = o,
2sn^rt — I = o,
qui donnent successivement snw = o, cnw = o, dnc«) = o. Les valeurs de 0) qui en résultent, à savoir, = 0, û) = K, c«) = K-i- /K', conduisent aux solutions considérées par Lamé, qui sont des fonctions doublement périodiques de la variable, avec la périodicité caractéristique de snx, cnoT, dno?. Nous avons, en effet, pour co = o et w = K : ^^D^snx, ^==:D^cnx. Il suffit ensuite d'employer les relations
— (a-r-hiK'
e'(K-4-/K') __ _ /TT pour conclure de la valeur w = R -h /K' l'expression j' = D^dn x,
( io8 ) Supposons maintenant X inBni, et soil à cet effet
3P>n*a — 2{i -h k'^) su^n 4-1 = 0;
en désignant une solution de cette équation par « = a, je ferai a = a -+- yj, 0) =/K'-i- £, les quantités >7 et s étant infiniment petites. D'après la relation
2 sn*rt(?.A-^sn*fl — 1 — /*)
3/i*sn*^ — 9.(1 -h /i*)sii*rt -h 1 '
on voit d'abord qu'on aura, en développant en série,
p^ Y étant des constantes. Cela étant, nous développerons aussi X suivant les puissances croissantes des, au moyen de l'expression
^ snfl>>cno)dn&> cnsdne 1
&ii*rt — sn*w sue I — X*sn*(« -+- JC isn*«
Or, ayant
vns (Inc I I -f- /^
SPC £ 3
-; ; ; ^ = I "h Xt^M)^ « . Ê*' -|- ..,
I — A-sir (a -+- >3 jsirc
on en conclut
Employons maintenant l'équation nous obtenons cette expression, qui est finie, pour s = o, à savoir
:^:rin = -7: -f- U" ^n-* a — - j £
Enfin^ je remplace, dans la solution de l'équation différentielle, la quantité H (a: -+- /K -h g) par
/0(.r -h î)e ^^ il viendra ainsi
( >09 ) en faisant, pour abréger,
•' — -^ Ik'siï^oL — — j .r.
Or, en développant suivant les puissances de 6, on obtient, si l'on se borne aux deux premiers termes.
il suffira donc de remplacer la constante arbitraire C |>ar -, pour avoir la liuîite cbercliée, lorsqu'on pose £ = o. Nous trouvons ainsi
où 1.1 constante sn^a e>t dôlermiiu»e par Téquafion
3/i^ >u*a — 2(1 -h A*^jsn*a -4- 1 =: o.
Ces deux solutions de Téquation différentielle, réunies à celles qui ont été obtenues précédemment, complètent Tenhcmble des cinq solutions de Lamé, qui sont des fonctions doublement périodiques, ces deux dernières ayant, comme on voit, la périodicité de sn^x.
La tiiéorie du pendule conique ou du mouvement d'un point pesant sur une spbère conduit à une application immédiate de l'équation qui vient de nous occuper. C'est M. ïissol qui a le premier traité cette question importante, par une analyse semblable à celle de Jacobi dans le [)roblème ile la rotation, et donné explicitement, en fonction du temps, les coordonnées du point mobile [Tlicse de Mécanique^ Journal de M. Lionvillej t. XVII, p. 88). tn ôuivant une autre marcbe, nous trouvons une autre forme analytique de la solution que j*ai indiquée, sans démonstration, dans une Lettre adressée à M. H. Gyidén et publiée dans le Journal de Borchardty t. 85, p. 246. Ces résultats s'établissent de la manière suivante.
Soient Jf ,y, z les coordonnées rectangulaires d'un point pesant, assujetti à rester sur une sphère de rayon égal à Tunité; les équations du mou-
MO
veraent, si Ton désigne par g la pesanteur et N la force accélératrice, seront (* )
-- -f- Nr = o,
Elles donnent d'abord, comme on sait, en désignant par c et / des constantes :
fix dy ,
' fit f/t
Cela étant, j'emploie la combinaison suivante :
, . ,/dr 'dr\ dr dy ./ dx dy\ dz .,
et je remarque que le carré du module du premier membre,
s'exprime par
de sorte qu'on obtient, en l'égalant au carré du module du second membre,
ou bien
^;)'=2g(z-Hc)(.-z^)-/».
La variable z étant déterminée par cette relation, une première métbode pour obtenir les deux autres coordonnées consiste à diviser membre à
(*) Traité de Mécanique de Poisson, t. I, p. 386.
membre les équations
. . . I (l.r . dr\ riz ,
On obtient facilement ainsi les expressions qui conduisent aux résultats de M. Tissot, à savoir :
puis, en changeant / en — /,
/zdz-^ildt I— =«
Mais j'opérerai différemment; je déduis d'abord des équationsdifférentielles, et les ajoutant après les avoir multipliées respectivement par x, y, z,
dl^ ^ dt^ dt* O '
puis de l'équation de la sphère, différentiée deux fois,
d'-x d'y d^z ida-y [dry idzy
!Nous avons donc
et, par conséquent,
d^ l /r -f- îy )
or on est ainsi amené à l'équation de Lamé, dans le cas de n = 2, comme nous allons le voir.
Formons pour cela l'expression dez, et soit à cet effet
ag{z -+- c)(i - z-)- l'' = -ig{z - a)[z - /3)(2 - 7),
ce qui donne les relations suivantes :
a -h]S -4-y =— c, a/3 -h jSy -h 7a = — 1 ,
On sait que les racines a, |3, 7 sont nécessairement réelles, et qu'en les
rangeant par ordre décroissant de grandeur a sera positive, |3 positive ou négative, et toutes deux moindres en valeur absolue queTunilé, tandis que Y sera négative et supérieure à l'unité en valeur absolue. Soit donc
éTl^-— 7;
on aura
2 = a — (a — j5) sn^(w, A-\
/o étant une constante elle coefficient n étant pris positivement. Introduisons maintenant la variable u dans Téquation du second ordre, elle deviendra
D?.(-^-+ '» = 5l3(« - ,'5)sn^« - ;ia ^ ïc] (.r + iy) et, en simplifiant,
D^(x -^ /» = (6>t'sn^// - 2 ^"^^7^^^ ) (.r 4- //).
C'est donc Téquation de Lamé dont nous avons donné la solution complète au moyen de deux fonctions doublement périodiques de seconde espèce à multiplicateurs réciproques. Or une seule de ces fonctions doit figurer dans l'expression de j^ -h (7*, comme le montre la formule obtenue tout à l'heure
par conséquent, nous pouvons immédiatement écrire
X 4- i r = CD» — — - e^ ""' '
ou, sous une autre forme, en modifiant la constante aibitraire.
maintenant il nous faut déterminer cette constante, ainsi que les quantités &) et X.
XLIT Efi posant la condition
et employant Tcxpression du module A'^= *-, on trouve d'abord
sira = —
De là se tirent ensuite» après quelques' réductions faciles où Ton fera usage de la relation
les formules suivantes :
su' r^ =z
a -fi
5^2 ^ _ (a-hS1(.5-4-7)(y4-a)
G^la étant, nous remarquerons en premier lieu que, d'après les limites entre lesquelles sont comprises les quantités a, |3, 7, on obtient pour sn-co et dn^o) des valeurs positives, tandis que cn^w est négatif. Il en résulte que sn^û) est plus grand quePunité et moindre que 7^» de sorte qu'on
doit supposer
j étant réel et donné par ces expressions
IM
J'observe ensuite qu'ayant fi^ z= ^ ^~ '^' nous pouvons écrire I<i valeur de 1^ de celte manière :
d'où Ton conclut facilement
Les constantes o) et X se trouvent ainsi déterminces, mais seulement ;iu signe près, et deux autres relations sont encore nécessaires pour lever toute ambiguïté. La première résulte d'abord de la condition qui a été donnée pour la solution générale de l'équation de Lamé, à savoir :
sn&) 0116) dnw A = — r —>
et l'on en tire immédiatement
(a — plsnw rnwdn
Nous obtiendrons tout à l'heure la seconde comme conséquence de l'équation considérée plus haut :
Mais voici d'abord la détermination de la constante A qui entre dans la formule
Soit, pour abréger,
Désignons par F< [u) ce que devient celte fonction lorsqu'on change / en — i, et par A< la quantité conjuguée de A, de sorte qu'on ait
X -f- // = kV\u
et, par conséquent,
Nous supposerons 1/ = o, ce qui donne 2 = a, dans Téquation
JC'-^y^-i- z^=\', il viendra ainsi
AA,F(o)F'j(o)= I - a\ ou encore, au moyen de la condition a/S -4- /3y -h yd — — 1 ,
AA.F(o)F',(o)=-(a-HP)(a-h7).
J'emploie maintenanr, pour y faire u = o, la relation
on en tire d'abord
F'(o) cnfi>>dn&) »
t'^oj snw
puis, au moyen de la valeur donnée précédemment deX,
' — r = r-i-snwcnwdnw = 1 i r-^sn-'w)*
r^o; snw apy snw \ apy /
et enfin
F'(o) cnb>dn&)
F(o) pysnw
comme conséquence de la formule
sirw = ^^'- — '-■ \
mais l'expression de F(//) donne immédiatement
^ ^ e(o)0(w) et nous en concluons l'expression cherchée, à savoir
^w V Acnwdnw
Clhangeons enfin 1 en — /; la constante « = :i: K -h tj deviendra
co'=dbK-iu; on a donc
snûti' = snw, cncj'dncd)' = — cnwdnco,
et par suite
("6) De cette eipression nous tirons
AA, = (a-7)% de sorte qu'on peut écrire
9 désignant un angle arbitraire.
Ce point établi, je reprends l'équation
qui devient, si l'on introduit, au lieu de /, la variable £/,
et j'y fais m == o. En remarquant qu'alors — s'évanouit, on trouve
(«-Vj»F'fo)r.^o ='^.
ce qui nous mène à chercher la valeur de F*, o . Pour cela, je déduis de la relation employée tout à l'heure
la suivante :
A**sn'i/,
F «^ Pftf) sn» « -f-»»^
et j'en tire d'abord
F' o _ r*(o' ^ I _ rn'wcln»^ i
F o) "~ F*;o) ~~ sd'm "" p*7*sn*»» ~~ sd»»»'
puis, après une réduction facile et au moyen de la valeur obtenue pour Fro\
Cette expression restant la même lorsqu'on change / en — /, nous pouvons écrire
( 117 ) ef, comme on a déjà trouvé
nous en concluons
et, en employant la valeur de A*, l'équation suivante :
Si ou se rapproche maiulenant de la relation déjà donnée
^ ('/ — 61 sno) cnw flnw
OU trouve immédiatement
c'est le résultat quej*ai principalement en vue d'obtenir, afin d'avoir la détermination précise de la constante X, qui n'était encore connue qu'au signe près.
En dernier lieu, et à l'égard de w,on remarquera que la fonction F{^) change seulement de signe ou se reproduit quand on met ci)-f-2R et w H- ^/K' à la place de w. Et comme on peut obtenir un tel changement de signe pour la valeur de x -f- ijr^ en remplaçant (p par y-f-Tr dans l'argument du facteur constant A, il en résulte qu'il est permis de faire w = R-+-/'j, au lieu de w = zh K -f- lu, et de déterminer une valeur de u, comprise entre - K' et -+- K'.
Or, de la relation
se tirent deux valeurs égales et de signes contraires de celte quantité entre lesquelles il reste à choisir. C'est à quoi l'on parvient au moyen de la condition
// I « — P ) "^îi « en w (in ft»
1 1l apy
qui prend, si l'on y fait w = K -h I'j, la forme suivante,
( ii8 ) or, 7 étant négaîif, on voit ainsi queu aura le signe de / ou un signe contraire, suivant qtie la racine moyenne |3 sera positive ou négative. Dans le
cas de |3 = o, on a donc
w = R et, par suite,
c'est un exemple de ces fonctions particulières de seconde espèce qui ont été considérées par M. Mittag-Loffler dans un article intitulé, Sur les fonctions doublemenl périodiques de seconde espèce [Comptes rendus, \, XC, p. 177).
Je terminerai par une remarque sur Téquation
qui exprime que les coordonnées a? et y se reproduisent sauf le signe, lorsqu'on change 11 en « -h 2K. Soit j.) = K -h /u et posons
cette fonction n(u), évidemment réelle, finie et continue pour toute valeur réelle de u, a pour dérivée l'expression
qui est toujours négative. On a, en effet,
J</tVK, comme conséquence des formules
Jo v/(i-^^)(i-X-«x*)' "" Jo v/(i-**)(i — XT?)'
et l'on sait d\iilleurs que sn'(K-f-/u) est supérieur à l'unité. La fonction n(v), étant décroissante, ne peut s'évanouir qu*une fois; or on a, en désignant par a un nombre entier,
e'(K-+-2mK') fa 7:
e(K-h2//iK.'j
( "9) et par conséquent
n(o) = i, n{2ai<.') = L-.-Ç
Nous érablissons ainsi l'existence d'une racine, puisqu'on peut disposer de a de manière que ^ soit de signe contraire à -• Mais c'est en déterminant les quantités c et Z qu'il serait surtout important d'obtenir les cas où le mouvement du pendide est périodique, ces constantes représentant les éléments essentiels de la question. N'ayant pu surmonter les difficultés qiu s'oftVent alors, je me borne à donner de l'équation précédente une transformée où ces constantes se trouvent plus explicitement en évidence. Soit, à cet effet,
on aura, en premier lieu,
Iv = / ? J = I :^ — :;
on trouvera ensuite
z =^ OL — [^d — fi) sh^oj = — «[iy,
d'où
Enfin, en partageant Tintervalle compris entre les limites, en deux parties, l'une de — a^y à /3, et l'autre de |3 à a, 1 équation se présentera, après une réduction facile, sous la forme suivante :
tJ r jIz_ _ r zcfz r^ f/z /•" r/z r^ zdz
La qutstion qui vient d'éire traitée termine les applications à la Mécanique que j'ai annoncées au commencement de ce travail, et j'arrive maintenant, pour la considérer dans toute sa généralité, à l'équation
D^j = [n{n 4- i)/i^ sn^jc -h //] j,
dont la solution n'a encore été obtenue que pour /i = i et w = 2. Au moyen des méthodes de M. Fuclis, permettant de reconnaître que l'intégrale est une fonction uniforme de la variable, et de l'importante proposition de M. Picard, que cette intégrale est dés lors une fonction doublement pé-
riodiqiie de seconde espèce, la solution de Téquation de Lamé est donnée directement par l'application de principes généraux s'appliquant aux équations linéaires d'un ordre quelconque. J'exposerai néanmoins une méthode indépendante de ces principes; je m'attacherai ensuite, et ce sera mon principal but, à la question difficile de la détermination, sous forme entièrement explicite, des éléments de la solution. La considération du développement en série, qu'on lire de Téquation proposée lorsqu'on suppose X =^ /R'h- ê, aura, dans ce qui va suivre, une grande importance; voici, en premier lieu, comment on l'obtient.
Soit, pour abréger,
les expressions des premiers coefficients étant
So =
Je dis qu'on vérifie Téquation
en posant
La substitution donne en effet les conditions
(/i — I )(// — q)//i = // -h /î(/i -f- i)(A| -h jr„),
et nous allons voir qu'elles déterminent de proche en proche les coeffi cients A,, 7/2, .... Mettons-les d'abord sous une forme plus simple; en élimi
liant la quantité h au moyen de la première, on aura, après une réduction facile^
où j'ai écrit, pour abréger, w(/i 4- i) = 2/w.
Or, le facteur in — 21 h- i ne pouvant jamais être nul, on voit que le coefficient de rang quelconque A,- s'obtient au moyen des précédents, /i/_|, A,_2, — En particulier, on trouve
* 2(2/1 — 3) 2(2/1 — 3) , {in — i)*AJ m[6n — 7)^1^1 /w^i
TT
Ce premier développement obtenu, nous en concluons immédiatement un second. Effectivement, le coefficient ri{n -4- i) ne change pas si l'on remplace n par — (w -h i), de sorte qu'en désignant par A'j, h^^ ... ce que deviennent A,, ^3, ... par ce changement, Téquation différentielle sera de même satisfaite en prenant
OU bien
Je remarque enfin qu'en substituant dans l'expression
la partie de la première série représentée par
I hé hi
tous les termes en -^:;:5> — > • • » n^ii-^% disparaissent, de sorte que le résultat
ordonné suivant les puissances croissantes de e commence par un terme en -^^zii* On en conclut qu'en supposant /i pair et égal à 2v, ou bien w = 2v — i,
on n'aura aucun terme en -> si l'on prend dans le premier cas
r = ;?; + Tïé-, + • • • + V "^ *^' H. 16
et dans le second
Ce point établi, nous obtenons facilement, comme on va le voir, la solution générale de Téquation de Lamé.
Je considère l'élément simple des fonctions doublement périodiques de seconde espèce, en le prenant sous la forme suivante :
où Ton a, comme au § V,
I^e résidu qui correspond au pôle unique x = /K' sera ainsi égal à l'unité, et nous pourrons écrire
J[iYJ -{- e) = --f-H,,-hH<£ -f- ... -f-H,-Ê'-h ....
Cela posé, je dis que les expressions
'^^^)- r(2v) ^* r(2v-2) ••• '^v-ii^xyi^J,
satisferont, suivant les cas de 7i= 2v et /i — 2v — i, à l'équation différentielle en déterminant convenablement les constantes u et X.
Pour le démontrer, je remarque que, si Ton pose jc = iK'+g, les
parties principales de leurs développements proviendront du seul terme qui entre dansf(iK'-h s), et seront, par conséquent,
et
il ,. ,
Disposons maintenant de w et \ de lelle sorte que dans le premier icas le terme constant soit égal à h^ et le coefficient de s, dans le suivant, égal à zéro; nous poserons pour cela les conditions
Hav-i -H A, H2^_3 -f- AoHjv-sH- ... -H Av-|Il| -+- hy= o, •iv Hjv-h (2y — - 2)A|H2v-2 -+- (2v — 4)A2H2v-4 -I- . . . -f- sAv-i Ha = o.
El semblablement, dans le second cas, faisons en sorte que le terme constant soit nul et le coefficient de e égal à fi^^ en écrivant
(2v — ijllov , -f- (îiv — 3)//,H2v- 1 -+- ... -H //v-i H, — //v = o. On a donc ces deux développements, à savoir :
F ( / R' -f- £ ; = ^ 4- ^, 4- . . . -4- -^ + // V -f- . . . , puis
il en résulte que les deux fonctions doublement périodiques de seconde
espère
D2F(x) - [n{n-h i)A^ sn-a: -h //]F(j?),
étant finies poiu* x = /K', sont par conséquent nulles. Nous avons ainsi démontré que l'équation se trouve vérifiée en faisant j" = F(a:), de so»t(» que l'expression
en donne l'intégrale générale.
La question qui s'offre maintenant est d'obtenir w et X au moyen des relations précédentes, qui sont algébriques en snw et X. Or, on est de la sorte amené à un problème d'Algèbre dont la difficulté se montreau premier coup d'oeil et résulte de la complication des coefficients H©, H<, ....
Revenons, en effet, au développement déjà donné § V, à savoir :
X(/K'-f sj = 1 - l£ÎÊ « La,r - giÎ2Ê' - ^ûas* - . . M
OÙ Ton a
iîg r= A:* su* 0) ^^ — g ^ sn* w — ^ ^^ — '— >
A^sn*G) ^ — h
Les coefBcients Ho, H|, ... résultant de l'identité
7 + HoH- Ho£ -4- .. . ==U ^- XêH- -^ +...] (^ -- ;^fîs -- ...j seront
et Ton voit que, H;, étant du degré n -f- i en X, Tune de nos deux équations est, par rapport à cette quantité, du degré n^ et la seconde du degré n-h i. A l*égard de snoj, une nouvelle complication se présente en raison du facteur irrationnel cncù dnco, qui entre dans ^olî,, ^5, ..•; aussi paraitil impossible de conclure de leur forme actuelle qu'elles ne donnent pour X^ et sn^G) qu'une seule et unique détermination. Et si Ton considère ces quantités comme des coordonnées, en se plaçant au point de vue de la Géométrie, on verra aisément que les courbes représentées par nos deux équations n'ont aucun point d*intersection indépendant de la constante h qui entre sous forme rationnelle et entière dans les coefficients. Il n'est donc pas possible d'employer les méthodes si simples de Clebsch et de Chasies qui permettent de reconnaître^ a priori et sans calcul, que les points d'un lieu géométrique se déterminent individuellement en fonction d'un paramètre. Le cas de n = 3, qui sera traité tout à l'heure, fera voir en effet que les intersections des deux courbes se trouvent, à l'exception d'une seule^ rejetées à l'infini. Mais, avant d'y arriver, je ferai encore cette remarque, qu'on peut joindre aux équations déjà obtenues une infinité d'autres^ dont voici l'origine.
Nous avons vu au § XLIY que réquation de Lamé donne, en faisant X = /R -h 6, ces deux développemenis, à savoir :
Il en résulte que, si l'.on pose de même x = /K'-f- £ dans la solution représentée par F(Ar), nous aurons, en désignant par C une constante dont on obtiendra bientôt la valeur.
On peut donc identifier ce développement avec celui que donnent l'une oi' Tautre des deux formules
F(x) = -f. •" - ^ ; -f- ht ^1^ ' ^ ^\ 4-. . .H- K^Jix) ^ ' r(2v — i) ' r(2v — 3) -^ ^ '
lorsqu'on pose x = /K'-f- £.-Bornonsnous, pour abréger, an cas de /i = 2v, et représentons la partie qui procède, suivant les puissances positives de £, par
On trouve facilement, si l'on écrit
l'expression
Nous aurons donc, pour 1 = i , 3, 5, . . ., 2v — i, les équations on trouvera ensuite, pour les valeurs paires de l'indice,
i-*-av— 3
et enfin, pour les valeurs impaires supérieures à 2v — i,
Telles sont les relations, en nombre illimité, qui doivent toutes résulter des deux que nous «avons données en premier lieu, à savoir :
on est amené ainsi à se demander si leurs premiers membres, J^,, i^^î — lh^v^ ^2/4-2v4-i — CAj-, ne s*exprimeraient point, sous forme rationnelle et entière, par les fonctions j$, et j^o ~~ ^v Mais je laisserai entièrement de côté cette question difficile, et j'arrive immédiatement à la résolution des équations relatives au cas de /i = 3.
Ces équations ont été données au § XXXV, et sont
Si Ton met en évidence les quantités (î, et qu'on fasse A, = -9 ce qui donne
elles prennent la forme suivante :
X^ — 3îîX — 2Î2< -h 3/X = o, X*- 8ÛX^- 8i^,X- 3iÎ2-4- 2/X^= ^ - 85,.
Cela étant, j'emploie ces identités, à savoir :
iî« — îîj = 4^,, iîiîj — û^ = iî^i -t- 7^2,
et je remarque qu'on en tire, par l'élimination deû, et iîs* deux équations du second degré en 12. Mais il convient d'introduire H| au lieu de 12; en
( '27 ) faisant alors, pour un moment,
ces relations seront
36H; - la/H, -f- 36/X^ 4- 5/^ - 4^ = o, 72/H'; - 6(5/^- a)H, 4- 72/n^ - ft = o.
Eliminons X^, elles donnent immé liatement
-- 10/^ — 3al — ô
nous obtenons ensuite
.2__ 4(/«-<i)^H-(il/^-9g/-^l
ou bien
12 — _ yiO
si Ton pose, pour abréger,
y(/) = i25/« — 210^/* - 226/' -f- 93£ïV* -+- 1 8aW -f- *' - 4«%
soit encore
ij;(/) = 5/«-f-6a/*-ioW'-3a^/^4-6rtA/-f-6^-4rt» = y (/) - 1 2/(/2 - a) (10/» - Hal - A) ;
de la relation X^ — 2H, = Û ou conclura :
(î = A:'sn*&) —
i-fA«__ ^(l)
Enfin j'observe qu'on déduit des équations proposées la valeur de Û, exprimée en (î et X, par cette formule,
2Û, = (X'-3Q-+-3/)X; faisant donc
nous parvenons encore à la relation
lî, == ^^ sn û) en Cl) dn w =
Le signe de X se trouve ainsi déterminé par celui de co, et la solution
( 128) complète de l'équation de Lamé dans le cas de /> = 3 est obtenue sans aucune ambiguïté au moyen de la fonction
On n'a toutefois pas mis en évidence dans les formules précédentes les valeurs de la constante / qui donnent les solutions doublement périodiques, ou les fonctions particulières de seconde espèce de M. Mittag- Leffler, comme nous l'avons fait dans le cas de n = 2.
Voici, dans ce but, les nouvelles expressions qu'on en déduit.
Posons, en premier lieu,
P = 5/» - a(i -t- A»)/ - 3(1 - yt»)S Q = 5/* -2(1 -2/6')/ -3, R = 5/*-2(it*-a)/-3if% S = 36/,
et, d'autre part,
on aura
A = /»-(i4-yt»)/-3P,
B =./» - (i - 2*»)/ -f- Xk'-k*),
^ - ~ SD* ' A«sn«a, = -^,
dn^û) =4-
SD
Cela étant, ce sont les conditions P = o, Q = o, R = o, S = o qui donnent les solutions doublement périodiques, au nombre de sept, tandis qu'on obtient les fonctions de M. Miltag-Leffler en posant A = o, B = o, C = o, D = o. Mais je lajsse de côté Télude détaillée de ces formules, en
( «29 ) me bornant à la remarque suivante, sur laquelle je reviendrai plus tard. Exprimons les quantités A^sn^co, Fcn^w, dn'co, en partant de Téquation
A'^sn^w —
I4-A-» -yj]
de cette nouvelle manière, à savoir :
A sn 0) 36/:/^-.- '
A en co 3G7(/^^^r^ô^ '
dn''(«) = z-r—^ — I-LJ.
36/(/* --/!)* On conclura facilement de 1 égalité
/v sn wcn wdn co - ^3^^^^,__ ^),j.
la relati h que voici :
i|>^(/)-3.i2V//2(/^-a)*d^(/)4-i2»A/^(/^-^)«=y(/)x'(/). Or elle conduit à cette conséquence, qu'en posant
on a
c'est donc un exemple de réduction d'une intégrale hyperelliptique de seconde classe à l'intégrale elliptique de première espèce.
La méthode générale que je vais exposer maintenant pour la détermination des constantes <*) etX repose principalement sur la considération du produit des solutions de Téquation de Lamé, qui viennent d*étre représentées par F(^) et F(— .r). Et, d'abord, on remarquera que, ayant
F(x-f- 2zK.') = fJi'F{.r) //. 17
( «30) et, par suite,
F(-x- 2K)=iF(-a:).
ce produit est une fonclion doublement périodique de première espèce, qui a pour pôle unique oc = zK'. Voici, en conséquence, comment s'oblient son expression sous forme entièrement explicite.
Soit
^{x) = (-. i)>'F(x) F(~ jr),
le facteur jui' ayant été introduit, pour pouvoir écrire
cD(/K'-h£) = (- i)"f;/F(/R'-4-6)F(~/K'-c) = (~ i)'' F(/K' 4- £} F( /K' - £).
Cela étant et posant, pour abréger,
gti g.|_2 j/*_4
nous aurons
F(/K'-6) = (-i)''(S-S,), d'où, par conséquent.
On voit ainsi que la partie principale de développement suivant les puissances croissantes de £ est donnée par le premier terme S^, et ne dépend point de la constante C, entrant dans le second terme, que nous ne connaissons pas encore* Faisons donc
j2« ' gin-i ' ,s/<-4
les coefficients A,, A^, « . . seront
2 If 2
-h Ifl,
2 If 3
et Ton eu conclut que, //, étant un polynôme de degré / en A,, il en est de
( i3i ) même, en général, pour un coefficient de rang quelconque A,-. Maintenant l'expression cherchée découle de la formule de décomposition en éléments simples, qui a été donnée au § II. Nous obtenons ainsi
-A„.,D,[®'^|]-f-const. La relation élémentaire
donnera ensuite, sous une autre forme, en désignant par Â une nouvelle constante,
A«_,(A^sn^a7) + A.
Pour la déterminer, nous emploierons, en outre de la partie principale de la série S^, le terme indépendant de £, qui sera désigné par A„. En déduisant ce même terme de l'expression de 0(x), et se rappelant qu'on a fait
Y" = -7 -f- «yQ "^ «^i ^ -f- . . . -f- •$■/£ -f- . . . ,
sii'c g'
nous trouvons immédiatement
A — A„ — A,i_, Sq — A„_2 "ô" — • ' • — A I —- 5 — - - •
6 in — o 2/1 — I
Beaucoup d*autres expressions s'obtiennent par un procédé semblable en fonction linéaire de dérivées successives de A* sn* jc, celles-ci, par exemple,
D:F(;r).DtF(-x),
que je vais considérer dans le cas parliculier de a = 1, |3 = i.
Soit alors
0,(a?)=(-i)«^«fx'F(a')F(-a?),
et désignons par S' et S'j les dérivées par rapport â s des séries S et S, , de sorte qu'on ait
( l'ia ) De la relation
on conclura celte expression, savoir Faisant donc, comme tout à l'heure,
OÙ le coefficient B/ est encore un polynôme en h^ de degré /, nous aurons
et la constante sera donnée par la formule
3 in — I 2 /î -f- I
J'envisage enfin le déterminant fonctionnel formé avec les solutions F(x) et F( — a:) de l'équation de Lamé, et je pose
<I)2(x) = (- i)«+'fjL'[F(x)P{-a:)4-F'{^)F(-a?)].
La relation suivante, qui s'obtient aisément, et dont le second membre ne contient que des termes entiers en s, à savoir
donne, comme on le voit, la proposition bien connue que cette fonction est constante; nous allons en obtenir la valeur en la mettant sous la forme
[in -h i.)C = V'N, que nous garderons désormais.
J'observe, à cet effet, que de l'identité
(ss'~s,s;)' = (ss; -s,s'j^4-(s'-sî)(S'^ -s;-)
on conclut immédiatement, entre les fonctions dont il vient d'être ques-
tion, la relation suivante
j<1)'-(/K'4-ê) = j*^(/R'-4-0 4-$(/K'-l-6)(D,(/K'4-£) et, par conséquent,
Elle fait voir qu*en attribuant à la variable une valeur particulière, en supposant, par exemple, jr = o, N s'obtient comme un polynôme entier en A, (lu degré 2/2 -t- i, puisque cette quantité entre, comme on Ta vu, au degré n dans 0(x), et au degré n -f- i dans $, [x]. Ce point établi, nous remarquons que, en posant la condition N = o, le déterminant fonctionnel
^^[x) est nul, de sorte que le quotient /_'^> se réduit alors à une constante. Désignons-la pour un instant par A, on voit que le changement de X en — X donne A = — ; on a donc A = ± i, et, par conséquent,
Remplaçons ensuite x par a? 4- 2K et XH- 2zK': le quotient se reproduit multiplié |)ar [j? et jui'*; ainsi il faut poser }j? = i ,* jjl'^ = i , c'est-à-dire
La condition N = o détermine donc les valeurs de A, pour lesquelles l'équation de Lamé est vérifiée par des fonctions doublement périodiques. Ce sont ces solutions» auxquelles est attaché à jamais le nom du grand géomètre, et dont les propriétés lui ont permis de traiter pour la première fois le problème difficile de la détermination des températures d'un ellipsoïde, lorsque l'on donne en chaque point la température de la surface. Elles s'offrent en ce moment comme un cas singulier de l'équation différentielle, où l'intégrale cesse d'être représentée par la formule
r = CF(a:)-+-(/F(~-a?)
et subit un changement de forme analytique. Je me borne à les signaler sous ce point de vue, devant bientôt y revenir, et je reprends, pour en tirer une nouvelle conséquence, l'équation
Introduisons sn^a? pour variable, en posant sn^ir= t\ on voit que ^[x) et 0,(^), ne contenant que des dérivées d'ordre pair desn^a?, deviendront des polynômes entiers en t des degrés n et n -h i, que je dési-
gnerai par n{t) el n,(/). Soit encore
R(<) =t{i- t){i-kU); la relation considérée prend cette forme
R(<)n'='(/) = N4- U{t)ïl,{t);
et voici la remarque, importante pour noire objet, à laquelle elle donne lieu.
Développons la fonction rationnelle —j-^ en fraction continue, et distinguons, dans la série des réduites, celle dont le dénominateur est du degré v, dans les deux cas de n = 2v et n = 2v — i. Si on la représente
par -j-jî le développement, suivant les puissances décroissantes de ty de la différence
commencera ainsi par un terme en -;^'i et, en posant
on voit que, dans le premier cas, ^{t) sera un polynôme de degré v — i, et, dans le second, de degré v — 2. Cela étant, je considère l'expression suivante
on trouve d'abord aisément, en employant la relation proposée et la valeur de ^(^), qu'elle devient
et contient, par conséquent, en facteur, le polynôme n(^). On vérifie ensuite qu'elle est de degré n -h i en ^, dans les deux cas de n= 2V et w = 2v — I ; nous pouvons ainsi poser
et nous allons voir que u est donné par la formule
sn''û)= ^,
tr
OÙ le second membre est une fonction rationnelle de h
Considérons dans ce but une nouvelle fouction doublement périodique déBnie de la manière suivante
W{x)=-ii.'/{-x-)F{x\ en faisant toujours
desorteque les deux fadeurs f[-^ x)et¥{x) soient encore des fonctions de seconde espèce à multiplicateurs réciproques. Nous aurons d abord
et, en employant Tégalité, qu'il est facile d'établir :
jjL'/(a:)/(— x) = — k'{sn^x — sn^oi),
on parvient à cette relation
W{x)W{—x) = {- i)«-^'A-=(sn='x — sn^co)0(a:),
dont on va voir Timporlance. Formons à cet effet l'expression de¥(:r) qui s'obtiendra sous forme linéaire au moyen des dérivées successives de A-^n^x, puisque cette fonction, comme celles qui ont été précédemment introduites, a pour seul pôle x = /K'. Nous déduirons pour cela un développement, suivant les puissances croissantes de e, de l'équation
développement que je représenterai par la formule
en posant
et nous observerons immédiatement que cette série ne contient point le terme -^^- On a effectivement, pour w = av,
puis, en supposant // = 2v — i,
*/r-l ~^ V "av-i ~J~ "< 'tjy . ^ -f- /I2 tl2v-.6 "^ ... -H "v-i ■ "o /•
Or on voit que, d'après les équations obtenues pour la défermination de w et X, au § Xr.V, le coefficient a„_, est nul dans les deux cas. La partie principale du développement de ^^/R'-h e), à laquelle nous joindrons le terme indépendant de g, est donc '
I ao a, ^r,-i
On en conclut, quand « = 2v, la constante ayant pour valeur
puis, dans le cas de « = 2V — i ,
^- «I — f— 7r — •••-+- «2v-3('t^si»-jr) -f-a,
en posant
Soit maintenant sn^a:=^; les expressions auxquelles nous venons de parvenir prendront cette nouvelle forme, à savoir
où G(^) et G,(/) sont des polynômes entiers en ^ des degrés v et v — i dans le premier cas, v et v — 2 dans le second. Observons aussi que, le radical
VK(f ) changeant de signe avecjc, d'après la condition
y/K(^]= snxcn:rdn.r, on aura
iF(-^) = G(0-v/H(7jG.(0;.
nous concluons donc de l'égalité donnée plus haut
( »37) la suivante :
G-(/) - R(ooî(0 = {- iY-^'k'{t - sîi^co)n(o.
Cetre forme de relation est bien connue par le théorème d*Abel pour l'addition des intégrales elliptiques, et Ton sait que les polynômes G(^), G,(^), étant des degrés donnés tout à Theure, se trouvent, à un facteur constant près, déterminés par la condition que l'expression
G^(/)-R(OG
soit divisible par n(^). Il suffit, par conséquent, de nous reporter à l'équation obtenue au § XLIX, à savoir :
ponr en conclure le résultat que nous avons annoncé
<rf
sn'w = ^'
S Mais nous voyons, de plus, qu'on peut poser
P [G(/) ^ v'IÏÏ^ G,(0] - \/N?(0 -^ >^WjW^
p désignant une constante. Voici maintenant les conséquences à tirer de cette relation.
Je supposerai que Ton ait ii = 2v; les polynômes (p{t) et ^{t), dont les coefficients doivent être regardés comme connus et, si l'on veut, exprimés sous forme entière en A, seront alors des degrés v et v — i. Gela étant, revenons à la variable primitive en faisant / = sn^j:, on pourra
mettre \ll^{t) ^{t)e{ cp{t) sous la forme suivante, à savoir :
Nous aurons donc celte ex|)ression de la fonction W{x) :
r \ J r.i .^.v -+- 1) r(?.v — ij
où les constantes a, n', . . . , b, b\ ... sont déterminées linéairement par les coefficients de 9(/) et i/[t).
II. i
( ri8 )
Or on en déduit, en faisant x = /K' -t- s et se rappelant qu'on a sup posé n = av, l'égalité suivante :
d*où nous tirons
Éliminons l'indéferminée p et remplaçons les coefficients «oi ««» • • P^'' leurs valeurs § L (p. i35); on aura ces relations
La première donne l'expression de X, et nous reconnaissons^ par celte voie,
qu'elle ne contient d'aulre irrationnalité que y^. On obtiendrait la même conclusion dans le cas de « == 2V — i , et c'est le résultat que j'avais principalement en vue d'établir, après avoir démontré que sn^o) est une fonction rationnelle de A. L'étude des solutions de Lamé qui correspondent aux racines de l'équation N = o nous permettra, comme on va le voir, d'aller plus loin et d'approfondir davantage la nature de ces expressions de X et
sn^o).
On a vu au § XLIX (p. i33) que l'intégrale générale de l'équation différentielle n'est plus représentée, lorsqu'on a N = o, par la formule
7 = CF(a') + CF(-«jc),
le rapport ._ — se réduisant alors à une constante, et, comme conséquence, nous avons établi que les multiplicateurs delà fonction de seconde espèce deviennent, au signe près, égaux à l'unité. Suivant les diverses combinaisons des signes de fx et \xl^ nous pouvons donc avoir des solutions
( «39 ) paiiiculières de qualre espèces, caractérisées par 1rs relalions suivantes :
(II) F(x 4- 2K) = - F(^), F(:r -+. 2/K') = - F(x),
(III) F(x -+. aR) = + F(.r), F(ar 4- 2/K') = - F(jc),
(IV) F(.r -H 2R) =: -H F(x), F> -h 2/R') = -+- V{x).
Toutes existent eu effet, et les trois premières, où F(a?) a successivement la périodicité de sna?, cna:, dnj?, s'obtiennent en faisant, dans l'expression générale de cette formule, X = o, conjointement avec = 0, o) ~ K, 0) = K -t- iK\ Nous remarquerons, pour l'établir, que, les valeurs de l'élément simple
étant alors y (.r) = Asnjr, ikcnxj idux, dans ces trois cas, les développements en série de f{i¥J-^ e) ne contiennent que des puissances impaires de £, de sorte que les coefficients désignés par H,- s'évanouissent tous pour des valeurs paires de l'indice. Ues deux conditions obtetiues au § XLY ( p. 1 23), pour la détermination de o et X, à savoir :
H.j^., -h //,Il2v-3-i- /'2H2V-5-+- ..-f- Av_,H,-l- h^ = o,
2vll2v-f- (2V — 2)/i,Il2v_2H- (av — k)hj\2>i-k-^ ... H- 2//v_, Ilg = O,
dans le cas de n = 2v; puis, en supposant /i := 2v — i ,
II2V-2 ^~ ''< TI2V-» "^ ^'^2TIov-6 4- ... 4- //v-i Ho =^ O1
(av — i)H2v-i H- (av — 3)/i,Il2v-3 -r ... -h //v-|TI| — //v = o;
on voit ainsi qu'iuie seule subsiste et détermine la constante h, Tautre étant satisfaite d'elle-même.
Mais soit, pour plus de précision,
/rsn(iR'-f- s) = - -h/?, s -^ Pi'^ 4- ... -f- pii^^"^ -f- ...,
/A'cn(zR'-f- c) = - -1-7, £ -H^oS'* H- ••• -H7/e-'~* 4-...,
nln(/R'-f-c) = --h /', £-4- rjS-H-... 4- r,£-'"' 4-...;
je poserai, dans le cas de n = 2v,
P = />v 4- //,pv-, 4- //2/?v-2 4- ... 4- //v-i/^i 4- //v,
R = /'v 4- //, Ty., 4- h., /Va 4- . . . -f- //v-i r, 4- //v ;
puis, en supposant w = 2v — i,
Il = (2y — i)rv-f- (2v — 3)//, Tv^, -f- ... -h //v_i r, — K\
cela étant, les équations
détermineront les valeurs particulières de h auxquelles correspondent les trois espèces de solutions que nous avons considérées, et Ton voit que dans les deux cas elles sont toutes du degré v.
Il ne nous reste plus maintenant qu'à obtenir les solutions de la quatrième espèce dont la périodicité est celle de sn^o?, mais elles se déduisent moins immédiatement que les précédentes de l'expression générale de F [x) ; il est nécessaire, en effet, de supposer alors la constante >. et snu infinis; je donnerai en premier lieu une méthode plus directe et plus facile pour y parvenir.
Soit d'abord /j = 2v; je remarque que toute solution de l'équation différentielle par une fonction doublement périodique de première espèce résulte du développement
et sera donnée par l'expression
Y{x) = '^^. — : — ^ -i- h,-^ -.-^ -f- ... -f- //v-,(A^sn-x)
Cela étant, disposons de h de manière à avoir
F(/R'+ t) = ^, + ^, + ... + '^ + //v+ //v. .r, ce qui donne la condition
je dis que la fonction doublement périodique
D'^F(a;) - [n{n -h i)k^ sn^x -h A] F,»
esl nécessairement nulle. Si, après avoir posé x =■ /K'H- e, on la développe en effet suivant les puissances croissantes de e, non seulement la partie principale, mais le terme indépendant disparaîtront, cou)me on Ta vu au § XLIV, p. 121. De ce que la partie principale n'existe pas, on conclut que la fonction est constante; enfin cette constante elle-même est nulle, puisqu'elle s'exprime linéairement et sous forme homogène par le terme
indépendant de e, et les coefficients des divers termes en -•
Soit ensuite /2 = 2v — i; le développement qu'on tire de Téqualion différentielle, à savoir
contenant un terme en -y on doit tout d'abord le faire disparaître en posant /iv-,1 = o, pour en déduire une fonction doublement périodique de première espèce, qui sera de cette manière
Cela étant, et en nous bornant à la partie principale, on aura
il en résulte que, si on laisse indéterminée la constante //, le développement
de Texpression
D]F(jc) -« [n[n 4- i) ^-^ sw^x -f- h]¥[a ),
après avoir posé x = / K' -+■ £, commencera par un terme en — • Mais faisons //^_, = o; comme on peut écrire alors
on voit que ce déveloj)pement commencera par un terme en -y qui luimême doit nécessairement s'évanouir, et il est ainsi prouvé que, sous la condition posée, le résultat de la substitution de la fonction F(x), dans le premier membre de Téquation différentielle, ne peut être qu'une constante. 3*ajoute que cette constante est nulle, le résultat de la substitution étant, comme F(a'), une fonction qui change de signe avec la variable. Soit
donc, dans le cas de n =- 2v,
puis, en supposant « =: 2v — i ,
on voit que les équations
déterminent les valeurs de h auxquelles correspondent les quatre espèces
de solutions doublement périodiques découvertes par Lamé, ces solutions
ne se trouvant plus distinguées par leur expression algébrique, comme Ta
fait l'illustre auteur, mais d'après la nature de leur périodicité. On voit
aussi que la condition N = o, d'où elles ont été tirées, se présente sous la
forme
PQRS = o,
et Ton vérifie immédiatement que le produit des quatre facteurs, dans les deux cas de w = 2v et /i = 2v — i, est bien du degré 2n -f- i et //, comme nous l'avons établi pour N au § Xl^IX, page i33.
Voici maintenant le procédé que j'ai annoncé pour déduire les sobitions de la quatrième espèce de la solution générale.
MI
Je reviens à félément simple
ou X et snw sont des fonctions déterminées de /i; je les suppose infinies l'une et l'antre pour une certaine valeur de cette constante, et je me propose de reconnaîire ce que devient, lorsqu'on attribue à /i cette valeur, l'expression de J{x). Concevons, à cet effet, que X soit exprimé au moyen de fù ; je ferai
ce qui donne, après une réduction facile,
( I-iî )
Or nous avons, en développant suivant les puissances croissantes de ô
cela étant, pour queTexponentielle
soit finie lorsqu'on fera 5 = 0, on voit que X doit s'exprimer de telle ma niére en w qu'on ait, en supposant w = iK' 4- c?,
^ = T 4- Xq -f- X| 0' 4- . . . .
Cetle forme de développement nous donne, en effet, on a d'ailleurs immédiatement
et nous en concluons Texpression
fx) = e^^^'-''^'^ (^^ + X 4- X, 5 -+- . . .
ou le terme indépendant de 5, qui sera seul à considérer, est
Elle fait voir que les formules, pour w = 2v et w = 2v — i ,
puis
*^^ r(2v) "'r{2v-2) ••• "v-.w^il-i^j,
contiennent chacune un terme en ^i qui est, pour la première,
et dans la seconle
Il est donc nécessaire, afin d'obtenir des quantités finies en faisant ô = o, que Xo satisfasse à ces équations
"iJ/ — a '\2ê — i
^^) , /. ^'0 1 _, 7. rt
Cela étant, les expressions de F(ar) se transforment de la manière suivante.
Soit, en général,
en désignant par X et X une constante et une fonction quelconques. On voit aisément que la quantité
AD:^/(aO + A. Dr7(^) -*-••• ^ A„y{x), si Ton admet la relation
Aa^-î-A^X"-' + ... -\- A,, = o,
s'exprime, au moyen de la nouvelle fonclioji
par la formule
AX"-' 4- A,X"-^ -^ ... 4- A;,_
Dans le cas auquel nous avons été conduit, on tire immédiatement de la valeur de X Texpression
et nous obtenons par conséquent pour F(x) le produit, par Texponen- .V tielle e^'f d'une fonction doublement périodique de première espèce,
composée linéairement avec les dérivées de sn^jc. L'analyse précédente, en établissant l'existence de ce genre de solutions de l'équation différentielle, les rattache aux valeurs de h qui rendent à la fois infinies les constantes X et snw; on voit aussi que, dans le cas particulier où X© est nul, elles donnent bien les fonctions que je me suis proposé de déduire de ia
solution générale. Mais revenons à la première forme qui a été obtenue au moyen de la fonction
Le terme — -z — disparaissant, comme nous l'avons vu dans l'expression de F(ar), il est permis de prendre plus simplement à la limite,
pour 5 = o,
Cette fonction joue donc le rôle d'élément simple; il est facile, lorsqu'on fait X = iK' 4- 6, d'obtenir son développement et d'avoir ainsi les quantités qui remplacent, dans le cas présent, les coefficients désignés en général par Ho, H|, etc. Nous avons en effet, pour x = /K' -h e,
Multiplions par e^' les deux membres, et soit
nous trouverons
% _I_ "i rt *
S/étanty en général, un polynôme du degré i + 1 en Xo» où n'entrent que des puissances impaires ou des puissances paires, suivant que l'indice est pair ou impair. Les conditions données au § XLY (p. i23) conduisent donc, dans les deux cas de /i =: 2y, /i = 2v — i, en y joignant l'équation en Xq précédemment trouvée, à ces trois relations
avSav-l- (2V — 2)/i<S2v-2H- (2V — 4)A2S2v~4-+- ... + 2/^-182= O,
( «/ifi )
lorsque Ton suppose /i = av, puis
r(av — i) 'rj-iv — 3)
ÎJijY 2 "• "I ^2v 4 i" "2 ^2V— 6 "i • • • "^ '•V— 1^ ~~ ^>
(2v — OSjv-i -+- ('av — 3)A,Sov--3-H. . .H- Av-|S, — Av= O
pour 72 = 2v — I. Elles donnent le moyen d'obtenir directement, et sans supposer la connaissance de la solution générale, les trois quantités X^, X| et h. Elles montrent aussi qu'on a en particulier la valeur Xo=o, à laquelle correspondent les solutions de Lamé. Effectivement, lorsque 1^ est supposé nul, on obtient
Sji — o, S, — A|, Sjf^-i — ^. ^ ;
cela étant, dans le cas de n = 2V, la première et la troisième équation sont satisfaites d*elles-mémes ; la deuxième, devenant
— //< — ^ — Aj— ^-i-...-i- Av-,X, + /iv=o,
ne détermine que X<. Il est donc nécessaire de recourir à Tune des relations en nombre infini qui ont été données an § XLVI (p. 12.5), sous ces foT mes :
^/=Ol ^2l=A/+v, ^2l+2v+l = CA^.
» La plus simple est ou bien
— V(2V -h OHavM -f- (V — l)(2V — l)//|H2v-.|
H- (v — 2)(2V — Sj/ialIav-s-H- •-+" S/Zv-iHa-f- Av^i = O,
et nous en tirons immédiateineM^
ce qui est l'équation en h précédemment trouvée.
» En dernier lieu et pour le cas de /i = 2v — i, nos trois relations se trouvent vérifiées si Ton fait //^, = o ; on retrouve donc encore de cette manière le résultat auquel nous étions précédemment parvenu par une niéthode toute différente.
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