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INTRODUCTION
1. On s’accorde assez généralement à considérer un nombre y comme fonction de la variable x, quand à toute valeur numérique de x correspond une valeur bien déterminée de y. Lorsqu'on impose à cette correspondance certaines conditions de continuité, dérivation, etc., on obtient des classes de fonctions jouissant de propriétés précises. C’est ’étude de ces propriétés qui constitue le principal objet de l'Analyse moderne.
La notion de fonction ainsi comprise a été progressivement étendue dans plusieurs directions (par exemple en ce qui concerne l’uniformité) et en particulier au point de vue de ce qu’on doit prendre pour variable. Depuis longtemps, on a considéré des fonctions de deux, de trois, ou même de # variables numériques. Les autres généralisations sont plus récentes. Ainsi, M. LE Roux a été amené à étudier les fonctions dont la valeur dépend non plus de #, mais d’une suite infinie de variables indépendantes (xvur) *). MM. Vozrerra (xv) et ARZELÀA (v) paraissent avoir été les premiers à étudier systématiquement les fonctions dont la valeur dépend de la position et de la forme d’une ligne variable. M. HapamarD (x1) a considéré une classe particulière de fonctions dont la variable est la forme d’une fonction ordinaire.
Nous nous placerons dans ce Mémoire à un point de vue tout à fait général qui embrasse ces différents cas.
Pour cela, nous dirons qu’une opération fonctionnelle U est définie dans un ensemble Æ d'éléments de nature quelconque (nombres, courbes, points, etc.) lorsqu’à tout élément À de E correspond une valeur numérique déterminée de U: U(4). La recherche des propriétés de ces opérations constitue Pobjet du Calcul Fonctionnel.
*) Les chiffres romains renvoient à la bibliographie rejetée à la fin du Mémoire.
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Le présent travail est une première tentative pour établir systématiquement quelques principes fondamentaux du Calcul Fonctionnel et les appliquer ensuite à certains exemples concrets.
2. Dans ce but, il a d’abord fallu généraliser la théorie des ensembles linéaires qui a fait faire tant de progrès à celle des fonctions d’une variable. On pourrait objecter que pendant longtemps la théorie des fonctions a pu se passer de la considération des ensembles ponctuels. Mais létude préalable des ensembles s'impose avec bien plus de force dans le Calcul Fonctionnel. Rien en effet (au début, du moins) ne vient jouer, dans le Calcul Fonctionnel, le rôle de l'intervalle dont la considération a sufh pendant si longtemps aux analystes pour la théorie des fonctions.
L’utilité de cette étude préalable des ensembles étant admise, une difhculté se présentait. La première généralisation qu’il était naturel de se proposer est celle de la notion de fonction continue. Or, si on veut l’étendre à des opérations dont la variable soit un élément de nature quelconque, il faut d’abord savoir ce que l’on doit entendre par éléments voisins ou par limite d’une suite d’éléments. Cela parait impossible: on a lhabitude de donner une définition spéciale de la limite pour chacune des catégories d’éléments considérés jusqu'ici: points, courbes, etc. J'ai tourné la difficulté par une méthode analogue à celle qui permet dans la théorie des groupes abstraits de raisonner sur un mode de composition non défini explicitement. |
Après avoir développé ce point de vue, je remarque que presque toutes les définitions classiques de la limite (mais non toutes) peuvent se traduire de la manière suivante: Pour la catégorie d’éléments considérée, on peut faire correspondre à tout couple d'éléments 4, B, un nombre (4, B) 0, ayant des propriètés très analogues à celles de la idistance de deux points et tel'que:, 1° BicoincideWavec "4m 4 2) 0 Re 2° B tend vers 4 si (4, B) tend vers zéro. En adoptant cette hypothèse moins générale, mais cependant très étendue, on obtient des résultats plus précis et plus nombreux.
La voie que nous venons d'indiquer nous a conduit à la généralisation de presque tous les théorèmes sur les ensembies linéaires et sur les fonctions continues (du moins, de ceux qu'on peut énoncer d'une manière indépendante de la nature des éléments que l’on considère).
Il fallait d’abord voir comment transformer les énoncés des théorèmes pour qu’ils conservent un sens dans le cas général. Il fallait ensuite, soit transcrire les démonstrations dans un langage plus général, soit, lorsque cela n’était pas possible, donner des démonstrations nouvelles et plus générales. Il s’est trouvé que les démonstrations que nous avons ainsi obtenues sont souvent aussi simples, et quelquefois même plus simples, que les démonstrations particulières qu’elles remplaçaient. Cela tient sans doute à ce que la position de la question obligeait à ne faire usage que de ses particularités vraiment essentielles. D’ailleurs, nous n’avons eu besoin dans cette PREMIÈRE PARTIE que des notions les plus élémentaires (en dehors de la définition et des propriétés de la puissance d’un ensemble).
Dans la SECONDE PARTIE nous avons appliqué les résultats généraux ainsi obtenus,
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à diverses catégories d'éléments, chacune d’une nature déterminée. La seule difficulté consistait À montrer que chacune de ces catégories se trouvait répondre aux conditions générales nécessaires pour la validité des théorèmes de la PREMIÈRE PARTIE. Cela fait, il ne restait plus qu’à énoncer ces théorèmes dans chaque cas. Nous attirons en particulier l’attention sur la définition que nous avons donnée de « l'écart» de deux courbes, de deux fonctions holomorphes, etc. IL semble que ce soit par ce seul moyen qu'on puisse (en généralisant ainsi la notion d’intervalle) s’affranchir un peu de la considération des ensembles.
| Chemin faisant, nous avons précist la définition de deux courbes et complété un théorème important de M. ARzELA sur les ensembles « compacts » de courbes.
D'ailleurs une table des matières indique en détail les divisions adoptées.
J'ose espérer que les propositions nouvelles que j’ai pu obtenir dans le cas des courbes par exemple, justifieront l’utilité des considérations générales dont je les ai déduites. Mais si la preuve restait à faire de cette utilité pour les applications, elle résulterait manifestement de l’usage qui a été déjà fait des cas particuliers classiques; par exemple par M. ARZELÀ en ce qui concerne les ensembles de fonctions (vi, var) et par M. Le Roux pour l’espace à une infinité de dimensions (xIx).
3. Pour plus de netteté, les propositions que je crois nouvelles sont les seules imprimées en italiques. Quelques-unes d’entre elles ont d’ailleurs été déjà présentées à PAcadémie des Sciences les 21 Novembre 1904, 2 Janvier, 27 Février, 20 Mars et 27 Novembre 1905, ou publiées sous une autre forme dans une Note des Transactions of the American Mathematical Society (Kxvir). Enfin, pour ne pas être trop long, j'ai laissé de côté des recherches se rapportant à d’autres parties du Calcul Fonctionnel et que j'avais publiées ailleurs (Kxvn).
Je ne veux pas terminer cette INTRODUCTION sans exprimer la reconnaissance que je garde à mes maîtres pour les encouragements qu’ils n’ont cesse de me donner. Je dois remercier tout particulièrement M. HapamarD qui a bien voulu s'intéresser au développement de ce travail et dont les précieuses remarques m'ont amené à en perfectionner en bien des points la rédaction.
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CHAPITRE
Notions générales sur les ensembles d'éléments d’une classe (L).
4. Objet du Calcul Fonctionnel,—Considérons un ensemble E formé d’éléments quelconques (nombres, points, fonctions, lignes, surfaces, etc.) mais tels qu’on en sache discerner les éléments distincts. À tout élément À de cet ensemble faisons correspondre un nombre déterminé U(4); nous définissons ainsi ce que nous appellerons une opération fonctionnelle uniforme dans E.
’étude de ces opérations est l’objet du Calcul Fonctionnel. Il est à présumer que les propriétés de chaque opération dépendront, d’une part des propriétés de l’ensemble dans lequel elle est définie, d’autre part de la nature de la correspondance qui définit l'opération, c’est-à-dire de la correspondance (non univoque) entre les éléments de E et certains nombres qui sont les valeurs de lopération. On voit donc que le calcul fonctionnel comprend nécessairement une théorie préliminaire des ensembles.
5. Théorie des ensembles. —Les résultats qu’on obtiendra dans une telle théorie seront d'autant plus étendus qu’on s’adressera à des ensembles plus généraux. Pour obtenir la plus grande généralité possible, il y aurait donc lieu de chercher d’abord des résultats applicables à des ensembles abstraits, c’est-à-dire dont on ne spécifie pas la nature des éléments. |
Les résultats les plus importants qui ont été obtenus jusqu'ici dans cet ordre d'idées sont ceux qui concernent les notions (introduites par M. G. CanTor) de puissance d’un ensemble et d'ensemble ordonné.
Pour la PREMIÈRE PARTIE de ce travail, je n’aurai à supposer connus (en dehors des notions mathématiques les plus élémentaires) que ces résultats, et même seulement les plus simples d’entre eux *). En particulier, je n’aurai pas à utiliser la théorie des ensembles linéaires et des fonctions continues qui apparaitra, au contraire, comme un corollaire très particulier de notre théorie générale.
6. La notion de limite dans les ensembles abstraits.—Les résultats les plus connus et en fait les plus importants de la théorie des ensembles sont ceux que l’on déduit de la notion de limite d’une suite d'éléments. Or, on n’introduit jamais cette notion qu’après avoir abandonné létude des ensembles abstraits et en spécifiant bien nettement la nature des éléments que l’on considère. C’est le même fait qui se produisait lorsqu'on dévelop-
*) Voir par exemple 11, pages 1, 2; et III, pages 27, 28.
pait séparément les théories des groupes de mouvements, de substitutions, de transformations, etc., où chaque catégorie d’éléments donnait lieu à un mode de composition parfaitement défini, mais dont la définition variait d’une catégorie à l’autre. On ne put arriver à une théorie commune qu’en s’abstenant de donner une définition générale de ce modé de composition, mais en recherchant les conditions communes aux définitions particulières et en ne retenant que celles qui étaient indépendantes de la nature des éléments considérés (xxiv). ‘C’est aussi d’après le même point de vue qu’on a été amené à simplifier Pétude des forces, des vitesses, des rotations, etc., en les faisant précéder d’une théorie des vecteurs. Cette idée se retrouve un peu modifiée dans l’usage qui tend à se répandre des définitions « descriptives » particulièrement préconisées par M. DracH (xx). Telles sont, par exemple, les définitions de la mesure d’un ensemble qui ont été proposées par M. BoreL *) et M. LEBESGUE (1v, page 102); la définition de l’aire introduite par M. HapamarD dans ses Leçons de Géométrie Élémentaire (ArmanD Cou, 1898), etc. Mais il y a cette différence que dans la définition « descriptive » on énonce des propriétés caractéristiques de l'être que l’on veut définir (iv). Au contraire, dans la théorie des groupes abstraits, le mode de composition est suppost défini à l’avance dans chaque cas particulier; mais on ignore volontairement cette définition pour ne retenir que certaines conditions générales qu’elle remplit mais qui ne la déterminent pas.
En procédant ainsi, il arrive que certaines démonstrations sont rendues plus diffciles puisqu'on se prive d’une représentation plus concrète. Mais ce que l’on perd ainsi, on le regagne largement en se dispensant de répéter plusieurs fois sous des formes différentes les mêmes raisonnements. On y gagne souvent aussi d’apercevoir plus nettement ce qui dans les démonstrations était véritablement essentiel et de les simplifier ainsi en les débarrassant de ce qui ne tenait qu’à la nature propre des éléments considérés. C’est ce que nous allons essayer de faire pour le Calcul Fonctionnel et en particulier pour la théorie des ensembles abstraits.
7. Si l’on examine avec soin les diverses définitions classiques de la limite d’une suite de nombres ou d’une suite de points ou d’une suite de fonctions, etc., on remarque immédiatement que toutes ces définitions satisfont à deux conditions [ et IT que l’on peut énoncer indépendamment de la nature des éléments considérés. Ce sont ces conditions qui nous sufhront tout d’abord pour généraliser certaines propositions de la Théorie des Fonctions.
Dorénavant, nous nous limiterons donc à l’étude des ensembles tirés d’une classe (L) d'éléments de nature quelconque mais satisfaisant aux conditions suivantes: on sait distinguer si deux éléments de la classe (L) sont distincts ou non. De plus, on a pu donner une définition de la limite d’une suite d'éléments de la classe (L). Nous supposons donc qu'étant choisie au hasard une suite infinie d'éléments (distincts ou non) de la classe (L), on puisse dire d’une façon certaine si cette suite À,, À,,..., À,,... 4 ou non une limite
*) « Dans tous les cas, elle procède de la même idée fondamentale: définir les éléments nouveaux «que l’on introduit à l’aide de leurs propriétés essentielles, c’est-à-dire de celles qui sont strictement in-
« dispensables pour les raisonnements qui doivent suivre» (1, page 48).
A (d’ailleurs unique). Le procédé qui permettra de donner la réponse (autrement dit la définition de la limite) est d'ailleurs absolument quelconque, assujetti seulement à satisfaire aux conditions I et Il dont nous avons parlé et qui sont les suivantes:
I) Si chacun des éléments de la suite infinie À,, À,,..., À,, ... est identique à un même élément À, la suite a certainement une limite qui est À.
Il) Si une suite infinie À,, À,,..., A,,... a une limite À, toute suite d'éléments de la première suite pris dans le même ordre: A,, A4,,,..., Au,, ... (les nombres
entiers n,,1,, ..., #1, tront donc en croissant) a une limite qui est aussi À.
8. Les définitions usuelles de la théorie des ensembles ponctuels étendues aux ensembles abstraits. — Il nous est actuellement possible, dans Phypothèse où nous nous sommes placés, de généraliser les définitions qui sont ordinairement adoptées dans la théorie des ensembles ponctuels.
Nous considérons donc un ensemble quelconque Æ d’éléments d’une classe (L) où l’on sait définir conformément aux conditions I et II, la limite d’une suite d’éléments.
Nous dirons qu'un élément À de la classe (L) est un élément limite de E lorsqu'il existe une suite infinie d'éléments de E: 4, À,,..., À, ,... qui sont distincts et tendent vers À. Nous appellerons ensemble dérivé d’un ensemble Æ et nous désignerons par la notation E’ l’ensemble des éléments limites de E. Nous dirons qu’un ensemble est fermé lorsqu'il contient son ensemble dérivé; qu’il est parfait lorsqu'il coïncide avec son dérivé. Enfin, considérant un ensemble donné Æ comme ensemble fondamental, nous dirons qu’un élément À d’un ensemble quelconque Æ, formé d’éléments de AH, est intérieur à E au sens étroit lorsque À est un élèment de Æ qui n’est limite d’aucune suite d’élé- Mob IN 418821 77. 4
Ces définitions sont usuelles dans le cas particulier des ensembles ponctuels. Nous
D appartenant à 7 sans appartenir à E.
introduirons encore avec M. LiNDELÔF (1, page 4) la notion d’élément de condensation d’un ensemble. Mais nous donnerons une définition différente de la sienne (qui ne se prête pas à la généralisation actuelle), quoique équivalente dans le cas où il se place, celui des ensembles ponctuels. Nous appellerons élément de condensation d’un ensemble E, un élément limite de Æ qui est aussi un élément limite de tout ensemble obtenu en supprimant de Æ une infinité dénombrable (1, page 2) d'éléments. On voit qu’un ensemble ne peut donner lieu à un élément limite que s’il possède une infinité d’éléments distincts et qu’un ensemble ne peut donner lieu à un élément de condensation que s’il possède une infinité non dénombrable d’éléments.
9. Les ensembles compacts. —Nous verrons par la suite qu’il y a utilité à introduire une nouvelle notion, celle d'ensemble compact qui joue le même rôle dans la théorie des ensembles abstraits que la notion d’ensemble limité dans la théorie des ensembles ponctuels. Nous dirons qu’un ensemble est compact lorsqu'il ne comprend qu’un nombre fini d’éléments ou lorsque toute infinité de ses éléments donne lieu 4 au moins un élément limite *). Lorsqu'un ensemble est à la fois compact et fermé nous l’appel-
*) Voir plus loin un exemple d'ensemble compact (n° 86) et d'ensemble non compact (n° 85).
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lerons ensemble extrémal; cette dénomination se justifiera plus loin (nr Een de l’ensemble extrémal dans la théorie des ensembles abstraits est assez semblable 4 celui de l'intervalle dans la théorie des ensembles linéaires. Il y a aussi une grande analogie entre les ensembles compacts et les ensembles limités ponctuels. Cette analogie est mise en évidence par les remarques suivantes qui résultent immédiatement de la définition: Tout ensemble contenant un ensemble non compact est non compact. Toute partie d’un ensemble compact est compacte. Tout ensemble formé d’un nombre fini d’ensembles compacts est un ensemble compact. L’analogie se retrouvera d’ailleurs constamment par la suite.
St on considère une suite d’'ensembles E, E,, ..., E., ... formés d'éléments d’un même ensemble compact E, chacun fermé, contenu dans le précédent et possédant au moins un élément, il y à nécessairement un élément commun à tous ces ensembles.
En effet, il y a au moins un élément M dans E , M, dans E , etc. S'il y a une infinité d’éléments distincts dans la suite M, M, ..., soient M, , M,,, ... ceux-ci. L'ensemble Æ étant compact, cette dernière suite a au moins un élément limite M; comme elle est contenue dans Æ,, à partir de M,,, M sera un élément limite de E, Poct par conséquent appartiendra à l’ensemble ferme E,,. Ainsi M appartient à E,, et par suite à E,,E,,...,E,, Comme cela a lieu quelque soit p, il en résulte que M est commun dtous lestensembles EE”, "Si au contraire, n'y a dans la-suite MM qu'un nombre fini d’élèments distincts, c’est qu’il y a au moins un élément M qui est = .... Alors M est contenu, quelque soit p, dans E,, et par suite dans E, E,,..., E,,. Il est donc commun
répété une infinité de fois dans cette suite, soit M=M, = M,
UE
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Les opérations continues.
10. Il nous est maintenant possible de définir la continuité d’une fonction dans un ensemble abstrait. Nous dirons qu’une opération fonctionnelle W uniforme dans un ensemble Æ d’éléments d’une classe (L) est continue dans E, si, quel que soit élément À de E limite d’une suite d’éléments 4, 4,, ..., À
P(A)= nr (C4
70e E, Oh 1 toujours:
Au contraire, nous ne pouvons pas encore généraliser la notion de continuité uniforme. Nous verrons plus loin comment on peut l’introduire en considérant des classes
d'éléments moins générales que la classe (L) (voir n° 47). 11. Nous généraliserons d’abord un résultat indépendant de la notion de continuité
*) La démonstration précédente est un exemple caractéristique du genre de démonstration que nous emploierons constamment par la suite. Toutes les fois que nous aurons affaire à un ensemble extrémal, nous aurons toujours à extraire une suite d'éléments de l’ensemble, tendant vers un élément de lensemble. Pour se rendre compte de la transformation qu’il faut effectuer sur les démonstrations ordinaires relatives aux ensembles ponctuels, voir la démonstration correspondante de M. BaïRE (In, page 18), où il utilise la division d’un intervalle en intervalles moitiés, ce qui n’est pas généralisable.
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et qui a été énoncé d’abord par WErERsTRAss pour les ensembles ponctuels, puis par M. ArzELÀ pour les ensembles de courbes *).
THÉORÈME. — Étant donnée une opération U uniforme dans un ensemble extrémal E, il existe au moins un élément À de E tel que la limite supérieure **) p. (finie ou non) de U dans E soit égal à la limite supérieure de U dans tout ensemble K d'éléments de E auquel À est intérieur au sens étroit [en considérant E comme Fensemble fondamental (n° 8)]
Le théorème est évident si E ne comprend qu’un nombre fini d'éléments ou si U atteint sa limite en un élément déterminé de E.
Dans le cas contraire, on pourra trouver, quel que soit #, un élèment 4, de E tel
QUE UC), La étant pal ro Si pe est fini, ou à #, si est infini.
Un même élément B ne peut être tel que U(B)> 2, pour une infinité de valeurs de #, sans quoi l’on aurait U(B)—y, ce qui est contraire à notre hypothèse. Il y a donc une infinité d'éléments distincts dans la suite 4, 4,, ..., À, ..., et comme E est compact, cette infinité a au moins un élément limite 4. En définitive, il y a
une suite 7, , 4 extraite de la première et qui tend vers un élément 4 de
DENON, RCA ESEStRICEne
Je dis que À satisfait à la condition annoncée.
En effet, si K est un ensemble auquel À est intérieur au sens étroit, les éléments de E Suite 4, 24... ,"6ont tous, des éléments de K 4 partred'un cer nent (sans quoi À serait limite d’une suite d'éléments de Æ n’appartenant pas à K). Mais alors la limite supérieure w, de U dans K est au moins égale à U(4,,)> «,, quel que soit p=>gq. On a donc pp, >,,, 2, tendant vers g. D'où pu, =+.
Le théorème précédent s’énoncerait de la même manière pour la limite inférieure.
On en déduit immédiatement l’important corollaire suivant :
COROLLAIRE.— Toute opération CONTINUE dans un ensemble extrémal E: 1° est bornée dans cet ensemble; 2° atteint en au moins un élément de cet ensemble sa limite supérieure, et en au moins un élément de cet ensemble sa limite inférieure.
Ainsi, lorsqu'un ensemble Æ est extrémal, toute opération continue y atteint chacun de ses extrema. C’est cette circonstance qui nous a fait adopter la dénomination d’ensemble extrémal qui se trouve encore justifiée par la suite (n° 51).
On peut donner un corollaire plus étendu en un certain sens que le corollaire précédent en considérant les opérations semi-continues supérieurement **). Nous dirons
* Voir v, page 347. M. ARZELÀ y suppose en outre que E est un ensemble continu au sens que j'indique un peu plus loin (n° 12), condition qui n’est pas nécessaire.
*) On appelle limite supérieure d’un ensemble de nombres, une quantité & telle que tout nombre de l’ensemble soit au plus égal à x et que, quel que soit s > 0, il y ait au moins un nombre de l’ensemble supérieur à w — <. Lorsqu'un tel nombre W& n'existe pas, on dit que la limite supérieure est infinie.
“#*) Cette définition est une généralisation de celle qui a été proposée par M. BAIRE (x, page 71} pour les ensembles ponctuels.
qu'une opération U uniforme dans un ensemble E est semi-continue supérieurement dans E si, quel que soit l’élément À de Æ limite d’une suite d'éléments de E distincts: À,, À,, À,,..., 4,,..., U(A) est au moins égal à la plus grande des limites *) de la suite U(4,), U(A4,), U(4,), :.., U(A,),
COROLLAIRE. — Toute opération semi-continue supérieurement dans un ensemble extrémal E: 1° est bornée supérieurement dans E; 2 atteint en au moins un élément de E sa limite supérieure **).
La démonstration est la même que précédemment; mais on ne peut plus rien dire sur la limite inférieure.
12. THÉORÈME. — S5 U est une opération continue dans un ensemble continu E, U prend en au moins un élément de E toute valeur comprise entre deux quelconques des valeurs prises par U.
J’appelle ensemble continu, un ensemble tel qu’étant donnés deux quelconques de ses éléments 4, B, on peut extraire de E un ensemble F dont chaque élément correspond à un point de l'intervalle (o, 1) sur un axe of et inversement. La correspondance est supposée telle que si deux éléments 4, 4 de F correspondent 4 deux points À, t,, À, tend vers 4, quand f tend vers #,. Le théorème précédent a été démontré pour les fonctions de lignes par M. ArzeLA (v, page 348). Sa démonstration se généralise immédiatement au cas actuel et revient à considérer dans F, l’opération U comme une fonction de +.
Les séries d’opérations continues.
13. Convergence uniforme et quasi-uniforme, — Considérons une suite d'opérations continues dans un même ensemble ÆE; soient :
DUR DROLE ARE SE
Lorsque cette suite est convergente en tout point de E, la limite définit une opération uniforme dans E, soit U. Il est souvent utile de savoir si cette limite est ou non une opération continue dans E. Il n’y a aucune raison pour qu’il en soit toujours ainsi.
Un cas très général où lon est assuré de la continuité de U est celui où la convergence de la suite est uniforme. Nous dirons qu’une suite d’opérations quelconques uniformes dans E converge uniformément dans E vers une opération U si, quel que soit le nombre eo, on peut trouver un entier p tel que # > p entraine
IU,(4) — U(A4) << en tout élément 4 de E.
*) Étant donnée une suite infinie de nombres #,, w u ., la plus grande des limites
NE TE
de cette suite est un nombre À tel que, quel que soit e, on puisse trouver un entier p de façon que l'on ait u, << À +e pour n>>p et qu'il existe un entier m > p pour lequel v,>> À — €. S'il n’y a aucun nombre À satisfaisant à ces conditions, on dit que la plus grande des limites est infinie.
#) Ce théorème est utilisé par exemple dans la recherche des géodésiques, car la longueur d’une courbe est une fonction semi-continue inférieurement de la courbe elle-même (n° 95). (Voir aussi xvir).
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On démontre facilement que si une suite d'opérations U,, U,, ..., continues dans un ensemble quelconque Æ converge uniformément vers une opération U, celle-ci est continue dans E.
14. Mais la limite peut être continue sans que la convergence soit uniforme. On a donc été amené à chercher une condition moins restrictive pour la convergence. M. ARZELÀ est parvenu à résoudre le problème par l'introduction de la convergence quasi-uniforme. Sa démonstration assez compliquée ne s’applique qu’aux fonctions d’une variable (1x). Mais M. Borez a donné ensuite une démonstration plus simple (11, page 42) qui se géntralise immédiatement aux ensembles d’éléments d’une classe (L) avec une légère modification nécessitée par notre hypothèse plus générale.
Nous dirons qu’une suite d’opérations U,, U,, ..., U,, ..., uniformes dans un ensemble E converge quasi-uniformément vers une opération U, lorsque, étant donnés le nombre £ >> o et un entier quelconque N, on peut déterminer, une fois pour toutes, un entier N'X N tel que, à tout élément À de E, on puisse faire correspondre un entier #, tel que
None NU) UE
Lorsqu'il y a convergence uniforme, il y a aussi convergence quasi-uniforme. Dès lors, le théorème que nous avons énoncé plus haut est une conséquence du suivant :
Lorsqu'une suite d'opérations U,, UÜ,, ..., U,, ... continues dans un ensemble quelconque formé d'éléments d'une classe (L) converge quasi-uniformément dans E vers une opération U, celle-ci est continue dans E. La démonstration est la généralisation directe de celle de M. Borez (un, page 42). Ce théorème admet une réciproque, mais celle-ci ne s'applique qu’à un ensemble Æ extrémal.
Il sufht de généraliser la seconde démonstration de M. BOoREL (nr, page 43-44); cependant, pour démontrer qu’une certaine quantité #, déterminée en tout élément 4 de E est bornée dans E, il est impossible de diviser comme lui en intervalles de longueurs décroissantes. Mais si #, n’est pas borné, on peut former, puisque E est extrémal, une/suite d'éléments ide E:,4°,#4% 4;;"."quitendent vers un“elémentide F'etètels
que #1,tende vers l'infini avec p. Le reste de la démonstration s’ensuit.
A peut cependant donner un énoncé de la réciproque applicable à un ensemble quelconque. En la combinant avec le théorème direct, on obtient la proposition suivante :
Pour qu'une suite d'opérations U,, U,, ..., U,,... continues dans un même ensemble E formé d'éléments d'une classe (L) converge vers une opération continue dans E, il faut et il suffit que celte suite converge quasi-uniformément dans tout ensemble extrémal formé d'éléments de E.
Il sufñt de montrer que si un élément 4 de Æ est limite d’une suite d’éléments ARE AA EE OT DÉC)
Or l’ensemble F formé des éléments 4, 4, À ,... est extrémal. On peut donc lui appliquer la réciproque déjà démontrée dans ce cas. 15. Les opérations également continues, — Considérons une famille ff d’opérations con-
tinues dans un même ensemble Æ formé d’éléments d’une classe (L). Dans un grand nombre de questions de l’Analyse, il serait utile de savoir si la famille dj est telle que de toute infinité d'opérations de d distinctes, on peut tirer une suite U, U,, ..., U,, ... qui converge uniformément vers une limite U nécessairement continue dans E. Nous dirons qu’une telle famille ff est compacte.
M. ARZELÀ qui a montré comment le fait de savoir qu’une famille est compacte simplifierait bien des démonstrations de l'Analyse, est parvenu à résoudre cette question dans le cas où les éléments de E sont des nombres (v, page 1).
Il utilise pour cela la notion d’égale continuité introduite par M. Ascorr (xxrr). Comme nous nous plaçons à un point de vue bien plus général que ces deux auteurs, nous allons donner une définition de légale continuité indépendante de la notion d’intervalle. Nous reconnaîtrons ensuite qu’elle coïncide avec la définition de M. ARzZELÀ dans les ensembles considérés par lui. La démonstration de M. ARzELA est compliquée et ne se généralise pas à notre point de vue actuel. Nons donnerons une démonstration différente dont la marche générale est au fond la même que celle de M. HizBerT pour l'existence des géodésiques (xx). Mais M. HILBERT n'avait pas vu que sa méthode pouvait se généraliser beaucoup plus loin que celle de M. AkRZELÀ, tandis que son résultat est au contraire une conséquence immédiate du théorème de M. ARzELA.
Nous dirons que des opérations uniformes dans un même ensemble Æ formé d’éléments d’une classe (L), constituent une famille ff d’opérations également continues en 4 dans Æ, si, étant donné un nombre e >> o et une suite quelconque d’éléments de E: RL A Ayeoripourelimite un élèment ALderE on peut, trouvertun entier p tel que l’inégalité # >> p entraine
IU(A4) — U(A,)N <s, quelle que soit l'opération U de la famille fi.
Il est d’ailleurs bien entendu que le nombre p indépendant de U peut au contraire varier avec la suite À, 7e ..., A,,.... Ii résulte immédiatement de la définition, et comme il le fallait, que des opérations également continues dans E sont en particulier chacune continue dans Æ. Inversement, si des opérations en nombre fini sont continues dans E, elles sont également continues dans Æ. Maïs cette remarque n’est plus exacte pour une infinitt d’opérations distinctes.
Pour arriver au but que nous nous sommes proposé, nous démontrerons une série de propositions intéressantes en elles-mêmes, mais impliquant pour E et f des hypothèses différentes. En les combinant dans le cas où toutes ces hypothèses sont simultanément réalisées, on obtient le résultat cherché.
16. 1° LEMME. — La limite U d’une suite convergente U,, U,,..., U,,... d’opérations également continues dans un ensemble Æ, est une opération continue dans E. De plus, si E est extrémal, la convergence est nécessairement uniforme dans E.
En effet, si on considère un élément quelconque 4 de E, limite d’une suite d’e-
none nf 220 FOR RE PROC URE COS U,(4,) < €; pour n > p,
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quel que soit g. Si on fait croître g indéfiniment, on aura à la limite IU(A) — U(A,) Ze, pour n > p.
Cela prouve que U est continue en tout élément 4 de E.
De plus, on voit que si les opérations d’une famille Jf sont également continues dans E, il en sera de même des opérations de la famille ff, , formée par l’ensemble de opérations limites dans Æ d’une suite infinie d'opérations de ÿ (sil y en a).
Supposons maintenant que E soit un ensemble extrémal. Si des opérations également continues U., U,, ... convergent vers une limite U dans un ensemble extrémal E, la convergence est nécessairement uniforme. Sans quoi, on pourrait trouver un nombre & > 0 tel que, quel que soit », il y ait un élément À, de E et un entier p,=>n pour lesquels
[U,,(4,) — U(4) > 8; et puisque Æ est extrémal, on peut supposer que 4,, 4,, ... tendent vers un élément He On aura donc:
[U,,(4,) — U(4,) Z|U,, (4,) — 03, (4) +IU(4)— U(4,) +IU(4)— U,, (4). Puisque U,,(4) tend vers U(4) et que les opérations U,, U,, ... sont également continues, on pourra trouver k’ et k’’ de façon que le dernier terme soit inférieur à
. pour #>>k" et que les deux premiers soient inférieurs chacun à ee pour n >> k". On aura donc pour #n > k' + k":
IU;, (4,) De U(4,) 2 £
Nous arrivons donc bien à une contradiction.
17. 2% LEMME. — Considérons une suite d'opérations U , U,, ... convergente dans un ensemble D. Si ces opérations sont également continues dans l’ensemble F formé des éléments de D et de son ensemble dérivé D’, la suite considérée est aussi convergente dans F.
Il suffit de démontrer que la suite est convergente en tout élément À limite d’une cuite éléments den 47,4 4 p'telique:
.. Or, on peut, étant donné & > 0, trouver
U,(4)— UN
pour # >> p, quel que soit g, puisque les opérations sont également continues. Prenons une valeur déterminée de # >> p, par exemple # — p + 1. Puisque la suite U,(4,,,), U,(4,,,), -.. est convergente, on peut trouver un entier r tel que l’on ait:
LU dou) — UN < ne ,
quel que soit k.
Alors on aura, quel que soit l’entier k,
D, CA ZI CA) = DA EIU GE) D + IU,(4,.,) — U,(A
D'après un théorème de Caucay, cela prouve que la suite CHAR CDERS est convergente.
18. 3° LEMME. — Pour que des opérations continues dans un même ensemble extrémal Æ forment une famille compacte dj il faut qu’elles soient également continues et bornées dans leur ensemble.
Si ces opérations n’étaient pas bornées dans leur ensemble, il y en aufait une: U, quel que soit #, dont la valeur absolue serait supérieure à # en quelque élément AATCRP:
Puisque la famille Jf est compacte, on peut supposer que U, U,, ... convergent uniformément vers une opération U continue dans Æ, et que U,(4,) tend encore vers l'infini. Alors on aura
LACAIPALACRESNCN ESC
Lorsque # croît indéfiniment, le premier terme du second membre tend vers zéro; le second reste fini puisque U est une opération continue dans un ensemble extrémal (n° 11). Il est donc impossible que le premier membre croîsse indéfiniment.
De même, si les opérations de ff n'étaient pas également continues, on pourrait trouver une suite d'éléments de E: 4, 4,,..., tendant vers un élément À de E, et un nombre € tels que, quel que soit », il existe une opération de ff: U, et un entier p, > n pour lesquels:
Comme la famille ff est compacte, on peut dire en somme qu’il existe une suite d'éléments de E: 4’, 4°, ... tendant vers un élément 4 de E, et une suite d’opérations de ff: U’, U', ... qui convergent uniformément vers une opération U, de façon que l’on ait:
[U,(4) — VU, > 8 (I suffit d’extraire convenablement ces deux suites des suites 4, , 4,,, … et U,, U,, ….).
Mais alors:
BOT AIUG EU, A) PI, = URI TE) et, prenant # assez grand, on voit comme précédemment qu’on pourra rendre le second membre inférieur à &, d’où la contradiction annoncée.
Afin d’arriver au théorème général, j’énoncerai une dernière proposition qui est
démontrée plus loin sous une autre forme (n° 66). Si lon considère pour chaque valeur entière de », une suite infinie S, de nombres x x, ... x, ..., compris pour chaque valeur de p, quel que soit », entre deux nombres fixes À, et p,, on peut Éstraire de Hisuite 52,0 USA eue d'indices croissants tels que xÿ tende vers une limite x,, quel que soit le nombre fixe p quand », croit indéfiniment.
19. Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théorème général suivant:
THÉORÈME. — Pour que des opérations continues dans un même ensemble extrémal E formé d’éléments d’une classe (L), qui appartiennent à un même ensemble dénombrable
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D ou à son dérivé D', forment une famille compacte ff, il faut et il suffit que les opérations de É soient également continues et bornées dans leur ensemble en tout élément de E.
La condition est nécessaire d’après le dernier Lemme. Pour démontrer qu’elle est suffisante, il suffit de démontrer que, de toute suite infinie d'opérations de gf : U,, U,, ... on peut extraire une suite qui converge uniformément dans Ë vers une opération qui sera nécessairement continue dans. E.
En effet, appelons 4, 4,, ... la suite des éléments de l’ensemble dénombrable D et considérons la suite S, des nombres x U,(4); SU) Puisque les opérations de ff sont bornées dans leur ensemble en tout élément de D, ces nombres x} sont, pour chaque valeur de p, compris, quel que soit #, entre deux nombres fixes À, et p,. D’après la dernière proposition que nous avons rappelée, on pourra donc extraire de la suite S,, S,, ... une suite S,,, S,,, . . d'indices croissants, telle que x%4 — U,,(4,) converge vers une certaine limite x, et cela quel que soit p. Cela veut dire qu’on peut extraire de la suite U,, U,, ... une suite d'opérations U,,, U,,, ..., U,, D’après le deuxième Lemme, cette suite d'opérations sera aussi convergente en tout
convergente en tout élément de D.
élément de E; d’après le premier Lemme la convergence sera uniforme, et par suite la limite continue dans E.
1ère REMARQUE. — Si l’on ne suppose plus que l’ensemble E est extrémal, la démonstration précédente prouve encore quelque chose. Elle prouve que si les opérations de sont également continues et bornées dans leur ensemble en tout élément de E = D + D, on pourra extraire de toute infinité d’opérations de ff une suite qui tend vers une opération continue dans Æ. Mais on ne saura pas si la convergence est uniforme. D’ailleurs, on peut citer des exemples où, dans ces conditions, la convergence est non uniforme. Elle sera toujours uniforme dans tout ensemble extrémal contenu dans E.
2m REMARQUE. — Il pourrait sembler que la condition E = D + D", où D est dénombrable, est une condition introduite artificiellement dans le seul but d’assurer l'exactitude du résultat. Nous verrons plus loin que c’est au contraire le cas général qui se présente dans les applications (n°® 45, 52).
20. L'opération limite supérieure d'un ensemble d'opérations. — Considérons une famille d'opérations uniformes dans un ensemble ÆE. En chaque élément 4 de E, nous pouvons définir un nombre L(4) qui soit la limite supérieure des valeurs en À des opérations de ff. Si les opérations de ff sont bornées dans leur ensemble en tout élément de E, nous déterminerons ainsi une opération uniforme dans E, que nous appellerons la limite supérieure de ff.
THÉORÈME. — Étant donnée une famille J d'opérations bornées dans leur ensemble et également continues dans un ensemble quelconque E, la limite supérieure de $ est une opération continue dans E.
Ce théorème a été démontré par M. ARZELA (v, page 9) dans le cas où les éléments sont des points d’une droite. Sa démonstration se généralise immédiatement au cas actuel en se souvenant que notre définition de la continuité rend inutile l’emploi des intervalles.
21. REMARQUE. — Nous avons vu dans ce qui précède comment on peut arriver à généraliser certains théorèmes connus dans les classes si étendues que nous avons appelées classes (L). Néanmoins le petit nombre des hypothèses que nous avons faites sur les classes (L) ne nous permettra pas de poursuivre cette extension. On s'aperçoit bien vite que certaines propositions fondamentales de la théorie des ensembles linéaires et des fonctions continues, dont l’énonc£ mis sous forme convenable peut garder un sens pour les classes (L), que ces’ propositions, dis-je, ne sont plus vraies pour toute classe (L). Par là-même échoue toute tentative de généralisation des propositions ultérieures auxquelles elles servent de base.
Les ensembles dérivés.
22. Nous donnerons en exemple l’une des plus importantes d’entre elles: lensemble dérivé d’un ensemble linéaire est fermé. Cette proposition est elle applicable à des ensembles d’éléments d’une classe (L) quelconque? La réponse est négative.
Considérons en effet la classe (C) des fonctions d’une variable x définies dans un intervalle fixe J:0 97 x ,7 1 et convenons de dire qu’une suite de telles fonctions: f,(x), f,(x), ... tend vers une fonction f(x) si, pour chaque valeur x de l'intervalle J, f, (x) a une limite finie f(x). Cette définition satisfait bien aux conditions I et IL du n° 7. Donc cette classe (C) est une classe (Z). Cependant l’ensemble dérivé d’un ensemble quelconque d’éléments de la classe (C) n’est pas nécessairement fermé.
*) Il suffit de considérer l’ensemble E des fonctions continues dans J. L'ensemble E” des fonctions limites de fonctions continues est l’ensemble des fonctions de classes o ou 1 au sens de M. BAIRE {r, page 126). Or on sait qu'il y a des fonctions de classe 2 (même citation), c’est-à-dire qu'il y a des fonctions limites de fonctions de E”? et n’appartenant pas à P7.
23. Limites de fonctions limites, — Nous nous écarterons un moment de notre sujet pour signaler une proposition à laquelle exemple précédent donne un certain intérêt.
Considérons un ensemble de fonctions ff) (x) définies dans l'intervalle J et telles que: 1° la suite:
AGAIN A ait une limite déterminée f,(x) et ceci quel que soit #; 2° Ia suite:
HG) Q) 2,
ait une limite déterminée f(x).
D’après ce qui précède, il ne sera pas toujours possible de trouver deux suites d’entiers #,, B3 ee) Pis P2, --. telles que l'on ait: f(x) — lim fifr) (x). T—=® Cette remarque justifie l'intérêt qui s'attache au théorème suivant :
THÉORÈME. — Considérons des fonctions f(x), f, (x), f(x) définies dans un même intervalle J, quels que soient les entiers n, p et telles que:
@) 1G) = lin f, GG) = lim fi S'il est en général impossible de choisir des entiers n,, p, tels que l'égalité f(x) = lim fl? (x) 7=x 7 soit vérifiée en tout point de ], du moins est-il toujours possible de les déterminer de façon que cetle égalité soit vérifiée en tout point de ] sauf en un ensemble de points de mesure nulle *).
+) Dans la PREMIÈRE PARTIE, les sujets qui exigent des connaissances un peu spéciales sont imprimés en petits caractères.
**) Voir pour la signification de cette expression: …1, page 16.
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Pour le démontrer, je m’appuierai sur deux remarques préliminaires : 1° Supposons pour simplifier que l'intervalle / soit l'intervalle (0, 1): Si on considère une suite d’ensembles de points de J: E,, Et. ayahtiDoutimeNures 7, Mel l’ensemble des points communs à tous ces ensembles a une mesure au moins égale à 1 — (m, + m, + ...). 2° M. BoREL a démontré (I, page 37) que, quel que soit le nombre fixe € >> 0, l’ensemble de points où le reste de rang # d’une série convergente de fonctions de x dans J est en valeur absolue plus grand que €, est un ensemble dont la
mesure tend vers zéro avec —
Soient alors & et « deux nombres quelconques compris entre © et 1; on peut trouver un entier g tel que la mesure de l’ensemble de points où —SI< = soit supérieure à I + pour n>>q—1I. Puis, on pourra trouver, g étant fixé, un nombre r tel que la mesure de l’ensemble des points où er) <— soit aussi supérieure à 1 — —. En tout point commun aux deux ensembles précé-
dents, on aura dm <& et l’ensemble de ces points communs a une mesure au moins égale à
ble) (} : LE 9 I — (— + — 1 — 6. Il en est donc de même a fortiori de l’ensemble des points tels que 2 2 = AI] € |f j; | LUE.
Ceci étant, donnons à € et &« deux suites successives de valeurs €,, €,, ...; 6,, 6,, ... Quel
que soit r, on pourra déterminer des entiers #,, p, tels que l’ensemble G, des points où l’on a f—fhr| Le, ait une mesure supérieure à 1 — 6,. Appelons maintenant H, l’ensemble des points "y ra F 7
Commun SC re C2 en Gr re O4 unesure EstNau moins Celle Arc -Eic r ET) ; . CRE { É ) . , .
et en chacun de ses points on à |f fe |<E,,4, quel que soit l'entier g.
Or supposons qu’on ait choisi, comme cela est possible, les nombres &, , ©, de façon que les
e, tendent en décroissant vers zéro et que la série &, Æ &, + … soit convergente. Par exemple, admet-
Con
quel que soit g, donc en tout point de H, la suite pri, Fo .. converge vers f. Dès lors, l’ensemble
H des points où cette suite converge a une mesure au moins égale à celle de H, quel que soit r,
; I < 1 ; tons qu'on ait e,—06,— 2 . Aloïs on voit qu'on aura en tous les points de A, : pére) <
MER A : I I : 6 c’est-à-dire au moins égale à 1 — eo + ue + -) quel que soit r. Autrement dit, l’ensemble H a même mesure que J.
24. REMARQUES. — 1° Il y à un cas particulier important, où on peut s’arranger pour que l’ensemble ne : Li D H coïncide avec l'intervalle J. C’est celui où LG) tend uniformément vers f,(x), quel que soit ». En effet, dans ce cas, on peut choisir pour toute valeur de # un entier p, tel que l’on ait: En (x)
VO UOE
quel que soit x. Alors on aura:
AVE (IE
1 @ CNE ta AG), Et © ln 27 n : n—o n=e d’où :
FC = Hifi?" (x) )E— *: :
H—0 2° Si les égalités (1) n'étaient pas vérifiées nécessairement partout, mais l’étaient chacune dans un ensemble de mesure D » (m nombre fixe), on pourrait s'arranger pour que l’ensemble H fut aussi de mesure NS #. En particulier, si les égalités (1) étaient chacunes vérifiées sauf dans un ensemble de mesure nulle, la démonstration précédente prouverait encore qu’on peut s'arranger pour que Æ coïncide avec / sauf en un ensemble de mesure nulle.
Appliquons la remarque 1° en prenant pour les f,(x) des fonctions continues quelconques. On
SUR QUELQUES POINTS DU CALCUL FONCTIONNEL. 17 ee sait qu'on pourra prendre pour les f? (x) des polynomes avec convergence uniforme de f? vers f, Donc, d’après 1° les fonctions limites de fonctions continues sont aussi limites de polynomes. Appliquons maintenant notre théorème en prenant pour f, une fonction de première classe; d’après ce que nous venons de dire, on pourra prendre pour les fl?) des polynomes. Donc les fonctions de classe 2 sont limites de polynomes sauf en un ensemble de mesure nulle. Appliquons maintenant la remarque 2° en prenant pour f, une fonction de classe 2. D’après ce qui précède, on pourra prendre pour. les f?) des polynomes, la convergence ayant lieu dans / sauf en un ensemble de mesure nulle. Donc les
fonctions de classe 3 sont aussi des limites de polynomes sauf en un ensemble de mesure nulle. Plus généralement, foufe fonction f(x) rentrant dans la classification de M. BAIRE (ni, page 126) peut être considérée comme la limite d’une suite de polynomes sauf en un ensemble de mesure nulle *). Si la suite de polynomes converge partout, f(x) est de classe o ou 1. Si la suite des polynomes converge partout
uniformément, f(x) est de classe 0; c’est-à-dire continue. Il suffit même que la convergence ait lieu partout quasi-uniformêment.
CarPrree fl
Définition de la limite par le voisinage.
25. Nous avons déjà remarqué plus haut que l'extrême généralité des classes (L) ne permet pas de leur étendre un grand nombre des propriétés des ensembles linéaires. Pour obtenir des propriétés plus nombreuses, il y aurait lieu d’imposer de nouvelles restrictions à la conception des classes (L). Il faudrait les choisit de façon à satisfaire aux conditions suivantes: 1° ces restrictions devraient pouvoir s’énoncer indépendamment de la nature des éléments considérés; 2° elles devraient être satisfaites par les classes d'éléments qui interviennent le plus fréquemment dans les applications; 3° elles devraient fournir la généralisation cherchée des théorèmes sur les ensembles linéaires et les fonctions continues.
26. Or nous avons observé (n° 22) que si l’on considère une classe (L) quelconque, l’ensemble dérivé d’un ensemble d’éléments de cette classe n’est pas toujours fermé. C’est pourtant une proprièté qu’il aurait été assez naturel d’admettre, en la traduisant sous la forme suivante: Lorsque des éléments 4,, 4,, … d’une classe (L) sont chacun limite d’une
suite d'éléments (par exemple: 4, — ji A) et tendent vers une limite 4, cet élément
ee ’ TA) eee A est lui-même limite des derniers éléments (par exemple: 4 — lim Ave ). exemple
qg=
que nous avons donné (n° 22) nous montre que cette propriété n’est pas une e séquence de la définition des classes (L). Il prouve aussi qu’elle peut n'être pas vérifie, même parmi des classes (L) qui se présentent d’elles-mêmes dans la Théorie des Fonctions.
27. Cependant la propriété précédente est compatible avec un grand nombre de définitions de la limite (particulièrement les limites dites uniformes). Il y aurait donc lieu,
à j 55 j : ; *) J'ai énoncé ce théorème dans les Comptes Rendus du 20 mars 190$: Sur la notion d’écart dans le calcul fonctionnel
5 : L en CRETE M. Lesescur a obtenu ce même théorème comme application de sa définition de l’intégrale.
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soit d'étudier ce qui se produit quand on impose cette propriété comme condition supplémentaire à la définition de la limite, soit d'introduire une condition supplémentaire qui entrainât cette propriété comme conséquence. Or l’examen des cas déjà connus où cette propriété a lieu nous montre que c’est cette dernière circonstance qui se produit sous la forme suivante :
Considérons une classe (V7) d'éléments de nature quelconque, mais tels qu’on sache discerner si deux d’entre eux sont ou non identiques et tels, de plus, qu’à deux quelconques d’entre eux À, B, on puisse faire correspondre un nombre (4, B)—(B, 4) o qui jouit des deux propriétés suivantes : 1° La condition nécessaire et suffisante pour que (4, B) soit nul est que À et B soient identiques. 2° Il existe une fonction positive bien déterminée f(e) tendant vers zéro avec e, telle que les inégalités (4, B) Ze, (B, C) Ze entrainent (4, C) /Z f(e), quels que soient les éléments 4, B, C. Autrement dit, il sufht que (4, B) et (B, C') soient petits pour qu’il en soit de même de (4, C). Nous appellerons voisinage de À et de B le nombre (4, B).
Ceci étant, nous pourrons dire qu’une suite d'éléments de la classe (7): 4, 4,,
ne I tend vers un élément À, si le voisinage (4,, À) tend vers zéro avec A Si une suite AA "rune limite 4, elle netpeut ensavoir qu'une can si Bétinlinntesdos
: , Ar : I même suite, les nombres (4, À,) et (B, À,) seraient infiniment petits avec ——, donc n
aussi (4, BY (2° condition). Alors (4, B) serait nul et par suite les éléments 4, B ne seraient pas distincts (1° condition).
De plus, cette définition de la limite satisfait bien aux conditions I et II que nous avons imposées en général à toute définition de la limite (n° 7) et cela grâce aux conditions 1° et 2° imposées à la définition du voisinage.
28. Néanmoins toute définition de la limite satisfaisant aux conditions I et II, ne peut être déduite de la notion de voisinage. Il nous sufhra pour le prouver de démontrer le théorème suivant.
THÉORÈME. — L'ensemble dérivé d’un ensemble d'éléments d’une classe (V) est un ensemble ferme.
En effet, revenons aux notations employées plus haut. Puisqu’ici la limite est déduite du voisinage, on pourra faire correspondre à chaque entier # un entier g, tel que
CAE) _ eébUnICntierep ee nitelique 10100 470) _ . On aura donc:
(Pm) et par suite Aÿ») tend vers À quand # tend vers l'infini. Si maintenant nous revenons à l’exemple de la classe (C) donné plus haut, nous voyons qu'il fournit une classe (Z) où il est impossible de construire une définition quelconque du voisinage telle que la définition de la limite qu’on en déduirait coïncide
avec celle qui avait été adoptée. Car, en partant de cette dernière, on obtient un ensemble dérivé non fermé.
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C'est donc vraiment se limiter que de considérer en particulier les classes (7) parmi les classes (L) et nous pouvons espérer obtenir ainsi de nouvelles généralisation.
Nous nous bornerons donc maintenant à l'étude des classes (W), c’est-à-dire de celles des classes (L) où la définition de la limite est déduite de celle du voisinage.
29. THÉORÈME. — L'ensemble P des éléments de condensation *) d’un ensemble condensé E formé d'éléments d’une classe (V7) est un ensemble parfait on nul He
En effet, on peut d’abord montrer que P est un ensemble fermé sans supposer que E soit condensé et même pour une classe (L) quelconque. Car si À est un élément quelconque limite d’éléments 4, 4,, ... de P, c’est d’abord un élément limite de E puisque P est contenu dans E” qui est fermé d’après le théorème précédent. De plus, si lon enlève de E un ensemble dénombrable, les éliments 4, 4, ... resteront éléments limites de l’ensemble restant Æ, (sans lui appartenir nécessairement) puisqu’ils sont éléments de condensation de E. Donc 4 est aussi élément limite de F7, qui est aussi fermé. Dès lors 4 est encore élément limite de Æ , c’est bien un élément de condensation.
Montrons maintenant que tout élément de P appartient à P’. En effet, soit 4 un
élément de P, et FE, l’ensemble des éléments B de E tels que — ARE =.
Il y a une infinité de ces ensembles qui sont non dénombrables, sans quoi il y aurait
un entier g tel que l’ensemble des éléments B de E vérifiant (4, B) cu
Joton
nombrable et par suite À ne serait pas un élément de condensation. Ainsi, parmi les ensembles E,, il y en a une infinité qui sont non dénombrables: E,, E,,, ... pris dans l'ordre des indices croissants. Comme E est condensé, l'ensemble non dénombrable E, à
est d’ailleurs distinct de
voit facilement que (4,,, À) tend vers zéro, donc À appartient à P”. 80. THÉORÈME. — Soit E un ensemble condensé formé d'éléments d’une classe (V). L'ensemble D des éléments de E qui ne sont pas des éléments de condensation de E est
donne lieu à au moins un élément de condensation À, À, :
A puisqu'il est limite d’éléments B tels que (4, B) soit supérieur à "Ofon
un ensemble dénombrable ***).
81. COROLLAIRE. — Tout ensemble fermé et condensé formé d'éléments d'une classe (V) est la somme d’un ensemble dénombrable et d’un ensemble parfait ou nul sans éléments communs.
32. THÉORÈME. — L'ensemble D de ceux des éléments d’un ensemble compact E dé-
*) Voir les définitions données plus haut (n° 8). Nous verrons plus loin (n° 43) un cas très général où un ensemble quelconque est toujours condensé, c’est-à-dire qu'une infinité non dénombrable quelconque de ses éléments donne toujours lieu à au moins un élément de condensation.
#) La démonstration suivante est la généralisation de la démonstration récemment donnée par M. LiNDELOF pour le cas où les éléments de E sont des points de l’espace. Voir BoREL (1, pages 5, 6). Je n’ai insisté que sur les points de sa démonstration qui demandent quelques précautions pour être généralisés.
#*##) Même remarque que pour le théorème précédent.
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léments d’une classe (V7) qui n’appartiennent pas à l’ensemble E' dérivé de E est dénombrable *).
En effet, si À est un élément de D, appelons p, la limite inférieure N o du voisinage de À avec les éléments de Æ’. Le nombre p, est positif, sans quoi A serait un
élément limite de E’ et par suite appartiendrait 2 Si
Je dis que le nombre des éléments de D pour lesquels on a p, > rs St fini.
En effet, dans le cas contraire, on pourrait en prendre une infinité: 4,, 4,,..., 4,,.. tous distincts et tendant vers une limite B. Alors, en prenant p assez grand on aurait
(4, tiendrait à E', contrairement à la définition de p4,. Ainsi, il y a un nombre fini d'éléments À de D: AM, 4°, ..., A tels que ND —.
PES Si lon considère la suite dénombrable :
(1) (Pr) (1) (P2) (1) (Pn) AE RAT A PA RAS ne A EEE
BYE _ es Pa,» CE qui est impossible, puisque B, limite d’éléments de E, appar-
on voit que tous les éléments de D y sont inscrits chacun au moins une fois. Donc D est dénombrable.
En particulier, on voit que si Æ est ferme, E se décompose en son ensemble dérivé E’ et un ensemble dénombrable D.
CoRoOLLAIRE [. — Si l’ensemble dérivé E' d’un ensemble compact E formé d'éléments d'une classe (V7) est dénombrable, l’ensemble E est lui-même dénombrable.
83. COROLLAIRE IL. Un ensemble extrémal quelconque F formé d'éléments d’une classe (V7) peut étre considéré comme l’ensemble dérivé d'un ensemble d'éléments de la classe (V). Du moins, cette proposition se trouvera exacte quand la classe (W) sera telle que l’on puisse toujours y trouver un élément dont le voisinage avec un élément arbitrairement donné soit inférieur à un nombre positif quelconque donné. Cette condition bien naturelle est satisfaite dans tous les exemples concrets que nous étudierons par la suite.
Supposons donc cette condition remplie; on aura F — D + F', D étant un ensemble dénombrable d'éléments :
DR ee
2 ! Go À chacun d'eux, 4,, correspond comme précédemment un nombre positif p, . n
Quel que soit p on pourra par hypothèse trouver un élément de la classe (V): B, ñn I 1€ a.
tel que (4, B4) ne Nous avons ainsi des éléments B déterminés pour toute
valeur entière de # et de p. Appelons Æ l’ensemble des éléments de F’ et des éléments
) Pour la démonstration dans le cas où E est un ensemble ponctuel, voir, par exemple, 1, page 36. La seconde partie de cette dernière démonstration s’appuie sur ce que des intervalles de longueurs bornées, recouvrant le segment (0, 1) et dont les milieux n’appartiennent pas à deux intervalles, sont nécessairement en nombre fini. Elle ne saurait donc se généraliser ici.
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BY. Je dis que F est l’ensemble dérivé de Æ. En effet, tout élément de F est évidemment élément limite de Æ. Réciproquement, considérons une suite 3 d’éléments de E tendant vers une limite C. Je dis que C appartient à F. En effet, s’il JR AEUanS cette suite une infinité d’éléments BŸ correspondant à une même valeur de », c’est évident. De même aussi, s’il y a une infinitt d'éléments de F', car F' est ferme: et contenu dans F. Reste le cas où il n’y aurait dans Y qu’un nombre fini d'éléments de F' et un nombre fini d'éléments BŸ pour chaque valeur de n. Alors il y aurait une infinité d’éléments distincts BŸ correspondant à des valeurs croissantes de #:
(p1) by) BTE BF,
En prenant qg assez grand, on aurait : (Br, Cheerett, Bja) LE | puisque I I ee
— |; d'où: (4,, C 5) a lo 1 sl . . .
Comme f(e) tend vers zéro avec s, on voit que C serait limite d’éléments de D, c’est-à-dire dans F’, donc encore dans F.
(Pa) z ? : (Pq) Bis tend vers C et qu’on a: (dns Br) <
34. Appelons sphéroïde de centre À et rayon p l’ensemble de tous les éléments B tels que l’on ait: (4, B) 5. Nous dirons qu’un élément C est inférieur à ce sphé- Ode SORA CT UC) ED.
THÉORÈME. — Si un ensemble fermé F appartient à un ensemble compact E formé d'éléments d'une classe (VW), on obtiendra F en supprimant de E les éléments INTÉRIEURS à chacun des sphéroïdes d'un certain ensemble dénombrable de sphéroïdes *).
En effet, soit G l’ensemble complémentaire de F, c’est-à-dire ensemble des éléments de Æ ne faisant pas partie de F. À tout élément 4 de G, nous pouvons faire correspondre un nombre p, qui sera la limite inférieure du voisinage de À avec chacun des éléments de F. Le nombre p, > 0 ne pourra être nul, sans quoi 4 appartiendrait à F comme limite d'éléments de F.
Nous allons maintenant former une suite dénombrable d’éléments de G:
(1) (Pi) (1) (P32) (1) (Pn) PR PT A RATER
I I telle que 1° on ait & (n . LAS HORS quel que soit #; 2° si À est un élément 5 ur
ñn
de G tel que: D) on ait l’une des inégalités (4, A4!) <=, CA RAN NE ——.
Pour montrer que cela est possible, supposons la suite formée jusqu’à Afr-1 et
appelons en général T l'ensemble des éléments B de E tels que: (B, A1) < —.
, I Prenons alors un élément 4 de G (s’il en existe) tel que p, = ct qui ne fasse
I NT
A. Puis, prenons, s’il en existe, un élément À de G tel que p, de et qui ne
*) La démonstration suivante est une généralisation de celle qui a été donnée pour le cas où E est un ensemble de points du plan, par M. ZORETTI (XXI, page 5).
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(2), fasse partie d’aucun des ensembles (PTE AN ren IDTE Nous l’appellerons 4; et
I n—I n ainsi de suite. Nous formerons ainsi de proche en proche une suite 4%, 4%, ... qui peut-être ne contiendra aucun terme, mais qui n’en contiendra sûrement qu’un nombre fini. En effet, d’après leur formation, ils sont tous distincts. Si donc il y en avait une infinité, on pourrait en extraire une suite B,, B,, ... ayant une limite B et alors
pour q assez grand on aurait (B,, B,.,) <= quelque soit p, c’est-à-dire que B,,, serait intérieur à 15,, contrairement à l’hypothèse.
La suite étant ainsi formée comme nous l’avions annoncée, il est alors facile de voir que F est l’ensemble des éléments de Æ qui ne font partie d’aucun des ensembles
Î 1e I h } vi (1) (2)9 ++. (1) (CO On tj (Pn) 9 (HET A0 oO) 4 4 À, : 4, Se cine
DT I
ce qui démontre la proposition.
85. Appelons ensemble limité un ensemble tiré d’une classe (W°) tel que le voisinage de deux éléments quelconques de cet ensemble reste inférieur à un nombre fixe. Dans le cas des ensembles linéaires, nous verrons que cette définition coïncide avec celle d’ensemble compact. Dans le cas général, nous pouvons seulement énoncer la proposition suivante :
THÉORÈME. — Tout ensemble compact formé d'éléments d'une classe (V7) est limite.
En effet, dans le cas contraire, on pourrait trouver, quel que soit #, deux éléments A,, B, de E tels que (4,, B) >> n, et, puisque Æ est compact, on peut supposer que A,, B, tendent vers deux limites respectives 4, B. Or, pour # assez grand, on aura:
A) SRB MT D) Re CCD) (A,, B) <f[2(4, B)] = k.
Aïnsi, pour # assez grand on aura:
(A, B)<Rk et (B,, B)<E, (4; B,) <J(E),
ce qui conduit à une inégalité impossible n << f(k).
36. T'HÉORÈME. — Soit E un ensemble extrémal formé d'éléments d'une classe (V). S'il existe une suite indéfinie G d’ensembles I, 1, ... telle que tout élément de E soit intérieur au sens étroit à l’un au moins de ces ensembles L., on peut extraire de G un nombre fini de ces ensembles formant une famille H jowissant de la même propriété JUPE CRE):
En effet, supposons que le théorème soit inexact. Alors il existera au moins un élément de E: 4, qui n’est pas intérieur à Z, au sens étroit. Mais À, est intérieur au
d’où :
d’où :
* 1 À 1 2 », e 1 A À 1 1 ) Ce théorème est une généralisation d’un théorème de M. BoREL, énoncé pour les ensembles linéaires (1, pag. 42), puis étendu par lui aux ensembles de points de l’espace à # dimensions (xIv, page 357). Mais ses démonstrations ne se généralisent pas au cas actuel. Nous démontrerons plus loin ce théorème pour certaines classes (W) même dans le cas où G n’est pas dénombrable (n° 42).
sens étroit à un des ensembles Z,, I, -..; soit I,, le premier d’entre eux (q, > 1). Ïl ÿ à au moins un élément de E, soit AÀ,, qui nest intérieur au sens étroit à aucun dés ensenbles Men te, T3, Appelons L,, le premier des ensembles Z,.,, Fee auquel À, est intérieur au sens étroit et ainsi de suite. Nous formons de la sorte une suite infinie d’élèments 4,, A4,, ... appartenant à E, tous distincts et tels QUE AP PET soit intérieur au sens étroit à aucun des ensembles Ne 7 Jr Ccte sut
a au moins un élément limite À appartenant à E. Soit A = lim 4,. Or À est inté-
; . foR
rieur au sens étroit à l’un au moins, 1,, des ensembles de la suite G. Il est donc impossible qu’il y ait dans la suite 4,,, 4,,, ... une infinité d'éléments 4,, Le
qui ne soient pas intérieurs à 1, au sens étroit. Sans quoi, on appellerait B , un élément de EF coïncidant avec 4, si celui-ci n'appartient pas à 1, ou un élément de E n’appar-
; I le iénantipaste JT étitelique (B,, An,) << —— dans l’autre cas. Alors À serait limite d’une
suite B,, B,, ... d’élèments de E non dans 1,, ce qui est impossible. Ainsi les éléments de la suite 4,,, 4,,, ... sont tous intérieurs à Z, au sens étroit À partir d’un certain rang. Cela est manifestement contradictoire avec la façon dont nous avons fonméslassuite Aer Ve. |
Les classes () normales.
87. Après avoir étudié les propriétés des ensembles et des opérations portant sur des classes (L), il nous a été utile de nous borner au cas des classes (W) pour poursuivre nos géncéralisations. De même, nous allons maintenant restreindre une fois de plus le champ de nos recherches sans en arriver encore à spécifier la nature des éléments considérés.
Donnons d’abord quelques définitions. Nous dirons qu’une suite d'éléments 4, À, on peut faire correspondre un entier # tel que l'inégalité (4,, 4,,,) <e soit vérifiée quel que soit p. Il est évident que si une suite tend vers une limite, elle satisfait aux
.. d'une classe (W) satisfait aux conditions de Caucxy lorsqu’à tout nombre € > 0
conditions de Caucny. D’autre part, si une suite satisfait aux conditions de CAUCHY et fait partie d'un ensemble compact, elle a un élément limite évidemment unique. Mais si l’on sait seulement que la suite vérifie les conditions de CAucHY, on ne peut afhrmer qu’elle tende vers une limite; tout ce qu’on peut dire, c’est que si elle a un élément limite, elle n’en a qu’un.
Nous dirons alors qu’une classe (V7) admet une généralisation du théorème de Caucay si toute suite d'éléments de cette classe, qui satisfait aux conditions de CAUCHY, a un élément limite (nécessairement unique).
Nous appellerons ensuite classe séparable une classe qui puisse être considérée d’au moins une façon comme l’ensemble dérivé d’un ensemble dénombrable de ses propres éléments.
Enfin, on a intérêt à considérer comme nous l’avons déjà fait (n° 33) parmi les classes (7) celles qui sont telles que, près d’un élément donné, il existe des éléments
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dont le voisinage avec celui-ci soit aussi petit que l’on veut sans être nul. Autrement dit, tout élément de la classe sera élément limite. Comme d’autre part la réciproque est vraie par définition même de la classe, nous dirons que de telles classes sont par-
Jantes).
Ceci étant, nous nous bornerons maintenant à l’étude des classes (VW) NORMALES, C'est-à-dire parfaites, séparables et admettant une généralisation du théorème de Caucy. Cette limitation n’a du reste rien d’artificiel, elle provient directement de la comparaison des classes (W) avec les ensembles linéaires et nous verrons plus loin que toutes les classes particulières que nous examinerons rentrent dans cette catégorie générale des classes (V7) normales. Ce dernier fait pourrait même amener à se demander si toute classe (V7) n’est pas nécessairement normale. Il n’en est rien comme le montrent les exemples suivants:
38. Prenons une classe d’éléments représentés par les points d’une droite et appelons voisinage de deux d’entre eux la longueur de l'arc de cercle que limitent les deux points correspondants dans une transformation par inversion. Nous avons ainsi une classe parfaite (Ÿ). Cependant, si l’on prend une suite d'éléments correspondants à des points s’éloignant à l'infini, il est évident que l’on aura une suite de CaucHy sans éléments limites. On peut donner un exemple dans lequel le voisinage ne soit pas défini d’une façon aussi artificielle. Il suffit de prendre la classe des nombres en se plaçant au point de vue des arithméticiens qui se défendent la considération des nombres irrationnels. En prenant pour voisinage de deux nombres rationnels, la valeur absolue de leur différence, on obtient encore une classe parfaite (VW) pour laquelle il existe une infinité de suites vérifiant les conditions de CAUCHY sans avoir d'éléments limites.
Passons maintenant aux classes séparables. On peut qualifier ainsi les ensembles linéaires en considérant la droite indéfinie comme l’ensemble dérivé de l’ensemble des points d’abscisses rationnelles. Mais il n’en est pas de même pour toute classe parfaite (W).
Prenons par exemple la classe des fonctions (continues ou discontinues) d’une variable x dans l'intervalle (0, 1). En appelant voisinage de deux éléments f(x), g(x), la limite supérieure (finie ou non) de f(x) — g(x)l dans l'intervalle (0, 1), on voit qu’on obtient une classe (W) parfaite. Cette classe n’est pas séparable. En effet, si elle l’était, on pourrait former une fois pour toutes une suite de fonctions " (x), , (x), … telle que tout élément de la classe soit la limite uniforme d’une suite fn, (x), fn, (x), extraite de la précédente. Alors les éléments de la classe étant définis par des conditions dénombrables, la puissance de la classe serait au plus égale à celle du continu (1, page 126). Or on sait que c’est le contraire qui a lieu (1, page 125). On peut remarquer que les exemples précédents nous prouvent que la puissance d’un ensemble parfait tiré d’une classe (J) n’est pas nécessairement la puissance du continu comme cela a lieu pour les ensembles linéaires, mais qu’elle peut lui être inférieure (premier exemple) ou supérieure (deuxième exemple).
89. Ces remarques faites, limitons-nous maintenant à l’étude des classe (V7) normales.
; , Tout d’abord, pour arriver à nous rendre compte de la structure de telles classes, nous généraliserons une question proposée par M. HapamarD (xn). La question pro-
) Une classe séparable est nécessairement parfaite, mais la réciproque n’est pas évidemment vraie.
Il y a donc lieu de séparer les deux hypothèses d'autant plus que certains théorèmes s'appliquent aux classes parfaites sans les supposer séparables.
prement dite sera étudiée plus loin (voir n° 58) Nous l’étendrons au cas général actuel de la façon suivante :
Considérons une classe (7). Supposons qu’on ait pu former des ensembles partiels k, contenant chacun au moins un élément et tels: 1° que tout élément de la classe appartienne à l’un des ensembles 4, 2° que deux éléments quelconques d’un même ensemble %, aient un voisinage inférieur à e. Considérant les k, comme autant d'individus, on peut dire avec M. HapamarD que l’ensemble %., qui a ces 4, comme éléments, «numère » la classe considérée. Nous nous proposons de rechercher la puissance de LA
Nous allons trouver ici une nouvelle analogie avec les ensembles linéaires. Si l’on prend la classe des points d’une droite, le problème consiste À trouver la puissance de ensemble des intervalles de longueurs <<e et qui recouvrent la droite indéfinie. Or il est évident qu’on peut les choisir de façon que cet ensemble soit dénombrable quoique infini.
40. De même, éfant donnée une classe (V7) séparable, on peut, quel que soit s, choisir les ensembles k, de façon que %. soit dénombrable.
En effet, soient w et n deux nombres tels que f(w) + et f(n) <w. Puisque la classe est séparable, on peut en extraire une suite d’éléments 4, 4,,... dont l’ensemble dérivé soit la classe toute entière. Appelons alors KŸ l’ensemble des éléments A tels que: (4, 4,) o. La suite K°°, K°, ... sera dénombrable; de plus, pour deux éléments quelconques 4, B de KŸ, on aura: (4, B) < :; enfin tout élément 4
€ de la classe appartiendra pour une valeur donnée de & à l’un au moins des Xl). L’en-
semble des X°Ÿ constitue donc l’ensemble %, cherché. On peut même ajouter que tout élément À est intérieur au sens étroit à l’un au moins des ensembles Ke Ke FEU. sufht de prendre dans 4), 4, ... un élément 4, tel que (4, 4) ns alors 4 est intérieur au sens étroit à Ki».
41. La même méthode prouve qu’étant donné un ensemble E appartenant à une classe stparable (V7), on peut former une infinité dénombrable ff, d’ensembles X, d’eléments de Æ tels que tout élément de Æ soit intérieur au sens étroit à l’un au moins des X, et que le voisinage de deux éléments quelconques de K, reste inférieur à &. On peut se demander s’il existe des ensembles E tels que l’ensemble %, soit non seulement dénombrable, mais fini.
THÉORÈME. — Pour que l'ensemble , [correspondant à un ensemble E tiré d'une classe (V) NORMALE] puisse être choisi, quel que soit <, de façon à ne comprendre qu'un nombre fini d'éléments, il faut et il suffit que E soit compact.
La condition est nécessaire. En effet, dans le cas contraire, on pourrait extraire de E une suite infinie $ d’éléments distincts B,, B,,... sans éléments limites. Si %, est fini, il y aura nécessairement un ensemble partiel X, auquel appartiennent une infnité d'éléments de la suite S. On voit alors qu’on pourra former de proche en proche une infinité de suites S, d’éléments de S, telle que $,,, soit contenu dans S, et que
ee es + D pw l'écart de deux éléments de $, soit inférieur à er Sidonc appelesD DATES
A A . . (x) éléments de la suite S, pris dans le même ordre que dans S, on voit que la suite B7,
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BACS CNE ON erATInC Sue d'éléments de S distincts et tels que l’on ait
(BA, Be se quel que soit #. Puisque E est tiré d'une classe (7) normale, il
faudrait donc que la suite S eut un élément limite.
Réciproquement, supposons E compact. Alors l’ensemble F=E + E" est extrémal. Pour une valeur donnée de e, nous savons qu’on peut former une suite d’ensembles partiels K!, KÜ), ... telle que leur ensemble réponde aux conditions d'un 4j, relative-
on, ment à F. En particulier, tout élément de F est intérieur au sens étroit à Pun des
ensembles K{, K), Donc, on peut extraire de cette suite Kf, K®, ... un nombre fini de termes Æ!{7, ..., K{" jouissant de la même propriété (voir n° 36).
Si nous appelons maintenant AH!» l’ensemble des éléments de E qui appartiennent à Kw (lequel est dans F), on voit qu’on aura un nombre fini d’ensembles H/%1, …, Hi formés avec des éléments de E et tels: 1° que tout élément de E soit intérieur au sens étroit à au moins l’un deux, 2° que deux éléments quelconques de l’un d’eux aient un voisinage <T €.
Il nous est maintenant facile de généraliser le théorème du n° 36.
42. THÉORÈME.— Soit E un ensemble d'éléments d’une classe normale (VW). Pour que de toute famille H DÉNOMBRABLE OÙ NON *) d’ensembles I tels que tout élément de E soit intérieur au sens étroit à au moins l’un d'eux, on puisse extraire un nombre fini d’ensembles I formant une famille G jouissant de la même propriété que H, il faut et il suffit que E soit extrémal.
Nous avons démontré (n° 36) que la condition est suffisante dans le cas où H est dénombrable.
Pour le cas général, remarquons que, si Æ est extrémal, on peut former, quel que soit «, des ensembles À, en nombre fini satisfaisant aux conditions indiquées plus haut. Si le théorème n’est pas vrai pour E, il y a au moins un de ces ensembles tels que ses éléments ne soient pas intérieurs au sens étroit à un nombre fini d’ensembles J. Pour
ñn)
I Pa , ee appelons celui-là À” et soit 4, l’un de ses éléments. Puisque E est extrémal,
Ontpoutestraurede suite 4,4) "une sutet, 04, , 7 quistendivermn élément 4 de E. 4 est intérieur au sens étroit à un intervalle Z: Z et on prouve facilement que pour p assez grand tout élément de X!» est aussi intérieur au sens étroit à TL, ce qui amène bien à une contradiction.
La condition est aussi nécessaire. En effet, supposons que E ne soit pas fermé, il existera une suite d'éléments B,, B,, ... de E, qui tendent vers un élément B n’appartenant pas à E. Or, considérons les ensembles Z. formés chacun des éléments 4 de
I 11, o LE ! : É EArels quete) Tout élément de Æ est intérieur au sens étroit à l’un au
moins des Z,. Mais si l’on considère un nombre fini de ces ensembles L, il y aura certainement des termes de la suite B,, B,, ... qui ne leur appartiennent pas.
*) Dans le cas où E est un ensemble linéaire, on obtient la généralisation du théorème de M. BoreL (voir la note du n° 36) étendu par M. LEBESGUE au cas où la famille H est non dénombrable. Sa démonstration (1v, page 105) ne se généralise pas au cas actuel.
De même, supposons que E ne soit pas compact; il existera une suite S d'éléments de E: B,, B,, ... sans éléments limites. Si nous considérons un élément 4 quelconque de E, nous pourrons définir un nombre 6, > o tel que CABINE quelque soit l’élément B, distinct de 4 et pris dans la suite S; alors À sera intérieur au sens étroit à l’ensemble Z, des éléments C de E tels que (C, 4) <o,. Il en résulte que tout élément B de Æ est intérieur au sens étroit à l’un au moins des intervalles La savoir J,. Si de la famille A des intervalles Z,, on en extrait un nombre fini formant une famille G, il sera impossible que G contienne E, car il y a dans tout intervalle T, un élément au plus de la suite S.
43. THÉORÈME. — Tout ensemble non dénombrable E formé d'éléments d’une classe (V7) normale est condensé.
Soit E, une infinité non dénombrable d’éléments de F, il s’agit de démontrer que E, donne lieu à au moins un élément de condensation. En effet, quel que soit s on peut, comme nous l’avons vu, trouver une suite dénombrable d’ensembles XÙ, K1), …, K telle que tout élément de Æ se trouve dans l’un d’eux et que le voisinage de deux éléments de l’un d’eux soit <<e. Il y a donc au moins un de ces ensembles qui con-
tient une infinité non dénombrable d’éléments de E . En prenant successivement s — 7,
—,... —,..., nous pourrons ainsi former une suite d’ensembles H®, H'), ... telle 2 n
que A contienne une infinité non dénombrable d’éléments de Æ, soit contenu dans : ee RS I
H9, et que deux quelconques des éléments de H aient un voisinage inférieur à —. n
Alors, si on prend deux éléments quelconques 4,, 4’ dans H"”, chacune des suites RL A AE Te rune lite Æquirest la"mèmeDoôonc’E"donne:lieutsun élément limite À et c’est un élément de condensation, car, si on enlève de Æ une infinité dénombrable d’éléments, il restera encore des éléments dans chacun des H\° et 4 sera encore élément limite de l’ensemble restant de E.
44. REMARQUE. — En combinant le théorème précédent avec celui du n° 31 on obtient l’énoncé suivant :
Tout ensemble fermé F formé d'éléments d'une classe (VW) normale est la somme d'un ensemble dénombrable et d’un ensemble parfait ou nul sans éléments communs.
45. THéorèME. — Soit E un ensemble quelconque formé d'éléments d’une classe séparable (V); il existe un ensemble dénombrable d'éléments de E tel que tout élément de E appartienne, soit à cet ensemble D, soit à son dérivé D'. Lorsque E est fermé, on a: E=D+7D". Lorsque E est parfait, E= D".
En effet, quel que soit #, on peut former une infinite dénombrable d’ensembles H', H°,..., HW, ... formés d'éléments de E tels que dans chacun d’eux le voisi-
. . ie 111 ‘ nage reste inférieur à — et que tout élément de Æ soit dans l’un des ensembles de n
cette suite. Dans chacun de ces ensembles A il ÿ a au moins un élément 4%. Quand on donne à # et p des valeurs entières quelconques, on obtient un ensemble dénom-
El Ca i i ut élément de E apbrable D d'éléments 4) appartenant à ÆE. Or il est manifeste que tout élé ap partient à D ou à D’.
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L’inverse n’est pas en général exact; mais si E est fermé tout élément de D + D’ appartiendra à ÆE; donc dans ce cas E = D + D'. De plus E" = D' + D'= D". Si même E est parfait, on aura E = E" d'où E = D.
Observons d’ailleurs que, réciproquement, si Æ, D sont deux ensembles formés d'éléments d’une classe (7), tels que l’on ait: E = D + D’, l’ensemble E est nècessairement fermé. Si E = D' (D étant une partie de E), E est parfait.
La continuité définie au moyen du voisinage.
46. THÉORÈME. — Considérons une opération U définie dans un ensemble E formé d'éléments d'une classe (V). La condition nécessaire et suffisante pour que U soit une opération continue dans E est que, si À est un élément quelconque commun à E et à E”, on puisse faire correspondre à tout nombre s >> © un nombre n, tel que l'inégalité (A, B) <n, entraîne |U(4) — U(B) < e pour tout élément B de E.
1° En effet, d’après la définition que nous avons donnée de la continuité de U, si U est continue en #4 et si À, À, ..., A4 ,.+. tendent vers 4, U(4,) tend vers U(A). Soit maintenant & un nombre positif quelconque; si on ne pouvait déterminer un nombre n, tel que linégalité (4, B) << n, entraine [U(4) — U (B)] < s, on pourrait déterminer, quel que soit #, un élément B, de E tel que:
(A B)<Z, IU(A—UGB)XeE
Lorsque # croit indéfiniment, la première inégalité montre que B, tend vers B et, d’après l’hypothèse, U(B,) tendra vers U(4), ce qui amène une contradiction avec la seconde inégalité.
2° Si, quel que soit e, on peut déterminer n, tel que (4, B) < n, entraîne IU(4) — U(B) < e, on voit qu’on pourra prendre p assez grand pour que si la suite B,, B,, ... tend vers B, l'inégalité # © p entraîne: [U(4) — U(B,) < &. Il sufhra de prendre p assez grand pour que # => p entraine (4, B,) <n,.
Cela prouve que U(B,) tend vers U(A).
47. Ce théorème nous fournit une seconde définition de la continuité d’une optration. Cette définition est celle qui est généralement adoptée pour les exemples concrets habituels. Elle est d’ailleurs moins générale que la première, puisqu'elle n’a de sens que lorsqu'on peut définir un voisinage.
Mais l'introduction du voisinage est absolument nécessaire si l’on veut étendre la notion de continuité uniforme.
Nous dirons qu’une opération U est uniformément continue dans un ensemble E formé d’éléments d’une classe (W) si, étant donné un nombre positif e, on peut choisir un nombre positif n tel que, pour deux éléments quelconques de E : 4, B, l'inégalité:
CAB) entraine IU(4) — U(B) < :.
Il résulte évidemment de cette définition que toute opération uniformément continue
dans un ensemble E est continue dans E. La réciproque est vraie dans un cas très gtnéral.
THÉORÈME. — Toute opération continue dans un ensemble ExTREMAL E formé d’éléments d'une classe (VW) est uniformément continue dans E.
En eflet, dans le cas contraire, on pourrait trouver un nombre € > o tel que, quel que soit #, il y ait deux éléments 4, B de E vérifiant:
(4, B)<—, IU(4)—U(GBJRe.
De la suite 4, 4,, ... on pourrait extraire une suite 4,,, 4, , ... ayant pour limite un élément 4 de E. Alors B,, aurait la même limite 4, puisque (4,,, À) et
CHR B,,) étant infiniment petits avec —- il en est de même de (4, B,). Orona: IUC4,) — U(B,,) 10 (45,) — U(A4) + IU(4) — U(B,,).
Les deux quantités du second membre tendent vers zéro avec —. Il est donc impossible que le premier membre reste DSC
48. Les opérations également continues, — Lorsque l’on considère des opérations continues dans un ensemble Æ formé d’éléments d’une classe (W), on peut énoncer les conditions qui définissent leur égale continuité (n° 15) d’une façon qui fait intervenir le voisinage et qui est parfois plus commode.
Soit Jf une famille d'opérations continues dans un ensemble quelconque E formé d'éléments d’une classe (JW). Si cette famille est telle que, à tout nombre es 0, on puisse faire correspondre un nombre n >> o de façon que l’on ait:
IUC4) — U(E) < € pour toute opération U de ff et pour tout couple d'éléments 4, B de E vérifiant (4, B) <n, les opérations de ff sont également continues dans Æ. Cela résulte immédiatement de la définition du n° 15; on voit en même temps que chacune des opérations de ff sera uniformément continue.
Inversement, cette condition sera vérifiée par toute famille ff} d'opérations également continues dans un ensemble extrémal E formé d’éléments d’une classe (7). En effet, dans le cas contraire, on pourrait trouver un nombre € >> o, tel que, quel que soit n, il existe deux éléments 4,, B, de E et une opération U, de ff pour lesquels:
(A, B)<—, IU,(4)— UGS
On peut même supposer que la suite 4,, 4,,..., 4,, ... a une limite 4 dans E, puisque E étant extrémal il suffirait dans le cas contraire de remplacer 4,, 4;, ... par une suite convenablement extraite de la précédente. Alors (4, 4,) et (4,, B,)
ee I . , seront infiniment petits avec ——, donc aussi (4, B,). Il en résulte que la suite B,, B,, ...
tend aussi vers A. Mais, puisque les opérations de ff sont également continues, on
pourra déterminer deux nombres fixes p, p' tels que l’on ait:
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U,(4)— U,(AÏ<— pour >p,
U,B)— UE purn>p et ceci quel que soit l’entier g. Dès lors on aura, pour # > p + p, € € [U, (4,) mr: bi (B,)| LA IU, (4,) Li Ü? (4) se [Es (4) LE U, (B,)| < 152 sa 51 ee 5
d’où la contradiction annoncée.
Les conditions que je viens d'indiquer sont celles qui servent à M. ArzELÀ pour définir légale continuité dans les cas qu’il a considérés. On voit que nos résultats sont un peu plus étendus, même en considérant les mêmes éléments que lui, puisque notre définition du n° 15 comprend des cas où il n’y a pas continuité égale au sens de M. ARZELÀ et qui se présentent lorsque E n’est pas extrémal (voir un exemple au n° 54).
Dans le cas où E est formé des éléments d’une classe séparable, la condition imposte à E dans le théorème général (n° 19), que l’on ait E = D + D', D étant dénombrable, se trouve remplie d’elle-même. Ce théorème devient donc le suivant:
THÉORÈME. — Pour que des opérations continues dans un même ensemble extrémal E, formé d'éléments d'une classe (V7) séparable, forment une famille compacte S,, il faut et il suffit que les opérations de Ÿ soient, en tout élément de E, également continues et bornées.
49. Introduction de l'écart, — Lorsque nous appliquerons les résultats généraux de la PREMIÈRE PARTIE à des exemples concrets, nous reconnaitrons d’abord que, dans chaque cas, on peut faire correspondre à tout couple d’éléments 4, B un nombre (4, B) No, que nous appellerons l’écart des deux éléments et qui jouit des deux propriétés suivantes: a) L'écart (4, B) n’est nul que si À et B sont identiques. b) Si 4, B, C, sont trois éléments quelconques, on a toujours (4, B) 2 (4, C)+(C, B).
Lorsqu'on peut définir l’écart de deux éléments quelconques d’une certaine classe, nous dirons que celle-ci est une classe (FE).
Il est facile de voir que le nombre ainsi défini satisfait aux conditions imposées à la définition du voisinage. En effet, la condition 1° du n° 27, sera remplie d’elle-même et la condition 2° sera remplie, en prenant par exemple f(s) — 2e, si l’on tient compte de la condition b) actuelle.
Ainsi, l'écart est un voisinage qui jouit d’une propriété particulière, ou, si l’on veut, toute classe (Æ) est une classe (W). Dans la plupart des démonstrations des théorèmes connus, la propriété b) de Pécart intervient dans les raisonnements. Cependant la théorie développée dans ce Chapitre montre qu’elle n’est pas indispensable et qu’il suffit de se servir du voisinage sans avoir besoin pour cela de compliquer notablement le raisonnement.
50. Une exception doit être faite cependant pour le théorème que nous allons établir maintenant; l'hypothèse qu'on opère sur une classe (E) intervient en effet d’une manière essentielle dans la démonstration. Malgré cela, il est pourtant vraisemblable que l’énoncé reste exact pour toutes les classes (7).
Ce théorème est la réciproque du théorème que nous avons donné au début (n° 11) concernant le maximum d’une opération continue. J’attire l'attention sur le mode de démonstration et aussi sur la réciproque elle-même qui me paraît donner dans certains cas une forme précise à un principe général énoncé d’une façon un peu vague par M. HixBERT (xx, page 137):
« Tout problème du Calcul des variations possède une solution, pourvu que certaines hypothèses restrictives convenablement choisies relatives à la nature des conditions aux limites données soient remplies, et nécessairement aussi pourvu que ce que l’on entend par le mot solution éprouve une généralisation conforme au sens, à la nature des choses ».
51. THÉORÈME.— La condition nécessaire et suffisante pour que toute opération confinue dans un ensemble E d'éléments d’une classe (E), 1° soit bornée dans cet ensemble, 2° y aiteigne sa limite supérieure, est que cet ensemble E soit extrémal.
Nous avons déjà prouvé que la condition est suffisante.
Nous montrerons maintenant que si l’ensemble Æ n’était pas extrémal, on pourrait former au moins deux opérations continues dans E: l’une non bornte, lautre bornée mais n’atteignant pas sa limite supérieure. Observons qu’il suffit d'obtenir la pre-
mière U, car alors on pourra prendre pour la seconde: qui n’atteindra
mom jamais sa limite supérieure: 1.
1° Supposons d’abord que Æ ne soit pas fermé. Il y a donc un élément À, limite
d'éléments de Æ et n’appartenant pas à Æ. Alors il sufhra de prendre pour valeur de Dit) hechaquentlémenteDiderE:
Cette opération est évidemment non bornée. Elle est bien définie en tout élément BASE tdEsplus elle testicontinue cars er CPsontudeuxtélémentssde/E Fon22 D ee)
Or, en prenant B fixe et « aussi petit que l’on veut et en particulier plus petit
CHU
que (4, B), comme on 2:
C4, C) Ta (4, B) —e CB, C), Pinégalité: (B, C) << e entraînera:
IC4, B)— (4, C) <s, (4, B)(4 C) > (4, B)[(4,-B) —«]. Donc, si w est un nombre >> Oo aussi petit que l’on veut, il sufhira de choisir € de façon que:
De CGT Die pour que linégalité :
(B, C)<= entraine [U(B) — U(C) < 0.
2° Considérons de même le cas où E serait non compact. Alors on pourrait trouver dans E une suite infinie S d'éléments de Æ distincts FRE PR ee Pe)
PAG} CIO
tels que la suite S n’ait aucun élément limite. Pour former une opération U continue et non bornée dans cet ensemble E, nous ferons d’abord quelques remarques sur la suite S.
Soit s, la limite inférieure des écarts de À, avec tous les autres éléments de la suite S. A nombre &, O ne peut être nul, a quoi on pourrait extraire de S une suite tendant vers À.
Nous décomposerons alors Æ en ensembles partiels de la manière suivante. Appelons E, l’ensemble des éléments B de E tels que: (B, 4,) Z «,, en nommant «, le
plus petit des deux nombres —— et —È. Soient alors B un élément de E,, et C un
élément de E ; on aura:
(x) C4) 2 CAPE CR ARPRCE Or, quels que soient p et 4 on aura, d’après la définition même de s, et «,:
(4, À.) _ E, et (4, 21) _ PE +,
d’où :
CHATS ESS en
D'autre part, d’après la définition de E, et E: ot
Pinégalité devient donc:
LE ON
D'où :
€ € ae
Ainsi, l'écart de deux éléments quelconques, Pun dans E,, l’autre dans E,, reste supérieur à un nombre positif fixe. Cela prouve que: 1° Ë, et E, n’ont aucun élément commun; 2° aucun élément limite de E, n'appartient à ÆE,, ni inversement. Enfin, si lon considère une suite d’éléments B,, B,, ... appartenant respectivement à des ensembles E,, E,,, ... tous distincts, il est impossible qu’une telle suite ait une limite. En effet, dans ce cas on pourrait d’abord, en ne considérant au besoin qu’une suite extraite de la suite donnée, supposer que les indices p,, p,,... vont en croissant. Or, on aurait, en appelant € la limite de cette suite d’éléments,
| CAC AUCE ER
et puisque par hypothèse (B,, 4,,) Z =, on voit que les deux termes du second
n s 1 . FR .
membre tendraient vers zéro avec es Or ceci est impossible puisqu’alors il y aurait une suite 4,,, À,,, ... extraite de S et tendant vers une limite C. Ceci étant, nous formerons lopération cherchée U de la manière suivante. Nous prendrons :
U(B)=[e, —(B, AJ, ?
SUR QUELQUES POINTS DU CALCUL FONCTIONNEL. 33 EE CR Re RS AS NE
lorsque B est un élément quelconque de E ,» €t nous prendrons U(B)—o quand B n’est dans aucun des ensembles E , E,, … c’est-à-dire est dans l’ensemble G=E-E —E,—.…. On voit d’abord que U sera une opération bien déterminée en tout élément de E. Elle n’est pas bornée, car on 2:
Elle est pourtant continue dans E. Il suffit de montrer que si des éléments de E distincts: C,, C,, ... tendent vers un élément C de E, on a:
U(C) = lim U(C,)
En effet, observons d’abord qu’il n’y a pas, d’après ce qui précède, une infinité
d'éléments de la suite C,, C,, ... appartenant à des ensembles E , distincts. Alors: 1° Ou bien C est dans G, c’est-à-dire que l’on a, quel que soit p: (CRAN Er Of:
CC, AJDCC, À) —(C C)—= a, +[CC, 4,)— 2, — (GC, C)}; d'autre part, on aura, pour # assez grand:
(C, €,) (CC, 5) ŒÉe
d’où, en combinant ces deux inégalités :
ORNE Donc, à partir d’un certain rang C, est dans G. Alors on a: U(C,)=0o, U(C)—o, U(C) = lim U(C,);
2° Ou bien Cest dans E, et on a: (C, 4,) Z «,. Alors deux cas se présentent: a) (C, 4,) 2; on voit comme précédemment qu’à partir d’un certain rang C, est constamment dans E,. Alors:
UCC)— UCI = KC,, 4) — CG AN EL CIE
d’où :
Donc:
U(C) — lim U(C,).
b) (C, 4,)=2,. Alors, à partir d’un certain rang il ny a plus dans la suite C., C,; "que des éléments de G: C,,, C.,,-.. et des éléments de E,: C;, Cr, =... On voit comme précédemment que :
U(C)= imU(C,).
D'autre part, on aura:
UE) 0, UC), UC lim CREER):
d’où :
D’où, en combinant:
U(C) = lim U(C,).
Ainsi U est bien une opération non bornée, continue en tout élément de G.
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APPLICATIONS DE LA THÉORIE GÉNÉRALE
52. La méthode que nous aurons à employer pour appliquer la théorie générale aux cas particuliers obtenus en spécifiant la nature des éléments, s’indique d’elle-même. Dans tous les exemples qui suivront, nous commencerons par définir la classe d'éléments sur laquelle nous aurons à opérer; en particulier nous donnerons une règle permettant de discerner les éléments distincts, ce qui n’est pas toujours aussi simple qu’on pourrait le croire (voir n° 76-77). Puis nous montrerons qu’on peut considérer la définition ordinaire de la limite de ces éléments comme rentrant dans la définition que nous avons donnée à laide de Pécart (cas particulier du voisinage, n° 49). Nous prouverons enfin que la classe (FE), ainsi obtenue, est normale (n° 37). Ceci fat, il n’y aura plus qu'à répéter les théorèmes généraux de la PREMIÈRE PARTIE énoncés dans le langage qui correspond à la classe considérée. Enfin, nous donnerons dans chaque cas une condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble soit compact (n° 9). Cela revient à remplacer la définition générale de l’ensemble compact par une définition d’une apparence moins abstraite, mais particulière à chaque cas.
CHAPTARESHNIRE
Les ensembles linéaires et les fonctions d’une variable.
58. Prenons comme éléments les points d’une droite (ou les nombres qui représentent leurs abscisses). On sait discerner les éléments de cette classe qui sont distincts. Si Von appelle écart de deux d’entre eux leur distance, on voit que cette définition répond bien aux conditions 4), b), imposées à la notion d’écart, n° 49. De plus, la définition ordinaire de la limite d’une suite de points coïncide avec celle qu’on déduit de cette définition de l'écart.
La classe (Æ) ainsi définie est normale. En effet, le théorème de Caucuy (n° 37) a été démontré précisément dans ce cas. D’autre part, on sait que l’ensemble des points d’une droite peut être considéré comme lensemble dérivé de l’ensemble dénombrable des points d’abscisses rationnelles.
On sait d’ailleurs que tout ensemble linéaire limité et comprenant une infinité de points, donne lieu à au moins un point limite. Inversement, nous avons démontré (n° 3 S) que tout ensemble compact tiré d’une classe (1) est limité. Par suite, dans le cas des ensembles linéaires, la notion d’ensemble compact se confond avec celle d'ensemble limité.
Si maintenant nous appliquons nos théorèmes généraux, nous retrouvons la plupart des théorèmes classiques de la théorie des ensembles linéaires et des fonctions continues d’une variable. (Voir par exemple I, Il).
SUR QUELQUES POINTS DU CALCUL FONCTIONNEL. 35 EE mn. ie 4 =". +, 54. Nous devons même remarquer que nous obtenons ainsi un peu plus. En effet, dans la théorie classique, on est naturellement amené À se borner aux ensembles de points d’un même intervalle et on oublie que les ensembles illimités ont quelquefois des propriétés différentes. Au contraire, nous avons vu dans la théorie générale que les propriétés particulières des ensembles compacts intervenaient constamment dans les démonstrations et d’une façon apparente.
Ainsi, par exemple, considérons des fonctions f(x), f(x), ... continues pour toute valeur de x et qui convergent quel que soit x vers f(x). A quelle condition f(x) est-elle continue ? M. ARzELA (n° 14) ne s’est pas occupé de ce cas; si l’on généralise son résultat sans précautions, on serait tenté de dire: pour que f(x) soit continue, il faut et il sufhit que, étant donnés deux nombres positifs & et N, on puisse en trouver un troisième N’N N, tel que, pour toute valeur de x, il existe un entier #, vérifiant les inégalités
NL RON, n fi) — FC) <e
Or, ce serait une erreur; il suffit pour le voir de prendre f, (x) — e ‘**, D’ailleurs la difhculté se lève comme dans le cas général. Pour que f(x) soit continue, il faut et il suffit que la convergence soit quasi-uniforme (n° 14) dans tout intervalle limité.
De même, on pourrait être tenté de généraliser un autre résultat de M. ARZELÀ (n° 15) en énonçant ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que des fonctions f(x) continues quelque soit x soient telles que, d’une infinité quelconque d’entre elles, on puisse extraire une suite convergente : il faut et il suffit que, 1° ces fonctions soient bornées dans leur ensemble, 2° à tout nombre es > o on puisse faire correspondre un nombre n tel que l’inégalité |x’ — x’’| < n entraîne pour toutes les fonctions f(x):
CSS ICS ESS Or aucune de ces deux conditions n’est nécessaire, comme le montre l'exemple des fonc-
; I = ne tions f, (x) — x° + et où # prend toutes les valeurs entières positives. Au contraire, de
nos théorèmes généraux nous pouvons conclure que la condition nécessaire et sufhsante est que les fonctions doivent être bornées et également continues en tout point x pris isolément (voir n° 15). De plus, si ces conditions sont remplies, la convergence sera uniforme dans tout segment limité.
55. REMARQUE. — La plupart des théorèmes classiques sur les ensembles linéaires et les fonctions d’une variable s'étendent immédiatement aux ensembles de points de Vespace À 2, 3, ..., #, ... dimensions et aux fonctions de 2, 3, ..., #, ... variables. C’est même pour la plupart d’entre eux la seule généralisation qu’on en avait faite. L’analogie qu’on avait ainsi observée est beaucoup plus profonde si lon se place à notre point de vue général.
Pour obtenir ces théorèmes, il sufhit de procéder comme plus haut en appelant écart de deux éléments (x,, x,, ..., x,) et (x;, x
ORNE RCE)
f. DRE « -, X!) la quantité:
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CHAPETr EVE
Les ensembles de fonctions continues et les fonctionnelles.
56. Prenons comme éléments variables les fonctions de x uniformément continues dans un intervalle déterminé /. Nous considérerons bien entendu comme distinctes deux fonctions dont la différence n’est pas partout nulle dans J.
Il y a ici deux définitions classiques de la limite, nous n’envisagerons que la limite dite uniforme *). Nous pouvons considérer cette définition comme une conséquence de la définition suivante de l’écart de deux fonctions f(x), g(x) uniformément continues dans J: Cet écart (f, g) est le maximum de |f(x) — g(x) dans J. Cette définition bien naturelle semble avoir été employée pour la première fois d’une manière systématique par WeEïersrRass. Elle satisfait bien aux conditions générales 4), b) du n° 49. La classe (FE) ainsi dtfinie est normale. En effet, on sait d’abord qu’elle admet une généralisation du théorème de Caucxy relatif à la convergence d’une suite. D'autre part, on peut former, une fois pour toutes, une suite S de fonctions uniformément continues dans /:
RAOMAQ) telle que toute fonction continue dans / en soit la limite uniforme. Par exemple, on peut prendre pour former la suite S, l’ensemble évidemment dénombrable des fonctions continues qui prennent des valeurs rationnelles en chacun des points de division de 7 en g parties égales (g étant arbitraire) et qui sont linéaires dans chacune de ces divisions. Alors, étant donnée une fonction f(x) continue dans /, si on prend dans cet ensemble la fonction 1e (x) qui prend en chaque point de division une valeur égale à
L L a A 1 2 c ; la valeur approchée par défaut de f(x) à — près, on voit facilement que la suite q
MORMOESS: : (x), ... extraite de S converge uniformément vers f(x) *). Cette remarque peut s’énoncer de la façon suivante, en posant
MG) = CG) +, 4) =, Q) — fe), -..:
On peut former, une fois pour toutes, une série de fonctions uniformément continues
dans ] :
HOMO RESTO
telle qu'en groupant convenablement ses termes on puisse la faire tendre uniformément vers n'importe quelle fonction continue dans ]. 57. D’après notre définition de la limite, le théorème d’ARzELÀ sur les fonctions
*) On dit qu’une fonction f, (x) tend uniformément vers f(x) dans J, si à tout nombre € > o on peut faire correspondre un entier p tel que l'inégalité # >> p entraîne : |f,(x) — f(x)| € pour toute valeur de x de l'intervalle / (voir n° 13).
*) On pourrait aussi procéder comme au n° 72 en utilisant le développement d’une fonction continue en série de polynomes (11, page 50).
continues (qui se déduit dans le Chapitre précédent de nos théorèmes généraux) nous permet d’afhrmer que la condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble de fonctions uniformément continues dans / soit compact est que ces fonctions soient en chaque point de 7 bornées et également continues. Nous n’avons plus maintenant aucune difficulté à appliquer nos théorèmes généraux aux ensembles de fonctions continues dans } en nous souvenant que la limite dont il s’agit dans ce qui suit est la limite UNIFORME.
THÉORÈME. — Étant donné un ensemble quelconque E de fonctions uniformément continues dans J, on peut extraire de E une suite dénombrable d'éléments telle que tout élément de E appartienne à cette suite ou soit un de ses éléments limites (45) 20h sait aussi que Pensemble dérivé de E est fermé *).
THÉORÈME. — Si ce même ensemble E est non dénombrable, il donne lieu à au moins un élément de condensation (n° 43). Remarquons que la définition générale des éléments de condensation peut se traduire ici de la façon suivante: Un élément f (x) est un élément de condensation de E si, quel que soit s > o, il y a une infinité non dénombrable d'éléments p(x) de E tels que f(x) — & << p(x) << f(x) + 6.
THÉORÈME. — Soit F un ensemble FERME de fonctions uniformément continues dans un intervalle J. 1° On peut toujours décomposer cet ensemble en un ensemble dénombrable et un ensemble parfait ou nul (n° 44). 2° Si F fait partie d'un ensemble B de foncions qui sont en chaque point de J également continues et bornées, on pourra extraire de B une suite d'éléments f (x), f,(x), ... et former une suite de nombres positifs &., €, telles que l’on obtienne F en supprimant de B les fonctions f(x) qui vérifient L’UNE des inégalités suivantes :
OR GR RO EE LG) EG) G) er AS)
THÉORÈME. — Soit B un ensemble FERMÉ de fonctions également continues et bornées en tout point d'un intervalle J. S'il existe une famille H d’ensembles I de fonctions de B, telle que toute fonction de B est intérieure au sens étroit à l’un au moins de ces ensembles, on peut extraire de H un nombre fini d’ensembles T formant une famille G jouissant de la méme propriété que H. La réciproque est vraïe (n° 42).
58. En particularisant la question que nous avons résolue au n° 39, on obtient le problème posé par M. HapaMarD en ces termes: «Soit Æ l’ensemble des fonctions continues entre © et 1, ayant des valeurs déterminées aux extrémités, ou remplissant des conditions analogues. Divisons E en ensembles partiels k, tels que deux fonctions quelconques appartenant à Æ aient un écart moindre que s. Considérant les 4, comme autant d'individus, on peut dire que l’ensemble %i,, qui a ces k, comme éléments, numère l’ensemble E. C’est cet ensemble 4, dont il conviendrait d'étudier les propriétés et en particulier la puissance ».
La théorie générale appliquée ici nous permet de donner à ce problème une solu-
+) Nous savons (n° 22) qu'il n’en serait plus ainsi, si l’on avait pris la définition de la limite dans son sens ordinaire, c’est-à-dire sans la supposer nécessairement uniforme.
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tion complète en ce qui concerne la puissance, et même il nous est indifférent de supposer ou non que les valeurs des fonctions soient où non données aux extrémités. La réponse est la suivante: Quel que soit un ensemble E de fonctions uniformément continues dans un intervalle J, on peut toujours choisir sa décomposition en ensembles k, de façon que %, soit dénombrable (n° 40). Pour que À. non seulement soit dénombrable mais se compose d’un nombre fini de termes quel que soit e, il faut et il suffit que les fonctions appartenant à E soient en chaque point de J bornées et également continues (n° 41). Dans les deux cas, on pourra choisir les k, de façon que chaque élément de E soit intérieur au sens étroit à au moins l’un d'eux. De plus, nous connaissons un moyen effectif de déterminer les k, dans le cas général et cela indépendamment de E.
59. Les opérations portant sur des fonctions continues sont spécialement appelées des fonctionnelles par M. Hapamarp (x1). Un exemple important de fonctionnelle continue est la fonctionnelle linéaire:
UD = f mErCDds
où m(x) est une fonction bornée intégrable dans l'intervalle (4, b).
Nous pouvons appliquer encore ici nos théorèmes généraux sur les opérations.
THÉORÈME. — Soit U une fonctionnelle continue dans un ensemble fermé B de fonctions de x bornées et également continues en tout point d’un intervalle J. Cette fonctionnelle: 1° est bornée dans B; 2° y atteint au moins une fois sa limite supérieure (n° 11). Réciproquement, si cette circonstance a lieu pour toute fonctionnelle continue dans B, B est un ensemble fermé de fonctions également continues et bornées en tout poini derTE(naeS tr)
THÉORÈME. — Pour qu'une suite de fonctionnelles U,, UÜ,, ..., continues dans un champ quelconque E de fonctions de x uniformément continues dans ], converge vers une fonctionnelle continue dans E, il faut et il suffit que la convergence soit quasi-uniforme dans tout ensemble fermé formé de fonctions également continues et bornées appartenant Er):
THÉORÈME. — Considérons une famille É de fonctionnelles continues dans un ensemble fermé de fonctions également continues et bornées en tout point d’un intervalle ]. Pour que de toute infinité de fonctionnelles de ff, on puisse extraire une suite qui converge uniformément, il faut et il suffit que les fonctionnelles de Ÿ soient bornées et également continues en tout élément de l'ensemble de fonctions (n° 48).
CHAPETRENV:
Les ensembles et les fonctions de points de l’espace à une infinité dénombrable de dimensions.
60. Un grand nombre des éléments qui interviennent en mathématiques sont déterminés chacun complétement par une suite infinie de nombres réels ou complexes: Par exemple, une série de Taylor est déterminée par la suite de ses coefficients sous
la forme :
QG) JG)= a, +ax+... Ha.) +...
Une fonction continue de x entre o et 1 est déterminée par la suite des valeurs » . . . . .
qu'elle prend aux points d’abscisses rationnelles, par la formule d’interpolation de
M. BoreL (1, page 80):
p=9 bG)= lim So (2) M, (@).
De même, un nombre irrationnel est défini par une suite de nombres rationnels; et ainsi de suite.
On peut donc considérer les nombres de la suite qui définit chacun de ces éléments comme les coordonnées de cet élément envisagé comme un point d’un espace (E,) à une infinité dénombrable de dimensions. Il y a plusieurs avantages à opérer ainsi. D'abord l'avantage qui se présente toujours quand on emploie le langage gtométrique si propice à l'intuition par les analogies qu’il fait naïtre. Ensuite cela permet d'obtenir des propriétés générales applicables à toutes ces catégories d'éléments: celles qui résultent non de leur nature propre, mais de leur détermination par un ensemble dénombrable de nombres. Il reste d’ailleurs bien entendu qu’à toute suite infinie de nombres ne correspond pas nécessairement un de ces éléments. Par exemple, lexpression Cned un rome ha Eute 2, 4, 00... Satistait d certaines conditions.
61. Nous allons donc maintenant faire abstraction de l’origine de la suite de nombres qui définit un de ces éléments et considérer simplement cette suite:
NN
comme définissant un point déterminé x de l’espace.
Nous dirons que deux points x, x’ de (Æ) coïncident, lorsque leurs coordonnées sont respectivement égales, et dans ce cas seulement.
Pour pouvoir appliquer dans le cas présent les théorèmes généraux obtenus précédemment, il nous sufhira de montrer que la classe des points de (E,,) définit une classe (E) normale.
62. Écart de deux points de (E,). — On pourrait définir de bien des manières l’écart de deux points :
LE PAPA PAU NC SANTE A
Mais pour généraliser utilement le cas de lPespace à un nombre fini de dimensions, il faut s’arranger pour que, si Pécart (x, x”) tend vers zéro, chacune des quantités
X; mes X, Une question importante se pose, à savoir s’il ne serait pas utile de choisir cette
RE in 00 ce eNUIeverS zero.
définition de façon que cette suite infinie de différences tende uniformément vers zéro. Nous verrons plus loin (n° 68) qu’il est préférable de ne pas s'imposer cette condition qui semble assez naturelle. Quoiqu'il en soit, nous adopterons la définition suivante de l'écart, dont le choix sera justifié par la suite.
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Nous Fe “à des deux a x, x’, le nombre bien défini: !
CDS + + +. VE GENE
De Le second membre est évidemment convergent quels que soient x,, x;; X,, x, ... On voit qu’il est toujours >> o lorsque x et x’ sont distincts. De plus, on a, quel que soit 7: à n
PES ES ETS EF
comme il est facile de le vérifier.
Donc on a pour trois points quelconques x, x’, x” Ge’, 2) Z x, x) + Cr x).
Ainsi le nombre que nous venons de définir satisfait bien aux deux conditions générales que nous avions imposées à la définition de l’écart (n° 49).
63. Limite d'un point de (E,,). — De la définition de l’écart résulte la définition de la limite d’un one de l’espace (E,,).
On dit qu’un point x!” de l’espace (E) tend vers le point x de (E,), quand # croît indéfiniment, si l’écart (x°”, x) tend vers zéro avec A Mais on peut donner
une définition équivalente faisant intervenir directement les coordonnées, au moyen du théorème suivant :
THÉORÈME. — La condition nécessaire et SUFFISANTE pour qu'un point de (E)
| xt): CRE GERS 2° tende vers un point:
CRE %,5 K,> 0 Xp 20
(n) AE : :
est que, quel que soit p, x} tende vers x, quand n croît indéfiniment. En effet, supposons d’abord que cette dernière condition soit réalisée. Je vais montrer que (x, x") tend vers zéro. Pour cela observons qu’on a:
— xt) (2) Ga, a) JB x
Leo — x?
I + Le RL _ ER SE — x) Ée To en appelant r, l’expression indépendante de »:
nl LE me
ER M TP AT QE bete sie
: 1 Cette dernière quantité tend vers zéro avec a on peut donc fixer un nombre p
€ re
indépendant de #, tel que Pon ait r, < me Le nombre p étant ainsi fixé, il est manifeste que la somme des p termes qui le précèdent dans l'inégalité (2) tend vers zéro quand # croît indéfiniment. On peut donc trouver un nombre g tel que leur somme soit inférieure À — pour #4. En résumé, nous obtenons un nombre gq tel
que l’on ait:
Ga) <Ee pour n >;
ce qui démontre que la condition supposte était bien suffisante.
Démontrons qu’elle est nécessaire. L'expression de (x, x! ”) montre que l’on a pour toute valeur de p:
(n) Fe, mit Hp x Donc le premier membre tend vers zéro lorsque, p restant fixe, # croit indéfiniment. Ceci ne peut arriver que si xŸ tend vers x, pour toute valeur fixe de p. 64. Cette proposition permet de montrer que la classe (FE) admet une généralisation du théorème de Caucny :
<pl(x, x).
THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite infinie de points
dénPespoterCE*):
DR RE NS EN A
ait une limite, est que, quel que soit le nombre s >> 0, on puisse déterminer un nombre n tel que l’on ait:
(en, x) ar quel que soit l’entier p.
La condition est évidemment nécessaire.
Inversement, supposons la condition réalisée. On aura: (n) Er (2+p) lé 9 "|
eq!
Eee LAS RE] ee q
(#1) EE HN X LES Re t
I , en supposant € Te Ayant une fois fixé g, on pourra prendre € de façon que
I eq!
) et —T— <v,
I — €q w étant donné à l’avance; alors & déterminera # et on aura: to Bus NEA ES &,
quel que soit p. D’après un théorème bien connu de Caucxy, il en résulte que la suite des nombres :
a une limite x, lorsque # croit indéfiniment. Et ceci a lieu quel que soit g. D’après le théorème ions cela prouve que la suite xl”, ..., x°), ... a une limite déterminée
X? Xp eee Xo) Les ensembles de points de l’espace (E;).
65. Du fait que l’on peut définir l'écart de deux points de l’espace (E,) à une infinité dénombrable de dimensions, il résulte que les points de cet espace forment une classe (E). Nous compléterons de plus Passimilation à la théorie générale par le théorème suivant :
FRÉCHET.
42 MAURICE FRÉCHET.
Tuiorëme. — Les points de Pespace (E,) forment une classe (E) normale.
Nous savons déjà qu’ils forment une classe (E) admettant une généralisation du théorème de Caucay sur les suites convergentes. Cette classe (E) est évidemment parfaite. Il suffit de montrer qu’on peut la considérer comme l’ensemble dérivé d’une suite dénombrable de ses “léments. Pour cela remarquons d’abord que l’ensemble des nombres rationnels de signe quelconque est un ensemble dénombrable qu'on peut mettre sous la forme d’une suite :
DURANT Considérons alors l’ensemble D des points de l’espace (E) qui ont des coordon-
nées de la forme:
X, — Un, X, — Cu, ss X, — Cry) rer M RO) ..
où p,n,,1,, -.., n, sont des entiers positifs quelconques. Cet ensemble est évidem-
ment dénombrable et on voit facilement que tout point de (Æ) est limite d’une suite ’éléments de D.
66. Les ensembles compacts.—La notion d’ensemble compact prend une signification géométrique très simple dans le cas d’un ensemble de points de (E). Pour l'indiquer, nous dirons d’abord qu’un ensemble de points de (E,,) est contenu dans un domaine fini, si lon peut trouver une suite de nombres No: M, M,,... tels que l’on ait pour TOUIDOHEAE PEL 0e --..) del'ensemble:
D EN RER A PSE RETOUR
THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble E de points
de l'espace (E,) soit compact est que cet ensemble soit contenu dans un domaine fini.
En effet, supposons Pensemble Æ compact; s’il n’était pas dans un domaine fini, on pourrait trouver # tel que l’ensemble des coordonnées de rang # des points de E ne soit pas borné. Autrement dit, il faudrait que, quel que soit p, on puisse trouver un point x) de Æ tel que, en appelant x sa coordonnée de rang #, on ait:
ont Or ceci est impossible si E°est compact; car, de la suite des points de E:"x0/, x®,... on pourrait extraire une suite xŸn, x(%2) ... ayant une limite x. Et alors les nombres x, xf2, ... qui croissent indéfiniment comme p,, p,,... auraient une
limite finie x.
Inversement, supposons que Æ soit dans un domaine fini. Alors, ou bien il n’y a qu'un nombre fini d'éléments et dans ce cas Æ est compact par définition, ou bien il y a un nombre infini d'éléments distincts. Considérons un ensemble infini Æ, contenu dans ÆE. L'ensemble de ses coordonnées de rang 1 est borné par hypothèse. Donc: ou bien il y en a une infinité qui sont égales À un même nombre x,, ou bien on peut en trouver une infinité qui sont distinctes et tendent vers un nombre déterminé x.
Dans les deux cas, on pourra extraire de Æ, une suite de points de (E,,):
telle que la suite x°°, x, ..., x}, ... ait une limite déterminée x. De cette pre-
SUR QUELQUES POINTS DU CALCUL FONCTIONNEL. 43 UN ee 4 4. QE
mière suite, on pourra extraire une autre suite de points rangés dans le même ordre:
(1,2) (2,2) (n,2) SENS Next
PER telle que les coordonnées du deuxième rang aient une limite déterminée x,, les coordonnées du premier rang continuant à tendre vers x. Et ainsi de suite. On arrivera à former une suite de points de E :
"y (1,p) (2,p) -(n,b) HSE TT OUR ES ne
contenue dans les suites précédemment formées et telle que les coordonnées de rang au plus égal à p aient respectivement des limites déterminées: x
RAR 20 AA Alors, considérons la suite de points de Æ distincts : (22) (2) D MOT ER A Ca san de À partir du rang p, et ceci quel que soit p, cette suite est formée d'éléments de la suite x(PP), x, .,,, x)... pris dans le même ordre. Donc ses coordonnées de
rang p tendent, quel que soit p, vers un nombre déterminé x,. Autrement dit, la suite (2) est une suite d'éléments de Æ qui sont distincts et ont une limite détermine: le point de coordonnées
PNR TR LE
p) La proposition est ainsi démontrée *).
Applications des théorèmes généraux.
67. Il n’y a plus maintenant aucune difficulté à appliquer aux ensembles de points de l’espace (E) les théorèmes énoncés pour les ensembles tirés d’une classe (Æ) normale.
THÉORÈME. — Considérons un ensemble QUELCONQUE E de points de l'espace (E,) à une infinité dénombrable de dimensions: 1° on peut extraire de E un ensemble dénombrable de points, D, tel que tout point de E appartienne, soit à D, soit à son dérivé D'; 2° lensemble E' dérivé de E est fermé; 3° l’ensemble E est dénombrable ou sinon donne lieu à au moins un point de condensahon.
THÉORÈME. — Si un ensemble E de points de l’espace (E,,) est dans un domaïne fini, lPensemble de ceux de ses points qui ne sont pas des points limites de E est dénombrable.
THÉORÈME. — Soit E un ensemble de points de l'espace (E,) qui est fermé et contenu dans un domaine fini D: 1° il existe un ensemble dénombrable G de sphéroïdes tels qu'on obtienne E en enlevant de D les points intérieurs à chacun de ces sphéroïdes ; 2° E peut étre décomposé en un ensemble dénombrable de points et un ensemble parfait ou nul sans points communs avec le précédent ; 3° il existe au moins un ensemble K de points de (E,) dont l’ensemble dérivé coïncide avec E.
THÉORÈME. — Pour qu’un ensemble E de points de l'espace (E,,) soit fermé et con-
*) M. Monrez est depuis longtemps en possession de la condition suffisante qui lui a servi pour établir certaines propositions énoncées dans une Note des Comptes Rendus (xxv).
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tenu dans un domaine fini, il faut et il suffit que de toute famille G d’ensembles I de poinis de E telle que tout point de E soit intérieur au sens étroit à l’un au moins des ensembles I, on puisse extraire un nombre fini de ces ensembles I formant une famille H jouissant de la même propriété que G.
THÉORÈME. — Tout ensemble parfait de points de (E,) possède la puissance du continu.
On peut encore ici résoudre une question analogue à celle qui a été posée par M. HapaMarD pour les ensembles de fonctions continues (n° 39).
Soit Æ un ensemble de points de l’espace (E,); décomposons Æ en ensembles partiels k, tels que deux points quelconques de l’un d’eux aient un écart moindre que e, et soit Àf, l’ensemble des k,. Quels que soient E et e, on peut toujours opérer ceïte décomposition de façon que %. soit dénombrable. Pour que, quel que soit e, on puisse dé. composer E en un nombre fini d’ensembles k., il faut et il suffit que E soit contenu dans un domaine fini.
68. REMARQUE. — C’est ici le lieu d'observer qu’on aurait pu être amené à choisir une autre définition de la limite d’une suite de points de l’espace (E). Il semble au premier abord qu’il aurait été plus naturel, en même temps que plus adéquat aux applications, d’adopter la définition suivante: Une suite de points x°, x, ,.,, x, ... tend vers un point x lorsque, étant donné un nombre £ © 0, on peut trouver un entier. g tel que lon ait: |
A L'etrdenx,
Il y aurait certainement lieu d’étudier une théorie des ensembles et de la continuité
quel que soit le rang p des coordonnées considérées de x!
dans l’espace (E,) fondée sur cette définition qui peut présenter parfois des avantages (xvur). Cependant, elle se prête moins bien aux applications de nos théorèmes généraux. En efet, on voit que pour déduire cette définition d’une définition convenable de l’écart, on est amené à appeler écart de deux points x, x’ la limite supérieure de Ir, =) quand p prend toutes les valeurs entières possibles. Cette définition semble beaucoup plus simple que celle que nous avons adoptée; elle à pourtant l’inconvénient de ne pas s'appliquer à deux éléments! quelconques. Plus exactement, elle pourrait donner une valeur infinie à l’écart de deux points dont les coordonnées sont finies (mais non bornées). Un autre inconvénient de cette méthode est qu’on ne voit plus nettement quelle est la signification géométrique qu’il faut attacher à la notion d'ensemble compact. En effet, il est facile de former un exemple d’un ensemble de points de (E,) qui est contenu dans un domaine fini et qui n’a pourtant aucun élément limite au sens de la deuxième définition. On pourrait peut-être espérer qu’il y a un élément limite lorsqu’on impose à l’ensemble d’être, non plus seulement infini, mais non dénombrable. Ou bien encore en restreignant la définition que nous avons donnée d’un domaine fini et en disant que le domaine sera fini si toutes les coordonnées sont en valeur absolue inférieures à un #ême nombre fixe. Aucune de ces restrictions ne peut pourtant restituer sa validité au théorème en question. Il sufhit en effet de considérer l’ensemble de tous
les points distincts dont les coordonnées sont toujours égales à o ou r. Cet ensemble a la puissance du continu (il n’est donc pas dénombrable) et toutes les coordonnées de ses points sont bornées dans leur ensemble; il n’a pourtant aucun point limite au sens de la deuxième définition. Il en a au contraire au sens de la première.
Les fonctions d’une suite infinie de variables indépendantes.
69. Conformément à nos définitions générales, nous dirons qu’une fonction d’une
SU nRMeNdeNvar Dies te TX,
NP Re ee) RU D R . )< pPourdimite (x. 2, 2. .)lersque x®, x®, ..., x, ... tendent simultanément, mais indépendamment, vers NA ee x,, -.. quand p croit indéfiniment. Nous pouvons encore ici appliquer nos théorèmes généraux :
THÉORÈME. — Si une fonction d’un point de l’espace (E,,) à une infinité dénombrable de dimensions est continue dans un ensemble limité et fermé de points de cet espace, cette fonction: 1° est bornée; 2° atteint en au moins un point de E sa limite supérieure. Réciproquement, si cette propriété a lieu pour toutes les fonctions continues dans un ensemble E, cet ensemble est limité et fermé.
THÉORÈME. — Toute fonction continue dans un ensemble extrémal de points de l'espace (E,) est uniformément continue dans cet ensemble.
THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une série de fonctions continues en tout point d’un ensemble extrémal de points de l’espace (E,) converge vers une fonction continue, est que la convergence de cette série soit quasi-uniforme.
THÉORÈME. — Soit ff une famille de fonctions continues dans un ensemble limité et fermé de points de l’espace (E,,). Pour que, de toute infinité de fonctions de ff, on puisse extraire une suite qui converge uniformément, il faut et il suffit que les fonctions de dj soient également continues et bornées en tout point de l'ensemble.
CHAPITRE VI
Fonctions holomorphes à l’intérieur d’une même aire.
7o. Considérons dans le plan complexe des x, une aire quelconque & à contour simple ou multiple. Nous allons étudier les ensembles dont les éléments sont des fonctions holomorphes en tout point intérieur à À. Pour éviter des restrictions dans les énoncés que nous allons obtenir, nous ne nous préoccuperons pas de ce qui se passe sur le contour de &. Autrement dit, nous considérerons comme identiques deux fonctions holomorphes à l’intérieur de % qui ont même valeur en tout point intérieur à 4.
Pour appliquer nos théorèmes généraux, nous montrerons qu’on peut définir un écart. Supposons qu’on ait déterminé une suite d’aires limitées 4,, &,, ... Ar chacune intérieure aux suivantes et à &, de façon que toute aire 4’ intérieure à & se
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trouve aussi intérieure aux aires de cette suite à partir d’un certain rang *). Pour définir l'écart de deux fonctions f et g holomorphes à l'intérieur de &, nous appelons w, le maximum fini de |f(x) — g(x)| quand x varie dans &, ou sur son contour. La série
SERRE ee ou En
est certainement convergente; sa somme sera par définition lécart (f, g) de f et deg dans 4. On voit que si f(x) — g(x)l a une limite supérieure finie # quand x varie
A ue eu de façon quelconque à l’intérieur de Œ%, lécart sera inférieur à ——. Mais Pécart
En se servant des remarques faites pour les points de l’espace (E,,) au n° 62, on
aura une valeur finie <Z e même dans le cas contraire.
voit encore que la définition que nous venons de donner satisfait bien aux conditions imposées à celle de lécart (n° 49).
Conformément à la théorie générale, nous dirons donc que, étant données deux fonctions holomorphes à l’intérieur de & : 1Q et f,(x), la fonction f(x) est la limite
de f, (x) si leur écart tend vers zéro avec —. n
Pour se rendre compte de la signification de cette définition, il sufhit de remarquer que la condition nécessaire et suffisante pour que l’écart (f, f.) tende vers zéro est que FC tende uniformément vers f(x) dans toute aire $' intérieure à À.
En effet, si cette condition est remplie, le maximum w® de |f(x) — f,(X)| dans
I : a , tend vers zéro avec —, quel que soit l’entier fixe p. D’après un raisonnement emn ployé plus haut (n° 63), cela suffit pour que Pécart us
RE
ait . pour limite zéro. Inversement, si l’écart tend vers zéro, il en est de même de u}” quel que soit l’entier fixe p, d’après l'inégalité:
uy ,
A PIC Fe) p
Donc f,(x) tend uniformément vers f(x) dans chaque aire & , €t par suite dans toute aire À’ intérieure à À. Mais il n’est pas certain que la convergence de f(x) vers f@ soit uniforme dans &. On en verrait un exemple en prenant pour À le cercle k1-Z1 et en posant f,(1)=2", f(x)=0. Il nous semble pourtant préférable d’adopter notre définition plutôt que celle d’après laquelle on considtrerait seulement f(x) comme limite de f,(x) quand f,(x) tend vers f(x) uniformément dans toute Paire À.
*) Par exemple, si & est limitée par un contour convexe simple, on prendrait pour À, l’homothéti-
que de & dans le rapport AS relativement à un point fixe pris indépendamment de # à l’intérieur de à.
Car on serait amené à ne pas toujours considérer une fonction telle que =, comme limite de son développement de TayLor dans son cercle de convergence. +
71. Ainsi donc, nous allons établir notre théorie des ensembles de fonctions holomotphes à l’intérieur de % en considérant une fonction comme limite d’une autre, lorsque la valeur de la seconde tend vers la première uniformément à l’intérieur de toute aire intérieure à 4.
Pour pouvoir appliquer nos théorèmes généraux de la PREMIÈRE PARTIE, nous démontrerons que la classe des fonctions holomorphes à l’intérieur d’une même aire A une classe (E) normale.
Nous savons qu’on peut la considérer comme une classe (Æ). Montrons qu’elle admet une généralisation du théorème de Caucury.
THÉORÈME. — Pour qu’une suite de fonctions :
AG, £Q
holomorphes à linterieur d’une aire & soit uniformément convergente dans toute aire Q' complètement intérieure à À, il faut et il suffit qu'à tout nombre : © 0, on puisse faire correspondre un entier n tel que l’on ait, quel que soit p:
CNE
Il n’y a aucune difficulté à montrer que la condition est nécessaire. Pour montrer qu’elle est suffisante, appelons #/”” le module maximum de |f,() — f,(D| dans 4, Donnons-nous maintenant une ie 4 intérieure à . On pourra prendre q assez
AE : : pes À 2 insi fix grand pour que À’ soit aussi complètement intérieure à DA Ayant ainsi fixé le nombre [a]
nG +)
Par hypothèse on pourra trouver un entier # tel que l’on ait:
(Pas f,) <e,
g, choisissons un nombre € >> o, inférieur à
quel que soit p. Or,
I Ua I LE 1e »7+P) < QE ne) Donc I EL. I o A ro ou p) ue n+ <N@:.
Autrement dit, étant donné w >> 0, on peut trouver un entier #, tel que l’on ait en tout point de À, :
lf, (€ A CO) < ee,
quel que soit l’entier p. Par conséquent la suite f,(x), f, (x), . .. est bien uniformément
convergente dans 4.
: ; Me ; 72. Démontrons maintenant que les fonctions holomorphes à l’intérieur d’une
même aire À forment une classe séparable.
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THÉORÈME. — On peut déterminer, une fois pour toutes, une suite S de polynomes PCA (D, -.., P,(R), ... telle que toute fonction holomorphe à l'intérieur de À soit limite d'au moins une suite extraite de S, et cela uniformément dans toute aire limitée
À intérieure à À.
Nous nous appuierons sur ce théorème bien connu que toute fonction f(x) holomorphe à l’intérieur de & est la somme d’une série de polynomes (avec convergence uniforme dans toute aire À’ intérieure à À). Alors, quel que soit # on peut déterminer un polynome Q,(x) tel que l’on ait dans toute l'aire À, contour compris
HOPAOES
Mais en remplaçant les parties réelles et imaginaires des coefficients de Q,(7 , te par leurs valeurs rationnelles approchées à moins de —— près, on pourra toujours for-
mer (en prenant q assez grand) un polynome R,(x) à coefficients rationnels tels que l’on ait dans l'aire limitée &, et sur son contour
D RASE
Donc on aura |f(?) — R, (x) < = dans 4, et par suite R,(x) tend uniformément
vers f(x) dans toute aire limitée Q' intérieure à . D’ailleurs, la suite R (x), R,(X), est extraite de l’ensemble E des polynomes de la forme:
dre et er on oui RE ee ? q
1210, D, brides ntierspositits négatifs ou nuls. Il suffit évidemment de démontrer que l’ensemble Æ est dénombrable.
où g et k sont deux entiers positifs; 4,, 4,, ... 4
D'ailleurs cet ensemble est la somme des ensembles E,, de ceux de ces polynomes qui correspondent à des valeurs fixes de g et de k. Il suffit donc de démontrer (, page 2) que chacun des ensembles E,, est dénombrable. Or cela résulte de ce que les polynomes de E,, pour lesquels |a,} + [a] + +: + al + Ib] + +: +18] = 7 sont en nombre fini pour chaque valeur de 7 et qu'on obtient E,, prenant successivement PR ee
73. THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble de fonctions holomorphes à l’intérieur de À soit un ensemble compact est que les fonctions de cet ensemble soient en module bornées dans leur ensemble dans toute aire limitée ' intérieure à À.
La condition est nécessaire d’après un raisonnement entièrement analogue à celui du n° 18, en considérant laire limitée 4’ comme un ensemble extrémal de points du plan.
Pour démontrer que la condition est suffisante, il suffit de démontrer que si l’on considère une infinité 7 de fonctions holomorphes à l’intérieur de À et bornées dans
SUR QUELQUES POINTS DU CALCUL FONCTIONNEL. 49 Eee ne D ee eg ee à MU ue ee M
toute aire 4 intérieure à &, on peut extraire de Z une suite qui converge uniformément dans chacune de ces aires 4 *.
Or on peut extraire de & une suite S de points intérieurs À TE UT NS Le telle que tout point intérieur à & appartienne à la suite S ou à son ensemble dérivé (n° 45). Soit r, la limite inférieure de la distance de +, aux points non intérieurs à
. Appelons F, un cercle de centre x, et d — +) i &. App . centre x et dé rayon p, = 7, ol Tout point
intérieur À Œ est intérieur à l’un au moins des cercles F,; et inversement, tout point de F,, ou de son contour, est iniérieur à 4. Dans chacun des cercles T, une quelconque des fonctions f(x) de Z est développable en une série de Tayror qui converge uniformément dans F,, contour compris :
1G)=—= DR CC) AE UEE din CAPES
Alors, à chaque fonction f(x), on peut faire correspondre un point 4 de l’espace (E,) à une infinité dénombrable de dimensions, 4 savoir le point ayant pour coordonnées l’ensemble dénombrable de nombres :
. . +K QG) doi di19 do: D Do) di) d,,2 9 FRE dons din 9 Hs ) Par suite, à l’ensemble 7 de fonctions f(x) correspond un ensemble G de points A de (E,,). Cet ensemble est limité, car on a, quel que soit le point 4,
la,
en appelant M, un nombre supérieur au module de toute fonction f(x) de Z en tout point d'umcecelCtde centre aiettde rayon® 0 et.<7 7. Deès/lors W'ensemble Gest
compact (n° 66) et on peut prendre une suite de ses points 4, 4,, ... ayant une limite B. En appelant (q) (q) (q) s DRE NORRIS les coordonnées de 4, et Das ? De ? ? a ) celles de B, on aura: a ——1|; q bpn Hd
quels que soient p, #. Il en résulte en particulier que lon 2: Va he ae n *) Ce théorème a été démontré par M. ARZELÀ (x, page 6) lorsqu'on ajoute à notre hypothèse les conditions: 1° que les fonctions de I sont bornées, non seulement dans les AV, mais dans tout a (ce qui est moins général); 2° que les dérivées de ces fonctions sont aussi bornées dans Q, ce qui est inutile. M. MoNTEL a énoncé sans démonstration (xxv) que si des fonctions sont régulières dans 4, continues sur le contour et bornées dans leur ensemble dans &, on peut en extraire une suite qui con-
verge uniformément dans À.
*) Ces nombres ne sont pas rangés de façon à suivre l’ordre d’un seul indice comme au Chapi-
tre V. Mais il suffit de savoir qu’on pourrait le faire.
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ar suite, pour chaque valeur de # la série:
bb a) ee Pb, Ga)
converge vers une fonction +, (x) holomorphe à l’intérieur de C;. Soient d'autre part f.Q, f,(@, -.. les fonctions de Z qui correspondent à 4,, 4,,... Je vais démontrer que cette suite de fonctions a une limite. En effet, on a dans tout cercle F,:
PORN EN ER Le
n[(ey+ (+
€ 7 + En prenant p assez grand, le dernier terme sera << —; p étant ainsi choisi et fixé, la
somme des p r premiers termes tend vers zéro avec FE on peut donc trouver h
4 APRES \ € LA Le tel que cette somme reste inférieure à pour g>> h. En résumé, f, (x) tend unifor-
mément vers ®,(x) dans L, contour compris.
Comme tout point intérieur à & est interieur à au moins un cercle T,, on voit d’abord que l’on a bien extrait de 7 une suite f , f,, ... convergente en tout point intérieur à À. De plus, la limite f(x) est une fonction holomorphe en tout point intérieur à À puisqu'elle coïncide avec ®,(x) dans T, quel que soit #. Enfin, la convergence est uniforme dans toute aire limitée ' intérieure à @. En effet, les points de cette aire À’ (contour compris) forment un ensemble limité et fermé dont chaque point est intérieur à l’un au moins des cercles l,; on peut donc extraire un nombre fini de ces cercles jouissant de la même propriété (voir n° 36). La fonction f, (x) convergeant uniformément dans un nombre fini de cercles l, convergera aussi uniformément dans l'aire 4’ qu'ils recouvrent.
Il serait d’ailleurs inexact d’affirmer qu’on peut choisir la suite f (x), f(x), . :. de façon qu’elle converge uniformément dans toute l'aire & (voir la note précédente). Cela serait inexact même si on supposait que les fonctions de 7 sont à la fois holomorphes et bornées dans leur ensemble dans À contour compris. Il suffit pour s’en rendre compte de prendre encore pour À le cercle [2] 7 1 et pour I les fonctions 7".
74. Application des théorèmes généraux. — Nous savons que les fonctions holomorphes à l’intérieur d’une même aire À forment une classe (FE) normale. Nous pouvons donc leur appliquer les résultats généraux de la PREMIÈRE PARTIE en ayant soin de conserver à la définition de la limite d’une suite de fonctions holomorphes dans 4 le sens que nous avons précisé plus haut (n° 71).
THÉORÈME. — Soit E un ensemble quelconque de fonctions holomorphes à l’intérieur d'une même aire À à contour simple ou multiple: 1° l’ensemble des éléments limites de E est fermé; 2° ou bien E est dénombrable, ou bien E donne lieu à au moins un élément de condensation (n° 8); 3° on peut extraire de E une suite dénombrable S de fonctions telles que toute fonction de E appartienne à S ou soit limite d'au moins une suite extraite de S.
THÉORÈME. — S5 Les fonctions de l’ensemble E précédent sont en module bornées dans
leur ensemble dans toute aire limitée À intérieure à À, l’ensemble des fonctions de E qui ne sont pas limites de fonctions de E est dénombrable.
THÉORÈME. — Soit F un ensemble fermé de fonctions bolomorphes et bornées en module dans leur ensemble dans toute aire limitée À intérieure à À: à° il existe au moins un ensemble H de fonctions holomorphes à l’intérieur de À dont l’ensemble des éléments limites coïncide avec F; 2° on peut décomposer F en un ensemble dénombrable et un ensemble parfait ou nul.
THÉORÈME. — Tout ensemble parfait de fonctions holomorphes à l’intérieur de a possède la puissance du continu.
On peut aussi répondre à une question analogue à celle de M. HapamarD (n° 39, 58) et donner une généralisation du théorème de M. Borez (n° 42) pour des ensembles de fonctions holomorphes.
75. De même, considérons des opérations fonctionnelles (n° 4) dont la variable soit une fonction holomorphe (voir xvI, xxvi).
THÉORÈME. — Soit F l’ensemble précédemment considéré de fonctions holomorphes. Toute opération réelle continue portant sur des fonctions holomorphes de F: 1° est uniformément continue dans F; 2° est bornée et aïteint sa limite supérieure pour au moins une fonction de F.
Réciproquement, si toute opération réelle continue dans un ensemble E de fonctions holomorphes à l’intérieur d'une méme aire À aiteint sa limite supérieure pour au moins une fonction de E, l’ensemble E est fermé et compact.
THÉORÈME. — Considérons une série d'opérations continues dans un ensemble fermé F de fonctions holomorphes et bornées dans toute aire limitée Q' intérieure à Œ. Pour que la somme de cette série soit une opération continue dans F, il faut et il suffit que la convergence soit quasi-uniforme.
THÉORÈME. — Soit Sf une famille d'opérations continues dans le même ensemble F de fonctions holomorphes. Pour que de toute infinité d'opérations de f, on puisse extraire une suite qui converge uniformément, il faut et il suffit que les opérations de ff soient également continues et bornées en tout élément de F.
CHAPITRE VII
Ensembles de courbes continues et fonctions de lignes.
76. Définition de l'arc de courbe. — Soient f, g, h, trois fonctions de # continues dans un même intervalle l:a Zt,7 b et qui ne sont à la fois constantes dans aucun intervalle compris dans Z ou qui sont à la fois constantes dans fout l'intervalle Z. Les formules :
@) x =f(), 3—=80@, x =hE CAP A) définissent dans l’espace à trois dimensions un ensemble Æ de points (x, y, x). Dans le second cas cet ensemble E ne comprend qu’un seul point; dans le premier, il est non dénombrable et alors aussi parfait, limité et bien enchainé. Si lon tient compte de
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PR ste ee LL L'ONU I ETES ER NOT SRE l’ordre dans lequel se présentent les points de E quand on fait croître f, on obtient une suite ordonnée (1, p. 27) qu’on appelle arc de courbe. Il y a donc entre l’ensemble E et l’arc de courbe y, auquel il donne naissance, la même différence qu’il y a entre une combinaison et un arrangement. Autrement dit, considérons un système de trois fonctions F(u), G(u), H(u) satisfaisant aux mêmes conditions que f, g, h; les formules : (2) RTE (U) OC) Re) AZuZB définissent un arc de courbe FT qu’on ne devra envisager comme coïncidant avec y que si non seulement y et T sont formés par le même ensemble de points, mais si encore on rencontre ces points dans le même ordre quand on fait croitre, soit f, soit #, dans (x) ou (2). Cette dernière condition est indépendante de la première; il sufht pour le voir de choisir, comme cela est facile, les formules (1) et (2) de façon à représenter deux arcs de courbes en forme de huit: ORSOTPO et OSROTPO formés des mêmes points non parcourus dans le même ordre.
Rémarquons que, comme dans l'exemple précédent, un même point géométrique peut être rencontré deux fois sur un arc de courbe, c’est-i-dire peut correspondre à deux valeurs de + différentes. Nous considérerons cependant ces deux valeurs de comme cortespondant à deux points de y distincts (points multiples). Cette convention faite, nous pourrons dire que, pour que deux courbes ÿ et T coïincident, il faut et il suffit qu'on puisse établir entre leur points une correspondance univoque et réciproque telle que deux points correspondants coïncident et que leur ordre soit conservé *).
77. En général, on se contente de dire que deux courbes (1) et (2) coïncident, s’il est possible de trouver une fonction # — w(f) continue et constamment croissante, allant de À à B quand t croit de 4 à b, et telle que l’on ait
(3) JO=FLOL 20=GCLOE 20 = 2A4RO] @LtZi) Cette définition a l’inconvénient de ne pas avoir un rapport direct avec la notion intuitive que nous avons de Pidentité de deux courbes, notion qui me semble clairement exprimée dans la définition que j’ai donnée plus haut. Remarquons d’ailleurs que, si la condition (3) est remplie, les courbes coïncideront bien au premier sens que j’ai indiqué. Mais la réciproque est moins évidente. Pour la démontrer, observons que si l’on peut établir entre (1) et (2) cette correspondance dans laquelle lordre est conservé, on pourra évidemment obtenir des identités telles que (3) dans lesquelles o(f) est une fonction bien déterminée pour chaque valeur de f et qui va sans jamais décroitre de A à B quand f croit de a à b. Il reste à montrer que w(f) est une fonction continue croissante. Or s’il en était autrement: ou bien o(f) serait constante dans un certain intervalle, et alors f(f), g(#), h(#) seraient à la fois constantes dans cet intervalle, ou bien (f) passerait brusquement de valeurs <Z9(#)—%k, à des valeurs supérieures à o(#)+k quand f passe par t, et alors l’ordre ne serait pas conservé.
”) Remarquons que cette définition satisfait bien à ces conditions fondamentales que: 1° si y est
identique à [”, F est identique à y; 2° si deux courbes sont identiques à une même troisième, elles coïncident.
HAE 20 Ainsi, la définition géomttrique que nous avons donnée coïncide complètement avec la définition ordinaire. Celle-ci permet en particulier de supposer toujours que l’in-
tervalle de variation du paramètre est l'intervalle (o, 1); il suffit de faire la transfor- : É— 4 mation # — De Nous admettrons toujours par la suite qu’on a effectué celle-ci.
78. Définition de l'écart —Maintenant que nous savons discerner les courbes distinctes, nous pouvons considérer l’ensemble de toutes ces courbes comme formant une classe d'éléments à laquelle nous essayerons d'appliquer nos théorèmes généraux. Dans ce but, nous démontrerons qu’on peut donner pour cette classe une définition de l'écart.
Considérons en effet deux représentations quelconques :
(4) 2 =), J=g@, = oz Dee 1), (5) 0) CU) NX (G) oZuZr), de deux courbes y et et formons lexpression
3) = VO — FOF +0 — COT+FPO—HG C<'er;
: ; c’est une fonction continue de # qui a un maximum d Xo. Nous appellerons écart des
deux courbes la limite inférieure e o de lPensemble des valeurs de d obtenues en prenant pour (4) et (5) toutes les représentations possibles de y et de F. On peut simplifier le calcul de l'écart en remarquant qu’il suffit de prendre pour e la limite inférieure des valeurs de d obtenues en prenant pour ÿ une représentation quelconque déterminée (4) et en faisant varier seulement la représentation de l. En effet, une re-
présentation simultanée quelconque de y et de F pourra s’écrire, d’après ce qui précède, AAC NE SONO) CES) MCE COLE EG @GZuZ 1), où ®(#) et V(w) sont deux fonctions continues croissantes. Alors, pour une telle représentation la valeur de à sera 3,0) = Vlr O1 — FUOI + ele O1 — GRO + le — AT OI et si y, (w) est la fonction inverse de o(f), on aura, en posant 4 (u) — 4[o, (u)], 8, Le, Ge] = VifG) — FO GI + 18 C0) — GG + {C0 — AGE. Mais le maximum de à,(#) est évidemment le même que celui de à,[o,(w)] qui passe par les mêmes valeurs. Or ce dernier est bien obtenu en conservant la même
représentation de y et en faisant varier celle de F.
79. Ceci étant, il est facile de démontrer que la définition que nous venons de donner satisfait bien aux conditions générales a), b) de lécart (n° 49). En effet, il est d’abord évident que si y et l coïncident, lune des valeurs de d est nulle et par suite (y, F) = 0. Réciproquement, si cette condition est vérifiée: ou bien lune des valeurs de d est nulle, et alors y et F coïncident sûrement; ou bien, quelque soit #, on peut déterminer une fonction »,(f) continue et allant en croissant de o à 1, telle que l’on ait, pour toute valeur de f entre o et 1,
OM TOE MON M AOAMORAOIE A UOESrITHOI ESS —
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On aura donc FO) = lim Fe, g@=limGle, OI bO =limAfs, O1 @ezt£n,
avec convergence uniforme. Pour démontrer le théorème, il suffit de prouver que l’on peut extraire de la suite ® (f), ®.(f), ... une suite qui converge uniformément vers une fonction o(f) (nécessairement continue et croissante de o à 1). Pour cela, nous montrerons que les fonctions +, (f) sont également continues et bornées (n° 57). Elles sont évidemment bornées: 0 7 ®,(#) < 1. Si elles n’étaient pas également continues, on pourrait déterminer un nombre «> 0 tel que, quel que soit #, il y ait une fonction p,, € deux nombres #,, # de l'intervalle (o, 1) vérifiant les inégalités
REA UI>S
s 0 Jà :
Et comme les nombres #,, ® Ch ?, () sont bornés dans leur ensemble, on peut supposer les avoir choisis de façon qu’ils convergent (quand # croît indéfiniment) vers
des limites respectives que nous appellerons +,, #,, #!. Alors les inégalités (7) mon-
trent que #” tend aussi vers +, et que l’on a [#,—u/| Ne. Ceci étant, soit À un nombre quelconque compris entre s, et w,; pour # assez grand @,(4,) et », (4), qui tendent vers u, et w}, comprendront entre eux le nombre à. La fonction continue ©, (#) prendra donc au moins une fois la valeur À pour une valeur +, de t comprise entre
tetr. On aura donc, d’après (6), FE) FON< EG) — GON<
Comme +, tend évidemment vers +
b(x) — H mn: lbCx,) Q) <
6 il en résulte que l’ona
JG) = FO, gr) = GO), b(r.) = HO),
quelle que soit la valeur de À comprise entre w, et w!. Nous arrivons ainsi à la contradiction annoncée puisque F(u), G(u), H(u) ne sont à la fois constants dans aucun intervalle. [l faudrait faire exception pour le cas où l' se réduirait à un point, mais alors la réciproque est évidente.
80. Pour démontrer que la condition b) du n° 49 est satisfaite, considérons trois courbes y, l et C, ayant pour représentations (4), (5) et
RU), y = b(v), ==0 (0) (0 2 T)
Pour obtenir leurs écarts respectifs, il suffit de prendre les maxima des quantités
2) = VUTr OI — FUO + ke OI— HO +PROI— AGO, 3,0) = Via — SLR OI + LO — RON + EE — PRO, 8, (0) = Via@) — FN OF +00 — GRO +TO — AGO,
quand # croît de o à 1, puis de faire varier la forme de (#) et 4(#), fonctions continues croissantes de #. On a évidemment
JOPARNOEMAOE
on en déduit facilement pour les maxima correspondants 4, HOT “) d £ d, +d, et en faisant varier indépendamment + et d:
GRADE (CRE ACCRA)
81. Limite d'une suite de courbes. — La définition de Pécart a pour conséquence (n® 49, 27) une définition de la limite: La courbe Y, tend vers Y lorsque l'écart (+, Ÿ) tend vers zéro avec =. Cette définition peut s'exprimer analytiquement de la façon suivante :
La condition nécessaire et suffisante pour qu’une courbe y, ait pour limite une courbe y, lorsque # croît indéfiniment, est qu’il existe une représentation de +, :
(8) X — , (), Y = ne (), x h, () (o 24 tZ 1), et une représentation de y:
(4) POSE CS 70) @ZtZ1)
telles que f,, g,, h, convergent uniformément vers f, g, b.
En effet, si cette condition est vérifiée, il est évident que (Y,, y) tend vers zéro. Réciproquement, choisissons une représentation déterminée (4) de y; on pourra, quel que soit #, choisir une représentation (8) de y,, telle que l’on ait
2 2 F 2 I DOS OMRETOE, ONE OBrOREeC Deer Alors, si (y,, y) tend vers zéro, on. voit que f,, g,, h, convergent uniformément
vers jf, 9, D.
Nous sommes ainsi ramené à la définition ordinaire de la limite d’une courbe. Il
en résulte en particulier que si y, tend vers y, elle se trouve toute entière contenue, pour # assez grand, dans le volume engendré par une sphère de rayon & dont le centré parcourt Y.
82. La définition que nous avons donnée de lécart semble assez arbitraire; tâchons de montrer pourquoi elle est préférable à d’autres qui pourraient paraitre plus naturelles.
On a eu depuis longtemps l’idée de définir un nombre déterminé par deux courbes C, et C, de telle façon que ce nombre soit nul quand les deux courbes coïncident et soit très petit quand les deux courbes sont infiniment voisines.
M. ARZELÀ considère ainsi ce qu’il appelle la plus courte distance des deux courbes (v, page 343), savoir la limite inférieure X de la distance de deux points, l’un quelconque sur C,, l’autre quelconque sur C,. Un tel nombre satisfait bien aux deux conditions précédentes. Mais il ne satisfait pas aux conditions réciproques : il n’est pas nécessaire pour que À soit nul que les deux courbes coïncident, il suflit qu’elles se coupent. Les deux courbes peuvent être très différentes de formes et le nombre À aussi petit que l'on veut et même nul. Aussi, la considération du nombre À ne suffit-elle pas à M. ArzELA pour définir la limite d’une courbe.
Avant M. ArzELÀ, WEIERSTRASS avait introduit une quantité qu’il appelait voisinage
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de deux courbes. La définition qu’il en donnait échappe à lobjection précédente, en ce sens que le voisinage est toujours petit lorsque les deux courbes sont voisines et dans ce cas seulement. Mais il n’est défini que pour des courbes voisines. WEIERSTRASS appelait voisinage de deux courbes voisines tout nombre N o inférieur au maximum de la distance de deux points correspondants à une même abscisse ou à des abscisses très voisines. Sa définition, parfaitement suffisante pour le but qu’il se proposait *), manquait de précision à notre point de vue. De plus, il ne pouvait songer à lutiliser dans la théorie des ensembles qui Ctait encore à ses débuts. Au contraire, M. ARZELÀ semble avoir été le premier qui ait aperçu l'importance de la définition d’un nombre bien déterminé tel que sa plus courte distance et défini pour deux courbes quelconques.
Au lieu des définitions précédentes dont nous avons reconnu linsufhsance, on aurait pu songer aussi à introduire un nombre p.,, qui serait la limite supérieure de la distance minimum d’un point de C à tous les points de C,; ou bien encore, on aurait pu introduire le nombre p,, représentant la limite inférieure du maximum de la distance d’un point de C, à tous les points de C,. Ces nombres satisfont en partie aux conditions que nous exigeons de l’écart, mais pas à toutes.
D'abord, ils sont bien définis, quand même C,et C, ne seraient pas très voisins. De plus, si C, coïncide avec C,, on a p,,—0. Mais il peut arriver que p,, soit nul sans que C, coïncide avec C, ; il suffit, en effet, que l’ensemble de leurs points soit le
même. Inversement, il peut arriver que C. coïncide avec C, sans que p,, soit nul, car
1,2 dans ce dernier cas C, serait réduit à un point. Ces nombres y,,, p,,, ne sauraient donc définir un écart des deux courbes. Mais comme ils sont d’un calcul plus facile que l'écart e, ils peuvent être parfois utiles pour donner une idée de la valeur de e. On voit, en effet, bien facilement, que l’on a toujours À Zu, Zee Zu, Le.
Ces inégalités sont utiles dans certaines questions (voir par exemple n° 85).
83. Limite d'une courbe.—Le théorème que nous avons donné au n° 81 sur la limite d’une suite de courbes peut s'exprimer de la façon suivante. Pour que y, ait y pour limite, il faut et il suffit que, pour chaque valeur de #, on puisse établir entre y, et y une correspondance univoque et réciproque dans laquelle l’ordre soit conservé et cela de façon que si M, de y, correspond à M de y, M, tende vers M, mais uniformément. En supposant cette condition remplie pour une certaine correspondance, on peut se demander si elle serait aussi remplie pour toute autre correspondance univoque et conservant l’ordre. Autrement dit, soit
(8°) HET AC NE RON 10) G£IZ 1) une représentation quelconque de y,. À une même valeur de # correspondent d’après (8), (8’), (4) deux points M,, M' de y, et un point M de y. Il s’agit de savoir ce que devient M à la limite.
Il est facile de voir que lorsque M restant fixe, # croît indéfiniment: 1° le point correspondant M, à au moins un point limite; 2° tout point limite de M! est un point
*) Celui d'apporter plus de rigueur dans le Calcul des variations.
de y (qui peut être distinct de M). Mais la réciproque n’est pas vraie. Autrement dit, quand on fait prendre à M toutes les positions possibles sur y, l’ensemble des points limites des points correspondants M est situ sur y, mas ne remplit toujours la courbe y. Si, par exemple, on prend
ROSE O! LOZLEOL LO=r fe E]
CEE Ca les formules (8°) donneront bien une représentation de y, puisque «, (f) est une fonction continue qui croit constamment de o à 1. Cependant, on voit que pour #1: ©, (f), Ÿ, (), Vi () tendent VETS f(o), g(o), h(o), et pour Î—1, P,(1); Ÿ,C1), 100) tendent
vers f(1), g(1), h(x). Donc les points M! tendent tous vers l’une ou l’autre des extrémités de .
avec
Cela montre en particulier, que si l’on considère un ensemble E de courbes et si lon prend pour chacune d’elles une représentation paramétrique quelconque, il n’est pas certain, lorsqu'une suite de courbes de E à une limite, que les représentations analytiques correspondantes aient une limite.
84. L'ensemble des courbes forme une classe (E) normale. — Pour arriver à D cation de nos théorèmes généraux, il ne nous reste plus qu’à prouver que la classe des courbes qui, d’après ce qui précède, est déjà une classe (E, est aussi une classe (E) normale.
I. Je dis qu’elle est séparable. En effet, nous avons vu (n° 56) qu’on peut former, une fois pour toutes, une suite S de fonctions continues
AN EAN RAA (EEE telle que toute fonction continue soit un des éléments limites de cette suite. Alors, si l’on considère une représentation (4) d’une courbe y, on pourra trouver trois fonctions de certe suite 4,,(1),-4, (f), 4, (6), telles que l’onvait
HO CNE —, HO AICIEE —., lb) — 4,01 < _. CPAPA)
et on pourra toujours choisir ces fonctions non constantes à la fois dans un même intervalle. Cela prouve que lon peut considérer y comme courbe limite d’une suite de courbes extraite de l’ensemble D des courbes x AG, y—=4,6@, 2=40 @ZtZt) où 4,, À,, À, sont trois fonctions continues extraites de la suite S et non constantes à la fois dans un même intervalle. Or l’ensemble D est évidemment dénombrable. Nous arrivons donc à cette conclusion qui (outre lintérêt qu’elle présente par la suite) est bien curieuse en elle-même:
THÉORÈME. — On peut tracer une fois pour toutes dans l’espace à trois dimensions une suite dénombrable de courbes continues *):
*) On peut même supposer, d’après le mode de construction de la suite S, que ces lignes continues sont toutes des courbes unicursales, ou sont toutes des lignes polygonales chacune d’un nombre fini de côtés.
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AE OA Pre telle que toute courbe de l’espace soit limite d’au moins une suite convenablement extraite de la première.
II. Montrons maintenant que le théorème de Caucay sur la convergence d’une suite peut s'étendre au cas d’une suite de courbes:
THÉoRÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite de courbes C,, C,, ... tende vers une courbe limite est que, quel que soit e ©> 0, on puisse trouver un entier n vérifiant l'inégalité (C,, C,.,) << quel que soit entier p.
La condition est évidemment nécessaire. Pour démontrer qu’elle est suflisante, il sufht de montrer que, si elle est vérifite, l’ensemble est compact. En effet, si l’on peut ex-
traire de la suite de Caucay C,, C,, ... une suite C,,, C,,,... (d'indices croissants), qui tend vers une courbe C, alors la suite donnée convergera aussi vers C. Pour former la suite C,,, Cu,, ..., observons que, d’après l'hypothèse, on peut
toujours choisir #, assez grand pour que l’on ait, quel que soit l'entier p,
(Cr, Cuysp) Le Ge .
Nous savons qu’étant donnée la représentation
x = f, (0), y = & CG) x = b,() (022227)
de C,,, nous pourrons toujours choisir celle de
Mq+x
x —=f,,,6) 3=8,46), 1=0h,,0 (oZr2%), de façon que l’on ait
LOS AROELO AOF EO TT OPEN ASEEE
Lee ; Te L :
e étant aussi petit que l’on veut. Prenons en particulier e — —-. On voit alors qu’on pourra choisir successivement les représentations de C,,, C,,, ... de façon que l’on ait, quel que soit q, 2 2 2 ROOMS, LOC O<SS MODRLO ES PE
Alors, étant donné w => 0, si l’on choisit un nombre g, tel que lon ait
2 Sn 2 SE AS es o
n G+r (comme cela est toujours possible), on voit facilement que lon aura, quel que soit l’entier p,
a © — fa ON Lo, Ie: Q) — ga Lo, bg GE) — ha43 ON 0. Cela montre que les fonctions 1,0) 8,0), h,(t) convergent uniformément vers trois fonctions continues f(#), g(#), h(#), lorsque g croit indéfiniment. Si ces trois fonctions
sohticonstantesnde O4 al0rsiC, LC. 7, Cry, -.., tendent vers un point. Si ces , se |
trois fonctions ne sont pas constantes dans l'intervalle (o, t), il faudrait, pour montrer
que C,,, C»,, ... tendent vers une courbe limite, prouver que f(#), g(f), h(#) ne
sont à la fois constantes dans aucun intervalle. Ou plutôt, il faudrait prouver qu’on
SUR QUELQUES POINTS DU CALCUL FONCTIONNEL. $s9
peut choisir les représentations de C, , C,, ..., Cr, -.. de façon qu’elles convergent vers des fonctions continues qui ne soient à la fois constantes dans aucun intervalle. Pour cela, nous nous appuierons sur ce que, si f, g, h ne sont pas constantes de O à 1, on peut former une fonction 4(f) allant sans jamais décroître de o à 1 et qui n’est constante que dans les intervalles où f, g, h sont à la fois constantes ): Alors, si Pon pose # — a(f), à toute valeur de # correspond un seul système de
valeurs de f(#), g(f), h(t), soit F(u), G(u), H(u). Il y a donc trois fonctions F, G, H déterminées pour chaque valeur de # et telles que l’on ait
JO=FRO, rO=CKG PO=AUG] ezrzn Montrons d’abord que les formules
définissent une courbe. D’après l’hypothèse faite sur a(f), F, G, H ne peuvent être à la fois constantes dans un même intervalle. Je dis qu’elles sont continues; autrement dit, s’il existe une suite de valeurs de u: #,, w,, ..., 4,,... qui convergent vers une limite #,, on aura par exemple
GIE (CG
En effet, dans l’ensemble borné des nombres F(#,), F(u,), ..., on peut former une suite F(u'), F(u!), ... qui converge vers une limite déterminée «, ; il suffit de démontrer que, quelle que soit la façon dont on forme cette suite, on a toujours x, —F(u,). Or, à chacun des nombres w/, l’égalité #—4(f) fait correspondre au moins un nombre Patelique di 4) % Les nombres 7% 1% ."""Étant bornes ton peutrestraire derleur suite une suite f},, #,, ... ayant une limite £ ; et puisque a(f) est continue, on aura:
CD lim UN lim HEIN:
Mais f(#) est aussi continue, re di F(u)= Flat} = $C) = limf(é,) = lim F(u,) = à. Ainsi F(u) est bien continue; de même pour G, H. Ceci étant, posons 4,(t) — (: — +) a(i) + —. Pour chaque valeur de n, a, (f)
est une fonction continue et croissante de t. [Lorsque # croit indéfiniment, cette fonction tend uniformément vers 4(#)]. Donc la fonction inverse { — b,(u) est aussi une fonction continue et croissante. Par suite, si l’on pose
F,(G) =$[,G@)L GG) =, @), HG) = b,[b,(0)], la courbe C, est aussi représentée par les formules SAONE A C2) @ZuZr) Il suffit maintenant de prouver que F.(u), G,(u), H,(u) tendent uniformément vers F(u), G(u), H(u). Or, on a
Fa, O1 — f,0) ZIFTe, O1 — FO + 1fO — f,6).
*) Voir la Note I à la fin du Mémoire.
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Les deux termes du second membre tendent uniformément vers zéro; il en est donc de même du premier. Mais si l’on pose u — 4, (#), celui-ci devient |[F(w)—F,(u)| et son maximum, pour une valeur donnée de », est resté le même. Dès lors, le maximum du premier membre tend vers zéro. Il en sera de même pour |G(u) — G,(u) et pour [H(u) — H,(u).
85. Ensembles compacts de courbes. — Nous avons vu (n° 35) que tout ensemble compact formé d’éléments d’une classe (1) est limité. Nous pouvons mettre ici cet énoncé sous une forme plus géométrique, en introduisant la notion de domaine fini ; nous appellerons ainsi un ensemble de points tel que la distance de deux quelconques d’entre eux reste inférieure à un nombre fixe. Alors, on voit facilement que la condition nécessaire et suflisante pour qu’un ensemble de courbes soit limité (c’est-à-dire pour que lécart de deux quelconques des courbes de cet ensemble reste inférieur à un nombre fixe) est que toutes les courbes de cet ensemble soient contenues dans un même domaine fini. Il suffit pour le démontrer de s'appuyer sur ce que lécart de deux courbes quelconques est au plus égal à la limite supérieure de la distance d’un point quelconque de l’une à un point quelconque de l’autre, et au moins égal au minimum de la distance d’un point quelconque fixe sur Pune à un point variable sur Pautre (n° 82). Ainsi nous voyons que fout ensemble compact de courbes est contenu dans un domaine fini. Mais nous touchons maintenant à la plus grande différence qui existe entre les ensembles ponctuels (même à une infinité dénombrable de dimensions) et les ensembles de courbes. En eflet, contrairement à ce qui se passe pour les ensembles ponctuels, un ensemble de courbes situées dans un même domaine fini n’est pas nécessairement un ensemble compact. Il suffit pour s’en rendre compte de considérer pat exemple l’ensemble Æ des courbes ‘0 Rare, V— Sin 2 ré, Re (0 er).
toutes contenues dans le même cercle x? + y 97 57°.
Il est impossible que l’on puisse tirer de cet ensemble de courbes une suite de courbes ayant une limite, car l’écart de deux quelconques d’entre elles est au moins égal à 1. On peut toujours, en effet, trouver dans une correspondance continue entre deux quelconques d’entre elles C, et C, un point M sur C, dont la distance au point correspondant soit N 1. Pour le voir, observons qu’il y a sur la sinusoïde C,, 2" points
ASS Gt, dont lordonnécrestir, etai points CEA OR ET ER IEnt l’ordonnée est — 1. Supposons # > p; il nous sufhira de montrer que, dans une correspondance continue quelconque, lun au moins des points 4,, 4,, ... de C, corres-
pond à un point de C, d’ordonnée négative ou nulle, ou que lun des points 4!, 4,,... de C, correspond à un point de C, d’ordonnée positive ou nulle; alors on aurait bien deux points correspondants dont la distance serait supérieure ou égale à 1. Or, admettons qu’il existe une correspondance G où il n’en soit pas ainsi, et appelons DD RE RER RME POSE C'Aqui Correspondent A ANRAE PEN CRETE À, -.., dans la correspondance considérée G. Les ordonntes de b., b,, seraient positives, celles de b,, bl, ... seraient négatives, et on rencontrerait ces points dans
Pordre b,, D, b,, b,..., en parcourant C,. I y aurait donc un point d’intersection de C, avec Ox aux deux extrémités et sur chacun des arcs distincts GOT DRIENE TES ’ ’ . . . .
PONS br be; en tout au moins 2°-L points d’intersection de C, avec Ox;
ce qui est impossible, puisque C, rencontre O x en 2? + 1 points et que p € #.
86. Condition pour qu'un ensemble de courbes soit compact. — Ce qui précède montre qu'il y a lieu de chercher une condition supplémentaire qui permette d’afhrmer qu’un ensemble de coutbes contenues dans un domaine fini est un ensemble compact. M. Ar- ZELÀ a obtenu cette condition suffisante par une application immédiate de son théorème sur les fonctions également continues (v, page 344). Il résulte en effet de ce théorème que, lorsque l’on considère un système R de représentations simultanées
C x =fG) 3 —=8g0@), x —=h0 (OS Pr) dun ensemble Æ de courbes C, on pourra affirmer que cet ensemble de courbes est compact si R est forme de fonctions f, g, h, ..., également continues et bornées dans leur ensemble.
Ce théorème extrêmement important se prète à un grand nombre d’applications. Mais il y a lieu de le compléter à deux points de vue. D’abord, il serait bon d’énoncer sous forme géométrique une proposition qui s'applique à des éléments gtométriques comme les courbes. Ensuite M. ARZELÀ n’a pas donné de réciproque à son théorème. Or celle-ci pourrait se comprendre de deux manières: on pourrait d’abord penser que, si lon considère un système R de représentations simultanées de courbes d’un ensemble E, les fonctions de R seront nécessairement bornées dans leur ensemble et également continues lorsque Æ est compact. Cet énoncé est inexact. En effet, considérons une courbe non fermée C:
x =), y —=$8C@), 2 =h0 (CP472)
et le système R de représentations
RE + (rs) Tr — + ee A EE — + ph Pre)
qui fournit, pour chaque valeur de #, une représentation acceptable d’une courbe C,. L'ensemble Æ des courbes C, est compact, car une autre représentation acceptable de Gest
x = +f() y=—+e), 2= +00 ozten
ñn
et on voit que C, tend vers C quand # croît indéfiniment.
Pourtant les fonctions de R ne sont pas également continues, car, quels que soient les nombres positifs & et n on peut toujours trouver un nombre # et un entier p tel que l’on ait
LG) RO) -e
pour # >> p, en posant
Lo=2+(r).
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La seconde manière d’énoncer la réciproque qu’on pourtait être tenté de donner au théorème d’ArzeLA (et qui, cette fois-ci, est exacte) est la suivante: si un ensemble de courbes est compact, il existe toujours au moins un système de représentations simultances de ces courbes
x=f(), 7=8@), x —=h0) @ZIZ 1), tel que les fonctions f, g, h, ... soient bornées dans leur ensemble et également continues.
On pourrait trouver cette proposition directement, mais nous scinderons la démonstration en deux parties, dont l’une nous permettra d’énoncer ensuite sous forme géométrique la condition pour qu’un ensemble de courbes soit compact.
87. Ensembles de courbes uniformément divisibles. — Pour arriver à la proposition annoncée, nous commencerons par transformer la condition de M. ArzELÀ en une autre qu'on peut énoncer gtométriquement, c’est-à-dire qui ne fait intervenir aucune représentation paramétrique déterminée des courbes de l’ensemble.
Nous appellerons d’abord oscillation d’un arc P Q d’une courbe 4B le maximum de la distance de deux points quelconques appartenant à cet arc. Nous dirons alors que les courbes d’un ensemble E sont uniformément divisibles lorsque, quel que soit le nombre e > 0, on peut trouver un entier # tel que toute courbe de Æ puisse être décomposée en »# arcs consécutifs dont les oscillations soient toutes inférieures à &.
Il est facile de voir que, si un ensemble de courbes est compact, les courbes de cet ensemble sont uniformément divisibles. En eflet, dans le cas contraire on pourrait trouver un nombre € > o tel que, quel que soit ”, il existe au moins une courbe C, de l’ensemble, qui ne puisse être décomposée en # arcs dont les oscillations soient inférieures à e. Or l’ensemble étant compact, on peut extraire de la suite C,, C,, ... une suite Cuss Cnyy c++ Cn,s <<. ayant une limite C et on sait (n° 81) qu’on pourra choisir les représentations de C,, et de C:
r=F,0) = 60) 2= HO] ? L Î 1 l SE OR 0) Pan
de façon que F » G,, À, tendent uniformément vers F, G, H. Alors, quel que soit
£, On pourra choisir p assez grand pour que l’on ait, quel que soit #: ROMIOES M CO CODES, LOT EGESS
D'autre part, divisons C,, en n, arcs successifs déterminés par les valeurs de
RE RE DDR nn ane Le Si t, f" appartiennent à lun de ces intervalles, on aura p CAE DU I ++ H— #2 —. Or on peut choisir p assez grand pour que l'inégalité |t — #| sr Ft ë b —_.,
: p entraine :
VIE,@ — FC) + 16,0 — G,CY + 14,06 — A,EY
Dès lors, on arrive à une contradiction, car on aurait divisé C, , ©n #, arcs dont les oscillations sont au plus égales à &.
88. Alors pour démontrer la réciproque par laquelle nous complétons le théorème de M. ArzELÀ, il nous suffira démontrer la proposition suivante:
THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour que les courbes d’un ensemble E soient uniformément divisibles et contenues dans un même domaine fini, est qu’il existe au moins un Système de représentations simultanées des courbes de E:
tel que les fonctions f, g, h, ... soient évalement continues et bornées dans leur ensemble.
Il est facile de voir que la condition est suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire. Pour cela, nous partirons d’un premier système de représentations simultantes des courbes de l’ensemble, soit pour la courbe C:
(10) ME (U) ÿ = G(v), ro e(G)) (OEAUE AN)
Nous pourrons supposer que À, G, H, ne sont constantes dans aucun intervalle, car en ce qui concerne les courbes de l’ensemble qui sont réduites à des points, l’oscillation est évidemment nulle. Ceci étant, cherchons à former la représentation (9) à partir de la représentation (10). Autrement dit, cherchons à déterminer pour chaque courbe C une fonction v — Ÿ(f) continue et croissante de o à 1, de telle façon que toutes les fonctions F[4(#], G[L(9], A[$()] soient également continues [elles seront toujours bornées dans leur ensemble quel que soit 4 (#)].
Or, d’après lhypothèse, on peut, pour chaque courbe C, déterminer une suite de valeurs croissantes de v:
D RENE NET
( ve : TS I telles que les oscillations des arcs correspondants de C soient toutes inférieures à Li
les quantités up variant avec la courbe C, mais leur nombre #, restant le même pour toutes les courbes C. En intercalañt au besoin de nouveaux nombres dans la suite S,:0, u?, u?,... 1, on voit facilement qu'on peut supposer vérifiées les conditions supplémentaires suivantes: la suite S,,, contient la suite 5, et possède le même nombre de termes dans chacun des intervalles déterminés par 5,.
Ceci étant, faisons correspondre à chaque nombre #Ÿ, le nombre +? — Pr il est
facile de voir que si deux nombres # : u, u%° (p nécessairement différent de p’) sont égaux, il en sera de même des nombres + correspondants, et que si ue) a ua, on a
se eau HE ;
89. Nous allons maintenant définir, pour chaque courbe C, la fonction continue t— p(v) inverse de la fonction cherchée v = Ÿ(#). L dis qu'il sufht de la définir pour les valeurs de v qui sont limites des quantités 4”. Autrement dit, si v est un nombre quelconque de l'intervalle (0, 1), on peut Sin une suite de nombres ufr, uf2), ... qui tendent vers v. En effet, dans le cas contraire il y aurait un nombre € tel que, quel que soit p, chacun des arcs (v—e, v), (v, vs) soit compris dans un des arcs (n°, u,). Alors les oscillations des arcs (v—s, v) et (v, ve) seraient inférieures à
g+i _ quel que soit p; par suite F(v), G(v), H(v), seraient constants de v — & à v +-e, ce qui est contraire à l'hypothèse.
Alors, appelons w, u”® les nombres # qui sont, les uns inférieurs, les autres supérieurs à v. Les nombres +9, +” correspondants forment deux classes de DrricHLer ; c’est-à-dire que tout nombre de la première classe est inférieur à tout nombre de la seconde et qu’on peut trouver deux nombres, un dans chaque classe, dont la différence soit aussi petite que l’on veut. Il y a donc un nombre f, et un seul, compris entre ces deux classes. C’est ce nombre que nous allons prendre pour valeur de © (v). Dans le cas où v est un des nombres #?, la valeur de p(v) sera évidemment le nombre correspondant +.
90. On voit immédiatement que cette fonction ® (v), bien définie pour toute valeur de v entre o et 1, est croissante et croît de o à 1. Elle est aussi continue. En effet,
de 2 soit w un nombre positif hope en prenant p assez grand, on aura n, De Le
nombre p étant ainsi choisi, soit uŸ le plus grand nombre de la suite S, qui est inférieur à v; alors les deux Fes v—u?, u?,— v seront positifs; n le plus grand. Je dis qu’on a pour [v — v'| <n:
OST ER DE
En effet v et v’ se trouveront alors entre ue et uw)
lp Co) — 8°) <e(2.) — QU) = À <o.
Ainsi nous avons bien formé, pour chaque courbe C, une fonction continue #—#(v) qui croit constamment de o à 1. Alors la fonction inverse v — Ÿ(f) est aussi croissante et continue, et on pourra former un système R de représentations simultanées :
x = f(t), 3 =£(), = h() @ZtZ1), JO=FROL 2O0=6G[ où bQ) = HT, (|
Les fonctions du système R seront bien également continues; en effet, d’après la
donc :
en posant :
ee PA 1 formation de Ÿ(#), loscillation de la courbe sera inférieure à —— dans chacun des arcs
de LU limités par les valeurs de #: o, D 7° ... 1 et les oscillations de f(f), g(f), 210)
p sont inférieures à celles de C. Dés ee on voit que, quel que soit p, on peut
déterminer un nombre = indépendant de la courbe C considérée et tel que l'inégap
lité : [# — 7) _. entraîne : À HO COS ne RC) — EN << —
91. En combinant les énoncés précédents, on obtient la condition nécessaire et
BG) — DEN
suffisante pour qu’un ensemble de courbes soit compact sous une forme qui ne fait intervenir aucune représentation paramétrique des courbes de cet ensemble.
THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble de courbes soit compact est que les courbes de cet ensemble soient contenues dans un même domaine fini et également divisibles.
92. Application aux courbes rectifiables. —Appelons ligne polygonale inscrite dans une courbe, une ligne brisée ayant mêmes extrémités que la courbe et dont les sommets sont des points de la courbe que l’on trouve dans le même ordre quand on parcourt la courbe ou la ligne brisée. On démontre (1v, page 59) que, lorsque le maximum de la longueur des côtés d’une ligne polygonale inscrite dans un arc AB tend vers ztro, le périmètre de cette ligne polygonale tend vers la limite supérieure des longueurs des lignes polygonales inscrites dans 4B, et on appelle cette limite la longueur de la courbe. On dit que la courbe est rectifiable lorsque cette limite est finie.
Le théorème précédent permet d'affirmer qu’un ensemble de courbes rectifiables et contenues dans un même domaine fini est compact toutes les fois que les longueurs de ces courbes sont bornces dans leur ensemble *). En effet, supposons que l’on divise chaque courbe de Pensemble en # arcs de longueurs égales. La longueur d’une courbe quelconque € de l’ensemble est inférieure à un nombre fixe L indépendant de C; donc
chacun des arcs égaux sera de longueur inférieure à —. Or Poscillation d’un arc est n évidemment inférieure à la longueur de cet arc. Donc, en prenant # assez grand L Re Pre n > —}), chaque courbe C se trouvera divisée en arcs de longueurs inférieures à &. €
Alors les courbes C sont uniformément divisibles et leur ensemble est compact.
93. On pourrait se demander si la condition suffisante que nous venons d’énoncer est aussi nécessaire. La réponse est négative: On peut donner un exemple de courbes rectifiables situées dans un méme domaine fini et formant un ensemble compact, sans que leurs longueurs soient bornées dans leur ensemble.
Soit en effet:
x —f(G), y—=g(t, 2x—=0o CP472)
une représentation déterminée d’une courbe C non rectifiable, mais dont les arcs: I ; : er
— /t 7 1 sont rectifiables quel que soit #. [l nous suffira de considérer les courne —
*) Un cas particulier de ce théorème a été démontré directement par M. HiserT (xx). Puis la généralisation a été effectuée par M. LEBESGUE dans sa Thèse (xvir).
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best I I | I I I I ) Le = — — Lulr — — = Doi ee | EE tar. 0 = ++) 5 tels +e(s—)) (O2)
Ces courbes forment un ensemble compact, car il est évident que C,, C,, ...
tendent vers C. Elles sont rectifiables et contenues dans un même domaine fini. Leurs I :
longueurs qui sont celles des ares — //+,/ 1 de la courbe C ne sont cependant pas TUE
bornées dans leur ensemble.
Il est d’ailleurs bien facile de construire une courbe telle que celle dont nous
avons admis l’existence; on peut prendre par exemple la spirale hyperbolique obtenue
en posant:
if .
JO) =tcos—, sg) =tsin—.
On peut même donner un exemple de courbes contenues dans un méme domaine fini et formant un ensemble compact sans qu'aucune d'elles soit rectifiable.
Il suffit de reprendre la courbe C que nous venons de considérer, et de considérer les courbes C, :
Application des théorèmes généraux.
Nous pouvons maintenant appliquer les résultats de la PREMIÈRE PARTIE aux ensembles de courbes et aux fonctions de lignes.
Ensembles de courbes
THÉORÈME. — Soit E un ensemble quelconque d'arcs de courbes continues. 1° L’ensemble dérivé de E est fermé. 2° On peut extraire de E, une suite dénombrable D de courbes de E, telle que toute courbe de E appartienne à D, ou soit une courbe limite de D. 3° Ou bien E est dénombrable ou bien il existe une courbe C. de E telle que, pour toute valeur de e, il y ait une infinité non dénombrable de courbes de E contenues entitrement dans le volume engendré par une sphère de rayon e et dont le centre parcourt C..
THÉORÈME. — Soit G un ensemble de courbes uniformément divisibles (n° 87) et contenues dans un même domaine fini: Les éléments de G, qui ne sont pas des limites de courbes de G, forment un ensemble dénombrable.
THÉORÈME. — Sÿ l’ensemble précédent G est aussi fermé, autrement dit, si G est un
ensemble extrémal quelconque: 1°
on peut le décomposer en un ensemble dénombrable et un ensemble parfait ou nul sans éléments communs; 2° il exisie un ensemble de courbes dont l’ensemble dérivé coïncide avec E.
THÉORÈME. — Tout ensemble parfait de courbes a la puissance du continu.
On pourra aussi énoncer les théorèmes des n°® 40, 42, 43, 45, ... en prenant
comme éléments des courbes continues.
95. Fonctions de lignes, — Les opérations qui portent sur des arcs de courbes ont reçu de M. Vorrerra le nom de fonctions de lignes.
M. VOLTERRA a réussi à montrer comment on pourrait définir la dérivée d’une fonction de lignes et a obtenu, à ce point de vue, des résultats extrêmement intéressants (xv).
Dans un article des Annales scientifiques de l'École Normale (xxvir), j'ai donné quelques propriétés de fonctions de lignes dont les dérivées au sens de M. VoLrerrA ont une forme spéciale donnée.
Je laisserai ici de côté ce genre de recherches qui s’écartent un peu de notre objet actuel: l’étude des propriétés communes aux opérations continues les plus générales.
Les résultats généraux s'appliquent encore aux fonctions de lignes.
THÉORÈME. — Toute fonction de lignes, continue dans un ensemble extrémal de courbes : 1° est bornée dans cet ensemble, 2° y atteint chaque extremum. ]nversement, si toutes les fonctions de lignes continues dans un même ensemble E de courbes, 1° sont chacune bornée, 2° atteignent chacune leur extremum en au moins une courbe de lensemble, cet ensemble est nécessairement extrémal.
THÉORÈME. — Soit E un ensemble fermé de courbes contenues dans un méme domaine fini et uniformément divisibles: 1° Pour qu'une suite de fonctions de lignes U,, U,, ..…. continues dans E converge vers une fonction de lignes qui soit continue dans E, il faut et il suffit que la suite converge quasi-uniformément. 2° Pour que des fonctions de lignes, continues dans E forment une famille Ÿ telle que l’on puisse extraire de toute infinité d'éléments de Ÿ une suite de fonctions de lignes qui convergent uniformément dans E, il faut et il suffit que les fonctions de lignes de ff soient bornées dans leur ensemble et également continues dans E.
Ensembles et fonctions de surfaces.
96. On peut développer pour les surfaces une théorie qui nous mènerait à des propositions entièrement analogues à celles qui précèdent. Mais il y a au début des précautions à prendre, qui conduisent à quelques longueurs. Aussi, pour ne pas allonger ce Mémoire, renverrons-nous sur ce point à une publication ultérieure.
NOEL
Construction d’une fonction continue non décroissante qui n’est constante que dans des intervalles donnés.
97. Considérons un ensemble G d’intervalles 7 sans points communs situés sur laxe des x dans le segment fondamental (o, 1). Nous allons montrer que l’on peut former une fonction continue (x) qui va sans jamais décroitre de o à 1 et qui n’est constante que dans chacun des intervalles 7 *).
*) Nous utilisons cette proposition au n° 84.
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En effet, observons d’abord que l’ensemble G est dénombrable, car c’est l’ensemble des ensembles G, formés chacun par les intervalles Z dont les longueurs sont su-
I AL
périeures à rs au plus égales à Fe Or il y a évidemment un nombre fini n
(Zn) d’intervalles Z dans G,, puisque les 7 n’ont aucun point commun.
On peut donc ranger ces intervalles en une suite dénombrable Z,, 1,, E, ...; d’après ce qui précède la longueur de Z, tendra vers zéro avec —, à moins qu'il ny ait qu'un nombre fini de ces intervalles. Dans ce dernier cas, il n’y a aucune difhculté à former o(x).
98. Supposons donc qu'il y ait une infinité d’intervalles 1. L’ensemble P des points du segment (o,1) qui ne sont intérieurs au sens étroit à aucun des intervalles J, est un ensemble parfait (11, page 12).
1°. Examinons d’abord le cas où P comprend les points o et 1 et n’est dense dans aucun intervalle entre o et 1. On sait alors (n, page 14), que l’on peut établir une correspondance uñivoque et réciproque entre tous les intervalles Z, d’une part, et tous les nombres rationnels positifs 1, d’autre part, et cela de telle façon que deux éléments correspondants soient disposés de la même manière sur Ox. Appelons #, le nombre rationnel que l’on fait ainsi correspondre à Z. Soit maintenant x un point quelconque du segment (0,1), autre que o et 1. Appelons /' un quelconque des intervalles Z qui ne sont pas complètement à droite de x, l'’ un quelconque des intervalles Z qui ne sont pas entièrement à gauche de x. Si l’on appelle #’ et w/’ les nombres rationnels correspondants, on voit que tout nombre rationnel compris entre o et 1 doit être un #’ ou un #/', et que Von a toujours w’Zu''. On définit ainsi deux classes de nombres qui comprennent entre elles un seul nombre que nous appellerons ®(x). Si nous posons en outre (0) — 0, p(1) = 1, on voit que nous avons défini #(x) en tout point du segment (0,1). En particulier, en tout point d’un intervalle Z,, on aura p(x)— «,. La fonction o(x) est donc constante dans chacun des intervalles 1. Je dis maintenant que si x << x’, on a nécessairement (x) <T px’), si x et x’ n’appartiennent pas à un même intervalle . En effet, il sufht d’observer que, sous cette hypothèse, il y à au moins un intervalle Z qui est entièrement compris à l’intérieur de (x, x’). Alors, d’après le mode de construction de p(x), on aura:
PC) Cu, LPC)
Ainsi (x) est une fonction non décroissante qui va de o à r et qui n’est constante que dans chacun des intervalles Z. Par suite, on peut définir, en chaque point x, la limite supérieure p(x—o) des valeurs de p(x") pour x'<x, et on aura o(x—0) Zœo(x). Or px — o) est au moins égale à la limite supérieure o(x) des valeurs de (x) quand x’ est dans un quelconque des intervalles J et reste x. Donc p{(x) = 9 (x — o). Autrement dit, o(x) est continue à gauche; de même, elle est continue à droite. En définitive, la fonction (x) est continue et répond bien aux conditions annoncées.
2°. Supposons maintenant que P, comprenant encore o et 1, puisse être dense dans certains intervalles. Alors on pourra former une seconde suite d’intervalles K., Æ,, ...
dont tous les points, extrémités comprises, sont des points de P, et telle que l’ensemble Q des points qui n’appartiennent au sens étroit ni aux X, ni aux I, ne soit dense dans aucun intervalle. Plaçons alors dans chaque intervalle K, une suite d’intervalles sans points communs: KV, KW, ..., telle que l’ensemble des points de K, qui n’appartiennent à aucun des intervalles K°, KŸ, ... soit de mesure nulle (n, page 16) *. Enfin appelons R l’ensemble des points qui n’appartiennent au sens étroit à aucun des FÉES SEEN URSS ER OS
D’après leur formation, ces intervalles n’ont aucun point commun (au contraire un J et un K pourraient avoir une extrémité commune). L'ensemble R est donc parfait, contient O et 1, et n’est dense dans aucun intervalle. On peut donc former une fonction continue non décroissante o,(x) qui n’est constante que dans les intervalles Z ou K!). Appelons d'autre part o,(x) la mesure de l’ensemble des points de P compris entre o et x. C’est une fonction continue non décroissante; de plus cette fonction est constante dans les intervalles Z et elle est certainement croissante dans les intervalles K!. ?,.Cx) Æ p,Cx) PQ) + 9,0)
qui va de o à 1 et qui n’est constante que dans les intervalles 7; elle répond donc à
Donc la fonction ®(x) — est une fonction continue non décroissante
la question.
3°. Enfin si P ne contient pas à la fois o et 1, autrement dit si l’un des intervalles I est terminé en o ou en I, on est ramené aux cas précédents en supprimant cet intervalle.
99. Il y a un cas particulier intéressant où lon peut former explicitement la fonction o(x). C’est celui où P est l’ensemble de CANTOR de mesure nulle (tr, page 12). Considérons un nombre quelconque x compris entre o et 1 et écrivons sa valeur dans le système de numération de base 3:
Les nombres 4 , a . ne pourront prendre que les valeurs o, 1, 2 et on peut
toujours supposer que l’on ait écrit un nombre tel que:
OU De 70222
Re
OU b, se 0 0 o
sous la forme respectivement équivalente :
ou
ONU TT DOOIDRER ou 0, bb, ... b,1222 :
Ceci étant, nous poserons toujours:
DONNE 00 ue o', ... indiquant qu’on passe dans le système de base 2 et en prenant en général
# Par exemple, on pourra placer dans K, un ensemble d’intervalles semblable à l’ensemble complémentaire [dans le segment (0, 1)] de l’ensemble de CanTor cité plus loin.
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pour b, un nombre égal à o si l’un des nombres 4,, 4,, ..., 4,_, est égal à x, et dans le cas contraire égal à 1 si a, — 2, et égal à 4, si a, 3< 2. Autrement dit, nous posons :
(+++) et RE ee MENT
He 2"
avec les conditions :
&(0)=— 0, ETC) ET BG)=®, (= RC) EX Il est facile de voir qu’on fait ainsi correspondre une même valeur de o(x) à tous les nombres x tels que NO, CC CREER OUR Cestent ire ettous diicrents Ke.
Ces points forment un intervalle; la correspondance ainsi établie entre cet intervalle et la valeur constante de o(x) est précisément celle qu'a indiquée M. Canror
pour prouver que l’ensemble P a la puissance du continu.
NOMME EE
Sur le calcul effectif de l’écart de deux courbes.
100. La théorie que nous avons développée dans la PREMIÈRE PARTIE montre qu’une fois établie l’existence d’un écart, la valeur même de cet écart n’a plus une très grande importance. Autrement dit, il sufht de savoir qu’on peut définir un nombre satisfaisant aux conditions générales de l'écart (n° 49), sans avoir à se préoccuper de la manière dont on pourrait le calculer effectivement. Cela est d’autant plus vrai qu’on pourrait choisir une infinité d’autres définitions de lécart moyennant lesquelles la théorie générale pourrait se développer exactement de la même manière et qui ne changeraient pas les courbes limites d’un ensemble de courbes. Par exemple, si e est l'écart de deux courbes tel que
e 1e Mais la définition primitive a l’avantage de donner pour l'écart de deux courbes réduites à deux points une quantité égale à la distance de ces deux points; et pour deux courbes, l’une fixe, l’autre qui s'éloigne à l’infini un nombre qui tend vers l'infini.
nous l’avons défini, on pourrait le remplacer partout par 3e ou par ÿe ou par
La définition de lécart que nous avons donnée ne fait pas prévoir comment on pourrait le calculer effectivement, et ce calcul serait certainement très difficile en géntral. On peut cependant donner des exemples simples où ce calcul est possible. En général, on devra procéder de la manière suivante. On prouvera que, dans toute correspondance continue entre les deux courbes, le maximum 4 de la distance de deux points correspondants est supérieur ou égal à un nombre fixe e. On montrera ensuite qu'il existe au moins une de ces correspondances où ce maximum d est exactement égal à e.
Par exemple, considérons deux segments rectilignes 4B, 4'B' et soit A la plus grande des deux longueurs 4 4', BB'. On a toujours d 4 et l’on a d—4 lorsque
la correspondance est telle que deux points correspondants M, M' divisent l’un AB,
Pautre 4'B', dans le même rapport. Donc l'écart des deux segments est égal à A.
On peut être aussi amené à définir l’écart de deux courbes fermées. On le considérera alors comme la limité inférieure de tous les écarts qu’on obtiendrait en les considérant de toutes les manières possibles comme des arcs de courbes ayant chacun deux extrémités en coïncidence. On verrait alors facilement que si l’on considère deux circonférences de rayons R,, R,, de centres O., O,, situées dans le même plan et orientées de la même façon, leur écart est OO IR — R,].
Un exemple moins particulier est le suivant. Considérons dans'un même plan deux courbes convexes C, et C,, la courbe C, étant supposte à tangente continue et toute entière contenue dans C,. Dans ces conditions, on peut voir que l’écart de C, et de C, est égal au maximum du segment intercepté par C, sur la normale extérieure à C..
Dans ces exemples, on vérifie immédiatement que l’évanouissement de lécart est la condition nécessaire et suffisante pour que les deux courbes coïncident, ce qui permet
souvent de prévoir la valeur probable de l'écart. Vu et approuvé:
Paris, le 2 avril 1906.
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