Sur quelques propriétés des fonctions entières
Pierre Boutroux
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
Sur quelques propriétés des fonctions entières
\ \ Û 5 | A LE Ar QE NS PRÉSENTÉES CR a ne UE or mie + net") 15 £ jé IAE ie , . j ( ' 6 on nc ch LA FAC LTÉ DES. SCIENCES DE PARIS A : CREER AE SN \{ 1, POUR OBTENIR, TRAN Fe ‘+ HA ae Hi | pars M ee ; ei ) : LE GRADE DE DOCTEUR. ès | SCIENCES MA THÉMATIQUES, LUS ï ne | LE ee. Gr Par ME. Prener BOUTROUX. £ , joe
| qe THÈSE: ro Sür QUELQUES | Portés DES FONCAONE ENTIÈRES: Rae DÉAAIE SVM a KIT PE “ MAP 6 QE ; LC
pi b 20 je à À Lx RL ) LT \ ( !
RO En EU 2e THÈSE. — PROPOSITIOKS | DoxNÉs. PAR LA FAGULrÉ. | ci? Mae
Ù < à Le À ee AR DUrS RAT ) { LAC L Ë F Ka, À JE ACCES \ & | : ë ÿ \ NES SC é $
MAN EADES F LA \2 AE 1 PASSE RS A DAS = - ne LS AA , ; 5 ÿ . ‘ |
devant la Commission d'examen,
Dee ee LP, - Soutenues le. DATE ‘1908, aie EX SE f F: & £ PA ) à r k \ : + DE te È PE NICE à ! } RE { LE À } Le PSS d ; { BAT j 7 Ne ) < Le k | > F MM. APPELL,', Frésdent. vh SE AS se RANCE > M RE) PICARD) none ee es \ Era er Eraminatenrs. Ne AE TA MEN | HADAMARD, | VA | * Robe À | a ù fr K 1 4 | ; 5 À € de \ AC D ED \ \ ; D NET LA LA Wa FR Ÿ “a PR | \} ‘ f \ N RER Er Den A ne } An à Reg \ | A Pal ot) Ne TER LS Fa } ) | f ; ea DETTE ILE 3 } sat ‘ ARR l ; RE (rs | Ÿ Ne > SR LD ou me. 10 Er OS ss vs yes à :
\ 1 \ ue L RE ( À
A ANT EN STOCKHORM ANA 0 D PRE At CE NTRALTRYCORERIET | ke LinRate
\ l À ; di ? È “ { RNA NÉE A ASS 19080 ALES un vo L \ \ NUE ; \ s A > ! { { \ 1 Î k j es / : Er | { \ EE > y V ‘| A r : À \ LL \\ ÿ ) | | Ë x ê UN : \ 8 : ; \ 2 d (à) | ? ï 4 tal à :
( F HE) | \ ? à rs” à i > ÿ S EE a à - | D ENS) \ \ a (El ! { S ' ù X \ | u Gr \ RAS l À Ÿ ss L gl £ 3 \
ae
PRÉSENTÉES
À LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS POUR OBTENIR LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHÉMATIQUES,
Par M. Prerre BOUTROUX.
1'° THESE. — SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS ENTIÈRES. 22 THESE. — PROPOSITIONS DONNÉES PAR LA FACULTÉ. /
7/ nl
EL
z É< É SEE Fu
Soutenues le 7 + novenrbré 1903, devant la Commission d'examen.
MM. APPELL, Président.
HADAMARD
ANDOYER A. GUILLET.
Géométrie supérieure.
Physique.
> Mécanique rationnelle.
Chimie biologique.
Calcul des probabilités et Physique mathématique.
Analyse supérieure et Algèbre supérieure.
Astronomie mathématique et Mécanique céleste.
Zoologie, Anatomie, Physiologie comparée.
Botanique.
Physiologie.
Chimie.
Géologie.
Zoologie, Évolution des êtres organisés.
Astronomie physique.
Mécanique physique et expérimentale.
Géographie physique.
Calcul différentiel et Calcul intégral.
Histologie.
Physique.
Chimie organique.
Chimie.
Chimie (Ens" P. C. N.).
Physique (ns PACN).
Minéralogie.
Zoologie, Anatomie, Physiologie comparée.
Mécanique et Astronomie.
Chimie analytique.
Eléments d'Analyse et de Mécanique.
Physique.
Géologie.
Calcul différentiel et Calcul intégral.
Astronomie mathématique.
Pr BOUTROUX
à PARIS.
Introduction.
L'éude directe des développement en série, à laquelle ABEL a su donner une si brillante impulsion, et qu'il a appelée »la partie la plus essentielle des mathématiques», a occupé, dans les travaux de ses successeurs, une place prépondérante Le moment est venu maintenant de considérer en eux-mêmes et d'analyser avec quelques détails les types généraux de fonctions dont la science a été ainsi enrichie. Or il faut bien reconnaître que les propriétés d'une fonction n'apparaissent que rarement sur un développement infini. C’est pourquoi il sera souvent avantageux de substituer à l'étude d'un développement celle de caractères moins précis mais plus intuitifs, aptes à servir de marque aux fonctions d'une classe déterminée, en permettant de les distinguer des fonctions voisines et de les reconnaître lorsqu'elles sont définies par une équation différentielle ou de toute autre manière.
Le mode de croissance, objet des beaux travaux de MM. Hapamarp et Borer, paraît être, pour les fonctions entières, un tel caractère. Toutefois, si l’on veut que la connaissance de ce mode de croissance puisse, dans une étude ultérieure, tenir lieu de celle de la fonction, il est nécessaire de le déterminer avec plus de précision qu'on ne l’a fait encore. C’est la tâche que je me suis proposée dans ce mémoire.
MM. Hapamarp et BOREL ont montré que le module d’une fonc-
ième
ion entière dépend étroitemen Jui du zéro. Toutefois l’on avait d t lépend étroitement de celui du » “E
! Des généralisations des théorèmes de MM. HADAMARD et BOREL viennent d’être tout récemment indiquées par M. E. LiNDELÔF qui a établi des propositions voisines de celles qui sont exposées dans la première partie de ce travail. M. LiINDELÔF a également obtenu, de son côté, un exemple de fonction de genre zéro se trouvant la somme de deux fonctions de genre un. (Voir page 45.)
2 P. Boutroux.
lieu de craindre que ce rapprochement ne püût être poussé très loin et qu'il fallût pour arriver à un résultat un peu précis tenir compte des arguments des zéros. Je montre qu'il n'en est rien en général, et j'obtiens alors une représentation asymptotique du module maximum pour |2|— 7» d’une fonction entière de genre fini. Ce résultat me permet d'étudier en détail le cas resté obscur où le module maximum d’une fonction de genre
p se comporte approximativement comme €”. Je constate que dans ce cas la fonction peut exceptionnellement perdre tous les caractères qui la distinguent des fonctions de genre p—-1. D'alleurs dans ce cas encore, les propriétés fondamentales de la fonction résultent de son mode de croissance qui apparaît alors comme plus important que le genre; wne telle fonction de genre p peut en effet être la somme de deux fonctions de genre p — 1. Ce fait vient contredire l'opinion générale qui était, comme on sait, que la somme de deux fonctions de genre p est toujours de genre p au plus.
Les conclusions de ma première partie me conduisent à faire ressortir de nouveau l'importance toute speciale des fonctions à croissance régulière signalées par M. BoRrez, c'est à dire des fonctions dont le module maximum M(r) satisfait à partir d’une certaine valeur de 7 à la double inégalité
M (n) let
Toutefois j'ai pensé qu'il y avait intérêt à ne pas se borner à ces fonctions précisément afin d'avoir un moyen de les reconnaitre lorsqu'on les rencontre dans une application: j'ai donc cherché à ne faire que les hypothèses strictement indispensables pour rendre possible un résultat précis. Dans le même ordre d'idées j'ai défini ainsi une classe assez étendue de fonctions dont
ln
le module maximum pour |2[=7 est égal à e”, n étant le nombre des zéros dont le module est inférieur à 7, et } un nombre positif fini.
La seconde partie de ce travail est consacrée à la dérivée logarithmique d'une fonction entière de genre fini. On sait déjà que le module maximum d’une fonction entière est comparable à celui de sa dérivée. Mais j'ai pu obtenir un résultat beaucoup plus précis. Si l'on exclut du champ de la variable certaines aires fermées entourant les pôles, aires dont la somme peut être rendue négligeable, la dérivée logarithmique d’une fonction de genre fini reste comparable, partout ailleurs, à une puissance finie de la variable; jétudie alors, dans le champ conservé, son module maximum
pour |2[—7. La méthode suivie s'applique, sans modifications, à des
(gt
fonctions méromorphes d'un type plus général, et l’on obtient alors, au sujet de ces fonctions, une théorie de tous points analogue à celle qui a servi de base à l’étude des fonctions entières.
Je donne une application de cette théorie en étudiant la croissance des fonctions méromorphes récemment découvertes par M. P. PAINLEVE au cours de ses recherches sur les équations différentielles du second ordre à points critiques fixes. M. PAINLEVÉ a signalé trois types d'équations dont les intéerales sont des fonctions méromorphes nouvelles. Je montre que les intégrales des deux premiers types se définissent à l’aide de fonc-
tions entières de genre 2 ou 3 dont le module maximum croît comme
Pl (2 ou CAES
Dans la troisième partie, je cherche à étendre les résultats des deux premières au cas des fonctions de genre infini, et j'étudie le troisième type d'équations à intégrales méromorphes nouvelles signalé par M. PAINLEVÉ. Je constate que les fonctions entières correspondantes croissent comme
ONE Ke
CN
J'ai abordé dans la quatrième partie un problème un peu différent en cherchant à préciser les résultats obtenus par MM. Borez et LiNDELÜF sur la croissance des intégrales d'une équation différentielle algébrique du premier ordre et j'ai été conduit ainsi à définir une classe d'équations dont les intégrales ont un mode de croissance très analogue à celui des fonctions entières de genre fini. J'indique, pour terminer, la conclusion qui me semble devoir être tirée de ces divers résultats. La relation remarquable qui existe entre la croissance d’une fonction entière et sa nature analytique (en particulier, avec le nombre des branches de la fonction 1inverse) ne nous parait pas tenir à des circonstances fortuites ou spéciales: elle n'est vraisemblablement que la manifestation d’une propriété plus gé-
nérale des fonctions analytiques.
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PREMIÈRE PARTIE
Je vais me borner, pour commencer, à l'étude des fonctions entières de genre fini; me réservant de montrer, dans une partie postérieure, comment la méthode employée pour ces fonctions peut être appliquée aux fonctions de genre infini.
1. Désignons par F2) une fonction entière de genre fini p. Soit M{r) son module maximum pour |[z[—7r, r; le module de son #°* zéro, enfin x le nombre des zéros de F(z) dont le module est inférieur à 7.
MM. Hapamarp et ScHou ‘ ont donné une limite supérieure du nombre n. Ils ont montré que l'inégalité
(1) MIE supposée satisfaite pour toute valeur de 7, entraine (2) RSC)
C' étant une constante finie.
La réciproque du théorème de M. HapamaRD est-elle vraie? On n'a pas encore complètement répondu à cette question, et c’est elle qui doit nous préoccuper tout d’abord.
Bien entendu, la question n'aura un sens que si Æ(2) est un produit de facteurs primaires: si cette fonction contenait un facteur exponentiel e“®, son ordre de grandeur pourrait être absolument indépendant du nombre n; cest donc le produit de facteurs primaires, &(z2), contenu dans F(2) que je vais me proposer d'étudier. Lies résultats que j'obtiendrai ne s’en appliqueront pas moins au cas le plus général: soit en effet
Fr} Ge),
HADAMARD, Journ. de Math, 1893. Scnou, Comptes rendus, t. 125,
CH
jai le droit de supposer que l’ordre de grandeur de e/® est inférieur ou
égal à celui de Œ(z2); car, si cette condition n’était pas réalisée pour F(z), elle le serait certainement pour Æ(2)-—4, quel que soit & (sauf pour une valeur de & au plus).'
Considérons done le produit infini (2). M. Borer s’est proposé de lui trouver une limite supérieure (pour [2] = 7), et il a démontré la proposition suivante: ?
Soit © un nombre positif tel que l’on ait, quelque petit que soit a, à partir d'une certaine valeur de
(3) SN Die On aura, quel que soit &, à partir d’une certaine valeur de r, (4) [G{a)| <'e”c.
M. Borez a appelé ordre de G(z2) le plus petit nombre p satisfaisant
< sy - Fc Sen : Ê à la condition (3). Ce nombre est tel que la série dE ——, Soit divergente
(74 Tn
BE tel et la serie D p+a ñn
convergente, quel que soit a.
2l= 7, Mr) une
2. Voulant donner du module maximum pour représentation asymptotique aussi exacte que possible, je dois chercher avant tout si l'on ne peut pas obtenir une limite supérieure de M{(r) plus précise que la limite (4).
Quelque naturelle que semble cette recherche, on à pu se demander sil y avait lieu de l'entreprendre. Nous ne savons pas en effet, à prior, jusqu'où va la relation observée entre la croissance de Mr) et le nombre n défini plus haut: or sil fallait pour déterminer M{r) avec quelque précision faire intervenir des éléments nouveaux comme, par exemple, les arguments des zéros, les difficultés du problème seraient singulièrement
accrues.
" Cela résulte de la généralisation du théorème classique de M. Picarp sur les
fonctions entières. Voir Borer, Sur les zéros des fonctions entières. (Acta Math. 1896.) ? Acta Math. 1806 (Art. cité); Leçons sur les fonctions entières, p. 61.
6 P. Boutroux.
Il semble précisément à première vue que cette circonstance défa- , 2 , e Æ vorable se présente. Considérons, en effet, avec M. Boxer, les deux MAR . I fonctions "sin 72 et ——.
T'(2) et cependant leurs modules maxima sont respectivement proportionnels à
Leurs zéros ont mêmes modules :,2,3,...
e" et à 7’. M. Borez fut tenté de conclure qu'il faut ou tenir compte des arguments des zéros ou se contenter de la limite (4).
Fort heureusement il se trouve que les deux fonctions signalées par M. BorEeL rentrent dans un cas d'exception: nous constaterons qu'on à en général le droit de faire abstraction des arguments des Zéros. C’est là ce qui permet de préciser notablement les résultats de MM. HADAMARD et BOREL.
Une représentation exacte de M(r) aura surtout son intérêt lorsque l’on étudièra la classe, fondamentale en pratique, des fonctions à croissance réculière définies par M. Borez (voir Introduction). Mais il convient peut-être de s'attacher, pour commencer, à des types de fonctions plus généraux; il est utile, en effet, de connaître des propositions applicables à des fonctions dont on ne sait pas encore si elles sont à croissance régulière. On aura précisément ainsi un moyen de démontrer, s'il y a lieu, que leur croissance est bien régulière.
3. Pour établir les résultats que j'ai en vue, j'aurai à évaluer certaines intégrales définies où figure la fonction r; ou une fonction d(i) comparable à r;. Cette évaluation ne sera évidemment possible que si l’on fait certaines hypothèses sur la croissance de cette fonction d(i); mais des hypothèses très générales suffiront. C’est ainsi qu'il n’est pas nécessaire de supposer que di) est à croissance régulière (la définition de M. BoreL étant étendue aux fonctions croissantes qui restent comparables à nne puissance finie de la variable). En d’autres termes, nos calculs pourront porter sur des fonctions (x) qui ne satisfont pas nécessairement, à partir d’une certaine valeur de æ, à une double inégalité de la forme
a < (x) <aæx* (es arbitrairement petit).
L'analyse n'a pas cru devoir s'occuper jusqu'ici de semblables fonctions: il
* Leçons sur les fonctions entières, p. 99.
est cependant possible d'effectuer sur elles des calculs précis, moyennant
des hypothèses assez larges sur leur mode de croissance.
Evalution de certaines intégrales définies.
4... (2) étant un produit de facteurs primaires de genre p, je suppose ses zéros rangés par ordre de modules croissants suivant la règle de WErer- STRASS, en sorte que l’on a
3 ss Vixi ) si l'on désigne par 7; le module du zéro de rang à.
Les r; étant connus, il est toujours possible de former une fonction de æ holomorphe, réelle et positive qui, pour æ# entier et égal à à, prenne la valeur 7;. J’appellé w(x) une telle fonction.
On peut définir la fonction w(x) au moyen d’une formule d'interpolation quelconque; mais je supposerai, ce qui est évidemment lécitime, qu’elle ne cesse pas de croître lorsque x varie de © à + oo.
Cela posé, désignant par »m,n deux entiers positifs finis (m» < n) et par À un nombre positif, proposons-nous de déterminer une limite supérieure d'une somme de la forme
De RU
Nous augmentons évidemment ces sommes en les remplaçant par les
intéorales définies
| [o(x)T dx, J [o(x)] dr.
mi nu Tout revient donc à trouver des limites supérieures de ces intégrales. Pour y parvenir, je substituerai à œ(x) une fonction (x) qui, pour æ réel et positif, soit elle-même réelle, positive et inférieure à œw(x), cette fonction d(x) étant choisie de telle manière que l’on sache calculer les intégrales
1=fHGT&, 1 =f a) '&
dont la seconde est supposée avoir une limite. Il nous faut chercher quelles hypothèses il convient de faire a priori sur (x) pour obtenir aisément une limite de ces intégrales définies.
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La solution la plus simple consisterait à prendre pour d(x) une puissance de æ. J'ai rappelé qu'il existe un nombre o (ordre de la fonction entière) tel que l’on ait à partir d’une certaine valeur de 2
(3) T; ee je ra quelque petit que soit à. On peut donc faire
(x) = xt.
Ce choix nous ramènerait à la méthode qu'a suivie M. BorEez, dans les travaux cités plus haut, pour évaluer le module maximum du produit G{(2).
Mais on sait qu'il peut exister un écart considérable entre la fonction
œ(x) et la puissance de x, æ°**. C'est là une conséquence de l'existence des fonctions à croissance irrégulière.” D'autre part, dans le cas même où l’ordre d’infinité de 7; est déterminé (d’après la définition de M. BorEL), il est souvent possible d’assioner au module 7; une limite inférieure plus précise que la limite (3). On aura par exemple
re iv+é (log ) 0
o étant un nombre fini. Il est à prévoir que l’on obtiendra des limites plus exactes si l’on peut, dans les divers calculs effectués, remplacer æP+a par une fonction d(x) plus voisine de w(x).
Laissons donc de côté, pour un moment, la fonction w(x) et faisons à priori certaines hypothèses sur d(x), en montrant que ces hypothèses rendront possible la limitation des intégrales définies 7 et Z.
5. Faisant d'abord varier # entre m et n, supposons qu'il existe deux A) : æ du) : :
nombres positifs pa et y tels que les fonctions = et 7 soient croissantes ou ; [0] Ha du moins ne décroissent pas lorsque m<x<n. Nous distinguerons alors
divers cas suivant la valeur qu'a À dans l'intégrale Z.
" Voir dans l'Antroduction, la définition de M. Borer. M. BOREL a montré qu’il
est facile de former des fonctions à croissance irrégulière,
FRE A
Premier cas. y est inférieur à j
: | AS à : ar
Exprimons que les dérivées logarithmiques des deux fonctions Le qi _ % Sont positives: nous obtenons
AO lv dæ 0
et nous en déduisons la double inégalité (1 — 2 610) < D . ne <(1— à)d {1 — } | dx r 1
Où 1 — ÀÂu et 1 — À sont des nombres positifs. D'où, en intégrant:
n — Lrd, < fgr'dr 4 pe Ex m 2
Par suite, on peut poser
fé ar = mdr
PEAR On he
SPACE | si et « conserve une valeur finie lorsque 7 augmente indéfiniment | c < nl
Le e 1 6. Deuxième cas. » est supérieur à de En procédant exactement comme dans le premier cas, nous aboutissons
cette fois à l'inégalité
où lon à à — 1 > 0.
Si l’on intègre, on pourra poser
[ed — em[d(m)]
et « restera fini lorsque # augmentera indéfiniment.
Si donc les conditions impossées à d(x) ne cessent pas d’être vérifiés
pour æ > M, on aura
ddr = cm[d(m)}*
mm
c, étant une constante positive finie, et par suite (si l’on remplace » par
n, en se reportant aux notations du $ 4) Î, = cn[d(n)] 2
7. Troisième cas. Supposons maintenant que l’on ne puisse trouver
Re ne sais Be 3» ni un nombre » supérieur à : satisfaisant
dans l'intervalle mn aux conditions énoncées ce qu'on peut exprimer À
ni un nombre y inférieur à
grossièrement en disant que, dans cet intervalle, 4" croit approximative- I . Yo .
ment comme -. Nous sommes alors conduits à imposer au choix de d(x) LA
une condition supplémentaire. Je supposerai qu'il existe deux nombres y, et », tels que les fonctions
æ (log æ)"1 p?
À alor a:
soient croissantes ou du moins ne décroissent pas dans l'intervalle ##. La dérivée logarithmique de d * satisfera, pour m < x < n aux inégalités
dp?
I x Dieu dæ z1 Le Æ æ log %- TUE æ log +
[ei encore, suivant les valeurs de y, et », diverses circonstances pourront se présenter.
Soit d’abord y, < 1. On aura
(—p)b Tr < (dx log æ).
On pourra, par suite, poser, lorsque 7 devient très grand
(7) Îg dx = enlogn{d(n)] * (c nombre fini).
" log æ représente ici la valeur arithmétique du logarithme.
Soit maintenant y, > 1. On-aura
Hnre—
ce qui permettra de poser
(8) [ 4 “dx = cm log ni [ m)] :
nt
où c reste fini lorsque » augmente indéfiniment.
Soit enfin y, >1, v, <1. On peut exprimer ce fait en disant que dans l'intervalle #7 (ou du moins dans un intervalle intérieur à wn), la
fonction d * se comporte à la façon de Je ne puis rien dire alors
æ log æ sur la valeur des intégrales précédentes, à moins de faire une hypothèse plus précise sur la croissance de la fonction d(x).
Posant, d'une manière générale,
log, x = log log x, Gers los tomes
et désignant par y, un nombre quelconque inférieur à 1, par », un nombre quelconque supérieur à 1, je supposerai que l'un des deux rapports À
æ log æ ... (logx æ)* g à s æ log #..7. (logs æ)”7
soit croissant (ou du moins ne décroisse pas), lorsque k dépasse un certain entier fini.
Dans le premier cas, l'intégrale
fo "dx
est divergente et a une valeur de la forme (9) T= c# "nlogn.log,n...logen (c positif fini).
Dans le second cas, la même intégrale est convergente, et nous ob-
tenons pour elle une valeur de la forme
ch mlogm...log,m (c positif fini).
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Si l’on fait croître n jusqu'à + © et que l’on change » et »n, en se reportant aux notations du $ 4, on pourra écrire l'égalité
(10) RU Ar Ce)
où €, conserve, lorsque #7 augmente, une valeur positive finie.
8. On constate ainsi que les hypothèses faites sur d(x) permettent bien d’assigner, pour les grandes valeurs de x, une limite supérieure aux intégrales * Z et I.
Il est à remarquer d’ailleurs que les raisonnements précédents n’exigent nullement que À, et » soient positifs. Soit, d'une manière générale, une fonction réelle et positive f(x), satisfaisant aux conditions suivantes: :1l existe deux nombres positifs ou négatifs, y et », tels que les fonctions
Av œ : ë . 5 : :
7 et fe) soient croissantes. Si nous écartons, pour simplifier, le cas ; 2
exceptionnel où y < — 1 < y, nous pourrons affirmer que l'intégrale n-
définie de f(x) devient infinie comme xf (æ). L'hypothèse faite sur f(x) revient, d’ailleurs, à supposer que la dé-
rivée de f(x) devient infinie comme Fe), Nous avons donc démontré &
que de cette propriété de la dérivée, on à le droit de conclure à celle de
l'intégrale. Nous constatons ainsi que la croissance de f(x) est tout-à-fait
analogue à celle d’une puissance de x.
Dans une note insérée aux Comptes-Rendus de l’Académie des Sciences le 4 février I19OI, j'ai obtenu les mêmes résultats en suivant une voie un peu différente, mais en imposant à (x) des conditions équivalentes à celles que j'ai énoncées ici. Ces conditions étaient les suivantes:
Si p + p, l’on pose
æ) = af ÿ(a) et l’on suppose (x) tel que la fonction e log æ# — log
soit positive et croissante lorsque ep < La. (+) sera par exemple de la forme p
(log æ)1 (log) x). ... l 1 Si p était égal à p, on isolerait dans la fonction 4 le produit æP (log æ).
9. Revenons maintenant au produit de facteurs primaires G(2) dont nous supposons les zéros connus, et voyons comment nous pourrons former la fonction (x).
Le cas où l'on obtiendra les résultats les plus précis est évidemment celui où la fonction œ(x) définie au $ 4 satisfait elle-même aux conditions imposées à g(x). On peut alors substituer © à d dans tous les calculs précédents.
St l'on introduit dans l'énoncé le genre p et l’ordre o du produit (r(2), cette classe sera définie par les caractères suivants (on suppose p + 0):
I Lorsque l'ordre o n'est pas entier, # existe un nombre p inférieur
MT æ o(x = - = :
à — et un nombre y», tels que les rapports — D ? Ci. soient croissants à partir D ŒO(X æ d'une certaine valeur de x.
On a alors l'égalité (5) pour À < p et l'égalité (6) pour À > p. Parmi les classes de fonctions pour lesquelles la condition énoncée est réalisée, il en est une qui doit surtout attirer notre attention: elle comprend
les fonctions dont les zéros sont répartis de telle sorte que les deux rapports
soient croissants à partir d'une certaine valeur de ?, quel que soit le nombre z. Cette classe de fonctions rentre dans celle des fonctions à croissance régulière qu'a définie M. BoREL, elle comprend toutes les fonctions qui ont été étudiées jusqu'ici par l'analyse.
Les calculs précédents nous permettront d'ailleurs de subdiviser cette classe en faisant sur la croissance de 7; des hypothèses de plus en plus précises.
Mais nous n'épuiserons pas ainsi la famille de fonctions que définissent les conditions imposées plus haut à w(x). (Cette famille comprend des
fonctions qui ne sont pas à croissance régulière, au sens adopté par M. Borel, mais pour lesquelles le module r;, pourra osciller, lorsque à croit, entre 1° cr nr . . . . A et 2? (es, a nombres positifs arbitrairement petits). Nous obtiendrons né-
anmoins sur ces fonctions des résultats aussi précis que sur les précédentes.
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10. 2°. Lorsque 0 —=p, la classe de fonctions considérée est défie par ce fait qu'outre le nombre » défini plus haut, il existe un nombre a n-
+. eu æP (log æ)7 ; : ; ne :
Jérieur à — tel que le rapport ET soit croissant à partir d'une certaine p [0]
valeur de x. (La fonction © se trouve alors satisfaire aux conditions du & 7 avec n <1, et l’on a, pour À = p, l'égalité (7); l'égalité (5) reste d'ailleurs vérifiée pour À < p, l'égalité (6) pour À > p).
S'il n'existe pas de tel nombre o il existe du moins un entier fini k et Je an un nombre o inférieur à - tel que le rapport
(log æ)? .… (loge #Ÿ [0]
soit croissant à partir d'une cnrtaine valeur de x. (On aura alors, pour À = p, l'inégalité (9)).
FO
3°. Lorsque o = p + 1, nous supposerons qui existe (outre le nombre
p défini au $ 9) wn entier fini k et un nombre a supérieur à PES tels que
le rapport (0) the En .
PT ose) ne. (logs æ)7
soit croissant à partir d'une certaine valeur de x. On aura alors, pour À=p +1, l'inégalité (10).
11. Considérons maintenant le cas général où w(x) n'appartient pas à la classe définie par les hypothèses du paragraphe précédent, mais est une fonction croissante satisfaisant simplement aux conditions du $ 4. La fonction d(x), inférieure ou égale à œ(x) que l'on doit faire figurer dans les intégrales Z et 1, afin de les rendre calculables par la méthode exposée ci-dessus, ne peut plus alors coïncider avec (x). Cherchons dans quelle mesure elle pourra s’en rapprocher.
Je vais considérer, tout d’abord, le cas où l'ordre © n'est pas entier, et montrer qu'on pourra faire coëncider d et & pour des valeurs de x indéfiniment croissantes.
Sur quelques propriétés des fonctions entières. 15 ‘æ , L I Ie:
Soit y un nombre compris entre et -. Il résulte de la définition P 10 À 1 j ‘dr e . xl ; rs £ même de l’ordre que la fonction mes prend des valeurs indéfiniment erois- O(T
santes. On peut, en effet, poser
nu = (1 + es) avec ds dei oO
£ Si done il existait un nombre « tel que l’on ait, à partir d'une certaine valeur de *
VE DAT jé << C, PT la série Ÿ — serait convergente, ce qui n'a pas lieu.
lt
Considérons alors la courbe
PS On peut tracer une courbe repré- OX
sentant une fonction toujours croissante, ou du moins, ne décroissant jamais,
: . He) SE,
qui reste toujours au-dessus de la courbe en et la touche en une infinité S ŒO(X
ga)
la plus petite fonction représentée par une telle courbe, et d(x), qui co-
de points s'éloignant indéfiniment de l’origine. Nous prendrons pour
incidera avec œ(x) pour des valeurs de x indéfiniment éloignées, satisfera bien, entre ’%# et n, aux conditions énoncées au $ 5 (premier cas). D'autre part, lorsque x varie de n à + ©, on sait que, si n est
h assez grand, le rapport ae et, par suite, ie
are pre
dévient supérieur à tout
nombre donné, quelque petit que soit &.
I en résulte que (pour une infinité de valeurs de x figurant parmi les précédentes), ce rapport prend une série de valeurs plus petites que toutes les g(æ)
nt a+
suivantes. Formons une fonction
toujours croissante qui coïncidera
(7) ve. : LE re) SOS SPA . , dec JDOUT CES valeurs de #. La fonction d, ainsi définie satisfera bien
æpte
aux conditions voulues pour x > #.
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12. Lorsque l’ordre p» est entier 1l faut distinguer divers cas. Soit y — p, et supposons qu'i existe un entier k et un nombre © dndt Jérieur à - tel que le rapport D
Plon)
admette des valeurs indéfiniment croissantes. On pourra alors former, dans l'intervalle #n, une fonction croissante (ou, du moins, ne décroissant jamais) qui ne soit jamais inférieure au rapport considéré et lui soit égale pour des valeurs de x s'éloignant indéfiniment. Cela permettra de faire coïncider æ et d pour des valeurs de x indéfiniment croissantes.
Lorsqu'il n'existe pas d’entier X satisfaisant à la condition indiquée, on remarquera qu'on pourra toujours satisfaire à cette condition quel que soit k, pourvu que l'on remplace & par w(log,x) *, où € est un nombre positif arbitrairement petit. Si non il faudrait admettre qu'on peut trouver un nombre positif e tel que le rapport
—+e a non; æ)?
(Q reste, à partir d’une certaine valeur de x, inférieur à un nombre fixe, ce
qui rendrait convergente la série DEN laquelle diverge par hypothèse.
On peut done affirmer que l'on pourra, en fout cas, choisir la fonction
[0] . REPAS x E de façon que le rapport 7 soit (entre m et n) inférieur à (log,x) pour des
valeurs de x indéfiniment croissantes.
On se trouve d’ailleurs placé, pour x > n, dans les mêmes conditions que lorsque © n’était pas entier.
Supposons enfin que 9 soit égal à p + 1.
: k 4 { I S'il existe un entier Æ et un nombre s supérieur à - sn tel que le P
rapport [02] 1 æ x ÿ" .
æP#1,., (logxæ)
reste, à partir d'une certaine valeur de #, supérieur à tout nombre donné,
Sur quelques propriétés des fonctions entières. : rQ
on pourra faire coïneider les fonctions æ© et d pour des valeurs de x indéfiniment croissantes.
Mais s'il n'existe pas de tel entier k, les calculs précédents ne nous
x À . FL: 0) Par fourniront aucun renseignement précis sur la valeur du rapport —: 4J'étuo
dierai par une méthode directe, au $ 19, les fonctions entières pour les-
quelles cette circonstance se présente.
Le module maximum d'une fonction entière d'ordre non entier.
13. Pour déterminer le mode de croissance d’une fonction entière, je m'efforcerai de suivre la voie la plus naturelle; partant du développement d’une telle fonction en produit infini, je considérerai ce produit sur une circonférence ayant pour centre l’origine, et je chercherai une limite supérieure et une limite inférieure de son module en un point quelconque de la circonférence. Je constaterat ensuite que dans des cas étendus ces deux limites coïncident: toutes les propriétés du module maximum de la fonction se trouveront alors résumées par une seule formule.
Soit F(z) une fonction entière de genre fini, (2) le produit de facteurs primaires contenu dans #{(z), en sorte que l’on a
HEC een
F(z2) étant de genre fini, le facteur exponentiel 67% s’étudie très simple-
ment. C’est donc à l'étude du produit de facteurs primaires, G(z2) que je dois m'attacher: cette étude suffit même au point de vue théorique en vertu du théorème de M. Picarp dont je rappelais au $ 1 la généralisation.
Soit (2) de genre p et de la forme
Rien ne serait changé aux raisonnements qui vont suivre si ce produit était multiplié par une puissance finie de 2, c'est-à-dire si l’origine était un zéro de (à).
Formons une fonction dx) satisfaisant aux conditions énoncées au 4. Nous aurons r, > d(t) (r; = [a;).
Vs)
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Suivant alors une méthode analogue à celle qu'a employée M. BoreL,
je définirai l’entier n par l'égalité
ET/OU
où 7 est une constante positive finie. Je supposerai d’ailleurs 7 assez grand pour que l'on ait # > m.
On sait qu'on peut trouver’ un nombre positif b tel que le 5°%* À
p+1 è Se à (7) :
facteur de (2) soit, en module inférieur, à e ” . Le produit des facteurs de rang supérieur à # est donc, en module, inférieur à
brr+1 Ÿ é DIR
n+1 Fi
D'autre part
On a, par suite
n ; rP n . è kel) ler De pe RER
Si nous supposons # choisi de telle sorte que dim) soit plus grand que 1 (ce qui est légitime, puisque d(x) est une fonction croissante), on aura à fortiori
n n a L ® mie de ce brel de cp P+i
g étant, de même que bd, une constante positive finie.
15. Pour évaluer le second membre de l'inégalité (11), je supposerai d’abord que l'ordre po du produit (2) n'est pas entier.
Nous plaçant alors, par le choix de (x), dans le premier cas du $ 5, nous pouvons remplacer les intégrales définies qui figurent dans l’inégalité (11) par les valeurs obtenues dans ce paragraphe. Faisons, pour À£ y
® Voir en particulier Borel, Lec. sur les fonc. ent., p. 51.
1 da À } | ga — (17 LUS
nt
Le nombre c, sera fint' en vertu de l'égalité (s) du $ 5 et nous savons en calculer une limite supérieure, De même
co
Le p+1 NOR pt, } | gr Cri hi,
ni Cox étant un nombre fini.
L'inégalité (11) devient donc
log | G(2)| <gr'+gn (9, nombre fini) ou
(M2) [G(2)| _ en.
h étant un nombre fini; car nous supposons ici 9 > p, en sorte que le nv . me
rapport — devient infiniment grand en même temps que r. r? je
La démonstration précédente serait en défaut si G&(z) était de genre zéro. On poserait dans ce cas 2 — #*, q étant un entier assez grand pour que la fonction de w, Œ{u) soit de genre un. La proposition du $ 15 s'applique à (uw), ce qui montre que l’on a bien encore l'inégalité (12).
16. De l'inégalité (12), on peut tirer diverses conséquences. Suwppo-
©. ., © telle que l’on aît à partir d'une
sons qu'il existe des nombres o,, o,,..
certaine valeur de à Fn lost lonn.
On prendra
HS 7 00e On
! Lorsque je dirai, dans le cours de ce travail, qu'un nombre est fini, j'entendrai par là qu'il reste inférieur à un nombre fixe lorsque » ou n augmente indéfiniment.
Il en résulte évidemment n < p,r'(logr) %...(log,r) * (7, constante positive finie)
et lon obtient pour |[G(2)|, à partir d’une certaine valeur de r, la limite supérieure [G(z)| < enr PGogr) A. (loger) %
h restant, lorsque 7 augmente indéfiniment, inférieur à un nombre fixe. Ainsi se trouve précisé le théorème de M. BoREL que Jai rappelé au $ 1.
17. Pour voir quelle précision il convient d'attendre de l'inégalité (12) dans le cas le plus général où l’ordre 9 est supposé non entier, je dois compléter le résultat précédent en donnant une limite inférieure du module maximum Mr) pour |2[—r.
On pourrait déduire cette limite des théorèmes de MM. HADAMARD et ScHou. On l'obtiendra plus rapidement de la façon suivante.
Désignons par #' le nombre des zéros de G(z2) dont le module est
inférieur à 77, 7 étant un nombre inférieur à CH et posons
: . , Zn) ie Lorsque à < #', la partie réelle de log ——— a une valeur finie su- (é
tj
è I — , périeure à log PRPeD'on
hk étant un nombre positif fini.
Considérons, d'autre part, l'intégrale
nt
en désignant par (© le contour du cercle de rayon > avant son centre
l’origine. Cette intégrale est égale à l'unité Il est done certain que le
Sur quelques propriétés des fonctions entières. 21 module [G,(2){ est supérieur à wn sur une infinité d’arcs de la circonférence
C. On a sur ces arcs
(13) | G(z)| ie
4 I Dans cette inégalité on peut donner à % la valeur log ( = — 1). Faisons
en particulier 7 — Es: On pour alors remplacer l'inégalité (13) par
l'inégalité IGeleter:
Si, au lieu de G(2), on considérait une fonction entière quelconque F(2), il faudrait substituer à l'inégalité (13) l'inégalité
LF(2)| > {Æ{(o)le.
Remarquons enfin que le résultat subsiste si l’on remplace la circonférence (C' par un contour quelconque de longueur #, (# fini), dont tous les points sont à une distance de l’origine égale à kr (%, fimi.
18. Il nous faut maintenant, pour compléter les résultats des paraoraphes précédents, comparer les limites (12) et (13). Nous avons vu au $ 11 que, si l’ordre © n'est pas entier, on peut toujours choisir la fonction (x) de façon que les fonctions æ et d coïncident pour une infinité de valeurs de x indéfiniment croissantes. Donc, pour une infinité de valeurs de
le nombre # est déterminé par l'égalité r — #r
l'on veut, inférieur à =. On a pour ces valeurs n = n.
7 étant fini et, si
nn)
Mais il pourra arriver que pour certaines fonctions et pour certaines valeurs de 7 le nombre #' soit notablement inférieur à #7. On voit, en se reportant à la définition de #, qu'il en sera ainsi si la valeur de d(n) c’est-à-dire si la fonc-
est elle-même très petite par rapport au module r
tion œ(x) prenant la valeur »; pour x — ne satisfait pas aux con-
ditions imposées à (x). Il y aurait donc lieu de rendre plus exactes encore les deux limites assignées à WM{r) afin d'amener, s’il est possible,
La démonstration sera valable encore si le produit G(z) est de genre infini, Mais, dans ce cas il y aura intérêt à compléter la proposition en donnant à 7 une valeur voisine de l’unité. J’indiquerai dans la troisième partie cette généralisation qui
n’a point 101 d'utilité.
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ces limites à coïncider, Toutefois de telles recherches ne semblent offrir au point de vue pratique que peu d'intérêt: on n'a jamais rencontré dans les applications et on ne rencontrera vraisemblablement d'ici à longtemps que des fonctions pour lesquelles les nombres # et n° sont égaux. Il nous suffira done d'avoir obtenu sur ces fonctions un résultat tout-à-fait précis.
Pour savoir dans quel cas on aura le droit d'identifier les nombres # et n', il suffit d’ailleurs de se reporter au $ 9, en considérant à nouveau la fonction œ(x) définie au $ 4. S'il existe un nombre positif à tel que
a el" Dole (0) : : à : ; les rapports —— 5» —5— soient croissants à partir d'une certaine valeur de o 22.
æP
{æ nous pouvons dans tous nos calculs remplacer @ par ©. En particulier, le nombre » sera défini par l'égalité
PA) Te
7 étant un nombre fini quelconque que l’on peut prendre inférieur à
SIN
On parviendra ainsi, lorsque w(x), c’est à dire 7;, satisfait à la condition qui vient d'être énoncée, à la proposition suivante: Si l’on désigne par n le nombre des zéros dont le module est inférieur
> I AA / * > à * qi # © 12" A * Ü .
à y? (1<;), on pourra, à partir d'une certaine valeur de r, pose
(14) Mr) = 6
h étant un nombre positif fini. Cette inégalité restera vraie pour toute valeur de r.
L'égalité (14) exprime en résumé toutes Les propriétés du module (7).
19. Parmi les fonctions satisfaisant aux conditions énoncées, nous signalerons en particulier celles pour lesquelles il existe deux rapports eroissants de la forme
or), P
Ces fonctions sont à croissance régulière.
Si l'on considère les puissances de la variable comme les types les plus réguliers de croissance, on pourra dire que la croissance de la fonction Ge) est parfaitement régulière lorsque les nombres # nuls. On énoncera alors le théorème suivant:
o. sont tous
17 DATA AUTE Si l'on «à à partir d'une certaine valeur de à
r; = hi? (h positif fini) on aura (pour toute valeur de >) à partir d'une certaine valeur de r N'ES (h' positif fini).
Relativement aux fonctions à croissance régulière, les inégalités (12) et (13) permettront d'énoncer, d’une manière générale, la proposition suivante:
Si Fon a à partir d'une certaine valeur de à
1 en Dÿ —© 1 Ch ck+E
ie (log à)” (ORERRe i? (log i)° (lon ta
k étant un entier, et es un nombre arbitrairement petit, l'on aura, à partir d'une certaine valeur de r
e” P (og r)7 …(logxr)7E # M(r) < e"° (Log r)A...(Logx r)% À €
20. Je vais maintenant compléter les résultats précédents en démontrant la réciproque du théorème énoncé au $ 19.
Cette réciproque a été, en partie, établie par M. BoreL qui a montré que lorsque (2) est un produit de facteurs primaires, la double inégalité
Cr) e0 0
entraîne, quel que soit <, à partir d’une certaine valeur de à
On complète aisément cette proposition en s'appuyant sur l'inégalité (1 2). Désignant par # la fonction inverse d'une certaine fonction g(x), nous allons montrer que l'égalité
(is) M{r)—e" (h positif fini)
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supposée satisfaite à partir d'une certaine valeur de r entraine à partir d'une certaine valeur de à
FR Di) (X' positif fini).
Nous savons déjà que cette évalité est satisfaite pour des valeurs de i indéfiniment croissantes, et de plus que l’on à à partir d’une certaine valeur de à
I s’agit de remplacer cette inégalité par une égalité. Supposons d’abord que la fonction d(x) soit de la forme
CA ck
DL) = (6 (oser)?
Si la proposition énoncée était inexacte, 1l faudrait admettre que,
quelque grand que soit le nombre Æ, (comparable par exemple à log, »,) on à, pour des valeurs »#, de ? indéfiniment croissantes
r, = Kb(n,).
Le théorème du $ 14 va nous conduire alors à une contradiction. Faisons-y, en effet
= K in} = gr) D'après la définition de d, on aura lorsque #, sera assez orand l'inégalité
ner ia) Horn,
où 4 est un nombre positif qui deviendra, avec —, inférieur à tout nombre n donné.
Déterminons d'autre part le nombre n, par la condition
d(n,) = Kg(n,) d'où résulte l'inégalité
he Le ) Ar
ur I (a, devenant, comme a, arbitrairement petit avec - :
Es a : D ON Sur quelques propriétés des fonctions entières.
Nous allons nous reporter à l'inégalité fondamentale du $ 14, où nous remplacerons % par #,. Elle devient
ue
log [G (2
Lorsque à < n,, on a r, > hdi).
Donc, si À est un nombre inférieur à p, on a ($ 5)
I ] ñn ÈS LAS < 7 CRE Kim (ce, constante positive finie).
D'autre part
No
pti D+1 P+H1 KO—-D—1 5 :
) > n<% M2 < (1 a, )JAPYE Le
m+i Ti
pour >», nous nous servons de nouveau de l'inégalité r, > h'@(i), et nous avons
I = Hits Da ri es GP Te (n NUS < Gba Je or Ply no+1"i
Posons alors HOT e,
B étant un nombre positif inférieur à 1. On aura Kin, < KO? (1 Æ a)n, T'ÉUN CE a ne FRET et par suite, si l’on se reporte à l'inégalité qui limite log|G(z)| Mr) <eK—n
c étant un nombre positif fini.
Puisque À est arbitrairement, grand, cette dernière inégalité est en contradiction avec l'inégalité (15). L'hypothèse faite sur r, est donc inadmissible, ce qu'il fallait démontrer.
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On parviendrait au même résultat en faisant sur la fonction d(x) des hypothèses plus générales. Aïnsi, l'on démontre! sans peine que le théorème précédent subsiste intégralement si l’on suppose simplement que la fonction (x) satisfait aux conditions du $ 9, et que l'on a de plus
I I I Le: | an
u et » étant les deux nombres (compris entre le genre p et l'ordre p) que nous avons définis au $ 9, et ff un nombre positif inférieur à 1.
21. J'ai supposé dans ce qui précède que Æ était un nombre pouvant dépasser tout nombre donné. Mais rien n’empeche, dans le raisonnement précédent, de faire de X une fonction croissante de r.
Soit par exemple
K — (log,r},
e étant un nombre arbitrairement petit. La démonstration précédente établit que s'il existait des valeurs x, de ? indéfiniment croissantes, telles que l’on ait
Tu = (log, r) d(n,)
on aurait, pour des valeurs de > indéfiniment croissantes
M{r) < een tr,
D'où le théorème suivant:
Si, quelque petit que soit le nombre e,, la double incqgalité
one > Mr) = etogr) #1 n
! Si À est un nombre positif plus grand que 1, on a
(A) dx)
L'égalité K,@(n,) — g(n) entraîne donc n, < K,"n, et l'égalité w(n,) — K(n,)
@ suppose n, < K'n..
Tous les calculs faits plus haut subsistent alors, 0 étant remplacé par l'un des
I oi deux nombres — , -.
ne cesse pas d'être vérifiée, à partir d'une certaine valeur de r, à en sera de même, de la double inégalité
h'p(i) < ri < (logsr) di)
à partir d'une certaine valeur de r; {quelque petit que soit €).
Ce théorème, joint à celui du $ 17, nous permet en particulier dénoncer la réciproque de la proposition démontrée à la fin du $ 19 relativement aux fonctions à croissance régulière.
Un cas particulièrement intéressant où le théorème trouve à s'appliquer sous sa première forme est celui où la fonction étudiée est à croissance parfaitement régulière, suivant le sens que j'ai donné à cette expression au $ 19. On a alors le théorème suivant:
La condition nécessaire et suffisante pour que le module maximum M(r)
hr P
soit, quel que soit r, égal à l'exponentielle "7 où h est un nombre fini, est
p Fr , ne .
que le rapport — soit fini, quel que soit n.
Nous constatons ainsi que, au point de vue qui nous occupe, les inégalités (12) et (13) donnent des renseignements suffisamment précis sur la croissance de M(r), lorsque l’ordre » du produit (2) n’est pas entier. Elles conduisent à cette conclusion que l’ordre de grandeur de M{r) est déterminé par le nombre des zéros contenus dans le cercle de rayon r ayant pour centre l’origine. Ainsi se poursuit l’analogie déjà observée entre une fonction entière et un polynôme.
Je complèterai les résultats précédents dans la seconde partie de ce travail en étudiant les dérivées successives de &(z). Mais je dois auparavant m'occuper du cas particulier que j'ai laissé de côté: celui où l’ordre »w de (2) est entier. Je serai ainsi amené à aborder le problème de la détermination du genre d’une fonction entière. Je me proposerai, en particulier, de déterminer dans les cas restés donteux, le genre de la somme de deux fonctions entières.
! La présence dans la fonction entière étudiée d’un facteur exponentiel e#(@) ne modifierait rien aux résultats obtenus, puisque © est supposé non entier.
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Les fonctions d'ordre entier et la détermination du genre.
22. Supposons que l'ordre » du produit de facteurs primaires (2) soit entier et égal à p. La proposition du $ 17 subsistera sans modifications et l’on aura encore
Mr) > e* (h fini).
Au contraire, si nous cherchons à assigner à A/(r) une limite supérieure, nous rencontrerons des difficultés qui ne se présentaient pas lorsque » n'était pas entier.
Considérons de nouveau l'inégalité (11) obtenue au $ 14. Nous voyons que si p—p, toutes les intégrales du second membre de cette inévalité auront la même limite que dans le cas général, excepté l'intégrale
J'écr
Nous pourrons donc, en tout cas, poser
ñ rP L hn+ — —
(OI Cr
h étant fini et » étant le nombre défini au $ 14.
n $ ue : I Pour obtenir une limite supérieure de la somme Ÿ y NOUS allons 1 (TS dre
être amenés à faire sur la fonction (x) une hypothèse supplémentaire; nous la supposerons choisie de telle sorte qu'il existe un nombre 9, supérieur à p tel que le rapport
æP (log æ) "1
nu soit croissant à partir d’une certaine valeur de x.
Nous aurons alors, en appliquant les résultats du & 5
y? | = < cnlogn (e positif fini).
D'où (19) NÉ) Act Ge NUE (a, h, positifs finis).
Pour comparer les nombres # et #', nous suivons la discussion du $ 12:
Sul existe un nombre a inférieur à tel que le rapport a | æP (log æ)7
admette des valeurs indéfiniment croissantes, on est assuré que les nombres
n et # coïncident pour des valeurs de 7 indéfiniment croissantes.
2°. Nil n'existe pas de tel nombre o, soit e un nombre arbitraire-
: : nm CRT : a ment petit: nous sommes certains que le rapport , sera inférieur à (log n},
pour des valeurs de > indéfiniment croissantes; cela résulte immédiatement à = à . . [0] . FO pare x du fait que le rapport des fonctions inverses est lui-même inférieur à (2 (log x) pour des valeurs de # indéfiniment croissantes {S 12), puisque d(x) reste compris entre deux puissances positives de #. On peut, lorsque l’on y a intérêt, pousser plus loin lapproximation en faisant sur la fonction d(x) une hypothèse plus précise. On pourra alors remplacer l'inégalité (19) par une égalité de la forme
(20) [G(2)| < Coin ei LISE LE
h et h étant des constantes positives finies et # un entier quelconque.
1è A PIS . es x = Le rapport , peut être alors, dans le cas le plus général, inférieur à (log, n°. 23. Si p, au lieu d'être égal à p, était égal à p + 1, on obtiendrait
des résultats analogues. Ce serait alors l'intégrale
Lee] à
da pp+i
qui fournirait une limite exceptionnellement élevée.
LE
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Supposons la fonction @ choisie de telle sorte qu'il existe un nombre 9, inférieur à p + 1 tel que le rapport œo
—_—— æv+1 (log æ)°1
soit croissant à partir d'une certaine valeur de x. On aura dans ce cas, l'inégalité (19). Il pourra être avantageux dans certains cas, de faire sur (x) une hypothèse plus précise. On pourra remplacer alors l'inégalité (19) par l'inégalité (20).
On comparera » et n° à l’aide des résultats du $ 12. S'il existe un
. # ® ni I entier # et un nombre & supérieur à SES tel que le rapport p
_ pee tort)
surpasse tout nombre donné lorsque 7 est assez grand, on pourra faire coïncider # et n° pour des valeurs de x indéfiniment croissantes.
Lorsqu'il n'existe pas de tel entier #, nous ne savons pas quelle précision nous pouvons attendre de la méthode de sommation exposée au S 7. Dans ce cas, nous emploierons pour obtenir une limite supérieure de [G(2)] le théorème ! démontré en 1883 par M. Poincaré:
Quelque petit que soit le nombre à, on à à partir d'une certaine valeur de r +1 FACE CS | œ@ Pr, AN mie Per, loge)"
Dans le cas où nous nous plaçons maintenant, le rapport
est, pour des valeurs de x indéfiniment croissantes, inférieur à un nombre fini (quelque petit que soit €). On a donc, pour des valeurs de #' indéfiniment croissantes
PÉPON RUB ) à LOS
Il en résulte que si l'on adopte pour log|G(2)|, la limite supérieure art}, le rapport de cette limite à n'(logn')...(log,n') sera inférieur à log, n')° pour des valeurs de 7 indéfiniment croissantes.
Bulletin de la Société Mathématique, 1883.
24. On voit combien le résultat est moins précis que celui auquel nous étions parvenus en supposant © non entier. Il nous est impossible maintenant de faire coïncider la limite supérieure et la limite inférieure du module maximum #(r). On pourrait supposer que ces limites sont mauvaises. Il n'en est rien puisque nous connaissons des fonctions dont le module maximum reste très voisin soit de l’une soit de l’autre. Ainsi,
pour reprendre l'exemple que je signalais en commençant, le module maxi-
1 ARE g# mum de la fonction TG) est, pour toute valeur de e, égal à e”"#*, Au Z,
contraire celui de sin est comparable à e!”,
Pour les fonctions sin = et . l'ordre est égal au genre ici à l'unité). On peut très facilement former des fonctions de genre p et d'ordre p +1 qu présentent les mêmes particularités. Par exemple, si p est pair et si les zéros sont deux à deux égaux et de signes contraires G(2) est une fonction de 2° dont l’ordre n'est pas entier: on lui appliquera la proposition du $ 14 et l'on pourra conserver, pour le module [G(2)|[ la limite supérieure (12). Au contraire, si les zéros sont tous réels et positifs, l’in-
dx
tévrale | eme rapproche beaucoup de la limite que nous lui avons Llas n
assiognée. Considérons par exemple la fonction de genre zéro qui à pour zéros les points réels (log i)”, à prenant toutes les valeurs entières positives. Désienons par % le nombre des Zéros dont le module est inférieur à 27. On aura pour 2 réel et négatif
oo
a fr ñn : : C2 : à x (log x)?
. Fe hnlogn [1 I —— J bte TU CAN, ( 2) ob: =
h et h, étant des constantes finies. On sait en effet que si est in-
dj
Le PRE " férieur à -, on peut poser
# j 4 a Gps g étant un nombre positif fini.
a . Rd ur his dr die La On a, si 0<a<>-, lg(t +a)>a CHER
(ne)
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Nous reconnaissons ainsi que, lorsque lordre » est entier, les arguments des zéros peuvent avoir une influence appréciable sur la croissance de (2) La considération de ces arguments peut seule nous permettre de choisir entre la limite (12) et la limite (20). Il est vrai que la limite (20) donne déjà sur la croissance de M{r) un renseignement assez précis; mais elle ne permet pas de répondre à une question que l’on semblait en droit de se poser: nous ne savons pas, jusqu'ici, si le mode de croissance d'une fonction entière suffit toujours à caractériser son genre.
I ne faudrait pas croire cependant que l'intervention des arguments des zéros doive nous priver de toute proposition générale à l'endroit des fonctions d'ordre entier. Mais, pour approfondir cette question, 1l nous faut d’abord étudier un problème qui fut posé pour la première fois par M. HapamarD: ce problème à rapport au module minimum du produit de facteurs primaires (r(z) sur une infinité de cercles, de rayon indéfiniment croissants, ayant leur centre à l’origine.
M. HADAMARD a comparé le module minimum de G&{(z) à une
. _np+E exponentielle de la forme 6”?
Je me propose de préciser son théorème comme je l'ai fait plus haut pour d’autres propositions du même genre. Considérons de nouveau la fonction (x) qui nous a déjà servi au
S 14 et déterminons le nombre # par l'égalité
7 étant un nombre fini supérieure à 2. On peut déterminer un nombre positif à tel que l’on ait pour i>n
b étant un nombre fini. On en déduit, en raisonnant comme au $ 14,
ñ co ñn .
1 2P 1 dx dx ai p ni 2 di(æ) [A (n}lr+1
9 ! NE à « Yet 7 a m ñ > at. ai ) (1) | free ere
g et m étant des nombres finis (# entier).
Si © nest pas entier, le second membre de cette inégalité sera supérieur à
> an
k étant un nombre fini.
Si p était entier nous choisirions la fonction dx) comme au $ 18 et
le second membre de (21) serait alors en tout cas supérieur à une ex-
pression de la forme
>—hrP —hinlog nr... loge n
k étant un nombre entier, M et }, des constantes positives finies.
26. Il nous faut maintenant chercher une limite inférieure du produit
ñn 7 H:—° ==] 4 |}
Considérons d’abord les facteurs relatifs aux zéros pour lesquels on a
; v É F ie SOI == Wa Bolt <= 0 (& positif).
log &
Leur produit est évidemment supérieur à « Le produit des facteurs
restants est de la forme n 7. | (22) | | lens (UT)
Pour étudier ce dernier produit, considérons sur une demi-droite issue de l’origine un segment égal à yr, et marquons sur ce segment les points
ro Décomposons notre segment en petits segments égaux en
nombre supérieur à 4n', et soient $,,5,,..., 83», ... les segments ainsi
RAR SES
définis. Je vais marquer d’un signe convenu certains de ces segments en procédant de la manière suivante. Soit s, un segment qui contient q points
FR
;; je marque $,, puis les g segments qui suivent s, vers la droite et les
4 segments qui le précèdent à gauche. Si l’un des segments ainsi marqués,
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S,, contient à son tour g' points 7;, je marquerai encore les q' segments qui suivent s,,, et les g' segments qui précèdent s;,, et ainsi de suite.
Lorsque l'opération est achevée, le nombre des segments marqués est 3n' au plus. Il existe donc, en vertu des hypothèses faites, au moins # seoments non marqués. En particulier, il existe des segments non marqués dont les points sont à une distance de À et de B proportionnelle à 7. Ainsi lorsque 7’ appartient à l'un de ces segments, on a bien
5 1 pour ? < M —>1+a
et pour i>9n =< I— a (x et à positif fimi).
Soit maintenant 7, le premier zéro situé à gauche du point ?’. On aura
1 à à 2; : ; / 2 NET a = /L An SRE Fri |, > UL An s sheus 4 => ee — >= 4 lc A nr = TT Vis P/L beats 4 fl An ) kA—i+1 fl 4n
27. Il va être facile, maintenant, d'obtenir pour > — 7’ une limite inférieure du produit (22). Soit en effet n = k + y.
On aura, évidemment
i=y —gy—vlog nr + DE log i
PEL 7 (2) => e - | | . }
g étant positif fini, ou
i=y —4y—ylog n'+ [ Gogx) dx
bases — 7° Le. go n' o | ( = =)" 0 1 > e div—y (log à log»).
Or, puisque » < #', on a
par suite
l étant un nombre positif. De même 1% 4 —gk—k108 n'+ fGogx)dx
| | (1) >e ; ner.
Ti
et } restera inférieur à un nombre fixe lorsque » augmentera indéfiniment.
Nous pourrons par suite énoncer le théorème suivant: 53 l'ordre p n’est pas entier, on a sur une infinité de cercles C' de rayons indéfiniment croissants !
(23) L&ta)] > «4,
n etant le nombre défini au K 21, ét h restant inférieur à un nombre fire.
On pourrait déterminer avec plus de précision la situation des cercles (© et se
demander s'ils forment des couronnes de quelque épaisseur. Le raisonnement du $ 26 prouverait que dans un cercle © de rayon 7, les couronnes où l'inégalité (23) est satisfaite forment une portion finie de l'aire totale C. Mais il est facile d’aller beaucoup plus loin si l’on remplace À par une fonction croissante quelconque de n, par exemple par logn. Considérons à part dans le produit (22) tous les facteurs pour lesquels la
différence r — 7»; est, en module, supérieure à —. Le produit de ces facteurs est sun
périeur à e—hmlogn
Les valeurs de r; laissées de côté se trouvent toutes sur un segment ss,, propor-
tionnel à — qui sera infiniment petit par rapport à r, lorsque r augmentera indéfiniment. n
Le nombre y des points 7; situés sur un tel segment sera donc infiniment petit par
rapport à n, sauf peut-être pour un nombre négligeable de segments ss,. Raisonnons alors sur le segment ss, comme au $ 26, en remplaçant 7 par 7. Nous le décomn
poserons en % parties et nous pouvons affirmer que le nombre des intervalles partiels dans lesquels on n’a pas N— i > s PORT Pia oi pe Ne fr PER (A2
est infiniment petit par rapport à ss, (puisque ce nombre est proportionnel à »). On en déduit que dans le cercle © de rayon r, les couronnes où lon n'a pas
[G(z)| = e—hnlogn
forment lorsque r augmente indefiniment une aire infiniment petite par rapport à l'aire totale ©
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Si p était entier, la limite inférieure de |G(z)| serait, sur des cercles de ravons indéfiniments croissants, celle du second membre de (21).
Ce théorème fait pendant à celui du $ 13. Nous pouvons en tirer le résultat suivant qui correspond au théorème de M. Poncaré:
Si F2) est une fonction entière quelconque de genre p 4 existe une infinité de cercles de rayons indéfiniment croissants sur lesquels on à F/ —=5rp+#l LASER quelque petit que soit le nombre €.
28. Le théorème précédent va nous permettre de compléter les résultats que nous avons obtenus sur la croissance des fonctions d'ordre entier.
: Le : , La série Ÿ ; étant divergente, le nombre #' des zéros de module M OT ù
inférieur à » sera en général, pour une infinité de valeurs de >, supérieur
à c?, c étant une constante finie. Le module maximum Æ/(r) sera alors,
pour ces valeurs de > supérieur à ét (4 positif et fini).
Cette propriété peut servir à caractériser les fonctions de genre égal ou supérieur à p. Nous savons, en effet, qu'elle ne peut pas appartenir à une fonction de genre p — 1.
Mais il est possible, lorsque 0 — p, que les nombres #’ et » restent,
partir d'une certaine valeur de >, inférieurs à er?, quelque petit que soit
Il en sera ainsi, par exemple, pour la fonction de genre 1 qui admet pour zéros les points log 1 ,21l0g2, 3log 3 ,... (on fera dans ce eas d(x) = x log x).
Considérons une telle fonction. Elle sera, dans le cas le plus général, de la forme EN NERPRCtTe)
((z) étant un produit de facteurs primaires et H(z) un polynôme de degré p— 1; nous poserons
: >p -pS fe) 421 er
7; 3 | 1 4 l pui Ÿ Fu Fe e Ce),
n étant toujours le nombre défini au K 14.
on À aux 0 Ul AE A .
Soit D —— PB. Kn général le nombre A + B sera supérieur en 1 PA
module à un nombre positif fini 4, pour des valeurs de # indéfiniment croissantes. Soit » la valeur de
2| correspondant à l’une de ces valeurs de #. A l'intérieur de la couronne limitée par les cercles de rayons 7 et
#f (y nombre positif fini) ayant leur centre à l’origine, on aura dans certains angles
0 cr Appliquons, d'autre part, à la fonction G&(2)e“® le théorème du $ 27; nous pouvons affirmer, en conservant les notations de ce paragraphe, que l'on à sur une infinité de cercles compris dans la couronne
| (z)e | eTlan (h
positif fini).
Donc, puisque nous supposons ici que À NÉS LErTE, on aura en certains points de ces cercles POÈTE
Cette inégalité est satisfaite pour des valeurs de r indéfiniments croissants. Cest bien là encore une propriété caractéristique des fonctions de genre p.
29. Mais le raisonnement précédent serait en défaut si la somme AE ot dE et Le :
13e —, était infiniment petite. Or cette circonstance peut se présenter. LL 4 1 Pa En disant que F(2) est de genre p, nous avons supposé, sans doute, que Ve Ÿ° I ; vi: ; la série )_- n'est pas absolument convergente: mais il peut arriver que X; cette série soit semi-convergente (les 4; étant rangés par ordre de modules croissants) et ait pour somme -— A. Il se peut alors que l’on ait à partir
d'une certaine valeur de
quelque petit que soit €.
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D'ailleurs, en vertu de l'inégalité (12), on aura toujours, à partir d'une certaine valeur de 7
[G;(e)e A eee (h positif fini).
Si donc, comme nous continuons à le supposer, #(2) est tel que l'on puisse choisir la fonction d de façon que
LA EN (à partir d'une certaine valeur de 7, quelque petit que soit e) l'inégalité PL 2 = : ; :
A+ N _<e entraînera, (en vertu de (24)) à partir d'une certaine valeur de 7 1 er?
(25) FC) < 7,
où € est arbitrairement petit.
Dans ce cas exceptionnel le module maximum de F2) perd tous les caractères qui distinguaient cette fonction de genre p des fonctions de genre inférieur.
La fonction Æ(z) peut croître moins vite que certaines fonctions de genre p—1. Supposons par exemple qu'elle soit un produit de facteurs primaires admettant pour zéros les points réels
a; = (ri) = +ilogi.log,t
(à prenant toutes les valeurs entières positives) F(z2) satisfera, dans ces conditions, à l'inégalité (12) du $ 13. et l’on aura à partir d’une certaine valeur de r
PAC RACE AE EE (k fini).
Or nous avons vu au $ 24 que la fonction de genre zéro qui admet pour zéros les points (log)? (à prenant toutes les valeurs entières positives) a son module maximum comparable à
hnlogn )
(4 n désignant le nombre des zéros de module inférieur à 27, c'est-à-dire à
er (ogr)-!
Cette fonction de genre zéro croit donc plus vite que la fonction de genre ur F2). Le cas exceptionnel qui vient d'être signalé présente par suite, au point de vue de la recherche du genre, des difficultés spéciales, et son étude va nous conduire à des résultats inattendus.
30. M. HapbamaRp a, le premier, déterminé le genre d’une somme de deux fonctions entières, lorsque ces fonctions ne sont pas d'ordre entier. Il a démontré que, dans ce cas, la somme de deux fonctions de genre p est, au plus, de genre p. Cette proposition n’a pas pu, jusqu'ici, être étendue aux fonctions d'ordre entier. Cependant l'avis commun des auteurs qui ont écrit sur ce sujet, était que, suivant toute vraisemblance, elle devait subsister pour ces fonctions. Je vais montrer qu'il en est bien ainsi en général, mais que la proposition peut cependant être en défaut dans certains cas exceptionnels.
Soit f(:) une fonction de genre p à laquelle nous ajoutons une fonction f,(2) de genre inférieur à p. Si f,(2) ne présente pas les anomalies signalées au $ 29, on a sur une infinité de cercles
pOl>e", JAt<e,
h étant fini et e arbitrairement petit, par suite
lf(e) + A()1> €,
ee qui prouve que la somme /(2) + f,(z) est de genre p.
f.(e) ne peut donc pas être la somme de deux fonctions de genre in- Jérieur à p. Ce résultat équivaut à celui qu'a obtenu M. HapamarDn dans le cas des fonctions d’ordre non entier.
Mais les choses ne se passeront plus ainsi si /.(2) satisfait à l’inégalité (25). On aura, dans ce cas, à partir d'une certaine valeur de 7
ag +) <e,
LO
étant arbitrairement petit, ce qui ne permet pas d'affirmer que la somme f, +f, est de genre p. Supposons que cette somme soit la fonction F2) du $ 28, et appelons «4, ses zéros. L’inégalité (26) prouve que la série
I . e a » -— est semi-convergente et a pour somme — À. Mais elle ne prouve ? [æ di
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pas que la série des modules NE Br soit divergente. Or de ce que cette à condition est satisfaite pour /(2) il ne résulte pas qu’elle le soit pour F(2). En d’autres termes, si l'on ajoute, par exemple, à la fonction Æ(2) définie au $ 19 une fonction du genre zéro croissant plus vite que F{(z). rien ne parait sopposer à ce que la somme soit elle-même de genre zéro. Il existe ainsi un cas exceptionnel où la somme de deux fonctions de genre p parait se comporter comme une fonction de genre p+1. Je vais montrer par un exemple que cette circonstance se présente en effet.
31. Soit (2) un produit de facteurs primaires de genre zéro, ayant tous ses zéros a; réels et positifs. On sait que |f.(2)| prend la même valeur lorsque lon donne à la variable 2 deux valeurs imaginaires conjuguées. Cherchons comment se comporte (2) lorsque z est au-dessus de l'axe des quantités réelles, en supposant que 4; satisfasse, à partir d’une certaine
valeur de à la double inévalité
d, (log) ra, <uflositr,
a étant un nombre positif plus petit que un et 7 arbitrairement petit. Nous supposerons par exemple que l'on ait
Appelons — € la partie réelle de z et supposons-la d'abord négative. Déterminons ensuite le nombre # par l'égalité 3 (27) AIO) ETT
7 étant un nombre plus grand que 2. Nous avons, lorsque £ > o
ñn C2 HS LS 2 Z % [| 1—<) LME FLE = dre li 4; 1 nu +] (4 étant un nombre positif), car on à |2 Or
De dx n log n nn æ (log a+ an | (log n)+4°
pre UNE 3 k Posons 2 = re" "7, On a £= —7ycos/. Il en résulte que Ed Un AN a . ns ODA log n | cos 4| (4, fini) m' ; et l'on a (28) béta) net er een (4 positif fim).
Soit alors BP un nombre arbitrairement petit supérieur à y. Tant que l'on à
ne — — COS —— (log r)'—# on a, en vertu de (27), \ © , œ Dale 3 (29) At)! = pr (ogn)Ë SS erGogr) ur: É Supposons maintenant que la partie réelle — € de z soit positive.
Posant encore z — 7e”, montrons que tant que cos 0 satisfera à l'inégalité
COS 0 > Fi (log r)'—#
l'on aura (30 POP ETES el
k' et h; étant des nombres positifs finis.
Pour établir cette inégalité, 1l suffit de remarquer que l’ordre de la © - 2 2 a » 4 U : ns € SR D fonction de 2° f(z)f(—2) n'étant pas entier, on peut appliquer à cette fonction le théorème du $ 14. On a donc
/ F or) 1 -0+Y ss .
(31) PATES) Eee (4, positif fini).
Or puisque 7 < B, cette inégalité ne peut être compatible avec l'inégalité (29) que si l’on à au point — 2 l'inégalité (30). 32. Désignons maintenant par f,(2) un produit de facteurs primaires ayant tous ses zéros D, réels et négatifs, et supposons que l’on ait à (log 2) FT << — b, < iflogi) +*
a étant un nombre positif quelconque et 7° un nombre arbitrairement petit
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inférieur à f. En raisonnant comme au paragraphe précédent, on constate que dans la région du plan où l’on a l'inégalité (29), on aura
(32) RAGE e—grQogr) 14 +8 (g positif fini).
De même on aura, en même temps que l'inégalité (28), l'inégalité
(33) OCR ARE
on aura, par suite, dans les régions du plan, où l'inégalité (30) est vérifiée:
(34) HÉNEEME NE (g positif fini).
Considérons alors la somme
Fe) = f(e) + (2).
Elle ne peut s’annuler pour |[2[—7 qu’à l’intérieur d’un angle dont la bissectrice est l'axe des quantités imaginaires et dont la moitié a un sinus (log nr) 4"
valeurs imaginaires conjuguées. Désignons ces zéros par 6, ,6,,.... Je
inférieur à D'ailleurs les zéros de (2) ont deux à deux des
vais montrer que #{(2) est une fonction du genre un.
Séparant dans c; la partie réelle de la partie imaginaire, posons
Gi + ÿ— 1 Si nous supposons que #(z) est de genre zéro, nous aurons
1 27 CA F()=TT|: st h
ri + di
Appelant plus particulièrement à le plus petit des deux nombres a et a’, nous obtiendrons le module maximum M(r) de F(2) en faisant 2—=—7. fi(z) satisfait alors à l'inégalité (28), où cos0 — 1, et f(z) vérifie l'inégalité (32). On a, par suite
“(log r) —4 CD NE Fes) PET (4 positif fini).
D'ailleurs le théorème général du $ 22, appliqué à f.(4) nous donne
F(— r) < enr@ogr) a+ (h' positif fini)
d'où il résulte ($ 17) que l’on a à partir d’une certaine valeur de à
r, > hiè(log i)* 7 (A; positif fini).
Cela posé, supposons que #(2) soit de genre zéro, on aura certainement pour des valeurs x, de à indéfiniment croissantes
Hot marvecadhi)=trHlort)2n et K — (lon)
, étant égal ou inférieur à 1—a<+7y, ce qui permet de prendre, par
exemple ; > 57 (puisque nous avons supposé que <I—4). 1 ù Il Reprenons les notations du $ 20, et faisons
Nous obtiendrons en nous reportant aux calculs du $ 20 (où nous LOTO AE 0 = Be
>, h positif ini) 2 4 D'autre part, puisque
r; [rl É (log r)'—8 / nous aurons
Le] [Ce]
2hr(ogr)1+P > — +hr?
R PL mit 1—<)|<e =
CS
(4, positif fini).
2 I Pour évaluer la somme Ho 2
2) nous procéderons comme nous avons ni+l"?
fait au $ 20 pour la somme FO —5, (en faisant p + 1 =2, p = 1). m+l ri Nous obtenons
ne Da > er C0)
ny +174
: Ze I 2 D'autre part, puisque la série Y > est supposée convergente, nous t
avons
(log) D < kr(logr)7'** (E positif fini).
ni+1 /
Nous aboutissons donc finalement à cette conclusion que Mr) est inférieur à la plus grande des deux expressions
, op) AT +7 *,* Q 0 op —1+$ CON ETS (OC DOSA SRI), CREER CEE
I À D'ailleurs, puisque l’on à €c>- et 7, > 57, on a nécessairement
, I 7 —7,c <o et, d'autre part on aura, lorsque - et par suite B seront assez
petits Ce Sn À
Les inégalités précédentes se trouvent donc en contradiction avec les résultats obtenus plus haut sur le module maximum de #(2).
On en conclut que l'hypothèse d’après laquelle F{(z) serait de genre zéro n'est pas admissible.
Nous aurions pu parvenir au même résultat en procédant un peu différemment. Le produit F(z) F(—z), considéré comme fonction de 2° est une fonction de genre zéro et d'ordre non entier. Or il résulte des inégalités obtenues aux $$ 31 et 32 que cette fonction a même module maximum (pour |z[—7) que le produit F{z). On peut done lui appliquer le théorème du $ 21, qui conduit au résultat cherché. La méthode suivie plus haut semble cependant préférable, parce qu'elle manifeste mieux l’influence exercée par les arguments des zéros de Æ(z) sur la croissance de son module.
Nous pouvons énoncer maintenant la proposition suivante:
Soit f(z) une fonction de genre zéro ayant tous ses zéros réels et positifs et tels que l'on ait à partir d'une certaine valeur de à
(Det net (lon Lee
a étant un nombre positif plus petit que un et y arbitrairement petit. Soit
d'autre part f(z) une fonction dont tous les zéros sont réels et négatifs et tels que l’on ait à partir d'une certaine valeur de à
LIOD 2) RER < pe lon re
a étant un nombre positif quelconque (j" arbitrairement petit). La somme
fe) + f,(2) est une fonction de genre un.
Un cas particulier intéressant est celui où f,(2) — f(— 2). On voit que si /,(2) satisfait aux conditions indiquées plus haut, la somme f (2) + f(— 2) sera une fonction de genre un. M. E. Linpgrôr vient de faire connaître un résultat équivalent qu'il a obtenu de son côté et qui rentre dans ce cas particulier. Posant
fee II |: EE A NN OT
M. Lanperdr établit directement que la somme f(2) + f(— 2) est de genre un.
Faisons une dernière remarque au sujet de la proposition qui vient d'être établie. Si elle s'applique à deux fonctions f(2), f(2), elle s’appliquera également à la somme
fa) + che)
c étant une constante quelconque.
DEUXIÈME PARTIE
Pour rendre applicables à l'étude des équations différentielles les résultats obtenus sur la croissance d’une fonction entière, 1l nous faut considérer maintenant la dérivée de la fonction et déterminer, en particulier, l'ordre de grandeur de cette dérivée par rapport à la fonction elle-même.
! Comptes rendus de l’Académie des Sciences. 30 décembre 1901.
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La dérivée logarithinique d’une fonction entière.
1. les nouveaux résultats que j'ai en vue ne peuvent évidemment pas être des conséquences des inégalités obtenues plus haut: car on sait qu'en général on n'a pas le droit de dériver une égalité asymptotique. C’est en faisant de nouveau intervenir ici le fait que la fonction considérée, F(z), est entière que je pourrai obtenir sur F”(z) des renseignements beaucoup plus précis qu'on ne l’avait fait encore.”
L'étude de la dérivée logarithmique d'une fonction entière a déjà été tentée par LAGUERRE et avec plus de détails par M. VivanrI.” Mais aucune proposition complète n'a encore été démontrée à son sujet et, d’ailleurs, quelques-uns des résultats énoncés par M. VivanrI demandent à être précisés. C’est pourquoi certaines propositions tirées par lui de ses théorèmes ne se trouvent pas être entièrement exactes, entre autres celle-ci que {a somme de deux fonations entières de genre p est toujours de genre p au plus. Nous avons vu plus haut que cette proposition comporte un cas d’exception.
* Dans son mémoire sur les zéros des fonctions entières, M. BoREL a donné une
limite supérieure du module de Æ''(2). Posant F(:)=a,+a,s + as +...
M(r)=|a,ls la,lr + M'(r) = |a,l + 2{a,lr +.
M. BorEr à montré que l’on a, quel que soit €, à partir d'une certaine valeur de r Mr) LEMr)fre.
? Giornale di Baltaglini, 1884 et 1885, F(z) étant une fonction de genre p,
M. Vivanrr dit que dans certains angles le rapport LEE r'|F(z) | HO] =] F()]
proposition fût vraie il serait nécessaire de faire des hypothèses très particulières sur
tend vers zéro, tandis que
le rapport augmente indéfiniment. Mais pour que la première partie de cette
les arguments des zéros. Quant à la seconde partie, elle n'est en tout cas pas exacte, comme nous le constaterons un peu plus loin.
N- A. 2. Soit (2) un produit de facteurs primaires de genre p
À ML ee 2 2 g(e) = Fe = > ÊES si - ct SN,
Er GE)
Étudier la variation du module [y(z)|, comme nous l'avons fait pour [G(2)1, lorsque le module || augmente indéfiniment, semble une question dépourvue de sens, puisque la fonction g(z) a à distance finie une infinité de pôles. Mais si l’on exclut du champ observé le voisinage des pôles, ce qui revient à considérer g(2) dans certaines régions ou en certains points, on constatera que le module de croissance de g(z) est bien, cependant, une propriété caractéristique de la fonction: il résulte, comme celui de G&(z2), de la distribution des points «,.
3. Proposons-nous, d’abord, de trouver, en certains points, une limite supérieure du module MOI
Je traiterai pour commencer, un cas particulier, celui qui donnera lieu aux résultats les plus complets. Je supposerai qu'il existe un angle 7 ayant pour sommet l'origine et ne contenant aucun des points a;.
Posons |2[—7, |a;|—7;, et désignons par 2 un point situé dans
l'angle = de même bissectrice que y. Je vais déterminer en ce point une
pp
ai (2 Cu di)
limite supérieure de
Les formules élémentaires relatives au triangle oz4; donnent immédiatement ù nr:
|z— a] > r sinl et |2—a|>7r;sin:.
2 2 De là nous allons déduire la limite cherchée.
Considérons d’abord le cas général où l’ordre » de la fonction entière G(z) n'est pas un nombre entier, et formons de nouveau la fonction d(z)
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qui a été définie dans la première partie, au $ 9. Elle est telle que l'on . , . Z . a 4 Or ait, pour > m, r,2> di). Définissons, alors, le nombre x par l'égalité
7 étant un nombre positif fini.
On a n n ñn su : pe a 1 ré r?—1 dæ 7? > - “ie D <'CYPT + Fe) Tai (a — à) SE ré sin À (0) 2) m
c étant un nombre fini. L'intégrale définie qui figure dans le dernier © ; . Pts SG .
membre, est d'ailleurs, comme on l'a vu plus haut,” imférieure à +; (c, fini).
On obtient donc, dans ce cas:
h restant inférieur à un nombre fixe. D'autre part
LE r? dæ n ; ; F Î Do Ne
L (a — à; T n+1 a à (z di)| sin +
puisque 9 est supposé différent de p + 1.
Nous avons donc, finalement
(1) [ya <n2 (à positif fini).
4. Cette inégalité peut être mise sous une autre forme. Désignons par @(r) la fonction inverse de d(x). Cette fonction satisfait aux conditions énoncées au $ 8 de la première partie: on a donc
DPF) =# gCr) (4 nombre positif fini).
? Première partie, $ 15.
Sur quelques propriétés des fonctions entières. 49 Nous avons établi, plus haut, l'inégalité log [G(2)| < he(r).
Nous constatons, maintenant, qu'au point z, on a le droit de dériver cette inégalité; c'est-à-dire que l’on a
h, étant, de même que k inférieur à un nombre fixe.
On voit immédiatement que la proposition subsiste dans le cas où la fonction entière étudiée contient un facteur exponentiel e/®, dont l’exposant est un polynôme de degré p au plus. Mais elle pourrait cesser d'être exacte, si l'ordre » du produit de facteurs primaires .((2) était égal à p ou à p+1. On choisirait alors la fonction d(x) comme il a été fait au $ 22 ou au $ 23 de la première partie et l’on remplacerait l'inégalité
(1) par une inégalité de la forme
nlog n...logn
(2) Lg(a)| < hr? +, > .
k étant dans cette inégalité un entier fini, et les nombres #, k, restant inférieurs à un nombre fixe lorsque > augmente indéfiniment. D'ailleurs de l'inégalité
n Cal Lg(z)| < hr? 5 = HAN AE GE Va il résulte immédiatement que l’on a nécessairement (2) ACTE
z tendant vers zéro avec
! On constaterait aisément que dans certains cas exceptionnels, bien que G(z\ soit de genre p, on pourra avoir dans l'angle ÿ à partir d’une certaine valeur de r
une inégalité telle que rP—1
RICE
log 7
Au contraire on aura toujours, lorsque r est assez grand, l'inégalité (2°).
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5. Ces résultats font exactement pendant à ceux que nous avons obtenus relativement à [G(2)|. Nous les complèterons tout à l'heure en démontrant la réciproque de la proposition précédente. Mais 1l convient auparavant d'examiner le cas où il n'existerait pas d'angle 7 satisfaisant à la condition énoncée plus haut.
Nous allons constater qu'il suffit, dans ce cas, de multiplier la limite (1) par le facteur logx pour être assuré que le module [4(2)[ lui reste inférieur, du moins en certains points ou sur certaines lignes.
Pour parvenir à ce résultat nous ferons appel à des considérations analogues à celles qui nous ont servi à étudier le module minimum d’une fonction entière.
Soit toujours y un angle fini ayant pour sommet l'origine et dans lequel se trouve le point 2. Nous supposerons plus particulièrement que z soit dans un angle 7 intérieur et proportionnel à 7, les côtés de 7’ faisant avec ceux de 7 des angles qui sont eux-mêmes proportionnels à 7.
(Les rapports de 7 à ces angles sont des nombres finis.) = ne Fe 2 ne 2 4 , La somme S ——. étendue. à tous les pôles situés hors de l’angle
p riz — ail RO À 5 . DIS PONTS y à évidemment la même limite supérieure que dans le cas précédent. Parmi les pôles restants, considérons d'abord ceux pour lesquels on à
OÙ
9 étant un nombre positif. De ces inégalités, il résulte, dans le premier cas
Tv
a, [Er
dans le second cas [al > kr,
k et k, étant des nombres finis indépendants de r. La méthode du $ 3 s'appliquera donc encore à la somme Æ relative à ces pôles, et cette somme sera inférieure à la limite (1), ou du moins (lorsque 9 est entier) à la limite (2).
6. Nous n'avons pas encore épuisé les termes de X. Pour obtenir une limite supérieure de la somme restante, je raisonnerai comme au $ 26 de la première partie.
Soit » le nombre des pôles que nous avons encore à considérer, et soit /° l'arc intercepté par l'angle 7 sur la circonférence de rayon » ayant pour centre l'origine. J'appellerai a; le point où cet arc est rencontré par la droite Oa;, les points a; étant numérotés dans l’ordre où nous les rencontrons, lorsque nous parcourons /° dans le sens positif.
Décomposons l'are 27 en N arcs égaux, N étant supérieur à an (n' désigne le nombre total des pôles de module inférieur à 7), et appelons Bi > Pas
mière partie ($
., fx les arcs ainsi définis. En raisonnant comme dans la pre-
26), je constaterat qu'il existe plus de N — 3n° arcs f
jouissant des propriétés suivantes: si 2 est un point de l’un d'eux. la J prop )
distance de z aux deux extrémités de l'arc Z' sera du même ordre de
grandeur que 1; soient, d'autre part, a, et a,, les points à situés de part
et d'autre de z sur l'are Z'; on aur:
HUE L
are (au —2)7> y... arc (CHE) ONE En V° r n
arc (2—u) > = aTC (tie) — 2) > (Re
On en déduit aisémeut les inégalités
2 No
Fe Sn 7
ET <=Nlovp,
4 étant un nombre positif fini.
Nous pouvons alors calculer au point 2 une limite supérieure de la
SOMmMme p T3 | Ut
74 2 S PA à v2 étendue aux points 4; considérés. Le rapport a étant fini pour ces points, on auri
I h N log v
GS Se
Nha 1 | = sin (3 — di) ee ee
h étant inférieur à un nombre fixe.
(Sa [ae
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En nous reportant maintenant aux résultats obtenus plus haut, nous constatons que l'on a au point 2
hu’ log n
MOIS
= (h,h" nombre positifs finis).
Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
Si l'ordre p nest pas entier, il existe, quel que soit r, une infinité d'arguments 0 tels que l’on ait
HE hn log n A DONIE : :
[ge] < ©", fe h étant une constante finie et n le nombre défini au $ 14 (Première Partie). Si l’ordre » du produit ((2) était entier, on choisirait la fonction d comme 1il a été fait aux $$ 22 ou 23 de la première partie, et on pourrait être amené à remplacer l'inégalité précédente par une inégalité de la forme = 1, Anlogn...logen [g(re WT) < hr + RE, ; où k est un entier, ! et }, des nombres positifs finis. Dans tous les cas, on aura en vertu de (2)
hn' log n'
potes] < OUEN + er,
e tendant vers zéro avec ;
7. Jnsistons un peu sur l'inégalité obtenue dans le cas où l'ordre p nest pas entier. Il est clair que les ares sur lesquels cette inégalité est vérifiée sont d'autant plus grands que la constante À est elle-même plus grande. Si l’on remplaçait À par une fonction croissante de #, par exemple loglognx, on pourrait affirmer que les arcs du cercle C' de rayon r sur lesquels l'inégalité n log n log, n AA nest pas vérifiée ont une somme infiniment petite par rapport à la longueur totale du cercle C.
Sur quelques propriétés des fonctions entières. D3
Supposons en effet que l'angle 7 considéré plus haut, au lieu d'être
fini, ait pour sinus ç > Ct considérons d'abord tous les pôles situés en 09, 1t
dehors de cet angle et tous ceux pour lesquels on a
? I Pa I LI+—— où <>1I+.
1, log, n q log, 1
La somme 2? relative à tous ces pôles est évidemment inférieur à la limite
(4) puisque la seule modification apportée aux calculs des $&$ 3 et 5 consiste
k Ke I
à remplacer les constantes finies -—, Æ et X, par des nombres proportionsin y
nels à log,n. Faisons maintenant, au $ 6, N=n. Il est clair que,
quelle que soit la situation de l’are 7° sur le cercle (’, le nombre » deviendra, lorsque » augmente, infiniment petit par rapport à N, excepté peut-être pour un nombre limité d’arcs 2’ (c'est-à-dire d’angles 7) dont la somme est infiniment petite par rapport à la longueur totale du cercle C. ; : y \ : < :
D'autre part, si N est très petit le rapport à 7° de la somme des arcs partiels # sur lesquels on à l'inégalité (3) tend vers l'unité. L'inégalité le
log, n
(3) équivalant maintenant (pour y = , N=—"n) à l'inépalité 4} à
proposition énoncée est bien établie.
8. On obtiendrait des résultats analogues si l’on posait le même problème d'une façon un peu différente.
Proposons-nous de déterminer une limite supérieure de [y(2)| en tous les points de certaines circonférences ayant leur centre à l'origine.
On a, en posant |a,| = 7;
. 138 : '; La somme Z relative aux pôles pour lesquels AE 1 +0
se calcule comme au $ 5.
Supposons d'autre part que » soit situé dans l'un des intervalles définis au $ 26 de la première partie. On aura en conservant les notations de ce paragraphe, lorsque
PET yes
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les inégalités
I IN I N =: ce re = Titi EE 1 {l k+i 7 17
I N I N Vu ETE 4 PURES ET U11
Si donc nous considérons tous les pôles (au nombre de ») pour lesquels T Ti ç CR À — <1+09 ou —<1+9, la somme ZX correspondante sera inférieure à Ti te N
h— log», k étant un nombre positif fini.
Le résultat subsistant tant que N> 4» et » étant inférieur à x et à A, nous pouvons énoncer la proposition suivante:
Si l’ordre op n'est pas entier, il existe une infinité de cercles ayant leur centre à l'origine et des rayons indéfiniments croissants tels que lon ait en
chacun de leurs points n log n
POLE h étant une constante positive finie et n le nombre défini au $ 14 de la première partie.
Si l’ordre p de (2) était entier on remplacerait, comme plus haut, l'inégalité précédente par MOIS 7 (k entier, À, h, finis).
Nous bornant au cas où jp n'est pas entier nous généraliserons la pro-
n log n...log4 n
position précédente comme celle du $ 6. Si nous considérons sur l'axe des 7 un segment de longueur 7, nous pouvons affirmer que les points r" de ce segment tels que l’on n'ait pas sur tout le cercle de rayon 7 l'inécalité
| hn log n log, n (4) [HER
forment des segments dont la somme est infiniment petite par rapport au seoment total.
KRapprochant ce résultat de celui du $ 7, nous énoncerons la proposition suivante:
Soit une aire À proportionnelle à 7°, par exemple le cercle C' de centre O et de rayon >. Les régions de ce cercle où l'inégalité (4) n'est pas vérifiée forment une aire infiniment petite par rapport à l'aire totale À.
9. Ainsi, si l'on prend la précaution d'exclure du champ de la variable le voisinage immédiat des pôles, on peut limiter le module de g(4) exactement comme on à fait pour celui de la fonction entière (2).
On obtient d'ailleurs immédiatement une réciproque du théorème dé: montré au paragraphe précédent.
Supposons que le long d'une circonférence C de rayon r, on ait luta)] < Gr)
Soit # le nombre des pôles de g(z) dont le module est inférieur à P. Or'a
d'où
J étant un nombre positif fini.
QS à . ; CD MD nvnpn SON NnD Jo , - . 00)
Si, quel que soit r, à existe une circonférence de rayon 7 (n fin) jouissant de la propriété indiquée, on peut affirmer que l'inégalité (s) est vérifiée pour toute valeur de r.
Les nombres # et #’ qui figurent dans les inégalités (2), (4) et (5) sont ceux que nous avons déjà rencontrés dans la première partie. Nous avons vu que, lorsque l’ordre © n'est pas entier, ces nombres sont sûrement égaux pour une infinité de valeurs de > indéfiniment croissantes. Nous avons de plus défini au $ 18 les cas où ils coïncident pour toute valeur de 7. La comparaison de ces deux nombres, dans le cas où 9 est entier, a été faite aux $$$ 22 et 23.
Le voisinage des pôles ayant été exclu du champ de la variable, comme il a été dit au $ 8, désignons par #(r) le module maximum (pour [2| —?)
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de g(z) dans les régions restantes. Nous déduirons en particulier du thé-
orème du $ 8 et de l'inégalité (5) que si, à partir d'une certaine valeur P Fe . . , - ne de », le rapport — reste compris, quel que soit à, entre deux nombres finis, U
mr a S : HA t le rapport 2 sera supérieur à un nombre fire et inférieur à logr.
Si l'on reprend l'expression employée pour les fonctions entières, on peut dire que, dans ce cas, la croissance de la fonction g(z) est parfaitement régulière. Mais la fonction-type à laquelle on compare le module de g(2) est, cette fois, une puissance finie de x, au lieu d’être une exponentielle.
Plus généralement, si l'on a, à partir d'une certaine valeur de à, quelque petit que soit €,
HAE TEEN et on aura, à partir d'une certaine valeur de r,
pri < m(r) = Er
, I es’ tendant vers zéro avec —.
10, [Il nous reste à démontrer un théorème correspondant à celui du $ 20 de la première partie.
Supposons que l’on ait, à partir d'une certaine valeur de 7
ln ee MALE (4 positif fini), * n étant l'inverse de la fonction L ai # retd(n)i=nt ilot s eatios a
l'ordre p n'étant pas entier.
Je dis que lon a. à partir d'une certaine valeur de à
Tj ' : $ OU A — < h"(log ti)” (4', 7 positifs finis).
her (a)
Supposons, en effet, que lon ait, pour des valeurs #, de À indéfini-
ment croissantes
Fr, = KOÛ )Üoe nee
K dépassant, lorsque 7, augmente indéfiniment, tout nombre assigné d'avance.
Faisons jl “A r1—8 on ES p £ EN N NEUE AS r = KT Fp(n, (log n.) (B positif, mférieur à 1).
On aura, d'après les calculs effectués au $ 20 de la première partie
” A2 D co p ii T7 À SITE 2 ru 0) Ÿ __— se: "y. )? > = = k | Ones Vus Us < K (log n,) 7 ? .P+1 en (log n) Tr ?
m Ti ny T à
RE CA OCR
c étant un nombre positif.
D'ailleurs le nombre »# des pôles de module inférieur à r est inférieur
4 1 Coulon
n'log nn < 4K TE
On aura done, dans les régions définies au $$ 7 et 8 lu) < &=on (e positif,
ce qui est en contradiction avec les données. L'hypothèse faite sur 7, est donc inadmissible; ce qu'il fallait démontrer. En particulier, si la croissance de g{z) est parfaitement régulière, c'est-
à-dire si m(r) est proportionnel à 7°, à partir d'une certaine valeur de
r, on aura, à partir d'une certaine valeur de à
Ta AE à , , : Ne x R<Æ< loge (h', h" positifs finis).
11. l'étude de la fonction méromorphe g{z) conduit, on le voit, à des résultats qui rappellent de très près ceux que nous avons obtenus relativement aux fonctions entières. Afin de mettre mieux encore cette connexion en lumière, je vais maintenant comparer la croissance de ÿ(z2) à
celle de la fonction entière (2).
58 P. Boutroux.
Désignons par #° le nombre des points 4; dont le module est inférieur
à 97, y tant lui-même inférieur à =, je dis qu'en une infinité de points à
de modules indéfiniment croissants, on a simultanément les inégalités
, Tr
|G(2)| > e!, lg()1>R =,
h et k, étant des nombres positifs finis.
Posons comme au $ 14 de la première partie
Gr) ='@(e) II (: — À).
On a, quel que soit z sur le cercle (' de rayon » ayant son centre à l’origine,
n Z ’ Pere 24 (7) 10: (: _ >e*”. (h positif et fini.
Qi, * s : É Ve I > On calceulera de même une limite inférieure de | Ÿ me | Par exemple pe — À;
si z est réel, et égal à £ (£ — 7), on aura pour i < #
D'où
(8) LIDSES ile ke (A positif fini).
Donnons maintenant à 7 une valeur particulière »,. Quel que soit r,, il existe sur le cercle (© de rayon 7, des ares le long desquels la partie réelle R[log G,(2)]
est positive. (Première partie $ 17.) Parmi les rayons issus de l'origine et aboutissant aux divers points de ces arcs, il en est une infinité sur lesquels la fonction Æ[log G&,(2)] est continue ainsi que sa dérivée. Nous avons toujours le droit de supposer, après avoir fait, si cela est nécessaire,
le changement de variable 3 — ze que l'axe réelle est l’un de ces rayons,
et nous aurons alors pour 2 — £ — 7, l'inégalité
R[log Gate )| ui
On peut d'ailleurs disposer de la nouvelle variable z' de façon que £ soit
arbitrairement grand, et par suite, (si £, est un point donné de l’axe réelle
(& LL), et #, la valeur correspondante de #;), de façon que l'on ait
(0) fn log © > [log G.(£)]
étant un nombre inférieur à k. Nous concluons de là qu'il existe entre
£, et &, des points € tels que l’on ait
d'log G.(£) W
(10) HE er dé £
en effet, sil n'en était pas ainsi, l'intégration du premier membre de &, à
£, donnerait
log 6, (811 < log G(E)]— Hloge <o,
£ ce qui est contraire à nos hypothèses.
Nous pouvons affirmer en outre qu'il existe des points £ où l’on à
simultanément l'inégalité (10) et l'inégalité Éflog G,(£)] > o.
Supposons en effeb que cette dernière inégalité ne soit pas satisfaite aux points € définis plus haut; comme elle l’est au point &,, il existera sûrement entre £ et £ des points & où la fonction Æ[log & (£)] sera positive est croissante: l'inégalité (10) sera donc satisfaite en ces points, qu'il est loisible d'appeler &.
D'ailleurs les inégalités (7) et (8) sont toujours vérifiées en €, et l’on a n<n (puisque ZE). Il en résulte que l’on a simultanément les inégalités
ar : ) nd log G(£) ; 1 n' (11) R[log G(E)] > hw, k ee : > (k — kb)
h et k—%k, étant des nombres positifs finis, ce qu'il fallait démontrer.
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12. En supposant l'ordre o de G(£) non entier, nous pouvons com- £ a L 2:52 ] e . S à QE pléter encore le résultat précédent. Nous avons vu que pour une infinité
de valeurs de > indéfiniment croissantes, on a [G(E) | < e"" et de même [G(E)| <e“" (4 potitit fini),
n'ayant la même signification qu'au $ 11.
Supposons, en particulier, ces inégalités satisfaites pour z réel est égal à È
.. Nous voyons alors qu'une condition suffisante pour que l'inégalité
(ao) soit vérifiée est que l'on ait
kon loger >,
so
ou & h H>et, ce qui laissera fini le rapport "
Sachant que ce rapport est fini, nous constatons d'abord, (d'après le théorème fondamental démontré dans la première partie), qu'en tout point
£ compris entre &, et & l'on a? comme en A
Eee" (k, positif fini).
D'autre part, nous savons ($ 8) que l’on à, dans une infinité d'intervalles partiels compris entre £ et £, l'inégalité G(ÉY n' log n' ) VS £ >» $ SD à .
(12) ] G(E | <E, FR (A, positif fin).
Je dis qu'en ne tnfinité de points £ cette inégalité sera satisfaite en même temps que les inégalités (11).
Supposons en effet qu'en un point £’ ces dernières inégalités soient
seules satisfaites, et donnons maintenant à #’ une valeur fixe proportionnelle
Le «
à 5. Appelons £; la première valeur de £ supérieure à £’ pour laquelle
! pour toutes, si la croissance de G(z) est régulière.
? 4 t à + 4 pour # 5, comme pour » —&,, le rapport de n° au nombre # du $ 3 est fini.
rapport ë est fini, en vertu du théorème du $ 8). Au point &; l'on a
n[° log ] J n' log n° t 4 — (V;
/ dé : Ë:
on ait l'inégalité (12) (£ peut être cette fois plus grand que £, mais le t
et en même temps R[log G(£;)] nn
puisque la fonction Æflog G(£)] n'a pas cessé de croître dans l'intervalle
'£. D'ailleurs, le rapport © étant fini, on aura toujours So k
Ki e
13. Di nous revenons maintenant à la variable z et si nous remplaçons £ par sa valeur >, nous pourrons interpréter comme il suit les inégalités précédentes.
r(2) est une fonction entière d'ordre non entier et # le nombre défini au $S 11, on aura simultanément pour une infinité de valeurs de 2 s'éloignant indéfiniment de l'origine, l'égalité
e* (2) an PL
(4 étant un nombre positif fini et «a un angle compris entre © et 27) et l'égalité
PIS LOME
het Gb) = bp Don
gp étant un nombre positif Supérieur à un nombre fini et inférieur à log w.
Cette proposition permet d'étudier la croissance de la fonction #' de
, lorsque le produit (2) est défini par une équation différentielle du
premier ordre à laquelle il est supposé satisfaire. On substituera dans
l'équation aux expressions e*@G(z2) et Rfe*G'(z)] les valeurs qui viennent
d’être données, et l’on calculera #' en égalant le résultat à zéro.
14. Les propositions précédentes ne fournissent, certes, que des renseionements très vagues sur l'allure générale de la fonction g(2). Mais elles mettent en évidence l'existence de certaines régions qui offrent quelque intérêt au point de vue théorique. Dans ces régions l'influence per-
turbatrice exercée par les pôles sur la croissance de la fonction est la même
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que si la distribution de ces pôles était uniforme: C'est ce qu'expriment les inégalités (3). Il existe par suite des portions étendues du plan (par rapport auxquelles toutes les autres seront négligeables si l'on se contente de l'inégalité (4)) où l'influence des pôles sur l'ordre de grandeur de la
fonction est, elle aussi, négligeable. Cet ordre de grandeur dépend uniquement de la nature de la singularité essentielle dont on s'approche, exactement comme il arrivait pour les fonctions entières. On voit par là que le mode de croissance de g(:) est bien un élément fondamental de cette fonction, indépendant de la situation particulière des pôles.
Des considérations de cette nature sont nécessaires pour justifier l'étude de la croissance lorsque l’on a à faire à (les fonctions méromorphes. Elles s'appliquent en revanche à des classes de fonctions beaucoup plus étendues que celle des fonctions y(z).
Considérons par exemple une fonction méromorphe qui n'ait que des pôles simples, les résidus correspondants étant des nombres finis. Il est facile d'étendre la notion de genre à de telles fonctions. Si l'on a une fonction de la forme
ANNE, (13) Fa=Y
=) a? (z — &) u AP H(z) étant un polynôme de degré p— 1 au plus, et la somme ÆZ étant absolument convergente dans tout le plan, excepté aux points singuliers 4, on pourra dire que la fonction * f(2) est de genre p. Les nombres 0; étant tous finis, il est clair que (2) satisfait, dans les mêmes conditions que (2), aux inégalités (1), (2) ou (4). Si l'on voulait généraliser encore ce résultat, il faudrait supposer que
au heu de rester fini est, comme @,, une fonction croissante de l’entier
i. La méthode des paragraphes précédents s'appliquerait encore à ce cas.
© Si l'on adopte, pour les fonctions méromorphes, cette définition du genre, les
fonctions méromorphes de genre p» ne seront qu’une catégorie très particulière de la classe des fonctions qui s'expriment par le quotient de deux fonctions entières de genre p. La plupart de ces dernières fonctions seront, à notre point de vue, de genre infini; car leurs résidus deviennent généralement infiniment grands avec r. On rencontre de graves difhicultés lorsqu'on essaye de développer de telles fonctions sous la forme (13). Cette forme de développement a été étudiée par M. BoREL dans un important mémoire publié en 1901 dans les Annales de l'École Normale Supérieure.
Les dérivées successives de q(z).
15. Pour rendre les résultats précédents applicables à l'étude des
équations différentielles algébriques d'ordre supérieur au premier, il faut
étendre nos considérations aux dérivées successives de la fonction g(2). La proposition du $ 3 se laisse aisément généraliser. On a
, : Pl gP Er a
ai — a) ai —ai
Nous bornant au cas où l'ordre 9 du produit infini &(z) n’est pas entier, supposons qu'il existe un angle fini 7 ayant son sommet à l’origine et ne contenant aucun des points 4,, on aura, lorsque 2 est dans l'angle
r de même bissectrice:
[ze — a, > r:— afsin?
et par suite
rlg'(e)| < {p + ne de Sn
sin — Or nous avons déterminé au $ 3 une limite supérieure de la somme oo) qui figure dans le second membre. Si nous introduisons de nouveau la fonction d(x) de ce paragraphe, et si nous posons
d(n) = (y fini)
nous aurons Lg'(e)| < he CR
h et h, étant des nombres finis, et @(7) désignant comme au $ 3 la fonction inverse de @(3).
Le même raisonnement s'appliquant à une dérivée quelconque de
g(z), on aura
HAE
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h cet h, étant finis En d’autres termes, on à le droit de dériver autant de fois qu'on le veut l'inégalité (1). Cela n'était, comme on sait, nulle-
ment évident à priori.
16. Ces résultats si simples ne subsistent malheureusement pas dans le cas général où il n'existe pas d'angle fini 7 ne contenant aucun pôle de la fonction. Nous allons, pour étudier ée cas général, faire appel à des considérations analogues à celles du $ 6. La difficulté du problème provient, ici encore, des pôles qui sont voisins du point z où l’on considère la fonction. Nous pouvons donc, pour un instant, faire abstraction des autres pôles.
Soit À une aire proportionnelle à H°r° et contenant le point z. La forme de cette aire n’important pas ici, je supposerai qu'elle est un carré de côté égal à Ar. Soit » le nombre des pôles de g(2) contenus dans ce carré, et soit N un entier tel que l’on ait, par exemple N° > 32». Décomposons le carré À en N° petits carrés tous égaux ayant leurs côtés parallèles. Nous désignerons ces carrés par
À chaque pôle a, contenu dans À je vais faire correspondre un certain nombre de carrés D que jexelurai du champ de la variable 2. Cette correspondance satisfera à la condition suivante: si z est un point quelconque du champ conservé, l’un au moins des carrés correspondant à a; aura tous ses points plus voisins du point z que n'en est 4. Pour établir une telle correspondance entre les pôles 4; et les carrés D, je procèderai comme 1l suit, ombrant au fur et à mesure les carres choisis.
Soit 4, un pôle situé dans le carré b,: nous ombrerons, s'ils ne le sont pas déjà, le carré b,, et les huit carrés, b,...b$, qui l'entourent. Si quelques-uns de ces carrés, par exemple #, 4,0, sont déjà ombrés,
nous ombrerons tous les carrés (en nombre inférieur à 16) qui touchent à la figure formée par 0,4, b;,0,,0;. Mais il se pourra que dans certaines directions les carrés qui avoisinent immédiatement cette figure soient eux-
mêmes déjà ombrés: voici alors comment on opèrera. Menons par 4; les
parallèles aux côtés du carré À, et divisons chacun des quatre angles droits ainsi formés en quatre angles égaux; nous formons ainsi seize angles dont je considérai l’un en particulier, l'angle wa;u' par exemple. Traçons ensuite des cercles 7° de centre a; et de rayons croissants, et soit 7° le premier de ces cercles qui touche, dans l'angle wa;u', à un carré non encore ombré. 1° détermine dans l'angle wa;u' un secteur «a;c; tout
entier extérieur au carré D,. Si alors 2 est un point quelconque situé dans une région non ombrée de l'angle wa;u', il est clair que tout point de à, est moins éloigné de z que le point a;. Désignons en effet par À la distance de a, à z, par r le rayon a;c, et par p le côté de b,. f étant un point quelconque du carré b,, nous pouvons remplacer le chemin /2 par un chemin, plus long, ainsi composé: un segment fe, parallèle à l’un des côtés de b,, dont la longueur est inférieur à o, un arc ed de la circonférence de centre 4; passant par €, arc dont la longueur est inférieure
7TI r F \ ‘ y, « (r <r' LT + bo), enfin un segment d2 du rayon 4,2, égal à R —7r. 8 ; \ #) le] a a &
Le chemin total est inférieur a
et par suite à /?, du moins si > > 29. Or lorsque r < 29 nous retombons dans le cas simple traité plus haut où certains carrés avoisinant immédiatement soit 0,4, soit les huit carrés qui l'entourent ne sont pas encore ombrés. Ecartant ce cas particulier, nous voyons que si dans chacun des seize angles qui entourent @,, nous faisons correspondre à ce pôle un carré tel que b,, la correspondance ainsi établie satisfera bien aux conditions voulues.
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Si plusieurs carrés jouissent de la même propriété que b;, on choisira l’un quelconque d’entre eux. Si 4; est un pôle multiple on recommencera
l'opération précédente en supposant ombré le carré b,.
17. Cette suite d'opérations fait correspondre à chaque pôle 4; 16
: ; ; à 15 carrés D au plus. Si done N°> 32», il restera finalement plus de —carrés non ombrés. [1 y en aura donc, parmi ceux-ci, dont tous les points seront à une distance du contour de l'aire À supérieur à 7Hr, » étant un nombre fini. Soit z un point d'un tel carré. Ce point jouit des propriétés suivantes: les pôles les plus rapprochés de z en sont à une distance
Lé
me à 1 : ? : ;
supérieure à —, et ils sont au nombre de 8 au plus; d'une manière géné- : L Sa . Tr
rale, le nombre des pôles dont la distance à z est inférieure à _ est
inférieur au nombre des carrés d dont les points sont à une distance de 2
égale ou plus petite; ce nombre est donc inférieur à 47{7 + 1). Modifions
alors la disposition ordinaire des indices des pôles situés dans l'aire À et classons ces pôles d’après leur éloignement du point z. Nous aurons
FE
[e—a [> Hx..
.[2—a| > H=, ÊE ana | = EE Le : [2 it Gjci-1+0 | 7 Hs
le nombre des pôles dont la distance à z est comparée à = étant égal 4009. 7j croit. de 1 à. et l'on a:2u = Vy.
On déduit de là les inégalités
a" is T 72 1H \ -r l . £ Ÿ sj _ 8 RE N
An Mb ere pa y 22 9 T
: = I de és SRE (14) pape 2 Vrn<k logs (% nombre fini)
[l A t ] “ - I è Nes Ne — U® > PU £ Da 8j <h— (k, nombre fini)
et ainsi de suite.
On peut interpréter simplement ces inégalités en disant qu'au point 2 les sommes précédentes ne peuvent dépasser la valeur qu'elles prendraient Si la distribution des pôles @; était uniforme, c’est-à-dire si chacun des carrés b sauf ceux (au nombre de 9) qui avoisinent immédiatement 4 con-
tenait un pôle et un seul.
18. Ces divers résultats étant acquis nous pouvons calculer au point 2 une limite supérieure des modules de y'(2) et de ses dérivées.
Considérons la somme
LE 21 De ai(z — a;)
LAC SOS 2 Lorsque 4, est dans l'aire À définie plus haut, le rapport
est fini.
La somme Z correspondant aux pôles situés dans À est donc inférieure,
en module, à He log / (A positif fini).
n' étant le nombre défini au $ 5, le rapport -; sera sûrement inférieur à
+ on un nombre fixe, si l’on prend, par exemple, pour N° le plus petit carré de nombre entier supérieur à 322. Si alors nous supposons fini le nombre H, le module de la somme Z sera inférieur (puisque 2u < \/}) à
n'log n’
h, = (h, positif fini).
Considérons maintenant les pôles restants et d’abord ceux (en nombre #) dont le module est inférieur à 7. Pour chacun de ces pôles, on a
[2 al > kr (4 positif fini).
Par suite, si l'on suppose que l’ordre o du produit de facteurs pri-
maires (2) n’est pas entier, on aura
n étant toujours le nombre défini au $ 3.
définiment avec r. Cf. $ 19 et $ 26.
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Pour les pôles de module supérieur à 7, qui sont extérieurs à l'aire
LA
La somme Æ correspondante sera donc inférieure, en module, à
A, on aura
a| > kr; (k positif fini).
d'OS I en , HR et nn Oro dr (ce, positif fini).
n Ur: À Nous avons done finalement Ÿ 2P n n' log n° me ere D |<h= + h —— (k,h, positifs finis).
P/ 2 7? 1 7? Sr à ?
Taie GS) ë à D'ailleurs la somme Le gp—1 Tai (2 — a) / à q(a) A . « VS égale à la()l est sûrement, au point z, inférieure au second membre de £ -
cette inégalité.
Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant:
Si l'ordre de G(2) n'est pas entier, il existe une infinité d'aires indé- Jiniment éloignées de l'origine, où l’on a
n log n
(x5) gl < a,
k restant inférieur à un nombre fixe, et n ayant la même signification qu'au S 3.
Si l'ordre p était entier, on déterminerait le nombre 7 comme au $ 22 où au $ 23 de la première partie, et l'on remplacerait l'inégalité (15) par
une inégalité de la forme
h, n logx
< hr? + me (k entier, !, h, positifs finis).
On vérifie d'ailleurs aisément en se reportant aux sommations précédentes que l’on à dans tous les cas
Li * à n log dv
[g'(2)| <h ant + erl,
k I e tendant vers zéro avec -.
19. Insistons maintenant sur le cas où l'ordre 9 n'est pas entier.
Il résulte de la démonstration du $ 18 que si le rapport ps est fini, (nous avons vu qu'on peut prendre en tout cas N° proportionnel à 32»), la somme des carrés partiels dans lesquels l'inégalité (15) est satisfaite est dans un rapport fini avec l'aire totale A. Si l’on remplaçait la constante X par une fonction croissante de #, par exemple par loglogn, on pourrait aller plus loin. Considérons par exemple le cercle C'de rayon > ayant son centre à l'origine. Je vais montrer que les régions de l'aire C dans lesquelles l'inégalité
n log n .log, n
(16) FACOIES =
n'est pas vérifiée ont une somme infiniment petite par rapport à l'aire totale ©. Supposons en effet que le côté du carré À soit égal à ar, le nombre a étant arbitrairement petit avec … Pour tout pôle 4; situé en dehors de l'aire À on aura les deux inégalités [2— a;| > akr, [2— ail > «kr, (k, positif fini). Si donc dans le paragraphe précédent on fait 4 — ak, on constatera que la somme Z correspondant à ces divers pôles est inférieure à _. (c positif fini). Faisons d’autre part au $ 17 N—n, H—a. La seconde inégalité (14) nous montre que l’on a dans certaines régions de À
ar
- I hn° log y PART > E Je af? CEE ETRT PA (A positif fini).
20 ARE AIRALEE g(z) On vérifie de même que, dans les régions considérées le rapport Las
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est inférieur au second membre de cette inégalité. Il en est par suite de même ! de |y{z)|.
5 re ll PSE - re Faisons en particulier « — te : l'inégalité (16) se trouve satisfaite 08,
dans certaines régions de l'aire A. Or il est clair que quelle que soit la situation du carré À dans le cercle (, le nombre » des pôles qu'il contient deviendra, lorsque x croîtra, infiniment petit par rapport à N':1l ne pourra en être autrement que pour un nombre limité de carrés À dont la somme
Fe I SES est elle-même infiniment petite (avec -) par rapport à l'aire totale du ;
, sur ’ \ cercle C. D'autre part, si N est très petit, le rapport à 4 de la somme
des carrés partiels b où l’on a les inégalités (14) tend vers l'unité. C'est bien le résultat que j'avais annoncé.
20. Une méthode identique permettra d'étudier la fonction g''(2) et ses dérivées successives. Nous pouvons donc, sans reprendre la suite des # e F2 7, 1 h 4 raisonnements précédents, énoncer les résultats suivants qui résultent des inégalités (14).
Il existe des aires indéfiniment éloignées de l'origine où l’on a, en même temps que l'inégalité (15) les inégalités
ni Di vuie 2y
(17) [g'"(2)| < h, ne ) [g'"(2)| < }
h, et h, étant des constantes positives finies.
De même, en raisonnant comme au $ 19, on constatera que dans des régions du cercle C’ dont la somme à avec l'aire totale C'un rapport tendant vers l'unité, on aura en même temps que l'inégalité (16) les inégalités
Si l'ordre p était entier, il faudrait également diviser par &° la limite obtenue
au $ 13. On a, en tout cas, dans certaines régions du carré À de côté ar l'inégalité
hn° log y € Le] ee p— : — y? JA
LA g(a)| < — = GI < ES + > ; I £ tendant $ 1eTO “€ CG z tendant vers zéro avec r
Sur quelques propriétés des fonctions entières. del
(18) [g"(2)| < : me ne VHOIE LE ji. ù pe
log, x peut d'ailleurs être remplacé par log, #, où par une fonction de * croissant moins vite encore.
La méthode qui vient d'être employée est susceptible d’autres applications encore. On peut l'employer pour déterminer une limite supérieure du module de la fonction g(2) elle-même et l’on obtiendra ainsi une limite plus précise que celle à laquelle nous sommes parvenus plus haut, (dans des régions moins étendues il est vrai).
Il résulte en effet de la première inégalité (14) que si l'ordre o du produit de facteurs primaires G(z) n'est pas entier l’on a en même temps que l'inégalité (15) l'inégalité nv
[a(a)| <h (k positif fini).
Cette limite est particulièrement intéressante lorsque la fonction g(z) est
LA
à croissance réculière. Désignons par #,(r) le module maximum (pour
[2] — 7) de g(z) dans les régions où l’on a l'inégalité (15). Nous pouvons 2 _ z ; . 7, compléter la proposition énoncée au $ 10 en disant que si le rapport Fe
reste, quel que soit r, inférieur à un nombre fini, en sera de même du D
FAPPOTÉ ———.
P} ue
21. La notion de croissance régulière s'étend immédiatement à la fonction g'(z) et à ses dérivées. Considérons par exemple, la fonction g'(2). Appelons »,(r) son module maximum (pour |2|[— 7), dans les régions où
home TA me, (or les inégalités (17) sont satisfaites et supposons que le rapport Le reste
à partir d'une certaine valeur de 7, compris entre deux nombres finis. On peut dire alors que la croissance de g'(2) est parfaitement régulière.
Dans ce cas, nous démontrerons, en raisonnant comme au $ 10, que l'on a à partir d’une certaine valeur de à
TieWlogi (W positif fini).
CO
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22. Les divers résultats que nous venons d'obtenir s'étendraient immédiatement à des fonctions méromorphes plus générales que la fonction g(z) et ses dérivées. Considérons comme au $ 11 la fonction méromorphe que l’on pourrait appeler fonction de genre p
/ b; B * f(2) FT Ÿ p _ H(2), Ai
H(z2) étant un polynôme de degré p— 1, et les D, éfant tous des nombres finis. Nous avons vu que le module [f(z)[ a même limite supérieure que [g(2)[. On constaterait de même que [f'(2)|,[f"(2)], .. satisfont dans les mêmes conditions que [g'(2)|, [g'(z)|, ... aux inégalités (15) et (17) ou (16) et (18).
23. Le module des fonctions g'(2), g'(2), ... atteint-il effectivement la limite supérieure que nous lui avons assignée? Il est certain que ce module prendra des valeurs arbitrairement grandes si l’on approche suffisamment d’un pôle. Mais, si l’on entoure chaque pôle d'un petit cercle [g'(2)| pourra-t-il atteindre sa limite supérieure en dehors des petites aires ainsi formées? Pour répondre à cette question, nous remarquerons que la proposition du $ 9 se généralise très facilement.
On a
Loan I I 2% D —LT2rez —r@=Y] dE Res SE Ve ® E |
ns : = (z — di) a; 4 ; «ul À
Considérons alors l'intégrale définie
en désignant par © le contour d'un cercle © de rayon 7 sur lequel la foncetion g'(z) est continue, et soit #' le nombre des pôles de ÿ(2) contenus dans ce cercle. Ces pôles sont aussi ceux de la fonction — 2y(2) et les résidus correspondants sont égaux à l'unité. On a donc
| — 29 (e)de=n.
Do + D l ; : : ; : 2 .
ou nous concIuons qu en certains points de la circonférence C' on a
La même méthode s’appliquerait évidemment à une dérivée quelconque de g(2). Ainsi, en considérant l'intégrale à 27g%(2)de, on prouverait qu’en certains points du cercle ©, on à
nm’ MER
al
Au lieu d'intégrer la fonction — zg'(2) le long du cerele (, on pourrait l'intégrer le long d’un contour fermé quelconque sur lequel cette fonction est continue. Si la longueur du contour est #r, le nombre des zéros enveloppés #,#', 7 et 7, étant des nombres finis, on aura en une infinité de points du contour considéré
Cette inégalité est satisfaite le long de lignes telles que tout contour satisfaisant aux conditions précédentes soit traversé par une infinité d’entre elles. Ces lignes ne peuvent donc pas être contenues tout entières à l’intérieur de petits cercles entourant les pôles. L'inégalité (19) est bien caractéristique de la fonction méromorphe g'(2). L'application suivante va nous permettre d'ailleurs de nous en rendre mieux compte.
Posons
mn et supposons que y satisfasse à une équation différentielle de la forme
Le
uw étant une fonction quelconque de z, connue ou inconnue, qui s’efface
devant les deux premiers termes de l’équation lorsque z s'approche d’un pôle de y. En d’autres termes la fonction # est telle que le rapport —
tende vers zéro, lorsque z tend à se confondre avec l’un des pôles de y. Je vais chercher à déterminer les rayons des cercles dont il faut entourer les pôles pour que la perturbation apportée par eux dans la croissance de y ne se fasse plus sentir en dehors de ces cercles, c'est-à-dire pour que les grandes valeurs de y ne dépendent plus, dans la région respectée, que des théorèmes généraux.
Étudions la fonction y au voisinage de l'un de ses pôles sans nous préoccuper d’ailleurs de savoir dans quelle mesure ce pôle est isolé. Excluant du domaine étudié l'entourage immédiat du pôle, désignons, d’une manière précise, par & eb À deux nombres positifs (qui pourront, en même temps que » dépasser tout nombre donné), et tels que les inégalités
(20) [ul > & et (21) [y] < &À entrainent autour d’un point 4, où elles sont satisfaites, l’inégalité L<ely
= étant un nombre positif donné, arbitrairement petit.
Considérons un chemin 2,2, dont la longueur soit à un facteur fini près égale à |z,—z2|, le long duquel les inégalités (20) et (21) seront supposées satisfaites. On a, le long de ce chemin UR
RU avec Li SE
D'où, par intégration
= (1 de, éme)
2V5 2Vy
le rapport — étant fini.
on. |
Cela posé, étudions y au voisinage d'un point 4, où l’on ait Yo TR &À,
| | étant compris entre un nombre fixe supérieur à 1 et un nombre crois-
l : CAL à :
sant /, tel que le rapport 7 devienne avee — inférieur à tout nombre donné. A Yi£
Faisons
ECS SA | ; Le c’est-à-dire le long d’un chemin quelconque issu de z,, tant que les inégalités
(20) et (21) seront satisfaites sur ce chemin.
et Supposons que les inégalités (20) et (21) ne cessent pas d’être vérifiées
le long du chemin 4,2. On aura en z,
(22) eat Ho OA VY VY
Le numérateur du second membre aura un module fini (non infiniment petit), si 7 est, dans son plan, en dehors d'un cercle de rayon fini ayant
son centre au point —1. Il faut pour cela que z soit en dehors d’un I et
cercle 7 qui a son centre au point 4, — et son rayon égal à el ART o)
Mer I (} positif fini; par exemple } <-, de sorte que le point 4, est en dehors
durcercle ?).
Soit alors 2 en dehors de 7 et à une distance de son centre égale à
k È Vore 5 . \ CR Lee É ll (& positif). On déduit de (22) les inégalités I (I — e )k — = Vi” veli ou &|2| (23) EE ee?
et dr &|À| e Eni (24) [y | à Qi 2 so ke? (a ni).
Pour que les inégalités (23) et (24) soient vérifiées le long d’un chemin ne traversant pas 7, il suffit que les inégalités (20) et (21) ne cessent pas d'être vérifiées le long de ce chemin. Or, d’après les hypothèses faites sur À l'inévalité (23) entraine nécessairemont l'inégalité (21) lorsque 7 est assez grand. D'autre part, l'inégalité (20) est une conséquence de l'iné-
0 ; galité (24) tant que l’on à (1 +e)# < TA.
. | I Considérons alors un cercle o de centre z, et de rayon égal à ———=. G+e) Va Le long d’un chemin z,2 (ne pénétrant pas dans y) intérieur à o, les inégalités (23) et (24) entraînent (20) et (21), et d'autre part ces inégalités,
satisfaites en z, ne peuvent cesser d'être vérifiées avant (20) et (21). Elles sont donc satisfaites dans toute la portion du cercle s extérieure au cercle y. Désignons maintenant par 4 un nombre positif qui croîitra indéfini-
. : : sn l
ment avee 7, mais moins vite que L, (c'est-à-dire tel que le rapport ® croisse aussi indéfiniment), et traçons à l’intérieur de & un cercle concen-
trique à y ayant pour rayon Je remplacerai ce cercle, pour
RE) Nanx simplifier, par le plus petit cercle « de centre z, qui le contient, cercle
: is L I € ; dont le rayon est manifestement supérieur à Te (= fini). Lorsque — €&,)Va ‘€
2 est sur le contour du cercle c, on a
He lis le à a
On aura par suite sur ce contour, en vertu de (23), l'inégalité (25) [ul < a&.
Si maintenant nous sortons du cercle « pour nous rapprocher du contour de o, le nombre k# qui figure dans l’inégalité (23) continuera à croître, et l'inégalité (25) ne cessera pas d’être vérifiée. Elle est donc vérifiée dans toute la couronne comprise entre € et a.
Cela posé, considérons la couronne D) limitée par les cercles de rayon r, et #7, (7 nombre fini plus grand que 1, par exemple » — 2) ayant leur centre à l'origine. Je supposerai que l’on sache déjà (par exemple en vertu du théorème du $ 18) que l’on ne peut pas avoir dans toute la couronne D
Si l'inégalité (25) n'est pas satisfaite dans toute la couronne, on pourra
sûrement trouver à son intérieur un point 2, où l'on aura
ao <|y| < ©.
À ce point correspondront un cercle 7,, un cercle c,, de rayon supérieur
‘ à 7 ; Le rayon de c deviendra infiniment petit par rapport au rayon de & lorsque r
et & augmenteront indéfiniment,
St |
ss à ne entourant 2, et y, eb un cercle 5, entourant «. Sur le contour 10)
de €, on aura l'inégalité (25).
Supposons encore qu'en dehors du cercle c,, l'inégalité (25) cesse d’être vérifiée en certains points de la couronne 1). Joignons l’un de ces points, 2, au contour de €, par un chemin (extérieur à c,) sur lequel y est continu. Il existe nécessairement sur ce chemin un point 4, ou [y| est compris
entre a& et &l,; nous construirons alors comme plus haut un cercle c, de
rayon supérieur à 0 entourant z,, et sur le contour duquel on aura a l'inégalité (25). Ce cercle est tout entier extérieur au cercle c,; en effet,
d'après ce qui précède, le point 4 ne peut se trouver à l’intérieur du cercle o,, Concentrique à €; or le rapport du rayon de o, à celui de c mente indéfiniment avec r.
1 OUES Nous répéterons la même opération autant de fois qu'il sera nécessaire.
S'il existe dans 1), en dehors des cercles c déjà tracés, un point z où l’on n'ait pas l'inégalité (25), nous on conclurons (en joignant z, au contour d'un cercle c) qu'il existe encore {dans D) en dehors des cercles c, un point où |y| est compris entre a& et &l; nous entourerons alors ce point d'un nouveau cercle €, qui est extérieur à tous les autres, et sur le contour duquel on aura l'inégalité (25). Lorsque l'opération aura été répétée un certain nombre‘ fini de fois il n’existera certainement plus de point z, en dehors des cercles c; en effet nous avons une limite inférieure des rayons de ces cercles, et nous savons d'autre part, qu’ils sont tous intérieurs les uns aux autres; le nombre des cercles « que peut contenir la couronne 1) est donc nécessairement fini. Ainsi lorsque nous aurons achevé la construction des cercles c, nous pourrons affirmer que l'inégalité (25) est satisfaite en tout point de la couronne D intérieur à ces cercles.
Appliquons maintenant à la fonction y le théorème du $ 23. Pour cela, traçons dans la couronne 7) une courbe fermée 1° entourant l'origine
qui sera assujettie aux deux conditions suivantes: elle ne traversera aucun
! Tous ces cercles c, sont contenus à l'intérieur d'une aire égale à 27 "ri (7 fini),
ee mie :e
et l'aire de chacun d’eux est supérieure à ——. Le nombre des cercles c est donc plus at
petit que 7''a&ri.
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cercle € et sa longueur sera proportionnelle à r,. Pour constituire la courbe Z', nous tracerons par exemple un cercle C ayant son centre à l'origine et son rayon égal à y,r, (1 <%, <#), et si ce cercle rencontre un cercle c; aux points @,b,, nous substituerons à l'arc 4,b, de C le plus petit are ab, de c,. Les cercles c« étant tous intérieurs les uns aux autres, la longueur du contour Z' ainsi formé sera inférieure à 7,7 °7,.
D'après la proposition du $ 23, on aura, en une infinité de points
du contour 1’
’ 2 A DR DEEE È . T Û n' désignant le nombre des pôles dont le module est inférieur à r,. Nous en concluons que l’on a
, 2 2 — NW LMT Ar@
ce qui est le résultat que j'avais en vue.
J'ai supposé, dans ce qui précède, que la couronne 1) contenait des points où [y|[ > a&. S'il n'en était pas ainsi, c’est que l’on aurait l'inévalité (25) dans toute la couronne, et l’on arriverait alors immédiatement au résultat précédent.
Je vais appliquer ce résultat aux fonctions méromorphes récemment découvertes par M. PaiNLEvÉ. La même méthode s'appliquerait évidemment à des équations différentielles plus compliquées que celle dont nous sommes partis. Elle consiste à distinguer parmi les grandes valeurs d'une intégrale celles qui s'expliquent par le voisinage d’un pôle et celles qui dépendent de la nature analytique de la fonction, caractérisée ici par son ordre.
Application aux fonctions entières de M. Painlevé.
25. M. PAINLEVÉ a déterminé récemment toutes les équations différentielles de la forme 11 de late ; HORS (y > Ù, &),
où f est rationnel en y’, algébrique en + et y, qui ont leurs points critiques fixes. Parmi ces équations il en est de particulièrement intéressantes: ce sont celles dont les intégrales sont des fonetions méromorphes nouvelles
qui ne sont réductibles à aucune transcendante connue, Une trausformation
rationnelle, en y et algébrique en x ramène ces équations à trois types canoniques très simples dont je considérai d’abord les deux premiers, ré-
servant le dernier pour la troisième partie. Ces deux premiers types sont
(26) NC AE
et ÿ"=2y +y+c.
M. PAINLEVÉ a démontré que les intégrales de ces équations sont des fonctions méromorphes: on les rattache très aisément à des fonctions entières vérifiant une équation différentielle du troisième ordre. On a en effet pour l'équation (25)
uw étant une fonction entière, et pour l'autre équation
12 172 9 U— uw Vo a
uw
où # est encore une fonction entière. Ces résultats étant acquis, l'étude complète des transcendantes nouvelles y et # doit commencer par la détermination de leur mode de croissance. De cette croissance dépendent en effet et l'approximation avec laquelle # sera donnée par un développement en série limitée, et la répartition des zéros et le genre de cette fonction.
Or les propositions générales que j'ai obtenues plus haut sur la fonction g(2) vont faciliter l'étude de la croissance des fonctions y et #. Cette étude peut d'ailleurs être faite directement, comme l'a fait savoir M. Paix- LEVÉ dans deux notes insérées aux Comptes rendus de l’Académie des
Sciences.
26. Considérons d’abord les intégrales de l'équation (26) et posons
(27) y = —g'(2)+ ie)
g(2) étant la dérivée logarithmique d’un produit de facteurs primaires (2) et {(z) une fonction entière. Nous désignerons par #’ le nombre des pôles de g(z) dont le module est inférieur à r.
Je vais d'abord démontrer que l’on a à partir d’une certaine valeur de +
O(r) désignant une fonction croissante quelconque de x qui croîtra, par exemple, comme log,r (j entier), ou moins vite encore. L'équation (26) équivaut à la suivante
L LA 2 NAT (29) nt + 27 — f(2), (2) = | yde.
Considérons z à l'intérieur de la couronne D comprise entre les cercles de rayons wr, et r, (9 > 1, par exemple 7 — 2) et désignons par y un nombre qui sera fixe dans cette couronne, mais qui deviendra infiniment
erand en même temps que 7,. Soit d'autre part e un nombre donné, ar-
. . . . y» « I bitrairement petit, inférieur par exemple à ——:
Ni l'on a (30) DETTE E (31) [f(a)| < su°ri l'équation (29) se présente sous la forme y”
A CAT — il N N € (32) . Ho ave |0| < D'ailleurs, si en un point z, on a les inégalités
/ Se È (31°) HE et (33) [ul < sur (E positif) l'inégalité (31) sera satisfaite sur tout chemin continu issu de 4, et de
ongueur inférieur à >" le long duquel on à l'inégalité (33). Appliquons alors à y les résultats du $ 24, en y faisant
© —= pr, leu
Nous appellerons « et 4 deux nombres compris entre 1 et eu”, tels l eu” ER que les rapports - et TT) de même que 4, croissent indéfiniment avec r.. s 1 Cela posé, admettons pour un instant qu'il existe dans la couronne D un point 4, où l’on ait à la fois
avr, <lvl< avr et [f(2)| < Hipri,
k étant un nombre positif fini, inférieur par exemple à l'expression #
(qui augmente indéfiniment avec 7).
Lorsqu'on s'éloigne de z,, il suffit, pour que l'équation (29) conserve la forme (32) que les inégalités (30) et (31), par suite que les inégalités (30) et (33) restent satisfaites. Nous nous trouvons donc bien dans les conditions prévues au $ 24, et nous pouvons entourer z, d’une cercle €, (dans lequel (30) et (33) sont partout vérifiées, sauf à l’intérieur d’un petit cercle 7 que l'on peut toujours contourner), qui a son rayon pro-
portionnel à (au) *7, *, et sur le contour duquel on aura
(34) [ul < au Vr..
En intéorant y à partir de z, on voit que l’on aura sur le même = u 0?
contour
ko | Go
HONTE
car on peut joindre z, à un point quelconque de €, par un chemin de longueur inférieur à 7.
Comme au $ 24, on pourra entourer €, d’un cercle a, concentrique
de rayon # fois plus erand (# croissant indéfiniment avec r,) sur le con-
tour duquel on aura les mêmes inégalités.
Supposons construit le cercle €, et qu'il existe dans 1), en dehors de €, un point où l’on ait les mêmes imégalités qu'en z, (# pouvant avoir
une valeur plus grande qu'en z,, mais toujours finie et inférieure, par
7e à À me À exemple, à > ): nous entourons ce point d'un cercle C, extérieur à €, et
de même grandeur sur le contour duquel on aura encore l'inégalité (34),
et ainsi de suite. Nous avons vu au $ 24 que le nombre des cercles €
tous extérieurs les uns aux autres que l’on peut ainsi construire est né-
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“cessairement fini pour une valeur donnée de r, (bien entendu, ce nombre augmentera indéfiniment avec «,). Imaginons alors que ces cercles soient tous construits: je dis que l'inégalité (34) est satisfaite dans toute la portion de la couronne D extérieure aux cercles c.
; PTE
Supposons en effet qu'elle ne le soit pas en un point z,; joignons 4, au contour de €, par un chemin proportionnel ? à »,, ertérieur à tous les cercles « et sur lequel y soit continu. Il existe nécessairement sur ce chemin des points où [y] est compris entre au ÿr, et lpyr,. Soit 2, le premier point rencontré (à partir du concour de c,) où il en soit ainsi, [y] ne cessant pas d'être inférieur à lwVr, entre le contour de €, et 4, on a
nécessairement en ce point ; : L ee pen SDS O7 [f(2)| < klpr? (k, positif fini, inférieur à ET
Or, par hypothèse, ces circonstances ne peuvent pas se présenter si z, est extérieur à tous les cercles 6. Nous en conclurons que l’inévalité
(34) est nécessairement vérifiée au point 2, extérieur à ces cercles. Nous
1) pouvons, par suite, appliquer à y les résultats du $ 24, et nous constatons
que l’on a
mw|a
nn < haur (4 positif fini)
c’est à dire l'inégalité (28), où l'on fait
0 — hay.
Pour établir ce résultat, j'ai admis qu'il existait, dans la couronne 1),
au moins un point 4, où les inégalités
aa Sul < nv et |f(2)| < Aipri, (ke) S12
étaient satisfaites en même temps. Je vais montrer qu'à eriste toujours un tel point z,, à moins que l'on n'ait dans toute la couronne D
[y | « ap Vr.-
1 . . . . s Il est toujours possible de construire un tel chemin contournant un nombre
quelconque de cercles *; voir fin du $S 24 et note de la page 84.
H me suffira, pour cela, de reprendre le raisonnement précédent, en l'appliquant cette fois à tout le cercle © de rayon yÿr,, qui a son centre à l'origine.
Le cercle C' peut être décomposé en une série de couronnes D!, D,,.. concentriques à 2). Ni nous excluons de (un cercle fini entourant l’origine, les couronnes 1 seront limitées par les cercles de rayons »,,75,..., 7, r; ayant une valeur finie, et les nombres #,,#7;,... étant déterminés par les égalités
Pr =YTr;;, Vs = Yr),
(y à la valeur fixe supérieure à 1, définie plus haut). Soit, dans la couronne 1}, un point où l'on ait
Kw] ce
apr <Uyl< havre, Fa) < Mar
{ —|2]; « et y ayant les valeurs définies plus haut par rapport à 7).
On aura, à fortiori, en ce point
(47) Vr < [y | <e UT ri; | (2) | = kl! ur!?
en posant
PRES TA On pourra donc entourer z d'un cercle c’ de rayon proportionnel à 1 1
(au) *r; *, sur le contour duquel on aura
ul < au Vri et, a fortiori | | < ap ÿr.
En procédant alors dans chacune des couronnes D comme nous l'avons fait dans la couronne ), nous pouvons construire dans © des cercles € (en nombre fini pour une valeur donnée de r,), extérieurs les
uns aux autres, et tels que les inégalités
au ÿr <|y|< Lpvr, Le) < ki, pr?
ne puissent être satisfaites en même temps en aucun point de (© extérieur
à ces cercles,
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Cela posé, les nombres & et y (qui croissent indéfiniment avec 7.) peuvent toujours être pris assez grands pour que l’on ait en un point fixe quelconque Z,
ul < au 12, |, [f2)| < au Z, F
: Met Fe ME Eloignons nous alors de l’origine, et considérons un chemin Z%2
proportionnel à r(—{|z2|) et, ne traversant aucun des cercles «’. Le raisonnement déjà employé plus haut nous montre que l'on « nécessaire-
ment en 2
(34) [ul < avr.
Supposons en effet qu'il n'en soit pas ainsi nous appellerons Z le premier point du chemin considéré où l'inégalité (34) cesse d’être vérifiée; on a au point Z [91 au vr, et par intégration de Z, à Z
[el < kaur?, (k, positif fini)
par suite, a fortiori, si » est assez grand
A2) tunes
puisque le rapport a St supposé croître indéfiniment avec r. Or par hy-
pothèse ces circonstances ne peuvent pas se présenter si 2 est extérieur aux cercles €. Nous en concluons que l'inégalité (34) est satisfaite au point 2.
Ce résultat, appliqué bien à la couronne 7) nous conduit à la conclusion suivante: où l'inégalité (34) est satisfaite dans toute la couronne: ou dl existe dans D des cercles c' et, par suite, des points 2, répondant aux conditions énoncées.
C’est bien là ce que j'avais annoncé et l'inégalité (28) est maintenant complètement établie.
Pour construire ce chemin, on peut procéder comme à la fin du $ 24. On
mène la droite 7,2, et chaque fois que cette droite coupe un cercle «’ aux points @;b;, on remplace la corde par la plus petit are a;,b;,
De l'inégalité (28) nous déduisons aisément que /(2) se réduit à une constante. Tout d'abord la fonction entière {(2) ne peut être qu'un polynôme. En effet, s'il n’en était pas ainsi, on aurait, en certains points du
contour 2° défini au $ 24, [{(2)[ > 7%, (m pouvant dépasser tout nombre donné), en même temps que l'inégalité (34), ce qui entraïnerait nécessairement MOIS
où »' peut dépasser (avec >.) tout nombre assigné d'avance. Appliquons maintenant à 42) le théorème du $ 19 en donnant au su nombre Æ du $ 16 la valeur r7* (q positif) Les côtés des petits carrés y—92+1 , . " . 19 < : 2 »
b définis au $ 16 seront inférieurs à ———=, et il en résulte que l’on peut 32n faire jouer aux cercles c le rôle des petites aires dont nous avions au $ 16 entouré les pôles de la fonction g'(2): en effet, dans l’un quelconque de ces cercles on ne peut rencontrer des pôles qu'à l’intérieur du cercle 7 correspondant; les carrés D ombrés autour de ces pôles sont donc tous
x ï : kn'r=2ti contenus dans un cercle concentrique à 7 et de rayon inférieur à _
(% positif fini), cercle qui est certainement intérieur au cercle € si q est assez grand.
On déduit de là ($ 19), en tenant compte de la valeur de 77, que
l'on à l'inégalité
en tout point de la couronne 1) extérieur aux cercles 6. La fonction /(2) est donc bien un polynôme.
Cela posé, le théorème du $ 18 nous montre plus précisément que,
pour des valeurs de 7, indéfiniment croissantes, on aura en une infinité de
y points de la couronne D extérieurs aux cercles € l'inégalité
a n (log n)re » " 9 (2)| = Ce. — ou | 9 (2) < ÿr, (logr,)'+* u (x positif arbitrairement petit avec =)
80 P. Boutroux.
On voit que cette égalité n'est compatible avec l'inégalité (34) que si /(2) est une constante.
27. l(z) se réduisant à une constante, l'inégalité (28) exprime, par
PTE . . = se LS â à 5 définition, que l’ordre de la fonction entière # est au plus égal à Il
= Lé Poe PERS 4 5 est aisé de vérifier que cet ordre est précisément , :
Il résulte du $ 18 que l'on à dans une infinité de régions du plan de
la variable 2 n” log n' |
MOIS ss
h étant un nombre positif fini. Le module [y —6y*| sera donc inférieur (puisque /(2) est une constante) à l'expression
n'° (log n’)” 2 te] Ê h INTER ,
en d’autres termes, l’on aura
n'? (log n')
M RS RE ET. (log DE (Æ positif fini).
Nous pouvons affirmer de plus, qu'à partir d'une certaine valeur de r cette inégalité est satisfaite quel que soit >. En effet il résulte des inégalités obtenues au $ 20 que s’il n’en était pas ainsi, on aurait dans une infinité de régions du plan
[g'(2)| < er?°, |g""(e)| < er e étant arbitrairement petit, inégalités incompatibles avec l'égalité (26).
On a donc, à partir d’une certaine valeur de
kr”
Ho er nee)
où # est un nombre fini et @(r) une fonction croissant aussi lentement que l’on veut,
Cette double inégalité montre que le module du #*"° pôle de y ou
du n° zéro de la fonction entière #« croît approximativement comme #°.
L'ordre de la fonction # est =, son genre est 2. De plus le module maxi-
mum (pour [2] =) Mr) de « satisfait, à partir d’une certaine valeur de r à la double inégalité
PL (log r)-1 —. Mr) < e"” OR
La fonction entière # est done, si l’on adopte la terminologie de M. BOREr, à croissance régulière.
29. L'étude du second type d'équations à intégrales méromorphes sionalé par M. PAINLEVÉ conduira à des résultats analogues. Considérons l'équation
(36) y = ay + ep c.
L'intégrale oénérale de cette équation satisfait, avons-nous dit, à l'égalité 9 W°—uu" Y = ——— y ne
où « est une fonction entière. On a donc
PE et era |A)
g(z) étant la dérivée logarithmique d'un produit de facteurs primaires G(2) et /(z) une fonction entière. #' désignant toujours le nombre des pôles de module inférieur à 7, je vais d’abord démontrer que l’on a à partir d’une certaine valeur de 7
O(r) désignant une fonction croissante quelconque de 7.
L'équation (36) équivaut à la suivante
(38) = y" + 2cy + 2y — fe), f\
LA SEE
Restant placés dans la couronne 7) définie au $ 26, nous voyons que
si l’on à simultanément les inégalités : \ 2 7m (39) AE
(40) [/(2) | CPE,
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(4 étant arbitrairement grand avec r,, # arbitrairement petit, comparable
par exemple à —), l'équation (38) se présentera sous la forme
(401) HOT et (1) ju < air,
l'inégalité (40) sera satisfaite sur tout chemin continu issu de z, et de
kr,
longueur inférieur à le long duquel on a l'inégalité (41).
Se
Appliquons à y* les résultats du $ 24 en y faisant DUT, VEN
et en appelant «a et Z deux nombres, compris entre 1 et eu, tels que les
l O7 e : Herr
rapports = et de même que a. croissent indéfiniment avec r.. a 10e Û 1 * 1
Cela posé, tous les raisonnements faits sur la fonction y du $ 24 s'appliquent ici à la fonction y”, avec cette seule différence que V», est
remplacé par #..
Nil existe dans la couronne 1) des points z, où l'on ait à la fois
au [ve an nt] fe) ee
(& positif fini, inférieur par exemple à
on les entourera de cercles de rayon proportionnel à (ar) * tous extérieurs les uns aux autres et en dehors desquels on aura
se
[ul < apr.
On en conclura ($ 24) que l’on a
n < hapri.
Considérons d'autre part tout le cercle (de rayon #r, qui a son centre à Lorigine, Dans ce cercle nous pouvons construire des cercles €’ (en nombre fini pour une valeur donnée de 7), extérieurs les uns aux autres, et tels que les inégalités
Gus | y | Lure |f(e)| < Al pr? {—|2l)
ne puissent être satisfaites au même temps en aucun point de (extérieur à ces cercles. On en conclut qu'il existe nécessairement dans la couronne D des points 2, satisfaisant aux conditions énoncées plus haut. L'inégalité (37) se trouve ainsi complètemant établie.
De l'inégalité (37) nous déduisons que la fonction entière {(2) est un polynôme du premier degré au plus.
On vérifie en effet comme au $ 26 que cette fonction ne peut être qu'un polynôme, D'autre part, le théorème du $ 18 montre que pour des valeurs de >, indéfiniment croissantes, on a, en une infinité de points de la couronne À) extérieur aux cercles ©, l'inégalité
£ (2 [a e)] < Rs un |7)| Er Tee re
(a positif arbitrairement petit).
Or cette inégalité n’est compatible avec l'inégalité nr x [y°| < apr,
satisfaite par hypothèse en dehors des cercles +, que si /(2) est du premier
degré au plus.
30. Les résultats du paragraphe précédent nous prouvent que l'ordre de la fonction entière # est au plus égal à 3. Nous allons maintenant constater que cet ordre est précisément 3 et, de plus, que le genre de u est 3.
z) se
Supposons en effet qu'il n'en soit pas aimsi. Le polynôme /|
réduira à une constante, et l'on aura pour des valeurs >, indéfiniment
croissantes
" n' log n < —,
6 ine foncti roissante de #, égale par exemple à log, # # étant une fonction croissante de #', égale par exemple à log, #.
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Donnons à > l'une de ces valeurs 7, et considérons la couronne 1) définie plus haut. Cette couronne contient ($ 18), une infinité de points
où l'on a simultanément les inégalités 1 2 PAL HOIESCUT
: Der 42 e, tendant vers zéro avec — (je supposerai que &, >). Considérons plus *R hi
particulièrement, dans 1), un cercle quelconque o de rayon @7,, «à étant
a La
> I un nombre tel que le rapport + tende vers zéro avec —. Nous savons
($ 19, note) qu'il existe à l'intérieur de & des régions où l'on a
% à on (42) WI< + <er ‘|N< ar
(si tendent vers zéro avec —).
Cela posé, soit a, —7r;e""1 un pôle situé dans D. Nous mènerons
: ne > ; . T— 6; par 4; la droite L qui fait avec l'axe réel un angle égal à ee et nous
prendrons pour cercle o le cercle de rayon ar tangent à Z au point 4;, et situé par rapport à Z du côté où la partie réelle de z va en croissant.
Considérons dans ce cercle o la région déterminée par l'angle droit de sommet 4; qui a pour bissectrice un diamètre. Nous pouvons toujours trouver dans cette région un point z, où l'on ait les inégalités (42). Suivons alors la fonction y le long de la droite z,4,.
y satisfait par hypothèse à l'équation (38) qui donne pour y’ une double valeur: je supposerai que l'on parte de 4, avec la détermination !
* FRA s Frot a) (43) TN) 4° SERRE] e)
Je vais montrer que si nos hypothèses se trouvaient satisfaites, les fonctions y* et f(z) vérifieraient entre 4, et a; des inégalités de la forme
(42°) [y°| Sen |/(2)| < e,r (s, tendant vers o avec =)
Pour appliquer le même raisonnement au cas où le radical serait précédé du signe —, il suffirait de prendre le cercle & de l'autre côté de la droite 1.
ce qui est manifestement absurde, puisque le point 4,
est un pôle de ces fonctions.
Pour parvenir à ce résultat prenons € supérieur à 2a et V2e et où l'on ait
appelons 2, le premier point rencontré sur 2,4,
(44) Lu er,
On a entre 4, et 2, [y | < er,, eb par suite (puisque la longueur du che-
min 2,4, est inférieure à ar.)
MES r oocr er.
On conclut de là qu'au point 4 l'équation (43) se présente sous la forme
(45) . = (1 +6) ([2| proportionnel à e),.
Or il résulte de la position du cercle o& et du point z, dans © que, si l'on désigne par dz l'accroissement de 2 suivant 2,4a;, le segment 4/2 dz fait
avec l'axe réel un angle compris entre : et . . L'égalité (45) prouve donc qu'au point 4 (dans la direction z,4,), la partie réelle de log y est décroissante.
On en conclut que le module [y*| ne peut atteindre en z la valeur (44), s'il l’attetenait, en effet, 1l devrait croître en ce point, ou du moins passer par un maximum, ce qui, Comme on vient de voir, ne peut avoir lieu. Les inégalités (42") seront donc vérifiées entre z, et a;. Cette conclusion étant absurde, nous reconnaissons que notre hypothèse initiale n’était pas légitime. La fonction entière # est donc bien de genre 3, ce
qu'il fallait démontrer.
; De MORE Ë 1 L'argument de 42, est égal à ———, 4’ étant proportionnel à a; l’argument z—Ù0 7 7 — 0; Us — de dz est compris entre re M et ne + … L’argument de 4, dz est donc T (24 7 Œ compris entre . rer - Rd
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TROISIÈME PARTIE
Le module maximun d'une fonction de genre injini.
1. L'étude des fonctions entières les plus générales ne peut évidemment pas conduire à des résultats aussi précis que celle des fonctions de genre fini. Il n’est, cependant pas inutile de remarquer que les méthodes employées dans ce travail s'appliquent encore aux fonctions de genre infini. Nous constaterons ainsi, qu'on peut toujours déduire les propriétés fondamentales d’une fonction entière de son développement en produit infini. Ce développement se prète aussi bien à une étude systématique que le développement en série de puissances, qui, a été comme on sait, le principal objet des travaux de M. Hapamarp.
Soit f(:) une fonction entière quelconque, r; le module de son ?°"* zéro. Cherchons d’abord si l’on pourra, sans passer par l'intermédiaire du développement en série obtenir un résultat équivalant au théorème fondamental de M. HapamMarD sur la limite inférieure du module r,. Le théorème de M. Scaou et la proposition équivalente que j'ai établie au $ 14 de la première partie s'appliquent aux fonctions de genre infini, mais donnent dans ce cas des limites beaucoup trop basses. Heureusement un procédé très simple va nous permettre de compléter les résultats obtenus dans la première partie.
2. Désignons par # le nombre des zéros de Æ'(2) dont le module est inférieur à AE (« positif). Nous avons démontré (première partie, Z $ 17) que l’on a sur une infinité d'arcs du cerele (© de rayon 7 ayant son centre à l'origine l'inégalité
h étant égal à log(r + a). C'est cette proposition que je me propose de préciser,
Applhquons-la, dans ce but, à la fonction
# désignant le nombre des zéros de (2°) dont le module est inférieur à r” : te : : ; Ses Fecpstl est-à-dire le nombre des zéros de F{z) dont le moaule est inferieur
F{a*) — Fa)
He à ON AUTA
F (2?)| = PLUE
pour une infinité de valeurs r°e”Ÿ1 de 27 On a donc, lorsque 2° prend
l'une de ces valeurs l’une des deux inégalités
JC h Ni
| F(2)| “0 FAC — à) | > e?
en d'autres termes, on a l'inégalité (2) sur une infinité d'ares du cercle (© Appliquons maintenant ce résultat à la fonction #(2°). Nous en dé-
duisons pour | F(2)] une nouvelle limite et ainsi de suite indéfiniment. Nous constatons finalement que l’on a, quel que soit q, en une in-
finité de points du cercle C h
HOT
1) Vq
n, désignant le nombre des zéros de F2). dont le module est Imférieur à
Soit 3 un nombre inférieur à 1. Quel que soit 7, on peut trouver un entier g tel que l’on ait
à I = ne É PT 1),
et par suite
Désignons alors par &(r) le nombre des zéros de module inférieur à
r: on pourra énoncer la proposition suivante: On a. en une infinité de points du cercle de rayon r, l'inégalité
(4) LB(a)l>e": 7, (h positif fini)
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n. désignant le nombre des zéros de F(2) dont le module est inférieur à I ne r(r — €) et € tendant vers zéro avec - plus vite que la fonction ss ANT à |— :
1—(2 + a) a , ù 1—$5 On peut se débarrasser de l'exposant 1 —f$ en posant n° et le nombre + décroit alors d'autant plus rapidement que la croissance
de la fonction &(r) est elle-même plus rapide. Supposons, pour fixer les
idées, que l’on ait
F MAS
+ mr Ve NT Re ['- LEE 12 > €°
par suite 1-8 ee ne el ; re 0e) RENE TEE CR EE On CE le
Si 7. croissait plus vite qu'une fonction formée d’un nombre quelconque d'exponentielles supérieures, 1l en serait de même de l'inverse de €..
Nous voyons qu'il était indispensable de préciser ainsi la proposition établie dans la première partie. En effet, si F(2) est de genre infini, le rapport de #, au nombre #' qui figurait dans la limite assignée aux fonctions de genre fini, peut dépasser tout nombre donné d'avance.
3. Abordons maintenant la question inverse et cherchons à déterminer une limite supérieure du module maximum (pour [2] = 7) d'un produit de facteurs primaires de genre infini. Soit
, 2 PEN G@=IIC soute)
un tel produit, H(r) son module maximum. L'étude de ce produit présente une difficulté. Si l’on se donne la suite de zéros 4;, on peut former d'une infinité de manières le produit convergent 4(z2), puisque les 0, sont des entiers quelconques, choisis seulement de telle facon que la série
soit absolument convergente. Il est bien certain alors que la croissance de ((2) pourra dépendre essentiellement du choix des nombres p, au lieu d'être déterminée par la densité des zéros 4, eomme il arrivait pour les produits de genre fini. Mais est-il possible de choisir les nombres 9, de manière à obtenir une limite supérieure se rapprochant de la limite inférieure assignée à M{r) au paragraphe précédent?
Dans son mémoire sur les zéros des fonctions entières, M. BorEz a fait remarquer que la valeur ? de p; indiquée par WEïrERSrRASS était beaucoup trop élevée. Se proposant d'étudier les fonctions à croissance très rapide, fonctions telles que l’on ait pour une infinité de valeurs de À indéfiniment croissantes l'inégalité
nSl0e 1
quelque grand que Soit le nombre k, M. BoRELz pose Se pi = (log à)
puis déterminant le nombre # par l'égalité
j M Mon)
où 4 est un nombre plus petit que 1, il montre que le module maximum Mr) est celui d’une fonction d'ordre p,. En d’autres termes, l’on à
(s) Mr) < er” Le résultat subsisterait d’ailleurs si l'on remplaçait 2 par un autre nombre plus grand que 1.
Cette limite diffère de celle que nous avions obtenue pour les fonctions de genre fini. Il importe donc de se demander s'il n’est pas possible de l'en rapprocher. Mais pour parvenir à des inégalités un peu précises, jéviterai de me placer dans le cas le plus général. J’insisterai au contraire sur les types de fonctions qui nous apparaissent comme les plus simples après les fonctions de genre fini; leur étude semble être en effet le point de départ naturel d'une théorie complète des fonctions entières de genre infini.
4. Les résultats que je viens de rappeler suggèrent une première
, nous donnons encore à 9, une valeur
remarque. En faisant p, = (log i) **
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beaucoup plus grande qu’il n'est nécessaire pour assurer la convergence de
La EN ER ST RQ :
la série Ÿ (a) .. I suffirait évidemment de prendre E— FAN cu jee Û M d .
Pi log r;
Mais il ne faudrait pas conclure de là que le module maximum W(r) croîtra moins vite si l’on donne à »; cette valeur plutôt qu'une valeur plus élevée. C'est, chose curieuse, précisément le contraire qui arrivera. Mais, ici, une distinction s'impose entre les diverses fonctions de genre infini.
Considérons tout d’abord la classe des fonctions entières définies par la propriété suivante: il existe un nombre positif o tel que l'on ait à partir d’une certaine valeur de à
(6) = log)"
Cette classe de fonctions est celle qui se rapproche le plus de la classe des fonctions de genre fini, et elle mérite une étude spéciale; nous la rencontrerons tout à l'heure dans une application. J'appellerai fonctions de type exponentiel simple les fonctions pour lesquelles l'inégalité (6) est satisfaite, et je dirai que & est l'ordre exponentiel de la fonction, en supposant que le nombre © ait été pris aussi petit que possible.
5. Cela posé, désignons par N le nombre des zéros de (2) dont le module est inférieur à #(1 + k), (4 positif fini).
P,, représentant le facteur primaire relatif au zére «; on sait, d’après WeïersrrAss, que l’on a, pour 5 > N
bad a (a (b positif fini).
Lorsque N, on-a,. si, >
blog pi
p AE doper / LAON AN | | a: ES (bo positif fini),
et, sir<r
pi
v( ) 10g pi LP eue
Il résulte de là que
pi r DOTAEN ee) +0 D'logpi re, 1 ) NES
(7) MECS € Si donc l’on a l'inégalité (6) en même temps que
eve
p; < (log
logo; sera inférieure à o(1 + a)logr;, et l’on aura évidemment, à partir d'une certaine valeur de >, l'inégalité
h [= 5] log »
M(r) <e ë (k positif fini).
6. Ni (2) est un produit de type exponentiel simple et d'ordre exponentiel o, je prendrai pour »; l’entier le plus voisin de ologi. Nous allons constater que ce choix est particulièrement favorable. Supposons que 7; satisfasse à partir d'une certaine valeur m de à à l'inégalité
r,> (log i)°
À et o étant des nombres positifs.
AUX
Déterminons alors les nombres », et n, par les égalités
loue #1
QE = og == ue v a’
(GE lor n = 8; 02 2 6
a et a étant des nombres positifs d’ailleurs arbitrairement petits. Lorsque 2>n,, on a
A ER CR de
= à (el; log, ? 1)< nt
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D'ou ay(i) < — [y(i) NE ix'(i)]
on 1—a I n J'xtx)dr < =ny(n,) = =
D'autre part, si à < n,, on a à partir d’une certaine valeur # de ?
AR I —a g . F De . Le 7) Û
Les valeurs de à comprises entre #, et 7, sont en nombre inférieur à 9, et pour ces valeurs de ?, l’on a
Nous aurons done finalement, en supposant 4 et a’ du même ordre de orandeur
où X est un nombre positif fini. n, et nr, auront une sionification très
simple si »; croit précisément comme (log i) On a dans ce cas
(74 log r — logr, = -
a logr—logr, =,
n, représente donc le nombre des zéros 4; dont le module est inférieur à
e °r, n, le nombre des zéros de module inférieur à e°r, à et a’ étant arbitrairement petits.
Dans le cas général, on aura
Or il est manifeste que, quelque petit que soit s, on peut toujours déterminer deux nombres 4 et a’, égaux ou du même ordre de grandeur, tels que l’on ait
, ; À œ 6% + ae" — (°) loga<1i+es
à partir d'une certaine valeur de >. On peut dès lors énoncer la proposition suivante: |
Quelque petit que soit le nombre €, on a, à partir d'une certaine valeur de r
Ca
(8) Mr) < ea)
7. En suivant la méthode employée dans la première partie, on peut généraliser encore cette proposition. Soit d(i) une fonction holomorphe,
réelle et positive telle que le rapport RL soit croissant à partir d’une (log i”
certaine valeur de à et telle que l'on ait
On posera . 7 Jologt KA) re)
et l’on déterminera les nombres x, et n, par les égalités
1 0 log-— log S(n,) = - ,
æ log-— log d(n,) = —*
1! Si l’on avait donné à po; une valeur moins élevée, par exemple la valeur
: ne 57. Ya\ Pi ; , qui suffit à assurer la convergence de la série > —) , la valeur de 2 ri,
log à
à partir de la quelle cette série eût décrir aussi vite que 2i—1—* eût été très supérieure
log r;
à n,, et la limite supérieure de cette série se fût trouvée augmentée.
100 P. Boutroux.
On obtiendra alors, comme au paragraphe précédent, les inégalités
k 1+e€ T à Lr2x(m)]
> (2) < im, x(n), Mr) <e
8. Nous allons maintenant compléter la proposition du $ 6, en démontrant un théorème analogue à celui du $ 20 de la première partie.
Considérons le produit (2) du $ 5, pour lequel on a
r,> A(log i)°.
Je dis que si l’on a
LA
on à, à partir d'une certaine valeur de r
(10) dé + dAllog ÿ°
À I e tendant vers zéro avec -.
fie
Posons en effet
et supposons que l’on ait, pour des valeurs #, de à indéfiniment croissantes Tr, = KEÛN,), HENA
Nous poserons = din) AT dia) ON
et gin,) = Kg(n,).
Si l'on se reporte aux calculs du $ 4, on voit, qu'il suffit, pour que r et n, prennent ces valeurs, que l’on ait fait
a—={(1 —/fjologK, a — Bo log K.
D'ulleurs
.(1—P)c Bo n=n* nie
On a, par suite, les inégalités suivantes:
Us fr\e mi 7 pa+a)e ES D —) <—— <ÉnTX, (y fini) — \ri 7 7 Ne NT = Da er fini 2 (2) Se a? a ) (on ) Fe
2 F\ ri No nos(2) He CRONRLETRE TT
. LE puisque olog — — a’.
ñj
Or on vérifie sans peine que, quelque petits que soient a et a’, on
) peut trouver un nombre positif & tel que les seconds membres de ces inégalités soient tous trois inférieurs à #'°, à partir d’une certaine valeur de »#; l'inégalité (7) du $ 5 nous montre alors que l'inégalité (9) ne peut plus être satisfaite. Ainsi l'hypothèse faite sur 7, conduit bien à une contradiction, ce qu'il fallait démontrer.
9. Les fonctions de type exponentiel simple ne constituent encore qu'une classe très particulière parmi les fonctions de genre infini. Mais la méthode précédente permettra d'étudier tout aussi aisément des fonctions croissant de plus en plus rapidement.
Sans insister sur les cas intermédiaires supposons qu'il existe un nombre fini & tel que l’on ait à partir d’une certaine valeur de à
r, > (log, et prenons pour p; l'entier le plus voisin de log ilog, . Posant, cette fois
: : L 5 ologilogsi (ice P— = log; i)
Ar nous aurons encore piql+e [EG)"] er HER SRE (e tendant vers zéro avec "A
et
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Nous déterminerons les nombres x, et n, par les égalités
(1 + log, r,)(1og does log, n,) VE
I 7 (1 + log, n,)(1og r—=log, r) =.
a et a’ étant deux nombres arbitrairement petits, du même ordre de grandeur.
On a lorsque à > n,
y'(à I + log, » ; I 1 + d ie = CAE 7) à 0 q ps I frtdi < mi Nix (ne).
No De même Lo I < Ja di <= xQu).
mm Nous aurons donc finalement Y ()'<2mytn) = -n,y(n 7. mur AUS k étant un nombre positif fini. Or on a A Los n°) 0e een ie rertt 09279) Free OS) n, = € 4 HEC
On déduit aisément de là que le module maximum Æ/(r) satisfait à l'inégalité ,U+ar” M {NPEPE" £ tendant vers zéro avec Ainsi la méthode de sommation qui vient d’être exposée à une portée
220 3 ë 71e o y \ Pi s générale et elle permet d'étudier la série (2) , par suite le module Ti
Mr), quelque lentement que ceroisse le module 7, du zéro de rang ?.
La dérivée logarithmique d’une fonction de genre infini.
10. La dérivée logarithmique du produit infini Œ(2) défini plus haut
CHE I OR re
Proposons-nous d'étudier le module maximum de ÿ(z) dans des régions
a pour expression
convenablement choisies du plan de la variable 2.
Si l'on désigne par # le nombre des points 4; dont le module est inférieur à », on peut affirmer que l’on a sur une infinité d’ares du cercle C' de rayon r
fl
sa1>T, (r1>>,
La démonstration qui nous avait permis d'établir ces inégalités dans le cas des fonctions de genre fini subsiste ici, en effet sans modification. Les conséquences que nous avions tirées de ces inégalités (au $ 24) resteront vraies également.
11. Cherchons maintenant à limiter la croissance de g(z), en supposant que (2) soit de type exponentiel simple. Considérons dans ce but une aire proportionnelle à 7°, par exemple * un carré À de côté Hr. À l'intérieur de ce carré se trouvent une infinité de régions (Deuxième Partie
k + Hr $ 17) par exemple des cercles de rayon proportionnel à -—, dans lesquels on a
Vn (A positif fini),
> (ei 2 = di
la somme Z étant étendue aux divers pôles contenus dans l'aire À.
hn'
Hr°
D'ailleurs la somme des régions en question est avec l’aire totale À dans un rapport fini.
Dans les mêmes conditions, la somme a |
ù I [ea la |
1 La forme de l’aire À n'importe pas ici Remarquons qu’elle peut être contenue
tout entière à l'intérieur d’un angle fini © ayant pour sommet l'origine.
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. hn'log n’
étendue aux pôles contenus dans À est inférieur à DCE la somme NE I g \Pi = |2— fic rue hn'Vn PACE :
est infèrieure à ins et ainsi de suite.
Ces divers résultats, obtenus dans la seconde partie, s'appliquent en effet à la dérivée logarithmique d’une fonction entière quelconque, de genre fini ou infini.
Soit maintenant 4, l’un quelconque des pôles de g(+) situés en dehors du carré À: on aura
[—al>#z (E positif fini.
Le module de la somme ZX relative à ces divers pôles est donc, pour la dérivée logarithmique, inférieur à
PCI
Cette série est celle dont nous avons évalué la somme aux paraeraphes gTap précédents. Sa limite supérieure sera
HU) (h positif fini
si l’on désigne par 6“ la limite assignée au module maximum ÆM(r) de Si @(r) croit plus vite qu’une puissance quelconque de > on peut
: p , Fr ; nur prendre comme aire À un carré de côté — (m étant arbitrairement grand,
Vm lorsque 7 est lui-même assez grand). Tous les points situés dans ce carré sont à une distance de l'origine compris entre » et »(1 +e), et l’on a
nm
n'ite
£s et €’ tendant vers zéro avec
Sur quelques propriétés des fonctions entières. 105 Supposons alors, en particulier, que ((2) soit de type exponentiel simple et que l’on ait à partir d’une certaine valeur de à
r, > Alogi)” (À et & positifs finis);
nous pouvons énoncer la proposition suivante:
Quelque petit que soit &, on a, dans une infinité de régions s'éloignant indéfiniment de l'origine o a+a(©) FACE CMS on constaterait de même que lon a, dans les mêmes régions
ee
4 étant un nombre positif proportionnel à r" (m fini). Nous ajouterons qu'un angle quelconque æ dont le sinus est compa-
rable à —, en d’autres termes un angle arbitrairement petit contient une
infinité de régions jouissant des propriétés énoncées.
On peut compléter cette proposition comme nous l'avons fait au
8 pour celle du $ 6.
UN
Désignons par m(r) le module maximum de ÿ(z) dans les régions définies plus haut. Z’inégalité
Hire Ki)
entraîne, à partir d'une certaine valeur de 1
quelque petit que soit €.
En d'autres termes, nous pouvons affirmer que si cette dernière 1négalité cessait d'être vérifié pour des valeurs indéfiniment croissantes de 7,
on aurait dans des régions indéfiniment éloignées
m(r) < or #10).
On peut aussi agrandir les régions où les résultats précédents sont valables en multipliant les limites supérieures assignées à [g(2)|,[9(2)|, ... par une fonction croissante de #, par exemple, par logn' ou loglog#’. Les nouvelles régions seraient alors telles que le rapport de leur somme à l’aire totale À tende vers l’unité quand 7 augmente indéfiniment.
Ajoutons enfin que l’on obtiendrait les mêmes limites supérieures si l’on remplaçait la fonction g(z) et ses dérivées par une fonction méromorphe d’un type plus général:
Ê b; g \ Pi RE cu ee les nombres bd, étant tous finis ainsi que l’entier k, et H(z) étant une fonction entière dont le module maximum est supposé ne pas croître plus vite que le module de la somme ZX.
13. Ces divers propositions donneront lieu aux mêmes applications que celles de la seconde partie. Ils vont nous servir à étudier le troisième type d'équations différentielles à intégrales méromorphes qu'a signalé M. PaincevÉ. Ce type est le suivant
12 NN ESS F8 2 Be. © (1) JU (ant + 8) + (ru +2) les constantes a, ÿ, a, 0 ayant les valeurs ADR dE 1 a, ff quelconques, OU ÿ——1, 0 =0) = 1 a quelconques, OÙ 7 — 0, 0 = 0, Qu =— f, B= 1.
M. PAINLEvé a démontré que les intégrales de l'équation (11) sont des fonctions méromorphes dans tout le plan. La transcendante y s'ex-
à : (7.0 : + , prime par le quotient : de deux fonctions entières + et « vérifiant les
équations simultanées u uw ve? ( rev ) = — = —— | —- + a |, uw
v" v'°? ue? {de De (] v° V v p Re
14. Pour étudier les intégrales de l'équation (11) je ferai le changement de variable
L'équation (11) devient
CRE) = re —— + e’(ae CE? + B) + ARS AE =) Ë = ou
(13) Ge EH ag + et + Pre + dt.
L'avantage de cette nouvelle équation est qu'elle met en évidence la façon dont se comporte la fonction méromorphe € au voisinage de l’un de ses pôles.
SI 7y—=0O, a — —1, les termes prépondérants au voisinage d’un pôle quelconque situé à distance finie sont
CE
et il est aisé alors de vérifier que tous les pôles sont du second ordre et tous les résidus égaux à 2.
Si au contraire y ——1, 6€” devient infini comme &’?— €", et il en résulte que les pôles sont du premier ordre, le résidu correspondant étant CHAT IENTe
D'ailleurs, si nous désignons par f(2) la dérivée logarithmique de la fonction entière w, la première équation (12) deviendra
(12°) Hd) nest:
Nous sommes ainsi amenés à distinguer deux cas suivant la valeur
de la constante 7.
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Considérons d’abord le cas où 7 —o. On a alors, avons-nous dit 0—0, a=—1,Bf— 1 et l'équation (13) devient
(14) Se rie 6= fe).
Proposons-nous d'étudier la croissance des intégrales méromorphes de cette
équation.
Nous poserons
g(z) étant la dérivée logarithmique d’un produit de facteurs primaires, et
H(z) une fonction entière. Nous désignerons par #’ le nombre des pôles de
g(z) dont le module est inférieur à 7, par »’ le nombre des zéros de A(z)
Un calcul analogue à celui de $ 24 de la seconde partie va nous
de module inférieur à 7 en supposant que 7 <
donner d’abord une limite supérieure de #»’.
Remarquons d’abord que toute intégrale de (14) satisfait aux équations suivantes
I ca e?2 e2z (15) ou ne FAR Mere 4 (16) Jeu fete obtenues en multipliant les deux membres de (14) soit par 2 soit par . et en intégrant: on a par suite aussi ei fs qe ° (17) nm 2 tot -2/ =.
Cela posé, plaçons-nous à l'intérieur du cercle © de rayon », ayant son centre à l'origine, et désignons par y un nombre! qui croîtra indéfiniment avec r,, d’ailleurs arbitrairement lentement.
1 Q © z 4 à, dans les calculs qui suivent, une valeur fixe dépendant de LÉ
Sur quelques propriétés des fonctions entières. 109 Je dis d'abord qu'en tout pôle a; de module 7; situé dans €, on a
l'inégalité
AE (18) : ROME FE SRE
Suivons en effet le rayon Oa, à partir d'un point fixe 4. Je dis que l'on ne peut avoir simultanément en aucun point de 4,4;:
(19) Leheret: [AS) |
On peut toujours prendre y assez grand pour que cette condition soit satisfaite en 2. Supposons alors qu'elle cesse de l’être en un point 2,: je vais montrer que l'on aura en ce point
20 irts)t <| J'eael <enr gl!
L'égalité (17), où l'on fait [£[ —|£|— e"*, donnera par suite pour || une s SA se fe 3 rt) , Ex limite supérieure proportionnelle à e@ , et l’on en conclura que l'iné-
galité (18) est vérifiée au point z,, ce qui nous conduit à une contradiction.
Pour calculer une limite supérieure de |f(2)[ le long de #2, observons d’abord que dans les intervalles partiels où [£[ < e’*#, la variation de |f(2)| est plus petite que celle de e”*#*. Soit maintenant z un point où [£[—=e’*". Puisque, d’après nos hypothèses, les relations (19) ne sont jamais satisfaites pour 7, <r7<7r,, l'inégalité (18) sera nécessairement vérifiée au voisinage de z', tant que [£[>e". L'équation (15) donnera alors, pour [£| > €”
F1 Le = |<(2+ ae (a>o, arbitrairement petit avec =). Donc ee [D I I ——("+p) _ ere ami tam ot AN 6e - (2 + ae (r—r)
On en conelut que l'inégalité [£[> e” est satisfaite, autour de 7’, dans un
er"
intervalle r,r, supérieur à he * , (X positif fini). Or, dans cet inter-
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valle, la variation de |/(2)| est plus petite que celles de e”, la variation
de est elle-même inférieure,” (d’après (15)) à
ji (2 + e)e” E 2(e" e”) Le et, par suite,” (si l’on tient compte de la valeur de »,—r,) à h,e?[e’}*,
(k, inférieur à un nombre fixe). Nous obtenons donc finalement, (d’après
H |r4 ee ee r+£ 15 la limite supérieure (4, + LL | .(COù
(16)), pour la variation | I(z)
voit ainsi que l’on peut toujours prendre y assez grand pour que l’on ait en Z, l'inégalité (20) et, par suite, l’inécalité (18).
Ce point établi, appelons z; le point de Oa, le plus voisin du pôle a, où l’on ait [é|—e’. Entre 2! et a, | I(2)| croît moins vite que e’: (7) 2 2) ) l'inégalité (18) ne peut donc cesser d’être vérifiée, ce qu'il fallait démontrer.
16. Partons maintenant du pôle «,, et éloignons-nous en sur un chemin de longueur finie: tant que z sera assez près de a; pour que l’on ait
(21) SCANNER
on aura certainement l'égalité (18), et l'équation (15) se présentera sous
la forme Lo
et 100
< € (e comparable à e“"),
. D'où, par intégration
= 211 +0 1]2— «il,
= *i- +4fina) El ue Faisons alors
#12 S ! 4 || <@+oe +4] S is Z3 I a e tendant vers zéro avec -. La variation de — | est inférieur à la racine carré du 7 JAGNI
second membre.
7 ft pl
2 e? “2 h,e"e 2 < h'e? er, Le r) = h'e? er (erirs ere 1).
, é : Ô ‘ ; [T| étant compris entre deux nombres finis, et - augmentant indéfiniment Hs
avec 7. n portant cette valeur dans l'égalité (22), nous constatons d'abord que l’on a I e’1+0 .
cette inégalité entraînera, si ?, est assez grand, l'inégalité (21), ce qui montre que les calculs effectués sont bien legitimes entre 4; et 2.
D'autre part, nous constatons que, lorsque | 7] augmente à partir de 0, [| va en diminuant: lorsque r dépassera un certain nombre fini k, on
aura en 2 (23) leon (k, positif fini).
Nous en concluons que l'on peut entourer chaque pôle a; d'un cercle
Ve” +0
contour duquel on aura l'inégalité (23).
c de rayon proportionnel à ne contenant aucun autre pôle, et sur le
I serait d’ailleurs possible d’entourer a; d’un rayon y fois plus grand (y arbitrairement grand) jouissant de la même propriété, et l’on en conclut comme dans la seconde partie que tous les cercles c; sont extérieurs les uns aux autres. Des lors le cercle (© de rayon r,, ayant son centre à l’origine, ne peut contenir plus de rfe"*? cercles c, et par conséquent plus de rie"t® pôles.
Il en résulte que l’on aura, à partir d'une certaine valeur de r
“E r+0(r)+21log 7 (24) nue
O(r) étant une fonction croissante de 7, croissant aussi lentement que l'on veut.
D'ailleurs, puisque chacun des cercles c, ne contient qu'un pôle 4;, on voit que ces cercles constituent précisément les petites aires proportion-
< T + A nelles à —* que nous devrions d’après le $ 9 exclure du cerele C, pour y
pouvoir limiter le module de g(z) et de ses dérivées successives. Construisons alors la couronne À) limitée par le cercle C' et par un cercle concentrique de ravon 77, (nous ferons 7 < 7 < 1, 7 étant toujours inférieur
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era Nous pouvons affirmer que lon a, dans toutes les poïtions de la e+I É couronne D extérieure aux cercles c; SG+E x ar fs 2 ER 111 A(1+e (25) |g'(2)| < eat D, |g"(2)| ce | 9" (2)| A (4er
z I e, tendant vers zéro avec =
17. Je dis maintenant que l’on a, à partir d’une certaine valeur de r (26) »' < (1 + e)r..
En effet s'il n'en était pas ainsi, nous constaterions (en raisonnant comme au $ 24 de la seconde partie), que l’on peut tracer dans la couronne À) une courbe fermée Z' entourant l’origine et ne rencontrant aucun cercle c; telle que l’on ait en une infinité de ses points
(27) H(z} S he’ = etre.
On aura d’ailleurs
LA (2)| < |(e)
Sfr | H"(2)| — Aa
2 I N DER SE Aie _ a tendant vers zéro avec =. Dès lors, si l'inégalité (27) était satisfaite en
même temps que les inégalités (25), le terme 6° ne pourrait être détruit par aucun autre dans l'équation (14), quand 7, dépasserait un certain nombre. On a donc bien l'inégalité (26) à partir d’une certaine valeur de 7.
18. Cherchons maintenant des limites inférieures de »#’ et v’. Nous considérons dans ce but un angle © ayant pour sommet l’origine et con-
tenant l'axe réel, æ pouvant décroître avec - plus vite qu'une puissance
SI
I I ; quelconque ne de + Supposons que l’on ait pour des valeurs de > in-
définiment croissantes l'inégalité
(28) RESTE?) a > O.
On a, en particulier, les inégalités (25) dans certaines portions de la couronne . Nr ’ I D, limitée par les cercles de rayons r, et (1 — €), e tendant vers zéro avec —.
es en
PR Cr —
Nous pourrons alors appliquer le théorème du $ 12 dans les portions de l'angle & intérieures à des couronnes 1), s'éloignant indéfiniment de l’origine, et limitées respectivement par des cercles de rayon r,, r,(1 —e), (e tendant vers zéro comme «).
Dans l'une quelconque À, de ces portions d'angles, il existe des cercles
d de rayon supérieur à ro (à fonction décroissante quelconque de r,), ei
où l'on a!
(28) pe) < ent, |y"(e)| < ent,
a, Étant un nombre positif, par rapport auquel À devient infiniment petit lorsque 7, augmente indéfiniment.
Je dis que pour la valeur », de > considérée, le module maximum Mr) de la fonction H(z2) satisfait nécessairement à l'inégalité
(29) Mir) ser,
He ae :
<' devenant (avec -) infiniment petit par rapport à a. :
En effet, on peut choisir À de manière que les cercles d couvrent par exemple, plus de la moitié de la région À. Il existe alors (Seconde Partie, S 8) dans À,, des cercles d où l’on a
H"(:) Les H"(z) Les H(s) É H(2) À e, tendant vers zéro avec _ Dès lors, si | Â(2)| n'était pas, dans un tel
cercle d, supérieur à la limite (29), on y aurait évidemment
(29) LE | “ en) Ha _ CHERE
€€"" et C° se trouveraient être négligeable par rapport à 6e”, et l'équation (14) se présenterait sous la forme
Et + (1 +)" —0,
1 En se reportant au $ 8, on voit que si l'inégalité (28) est vérifiée pour r—=7,, les inégalités (28') seront satisfaites pour » = r, = *,(1 + a) ?, (a > 0, b > 0).
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|o| tendant vers zéro avec —. Or on constate aisément que l'on ne saurait avoir cette équation dans tout un cercle d; supposons en effet qu'elle soit satisfaite dans un tel cercle le long d'une droite 4,2 joignant
. 0 < Con) DD ; . .
deux points de distance égale à e ? , les inégalités (29°) étant satisfaites
en Z,; l'expression
VE) — VE) | ny tr+ HE :
serait proportionnelle à 6 ? , ce qui ne peut avoir lieu, puisque la première inégalité (29') est par hypothèse satisfaite en 2. L'hypothèse faite sur M(r) était donc inadmissible: ou n'est, pour supérieur à la limite (28), ou l’on a l'inégalité (29).
PENE
19. Des divers résultats qui précédent, nous pouvons tirer les conséquences suivantes:
Considérons le module maximum w#(r) de la fonction méromorphe dans le champ défini au $ 10, (les pôles a; étant entourés de petites aires b, que l’on a exclues de ce champ): m(r) satisfera dans les régions restantes
à la double inégalité ete} < m(r) < entrer
Les modules maxima de f(2) et de log u — Jre)de satisferont dans les mêmes régions aux mêmes inégalités.
Considérons maintenant la fonction entière
Si on à l'inégalité (28) pour une valeur r, de r les inégalités (28) et (29) seront satisfaites pour 7 — 7, =7r,(1 + a) *, (b=0o). Il en résulte,
puisque À — K", que le module maximum? M,(r) de ÆX{z) est, lui-même,
supérieur, dans la couronne D, à 6", Désignons alors par A(r) la
plus grande valeur positive de la partie réelle de À pour 7 —7r, et soit
D’après les théorèmes de la seconde partie, on peut toujours tracer dans la couronne À), un cercle sur lequel on a
pp 4 I EU y tendant vers zéro avec —.
ue
n=N(i+a)" =r —p, (b'>0,p>0) Il résulte d'un théorème de M. BoreL ‘ que l'on a, (quel que soit 9), à partir d’une certaine valeur de 7,
S1 nous faisons, par exemple, 9 = — l e
3» (a arbitrairement grand, on
voit que l'on aura certainement à partir d’une certaine valeur de »,
na a(r- ee ) —1log——]1log?" 71 (0
8A(r,)>e > enû—9),
Cette inégalité, jointe au théorème du $ 2, nous montre que le module maximum de « satisfera, lorsque 7 sera assez grand
(1—e)r ,U+e)r ÉS < M(r) <e
quelque petit que soit €.
20. Il n'est pas nécessaire d'insister pour montrer que la méthode précédente s'applique, tout aussi aisément, au cas laissé de côté où la constante 7 de l'équation (13) est différente de zéro. On a alors, avons-nous dit l’une des deux équations
(31) EG" = CM + ag — Cf + pre” Let, (32) GONE Het LC o-buge
avec
(33) E—ai= f(e)
f(2) étant, en vertu de l'équation (12'), la dérivée logarithmique d'une fonction entière. Nous poserons comme plus haut
Fe) = 9(2) + H(e)
g(2) étant la dérivée logarithmique d’un produit de facteurs primaires.
1 Sur les zéros des fonctions entières, p. 365.
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Toute intégrale de (31) satisfait aux deux équations
2 étant un nombre qui croît indéfiniment avec r,, je dis d’abord qu'en tout pôle a, ([a|— r;) contenu dans le cercle C de rayon r,, on a l'inégalité
: 22 42 dy CR
Pour le démontrer, on établira d'abord que l’on ne peut avoir si multanément en aucun point de Ua;
(36) |£?| Es ea, | Z(2) | > 26774
Supposons, en effet que cette condition, satisfaite en 4, cesse de l'être en
z,. On vérifiera alors, en raisonnant comme au $ 15, que l’on a en 2,
| f(e.) | — <| fee —arael< er.
D'ailleurs on aura, (en combinant (33) et (34))
I : (ag Ca ns 2 = 0, — + —fÿ- ——+of(z 2 €: (4° : 2 Ch 2€, + 2h(2) et l'on en conclura, (d’après (34)), que l'inégalité (35) est satisfaite au point 2, et, par suite, au pôle a;.
Si maintenant nous nous éloignons du pôle 4, on voit que tant que l’on aura
ia) > e?r+ (pe, nb}, l'équation (33) se présentera sous la forme gr?
S N I I — +1+0—=0 (fo tendant vers zero avec - et — ) S el Fa me
Sur quelques propriétés des fonctions entières, 11% pro |
ou encore sous la forme D dd ED 0, w = 67.
On en conclut (comme au $ 16) que à l'intérieur du cercle C on
—;Cn+0)
peut entourer les pôles 4, de cercles de rayon proportionnel à ; (> y), ne contenant chacun qu'un pôle, tous extérieurs les uns aux
autres, et sur le contour desquels on à l'inégalité
le l=:ke7i"e,
On constate alors, — en désignant par »’ le nombre des zéros de H(:) dont le module est inférieur à yr (<= æ), — que l’on a,'à partir d'une certaine valeur de r, les inégalités
y DER y < 2r(1 + &),
: I s tendant vers zéro avec +
22. Soit d'autre part M(r) le module maximum de (2) pour [z| = r. Si l'inégalité n' 2 e?'Aae) a>0o
se trouve vérifiée pour des valeurs r, de » indéfiniment croissantes, on aura dans certaines régions de la partie commune à la couronne 1), et à l'angle æ@ définis au $ 18
| g'(2) | < caen |g""(2)| en) (a, _ O).
On constate alors que dans la couronne 7), Mr) est supérieur à e : = tendant vers zéro avec —; car, s'il n’en était pas ainsi l'équation (31) né n) L
donnerait dans un cercle de rayon proportionnel à € égalité
w'? + (1 + djwe = 0, LE)
tendant vers zéro avec —, ce qui conduit à une contradiction ($ 18).
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Si l’on pose = Ge) een
le module maximum de Æ(z) satisfait dans la couronne 1), à la même inégalité que M(r), et l'on en conclut, en désignant par M(r) le module maximum de # que
rie) ,2Q+e)
, à e tendant vers zéro avec -.
23. Toute intégrale de l'équation (32) satisfait aux deux équations é | 16"? sc NES e2 (37) nn EC
il et : e?Z (33) a = far cae+ [ae
# étant un nombre qui croit indéfiniment avec »,, on constate que
l’on à en tout point pôle a; contenu dans le cercle C de rayon 7,, l'inégalité OA Lrty — d2| < 26° ralch E ) ee
On voit alors qu'au voisinage d’un pôle a;, tant que l'on a
St PAR TRENENtT ET l'équation (37) se présente sous la forme (ou S 2? à a (LEP ON 10 Ô| LE,
: I e tendant vers zéro avec -.
GA
Conservant toutes les notations du paragraphe précédent, nous déduirons de là les inégalités
—140(r)+21ogr 4 ’ 6 ' :
n <e Due enr S):
. I : ve e tendant vers zéro avec PL O(r) croissant arbitrairement lentement,
D'autre part, on à à partir d’une certaine valeur de 7 l’une au moins
des deux inégalités
arti—e) Dre)
> 0 MY On en conclut que le module maximum de la fonction entière, satisfait aux inéoalités on) Lr(i+e) es MDI) À
£e tendant vers zéro avec -.
QUATRIÈME PARTIE
1. Les résultats qui m'ont permis plus haut d'étudier les fonctions entières découvertes par M. PAINLEVÉ ont une portée générale: on pourra les appliquer à l'étude d’une fonction entière quelconque satisfaisant à une équation différentielle donnée. On ne connaît encore, il est vrai, que très peu d'équations dont les intégrales soient entières. Mais il est probable que les profondes méthodes de M. PAINLEVÉ, appliquées aux ordres supérieures, permettront bientôt d'en former de nouvelles. On saura alors. vraisemblablement étudier leur croissance et évaluer leur ordre de grandeur.
Il est naturel de se demander si, dans les recherches de ce genre, l'hypothèse d'après laquelle l'intégrale étudiée est une fonction entière est une condition indispensable de la précision des résultats. En fait, si l’on est en présence de certaines classes simples d'équations, on saura étudier la croissance de leurs intégrales, sans faire aucune hypothèse sur la nature de ces intégrales. Il convient d'examiner jusqu'où peut conduire une semblable méthode.
Je me bornerai ici aux équations algébriques du premier ordre. Elles ont été étudiées au point de vue de la croissance par M. BorEz, et, après lui, par M. LiNDELÔF.”
! Borer, Mémoire sur les séries divergentes (Ann. Ec. Norm. Sup. 1899). ILan- DELÔF, Bull. de la Soc. math. de France 1890.
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Considérons une intégrale réelle que nous supposons continue lorsque x est réel et varie de © à + ©. M. Borez a démontré que l'intégrale
y est à partir d'une certaine valeur de x, inférieure à e° . Précisant ce résultat, M. JLanperdr désigne par » le degré de l'équation par rapport à æ, et il montre que l’on a, à partir d’une valeur x, de x
FE
C' étant une constante finie.
Il pourra arriver cependant que |[y| reste très inférieur à cette limite, comme le montre la proposition suivante à laquelle est parvenu M. TiNDELÔF:
Ou bien l'intégrale y est du type exponentiel et reste comparable à une € . .
fonction croissante de la forme e* (c nombre fini); ou bien y reste compris,
à partir d'une certaine valeur de x entre e7* et e* , quelque petit que soit &.
Les recherches de M. LiNbELÜF nous ont ainsi révélé l'existence de deux types d’intégrales fort différents. Mais elles ne nous ont pas appris à reconnaitre si une équation donnée admet des intégrales de l’un ou de l’autre type. D'autre part la méthode de M. LiNDELÔF qui repose sur une application du théorème de RoLLE suppose x réel. Elle exige de plus que y soit continu sur tout l'axe réel: or nous ne savons pas reconnaitre, a priori, si cette condition est réalisée, et l'étude de la croissance de y devrait précisément avoir pour premier but de nous renseigner sur ce point.
C'est pourquoi je n'ai pas cru inutile de revenir sur le même problème, en prenant pour point de comparaison la théorie des fonctions entières. On va voir que le problème comporte une solution assez précise.
2. Les résultats obtenus dans la seconde partie de ce travail nous montrent immédiatement quelle doit être la forme d'une équation algébrique du premier ordre pour qu'elle puisse admettre une ou plusieurs intégrales entières (de genre fini). Il faut que cette équation contienne plusieurs termes de degré supérieur par rapport à y et y’. En effet, lorsque le terme de plus haut degré en y et y’ est unique, il suffit de se reporter aux inégalités du $ 13 de la seconde partie, pour voir qu'il ne pourrait être détruit par aucun autre, si y était une fonction entière. Dans
ce cas, si y est une fonction uniforme ayant une singularité essentielle à
l'infini, elle sera nécessairement, au voisinage de cette singularité, une foncton méromorphe semblable à celles que j'ai étudiées dans la seconde partie de ce travail; elle restera comparable, (si l’on exclut du champ de la variable le voisinage immédiat de ses pôles) à une puissance finie de x.
Nous sommes ainsi conduits à répartir lés équations algébriques entre deux classes, suivant qu'elles contiennent ou ne contiennent pas deux ou plusieurs termes de degré supérieur par rapport à y et à y’. Cette distinetion va nous permettre de compléter les résultats de M. LiNDELôF.
3. Considérons, pour commencer, une équation résolue par rapport à y’ te) ) j0 )
P et Q étant des polynômes en x et y.
Je dis que si cette équation est de la seconde classe, toutes ses intégrales appartiennent au second type signalé par M. LixpeLôr. Plus précisément, si l’on suppose encore que l'intégrale y est réelle, continue et croissante sur l'axe réel, cette intégrale croîtra moins vile qu'une puissance finie de la variable x.
I suffit, pour le vérifier, de reprendre le raisonnement employé par M. Borez dans son mémoire Swr les séries divergentes, en y apportant une légère modification.
y étant une fonction quelconque de £ satisfaisant aux conditions qui viennent d’étre énoncées, M. BorEz à montré que si l’on ne peut pas trouver de nombre &, tel que l’on ait, pour £> 6
DESNE
il existe sûrement des valeurs indéfiniment croissantes de £ pour lesquelles on a à la fois # 0 I £ Y AC ; ( > 50 y.
De plus, parmi ces valeurs, il en est d'aussi grandes que l’on veut pour lesquelles on a, en même temps que les inégalités précédentes, l'inégalité
DE ae
Il est clair que ces résultats subsistent si l’on remplace £ par la fonction croissante de x loglogw(x). Supposons alors que w(x) croisse moins vite
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. . . + , qu'une puissance ! finie de æ. Nous pouvons affirmer que si l'on n'a pas, à partir d’une certaine valeur de x, l’inégalité
on aura simultanément, pour des valeurs «, de x indéfiniment croissantes
dy __ dy gx) 26! sy _— :
y > p(x), dE Ce ne = (s, positif fini) et A , TR +
Ces inégalités limitent la croissance de l'intégrale y. Désignons en particulier par # un nombre supérieur aux degrés par rapport à æ des polynômes P et Q. Nous constatons que &(x) sera nécessairement inférieur à æ” si la différence des degrés p et q de P et de Q par rapport à y n'est pas égale à l'unité.
En effet, s’il n’en était pas ainsi, tous les termes de l'équation (1) seraient, pour æ — %,, négligeables par rapport au terme en y? ou au terme en yy’: le premier membre de l'équation ne pourrait donc s’annuler.
Ainsi, si p—q est diffèrent de 1, comme nous le supposons ici, on aura, à partir d’une certaine valeur de x
Le résultat serait le même si l'équation étudiée n’était pas résolue par rapport à y': soit dans ce cas
le terme de degré supérieur en y et y’, terme qui est supposé unique: si l'on avait par l'inégalité (2), ce terme ne pourrait être détruit par aucun autre (pour certaines valeurs %
Aer me
1 À . . vs . Je suppose qu’il existe des nombres s,s, tels que les rapports — et e soient TE |
LA F : ë L $ S croissants à partir d’une certaine valeur de . On a alors -! AE CE æ œ
Considérons maintenant le cas où p—g—1. L'équation (1) prend alors la forme
(3) HR Ole I) =, Fi + 09 les a et les b étant des polynômes en #.
Deux cas sont encore à distinguer suivant que le degré de 4, est supérieur, où au contraire inférieur ou égal à celui de b,. ,, l'intégrale y (supposée réelle, continue et croissante) satisfait, à partir d'une certaine valeur de x à
Lorsque le degré de a, est supérieur à celui de b
l'inégalité (2). En effet, s’il n'en était pas ainsi, on aurait pour certaines raleurs de æ
Nr h Lau
y>æx" (m arbitraire grand) et y > _ (2 positif fini),
! de l'équation (3) ne pourrait alors être détruit par
ët le terme a,y y?
aucun autre.
Ainsi se trouvent définies deux classes d'équations (1), dont les intéerales satisfont, à partir d’une certaine valeur de æ#, à l'inégalité (2). On voit que ces intégrales ne peuvent pas croître comme des exponentielles, mais restent comparables à une puissance finie de la variable x. Elles appartiennent au second type signalé par M. LiNDELÔF.
Lorsque y est complexe, on doit former les équations auxquelles satisfont sa partie réelle d’une part, sa partie imaginaire d'autre part, et étudier ces équations séparément. Mais pour parvenir à des résultats pratiquement utilisables, il faudrait savoir déterminer les lignes sur lesquelles le module de y est croissant. Or cette détermination semble présenter de
orandes difficultés.
4. Si nous considérons au contraire les équations (3) pour lesquelles le degré de a, est inférieur ou égal à celui de b,, nous pourrons faire une étude descriptive assez précise de leurs intégrales. On peut observer que dans le cas où nous nous plaçons (p—q — 1), les intégrales de l'équation (1) sont à un certain point de vue comparables à des fonctions entières. Ces intégrales ne peuvent en effet devenir infinies en aucun point non singulier essentiel. Supposons en effet que 7 devienne infini comme #” (m > 0). On aurait au voisinage du point singulier
Lu"
PILE 10 (c fini),
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inégalité que ne peut vérifier aucune intégrale de (1) en un point non singulier pour les coefficients. Nous allons voir se poursuivre l’analogie entre les fonctions entières et les intégrales des équations (3) considérées, en étudiant la croissance du module [y] lorsque x approche du point singulier transcendant situé à l'infini.
Posons
et faisons
Nous supposerons que le depré de b, surpasse celui de «4, de y unités. Plaçons-nous en dehors d'un cercle contenant les zéros de db, et ceux de
&. Sur une infinité de rayons À issus de l'origine et situés dans y + 1
Pa
angles égaux à (1 — a) (« étant un nombre positif fini, arbitrairement
nee li
- à LT] : DE :
petit), « est comparable à el, % étant un nombre positif fini.
D'autre part, on a
(4) AA b, +... + bu Pol t — (aie +... + ap au? 2vP T1) — ee ; QU AN RTS, 'UME
Cherchons une limite supérieure du module [v’| sur un rayon À. ! Désignons dans ce but par o un nombre supérieur aux déorés de tous les polynômes &. Si l’on a, à partir d'une certaine valeur de [x|
(5) Quol > Afxl,
h étant un nombre fixe, tous les termes du dénominateur s'effaceront devant le dernier, lorsque [x]. croîtra; en particulier, si [æ| dépasse un certain nombre 7,, ce dénominateur sera, en module, supérieur à
h|a,u?vr (4, positif fini).
: verse, 6 Je me contente de dire que les nombres 6, 6, , 6, sont finis, n'ayant pas besoin de plus de précision. Mais on pourrait facilement les calculer. Ainsi, désignons par
Tr et 7, les degrés de a,_1 et de b,_1. « est le plus grand des nombres +, et Lu
Sur quelques propriétés des fonctions entiéres. 125 D'autre part le module du numérateur de v' est inférieur à
MIE 1 le HE (h, et o, nombres finis).
On a, par suite sur le rayon À considéré (6) [o'| < À, ce (k,, &, positifs finis).
Posons alors [x|= 7, et soit v, la valeur que prend v (sur le rayon
R) au point de module 7,. Nous pouvons, avons-nous dit, trouver un nombre positif Æ tel que l’on ait, sur le rayon À considéré (pour r > r,)
Sant
Are"
Nous aurons évidemment à partir d’une certaine valeur de r
À [ou — v,| < Nr To
k, étant un nombre positif inférieur à X.
Il en résulte que” l'ufire (c inférieur à un nombre fixe) et TEL DEEE Si donc la valeur initiale [v,| satisfait à l'inégalité L+1 3 ; —k;r (7) [et
la valeur de [vw] en x sera elle-même finie et supérieure à €,.
Pour parvenir à ce résultat, nous avons dû supposer que l'inégalité (5) était vérifiée pour r >7r,. Cette supposition est sans conséquences si l'inégalité (7) est satisfaite au point æ,. Imaginons en effet que l'inégalité
1 On a en effet
+1 +1 feu ra JC +Dkirkeshr .
ro 0
a+1 +1 < e—hro 2. er} À
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(5) vérifiée pour r, <r<r, cesse de l'être au point r,: il faudra que 1È
cesse elle-même d'être satisfaite en un point 7, situé entre 7», eb 7,: conclusion absurde, puisque nous avons démontré que l'inégalité (5) satisfaite pour », <r <r, entraine l'inégalité (8) dans tout l'intervalle 7,r,.
Nous constatons ainsi que l'inégalité (7) entraîne l'inégalité (8) le long du rayon R. Il en serait évidemment de même le long d'une droite quelconque sur laquelle [x] croit comme yr (7 fini), et, par suite, dans tout l'angle À ayant pour sommet l’origine dans lequel on a
[ul > er
Dans tout cet angle (pour |x|> 7r,), y ne présente ni zéros mi pôles,
et l'on a
[ul = 4 À étant compris entre deux nombres positifs fires.
On peut interpréter comme 1l suit ce résultat: il est possible de mettre l’intéorale y de l'équation (3) sous la forme
(9) y = Cu + g(x, C),
C' étant une constante arbitraire, de telle façon que le second terme de l'égalité (9) s'efface devant le premier dans l’angle À, à moins que C n’approche de la valeur particulière 2670. Ou est alors une valeur principale de y dans l'angle À.
On obtiendrait les mêmes résultats dans les # + 1 angles où le mo-
: ; x L Us dule de « est croissant. Supposons en particulier que le quotient — se a D
réduise à une constante. C’est alors dans tout un demi-plan que [y| serait comparable à el, (1 > o).
6. Pour parvenir à ce résultat, il n'est pas nécessaire de supposer
272 è ü Ahee que dans l'équation (3) les fonctions de x, 4,,4,,...,b,,b,,... sont des polynômes. Supposons que sur un rayon /? issu de l'origine, tous les & et b soient à partir d'une certaine valeur r, de » inférieurs à une puis-
sance finie de #,r CU A
; Supposons de plus que sur ce rayon, l'on ait, pour
+ [ul > e" a
et lul<re|ul,
k et o étant des nombres positifs finis. Tous les résultats du paragraphe £ paragrar
précédent s’appliqueront sur le rayon À au produit y — ww.
Lès fonctions 4, &,...,0,,
tions méromorphes semblables à celles que j'ai étudiées dans la seconde
b, pourront être par exemple, des fonc-
partie de ce travail, ou des fonctions algébriques. La méthode précédente permettra d'étudier tous ces cas en détail, quoique leur diversité nous empêche d'énoncer à leur sujet des propositions générales.
7. L'étude des intégrales de l'équation (3) conduit donc, au point de vue de la croissance, à des résultats particulièrement intéressants. Dans les # + 1 angles définis plus haut, nous savons évaluer le module d’une intégrale: ce module croit comme celui d’une fonction entière de genre fini.
Les résultats précédents permettront encore d'étudier l'équation (1), dans le cas considéré au $ 4, où elle contient un seul terme de degré supérieur par rapport à y et y. Désignons en effet par € une intégrale particulière de l'équation (1), et posons
Deere:
La fonction Ÿ satisfera à une équation de la forme (3). Pour s’en rendre compte, il suffirait de remarquer qu'une intégrale y, différente de &, ne peut être égale à € en aucun point non transcendant pour l'équation; dans le cas contraire, en effet, on aurait en même temps, y'— 6”, et les deux intégrales coïncideraient dans tout le plan. La fonction Y ne présente donc, en dehors des points singuliers transcendants de l'équation, aucune singularité polaire. ŒElle est de même nature que celle qui a été étudiée dans les paragraphes précédents.
Supposons en particulier que l'équation (1) admette une integrale rationnelle qui sera celle que nous appelons &. Dans l’équation (3) à laquelle ARTE EN et l’on pourra appliquer à la fonction Y les résultats du $ 5 si le degré
satisfait Ÿ, les fonctions &, , & . seront alors des polynômes,
de a, est inférieur ou égal à celui de b,. Nous constatons alors que dans les y + 1 angles définis plus haut, l'intégrale générale y se rapproche indéfiniment, lorsque |æx| croît, de l'intégrale rationnelle €. La différence y — €
Q PEN S
est égale, d'après ce qui précède, à 67", À restant compris entre deux
nombres positifs fixes.
On pourrait chercher à généraliser ces résultats en étudiant des équations plus compliquées. Ils peuvent sans doute donner lieu à diverses applications pratiques, puisque la méthode qui vient d’étre développée ne permet pas seulement de limiter le module d’une intégrale, mais aussi d'évaluer ce module dans des régions étendues du plan.
Mais il n'est nécessaire de multiplier les exemples précédents pour conclure que la croissance de certains types fort généraux de fonctions obéit à des lois très simples et très précises. Il serait intéressant de rechercher dans quelle mesure la grandeur d'une fonction en est une propriété caractéristique et, jusqu'à quel point la connaissance de sa croissance renseigne sur la nature analytique de la fonction. On a vu que l'ordre de grandeur d’une fonction entière dépend étroitement de la densité de ses zéros; c'est dire qu'il est déterminé par la grandeur des éléments composant l’ensemble des déterminations de la fonction inverse. Mise sous cette forme, la proposition est susceptible d’être étendue à des classes de fonctions beaucoup plus vastes que celle des fonctions entières, et il est très vraisemblable qu'elle peut l'être.
Aïnsi la relation que nous avons observée dans le cas des fonctions entières n'est peut-être que la manifestation d'une propriété appartenant à des fonctions plus générales. C’est pourquoi il n’était peut-être pas inutile de la mettre en lumière, comme je me suis proposé de le faire dans ce travail.
Sources et licence
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