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Nous étudierons plus spécialement les deux cas suivants : A. Les nombres À,. réels, positifs, forment une suite croissante avec
lime Etc
nn &œ
B. Les nombres À,, réels, positifs, forment une suite décroissante avec
sd
ne
8) : x RE SE lim,=— 0, et nous supposons en outre que la série Ÿ à, converge.
Le cas (A) a été étudié avec une grande précision par M. Norlund, dans ses Leçons sur les séries d’interpolation [1 |, dans les deux cas particuliers où À,=— 7 et OÙ À, —= n°.
Les propriétés valables pour les suites {nr} ou | 7° | s'étendent au cas général (A) et permettent d'établir des différences fondamentales de comportement
Vite ok . DR + I . De , entre les séries (1) suivant que la série ne diverge [cas (A, 1)] ou qu’elle
converge [cas (A, 2)|.
Une première Partie de notre travail est consacrée à l'étude du domaine de convergence des séries (1). Le comportement de ces séries aux points : = À,
THÈSE Y. MARTIN. 1
0 Pa
fera généralement exception aux théorèmes que nous énoncerons el qui ne seront valables que pour : < À,. Nos résultats sont alors les suivants : |
Dans le cas (A, 1), le domaine de convergence de (1) est un demi-plan R(z) > S, R(z)—partieréelle de z; —&z 827 + 0:
Dans le cas (A, 2), l’ensemble des points de convergence de (1) est constitué soit par le plan entier, soit par les points 3 — À,. |
La convergence absolue de(1) alieu également dans un demi-plan [cas (A, 1)| ou, soit dans le plan tout entier, soit seulement aux points z — À, [cas (A, 2)|.
Nous donnons ensuite, dans le cas (A, 1}, des formules permettant de déterminer l'épaisseur maximum de la bande de convergence simple en fonction des densités supérieure et inférieure de la suite {À,}. Enfin, dans (A, 1) nous déterminerons les valeurs exactes des abscisses de convergence simple ou absolue en fonction des nombres @, et À,.
Nous abordons alors l’étude des conditions soit nécessaires, soit suffisantes, pour qu'une fonction F(z) holomorphe dans le demi-plan R(z) >o soit représentable par une série [A, 1 |. Ces conditions portent sur la croissance de F(z) quand lim|z —+ et ne sont d’ailleurs pas identiques. Elles sont cependant suffisamment voisines pour délimiter d’une façon assez précise la classe des fonctions F(z) representables par une série [A, 1]. Ces conditions permettent en outre d'établir certains théorèmes sur la croissance d’une fonction F(z) holomorphe, dans un angle et prenant, en certains points de Îa bissectrice de cet angle, les mêmes valeurs qu’un polynome donné à l'avance. Ces théorèmes sont analogues à ceux énoncés par M. V. Bernstein [7] dans le cas particulier où la suite { À, } a une densité D.
Nous passerons ensuite à l'étude des séries [A, 1] à la frontière de leur domaine de convergence. Le comportement de ces séries est alors analogue à celui des séries de Dirichlet (D)
| ZS(/ & Er à Die }, avec S(0o)—oa; Sn) +
TUE) NT
Elles ont les mêmes abscisses de convergence simple ou absolue. On démontre plus :
. L ; x £ si >: 33 converge, [A, 1] et (D) convergent pour les mêmes valeurs de z sur V=1
la droite de convergence:
DE a A h : : : 2e : = si >. diverge, il est possible de construire deux séries associées FA: Tr] VE L et (D) n'ayant qu'un seul point commun de convergence sur la droite de convergence.
Dans le cas où la suite ! à, } a une densité supérieure finie, il est possible de
MY
préciser que les séries [A, r| et (D) représentent deux fonctions ayant mêmes points singuliers dans la bande S— << R(:)<S. L'épaisseur À de cette bande est liée simplement à la densité supérieure de la suite { À, ! et la valeur ainsi trouvée pour À ne peut pas être améliorée. Il en résulte des applications multiples à l'étude des points singuliers des fonctions représentées par [A, 1}, déduites de théorèmes analogues établis pour les séries de Dirichlet. On peut, en particulier, choisir les coefficients a, de telle façon que la somme de la série [A, 1] soit holomorphe sur la droite de convergence (théorème d’Aronszajn.). |
Enfin l’étude des séries (B) montre qu’elles présentent des analogies profondes avec les séries de Taylor. Nous obtiendrons ainsi, soil par des méthodes directes, soit indirectement, des théorèmes d’une part sur la convergence des séries (B) sur le cercle de convergence et d’autre part des théorèmes sur la position des singularités des fonctions représentées par les séries (B) (théorèmes d’Abel et réciproques, de M. Riesz, M. Landau et M. Fejer).
Je tiens à exprimer ici toute ma reconnaissance à M. G. Valiron pour les précieux conseils et les encouragements qu’il n'a cessé de me donner pendant la préparation de ce travail.
J'adresse enfin mes remerciements à M. Paul Montel qui a bien voulu accepter de présider le Jury et à M. P. Dubreil qui a bien voulu se Joindre à MM. Montel et Valiron. |
DOMAINE DE CONVERGENCE
Dans cette première Partie, nous allons étudier les séries (1) où les 4, sont
des coefficients numériques réels ou imaginaires et P,(z) un polynome de degré n
a [A CET) VOS a Vale), avec P,(3)= 1; Pre] (= 5) (RU, M n=0 Miel
les nombres À, formant une suite croissante de nombres positifs tendant vers l'infini.
EUX, MC
Avant de voir comment on peut calculer les coefficients 4, de la série (1) à partir des valeurs F(X,) de la fonction F(:), nous allons démontrer les deux
théorèmes suivants :
ANT ET ne C4 + RES | THÉORÈME 1. — S2 D x, COnverge et si la série (1) converge pour 3 — 2, Z, (11, 2, ...), la série (1) converge pour toute valeur de 2.
Posons, en effet, a, P,(3,)— b, et De = €. On à, en utilisant la transforn\Æ<0 ote mation d’Abel,
> a P, (3) = (es H)D bo Cm > by.
di Vi 77 S—=7 V= 7
Puisque la série (1) converge pour z —3,, on peut déterminer un nombre n,
tel que > b,| <epourmD nr n,,(e% 0).
D'où l’on tire
(2) D aP,(s) (ie Gus | + | Om |
VE TL VTT
Or, |c,| est borné puisque le produit infini Il (: — 5) converge absolu- > = 1 nm ment et que z, est différent de À;. D'autre part,
RE 2|@||3—+— 2] AR Re re" 0,
Cy— Cnil —=|cy|
V+1 —— So Y+1
dès que À,,,>2}2,|. Le dernier membre de l'inégalité (2) est le terme général d’une série absolument convergente, donc le coefficient de « dans (2)
est borné pour z donné, met n étant quelconques. La série à aiP,(z) converge n=0 donc quel que soit z. Il résulte même de la démonstration que la convergence est uniforme dans tout domaine borné du plan. Il est évident d'autre part que la convergence de la série (1) pour 3 = X; n’entraîne pas la convergence de la série pour toute valeur de z. Le domaine de convergence est constitué ou bien, par la suite des points z — : (cas trivial), ou bien par le plan tout entier, et la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que la série
F(o)=Y a, converge.
THÉORÈME 2. — 7 >à 7 diverge et st la série (x ) converge pour z — 3, Æ À;, elle
EAN TAUER converge uniformément pour z appartenant au secteur (S) défini par z == 2,+- reït avec a. quel que sotR©0, lo! as = = (1 0).
. Enutilisantles mèmes notations que pour le théorème 1, il suffit de démontrer que le coefficient de < dans (2) est uniformément borné, quel que soit z dans le secteur (S).
Soit 5, la partie réelle de z,; S,, M,, M et L, les images des nombres 6,, 3,, 3 et À,. Pour nn, on a les inégalités entre angles compris entre zéro et
be T - PRESS F
M ML,> - Get @L Mis a 2 2 2 Donc, en écrivant que la projection de L,M, sur L,M est inférieure ou égale à L,M,, on obtient
r sin * NDS le ses)"
[— 51S 1h :|+rsin ou
Fig. 1.
; RE on adonc, pour >, nr, >>, étant tel que À,, — 55 — , Sion F0:
dr = sin Fe
NIET RES —— Co EU —— Co Te) Î=n:
Désignons par d, le second produit du second membre de (3). On a évidemment o € d,<{1; d’après l'égalité
D ls on obtient 2C feyicua 7 (dy — diys)
Sin”
Ha—1
C désignant le maximum du module du polynome I (;=—=) quand :
appartient au secteur (S). Donc,
1 — 1 2 C Ve De | Cy fe Cy1 | 2 Q (d: ET 5) <— . s Sin Sin
VSNL
Pn LS -Æ
LTD
L'inégalité (4) entraine que |c,| est borné puisqu'il en est ainsi pour }c,. |, donc aussi le coefficient de « dans (2). Le théorème 2 est démontré. |
De ce théorème, on déduitquelasérie(1)converge pour =R(:)>5—= (2) et qe, par conséquent, il existe un domaine de convergence constitué par un demi-plan limite à gauche par une droite R(:) — 8. Cette droite est appelée la droite de convergence de la série (1)êt $ l’abscisse de convergence. La convergence étant uniforme dans tout domaine fermé, borné, intérieur au demi-plan s >S, la série (1) y représente une fonction holomorphe F(z). ve
SiS——%, F(z3) est une fonction entière; si la série (1) ne converge pour aucune valeur de 3 autre que À;, nous dirons que S—+ .
Le théorème 2 nous indique plus encore; si la série (1) converge pour 2—=S4+17, 8 étant l’abscisse de convergence, la fonction F(z) est continue au point 3, quand z tend vers z, à l’intérieur du secteur (S). Ce théorème est en défaut, si 3,— À; comme nous le montrerons par des exemples.
CITAPITRE IL.
CALCUL DES COEFFICIENTS
Soit F(z) la somme de la série d’interpolation (1). Comme cette série n’a
qu'un nombre fini de termes pour 3 = à,, ilest facile de calculer ses coefficients en fonction des valeurs de la fonction F(z) pour 3 — À;. On a, en effet,
L FA) = @; à 15 MAPAET AE ( L ai 1 | (5°) RS ENT ANS MEME EL E :
| / == À2 \ EX) = a ( == s ie PAR Système qui admet une seule solution CAGE RE TRPR .), les a, se déter-
minant de proche en proche sans impossibilité, ni indétermination, puisque dans la n° équation le coefficient de 4, n’est pas nul, les À, étant supposés tous différents les uns des autres. Ce calcul est d’ailleurs à la base de la théorie des différences divisées, théorie exposée dans le premier Chapitre du livre de M. Norlund [1]. On pourrait ainsi croire que la représentation d’une fonction F(z) par une série d'interpolation, lorsqu'elle est possible, est unique. C’est effectivement le cas lorsque Ÿ : ou, si d — di : > }
ë que 2 y converge ou, si D j diverge, lorsque S<%,.
; 1 ( | Mais lorsque $ e-t supérieur où égal à À;, la série (1) qui converge encore PS E , ’ ’
pour 3— A; (CS) n’y représente plus forcément F(z); les valeurs F(X;)
sea
peuvent alors être prises arbitrairement, et l’on voit que la série (1) dépend alors de p constantes arbitraires, p étant le nombre des À; inférieurs ou égaux à &. En effet, désignons par A, les valeurs arbitraires FCX;); les coefficients a, dépendent linéairement des A. Nous allons montrer que les coefficients de A; sont des séries admettant pour abscisses de convergence respectivement les nombres À..
Soit O,(:) la série coefficient de A,. Elle s'obtient en faisant FC) = 0 si 1 p et F(A,)=1. Un calcul facile montre qu’on a alors
ei En O1 (0Æn Cp 2), Unie (Rp Si)
Nous allons montrer que cette série 0,(z) converge pour 5 > À, et y représente zéro, tandis qu'elle est égale à 1 pour z — À,. En effet, le terme général de O,(z) est égal à PACE)
GR) Pr)
(pr):
D'autre part
LT Dr 2) à
an P; 3 a > 2) DRE Jess TEEN
Pa(s):
et il nous suffit de montrer que tend vers zéro quand » tend vers l’infini,
3 étant fixé, et tel que
Il en sera alors de même de 4,P,(2). Cela résulterait aussi de ce que
im este) n=x Pr(Ap)
Négligeons le quotient des (p — 1) premiers termes du numérateur par ceux du dénominateur, ce quotient restant borné quel que soit z dans un domaine borné. I] vient
»fl fe = h À Î=p+1 expression qui tend vers zéro comme cela résulte du comportement asymptotique de P,(z:) pour z fixe et » tendant vers l'infini (vosr Chapitre HT). Ainsi, les séries O,(z) qui convergent pour 5 >> À, et aussi pour : — À; ont pour somme zéro pour >A,etz=À;(j-<p—1)et 1 pour = — À,.
On obtient ainsi des séries dont la somme n’est pas continue dans le secteur (S) de sommet ?,. Ces séries ne satisfont pas au théorème 2 d’Abel. Elles constituent l'exception que nous avions signalée à la fin du paragraphe précédent.
Leu
ILest évident que, réciproquement, si l’on impose à une fonction F(z) d'être
nulle pourz= À,(n=p+1)sasérie d’interpolation, quine représente peut-être | 5
pas F(2), est de la forme Ÿ A,0,(:) et représente zéro pour s > À,, O,(2) LEE
étant la fonction d'ordre r le plus élevé dont le coefficient n’est pas nul.
Une fonction représentable par une série (1) peut donc avoir une infinité de représentations, les séries obtenues différant entre elles par des développements de o. On peut ainsi agrandir parfois le domaine de convergence de la série (1) en y ajoutant un développement de o convenable, ä condition que F(=) soit holomorphe dans un demi-plan plus grand que le domaine de convergence de la série initiale, et que l’abscisse de convergence initiale soit un des nombres À.. re
# ke [Al I g 13 On peut, par exemple, représenter la fonction F(z) — — 3, étant un peut, p P F Er
33, nombre quelconque réel ou complexe. Le calcul des coefficients peut se faire par la méthode des différences divisées, mais il resterait à montrer que la série obtenue représente bien F(z). Nous opérerons plus rapidement de la facon suivante :
Soit
— = an Paz).
En multipliant les deux membres par : — 3,, on obtient l'égalité
D PAS
valable pour 3 £3, et en particulier pour 6 > 5, et où le premier membre est une série d'interpolation aux points 3, et À.
L'introduction du nombre 3, ne modifie pas le résultat trouvé plus haut pour les développements 0,(2) et l’on obtient ainsi l'égalité, valable pour 5 > 5,
T = I (6) ESS <> an Pr(z), ÎB= ee ÉPAEECNT ATPES
IT
Ft
La fonction qui admet Le point 3, pour pôle simple ne peut être représentée par la série (1) dans un domaine plus grand. A ce développement, on peut ajouter des développements de o d’abscisse de convergence inférieure à 9, sans rien changer aux résultats obtenus pour 5 > 0.
Lorsque 3,— À, le développement précédent n’a plus de sens: il suffit alors
TZ — ;—— 0, (2)et de
de remplacer le développement (6) par celui de faire tendre 3, vers à.
up
DOCS NP
En men par S,(2) le produit Il (1 | — ;) on obtient | Î,
Î£P Un LR A AE RE UP (On pa), : À" An+ .
(7) TLC à.) A1 2 hpSn0p) (n> — 1); 2) pe > pP ) (oi : — 2 arts):
TD
L'égalité (7) étant valable pour z = A; (i<p—1)ets A. En dérivant l’égalité (6) par rapport à , on obtient des formules Feet
de dpi anter par sa série d'interpolation un élément simple quelconque
; lé domaine de validité de la représentation étant le demi- plan 5 > de
Une fonction rationnelle 3 est donc représentable par sa série d’interpolation pour toute valeur de 3 telle que s > S, $ étant la puise grande des abscisses des pôles de la fonction. Ce résultat n’est d’ailleurs qu’un cas particulier de théorèmes que nous démontrerons au Chapitre VI. ;
CONVERGENCE ABSOLUE
C’est un fait bien connu (Norlund [1], p. 108) que les séries d’interpolation peuvent converger dans un domaine à deux dimensions, sans y converger absolument, ce qui ne se présente pas pour les séries de Taylor (séries d’interpolation pour lesquelles À; — 0). Pour mettre ces faits en évidence dans le cas général nous allons établir quelques théorèmes analogues à ceux démontrés par Bendixson [2] dans le cas où À,—n. Et d’abord, nous étudierons le comportement asymptotique du polynome P,(z), pour z fixe et » tendant vers l'infini.
Comportement de |P,(3)| quand n >. — Supposons que 3 reste dans un
domaine (D) fermé et borné, laissant à l'extérieur les points A1, 2», ..., À,
naturellement en nombre fini. On pourra prendre, par exemple, pour (D)
l’intérieur du cercle |3|-ZR privé des cercles |3—À;}<9; centrés aux
points À; tels que À;-CR. Déterminons un nombre n, tel que, e étant un nombre
ns bi ; CH RTE à 21?
positif donné à l’avance, on ait les inégalités À, 2R et À,= — pour nn. Alors
ALU
On a donc
l 1 1 L (SE ch Le fee + es MIRE) ES GA CET ‘ | G À ,) P>(3 ) Âns Anti Ân e ee .
« | Pt)
Or, quand 3 reste dans (D), la quantité
be IPai(s)le ne ne
reste comprise entre deux nombres positifs M, et M,, qui ne dépendent que de (D), de e et naturellement de la suite { À, }. On a donc, dans (D),
M,e- O—£S1n) _ | PA) | <Æ Mserersem
GO) SRI EN EE CE
En particulier P,(z) tend vers l'infini avec x pour 5< 0 et vers zéro pour 5 >0o.
; AU I 11: A nd Dans le cas où la série à 3: converge, on peut améliorer l'inégalité (8) en
RE
faisant :—0o comme on le voit facilement en modifiant légèrement notre démonstration. Nous allons donner à l'inégalité (8) une autre forme qui nous sera plus commode par la suite.
Soit A(æ) une fonction de x définie pour æ 1 continue croissante et telle que ÀA(n) = À,; posons Hd L (mi
On a, puisque les nombres forment une suite décroissante de nombres positifs, 1(2) SC) LI(R)+ Se Si bien que dans (8)on peut remplacer S(n) par I(2) en modifiant éventuellement les constantes M, et M,. En définitive, on a pour z dans (D)
(9) e-—T—E)lin — | P, ( z) | < M e—5+€)lin),
M constante ©1, ne dépendant que de (D) et de 2. Dans (9) il est possible de faire : — 0 si DE converge. Le comportement asymptotique de P,(z)
AL
Le domaine de convergence absolue est donc un demi- -plan s > S,. Dans le cas où la série (1) converge absolument en un point de la droite 5 — 8, et où pe ae converge, il y a convergence absolue sur toute la droite 5 —5%$,. Il peut
donc se faire, dans certains cas, que la série (1 ) conérge simplement pour S< 3<€8,. Nous montrerons alors :
THÉORÈME. LA bande de conver gence simple de la série (1) a une largeur maximum 0, égale à l'exposant de convergence de La suite eV" et qui satisfait à la” double inég on
D; et D, étant les densités inférieure et supérieure de la suite À On sait que l’on définit ces densités par
! Met n Dim et D,= lim — À» L ==, DA
En effet, . . série (1) converge pour 3, et si à est l’exposant de convergence de la suite el"), on a
an Pn(&)| <G AOC POUR SE SOUDE (10) | 7 Patz) | < CM? e—Ê+siln,
terme général d’une série convergente, M étant la constante de l'inégalité (9) nant àe
D'autre part, F suite {À,} étant fixée, il est possible de choisir les | ficients a, tels que la série converge pour z — 3, et ne converge pas absolument pour = — z3,+ 0 — 4e quel que soit £ > o. Il suffit pour cela de prendre
anP;(20) EN 1)" een), La série (1) converge pour 3 —3, puisque c’est une série alternée dont la -
valeur absolue du terme général tend vers zéro en décroissant. Or,
| Un ne (3 ) — SE et-0+e)n),
terme général d’une série divergente, d’après la définition de ë.
La première partie du théorème est démontrée. Il reste à prouver les inégalités (10).
Supposons d’abord que D; et D, ne soient ni nuls ni infinis. Il existe un
nombre 2, tel que pourtoutn = n, on ait = < D,+ €. On entire immédiatement I(n) <(D,+e)logn + K,
K étant indépendant de n. L’exposant de convergence de la suite e-"!" est donc
LS Le
——. D'où résulte la première inégalité. Pour démontrer De $
la seconde, il suffit de remarquer qu'à partir d’un certain rang, on a, pour n DERCERDE RE DE Va U
: s Fe / Dans le cas où la suite { À,)\ est mesurable, c’est-à-dire lorsque j, à une
supérieur ou égal à
limite D quand nr + æ, les inégalités (10) nous donnent la valeur exacte de ©. Il en est de mème si l’on a D;—+ (auquel cas 5 —o) ou D,— 0 (auquel cas to) Ans SA = AT, 0 = Ai Se (0 IX NO o, il ne peut pas y avoir de bande de convergence simple. Si À, =(n+1)log(n +1}, D —o, = . Il existe effectivement des séries qui convergent dans tout le plan et ne convergent absolument nulle part (sauf pour z— X;). Prenons par exemple,
a (sac)
Pour : — 5 réel quelconque, P,(z) est réel et garde un signe constant à partir
d’un certain rang puisque 1 — ï est positif pour À, > 6,
log(r +1) 1 [log(nr +1) | log(n +1) |-° | log2 | < IP (21 < M] log2
La série (1) alternée converge quel que soit & puisque la valeur absolue du terme général tend vers zéro en décroissant; d'autre part la série (1) ne peut converger absolument nulle part (sauf pour 3 —;) puisque son terme général Ki
est en 1 | TIQUT à ———— st valeur absolue supérieu False)
terme général d’une série
divergente.
Par contre, si l’on prend la même suite {X,} mais @,— =" 4 k à | | Je (n +2)log(r +2)’ la série (1) qu’on obtient admet pour domaine de convergence simple et absolue le demi-plan 5 © 0, le terme général pour : — 5 étant de signe constant à partir n log!+6 »n (2 = 2 ):
Nous allons montrer maintenant que les inégalités (10) ne peuvent pas être améliorées. D'après sa définition, I(æ) est une fonction croissante dont la dérivée positive continue tend vers zéro en décroissant. De plus, AE CR
Nous ferons la démonstration dans le cas qui présente le plus de difficultés où ACPT) *D=0: D;=
d’un certain rang et de l’ordre de grandeur de
et construirons une fonction satisfaisant à
Hmal(n)=0o
(12) dé limnl(n) =,
et à l’une des trois conditions
.. logz 6 to et À : x logn 3!) & (e] Re (137) , ne 1 e logn #. j 8 = D.
SACS ED
Pour cela, dessinons deux axes de coordonnées 0x et Oy rectangulaires et marquons sur Ox les points À, d’abscisse a,—p", et B, d'abscisse b, — pa, (p entier © 3). Les segments A,B, ne se recouvrent pas; soit (C) la courbe d'équation y —=logx. Marquons sur (C) les points M, d’abscisse a, et N, d’abscisse b,. Définissons les points M et N, d’abscisse respectivement
3 | Fig. 2.
égale à 4, et b, situés sur la courbe (1°) d’équation Y — Y(x), leurs ordonnées étant définies de proche en proche par
Ya») — Y(bn1) = losa, — logb,-_:
SET pi Mb NT (a es ESS
Joignons les points M,N, par des arcs de paraboles d’axe parallèle à Oy,
o / / É : 1 Ne à ayant des tangentes en M, et N, de pente respectivement égale à es loep
A ce qui est possible puisque la pente de la corde M, N, est précisément moyenne arilhmétique des pentes des tangentes en M, et N,. Joignons N° à M,,, par la courbe déduite de l’arc correspond de (CG) par la
translation N,N,. Enfin, dans le voisinage de chaque point anguleux de la courbe ainsi obtenue, remplaçons la courbe par une courbe voisine de façon à ce que la pente de la tangente à la courbe (F) ainsi modifiée soit fonction continue de æ et tende vers zéro en décroissant quand æ tend vers l'infini.
SE Te
Soit J(æ) la fonction ainsi représentée. Il est possible de faire les raccords de telle facon que
et l’on a DTA Hima-l(a)—=0, lim b,J'(8,) = + ,
pP=e
de plus, on a, pour a,<xÆb,,
log n
Jr) — en. : log ) (7 —1)(p— 53)"
et, pour 0, LE A»,
J(x) — logx = J(b,) — logb, se (p—1)(p—3) | logx FA logb, — (p'+i) logp
En vérifiant, par un calcul facile, que pour x assez grand on a J(æ) >logæ,
on obtient J(æ) lim
SEMOPEL ES
La fonction RÉ) 2 vérifie (12) et (13):
La fonction 1,(x) — ie) log,(Aæ) vérifie (12) et (13):
J(æ) 5 Let vérifie (12) et (13);
À étant choisi suffisamment grand pour que les conditions imposées aux fonctions L,(x) et 1,(x) soient vérifiées pour æ2>> 1.
A partir des fonctions [,(x), L,(æ) et [,(æ), il est facile de construire des séries (1) telles que D;—o; D,—=+%x et dont l’épaisseur de la bande de convergence simple soit respectivement égale à à, zéro et +, puisque pour les suites {À,} correspondantes, les fonctions I(x) se comportent, quand » tend vers l'infini respectivement comme
La fonction [,(x) —
log 1e ——" logzlog,(A )), os (Ar
GR
log
a lim (0£ a+ ©)
IX I(n) Se
el lorsque > a, converge
log D dy
MTS (—æ Bo)
el en désignant par $ l'abscisse de convergence simple de la série, on a les égalités
QA
ee SIDE SO:
S 10 si > a, converge.
Pour démontrer ce théorème, nous étudierons d’abord le comportement de l'expression
: SAS SUR IN = TEE (Æ nombre réel quelconque).
VTT
Lorsque # est négatif, les termes de cette somme vont en décroissant et l’on a immédiatement
: I £ el) __ em] 24 S ( n, m) Le 7 RSS — eAl(i—1) ].
LÉ ce
Pour # — o on a visiblement I(m)—I(n) Sn, m)ZI(m— 1) —I{(n —:1).
: ; PSS TR Ë ! eÂlix) : :
Mais, si # est positif, il n’est pas sùr que la fonction 1m) soit croissante, ou décroissante, pour æ_=>2,. Nous opérerons alors de la façon suivante : : efli) NES PAS s La fonction y(æ) = es définie pour æ = 1 admettra une dérivée y'(æ) si la fonction croissante (+) interpolant les z, est elle-même pourvue d’une dérivée positive À'(æ). On a alors a He A(X)
y! is AT ” est donc borné supérieurement par la quantité -
qui tend vers zéro ÀA(X)
[ EN de g 2 # OP Sa avec —- En intégrant l'inégalité
a LÉ A 2) ete) valable pour 2:>2, >.
LAQUE
. Soit, alors y(p) la valeur prise par la fonction y(æ) pour + — p entier, supérieur à æ,; traçons les arcs de courbe &, définis par
Ye Ce pe RIT en ED);
Dans l'intervalle pZx<p+1,0ona
(14) Yp(t)ZLy(x) Z YpH(x) et | DU | Tate) ESP NES Yp(æ) J(p) Fe : Sé
indépendant de +, ce qui précise la position relative des arcs &,.. De (14) on déduit immédiatement ei
[ef DES CAT ZE SUR, m) << k À Let 2 ee
qui va nous être utile par la suite.
Dans une première partie, nous allons démontrer que si la série (1) converge pourz:=0+17<); onaaCosio no, etBZosic<o. Dans une seconde
partie, nous montrerons que, réciproquement, la série (1) converge pour sa ou ee B, ce qui prouvera le théorème.
° Nous supposons que la série (1) converge pour
3=G+itTs); (ao):
Posons a, P,(2)— 0, et appliquons la transformation d'Abel à
mn PA
Pit eP ee p
Ares
Nous savons d’autre part que pour z fixé, on à :
——— | << Mesrsls), |
IN
e 1+E)lis) ) y Al Mestiln | M, > + Messi)
ST
où M et M, sont indépendants de n.
Ho n—=n,; le premier terme du crochet est fixe, le second est majoré
par set )I(m) donc, mt = ; Ÿ GARE M,n e TE Nr), ou enfin, nt DE (EY) lim 0.
Eli) Mm= CAEN
Dans le cas où >; js converge, on peut remplacer (19) par
me (0 l = (ie) ss S lim Tai 10) T==0 | M—=% I(m },
Supposons maintenant que la série (1) converge pour 3 —5+#7(5<o)et É PS EN ; soit « tel que 0 Te << — 5. La série > a, est alors convergente; on peut faire
tendre m» vers l'infini dans (16) et pour 2 =n,0ona
74 Æ: 1) M eis+ SLA) 2 M: e G+€)lin—1) À 2 CE
d'où l'on tire
Si 8 désigne l’abscisse de convergence de la série (1), on à donc
(18) a LS Si So, BLSL'SLSr< 0:
THÈSE Y. MARTIN
RON re Vo
Réciproquement, supposons à finit, positif ou nul, on a alors
IT I —A
2% BA DD (PB; PE re GENS De A
SL St
[P;(5)1 < Mess, lz | (—0+5)1(s) | D ,== Da
FENG
Par hypothèse, on a
D? < Ce) (e> 0),
donc,
el+2e—0)1(s)
X+2E—0)I(72) (&+2€—0)]l(7) ù Done te + MC[e ee ]
Ce qui prouve que la série (1) converge pour o — « + 3e. D'autre part, si DE converge et si B est fini négatif, la série (1) ÉÈrSe
pour « >. En effet, on à
D. P, . be) De +P, Sa. D.
S=7L n+1 IN +1 Or, S I —O+E)l(s) [Pi P,) <M, A(s)
et
D as | < CelB+slts) (E—0), d’où
+5€—6)l(s) 5 > CR PA A CM; Se Ci ENS j et MCetl+ SHC) MCet (B+25—0)1 LCR + ee
expression qui tend vers o pour 5 = B + 3e quand n tend vers l’ infini. On en déduit (19) S<$. En comparant (18) et (19) on obtient le théorème annoncé.
Abscisse de convergence absolue. — Pour déterminer l’abscisse S, de convergence absolue de la série (1), il suffit de remarquer que pour x assez grand et z réel, P,(z) est réel etaun signe bien déterminé. Il en résulte que 5, est
l’abscisse de convergence de la série D |a,|P,(z). Donc, en posant
2 Eu Ko Lee
et lorsque Ÿ | a,| converge
ss log Ÿ | a |
CONDITIONS NÉCESSAIRES DE REPRÉSENTATION
Soit une série (1) qui converge pour R(z)—5s >S. La convergence de la - série étant uniforme dans tout domaine fermé, borné, complètement intérieur au demi-plan de convergence 5 © 8, la série (1) représente une fonction F(z) holomorphe pour 5 > S. Nous allons voir en outre que la croissance de F(z), quand z tend vers l'infini dans le domaine de convergence est limitée par la donnée de la suite {,} et de l’abscisse de convergence. Dans le Chapitre suivant, nous donnerons des conditions suffisantes pour qu’une fonction F(3) soit représentée par sa série d’interpolation. Les conditions nécessaires et suffisantes que nous donnerons ne sont pas absolument identiques, mais s’écartent peu les unes des autres, si bien que l’on délimite ainsi avec une assez grande précision l’ensemble des fonctions F(z) représentables par les séries (1). Dans cette étude, nous introduirons une fonction D(r, 0) définie
[pour ro el << que nous appellerons la fonction indicatrice de la suite } À, } et qui jouera un grand rôle dans les inégalités que nous établirons. Étude du maximum de |P,(z)| pour 3 fixe, n variable. — Supposons la
ee HT De à ; Pen série De divergente. Nous désignerons par À(æ) une fonction définie pour y
æ>=1, admettant une dérivée positive, continue, telle que A(n)— À,. Nous désignerons par æ(À) la fonction inverse de la précédente, définie pour = A. Soit enfin 16} rh I(x) = SE J, (x) Les résultats que l’on obtient sont très différents suivant que R(:)=— 5 est soit négative ou nulle, soit positive. En effet, si l’on ac <o, chaque facteur
Love
de P,(3) a un module supérieur à 1. Si oo, [P,(z)| tend vers l'infini,
| HAN dans ces conditions, on a l'inégalité | 1— — Er, — — RES <o)et que la
série >x x, 6st supposée divergente.
Lorsque o — o le module de P,(z) est une fonction croissante de n qui a une limite finie ou infinie quand x tend vers l'infini, suivant que la série >
converge ou non. En effet, dans ces conditions, on à
Considérons, enfin, le cas où sest positif et posons
PET GOUT (r>o101<5).
3 r Les nombres = ont pour argument 6 et pour module 7 avec “IL 7 N
RC ln = —o:
n='20 Ân
rp r 3 . if lant que 7 >200s0 on a h=éler mais pour 5 < 26050 on à
Li — Lies Le module de P,(z) est donc maximum pour l'indice » tel que
= Oicos
$ ie COS À A+
En utilisant la fonction continue À(æ) définie plus haut, on voit que la
AIME
fonction continue log | 1
Ce | s'annule pour une certaine Se é de x
définie par A(E') — ET - Soit £ l’entier inférieur ou égal à £’. La valeur exacte
de Ë dépend du choix de la fonction d' interpolation A(æ), mais ce choix ne peut faire varier Ë’ que dans l'intervalle A HAE ED puisque pour toutes les fonctions À(x) piles les valeurs A(£) et A(E + 1)sontimposées, etque,
par hypothèse, A(E) —— AGE H+I)> a
Suivant que 0 est nul ou non, la fonction y(æ)—log
I — est représentée
par l’un ou l’autre des deux graphiques suivants :
ve
cos Q [l
RNCS Fig. 6.
æ(r) Fe +
Fig: .7.
Dans le premier cas, y(æ) décroit pour iLrcr| ee 5)? passe par un
minimum égal à log|sin0| pour z=a( 5) , puis tend vers zéro en croissant quand æ tend vers l'infini.
Dans le second cas, y(x) décroit pour 1<x<x (= =)" n’est pas définie
fe # ie É je . “e pour d=e() et croît dans l’intervalle z>aæ() avec limy(æ)= 0.
Soit P:(z) le polynome d’indice £ ayant, pour 3 donné, le plus grand module. On a, en supposant £ © r, c'est-à-dire r > 2À, cosb,
6 2] lost); Dos(s— +)
d'où l’on tire la double inégalité suivante, la nee étant décroissante dans l'intervalle 1Z<x-<EË!
o “log | Pe(s) 3 fl loi + nn) de los
PAS
Loge
En intégrant par parties et en remarquant que par définition y(£)—o, on
AL s ÀA(æ
obtient une nouvelle expression de cette intégrale où l’on peut prendre u — 2 pour nouvelle variable, ce que conduit aux importantes inégalités
À foi Pe(s)1—@(, D) <o, | |
(20) — log avec
u(u?— ou cos0 +1)”
d * °c s0Û = n d D(r, = (1— ucos0)z(ru) du A
valables pour
F2: cos0, [01
DA
Nous allons calculer effectivement les fonctions D(r, 0) correspondant à quelques suites {X, |.
SiA,= n°(0 <p-C1) on peut prendre À(æ) égale à æ’ et l’on a
EL 1 pecos0 nt, ®(r, = f uP (1 ucos() du
=> uU COS 0 EE
expression que l’on peut calculer lorsque p est rationnel. Le calcul pour p irrationnel s’obtiendrait alors par passage à la limite.
Exemple. — 1° À,=— n.
Dr, 0) — r[cos0 log(2 cos0) + 0 sin0] — e(r, 0), Er, 0) 24 pour dr 0,
M. Norlund [1] pour la même distribution { x, } et en utilisant une méthode différente basée sur l'étude de la fontion eulérienne F(3) a donné une majoration de log|P:(2)| un peu plus précise puisqu'on l’obtient en remplaçant
er, 0)-par “logr. Notre méthode a cependant l'avantage de permettre de
ramener la détermination de l'indicatrice D(r, 0) dans les cas les plus généraux au calcul d’une seule intégrale, la différence entre la borne inférieure de
log|P:(2)| et la borne supérieure trouvées n’étant que de l’ordre de log
29 Àn —— VA.
Dr, 0) =7r? | 00520 log(2 cos0) + 0 sin20 — | — e(r, Ô), ;
oZeE(r, 0) Lo pour rx,
Remarquons que lorsque À,—=n la quantité D(r, 0) reste bornée quand,
sn Q c T., © à r restant constant, 0 tend vers + 53 alors qu’il n’en est plus de mème dans
27 Mt le second exemple. Nous verrons plus loin de ce phénoméne est lié à la nature
Te ENURT de la série > Lee À;
El I Enfin, nos méthodes restent valables dans le cas où la série 2% converge,
à condition, lorsque cos® est négatif ou nul, de remplacer ae l'expression de D(r, 0) la limite supérieure d'intégration par +- 2. Ainsi lorsqu'onaÀ,—n?, on à, pour cos) = 0
(] 2 2 DR ONET: [cos 2 log Vc0s0 1/9 cos) + 2 sin nl sin > | — e(r, 0), 2 \ da
Dress EURO) 27 Pour Are,
et, pour cosÿ 0
®(r, 0)—7r*rsin
A —e(r, 0), PAPE (TAOVESS pour Tr 2,
Cés fonctions avaient également été calculées par M. Dora [1] au moyen
de la fonction l'(z).
D'une façon générale, dans le cas où À,— n°(p > o) on obtient
D(r, 0)=rPd,(0)— sfr, 0), avec à
st cos 9 = 0, 3cosÙ ——1 ë UP _(1— ucos0) du SE a —— OS EUT ONE A So):
v(9) / uw —aucos +1 ? EN AUS Se );
si cos QZoetp>1
DUT é_ ee té CU COSNTue Se Ne ER (HD)
— aucosÙ +1
En effet, pourr _-20ona
EME 3pP À re 7 @ JE D e(7300) TE te a À È ae (rS2), 4 9 0 u?— au cos +r Ap si cos —0
puisque dans les conditions indiquées on a
GB} 1) o<C1—ucos0.<1 pour cos) >, 11 — Ucos0 LE — pour cos <o, et d'autre part à ee u? — ou cos +1 = sin?0 2 si cos0 = -, 5 I : 1 u?—Qucos8+1> > — cos0 > + si cos > —»
u?—aucosû +11 si cosô.“o
a Te, , ; ne ET * 6 ts Enfin, toujours dans le cas où la série pare converge, P,(z3) définit une ; |
fonction entière de 3 que nous désignerons par E(z) et la même méthode nous
montre par un calcul simple que pour 0] r on à
— log
e E[2loglE(s)1— 17, 0) <o,
avec
+ AT RE (= ucos0) (ru) du H(r, = f u(u?— au cos0 +r)
Pour (01 2< = la fonction E(z) s'annule pour z = À; et, pour o 4.<|0 [<= on à
2 log sino — log | 1 — É|<loglE(a) |— H(r, 0) 2Z— 9 logsino.,
En particulier, si À,=n(p 1) le terme principal de H(r, 0) c'est-
NE ?(1— ucos0) (ru du s 2 à-dire ce (he FR ARTe D se calcule par la méthode des résidus et donne , u(u—oucosû +1
log|E(z)| « r? & cos (T2), CS idee NAT P ip
On en déduit, en particulier, que les fonctions E(z) sont d'ordre = et de
type ——, résultat qui est d’ailleurs bien connu. TE
Sin
Étude de la fonction ®(r, 0). — Nous avons défini la fonction indicatrice Dr, 0) pour r > 7(8), r(0) étant le plus grand des deux nombres o et 2 4 COSÙ
Re 1 ‘ quand la série > 3, St convergente; on pourra convenir de prendre D(r,0)— o
pour or<r(0) puisque alors log|P,,(3)| est négatif où nul quel que soit m. D'après sa construction même, d(r, 0), fonction continue de r et 0 prenant la même valeur pour deux valeurs opposées de 0(— 707) est, à 0 constant, une fonction croissante de ret, à r constant, une fonction croissante
de [6 |.
Quand la série De diverge, la fonction ®(r, Ô) n’est définie que pour | << =
etr>o [on prendra D(r, 0) = 0 pour r 2), cosÜ]. C’est encore une fonction paire de 0, continue par rapport aux deux variables r et 6.
À 0 constant, D(r, 0) est fonction croissante de r. À r constant, D(r, 0) est fonction croissante de [0 |.
cc Tan
Quand, à r constant, 0 tend vers
&- la fonction D(r, 0) tend vers une limite
finie ou infinie, suivant que la série De converge ou os Cela résulte y f
de l'étude des polynomes P,Çs)pour|z/=7rethim0=# = ou bien de l’expres-
sion même de D(7r, 0), comme nous allons le montrer. Reprenons l'expression de l'indicatrice
[l te O) (1 u cos0)x(ru) du RH u(u?— au cos0 F1) |
Quand 6 tend vers + = l'existence de la limite de D(r, 0) est liée à l'existence
me EAU AN EURE s A È de l'intégrale f see puisque dans l'intervalle d'intégration on a
I . 1-4 cos I
LT ARR ne AA RS D ne NRA ae au(u?+1) — u(u?— au cos0 +1) —u
IT nous suffit donc de démontrer que, ÀA(x) étant une fonction positive,
croissante, de æ, et æ(À) sa fonction inverse, les quantités D get [= ue convergent ou divergent simultanément.
; | ne } : 2 ÉVEE IL est bien connu que, dans les conditions énoncées, D. et j HET b
convergent ou divergent simultanément. Or
DAT AU ai æ(À) dx Fo “FT
ES dÀ à d ?
IL suffit donc de montrer que l'existence ce de | suis ou celle de és =
entraine que
lim rs = © (zx) ‘ ë I :
Supposons donc que [R a He) converge. On à évidemment lim DER ” dæ
sinon, on aurait, à partir d’un certain nombre, ;; >>Kret Ho Ft) n aurait pas de sens. Montrons qu'on ne peut pas avoir lime een He. En effet, si cela était, il existerait une suite de nombres x; augmentant indé-
finiment pour lesquels on aurait > 5 > 2aetune suite intercalée +, (en suppri-
mant au besoin des x+;) telle que Ê < a. Supposons la numérotation faite de
telle sorte que Ljr LL Dj;
host À°(æ) étant une fonction croissante de æ, on a
z; r à T'; EN (a) SN (a) 6
d'où l’on tire +; > 22° et par suite
T RG > (yes 574
ce qui est contraire à l’hypothèse quand on fait augmenter j indéfiniment. On
. æ 1 RdE a donc a —0o et Mn, = 0. La convergence de / Fa Chtraine celle de æ(À) dà rs
Ré ER l’intégral PNR erge:;montrons téciproquement, Supposons que l'intégrale Tr converge;
que l’on a
: æ Em = — 5.
L—= 2 P(æx)
On a d’abord ins —
5 TS ; _ restait Supérieur à un nombre positif K
on aurait
et cette intégrale tend vers l'infini en même temps que 5. Supposons que
lim = — 3a © o. Il existe alors une suite de nombres À; augmentant indé-
finiment tel que > = <C a et une autre suite intercalée À, telle que > © oaetl'on
peut supposer ‘ Ja numérotation de chacune de ces suites faite de telle facon que
RE La fonction æ(X) étant croissante, on a les inégalités DA La»; a}},
d’où . > V2et
LE
Te) a rs y \ v|
En faisant tendre } vers l'infini, on arrive à une contradiction si a= 0. On a
donc a=oetl existence de l’ intégrale f ? ee entraine bien celle de Fe AT
RAT ET
’ * . re. ter . . . .
Il résulte de là que si la série . converge, l'indicatrice (7, 0) est, à r
constant, une fonction continue de 0 pour |0|<-et l’on a
TE
dr, si aæ(ru) du 2 x u(u?+1)
Propriétés asymptotiques de l'indicatrice. — L'expression même de D(r, 0) montre que, à 0 constant, le comportement de D(r,0) lorsque r tend vers l'infini ne dépend que du comportement asymptotique de la fonction æ(X) c'est-à-dire de la répartition asymptotique des nombres X,. Cette remarque sera utile dans les applications des théorèmes du Chapitre VI. Donnons un exemple. Supposons
: 6 Es RS 4 nt k : n que la suite { À, | ait une densité positive et finie D, c’est-à-dire que lim >; — D; = eTE :
“7: T = on a aussi lim ein D, donc pour À A,ona TA
(DE) OU) ED EX bo e ED):
Décomposons l'intégrale D(r, 0) de la façon suivante :
3 x 1 r 3cos0 (21) P(r, = fl + [ ; À À
Quand r augmente indéfiniment, la première intégrale reste bornée puisque A
sil
(1 — ucosô)æ(ru)
= : du À MR
5 est bornée et que “. — = log - est indépendant
u?—aucosÿ +1 u
la quantité L 8
de r. Dans la seconde intégrale, on a ru = A, donc la fonction æ(ru) vérifie les inégalités (20) et l’on déduit immédiatement
(D —e)rb(0) — Cfr, 0) <D(r, 0) L(D +e)rd(0) + C(r, 0), D(0)— cosdlog(2cos0) + 0 sin.
La fonction C(r, 0) restant bornée quand r tend vers l'infini ( 017 =). D'une _façon générale, on voit que si, pour À > A, la suite À, est soumise à certaines conditions d’inégalité, on pourra décomposer ®(r;, 0) en deux intégrales comme dans (21); la première intégrale restera bornée quand r tend vers l'infini; la seconde sera évaluée en fonction des conditions asymptotiques imposées à la suite { À, |.
Enfin, il nous sera égalenent utile pour la suite de connaître la propriété suivante :
MRC UNE
La fonction indicatrice croit plus vite que le logarithme de iout polynome. — Et effet, d'après les inégalités (20), on a Pr, 0)2 log! Pe(z) |, € étant le plus grand entier inférieur ou égal à æ(? }: Quand r tend vers l'infini le degré Ë du polynome augmente indéfiniment et l’on a en désignant par Q(z) un polynome quelconque, mais fixe
lim Q(z)e-PMD— 0, 3 — rot (io1<£)
Après cette étude rapide de la fonction indicatrice de la suite {4,}, nous allons revenir à l'étude qui est le but de ce Chapitre, à savoir : quelles sont les inégalités vérifiées par une fonction F(z) représentée par une série (1) en
: EL I : > supposant que la série > > diverge ?
La série (1) peut ne pas converger absolument pour 5 > 58, la convergence
absolue pouvant mème n’avoir lieu pour aucune valeur de 3. Il convient done de remplacer la série (1) par une nouvelle série absolument convergente, nous
permettant d'utiliser les quantités Ja (pour 80) Se (pour S< 0) 0 n
dont la croissance est liée simplement à l’abscisse de convergence de la
série (1) et à la fonction I(7) par les relations (18) et (19).
} À Tr TAC NU Plaçons-nous dans Le cas où la série > > diverge, et supposons que la série y
(1) F(:)= Da, P;()
converge pour z—6+47 (6 >S 0). On a, en utilisant la transformation d’Abel,
nm MG — 1 ne
7 > Na D Py(e)e (ja Pyn)D a+ PaŸ 21e 0 Î V=0 S=0 0
mn
SE LT
Quand m tend vers l'infini, le terme Pa tend vers zéro pour 6 = $ + e
d'après les inégalités établies au paragraphe précédent et portant sur [P,(z)|
[LA et DA à (
Donc, pour 5 > S 0, on a bien
22 INGAE=r he (5 INR (22) (z) mt) Das V0
LE FaQ #2
Supposons maintenant l’abscisse de convergence de la série (1) négative. On
sait que dans ces conditions, la série D 4 converge, et toujours en utilisant la
transformation d’Abel, on a
mt
d'a, P, (2) Dar ge BE DS ePaN
V0: V1 S==Y mm +1
I , Pour 5 >S, le dernier terme tend vers zéro avec et | on à
ca Pre) DD
SE
Col Deep
Il'est facile de constater que les séries (22) et (23) convergent absolument pour 5 > 8. En effet, dans le premier cas, on a
ÉD CPE CT Pas) M ee Te, 70 "0,
et le terme général de la série est inférieur en module à
CMr RAS
el5-+E+0—0 H),
terme général d’une série convergente, pour 5 > S + e + Pour (23), on a de mème
AE à elS+5h0), |P,(z)| << Met-5#), 60, 2% 0, et Le terme général de (23) est majoré en module par
CMr Ty
el S+E+—0)(),
terme général d’une série convergente pour g>S+et+o.
On vérifie aisément que l'égalité (23) est encore valable lorsque la
série De converge. Nous voyons donc que dans tous les cas F(z3) est repré- Ÿ
‘sentable par une série absolument convergente pour o > $. Cette série est d’ailleurs également une série d’interpolation, à un facteur z près. Nous avons donc, en désignant par w un nombre supérieur à ‘$ et aussi voisin que l’on veut de &,
ui(y (24) | F(z OS P,(z)|,
REZ
Go et C étant deux constantes indépendantes de z. Ayant en vue l’étude de conditions suffisantes de représentation de F(z) valables dans le demi-plan 5 >0, nous nous bornerons à étudier |F(2)| pour >= A (A © 0), A étant déterminé à partir de l’abscisse de convergence S, laissant de côté l'étude de |F(2)| pour z situé dans la bande So < A.
Le cas le plus simple à étudier est celui où $, donc y, est négatif. Dans ce
FOUR ” el) FR LES cas, en effet, la série D est une série numérique convergente. Or, pour : “AA toutnet|0|< = on a[P,(z)| ei, z — red et par conséqueñt,
(25) |F(2)| < Cr er),
Cette inégalité pourrait d’ailleurs être légèrement améliorée, En effet,
quand r tend vers l'infini, le rang € du polynome de module maximum de Ja suite P,(z) augmente indéfiniment et le coefficient de ce polynome, soit tend vers zéro, puisque 1 est négatif.
Examinons maintenant le cas où So, donc um >o. Pour chaque valeur de z, la série au deuxième membre de (24) converge bien, mais le coefficient de P,(z) peut tendre vers l'infini avec n. En effet, si nous prenons, par : exemple, À,— 7, l’on a eb(r) À(n)
= nt,
expression qui tend vers l'infini avec » pour >1. D'autre part, la série À evlb) ee ù as Den est certainement divergente, si bien qu’il faudra partager la série (24)
en trois parties
Ne Vi +2 Ë Si ù A 2 < (26) D + +Y = So + Si + Si.
Avi 0 Vtt
vo est déterminé par la condition que m2 À(%), et est donc indépendant de z.
”. est le plus petit nombre entier tel que D Gi + e) et dépend
3 2 CO deze).
Dans ces conditions, S, se comporte comme un polynome de degré fixe
quand r tend vers l'infini, et par conséquent, on a, comme nous l’avons montré plus haut,
limS, e-Ptr0 — 5;
Pour évaluer S,, nous Femarquons que pour r suffisamment grand, on a
vais
VE Ne ON peut donc dans S, majorer
P,(z)| par |P:(3)] ou encore
par eŸ(”, Donc, en vertu de (15), on a ; Va eut) C (27) Ur BC EE en PDA (Cie).
Dans le cas où l’on peut faire u = 0 1 est-à-dire si S—oetsi >; E converge
on remplacera (27) par
(2%) SES Cire? (y).
Occupons-nous maintenant de S,. Pour y > v,, la suite |P,(z)| est une suite décroissante. On a même
à I 26 7? AT 2 Ce log P 10e P,_ = - log I = = À = .
D Re UE en an en Caen puisque FR er OA +6), d’où nee A) oh) E| ) } Ds y —{1(V)—1(/ HP AN EE A Av+i / ZIP, er ( ME et
A Sy< Gr|P, Lee Di EEE x.
Supposons alors => (1 |; la somme figurant au deuxième membre
€ . ; W——— )I(") est majorée par e < el 1e) et l’on a
(28) ! Se < Cr | P,, Lens EN DAT e?(r,0)+p().
En comparant (26), (23) et (28), nous arrivons au résultat
® (r, 0) + uJ [ — |
(29) I F(z Er e
C, constante numérique (e 0); D(r, 0), indicatrice de la suite { À, }; u > o, supérieur à l’abscisse de convergence S de la série (1);
* dx
ES
L'inégalité (29) étant valable pour
a (+ (ES)
En particulier, pour la suite À,— x, (29) donne
(30) lF(z)| << CG erleos Ülog(2cos0) +6 sin 6] +1 cos—4 0.
| A = : I Q ; 4 Dans le cas où la série > > converge et en remarquant d’une part que | P,(z)| Y 1 : 4 : ) mes & est majoré dans fout le plan par eŸt et, d'autre part, que la série D converge, on obtient facilement l'inégalité |F(3)| << Cre?t0, } SE valable dans tout le plan.
CONDITIONS SUFFISANTES DE REPRÉSENTATION
Passons maintenant à l'étude de conditions suffisantes pour qu'une fonction F(2), holomorphe pour 5 > o, soit représentable par une série (1), A 4 2 É I # e T dans le cas où la série du. est supposée divergente. Nous allons pour cela | ÿ
étudier le reste de la série ÉD) SOIT Mi Pan er es coefficients de la série (1) calculés à l’aide des valeurs que prend la fonction F(z) pour
D (CUS) se
Soit Pt ARE Per) EU ar (31) R, (3) Roue Are es.
(GC) étant une courbe continue, entourant les points A1, À5,..:-, À, et’3, et
située tout entière dans le demi plan 9 > 0. On voit immédiatement que Ra(sz)=F(z) — Il, ,(2),
I1,_,(3) étant le polynome en 3 de degré (7 — 1) qui prend les mêmes valeurs que F(z) pour z=X;(i—1, 2, ..., ñ). Il suffit donc de démontrer que HmR;}2)= 0 (a Eto);
pour prouver d’abord que la série (r) converge, et ensuite qu’elle représente bien F(z).
Choisissons alors la courbe (C) de façon à rendre le produit Il [É— 2, |, V1 maximum. D'après ce que nous avons vu, cela sera réalisé lorsque n —Ë, c’est-à-dire lorsque
SAS LEUR
Nous prendrons donc pour (C), qui varie avec », le cercle de centre le point , et de rayon À,. Ce cercle est tout entier dans le demi-plan 5 > 0, sauf le point O qu’on pourra éviter par un petit arc de cercle (y) si 0 n’est pas un point régulier de F(2). Ce cercle contient bien les points À, X, ..., A et, pour x assez grand, le point z. D'après (20) on a, sur (C),
RTS
| on
[Pr I>
D'autre part, pour z donné, ona
Pat) < Meter, | da del.
Supposons alors que F(Q) satisfasse à l'inégalité
050 P(e,o)+x( LP (32) FORCE e (0 D+ (Le) pour HÉlESNRA (kS 0), avec les notations de l'inégalité (29).
. Décomposons l’intégrale R, en deux intégrales : l’une R’, pour laquelle o7<A, l’autre, R,, pour laquelle pb A. Puisque sur le cercle (C), on a l'égalité
£ eh . pe . = Can MUR £ x 1(—E) — J[(n), on obtient, en utilisant les inégalités vérifiées par | P,(2)|, ner mer
elk+E—0) Il (a h
Rte
a. | est borné pour € sur (Cet ==n,(z). On a donc, poure > #, lim R' — 0.
Supposons, en outre, que F(£) soit bornée pour É—X+1Y, OZX<e; |Y|-ZA; dans ces conditions, l'intégrale R, tend aussi vers zéro quand 7 tend vers l'infini, puisqu'on a alors.
el 3ACM Ë d
| Ri | Le (—0+ E)I (2),
En résumé, nous obtenons le théorème suivant : Taéorème. — Si une fonction F(z) est holomorphe pour 5 > o et bornée pour
oo<e;/|T| LA, et satisfait pour |3| > A à l'inégalité
cos D,0+H (EE ; e 2 cos 0 r
avéc 2 = red 4 it (kS 0),
alors F(z) est représentable par une série (1) dont l’abscrsse de convergence est au plus égale à k.
THÉSE Y. MARTIN.
PRE nu
Ù ; 3 A : cos 0 l Dans la majoration de F(<), nous avons dû introduire le facteur —— et l’on pourrait craindre que cela n’entraine que la fonction F(z) tende vers zéro le
, Ô , , 7 î : 1Q à long de 0 y. Il n’en est rien en général, car le terme (5) croît suffisamment vite pour que le deuxième membre de (83) ne tende pas vers zéro quand cos tend vers zéro. Il existe cependant des cas où le phénomène se produit. Par
exemple, si l’on prend la suite À,—(n + 1)log(n +1), on a
I(z) — log (ED).
log 2 Ne ; à RUES I WE D'autre part, puisque la série >) ,- converge, la fonétion (7, 0) reste bornée \y pour [0|= et le deuxième membre de (33) tend vers zéro en même temps que cosÜ. Une autre séparation de l'intégrale (31) n’a pas pu, dans ce cas, nous fournir de renseignements plus précis, et il semble bien que ce phénomène,
‘ : ne I . \ Û x qui se présente lorsque la série ; ; diverge très lentement, tient à la nature \y
même du problème.
Conséquences. — Supposons qu'une fonction F(z) holomorphe pour 60 s’annule pour 3 — À,; si l'inégalité (33) est vérifiée, alors, comme les coefficients de la série (1) sont tous nuls, F(z) est identiquement nulle, puisqu'elle est représentée par sa série d’interpolation. En particulier, supposons qu’on
Û : hp TL. . r prenne À, = nr? (0 <{p<{1). Pour 0 fixe différent de +- = on voit que 1( )
2 cosÜ
’ ne À . . È .
est de l’ordre de grandeur de r? et est négligeable devant la fonction indi-
catrice D(7, 0) qui est de l’ordre de 7”. Pour p—1,ona JA) —logÀ et D(r,0) est de l'ordre de r; et les résultats précédents sont donc encore valables.
Supposons que la fonction F(z) soit d'ordre > (o << p<1), et posons : \
= — ] ol FH roil
h,(0) = Tim PRAGUE.
Fr
/ à l | ù 2 cos 0 AE C p Res VAE à gr(0)= f u? (1— ucos0) du
U—92ucos0 L7
Nous pouvons alors énoncer le théorème
TuÉORÈME. — Si une fonction holomorphe pour 50 est d'ordre égal à
3 (0 UD ielot, pour |0|<?,
Rn(0) <Y,(0),
alors cette fonction F(z) ne peut s’annuler pour z — n° (n = ro M tud#sans.étre tdentiquement nulle.
Dans ce théorème, on peut évidemment remplacer la fonction F(z) par la fonction F(z)—P(z), P(z) étant un polynôme donné quelconque; comme d'autre part, deux fonctions prenant les mêmes valeurs pour 2 =; (Sn) ont des développements (1) qui ne diffèrent que par un développement de O, on voit qu'on obtient le théorème suivant analogue à celui obtenu par M. Bernstein [7] dans le cas où la suite { ,} est à densité maxima finie.
Tuéorème. — Sr une fonction F(z), holomorphe pour 5 == 0 est telle que nl On SP (27) (pour tout n >= nr); 20 h,(0) < d,(0) | pour tout 0, (1127) À;
alors on a
F(s) = P(:) [P(z) polynome arbitraire donné |.
Ce théorème peut encore être généralisé grâce aux remarques que nous avons faites sur le caleul de la fonction D(r, 0) lorsque la suite { À, satisfaisait à certaines conditions asymptotiques. Le théorème précédent prend alors la forme suivante :
Taéorèue. — S: une fonction KF(z) est holomorphe pour 5-0 et vérifie les conditions 1° EAN PE) (pour tout nn); pe MO) < (0) (pour wut0, 101 LT); K? F )
les nombres }, vérifiant lim
et p un nombre fixe vérifiant o <°p 1, alors on a
FT ZK, P(z) étant un polynome donné à l'avance
On voit, par le même raisonnement, que la série (1), quand elle converge, fournit la fonction F(z) de croissance minimum prenant pour 3 — à, certaines valeurs A, données à l'avance. La fonction F(z)est donc déterminée uniquement par les nombres A, d'indice supérieur à un nombre donné arbitrairement grand. - Ainsi, lorsque nous cherchions les fonctions O0,(:)s’annulant pour :— À, (v£ p) avee O,(À,)—1, leur développement (1) ne pouvait représenter que la fonction zéro et leur abscisse de convergence ne pouvait être inférieure à 4,, puisque pour z— À, nous imposions une valeur O, (X,) différente de celle imposée par la suite des valeurs 0,(À,) (+ > p), suite qui, à elle seule, suffisait à déterminer la fonction.
RL
Ces résultats s'étendent facilement aux fonctions définies dans l'angle
Lo
[0x <{ 7, moyennant la transformation Z — z* et nous fournissent ainsi des théorèmes relatifs aux fonctions définies die un angle donné, et dont les valeurs sont connues, en certains points de la bissectrice de cet angle.
Les résultats qui précèdent ont été obtenus, moyennant l'hypothèse que la
série D >. était divergente. Il est facile de voir que cette condition est néces- À ; PES I : à 5 e saire; en effet, si la série Dire converge, 1l est possible de construire une
fonction s’annulant pour z: — À,, bornée dans le demi-plan ç == 0et non identiquement nulle. Il suffit de considérer le produit de Blaschke [4]
RTE)
Fonction qui répond bien aux conditions i imposées et reste inférieure ou égale à 1 en module pour 5 0.
CHAPITRE VII. ss
Dans ce Chapitre, nous nous intéresserons au comportement de la série
És : n
(1) F(s)= D enPa(s), Po(s)t, PTT 0 E)
GE Me As Et Lo RO nee limA(2)= +,
avec
S(0)—=0, S(x)=Ù . limS{r)=+ 0,
T—=% sur sa droite de convergence et à l’étude des points singuliers de sa somme F(z). Nr : : us I ES THÉORÈME. — Sz la série D 5 converge, la série E
(1) F()=Ÿ ap a(s
Ua!
et la série de Dirichlet associée
D ( = ) = Me. ee)
TS D SZ
convergent simultanément.
PARC pe Supposons, en effet, que la série (1) converge, et posons
Un Pn=—=07) er LPS) re
Cn
En utilisant la transformation d’Abel, nous avons
2 e—<S(n) D Dyen ee = À 2e “ÿr.
Comme la série (1) converge, on a, pour y = mn,
DD LE
d’où l’on tire
p P—i (3) DE ess | Le Lel+ De — cou mm Or, q (&) _ log cl => log 1— £ +oS(g).
Quand z est fixe, différant de À;, le membre de droite de (4) a une limite, quand g tend vers l'infini, puisque la série Dire converge. Donc |c,| << C.
D'autre part, dans les mêmes conditions, on a
e _lv+1 ; 4 : C:
Fe nl] © I ————|<Cli- — —e pr < 5 La Aya TER TER Av
Par suite, le coefficient de < dans (3) est borné quel que soit p pour z fixe. La série (2) est donc convergente.
Réciproquement, supposons la série (2) convergente, et posons, cette fois, Hunt brel pc: Die hypothèse, il existe un nombre »,(e) tel que,
pour p_=m_=n(£) on ait Sul :. Appliquons encore la Aron
d’Abel
oi
Dr — 2 (Re) De D
donc P TEE
(5) d'arPe SAME | Cp EDS Cy+s ;
m mn
analogue à (3), mais avec des notations différentes. Or, on a |c,|<7 C puisque
log|c,| =D log
. RS , . re < Lo et que cette somme a une limite lorsque g tend vers l'infini | la série »* 5: étant on
convergente et 3 fixe }. D'autre part,
(4 5 = à \ 1 Care GC SC LU ET) pe EN NE LE ; | 2 V +1 | | 2 | ( de ) 1e
Le coefficient de < dans (5) restant borné pour z fixe, la série (1)est bien
convergente.
, . , \ % Q 0 Pen e EU La démonstration de ce théorème a nécessité la convergence de la série > 5:
Nous allons voir que, inversement, si la série >» > es divergente, on peutcons-
truire des séries associées (1) et(2) qui n’ont sur la droite de convergence qu'un
seul point de convergence commun.
Considérons, en effet, la suite des nombres définis par les égalités
fn ST AU ares 1 % REC ;
on à
à 16 lim, = 0.
n=n Extrayons de cette suite, une suite partielle de nombres a, tels que l’on ait
/ I ide 1 Es PEL la série das converge. Posons alors KR
Ün=)0 Sin ny et die
La série (2) converge normalement pour 5 —0. Quant à la série (1) elle converge pour 3 — 0, mais diverge pour 3 —77, << 0. En effet
ASE Re LU : 2477 Pret) PCT) Mae avecmCO(r)= 6 pour #20; puisque pour y réel, compris entre zéro et un, on a log(1+ )> Z. Donc Lys FAN TeA (PAGTHE=C(r)e" et a ny Zk PNR en k 2 d }
A quantité qui augmente indéfiniment quand # augmente indéfiniment, = restant fixe et non nul. | |
En ce qui concerne les points singuliers des fonctions F(z)et D(z) définies par les séries (1) et (2) pour 5 >, nous pouvons établir le théorème suivant :
Tuéorbme. — St les séries (1) et (2) convergent pour 5 >'S et st la densité supérieure de la suite |} est finie, les fonctions K(z)et D(=) définies par les séries (1) et (2) ont mêmes points singuliers sur la droite de consergence, sauf peut-être pour 3=)À;stS — };. Dans ce dernier cas, si 3 =; est un point régulier pour D(z3), tl l'est aussi pour K(z), la réciproque pouvant ne pas étre vraie.
Supposons donc qu'on ait
n à l à RER DOUROATE Te \n
K étant un nombre positif arbitraire, plus grand que la densité supérieure D, de
4 = Er SU ; ne È z la suite { À,!. La série > > est convergente, et le produit infini de Weïerstrass . a ë
“ # 7 N … 1— — |e” V1 définit une fonction entière E,(z); posons, d'une façon générale,
pe Il (: Le = Ver,
DL
on a alors légalité valable pour 7 = 0 (6) Eten en, PAGE; tx)
Étudions les fonctions E,(z); pour 3 fixe, on voit que limE,(z)=1.Plus
n—=2 précisément, supposons |z|<{C et choisissons un nombre »,_>n, tel que pour nn, on ait À, > 20.
De l’inégalité
/ el ANT (7) log(r —y)+y Ta t her fe
y|-<"; nous déduisons, en posant = y et en ajoutant les inéee Ro D 1 1
valable pour
galités obtenues pour Y=n +1, n+2,...
ST 0) I z DE ler a (8) loges) =D less D n +1 nm +1 ou bien PES 2# ù Hs, n) ÿ! .
(9) D E (Ye n+1 TP
D(z, ») étant une fonction qui reste bornée dans les conditions indiquées plus haut, (|:[<Cetr=n,). Commeona
on en déduit
0,(z, n) restant bornée dans les mêmes conditions.
En faisant successivement, 7 — 0, 1, 2, ... dans les égalités (6) et en ajoutant membre à membre, il vient ) (10) E(3) D(3)— F(x)= Yan Pal Eu(z)— 1],
valable au moins pour 5 > 5.
Il suffit donc de démontrer que la série au second membre de (10) converge Q
uniformément pour 6>S8—0 et |r|<{G (20) pour établir le théorème énoncé plus haut. Étudions les séries
ds (x1) 2,9 nPr £
0 1 +1 et |
an,
12 L (22) Dre
LE
Nous savons que, pours <S+<etn >n,
Ip | < re etorian M, neo, Donc, :
GER
P,(2) n +1 < M,k? FA Pre) EE
{ P,CS = €) puisque, pour n° =n,, on a
S(2)<K logn +K,; (K:, indépendant de »).
Enfin
Pins) wi P,(z) Pru(S +e) Au PA US +2 n +1 fe P,Us :) ï [ Joue | Ps) I À ES
1P(S+e) Sr
ñn +1
nH1— S —E€
MAD ve
où les deux termes du second membre sont majorés par C, ns (étant indépendant de n.
En appliquant la transformation d'Abel à la série (11) avec
RE LAN ONE SUNSET UMR ( €) e C EE ne
rss on voit que la série (11) converge uniformément pour
TN S+E— pe FA K
et ep C (n >> 0 arbitraire).
La série (12) converge absolument et uniformément dans les mêmes conditions puisque, alors,
An Al
HD | < Gt.
Comme e et n sont arbitrairement petits et K aussi voisins que l’on veut de la densité supérieure D, de la suite { X,}, on voit finalement que la fonction
I « , 5 , 1 , est holomorphe pour 5 > 8 — ;-; d’où résulte le théorème annoncé.
Si S — À; on voit que si z — À; est un point régulier pour D(z), il l’est aussi pour F(3), mais que, réciproquement, s’il est régulier pour F(z) il est soit un point régulier, soit un pôle simple pour D(z). C’est ce qui se produit quand F(:) est une des fonctions O,(:) étudiées plus haut. Nous allons montrer par un exemple, qu’il n’est pas possible d'améliorer le théorème précédent. Pour cela, nous allons former deux séries associées () et(2)telles que la fonction E, D —F
ne soit plus holomorphe pour z —S ce + Prenons la suite { À,} formée par les entiers L, 2, ...,n,...eta,—=n", « réel, différent de zéro, non entier positif, et posons
G(s:)— Be) Ds) FT Pat )[En(s) — 1], avec
Les séries (1)et(2)admettent la droite s — «+ 1 pour droite de convergence simple et absolue. La densité de la suite { À,} étant égale à 1, nous allons montrer que le point 3 — « est singulier pour la fonction G(z). Soit, en effet, æ un nombre réel supérieur à &. À partir d’un certain rang, les polynomes P,(x)
ASS : sen LI Nes 7 gardent un signe constant puisque les quantités Ps sont positives pout
> Let 0ra |Pr(æ)|> Ga,
valable pour 4<x.<a +, C étant une constante positive, indépendante de x et de », et e un nombre positif assez petit pour que l'intervalle (x, a+e) ne contienne pas de nombre entier. D'autre part, un calcul facile montre que
l’on a
CRTC
C; étant une constante positive, indépendante de x et de æ, pour 7 > n, et ACT ITA HE.
La fonction G(æ) est donc représentée par une série à termes réels de signe constant (au moins à partir d’un certain rang) et le terme général de cette série est minoré par la quantité C, n°", on en déduit l'inégalité
K Dre 6
IG(æ)|>
qui prouve que lim |G(xz)|=+ 0.
LL X
Le point : — x est un point singulier de la fonction G(z). En divisant les nombres À, et z par un même nombre D, on voit par ce même exemple, qu'il existe des séries associées (1) et (2) telles que la fonction
G(z)=E,(3)D(z3)— F(z) admet le point z — . pour point singulier, l'abscisse de convergence simple et absolue des séries (1) et (2) étant « — . On ne
peut donc pas dans le cas général, espérer augmenter l'épaisseur de la bande où D(z)et F(z3) ont mêmes points singuliers.
Grâce à ce théorème, nous pourrons étudier la distribution des points singuliers de la fonction F(z) représentée par la série (1) situés sur la droite de convergence de (1) si nous connaissons celle des points singuliers de la fonction D(z). Tout théorème valable pour les séries de Dirichlet sera valable pour les nm
séries d’interpolation (1), à condition que l'inégalité [im
qui entraine pour les exposants de la série (2) de Dirichlet
<ÙK soit vérifiée, ce
S(2)<K logn + K..
En particulier, nous pouvons énoncer ce théorème dû à M. Aronszajn, dans le cas des séries de Dirichlet.
THÉORÈME. — Sx l’on a Ce) 0 ur An —=2 es
RO UUK = 0)
LS
on peut définir les coefficients a, de la série (1) de telle façon que la somme F(z2) de cette série soit holomorphe sur la droite de convergence simple et absolue de la serrer)
Comme autre application de ce même théorème nous allons montrer que les séries d'interpolation (1) satisfont aux théorèmes taubériens valables pour les séries de Dirichlet. Nous savons déjà que, quelle que soit la suite {A,}, les séries (1) satisfont au théorème d'Abel. Réciproquement, supposons que l’on alt LS M —A(n)S(n)
lan] (M indépendant de »)
et que F(:) tende vers une limite S quand z tend vers 3,<À; le long d’une parallèle à l’axe réel (5 => 0). Dans ces conditions, la fonction associée D(2) a une limite S’ puisque E, D — F est continue au point z,, et un théorème taubérien dû à Littlewood [6|, montre que la série (2) converge pour z — z, et que
D(2,)= S". Or, puisque Die converge, nous savons que les séries (1) et (2)
convergent simultanément. Donc, la série(1)converge pour : — z, et sa somme est égale à S, puisque la série (1) satisfait au théorème d’Abel.
Revenons, dans le cas général, à l'étude des points singuliers de F(2). Il est possible d'établir pour ces séries, un théorème analogue à celui de Landau valable pour les séries de Dirichlet; d’une façon précise, nous pouvons énoncer le théorème :
TaéorÈmEe. — Sr l’on a 4,_=0 pour tout n==n,, et st la série (1) a une abscisse de convergence finie S le point : —S, est singulier pour la fonction F(z) représentée par la série (1) à condition toutefois qu’on at S 7 }.
En effet, si ÀA,<S <TÀ,:,, posons DE
F(:)—ÿ, GnPn(z)
Pate P,(&) ne ne
F(z)et F,(3) admettent simultanément le point z —S pour point singulier ou régulier. Il suffit done, d’après cela, de démontrer le théorème pour S << X,, en changeant éventuellement la numérotation de la suite {À,}. On a
ù pr(ars) :
F(z =V (z ) dam n | D
valable, au moins, pour
LS
Si: —$ est un point régulier de F(z), cette série de Taylor a un rayon de ki 'S
etl’on a
convergence supérieur à
æ , Ft) (* ar ©) | S — À, —92e\t F(S 26) « ( 1 4) ,
avec
ANS L ARE Fr fe Jar (ee).
Or, nt (Es PPS) 0,”
FCS — :) est donc donné par une série double absolument convergente et, en ordonnant par rapport à p, on trouve
ce qui est impossible, puisque S est l’abscisse de convergence de la série (1).
Si S — À,, le théorème est en défaut comme le montre l'exemple du développement de 0, 0,(:). Dans ce cas, en effet, on vérifie bien que la fonction F;(z) admet le point z — }, pour pôle simple, alors que F(3) y est régulière.
TT
Comme précédemment, nous commencerons par l'étude du domaine de
convergence des séries (1). Pour cela, étudions d’abord les polynomes Q,(z). On a
TE) (no)
et comme nous avons supposé la série DA convergente, nous voyons que l’on a, uniformément dans tout domaine fermé ne contenant pas l’origine,
lim LE 2 r(2); avec EC)=1T(-2 L—= œ Ge æ = $ el
FA
I / Ê 4 L , NS E(<) étant une fonction entière de — s’annulant pour 32 =}, et égale à 1
pour z infini. De cette propriété, nous déduisons le
TuÉéoRèME. — Le domaine de convergence simple et absolue de la série (x) est le cercle |3|<CKR, R étant défini par I TP PT enr (2) g = lim Vial.
La série (1) converge normalement (c’est-à-dire absolument et uniformément),
pour |3|CR'<R.
En effet, supposons R fini non nul et soit z un nombre non nul de module inférieur à R. On peut déterminer un nombre », tel que pour #7 2, on ait
d’où
(21% À (3) lan Q, (3) | <H Le ; terme général d’une série géométrique convergente, que l’on peut majorer en remplaçant dans (3) || par R' si }2/ZR'; la série (1) converge donc absolument pour |z|<R et uniformément pour |3[<R'<R. La démonstration n’est
pas valable pour 3 —0, mais la série (1) converge uniformément sur le cercle
:1= 2 et un théorème classique de Weïerstrass permet d'affirmer que la
À : R convergence uniforme a lieu également pour || <—:
LR
D'autre part, si|3| >Retz2£ À;, on a pour une suite infinie de nombres n,
Len Que) À RE)"
quantité qui tend vers l'infini et la série (1) diverge pour }z| > R(:3< 4;); on ne peut rien affirmer dans le cas général pour |z| =R.
Le calcul des coefficients 4, se fera exactement comme pour les séries étudiées au début de la première Partie, nous aurons également des représentations de 0 valables dans les cercles
1 = AE TT ; ù
Ces séries feront également exception au théorème d’Abel que nous démon-
» 7: \ RO Rs .
trerons plus loin. Comme précédemment, dans le cas où la série N° ; était æ—d },
supposée divergente, deux fonctions dont les valeurs aux points z—}, sont égales, sauf pour un nombre fini d’entre eux, doivent être considérées comme identiques. On peut même aller plus loin, puisqu'on sait que deux fonctions holomorphes pour |} <[R(R > 0) ne peuvent prendre les mêmes valeurs pour une suite de valeurs À, de la variable ayant le point O pour point d’aceumulation sans être identiques, la différence de ces deux fonctions ayant alors un point d’accumulation de zéros à l’intérieur de son domaine d’holomorphie.
L'étude des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction G(z) soit représentable par une série (1) est ici très simplifiée.
1° Si la série (1) converge pour |z|<{R, G(z) est holomorphe dans le même cerclé |3)<CR.
2° Réciproquement, l'étude du reste de la série (1) É Qn(s) G(E) dt
DT PAC) C
R;(s) — l'intégrale étant prise le long d’un cercle (C) de centre O à l’intérieur et sur la frontière duquel la fonction G(£) est holomorphe, montre que la série (1) converge et représente bien G(z) dans le plus grand cercle de centre O dans lequel la fonction G(z) est holomorphe : la série (1) a le mème rayon de convergence que la série de Taylor de G(z).
Une objection se présente ici, et il semblerait que les développements de 0, de rayon de convergence À,, fassent exception au théorème énoncé plus haut. En effet, la fonction O n’a pas de points singuliers et cependant la convergence de la série (1) n’a pas lieu dans tout le plan. C’est que, pour le développement 0, (2) par exemple, nous fixons
(GROS ER es 7 et ONE
On doit alors considérer que G(3) n’est pas la fonction entière 0, mais qu’elle
Leg TRES
présente le point singulier z = À,. Ainsi, lorsqu'une série (1) a un rayon de convergence R non nul, deux cas peuvent se produire.
Premier cas : Hz — La fonction G(z D un point singulier sur le cercle R de la série (1).
Deuxième cas : R—},. — Il se peut qu’en modifiant la valeur de G(2) pour 3 — À, [c’est-à-dire, en ajoutant à la série (1), un développement de 0 conve- Sable] la nouvelle série obtenue ait un rayon de convergence supérieur à R. Le point z — À, était alors un point singulier parasite de G(3) introduit par un mauvais choix de G(/,). Nous voyons donc, qu'en général, si l’on se donne arbitrairement, pour G(À,) des nombres À, ayant une limite lorsque » tend vers l'infini; la série (1) aura un rayon de convergence nul. Au contraire, si les nombres À, sont les valeurs d’une fonction qu’on sait être holomorphe dans le cercle |z|<{R on est assuré que la série (1) converge pour [2] <CR.
C'est là une généralisation de résultats bien connus relatifs aux séries entières.
Nous énoncerons enfin quelques théorèmes vérifiés par les séries d° interpolation (x) et qui montrent la profonde analogie de ces séries avec les séries entières.
ÉTUDE DE LA CONVERGENCE DES SÉRIES (1) SUR LE CERCLE DE CONVERGENCE
Nous démontrerons d’abord le
Taéorème p'ABez. — Sr la série d'interpolation (1) converge pour 2 = 3% À;
Fig. 8.
elle converge uniformément au voisinage du point z, dans un angle (D) de sommet z, intérieur au cercle de convergence (fig. 8).
Supposons done que la série (1) converge pour 3: = 23,7 et appliquons la transformation d’Abel à
é ), (3) \ Be O0 te, Loi An Qn(&) D Fe Qn ( o) Q (Zo)
An pes
il suffit de prouver que, pour 3 dans (D), les quantités
CHONER - (4) Q,(20) | et P € ! O3) O1) (5) 2 Qn(20) el
sont bornées, quels que soient les entiers », m et pm. Puisqu’on a uniformément, pour 3 dans (D), ÿ x:
lim SD LE (2),
on déduit pour 3 dans (D)
ZM (pour tout »)
et pour z — 2; A | (pour tout »),
h et H étant deux constantes indépendantes de 2 et z puisque aucun des polynomes Q,(z) ne s’annule pour z = 2,“ À;.
On a donc Que) | _H}z/" ds l< re D'autre part, Qn(z) (APR 2) LE Q;(2) 3 af
| D DER | H RE pont ——
Qn (30) nm Quir(zo) | Qn(20)
d étant le minimum non nul de [z,— À,| quand » prend successivement les valeurs 1, 2,3, .... On en déduit alors
(DFE) Or (e) | H | fs ' Lo ET PA — — = | 7 Z — £ = | = ° ——— ..
O0) Ori) | 4 à o| > A hd |z|—12]
La quantité reste bornée dans le domaine (D) et le théorème est
Ë [%l— 13] démontré.
Nous allons maintenant, pour démontrer que la série (1) satisfait à un théorème taubérien, établir un lemme qui nous fournira une nouvelle démons-
tration du théorème de continuité d’Abel.
LEMME. — Si l’on a
(6) nie",
HZ ©
CH + + PUR
on a également, quand z tend vers 3, dans l'angle (D),
'@rts0)| — 0.
Le] 5 à] a lim à Un | Que) ol e Z2$2 à 70
Autrement dit, là série (1) se comporte au voisinage du point z, comme la
série entière ayant les mêmes termes que (1) pour = 2,
En effet, nous avons = se I I Qts) (+) ae LE. (2) 8, (2):
Z0 4 Z Zo
avec 4 nm 1 (D-H(-à) & 1 Or, nous avons vu que, lorsque x tend vers l'infini, la fonction E, (2) tend Z
à I À ? L vers la fonction E (2) uniformément dans le domaine [37 > 0. À AS : A D ADM:
On sait que, dans ces conditions, les fonctions dérivées E, (:) convergent û , PSC I .
uniformément vers la dérivée de E(:) dans le domaine |z|=2r, donc, ona 9 4 ke L4 Fe l'inégalité, valable pour |z/ = 2r
B (=) —E(E)|<Kis— oi 2 Æ0
K étant une constante indépendante de z et de ». Les fonctions E, (2) satisfont
à un critère d’égale continuité.
Pour |z << |3,| les séries ni AnQh(z) et D AnQh( 20) ah convergent puisque (6) est vérifié et l’on a :
ADN TAIEIE
2) Qan]|<Kis 2 À est + Ki 0 N+1
| D Un | QC) A (£
Choisissons N tel que, pour z == N, on ait |a,35|<{e; le deuxième terme du
second membre est alors majoré par Rire
|fol— 15] K et K, ne dépendant pas de e ni de 3 dans (D). 3 — z, | assez petit pour que le premier
N étant ainsi choisi, on peut prendre terme soit aussi petit que l’on veut, et le lemme est démontré.
Conséquences. — 1° Ce lemme nous permet de donner une nouvelle démons-
THÈSE Y. MARTIN
SD tee
tration du théorème de continuité d’Abel. En effet, si la série (1) converge pour z— 3, À; et a pour somme L, il en est de même de la série entière
D An Qn(£0) (£)°
D'après le théorème d’Abel sur les séries entières la somme de la série (8) tend vers L quand 3 tend vers 3, dans l’angle (D). D’après le ie il en est
de même de la somme de la série (1).
2° Montrons maintenant la réciproque suivante due à Littlewood:[6 |, dans le
cas des séries entières.
= Go —
TaéorèMe. — St l'on a LT just|=0() (Z57< À; où non)
et si La somme de la série
Co]
(9) D anQn(zot) . (o<E<1)
Vi =)
a une limite L quand t tend vers 1, alors
> n Qn(%0) = L
En effet, d’après le lemme établi, si (9) a une limite quand tend vers tr, la série entière
(10) D an Qn(50) #
a même limite dans les mêmes conditions. On a évidemment,
et la série (10) vérifie le théorème de Littlewood. Par conséquent, elle converge pour i— 1 et
D 7 O2) le théorème est démontré.
3° Une autre conséquence du lemme précédent est le
THÉORÈME. — La série En|a,z° er nn convergente, la série( 1 converge
en tout point 3, du cercle de conver gence pour lequel
(11) lim G(z54) existe GÉRÉE 0"
HU
La convergence est uniforme pour l’ensemble des points tels que (11) ait lieu uniformément sur cet ensemble.
Ce théorème a été démontré par M. Féjer pour les séries entières (vorr par exemple, Landau [8], p. 65). Montrons qué ce théorème est valable pour les séries (1).
Si la somme de la série
D anQu(zot) (On)
a une limite quand £ tend vers 1, il en est de même de la série entière
Le)
(12) D a Qn(50}é",
n=0 puisque l’on a \ hmar O0, (7)—0.
La série Zn|a,Q,(z,)| converge, donc (12) converge pour t— 1. C’est précisément ce qu’il fallait prouver.
Comme l'égalité (7) a lieu uniformément par rapport à l'argument de z, sur le cerele |z,|—R, on déduit du théorème de Fejer l’uniformité de la convergence de la série (1) sur l’ensemble des points du cercle de convergence où (11) a lieu uniformément.
Dans le même genre d'idées, nous démontrerons un théorème analogue à celui énoncé par M. Riesz [voir Landau (8), p. 53], dans le cas des séries entières. :
Tuéorème. — St la série (1) a le rayon de convergence R et st
(13) bm'as Ro,
n—= 2 alors, la série (1) converge en tout point du cercle de convergence, où la fonction G(z) est holomorphe. La convergence est uniforme sur tout arc fermé où la fonction G(z) est régulière.
Soit æ,æ, un arc fermé sur lequel la fonction G(3) est régulière. G(z) est alors régulière sur le contour et dans le domaine (D) indiqué par la figure 9, à
RE
, et
— R” assez voisins de R et |[x, — y
condition de prendre |3,|=12; |æ, — y, | suffisamment petits.
Posons st)= (5) @=n) ef ce D)
Il suffit de démontrer qu’on a lin 2, (x) =,
n= An uniformément dans le domaine (D), ou seulement sur sa frontière, d’après le
théorème de Weierstrass. En effet, on en déduira bien, uniformément pour æ sur l’arc æ,æ,
PAC
Ge) Tim DOUCE),
puisque alors R
[&—y1l> d, EVANS de =: (d> 0).
Désignons par &, le maximum de |a;R’| pour v ==». On a
lim Er 0)
et l'on sait que, sur toute la frontière du domaine (D), on a Qu(æ)| <H x, H étant indépendant de x et de n. Posons x — ra POUTINE re IR Ona
nm
G(zx) =D A0)
» \An+1 ZD \@ Que) <Ha(r) LEE)
AR TR
d'où, puisque|æ—y,|=R—ret|æ—y,|<K, |8n(æ)| <HKRe,, où Le coefficient de €, est indépendant de æ et de n.
2° Pour R<r£R", on a, en désignant par M le maximum de G(z) sur le contour et en posant
AE M —- | do mL | daQi(x) | Neck ete | Am On() l
ZA SE D | a Q, (x) LENS ES es (E) ï |
In +1 B — I
en(æ)l noi H(R) ie R)læ— pal.
ere
G(x) D ay Q,(æ)
d’où
Orlæ— y, |<CK; donc la) 1Z k{=) R)Am+ HKRen.
Choisissons m tel que En nn Comme :
R\z+t R () CRETE 1 n
2 KRA on à, pour tout n = ——",
Fgn(æ)|<e.
3° Pour æ sur l’are 3° 3°, avec les mêmes notations, on a
e TL AUX : æ +1 1 G(æ) — Ÿ a, Q(æ) 2 À ;n + Hem ( 4 FI este - | J£An+ He» B Ee 0 UE |) R Comme x —RY>d>oet RENTE K, on à n+1 HK°?2R
m se d En
n+1 * en [ee lé - æ
É n+1 ete) | Z K: à | [an pe
KR HR |z æ d |R
Choisissons m tel que €, < HR alors pour tout » vérifiant nr = n,(E)
etrn>m,ona
R € K:| en mm < T2 Æ 2 d’où [en(æ)|<e.
4° Pour x sur l’arc 3,3, on a ñ Der 1 HR G(x) —Y ayQ,(æ)| <'HRe A R—]x] = 7 En)
d’où FACAIES pour n>no(E).
Comme, d’autre part, on a gn(J1) = 8n(J?) = 0;
on en déduit que, uniformément dans (D),
los (a 0
ce qu'il fallait établir.
On peut enfin énoncer un dernier théorème, dont la démonstration s'établit
facilement en utilisant la transformation d’Abel.
Nes
THÉORÈME. — Les séries L
Ce]
G(z)=Ÿ a Qu(s) et Ta) =D rare
convergent simultanément, sauf éventuellement pour z — À.
ÉTUDE DES POINTS SINGULIERS DE G (3) SUR LE CERCLE DE CONVERGENCE
Nous avons déjà démontré que si le rayon de convergence d’une série (1) vérifiait R£À,, la fonction G(z3) représentée par cette série avait un point singulier au moins sur le cercle de convergence. Nous allons démontrer un théorème analogue à celui de Landau valable pour les séries entières.
THÉORÈME. — Sr la série (1) est à coefficients positifs ou nuls et si elle a le rayon de convergence R Æ£ X, alors le point 3 —R est point singulier de G(z).
Ce théorème est en défaut si R—,, comme le montre le développement de 0, 0,(2). Nous n’en donnerons pas la démonstration qui est, en tout point, comparable à celle donnée à la fin de la première Partie dans un cas analogue.
Nous montrerons, enfin, le
THÉORÈME. — Les fonctions
Co] a
G(z) =D &.Qu(s) et Ts) = Vans, ;
définies pour |3|<ÛR, ont mémes points singuliers sur le cercle de convergence|3|=R >< },, à condition que
l'égalité (14) #E(S)— Qt = Qt RE) 1]
Supposons |z|[%R et choisissons un nombre ñ, tel que pour tout nn, on ait d
RQ" nn An 4 et Ans e,.K,
oi
Alors, puisque
Mog(i—y)|Z21y| pour |y|<!, on à à n+1 I 2 DRE £ logR( 2) se E DE Tin ue Le j n+1 DER d’où
A et B étant indépendants de n et z pour |z|==R. De (14)on tire
(15) B(L)nte- Gt = Sao R(E) 1]
et la série du second membre converge absolument et uniformément pour
|| LR'<CReï, Ce qui prouve que les fonctions T(z3) et G(z) ont mêmes points singuliers pour
RZ|:|< Re, BE A:
Ce théorème ne peut pas être amélioré. Il suffit pour le voir de prendre
an=(— 1}, An e À.
La fonction E(:) T(3) — G(3)n’est pas holomorphe pour 3: = — e“ puisqu'on ; 1 peut montrer facilement qu’elle augmente indéfiniment quand 3 tend vers —e*
par valeurs supérieures.
On vérifie aisément que tous les théorèmes démontrés dans cette deuxième
Partie, sauf le théorème de Landau, restent valables lorsque les nombres À,
Re S sont complexes, et tels que la série > | À, | converge.
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