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Introduction.
J Les voies nouvelles ouvertes à l'Algébre par les travaux de Gauss, d'ABEL et de GALOIS ont été le point de départ des recherches de M. KroxECKkER sur la théorie générale de l'élimination. Ces recherches sont intimement liées à celles qui ont pour objet l'étude des systèmes de diviseurs d’un système de fonctions entières. ‘Je me suis proposé, dans ce mémoire, d'exposer les unes et les, autres, en me plaçant au point de vue arithmétique de M. KRoNECKER.
Pour bien faire saisir l'esprit des méthodes employées il m'a semblé nécessaire de préciser tout d’abord l’idée d’irréductibilité dans un domaine de rationalité donné. J’ai ensuite développé les premiers éléments de la théorie des systèmes de diviseurs dont l'introduction en Algèbre est due à M. KRroONECKER. Aprés avoir exposé quelques théorèmes sur l'élimination d'une variable entre deux équations, j'ai enfin abordé l’objet même de ce mémoire, la théorie générale de l'élimination.
Je désirerais surtout éclaircir quelques points du grand mémoire que M. KroxECKER a publié, en Septembre 1887, à l’occasion du cinquantième
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anniversaire du doctorat de M. Kümmer.() Ce mémoire semble appelé à imprimer une direction nouvelle à l'Algébre. Le but que je me suis proposé serait entiérement atteint si mon travail pouvait amener quelques géomètres à approfondir les idées aussi difficiles que nombreuses qui y sont contenues.
C'est à ce mémoire, à quelques autres publications de M. KRONECKER et plus particulièrement à son Cours professé à l’Université de Berlin que jai emprunté presque tous les matériaux de ce travail. Je me suis efforcé de les grouper et de les éclairer, de les ordonner aussi méthodiquement que le comportait la nature du sujet, et de les rendre ainsi acces sibles à tous. A cet effet, je n'ai pas hésité à répéter, à plusieurs reprises, des choses bien connues de tous ceux qui s'occupent d'Alschre. D'autre part, j'ai cherché à caractériser et à bien mettre en évidence les questions qui, pour moi du moins, restent à résoudre. M. KroxecKkEeR a bien voulu s'intéresser à mon travail et je lui dois les plus précieux encouragements pendant tout le temps que jy ai consacré.
CHAPITRE I
Méthodes particulières à l’Algèbre.
1. L’Arithmétique et l’Algébre prennent une place à part dans l'ensemble des sciences mathématiques. Leur objet propre est, en derniére analyse, l’étude des propriétés des rfombres entiers positifs et des fonctions entières à coefficients entiers, positifs, d’une ou de plusieurs variables indépendantes. |
Ces deux études ne different pas essentiellement l’une de l'autre. Une fonction entière, à coefficients entiers, positifs, d’un certain nombre de variables représente, en effet, d'une manière commode, un système de nombres entiers et ne représente pas autre chose. On obtient ce système
() L. KronECKER: Grundazige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grôüssen. Festschrift zu Herrn KE. E. Kummers Doctor-Jubiläum. Berlin, Reimer 1882.
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en remplaçant successivement, dans la fonction entière considérée, les
variables par tous les systèmes de valeurs entières plus petites qu'un
entier, laissé, à dessein, indéterminé dans les recherches générales, afin de pouvoir être choisi convenablement dans chaque recherche particuliére. L'indétermination du nombre fini d’entiers du système que l’on considere
et la maniére d'obtenir facilement ces entiers, sont toutes deux mises en
évidence en représentant ce système par une fonction enticre.
L’Arithmétique et l'Alsébre ont aïinsi un domaine bien défini; les nombres entiers, positifs, les systèmes de nombres entiers représentés par des fonctions entières à coefficients entiers, positifs, y sont considérés comme existant, tout comme le mouvement en cinématique et la matière dans les sciences naturelles. ” Les nombres rationnels, négatifs, imaginaires, ainsi que les nombres irrationnels et transcendants ne font pas partie de ce domaine. [ls n’ont du nombre que le nom; en réalité ce sont de purs symboles. | |
En Analyse le”point de vue est différent. On commence par généaliser l'idée même de quantité. Gauss l’a le premier fait d'une manicre systématique mais sans séparer entierement le domaine de la Géométrie de celui de l’Arithmétique. Plus tard M. WErERsTRASS à suivi une méthode essentiellement différente où l’on ne s'attache d’abord à aucun domaine dé-
terminé mais où, au contraire, le but que l'on se propose, en généralisant
l’idée de quantité, est de déterminer le domaine nécessaire et suffisant dans lequel on puisse effectuer toutes les opérations directes et inverses qui se présentent dans les calculs. Mais que l’on se place au point de vue de Gausssou à celui de M. Werersrrass il importe de remarquer‘ que le désir de pouvoir répondre positivement à une série de questions, qui sont en partie du domaine de la Géométrie, a seul amené les mathématiciens à introduire successivement de nouveaux symboles en Analyse. On comprend alors qu'en se plaçant au point de vue spécial de l’Arithmétique, en assignant à cette science un domaine déterminé, celui des nombres entiers, positifs, et en ne voulant pas introduire dans tous les raisonnements une idée étrangère à l'objet que l'on a en vue, il convienne de n'employer qu'une partie des symboles de l'Analyse, celle qui ne nous fait quitter qu’en apparence le domaine de l’Arithmétique.
Les symboles dits rationnels, positifs et négatifs remplissent cette
»_ condition. À tout moment une égalité contenant des nombres rationnels,
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positifs. ou négatifs, peut être transformée en une égalité entièrement équivalente et ne contenant que des nombres entiers et positifs Un nombre fini d'opérations permet toujours de grouper les symboles rationnels suivant les besoins du calcul et de remplacer ces gronpes par des nombres entiers positifs à l’aide des égalités qui définissent ces symboles, égalités qui peuvent toujours être sous-entendues et qui seules ont une existence réelle en Arithmétique.
La même chose a lieu pour les fonctions entiéres ou rationnelles, à coefficients entiers ou rationnels, positifs ou négatifs, d’un nombre quelconque de variables. Aussi les adjoindrons-nous également au domaine de l’Arithmétique.
Les fonctions entières d'une variable, égalées à zéro, définissent de nouveaux nombres, les nombres alsgébriques. Maïs nous remarquons une grande différence entre l'introduction de ces nombres et celle des nombres rationnels, car nous ne pouvons pas à tout moment remplacer une égalité: contenant des nombres algébriques par une égalité équivalente et ne contenant que des nombres entiers et positifs. En réalité, lorsqu'on définit positivement les nombres algébriques, on quitte vraiment, et non plus en apparence seulement pour la commodité des calculs, le domaine de l'Arithmétique pour entrer dans un domaine plus vaste. Il convient donc d'éviter l'emploi de ces nombres. Leur introduction, en Arithmétique, est d'ailleurs inutile en théorie; nous verrons plus loin par quoi il faut chercher à les remplacer. s
Cependant lorsqu'on fait de nouvelles recherches, il est presque indispensable, dans l'état actuel de la science, de se servir de nombres algébriques; c’est, il est vrai, un simple artifice de langage, mais il fait image et nous permet de séparer facilement dans notre pensée les différentes racines conjuguées et d’abréger ainsi les démonstrations. La même chose a lieu en Géométrie par exemple, où il est souvent bien commode de ne pas s'astreindre tout d’abord à faire de la Géométrie de position, mais, au contraire, de supposer connus certains éléments qui sont du domaine de la Mécanique. |
Sans doute il est nécessaire, pour étre en droit de séparer ainsi les racines et de les représenter séparément par des symboles, de montrer comment, après avoir ramené le cas général à celui de la recherche des racines réelles d'une équation à coefficients réels, on peut; dans ce cas
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particulier, déterminer un intervalle dans lequel l'équation donnée ne saurait être vérifiée par plus d'un nombre rationnel, avec une approximation donnée, suffisamment grande. Il faut, en un mot, montrer ce que l’on doit entendre par racine d’une, équation algébrique, au point de vue arithmétique auquel nous nous sommes placés.
Mais ces considérations mécarteraient par trop de l'objet que j'ai principalement en vue. Elles rentrent dans un autre ordre d'idées et il convient de les exposer avec la théorie des Caractéristiques. (*) En supposant cette lacune comblée, il n'y a aucun inconvénient, dans des recherches nouvelles, à se servir de ees symboles algébriques, si l'on a soin d'y joindre l'égalité qui les définit. Il est cependant toujours nécessaire, lorsqu'on se propose d'approfondir les principes de l’Aluébre, de se passer, autant que possible, de cet instrument étranger au domaine de cette science.
Ce que je dis des nombres algébriques s'applique mot pour mot aux fonctions algébriques.
© 2. Mais la faiblesse de notre esprit ne nous permet pas plus d'aborder
directement les questions fondamentales de l’Algébre que celles de l’Arithmétique. Il nous est nécessaire de saisir à la fois tout l’ensemble d'une question, toutes les faces sous lesquelles elle se présente, pour pouvoir tirer des conclusions; et notre puissance d'abstraction est, en général, si faible que nous avons besoin d'auxiliaires. Ces auxiliaires nous sont donnés par la nature elle-même. Ce sont les quantités indéterminées. C'est à Gauss que revient la gloire de les avoir introduites en Arithmétique. Poisson et plusieurs autres mathématiciens éminents, ont certainement aperçu, en partie du moins, leur importance; mais c’est à M. Kro- NECKER qu'il était réservé de faire voir clairement le rôle fondamental qu'elles sont appelées à jouer en Algébhre.
Je distingue entre indéterminées et variables.
Nous ne pouvons pas disposer des indéterminées dans le cours d’une démonstration. Ce sont ou bien de simples liens destinés à joindre une série d'opérations à effectuer ou de valeurs à trouver, et alors nous n'avons aucune prise sur elles, ou bien encore des abstractions que nous laissons à dessein indéterminées dans une même recherche afin d’embrasser un grand nombre de cas particuliers dans un seul calcul et alors, le calcul
(*) Comparez KroNECKkER, Monatsberichte der Berliner Akademie 1869,
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terminé, nous pouvons leur donner une valeur quelconque. Dans ce dernier cas, je les nommerai plus particulièrement variables-indéterminées.
Les variables, au contraire, peuvent prendre des valeurs particulières dans le cours d'une démonstration. Elles nous sont, en effet, données par la nature même de nos recherches et nous nous proposons précisément de rechercher les valeurs particulières qu'il faut leur donner, ou encore les restrictions auxquelles elles doivent être soumises pour satisfaire aux conditions d’un problème déterminé.
Nous verrons, dans la suite, que l'emploi de variables auxiliaires est parfois fort utile. Il permet d'effectuer des transformations qui affranchissent les expressions considérées de certains cas particuliers dont l'étude spéciale ne serait d'aucun profit pour les résultats à obtenir.
On pourrait objecter à ce que j'ai dit des nombres et fonctions alsébriques que ce sont tout aussi bien des auxiliaires légitimes que les quantités indéterminées. Cela n’est point douteux quant à la rigueur des démonstrations. Dans l’état actuel de la science, il peut même être souvent plus avantageux, pour obtenir ou énoncer rapidement des résultats nouveaux, d'employer comme auxiliaires les fonctions algébriques que de faire usage des quantités indéterminées. Mais lersqu'il s’agit de voir clairement le rôle que joue chaque élément dans l'exposé des prineipes et des méthodes de l’Algebre, il ne saurait y avoir de doute sur l'avantage de l'emploi des quantités indéterminées sur celui des nombres et fonctions algébriques.
En effet, l'existence même approximative de ces derniers est une idée très-complexe dans le domaine que nous nous sommes fixés On peut presque dire qu'elle joue le même rôle en Algebre que l'intégrale de Caucay en Analyse. C’est parce qu'ils supposent et renferment plusieurs hypothèses essentielles que ces deux merveilleux instruments permettent d'obtenir rapidement un grand nombre de transformations, l’un d’expressions algébriques, l’autre d'expressions transcendantes. Avant d’avoir cherché à s'en passer, on ne se rend que très-difficilement compte de toute la simplification qu'ils introduisent lun en Algébre, l'autre en Analyse. Loin de les critiquer je crois, au contraire, qu'il convient, actuellement, de les placer, dans ces deux sciences, au début de toute recherche nouvelle. Mais je crois aussi que, précisément parce qu'ils renferment tous deux tant d’hypothèses essentielles, ils n’éclairent pas suffisamment les principes de la science, et c'est pourquoi, en me bornant à,
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l’Algébre, je disais plus haut que lorsqu'on se propose d'en approfondir les principes, il est préférable de-chercher à se passer de leur aide.
Les indéterminées, au contraire, ne nous font point quitter le domaine des quantités rationnelles. Elle n'exigent point d’autres symboles que ceux que nous connaissons déjà, les symboles qui correspondent aux quatre opérations. Elles ont de plus un grand avantage, celui d’unir en quelque sorte l’Arithmétique à l'Alsébre, la théorie des nombres à celle des fonctions entières d’une et de plusieurs variables, comme nous le verrons dans la suite.
Je rappelle qu’une forme est une fonction entière dans laquelle les variables sont remplacées par des indéterminées.
L'association () des quantités indéterminées au domaine de l’Algébre amène naturellement à joindre à l'étude des nombres entiers ét des fonctions enticres, celle des formes dont les coefficients sont soit des nombres entiers, soit des fonctions entières.
Il me reste à parler des nombres transcendants et imaginaires.
Les nombres transcendants, comme le rapport d’une circonférence à son diamètre, ne joueront pour nous que le rôle d’indéterminées. Si, en effet, nous démontrons un théorème en les supposant indéterminées et que nous remplacions ensuite ces indéterminées par les nombres transcendants donnés, rien ne saurait être changé dans notre domaine algébrique.
Les nombres imaginaires, de méme que les nombres alsébriques ne joueront aussi pour nous que le rôle d’indéterminées; mais, comme ils sont définis par des égalités ayant une existence réelle dans le domaine que nous considérons, il nous faudra tenir compte, dans nos calculs, de ces égalités, ce qui revient à remplacer les équations par des congruences.
Aïnsi, par exemple, /2 nest qu'un symbole; ce qu'il y a de réel, pour nous, c'est l'égalité 4° — 2 qui définit ÿ/2. Si nous joignons au symbole l'égalité correspondante rien n’empéche d’en faire usage; chaque fois que dans le courant d'un calcul paraîtra (2.42, l'égalité adjointe nous montre que nous devons remplacer ce produit par le nombre 2; en d'autres termes, que toute équation
HAE
(*) Comparez KRONECKER: Festschrift, ? 22.
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où Æ désigne une fonction entière à coefficients rationnels, est équivalente à la congruence
dans laquelle « désigne une indéterminée.
La même chose a lieu pour les nombres imaginaires que l’on emploie ordinairement en Analyse, le module de la congruence étant alors (4° + 1). Dans des recherches. spéciales d'Arithmétique il peut être convenable d'employer d’autres imaginaires que ÿ— 1; cela revient à remplacer le module (4° + 1) par un autre module qui simplifie d'avantage la recherche particulière que l’on effectue.
3. Ce que j'ai dit du domaine particulier à l'Arithmétique et à. l’Algébre ‘indique la marche à suivre dans tout exposé des résultats principaux obtenus dans ces deux sciences.
Les définitions devront étre algébriques et non pas logiques seulement.
Il ne suffit pas de dire: »Une chose est ou elle n’est pas». Il faut montrer ce que veut dire être et ne pas être, dans le domaine particulier dans lequel nous nous mouvons. Alors seulement nous faisons un pas en avant. Si nous définissons, par exemple, une fonction irréductible camme une fonction qui n'est pas réductible, c'est à dire qui n'est pas décomposable en d’autres fonctions d'une nature déterminée, nous ne donnons point de définition algébrique, nous n’énonçons qu’une simple vérité logique. Pour qu'en Algèbre, nous soyons en droit de donner cette définition, il faut qu'elle soit précédée de l'exposé d’une méthode nous permettant d'obtenir à l’aide d'un nombre fini d'opérations rationnelles, les facteurs d’une fonction réductible. Seule cette méthode donne aux mots réductible et irréductible un sens algébrique.
Un raisonnement comme celui-ci: »Si des quantités données, en nombre infini, sont comprises entre des limites finies, 1l existe nécessairement une limite inférieure de ces quantités», est parfaitement logique. Il n'est point algébrique. Ce qu'il faut c'est donner une méthode pour déterminer, à l'aide d'un nombre fini d'opérations rationnelles, cette limite inférieure. Alors seulement nous faisons de l'Algébre.
Il convient enfin d'éviter particulièrement toute incursion dans le domaine de la Géométrie. L'idée de continuité géométrique doit nous être d'autant plus étrangère que nous grouperons les nombres, non d'apres
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leur grandeur, mais d'aprés leurs propriétés algébriques. Pour éviter tout malentendu, je m’efforcerai d'introduire une terminologie aussi peu géométrique que possible, comme l’a d’ailleurs fait M. KronecKkER dans sa Festschrift, en suivant ainsi l'exemple de Gauss qui empruntait généralement sa nomenclature aux sciences biologiques.
4. En résumé: Quelle que soit la science naturelle dont on se pro: pose d'aborder l'étude, on a soin de définir les éléments dont le groupement suivant des propriétés déterminées constitue en quelque sorte cette science. Les uns ont une existence réelle, ce sont eux que l’on a tout particulièrement en vue. Les autres sont des éléments auxiliaires; leur réduction à un nombre aussi petit que possible constitue un grand progres; car elle permet d’apercevoir sans intermédiaires et, par suite, plus clairement les liens cachés qui semblent unir les différents phénomenes.
Autre chose est d'élargir les horizons d’une science ou d’en approfondir les principes. Dans les premiers cas toutes les méthodes peuvent être utiles et ce serait méconnaître l'unité de notre esprit que de le contester. Dans le second cas, au contraire, il faut chercher à se maintenir rigoureusement dans le domaine particulier à la science que l'on a en vue. Car ce n’est pas approfondir les principes d'une science dont le domaine est bien défini que d'en développer les éléments à l’aide de principes étrangers a cé domaine.
La méthode que je viens d'indiquer n'aurait-elle d’ailleurs que l'avantage de faire voir clairement où et comment les principes étrangers à notre domaine simplifient les recherches, qu'il conviendrait encore de l’employer dans la mesure du possible,
L'Algèbre est la premiére des sciences naturelles. Je viens de définir son domaine, les éléments qui le composent, les éléments auxiliaires dont l'introduction n'offre aucune espèce de difficulté, et ces autres éléments auxiliaires dont malgré tous nos efforts nous ne pouvons encore nous . passer entiérement dans nos recherches.
Acta mathematica. 6. Imprimé 26 Mai 1884,
[Le]
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CHAPITRE IL
Diviseurs des fonctions entières.
Divisibilité des fonctions entières dans un domaine naturel de
rationalité. (”
1. Une propriété fondamentale des nombres entiers est leur divisibilité.
Comme un nombre contenu dans un nombre # doit être nécessairement plus petit que », il suffit, pour trouver les diviseurs de », de voir si les nombres 2, 3, ..., (n— 1), sont contenus dans #. Un nombre fini d'opérations nous permet donc de montrer qu'un entier positif est ou bien un produit de nombres premiers et de #rouver alors ces nombres premiers, ou bien que # est lui-même nombre premier, c’est à dire sans autres diviseurs que lui-même et l'unité. Dans le premier cas on dit que n est un nombre composé, et l'on montre à l’aide de l'algorithme du plus grand commun diviseur que sa décomposition en facteurs premiers est univoque.
Il en est de même des fonctions enticres à coefficients entiers.
Considérons d’abord wne fonction d’une variable. Ses coefficients peuvent avoir un diviseur commun que nous savons trouver par un nombre fini d'opérations, comme je viens de le rappeler. Nous pouvons ainsi mettre toute fonction entière à cocfficients entiers sous la forme d'un produit dont l’un des facteurs est un nombre entier et l'autre une fonction entiére dont les coefficients sont des entiers sans diviseur commun. Dans des recherches sur la divisibilité des fonctions enticres il est done permis de supposer les coefficients de chacune de ces fonctions; sans diviseur commun. |
Considérons ensuite deux fonctions d’une variable, F(x) et G(x). Lorsque le quotient de F(x) par G(x) est une fonction entière à coefficients entiers, H{(x), nous dirons que F(x) contient G(x), est divisible par G(x)
(”) Comparez KRONECKER, Journal de CRELLE T. O4 et Festschrift ? 4.
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et que G(x) est contenue dans F(x), est un diviseur de F(x). Nous écrirons, soit (x) = H(x)G(x), soit F(x)=0o (mod G(x)), suivant qu'il convient de mettre en évidence la fonction H{x), ou non.
| Je vais montrer comment l’on peut, ou bien trouver tous les diviseurs d’une fonction donnée F{(x), ou bien montrer que cette fonction F(x) n'a pas de diviseur. Si le degré de Fix) est 2n ou (2n + 1) il suffit évidemment de donner une méthode permettant de trouver, à l’aide d'un nombre fini d'opérations, ses diviseurs de degré au plus égal à ». Mais d'après la formule d’interpolation de LAGRANGE toute fonction éntiére ®(x) de degré au plus égal à #, peut étre mise sous la forme
de) = À 00 À
\ Ci MARIO À
S(x) le produit
désignent (n + 1) nombres arbitrairement choisis et
En posant Ron TA) I RE) = Ft)
et
Dec nous ordonnons (x) suivant les fonctions g,(æ), de degré ». Nous avons ainsi DR) = cu, (a k=0 O7 (rl aobponrahe k;: etig. (ri L.
Pour que (x) soit contenue dans F(x), il faut que ©(r,) — c, soit contenue dans F(r,), pour k— 0, 1, 2,..., n. Cherchons donc tous les diviseurs positifs et négatifs du nombre F(r,); ils seront en nombre fini; désignons-les par c,, G,, cy, ..., cÿ"n. Répétons cette opération pour À — 0, 1, 2,..., h; nous aurons certainement un nombre fini
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n de combinaisons Zc;g,(æ). Chacune de ces combinaisons peut être un k£=0
diviseur de F{(x) et il ne saurait y avoir d'autre diviseur de F(x). Un nombre fini de divisions de deux polynômes nous permet donc de voir si F(x) contient un facteur à coefficients entiers ou s'il n’en contient pas.
Nous pouvons maintenant, les nombres entiers étant considérés comme des fonctions entières de degré zéro, partager en deux classes les fonctions entières à coefficients entiers: Celles qui en contiennent d’autres; nous les nommerons réductibles. Et celles qui n'en contiennent pas d’autres; nous les nommerons irréductibles.
Dans la pratique les calculs se simplifient; mais ici l'important était
de montrer que la réductibilité et l’irréductibilité des fonctions ont un sens algébrique, et que nous avons, par suite, le droit d'introduire ces notions dans la science qui fait l'objet de nos recherches. Si F(x) est contenue dans F(x) nous répéterons sur Æ(x) les mêmes raisonnements que nous venons de faire sur (x), et comme le degré de chaque diviseur est plus petit que celui de la fonction dans laquelle il est contenu, un nombre fini d'opérations nous permettra de décomposer F(x) en un produit de puissances de fonctions entières irréductibles.
2. Cette décomposition est univoque. En effet, si le produit ®(x). Y'(x) de deux fonctions entières à coefficients entiers, est divisible par une fonction irréductible F(x), l’une des deux fonctions ®(x), W(x), est ellemême divisible par F(x). Lorsque F(x) se réduit à un nombre premier, la démonstration se déduit immédiatement du théorème qu'un produit de deux nombres ne peut être divisible par un nombre premier p que si l'un des deux nombres est divisible par ‘p, et ce théorème est un corollaire de l'algorithme d'Evczipe. Lorsque le degré de F(x) est plus grand que zéro, si ®(x) n'est pas divisible par F(x), comme F(x) est irréductible, D(x) et F(x) n'ont point de diviseur commun. Mais alors, à l’aide de l'algorithme d’'Eucrine étendu aux fonctions d’une variable, nous pouvons toujours trouver deux fonctions entières ç(x) et f(x) vérifiant l'égalité
ou
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Comme, par hypothèse, le produit @(x)W(x) est divisible par F(x), cette égalité nous montre que F(x) est contenu dans #'(x), en ce sens, du moins, que
ms We) =.F(x).G(x)
G(x) étant une fonction entiere à coefficients entiers, et » un nombre entier.
Gauss a le premier démontré(*) que si une fonction entière à coefficients entiers est le produit de deux fonctions enticres à coefficients rationnels, elle est aussi le produit de deux fonctions entières à coefficients entiers. La démonstration est élémentaire et se déduit du théorème cité, que si le produit de deux fonctions entières à coefficients entiers est divisible par un nombre premier p, l’une de ces deux fonctions est ellemême divisible par p. | |
Comme les coefficients de W'(x) sont entiers, et que F(x) est irréductible, nous voyons donc ici que » divise tous les coefficients de G(x).
Supposons maintenant que, par le procédé indiqué plus haut, nous obtenions deux décompositions d’une même fonction entière à coefficients entiers, et, par suite, l'égalité
ï s, : Paie pi. [I PÈ(x) = [or Il 7 (x) CE 1) Del 2e dans laquelle p, q, à, 8, pm, o sont des nombres, p et g, en particulier, des nombres irréductibles, et P(x), Q(x) des fonctions irréductibles. | Le nombre p,, par exemple, est alors manifestement contenu dans le terme de droite de cette égalité; chacune des fonctions Q(x) étant irréductible, il faut que p, soit contenu dans le produit II q" (r=1, 2, .…, b) Gr donc qu’il soit égal à l’un des nombres g,, g,, ..., g,. En divisant par ce nombre les deux termes de l'égalité, et en répétant le même raisonnement pour chacun des entiers p et pour chacun des entiers g, aussi longtemps qu'il en reste, nous voyons que l'égalité précédente se réduit à
I PE (x) = 1 Q(x). Er
(”) Disquisitiones arithmeticæ, p. 42.
14 J. Molk.
Mais alors, à cause du théorème précédent, la fonction érréductible P (x) est égale à l’une des fonctions irréductibles Q(x). Divisant, de part et d'autre, par cette fonction, et répétant le même raisonnement sur chacune des fonctions P(x) et Q(x) autant de fois que cela est nécessaire, nous voyons que les deux décompositions de la fonction donnée en facteurs irréductibles, sont identiques.
3. Considérons maintenant une fonction de plusieurs variables indépendantes
FL, CSN
En posant
Le VEN gel DD PE PE
et en choisissant y assez grand pour que tous les termes du polynôme F(x’, x”, ve 1e #
sokent de degré différent en x, nous transformerons ce polynôme en une
fonction d’une seule variable, @(x), dont tous les termes sont linéairement
indépendants, Il est commode de considérer tous les exposants de x
comme des nombres écrits dans le système dont la base est 9. On voit
alors immédiatement qu'il est impossible que F(x', x”, ..., 4%) ait un facteur quelconque lorsque. d(x) n’en a pas; car à toute égalité
Fa", RUN. Re) = FRS Cr CU MAC MERE en correspond une autre
®, et ®, désignant les transformées respectives de Æ et F,, par les substitutions indiquées. Pour reconnaître si Æ(x', x”, ..., «®) a des diviseurs ou non, il suffit donc de rechercher tous les diviseurs possibles de (x), ce que nous savons faire à l’aide d’un nombre fini d'opérations, puis de voir si les fonctions de plusieurs variables qui correspondent à ces diviseurs sont vraiment facteurs de F(x', x”, ..., x") ou non, ce qui n'exige qu’un nombre fini de divisions.
Il est donc légitime d'étendre l'idée d'irréductibilité aux fonctions de plusieurs variables indépendantes. Nous allons en donner une seconde
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démonstration, une démonstration par induction; elle nous fera voir plus complètement l'analogie qu'offre la divisibilité des fonctions d'une et de plusieurs variables indépendantes.
Supposons que nous puissions décomposer en ses facteurs irréductibles, chaque fonction entière à coefficients entiers de # variables indépendantes, Gi, Ti) -.., 4. Comme nous avons été amené à le faire pour les fonctions d'une variable, nous dirons que ç(x,, #,,..., #,) est contenue dans une fonction donnée f{x,, æ,, ..., x,) lorsque cette derniére peut être mise sous la forme d'un produit de deux fonctions entières à coefficients entiers, dont l’une est précisément o@(x,, æ,, ..., æ,); et par hypothèse nous pouvons trouver tous les facteurs de f(x, x,,..., æ,), toutes les fonctions contenues dans une fonction quelconque de # variables.
Soit maintenant une fonction de (7 + 1) variables indépendantes
JE S SRERRTRRE AT
Ordonnons cette fonction par rapport à x, , et désignons par f(x, ,#,,...,#,) le coefficient de 25. Toute fonction de x,, #,, ..., æ, contenue dans F(x,,%,,...,x,) est facteur commun de toutes les fonctions f(x, , &,, ..., +) que: nous savons décomposer en leurs facteurs irréductibles. Nous pouvons donc décomposer F{x,, x, que de # variables, et dont l’autre G(x,, æ,, ..., æ,) ordonné par rapport
.., æ,) en deux facteurs dont l’un ne dépend
à æ, à des coefficients sans diviseur commun. Mais alors nous pouvons
répéter sur G@(x,, &,, ..., æ,) considérée comme fonction de x, seulement,
les mêmes raisonnements que nous avons faits sur F{(x) tout à l'heure. Seulement les coefficients ne sont plus des nombres entiers, mais des fonctions entières à coefficients entiers de #,, x,, ..., æ,. (Conservons les mêmes notations que dans le cas d'une variable. La formule de LAGRANGE nous fait voir qu'un nombre fini d'opérations suffit pour reconnaitre si
EC
15 Tor -.., %,) à des diviseurs ou non et dans le premier cas,
pour trouver ces diviseurs. Pour que ®(x,; x, %,, ..., æ,) soit contenue
dans MOT 0 2 Mablfaut que dir; tds... @,) soit, contenue dans G(r,; æ,, &,, ..., æ,). Par hypothèse, nous pouvons trouver
tous les diviseurs d’une fonction de # variables seulement; nous pouvons donc, par un nombre fini d'opérations déterminer tous les systèmes €, pour
lesquels Z G:9:(%0) peut être diviseur de G(x,; x .…, #,); un nombre
OAV A).
(12 Lo)
fini de divisions nous donne enfin tous les facteurs de G(x,; æ,, x
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Cette méthode nous permet de mettre F(x,, *,,..., æ,) sous la forme d’un produit de fonctions irréductibles indépendantes de *,, et de fonctions qui, considérées comme fonctions de x, seulement, n’en contiennent. plus d’autres. Nous allons maintenant montrer que cette décomposition ne saurait dépendre du choix de la variable suivant laquelle nous ordonnons la fonction Fx,, æ,, ..., 4).
IL suffit, pour cela, de démontrer que si le produit de deux fonctions (x, irréductible w(t ,4,, 1.1.1, %
my ea) set (a, ,'ueshr) v-est : divisible parue "fonthon ), l’une des deux fonctions ® ou #', est divisible par ©. |
Soient
D= a + ax Far, +." D = db, + b,x, + br +...
les a et D désignant des fonctions entières à coefficients entiers de Lis Los cos Le Ni ® nest pas divisible par g, et si a, est le premier des coefficients 4 ne contenant pas ©, l'expression
DURE Ur OR EEE &_120 )#
et par suite (aa, + ant + ..)(b, + bin, + bai +...)
sera divisible par &. Il en résulte que les coefficients de toutes les puissances de x, sont divisibles par ç; ces coefficients sont
ab, ab, + 1 ARS a; D, 7 Gi, JE HARRIS ….
Supposons que si le produit de deux fonctions de # variables seulement est divisible par une fonction irréductible, également de x variables, l’une des deux premières fonctions soit nécessairement divisible par la derniere;
nous voyons alors que a; n'étant pas divisible par ©, db, contiendra o;.
donc aussi ab, et par suite D; donc aussi ab, et par suite b,; etc. Tous les coefficients de #'(x,) contenant ç, il en sera de même de Ia. fonction Y'(x,) elle-même, et le théoréme est démontré.
Ceci posé, considérons un des facteurs f{x,, %,, .….,x,) de F(x,, &,,...,%,);
nous pouvons supposer que la fonction f{x,, x, ,..., x,) ne contienne pas de
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facteurs indépendants de x,; car si-elle en contenait nous pourrions les déterminer et les joindre aux facteurs de F{x,, x, ..., x,) indépendants de *,.
Puisque F(x,, x, ..., x,) considérée comme fonction de x,, est divisible par f(x,, æ,, ..., æ,), nous avons, en désignant par k une fonction entière des (x + 1) variables «,, x entière des # variables +, x
Hu... 2, et par A une fonctiôn
5 Ve RES : Va
Maïs Æ° est une fonction entière des (n + 1) variables æ,, æ,, ..., * donc la fonction (x, ..., æ,) est contenue dans le produit f.k; et comme X n’est pas contenue dans f, il faut, d’après le théorème démontré, que À soit contenue dans #; nous avons ainsi
D D Mu. 2 ml0 (mL, 4%) is)
f et g étant des fonctions entières des (7 + 1) variables #,, æ,, ..., x Nous pouvons donc ou bien décomposer une fonction entière donnée
classer les fonctions de plusieurs variables indépendantes, comme celles
o Ty +. %,) en d’autres fonctions entières, ou bien montrer que
Don. %,) ne contient aucun facteur entier, et, par suite,
d’une seule variable, en fonctions réductibles et irréductibles; nous pouvons alors énoncer le résultat obtenu en disant que toute fonction entière à coefficients entiers est décomposable en ses facteurs irréductibles.
Il nous reste cependant à montrer que le théorème supposé exact pour x variables indépendantes, dans le courant de la démonstration précédente, l’est encore pour (7 + 1) variables indépendantes.
MRDroOutAO ET Te, dt, (rt). æ,) est divisible par la fonction érréductible f(x,, contient aucun facteur indépendant de x,, et si ®(x,, x, contient pas f(x,, æ., ..., æ,), ® et f considérées comme fonctions de x,
By... ); qui, étant irréductible, ne tie
seulement, seront également sans diviseur commun, et, par suite, nous
pourrons déterminer deux fonctions entières de #,; æ,, æ,,...,2,; ®, et 9 S Fe RQ as 2 É à Pers. + . : Area
f., telles que l'expression ®f, + ®,f soit égale à une fonction entiere de
Acta mathematica. 6. Imprimé 28 Mai 1884. ’ 8
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D, Lis +., %, Seulèment que nous désignerons spar. G(t 2,20", )e Mais alors nous avons aussi
TD : GT Fh - d'op. = Wa
Comme le produit #'® est, par hypothèse, divisible par f, l’expression GT . Fr ’ . L CA Te considérée comme fonction de x, seulement, est une fonction entière
à coefficients entiers; désignons-la par Z/(x,); alors Œ. P(%) LS f(x) H(x,).
Puisque la fonction f(x,) ne contient pas de facteur indépendant de #,, f(x) ne peut étre divisible par G; donc H(x,) contient G; donc #{x,) contient /(x,); et nous venons de montrer que si #° considérée comme
fonction de *,, contient f, il en est de méme de #Ÿ° considérée comme fonc-
tion entière à coefficients entiers de ses (n + 1) variables indépendantes D Lis pie
Nous avons supposé que f(x,; #,,
réductible en #,, mais encore ne contenait aucun facteur indépendant de
.» %) était non seulement ir-
%,, tout comme dans le cas d’une seule variable indépendante nous n'avons nommée irréductible une fonction de x que lorsqu'elle ne contenait aucune autre fonction de *, et aucun nombre.
Ce théorème nous permet aussi de montrer que la décomposition d’une fonction de plusieurs variables en ses facteurs irréductibles est univoque. La démonstration est identique à celle que nous avons donnée dans le cas d’une seule variable.
En résumé, nous venons de voir que les fonctions entières d’une et de plusieurs variables indépendantes se rameènent aux fonctions irréductibles de ces variables.
Toute la démonstration précédente a été faite par induction. ai d'abord démontré les théorèmes pour une variable indépendante, puis, les supposant vérifiés pour # variables je les ai démontrés pour (# + 1) variables indépendantes. |
= 4. Les développements précédents ont lieu pour des variables indépendantes quelconques. Pour plus de clarté, je désignerai maintenant
par NN, N”, ... les variables que jai plus particulièrement nommées
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variables-indélerminées et je réserverai les lettres x, y, 2, ... pour les variables proprement dites. Pour abréger l'énoncé des théorèmes et pour réunir en une seule expression les deux cas qui se présentent, celui où nous considérons des variables-indéterminées et celui où nous n'en considérons pas, je conviendrai que lorsqu'il n’y a qu’une variable-indéterminée R, elle puisse étre remplacée par l’unité; dans ce cas je dirai que cette variable-indéterminée est égale à l'unité.
Demander si une fonction entiére est réductible ou non, c'est demander si elle est divisible par une autre fonction entière à coefficients entiers; d'après le théorème de Gauss dont j'ai fait usage plus haut, je puis même dire par une autre fonction entière à coefficients rationnels. Ayant adjoint les variables-indéterminées R aux nombres entiers qui font l'objet de nos recherches, il est à la fois naturel et nécessaire d'étendre cette définition de l’irréductibilité. |
Si À, À’, ..., R°® sont les variables-indéterminées considérées, nous devrons dire qu'une fonction entière de Ds Lis se. Ts dont les coefficients sont fonctions entières à coefficients entiers de ces variables-indéterminées, est irréductible, lorsqu'elle ne contient aucune autre fonction des variables És Ty. %,, dont les coefficients soient fonctions entières, à coefficients entiers, des mêmes indéterminées. Pour conserver l’analogie avec le cas Marne dirai /aussiiquuner fonction \entiéreude 4), æ, ..:, «,, dont les coefficients sont fonctions rationnelles des variables-indéterminées R, À’, ..., R°, est irréductible, lorsqu'elle ne contient aucune autre fonction entière des variables æ,, æ,, ..., æ,, dont les coefficients soient fonctions rationnelles des mêmes variables-indéterminées. Pour fixer les idées je supposerai, une fois pour toutes, que les coefficients de ces fonctions rationnelles soient entiers.
Cette généralisation est légitime; les méthodes des numéros précédents qui permettent de reconnaitre, à l’aide d’un nombre fini d'opérations, si une fonction entière contient des diviseurs ou non, sont, en effet, immédiatement applicables. Nous savons trouver les diviseurs de tous les coefficients; car leurs numérateurs et dénominateurs sont fonctions entières à coefficients entiers des variables-indéterminées N, ..., fi. Nous mettrons donc d'abord la fonction donnée sous la forme d’une fonction entière à coefficients entiers des æ,, æ,,..., æ, et des f', ..., ji”, divisée par une fonction entière à coefficients entiers des HN, ..., h°, seulement;
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® nous chercherons -ensuite les diviséurs du numérateur et ceux du dénominateur; puis, assignant, d'une manière arbitraire, à chaque diviseur du numérateur un nombre quelconque des facteurs du dénominateur, nous ordonnerons chacune des fractions ainsi obtenues par rapport aux variables Cs ds -.., 2, dont elles sont fonctions entières, et nous réduirons enfin à leur plus simple expression les fractions qui paraissent comme coefficients et dépendent des variables-indéterminées seulement. L’arbitraire introduit dans cette réduction en facteurs irréductibles, disparait dés que, chassant tous les dénominateurs, nous retournons dans le domaine réel des fonctions entières à coefficients entiers.
Il convient de désigner tout spécialement, par un nom, l’ensemble des fonctions rationnelles, à coefficients entiers, des variables-indéterminées données, puisque l'irréductibilité en dépend. Nous dirons qu’elles forment un domaine naturel de rationalité, le domaine (ft, R”, ..., HR). Alors une fonction entière de %,, æ,,..., æ,, sera dite irréductille dans un domaine. (R, R”, ..., R®) lorsqu'elle ne contient aucune autre fonction entière dont les coefficients fassent partie de ce domaine.
En réalité, c’est l'ensemble des fonctions entières, à coefficients entiers, des variables-indéterminées NN, R”, ..., HR, qui forme un vrai domaine, que l'on pourrait nommer domaine d'intégrilé. Mais, comme je l'ai déjà observé dans le premier chapitre, il est commode de se servir des nombres et fonctions rationnelles, et il n'y a aucun inconvénient à s'en servir puisqu'a tout moment on peut chasser les dénominateurs sans rien changer au sens des égalités que l’on considère. C’est pourquoi il convient d’introduire l'idée de domaine naturel de rationalité, en même temps que celle de domaine d'intégrité.
temarquons, en terminant, que la convention faite au début de ce numéro, nous permet de comprendre l'idée d’irréductibilité des fonctions entières à coefficients entiers, comme cas particulier, dans l'idée plus générale d'irréductibilité dans un domaine naturel de rationalité (R', R’, ..., R®). Elle répond, en effet, au cas où, symboliquement, NrurReTNR EN SEM IS NRC
En tenant compte de ces définitions, et des résultats obtenus précedemment, nous pouvons énoncer la proposition fondamentale: Quel que soit le domaine naturel de rationalité que l'on considère, il est possible de trouver les diviseurs irréductibles d'une fonction entière quelconque, donnée.
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Nous avons ainsi obtenu la base même de toutes nos considérations alsébriques. Il faut se garder de croire que ces recherches, bien élémentaires il est vrai, ne sont faites que dans le but de systématiser nos connaissances sur la réductibilité des fonctions entières, et qu’elles ne présentent ainsi rien de bien remarquable. Elles sont, au contraire, de la plus haute importance, car elles indiquent déja la méthode à suivre dans le cas général d’un systéme de fonctions entières, et il est absolument nécessaire de les placer au début de nos recherches algébriques auxquelles, seules, elles donnent une base à la fois solide et naturelle. Dans la pratique, l’idée d'irréductibilité peut d’ailleurs simplifier considérablement la démonstration de plus d’un théoréime.
AN @ D
Résultant de deux fonctions entières.
1. Un domaine naturel de rationalité est supposé connu. Nous partageons ses éléments en trois groupes. Le premier ne contient qu'un élément z, variable ou variable-indéterminée; le second contient des éléments variables x’, x”, ..., «"; le troisième des éléments indéterminés na R”,..., NU)
Considérons deux fonctions entières des éléments 2; 4’, æ”, ..., æ°, dont les coefficients soient fonctions rationnelles des éléments }’, R°”, …., N°”. Aprés avoir débarassé, s'il y a lieu, cês deux fonctions éntiéres de leur facteur commun, ordonnons-les par rapport à z; soient alors
1045 D'OR ERE R(E R D 2 T (d/, Ge, 228 ga +.
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ns dis ces ns Jo Tir +. 9, désignent des fonctions entières des variables , æ”, ..., a® dont les coefficients sont fonctions rationnelles des indéterminées #, À’, .. LR.
Les deux’ fonctions (2; -2) ge TETE", CA ORNE
? 2 n'ont, par hypothèse, aucun diviseur commun tant que les éléments x, #4”, ..., «4° restent indéterminés. Mais ces éléments sont variables; ils peuvent donc prendre des valeurs particulières ou encore être liés par des relations déterminées. [l se pourrait que ces valeurs particulières ou ces relations fussent telles que "(25 me RE ER aient précisément un diviseur commun en z. Dans des recherches sur. la divisibilité, il importe beaucoup de déterminer celles des valeurs particulières ou des relations pour lesquelles il en est ainsi. C’est pourquoi nous allons nous proposer de rechercher les conditions nécessaires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire les variables x’, x”, Sa pour
que les deux. fonctionsentières {25 41, m2, 4) tel 7 (2; TE PU
aient un diviseur commun en 2, alors que pour des valeurs indéterminées données à æ’ x, ..., «°, elles sont supposées sans diviseur commun.
Dans son célèbre Mémoire de 1815, Gauss s'est, le premier, proposé de résoudre un problème semblable, sans supposer démontrée l'existence des racines des équations algébriques. Le grand géomètre a donné, dans ce mémoire, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction Æ(z), à coefficients variables, ait avec sa dérivée F’(2) un diviseur commun, F(2) étant supposée sans facteur double pour des valeurs indéterminées de ses coefficients. Nous allons donner la même démonstration dans le cas de deux fonctions entières quelconques Æ{2) et G(z2), à coefficients variables. (*) Ce problème est plus général, et comprend celui que nous nous sommes proposés de résoudre. :
Ainsi, en désignant par a, a, ..., an3 Bo» Pis se. PB, (m+n+) variables, et par F2) et G(z2) les deux fonctions entières
F2) = 0,2 + a +... + a, Ge) = pe" 06 'OIEESC RES
(") La première démonstration de ce théorème a été donnée par M. KRONECKER, en 1871, dans un Cours professé à l'Université de Berlin, |
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supposées sans diviseur commun pour des valeurs indéterminées données 0 Lis cd fps Pis ces PPns NOUS cherchons des relations, entre les variables ax et f, qui soient nécessaires et suffisantes pour que F(2) et G(z) aient un diviseur commun.
Et cela sans supposer démontrée l'existence des racines des équations algébriques. J'ai suffisamment insisté, dans le premier chapitre de ce
à Le à
Mémoire, sur l'importance de cette dernière restriction. D'ailleurs, la méthode de Gauss doit, d'aprés M. KroneckER, servir de type à toutes les recherches d’Alsébre. Il convient donc de la développer avec soin.
À cet effet, nous supposerons d’abord que les variables 4 et f ne soient pas liées par des relations telles que F2) et G(z2) aient un diviseur commun, puis que les variables à et / soient liées par de telles relations, et nous transformerons successivement ces deux hypothèses en inégalités ou égalités équivalentes.
Considérons d’abord le cas particulier où 4, — ff, = 1.
2. Si F(z) et G(z) n’ont pas de diviseur commun, nous pouvons, à l’aide de l'algorithme du plus grand commun diviseur, déterminer deux fonctions enticres de z, ®(z) et W'(2), vérifiant identiquement l'égalité
Les coefficients des deux fonctions @(2) et #'(2) sont des fonctions ration- DR TDi, ec na, 0,15, ...,:b,. Nous ‘pouvons d’ailleurs toujours prendre pour ®(z:) et #'(:) deux fonctions dont le degré, par rapport à 2, soit respectivement (n — 1) et (m—1), car, puisque
LO(z) + h(2)G(2)]F (2) + [E(2) — h(2)F(2)] G(z) = ®(:)F(2) + Y(2)G (2)
nous pouvons toujours choisir la fonction entière A(z) telle que le degré du multiplicateur #(2) soit plus petit que m; celui de ®(z) est alors nécessairement plus petit que ».
Comme l'égalité
D(2)F(2) + W(2)G(2) = 1 et vérifiée identiquement en z, nous pouvons également écrire
Du) Fu) + Vu) Qu)
.) Unsn désignant (#» + n) indéterminées,
Mm+n) à
24 J Molk.
Si. done nous formons, à l’aide de ces indéterminées, deux fonctions entieres de 4
m m+n Cie — P(z 2 \ — 2 U(e—u)=P() et IG) = 06)
nous pouvons écrire
… Du)[FQu) — P(u)] + l(u)G(u) = 1 (E=1,2, em)
ou -encore
IL {O(u) Fu) — Dlu,) P(u) + Tu,)G{u)} = 1.
Les coefficients de la plus haute puissance de z dans les deux fonctions F2) et P(z), toutes deux de degré ”», sont égaux à l'unité; nous avons donc, en désignant par f,, f,,..., fu3 gi: QG ..., 9, les fonctions symétriques élémentaires des indéterminées %,, #,, ..., ,, d'une part, Et M Fra Mi dos Haine CNRUITERDAU
(DC) E (— 1 — ju + Wu) G(as)} = 1
Ce produit est une fonction symétrique entière des indéterminées %, .…., Un, et par suite une fonction entière des éléments f,, f,,..., f,. En effectuant la multiplication indiquée, nous obtenons d’ailleurs une fonction dont chaque terme contient au moins un des facteurs (4, — f,) et que nous pouvons, par suite, considérer comme linéaire et homogène des différences (a, — f;), à un facteur prés
IL Y'(u,)G(u,).
Le produit IL G(u) est, d'après le théorème fondamental de Ia théorie
des fonctions symétriques, une fonction entiére des éléments f,, f,, ..., f
Bas Pare. Ps et le produit ÎT '(u,) est, d’après le méme théorème, une k=1
fonction entière des éléments f,, f,, ..., f,. Si done nous posons
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IL G(u) a R(;, fo ce. m3 Bi; Pa . Pa)
IL #'Cu) = Sfr fes +, În)
et que nous désignions par À une fonction entière des éléments f,, ..., f
mn
nous.voyons que l'égalité précédente peut être mise sous la forme
2 (ay — f) Ki (fi: Î mote fre) vi 5 R(:; fo DETOR ne Pi; Pa por n) S (fi ; CE În) sat
Nous avons obtenu cette égalité par une simple transformation de l'identité D(2)F(2) + W(2)G(2) = 1.
Elle est donc, elle-même, vérifiée identiquement en %,, %,..., 0,. Mais les fonctions symétriques élémentaires de »# variables indépendantes forment un système de » variables également indépendantes. Il en résulte que l'égalité que nous venons d'établir est vérifiée identiquement en f,, ..., f,,; elle a donc lieu lorsque nous substituons aux indéterminées f,, &, ...,f,, les valeurs particulières 4, æ&, ..., 4,. Ainsi se trouve démontrée, pour des systèmes, quelconques &, ; &, ..., 5 (is Pas, Pas vérifiant notre premiere hypothèse, l'égalité
R(a ; Uoy sr Ans Pi; 2; …) Pa) So » Uoy +, Am) AE
Si nous observons que ÆS(f,, f, ..., f,) était une fonction entière des indéterminées f,, , …,f,, à coefficients rationnels déterminés de o&, &, .…., an: Bis Pas ee, Pas NOUS voyons que la valeur de cette fonction est finie lors- ŒHRONVYMOUNEUIUORR Lee: ere Les Variables a), æ&,5..., 4, : Nous en concluons que la fonction Ru, æ&, ..., 4p5 Pis (823 :.., PP) ne saurait être nulle.
Donc, si les variables 4 et {3 sont liées par des relations telles, que la fonction Ra, æ, ..., ans Ps fi, - +, [B,) soit égale à zéro, les deux fonctions (2) et G(z) auront nécessairement un diviseur commun en 2.
Acta mathematica, 6. Imprimé 29 Mai 1884, À
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Car si elles n’en avaient pas, nous venons de voir que À serait différent de zéro.
Dans tout ce qui précède nous n'avons considéré que les » indéterminées %,, %, ..., 0, qui définissent la fonction P(z); rien ne nous empêche de répéter les mêmes raisonnements en prenant comme point de départ les »m indéterminées wyy1, Uyyo» +++ Umin Qui définissent la fonction Q(2). Nous obtenons alors une fonction entière À, définie par l'évalité
E (ai, A 3 Le Ans J15 25 ++.) On) nil F(us)
et nous arrivons, comme tout à l'heure, au résultat que si les variables x et f? sont liées par des relations telles, que la fonction Riu, My ce. Ans Pis Pas +. fn) Soit égale à zéro, les deux fonctions F2) et G(z) ont nécessairement un diviseur commun en 2.
Posons, pour un instant, 4,,, — v,; nous aurons alors me mn nm I Qfue ALL (ur, — V) = ( 1)" LL I (v, Ux) mn n n m JL P(w) = II PIE IL TL (U, — 43) donc m m+n IL Q(us) = (— 1) IL P(u).
Ainsi les deux fonctions À et AR, sont égales, au signe prés, pour des fonctions Æ et G à coefficients indéterminés. Il est, en effet, manifeste Que POUT Gs Maytes.f Ces (ia Parler.» ff, iNdéterminés, les fonctions, Pret F et, de même, les fonctions Q et @&, sont identiques.
Les deux termes de l'égalité
m m+n I Q(u) = LL P(w)
sont fonctions symétriques des indéterminées w,, %, ..., w, d'une part et des indéterminées #11, .., Win de lautre; cette égalité a d’ailleurs lieu’ identiquement. en us AN SU SOU TMOOIIC CARESHNEN
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fs -, fu; Qi Me .., 9,5 ellé a donc également lieu si l’on y substitue à 1; >» res LAB Q15 Us ++. les variables As Ars ce.) Ans Pis BP “549 es liées par les relations considérées, ce qui démontre l'égalité, au signe prés, des deux fonctions (a, Ans res En (13 (Po) Ne OL NA Diane Da
Cette remarque nous permet de donner une méthôde pour trouver, dans chaque cas particulier, la fonction Ra, æ&,..., a,5 fi, Pas ..., me En effet, si
m+n RE II (2 — u3) E= l'expression im + n H(z)
F2 (z = Ux) H(ux)
est une fonction de z, qui, pour ? = w,, se réduit à l'unité. Elle représente donc la fonction de degré (m + n — 1)
D(z)F(2) + d(2)G(2) qui est identiquement égale à l'unité, et nous pouvons écrire
m+n | H(:) be” Se (GG — uw) Hu)
ou encore, puisque (2) = P(2)Q(2)
OURS SE CU CRE Er Ur Pux) Q(ux) mn ux P(ux)Q(ux) En chassant le dénominateur, m m+n * I Qu) = + IL P(4) = A, D Sn Pre ere, Un)
il vient, BG; f; ne fs (1 » (> » NU ALES à du)
L ÿ2U)aG)Q(u)Q(u) PQ NQ 0 QU) «4 —— (3 — ux) P'(ux)
LS P(2)Q(&) Pme) P(um4s) -. Pux-s) P(uxxs) - + P(tmn) de à
kA=m+1
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dut Re UE
désignerons par (P,(2; w) et @Q(z; w); les deux produits
Q{u) QU) 7.1 QUAD O IE NRO
Mais sont des fonctions entieres de z et de w, que nous
et PU) PU). 20 Pi NP USD ERA EE)
sont des fonctions entières de #,; nous les désignerons par Q*(w,) et P'(u;). Alors l'expression P(z; w,) Q*(u;) sera une fonction entiere de u,; à l’aide de l'équation P(u,) = © (k = 1; 2, ..., m), nous la réduirons au degré (nm — 1); elle peut donc être mise sous la forme
Jilx Qoux Cu Life + Tin
de méme, à l’aide de l'équation Q(u,) = 0 G=m+#+1, m+2,..., m+n) l'expression Q,(z; w;) P*(u,) peut être mise sous la forme
Dis T END RE RE EDS
les coefficients pi, Pr, :.., D,3 is das +.) ns désignent des JONCTION entières de 2.
Nous obtenons ainsi l'égalité,
R(f; fo PA, 27 01» (> » A Qn)
3 mn —1 m—2 m+n n—1 n—92
4 qiux ar qeux on ….. cr Jin Pix + Poux + ho + Pn
= (4) >: IRON PUR Era UNS w Pr.
2\ k=1 PQux) & ( Le Qux)
Les formules d'EuLEr
mn m—i m+n ñn—i
> Ux D ux | 1, DOUDYE ="
= PQux) d 4=m+1 QCux) 4 | O, pour i >.-I
nous permettent de réduire cette égalité à la suivante, identique en
1 CE vh Le (us os +.
R(;, Îer cc) no ll or ee qu) 7 Hz) Q(z) + P,(2)P(e).
Si donc on nous proposait, dans un cas particulier quelconque, de former la fonction Ra, &, ..., an; 1, Pa, ..., B,) correspondant à deux fonctions données F(z) et R(z:), nous formerions à l’aide des indéterminées
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Ui, U, ..., Un, Les deux fonctions auxiliaires P(2) et Q(2), et la méthode précédente nous permettrait de déterminer deux fonctions p,(2) et g,(2) telles que p.(2)P(z) + q,(2)Q(:) se réduise à une fonction entière des indéterminées ff, ..:, fnsdis du, ..., g. Si dans cette fonction, nous substituons Hs Up +. Ans Pa» Pa 10 ee (ie fi; Îs 3 tas 15 V2» +. Qu» nous obtenons la fonction cherchée,
(a; Ayy y An; Bi Pas ….) Pa) -
Nous pouvons résumer les recherches précédentes en disant que l’unique condition R(a, Up ce.) An; Pi Pa MECS ; Pa) at?
est suffisante, pour que les deux fonctions Æ(z) et G(2) aïent un diviseur commun. |
3. L'alsorithme du plus grand commun diviseur suffit pour nous donner la condition nécessaire.
Comme P(z) et Q(2) n’ont, par hypothèse, aucun diviseur commun (puisque leurs#coefficients-f, f,..., f, et !m, dm, ..2, 9, sont indéter- - ininés), nous savons trouver. deux fonctions entières de 2, ç(z) et d(2), atcoëfficients rationnels en f,; fo, «3 fus Mis os ce M telles que
Réduisons au même dénominateur les fonctions @(z) et (2), et chassons ce dénominateur. L'égalité précédente devient alors
p(z)P(2) ns q(z)Q(z) du EE 2 EX, [ie Qu Go +...) g»)
où les coefficients de p(z), g(2), et T lui-même sont fonctions entières, à coefficients entiers, de f,, fo; ..., fn Qus Mas ss Me Si nous réduisons les degrés de @&(z) et d(z) à (n— 1) et (m— 1), il est facile de voir que les deux multiplicateurs ç(2) et d(z:) sont déterminés univoquement; il en résulte que les trois fonctions p(z2), g(z) et T sont, au signe prés, également déterminées d'une manière univoque, si nous convenons de débarasser T' et les coefficients de p(z) et g(z) des facteurs qu'ils pourraient avoir tous en commun. L'existence et l’univocité, au signe prés, des fonctions entières p(z), qg(z), 1, est ainsi démontrée; elle repose sur la possibilité de trouver les diviseurs d’une fonction entière quelconque.
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Ceci posé, supposons que (2) et G(2) aient un diviseur commun; il faudra alors que ce diviseur soit contenu dans la fonction T que l’on obtient ent substituantesà &f, M0 AR EN sr Nate cote M, mn ans Br, Basse, Pt desdenx Honctions Az) ete égalité. précédente. est:-identique en f,, E;4%865001; 0 2.719, 10008 cocfficients des plus hautes puissances de ÆF(2) et de G(z2) sont égaux à l'unité; un diviseur commun à Æ(z) et à G(z) dépend donc nécessairement de 2; et, par suite, Ti , . 0, à,; Pi, - *,08,) quivestindépendant de z, est égal à zéro.
Nous avons ainsi trouvé une condition nécessaire pour que les deux fonctions F2) et G(z) aient un diviseur commun.
4. Il est maintenant naturel de rechercher si les deux fonctions
R(a, Ups ++) An; Pi Pa PER) Pa) et Ta ; A23 +.) An; Pi Pa) TRUE Ba)
sont indépendantes ou non, et, si elles ne Ile sont pas, de chercher à trouver les relations qui les lient l’une à l'autre.
Dans ce but, nous démontrerons d’abord que dans le domaine d'intégrité (fi, fa, ce, Îns Gus Gas +» Q), la fonction À est irréductible "Cela est facile. Nous avons, en effet, identiquement en uw, 4, ..., Un,3 Vis Vas Te, Un,
= 12 eee
(fr, AE EP (4 Qi > (2 » 7 Q,) = ÎL(u, — 0). Es 2, son Supposons done que À soit réductible dans le domaine d’intégrité considéré; l'un de ses facteurs contiendra alors nécessairement une des différences du double produit qui est égal à R, par exemple w, —v;, et
si nous désignons ce facteur par À, nous avons identiquement en
1e Us Us ; HAE Un, Vi Lo, ENT A Vs)
Rite 12 EX La Qi» ( » a PE. | Qn) = O (mod uw, — v,) et par suite, à cause de l'identité en %,, %, ..., 4», Rif Pr MARS 0: DL) =ONMOUY,—-V,) RENNES
Comme les #» fonctions linéaires (uw, — w), (= 1, 2, .-., m), n'ont aucun diviseur commun, nous aurons donc, toujours identiquement en U; , Us ; PAP ES Un V; ) Lo, JE") Vns
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Rte be à COMENT NOR gun) = © [mod LE (4, — v,)]
et par suite, à cause de l'identité en v,, v,, ..., v,, la même congruence 4 m
pour k—1,2,...,n, ou encore, comme les » modules IT (u, — »,), 1=1
(6 = 1, 2,..., n) n'ont aucun diviseur commun,
R; (fe P RAA PA PE Q1 > (2 » CNE: Qn) 0 [mod I (u, — v)]. FR il
NE. SO TRUC
Si donc la fonction À contient un facteur linéaire (w, —v,) de la résultante R(f5 hi, ...; fus dis g:...,9.); elle contient aussi nécessairement le double produit qui est identique à cette résultante elle-même. L'irréductibilité de À, dans le domaine considéré, est ainsi démontrée.
Ceci posé, comparons les deux fonctions R(f, f,,..., f,; gi, ,..., 0) et T(f, fa ses) m5 Dir os O1) - |
Nous avions obtenu les deux égalités
Nous en tirons, par soustraction,
SR AOC) ER
ou encore, [9,(2) est différent de zéro]
q(2)Ep(2) — p(2)1P(e) + La(e) — 9 (2)ICR — p(e) P(e)] = 9,(2XR — T).
Nous voyons donc que la différence q,(+)T — g(z)R, dont le degré, par rapport à 2,-est plus petit que »#, est divisible par P(z) dont le degré, par rapport à 2, est égal à m3; ce qui n’est possible que si
Il faut donc que la fonction g(z) soit contenue dans le produit g,(2)1, et, par suite, que g(z2) soit un diviseur de qg,(2}; car si g(z) contenait un facteur indépendant de z qui fût également contenu dans 7, comme le coefficient de la plus haute puissance de -P(z2) est l'unité, ce facteur serait
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aussi contenu dans plz), et p(z), g(2), T, auraient un facteur commun contrairement à ce que nous avons dit dans le numéro précédent. Soit donc qe) = H(a(ey:
remplacons, dans l'égalité précédente, g,(z) par sa valeur, et divisons par la fonction g(z) qui est différente de zéro; il vient
RATER; Ainsi Z' est contenue dans À; mais À est irréductible; donc TN
Cette même égalité, démontrée dans le domaine (f,, f, ..., fh3 Qi: + .» 9) a évidemment encore lieu lorsque l’on substitue aux indéterminées fns fo ve. Îm 3 A1» M2» ++ Vu les variables As Los es Am Ps Be pales Ps quelles que soient d'ailleurs les relations qui lient ces variables.
La condition nécessaire que nous avons trouvée, et la condition suffisante sont donc identiques, et nous pouvons dire:
»La condition nécessaire et suffisante à laquelle doivent satisfaire les variables à’, x”, ..., æ®, pour que les deux fonctions entières fe; &, à", ..., 4%) et ge; à 21,2, MG) OPA TONNERRE diviseur commun en z, est, dans le cas particulier où f = g, = 1,
(fs fs +45 fm3 Pis Jar + ++5 In) = 0.
Cette fonction À est le résultant des deux fonctions f(2) et g(z); d'apres ce qui précède, nous savons le former, quels que soient les cocfficients de f(z) et de g(z). Remarquons, en passant, qu'en réalité c'est R — o qui est l'équation résultante des deux équations f(z) — o et g(z) — 0.»
5. J'ai, dans ce qui précède, défini le résultant de deux fonctions entières, et, comme une fonction entière déterminée des coefficients des deux fonctions entières données, ét, comme une fonction entière facile à déterminer dans chaque cas particulier, à l’aide de l'algorithme du plus grand commun diviseur appliqué aux deux fonctions entiéres données. J'ai ensuite montré que les deux fonctions, ainsi définies, étaient identiques. Il me reste à ramener, au cas particulier considéré, le cas général où les
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deux fonctions f(x’, æ”’, ..., 4°) et g,(x’, x”, ...: ;.4%) ne sont pas égales
à l'unité. Il suffit, de nouveau, de considérer les deux fonctions F(2)
et G(z) dans lesquelles les coefficients à, et f, ne sont pas égaux à l'unité. Soient |
x Fe) et G(z) = > G(s);
le résultant des deux fonctions F(2) et G;(z) est une fonction entiere Œ
(44 Œ, de —, —, ,.., , JU AS Drleiels do 0 do B D
Il est d’ailleurs égal au produit
IL & (u,)
dans lequel on a remplacé les fonctions symétriques élémentaires de SEE ci
Ui, Uoy ss Un par les coefficients +, —, ..., —". Si donc nous multi-
4; ad Œ
plions ce produit par af, ce qui revient à multiplier le produit
Il G(u)
par æ, nous obtenons une fonction entière de 44, &,...; 4n5 (os (15 «123 (Pa; d’ailleurs
m m ñn
RE QG) = for E LL u — n) = g IE P(n)).
Il convient donc de considérer cette fonction entière, comme /e résultant -des deux fonctions F(2) et G(2).
‘ Le résultant de P(z:) et de Q(z2) est irréductible. Nous savons, en effet, que le double produit
m ñn
Il (y — %)
est irréductible dans le. domaine (f,, f, ..., fn3 os ++, 9); Si donc le résultant de P(z) et de Q(z) était réductible, il aurait tout au plus un facteur indépendant de z, f, ou g,. Mais dans le produit
Il Q(ux)
Âcta mathematica. 6, Imprimé 7 Juin 1884. 5
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le terme indépendant de w,, %, ..., u,, est égal à f;g%'; et dans le produit
il est égal à g5f,. Ni f, ni æ ne sont donc contenus dans le résultant
des deux fonctions P(z2) et Q(z); ce résultant est donc bien irréductible. Le problème proposé peut ainsi étre considéré, comme entiérement
| Ld résolu.
Domaine général de rationalité.
1. Considérons une fonction entière de x, de degré n, irréductible dans une domaine naturel dé rationalité (}, R”, ..., R°). Egalons cette fonction à zéro; l'équation ainsi obtenue est dite irréductible, et ses n racines &, &, ..., &, sont dites fonctions algébriques conjuguées de R', À’, ..., N°; dans le cas particulier où le domaine se réduit à l’unité, c’est à dire où les coefficients sont des nombres entiers, les racines Ë,, &, ..., &, sont dites nombres algébriques conjugués.
C'est ici que nous supposerons connue la démonstration de (Gauss sur l'existence des racines d’une équation algébrique, telle qu’elle a été interprétée par M. KRONECKER, qui, aprés avoir ramené le, cas général à celui des racines réelles, sépare tout d’abord les intervalles dans lesquels une équation peut être vérifiée approximativement. (?) Il est alors parfaitement rigoureux, pour abréger le langage, de dire qu'une équation a n racines. Cette introduction en algeébre d’un symbole qui lui est étranger, a, comme je l'ai exposé dans le premier chapitre de ce mémoire, au moins dans l'état actuel de la science, ses avantages et ses inconvénients. Pour faire saisir, en partie du moins, les uns et les autres, je reprendrai dans le chapitre suivant, à l'aide des systèmes de diviseurs, la
question importante que jaborderai tout à l'heure, dans le paragraphe
—_ < — asains > tion
(*) Comparez page 4.
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4 de ce chapitre, à l’aide des fonctions alsébriques, ct je montrerai comment on peut la résoudre sans l'emploi de ces symboles. Mais comme il m'a été impossible de démontrer de la même manière la décomposition générale des systèmes de diviseurs, dont la question traitée dans le paragraphe 4 n'est qu'un cas particulier, j'ai préféré introduire, dés maintenant, les éléments auxiliaires, dont j'aurais parfaitement pu me passer dans tout ce chapitre. Je ne les ai pas introduits, dés le début de ce chapitre, parce que quelques-uns des résultats obtenus jusqu'ici sont nécessaires pour la démonstration de la séparation des racines possibles d’une équation alsébrique donnée, et de l’existence d’un nombre rationnel vérifiant cette équation avec une approximation aussi grande que l’on veut.
Aïnsi nous parlerons de fonctions algébriques, de nombre algébriques; mais, encore une fois, 1l est bien entendu que ces fonctions algébriques, ces nombres algébriques, n’ont aucune existence par eux-mêmes, que nous y adjoindrons toujours l'équation f(x; N', HR”, ..., N°”) — o qui les définit, f étant une fonction entière, que c'est cette équation qui a un sens alsébrique, que c'est son adjonction qui seule nous permet d'introduire, pour abréger, l'idée approximative de fonction algébrique, au même titre que celle de fonction rationnelle. |
2. Dans un grand nombre de recherches les éléments du domaine de rationalité sont liés par une équation algébrique. Nous dirons alors que, dans ces recherches, on considère comme connue une fonction algébrique déterminée ou encore que nous adjoignons au domaine naturel de rationalité (R, R”, ..., R®) une fonction algébrique G de ces indéterminées. Le nouveau domaine (6, R’, R”, ..., °°) comprend toutes les fonctions rationnelles de G, R’, HR”, ..., N°”. Ces fonctions rationnelles sont, toutes, des fonctions algébriques de HR’, R°”, ..., N°. En effet, si G est racine de F(G) —o et si R(G) = G, désigne une fonction rationnelle quelconque de 6, G, sera racine de l'équation
IT(: — G,) = o ou. le produit est étendu à toutes les racines de F(G) = 0. Ce produit est fonction symétrique des racines de l'équation F(G6) = o, donc fonction rationnelle des coefficients de cette équation. G, et 6, et, par suite,
toutes les fonctions du domaine (@, #, R”, ..., R°°) sont donc fonctions
alsébriques des mêmes: indéterminées.
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Parmi les fonctions aloébriques comprises dans le domaine (GERS RE AIT)
celles qui sont d’un ordre donné k, c’est à \dire celles qui vérifient une équation dont le degré est k, forment un genre d'ordre k. 6 étant d'ordre n, il y à certainement un genre d'ordre n. Ce genre dérive du domaine naturel.(R RS con ENT.
Les fonctions alsébriques conjuguées déterminent des genres qui s'ils sont différents, sont dits genres conjuguées. |
Le nombre % est nécessairement un diviseur du nombre »#, Soit, en effet,
une équation irréductible de degré », définissant les fonctions conjuguées
G:, G., …) G, ; et soit 07 D(G,, Medio R°)
une fonction rationnelle de G,, h’, R”, ..., R®. Le produit
ve
Il (ions D(G)]
est une fonction entière de g dont les coefficients sont fonctions rationneles de h’, R”", ... ,,R#,: Cette fonction entiere"G(a; RE ,900) peut être réductible; soit H(g; R’, R”’, ..., R®) un de ses facteurs irréductibles. Comme la fonction entière H[@(6G,); N',.R”, ..., R®] sannule pour une des » racines G, de l’équation irréductible F(G6) — o, elle s’annule pour toutes les racines de cette équation. Aïnsi
H[D(G,); À, R’, .…., RP] = o
pour k— 1, 2,...,n. Cette même relation ayant lieu pour tous les facteurs irréductibles de G(g; R', R”, ..., R), ces facteurs irréductibles
sont identiques, et nous avons f : 0 2] JUNE } à , 0 a: NOR er, RAMSNANOIANS 77. RE
Il en résulte que l’ordre % de g est égal à un diviseur de n; n = k.».
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Pour voir comment se groupent les fonctions algébriques 6, si nous considérons les fonctions alsébriques conjuguées g, comme connues, posons
rs ALT (6 D) Qui — KE k
et désignons par #'(6, g;) le plus grand commun diviseur de F(G6) et de 6(6)—g. Nous aurons alors
d’où
Ainsi la fonction F(G), irréductible dans le domaine naturel de rationalité, devient réductible si nous adjoignons à ce domaine les racines de l’équation H(g; R, R’, ..., R®) — o. Ses »n facteurs linéaires se partagent en k groupes contenant chacun . éléments. Afin de mettre en évidence cette dépendance de 6 et de g, nous dirons que le genre g est contenu dans le genre 6, et que le genre G contient le genre g. Lorsque deux genres se contiennent réciproquement, ils sont identiques. Aïnsi toutes les fonctions du domaine (6, h’, R”, ..., N°) font ou bien partie du genre 6, ou elles sont contenues dans ce genre. Les fonctions rationnelles de R', À’, ..., R°, pouvant étre considérées comme des fonctions algébriques
d'ordre un, font elles-mêmes partie du domaine (6, h’,..., R°”) de sorte
que le domaine naturel de rationalité (R', N°’, ..., R°”) est contenu dans le domaine (6; R’, R”, ..., R®) qu'il a engendré par adjonction de la fonction algébrique G.
L'adjonction d'une racine d’une fonction entière égalée à zéro, à un domaine (}, R”’, ..., R°) ne donne naissance qu'a des genres dérivés du domaine considéré, même si les coefficients de la fonction entière font euxmêmes partie d’un genre dérivé de ce domaine. En effet, dans un domaine déterminé, une fonction algébrique d’une fonction algébrique est une fonction algébrique; car, si F(x; HR’, ..…., R)—=0o et Gy; x, À, ...,R*)—0 ébique, £) (i "1,2, ..)ndésignent. lestracines de Æ— 0, le produit
IT G (y: E, R, ..., R®) étendu à toutes les racines 6, est une fonction
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symétrique de ces racines, ct, par suite, une fonction entière de y, dont les coefficients sont fonctions rationnelles de H’, ..., h°.
Ainsi en répétant plusieurs fois l'opération auxiliaire qui définit les nombres et les fonctions algébriques, nous n'obtenons rien de nouveau. L'idée de genre suffit pour nous rendre compte des domaines qui sont alors engendrés par le domaine naturel de rationalité. Suffit-elle également pour nous rendre compte de ce que devient ce domaine naturel de rationalité, si nous lui adjoïignons un nombre quelconque de fonctions: alsébriques de ses éléments; ou est-il nécessaire d'introduire, dans nos recherches, une idée plus générale? C’est ce que nous allons étudier maintenant.
3. Soient p°, p®, ..., p®, » fonctions algébriques des variables indéterminées R’, R”, ..., N°, définies par les relations,
AGP) = 05 AGP) = 05 22, E(D°) = 0$
et 3, Ua, -.., U,, » variables auxiliaires. Considérons le produit
Le 00 10? =... — 14,0)
étendu à toutes les valeurs conjuguées de 9%, de 9°, ... et de p°. Ce. produit est une fonction symétrique des racines dé chacune des équations 00) 20 4 0 TE OT Un ES PRICES donc une fonction de 2 dont les coefficients sont fonctions rationnelles des variables indéterminées À, À, ..., N°, et. fonctions entières des variables auxiliaires Us Mas sec Me DOI (25 Ua lnos 20 ts ne A UTC ECTS irréductibles. Nous aurons évidemment
H{E UE MA IT(2 — 40 — u,0 —... — u,p)
Die produit n'étant étendu qu'a un certain nombre des valeurs conjuguées de. p®, de p°, ... et de 0°. . Maisialors, si 4, ©, ..., ©. désishient D nouvelles variables auxiliaires, nous avons
Hz; u + vu, u +0, :.., u, +0)
Le () (1) @ = Ie — 9f —...— 0,0 — 0,0 —.,. — 0,p})
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ep: li re @) LT RS OR He - vi V0) LE Uis Uss <.., 4) _ FE LUE @ = IT (c tn ph u,0 Up — — v,p$).
Ces deux fonctions ont un diviseur GOT 8 — Up — 00 — ... —u,0 — v, 0% — 00 — ... —v,p{ En général ils n’en ont point d'autre; car de l'équation 800$ — 00 — ... — 0,9 — 00 — V0 — ... — 0,04 = 2 — 00 — 008 —... — 0,09 — 0,0 — 0,09 — ...— v,0Ÿ, il résulterait V10$? + Vs 0 +. . + ROUE AS 2. +. V0 +. . + v,0% et, par suite, le discriminant de la fonction érréductible, HÉANUREUS ETAT.)
serait nul. Si donc nous donnons au systéme de variables v,,%,,..., 0, une valeur quelconque 4,, a, ..., &,, différente de la variété (y — 1)" qui seule peut annuler le discriminant de Es Dir Das res U), l'expres-
SION 2 — 0109) —... — 4,0$) — Q10ÿ) —.. a,p# est le plus grand commun diviseur des deux fonctions He: MH Mrs + @) et He — ap —...— a,pŸ; u, w, ..., u,). Mais alors l'expression
UD qe UD) ARTE U,0Ÿ ar a, Rd RER. G;p1 est fonction rationnelle de es UT De Ce mi CR TE OL et, par suite, %9% + w9Ÿ +... + u,pŸ est fonction rationnelle de GOT + GDŸ +... + GOT; Uis Was es Uye Ce que nous venons de dire de la ART alsébrique p,, a lieu de même pour chacune de ses
conjuguées. Nous pouvons donc dire que 00 + 009 +. + 0,0
est. fonction rationnelle de a, + ...+ ap; w, w, ..:, u, En donnant à %:,, %, ..., #, des valeurs convenables, il en résulte que
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chacune des fonctions 9%, 9%, ..., p® est fonction rationnelle dé ap + ap9° +... + 4,9%. D'autre part, a9% + a,9° +... + a,p° est manifestement fonction rationnelle de 9%, 9%, ..., op. Le genre (0°, 09, ..., 995 HR, R,..., R%) est, parssuite, identique auvrenre (9®.+ ap + 2. + aps Ras RE):
La question posée est ainsi résolue; l’adjonction d'un nombre quelconque de fonctions algébriques aux indéterminées et aux entiers qui composent le domaine naturel de rationalité, est identique à celle d’une seule fonction algébrique à ce même domaine. C’est pourquoi nous nom-: mons un domaine de la forme
domaine général de rationalité.
Le domaine général de rationalité embrasse le domaine naturel correspondant. Dorénavant lorsque nous parlerons d'un domaine de rationalité, nous entendrons par ,là, indistinctement un domaine général ou naturel de rationalité; ainsi dans le domaine (6; }’, HR”, ..., h°) il ne sera pas indispensable que G figure vraiment. Lorsqu'il sera nécessaire de distinguer entre les deux cas, nous ajouterons l'adjectif naturel ou engendré suivant que G ne figure pas, ou figure, dans le domaine
4. On pourrait enfin supposer que les variables-indéterminées soient liées, non par les relations particulières
AU h, h", ASE 210) — O (k=1, 2, .…., y)
qui définissent » fonctions algébriques 6%, 0%, ..., 0%, mais par un nombre quelconque d'équations algébriques entre les variables indéterminées 70, 00, 10 va 0e Ms Nr Ut 7 TOCSC OR RITO AENTTE SUIS TION quelconque de variables-indéterminées. |
Je démontrerai plus tard que le domaine aïnsi formé ne donne, lui aussi, naissance à rien de nouveau. C’est dans la démonstration de ce théorème que consiste précisément le probléme général de l'élimination, dans le cas particulier où le domaine de rationalité est égal à l'unité. Les premières recherches sur la divisibilité nous aménent ainsi à étudier
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le problème général de l'élimination. Il suffit, pour le moment, d’avoir réduit. l’adjonction d’un nombre quelconque de fonctions algébriques à l’'adjonction d’une seule fonction algébrique, et d’avoir ainsi introduit l'idée de domaine général de rationalité dans nos recherches d’Algebre.
Réductibilité des fonctions entières dans un domaine général de
rationalité.
1. L'idée d'irréductibilité est relative. Elle dépend du domaine de rationalité que nous fixons au début de nos recherches. Il est donc naturel de nous demander si nous pouvons l’étendre à un domaine général de rationalité.
Rien n'est moins évident. Car la méthode que nous avons suivie pour reconnaître si, dans un domaine naturel de rationalité, une fonction “entière a des facteurs ou non, n’est plus applicable.
A la vérité, nous pourrions donner une définition logique de l'irréductibilité. Mais il nous faut une définition algébrique comme nous l'avons fait remarquer dans le premier chapitre.
Nous devons donc, tout d’abord, donner une nouvelle méthode qui permette, à l'aide d’un nombre fini d'opérations, de reconnaître si une fonction entière de plusieurs variables, dont les coefficients font partie d’un domaine général de rationalité (0; #', h”', ..., N°), peut, ou non, être mise sous la forme d’un produit de fonctions entières de ces variables, dont les coefficients fassent, eux aussi, partie du domaine (0; R, R°”, …, HR”), et qui, dans le premier cas, donne le moyen de trouver ces facteurs.
Ordonnons par rapport à l’une des variables, z. Si le coefficient À de la plus haute puissance de z est différent de l'unité, nous décomposerons la fonction considérée en deux facteurs dont l’un est À et l’autre une fonction de z dont les coefficients font partie du domaine (6; #, R”, ..., R°°), le coefficient de la plus haute puissance étant égal à l'unité. Deux cas peuvent alors se présenter. Ou bien À contient au moins une nouvelle variable indépendante Zz, et alors nous pouvons, en ordonnant À par
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rapport à z, répéter sur À, qui contient une variable de moins, les mêmes raisonnements que sur toute la fonction considérée. Ou bien À ne contient que 9» et les variables-indéterminées et alors il ne serait d'aucune utilité de décomposer A. Nous pouvons donc supposer, sans restriction aucune, que le coefficient de la plus haute puissance de z est égal à l'unité. Attachons-nous d'abord, pour plus de clarté, au cas où il n’y a qu'une seule variable. z. Il est toujours permis de supposer que la fonction donnée Æ(z) ne contienne pas de facteurs multiples; car, si elle en contenait nous considérerions non pas cette fonction, mais la suivante,
F'(a)0N0e Dv(F(2), F(z)]
en convenant, une fois pour toutes, de représenter par Dvf[ç(x), d(x)] le plus grand commun diviseur des deux fonctions &(x) et d(x). Nous savons toujours, par un nombre fini d'opérations rationnelles, former cette fonction qui ne contient que les facteurs simples de Æ(2) et qui les contient tous.
Remarquons ensuite que dans un certain nombre de recherches les coefficients de la fonction entière donnée font simplement partie d'un domaine naturel de rationalité (f', R'”, ..., N°?) et que c'est cependant le domaine général (0; R#’, hR°’, ..., R°°) que l’on considere comme connu. Nous avons alors à faire une recherche analogue à la précédente. Les
deux cas ont ceci de commun que dans tous deux nous cherchons à
savoir si la fonction donnée contient ou non un facteur dans un domaine déterminé (0; HN, ..., N°). Pour n'avoir pas à distinguer entre eux, nous considérerons, non pas la fonction Æ(:; 0, N, R”’, ..., N°) où » pourrait ne figurer qu'en apparence dans les coefficients des différentes puissances de 2, mais la fonction
où # désigne une indéterminée. Nous sommes alors certain que figure dans les coefficients des différentes puissances de la variable 4; quant à l'indéterminée # nous savons que son adjonction ne peut en rien changer la réductibilité d’une fonction quelconque; d'autre part, si nous donnons une méthode pour trouver les facteurs contenus dans la fonction Fe + up; p, NW, À’, ..., R®), considérée comme fonction de (2 + wp),
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il est bien évident que, # étant une indéterminée, nous aurons, en même temps, les facteurs cherchés, contenus en F2; 0, R', #7, ..., R°).
2.- Ceci .posé, soient 61, @, «.«, p1, les’ À racines de l'équation f(o) = 0, qui définit o. Formons le produit
pt IL F(e nos Hanoi Ris ans) RC);
cette expression est symétrique dans les racines de f(0) — 0; c’est donc une fonction entiere de z, dont les coefficients font partie du domaine (GR, R’, ..., R”). Nous savons trouver les facteurs irréductibles d’une fonction entière, dans un domaine naturel de rationalité; nous pouvons donc écrire, en sous-entendant les variables-indéterminées #, R°”, ..., }°,
IL F(e + wpss pr) = Vi(z)Va(e) +. Vrr(e)
où (2), (à = 1, 2,...,n) désigne une fonction entière de z, irréductible dans le domaine (KR, R”, ..., R°), et contient en outre l’indéterminée w. Les y, sont des nombres entiers. Pour nous rendre compte de la grandeur de ces entiers, prenons, dans l'égalité précédente, la dérivée, par rapport à z, des termes de droite et de gauche.
Nous obtenons, à droite,
V2) Va 2). 2 Pr(a) À LuVi(z)Pi(e) 2e Vi(e) ie) (a).
Si donc l’un seulement des entiers w, était plus grand que l'unité, la dérivée du terme de droite et, par suite, celle du terme de gauche, c’est à dire celle du produit considéré, aurait un facteur commun avec ce produit lui-même. Cette dérivée étant égale à
À pv 7 OE ; ; + (Ge II F2 + w,; ))
= F(z + Uk; Pr) h=1
il faudrait donc que l’un des facteurs du produit, F(2 + wp,; p,) par exemple, et |
(a + mp5 p)F(e + u0:5 p:) Fe + 0:53 ps) ++. F(e + up13 p))
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eussent un facteur commun; comme nous avons eu soin de débarasser, tout d'abord, la fonction F(:) de ses facteurs multiples, il faudrait donc aussi que F2 + u9,; p,) et F2 + u9,; pa), par exemple, pour £ > 1, et, par suite, en posant 2 + wo, — y, que F(y; p,) et FTy + u(ox — pi); pu] eussent un facteur commun. | |
En développant la dernière fonction suivant les puissances de #, on a
Fy + Cox — p:)3 04] = E(y5 pr) + uCox — 03) F3 à) + 2e + doi — 05)".
Mais « est une indéterminée; il faudrait donc que F{y; p,) et (ox — p;)"
qui est indépendant de y, eussent un diviseur commun, contrairement à l'hypothèse À — 1. | |
Nous avons ainsi montré qu'aucun des entiers y n’est plus grand que un, et nous pouvons maintenant écrire,
LL F( + 4015 po) = V()V,(e) ... P(a}.
La fonction entière de z, F(2 + u9,, p,) à d’ailleurs, manifestement, un diviseur commun avec l’une des fonctions V,(2), avec V;(2), par exemple. Si nous désignons par (2; p,) le plus grand commun diviseur de ces deux fonctions, déterminé de manière que le coefficient de la plus haute puissance de z soit égal à l'unité, et par (2; p,), d(z; p.), (2: p.), Y(z; p.), des fonctions entières de z, nous pouvons donc écrire
V, (2) == p(z; p1)0,(; P;) Fe + up,; p,) = ge; p,)6,(e; p;) 8,(e; p,) = D; p,)Vi(e) + Fe; 0,) Fe + wp,: p,)
ou, plus simplement, d’après la convention faite au début de ce paragraphe
6e 01) = Dv(P(e); F(e + 0,3 p)].
Mais toute fonction rationnelle de 9 qui s’annule pour -une racine p, de l'équation irréductible (0; R', R”, ..., R®) — o s’annule également, d'aprés ‘un théorème bien connu, pour toutes les racines y, de cette
Fr
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équation. Les trois égalités précédentes subsistent donc si nous changeons #1 en p,, et nous avons ; |
(2; jo) = DvfV.(z); Fe + wo; pi)]. (E=1,9,..,)
Deux quelconques des fonctions 4,(2; p,) et #,(2; 9) sont d’ailleurs premiéres entre elles; car elles sont respectivement contenues dans les deux fonctions Æ(2 + wo,; p,) et F(2+ w9,; px) que nous savons être sans diviseur commun. Si donc nous considérons le produit
II Ô, (2; D
qui est une fonction entiere de z, dont les coefficients font partie du domaine naturel de rationalité (f, R”’, ..., R°), nous voyons que ce
produit est un facteur de la fonction entière
(2) dont les coefficients
font partie du même domaine, et nous avons
À V.(:)=0 [mod [ 4, (z; P)]:
D'autre part, de l'égalité
0,(25 px) = D(25 où) Vie) + (as D) Fe + Up: pi) qui à lieu pour 4 — 1, 2, ..., À, nous déduisons la congruence
À À LL 6(2; 1) = LT #5 01) LT Fe + mp3 ps) [mod P,(2)]
; À n et comme II F(2 + w9,; p;) est égal au produit I V,(2), nous avons aussi k=1 : i=1
À IL 6, (:; Pr) = © [mod V,(2)].
Des deux congruences démontrées résulte légalité
V,(2) = IT 8,2; o)).
Nous avons donc décomposé la fonction V(2), irréductible dans le domaine naturel de rationalité (HR, HR”, ..., HR), en À facteurs, en adjoïgnant à ce
domaine une fonction algébrique », d'ordre À, et ses conjuguées,
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Si 0e; où) = Dv[V,(e); Fe + wo; p)]
nous obtenons, de méme, l'égalité
V(e) = ITA, p).
Comme ceci a lieu pour k = 1, 2, ..., n, nous avons aussi
HF(e + 0:53 x) = IT (2) = IL IL 0 n(25 pu).
Considérons maintenant le produit
Comme is 0,(e; Pa) a ®,(z; Pa) V, (2) + p',(2; Pa) F(2 + 0; Pà)
et que
il est évident que nous avons la congruence
I 0,(2; px) =0 [mod F(2+ 09,5 pa)].
Ecrivons IL 6, (2; Lx) = Q(z; px) F(e + Upr; Pa);
il en résulte immédiatement, ñn À
IL IL 0, (2: 1) = Il QG; 01) I F(e + up: pi)
d'ou, à cause de l'égalité que nous venons de démontrer,
IL Q
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Chacune des fonctions entières de z, Q(z; p;), est donc indépendante de z et comme le coefficient de la plus haute puissance de z est égal à l'unité dans toutes les fonctions considérées, et, par suite, aussi dans Q(z; p4), nous pouvons écrire
Q(z; Pa) ke RES Ainsi
ñn
ÏL 6,(4; po) = Fe + up:; pi).
Chacune des fonctions 4, contient l’indéterminée #. D’après le théorème fondamental sur la réductibilité des fonctions de plusieurs variables dans un domaine naturel de rationalité, nous savons que 0, est fonction entière de cette indéterminée #, puisque F(2 + w0,; p,) est elle-méme fonction entière de w. En développant les deux termes de l'égalité précédente, suivant les puissances de #, nous obtenons donc, enfin, une décomposition de la fonction F(z; »,) dans le domaine général de rationalité (0x5 R', À, ..., La À
Nous avons ainsi un premier exemple de l'emploi des indéterminées en Alseébre. Si l'on se proposait simplement d'assurer la présence de », dans les coefficients de F(2; »,) on pourrait aussi poser 2 = # + ap, et donner à & une valeur quelconque différente de celles qui annulent le résultant de Fr + ap,; p,) et de F(x + ap; px), pris par rapport à #. En effet, nous ne nous sommes servis de l’indétermination de # que pour montrer que Æ(2 + u9,; p,) et F2 + up; D) ne pouvaient avoir de diviseurs communs par rapport à 2. Et, d'autre part, nous avons démontré que la condition nécessaire et suffisante pour que deux fonctions qui, en général, sont sans diviseur commun, aient un diviseur commun pour des valeurs particulières données à eurs coefficients, est que le résultant de ces deux fonctions s’annule pour les valeurs particulières considérées.
Nous obtiendrions ainsi |
F(x + any; Pr) — IL 6, (v; Ps) donc aussi
Fe; 1) = I 6, (2 — ap;; pi)
et, par suite, la décomposition cherchée,
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Cette décomposition ne peut d’ailleurs étre poussée plus loin. (Car si 0,(2; p}), par exemple, contenait une fonction »,(2; p,) et si nous avions
023 où) = Me; 0x) QG (es Px)
noùûs aurions la même égalité pour # = 1, 2, ..., À, puisque p,, 2, ..., 0 sont les À racines d’une équation irréductible dans un domaine naturel de rationalité. Nous aurions donc aussi
À À V(z) = IUCAICE fi) IL G (2; 0)
et comme chacun de ces produits est une fonction entière de z dont les coefficients font partie du domaine naturel (H', R”, ..., R), la fonction V,(z) ne serait pas irréductible dans ce domaine contrairement à la définition de cette fonction. |
Enfin la décomposition précédente est univoque. Il est facile de s’en assurer à l’aide de l'algorithme d'Eucripr, par un raisonnement tout à fait identique à celui du paragraphe 1 de ce chapitre.
3. La décomposition d'une fonction de plusieurs variables en ses facteurs irréductibles, dans un domaine général de rationalité, ne présente plus maintenant aucune espèce de difficultés. En effet, rien n’est changé, dans ce qui précède, si nous considérons plusieurs des variables-indéter-. minées dont » ne dépend pas, comme si elles étaient des variables quelconques, à condition toutefois que Æ en soit fonction entière. Le
produit IT F(e De 66 Lars DE UT IS RS
où Fest une fonction entière des variables 2, 4, 2, ..., 2, dont les coefficients sont fonctions rationnelles des variables-indéterminées H’, HR’, et de la fonction algébrique © de ces variables-indéterminées, est également une fonction entière de 2, , ..., 2 dont les coefficients font partie d'un domaine naturel de rationalité. Mais nous avons démontré que, dans un tel domaine, la décomposition d’une fonction entière de plusieurs variables indépendantes est identique à celle de la même fonction, par rapport à l'une des variables seulement. Dans le cas que nous
Sur la notion de la divisibilité et sur la théorie générale de l'élimination. 49
considérons, les fonctions 4, sont donc entières, non seulement en 2, mais aussi en ê , ê9 , 27 9 ee .
Le problème que nous nous étions proposé est ainsi résolu. [L’adjonc-
tion d’une fonction algébrique 9 à un domaine naturel de rationalité
rend parfois réductible une fonction entière de z, irréductible dans le domaine naturel considéré.
Désignons par £ les racines de cette fonction égalée à zéro. Il est intéressant de remarquer qu'il existe entre 9 et {une complète réciproeité. Soient, en effet, F(z) une fonction entire de degré n et G(r) une fonction entière de degré k, toutes deux irréductibles dans le domaine considéré. Supposons que par adjonction d’une racine pw de l'équation G(r) = 0, la fonction F(z) devienne réductible et qu’un de ses facteurs soit (2; »). Nous pouvons réduire à (4 — 1) le degré de cette fonction par rapport à p, à l'aide de l'équation G&(r) — o qui est vérifiée pour r—p. [L'égalité f(£, ») — Oo nous montre alors que la fonction f(£, r) dont le degré, par rapport à r, est plus petit que X, est égale à zéro pour l'une au moins des racines de l'équation irréductible G(r) — 0. L’adjonction de £ au domaine de rationalité rend donc réductible là fonction irréductible G(r). La réciprocité de £ et de p est ainsi démontrée,
Voici donc l’idée d'irréductibilité étendue aux fonctions entières dont les coefficients font partie d’un domaine général de rationalité. L'étude des fonctions entières quelconques est ramenée à celle des fonctions entières irréductibles quelles que soient les fonctions algébriques des variablesindéterminées que nous supposions connues.
Un premier pas est ainsi fait dans la voie de la décomposition des fonctions entières. Il peut étre continué dans deux directions différentes. Ou bien l’on peut se proposer d'élargir encore le domaine général de rationalité, comme nous l'avons indiqué à la fin du paragraphe précédent, et si l’on y parvient d'étendre, si possible, au domaine obtenu l'idée d'irréductibilité. Ou bien l’on peut rechercher si plusieurs fonctions que nous embrassons en un système après les avoir débarassées de leurs facteurs communs dans un domaine général de rationalité, ne peuvent avoir.encore un élément arithmétique commun, et si l’on ne peut ainsi étendre l’idée même de décomposition en facteurs. Cette double recherche sera l’objet des chapitres suivants.
Acta mathematica. 6. Imprimé 9 Juin 1884.
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CHariTREe II.
Introduction des systèmes de diviseurs en Algèbre.
ST
D Déjinitions.
1. Un système de fonctions d’une, de deux ou de trois variables, égalées à zéro, est susceptible d'une interprétation géométrique.
Une fonction entière d’une variable, d(x) égalée à zéro et interprétée sur une droite y définit un nombre fini de points; si la fonction entière (x) est: débarassée de ses facteurs doubles, ces points seront distincts. Nous savons alors que toute fonction F{x) qui, égalée à zéro, définit, entre “autres points, ces points distincts, contient la fonction @(x), et nous observons ainsi une correspondance directe entre l’idée de contenir, se rapportant aux fonctions entières d'une variable et celle de systéme de points, sur une droite, faisant partie d’un autre système de points sur la méme droite, se rapportant à ces mêmes fonctions entières d’une variable, égalées à zéro. x |
Une fonction de deux variables égalée à zéro et interprétée dans un plan y définit une courbe. Considérons deux courbes planes ®(x, y) = 0 et x, y) — 0. Deux cas peuvent se présenter suivant que ces deux courbes ont des courbes communes ou n’en ont pas. Si elles ont des courbes communes ©, ces courbes seront représentées par le plus grand commun diviseur #(x, y) de (x, y) et de W'(x, y), égalé à zéro, et lorsque les courbes C font partie des courbes définies par une fonction entière F(x, y) égalée à zéro, nous savons que F(x, y) contient le plus grand commun diviseur Û(x, y). Ainsi, ici encore, nous observons une correspondance directe entre l'idée de contenir se rapportant aux fonctions entières de deux variables, à leur plus grand commun diviseur, et celle de système de courbes, dans un plan, faisant partie d’un autre système de courbes situées dans le même plan, se rapportant à ces mêmes fonc-
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tions enticres de deux variables, égalées à zéro. Si elles n'ont pas de courbes communes C, elles peuvent cependant avoir un nombre fini de points communs P. Si ces points sont distincts, on démontre que toute fonction entière de æ et de y, f(x, y), qui s'annule pour tous ces points P, est fonction linéaire et homogène de (x, y) et. d'(x, y), à coefficients fonctions entières de x et de y. Quoique nous ne donnions la démonstration de ce théorème que dans le chapitre suivant, nous pouvons cependant le supposer connu, dés à présent, parce qu’il s’agit ici simplement de légitimer : l'introduction des systèmes de diviseurs en Algébre, et non pas de démontrer quoi que ce soit. Ce théorème nous montre une correspondance directe entre être fonction homogène et linéaire de deux fonctions entières Dx, y), x, y) sans diviseurs communs, et celle de représenter un systéme de courbes et de points dont font, partie les points communs aux deux courbes ®(x, y) — o et (x, y) — 0. C'est pourquoi nous dirons, par analogie avec le cas précédent, que la fonetion entière f(x, y) contient le système des deux fonctions (x, y), W'(x, y), que ce système est contenu dans f(x, y), ou encore est un système de diviseurs de f(x, y).
Il en est de méme pour les fonctions entières de trois variables; dans l'étude des formes géométriques définies par ces fonctions égalées à zéro, il faut distinguer deux cas Ou bien les formes communes à trois fonctions de trois variables égalées à zéro sont des surfaces et alors ces surfaces sont représentées par le plus grand commun diviseur des trois fonctions considérées, égalé à zéro; toute fonction qui contient ce plus grand commun diviseur, représente, si nous l'égalons à zéro, entre autres, ces surfaces; nous avons donc, de nouveau, dans ce cas, la même correspondance que pour les fonctions d'une et de deux variables. Ou bien, les formes cominunes aux trois fonctions considérées égalées à zéro, sont des courbes et des points et alors toute fonction qui, égalée à zéro, représente entre autres ces courbes et ces points est fonction homogène et linéaire des trois fonctions considérées. Nous dirons, de nouveau par analogie, qu’elle contient le système des trois fonctions considérées. Mais tandis que pour les fonctions de deux variables, aux courbes communes correspondaient les diviseurs, et, aux points isolés communs, les systémes de diviseurs des fonctions considérées, ainsi: à chaque élément géométrique, courbe et point, une idée analytique différente, les points et les courbes sont encore confondues pour les fonctions de trois variables. Pour distinguer
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les deux cas qui peuvent se présenter, celui où des fonctions de trois variables, sans diviseur commun, égalées à zéro définissent des courbes et des points, et celui où elles ne definissent que des points, nous dirons, dans le premier cas, que le système de diviseurs est de rang deux, et, dans le second cas, qu'il est de rang trois. Le rang d’un système ne dépend donc en rien du nombre d'éléments de ce système. Un diviseur de rang un d’un système de fonctions entieres, est un diviseur de ces fonctions, dans le sens habituel du mot.
Nous pouvons ainsi continuer, et considérer des fonctions d’un nombre : quelconque # de variables. Nous dirons alors qu'une fonction entière contient un système de fonctions entières lorsqu'elle est exprimable par une fonetion linéaire et homogène de ces fonctions entiéres dont les coefficients soient également fonctions entières des » variables considérées. Comme dans le cas de trois variables, nous distinguerons entre des systèmes de rang un, deux, trois, et ainsi de suite jusqu’à # suivant que les formes géométriques représentées par les fonctions données, égalées à zéro, sont de variété (n— 1)", (n — 2)°%, (n — 3)°%, et ainsi de suite jusqu'à zéro; dans ce dernier cas elles représentent des points isolés situés dans la variété #°*° donnée. Nous dirons souvent système de diviseurs au liéu de systéme de fonctions à cause de l’analogie qu'offre un système de fonctions contenu dans une fonction entière avec un facteur, wn diviseur de cette fonction entiere. | Ë
2. La définition que nous venons de donner est indépendante de toute interprétation géométrique, sauf toutefois l’idée de rang que nous ne pourrons préciser d’une manière arithmétique que dans la théorie générale de l'élimination. Ce qui précède avait simplement pour but de nous faire voir comment on pouvait étre amené à-donner précisément cette définition de contenant et de contenu de préférence à toute autre.
Cependant cette définition n'est pas encore complète. Nous n'avons parlé que de variables comme éléments des fonctions entières considérées et, en effet, la géométrie ne peut pas nous donner autre chose. D'après les principes développés dans le chapitre premier de ce Mémoire, il nous reste à tenir compte des nombres entiers. C’est pourquoi, étendant encore les définitions précédentes et les faisant concorder avec les recherches arithmétiques que nous avons en vue, nous dirons enfin:
1° Un système de fonctions ou système de diviseurs est l'ensemble d'un
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certain nombre de fonctions faisant partie d'un domaine d'intégrité que nous ficons à l'avance. Chacune de ces fonctions est un élément du système.
2° Une fonction faisant partie d'un domaine d'intégrité donné contient un système de diviseurs lorsqu'elle peut étre représentée par une fonction homogène et linéaire des éléments du système dont les coefficients fassent également partie du domaine d'intégrité considéré.
Ainsi dire que, dans le domaine CIO TER JR -sndt |, 44 fonction Æ' contient le système (f, f, ..., f:), c’est dire que l’on peut mettre Æ' sous la forme
EF = Gif + Lofe + +. + Gifs
Pis Las - -., @: désignant comme #, fi, f:, .…., fx, des fonctions faisant partie du domaine d’intégrité considéré et n'étant pas toutes nulles. Dans cette dernière égalité, ce qui importe, ce sont manifestement les fonctions fs as «.., fx, les éléments du systéme, et non pas les multiplicateurs Pis Pos -., Gx. Pour bien mettre ce fait en évidence, M. KRONECKER se sert d’une notation analogue à celle dont Gauss a fait usage dans les Disquisitiones arithmeticæ et ïl écrit au lieu de l'égalité précédente, simplement
F=o (moddf, f, ...,/f)
ce que nous énoncerons en disant que À" est congru à zéro, suivant Le systéme de fonctions, ou le systéme de diviseurs, (4, fs, ..., f;); ou encore, pour ne pas nous répéter trop souvent et conserver l’analogie avec le cas particulier où l’on considère la congruence F=o (modf), que Æ est congru à zéro suivant le système de modules (f, f,, ..., f;). Aïnsi lorsqu'une fonction faisant partie d'un domaine d’intégrité contient un systéme de modules faisant partie du même domaine, elle est congrue à zéro suivant ce système de modules et réciproquement.
Enfin, rien ne nous empêche d'étendre encore l’idée de contenir à un système de fonctions faisant partie d’un domaine d’intégrité donné. Nous dirons que |
3° Un système de diviseurs contient un autre système de diviseurs lorsque chaque fonction du premier système contient le second système;
4° Lorsque deux systèmes se contiennent réciproquement ils sont équivalents,
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et nous écrirons, lorsqu'un système (Æ,, F,,..., F,) en contient un
autre ANS RE (Fiona MAO NTieeRE )
et. lorsque 1es-deux #syétémes (A, 7,0 SON ES équivalents, |
(F5, Her hrs LE NCN" (2: sas 0 fr):
Cette équivalence représente donc l’ensemble des deux congruences
SN RE M CS nb RS nes 20 Piyo fs. 40 = 'on(modde torse Pre)
ou encore des (4 + %) congruences,
= Ce (OO D a a TE (m1, 2, À) = 0 mod PERS EN, FPT (n=1, 2, 4)
Nous pouvons nous servir du symbole de l’équivalence comme de celui de l'égalité; car il est manifeste que si a D on à aussi b a et que si 1016-00 ONTA AUSSI 0e 0.
Tout ce que nous venons de dire a lieu quel que soit le domaine d'intégrité donné. Rien ne nous empêche, par exemple, de faire déjà les mémes raisonnements sur le domaine [1], c'est à dire sur les nombres entiers. Cependant, pour l'objet que nous avons en vue, ils ne deviennent indispensables que lorsque nous considérons un domaine d’intégrité contenant au moins une variable R. Cela tient à ce que dans le cas où un, système est composé de nombres entiers seulement, tout nombre qui peut être mis sous la forme d’une fonction homogène et linéaire des éléments du système est manifestement un multiple de leur plus grand commun diviseur et que, par suite, tout le système est ainsi entièrement remplacé par ce plus grand commun diviseur. temarquons en passant que cette réduction à la divisibilité telle qu'ellé est conçue généralement, que nous obtenons ainsi dans un cas particulier, légitime aussi l'introduction des systèmes de diviseurs en Algebre. (
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3. La même réduction aurait lieu si nous considérions exclusivement les fonctions d’une variable. Mais ce ne serait point dans la nature des choses. Dans l’arithmétique plus générale que nous obtenons en considérant, dés le début, les fonctions entières à coefficients entiers d’une et de plusieurs variables indépendantes il est indispensable de ne pas laisser de côté les nombres entiers eux-mêmes. Aussi le domaine d'intégrité [HR] contient-il non seulement les fonctions entières à coefficients entiers de la variable , mais encore tous les nombres entiers; on peut considérer ces derniers comme fonctions entières à coefficients entiers de R, ne contenant que la puissance zéro de cette variable. Et alors il est bien évident que tous les entiers qui peuvent étre exprimés en fonction linéaire et homogène d’une série de fonctions entières à coefficients entiers font en quelque sorte partie d’une même famille, car ils ont un caractère commun, et ce caractére ne peut pas être, comme tout à l'heure, simplement donné par le plus grand commun diviseur des fonctions considérées. Ainsi déjà dans un domaine d'intégrité [R], les développements précédents sont indispensables.
Un exemple bien simple éclaircira, peut être, ce que ces considérations générales pourraient avoir laissé d’obscur.
Les deux fonctions
= Ha? +... Hz +:
et
fon DRE qi LUE Ge
où #% et n désisnent des entiers quelconques, sont premières entre elles, La recherche de leur plus grand commun diviseur nous donne, en cffet,
nm
Lara — FE 2 (k EYr RAS 4 4 A Un 4e m.
Nous pouvons donc écrire
m=O (moddf,,,, f,
fun =O (nmodd f,, m);
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il est d’ailleurs manifeste que
f,=0 (moddf,,,, f) et que
fh=0 (moddf,, m).
Nous avons donc deux systèmes équivalents
Li 'ée n) et (Ce M)
et, en effet, chacun de ces systèmes contient bien l’autre, ainsi que lon s'en assure à l’aide des quatre congruences précédentes, L’équivalence
as ee Alert
nous montre clairement que les deux fonctions f,, et f,, quoiqu'étant premieres entre elles, ont cependant quelque chose en commun et le nombre m est un des éléments qui caractérise leur liaison.
L'équivalence précédente nous amène à ‘une remarque bien simple à l'aide de laquelle on pourrait caractériser, dés le début de l’arithmétique, un genre de liaison comme celui des deux fonctions f,, et f,. Introduire en Arithmétique les fonctions d'une variable, à coefficients entiers, c'est considérer toutes les valeurs que prennent ces fonctions lorsque la variable parcourt successivement toute l'échelle des nombres entiers. Pour comparer entre élles deux fonctions d'une variable, il faut donc comparer deux suites d’entiers, les deux suites que l'on obtient en donnant successivement à la variable toutes les valeurs entières possibles et écrivant les entiers correspondants auxquels se réduisent les deux fonctions entières considérées. Il peut alors se présenter plusieurs cas. Ainsi lorsque les entiers correspondants restent toujours sans diviseur commun, le système des deux fonctions est équivalent à l'unité car le plus grand_ commun diviseur des deux fonctiogs ne peut, dans ce cas, étre différent de l’unité. Au contraire, lorsque l'on rencontre un nombre infini d'entiers correspondants, ayant des diviseurs communs, tous facteurs d’un nombre déterminé #, ce nombre caractérise certainement, en partie du moins, une liaison entre les deux fonctions considérées. C’est ce qui arrive dans l'exemple précédent. Il est inutile d’insister ici sur cette interprétation que l’on pourrait, sans doute, rendre facilement rigoureuse.
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Je voudrais enfin faire une remarque, d’ailleurs bien évidente, sur l'introduction des systèmes de diviseurs en Algèbre. Si, au lieu de dire qu'une fonction contient un système (f, f, ...:, fx) lorsqu'elle peut être mise sous la forme d’une fonction linéaire et homogène de f, f,, ..., fi, nous disions qu'elle contient le système (f, f, ..., f) lorsqu'elle peut être mise sous la forme d’une fonction homogène de f, f,, ..., f,, d'une dimension donnée quelconque, nous n’obtiendrions rien de nouveau; nous ne ferions que nous limiter dans nos recherches, sans pouvoir en tirer aucun profit Et nous devons considérer un ensemble homogène; car, dans le cas contraire, nous aurions un système dans lequel l’un des éléments devrait être égal à l'unité. Mais alors ce système serait contenu dans l'unité et, par suite, dans tous les nombres; il ne servirait donc à rien de l'introduire dans nos recherches. À
4. Après avoir défini l’équivalence, des systèmes de fonctions, il faut encore nous entendre sur la manière dont nous voulons composer ces systèmes; je dirais mulliplier, si ici la notion d'égalité n'était pas remplacée par celle d'équivalence.
Il convient de nommer système composé de deux systèmes donnés, le systeme dont les éléments sont obtenus en multipliant, de toutes les manières possibles, les éléments de l’un des systémes donnés par ceux de l'autre; car le système ainsi formé est, par rapport aux systèmes donnés, ce que le produit de deux fonctions est par rapport à ses facteurs. Nous écrirons donc, par exemple, ;
(a, b)(e, d) © (ac, be, ad, bd).
La méthode à suivre pour résoudre le problème de la composition dé deux et, par suite, de plusieurs systèmes en un seul étant ainsi fixée par définition, le problème inverse s'impose, celui de donner une méthode pour décomposer en plusieurs systènies plus simples, un système quelconque donné. C’est ce problème qui fera l'objet de toutes les recherches contenues dans la seconde moitié de ce Mémoire.
La première recherche se rapportant à la divisibilité des fonctions entières est celle du plus grand commun diviseur de deux fonctions. . Pour suivre une voie analogue à celle du chapitre précédent nous devrons donc, tout d’abord, chercher à voir ce qu'il faut entendre par plus grand commun diviseur de deux systèmes de fonctions,
Acta mathematica. 6. Imprimé 17 Juin 1884, 8
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Désiéndns-par, (f; 711.2. Meet, 1442, AU NUEUEEMEÉteIME donnés et formons le système
(hs Pas veus fa)
Il est contenu dans chacun des systèmes donnés, car il est contenu dans chacun de leurs éléments. De plus, si un systéme quelconque (g,, &,, ...) est contenu dans les deux systèmes donnés, nous avons, par définition,
f,=0(modde,, &,, ...) Œ=1,9, m3 mm 42,0)
et, par suite, (f, 1%, VS) 0 Mode FORME
Nous voyons donc aussi que tout système (@,, &,, ...) contenu dans les deuxssystemes {fs ONE ET EU est également contenu dans leur diviseur commun (f#, f, ..., f,). C’est pourquoi nous dirons que (fi, f, ..., f,) est le plus grand commun diviseur des deux systèmes is Hate Net ERP AMEN
Le symbole de M. KRoNECKER présente ainsi un grand avantage; il permet de former immédiatement le plus grand commun diviseur de deux systèmes, en juxtaposant leurs éléments, c’est à dire en écrivant les éléments du second système à la suite de ceux du premier et en réunissant tous ces éléments en un seul système. Et cet avantage n'est contrebalancé par aucun désavantage; car il est parfaitement indifférent que nous ayons, dans le système ainsi formé, un plus grand nombre d’éléments que dans les systèmes donnés; le nombre d'éléments d'un système ne complique, en effet, en rien nos recherches; la nature des systèmes ne dépend pas du nombre d'éléments qui les composent.
Remarquons d’ailleurs que rien ne sera changé dans un système de modules, si nous ajoutons à ses éléments une fonction linéaire et homogéne de quelques-uns d’entre eux; car, si
fa = O(MOÏU TE LEE ER | Œ< mn)
nous avons, par définition,
(hs fortes fan) Ts Pos ces fn)
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nous pouvons donc ajouter aux éléments fi, f, ..., f,, l'élément f,,;, ou retrancher des éléments fi, fi, ..., fi41, ce même élément f,,:.
Ce que nous venons de dire du plus grand commun diviseur de deux systèmes, s'étend immédiatement au plus grand commun diviseur d'un nombre quelconque de systèmes.
Si f = gif <e (3 on à (Sr Se a 3 Mt /atu E
AIOSIM(IS, 25) © (15, 25, 25 — 15) (L5, 10 + 15, NO) (15, 10) TT (15, 10, 15 — 10) © (10 + 5, 10, 5) + (10, 5) + 5.
Une remarque intéressante et bien facile à vérifier, est que le procédé de réduction d’un système, dont nous venons de donner un exemple, nous donne, appliqué aux nombres et répété un nombre suffisant de fois, précisément l'algorithme d'EvcLipE. k
Nous pouvons résumer les recherches de ce paragraphe en disant que nous arrivons à la même généralisation de l’idée de contenant et de contenu, que nous nous placions au point de vue de la géométrie ou à celui de l’arithmétique, à condition, toutefois, de tenir compte, dans le premier cas, de la nature des coefficients des fonctions entières considérées. Dans le second cas, cette condition est inutile; il est, en outre, d'autant plus important qu'il se rapporte directement à la fonction elle-même, et non pas à cette fonction égalée à zéro. L'exemple du système (f,,, f,) que nous avons donné, nous montre que la géométrie est certainement insuffisante dans nos théories algébriques. Le système (f,, = 0, f, — 0) n’est en effet susceptible d'aucune interprétation géométrique.
STE
Résultant pris suivant un module déterminé.
Nous allons maintenant aborder un tout autre ordre de quéstions et étudier l'algorithme du plus grand commun diviseur, en ne considérant les fonctions entières d'une variable x, que suivant un module
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PR, Rte, RP): M, R”, . . NRA, "désisnanteles “éléments tdmnndo: maine d’intégrité donné. Nous développerons cette théorie plus que cela ne serait nécessaire pour résoudre les problèmes proposés dans les paragraphes suivants, parce qu'elle fait partie de la théorie élémentaire des congruences, et permet de simplifier considérablement plusieurs recherches arithmétiques.
Supposons d'abord que le domaine d'intégrité soit |[1, et que le module soit simplement un nombre premier p.
Soient alors deux fonctions entières à coefficients entiers f(x) et f(x) non congrues à zéro suivant le module p; nous réduisons leurs coefficients à leur plus petit reste, suivant ce module. Si alors &, est le cocfficient de la plus haute puissance de x, dans f(x), on peut toujours déterminer un nombre 4, tel que la congruence @&a, = 1 (inodyp) soit vérifiée. En divisant f(x) par æ&/,(x) nous obtenons comme quotient une fonction entière à coefficients entiers que nous nommons g,(æ), après avoir réduit ses coefficients suivant le module p; nous réduisons également, suivant ce méme module, les coefficients du reste de la division, et nous obtenons alors une fonction entière que nous désignons par — f(x). Nous établissons ainsi la congruence
f(x) — a,9,(x) f(x) + f(x) = 0 (mod p).
En opérant, de même, avec f(x) et f,(x), etc. nous obtenons une suite de congTruences,
fat) — gift) f(x) + fixe) = 0 (modp) a=23,.,»-1 fi (e) — 2,9 (2) (x) =0 (mod y)
où f(x) est une fonction entiere de x, à coefficients entiers, qui peut
et enfin
se réduire à un nombre.
Ces congruences sont tout à fait analogues aux égalités de l’algorithme d'Eucrine; elles n'en différent qu'en ce que le signe d'égalité y est remplacé par celui de congruence. Nous en tirons donc immédiatement les trois congruences caractéristiques
A=4f, (mod?) fa = Of, (mod p) = SÇiñ + Lots (mod p)
Sur la notion de la divisibilité et sur la théorie générale de l'élimination. 61 que nous pouvons aussi écrire f.=0(moddf,, p) f, = 0 (moddf,, p) f, = 0 (moddf,, f,,-p).
Les deux premieres congruences nous donnent
(fs 2) = 0 (moddf,, p).
Le systéme (f, f,) contient donc le systéme (f, p). Ici encore on aperçoit clairement l’analogie avec la divisibilité par f,, de f, et de f,, divisibilité © que nous pouvons déduire des deux premiéres égalités caractéristiques de l'algorithme d'Evcrine hi = Gif; f = Of.
De la troisième égalité de cet algorithme nous avons déduit une des deux méthodes qui permettent de former le résultant À de deux fonctions enticres, et nous avons démontré que la condition
RTtbheto
était nécessaire ct suffisante pour que les deux fonctions f ct f, aient un diviseur commun, dans le cas où f, — 1. Nous allons généraliser ce théoreme.
Le résultant de deux fonctions étant une fonction homogène et linéaire de ces deux fonctions, nous avons
R(f, fs) =0 (moddf, f)
et, par suite, d'apres une remarque faite plus haut,
hs 5 Rs P) © is ho)
Ceci posé, supposons que la congruence ÆR(f,, f,)=0 (mod p) n'ait pas lieu. Si p désigne un nombre premier, À et p n'auront alors aucun diviseur commun, et nous aurons, par suite, (À, p) — 1. Il en résulte immédiatement
(f; ask; ») 17 (fi {23 1) TR
Mais (fi, fa he) es (fs f); donc (f,.f, p) 7 1. Comme (fs fa ») est le plus grand commun diviseur des deux systèmes (7, p) et (f, p), nous avons enfin l’équivalence
Dvi(ñ; p); (Rs p)] © 1.
Ainsi, si la congruence Æ(f,, f,) = 0 (mod p) n'a pas lieu, les deux systèmes n'ont aucun diviseur commun.
Le résultat que nous venons d'obtenir nous montre que si les deux systèmes considérés ont un diviseur commun, il faut que le résultant R(f, f2) soit congru à zéro, suivant le module p.
En voici un exemple: Le système (x + 3, 7) est contenu dans le systéme (x° + x + 1, 7). On a, en effet,
(+ Eu, 7) or F3 7x 0)
Le résultant des deux fonctions (2° + x + 1) et (x + 3) est d’ailleurs égal à 7; on a donc bien À = 0 (mod 7).
Réciproquement, si les deux systèmes (/,, p) et (f, p), où nous désignerons par 4 et f les coefficients des deux fonctions entières f,(æ) et
f(x), n'ont point de diviseur commun, la congruence Æ(f,, f;) =0 (mod p) ne saurait avoir lieu. En effet, dans cette hypothèse, comme
Dvf(s »): (fn D] (fs fa D) nous avons l’équivalence (As Rs P) T2 ou encore la congruence ci(x)fi(x) + e,(x)f(x) = 1 (mod p).
Cette congruence est vérifiée identiquement, par rapport à x; nous pouvons donc écrire, en désignant par , une indéterminée,
Citu) flux) + got) fu) = 1 (mod p).
Nous prendrons pour k toutes les valeurs entières depuis 1 jusqu’à (m + n)
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si » et » indiquent les degrés de f(x) et de f(x); par rapport à #. Si alors, nous définissons P,(x) et P,(x) par les congruences
P(x) = IL (x — w,) (mod p)
P,(x)= IT (x — «;,) (mod p)
h=m+1 nous obtenons facilement la congruence
LL {eg (ans) fi (ur) — pu) P;(u) + (4) 6 (au), = 1 (mod p);
le raisonnement est tout à fait celui du paragraphe 2 du chapitre pré- CHU RO trailer me 0 Qe désignent les fonctions symétriques élémentaires OT Un cCtAli: Oise % NSIRLES AS CRUE SP RO RU congruence précédente peut être mise sous la forme
II m
ÏI Le (a) Re Le (a, — fur! + ou) (u)l= 1 (mod p)
ou encore,.en posant, comme dans le paragraphe cité,
IL, (4) 1@ R(; fs ces fus Pis Pos ce. BP)
et
| IL gs(u) = SC, fr .., fu), R(f,,f Fer OUEN) 1: Fe Pa) QE Ba) SCT LRETOR fo) — | (modd P; so CICR. An — Îyn)-
Cette congruence est vérifiée identiquement en %,, &, ..., u,, donc en
Un Ro nrs élle a édonorwlieu,: pour. Dita; fe ir. vs # + dt-et comme la valeur de S(x, @, ..., a,) est finie, il est impossible que la
congruence
R(o; Hay + Ans Bis Pa .. BJ= 0 (mod p)
soit vérifiée. On démontre, comme dans le paragraphe cité, l'identité des deux fonctions À que nous venons de définir; on peut alors énoncer le théorème suivant: 4
»La condition R(f, f:) = 0 (mod p) est nécessaire et suffisante pour que les deux systèmes (f., p) et (f,, p) aient un diviseur commun, et cela quelle que soit la nature particulière des deux fonctions entières de x, fi(x) et f(x), que nous considérons.» | F
Dans le cas particulier où le résultant des deux fonctions f(x) et f(x) est précisément égal au nombre premier p, nous avons aussi
p=0 (modd f, f2).
Mais alors, au lieu de {= 0 (modd fi, f,, p), nous pouvons écrire simplement f, = 0 (modd f, f,), et comme
(fi, R)=0 (modd f,, p)
nous obtenons l'équivalence
CAC
Le cas plus général où le module ne se réduit pas à un nombre. premier p, mais est une fonction irréductible #’(H’) d’une variable-indéterminée #’, dont les coefficients font partie du domaine naturel de rationalité (R”’, ..., R), le coefficient de la plus haute puissance étant égal à l'unité, peut être traité de la méme manière, lorsque les coefficients de la plus haute puissance de chacune des deux fonctions de x, f(x) et f(x), sont congrus à l'unité, suivant le module #{$). Mais il ne faut pas oublier que nous privilégions ainsi l’une des variables-indéterminées du domaine d’intégrité donné; nous pouvons donc seulement dire que le système (f, f) contient le système (f, #°) relativement à l'une des indéterminées #’ du domaine d'intégrité. Dans ce même sens restreint nous pouvons également énoncer le théorème:
»La congruence R(f,, f,) =0 (mod #°)}, où À désigne le résultant des deux fonctions enticres f, et f, pris par rapport à x, est nécessaire et suffisante pour que les deux systèmes (f, #) et (f, 4) aient un diviseur commun.»
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Ÿ 3- Application des systèmes de modules à la décomposition d’une
fonction entière dans un domaine général de rationalité.
1. L'emploi des systèmes de modules nous permet d'effectuer, plus facilement, la décomposition d’une fonction entiére dont les coefficients font partie d’un domaine général de rationalité, sans introduire dans nos recherches l’idée de nombre et fonction algébrique. C’est ce que je vais essayer de faire voir dans ce paragraphe.
En reprenant ainsi, sous une autre forme, les recherches du dernier paragraphe du chapitre précédent et en montrant comment elles se traduisent à l'aide des nouveaux symboles, mon but est, surtout, de mettre en évidence, par un exemple, d’une part le rôle important que jouent actuellement dans les recherches d'Algébre, les fonctions algébriques, les grandes simplifications que l'emploi de ces fonctions peut apporter dans le mécanisme d’une démonstration, et, d'autre part, la méthode à suivre pour éviter précisément l'emploi de ces fonctions. La complication de cette méthode n’est qu'apparente et ne porte que sur le mécanisme de la démonstration; loin de rendre la démonstration elle-même plus difficile, elle nous fait, au contraire, apercevoir plus clairement le lien entre les hypothèses que nous faisons et le résultat qui en découle, entre notre point de départ et notre point d'arrivée; et seule, elle mérite le nom de méthode algébrique, car, seule, elle se meut dans le domaine particulier à l’Algébre.
Je commencerai par formuler, à l'aide de notre nouvelle terminologie, le problème proposé d'une manière qui diffère un peu de celle du chapitre précédent. Dans ce problème, les éléments d'un domaine de rationalité (N', À”, ..., N°?) sont supposés liés par wre relation algébrique AN, R’, ..., N°) = o. Nous pouvons supposer que la fonction entière 4" soit irréductible, car nous savons décomposer, en ses facteurs irréductibles, toute fonction faisant partie d’un domaine naturel de rationalité.
Acta mathematica. 6. Imprimé 18 Juin 1884, 9
H s'agit de décomposer, si possible, une fonction entière de z, F(z2) dont les coefficients font partie du domaine (', R”, ..., N°) ainsi limité par la relation # = o, c’est à dire de mettre F(z2) sous la forme d’un produit de deux ou plusieurs fonctions de z dont les coefficients fassent également partie du domaine (H, R”, ..., N°”) limité par la même relation —o. Lx.
Dire que F(z) contient une fonction F,(2), tandis que #’, HR”, ..., R°”, sont liés par l'équation W°= 0, c’est donc dire que F(z) est congru au produit de Æ,(z) et d’une autre fonction entière de z, suivant le module J', ou, en d’autres termes, c’est dire que Æ(2) est congru à zéro suivant le système de modules [F(2), 4. La divisibilité des fonctions entières, dans un domaine général de rationalité, revient ainsi à la décomposition des fonctions entières à coefficients faisant partie d'un domaine naturel de rationalité, en systèmes de diviseurs dont l’un des éléments, commun à tous les systèmes, est connu et ne renferme pas la variable indépendante z, ou encore, à décomposer dans un domaine naturel de rationalité, un systéme donné [F{z), 4] en d’autres systèmes contenant chacun l’élément 4". C'est ce problème de la décomposition des systèmes dans un cas trés-particulier, que je veux étudier dans ce paragraphe.
À cet effet, je suivrai une voie analogue à celle du dernier paragraphe du chapitre précédent, et, conservant les mêmes notations, je démontrerai d'abord que les entiers désignés par w, (page 43) sont nécessairement égaux à l'unité, ou, ce qui revient au même, que le résultant, par rapport à 2, du résultant, par rapport à HN’, des deux fonctions }° et 4", et de la dérivée, par rapport à z, de ce résultant, diffère nécessairement de zéro. Je rappelle que, dans la fonction F, le coefficient de la plus haute puissance de z et, dans la fonction #', le coefficient de la plus baute puissance de %’, sont supposés égaux à l'unité, et que, de plus, F(z) peut toujours sans restriction aucune, être supposée fonction entière de z et de À’ sans diviseur commun avec sa dérivée prise par rapport à z, F’(z2), tandis que est fonction entière de $’ seulement,
DR) = R" + GR
les coefficients de Æ et de Ÿ' sont fonctions rationnelles des variablesindéterminées R°”7, }°”’, ..., N°.
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Soit S — R(z; R”, ..., R‘*) le résultant, par rapport à À’, des deux fonctions ;
Fa HER: N..., NA) et PR: R', ..., N°)
t étant une indétermimée. D’après ce que j'ai exposé sur le résultant de deux fonctions entières, Si gi, gs, -.., , désignent les fonctions symétriques élémentaires des indéterminées v,, 0, ..., v,, et si la fonction symétrique de ces indéterminées
LF( ÉLUS Ann
transformée en une fonction entiere de gi, des ..., @, est égale à
D(z, DCS de te Mit 8, R‘?),
on «a De D(e, l, di; Pa CCS F, Da; HN 1.0 Re}:
et, si la fonction symétrique de w,, vw, ..+, v,, ñn
Fe + tu; 0) TT pr, TPS » F(2 à et Lie CE rF* Lv,; vy)
transformée en une fonction entiere de 2, #, Qu, Qos +, Qu, est égale à
®(z, d, (1 (2) ARS Qu)
on a-aussi PPT De, t, di, Pas ve.) Da).
Pour abréger je n'ai plus écrit les éléments R”, R”, ..., N°, qui ne seront pas transformés dans le courant de la démonstration.
Formons maintenant le résultant, par rapport à +, des deux fonctions
S' et LE, Il ést égal à
T(, D; D) QT g)
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si nous désignons par T'(6, qi; @e «+, Q,) le résultant, par rapport à 3, des deux fonctions
Diet -g15 mt REED A ER PEN Re CCR
Ce qu'il faut démontrer, c’est que TE, 9, gs, ..., g,) est différent de zéro. En appliquant plusieurs fois les identités
R(ab, cj=1R(a; ce) R (0,0) R(a + b, b) — Ra, b)
qui découlent immédiatement de la définition même du résultant de deux fonctions entières, nous pouvons écrire
LR ; ñ . ñn F'(e " tv. v) ñ Da T(E3 Qus 23 +. Qu) = Fe+t0, V3 2 ta a TON D (2+ tv, s)
_TTrlre tv, DY ec Le VTT pa + 0, »)} h=1 | r |
ue Fa + vi, vi) 21
15 AU dat rt 0 = (2 + dv, Ua); OT " ne (2+ tu, o)|
An II À (F2 +do,0); fe Euv, v)} R|F(2+iv,, v); Il F(z+iv,, )
(&=1, 2, .... (i—1), (+1), sn)
— IL RIF(2+t0,, v,); F'(2+ te, )} IL RIF(+ tv, Un); F(e+ iv, dj}
h=1 let sens à ne test 6 (ae A) &=1, 2, .…., (1), (441), :) Il suffit donc de démontrer que chacun des deux produits
ILR(F( #r Évr, Un)3 F” (z Fr tv, U)} et
IT R{F(2 sa tv, v); F(2 Te v)) (462 SEPT RCE) FAIT. 4
est différent de zéro lorsqu'on y remplace les fonctions symétriques élémentaires gi; es. 9, par les coefficients d,, d,, :.., d, de la fonction Y{R').
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o ° 4 , Ÿ h' Comme, par hypothèse, les deux fonctions Æ(2, }') ct 1E Cp)
n'ont point de diviseur commun et comme £{ est une indéterminée, les deux fonctions F(x, N) et F'(x, À’), où x = 2 + {N/, n'auront également pas de diviseur commun; nous pouvons donc appliquer à ces deux fonctions les raisonnements du paragraphe 2 du chapitre précédent, et, en conservant les mêmes notations, établir l'égalité,
in
IL {0 Qu, RPG, R)— Du, R)PGus R) + Ds MIE ns RL Cette égalité a lieu pour À = v,, 2, ..., v,; nous avons donc aussi
IL ou, v) Elu, 0) — du, v) PQ, 0) + Tu, v) Eu, d)} = 1
(A, &) D , FRS LE ECRS “|
et, par suite, en posant,
F(x, dy) 2 x" + CE ro 1 + ab ei Se À + (— pa AT, 20)
P(x, v) _ x" TR ER TEE + PT ro D 1e (— pe AID on) Hd Vus, Vs) F4 (y Up). +1 [mod (aff), (aff), 2. (a? fa), (a? — FP) ee, (ai — fu)
Soient maintenant
Ur
IT Fu, 0) = (os F, E, .…., FO) et
mn
IL P'Qu, v) = Su #7, F7, ..., fo);
nous savons alors que R(v,; af, af, .:., a%) est bien le résultant des deux fonctions F(x, v,) et F'(x, v,) En désignant les fonctions entières
debgis gube 0
: 1 RC NES LA et HSE En fe,
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respectivement par
a) gt) De, (n) U(g:; Q2s ++. Os roule -NHEURS 27 mn
V(g:; 2 "are » a FE Ab ‘à TS va LR 1-7 pa
et en substituant ces expressions dans la congruence précédente, nous avons
aussi,
U(g:, Q2> ++. us FR LU + 74 0 Vi» £ Droit » 0e fo D FR, m)= : [modd (af — F0), (a —f hs 00 el
Si dans cette congruence nous substituons aux indéterminées ff, F5), …, fo, les coefficients a”, af, …, a des fonctions F(x, v.), F{x, v,), .…, F{x,,) considérées comme Ana de x seulement, elle aura toujours lieu. D'ailleurs, comme pour à — 1, 2, ..., m, les deux fonctions
() (n) (1) (n) U(g:; Us es ns Ai 5 +. ao et V1 Q2s see. nus À » +...) ai)
(ns (n)
sont fonctions symétriques de af”, étre transformées en fonctions entres de mM7:%:5 «+, ane contenant
., aÿ”, ces deux fonctions peuvent plus explicitement les indéterminées v,, 2%, ..., v,. La congruence que nous venons d'écrire est vérifiée identiquement en g;, %;, ..., 9,3 elle est donc encore vérifiée si, après la transformation indiquée, nous substituons aux indéterminées g;, g, ..., g, les coefficients #,, gd, ..., d, de la fonction #{#').
Nous avons donc enfin
T (1) (1) n) ) U({, D; ….s y; A1 5 A2 5 +. a) V(d., Da .……, UE A as” > ai) À |
et comme ‘la foncüionsentière MP {d,,00,, 2,00 Ra et, GR
peut être infinie, la fonction U(,, d,, ..., d,, a, af, ..., an) est certainement différente de zéro.
Mais la fonction U(d,, d,, ..., d,, af”, af, ..., a) représente précisément le premier des deux facteurs de la fonction T(t; d,, …, d,) que nous considérons; ainsi, nous avons démontré que le produit
IL RIT à ne AR Va); Æ"(e F1 ÉUys vs)
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est nécessairement différent de zéro lorsqu'on y remplace les fonctions symétriques élémentaires g:, g, ..., g, par les coefficients 4, d,,..., @, de la fonction #(%).
Pour démontrer que le double produit
HRIF(e + év,, 0); Fe + in, v)l (rss )
est également différent de zéro on a besoin du théorème auxiliaire suivant. »Les deux formes
mn
n t Gi IL {as + at +... + GUer| me Pr : k=0
ñn ee (A) (4) (2) D = IL {a® + a, + + ar)
OÙ #, di, l, ..., t, désignent des indéterminées et les af” des quantités quelconques, sont liées par une équation algébrique
HET EC eo PSS 2 0e NE SE ES
dans laquelle F, (k — 1, 2, ..., ») est une fonction homogène des seules
quantités fo, fs +.) de dimension k°"°,»
mn
Voici comment on démontre simplement ce théorème: (”) Soient v,, Vis «ee; Vans MN indéterminées. Posons
RL EU) = FE fé LEE fe D Gard an
(i) et
go ÎT (1 + dat) = 9 + gf6 + ge +... + go" Ce, =mh 41, mA, M(A4)]
pour k — 1, 2,..., n, et considérons l'expression
Go = IL {of + 9%, + of + + gt ets ann)
() Comparez KRONEOKER, Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 20 Juillet 1883.
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que nous pouvons aussi mettre sous la forme
=mh+1,mh+2,.……, 8! vb
Re. ) (1),,(2) (x) ki Er lus Qx Ok, dard Or, Ugo En * ( h=0, 1,2, (n—1)
(ns Los En)
En examinant les coefficients gf?gf ...gf” de cette forme, nous voyons de suite qu'ils sont fonctions entières des indéterminées #,, %,, ..., 0 et ne sont que linéaires par rapport à chacune de ces indéterminées. Si nous permutons ,, Us +. Umn de toutes les manières possibles la fonction G, se change en un certain nombre de fonctions différentes que nous désignerons par G,, G,..., G,_; chacune de ces fonctions a, comme coefficients, des fonctions entières de v,, %,, ..., 0, linéaires par rapport
à Di À Us ce. À On Si done nous développons le produit [[(G—G.) r=0
) mn ?
I(G—G)= GRO +RPT—... EG, vor.
@) la fonction symétrique %, sera une fonction homogène entière à coefficients entiers des indéterminées f,, f, ..., fm, et sa dimension sera évale à k.
Nous aurons ainsi
GRO + BA — + F
et comme cette relation a lieu identiquement en ,, %, ..., 0m, elle a encore lieu lorsque l'on substitue aux indéterminées gf”, 9°”, ..., g%, les quantités données af”, af”, ..., a%, ce qui change G, en. ®; mais alors il faut aussi substituer à f;, f; .L-.01), dés quantités (Ge Jen Net le théoréme est démontré. |
3. Supposons maintenant que lorsqu'on remplace les indéterminées Qosidas ere Do PAL DA si HedoubleSDrodre |
IL R{F( n lv, , Un); F(2 . (D: U3)} (rs
(, #) soit nul. Il en serait alors de même du double produit A ÉR
IT R,{F(x, v,); F[x + tv, — ), v;]| ( +
dans lequel nous avons posé x — 2 + {v,, le résultant étant formé par rapport à #. Mais alors, aprés avoir remplacé les indéterminées
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Qu. Us --. ga. par les quantités données d,, d,, ..., d,, nous aurions
aussi l'égalité .
IL RE (x, v,); Fe, 0) + tu —v,)L'(x, 0) + ... + d"(v, — vy)"| "0
(4, #) RIRE ’) ( KE k
ou encore, en introduisant, comme dans la premiére partie de notre démonstration, pour k — 1, 2, ..., n, les fonctions auxiliaires
PE U;) nn Il (x 132 ue? — p — be cd + TC Re + (re
TE {Au 00) + (eu — 0), 0) + 22e + ne — n°} — 0
CHE) LAS on Cr Re ln DS sers 7 ) RE > à condition de remplacer, pour # — 1, 2, ..., n, dans la fonction entière dé f}, fÿ, ..., 9 qui représente le terme de-gauche de cette égalité, les Indétérminéeemnt fe... #7 1%, parles coefficients. a”, af), ..., a, de l'(x, v,) considérée comme fonction de x seulement, puis, après avoir ‘transformé la fonction symétrique de v,, &,, ..., v,, ainsi obtenue, en une fonction entière de gi, ge, .:.., 9, de remplacer les indéterminées Mn, (epar les quantités données :d, ; 9, ..1"d. Ordonnons ce produit par rapport à l’indéterminée #; tous les coefficients seront nuls. D’après le théorème auxiliaire que nous venons de
démontrer, une puissance entière du produit
Ci, i, k) h=k
=, 20 m LL EFQuf”, 0) + afos — 0) Fu, 0) + + os — 0)" (una)
sera également nulle; donc aussi ce produit lui-même. Posons, pour abréger, : ’
dy, (Or Th Un) = V3, &
et introduisons de nouvelles indéterminées w,, comme coefficients des expressions Z(uf”, v,); nous aurons alors
21,2, TN II Eu, x (ui use y à) + w4 à Eu, Vs) + . . + Wei 212 Vi. — O (u A LEP Orne C |
Acta mathematica. 6, Tmprimé 19 Juin 1884. 10
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ou encore, en écrivant
41,201 Es Lo à \ h=X
LR, 2h IL AU Eu, o) + wa: 2" (0), vo)! + 1 = 0. Quinn mn) Ci, hAZ#
Comme ! est une fonction entière de d,, d,, ..., d,, ne contenant plus les indéterminées auxiliaires « et v, et que chacun des termes de / contient au moins une des indéterminées w,, à une puissance plus élevée que la première, il faut que nous ayons séparément
f—=1,2,..:,m IT Fu, 0), + a 7 (= 'o «et 0; (» ciinr)
Ainsi, nous avons démontré que si le double produit
. [0 , HRIF( + év,, v); Fa +in, v)] est nul, pour # indéterminée, les deux dernicres égalités sont vérifiées identiquement dans les indéterminées
À (RS AENS 2; om
W,, k et U», Fe ( AZk )
Mais, d'autre part, il est facile de donner à ces indéterminées w,,
et w, des valeurs particulières pour lesquelles la dernière égalité n’est pas vérifiée. Nous avons, en effet, vu tout à l'heure que le produit
IT RIF(r, ü), F'(x,70,))
était différent de zéro. Comme l'égalité
RAF (2); F(2)} = F(2)F(z) + F(2) F2)
que l’on peut établir quelle que soit Z(+), est vérifiée identiquement en 2, nous pouvons aussi dire que le produit
IL1Z (UP, 0) Fu, o) HA (a, to) Fu, 00,1
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et, par suite, que le triple produit
UE PE IT {7 (ut, 0) F(uf, v) + F(uf, o,) MO EE,) | (uns) CH nZk / est différent de zéro.
Si donc nous remplaçons les indéterminées w,, et w,, par les fonctions (ui), v,) et Æ,(uf”, v,), la fonction symétrique des w ct des v,
a, (0 Ja Lu, à Æ PQui”, 0) + a01,: Eu”, Vs)} dans laquelle -on remplace les fonctions symétriques élémentaires de uŸ”, us”, ..., u® par les coefficients de F{x, v,), considérée comme foncuon de Z seulement, Puis: gi; gas +. <; M par di, di, ..., d,, est diftérente de zéro. Elle ne saurait donc étre nulle pour des w,, et w,, in-
déterminées, et, par suite, le second facteur du résultant
Di bi; Da SAR D)
n'est pas nul non plus.
Cette recherche est nouvelle. Elle offre un exemple frappant de l'avantage qu'il y a à se servir de méthodes naturelles, sans introduire aucun élément étranger au domaine dans lequel on se meut. C'est, en effet, l'impossibilité dans laquelle je me suis trouvé, de démontrer que le résultant TE, D, d,, ..., d,) est différent de zéro, sans supposer l’existence des racines des équations alsébriques, et à l’aide de la généralisation des idées de contenant et de contenu donnée au début de ce chapitre, qui a amené M. KRONECKER à généraliser d'avantage encore les idées de contenant et de contenu (') en découvrant le théorème auxiliaire (*) nécessaire à notre démonstration, théorème qui, en réalité, est fondamental en Algébre.
4. Il est maïntenant facile de décomposer, dans un domaine naturel de rationalité, un système donné [7(2), #4] en d'autres systèmes contenant chacun l'élément 4. |
(") Sitzungsberichte der Berliner Akademie. Séance du 26 Juillet 1883. (*) Page 71 de ce Mémoire.
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En effet, (*) nous venons de voir que le résultant D(z; d, di; D, ‘Ets? bi)
qui est entiérement équivalent au système donné, n’a point de facteurs doubles pour £ indéterminée; nous pouvons donc toujours remplacer £ par une quantité & telle que
D(z; a; PE (UE Ch > gs)
n'ait point de facteurs doubles. Décomposons cette fonction entière de z en ses facteurs irréductibles, dans le domaine naturel de rationalité (R”, Jia Ci IE à JO, } R°) et soit
D(2) = Vi(a)Pa(e) .… V6).
Comme (2) est congru à zéro suivant le système de modules [7(2), #] nous avons manifestement l’équivalence
y CE), FT [FE (e, #, HP, (2)]1.
D'autre part, si nous composons les deux systèmes
LC), , D] & LFG) #, (a)
1] vient
on LACET,
pe RER Te LL —" # POS [A sr” "1 + IS Eee | LR RP” Fe pe el rar LE ar UE.
è SE = a+ SS PT tù DR DE = es SR.
te Sr:
S Pre Ce A a)
ou, comime RE V,) Ro Ci 4=T, 8, .,% 12H)
CF(e), #, HG), #, Ve) © CZ(e), #, d(e)].
(”) Cette dernière partie de la démonstration a été donnée par M. KRONECKER dans son Cours de 1883.
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Ainsi nous avons démontré l’'équivalence y—]
LP), 9) [F(a, #, DPF), #, (2)
en isolant, en quelque sorte, le facteur VF
ductibles de d(z).
Nous obtenons de même
(2) des autres facteurs irré-
tel y—2
CF), #, HG), M, MPG), #, Ve ()]
en isolant le facteur W,_,(2), et en répétant la méme opération » fois, nous avons enfin
LC), M] LLF), F, VI.
Formons maintenant le plus grand commun diviseur, suivant le module 4", des deux fonctions Æ(z) et V,(z). D'apres ce que nous avons montré dans le paragraphe précédent nous aurons à la fois, en désignant par D,(2) ce plus grand commun diviseur, les trois congruences,
D,(e)=0o [moddÆ(2), V2), #] V,(2) = 0 [modd #', D,(2)] F(2)=0 [modd Y', D,(2)]
-d'où il résulte que. l’équivalence
CP, Die) CE (Ge), Vie), #]
est vérifiée. Mais nous venons de voir que y EF), 8] LECF(e), Pie), #7; donc nous avons démontré l'équivalence
Léa), #1 LL, D (a).
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Les fonctions entiéres D,(:) sont premieres entre elles; car si D,(2) et D,(2) avaient un diviseur commun, il en serait de même de V,(2) et V,(2) contrairement à l'hypothèse. En effectuant la composition indiquée dans le terme de droite de l’équivalence précédente, et en tenant compte de la relation | [D,(2), D,(2)] 24 | (LES, DUR
nous avons successivement
C4, D,(2)109, DC) CF, DC), FD,(), D,(e)2,(2)]- CF, 2, (e)D,()] C4’, D, (2)D,(G)I04, D,(2)]- CF, FD,()D,(), D,(e), D,(2)2,(2)2,(2)]
TC, D,(2)D,(e)D,(2)]
ÿ—1 > ; 44 Cr, HD (T#", D,(]-1#, WILD, (2), WD,(2), ID (= [#, I D(2)] ce qui nous donne
II(#, D(2))—[#, IT D, (2)] et, par suite, [ 4, 1 D, (2)] FN EF (2), 4].
Nous avons. ainsi trouvé la décomposition du systeme donné [Æ(2), #']. Il est facile d'en déduire celle de la fonction Z(2) dans le domaine général de rationalité considéré. En effet, de l'équivalence précédente nous déduisons l1 congruence
F(2) = 0 [modd #, Il D,(2)]
ou encore l'égalité
Mais Y(N, R”, ..., N°) —o caractérise notre domaine général de rationalité. Nous avons donc, dans ce domaine,
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y D'autre part, le produit IT D, est congru à zéro suivant le systéme de k=1
modules [#(2), #7]; comme #’ — o, il en résulte l'égalité I D,(2) — a(a) Fa).
Ainsi Q(z)q(z) — 1; Q(z) et qg(z) sont donc indépendants de z, et comme le coefficient de la plus haute puissance de z, dans Z(2), est supposé égal à l'unité, Q — 1. Chacune des fonctions D,(2) est d'ailleurs irréductible dans le domaine considéré; en effet si nous avions
D,(2) = »(2)4(2) (mod #) comme |
V,(z)= 0 [modd #, D,(z)] il en résulterait
V,(z) = a(z)m(z)&(z) (mod #)
et la fonction V,(2) serait elle-même réductible, contrairement à l'hypothése. Le probléme proposé est ainsi résolu sans l'emploi des nombres et fonctions algébriques.
CHArITRE IV.
Décomposition des systèmes de diviseurs.
AN
Cas particulier de deux variables.
1. Nous venons de voir comment, dans un cas trés-particulier, on peut décomposer les systèmes de diviseurs en systèmes plus simples. Nous
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allons maintenant chercher à étudier la décomposition des systémes de diviseurs dans le cas général. A cet effet, et pour nous rendre compte de la méthode à suivre, nous commencerons' par considérer le cas le plus simple, celui d’un système de deux fonctions de deux variables,
Soient donc (x, y) et (x, y) deux fonctions entières des variables æ et y dont les coefficients fassent partie d’un domaine de rationalité (R, R, ..., N°). Si F{x, y) et G{(x, y) ont'un diviseur commun ÆH{x;4) et si (x, y) = H(c; y) D y CG, y NE PE Eu) ETOUE pouvons remplacer le système [Z'(x, y), G(x, y)] par le produit équivalent Hx, y)[D(x, y), Vx, y)]. Nous savons former le plus grand commun diviseur de deux fonctions entières; si donc Z{(x, y) désigne le plus grand commun diviseur des deux fonctions Z(x, y) et G{x, y), il ne nous reste plus qu'a décomposer un système dont les deux éléments n'ont aucun diviseur commun.
Remarquons que les systèmes (£, 7) communs à (x, y) —o et G{x, y) — 0, sont d'abord ceux pour lesquels la fonction Æ(x, y) s'annule; ils forment une variété d'ordre un; ce sont ensuite ceux qui annulent à la fois (x, y) et '(x, y); ils sont isolés En déterminant le facteur H(x, y) du système [Z{(x, y), G(x, y)] nous avons donc déterminé la variété d'ordre un, commune aux deux fonctions Z'(x, y) et G(x, y) égalées à zéro; pour parvenir à une nouvelle décomposition du système considéré, il est donc naturel de commencer par chercher les systèmes isolés (£, 7) communs aux deux fonctions (x, y) et W'(x, y) égalées à zéro. Je montrerai à la fin de ce paragraphe qu'en trouvant ces systèmes isolés on obtient vraiment une décomposition du systéme [d(x, y), (x, y)] en systemes plus simples.
La premiére partie de cette recherche n’est pas nouvelle. Mais il me semble nécessaire de la donner ici en insistant sur les points susceptibles de généralisation afin de bien faire comprendre sur quoi repose ‘la solution du. problème dans le cas général que j'exposerai plus loin. Comme c'est ce cas général qui est l’objet de nos recherches, je laisserai, à dessein, de côté, tout ce qui ne s'y rapporte pas directement.
Pour trouver les solutions communes aux deux équations (x, y) — 0, Yx, y) — © nous chercherons à transformer le système (9 = 0, #— 0) en un systéme enticrement équivalent ne contenant qu’une seule équation. S'il est possible d'effectuer cette transformation, le problème ne présentera
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plus aucune difficulté, à condition que nous supposions connu le théorème de Gauss sur la séparation des racines d’une équation algébrique.
Le problème aïnsi posé, on est directement amené à reprendre les recherches que j'ai exposées, dans le chapitre premier de ce Mémoire, sur le résultant de deux fonctions entières. Comme, pour des valeurs indéterminées de y, ®D(x, y) et W'(x, y) n’ont pas de diviseur commun, on sait que l'on peut trouver des fonctions entiéres de x et de y, ®, et 4", vérifiant l'égalité
dans laquelle le résultant Z,(y) est une fonction entière de y qui n’a aucun diviseur commun avec ®, et #. et qui n’est pas identiquement nul en y.
Lorsque les cocfficients des plus hautes puissances de x, dans ® et f ne dépendent pas de y, j'ai démontré que l'égalité R(y) — o est la condition nécessaire et suffisante pour que les deux fonctions ® et 4 aient un diviseur commun en æ. Il n’en est pas de même lorsque, dans ® ou #', le coefficient de la plus haute puissance de x dépend de y; en effet, pour des valeurs particulières données à y, le degré de W'(x, y) par exemple, par rapport à x, peut alors s’abaisser d’une unité; si donc
R(y) = 0, c'est à dire, si D(x)E,(2) + H(x)d,(x) — 0
an ne peut plus, en supposant l’existence des racines, conclure immédiatement que (x) et W'(x) ont un diviseur commun; car la relation
f(x) =o [mod Y'(x)]
qui était impossible dans le cas où le coefficient de la plus haute puissance de x, dans #'(x) ne dépendait pas de y, est possible maintenant.
Ainsi pour pouvoir appliquer à des fonctions de deux variables le théorème fondamental sur leur résultant, il nous faut tout d’abord transformer ces fonctions en d’autres qui leur soient équivalentes et dont le degré par rapport à chacune des variables soit égal à la dimension.
Une simple transformation linéaire nous fournit ce résultat. Soit À la dimension de (x, y) et y celle de Y(x, y). Désignons par ç,(x, y) l'ensemble des termes de (x, y) qui sont de dimension À, et par
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d,(x, y) l'ensemble des termes de #W'(x, y) qui sont de dimension y. Si nous posons |
x = ax + y y = 7x + dy,
comme une substitution linéaire des variables ne change pas la dimension d'une fonction de ces variables, les termes de plus haute dimension en z' et y’ seront, aprés la substitution,
(ax + By, re + dy) = ea, 7)2 + po(B; 6)y + :
et
d(ax + By’, je + dy") = dia, r)2" + D (B, y" +
Il suffit done de choisir les systèmes de nombres (a, 7) et (3, d) tels que ge, et d, soient différents de zéro lorsqu'on y remplace (x, y) par l’un et l'autre de ces systèmes, pour avoir transformé (x, y) et d'(x, y) en deux fonctions de #’ et de y dont le degré par rapport à chacune des vafiables est respectivement égal à À et à y. Ces fonctions égalées à zéro sont entiérement équivalentes à (x, y) — 0, (x, y) — ©. Ce n'est donc pas une restriction que de supposer que (x, y) et (x, y) sont déjà les fonctions transformées. Dans cette hypothèse nous pouvons appliquer le théorème fondamental sur le résultant de deux fonctions entières.
Formons d’abord le résultant, par rapport à x, des deux fonctions D(x, y) et Yx, y); soit
Bi(y) = IT (y — w) ce résultant. Les deux fonctions de x,
ont, d’après ce que nous avons démontré, un diviseur commun; il y aura donc sûrement pour y —%,, une valeur de x, æ — £, pour laquelle les deux fonctions (x, y) et W'(x, y) sannuleront simultanément, Inversement, si pour une valeur particulière de y, y — #7, on peut trouver une valeur de x, x — £, telle que les deux égalités
D(E, 7) = 0, WE
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soient vérifiées simultanément, ®(x, y) et Y'(x, y) ont, pour y — y, un diviseur commun; le résultant de ces deux fonctions, par rapport à x, R,(y), s'annule donc pour y — 7, ce qui montre que y est nécessairement égale à l’une des racines y, de l'équation R,(y) = o.
Formons ensuite le résultant, par rapport à y, des deux fonctions D(x, y) et Wx, y); soit R,(x) — I ( — 4%) ce résultant. Comme Æ,(x) — o est la condition nécessaire ct suffisante pour que (x, y) et (x, y), considérées comme des fonctions de y, aient un diviseur commun, il y aura sürement, pour æ — *,, une valeur de y, y — 7, pour laquelle O(x,, y) et W'(x,, y) s'annuleront simultanément; et si pour æ — £ on peut trouver une valeur de y, y = », telle que les deux égalités |
DE, 7) = 0, VE
Le
soient vérifiées simultanément, £ sera nécessairement égale à l’une des racines «, de l'équation R,(x) = o.
Le théorème fondamental sur le résultant de deux fonctions entieres, appliqué aux deux fonctions ®f(x, y) et (x, y) nous montre donc que les systèmes (£, 7) pour lesquels on a simultanément
DE, D —0 ct VE, m0
sont tous compris parmi ceux que l’on peut former à l’aide des racines des deux équations |
Maïs nous ne voyons pas encore comment se groupent les racines de ces deux équations, pour former les systèmes (£, y). C’est pourquoi nous introduisons dans nos recherches une quantité indéterminée u. Posons 2 = UT +Y
ou encore, pour conserver la symétrie entre x et y
2 = UD + Vy; MEET
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et D(x, 2— ux) = ç(x, z, u)
Pr, 2— ux) = d(x, #, u).
Dans les deux fonctions de x et de z, @ et d, le coefficient de la plus haute puissance de z, ne dépend, comme dans ® et #', que des éléments du domaine de rationalité, et le coefficient de la plus haute puissance de æ que de ces mêmes éléments et de l’indéterminée ; ils ne peuvent donc jamais s'annuler pour des valeurs particulières données aux variables æ ou ?, ce qui nous permet d'appliquer au système
CÂ%;14%, 4) =10, (x, 4, u) = 0 le même raisonnement que tout à l'heure. Formons donc le résultant,
par rapport à æ des deux fonctions @ et d, et désignons par
R(e, u) = cIl(: — 6)
@) ce résultant, divisé, s'il y a lieu, par une fonction entière de w, afin que le coefficient de la plus haute puissance de z ne dépende plus que des éléments du domaine de rationalité Nous pouvons alors toujours déterminer une valeur de x, æ'= &, telle que
p(E, G)—=0 et W(E, G) —0o.
Comme inversement, toutes les valeurs de z pour lesquelles ç et sannulent simultanément, sont racines de l'équation Æ(:) — o, nous voyons également que
« x — "22 Net MuEs LE yy =T; :
représentent {ous les systèmes vérifiant les deux équations
p(x, ux + y) = 0o et dx, ux + vyÿ) = 0 ou encore que
x — En et y = GT UE représentent {ous les systèmes vérifiant les deux équations
(Tr, y) = oM et WT) —= 0.
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Mais nous avons vu tout à l'heure que tous ces systèmes sont compris parmi les combinaisons des racines &, et 7, de R,(x) — 0 et de R;(y) — o. Donc | … he DT oc SA rm a 1 c'est à dire = UE, + Um.
Ainsi chaque racine du résultant Æ(z) égalé à zéro est une fonction linéaire et homogène des racines des résultants des deux fonctions considérées, par rapport à æ et à y, et nous pouvons écrire
R(2) = IT (2 — uË, — vr).
L'équation R(2) — o est entièrement équivalente au système
MD (roy) = 0, (x; ÿ) = 0]
car à tout système vérifiant simultanément les deux équations © — o et # — © correspond une racine de l'équation ÆR(z) — o, et inversement à toute racine uë, + vy, de l'équation R(z) — o, correspond un système (6 7) tel que
DÉTECTE (ET EL = 0:
C'est pourquoi nous dirons que R(z:) — o cest l'équation résolvante et R(2) le résolvant du système [@(x, y), (x, y)].
Comme
R(2) = IT (2— 06, — y) — IT Lu(x — &) + v(y — m)]
il suffit, pour obtenir les systèmes cherchés (&, #) de décomposer la fonction homogène de « et de v, R(ux + vy) en ses facteurs linéaires,
Chacun de ces facteurs linéaires, égalé à zéro, nous donne un des systèmes cherchés; car « étant indéterminée, de l'égalité
on déduit
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La différence essentielle entre À et la fonction V de GaALois consiste en ce que dans À, w désigne une indéterminée, tandis que dans W, « et v sont remplacés par des nombres entiers. Cette différence est trèsimportante, comme nous nous en apercevrons peu à peu dans la suite de nos recherches.
Dés maintenant nous voyons que la méthode précédente a l'avantage de nous donner simultanément les deux éléments €, 7 d’un même système, et c’est à l'emploi de l’indéterminée # que nous devons ce résultat.
Poisson fait déja usage des indéterminées et obtient le même résultat; mais là s'arrête l’analogie de sa méthode et de celle de M. KronECKER. Il me semble que Poisson considère les indéterminées plutôt comme des auxiliaires commodes pour le calcul, tandis que M. KRroNECKER s’en sert surtout pour pénétrer plus avant dans la nature des systèmes vérifiant les équations données. Déjà la recherche sur la décomposition des systèmes que nous allons aborder à l'instant, indiquera clairement l'importance théorique des indéterminées en Algebre.
L'équivalence
suppose expressément # indéterminée. Mais si, faisant pour un instant abstraction de cette équivalence, nous nous proposons simplement de trouver les systèmes (£, y) vérifiant à la fois les deux équations
(x, y) "4 €) et W(x, y) — 0
il nous suffira de remplacer « et v par des quantités variables, et alors nous pourrons toujours, comme nous l'avons fait voir dans le second chapitre de ce Mémoire, donner à ces variables des valeurs «a et D, telles que £ et y soient fonctions rationnelles de aë£ + by. A la recherche des deux genres £ et » est alors substituée, comme chez GaLois, celle du genre unique qui les contient tous deux. Nous rencontrons ici le genre de la méthode qui permet de donner une figuration bien simple d’un systéme d'équations à un nombre quelconque d’inconnues. k
2. Nous venons de parler de l’équivalence des systemes d'équations [D(x, y) — o, V(x, y) = o] et [R(z:) — 0], équivalence qui est le théorème fondamental de la théorie de l'élimination, dans le cas de deux fonctions
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de deux variables. Il nous faut maintenant rechercher si à cette équivalence correspond une équivalence entre le système
CO(x, y), V(x, y)],
qui est à proprement parler l'objet de nos recherches, et son résolvant R(ux + vy), et si cette équivalence répond à la définition algébrique que jai donnée dans le chapitre précédent, où deux systèmes étaient dits équivalents lorsque chacun d'eux contenait l’autre dans le sens plus général de contenant et de contenu introduit en Algébre par M. KroONECKER.
Comme l'équation R(ux + vy) — o n’est la résolvante du système donné que si « est indéterminée, elle représente non pas une équation entre æ et y, mais plusieurs. Si, en effet,
R(ux + y) — 2 r,(x, y}u” :=0 nous aurons à la fois, précisément parce que « est indéterminée, ot; y) —= O; r,(; y) hQ ilot 3 f ,(c, y) 19
et le nombre de ces équations peut être fort grand. C’est ce système d'équations qui, en réalité, est équivalent au système
LOT e 0, Try) "0 |;
nous l’avons seulement condensé en une seule équation, à l’aide de l'indéterminée #, afin d'obtenir simultanément les valeurs correspondantes £ et 7; mais dans des recherches d’équivalences il nous faut revenir aux équations qui lient les variables æ et y indépendamment de l’indéterminée u; nous comparerons donc les deux systèmes
CO(x, y); de, y)] et [rofr, y), mir, y), +, ra, y].
Le résultant ÆR(2) est une fonction linéaire et homogène des deux fonctions ç(x, z) et dx, 2), c’est à dire des deux fonctions (x, y) et l'(x, y) et les coefficients de cette fonction linéaire et homogéne sont des fonctions entières de x et de 2. Ils sont seulement rationnels en «; mais après avoir multiplié par une fonction entière convenable de #, l'expression R(z) et la fonction linéaire et homogene qui la représente, on peut com-
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parer les coefficients des puissances correspondantes de w; on obtient alors, pour), 22,1. te
r(t, Y)=0 [modd ®(x, y), (x, y)] ce qui démontre la congruence
ot, 4), nt, 9), 5. nt Y]=O modd'D(x; y), (x, y}:
Ainsi le système donné est contenu dans le système des coefficients du résolvant. Il s'agit maintenant de vérifier si, inversement, le système des coefficients du résolvant est contenu dans le système donné.
Une restriction est ici nécessaire. Nous savons que la fonction O(x, y) s'annule pour les systèmes (£, 7) vérifiant simultanément les équations 7%, Y)= 0,170, 4) 20,4 ra (6 y} 0 VUE PORN voulons démontrer revient donc à généraliser la proposition élémentaire qu'une fonction ®(x) qui s'annule pour toutes les racines d’une équation r(x) — 0, est divisible par r(x). Mais cette proposition élémentaire suppose déja que toutes les racines de l'équation r(x) — o soient inégales; il est donc naturel de faire la même restriction dans le cas des fonctions de deux variables et de supposer que tous les systèmes (£, 7) soient inégaux, c'est à dire que l'équation résolvante R(2:) — o n'ait point de racines multiples.
C'est seulement sous cette hypothèse que je résoudrai complètement le problème proposé. Elle revient à supposer l'inégalité
IT A (6, %) Z
où A(x, y) désigne le déterminant fonctionnel des deux fonctions @(x, y) et (x, y), et où le produit est étendu à tous les systèmes (£, 7) communs à ces deux fonctions; mais comme dans ce qui va suivre je ne fais pas usage de ce théorème, j'en renverrai la démonstration à une autre Occasion.
Je démontrerai, par contre, par une méthode qui sera applicable à un système de fonctions contenant un nombre quelconque de variables,
que toutes les fonctions
ACE y) r(T, Y); ..) FT; y)
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n'ont pas de diviseur commun. Je formerai, à ect effet, les deux expressions
HE Zr(æ, VITRE EL RAM Zr(æ, y)V,
où U,, U,..., U, et V,, V,,..., V, sont de nouvelles indéterminées et je montrerai d’abord que de l’hypothése que nous venons de faire on déduit l'inégalité
ILE, %)Z
où /'(x, y) désigne le déterminant fonctionnel des deux fonctions /(x, y) et K(x, y) et où le produit est étendu à toutes les racines du résolvant R(2) égalé à zéro.
Dans ce but, il suffit de remarquer qu’en désignant par « et w, deux indéterminées différentes, les fonctions H(x,*y) = Zri(r, AU art Er us Zr,(x 1Y)F;
se transforment en
Rux + y) = rx, yju' cet R(ux + y) — Zr(, y)ui
par une substitution qui spécialise les indéterminées U et V. Si donc le déterminant fonctionnel Ta, » D,H(x, y), D,H(x, y) Lui DK, 4); D, K(x, y)
était nul, pour un des systèmes (£, 7) considérés, il faudrait que pour ce # +
même systéme, le déterminant D,R(ux + y), D,R(ux + y) D,R(ux + y), D,R(ux + y) füt également nul. Mais, Si 4 = UT +Y, D,R(ux +y)=uD,R(z); D,R(ux + y) = D,R(:) D,R(u,x + y) =uD,R(a); D,R(ux + y) = D,R(z).
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Nous aurions donc aussi l'égalité (u—w)D,R(z)D,R(z) = 0
c'est à dire, ou bien D,R(z) — o, ou bien D,R(z,) = o, pour un système (£, 7) qui annule le résolvant R(z) et pour lequel nous avons à la fois R(ux + y) = 0 et R(u;x + y) — 0. Ce résultat est contraire à l’hypothése d'après laquelle Æ(z) n'a point de facteurs multiples. Il est donc impossible que le produit
soit nul.
Mais alors il est également impossible que toutes les fonctions Vols Vs Mill» Yr secs TX Y). aient un diviseur commun;. car si elles avaient un diviseur commun P(x, y), P(x, y) serait aussi diviseur de H(x,y) et de K{x,y); les deux fonctions Z{(x, y) et K{(x, y) s'annuleraient done pour, l’un des systèmes (£, y), et nous aurions pour ce système
IE
contrairement à ce que je viens de démontrer. D'autre part, comme par hypothèse le résolvant R(z) n'a pas de facteurs multiples et que D, Rux + y) — uD,R(z), les deux fonctions
2 r,(x, yju* et Z D,r,(x, y)u
n'ont pas de diviseur commun, pour des valeurs indéterminées de y. On voit done que Æ{x, y) et sa dérivée par rapport à x ne peuvent avoir: de diviseur commun tant que y reste indéterminée.
Ainsi de l'hypothèse que R(z2) n’a pas de facteurs multiples, résultent
les deux équivalences
[H{x, y), K(X, y)] T1 et
LA (x, y) D'K(asty)l 1
relativement à x, pour y indéterminée. -
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À cet cffet ïl est nécessaire de déterminer des multiplicateurs q,(x, y), H(X, Y); -.., Aux, Y), fonctions entières de x et de y, et tels que ®(r, y)
soit égal à (CE Y)ro(es y) + Des y}rifes y) +... Hurt, Yale, Ye
Ce probleme serait résolu si nous pouvions déterminer des fonctions entières
de æ et de y, a(x, y) et B(x, y) telles que
D(x, y) = a(x, y) He, y) + Br, y) K(x, y)
c'est à dire, si nous pouvions déterminer une seule fonction entière de x et de y, a(x, y), telle que
D(x, y) = ax, y) H(x, y) [mod Æ(x, y)].
La formule de LAGRANGE: nous donne immédiatement une fonction rationnelle de æ et de y, entière en x,
J: , ) = D(x;, y) K(+, ue I a(x, LR ; Te y) Free PL K(x, he
vérifiant cette congruence; la somme est. étendue à toutes les racines #, du polynôme Æ{x, y) considéré comme une fonction de # seulement et évalé à zéro. Si la fonction rationnelle a(x, y) est aussi entière en y, le probléme est résolu; il s'agit done simplement de voir quand cette expression se présente sous. une forme illusoire. Dans ce but nous rechercherons les valeurs des variables qui annulent son dénominateur.
Et d’abord les deux dernières équivalences nous montrent que pour y indéterminée, H(x,, y) et D,K(x, y), sont nécessairement différents de zéro. |
De plus, si nous donnons à y, une valeur y, indépendante des indéterminées U et V, et telle que H{x,, y) soit nulle, nous aurons à la fois
HP) = OMS KES yo:
© [ès]
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Mais alors le systéme (x,, y,) aunule simultanément toutes les fonctions (cs y), (— 0, 1,..., m)3 il est donc identique à l’un des systèmes (£, 7) considérés, et comme pour chacun de ces systèmes on a Ÿ(É, 7) = 0, notre expression se présente sous une forme indéterminée. En tenant compte de légalité K(x,, y) — 0, on trouve facilement, par le procéde bien connu de différentiation du numérateur et du dénominateur, la vraie
re a 6 * » = O(É;, Vi) F À ’ \ raleur de la fraction HE 1) ÆElle est égale à
Le dénominateur est égal, au signe près, à (6, »,); il est donc différent de zero et la vraie valeur de la fraction
- D(£, Yi) \ H(é;, Yi) est finie et déterminée.
Si donc, en s’annulant, la fonction de y,
T{y, U, V)= HE(G,, y
rend illusoire l'expression du multiplicateur a(x, y) donnée par la formule de LAGRANGE, ce ne peut être que pour des valeurs de y qui dépendent des indéterminées ÜU et V. En d’autres termes, si nous déterminons le plus grand commun diviseur A(y) des coefficients de la fonction T{y, U, PV) ordonnée par rapport aux indéterminées Ü et VW, et que nous mettions Ty, U, V) sous la forme
T(y, (LE 124 = A(y)E,(y; U, V) #
les racines de l'équation A(y) — o ne rendront pas infinie l'expression trouvée pour a(x, y).
Je rappelle qu'on entend par forme primitive d'un nombre quelconque d'indéterminées, une fonction entière de ces indéterminées dont les coefficients n'ont aucun diviseur commun. Æ(y, U, V) est donc une forme primitive des indéterminées U et W.
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Il serait possible que pour une valeur déterminée de y, indépendante des indéterminées U et WV, y — y,, la fonction K{x, y) et sa dérivée par rapport à æ, aient un diviseur commun. l'expression trouvée pour a(x, y) se présenterait alors, pour y — y,, sous une forme illusoire. Mais je vais montrer que si WW désigne une indéterminée, il est impossible que la fonction
K(#, y,) + WH(x, y)
et sa dérivée par rapport à x, aient un diviseur commun.
Et d'abord les deux fonctions de x, H(x,y,) et K{x, y.) ne peuvent avoir de diviseur commun. En effet, si la fonction P(x, y,) divisait à la fois H(x, y,) et K(x, y.) elle diviserait aussi /'(x, y,). Mais alors en déterminant x, par l'égalité P(x,, y.) — o, nous aurions à la fois
cé qui est impossible, puisque des deux premières de ces égalités nous pouvons conclure que le système (x, y) est égal à l’un des systèmes (£, 7), à condition toutefois que nous ne considérions que des valeurs y, indépendantes des indéterminées U ét V.
Ceci posé, supposons que la fonction Æ(xr, y) + WH(x, y) cet sa dérivée par rapport à x aient un diviseur commun, Lx, y, W). Des deux égalités
Ke, y) E WH(x;y,) = Lx; y, W)Mi{x, y, W) et |
D,K(x, y) + WD,H(x, y) = Lx, y, W)Nx, #, W)
on déduit immédiatement la relation
K(x, y)D,H(x, y) — H(x, y)D,K(x, y) = LOU OMIM (rc JOTD. Hey) = Nix, 4, 0W)D,K(x, nl?
dans laquelle la quantité entre parenthèses est différente de zéro. En effet, dans le cas contraire le terme de gauche serait égal à zéro, donc les deux fonctions de x, H(x, y,) et K(x, y,), auraient un diviseur commun, contrairement à ce que nous venons de démontrer. Mais alors, nous
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pouvons déduire de l'égalité précédente que la fonction ZL{x, y, W) est nécessairement contenue dans l'expression
elle est, par suite, indépendante de lindéterminée W; donc, comme K + WH = L.M, elle est contenue à la fois dans H{x, y.) et dans K(x, y,). Mais nous avons vu plus haut que ces deux fonctions n'ont pas de diviseur commun; donc la fonction X{x, y,) + WH{(x, y,) et sa dérivée, par rapport à x, sont premicres entre elles.
En appliquant aux deux fonctions de x,
Ke, y) +. WH(x, y). et D,K(z, y) + WD,H(x, y)
le théorème fondamental sur le résultant de deux fonctions entières, on voit maintenant qu'il est possible de déterminer une constante C, telle que la fonction
K(x, y,) + CH(x, y.)
n'ait évalement aucun.diviseur commun avec sa dérivée par rapport à x. D'ailleurs les deux systèmes
CH(x, y), K(x, y)] et TH(x, y), K(x, y) + CH(x, y)]
sont entiérement équivalents.
Ainsi, aprés avoir transformé, si cela est nécessaire, le systéme proposé en un système équivalent convenable, en désignant encore par H(r, y) et K{x, y) les deux éléments de ce système, et par y, une valeur déterminée indépendante des indéterminées U et F, nous ne pouvons avoir simultanément les deux équations
KG Y:) = Der K(x, OTPESS — ©.
Comme la premiere de ces égalités est vérifiée, quelle que soit y, la seconde ne l’est Jamais. En d’autres termes, le produit
ÉDE (x, y) PNEU
+ L] > est une forme primitive des indéterminées U et F.
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En multipliant la fonction entière de x, ax, y) par le produit E(y, U, V) des deux formes primitives E,(y, U, V) et Ti(y, U, V}, nous obtenons donc une fonction entière de x et de y. Comme le produit de deux formes primitives est lui-même une forme primitive, la forme Ety, U, V} est primitive. |
Nous avons jusqu'ici, à l'aide de la formule de LAGRANGE, déterminé a(x, y) de manière que la fonction entière de x et de y ainsi que des indéterminées U et F :
E(y)[®D(x, y) — afx, y) H(x, y)]
soit divisible par Æ(r, y), considérée comme une fonction de x seulement; le quotient |
a De, y) — a(x, y)H(æ, y] B(x; ÿ) = “LE ET A DEL D
est donc une fonction ‘entière de x. Maïs nous avons démontré que si le quotient de deux fonctions entières de plusieurs variables x, y, 2, ..., est une fonction entière de x et si la fonction diviseur ne contient pas un facteur indépendant de x, ce même quotient- est fonction entière de toutes les variables %, y, 2, .... La fonction entière X(x, y) ne contient manifestement aucun facteur indépendant de x; donc f(x, y) est une fonction entiere de æ et de y, ainsi que des indéterminées U et F, et nous pouvons écrire
E(y)®(«, y) Se LE(y)a(x, y)] H(x, y) qe B(x;, y)K(x, y) |
les coefficients de (x, y) et de X(x, y) étant fonctions entières de #, de y et des indéterminées U et F.
Nous avons donc démontré, non pas que la fonction ®(x, y) contient le système de modules |
CH(x, ÿ) K(x, y)],
mais seulement que le produit É E(y)d(x, y)
de la fonction ®(x, y) et d’une forme primitive Æ{y), contient ce système de modules. Mais comme dans la forme primitive Æ{y) ne parait qu'une variable y, tout est bien simple maintenant.
En ordonnant par rapport aux indéterminées U et 1” les deux termes de l'égalité
E(y)®(x, y) = Ey)a(x, y) H(x, y) + f(x, y) K(x, y)
et en comparant les coefficients, nous obtenons un systéme d'équations
SO(y)D(x, y) = rc, 5%, 9) + nie, Y)(œ, y) + 2. + r, (x, y)80 (x, 9)
pour k— 1, 2,.3,.... Comme la variable, x ne parait pas dans ‘a forme Æ(y), chacune des fonctions SŸ(y) ne contient qu'une seule variable; ces fonctions S%(y) n'ont d'ailleurs pas de, diviseur commun puisque la forme Æ(y) est primitive; nous pouvons donc déterminer des fonctions enticres à coefficients rationnels o,(7y), telles que l'égalité +
SUD
soit vérifiée. En multipliant chacune des équations précédentes par la fonction o,(y) correspondante et en ajoutant les différentes équations ainsi obtenues nous avons donc enfin
D(x, y)=0 [moddr,(x, y), rifx, y), ..., ru, Y)]. L'on obtient, tout à fait de même, la seconde congruence Pix, y) =0 [moddr,(x, y), rifæ, y), ..., r,(&s y)] Mais alors on peut écrire [O(x, y), Pt, Y)]= 0 [moddr,(x, y}; nitt, y), A, y)|.
Il suffit de joindre à ce résultat, celui que nous avons obtenu plus haut, pour avoir démontré l’équivalence
[2 (x, y), Ex, y)] 4 Lro(æ, y) r1(æ; y) rs Ta y)].
L'équivalence d'un système de deux fonctions de deux variables et du système formé à l’aide des coefficients de son résolvant ordonné par rapport aux indéterminées qui y paraissent est donc bien de celles que nous avons définies dans le chapitre précédent.
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Comme R{ux + y) — > r,(æ, yju*
quelle que soit l’indéterminée #, nous pouvons en considérant successivement plusieurs indéterminées différentes. #, #,, ..., représenter chacune des fonctions r,(x, y) par une fonction linéaire de R(ux +y), R(u;x +y),.…… Il est bon de remarquer que les coefficients de ces fonctions À sont, en général, fonctions rationnelles des indéterminées #, u,,.... La fonction R(ux + y) prise un certain nombre de fois et pour des indéterminées différentes, et le système [r,(x, y), nil, y), ..., r,(æ, y)| sont donc équivalents. C’est pourquoi nous pouvons dire que l'équivalence démontrée
[Du y), Lx, pl Ine, y), iles y), ., r (ts 9)
indique aussi qu'à l'aide des indéterminées w, la fonction R(z) remplace entièrement le système donné |[®(x, y), d'(x, y)|.
3. Il nous faut maintenant faire les mêmes recherches dans le cas où l’on nous donne non pas deux, mais un nombre quelconque de fonctions de deux variables. En introduisant la notion de système de diviseurs j'ai déja insisté sur ce que le nombre d'éléments de ces systèmes ne jouait qu'un rôle secondaire dans l'étude de leurs propriétés. Pour légitimer cette remarque, j'ai de suite montré que l’on peut augmenter à volonté le nombre des éléments d’un systéme sans rien changer à sa signification. La méthode que je vais suivre pour transformer un systéme composé d’un nombre quelconque d'éléments et qui est toute semblable à celle que j'ai suivie lorsque le système n'était composé que de deux éléments seulement, vérifie entiérement cette +remarque dans le cas de deux variables.
Soient A,(x, y), Lt; y), .….., A,(x, y), g fonctions entières de x et de y, que nous pouvons supposer sans diviseur commun dans le domaine de rationalité considéré, puisque nous connaissons une méthode pour déterminer le plus grand commun diviseur d’un nombre quelconque de fonctions entières dans un domaine général de rationalité. Nous cherchons
s'il est possible de décomposer le système
Me ae (ro), cd 59)
Acta mathematica. 6, Imprimé 28 Juin 1884. 1
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en systèmes plus simples. Relions, à cet effet, les éléments A,, 4, …, 4,
par deux! systèmes dindéterminées UE A, QU, et PIS En res formons le résolvant des deux fonctions
: LL 2 U;A;(x, y) et 2 FACE UN
ce résolvant sera fonction entière de 2 — ux + vy et des indéterminées U et V; désignons-le par
et soit Az) le plus grand commun diviseur des coefficients de S considérée comme une fonction des indéterminées Ü et VW seulement; nous
Pete { pourrons alors écrire
SEAL PIERRE RER DRE
et E(z, U, V.) sera une forme primitive des indéterminées U et W. Ceci posé, supposons que pour un système (£, y), les fonctions
sommes
y), At, y), ..., A,(x, y) s'annulent simultanément; alors les deux
Z UA(E, y) et À V,A(E, #) G=1, 2, up)
seront également nulles, et nous aurons, par suite, d’après-ce que nous avons démontré sur le résolvant de deux fonctions entières
S{uE + vy, U, V)= 0.
L « e L "4 LL .
Mais, pour une valeur de z indépendante des indéterminées Ù et VW, la fonction S(z, U, V) ne peut s'annuler que si R(z) s'annule. Si donc nous avons simultanément
nous-avons aussi
R(uË + vy) = 0.
Inversement, comme chaque racine £— u£ + vy de l'équation R(z) — 0
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vérifie l'équation S(z, U, V)— 0, nous aurons à la fois, d’après ce que nous avons démontré sur le résolvant de deux fonctions entières,
> DU A(x, y) = 0 et 2 ÉANÉANNIEERe HEU2e, 6)
pour x = £ et y — 7; mais de ces deux équations résultent immédiatement les suivantes
AN) + ON ÉCMMIE OR AE Pts Oo.
Ainsi la fonction ÆR(z) joue, dans lé cas général que nous considérons, le même rôle que le résolvant dans le cas particulier de deux fonctions entiéres seulement. C'est pourquoi nous dirons que ÆÀ(z2), le plus grand commun diviseur des coefficients de la forme S(z, U, V), est le résolvant du système
[4 (x, y) A, (x, y) ares A, (x, y)|.
Nous allons montrer que tout systéme est équivalent à son résolvant. Et d’abord R(z2) contient le système [A,(x, y), A(x, y), ..., A,(æ, y)l. Nous obtenons, en effet, le résolvant S(z, U, V) des deux fonctions entières >> U,Ai(x, y) et 2 VAi(r, y) CNE
(i) en formant le résultant, par rapport à x, des deux fonctions 2 U;A,(x, 2 —ux) et 2 V,Ai(x, 3 — ux); (i=1,2,...p) l 0
il en résulte que S(z, U, V) est une fonction linéaire et homogène des deux fonctions entières de x, de y et des U, V,
DER uRet 2 V;Ai(x, y) GS) (à) i
dont les coefficients sont également fonctions entières de x, de y et des U, V. En ordonnant $, ainsi que cette fonction linéaire et homogène, par rapport aux indéterminées U et V, et en comparant les coefficients correspondants, nous aurons donc, si S(z2), (k = 1, 2, ..., 7) sont les coefficients de la forme primitive Æ(z, U, V), une suite de congruences
R(z) S®(2) = 0 [modd A,(x, y), Ax, y), ..., A,(&, y)
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pour k — 1, 2,..., Tr. Comme les fonctions S®(z) n'ont pas de diviseur commun et sont fonctions d'une seule variable, nous déduisons facilement de cette suite de congruences, celle que nous vouloñs démontrer
R(+:)=0 [modd 4,fx, y), A(x, y), ..., A,(x, y)l.
Apres avoir, dans les deux termes de l'égalité correspondante, chassé le dénominateur qui est une fonction entière de «w, il vient en comparant les coefficients des puissances correspondantes de « et en posant
R(2) — 2? r; (æ, y) uw (1=0:, 1512; tm)
ü r(&, y)= 0 [modd A(x, y), Ar, y), ..., A,(T, y)] G=012,.,m et, par suite, be, v), nie, ve, de, re, D=o [modd 4,(x;.9),. Ar, y} A EROIE
Cette dernière congruence ne contient plus aueune indéterminée. |
Si, comme toujours, nous supposons que les racines du résolvant R(z) ne soient pas multiples, chacun des éléments A(x, y), (à = 1, 2,..., us) contient également le système [r,(x, y), r.(&, y), ..., r,(&, y)l. Ilsuffit, pour s’en assurer, de démontrer que A,(x, y) contient le système
Z Ur;(x, y), 2 Vir(r, y)]. (i=0, 1,3, …., m)
Ici le raisonnement est identique à celui que nous avons fait pour dé-
montrer la congruence (x, y) =0 [modd H{x, y), KH(x, y)].
A l'aide de la formule de LAGRANGE, on forme d’abord une fonction entière E(y)a(x, y) vérifiant la congruence
E(y)4,(x, ÿ)= E(y)a(x, y) 2 Uri(x, y) [mod Z Viri(x, y)
où Æ(y) désigne une forme primitive des indéterminées U et V, dont
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les coefficients ne dépendent que d’une seule variable; puis on en déduit, comme tout à l'heure, la congruence que nous voulons démontrer
A(@,-y)=0 [moddr,.(x; y), rx, y), ..., 7,(&, y)
UMR ES de #4 ORNE _ En joignant ce résultat à celui que nous avons obtenu à l'instant, nous pouvons écrire l'équivalence
AG, y) AE À, (æ, y) Ge [ro(x, y), sut: à TD y)].
Cette équivalence indique aussi, qu'a l’aide des indéterminées w, la fonction R(z:) remplace entièrement le système donné
PACA) Or ATEN
Comme deux systèmes équivalents à un méme troisième sont équivalents, nous avons ainsi démontré le théoréme fondamental: Tous les systèmes de fonctions entières de deux variables, ayant même résolvant, sont équivalents.
Dans le chapitre précédent, une des raisons données pour légitimer l'introduction des systèmes de diviseurs en Algèbre, était que toute fonction M(x, y) qui s’annule pour les systèmes de racines (£, 7) communs à plusieurs fonctions A,(x, y), (6 — 1, 2, ...) de deux variables, sans diviseur commun, est une fonction homogène et linéaire de A(x, y), A(t, y), ..., à coefficients fonctions entières de x et de y. Nous pouvons maintenant considérer ce théoréme comme démontré. Il faut toutefois que le résolvant X(z) des fonctions A,(x, y) ne contienne pas de facteurs multiples; la démonstration dé la congruence
M(r,y=oNmoddr,(x;:y), ir, (ru) de laquelle on déduit, d’après ce que nous venons de voir, ML YyI= 0 |modd 4;(&, y); 0%. Aix, y)
repose, en- effet, sur cette hypothèse. En cherchant à déterminer directement deux fonctions entières a(x, y) et f(x, y), vérifiant l'égalité
Mix, y) = a(x, y) ZUA (x, y) + B(x, y) 2 V,A,(x, y)
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on voit cependant que, même si les systèmes (£, 7) sont multiples, on peut encore vérifier la congruence cherchée lorsque la fonction M(x, y) s'annule pour chaque x — &, et y — 7;, au moins autant de fois que le résolvant Aux + vy).
Je dis enfin que la transformation du systéme
AUS U) LA UR JP SNS SES
en une seule fonction Æ(z) contenant l'indéterminée w, nous donne vraiment une décomposition, en systèmes plus simples, du système Hit, y), 2x, y), ..., A,(&, y)] dont les éléments n'ont aucun diviseur. commun.
Pour nous en assurer, décomposons dans un domaine de rationalité que nous fixerons arbitrairement, le polynôme Æ(z) en deux facteurs F2) et G(z) de sorte que
et supposons que
Fa) = EX fi(&, vu (0, 1, 2e, m) (D
G(z) = Egi(x, yjui. (=0;1, 0020 (D
Si, à la décomposition de Æ(2) en deux facteurs, correspond vraiment une décomposition du système donné en deux systèmes plus simples, il faut que réciproquement en composant de nouveau ces deux systèmes on obtienne un système équivalent au système donné. Or le produit de la composition des deux systèmes [f{(x, y), fic, y), …, ft, y)]-et [TE Y), BDs Y)s +, GT, Y)] est équivalent au système dont les éléments sont des produits de chaque élément du premier systéme par chaque élément du second, c’est à dire
au systeme FAC ACRO RE AO PU AC R I A CRNIT A CR EC CN MENU CA C7.
Les éléments de ce système composé ne peuvent être nuls simultanément que si, où: bien (4) 0, fe, 0) 10, M0, GO) EN OR DIen (TX; Y) = 0, Y1(T, Y) = 0, ..., 9,(X, Y) — 0, comme on s'en assure facilement; dans les deux cas les éléments de l’un des deux systèmes composants
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sont eux-mêmes nuls. Il est d’ailleurs manifeste que F(z) — o est l’équation résolvante du système (f(x, y) = 0, fix, y) = 0, …, f,(æ, y) = 0] et que @(z) — 0 est l'équation résolvante du systéme
fr, 9) = 0, +. af, 9) = 0].
I faut done, ou bien que #{(z) s’annule, ou bien que G{(2) s’annule; R(2) n'ayant, par hypothèse, aucun facteur double, F(2) et &(2) sont premiers entre eux; il faut donc de toute manière que R(z) s’annule. Inversement, si pour 2 — = uE + 9, lona R(2h—" 0, ilLfaut. ou bien que Æ'(9) — 0, ou bien que G(£) — o; l’un des deux systèmes composants et, par suite, le système composé a donc tous ses éléments évaux A ZÉTO; POUr ZT =+Ë, y = y
Ainsi R(z) est bien le résolvant du système composé,
£@, v), Lé@, 9, LG, pla, y), ax, y), .…, a, Wl
Comme ÆR(z:) est aussi le résolvant du systéme donné
PARMI TAN) RE A CAO
nous avons démontré l'équivalence
PI CAN) PQ ACIER A CAONIICA CNE A CP) PERRET A CE )] PRET EUR ACL YLES. A (Tr, y)l
Donc, à la décomposition de ÆÀ(z) en deux facteurs, correspond une décomposition du système donné en deux systèmes faciles à déterminer.
Ce que nous venons de montrer pour deux facteurs est immédiatement étendu à un nombre quelconque de facteurs. Si donc, en adjoignant au domaine de rationalité les racines de l'équation résolvante R(z) — © nous décomposons le résolvant en ses facteurs linéaires, à chacun de ces facteurs linéaires correspond une partie du système
[A (æ, y) A, (x, ÿ) Vus A, (x, y);
à U(x — Ë) + v(y — 7), par exemple, correspond l'élément
(æ ET é, HU Mi)
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et nous pouvons écrire
[A (æ, ÿ) A, (+, y), rt A, (æ, y) be IT (x en Ji Yi)
Ce résultat, qui est loin d'être évident, est semblable à celui que M. KRo- NECKER a obtenu dans le paragraphe 20 de son grand mémoire, dans le cas général de # fonctions de x variables. Pour bien le mettre -en évidence, je nommerai chacun des facteurs (x — &,, y — »;) diviseur irréductible de rang deux du système donné; le mot irréductible se rapportant au domaine de rationalité qui a été fixé.
6. Il me reste à parler du cas où le résolvant a des facteurs multiples. Alors encore, nous pouvons résoudre le problème de l’élimination et obtenir toutes les courbes et tous les points du plan qui vérifient le système considéré. Mais si des systèmes d'équations nous passons aux systèmes de fonctions nous rencontrons une équivalence d’une nature plus générale que celle dont nous avons parlé jusqu'ici. C’est le théorème fondamental, démontré à la page 71, qui nous indique la généralisation a effectuer.
En nous conformant aux notations de ce théorème, nous dirons, mais dans ce numéro seulement, que le système dont les éléments sont les coefficients de la forme d, contient le système dont les éléments sont les coefficients /,, ..., f,, de la forme &, ou encore que la fornie d contient la forme ©. La forme contenant est donc racine d’une équation d’un degré déterminé p; dans cette équation, le coefficient de la puissance (9 — k) est une fonction homogène, de dimension k, des coefficients de la forme contenu, pour # — 1, 2,...,p. Comme ïl est manifeste que, dans le théorème cité, la forme @ contient la forme 4, les deux formes ç et 4, et, par suite, les systèmes de leurs coefficients sont encore dits équivalents. Cette équivalence comprend celle des numéros précédents, où 9 — 1. On voit de suite que 1° si a est équivalent à D, b est aussi équivalent à 4, et que 2° si a contient d, et si b contient €, a contient aussi c; donc que 3° si a est équivalent à D, et si b est équivalent à c, que a est aussi équivalent à c. On peut donc opérer avec ces équivalences comme avec les précédentes.
Ceci posé, je reprends les notations de ce chapitre et je suppose que
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le résolvant R(z) contienne des facteurs multiples. Désignant par R! la dérivée de , par rapport à z, je pose
R, = R:Dv(R, KR); R, = R,:Dv(R,, KR);
il vient alors
Rier= 2 re, yju* = IT R,(2)
= i=1 y indiquant l'ordre de multiplicité le plus élevé qui paraisse dans les facteurs linéaires de ÆR(z) Chacune des fonctions R,(2) —- Z ri, y)u;
ne contiendra plus de facteurs linéaires multiples. Il en Hits d’après les théorèmes démontrés dans les numéros précédents, les congruentes
ur {0 (ÿ) : h=1,2,...,1 | 1,0 (médd rt; 0, 10); Sr
donc aussi A, = modd IT (x, ME di INRA TE
Mais, d'autre part, dans le sens général donné maintenant à l'équivalence,
4 est équivalent à 4, et IT (5, 0 ni est-équivalential (run, 23:74). A,, et, par suite, le système (4, 4,, ..., AÀ,) contient donc le système Go; ...,1,) . Il est d'ailleurs manifeste que (r,, "4, ..., r,) contient (45,024, , A,)2- Ainsi, dans le ‘cas où le résolvant a des facteurs multiples, les systèmes sont encore équivalents, si nous élargissons la notion d'équivalence dans le sens du théorème de la page 71.
Dans le même ordre d’idées, on peut énoncer le théoréme plus général que celui de la page 101:
Toute fonction qui s'annule pour les systèmes de racines communs à plusieurs fonctions quelconques, sans diviseur commun, est racine d’une équation algébrique dont les coefficients sont des fonctions homogènes déterminées des fonctions quelconques considérées.
M. Nzrro a le premier fait remarquer que cette équation est nécessairement binôme et de degré ».
7. Mais nous sommes loin d’avoir ainsi, résolu la décomposition des systèmes, dans le cas où le résolvant a des facteurs multiples. [1 nous faudrait pour cela démontrer qu'à chaque décomposition du résolvant en
Acta mathematica. 6, Imprimé 30 Juin 1884, 14
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facteurs, correspond une décomposition du système. Or ici se présente un fait bien remarquable. Le contraire peut avoir lieu. M, KRONECKER en donne un exemple dans le paragraphe 21 de son mémoire. Voici cet exemple: (x° + y, y”) est un systéme qui n’est certes pas irréductible, puisque le système (x°+y—o, y*—0o) contient le système (x — 0, y —0). Cependant, et ici parait, dans toute son évidence, la différence essentielle
entre les diviseurs de rang deux et ceux de rang un, le systéme
n’est pas décomposable en deux systèmes dont l’un est (x, y), comme il est facile de s'en assurer.
Il y a donc des systèmes qui ne sont pas décomposables et ne sont cependant pas irréductibles. Ces systèmes doivent répondre au cas où le résolvant à des facteurs multiples, puisque dans le cas des facteurs simples nous avons pu toujours effectuer une décomposition en facteurs irréductibles.
Nous pouvons encore énoncer ce fait de la manière suivante. Lorsqu'on compose de toutes les manières possibles les fonctions irréductibles d’une ou de deux variables on obtient toutes les fonctions de ces variables que l’on puisse concevoir. La même chose a lieu pour les systèmes de rang un. Eh bien, en composant de toutes les manières possibles tous les systèmes irréductibles de rang deux, on n'obtient pas tous les systèmes possibles, de rang deux.
On peut maintenant être tenté, ou bien de rejeter entièrement, comme impropres, les systèmes que l'on n'obtient pas par composition des systèmes irréductibles, ou bien de chercher à élargir l’idée même de décomposition. Mais dans ce dernier cas, il semble que cette idée perdrait tout à fait le caractere essentiel de séparation que l’on y attache toujours. Rejetons-les donc et ne considérons que les systèmes obtenus en composant, de toutes les manières possibles, les systèmes irréductibles de rangs wn et deux, de deux variables. Alors le problème de la décomposition des systèmes, toujours possible, sera entièrement résolu, que les facteurs du résolvant soient multiples ou non.
J'ai ainsi exposé simultanément la théorie générale de l'élimination, et celle de la décomposition d'un système dans le cas de deux variables seulement. Pour faire image, j'ai introduit les diviseurs de rang deux, en considérant des fonctions de deux variables et en ne tenant pas compte
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des nombres entiers. En réalité, les systèmes de fonctions de deux variables, admettent non seulement des diviseurs de rang deux, mais aussi des diviseurs de rang trois et déjà les fonctions d’une variable admettent des diviseurs de rang deux, comme je l'ai fait voir, par un exemple, à la page 5 ce Maintenant que nous sommes familiarisés avec la notion de rang, il est facile de répéter les raisonnements de ce chapitre sur des fonctions d’une variable seulement, en tenant compte des nombres entiers.
UE
Cas général d’un nombre quelconque de variables.
1. La méthode que nous avons suivie pour étudier la décomposition d'un système formé par un nombre quelconque de fonctions entières de deux variables, indique clairement la voie que nous devrons suivre pour parvenir à une décomposition d’un système quelconque de fonctions entières. Elle nous empéche cependant de traiter ce problème dans toute sa généralité, en nous enlevant la possibilité de tenir toujours compte des cas où les résolvants que nous formerons, ont des facteurs multiples. Une méthode directe, dans laquelle nous ne supposerions pas connue l'existence des nombres algébriques nous permettrait, sans doute, d'éviter cette restriction. Il serait possible que la nouvelle généralisation de.la notion de contenant et de contenu donnée par M. KRoNECKkER, et dont j'ai développé le théorème fondamental dans le chapitre précédent soit suffisante pour arriver, dans cet ordre d'idées, à débarasser la théorie de la décomposition des systèmes de toute restriction. Pour le moment je me contenterai de résoudre le problème, parallèlement au cas de deux variables, en ne considérant que les systemes stels que chacun des résolvants que je formerai, n'ait pas de facteurs multiples. Soient donc
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un nombre quelconque de fonctions entières d’un nombre également quelconque désyariables x1,%1., FAST ARS RE PMR maine de rationalité dont font partie les coefficients des fonctions entières et dans lequel nous allons chercher à décomposer Ile système considéré en systèmes plus simples. ;
Nous commencerons par transformer linéairement les variables Lis Lay cs Ly EN. posant | :
La Z a, RL Fa
et en déterminant les coefficients af” de manière que pour # = 1, 2, ..., m, le degré de la fonction entière G,, par rapport à chacune des variables Dj, Lys ce, dy, SOit égal à la dimension », de cette fonction. Cette transformation est toujours possible; car si g,(4,, 2, ..., æ,) désigne l’ensemble des termes de la plus haute dimension de la fonction G,(x;, 2, ..., x,), nous avons |
AE Lo) Y Ÿ8] La) PES Jx (ar: + à + aire .…. ac pus + agite + idee + at?) = ge, a, ….., af} + gi(af, a, abat ” COTES ed CNCAIGE cie OO af) gr
et des termes de dimension », contenant plusieurs des variables x,, 4, ..…., %,. Comme, par hypothèse, g,(,, 2,,...,æ,) n’est pas identiquement nulle, nous pouvons toujours déterminer les systèmes af”, af, …., a%, (h—1,2,...,n) tels que pour ces systèmes g,(%, 2%, ..., @,) (= 1,2,...,"m)soit difié:
rente de zéro; -alors pour. k = 1, 2, ..., m; le devréde G(x, 2, par rapport à chacun des variables x, æ, ..., æ, sera bien égal à la
dimension », de cette fonction.
Si, par cette transformation G,(x,, %,...,2,) devient H,(x;, &, ..…., æ,) (k — 1, 2, ..., m), nous pouvons dire que des deux systèmes
fé G;, RP) Gn) et (KT, 1, FOND He}
sont équivalents et nous borner à l’étude de la décomposition du second systeme. ({,, H,, ..., H,) en systèmes plus simples.
Cette premiere transformation a, pour nous, un grand avantage. Aucune des fonctions À, H,,..., H,, ne peut, en effet, contenir un
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facteur qui ne soit fonction de toutes les variables à, 25, ..., #!;
nous savons donc que tous les diviseurs de 77, H,,..., IL, sont de variété n°",
Nous pourrions maintenant, en appliquant les méthodes du chapitre deux, rechercher si les fonctions Æ,, H,,..., H,, ont un diviseur commun; mais afin de pouvoir considérer simultanément les différentes variables, Bis Los cs ny nous allons auparavant, comme dans le cas de deux fonctions de deux variables seulement, introduire une nouvelle quantité x fonction linéaire et homogène des variables 41, æ,,..., x! à coefficients indéterminées #1, W, -.., Un_1,< de sorte que
PA dam d ? + , À } ! An? : AT
D = Ut + Moto +... + Ut x + U,%,; REA Alors, en remplaçant x, par d'— ut — ut, —...—u, 2%, dans Heu des expressions H,(2,,%,..:-10), (K=— 1, 2, .{.,#).eten
supposant que par cette substitution H,(xi, x, ..., x!
) devienne , # 2 AT K, (x , XL: , Lo» COCA CETTE U;, Us , CCE CIE | Ho
nous devrons dire que, pour l’objet que nous avons en vue, les deux systèmes
D Dir D als da Æhahlus se uals)|
mn et BEN E Era M EE AE PEAU TN AI 7
7 À à 4 e L ; 7 Re, ie nina l rl lines, vis ou d)|
sont équivalents, car si nous pouvons décomposer l’un de ces systèmes en systèmes plus simples, nous pourrons manifestement faire de même pour son équivalent; la différence entre les deux systèmes est que nous considérons les éléments du second comme fonctions des variables m', Li, Le ..., Li, Sans tenir compte, pour le moment, de la relation L' = UXi + Ute +... + U,T,.
CHaCOTER dE ODERONS ACL), TS Re Dire Use Ua ere; Un) jouit encore de la propriété que son degré, par rapport à chacune des variables x’, æi, æ, ..., x, . est égal à sa dimension. Si donc nous formons le plus grand commun diviseur des fonctions Æ,, Æ,, ..., K,
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nous savons que ce plus grand commun diviseur que nous désignerons par E;(x, 10 Te cos La Unis Us ce) U,_1)
contient foutes les variables x’, &, &, ..., «&, ,. Nous pouvons ainsi écrire OUR, Pas es plie SD ne? 0 _ _ ? sf T , L :
Ati E,(x’, Lis ces Lylys Us Uy-1) L; (x, Lis ces Lys Us Un)
ainsi que l'équivalence pr Éd
AS LE UT MOR (POIDS
Ceci posé, cherchons à décomposer en systèmes plus simples le systeme (L,, L,, ..., L,). Relativement à la variable x c’est à dire dans le domaine de rationalité (æ;,, m, ..", 2, $, A, hN, 1h); "rest équivalent à l’unité.
Dans le cas des fonctions de ‘deux variables nous avons formé le résultant des .deux fonctions et nous avons fait usage du théorème que ce résultant égalé à zéro est la condition nécessaire et suffisante à laquelle doivent satisfaire les variables qui y paraissent, pour que les deux fonctions, sans diviseur commun pour des valeurs indéterminées données à ces variables, aient précisément un diviseur commun. Nous avons ainsi pu déterminer outre les diviseurs ordinaires, communs aux deux fonctions et que nous pouvons nommer diviseurs de rang un, d'autres élérnents, communs aux deux fonctions, qui sont d'une variété moindre, ce que les points sont aux lignes en géométrie plane, et que nous pouvons, pour cette raison, nommer diviseurs de rang deux. Afin de pouvoir appliquer le méme théorème dans le cas plus général qui nous occupe et trouver ainsi Outre lé diviseur (4, Miss Dre ce te Ie OT VU représente une variété #°"%°, des diviseurs représentant une variété moindre, relions linéairement les fonctions Z,, L,, ..., L
m par deux systèmes d'indéterminées | |
(U,, De: ox AUOE 1) U,) et (Se Fe, ORCEU | V,)
et formons le résultant, par rapport à æ,_., des deux fonctions
2 U,L, et 2 Fli
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Ce résultant sera une fonction entière des variables x’, x!, ..., x!_,, et HORS ARR ui Us. UV, Ve, 2, Pr: Nous le désignerons par
! / U . 3 . . . P S(r'r%:, ..) Vo; WU, WU, RS | Un; Ur 42.27 Us Pres Fish: tte una € (PPe
Le degré de UE, + U,L, + ...+ U,L,, par rapport à x!_,, est manifestement égal à la dimension de cette fonction; il en est de même de celui de PL; E P,L, + ..1+V,L,.: Les coefficients a, et b, des-plus hautes puissances de ces fonctions ordonnées par rapport à æ,_, sont donc des fonctions entières des indéterminées U et W, et sont, par suite, différentes de zéro, quelles que soient les relations qui lient les autres variables x’, 2, ..., x, .. Donc $ —0o est la condition nécessaire et suffisante pour que UL, + U,L, +...+U,L, et VL +V.L, +...+V,L, aient un diviseur commun.
Soient 8,, 81, ..., 8;"" les coefficients de $, considérée comme fonction des indéterminées U-et V; chacune des quantités 5°”, (k= 1, 2, ..., m.) est alors une fonction entière des variables #’, æ{, ..., «!_, et des indéterminées w,-dont les coefficients font partie du domaine de rationalité ne) 11e systeme, d'équations s4—0, $ — 0, .., S— 0,
Came lé . 12 est vérifié, la fonction S, sera nulle, donc UZ, + U,L, +... + U,L, et VL, + V,L, +... + V,L, auront un diviseur commun; ce diviseur est indépendant des indéterminées U,, U,, ..., U, puisqu'il divise VL, + V,L, +... + V,L,; il est indépendant des indéterminés PR. PV puisquil divise UV + U, LH 0, Last est donc contenu dans chacune des fonctions ZL,, L,, ..., L,,. Inversement, si pour certaines liaisons des variables +’, x, ..., x,_;, les fonctions L,, L,,..., L, ont un diviseur commun, il en est de même des deux fonctions U,ZL, + U.L, +... + U,L, et VL + V.L, +... + V,L,, donc $ —o. Rien n'empèche d’ailleurs de prendre autant de systèmes dindétériemedquesLOn eue CEE TE EU ep, PP. 3, F0, et de former pour chacun d’eux le résultant S” des deux fonctions
UT, = U;" L, 7 - CHA L Fe LEE et [4 KP 4x V; LL 1% Lt EE EE LE L,. Toutes ces fonctions S{°? seront nulles; elles ne différent que par les indéterminées qui y paraissent; donc les coefficients de ces indéterminées
seront nuls, et nous voyons que, dans notre hypothèse, le système d’équations
$1 = Où 80 OR O0 est vérifié.
Le. système. (550, 5° = 0, 14,08 =—°0)h eit lainsi entieremtens équivalent au système (= 0, L'=0, 000) Mais til sue système un grand avantage; il ne contient plus explicitement la variable x, _,. Chacune des fonctions s% contient, il est vrai, les indéterminées Us Ur se Un 13 lé système d'équations
SO SR D RE
représente donc un grand nombre de relations entre les variables D, Lis «.., sy Mais le nombre d'éléments d'un systéme n'est pas ce qui le caractérise comme je l'ai déja observé plus d'une fois; le grand nombre de relations que nous obtenons pour notre système transformé ne contrebalance donc pas l'avantage qui résulte de la réduction du nombre des variables. ;
Cette réduction est absolument la même que celle que nous avons obtenue dans le cas de deux fonctions de deux variables; comme alors, c’est l’emploi des indéterminées %,, #&, ..., #, qui nous permet de joindre déuxsyariables Len une-séule pour = 2,27, m, , la fonction
(0) [pt ! ne. MS Si (æ, Lys see) Uno Uiy Uos ve. u,)
est identiquement égale. à
8% (u, x! Æusts H ver Mami TO ES ete Mie ee Ce c’est une fonction entiére des variables g Las tes et de UT UT, tandis que dans chacune des fonctions entiéres
PACA fe Uni.)
les variables x!_, et x,
ne paraissent pas, jointes par les indéterminées
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u,_, et w,. Ces indéterminées ne sont d’ailleurs contenues qu'en apparence dans l’expression
LA LE . ’ L(u,x; “TE UT qu ….. y Unlns Us Us se. U,5 XL, Lo CAC F 2 20) car le produit des deux fonctions entières de #,, %, ..., u,
/ ’ , , AN Him Æ Mu, +. UT Di, Los cer) Vhà5 Uyr Uos + 5 Un)
et Lux + We + pue UND Die LL MU lus) est identiquement égal à H,(x;, TETE æn); pour bien le mettre en évidence, nous poserons DU Di HITS Re RUES SR EAN A AS Mis du Ju) A(t 5, 2e, at): 2. Recherchons maintenant si l’équivalence des deux systèmes CR A CRUEL DL cr LA
est de la nature de celles que nous avons définies dans le chapitre précédent. Nous observons d’abord que le résultant S, des deux fonctions OL, + Us +... + Unln t Vi + V,ls+...+ V.L, étant une fonction homogene et linéaire de ces deux fonctions dont les coefficients sont fonctions entiéres des quantités &, di, Li, «5 Ly 19 Uis Ua ve es Un S, contiendra le système (Z,, L,, ..., L,); il en résulte que chacune des fonctions sŸ, (4 — 1, 2, ..., m,), contiendra le même système ou encore lé systéme
AA A à
Mais alors {pour £ =)1,12;.2. surMles coefficients tof", (== '1,:2, : 1, p), de s*” considérée comme fonctions des indéterminées %,, %, ..., u,, sont eux-mémes fonctions linéaires et homogènes de 4A,, A, ..., A, à coefficients fonctions entières, de sorte que nous avons le systéme de congruences |
of = 0 (modd 4,, 4, ..., 4). (5 Rai)
Acta mathematira, 6. Imprimé 3 Juillet 1884. 15
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D'autre part, si nous considérons les deux fonctions
MIRE EUR MIE 2 10 op (x, Peu D)
V\ TE 1(X
Nr, æ, ce, 2) = Zu oi (mi, M...) 1)
où les wf et w,® désignent deux systèmes d'indéterminées, et si nous cherchons à déterminer deux multiplicateurs entiers
’ ’ / SL. 7. / (Pier, NL DA) OL PIRE RME ETES de maniere à vérifier l'égalité 6 ! , AE, 4-00 | À
ST a (x; Lay TA". æ,) M, (x, Lo NS, a) + BIG, Lo AN) r,) N(x;, La NE œ)
ou, ce qui revient au même, ## multiplicateur entier a(xi, æ, ..., æ}) de maniére à vérifier la congruence
— nn n 1 ! 11 AÛTE, Base, M) = (ti as es M) Mr me, CONIMOdN (GET EE FEES nous avons, d'aprés la formule de LAGRANGE, D, (LES RER
0 2 0 (#) , ’ 0 “4 A (ai; die) ne 19 Den ) Ni(æi» cs n19 2) I
! eu (#4) ! (4) ou ! ! !
M; (æ1, es Un-19 Sn ) Ln — Sn D;, N; (æ ) tee) En—1»9 La, = E0
et la somme étant étendue à toutes ces racines.
Le problème est maintenant identique à celui qui s'est présenté dans le paragraphe précédent. Il s’agit de voir si la forme sous laquelle nous venons d'écrire le multiplicateur ax, æ&, ..:, æ,) peut être illusoire, pour des valeurs particulières données aux variables æ;, æ,, ..., æ,.
Convenons, une fois pour toutes, de ne restreindre la variabilité des variables æ!, 4, ..., 4,1 que par wre équation, ce qui revient à laisser
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par exemple #%;, æ,, ..., æ, indéterminées, à les joindre au domaine de rationalité et à donner alors à %!
, une valeur particulière; ou encore, à relier %, 4, ..., %, par deux relations indépendantes, seulement. Nous nous apercevrons bientôt de la raison qui nous amène à faire cette restriction; sans elle, en effet, nous ne pourrions pas résoudre le problème de l’équivalence des systèmes de fonctions d’un nombre quelconque de variables.
Il nous faut faire encore une autre hypothèse. Nous n'avons pu résoudre entièrement la question proposée, pour n — 2, que dans le cas où le résolvant du système considéré, qui était le plus grand commun diviseur des coefficients de la forme SU, V), n’a pas de facteurs multiples; et nous avons vu qu'alors le dénominateur H(x,, y) ne pouvait être nul que du premier ordre pour une valeur particulière donnée à y. Nous ferons ici l'hypothèse équivalente en supposant que, les n — 2 variables 21, sy .., 2 2 restant indéterminées, le plus grand commun diviseur des coefficients de la fonction S(x', x, ..., æ,_.), considérée comme une fonction des indéterminées w et w’, n'ait pas de facteurs multiples; alors, lorsque le dénominateur M,(x;, ..., x,_,, EŸ) s’annule pour une valeur déterminée, indépendante des indéterminées w et w’, donnée à x,_:, il ne sera nul que du premier ordre.
Cette hypothèse est plus que suffisante pour l’objet que nous avons en vue; car il suffirait, pour démontrer que l’expression précédente de (ti, ds, ..., &,) n'est pas illusoire, de supposer simplement que la-fonction A(x', %,...., x, 1, ©) qui sannule en même temps que Mix, æ, ..., 2,1, E) pour des systèmes indépendants des indéterminées # et w’, soit, pour ces systèmes, au moins nulle d'un ordre aussi CIENCRQUOEMUEE, Te nr, EU).
Sous cette hypothèse, on voit facilement que l'expression de a;(xi,…, æ}) donnée par la formule de LAGRANGE, n'est pas illusoire, pour des valeurs indépendantes des indéterminées # et w’ données à x;, æ,, ...,x,. Le raisonnement est le même que dans le cas de deux variables, et je ne le répéterai pas. |
Le produit
IL M, (x:, La AY A: 1, 9) ID, N (x, La AS ES | Lys D) E%
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est une fonction entière des indéterminées w et w'; nous pouvons le mettre sous la forme
flaisnas a, de) Hate 2 Ro vs)
en désignant par f(x, 2, ...,x,_,) le plus grand commun diviseur des coëfficients des indéterminées w et w', et, par suite, par Ex, &, .…., 4, 13 w, w') une forme primitive des mêmes indéterminées. Les coefficients de cette forme, n'ayant aucun facteur commun, ne peuvent s'annuler simultanément lorsque la variabilité de x;, æ,,...,42,_, n'est limitée que par une relation algébrique.
Posons, pour abréger,
ré, de ue, 0) = Et Se MR RENTE) PEER Le résultat obtenu est que la fonction 7(x;, æ, ..., x,) ne se présente jamais sous une forme illusoire. Mais alors la fonction rationnelle de Lis Lis ce. L_1 donnée par la formule de LAGRANGE,
(a; Lay se) œ,)
est sûrement fonction entière de x, .,; elle est donc fonction entière de Tiy ces, Ln vs en effet, nous avons démontré dans le second chapitre, qu'une fonction rationnelle de plusieurs variables %, y, 4, ... qui est entière par rapport à l’une des variables x, est également entière par rapport à toutes les autres y, 4, ..., à condition toutefois que le dénominateur de la fonction rationnelle ne contienne pas de facteur indépendant de x. Cette condition peut être, ici, considérée comme vérifiée puisque nous avons commencé par transformer les variables x,, %,, ..., 4, à l’aide d'une substitution linéaire à coefficients constants, et que nous pouvons choisir ces coefficients d’une manière arbitraire, pourvu qu'une relation déterminée ne soit pas vérifiée; nous les choisirons, après coup, tels, qu’en outre, la dimension de f{x;, æ, ..., x,_,) soit égale au degré de cette fonction par rapport à la variable æ,_,; en répétant alors tous nos raisonnements, nous serons certain que TU", 50 PANIER une fonction entière des # variables x!, æ, ..., x!.
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La congruence ! , Eu , r à LA 1 [4 pme. : F M À ; ; - E(x;, LE CHEQUE | Ty_15 W, w") A(æi, Los ssLele L)= y(xi, La »:#1070 z,) M, (x:, Las CICR | x) [MON ne, Da ae une fois vérifiée, le quotient
Bite, Das ve, D
est nécessairement une fonction entière de x!; toujours d’après le même théorème, ïl est donc également fonction enticre des autres variables _ , L :
1, Vs ; CLR) V1
Ainsi l'égalité TURN nu ADN AT, 4. 2) pti), Mit, eo) + AG cie, Mit, ce.) &)
est vérifiée pour les deux fonctions entières 7.(xi, ..., æ,) et B(xi, ..., x; que nous venons de former. Ces fonctions entières dépendent des indéterminées # et w’; ordonnons les deux termes de l'égalité précédente, suivant Ces indéterminées, et comparons les coefficients, Dans chacune des égalités que nous obtenons, le terme de droite est une fonction linéaire et’ homogène des fonctions ox, æ,, ..., æ,); les coefficients de ces fonctions ox, æ, ..., x,) sont des fonctions entières des variables Œi, Lys +. L,; Si pour une valeur particulière donnée à x, et une relation particulière entre xi, ..., æ,_., toutes les fonctions o(xi, x, ...,x;) sont nulles, le terme de droite est nul, donc aussi le terme de gauche.
Pour en conclure que la fonction A(xi, ..., æ,) est alors elle-même
nulle, ce qui est nécessaire pour que cette égalité réponde à notre re-
cherche, il serait nécessaire de savoir que pour la relation particulière /
considérée, le coefficient de A(x;, ..., x) ne peut étre nul. Or, nous savons seulement que tous les coefficients de la forme primitive
E(x;, TL; EL? V1; w, w')
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ne peuvent étre nuls simultanément pour cette relation particulière; mais | chacun d'eux peut parfaitement s'annuler à son tour, si nous considérons successivement plusieurs relations particulières. Aucune des égalités précédentes ne répond donc à notre recherche.
Nous parvenons cependant ‘bien simplement au résultat, et cela en divisant les deux termes de l'égalité démontrée par une forme primitive Efx!, ..., «,_1; t, t’) dont les coefficients sont identiques à ceux de la forme primitive ÆE(xi, ..., &,_,;°w, w')}. Nous obtenons alors, en effet, une nouvelle égalité,
E æ! 7 ad sw w re (0 En) = Z rx, cs ns W, W', Ë, SLA #5 x)
dans laquelle les expressions 7,(&;, &, ..., æ,; w, w’, t, t’) sont, il est vrai, des fonctions, rationnelles de x, 4, ..., x, , mais ne contiennent au dénominateur qu’une forme primitive des indéterminées & et #. Si donc toutes les fonctions o(x;, ..., x,) s’'annulent lorsque, x, ayant une valeur déterminée, les variables %,, 2, ..., æ,_. sont liées par une relation particulière, les cocfficients r(x;, ..., «,) de ces fonctions, quoique se présentant sous forme de fractions ne seront pas infinis, et, par suite, comme tout à l’heure, l'expression
E(æi;:.., &, 3 w, w) E (x; , ss En—15 Le t)
AG
sera nulle. Mais maintenant nous pouvons en conclure que Ja fonction A(xi, %, ..., 4) sera. elle-même égale à zéro; car le quotient-des deux formes primitives E(w, w') et Et, t”) ne saurait être, pour une relation particulière entre xi5.4%,:..8%, ni aul, ni'infini. |
Nous voyons donc que sil est impossible de mettre toujours les quantités A(x;, ..., æ,_:), elles-mémes, sous la forme de fonctions linéaires et homogènes des quantités o(x;, ..., «}), dont les coefficients soient fonctions entières de 2%, ..., æ,, il est, par contre, toujours possible de mettre sous la forme d’une fonction linéaire et homogène des quantités o(ti, ..., æ,), le produit de la fonction A(x, ..., x;) par le quotient de deux formes primitives ayant mêmes coefficients, les coefficients de cette fonction homogène et linéaire étant toujours finis et déterminés,
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lorsque les variables 2%, ..., æ,_, ne sont liées que par ne relation algébrique. Nous sommes ainsi amenés à dire qu’une fonction entière EF d'un nombre quelconque n de variables, contient un système donné (fi, f:, ..., fu), et à écrire
H=omodd fe fee 5.)
lorsque nous pouvons, en multipliant Æ par le quotient de deux formes primitives, ayant mêmes coefficients, établir une égalité
E(U) m ET À rh
dans laquelle nous soyons certain que tous les coefficients &, soient finis et déterminés, quelle que soit la relation particulière qui lie les (n — 1) variables paraissant au dénominateur.
E(U) | E(V) vraiment ici le rôle d’une wmnité.
C'est dans ce sens plus large que celui que nous avions donné en commençant, parce qu'il suffisait dans le cas des fonctions de deux variables,
Le quotient des deux formes primitives E(U) et E(V) joue
qu'il faut entendre l’équivalence des deux systèmes
LA, é RE %y)) A (x: EU œ,)s LES 2 An MECS y)
et
a ta a te ER pas i)e
Nous appliquerons aussi à ce genre d’équivalences, le symbole +, et
nous écrirons ’ , , 1, (M) 4e 4; …… A») Re feu Dig» es ins is RQ
Nous voyons enfin facilement qu'à l'aide des indéterminées %,, %, ..., 4, 3, prises plusieurs fois, les deux systèmes
Ps ae TA PI AE RON À Peter 9 A CARE SEE A |
et [si(x’, Ti, CRUE Th_9)s si (æ', LE Or OM mb}, G'Usk, CL C2 Ti PARCS: Ty )]
sont aussi équivalents,
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3. Nous avons jusqu'ici ramené l'étude du système quelconque donné à celui d’un système
! 2 (m) (SE SAC RES
dont les éléments, considérés comme des fonctions des variables
V'y Bis Dos ces Un_9) contiennent une variable de moins que ceux du système proposé, et nous avons vu ce qu'il faut entendre par équivalence de ces deux systèmes, puisque nous venons de traduire cette équivalence par une équation algébrique.
Il nous faut maintenant répéter sur le système (s;, si’, ..., sf) les
mêmes raisonnements que nous avons faits tout à l’heure sur le système (G;, G,..., G@,). Nous introduirons tout d'abord de nouvelle variables
L44 Lo Lo Se se) D
fonctions linéaires des précédentes et nous déterminerons les coefficients de ces fonctions linéaires de manière que pour à — 1, 2, ..., m,, le degré de s® par rapport à chacune des nouvelles variables soit égal à la dimension de cette fonction. Le système
ITS ! nr : / / / M : # [si (x, Lys ces nos Us cos Un); S (x’; Lis vos Vpos Uys ses Un) >1eYs
des Rs Lis ses Dn2s Unis ve) u,)| est ainsi transformé en un système équivalent que nous désignerons par
/ 1, 1! 1, . font! 1? ? 2 [A (x;', Lo y eee Unis Us ces Un); IL (&;', Lg y ee Un Us ve. Un)ÿue ee
LA 17 1 / RS, lie os CLR il
Nous relierons ensuite les nouvelles variables par une fonction homogène et linéaire à coefficients indéterminés
TE es di 11 22 UE EUR on re ViT + Va Lo + GEL + Vn—1 Ty_13 V1 Lo I,
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et nous substitucrons à æ,°, sa valeur dans chacune des #, fonctions considérées. Nous obtiendrons ainsi un système
71 [24 [44 [KA (x y Up ces Uno Us ces Un Vis vs):
LA
FA [24 ? K,(x , di , PRE en Vn_9 3 WU, pur ns 2 Us Vi TOR | va) . se . ° . ° ° e . . 0 . 0 . . . ; LA é 11 Cat UE 1 :
K,, (x U TV; NCEOUE | V9 3 UA CPE QE L) Un; Vi; es" D )] équivalent au précédent. Si les éléments de ce système ont un diviseur commun
4 11 LEA R, (x , TL: 9 CHOC HET Us LORS | Us Vi CPE | EL
ce diviseur contiendra nécessairement les (n — 1) variables x”, æ;', ..., æ/!,; posons 4 LEA "1 1 à à K,(x y Ms ces Los Us ces Un Vis ce) Vi)
#74 A4 11 ; | Rite TV; LE RME V9 Us; ; L'0767 U» ; Vi) En LA Var) |
, 11 11 22 [x L, (x ? Vi, CCR) To Ui;, RUE U, ; Vi, ACUCE v,) |
l’équivalence 71 7} 4} , 4 ’ ER, Ie, QUCACEE IRC LE, L, , SES ; La)
sera certainement vérifiée, et il nous suffira de considérer le systéme
x L4 1, 17 LA :
[Zi 9 Lip ces Uno Up seen Uno Vis ces Het
PRIT
L;(a > Vip ces Uno Us ee s Uns Vis ee) Un ne
FE
LE Me RL EC PU |
my
qui, relativement à la variable x”, est équivalent à l'unité, comme tout à l'heure le système
LG Li, hs 13 Us) SNA DEA SU. Pr)
relativement à la variable +’.
Acta mathematica. 6. Imprimé 7 Juillet 1884, 16
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Après avoir relié les éléments Z;, Z, ..., L,,, par deux systèmes d'indéterminées U,, Un, 0: Et POP NP Pons MOTORS résultant S, des deux fonctions
DU LE Cet He (É=i,220 0)
Œ @ par rapport à la variable xf.,. Si s,s', ..., sf”, désignent les coefficients de la fonction $, ordonnée suivant les puissances des indéterminées U et -V, jet si, (k= 15 02, 0 00m ie D PRE OT coefficients des fonctions s,, 8’, ..., s"? ordonnées par rapport aux puissances des indéterminées %,, %, ..., %,_;, nous voyons, en raisonnant comme tout à l'heure, que le système
1 ! % ’ , (ms) Gt D225 gs +. Os, » Pays es os)
est équivalent au système 0 , A!
CL PRANES A)
dans le sens que nous avons été amenés à donner à l’équivalence en recherchant les rapports des deux systèmes
P ! ! , 11 M) (4, Be, An) ct (oi: ; Fist 06 RO) NILIANAREE oi).
Les indéterminées #,, %,, ..., v,_, ne sont contenues qu'en apparence dans les éléments Z{, 24, ..., L,, considérés comme fonctions de
a, 4j, +. dy 33 Cest pourquoi nous avons posé pour plus de clarté
Ar Port 11 1 à AA 9 To PERRET Le) :
’ 1! .!! #12 nt! 0 un L;(v,x: 47 VyTo 5e COTE + Vy1ln1s Lys Los co) Mn-99 Vs Vop es v. AK)
(h=1, 2, .…, mu)
Mais les indéterminées %,, %, ..., w, font partie intégrante des fonctions Zi, ZL;,, ..., L,, et sont, par suite, contenues dans les fonctions 4,,4,..., As al ne faut donc past pour rechercher l'équivalence des systèmes, revenir aux coefficients des fonctions 6, ordonnées suivant les puissances des indéterminées %,, %, ..., u,3 il faut, au contraire, comparer les systèmes qui contiennent encore ces indéterminées.
Cette différence ne change rien au raisonnement que nous avons fait plus
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au
ñn
haut; nous pouvons, par exemple, joindre shnplement #,, #4, ..., u
domaine de rationalité. En répétant alors le même raisonnement nous
voyons quecchacunendes fonctions A,(2i482%,... 4 du 1 Usines Un)»
( — 1, 2,..., m,), multipliée par le quotient de deux formes primitives r
PaDATADpOEt Aux variables er; 2%, 0%, ,-peut-étre mise sous la forme d’une fonction linéaire et homogène des fonctions
A CET DR LE EU PTE CPS el vus Eat ee Mn) dont les coefficients sont fonctions entières de x}, et ne contiennent au dénominateur qu'une forme primitive par rapport aux variables
LA
Dita Tente Rysteme (di, 4.1, À
LA m
) contient donc le système ou cu 0 Je NVetS@eD tu ou DAT BLLICE, LE PAPE (2 de Or louis «nee o+) Contientide système, (4, 4,,:.:31 11).
Les deux systèmes que nous comparons sont donc équivalents, et nous pouvons écrire
A! ! ’ 0 , 0 1 : (m3) (4, 4; ; SCO 6 A Jar: Pa ce y Ooy,y On RÉ E
mi; 22
à ; f PRE _ ’ , , 11 (ma) DRPIUESCCITEMIORSTStENCN 0,00, - 00h; Curie. On
) est luimême équivalent au système formé par les éléments s,, 8, ..., sÿ", pris un certain nombre de fois, et pour des systèmes différents d’indéterminées ,, ..., V,_1, nous avons aussi démontré l’équivalence, à l'aide
d’indéterminées v en nombre suffisant, des deux systèmes
0 1 = : 1 ’ AY 1! LE LAG@;, La’) SIC CAEN A; (œx', Lg 3 +.) LE à co, An; Lg y +.) La )]
et
0 Diamant han 00 D EE, 8 me | où, pour abréger, nous n'avons écrit qu’une fois, dans la dernière parenthèse, chacun des éléments sf.
4. Nous continuons ainsi et nous formons successivement une série de fonctions
E;, ER, , BL, , JE-He BR, vi
contenant respectivement n, n—1,n—2,..., 3, et enfin deux variables. Nous retombons en dernier lieu dans le cas particulier d’un nombre quel-
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conque - de forictions de deux variables, cas particulier que nous avons étudié dans le paragraphe précédent.
Soient
pti pfn—1), , A ' . . , Fe Et CE + RC PE ne nt) RARE NT
le plus grand commun diviseur de ces fonctions de deux variables, et 2 —] ,(n—1 ; ; x CLR RD SENS M Te M PT
DR Da Saut Fe - 200 Mur Vis crie Cr NE le système débarassé de ce plus grand commun diviseur ét déjà transformé de manière que pour à = 1,:2,..., m,,, le degré de la fonction Lf?, par rapport à 2%"? et à 1%"? soit égal à la dimension de cette fonction. -
Nous formons le résultant, par rapport à x”, des deux fonctions.
2 VIA SELS AT ALES ST (&) (@) si nous désignons par ,n—1 . ; = 7 T S,-1(8 > Wjys.., Us Vis es Un 19 HOCPRSE Wii; Ws; EÉNEER (ERRES OPA AE à
ce résultant; par
/ —1 10, (AT Vo MS MS D De UN ERA ECO AS ESS les coefficients de #8,_,, ordonnée par rapport aux indéterminées U et V; par
’ , , on, d
On—1,1 , On—1,2)9 On=139 a RAR On—1,v.
les coefficients des 8®,, (k — 1, 2, ..., m,_;) ordonnées par rapport aux indéterminées w, et w,, après que l’on à substitué à 2°"? sa valeur
w, AN? + Vo ge :
ct enfin par
(n—9) / ,(n—1) (n—1) ; Je £ AP (ai, rs M0 SU OT Re
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les fonctions
(a=—2) /, (n—-1) mel) pn—1) ., ; ; ’ , EE QU LU Vin RUE ee mess Usa)
qui ne contiennent qu'en apparence les indéterminées w, et w,, nous voyons, comme dans le paragraphe précédent, que les deux systèmes
(n—2 183 Lo (mn) (A Fs 4Ÿ 7, RAT LEE Por Es / o) et (0,1 In) TRES PE DRCC EC > On—1 F ) 2 "à n—1
sont équivalents, dans lé sens que nous avons attaché à ce mot dans le chapitre précédent, et, à plus forte raison, dans le sens plus général que nous lui avons donné dans ce paragraphe-ct.
Soient
A. | its VA LAM de et an ll)
le plus grand commun diviseur des fonctions 8%,, (h— 1,2,...,m,_;) et
SD CLES, LR us W) LE Fr ASE 1) NES: UE W:).
A=1 27 LD
Les fonctions LŸ?, Li, ..., Ln-° de la seule variable 2°? étant sans
mn
diviseur commun, l'équivalence absolue
(n—1) (n—1) . (n—1) RAM ER ERO ASRSS
est manifeste.
i cependaän us considérons, outre les varia es nombres entiers Si cependänt nous consid , outre les variables, les nombres entiers, il est possible que les fonctions LP, LED, ..., AËGE aient un diviseur commun de rang deux. Je rappelle l'exemple donné dans le chapitre précédent. Pour obtenir ce diviseur, formons le résultant, par rapport à
x, des deux fonctions
EUL®D et ZV, Len.
Ce résultant sera une forme, à coefficients entiers, des indéterminées u,.v,..., w. Doit R,,, le plus grand commun diviseur des coefficients s_]
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de cette forme; comme toute forme primitive, à coefficients entiers, est équivalente à l’unité, nous aurons l'équivalence absolue
(n—1) (n—1) (n—1) CU D ie Ji Ut 22 LY-°) tra R, 1: ® {
5. Ainsi l’ensemble des fonctions À, R,, ..., R,,,, ou, si nous ne tenons pas compte des nombres entiers, l’ensemble des fonctions R,, R;, ..., R, remplace le système donné, et le remplace complètement. La première condition de toute décomposition d’un système de fonctions se trouve aussi remplie; car chaque fonction À, contient un nombre différent de variables, et nous avons ainsi isolés les variétés d’ordres différents représentées par le système d'équations correspondant. C’est à la condensation des variables #,, 4, ..., æ,, à l’aidé des indéterminées U, 0, ..., w, que nous devons ce résultat. |
Il y à plus; le théoréme sur la décomposition des systèmes que nous avons démontré à la fin du paragraphe précédent, a encore lieu. Cependant comme sa démonstration, tout en étant analogue au cas de deux variables, exige la notation du résultant de » fonctions de n variables, notion que nous ne pouvons pas établir sans longueurs avant d'avoir résolu le probléme général de l'élimination, nous ne la donnerons pas ici.(”) Mais, comme de ce théorème résulte que c’est bien une décomposition du système (G,, G,..., G;) que nous avons obtenue, et que ce fait est de la plus haute importance, nous introduirons, dés maintenant, une terminologie qui le mette bien en évidence. Nous nommerons À, résolrésolvant de rang deux, et, en général
vant de rang un, k,
AVES Ne AL DES Li, (a o Un. see Un-p s Us ces Uns Vis sy6)
résolvant de rang k du système. considéré. Un ou plusieurs de ces résolvants peuvent, pour des systèmes particuliers donnés, se réduire a l'unité.
Nous pouvons alors aussi définir rigoureusement ce qu'il faut entendre par rang d'un système de modules contenu dans un autre système de modules, ou encore par rang de divisibilité. Nous avons obtenu le résol-
: (?) Comparez KRONECKER, Festschrift ? 20,
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vant de rane un, en cherchant le plus grand commun diviseur de toutes les fonctions X,, K,, ..., K, dont le syStéme est équivalent à celui des fonctions G,, @,..., @,. Ce résolvant R, est, dans le sens ordinaire du mot, contenu dans le système
(K,) Ki run Ks};
nous dirons qu'il est le plus grand commun diviseur, de rang un, de ce système. Mais le système |
LS Le, PRET L,)
est également contenu dans le système (X,, K,, ..., K); il est, de plus, équivalent au système (oi,, 6%, ..., où) où encore au système dont les éléments sont les coefficients si, si’, ..., sf" de la forme #S,(w, w'), ces coefficients étant pris pour plusieurs systèmes d’indéterminées #4, 4, ., U,3 mais, ces éléments 5, s, ..., sf, ont, comme plus grand commun diviseur de rang un, le résolvant R, de rang deux; cest pourquoi
nous dirons que le système (ZL,, L,,..., L,), ou encore le système
L,, (di 023 -.., où), ou tout autre système équivalent, est un diviseur de rang deux du système donné.
Comme le système (si, s;', ..., sf”) est équivalent au produit RE NL TN Le) Je tsysteme, (és nmiosL) est tontenw dans le système (Z,, L,, ..., L,) et, par suite aussi, dans le système donné (G, G,..., G,). Il est cependant bien évident que (Z4, 15, ..., L!,) nest pas contenu dans le système donné au même titre que À, ou que (L,,L,, :.., L,). C'est pourquoi, comme (Z;, L,,..., L,,) est équivalent au système (51, 0%, ..., oÿ*), ou encore au systéme dont les éléments ont, comme plus grand commun diviseur de rang un, le résolvant R, de rang trois, nous dirons que {L4, Li, ..., L,,) ainsi que tous ses équivalents sont diviseurs de rang trois du système (G, @, ..., @,). Ainsi de suite. En général nous dirons que le rang d’un système de modules contenu dans un autre système de modules est égal au rang de celui des résolvants du système contenant que l’on rencontre le premier en partant du système contenu et en formant aussi ses résolvants. Bien entendu, il est absolument nécessaire de tenir compte des résolvants qui
se réduisent à l'unité.
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Pour être conséquent nous deyrons aussi dire que le système GE LEE HEIN par exemple, qui est diviseur de rang trois de (Gi, 25 Gi), test diviséur dewangidetærdu système, (L;, 1259270008 à condition de considérer chacun des éléments du premier systéme comme une fonction des (#— 1) variables x”, æ&;', æ&', ..., æ/., et chacun .des éléments du dernier système comme une fonction des # variables
D'y Lis Los see En 1. En général nous devrons dire”quesle système
(LU, 100 LE Lo
me, est diviseur de rang (i + 1) du système (LP, If, 8-0),
chaque élément Z° étant considéré comme une fonction des (n — h) variables 4470, 990, ..,; ax%7, et chaque élément ZT? commeune fonction des» 1h +3): variables 206, af Mere Suns lorsque deux systèmes sont divisibles l’un par l'autre, leur rang de divisibilité moins 1, sera donné par la différence de l’ordre des variétés représentées par les éléments de l’un des systèmes et par ceux de l’autre. En un mot, le rang est relatif à la variabilité donnée; il est égal à la diminution du nombre des variables + 1, par une condensation de ces variables, à l’aide des indéterminées w, v;, ..., w.
Il me reste à faire une remarque importante sur la généralisation de l'idée de contenant et de contenu que nous avons été amenés à donner dans ce paragraphe. En disant que les formes Æ considérées étaient prémitives, je me suis conformé au langage habituel et j'ai entendu par forme primitive une forme dont tous les coefficients n’ont pas de diviseur commun. Maintenant que nous avons introduit la notion de diviseur d'un rang quelconque, il faut distinguer; j'adopterai à cet effet, la terminologie de Gauss et jentendrai par forme proprement primitive une forme dont tous les coefficients n'ont aucun diviseur commun d'un rang quelconque. Or rien ne nous dit que les coefficients des formes Æ considérées n’ont aueun diviseur commun de rang supérieur au premier; nous savons au contraire que des fonctions de deux variables déjà, sans diviseur commun de rang un, peuvent s’annuler pour des valeurs particulières données à ces variables. Il en résulte que ces formes Æ ne sont en général pas proprement primi-
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tives, mais seulement ÿmproprement primitives, et que les équivalences, et par suite aussi la décomposition, obtenues ne doivent être considérées que comme des équivalences impropres et une décomposition impropre, c'est à dire telle que chaque pas fait en avant se rapporte, non pas à tout l’ensemble de la décomposition, mais seulement au rang où l’on se trouve. C'est dans ce sens, et dans ce sens seulement, qu’il faut entendre l’équivalence du système (G,, @G,..., G,) et de l’ensemble des fonctions R,, R,,..., R,,,. Nous réserverons le symbole — au cas où les formes ÆE sont proprement primitives.
Pour terminer, nous pouvons répéter, pour chaque rang plus grand que un, les raisonnements de la fin du paragraphe précédent. Nous sommes alors amenés à distinguer entre les systèmes décomposables et les systèmes impropres que nous avons exclus de nos recherches, au moins dans ce Mémoire. Pour compléter là théorie générale de la décomposition des . systèmes, il reste à caractériser plus spécialement ces systèmes impropres dont M. KRoNECKER a, le premier, donné un exemple.
ST
De l’équation résolvante.
1. Le but que l’on se propose dans le théorie générale de l’élimination est de reconnaître la nature des restrictions apportées à la variabilité d'un nombre quelconque de quantités variables par un nombre également quelconque d'équations algébriques reliant ces quantités.
Dans la théorie de l'élimination proprement dite, on étudie de plus prés les systèmes d'équations algébriques soumis à des conditions plus spéciales, particuliérement ceux où le nombre des équations est égal au nombre des variables.
Acta mathematica. 6, Imprimé 7 Juillet 1884. 17
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Nous nous occuperons ici exclusivement de la théorie générale de élimination. |
C’est DESCARTES qui, le premier, considéra la solution d’une équation f(x) — 0, comme la recherche des restrictions apportées à la variabilité de la quantité essentiellement variable x, par la condition déterminée F(x) — 0. Avant lui, on n'avait envisagé la résolution des équations que comme la recherche des valeurs qui, substituées aux inconnues, vérifient les équations données. Dans la théorie générale de l'élimination on néglige entiérement ce dernier point de vue et l’on se place à celui de DESCARTES en l’étendant à un nombre quelconque d'équations entre un nombre également quelconque de variables. Le mot éliminer n’a pas le sens de laisser de côté, mais au contraire, celui de fixer, en les séparant, les restrictions apportées à la variabilité de plusieurs variables, par des équations alsébriques. è Soient donc
G;(; Loy cs Ty) — O, (E=1, 2, M)
m équations algébriques reliant les # variables x,, %&,, ..., æ,. Les coefficients des fonctions entières G,, G,, ..., @, font partie d'un domaine de rationalité donné sur lequel nous n’avons aucune prise. Nous avons prise au contraire sur les variables x,, %,, :.., æ,, et nous cherchons la nature des restrictions apportées à ces variables par les équations considérées. Comme le domaine de rationalité peut lui-même contenir autant de variables que lon veut, le problème ainsi posé est plus général que si l’on se proposait de trouver la nature des restrictions apportées à toutes les variables paraissant dans les polynômes G; St 2 CCG RER leé relations G, =D, Ge 0 Ne
Les restrictions dont nous parlons se distingueront tout d’abord par le plus ou moins de variabilité quelles laissent aux quantités Lis Los +. 2, Nous devons donc chercher, avant tout, à transformer le système d'équations
en un autre qui, tout en lui étant équivalent, sépare nettement les différents degrés de variabilité que possèdent encore les quantités #,, 2, ...,4,.
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L'analogie de ce problème et de celui dont nous avons exposé la solution dans le chapitre précédent est manifeste; la seule différence est, qu'au lieu d'un système de fonctions, nous considérons un système d'équations, et que, par suite, au lieu de la transformation du système (CRC tent, R;,,.,..,:R, nous ,obtenons. celle du système d'équations |
CEA Cr 2e 0
LE
en une seule équation Réel CURE: ot
l'équation résolvante du systéme.
En conservant les mêmes notations que dans la recherche précédente, nous voyons immédiatement que si les variables »,, %,, ..., x, sont liées par les relations
YŸ LA CR Ce one, Us == 0
nm il faut, ou bien que le résolvant À, soit nul, ou que nous ayons à la fois
LE + O, # == O, tiers J8 —= © Si ce dernier systéme d'équations est vérifié, il faut, ou bien que le résolvant À, soit nul, ou que nous ayons à la fois
Lino, LL 0,11, 17= 0.
Mi
Ainsi de suite. Enfin, si le systeme
13 9 A LL? =0, L°—=0,..., LL =0o
est vérifié, il faut, ou bien que le résolvant À, soit nul, ou que nous ayons à la fois
(n—1) __ Gn—1) ___ (a—1) __ sa OU RO SE us 7 Lo.
Cette dernière alternative est impossible, puisque les fonctions Z{P, Le D, LD dela seule variable z°”, sont sans diviseur commun. F 1
Donc, si les équations
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sont vérifiées 1l faut que l’un des résolvants Æ,, R,, ..., R, s'annule. Inversement, si l’un de ces résolvants s'annule, nous avons à la fois
f Y a Gi 0, OS O0, CORRE L0
Les restrictions apportées à la variabilité de x, x,, ..., «, d'une part par le système d'équations
et de l’autre par l'équation unique
ONE TE NS
nm
sont donc absolument les mêmes.
Nous sommes ici dispensés de rechercher, comme nous l'avons fait dans le chapitre précédent, la nature de l’équivalence des systèmes (ZW, LS, ..., LY) et de ceux dont les éléments sont les coefficients des formes #,, ce qui simplifie considérablement le problème. Il n'y a plus d'équivalence propre ou impropre; l'équivalence mdique tout simplement que les restrictions apportées à It variabilité de x,, à, ..., æ, par le système d'équations données et par son équation résolvante sont identiques; nous pouvons donc écrire
(G — 0, PE, ep ER 0) RU TR Late ER
-De plus, le problème général de l'élimination peut toujours étre résolu, tandis que nous avons vu que celui de l’équivalence des systèmes ne peut l’être complètement que si les différents résolvants n’ont pas de facteurs doubles. IL est vrai que cette restriction qui est, comme nous l'avons vu, dans la nature des choses, puisqu'il y a des systèmes non décomposables sans être irréductibles, a une fâcheuse influence sur la théorie générale de l'élimination. Elle nous empéche de tenir compte de l'ordre de multiplicité des solutions du problème. Aüïnsi, en appliquant la théorie de l'élimination à la géométrie, nous isolerons certainement toutes les surfaces, courbes et points donnés par un nombre quelconque d'équations entre trois variables x, y et z; nous marquerons fous les points de l'espace dont les coordonnées vérifient simultanément les équations
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données; mais si À sont ces surfaces, B ces courbes et C ces points, il se pourrait fort bien que les surfaces représentées par les équations données eussent, par exemple, outre les points C un point commun sur B, sans que nous obtenions autrement ce point que comme un des points de la courbe B. |
Pour ne pas être obligé de changer de notations dans le courant de ce chapitre, nous désignerons tout de suite par À,, non pas le plus grand commun diviseur des fonctions A7?, A9, ..., Ki
mn. Mais le quotient de ce plus grand commun diviseur et du plus grand commun diviseur qu'il a lui-même avec sa dérivée par rapport à 2%, de sorte que, si pour un instant À, représente encore la fonction considérée jusqu'ici, notre
nouvelle fonction À, sera égale à
k;, Dv (R, ) D, k,)
c’est à dire à l’ancienne fonction À, débarassée de ses facteurs multiples. Comme nous ne pourrons tenir compte. des solutions multiples, ce n'est pas une restriction que nous faisons là. |
2. Dans ce qui va suivre, nous interpréterons chacune des expressions R, indépendamment de toutes les autres, en recherchant de quelle maniere chacune des équations À, — © limite la variabilité de x,, %,..., 2. Nous pourrons donc supposer que les systèmes de variables que nous avons distingués en affectant les quantités 4, 4, ..., æ, d'indices supérieurs soient tous les mêmes; cela-revient simplement, géométriquement parlant, à interpréter chacune des équations À, — © dans un autre systéme de coordonnées en nous réservant de choisir convenablement chacun de ces systèmes. Mais pour éviter toute confusion nous désignerons par
Yis Yas eee s Un
au lieu de x,, %,, ..., x,, les nouvelles variables considérées; ce sont des variables se rapportant à un systéme d’axes coordonnés mobiles. Nous désignerons de même par y la fonction linéaire à coefficients in-
déterminées
y ss Yi fe Ua + Ci ie + UiYn 5 Un ms et PC
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Nous aurons alors, dans le domaine de rationalité donné, l'équivalence
[Gi (y; Yo °° "00 Yn) ….; Gi Yo RP EE) Yn)] R(y, Yis ces Uno Us ce, u,) X LH; (y, Vis cos Yn-os Us ces Un) .. HA Vis ces Yn-os Us es u,)].
En posant
y Ta Ur-19 ne ViY + 4 «m Vn-2Yn_9 3 Via =
et en remplaçant y par sa valeur tirée de cette équation, 11 vient
CH; (y, Vis ces Yn-os Us ss Un); H, (y, Yis vs TTEER Us...) u,); .…. 5 (95 Vas es Yn-oo Us 5 u,)] TRY gi 4e Mis sn SU) (UOTE CR PU ENTREE ce (Vis ces Ynss Wii see U)] R? R;(y', Vis ces Yn-os Us vees Un Vis ces PES X CZ (y, Vars Un—93, Wir °°) Un); se...) L, (Y'; Vis ces Yn-os Us ce.) u,)]:
Le résultant S, sera ensuite pris par rapport à y, , comme tout à l'heure
par rapport à +, ,, et ainsi de suite; mis, après avoir introduit chaque nouvelle fonction linéaire à coefficients indéterminés, #y®, c’est y ét non pas Y,, par analogie avec x, ,, qu'il faudra remplacer dans le systéme considéré par sa valeur tirée de cette relation. | D'ailleurs, en “désignant: par ui), USE UV (st RCE NAN nouvelles indéterminées on a
VI ne ui: + Ur + A0 + TAN PU à Ur _1Yn1 GR UyY»
: TT re ] et, en general, CE) = ,)y(E) 214) 91%) = 914 — 1), y SE S U; Yi + Us Yo + Ch + Uny 1] Yn- 51 + Un-x Yn—k + san u T'as an Uy_oYn_0 an Un Yn=1 rt Uni n° Œ=1,2,...)
Nous obtenons ainsi l'équivalence À # CE Grs Vos ses n) = 05 Gris Vars Un) = 05 +405 Gin Yes ces Un) = 0]
n a) ; ; 911) :=s = [Ir » Vis Var ces Yn-ns WMismees Ungy ses Ui ut) = o|.
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De ce que, les quantités uf?, uÿ, ..., u® désignant toujours des indéterminées, l'équation résolvante ÆR,R, ...R, — © est la conséquence nécessaire et suffisante du systéme d'équations &, — 0, G, —0,..., 4, —0, nous allons déduire une transformation importante de cette résolvante qui nous fera clairement voir le rôle fondamental que jouent les indéterminées u®, uÿ”, .-., u®, dans la théorie générale de l'élimination.
A cet effet nous allons d'abord rechercher toutes les valeurs de chacune des variables y, Y, ..., Y, qui peuvent vérifier le systéme donné. Commençons par la variable y,.
Les expressions g, 9’, y”, ..., y
se transforment toutes en ,, lorsque nous substituons aux quantités indéterminées %,, W, ..., Uy_1, Unis Vas c.. » Un-2s ---, W,, la valeur zéro. Si donc nous répétons tous les raisonnements qui nous ont amené à la décomposition du système donné sans faire aucune substitution linéaire à coefficients indéterminés, ce quivrevient à remplacer y, y, y”, ..., y"? par %,, nous pourrons dire que le résultat obtenu est le même que tout à lheure, à condition de substituer aux indéterminées les valeurs zéro, à l'exception de Unis Vn-os ++.» Ws, qui sont définies égales à l'unité. Nous obtiendrons
ainsi l’'équivalence
LEE
(n) ( . T° LR; (Ya; Yi Y2 POST | Yn—k 3 O, O, Huit à J ; He)
dans laquelle nous avons donné à 2, l'indice supérieur (n) pour indiquer que y, y est remplacé par y, et que nous considérons spécialement cette expression comme une fonction de #,. D’après ce que nous venons de dire A! sera le plus grand commun diviseur des coefficients du résultant S®, des deux fonctions :
My_o
DU, Is (Y,; Yis Yas ee Yn-xs Yn-r415 Orne FE y Os .)
et M,_o (4—92)/, | : , :
24 ER Vis Yo) CRM IE PO T Yn-r+1) O, O, LUS A I; O, uote)
par rapport à la variable y,_,,,, ce résultant étant considéré comme une fonction des indéterminées U et V.
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Les racines de l'équation ÆRf) — o sont fonctions algébriques de Yi Yos es Ynxs SOit 7Ÿ7” l’une quelconque d’entré elles. D’après ce que nous avons vu sur les propriétés du résultant, comme $8f”, est nulle pour y, = 79 ”, les deux fonctions précédentes auront pour y, = 77? un diviseur commun en #,_4,,3 il y aura donc sûrement une valeur de
Ynrtis Yan = Yi telle que nous ayons à la fois
T TU—M/,A-D , G—D
DENT ques CEE RSA A) ÉOURET. No 2113 (030 END DEEE CRE
ne 1) (A=1):, —— > FAN LS Ya > Vi» Yo ZA ON | Uk 3 Vn—k+1 O, O, 2 TE 15 O, RE Er
et, par suite, simultanément
=) =) .ge . er LES Por » Yi» Ya see) Yn-x) Ank+13 O, O, ..., 15: Os DE
Ae1,2 0 MD)
comme nous nous en assurons facilement en considérant un nombre assez grand de systèmes d’indéterminées U et 1 auxquels correspondent, il est vrai, des résultants 8f°, différents, mais cependant la même fonction Aÿ.
pit toutes les fonctions ZŸ#-? sont nulles pour y, = 797? et
Una — Y4 7 il en sera de même du résultant S}”, des deux fonctions
ca
Ft NE (k—1) ; + .
De » Yaris Vos es Ya=rpios Yn-pps5 Os O, +++, 15 O, +)
et
Er | (1) ’ (—1) . .
Ÿ r,2, (y » Yis Vos ee; n-kyis Yn-pyrss O5 O$ ..., 1; 0; tn,
qui est pris par rapport à 9,142; car KT) =R, "7/0 et les systemes désignés" plus shaut ‘par (ss) SN PER RE K#®, ...): sont ici identiques De ce que Sf, est nul pour y, = 990 et Y_yri = Yi » nous concluons comme tout à l'heuresqual
y a sûrement une valeur de y, 4»,
ii 1 Ynx+2 x re
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(—3)[,,(—1) (&—1) CEURS L, (rx ? Yi V2 » Sep 7) Un—k » Mn—k+1 » Mn—k+2 3 O, O, ..., T'; O, ARE)
soient nulles simultanément.
En continuant ainsi, nous voyons enfin que le résultant Sf° est nul, pour | .
ED: — né). MED, ë (1 Yn +4 Vu ri Yn—k+1 : Vn—k+1 Un-r+2 4 Qn- ÉDITEUR S Yn—92 ES. Mn 2 k | 4 Le \ ; 4 # e résultant est pris par rapport à y,,. Îl y a donc nécessairement une valeur de y, ; )
Yn—1 Fe Vn—1 telle que les équations
() (k—1) (4—1) INT = L, (y > Vis Yas Yn-hs Mn—k+1) n—k+2 9 CHOMONE n—1 ) — O (h=1,2,..,,m)
et, par suite, aussi
4 (k) (4—1) (&—1) (RUES K, (rm 9 Vis Vos ces Yoko Qn--ktis Qn-kt29 + ee 5 Mn ) — O (G=1,%..,m)
soient vérifiées simultanément. Mais D di 1 GNU Mist Ua 1 Ve) (h=1,9,.., m)
nous pouvons donc énoncer la proposition suivante: À toute racine 7% © de l'équation ÆR}° — Oo correspond un système
au moins
(k—1) (k—1) (&—1) n—k+1 , Vn—k+2 9 ROC Yn—1
tel que les équations
(k--1) (k—1) (k—1) Œ—1N Gi Yos sous Yn_ks Mn—kt1s Mn-k+2s © +55 Qn—1 9 Vn ) = 1. f (k—1) (E--1) RAD MEET) Le Gay; UPE HEURE Yn- k° Vn—k+1) Mn—k+2 QE AS Yn—1 ? Yn ) FC
(&—1) (&—1) (E—1) (RDS Gi; UPE JOUR A Yan» n—k+1 5 Mn —k +9 CRE n—1 ? Yu ) <=: 0
soient vérifiées simultanément.
Acta mathematica. 6. Imprimé 7 Juillet 1884. 18
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Ceci a lieu pour k— 1, 2,;..%, n. Ainsi àfchaquerracinem#} de chacune des équations Rf° — 0,.R — 0, ..., R®° — 0, correspondent respectivement des valeurs de-0, 1, ..., (n— 1) des autres variables qui, jointes à », elle-même, vérifient simultanément les équations données. Nous obtenons donc des variétés différentes satisfaisant au problème, suivant la résolvante À, — © dont nous considérons les racines après avoir substitué aux indéterminées la valeur zéro.
Inversement si & est une valeur de y, qui permette de vérifier simultanément les équations G = 0, G, —,0,..., G, —0,"il faut que; ou bien ÆR{° soit nul pour y, = &,, c'est à dire que &, soit égale à l’une des racines y, précédemment définies, ou bien que toutes les équations
LC Yis Yas es Yn-25 O» O; .. 1) 10 (4=1,2,...,m)
soient vérifiées. Dans ce dernier cas le résultant 8°? s’annule pour Yn = 3 done, ou bien R°(6,) — o et alors &, est égale à l’une des y, auxquelles correspondent, dans notre notation, des valeurs de #,;, Ya = Y, 1 telles que
' , Gi (y 5 V2» pers Yn—9 9 Mn—1 » 7») = (0 (i=1,2, 00
ou bien toutes les équations 4 . LL — A (er Yi Yo AM) Yn—3 5 O, O, Ar] T'; 0, 0; FN 1) = 0
sont vérifiées. Ainsi de suite. Enfin, ou bien AŸ° s’annule pour y, — &,
et alors & est égale à l’une des racines 77°? auxquelles correspondent
des solutions
(n—1) (n—1) (n=—1 M ; > PRE NET telles que —1) (n—1 (n—1 (REDNEZ Gi , ® ES ET y AE ) = 0, (=1,2,.., m)
ou bien toutes les fonctions
j ==) 0 + Le 17 O; 0 s IS D I, HP RE ET O, 1) (a=1L2 00m
nl
s'annulent pour y, — &,. Ces fonctions étant sans diviseur commun, cette dernière alternative est impossible. Donc toutes les valeurs de y, pour
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lesquelles les équations @&, = 0, (h — 1, 2, ..., m) peuvent être vérifiées simultanément sont nécessairement racines d’une des équations R!° — 0, (re 20 En
Si nous n'avions pas simplifié l'écriture en considérant les variables y au lieu des variables x, rien ne serait changé au raisonnement luimême, comme on s'en assure facilement; les variétés obtenues seraient du même ordre; seulement l'énoncé de chaque transformation serait beaucoup plus long, puisque toujours des fonctions linéaires, à coefficients entiers, des éléments considérés remplaceraient chacun de ces éléments.
Pour trouver de même toutes les valeurs de la variable #, ;, (= 1, 2,...,(n—1)] pouvant vérifier simultanément les équations G = 0, (k— 1, 2,..., m), nous opérons d’une facon tout à fait analogue. Seulement au lieu de substituer à toutes les indéterminées PR DES POUR Vans dr Do ns es see , W,, la. valeur zéro, nous excepterons #,_; que nous remplacerons par l’unité. Alors toutes les expres- MOTS 7417204 Um ECrONL remplacés par Yi + Y,3 nous considérerons tous les résultants comme fonctions de cette variable, y,_,; + y,, ce que nous indiquerons en les affectant de l'indice supérieur (n — i). Sauf cet indice supérieur rien n'est changé au raisonnement précédent. Done, toutes les valeurs de y,_,; qui vérifient simultanément les équations 0 10 7... 4, == 0, sont nécessairement. télles que y, y, soit racine de l'une des équations R°° — 0, (K = 1, 2,...,n). En rapprochant ce résultat du précédent nous obtenons toutes les valeurs cherchées de y,_,; elles sont fonctions alsébriques d’un nombre de variables indépendantes qui dépend de l'indice Æ de la fonction A? dont y, ; +, est racine. Tout ceci a lieu pour à = 1, 2, ..., (n— 1).
En résumé, tous les systèmes de valeurs qui vérifient simultanément
les équations Gigi; Yo vs V0; Gay; Yas ve. Ya) SR s..) Gi V2 er Ua) 0;
se composent 1° de fonctions algébriques d’un certain nombre de variables Yi Yes. Y, et des éléments du domaine de rationalité donné; 2° de ces variables elles-mêmes qui restent indépendantes. Les fonctions algébriques dont nous parlons sont toutes comprises parmi les racines des
équations (n—i) __ ‘i=0,1,2, CS tir Fe (PA PAR n
140 J. Molk.
de maniere qu'à chaque valeur de à corresponde spécialement un des indices de y. Le nombre de variables restant indépendantes dépend de l'indice k; il est toujours égal à n—%, de sorte que pour 4 = n, ïl est nul.
3. C’est ainsi que l’on peut trouver sans aucun artifice tous les systèmes possibles vérifiant simultanément les équations
C0, RE D ES PETER
Mais ces systèmes se présentent sans aucun ordre et les solutions obtenues ne nous donnent, par suite, aucune vue sérieuse sur les restrictions apportées par les équations 2G, =70, G = 0,000, 000 SVM DORE quantités essentiellement variables y, %, ..., y,: Or c'est précisément dans létude de ces restrictions que consiste la théorie générale de lélimination. [l nous faut donc chercher une autre solution et c'est ici que les quantités indéterminées %,, 4, ..., #4, viennent s'imposer tout naturellement à notre attention.
Le résultat obtenu jusqu'ici n'est cependant pas inutile. Il était au contraire nécessaire de l’obtenir tout d’abord et nous en ferons usage dans un instant.
Reprenons tout à fait le même raisonnement que tout à l'heure; mais en faisant cette fois-ci, comme il a été indiqué plus haut, les substitutions linéaires à coefficients indéterminés.
Considérons chaque résolvant R,, (k— 1, 2,...,n) que nous obtenons ainsi comme une fonction de y” seulement ce qui revient à joindre les autres variables y,, %, ..., Y, x, au domaine de rationalité donné. Soit alors 7° une quelconque des racines de l'équation À, — 0. Nous allons démontrer qu'a chaque valeur 7” correspondent des valeurs de
Yn Yn1 PINCE | Un--h—1
qui sont fonctions algébriques de y, >, .., y,_», et vérifient simultanémentiles équations GONG ONE RG IC
ne
Comme, par définition,
B l—1) CR ; . 4 L o1! .
RP, (n°0, ais ose se Vn-h5 Mon OU, US UE RE
arti—1) orthr—-1) (k—1) UN UUST LUE Era in 0
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nous avons aussi
(—1)/,, (h—1) ; . Le É NÉE 0 TT K (9 » is Yas er Yann Us Us es Us Us Us, ee, Unos +.
or D) (4—1) Le ? ; DU UD DAT KE) 30 (G=1,2,., ni donc
Si (7 ee (à Ya ME a lo V2 MT - (Es Yn=h5 APE ER EL UE 7
1) D" ap?) ))(R—2) (RENNES Me ns ie ae, Roue (Up Al == 0
‘et, par suite
(a—1) (2—1), (h—1) (A—1) $ À Sy_1(7 Eh Mach Ur Vans: hs
| REC EU ah), 2) 12) 4) JG) __ A ne co Ut NUS nee Ne bts ON VOL O
quel que soit l'indice k des indéterminées U et F. - Mais alors, d'après la propriété fondamentale des résultants, les deux fonctions |
Tin
&) T2) (y (h—2) ; PT. AUS i=1 [UP LT (y° > Jin ce es Yn-hyis Wis cees Un Us ses Uno ce.
(R—2) ,,(h—2) (h—2) LE ee a cou (eo)
et
7(4) 7 (h—2) (a—2) A f nil ’ .
RS US EU Ur se d'en Un noi de
à (—2) (a—2) an--2) JEU LU Mel pes]
dont S,, est le résultant pris par rapport à y,_;,,, auront pour
CRD) EN (h--1) (h—1), (Aa—1) (A —1) y Et us lan Yann. 5 Ye
L'on
un diviseur commun en #,_371; il y aura donc sûrement une valeur
de Yn—h+1
rl) Yn—h+1 em n—h+1
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telle que les deux équations
LU! DA (7 TE ti Ui ARPRREE EE Ya _=h) Vis Yas +.) Yn—h) n—h+1 5
1=1 Wir se so 0,5 jose» M 23 to SU 0 RS | OS LORS 2 [ PL (,0-0 7 LD, Da je 71 10 te) 13 JT EU Er EE ; |
’ 71 , FS r (h—2) (h—2) Us nte ste SOU 3 UNS Te rer UN RO UU) LOC RE
soient vérifiées. En donnant à l’entier # un nombre assez grand de valeurs, nous voyons que les équations
(h=—2)f,(h—1) (h—1) 1), , À L; (7 Un Yi EUR VV Ve RO
, 21” ’ ar —2) — Use SU RU PS De Me EN UC OT EEE
Gel 2 eu
sont elles-mêmes vérifiées. Mais alors il en est de même des équations
(h—2)/, (h—1) (h—1), (h—1), ; ‘ 3 K (y Er li Yi ae CAL NTFS (ES Yn—h) UE UPE PO! Yn—h) Yn-h+13 , (h—2) ar —2) ee Hey Mol ras A RATE. Re
pour y) =" Letiy ne 15; donc AUSLITESSEQUALIONS
(h—2)[, (h—1) (h—2) (h—9), (h=2) AD UE (he LI s; (9 7 li (| am è rome | VE Ti Vn--h+1 Yi Yo RACE) Yn—h) Vn—h+1 3
; a(h—3) n1(h—38) ns : ; ns 2e 0 8 03 Peso UD y ee D
et, par suite, l'équation
U (h—1) (h-22) (h—2), (h--2), (h—1) ; (h—1) , S_2(7 are li Y1 NP NI RE li URRES l Mn—h+1 , Yi , Yo OPEL; Yn—h)s n—h+1
(h—3) h—3) (X) ()\ —— U;, pe ie 4 Un; QC OEM RE ui , OO E) UE, U , V7 VE
est elle-même vérifiée quel que soit l’indice 4 des indéterminées U et P.
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S,_, est le résultant, par rapport à y,_,,, des deux fonctions
M; _3 k h—3)(, (hi—3) , ’ > tu LP (0 » Vis Yos ee 3 Yn-nyos Mis ces Un Us ces Un9s +. (h—3) (h=—3) M _3
[7 L; (y > Yris Yos eee 3 Yn-hros Us eee à Un Us ces Uno se à
PIRE À 3} )l:
ARR
Ces deux fonctions s’annuleront donc simultanément pour une valeur au moins de Y,_j0
nr (1) Yn—h+2 Fr Mn—h+2
y" et y;_ny1 étant respectivement égales à 7° et 74..
En continuant ainsi nous arrivons au résultant S, et nous trouvons des systèmes
(h— 1) (h—1) (k—1) Mn—h+1 » n—h+2 » GORE | Vn—2
vérifiant l'égalité
(h—1) ni. %, Pen fl j CT. HSV. 228 dou PET (h—1) 5 (y nr by da VE TH RCA ENT) PRES SN bon 2 ?
; ; (h—1) (i—1) COMETZ EN .
V1) V2 AAA: Yn—h) Mn—h+1 » se es Vn—2 > Us se y Us U , J ) é O;
S, est le résultant, pris par rapport à y,_,, des deux fonctions
2 U; L;(y, Yi» GER s -Yn—2 9 Yn—1 5 Us CMCHLES u,)
k Ü PAS L;(y, Yis seen Yn-os Yn—15 Mis ce) un).
îi=1
Ces deux fonctions s'annuleront donc simultanément pour une valeur au
moins de y, « re ' De. =) | : Yn-1 TE n—1 À ° ,+ à condition que
Yn=h4i 9 Yn-nzoo cie 3 Yn_o
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soient déja remplacées par leurs valeurs respectives
(Aa—1) (4—1) (h—1) Fe n—h+1 , Vn—h+9 » DC.) Mn—2 é
Nous en concluons que les équations
(h—1) , 1. ’ £ CE (h—1) , (-- 1) L(n CRE AA ere loY9 EE ESS box) bah Ve-x ei Moss 20 MEL / PE ,
L ; L (a—1) (a—1) (a—1) (A—1) : En V1» V2» TD Yn—h) Mn—h41 Vn—h+2 9 ASTE, Vn—2 ’ Yu —1 , U;, 27 u,) F0
sont vérifiées simultanément, et que, par suite, les fonctions
e K;(y, Yi: Yo» ets Us Yn—1) u;; Us CALAIS : u) (i=42, 6 nr s'annulent simultanément pour
Y=Y 2 NL per LU rm de em 0 de
, A (ES DER NC A= DURE Ne = (R—1) Yn—h+i Fe Mn—h+1 3 Un—h+2 a n—h+2 3 ROBOT) Yn—1 FAR Yn—1 .
Mais Y = y: SE UYo 2e LA + Un_1Yn—1 +- UyYn ,
et, en faisant cette substitution, les fonctions A, se transforment en G;,
G— 1, 2,...,Mm). Nous avons donc aussi EAU TRANS OPA LE Te) (i=1,9,..., m) pour ; no (R—-1) ; DE (Re) + EN (h=I) Yn—h+1 7. n--h+1 » Yn—h+2 Fr - Vn- JOUE OO Yn—1 Fer Vn—1 , et
; ; ; É (h= 1) DR PQ eee EAU UY) a Ua d- n° 1° SE Un _1Yn—1 + Yh DE t/ ans bY: loYo SAC Latin
c'est à dire
s ES pres. TT le ce. 2 A (h—1) Tr EU AE Yi loY9 proie ve bn_h+1Qn ht EE lo_p+2nh+2 Ho,"
GS _ RME PCR EE , by — Uy_1t En désignant cette valeur de y, qui est, comme »,_j41, Yn_nyos +. €t 7; fonction algébrique de y, y», ..., Yy_ns par 797”, nous pouvons aussi énoncer le résultat obtenu en disant que pour
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PUIS |) ; f ; (k—1) (h—1) y" LE bi = LU» Het 0, nd + ARE ET) PIE 15 by h32Vnoh+s ane -
; (h—1) (A—1) CAR - U,_ fra 2 Ur n le résolvant
(h—3) , (4—1) (1) R,(y D Yi: V2» CEE, | Yan WU; D où : u,, AT E) ur SARA ERES Un-h ) s'annule, tandis que les équations , (h—1) (a—1) (i—1)\ ' Gigi; Vas es Yn-ns Yn-ht19 Qn—nt29 + + 3 Yn ) 0 (i=1,2,.., m)
sont vérifiées simultanément.
Mais nous avons vu, plus haut, que, pour 7, #,..., y, 1 variables, 1Q h—1) (a—1) hk—1)
PCSI OUEN ALAN pe Ve NES es +7
équations
vérifiant simultanément les
re Gh—1) 1) (1) — Le, G(ys Vas es Yn-hs n—h+19 Yn-h+29 + Un ) F0 G=1,2,.., m)
(1) (k—1) (h—1) (A—1) s (a—1) (4—1) (k—1 sont telles que n—h+1 + n ? Mn—h+2 + n Taraie!, 2 Pn—1 7% Da et 74 vérifient respectivement les équations
(n—h+1) __ (n—h+2) {n—1) fe (anyone - BE, — 0, À, 0 dat = ©, Rÿ — 0;
(DUIES SCO NRIUTS UT Pers Me nier emo 1 Me ,. Sont, par suîte,\ in:
dépendantes des indéterminées #,, ... considérées, et seulement fonctions APCE MO AUS 57 AEOUtI CCC 4 HER Dour R =NT, 2,1: D'autre part, comme l'équation résolvante
TRS SE TANT
représente exactement les mêmes restrictions apportées à la variabilité de Yi; %» -.-, 7, que les équations
Ge ONE ONE = 0
chaque système vérifiant simultanément les équations données, doit aussi vérifier l’une ou l'autre des résolvantes R, = 0, (h — 1, 2, ..., n). AS ss (h—1) (h—1) (k—1) (a —1) Donc les systemes n—h+1 n—h+29 +. n—1 Yn chacune des racines 77° de l'équation À, — 0, pour h = 1, 2,..,, n,
Acta mathematica. 6. Imprimé 7 Juillet 1884, 19
, Correspondant à
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et ces systèmes seulement, vérifient simultanément les équations G, = 0, GG, —=0,..., G, —0o. De plus, nous savons maintenant que les éléments de ces systèmes ne sont pas fonctions algébriques des variables qui restent indépendantes et des indéterminées introduites pour résoudre plus symétriquement le problème proposé, mais sont, au contraire, seulement fonctions algébriques des variables qui restent indépendantes.
Nous avons ainsi, comme tout à l'heure, trouvé toutes les valeurs de Yi, Ys ..., Y, vérifiant les équations proposées. Mais tandis que sans l'emploi des indéterminées nous ne savions pas comment ces valeurs se groupaient en systèmes, nous obtenons, à l’aide des indéterminées, simultanément les valeurs correspondantes de y,, y, ..., y,. Elles nous sont données toutes à la fois par les racines des équations résolvantes R,— 0. À chacune de ces équations répond un nombre différent de variables qui restent indépendantes et, par suite, une variété différente vérifiant le système proposé.
Comme les résolvantes peuvent étre mises sous la forme
(y, Yio eo Ynnys Uis Us U,) + IT(y ES Dai)
E I(y TU EE Mao TT Un Yni) 0
R;(', UE CRE CR) Yn—2 U;; Ode Us Ui; RL, | U,_) + I (y ce ie)
au ; LA !, ’ ; ; ! , #x.
ES I(y MY bp ie TT Mono Un ni FAT Un ni) =
ct, en général, comme
an 1) (A—1) (A—1)\ __ ani—1) h—1) R,(y ? Yi HE A ») Yn—n U;, OR | U,; HAE U; or Un ) = IT (y = ) (l .
res a A—1) on), arli—1), (h—2) (A—1) (4—T1)\ 2 re IT (y — U: Pi US M NON, 41 Qn—htti ee TE Un ni ) 0 CNE PRET AT)
nous voyons que chacune de ces résolvantes dépend, au plus, de # indéterminées. Dans toutes les fonctions réunies R,, R,, ..., R, ne pa-
raissent même que les # indéterminées 977, nf, 0, , uns Unis Un on pourrait donc, dés le début, n'introduire qu'un seul système d’indé-
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terminées, au lieu de (n — 1) systèmes; cependant je crois plus naturel d'opérer comme je l'ai fait.
Nous voyons aussi que, considérée comme une fonction des indéterminées qui y paraissent, la forme ÆÀ, est décomposable en facteurs linéaires dont les coefficients sont fonctions algébriques de y,, y, ..., Yy_n seulement. Nous allons, dans un instant, faire usage de ce résultat important.
En résumé, si l’on nous donne un système quelconque d'équations alsébriques reliant un nombre également quelconque de variables et si l'on nous demande de déterminer les différentes variétés vérifiant ce système, nous formerons d’abord l'équation résolvante en égalant à zéro le résolvant total débarascé de ses facteurs multiples. A chacune des résolvantes partielles correspond une variété d'ordre différent répondant au problème. Cet ordre de variété n'est pas représenté lorsque le résolvant correspondant est égal à l'unité. Dans le cas contraire, pour obtenir les systèmes composant cette variété, nous considérerons le résolvant partiel correspondant comme une fonction des # indéterminées qui y paraissent et nous le décomposerons en ses facteurs linéaires. Nous obtiendrons
ainsi, en remplaçant dans l'expression précédente de 2R,, y"?
ré n (A—1) (A—1) ; valeur ui Yi an Us Ya cie see JF Un_1Yn1 1 UrYn
par $e
(h==1) (h—1) À, (y 5] Y: DRISERES Un h Ur CN PCM PIE u,) nu h—2) (h—1) (A (A—1) (A —1 Le.
TT nent — Ne) Un ral 42 n—h+2, )+.+u, (y, —%$, i à) =O. Pour chaque valeur déterminée de +, nous avons donc
( -1) —3) (h--1) , (1 — UT NU hs — A +1, n e =: -lURR 2 RTeN/D'RER À +. te Sr u, (Un EE Tn, i Ve =Ae et comme les # sorft indéterminées
he) «, | LUEUR : a) Ynshti = ie TU i9 Yn—h+2 TA sys ae NOR) Ha NET Toutes ces expressions sont fonctions algébriques de y, y, ..., Yan. Celles qui correspondent à une même valeur de à, vérifient simultanément les équations données, y, Y, ..., Yi restant indéterminées. En donnant à } successivement les valeurs 1, 2, ..., #, nous obtenons
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tous les systèmes vérifiant les équations données, et simultanément les valeurs correspondantes des éléments de ces systèmes.
Se
De la représentation générale des systèmes d'équations.
Nous allons maintenant considérer séparément chacun des résolvants R,, R, ..., R,. Il n'y aura donc aucun inconvénient à laisser aussi de côté, pour simplifier lécriture, les indices supérieurs de toutes les variables et des indéterminées.
La décomposition en ses facteurs linéaires du résolvant R, considéré comme une fonction des indéterminées w, a lieu identiquement en ces indéterminées; dans chaque facteur linéaire les coefficients ne dépendent
pas des w; nous pouvons donc écrire en substituant à %,, %, ..., u,, des quantités variables 2, 2, ..., 2,
ER, (y; Yios ss Yn—h3 À; A2 CAC L) À) P
re Il (y— M0) st IT (y Te Yi — ie As LE 4 Ah4t Pan his — OT ANS
Pour une valeur déterminée de # comprise entre o et (4 — 1) nous aurons également, en désignant par a une variable auxiliaire
ER, (y, V1) PUR, | Yn=h)3 1; 3 RON) ETES ARE 2 a; Ar; OP l À)
Pp DE I (y CE Yo, i tx mr A)
et pour une valeur déterminée de à, à — 7, c'est à dire pour une racine déterminée »%,, de l'équation R,(y) — o
BY — M5) Yas es Yn-ns O3 0j... 0, 4, O, ..., 0) = IL (y — 70,5 — an_,1)
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la variable & étant au milieu des Zéros à la place qu'occupait dans l'écalité précédente 1,_4 + a.
Les deux produits
p Il (y TEPE Yo, i Er C7 PR) et II (y RS V0, 5 — CHU N)
ont un facteur commun y — »,, — an. ,., c’est à dire Y 7o,j Tn—k, j
V1 hui, hi he Ale FR OT CAE Ass in PE Anh+1 Qn=h4,j "AL, AT A LG) Vend D TERRE ET Eee PE
Ils n'en ont point d’autres aussi longtemps que les variables 2, 2, ..., À restent indéterminées. Nous pouvons donc toujours(') trouver des entiers Pen. UP, (els: que
V1 = P; Y: —— PoYo Don Porn h — Da-h+1%n-h41,j PAUSE 21 RENE | 1 Pn—k1,j KES (nee = a) uk, ces Pa--k41 Qn—k41,; me EST Pan, soit le plus grand commun diviseur des deux fonctions R,(y, VIE PACE, Yn-h) Di; DAME Dn—k--1) Pn-k + x; Pn- RELAMELS SES Pa)
. et
PP TR UT, Où. R30 10; + BA NL O) où 6, désigne ce que devient »,, pour les valeurs particulières À = p,, RON PT GR np cest à dire une des p racines de l'équation Re MR Er Dis Dis ID O
Ni . qui est racine de l'équation À” = o, ni »,,, . qui est ni k , Tr k,i Vn, i
racine de l'équation RŸ-° — o, ne dépendent de À,, À, ..., À,; les ,_4, ne
He) Comparez page 145.
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changent donc pas pour les valeurs particuliéres p, p,, ..., p, données” a ces variables.
La recherche du plus grand commun diviseur est une opération essentiellement rationnelle; l’expression
De 0, j am (#2 Tn—k,
est donc une fonction rationnelle des coefficients &,, Yi, Yo» ::., Yann @ qui paraissent dans les deux fonctions précédentes. Aïnsi en donnant à a une valeur convenable, »,_,, est fonction rationnelle de ,;, 1, Yas ...s Yn-n5
ee s rest n—k,j > (C8 V1 25 Ce NE Yn-5).
Partageons maintenant les racines &, en groupes correspondant aux
facteurs irréductibles de À, — 0. Soient lg [T1 Try" 16%, NAT En FU
ces facteurs irréductibles, et
Comme toute fonction rationnelle qui. s’annule pour l’une des racines d'une équation irréductible s'annule pour toutes les racines de cette équation nous obtiendrons la même fonction rationnelle f,_, pour toutes les “acines correspondant à la même valeur de »; nous devrons donc écrire
1i=1,2, .…, Py D FO (ru | nets NS (ot Vis Yes ce.) Ya). Gr ROUES b=0, 4,2, (4217 Une transformation déja donnée par LAGRANGE nous permet ensuite de former facilement une fonction rationnelle qui resté la même non seulement pour toutes les racines de l’un quelconque des facteurs irréductibles de À,, mais aussi pour toutes les racines de la fonction À, elle-même. Nous voyons, en effet, qu'en posant Gi) Il Th,v(y)- Da, (Co)
NI OEX ie > fÔ (CP : —— - n—k VENIE AE | Yn—h … [n—A\S0,7) 1) 2h Yn—h (à) ; 4 i) qi Cu — So) D, To, sun =e8, Pi,» (God)
du Vlr | (ins UT ) j=1, 2,
ce
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Ê , nous avons à la fois
Fons ent baen), = froids te: Var)
PORTER D, CU DOUL D, 25..2, 7: Cie8t à diré POUrT toutes les racines de l'équation À, — 0.
Pour y = &, par exemple, la fraction
Th, à (Go,1) Th, 2 (Go,1) » + + Tn, + (oi) COS END Teen Ts (CD PE) Ta (CO)
se réduit à l’unité pour ÿ = 1, et à zéro pour 7 = 2, 3, ..., 0,; tandis que pour à > 1, la fraction
Th, 1 (Lot) Ta, 2 (Co 1) » + + Th, (oi) (CES ce) D, 2 fa (9 }y=es?, 1 j - He UOnICR ? “TR i—1 tes nu i+1 Lee CE ip a
est nécessairement nulle.
Il en résulte que
, 1 HEIN, V1» che » Yn=h) ES P (a V1» Cine. Yan).
De même pour les autres racines de l'équation À, — 0. Nous pouvons donc écrire, pour 7 = 1, 2, ..….,/0 et k—0,.1,.,., (h— 1),
A pe ; Ho 112 - me (ere VIE V2 GORE; Yu)
ou encore, en dési HE par d,, et 4, , deux fonctions enticres
Dax (Co, j V1, Yo, .. *, TEL
re à es Ph r(Gost al losdanteu le À
Aïnsi pour chaque valeur déterminée de 7, les expressions correspondantes
n—h +1,59 n—h+2, j 9 QUI, Vn, j
sont fonctions rationnelles de &,, et des variables arbitraires 71, Yo, ..., Yn_ns tandis que 6; est égale à l’une des racines de l'équation résolvante ellemême À,(y) = 0, dans laquelle les indéterminées %,, %,, ..., u, sont remplacées par les entiers p,, pe, ..., p,. + Il est d’ailleurs indifférent de
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tirer de cette dernière équation la valeur de y en fonction algébrique de Yis Yas es Yn-ns pour la substituer dans les fonctions F,_,(y, 1, .…., ya) comme nous venons de le faire, ou d'en tirer, par exemple, la valeur de y, en fonction algébrique de y, #3, ..., y, x pour la substituer dans ces mêmes fonctions #,_3(y, Y13 ++. Yn_x} De toute manière, le système
R,(y, Vis es Yn-ho Pis Pos Pi) Lu)
nl = :
Mn —k Te FRET VIE CROMCET Yn—n Pis Po) "eut Ps) (rep, LASESS
nous donnera les mêmes solutions que l'équation résolvante
LE, (y, Vis ces Ynns Uis Uoy ss u,) = 0;
Une exception se présente toutefois lorsque la fonction rationnelle Æ,_, est indéterminée. Dans ce cas, nous devons écrire, non pas l’égalité
nJ .
Vn—x Que F52,(9, Ya DSUEC ) Yn=n) Pis D; RAS) p,)
qui n'a aucun sens, mais la suivante
Mn Da (9 Ya Qi] Yn—n)3 Pis Pos QE; p;) = D(y, Ya TE Yn=h)3 Pi P2) EC p,)
qui est alors vérifiée quelles que soient les valeurs données à 7,_y. Si donc, pour mettre en évidence que les indéterminées # sont remplacées par les entiers p, nous posons
PiYi + PV + RCE + PaYn == 20
et si, d'autre part, pour écrire plus symétriquement nos formules, nous convenons d'entendre par Æ, F,, ..., F,, les variables y — 2,, Ya = Bose Yan — 2,74 elles-mêmes, ‘de sorte.que
Yi —= &; — F(2; AE B9 » ….. 2) (=1l 2, .., A —h)
nous pouvons dire que la résolvante de rang h, du système donné
[Gi(gas Vas Yn) = O, Gay Yas ses Yn) = O, .…, G (y Yos ss Un) 0!
(eo)
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est équivalente au système
BR, (20; 215 ve. 2n à) CAO
(D) Y = Files Ew 1 Enr) | 4 GES Îk 2 # >
La première équation de ce système représente déja une variété (n— h)°% prise dans la variété (n — } + 1)°% qui est formée par les variables 2,, 2, ..., 2, ,. Les autres équations nous donnent les valeurs des # variables 7,, #5; ..., Y,, en fonctions rationnelles des éléments de la variété (n — k)°"% dont nous venons de parler, pourvu que l'inégalité
IL #,(2, By ces nn) & O Soit vérifiée. C'est pourquoi nous pouvons aussi dire que la variété (n — A)*" prise dans la variété (n — h + 1)" formée par les variables 4, 2, ..., 2, ,, et définie par le système (T) est une figuration de la variété (n — h)"" contenu dans le système donné. Le système
etes Zys cite oO
Yr = 1 (20) 1» CCE Nip FE n) (&=1,; 2, .. ñn)
qui contient (# + 1) relations entre (2% — } + 1) variables, représente outre la variété (n — h)°" \ ER,(y, Vas QC Ya Us CO, Un) == Q
des variétés différentes répondant aux solutions où Des 5 +++ Enr) = Pafgos 15 +++) nr) — ©
et où y, est indéterminée. IL est donc tout à fait indispensable d'ajouter aux (n + 1) égalités précédentes, l'inégalité
IT 4, (20 219 CRETE RE, CRE) £ O pour avoir une variété ne figurant que la. variété considérée d'ordre (n — h).
Acta mathematica, 6, Imprimé 7 Juillet 1884, 20
On peut toujours former une infinité de systèmes d’entiers pf?,-pf, ...,) DŸ, tels que
; (), CO En Qi ; te) is Uma NE LEnmne LE nt PE t /PNE Re 0 À
Ci (i) (à) ; (© PAT TT DEN Le Te— (9 On} + drres j Dane +1 Qn—k+1, 5 Ti di ñn Vn, j
soit le plus grand commun diviseur des deux fonctions
” (à (à) p® (i) ER, (y, Vis DCR) Yn—n) Pi CRQY ONCA Dnip-1r41 D” ar %; TER SD: À Ph ) et
PU — Qu Yas Yas vers Yn-ns Os es Op As Op... 0)
où & désigne une des racines de l'équation
dre A (à) (3) es AO Vis Vas ces Yn-ns Pi Dg y *.s si 2.0.
Si nous avions substitué aux indéterminées %,, #4, ..., u,, un de ces systèmes pf, pf, ..., pŸ, nous aurions obtenu une figuration: différente de la variété (n — h)°"%° contenue dans le système d'équations
(Use O, GG; = 0, LRO pa Gn = ce o).
Au lieu de 2, — piy; + Poys +... + p,Y,, nous aurions introduit une variable
D) tt) (à) He y (Mi Yi F3 Ya Pe- 2 FN, et nous aurions posé nr es (26 5 NE EP Œ=1, 2, 5n—h)
alors la figuration cherchée se serait présentée sous la forme (1) tous les z étant affectés de l’indice supérieur 4.
Mais les variables 2° et y sont manifestement fonctions rationnelles les unes des autres, de même que les variables z et y. Les variables 2° et z sont done, elles-mêmes, fonctions rationnelles les unes des autres, ce que nous exprimerons en disant, d'après RIEMANN, que les équations R,(&, #,-..., #0 ,) — 0 font partie de la même classe. TIlest'indifférent
de considérer l’un ou l’autre des individus d'une méme classe. Parmi
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ces individus sont nécessairement compris ceux que nous obtenons en soumettant les coefficients pf, p, ..., p®, à des équations de condition déterminées, pourvu que ces équations ne soient pas en contradiction avec l'inégalité à laquelle doivent satisfaire pf, pf, ..., p® et dont nous parlions plus haut; cetté remarque peut étre utile dans chaque cas particulier donné.
Le résultat obtenu est résumé dans la proposition suivante.
ième
»Toule variété KE", prise dans une variété n°", peut être figurée par
une variété k°", prise dans une variété (k + 1)", — par un variélé dont le résolvant est, par suite, de rang un; — et cette dernière variété k°"* peut 4 ) 2
être choisie arbitrairement parmi tous les individus faisant partie d'une classe déterminée.»
La figuration d’une variété quelconque, que nous venons de considérer, est tout à fait remarquable. Elle nous donne une vue plus complète sur les dépendances des solutions simultanées du probléme, et met en évidence pourquoi finalement la notion de fonction algébrique donnée par un système de fonctions entières égalées à zéro, se réduit à celle donnée par une seule fonction entière égalée à zéro. Quoique cette figuration contienne une inégalité, elle a donc une grande importance. C’est pourquoi il semble bon de lui donner un nom. Je la nommerai figuration principale de la variété qu'elle représente.
ME
De la réductibilité des systèmes de fonctions entières.
Nous allons maintenant chercher à résoudre le problème fondamental de Ia réductibilité des systèmes de fonctions entières.
Il faut avant tout définir ce que l’on veut entendre par système réductible ou irréductible. Comme un système d'équations est entièrement équivalent à sa résolvante, il est naturel, comme dans le cas de deux variables, de nommer réductible tout système d'équations dont le résolvant total se compose de plusieurs résolvants partiels, parce que ce système est
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alors vérifié par plusieurs variétés différentes. Il est tout aussi naturel de nommer réductible un systéme dont le résolvant se compose d'un résolvant partiel qui ést, lui-même, décomposable en facteurs dans le domaine de rationalité considéré. Au contraire, lorsque dans un domaine de rationalité donné, le résolvant d’un système ne se compose que d’un seul facteur irréductible, nous dirons que, dans ce domaine, le système est, lui aussi, irréductible.
Le premier théorème que nous démontrerons est tout à fait analogue à celui qui a lieu pour une fonction d'une variable, et légitime ainsi notre définition. Voici ce théorème.
Si une fonction rationnelle de #,, Ye, .., Yn
DITS CE NES
s'annule pour w## systéme quelconque de X fonctions algébriques 792,11, M pres ve ss 99 des variables y;, 42, ..., Y,_x; Vérifiant Un Système ee
ductible d'équations -
GiYi5 Mas +. 7)æ0, EAU Uos +, 10, vs G(Yrs os vs 4,)=R
elle s'annule pour fous les autres systèmes de L fonctions algébriques
(à) (à) CE) | d ARE nn +1 3 Vn—h+2 » RARE: | Tin de V1» V2 ADS Yn—h) (à = 2; 3» CR DE à p) vérifiant
ce même systéme d'équations.
En effet, comme le résolvant d’un systéme irréductible ne se compose que d’un seul facteur Z,, ce système de rang k peut étre figuré par le. suivant, de rang wn, |
(20; VAE AS) AE 10 DE F,(2, Mis ses ASS
16 p2; VIE On TE) CPE, ;: O
où R,(4) s’annule pour toutes les valeurs de 2,
LOS
| ? (i) i , DE ep À Lila mi ME » DFE CT TEL ENNS ms | Gi=1, 2,0)
De plus, comme le résolvant d’un système irréductible doit être lui-même
Sur la notion de la divisibilité et sur la théorie générale de l'élimination. 157 irréductible, nous pourrons toujours déterminer les entiers p,, pe, ..., p, de manière que l'expression |
R,(2; VIE CHCMREEC Vi) soit, elle aussi, irréductible. Il va de soi que la condition du paragraphe précédent, que À,(&, 4; :.., 4,3) nait pas de facteurs doubles, est alors vérifiée d'elle-même.
Comme, par hypothèse,
k ACT) (1) er O(Yy1» VCE RARE à Yn-h» Nn- EE D NOK | n ) se 2
nous avons Aussi
p2 f A #1) 1 { PA) | #1; V2 VALUE. Yn—n) HEC 22 Y15 Coug TARDE ets Eté , V1 CCE Y_x»)| » se (1) re 2 He L VIE CAO ROPE | Las) CE VE
Mais alors, 71, y, ..., Yi_n restant indéterminées, la fonction ratiommelle de # IH(2; VE PLUS) ue)
s’annule pour l’une des racines de l'équation irréductible 2,(4,) = o; d'apres un théorème connu, elle s’'annulera done pour toutes les racines Go, (à = 1, 2, ..., p) de cette équation, et nous aurons
Ai) 1 (EÙ Le 071, 2 Rx Yn—hs PRE V1» D Yn-h)s GLS TRACE 1/1 vins D) =,0 pour = 1, 2, ..,, 9. Il en résulte immédiatement que la fonction
rationnelle O(y:; Vas +... Yn)
PATIO DOUDOUS MIS LEVELOMES y ne purs don Ya 70, vérifiant le système irréductible d'équations
Gi, 2 CRUE | RAS Gays V2) 4027 Yn) = CGT: tt: V2) LICE | V0
Inversement, si nous pouvons démontrer que toute fonction rationnelle quitsannulepour#um système dé) valeurs (y, 93.2, uns mis ..s no), vérifiant un système d'équations données, s'annule également pour tous Msrditrestsyatemestdelvaleurs! (4; dar 007 ms Le das 1m) véri-
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fiant le méme système d'équations, nous pouvons en conclure que ce système d'équations est irréductible.
Soit, en effet, R — o, la résolvante de te systéme. - La fonction Re
s'annule pour y;,h1 = Ma - … Va => 7, :08b donc élle était réduetipe
et si R— S.T il y aurait une équation $ = o, ou T — o qui étant vérifiée pour un systéme. de »valeurat (7,292; 2 nu OS ne le serait pas pour tous, contrairement à l'hypothèse. Ainsi l'équation R — 0, et, par suite, le systéme d'équations données est irréductible.
Cette propriété étant nécessaire et suffisante pourrait étre donnée comme définition de l'irréductibilité d’un système d'équations.
Le probléme de la décomposition d'un système d'équations quel-' conques en systemes irréductibles peut être maintenant considéré comme résolu en même temps que posé. Soit, en effet, un système donné; nous commencerons par former sa résolvante À — 0; nous décomposerons ensuite, dans le’ domaine de rationalité arbitrairement fixé, la fonction R en ses facteurs irréductibles; à chacun de ces facteurs $,, égalé à zéro, correspond un système d'équations bien facile à former. Il suffit de développer la fonction irréductible NA CP RE A PP RP ne suivant les puissances des indéterminées w,, 4, ..., u,, et d'égaler à zéro tous les coefficients
i) i (à) / Dogs Vas Mn) DEN is Vase ts Maire US UT EE EE
de ce développement. L'ensemble des équations ainsi formées est certainement équivalent à l'équation S$S,— Oo elle-même, qui doit être vérifiée indépendamment des indéterminées %,, %, ..., 4
En d’autres termes, S, — o est identique à l'équation résolvante du système
CD (gas Vas) = 0 DS (as Yar see Ya) = Os ve, DE (Yo Yas +23 Un) = O].
L'ensemble de ces derniers systèmes, formés pour tous les facteurs irréductibles $;, du résolvant R, est équivalent au système donné.
Tout ceci ressort immédiatement de la définition même de l'irréductibilité des systemes, Mais ce qui est bien remarquable, c'est que l'on puisse toujours former un système irréductible, équivalent au précédent, (D, D, ..., D) et composé de (n + 1) éléments seulement. Ce nombre peut se réduire dans chaque cas particulier, maïs un seul élément
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de plus que le nombre total de variables considérées suffit certainement. Nous allons démontrer ce théorème.
L'équation
S;(Y; Vis Yo secs Unis Us Us ce. u,) = 50.
devant être vérifiée identiquement en %,, #4, ..., u,, sera manifestement - vérifiée pour les à systèmes de valeurs suivants donnés à ces indéterminées
LANCE GUN) ET FE Due O PR PTIT ES PRE NTRES NS TI LUN TO Un_9 U, I; U TT? Vo En — Un_3 72 O Ulis =U, =), WW —= =... —=U,_; — Ui_jy0 = ER U, ==) (0
Nous avons ainsi à équations simultanées à . Rp” a) Si(Ya5 Has vie Ynar Op eees © .., O, O, 15 À, N', 2, °) = 0 S K : . M M’ (LINE Si (Yn-1 + Ya Yis ver Ynis Où es O3 O, I, 1; N, hR y es À *) = 0
, ! ; QR(H)\ Si(Yn-2 + Yn Way ver Ynir Op ve Où es 1, O, I; À, R', EX == Q
; = . (ÿ7) er ER een Varare Oploers à lanene 30 Or Os a 15 Med notes NU) = Où
La première nous permet de déterminer y, en fanction algébrique de UD 0 1,7, et lésesuivantes Y,;, [k— 1,2, =: (2 r)hen:fonction algébrique des mêmes variables y, y, :.., y,_;. Toutes ces équations réunies déterminerit donc des variétés dont l’ordre est au plus égal à (n—i). En d’autres termes, si nous formons l'équation résolvante de ce système d'équations, nous sommes certain que les résolvants R,,R,, ..., R;_; sont égaux à l'unité. De plus, le résolvant de rang ©, RÀ;, contient
certainement le résolvant S;; car
; a rÀ Di Le (is > Long DD 41) + LRU" re Ph) RL EN 2 (Y, ET: 7?)
160 J. Molk.
(2) Cu) (2) (h) Ch) (n) h) LEZ et An ) Yn—1 12 Vn ? Nn-—2 de %r MORT n—i+1 Cm "% ) sont précisément les racines des équations qui composent le système que nous considérons maintenant; si donc S, — Oo, ce systéme est vérifié par une variété (n —i)""" et, par suite, À, = 0.
Mais S, n'est pas nécessairement identique à ÆÀ,. Supposons donc qu'il y ait des systèmes de valeurs, formés par certaines combinaisons des” racines des À équations précédentes, qui vérifient simultanément ces à équations et, par suite, leur résolvante de rang à, et ne vérifient cependant past l'équation MO; (y Ye TL ED — o. Ces solutions peuvent alors, il est vrai, pour certaines valeurs particuliéres données aux entiers D, D, ..., P,, Vérifier l'équation |
S:(Pi91 + PoYo + pan + Pn? n° Vas de Yn—is Pis Dos SAS FER Pi) ==
mais elle ne saurait vérifier cette équation pour tous les systèmes possibles D15 Das es D D'autre part, l'équation r
S;( Pi 7 Pro ce AE RENE ar Pan» Ya» CRC? Yn—is Di TP Pi)
TA IRSC PRE ae TARA) v- SES tr Pat FE 79) An
est certainement vérifiée pour toutes les solutions de l'équation
S(u,Y: + UoY9 + A} " + UnYn 3 Yi» D Yn—is U;, LPS AC U)
(l (4 « FX 1e (Uni (Yn- Abe Yn_1+1) na € U,(Yn De 7) EN
Si donc la fonction
CACHE TRE EU UMR A UTUS u,) ne représente pas à elle seule le résolvant de rang à des À équations considérées, nous pouvons toujours choisir des entiers p,, 2%, ..., p,
tels qu'elle représente, à elle seule, le résolvant de rang à des (à + 1)
équations .
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OR + V0 7/1: Yas ces Yn-is LPS ea 40 ee ouate LS 1e ©
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dont les résolvants de rang un, deux, ...,(n — 1), sont égaux à l’unité.
Le système formé à l’aide des à premières équations précédentes peut également contenir des variétés d'ordres inférieurs à (7 — 1). Mais si ces variétés sont situées sur la variété
S;(y; Yo ste y Yniis Us ee s Un) = O
d'ordre (n — i), comme S, — Oo ne représente qu'une variété d'ordre (n — à), nous pouvons toujours choisir les entiers p,, 2%, ..., p, de manière que ces variétés ne vérifient pas l'équation
DDR act et DaVes Vas croalde ar Dinecss Pal == 0.
Le système formé à l’aide des ( + 1) équations précédentes peut alors
contenir encore des variétés d'ordres inférieurs à (# — i); mais ces variétés ne sont pas situées sur la variété représentée par l'équation
Si(y, ave sg Ynks Usa u,) IE
Cette derniére équation ne sera donc certainement pas vérifiée pour la variété (n — i — 1)°%* représentée par la résolvante de rang (à + 1) des (à + 1) équations considérées, du moins tant que #,, %,, ..., 4,
désignent des” indéterminées. Nous pouvons donc toujours déterminer des entiers
Le
Pis Do, +, p, tels que le résolvant de rang (à + 1) du système
Sy Yi» Y2» PAS UE, 1e) —=: 0 Si (Yu Le Yns Vis Ya +. Yn_1) a?
SAERTE + Yn 3 VIT UC TITRE Ynr) = = 4@) S(pig1 «Dons Vis Vas ++ 23 Ya) 0 Spy Hipiys s Dis Vos 20% 5 Ya) = O
Acta mathematica. 6. Imprimé 13 Septembre 1884, » 91
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soit éval à l'unité et'que les résolvants de rangs supérieurs égalés à zéro ne représentent pas des variétés contenues dans la variété (n — i)"®, S,— 0. D'ailleurs le résolvant de rang à de ce système est, comme celui du système précédent, égal à S,.
En continuant ainsi nous obtenons successivement de nouveaux systèmes contenant chacun une équation de plus que son précédent, et . ayant leurs résolvants de rang (à + 1), (i + 2), ..., égaux à l’unité. Enfin nous parvenons à un système composé de » équations et tel que son résolvant de rang à étant toujours S,, ses résolvants de rang (à + 1), (à + 2), ..., (n— 1) soient égaux à l'unité; seul son résolvant À,, de rang #, peut encore étre différent de l'unité; mais nous avons pu remplacer les indéterminées #,, %, ..., #,, par des systèmes d'entiers Pis Pas -.., P, tels que les systèmes isolés que représente l'équation R, — © ne soient pas situés sur la variété S; — ©, toujours puisque le résolvant de rang à, égalé à zéro, ne représente qu'une variété d'ordre (n—i). En ajoutant, d’ailleurs, au système précédent composé de » équations, l'équation
Sy, Vis Yao ces Unis Us ss u) = ©
nous formons un nouveau système dont le résolvant de rang À est toujours S;, et les résolvants de rang (à + 1), (i + 2), ..., (n— 1), toujours l'unité, quelles que soient les valeurs par lesquelles on remplace #,, &, .,., u,, dans la dernière équation. Comme l'équation S; — Oo n'est pas vérifiée, pour des « indéterminées, par la variété d'ordre zéro représentée par le résolvant À, égalé à zéro, nous pouvons déterminer des entiers
(n—i) (n—ài) (—i) Pi » Do J'y ,
tels que le résolvant de rang x du système.
Yo—0
S;(Yn Van UT: MS Yn—+) at (net) k=0,1,...,n—i (4) }) ’ ; a 83 S;(p\ Ya +. + D Un» V1» ORNE | Yn_+) = O
soit égal à l'unité. Le résolvant total de ce système, qui se compose au plus de (# + 1) équations, est alors précisément égal
Si(Ys Vas «eus Yénrs Ua Lee s Ua).
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Dans la démonstration précédente nous avons fait usage de ce que S;— © ne représentait qu'une seule variété, mais non de ce que $, était irréductible. Nous pouvons donc énoncer immédiatement le théorème:
»(n + 1) équations suffisent toujours et sont en général nécessaires pour isoler, c'est à dire pour figurer à l'exclusion de toute autre variété, une variété d'ordre quelconque, prise dans une variété n°".
Nous dirons que cette figuration, par (n + 1) équations, d'un systéme d'équations représentant une variété déterminée, est la figuration complète de ce système d'équations. |
Un exemple trés-intéressant de la différence essentielle qu'il y a entre la figuration principale et la figuration complète d'un systéme, est le suivant. Considérons un déterminant formé à l'aide de »%° variables. D'après le dernier théorème, la condition nécessaire et suffisante pour que tous les mineurs d'ordre (m — % + 1) s'annulent, doit pouvoir s'exprimer par (n° + 1) équations, quel que soit #. Mais il suffit d'introduire une inégalité, pour que ce nombre d'équations se réduise à k*, comme M. Kronecker l'a démontré dans une lettre à M. BALTZER, insérée dans le Journal de Crezze. La variété représentée par les (n° + 1) équations dont nous parlons est donc d'ordre k° seulement; et cependant, si nous ne voulons pas introduire d'inégalité, elle ne peut s'exprimer par inoins de (m° + 1) équations.
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Conclusion.
Les recherches contenues dans ce Mémoire amènent à plusieurs résultats intéressants.
1. Nous avons vu que non seulement la théorie de l'irréductibilité des fonctions entières, mais encore celle de systèmes particuliers de fonctions entières, pouvait être résolue sans quitter le domaine de l’Arithmétique et de l’Algèbre. L'importance des indéterminées dans cette recherche indique déja le grand rôle qu'elles peuvent jouer en Algébre. Leur association systématique aux éléments de cette. science est comme le couronnement du grand trait de génie de Gauss, qui a donné à l'Arithmétique un caractère tout différent de celui que cette science avait jusqu'alors; et, d'autre part, elle est intimement liée par le principe d'équivalence de M. KumMmEer aux belles recherches arithmétiques de cet éminent géometre.
2. En supposant connue la notion de fonction algébrique, nous avons montré comment on peut résoudre le problème général de la décomposition des systèmes de fonctions entières et ce qu'il fallait entendre par équivalence dans cette décomposition. (Comparez Festschrift $ 20).
3. Nous nous sommes ensuite assurés que toute dépendance donnée par un nombre quelconque de fonctions entières égalées à zéro, peut être algébriquement — algébriquement, et non pas seulement logiquement, ce qui serait insuffisant en Alswébre, — ramenée à la dépendance donnée par une fonction entière égalée à zéro. Ainsi, en particulier, le domaine de rationalité le plus .général que l’on puisse former, est bien celui que nous avons nommé domaine général de rationalité. Ce théorème complète le second chapitre de ce Mémoire. (Comparez Festschrift $ 10.)
4. Nous voyons aussi quelle grande simplification la notion de contenant et de contenu, plus générale que celle de la divisibilité, introduit dans nos recherches. Elle n'est d'ailleurs point suffisante et il faut la généraliser encore, comme nous l'avons dit dans le troisieme chapitre. Mais déja la généralisation dont nous nous sommes particulière-
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ment occupés, nous a rendu de vrais services et nous avons vu, plusieurs fois, ‘combien elle est naturelle.
5. La théorie générale de l'élimination nous permet également d’énoncer quelques théorèmes fondamentaux qui jettent un nouveau jour sur les formes géométriques d’un nombre quelconque de dimensions. A cet effet il suffit de ne plus limiter le domaine de rationalité.
6. Si nous jettons enfin un coup d'œil sur les méthodes employées, nous voyons que tout revient toujours à la recherche du plus grand commun diviseur. Comme l'élimination est {a cinquième et la plus élevée des opérations de l'Algèbre, on‘ peut donc dire que la notion du plus grand commun diviseur domine l’Algébre toute entière. C’est d'ailleurs bien naturel. La notion de plus grand commun diviseur des nombres entiers domine, elle aussi, l'Arithmétique élémentaire, et j'ai insisté, en commençant, sur l'identité des domaines arithmétique et algébrique.
Je termine en remarquant que, dans l’ordre de recherches abordées dans ce Mémoire, il conviendrait , ;
a) d'étudier de plus près le cas si interessant des systèmes impropres à la décomposition, dans le sens que nous avons attaché à ce mot;
B) de débarasser les deux derniers chapitres de la notion de fonction alsébrique, comme dans le cas particulier traité dans le chapitre trois.
En un mot, il conviendrait de substituer davantage, et sans faire usage d'éléments étrangers à l’Arithmétique, la décomposition des systèmes de fonctions entières, à celle des systèmes correspondants d'équations algébriques.
Paris, 20 Octobre 1883.
TELE su" sh uns 4 prit En | ‘4 EU Te CT. k D ER FEV DÉRTETET TS LS AH HD
pars tan FE] GE À Een FO Oo AM Lea 5 F Fa a PE HE LA Elf taskoi up PTT. Ge en gr 9 ich no free à CR: FO Gun CUTIUE jé er HÉTUE : ss ji il du De A LE 3e ü | F: er OK F FC ERRATA. ztthg aie Rte )é \ ; TA PTE Fes | RE ‘ 0: ites ÈS ai AR 3 sn 8 A 3 et 4, au hé de A LÉ RS ir PT | | 9 Tigue 18, >» » le proies » | Were dti Mis ve ge Mr.
| Se V » 8$ lignes 4 se DE > sipalr : D:
> 86 LL 28, à LR @! genre CON OE RS De Li LIN Pr 2e ME à. IE
LE
p tog gt hé lieu du texte lire
à Les roc ter an = RAR, H) =R: R (OADR TE 7 Re Rens RO = Rs
$ r L » + #7 - a RE à . . . . . .
4 * LA LA 4 _ “ =, ee, . 4 - * = = ' L u & ' * . :
+ Le:
\ L e . L # en . * + L LR :
4 A ‘ t \ Cu .# co f * Lee. * L ' _
2 7 LOIRE FETE a mr niislons cd ; pis D TN. KT. | Re re “A À KLYy NZ ù > CL R NASA KL V (R e <P
N NAS NN Y < f \ y =
EN
is /
HN
Dr 7 D HLA ne WA ER ONEPAN | W p == 7 f 1] /
À WP ( ee RE. |
“4 LÀ de,
\ HAN ÿ HAN A x N À) > #} AN TT 14 AN QI ES | J// fl py) Ji ï Nb [S 4 SEA ZI LE eu | => FAN 114 Ne |
na Li 7 PK + 4 + + <
VZ
SANTE + 2 + " +" XX INA VAN NA ANA ANA INT + SA AS LS TNTE PR REX 2 PNA AN | IN NES ENGINE
> gi KR ETES # ANA
KR
HU
[HÉSEUEELERLENE AS
RERO PAT AT CET RCI TER EEEC ÉECPENCEE PTE ENCEEN ROUE ALOITETTTEER it CRARERAARAN EEE LERTREO TER i
HAITI AAARAR RURTANTAANTEE l 1} PLLTEEL] QU
CRCUIAOEEREE EE CETE TEE TACCTPAEET EU
AL TR RETLU COTE (RES À À CLERELEPTE LE) YF EREL TEE CHLELTALELEREELETE fr
È LRTÉFITLU) RE TE
Q [ULEL RÉÉRE HU EEEUEE RURTNN CÉRETONCEREERETERONIEUEE EEE
COPPEE LT CET ELEC REC UE ET EEE PEL TELE TLC TEL TEN EC ACCEPTE
k CPECEPTRE TERRE CRE FUCOLUERAANTES AIIRITEERUT
(EELETEN AEHALENEIA HHITELLE
CETATCLEET EEE NET EEE CRPELT PET TETE TEEN PETETIEL TITLE RARAARIRAGDRLE RU
AAA ACROSS PET PEER ENT A ALERTER PRE EEE RAA PRE FRE Leatt
LERIRARIATEEE
it)
AASARRIELEAREAT IE ICT ATELETEE IE: QU CERELITOUL TILL EE DATE] LLTOITALEELATEZ (ROLE ENTITITECCT EI TTEENE VRRELARABCNALRINPER TER à AO MECUTUOUEE TETE ÉARARERARE ALLER
TER £ti* {tint TIC O [ATRET!
LEUUMLIR ENTIER INERTE RAURURERR ER CNRC NR CURRENT ÈTERE TARA CENT ECET BETETE TE CE EN ACL TE EARCRRERE LRU RP CAR TARE ER EURE RNA RER ERTETEREE thietiattel CPLEAEE tie RURBRANERERANTIRERE ERA RIR AAA tièiin ÉRRAARURRTALEREAAITERLE OPEL INTEL E EEE PERTE ETES EE LEETT EUR EEE ET EL TETE) CHTOQULLELETE CHLOCEERTEPNEET ES TEPEEIRERE EN CRUE CRAEULENCE LEE TEE CET EE TER TET ER TERRE TEE) DLLEAATELEPES il ARSALEN CUNLETLTENTEEIAL TELE LITE AE CAE EAEEE ET EEE TEEN TOP CTTTELT) COLLE TETE TTC CL T EI TE LEE TEL EE EEE TEEN 1txt RACE TEEN TEEN (TENTECERAITENTICLEE TENTE) 14 LITE EE i CURRENT EEE ET EAN INTEL EEERERETEE TES CLLRETEE À t RRARATERRENRHER EE AAtiRait i TÉRAUNATRCRATANIE EE TEE RE EE CRC CEPLTTL CEE DONS HN EEE CUT TRARLELIARNR GITE ITLITREETETE ; LRRELRREAR ICE OU COLE ARR ECEYER tait FAURE UE (TARTETEON ORCNE ARTS VAR LRREGRRRUREEE TER EURE Aie PARC è
AiteR IE RARE L CHIC ETE EE
LATILE] CEA
LEAUTEL
CLP
pitaisiit tin
CHELLES pans (ALATUTIELITENATENEES TER RENAN PRES DE (OMTNOIITENREL } CCE TOUL TI NARLENTRACEERRLERR ERREURS
(RALELIL
CETCET ATOUT
itttlt ttit
PAT ECO ET ENU 10 ttthtr LTCAURITR ARR LD
FHUIRU
(AR EARIRNNAT AMEN EE PSE tagkenuit
zttit RU ATUE CCLELETT ENT METCEEUIE
tiegatttinir itert CPCRTEOTELIT TEE TENTE LENS RRCREUR EUR ARTE RUAIRERR UE
RÉUUIRRGTEERER RRRTRIDER CURE
tuist AtlAtiR ES COPCOEE TOTALE ENT EP ETCONTT RTE ti RUN NEA UUREU TER REA TES i ARE ERRRE titiniitie
MOULE FURLRRCAEREE
COTE LELONUUTS
ECRTUR DUC RER RULERR CRE CROCCOCEENENENEPENETEEENE RECNCEEENUE [TORLULITELLELS ARTE TEL EET TETE ET CEE ET) TORCTETES LR EE TRE TET CERTONCE TEE wire COTTON EEE EE TEEN ENTRE EEE EEE COTON ILE ETATCERE TENTE TENTE) CHCOA TENTE thsteapcastt MURAT LUNA RRRR ER CAR TAC CENTRE CUT TELE ERE TRE COTE EEE TENTE TEE) teur RETARD ALL LEA EUE TE SURCUCT RATE CRUEL CRRPRE CEE TTETENNEEE [CEPOENECERET EEE TEEN 4
CECILE ELER EEE
NÉE ROC EEQEE ONE ENECE DENT 1
(HRRIREG ARE EE tukettiis ÉLTRENET
ARERDERAAL ARTS PTOTETEL LRARCURUEE
PAR ANRT AABRUR UDC CNET CAAITE LEE LARRRARL EAU RATER ER ARPUT EDEN LT EE TEE TEE DATA RANCE RAR RNA EURE NNRTER MAR CETRRERALRTERE CERLUUR EURE TATER ER (ETC DR RALAR EE CRC EC NCE TR TRE UE ï RURAL ELNER CALE CURE LÉCETLEUE UE Aisteait CTECE TT ELITE TEE TETE ET ET EEE DORCARER CAR BR NU TR TR CNE R CURE CEE ENTER RER RRTRT TRE Yibiniitet ARRET ARAANERE CNE R RD TR RUE TD ER RER CE RER T ER EURE CE CCR TRACER RER RME R TER ER ECNTTRRER EE MACOLTE TENTE CETTE EETE RURRURCENETAN EI CONTE ELEC CETTE CETTE LENS LRETEEA BAR CURE TR LUE RR TER EMA UCAAN DUR DER TER CRUE FERRER UANAR TRE CRETE ER TRE CERRR CURE CAR TRR CERTA EN CE RUN EUR CU COUV RENE ECO CRR CREER ENT T ELA ER CRU D ARRET 1 AR UARLURATRC NEC UARCREA RER ki rt TEE LÉ CELEEEL EMEA AOTELTETEL COTE T OL CENE | ELLE CEE TT CERTES TELE EE TEEN ELEECT PTT CUT ER TEEN A RSR EC EURE rat DETALIITRETPERE TETE DELTA IE)
POLLEELTLECTE LE EL ET EL TETE TEL LT CETTE EE DASDL Ce CURE CARS ARC TARAR TER ERA CORAN EUR NCCLRUEC EEE CORRE CE LEX (LUTITITELL INTEL AREETT 1001) PARC CARNET ELEC CR RATER CERN ARR ERAA RER CORRECTE TELE EE TETE TELE E LEE EEE ETTEETE ON
ACC OP PT CERCLE TES CORRPEL APPLE ERECEECNEEEEE DE CET DEPEOEE TER CEEE CERERE EE
APTE
tant (ACTECEL
(ETETITEEE
RAIN IEEE
tixil
ji MECOETECTTLEER EEE ET TER ALES 1161418 TEAM TER RENETIEET ES EEE ETENIE) RTRROR EURO RAR TERRA TERRE RER LA ARRRAIEL RÉCECRRRER TC TAR TARA TER TERIRE LES CiABA TA ARI TRE RAR RAR RAIATL ES
Ritatatt it
El -
FRCRARARA UE LA MILITE LIRCIRACAERTRARE LEA RALIATLLRAT EUX
tit { AOL RONA HUE Liqaitel
Etat HÉCOCTE TOC CON ETC T TEEN EU tictistit léceut [RATE EPTECT UE
[HTOTERELE ER
ARR ERRERERULTIEEQE ENTIE RURLOTEEUE DOCETEEU CET TE TETE EN EET EE ER LOU LALTTEL ARRUANERUUTRETERTAR VORRRRORETERAERRE CRT (RERU CÉRRUC EDP LEPEL EN COTE TE TETE ECEE D TTEUN AE CRUE CO LEEUEE RUTEUTNR ISERCURURBARTENTRELERELE tistinhest ECENTOUE tiltiecet Littitttaattaatee :
ARTE ETETTETE
LOTIR
CTÉTETEU LE CEE Lilitenhi CHITCE CENT ETES ARE CEON ACC C CI ET ORUE GOUT
OU ET MEETTEN (MALTA ET TEL EEE GR ARE QE DOCOLETETUN TTL ENT LAIT ETAT ENTER OMC TETE:
NC TON ETAT ITU CATeLEtEt ENT AENTATA TEA TEE TETE (TOTAL TAC EEE) CRUEL UOTE CE CM ER RER RARE LE ERET TENTE LEE COTE TN TETE TRE EEE TORRENT RIT ON I TENUT LE EL EEE TERRES) ACC TA TONER EXT EL TETE ADO EEE ERERET EEE CRRCRIRECE CEE EUR ER CES CRR RATER TREL CEE RER RIRE TR TAR EE CAF ARREEAR (ELECTRON REA T UE LERERU AIDER RTE CARRE ENTER CREER ETES RTE AE ERE RS COURENT ROULE GRR RER CURE UN ANS RER ARTE RER RENE RTEC ARR CRE COLOR TOOL EC ET E OO L ETUI CENTRE ENT TEE RECETTE SERIES (1 (RETENU LODEREEETENONNS RRUUR CANAL ER RA REC UE R ERA EIRE ER TA RENE TERRE AO TO ENT ETIENNE TETE ETC ONTONNETETEEN) CORCCANCENNOET RUE ET ENENNLETENNNN CERN EAN AE ONE CLTOE CATMATEL CACCETECNNEL ENT MONT EEE EE EENEEEE GORE CT TRE TAN TETE EE lttastetist RARE RE LEE TU COURT CR EU ER CRU CC ALTER LC ARTE LR RANTE EE CHRCRUTULEC RE E ÉUORRCUU EE DEL ER CCR RER RENTE CRETE ARS ERTER ICE COTTON TETE CORTE COTE TPE ENT EE ENT AEN LE EEN EEE QE EE CARE AN ERA AU EE DAC EE RE OT 1 CAC UR RTE ER CCR ARR CCR ER RETRACE LR REA R EE REED ESC ER EL LELLE TEE CITE COR TELLEMENT LIT EEE LETTA TETE ES ATEN ANT EEE EEE RARCUR RER CCR LEE RCE CERN ETAT RER TERRE EL ET EL (ANAUT ALI EL UE CÉLOPTITT OPTION TE ETC TER ET TETE EE ENT ET RES ETAT ETEETEEEERRENS ER ARÉCRA CLONE RER CORRE SERA RU MATE ER CR CREER RCA ET ERREUR NE ER ARR EEE TOP P TOO TETE OUEN CE LT ONE OU TER CETTE CI CET ELEC TOI ET) CO OO COTON TENTTREEETINRNLEES LEONE ES ARE ER
ittétriitintttui RAT TOO TOO TNT CE OUT E CT EE TE TETTENETE 41 CO COOL EEE TC ET ETAT EU TALOENNNUENEETONE EEE TERRE EN CRTALT EL EUT: COROOCOT CEE CCE RTE CET ART ET TETE RENCET ETES ETES [441 bis
CALE
LEE it [LEE
titccet
LAATAEATS ARE ATTIANENOTE CLR E LERUCETEC CES LLRLAL
(AREA TAC ES
(TÉLÉC ET TETE CT EE T OUT ETATS ET EN ET AT ETEE TEE [LT AT LAET ENT EE ETES
CCC CNT ET ET CT ET EE TNT ET ETAT EE ER EE RENE TE ANEEATEREATS) { VC C ROUE RAC UNOR CRTC TE CEA LE CET REC CE UULCERELEE (4114) [ALRLI A COM TEE OT PAT EC ONE CE COUETIA DIT CET LTÉE ET A CETTE INTEL
LOCECENTE LCR TRE CURE
RARLAURITCURECEERE (ECO TCCCE EEE ETIENNE EE QU ENEEEENENEETES [LU ALTALERE SEMELLE TITLE TELLE TETE TT TEE TETE LINEE ET EE EEEE OUEN TELE TETE CUT OT TETE EEE ALES EEE RUE C UN CHRRCMAL CRC ER CRER EUR RCE CADENCE CURCREUC RER ELU ET FUREUR RL TER AREA ENTER RETURN RARE ARR LEUR CARRE ERA ER CEE EE CE EURS DUR HO RÉE CAL OCDE R CENTER NRC RE LUC CRPURAUR TELUS ER RE TE CERN RAT CR ER CRUEL ATEN ER EURE ET ANR TER ER CRIER LAR AT ERERS ACTE CCE LOTO COE TETE UOTE TO TETE TEE EURE MAREET ENT EN ENT EN EEE ENT EE TES NES EURE R RE ANT AE RNS (CHOC FTENETEEEE tr UTC CRUEL EUUCS FEU CEE DORE T ER CR LATE CEST N ER RER EG CERN TRAITER ENTER AR EE RE ARC COR RCOUEI EN ECO PAU OE DRE FER AQEE LT LCR ARE U ER REC RRTR EL UN TER CARE ELE CET ETE CCETTCTUMTATLE 4 MATE CIÉCCEP LENS TT LENN TC TEA TE CENT LELTE CEE ETT ET EN TIT EL EE TETE EN TELLE TEEN TEE EE ENEEEREE RURALE (CHE AUTEP EC TEPCECMEMCEONEPENCOE DEN EEECE ET RENT CES RUE EU CT TETE EEE LT CT LT TUE CEE LUE ER TT TETE TER QE LT CUT ET ER CRCCRUCE COR T CRAC CCR RAT CCR EC CE MAT TR ENT CABREL UD ER CE CUENRRA COL BR CT CERN ER CREER TEL AT LATE RER AA ANUS MÉCCLRDC ECO CT CHAT TER CE CR ÉURRE RER ER UT LRERR CAR CERN EAU TERRES ER GET AREA CET EL ART AAT ET CRM AT ELA GENERIC ANSE CENT AR TENTE CLED COTTON TROT TETE ETECE TTC TOUTE TENTE CERTCUTENE TETE EE EECTTEEEE EATRS ET ETES CENRRRNET ANNEE CUAACECERAATARUURE LASÉTRAUEES ARR TR UDIL CARTER ADN NRA CORRE RNA R RUE RARNTATERt CRT OO LEA CT EL TER E EL E TRE CET TT AL TETCI TENUE CENT T EEE EEE ES XCLOEET AT ELEEERNCET EEE LOCELECAEAECAUEE LE «us CRUNCELELCRARUECE i RETETTEUUE MRPTEDTEN TITLE TEE TTC TEE CETTE TELE TE EEE CETTE TER TATEL) CORAN CRU ÉR CE CAD CRÉÉS RARE TURC D ER CRETE CR CR CRT ERE CAN A CENT Q EG ER RATE CARTE CELA TENUE ARTE CURTEERE AOUTHTA Qu A MATE TLCTT POELE NET EET ES LITE TEL EE CEE ET EE TETE TEE ACT LT EEE EL ETIENNE PET ET EEE TETE CLEO CUT ETIEC ET EE CE CT PCT T ET ET TORONTO COL TEERE EE ETES LEE UNE ETES DER RARE RES TOUTE EEE ETTELELT UEE! TÉARPFE EEE PET CO T TROT PARCOURU EMEA ENTRE EUR TER CAPTER RCD TERRE UNE NB ER EUR ENS CEE SPORE CREER ER CERCRECE COUR (LEONE TANT NICTET ETENETENATTENEET UTS ATEN ETEL RttE ATEN RE 1e (A PULELOE TELE ETC TELE LANCE TENTE TELE ET EELE TE DRAC TENRARNT EC TAN ER CORTE CARMEN EEE CUNERE LLC TEE TIT ET ETTENT I TT ET AE CETTE TENTE CU CCE TTL TT TRENT ALT EN ET LIT EU i tt COLE AROOET CET) (TROT CCE TEINTE TEE TP OP DEEE TR CENT TELE LE CRC TE CEE LEE PE CE ETA EEE EEE EEE CULÉCOU REC CR OUT C RTC UC TE FÉLCCR RECU RARRCL EN ERREUR CCR CUR RTE ACER CT IR CREDEULETE COÉPTAEUOCETE EEE EEE TEL TO EE OI CETTE TER CEA ETE EEE) CORNE CORTE L CCE CUIR NAT ER CEE COLE CCC NS ARENE TEE UC CURE CREER ARE ET CNRC E CE ER ETAR ER CRETE CAR ER ETS EN EEREMU EE L INRA RER ER ES E EEE EEE ECG CCC EEE CUT TE RAR R OCR CN LÉ T EC CE ARLON EE ER CRE DECO NEC RE NEUE RUE TER CENT C CLERMONT ER EURE RECENT EURE ELEC REC ASN TR CAR ER CREER RER ART EL CAT IT ER E CEA EE EER ARRATETERDREUE METATTI TEE PTE ENT EE TO ET TRE TETE LEE EL ET CTE D OECE TECET EE EENOENENEET ENTER EEE EEETEE CRCCRLEEUERECERCRULE CRETE CNRER CAES EEE AARELEE TELE MARTIN tit FLECE ELLE UO TOME TEE TER EUTCEE PE ECEL TE EEUET ER EE TEE ECEREERUE ERCORE ON RUE RENNES CORRECTE RAC C ENTRE CR ELLE CLSC [IRL UNE CET EL URI ELTL AA TEL AIS ÉCOLE EX CHOLET ELITE PE LATINE TER PE TETE TENTE EEE CEE CET ES LEE E TEL EETO TELE ET ERELEOCETT TOUT TENTE ETEEEET ES COOL TE LEE EL TETE EEE TETE ENT ETETE CRC E TE OT LOEENE EEE EE ETAT TA ES ED EUR EERE RE EEE EEREETA EE CREER E CROPLT TE OCT LETTRE CEE EE EER TI LEE EE EURE ET PERTE IATT TEE LE LUCE ET TEE EI (CCR TACTILE TATARE I TAN CE SCCÉEECE CEA CCC CCE ECC EEE CECEC EEE AUDE QUE CAO ANT ALTETEEE (ERTÉET ILE TE I PE TE RRELTEE HET EN ELTEEPENECEEELTES PT] CERCITTALEE CCCEOPNCETT ENT ETOE CETTE CCC ETECETTCONETODOTENNE CERN ECENCECECOECOCOUE COCEE EE EE AD QE AAA AUMAUAMTUTENNTIMET: CORRE TETE EAN TARN EET ET ET ETAT TE LAET EL TEE EC EEE TNT E TETE TE TER CPC TETE EEE CEE TIME CEE TETE CUT EEE ETETE ETAT ET TELE TETE ENT ENTIT PERTE ENN ET AEEEERNRERARERE CORRE EC CELL ENT ELEC ECO EE (4 TT PLATE EE CEE TETE TOUTE TEE TTC EE ET PETER EEE EU TACE TANT CEE CET EE TE TEE TEEN EE URÉCUCUR CCR CE CRUE CURE CO COLE CN CELL N TEE CÉTUR COTE CRE CT CRE NRC MEN EC CCE ET EEE NOESIS CURE ESA R RE CEE) LC TRUE ARE CRETE LR AR EE TE CURE RCE N ER EE LHETEUL TRE PLANETE LEP CETTE TE C EEE TIRE ATP TRAME TETE LE TEL TE TELE COLE EE CE CETTE TE TO NT TC ET CT TETE LE CLEA TETE TE TEL MENTAL ET ET TEL TA CET EC ETAT EE ET I ENITIAA EU CUT TEE CHOLTELLETELE TETE) KIRAICHA EDITED OTRETTER ONE CE TE TERRE LETTRE EC CETE TEE LEE TE CEE ET ECC LCCCE CEETEPC ELEC EETEE CENT NNEE PAUEETE CEEETEROOT EEE SELSEEREESEAEE ESA ANA AUS LCL ECTTEC ENT LL ET ELEC ET DICO ETES LRFÉLECE SES E COL TELE RL EE EL EPA OCT TEEN LE CETTE TETE ETES CET TEE ET EL EE CECILE VOL ETTE PET EEE E TEE CET ICE DETOEE EUIREOEE SU EEE EAENE EX CEE DRCOE CON OE SON EIRE SN NASA A (CU PATUEEN LOC CAUNECEUUEE ÉCECE TEL OC ALTO TEL TEL ET TTET UE î ROM CRAN NRC CCR CER EUR N NEC CE CCE CRT CEE T EE NERO RER CORDCE CREER RER ER E CNET RCE CARRE ELU TEE ER RUR CARRE CCE ET EEE REC EE CABINE CARE RAR CUT AR AEER EUR EUESRE EEE (CARRE EU DÉCALÉ REA N CORRE T CEST R ONCE LAS CREED ENTER TN ECCCEEEE CE RU UOUE EE DÉC EC CCR RL MER C CR TEL CAN TEEN EC ER VE CATAL CORTE CORTE CET ÉS CAE TAR CE CEE) AO TA TT CET TTC ETEL TEL) CCECCT EEE T COTE P TETE EE CEE LEE ES LENCO TE TL ER L CE CERTA ETIENNE TETE TEEN TETE ÉUÉUCRR TOUL E CRE CORNGE COEUR CC ELEC CON TA CUS CEE CON CR CRT ORAN EN EE ARC UE ROBE CAN EE CE CE REER COR CERRS EUR RAR ER DEL ER RSA EE CRUEL CHLTTEE ÉRÉLCECEUT TT EU MALTE E LEE TTL EEE ER TITI L EE EEE EAEE DUR UA ROUE COCO R ENTER TELE C EC CECC ARENA LES ERA EE UN TER CEC EEE (TL MIMCE TETE TETE CITE ENT ATEN ERREUR D CE PACCEL TEL ELE TES ENT ASCECAREEUND IE CORAN CT ANT TL TELLE ET UNE LEE LEE UTC TME TE ICE LLE EL TEL ETA CETTE TEE LEE ALET EEEEE TENTE UCITTTALTA TI LTT TANIA LIT MAMA TENTE PETER EE (ELE METAL TT TEE TEE EE CE TEE TELL TE TELL ENT CRETE TITLE REL CT ET CERUT CET ETES SET EUR TT OT CITE OT OC EC LCCL TT LOT E CET TL EI TEE TELE TIRE TA EAN ITA ME MANENEETENTENNENEET EEE SRE NE AIATES EARAIS RARE E CERN TRE TETE POTTER TEEN CET CETTE LATINE TE LETTONIE TETE LET ELLE ALTER T ETC EE ELOE EE TERRES VENTE A ET ETAT ENTREE USENET ES LELTLC TELL TELE TN PTE CTP CEE TETE ART LT OEIA T LE TE ET TENTE TELE T CCE TENTE TENTE CET EAN ET IEC TN TECEENE ENTENT ENT AR EEE INSERT ERANT CARRE ERCUE SES R EN ROUE ALTTONIRE MTA TE CRETE CO TER T PAT EEE L TEA EALATEL LL CON LATE CII CT EEE IEEE CEE EEE ERIC CEE CAES TAROT EEE EUERX AREAS ART SOUCI EC URRAR RONA CETTE ENT LCL ET EL CCE ALCATEL TITRE TEE ART TECENE TETE LELTE CETTE TEEN EEE EEOCETENCE ERECEE EUREUE OT EURE EURE RER CES ES EU GES AU RRQ DOTE HUE AAC LEO CET OT CETTE EE A TETE TETE T TT ET EC ENE TETE LTER ET CE SECTE EEE CEE EET ENT SETOI EELENCE TE SEE CNE ROET EEE EE EEE SEE QQE LRO S SEA SEULE EU CR CTETE DATE TETE CLTELE LEOC TE MRC ENT EC CEE RACE TA CT ET L TT EL TEE AUT TT EEE LE ECENT ONCE EUREEE ERRLER EU ER AIR EEE EU EURE ARR RENE TETE TE CTTECOT TOC CE TEE CETTE TETE LE PNET TANT TIR ET EEE EEE EEE EEE EEE EEE EE EEN ES COUT MOT TLC MAT POULE EE TT UE TRE LAIT ETAT EE LE PH DNLENTEEN (COTETE (rte nl NIET TELE NTIC ETAT ERTETT ROUES COTON OI TTL TETE ENT EAEOTE COTE TEEETE NS TRAIT IT LANCE CAE EEREEEEERE ETES LEON ERA EE A EEE ACCES RC REA D ER TOO TETMATUIOENEENANT ATEN TENTE EEE é POACTET ET ECE TE EME ET TTETT LE ENTER TETE LE CCE ET E LITE EENALE ETI TE CET ET E TETE LELE COL ONTEL LEE EEE OEOET ET SET EE COUNERAERE EEE UOTE ÉÉC CCE CCC EE CEE CEE ROUEN EL TC CE NEC CURE LORAE CHR CAT CS LR LELC CECÉDATEE EE CETENEEOEC PET NENCEREECEPENEETEERE EEPE EE TEE REP AI FRE UNS CAPTER TL IT TI TELE TETE CETTE TER ENTTE ET EEE CET ETT RATE CARETET EEE EEE RTE CARTE LÉ CRC CCA MCE ECC CAE ER ] ALLIE) CEE LLEEL DEPART DENAIN TE CCR TC CEE CONTE LES TE CCC TUTO PTT TTC CELL EUR PAC AET EAN ALE EEE DUUERTRT ES TOTAL TT ET) CRCÉCUL CUT | TRUE AT LÉFCILTERCELET LCL C OR A TC CR CRETE LE RE CCR TELUS ER LOC CRE CR CON CE CE ELEC CC CC ET CR PRET CE CCR TN LEE ELU SR CODES CEE CES CR CERTA TETE FCO TE ETES ELITE TEE CEXTEL TER ETAT IL EC ET EET ES CETTE) PTT L EEE CERTA TT CETTE TE LE CETTE EEE ALERTE TE TETE SITE ET LITE CET ES TOITE NET EMCEN MIA ETE TA TEL PEL AUCE ENT LEE EUR AURET ARE LIRE RARE SR ARIANE 1IPPÉTONE RCA AT ETELET EL ET CE CETTE TENTE PACE TC LA CET TA CET EE TEA CT TETE CECI LIANT ENT ET ENT TLETEI A ITMNELTLEALT PAT EEE CANON NINNNNENECA RTE LIANT IEEE { CETTE ET MENT ARMOI TE TUITE TT MCETT ET CET T LATE LT EEE CET TA TETE EI EE ET TA TEEN EEE MATE EMA TA EEE PLEINE RATES ACTA RACCOHCL CCE RE EL CERTES CELL OUR COEUR EC CUER CEE LÉCOOCÉ CANCER CCC ECC CR LET CURE ETAT LEUR LETELIAT ELA ET ET T FETAL RATE LE RETCELAET EÉTLPOC ET TI LTÉE ! ‘ CT EC PT CT TT TTC ET ET ACT EX CE) ACC ET UT UT RECENT ELETET CET TEE ELTE CET CETTE TTL TETE ET TTC TE TELE ELEC TEE CRETE CE TOI E TENTE TRE TITRE MALTE NET EUCEEEAN SET EURREERES COUR LEECCUUTCCEUTEES ACOUMELTE O MTET TE CO TENTT EC E LT OC E TTC LENT EE LT LIT ALT TT TEE T CCE TETE TEA CE RUE UIE LAREE PECENA LAON ET ENST LANTERNE PERSAN 3 ALU ECO MAC MEN TEANATE EN AN TARAET LE ULEX EEE LEA { LOMME EI) HUTUAE RORARTE NES ANTAN TANT CRE ACTE IEEE TEL EUE HE TELL NELETE fi CILERLUALAR LRCÉELENERTENTEE TE (LOTTETT ELLE EU CET RL T EI RALOTTETT EEE CU IL RÉROLCEUC CCE EAP ATEN EERA TETE QUE P CARS TAT CR ETC ANT EN MEET CRC EN ENT EEE ER ETC CENT CAN E SEEN RATE CNET EEE LE TC EE LE CORTE CONTE CETTE ENT ET CE LOT EN TETE TA TELE TITI CELE LEON EETETIANE EI EEE EEE ENT EREO ESS NEO ER ARRET EUR 4 RONA TETE ARTE A COTE TTL TEEN TES EE TETE LECLERC TETE TMC LCA CE LATE TE TELE CET ET ET LES EI TAC TENE EEE ETES EUX TELPAUTENAPAEEEEREE EE CENTER ECS CE CRE AU RUE EECECOE CAN CUUOES LAC QU UN COLEREE OS DYGE TEST OCT CRETE ERET EE ET CEET REPAS EECCECEEE EEE EI LUCE CONTI LEQUEL ET EME ALLER LEA PAELE ES 8 AO TTO TETTETTECT E LT I LE ETAT COTE ET ET ALU LUE ETN ET TETE LL REA TETE (re t CELLECE EE TAC EE PL LAC ETC CETTE TANT AREA LI QUE EEE ENT LETERE PERTE ELEAMACERTE TI CT PTT EC CT TT TT EL ET TETE EM TE LIRE TLC ET Cp cet 122423 (HTTP MAT IEL ELITE ELE ACC LCDATELEUNTÉ ALL EEUMAT MALO! ACTE T TELE ET ET EUT) LE CHOLET ES COTON TA ECT LOTO ET MEME PATETEN E ASETELTELET MAO ETLEEELETE ET 1 CHAT METEO ELLE TE ALTER TETE pt LESSCTOTEL CÉNCÉCELTECERCI PCM EECE SET EEEENTENT TEEN COCÉÉTA CCE ET CCR CEE CASE CE CESRNEECUELE TMATTTUETITETEL ET LISE EEEEL TS CURE MLIATTTLET EN CLELETET AALTAE EE ACER MATE 15 CAC CTAAE TT ELETEEUAT ETATS) FLUGR CCE ECAN TEL EAREUE LCA ETT EE TETE AU EAU PP OX PACT TÉL ETAT TEE MEN LITE LETE ORNE TARA TEA ALCATEL CC TETE CT ET LL TEEN ACTUEL EEE ALLIE TETE EE NET REC ET EEET ET EAN EXC RER PIUBA TARN SERA LOALTEE TE ARENA ALTER NES LEPM CCR LEUR EEE ALTELEEN PÉLCCHTEL INR ECS COTES TTL OCT EE OIL TELE ENITIAA EMAIL CCRCCCCS UTC ETAT CE (TETE LÉCCUS PAR EAST EC ADI CALE ER TETE CENTER TENT LAEE TE MAT TT T TTC ET TE CETE CELA CTI LEA ET LEE LT TT CET LACET EIRE UML EITMLTIMT TE CMELTE MALTE CET PÉRÉECETELA TEL EAT EL CELELEL TAC IAE IE RL EATI EEE OALTE ELEC TEA CUT TE ME ECC TEL IT TTL TEE T) TUE AT LTENIT (TTX TA OITTIETUE DAC LE PERTE EEEUn 4 (1 ANAL TT TE MAC TA ET ACT EE TCOT MARTEL TI MARLEMTEE ALLO CCE EU TT TT UT MT LUTTE LEUR ART LEE LALICI LMI AATTTEN CN UR CR CA LEE T EST L TE OCT ET TT COTE ICT CET LATINE LOL TE CCE E TE ET EEE TANT TEA AT A NAT EAN AM ETES CCCUULE ACCAUD EN CNE EL CRTC CRT TETE TANT DUTÉRAC TON EN E CR CTCCECRS CS LEE CCR NEUEE DLAN TOR ART CCR COUR CCE RCE LUCE CRC CEE CUS ARC CL CCR PULL CCE LE CE DEC ECC ARC ME TE OT LCL ART ET CA TT TARA LOT CUT ALT TENTE LATE LITE ARE TEEN MALE CPE TEN ARTE TUTO CLUL CCC CCC CLÉ CETTE MRC HIMAMTEMMATIELEETT) AMICALE LU TITLE CCE OE ENTETETANONNEE COMTE cé ét CCCNCECCEL COCOON CT CCC CR CELL CCLL EC ATTIRENT LIT CITE A ASE TARA EEE CEE LIL ST ELLE EEE TMATIIE ECO CCE TEL TELE CEE ARC LCE CCE REC RLCC CRÉ CCC CRE CC CCC CEE CC CRE CE! ULTIME TETE CETTE MEET TT LEA TETE TEE TEE LEA TT TT AE MAT OU TEL LL TT IAE ETT ET AL MMATITELT ‘ PCT EM TT HAT MOTTE TUTELLE TT MAT E LT IALE! CCR CLLCU CEE TT t MITA TT TT COTE TT EL LIT EM ETAT AM IAR ETAT IA ET EUR TA TM EE LITE PAL CET ETAT CET LAC TUTELLE AE HISTONLAELNNEEET (LATE! PMU LE TE LELES 1 UTILE EMA 1 LOT QET FLTL EE LLLL ER ELERERT) LEE CON TAT TE TTLELAT ES CET TTL À AT TEE TT COCTELTT TA TT CETTTA TTEALT I LE ETRACETAL TITI LATE ALLIE EE TA ECC) G 0 ECOLE ETAT TETE LE TT TETE ELA ET ET ENTER EEE TEEN LUCLRTCECLEE ÉTAT ELA TELE EEE ET EE) PO ATEN EEE (COTLEUMAQUITALT TEL CRETE LE CRAE TTL ET CEE LENCE ET TILL ICE TIEEITA EEE AIT tf OMLLTT ET CALE TUTOMAT EE CÉTRTLETLT EE Mn AN ATEN EEE ALLAIT LE LITTE A LOELE PTE) TTAOOTMEOALTETTEE TER TERTATTE AU PCT MAO TC E LEE COLE CELL EEE TETE UOTE PEN TEA TT EITEC EI T EE TEE CEE EN) AT TMMTI LUI LEE LOTO TEUCTE ELLE TS LUTTE ETAT TE LATTES ATOET) furet ROLLER ET UNI CT TE OT UR TERRE ÉCRLCECUCE CHHCETAE OCR EL OT TA TEE TELL TETE LT TA ET EC { CERTES TT CT TEE MA LET A LE TERE) OT TTC AT EEATAT ALT ET CE TARA LEE TTL EE TE EL EATATAATIT IAA] RTE EL TEL | AATIITOL TT TC TE DPPECCECT ROC ENT ET MENT RCE CCM CCC COCA CCE OL CR RÉ ECC CCE LEE CET CCC ECO CEE CU ECEONEPE CEE ETC E CSC ERN ET EN EST E CL PEC EE ONCE MEET AT TOTEETE ET LCR EL TETE LT TT TT AE TA TELE TELE TN CORLEURUNEC CCE ACTE TEE CCC LATINA TELE CRI U TOO ET ALT TTL CCE T EI LITE T ET!
ÉRCCORRACCAR LEUR TETE UT TE NT CET TT OT TT CET Et
COTITECEIETELET TEE TETE LHEUL ITHLNTEEEE ARRETE TON ANE LOL COCO TETE) DURNABRURTE TARN REA NTRA EN TRIRENA TE) LRO IRAN VA#1e (PELEETES EUR IR EU LS EAU SA AO TE
RARTENNIIYE
HHAIADEATE ALETRAN PTNETC TELLE » RETILS CEE TE RÉCOECER TERRE TEETET PC EELTEPREEEETERTREEE
ECRIRE RALRELLAREUE
AUCHAN TENAADIEEUET PRPAL OIL ET EEE NT TETE ET TE CET ET EL T CM ET EEE UE l [TROP TT OT EL E ET EEE CT LEE TE ET TELE TATETRE ELLE TI TEL ET ETAT ET ACER TE)
CCR L CRUE
tt Eux lETIL L st ep CHUNEEIEX ( ic
st
TROIE TT EN EEE TEL ELEC ENT TRE EEE EE) MTTÉETECEIL COESPETONECE ETES EEEPEREEEEEE
Ce
| ni FRÉCRETLGE
REDIENAIASPÉLARFÉLID
PU TLETE ONE ETSL EEE) j
FLRRISTERL HRETECEN CTETE RACE CITEERT EE) OUXTITNLINITOUE LAETAL COCOCUECPEUEEE EE AETATE
ni ATUALTTIE acte
TAN Litat
tecut “ts 1111HE tttui
*E JUUIE LOC LEE GT EN CE
AATETIL LÉ C CAL tél tete cet bite tathite tte ATCTELT CONSTAT CE MELTCTI TELE ALT RTUITE
AIN ÉRELSTE SIREN ENTER TETE
LDÉENE UNS EC ONUE EE
CÉRTETIMAATE LE MARTEL.
LETTLOMELTEA MLLUATEESC
RTITALTAITE
ATH
CÉUUURT EE Ce ÉATETITITLITO tte CAT ICE LRAVER EL HIESTECNEEL LITLCTEI TES.
ATTT TE
(ECTETLTETE IIS LÉÉCRRCRE CRC CCC CET CLR OL E
LEARELTELA ES faite {
ATTT CCUCAT EC CCR E (TE ti COTE TC AE ET TT TT ET TEL TE HLCCCUCE CE CE écarte CA COTE LE CEUCLECECAE RACE
tte t cel
ŒHATTLE CE CEMELTALETEE ÉTELTTIN)
CÉSCETL AS sel de MELTTELE SSEDUS
OPEL ET TALEL!
HERO ELLE ET UE pit
CTLRATTENITAT TT ATX
PORN RTE CE HT E CE TUL
AURA LCA UC CEE ELEC E HMTUTI
ÉCETCRELECEE
LÉLUCÉTCE UE
CRETE C CNE CEL
RTITIN {0 L SNL A IAE NDIANNETARENE LUC ES FÉLEEL ÉUUA TA RTEN CENT ENTER EN CERN TE CONTRATS TEE ES EE TEE CE TEPATÉTR TELE TELLE EMELILE ELIS EL ELLE LITE LELTEE ELLE TEE MATE TAICEMILMENTT ALI ELITE CCC EEE NET EP RET EEE CEATAC ETS TEL CE LUE LIT PAT ET ELA ET TEL TELE TE CE TA LAN TEL TEA) (CTMAT MATE AEPTLTE CLIC ET PEL ET) CEMRETE EI TELLE ERREULTAS CALE ALTO FO EEMNILEL TONNERRE TELLE LI ETELT LE) DATE CL DERETE ECEETAUTELE ERA h} AELCETACOE TE CELTEUETE EEE COMTE TETE LEA TES TELL) COTE
AUUT CRT CELL
DURE CTE AUD ENT
LOC EURE EAU EAN ART TELE #LAX 1 2LURIEN MÉLOS LAC NREE CLR CCR ELLE EL EEN OL EE RACE AN ER MAL ARE MUR R CE MOREL CU (UCE CENT LENS ELA CRE AUCTETLE AC TO NT UTILE MEET EL LOHLCALON CON CENT ELEC LUI RL ARE TRAME RAA ERA
Lice (XEUELITERALEENCE DOI LEE ELELE RARRELENSEREUREIE VELTTTETECTTERICE TETE)
sua TILL MITTONTIT
(PTALTOET EE
LER
ter déttt
te
Lez
LLATEL LES}
(ACETER RURAL RAETAL CHOCOTENNOT EN COL PTE CE QEENCREC ONCE ET ET QUE RENTE LITLTETI ETAT ELA TE
taste
(LTTAL TELLE AIN AALETE
etre
TE
HT
dati
ÉURRURRARR RARE EL RUN N TR ER TR RETRACE EC CR RCE C RATE CRUE R CRM ER ER E CRETE ER RER R TRAME AU UE EEE UE EE CEULRALLE CEE CHER FER
{ (al etait
LAA n
suce “11 tent TEL
etre tte
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/surunnotionquico00molk. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières

		Sur un notion qui comprend celle de la divisibilité et sur la théorie genérale de l'élimination
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