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INTRODUCTION
Parmi les théories intéressantes qui ont eu leur origine dans la théorie des fonctions elliptiques se trouve la théorie des fonctions fuchsiennes : le premier exemple de ces fonctions fut en effet la fonction modulaire, sur laquelle les mémorables travaux d’Hermite attirèrent l'attention. En de splendides Mémoires (*}), Poincaré établit dans toute sa généralité La théorie de la formation des groupes fuchsiens et celle des fonctions invariables par les substitutions de ces groupes : il put exprimer par ces fonctions les coordonnées des points d’une courbe algébrique quelconque et résoudre le problème de l’intégration des équations différentielles linéaires algébriques à points singuliers réguliers. Depuis cette époque, plusieurs classes de fonctions jouissant de propriétés plus ou moins analogues ont été rencontrées. Poincaré lui-même (?}) a étudié les fonctions invariables
(1) H. Poincaré, Théorie des groupes fuchsiens (Acta mathematica, t. 1); Mémoire sur les fonctions fuchsiennes (Acta mathematica, 1.1); l'illustre géomètre a donné d’autres Mémoires sur ces fonctions dans les Acta mathematica, t. IV et V, et dans le Journal de
- Mathématiques pures et appliquees, 4° série, t. IT, 1887. (2) H. Poincaré, Mémoire sur les groupes kleinéens (Acta mathematica, 1. M1).
par des groupes de substitutions linéaires d’une variable qui ne laissent plus invariable un cercle fixe, comme le faisaient les groupes fuchsiens. M. Picard (‘) a étudié, sous le nom de groupes hyperfuchsiens, des groupes de substitutions linéaires portant sur deux variables, et n'altérant pas une certaine forme quadratique à indéterminées conjuguées. Les groupes hyperabéliens, considérés aussi par M. Picard (?), sont des groupes de substitutions portant sur deux variables, de la forme
ou de la forme
et qui transforment en lui-même le domaine formé de l'intérieur d’un cercle du plan de la variable x et de l’intérieur d’un cercle du plan de la variable y; ces groupes hyperabéliens sont donc formés de substitutions birationnelles quadratiques. Il existe d’ailleurs aussi des fonctions hyperfuchsiennes et des fonctions hyperabéliennes, qui jouissent de certaines propriétés analogues à celles des fonctions fuchsiennes.
Des catégories particulières de groupes hyperabéliens se rencontrent dans la théorie de la transformation des fonctions abéliennes de genre deux dont Les périodes normales satisfont à la relation
D étant un entier positif (). Il était naturel de se demander si Le problème de la transformation des fonctions abéliennes non singulières ne viendrait pas offrir d’autres groupes jouissant de propriétés analogues. D'ailleurs, on connait déjà des fonctions invariantes par un groupe de cette sorte : ce sont précisément les quotients de deux
(1) Picarn, Acta mathematica, L. TI, p. 295; t. I, p. 1143 t V, p.121. M. Alezais a étudié également ce sujet (Annales scientifiques de l'École Normale supérieure, 1902, p. 261).
(2) Picarn, Sur les fonctions hyperabéliennes (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4° série, t. I, 1885).
(*) Picarn, Jbid. — BourGer, Sur une clàsse particulière de groupes hyperabéliens (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1898). — Corrx, Les Jonctions abéliennes et la théorie des nombres (Annales de la Faculié des Sciences de Toulouse, 1911).
TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES. où
fonctions thêta de la théorie des fonctions abéliennes, où l’on a annulé les deux variables æ et y, quand on considère ces quotients comme fonctions des périodes normales 9, À, 2".
Les transformations subies par les périodes normales, telles qu'elles ont été données par Hermite dans son célèbre Mémoire Sur la théorie de la transformation des fonctions abéliennes (!), sont des transformations birationnelles quadratiques. En supprimant la condition imposée aux coeflicients d’être entiers, et en prenant le nombre # d'Hermite égal à wn, on obtient des transformations (T) qui peuvent constituer des groupes discontinus dans certaines régions de l’espace à six dimensions; on peut alors former des fonctions invariables par ces groupes de transformations : c'est à ces groupes de transformations (T) et à ces fonctions que ce travail est consacré (?).
Dans le Chapitre premier, je définis les substitutions(S), c’est-à-dire les transformations linéaires qui, effectuées simultanément sur deux systèmes de quatre variables
fo Gin y Gr
I CE CERN;
correspondant aux périodes des fonctions abéliennes, conservent la
forme bilinéaire Gi U3— 30, + Gay — GyU),
et j'y rattache les transformations (T). En introduisant des variables homogènes æ,, æ, 3, æ,, æ,, liées à g, k, g' par les relations
mir T3 ! T, 1 Us I DE h a — D po hr), ( ) à z; ? Z le] En S 5 7 de sorte que (2) Li Ds + Lo Bet A3 = 0,
les formules qui définissent une transformation (T) deviennent linéaires et homogènes, et conservent la relation (2); même siæ,, æ,, dy, Li, &, ne satisfaisaient pas à la relation (2), la valeur numérique
(1) Œuvres, t. I, p. £44.
(2) Une partie des résultats de ce travail a fait l'objet d’une Note aux Comples rendus de l’Académie des Sciences, t. CLVIT, 29 décembre 1915.
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de son premier membre serait conservée. Ce point de vue m'a été souvent utile ; il m'a amené à nommer point de l’espace à six dimensions un système de cinq nombres complexes non nuls ensemble, définis à un facteur près, et liés par la relation (2); si æ, n’est pas nul, le point est dit à distance finie, etses coordonnées non homogènes g, , g'sont données par les formules (x). Je démontre encore dans ce Chapitre que toutes les substitutions (S), et, par suite de l’isomorphisme, toutes les transformations (T) peuvent être regardées comme des produits de cinq transformations très simples, dont trois contiennent des paramètres. Une démonstration assez simple du fait que si, en nommant 6, Je, G' les parties imaginaires de g, , g', la forme
Gr?+2Hxy + G'y°
est définie positive, il en est de mème pour la forme qui résulte de celle-ci par une transformation (T), découle des considérations qui précèdent. Ce résultat, joint à quelques autres analogues, permet de décomposer l’espace à six dimensions en six domaines (dont trois à six dimensions) invariants par toute transformation (T); on ne peut d’ailleurs pas fragmenter de nouveau ces domaines en domaines invariants plus petits. Quelques résultats utiles dans la suite terminent ce Chapitre : ce sont tout d’abord le calcul du déterminant fonctionnel des transformations (T); puis des intégrales invariables par les transformations (T), et dont l’analogie avec les groupes fuchsiens fait pressentir lutilité : j'en donne deux, une triple et une sextuple; enfin toute transformation en elle-même de la forme +,+, + %,x,+ x? qui a pour déterminant un et qui conserve les domaines invariants déjà déterminés, est une transformation (T); de là une interprétation géométrique des transformations (T) analogue à celle que fournit, pour les groupes fuchsiens, la forme æ, x, + x.
Dans un deuxième Chapitre, je recherche les points doubles des transformations (T); il y en a quatre, en général. On peut alors se proposer de rechercher leurs positions dans les six domaines invariants: ces positions dépendent de la nature des racines d’une équation réeiproque du quatrième degré. On est ainsi amené à une classification des transformations (T). Il est naturel, à cette occasion, de chercher à réduire les transformations (T) à des formes canoniques, en les trans-
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formant par des transformations (T) convenablement choisies : le nombre de formes auxquelles on parvient est de vingt-deux, dont quatre pour les cas les plus généraux, où l’on ne suppose aucune relation d'égalité entre les coefficients de la transformation.
La formation du polyèdre fondamental d’un groupe discontinu fait la matière du troisième Chapitre. La méthode employée est fort analogue à la méthode du rayonnement qui, pour les groupes fuchsiens, permet d'obtenir un polygone fondamental présentant des particularités utiles dans certaines démonstrations. Ce qui joue ici le rôle des cercles de la méthode du rayonnement, ce sont des variétés à cinq dimensions qui ne changent pas par les transformations (T} ayant un point double fixé à l'avance, et qu'on nomme le centre de la varieté; V'équation de ces variétés s'obtient en égalant à zéro une forme quadratique à indéterminées conjuguées en æ,, Lys y Lys Æs, Et qui dépend non plus d’un paramètre, comme pour les groupes fuchsiens, mais de deux ; on aurait en outre d’autres variétés dont l'équation serait plus compliquée. Ce nombre de paramètres tient à ce que les transformations qui ontun point double donné dépendent de quatre paramètres seulement: on a done des variétés à quatre dimensions qui peuvent s'associer de diverses manières pour produire des variétés à cinq dimensions. J'obtiens une famille à un paramètre seulement en me restreignant aux variétés dont l’équation s'obtient en égalant à zéro une forme quadratique à indéterminées conjuguées et à coefficients réels : ce sont ces variétés qui servent à construire le polyèdre fondamental. Elles permettent en outre de démontrer que, si les transformés d’un point donné P du domaine
(D) GG —%>0, G+g>o
n'ont pas P pour point d’accumulation, le groupe est discontinu dans ce domaine.
Dans le Chapitre IV, cette méthode de formation du polyèdre fondamental est appliquée aux groupes formés des puissances d’une seule transformation (T). Dans certains cas, les faces du polyèdre sont indiquées; en général, j'ai recherché les points qui ne se trouvent ni dans le polyèdre fondamental, ni dans aucun de ses transformés; ou encore les points qui se trouvent sur le contour d’une infinité
d’entre eux. Dans les groupes fuchsiens, les points doubles des substitutions hyperboliques offrent un exemple de la première circonstance, ceux des substitutions paraboliques un exemple de la seconde. lei se produit une circonstance particulière : les points trouvés ne sont pas toujours les mêmes quelle que soit la position du centre du polyèdre fondamental. Toutefois, ces points sont toujours en dehors du domaine (1), comme cela résulte de propositions démontrées au Chapitre précédent.
Nous arrivons maintenant (Chapitre V) à la formation de fonctions de g, À, g' invariantes par un groupe discontinu donné de transformations (T). Ces fonctions sont naturellement formées à l’aide des séries dont les séries thètafuchsiennes de Poincaré sont le prototype; une transformation birationnelle préalable à permis de remplacer le domaine ([) par un domaine situé entièrement à distance finie, ce qui est indispensable pour la convergence de ces séries. Ces séries sont alors convergentes dans le domaine (1), où elles représentent des fonctions holomorphes. On en déduit des fonctions invariantes par Les transformations du groupe, et qui sont uniformes dans le domaine(I), où elles se comportent comme des fonctions rationnelles. De même que le prolongement analytique des fonctions fuchsiennes traverse parfois le cercle fondamental, le prolongement analytique de ces fonctions peut, pour certains groupes, sortir du domaine (1). Cela arrive en particulier pour les groupes formés des puissances d’une seule transformation (T); deux exemples étudiés rapidement montrent toutefois que, pour ces groupes, les singularités essentielles peuvent pénétrer à l’intérieur du polyèdre fondamental; de plus, elles dépendent dans une certaine mesure du choix de la fonction rationnelle qui intervient dans les termes des séries.
Le Chapitre VI est consacré spécialement au groupe arithmétique et aux fonctions correspondantes : le groupe arithmétique est, par définition, Le groupe de transformations (T) qui correspond aux transformations (S) à coefficients entiers. D'abord (SL), j'établis que Les substitutions de ce groupe peuvent toutes être considérées comme des produits de quatre substitutions fondamentales; ensuite, je démontre que toutes les transformations (T) à coefficients entiers font partie du groupe arithmétique. Le polyèdre fondamental est formé ($ IT) par une
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méthode légèrement différente de celle qui est exposée au Chapitre IX. Enfin, la méthode du Chapitre V estemployée ($ IL) pour la formation de fonctions invariantes par le groupe arithmétique : le prolongement analytique de ces fonctions ne peut pas sortir du domaine (1), de sorte qu'elles sont uniformes partout où elles existent. Le polyèdre fondamental ayant des points sur la frontière du domaine (1), les singularités des fonctions invariantes en ces points sont étudiées : on trouve ainsi que quatre quelconques des fonctions invariantes que nous avons formées sont liées par une relation algébrique. Le quotient de deux fonctions @(x,y) de la théorie des fonctions abéliennes, pour &æ = y = o, prend un nombre fini de valeurs quand on fait subir aux périodes normales les transformations du groupe arithmétique [11 faut supposer que les fonctions O(x, y) dont il s’agit sont paires]; les fonctions symétriques de ces valeurs présentent les mêmes singularités que les fonctions invariantes que nous avons formées : elles en sont done aussi des fonctions algébriques.
Dans le Chapitre VIF, j'étudie les groupes de transformations (T) qui viennent des transformations en elles-mêmes à coefficients entiers de formes quadratiques à cinq variables du type
HU EU EU RUE
U,, U, Us, U,, uw, étant des formes linéaires à coefficients réels. La méthode classique, introduite par Hermite, qui permet de ramener la réduction des formes quadratiques indéfinies à celle des formes définies, permet, en s'appuyant d'autre part sur le théorème démontré à ce sujet au Chapitre III, de démontrer que ces groupes sont discontinus dans le domaine (1). Une étude sur l'existence, dans ces groupes, de certaines substitutions, permet de démontrer que les fonctions invariantes correspondantes ne peuvent pas se prolonger hors du domaine (1): elles sont donc uniformes partout où elles existent. Quelques renseignements sur le polyèdre fondamental découlent aussi de cette étude. Il serait désirable d'étudier aussi les singularités essentielles de ces fonctions sur le contour du polyèdre fondamental, de manière à voir si les propriétés des fonctions invariantes par le groupe arithmétique ne s'étendent pas à ces nouvelles fonctions; cette étude n’est pas faite dans ce travail.
J'éprouve un vrai plaisir à pouvoir exprimer 1c1 ma recon naissance profonde à M. Picard; ce sont ses travaux si lumineux qui m’ontinspiré l’idée de ce travail, et c’est à la bonté avec laquelle il a bien voulu me donner ses conseils que je dois d’avoir pu le poursuivre; en même temps que mon admiration pour son œuvre, je le prie de vouloir bien agréer l'expression de mon affectueux respect et de ma gratitude. J’assure également M. Humbert de toute ma reconnaissance pour Île bienveillant intérêt qu’il m'a continuellement témoigné; l'exposition qu'il a faite en 1911-1912 de la théorie des groupes fuchsiens dans son Cours du Collège de France m'a été d’une très grande utilité.
Considérons deux systèmes de quatre variables
Gi, (Gas O3, Gy,
Uy, Us, Uz, Ù,;
nous effectuons sur &,, @,, &,, ©, une certaine substitution linéaire
et homogène (= ao: + do: + A3 03 + A0),
Q7— bio, + Do Go + b303 + bio, OP C6) + Co Do + C3 03 + Cr, 0%,
Q,= do, + duw:+ do; + d,0,, et sur U,, U,, U,, U, la même substitution
Yi= œv, Fou, +'a;v, La, 0, = div, + bus + bsvs + bus, Vs Ci + Cols + CU Cove,
Y,= dv, F dv, die 4,0,
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Cette substitution est choisie de manière qu'on ait l'identité
(1) ., OT QT QT — oo U0, — OÙ + QU, — ous.
Il est nécessaire et suffisant, pour cela, que les seize coefficients de la substitution satisfassent aux six relations que voici :
(ac) + (bd) = (achi3+ (bd); (2) | NE 0, (ac )13+ (bd)»3— 0, rene 1; | (ac}a, + (bd)a, = 0.
Nous avons posé pour abréger (mn);;=min;— myni.
Nous appellerons cette substitution une substitution (S). On peut conclure de là que le déterminant
DD TT D ee 1 2 3 4 C1 C2 C3 C d, d; d; d,
est égal à un; en effet,
A——(ac);:(b4d)3,+ (ach13(bd)a, — (ach1, (0d)o3 — (ac}h:3(bd);;+ (ac)2,(bd)13— (ac)s,(bd);;;
ou bien, en tenant compte des relations entre les coefficients,
A— (ac}hp(ac)3,— (ac )13(@c ja, + (ac 13 + (ac 14 (QC }ss + (bd)3(bd)1,— (bd)2,(bd)3 + (bd)h13+ (bd)s(bd)13;
Mais entreshuit nombres 7, 772, 714: Mu: (Ur le stlts: 1 LEXISIE l'identité (3) (mn), (mn), +(mn)a(mni—(mn)3(mn);= 0;
nous voyons donc que A —(ach\3 + (bd)53 1.
2. Cherchons les mineurs du premier ordre du déterminant A; nous désignerons le mineur correspondant à un élément par la lettre majuscule de même nom que cet élément, et affectée du même indice
que lui.
Les quatre équations en æ,, æ,, æ,, æ,
tit bitit ts + T Oo, A Ti + bat + C3 + dt, = 0, As Li Fibre ls BB T1,
AyTi + biti+ cts + da TZ 0 ont comme solution
Ti—— Ci Ta = — di, T3— A; Æ, = by; nous en tirons immédiatement Cie. di =—B;, d==C, b= D; ;
en considérant trois autres systèmes analogues d’équations, nous trouvons que les mineurs forment le tableau suivant :
/ CA Cy — Cy — CG \ | d; GA: | | — 3 —d@, a; Ge |
ben b, b,
DANS De PT hd d& à, à est donc celle-ci :
c dy — a; — b, c d, —a, —b,
mais cette dernière est encore une transformation (S); donc les seize
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coefficients satisfont encore aux six relations suivantes :
(ab;3+ (ab), = 0, (ac h;3+ (ac ha —= 1, (ad); + (ads, (bc h13 + (DC ja, — 0, (bd)13+ (bd), = 1.
(cdh3+ (ed) = 0.
Ces six relations sont donc une conséquence des relations (2); d’ailleurs, le système (2) est lui-mème une conséquence du système (4); ces deux systèmes sont équivalents.
3. Il est évident que les substitutions (S) forment un groupe. Il peut être utile d’avoir quelques substitutions simples susceptibles de donner par leurs produits n'importe quelle substitution du groupe. Voici un système de cinq substitutions qui jouit de cette propriété :
Be (0 | TS OMO Pa © © OUT. 10,0 GT A0 OS TOO = : S— ; So — :
© O0 F3 0 Cyr Ou Ru 6 ©* €y: © OO ONE NON OMORNT € 6! O0: I
SE , SE NO 07 NO 016 10 ON OP ONE 0 OMR
Dans S}, ot arr = ri r; = 7; les paramétrés c, etc; dés, et'S; sont arbitraires.
Si S et T sont deux substitutions (S), nous désignerons par ST le résultat obtenu en effectuant la substitution T surle résultat de la substitution S.
Prenons une substitution (S) quelconque
Œi 3 Az
B, Br Ps be
Ve, Yes Yes Pr DR D
un Î
et cherchons à la mettre sous la forme d’un produit de substitutions S,, Se, Sa, S4, S,. Pour celanous la multiplierons, à gauche pour fixer les idées, par un produit de substitutions S,, S,, S,, S;, S; choisi de manière que le résultat final soit la substitution unité.
D'abord, en multipliant S par un produit convenable, on peut la remplacer par une substitution où &, —o. En effet, si «&, est nul, il n'ya rien à faire; si «, n’est pas nul, nous multiplions à gauche $S par $,, où nous avons pris c, tel que &,+a;c, —0; multiplions encore à gauche le résultat par $,: le coefficient qui tient la place de «, dans ce résultat est nul. Nous désignerons encore ce résultat par la même notation que S, mais en tenant compte de ce que &, = 0.
Nous allons maintenant, sans que &, cesse d’être nul, rendre &, nul à son tour. S'il l’est, il n’y a rien à faire pour cela. S'il ne l’est pas, nous multiplions à gauche par
O OO I
après avoir choisi c, de façon que &, — c,a, — 0; puis à multiplier le résultat, toujours à gauche, par S;.
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La transformation obtenue est
PT Yi Vous 1ÿx O1 Où ds À
, A . / . ’ x %, nest sürement pas nul puisque le déterminant est égal à un. Les relations entre les coefficients donnent alors
Notre transformation est donc de la forme
Cr © SO À Bi B> 0 B, Va Ja Je gr
DOS FO 10, Si 6, n’est pas nul, on l’annulera en multipliant par S;S,S, où c, est tel que 8, + c,6, = 0, puis par S;S,S,. Alors B,n’est pas nul, sans quoi le déterminant le serait; nous pourrons donc annuler 6, en multipliant par S;S,'S,;S;S;, en prenant c, tel que B, — B,c, —o. Les relations entre les coefficients nous montrent qu’alors y, est nul aussi NS . . N et que &,ÿ:—6:0,—1. Multiplions à gauche par S,, en prenant a .
= YŸ3s la — 0, El parsuite r, = &,,r, — 62: nous {rouvons une transformation telle que
I OMONO
O I OO
Ve TO
Ya (dx 0. 4 Nous annulerons y, en multipliant par S,, où l’on a pris c, = —7,; y, en multipliant par S,, où l’on a pris 6, = —Y,; à, en multipliant par S,S,S,, avec c,=— —0,. Ceci fait, nous avons, comme nous le
voulions, la transformation unité. Nos cinq substitutions ont bien la propriété annoncée.
Gi 3
II. — Les transformations (T
1. Considérons deux groupes de quatre variables, &,, &,, &,, w, et U,, U,, vs, U,, liées par la relation
(5) (@0)13+ (ou), = 0.
IL'existe alors, si (wu),, n’est pas nul, trois nombres g, k, g’ tels que
LO+ RAG—=w;, gU+ AU —u:, ho + go = 0, ho,+g'u,—u,;
en effet, les deux premières équations donnent
et les deux dermières donnent
COR sr (OU PERRET UE — , (ose É (GO )12
de sorte que les deux valeurs trouvées pour À coïncident. Nous pouvons remarquer qu’on a de plus
S+ho ho,+g'o
G)U ë = — © RE œÙ :
(@0 }s Suikhku hu+g'u, (88 ) (@U 49; donc @U) Dre 134 : CO
Appliquons à w,, &,,&,,&, et à U,, U,, U,,U, une même substitution (S); les variables transformées Q,, Q,, Q,, Q,, Y,, Y., DARYARS satisfont à la même relation que les premières
(ST hi3+ (AY), = 0.
Si donc (QY),, n'est pas nul, nous pourrons introduire les nombres
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G, H, G' donnés par les relations mor CRT) (Ye
CPS COUT TAC
HART
Le or
Soit
Cr Ch CR Cr D'ÉLATE EPP, En Cs à. C FD: I M À
la substitution (S) employée; nous avons
(GYho— (ab)2(@0 12 + (abh3(wv)i3 + (ab, (ouh, + (ab )a3(œU0)e3 + (ab, (our, + (abs, (œu)s,
et des formules analogues pour (QY),,, (QY),,, (QY}),, (QY).;, (QY ),,, obtenues en remplaçant dans la précédente (ab), successivement par (QC mns (Ad )mns (OC )mns (O4 }mns (CL mn: OT de là on déduit les valeurs de G, H, G’, qui sont :
(om) (bC:3& Te [Cbc }13 — (bc Jos | — (bc 142" — (0€ Du (gg'"— RÈ) (abs —(ab)23g + [( 7, (ab ]h + (abhi,g + (ab), (gg! — k?)°
H — (ac js — (ac }s38 + [(achis— (ac) ]h + (achug + (ac h:,(88! —R?)
GC
(abha—(abhsg +[(abhs— (ab) ]h + (ab)ag + (ab) (gg 7) OÙ tdi tadhg + [adhn— (ad }h + tadhn gt + (ad) (ge #) tva (ab — (abhs38g +[(abhs— (abha]h + (abh,g'+(ab):,(28g'— Je)
sn 2 (cd 52 — (Cd h38g +[(cdhs— (cd ha lh +(cdh,g + (cd)(sgg!— he?) OCR Cri tabhne Lab) (ab)alh + (ab)ug + (ab)utge M)
C’est une transformation linéaire portant sur g, k, g'et gg’ — h?. On peut aussi poser
(0) = T1 (QU )23 = La (O0) —=— (ou) = ds;
(ou) = Lys (OU) = Ts,
de sorte que æ,, æ,, +3, æ,, æ, soient liées par la relation
Pi DEP Eat Æe == 0:
Si, des variables Q,, Y,, on déduit de la même façon des variables homogènes X,, X,, X,, X4, X;, On aura de même
XX, LE XXE ax 0.
On a alors les relations linéaires et homogènes
X,=(abhioti + (abhosre + 2(abl;; a+ (abh,,æ, + (abhaxs, X2— (bchiti + (bc hist + 2(bchs ms + (bchuir, + (bchuts.
(7) { X3—=(achoti+ (QC )osto + [2(achia—1]æ:+(achix,+ (achats, X,=(ad);sx, + (ad):sæ,+ 2(adhisxs + (ad), + (ad)s,æs, X:= (cdhyoti + (cd)o3@0 + 2(cdhiats + (cdd + (cd)axs,
qui ne sont autres que les relations (6) rendues homogènes.
Comme l'égalité KR
résulte de Li Lys + La Bi + Xi O,
et que son premier membre est une forme quadratique en æ,, æ,, æ,, L,, Ls, On a l'identité
X, X: + X2 X, + Xi — (Li ds + LiLi + æà)},
À étant une certaine constante qu’on va voir être égale à ur. Nous dirons qu’un système de cinq nombres non tous nuls æ,, x,, ss Lys C5, liés para relation
La La Li, ME O,
représente, en coordonnées homogènes, un point de l’espace à six dimensions; Six, n'est pas nul, nous dirons que le point est à distance Jinie et a pour coordonnées non homogènes les trois nombres complexes
Les transformations (6), ou (3), sont alors des transformations de
l’espace à six dimensions, que nous nommerons, pour abréger, des transformations (T). À moins d'avis contraire, toutes les transformations (T) que nous considérerons seront à coefficients réels.
2. Les transformations (T) forment évidemment un groupe is0morphe de celui des transformations (S). Cela nous permet d'affirmer que toute transformation (T) est un produit des transformations qui correspondent à S,, S,, S,, S;, S:. Or, si nous formons ces cinq transformations, nous constatons qu'elles ont toutes un pour déterminant. Il en est donc de même de toute transformation (T).
Or, par une trausformation (T), &,æ, + +,æ,+ x se multiplie par une constante À, comme nous avons vu; donc son discriminant est multiplié par ÀŸ; mais, d'autre part, nous savons que ce discriminant n'a pas changé; comme À est réel, c’est donc que À = 1; ainsi
Xi Xs+ XX, + Xi = mia + din, + di.
Ce résultat, obtenu pour les transformations à coefficients réels, s'étend d’ailleurs immédiatement aux transformations à coefficients complexes : car il est vrai pour les transformations correspondant à S,, S:, S,, que les paramètres qui y figurent soient réels ou non.
3. Supposons que æ&,, æ,, æ,, æ,,æ, Soient des nombres complexes, et Soient Lis, Los Lsos Lio Léo leUrS Conjugués: soient de même X,,, XX: 3, lescCconmueuessdé Xh, X°, À5, 4. X°. Les transfor mations étant réelles, on voit tout de suite qu'en désignant par À etu deux constantes quelconques, AX,+uX,5, ÀAX, +uX, AX3 + UX20, AX,+UXs, et AX;+uX;, sont les transformés de Ar, +ux,,, À + Mig M3 + Maps AB + Bios Ts + HE503 dONC
(A X:1 + pe X 0) (AX;+ pX50) + (AX, + Le X20) (AX; + X 40) + (AX3+ be X 30)? — (À aitu To) (As + Lio) + (À di + hd) (À re + pdio) + (À Zi + D Ts)?
En égalant les coefficients de Au, on trouve l'identité, importante pour la suite, Xi X59 + Xi X5 + Xa X 0 + Ko X4 + 2 X 3 X50
ZE Ti LED tm T0 Lé TL'a La Log LE 2 La VÆTE
Désignons, d’une façon générale, par m», le conjugué d’un nombre quelconque 7». En considérant la transformation (6), cette identité
devient GG — + GG, — 5 — GG, — G,G' + 2HH,
10 (4 Mere Len ne mL ma 9 à mm 0 ont LU _ [(abhis— (abh3g +2(ab) A+ tabhug (ab (gg but
En particulier, les inégalités et l'égalité
rs AA 2 #10 2 “
DORMI 86 EEE EEE ah 0; * 2 fi
LL —R + gg — 2 — gg, — go + 2hh<0,
gg — R+ gg, — hi — 82, — 8 +2hh,—=0o
(oXe)
sont conservées par les relations (6). Posons
Gos Fos Go G3 2, G'étant réels; nous avons alors Boo — ho +8 — R— 88 — 808 + 2hh—=—4(GG— F2);
donc GG — 3? conserve son signe par la transformation (6).
De plus, si GG — %°=0, G et G’ sont de même signe; or les substitutions correspondant à S,, S,, 53, S:, S, conservent alors toutes ce signe; donc il en est de mème pour toute transformation (T). Ainsi, les six domaines suivants sont changés en eux-mèmes par toutes ces
transformations :
(1) GG 0 NORGE; (1°) GG —?> 0, G+G<o; (11) GG —<o;
(I) GG'— F2 — 0, G+G>o; (1) GG — K?— 0, GG (1V) G—=R=G—0o.
Pour le domaine (IV), ou domaine réel, cette propriété est évidente. Les points conjugués de ceux du domaine (I) sont dans le domaine (1°), et réciproquement; la même chose a lieu pour les
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domaines (II) et (IH), qui servent de frontière commune entre le domaine (11) d’une part, et les domaines (1) et (1°) de l’autre.
4. Nous allons maintenant démontrer que tout point d’un de ces domaines peut être changé en un point quelconque du même domaine. Pour cela, il nous suffit de démontrer qu’un point fixe dans chaque domaine peut être changé en n'importe quel autre point du même domaine.
Tout d’abord la transformation
G=Zg +, H — À nie le.
G'= g'+ », correspondant à la substitution (S)
FAO 0 ren RAT RO DE ANS 4)
permet de modifier comme on veut les parties réelles de g, k, g'; on peut donc se borner à démontrer qu'on peut transformer dans chaque domaine un certain point en un autre dont les coordonnées aient des parties imaginaires assujetties aux seules conditions qui définissent le domaine.
Pour le domaine (I), le point
Pt Po est changé dans le point St; D =Gie, ire
du même domaine, par la transformation
1 4 G “2 H o 0 ie 8 ( ( ne VYG'— 3? VW GG" VGG"— F7 G' GG! — H2 == a a) #0 7e , ; COTE S'UCC TE a 2h FE SE (££g ee) vo 5 \ J'Y
Varie Q GVGG —$# 9 J
qui correspond au tableau
FR FF 9 VEtGG— 2) VC
( IL a — (e) o TES 2 — VG (e) O O — — (0) O TE \ vG DRE
Cette même transformation change encore le point
Te == 0;
du domaine (1°), dans Le point
g—=—i6, Rte 2-10
du même domaine.
Passons au domaine (11). Le point que nous transformons est 1c1
Te LE F = .
Pl g'=— i, M0;
soit encore — ty, 2 (ACER TU
le point à atteindre. Si d’abord Ç est positif, la réponse est donnée par
la transformation correspondant au tableau
== "Ye —\ a O VE — GG) VE G (9) CRT (e) (o) RUE l, VG (e] O O si — GG!
— O0 O —————— | VG G c'est-à-dire I _. G <. H "9 GC (ES ae UC (= 2 ) ( # =) - + VÉENT. VIE — GC VI 0 en ;' D:
L Re? n'a 5e Tor | eo VC LÉ ee es \ ee did Craie Re) Le] 2 Si)
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Si G est négatif, nous avons le résultat au moyen de la transformation correspondant au tableau
Fe JC — ] a O0 le] = a V—G ——. 16e CC GG ® (e] \ Ve G O Oo = = GG | o HAN CU : | Ve ri | qui est 1 ns G = H ne) = en Dee.
V6) (Ve Gy) Ve — o _ GG" Dr Je Je? — GG" VC CC — 2 S D —+ V < dy (28 2) o \ Rx) GVIC— GG” ( €
Si maintenant (G était nul, G'ne l’étant pas, nous pourrions, par une de ces deux transformations, obtenir le point g = 14", À —ix, g —0; en appliquant à ce point la transformation correspondant à S;, on arrive au résultat demandé. Si enfin Ç et G' étaient nuls tous deux, on aurait la solution par la transformation
DR G — I h ll (ge!) 3e ICE TN r Hu : G PO “E MOTRICE) ONE EL 2 2 .
qui correspond au tableau IN O RP | (eo)
La propriété énoncée a donc lieu pour ce domaine. Ce k
Prenons maintenant le domaine (III), et, dans ce domaine, le DOI RS IE n’est pas nul, on le change dans le Done rt pu re de ce domaine au moyen de la trans-
mation G=$6, H = 22 + 2, j' o!
ES ( L + 9 / < he É Nas NP CRC qui correspond au tableau 1! ê 5 VE V6 9 © d (e] VG (e) O
où il faut prendre les signes supérieurs si 3 est positif, les signes inférieurs dans le cas contraire. Si G est nul, 3e l’est aussi; comme on n’a pas un point réel, G'n’est pas nul; on arrive alors au résultat en changeant d’abord le point g =, g —h—o dans le point g= 14, g —h—o, au moyen de la substitution précédente, puis en appliquant au résultat la transformation correspondant à S,;.
La démonstration faite pour le domaine (III) est bonne aussi pour le domaine conjugué (IF).
Enfin, pour le domaine réel, la transformation citée en commençant suffit à faire voir que la proposition est encore vérifiée dans ce cas.
5. Dans ce qu’on vient de dire, on à omis de parler des points à l'infini; cette expression a, bien entendu, ici le sens que nous lui avons donné plus haut. Par une transformation convenable, un tel point peut toujours être ramené à distance finie : il suffit pour cela de se servir d’une des trois transformations correspondant aux tableaux
O0 O —I oO TOO RO) OO O — 1 © On © re) O0 O O —1I O O —1 (o)
{ LRO O ait tn (Mi O ; le I O ?
CO O I OÉTLMR OMRO TO OMRO (o)
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en reémarquant'que tr}, Tr, "xnetæmnmensont certainement pas nuls ensemble, sinon x, le serait aussi.
Quand on le ramène ainsi à distance finie, un point à l'infini tel que
Li Ds Li L5 + La Lio + Loo Li + 2L 330
soit nul, vient dans l’un des domaines (III) ou (III), mais toujours dans le même, quelle que soit la substitution employée : car autrement un point d’un de ces domaines pourrait être changé dans un point de l'autre, ce qui est absurde. Nous dirons alors, suivant le cas, que le point à l'infini appartient au domaine (III) ou au domaine (HI). Nous adopterons des définitions analogues pourles autres domaines.
La propriété qui fait l'objet du numéro précédent subsiste alors quand on adjoint aux domaines considérés leurs points à l’infini.
D'ailleurs, le domaine (1) n’a pas de point à l'infini; car, s’il en avait un, l’une des trois substitutions précédentes le transformerait en un point à distance finie pour lequel g, g'ou gg’ — A? serait nul. Or, dans ce domaine, ni g ni g’ ne peuvent être nuls; et, pour gg —#?, nous pouvons remarquer que, dans ce domaine, on a
2 “4 de : .
em en 0) en Oo MP 0 ee
si gg’— h?— o, cette inégalité devient
or, on peut poser
=== D pe == 0, a has;
« et 5 étant deux nombres complexes dont les conjugués sont &, et f, ; l'inégalité devient alors
— (a$o— 6) < 0, ce qui est absurde.
6. Nous voulons calculer maintenant le déterminant fonctionnel D(G, H,G') de la transformation (6).
Pour cela, considérons quatre variables æ,,æ,, æ,,æ,, sur lesquelles nous exécutons la transformation (S) à laquelle correspond la transformation (6). En remplaçant +, par gx, + hæ, et x, par x, + gx,
nous voyons que les variables æ, et x, subissent la transformation
X,=(a+ag+aæah)æ,+(a+ah+ag')2,
X:= (b+ bg + b,h)æ, +(br+ bsh = b,g')t
g, h, g' subissent eux-mêmes la transformation (6). Or, le déter- D à X:)
Mina Seront D (x1, æ2)
(abs — (abhsg + o(absh+(ab):g #(ab);(88 12);
c’est le dénominateur commun des seconds membres des formules (6); ce dénominateur jouit donc, relativement aux produits de transformations (T), de la mème propriété que le déterminant fonctionnel cherché.
Or, ce déterminant se calcule facilement pour les transformations particulières correspondant àS,, S,, S,, S;, S, : on trouve chaque fois l'inverse du cube du dénominateur. Ce résultat est donc général; on a toujours D(G, H, ne 1 D(g, 7 g') [(abhis—(ab),,g +a(ab),,h + (ab),,8 + (aba(gg #2)
7. On a déjà vu que, par les transformations (6), l’expression GG’ — 5e? se reproduit multipliée par l'inverse du carré du module du dénominateur. D'autre part, on vérifie sans peine, à l’aide de $S,,S$,, S,, S;, S,, que le déterminant fonctionnel de la transformation subie Par Gos or Gor G> , G' est égal à l'inverse de la sixième puissance de ce module. Il en résulte immédiatement que l'intégrale sextuple
dGo dG de, de dG, dG (Gp
étendue à une certaine région, est égale à la mème intégrale étendue à la région résultant de la première par une transformation (T). Si z, h, g' sont trois fonctions continues de trois variables réelles u, ?, w assujetties à certaines limitations, l’intégrale triple
CE Dis re)
ue
GG ENT
du de di
ne change pas non plus par les transformations (T).
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8. Nous avons vu que les transformations homogènes (3) sont des transformations en elle-même de la forme quadratiquex,æ,+x,æ,+x. Est-ce que toute transformation en elle-même de cette forme quadratique est une transformation (7)? Il est d’abord nécessaire pour cela
que son déterminant soit un; supposons qu’il en soit ainsi. Soit
KE di + Ar Do + Ass + ML + AsTs, Ko Bit + Bat + Bad + Bi ti + Pix, X3= its tr Yade + Yads + Yiti + V5Ts; Xy— diti + dodo + ds ds + dm, + Ôsds,
Xi ET + Edo + Ets + Ed + Es Ts
une transformation en elle-même de notre forme quadratique, de déterminant ur. On voit immédiatement que
4 E1 + Bi 0 + yi — 0.
On peut supposer que «, n'est pas nul; s’il l'était, on n'aurait qu'à multiplier à droite cette transformation par une transformation (5) convenable pour le rendre non nul. Prenons alors a,, a,, b,, b, quel-
conques sous la condition (Abe tre
puis choisissons c,, c,, d,, d, de façon que
Ci Cia bi; MC C0 20) td -Aÿÿi + bad, ds — A3yi + bird.
Nous avons alors les relations
(abh12 = (bC)12 = B1, (AE = (ad); — 01, (Cdh19 = Er.
Le raisonnement qui a servi à montrer que toute substitution (S) est un produit de substitutions S,, S;, S;, S:, S, peut, en employant les multiplications à droite, montrer qu'il existe une substitution (S) dont les deux premières colonnes du tableau des coefficients sont :
Be Ge bi C1 C2
multiplions alors à droite la transformation donnée par la transformation inverse de la transformation (7) qui correspond à cette substitution (S); si l’on désigne la transformation produit par la même notation que la transformation donnée, on voit qu'on à maintenant
At. Die 0 0.
Égalons alors à zéro les coefficients de +,æ,, æ,æ,, æ,æ, dans RN LN xe et à un celui de ,x,, nous trouvons D 0) Es — 1.
De plus, entre les autres coefficients, nous avons les relations suivantes :
Bd+ yo, Bia+yi=r, Bid+yi 0, Bad, + Br 02 + 2 Yo Ya — 1; B203+ Bsd2+2V2Y3— 0, Bad + Brds+2ysy:—0;
enfin, le déterminant
Br B: Be Va Ja (Ed 2)
est égal à un. Donc K— Ba do + Bsxs + Bix:, X3— Vols + YaT3 + Vida, Xi dote dada + Ty
est une transformation en elle-même de déterminant un de Ja forme LL + Li.
Done, en désignant par a, b, c, d quatre nombres réels convena-
blement choisis, tels que ad — bc —1,
cette transformation, st B, est positif, est de la forme
Xo= ax +2abxs — bx,, X;—=acx,;+ (ad + bc)x;— bdx,,
Ki —— cr, — 2Ccdæ; + dr:
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US No: DE . DT c'est encore vrai si B, est nul, 5, étant positif. Mais, si l'une ou l’autre de ces quantités est négative, il faut prendre la substitution précédente
suivie ou précédée de
Xe — — Lo :
Nous prendrons, pour fixer les idées, a, b, c, d de telle façon que cette substitution précède la première citée. Alors, nous multiplierons à droite la substitution à laquelle nous sommes parvenus par l'inverse de la transformation (5) correspondant au tableau
DE GERo o) o a pre D © —#% d
. 5 RS : ; DES o : :
puis, si 6, ou 0, était négatif, nous faisons encore la substitution
(8) Nr X:——;, Ne re. X,—=—7,;, NL:
cette dernière n’est pas une transformation (7), car, appliquée à un système de nombres tels que x,x;+x,x,+ x,—0, elle échange les domaines (1) et (1’). La transformation à laquelle nous sommes par-
venus est de la forme Ki Li + Da + O3 Da + Oidi + As Ts, Ko Go — its,
Nr — me
X, = Li — Us)
Xe tt;
or c’est la transformation (5) qui correspond au tableau
I DO — —@ 2 3 J O T — 3 , OO I O
Nous avons donc mis notre substitution sous la forme d’un produit de substitutions (7) dans lequel est, dans certains cas, intercalée une substitution (8), et une seule. Quand il n’y a pas de substitution (8), nous avons bien une substitution (7); quand il y en a une, nous n'avons pas une substitution (7), puisque les domaines (1) et (1) sont échangés.
Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que notre transformation soit de la forme (7) est qu’elle change le domaine (1) en luimême.
On peut aussi donner une interprétation géométrique des transformations (S)et(T), ainsi que des transformations analogues à (S) pour lesquelles on a l'identité
(QT 13 + (QT ho, = — (ov )13 — (OU }24)
auxquelles correspondent les transformations en elle-même de la forme æ,æ,+ #,æ,+ x? qui ne sont pas de la forme (5): les transformations (T), suivies ou non de la transformation (8), sont les transformations subies par les points de la quadrique de l’espace à quatre
dimensions Lily Lalit E 0;
les transformations (S) et leurs analogues qu'on vient de citer sont les transformations subies par les génératrices de cette quadrique dont voici les équations :
Lit (ef + g)r;, + fa; =, LTi+ Ex, +(ef—£g)t;=0, L3— EL, — fXs—=0; il suffit de poser
La condition (09 )13+ (wa, = 0
exprime que les deux génératrices de paramètres &,, &,, &,, w, et v,, v,, V3, V, se rencontrent; leur point d'intersection a pour coordonnées homogènes
Li (oo), La —(O0)2s, Li — (M0); By (ob) Ts (y).
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À un point à coordonnées complexes de la quadrique, on peut faire correspondre une variété réelle à deux dimensions, savoir l'intersection du plan tangent en ce point avec le plan tangent au point
conjugué. Les transformations (T) indiquent alors les transformations de cette variété.
I. — Recherches des points doubles
1. Considérons le tableau des coefficients d’une transformation (S) :
ls ANG b, b, b; b,
Formons l'équation
A —S CE 3 a, Dee FL. b,
(1) 0) Ci C2 C3—S Cr d, d: ARR
elle s'écrit encore
st'— (a; + b,+ c;+ d,)s3 + [(abhia+ (achis + (ad), + (bchi3 + (bd):,+ (cd)3,1s° = (A+ B: + C3 + D,)s+i1=o;
mais, à cause des valeurs déjà trouvées pour les mineurs, nous voyons tout de suite que A+ B;+CG+D,=a+b+c+d,
et que, par suite, cette équation est réciproque. L'exemple de la transformation $S, nous montre d’ailleurs que toute équation réciproque du G. 5
quatrième degré pour laquelle les coefficients extrêmes sont égaux à un, est une équation (1) si ses racines sont réelles; la transfor-
mation D © Li ©
Oui 6 On ON 0)
COCO
où ad —bc— a d'—b'c = 1,.et celle-ci :
rCOS® r sing 0 O —rsing 7rcoso 0 0 | 0 0 r'cos® —r'sin | o) O r'sin® r'COSO
oùrr'— 1, nous montrent que c’est encore vrai même si les racines ne sont pas réelles.
Nous appellerons toujours ces quatre racines r,, 72, rs, r,, €t nous
aurons les relations PAla— To ÈRE es
2. Placons-nous dans le cas où ces quatre racines sont distinctes. Soient r et 7’ deux d’entre elles, non inverses l’une de l’autre. Le système d'équations en w,, &,, &,, &,,
roi —= 10 A20)2 + A306)3 + AO,
O2 = dj 6 + ba09 + Dao + bio, TO3— C1 + Co + C3O3 + C0,
TO — di 6h + dort d303+ d,u,,
admet au moins une solution non nulle; il en est de même du système
ES
10 Ra Ur A302 + 303 + Aves
ru bivi+ boues + Div, + bus, EUR == s :
PU; C0 + Co Vo + C303 + C,0,,
r'u,=divi+ div,+ d,v,;+ d,v,,
où les inconnues sont v,, v,, v,, 0,. Pour les solutions de ces systèmes,
on à rr'[(ov 13 + («0 )s | = (ov)13 + (Go )o,
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par suite, comme 77° n’est pas égal à wn, (wv);3 + (œUu)2, = 0.
Alors, par la transformation (T) correspondante, le point Ci— (5). Do — (DD). Te, Di — (O0) 1e Ls—(OV)3,
a ses coordonnées homogènes multipliées par rr' : il ne change pas: c'est un point double de cette transformation (T).
Ce procédé ne fait correspondre à r et à 7’ qu'un seul point double de la transformation (T) : car, si l’un des systèmes qui donnent w,, w., O3, W, Et U,, Us, U,, v, admettait deux solutions distinctes, c’est-à-dire non composées de nombres proportionnels, r,, r,, r,, r, ne seraient pas distincts. En prenant de toutes les façons possibles deux racines non inverses, nous obtenons ainsi quatre points doubles distincts, car les produits ri, rirs, Por, ar, sont distincts, du moins si aucun d’eux n’égale moins un.
L’équation en s du cinquième degré :
(ab; —Ss (ab): 2( ab); (ab) (abs, (OC )s (bcha3—s 2(bc): (bc hs (bc); (2) (ac )1 (ac as 2(aChy3—1—S (ac (ac }sx — 0 (ad), (ad); 2(ad)s CN).
(cd); (Cd)23 a (Cd)13 (Cdi (cd )s, —s
adnelidonénles quatre raeines distinctes ur, 72; Tir late: li ON démontre d’ailleurs facilement, comme on l’a fait pour l'équation (x), qu’elle est réciproque et admet encore la racine un. Nous avons ainsi ses cinq racines quand r,, r,, r,, r, Sont distincts, et que deux de ces nombres ne sont pas opposés; mais alors, les coefficients de l’équation (2) sont égaux aux fonctions symétriques de ces cinq nombres toutes les fois qu'un certain polynome en a,, b;, c;, di n’est pas nul; l'égalité a done toujours lieu, et les cinq racines ont toujours ces valeurs.
Si aucun des nombres r,r,,r,r;, rars, rar, n'est égal à 1, la transformation (T) a donc au moins quatre, au plus cinq points doubles. Mais, en général, à la racine un ne correspond aucun point double, comme on le voit par la transformation $S, : les valeurs trouvées ne
satisfont pas à la condition æ&,æ, + æ,æ,+ a; 0; donc, en général, les transformations (T) ont quatre points doubles, et quatre seulement.
3. Si l'on a un point double de la transformation (T), on peuttrouver directement les racines de l'équation (1) qui lui correspondent; si le point est à distance finie, ce sont les racines de l'équation
a+ ga;st+ha,—s a+ha;+g'a,
—= O, b, + gb; + hd, b+ hd + g'b,—s
où g, k, g’ sont les coordonnées du point double. En effet, soient r et r les racines de cette équation ; prenons w, et w, non nuls ensemble
et tels que ro=(d4+ gas + ha) + (a+ ha; + g'a;)o,
ro=(b+gb;+hb,)o, +(b+ hb;+ gb); prenons de même v, et v, non nuls ensemble et tels que
r'u=(a;+ gas+ ha,)v,+ (a+ ha;+ g'a,)v,.
r'u=(b+ gb;+hb,)u + (b;+ hb;+ g'b,)u,.
Posons ensuite
O3 = LG + Lo, Us SU —+ hu, o,—= Ron + g'9, v, = Av, +g'u;;
alors, par la transformation (S), w,, &,, &,, w, sont multipliés par r, etu,, v,, v,, uv, parr';retr sont donc bien les racines cherchées.
4. Il-est facile de conclure de ce qui précède que la nature des points doubles doit dépendre de la nature desracinesr,,r,,r,,r,. Noussommes amenés à classer les transformations (S) et(T)en divers types, suivant la nature de ces racines.
Ces types seront au nombre de dix :
Premier type. — r;,r:, rs, r, réels et distincts.
Deuxième type. — r, et r, réels et distincts; r, etr, imaginaires con- Jugués.
Troisième type. — r, et r, imaginaires conjugués; r, et r, aussi, et distincts der, etr;.
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Quatrième type. — r, et r, imaginaires conjugués; r, etr, aussi, et distincts de r, et r..
Cinquième type. — r, et r, égaux et réels, et distincts de r, et r,. Sixième lype. — r,etr, égaux et imaginaires.
Septième type. — r, etr, égaux; r, et r, réels et distincts.
Hutième type. — r, etr, égaux; r, et r, imaginaires conjugués. Neuvième type. — r, etr, égaux à un;r, etr,, à moëns un.
Dixième type. —r,, r;,r;, r, égaux.
On reconnait immédiatement que toute substitution (S) appartient à l’un de ces dix types, et à un seul.
L'objet de l'étude qu’on va faire va être d'étudier la nature des points doubles des substitutions de chaque type, c’est-à-dire de voir auxquels des six domaines (1), (1°), (IL), (HE), (HI) et (IV) ils appartiennent; de voir si le groupe des puissances de la transformation est discontinu, et, s'il l’est, de voir l'effet des puissances de cette transformation sur un point quelconque; enfin, de ramener les substitutions de chaque type à une ou plusieurs formes simples, en les transformant par des substitutions convenablement choisies. C’est d’ailleurs ce dernier point que nous traiterons d’abord dans chaque type: il nous permettra de répondre facilement aux autres questions; de plus, il nous permettra d'achever la classification dont la distinction en dix types est le commencement.
5. Avant de commencer cette étude, remarquons qu'il existe une substitution (S) dont les éléments de la première ligne ont des valeurs données : nous avons même vu une proposition plus étendue, relative à deux lignes ou à deux colonnes (Chap. 1, $ 11, 8). Mais il nous sera utile pour la suite d’avoir une telle substitution ayant certains éléments nuls; les tableaux suivants jouiront des propriétés qui nous serviront.
Soient &,, &,, a, a, les éléments de la première ligne ; si d’abord a, a,
n’est pas nul, nous aurons le tableau :
di 4) 3 dy
| eu
Si, au lieu de a, a,, on suppose non nulle l’une des quantités a, a,, 4,43, 4Ay4,, On se ramène au cas de a,a, Zo en multipliant à gauche la transformation cherchée par
SAS si di: 0:
Ss si {2437 0;
S, si A, = 0:
Si ces quantités sont toutes nulles, mais si l’une au moins des quantités a,, a, ne l’est pas, la réponse est fournie par le tableau :
DISONS OR
D nie © - & ie
avec la condition (ac),, = 1; si c’est l’une au moins des quantités a, a; qui n'est pas nulle, on se ramène au cas précédent en multipliant à gauche par S;.
Si, au lieu de se donner les éléments de la première ligne, on se donnait ceux de la deuxième, de la troisième, ou de la quatrième, on se ramènerait au cas qui vient d’être traité en multipliant à droite la transformation cherchée par S;, S, ou S;S:'S;S,S,, suivant le cas.
Tout ceci reste vrai même si l’on ne suppose pas avoir affaire à des substitutions réelles.
II. — Premier type
Lor,,r,r,,r,sontréels et distincts. Il existe alors des nombres m,, m;, M3, M, réels et non tous nuls, tels que la transformation (S) consi-
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dérée donne lieu à l'identité (SY mQ+mQ,trmQ,+ mr (mo + mo + M0 Em AYSE
Soit
Ms Mo M; Ni
(4) 1 2 3 une substitution (S) de première ligne »,, m,, m,, m,. Posons
Ti M6) + MO02 + M:03 + M,0),, Ro M6) + Ho + 3 03 + 7 D, T3— Pit Pad + D3O03 + Pr, Ti, 411 + JG YsO3+ 4:04;
faisons de la mème façon correspondre aux variables Q,, Q,, Q,, Q, de nouvelles variables IT,, IL,, IL, IL,. Les variables IT,, IL, IL, IL, sont alors des transformées de +,, ñ:, ñ;, %, par une substitution (S), qui est la transformée de la substitution donnée par la substitution (4). Or, en tenant compte de l'identité (3)etdes relations entre les coefficients, on voit que cette substitution transformée est de la forme
(2) À Pin 0 QUE UT
O1 O1 Où 0, Mais il existe aussi des nombres réels p°, p,, p,, p, non tous nuls tels que (6) Pi + Po IL, + p; IL + p, IL — F3 (Pi Tai + Poe + Pas + Pa);
et même, p, n'est pas nul; en effet p", p,, p,, p, sont donnés par les équations Cri rs) pi + BiPe + Ps + pi 0 (Br F3) Pa + Ya Pa + dù Pa = 0 Bi pa + ya Pa (di 3) Pa = 03
si donc (B,—r;)(è—r;)- 8,94 n'est pas nul, p, ne sera sûrement
pas nul non plus; si cette quantité était nulle, c’est que l’une des racines 7, et r, serait égale àr,, ce qui est contre l'hypothèse. Donc p, n’est pas nul.
. fi ' RURESET D , Nous pouvons alors faire de p', p,, p,, p, la troisième ligne d’une substitution (S); et, d’après ce que nous avons vu (1, 5), nous pouvons faire en sorte que la première ligne de cette substitution soit
En transformant la substitution (5) par cette nouvelle substitution, nous la mettons sous la forme
CCRAROM, ON OI " CRE LORS
on arrivera à la substitution
TS a | SE
Donc, en transformant convenablement une substitution (S) du premier type, on peut la mettre sous la forme (3), que nous nommerons forme canonique des substitutions du premier t LYpe.
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2. Quels sont maintenant les domaines auxquels appartiennent les points doubles des transformations (T) du premier type? La transformation (T) qui correspond à la transformation (7), et que nous nommerons aussi transformation de la forme canonique, eSt
AA
les points doubles seront au nombre de quatre sitous les nombresr,r,, lola lilas Par, SOnt distincts, c'est-à-dire si aucun d’eux n’est égal à moins un; Ce sont les points
Li Tr. La T3 Ty, l'y Où Tao—TNT, LA T3 Ly PA O; GENE UN æ'i Lo T3 LA 0 ; Ts], LR = V0!
Ces points doubles sont tous réels. Supposons maintenant que r,r, soit égal à moins un; alors on a aussi
Pro PUS Île
Aux racines r, et, correspond encore le point double
TEN=NT; Lo—=L3—= Ty = L3 — 0;
aux racines r, et r, correspond le point double
Teil ge Lo =D, DÉ ) 1 3
si maintenant nous faisons
X;— — æ; (= 1,5, où 4, ñ} nous trouvons
æ, etæ, restant arbitraires; mais comme
Li Ts + Loly + &S = 0,
De GEORGES GIRAUD.
nous voyons que l’une ou l’autre des variables x, ou +, doit être nulle; l’autre peut être prise égale à un; nous retrouvons ainsi les quatre mêmes points doubles que dans le premier cas.
Done, toute substitution (T) du premier type admet quatre points doubles et quatre seulement; ces points doubles sont réels.
Sir, las las Tr, étaient distincts mais non tous réels, on pourrait refaire le mème raisonnement, en transformant par des substitutions à coefficients complexes : on mettrait encore la substitution sous la forme (3); on en conclurait, comme on vient de le faire, que, toutes les Jois que r,, rs, r,,r, sont distincts, la substitution (T) admet quatre points doubles, et quatre seulement.
3. Considérons maintenant le groupe formé par une substitution du premier type et ses puissances positives ou négatives ; étudions l’ensemble formé par un point et ses transformés par les substitutions du groupe.
La puissance » de la transformation (7) est
RE N pr an 00 5 + mn D mm 212 ÿ TiTo di To T3 Lo T3 Tir Lr Pal 5
Supposons fr,[>|r,| > 1. Sir augmente indéfiniment par valeurs positives, X,, X,, X,, X,, X, tendent à devenir proportionnels à 1,0, 0, 0, 0 : le point tend vers le premier point double; cela suppose toutefois que +, ne soit pas nul. Siæ, — 0, æ, n'étant pas nul, le point X,, X,, X,, X,, X, tend au contraire vers le troisième point double x, = 1, Li Lo — DL — A3 — 0. pilpalhteninte el: santious deuxarle 1e
relation Li Ds + Loti + LŸ = 0
montre que æ, l’est aussi; si æ, n’est pas nul aussi, le point limite est le second point double; si x, est nul aussi, c’estque (x,,æ,,%,,æ,,æ;) est le quatrième point double, qui ne change pas.
Si n augmente indéfiniment par valeurs négatives, le point limite est le quatrième point double si x, £ o; le second si æ, = 0, x, £ 0; le troisième six, =, =#,= 0, x#,=£ 0; enfin, le premier point double est son propre point limite,
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Nous voyons donc que cette transformation (T) et ses puissances forment un groupe discontinu pour tous les points de l’espace, sauf pour Îles quatre points doubles; il en est ainsi pour toute transformation (T) du premier type dont les valeurs absolues des racines r,, r., rs, r, Sont toutes distinctes.
Si maintenant ces valeurs absolues ne sont pas distinctes, soit
RAR EE
alors r,— —7r,, puisque r, et r, sont différents. Alors la transformation canonique à pour »°" puissance :
Re PS REX: pe 0:
ner) Æ (— LEA ra L3 … (—1)"x, Ee nr te
Si nr augmente indéfiniment par valeurs positives, etsiæ, n’est pas nul, le point limite est le premier point double; six, = 0, &, et x, n'étant pas nuls ensemble, le point X,, X,, X,, X,, X, oscille vers deux points limites, situés tous deux sur la variété x, —æ,;— 0; ces deux points limites se confondent si l’un d’eux est double et dans ce cas seulement; si enfin æ,=æ,=%,=x,—= 0, on est au dernier point double, qui est son propre point limite. Pour les puissances négatives, on a un résultat analogue, mais les rôles du premier et du quatrième point double sont intervertis.
Ainsi, dans ce cas, le groupe est discontinu pour tous les points de l’espace, sauf les quatre points doubles et la variété x, = x, = 0 : cette variété n’a d’ailleurs aucun point dans les domaines (1) et (1°). Pour les transformations (T) de cette sorte qui ne seraient pas sous la forme canonique, la variété æ, = x, = o est remplacée par une autre, mais qui n’a non plus aucun point dans les domaines (1) et (1°).
De même, pour toutes les substitutions du premier type, on peut remarquer que les variétés qui correspondent à æ, = 0 ou à +, =0 n’ont aucun point dans les domaines (1) et (1") et que celles qui correspondent à æ,—=x;—=æt,=0 ou PA Es = 0 sont tout entières situées dans les domaines (II), (IF) et (LV).
III. — Deuxième type
L. r,etr, sont réels et distincts; r, et r, sont imaginaires conjugués ; comme r,r, — 1, ces deux dernières racines ont alors un pour valeur absolue.
En transformant une substitution du deuxième type par une substitution (S) convenable, on voit, comme pour le premier tvpe, qu'on peut la mettre sous la forme
B2 B; OO NO O0, O
Les racines de l’équation en s (B2— 5) (d —s) —B, 010
sont r, et r,. Il existe deux nombres complexes a et b, non nuls ensemble, tels que la transformation
X — B,zx + 6,7, (9) és NE, 200,7
donne lieu à l'identité aX+bY=—r,(axz+by); si alors à, et b, sont les conjugués de a et b, on a aussi aoX + DY = r, (ax + by).
a et b ne sont déterminés qu'à un facteur près; si on les multiplie par un même facteur, le nombre réel i(ab, — a,b) est multiplié par le carré de la valeur absolue de ce facteur: nous pouvons supposer
que 1(ab, — ab) est positif; si cela n'avait pas lieu, nous n'aurions s . . : : = qu'à échanger les racines r, et r,, et il le deviendrait: alors, en multi-
pliant a et b par un même facteur, nous pouvons le rendre égal à =.
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Posons alors
U—= (a+a;)z + (b+b,)y, = (a+a)X+ (b+b,)Y, Y, V=—i(a—a ,)X —i(b—0b,)Y; la transformation (9) s'écrit alors
U = ucosp— + sino,
V = u sing + P cos, en posant
la COS + Sin, T,—= COS® — 1Siny;
alors, en transformant la substitution (8) par
fo (e) (o) (e] 0 a+ & 0 b + b, to) (e) I 0 :
1 —{(a— ay) Oo —i(b—b;)
qui est aussi une substitution (S) à coefficients réels, on la met sous la forme
Fa (o) O O | O COS Oo —siny (10) { \ 0 OCT: 0 ?
O sing o COS ® |
que nous appellerons forme canonique des substitutions du deuxième lyYpe.
La démonstration met en évidence ce fait qu’on ne peut pas mettre la transformation sous la forme analogue à (10), mais où ® est remplacé par — ©, c’est-à-dire où r, et r, sont échangées.
2. Cherchons les points doubles; la transformation (T) s'écrit
Xi rit COS — J'ix, SiNO, Xe— 3% COSQ + r3Z;3 SIN, Xs— æ3,
X,—= rit Sing +7iT; COS9, X;—— rate SinQ + r3T5; COS.
Nous trouvons immédiatement les quatre points doubles, qui sont :
PAR 10, Gn== ©, Li ll, DR OS FA Lo 0, La i0} DT Sa = 0; DE, Li 0, == MO; Ru AE Li 0, LL, Da=iO} == RO) DR Ve
Ils sont tous les quatre imaginaires, deux à deux conjugués; deux sont dans le domaine (HIT), et les deux autres dans le domaine (INF). Il en est donc ainsi pour toutes les substitutions du second type.
3. Cherchons maintenant l'effet des puissances de la transformation sur un point quelconque. La puissance » de la transformation (T) peut s’écrire
Xi . X: _ rÉX COSRP—riX, SiINnp ri LaCOSNP+rS XL; SIND T3 Pr. X4 à. X;:
7 Tdi SiNnp+riT,COSND —r;L2SiNn + ri Ls COS AP Supposons Nil
Si nr augmente indéfiniment par valeurs positives, les rapports de X,, X,, X, à la plus grande en valeur absolue des variables X, et X, tendent vers zéro, à condition que +, et æ, ne soient pas nuls ensemble. Quant
au rapport X, __æsinno+x,Ccosno X1 x cosnp—x, sinno”
si © est commensurable avec x, il ne prend qu’un nombre fini de valeurs, savoir g valeurs si
p et g étant des entiers premiers entre eux; le point X,, X,, X,, X,, X:
tend donc alors vers g points limites, tous situés sur la variété DIR US — OÙ
ces g points sont distincts sauf si l’un d’eux est un point double : alors
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ls sont tous confondus. Si, au contraire, o est incommensurable avec 7, le rapport précédent peut s'approcher autant qu’on veut d’une quelconque des valeurs du rapport
+ Sin 0 + x, cos 0 PE TELL RE 0) Zi COS 0 — x, sin
0 prenant toutes les valeurs de o à 27; le point X,, X,, X,, X,, X, se rapproche donc indéfiniment de la variété +, = +,= +,= 0, et il peut devenir aussi voisin qu’on veut de n'importe quel point d’une certaine variété à une dimension, située sur la variété x, = x, =æx;—=0;iln'ya exception que si l’un de ces points limites est un point double, alors tous les autres sont aussi confondus avec ce point double.
Si maintenant æ, et æ,,.et par suite æ,, sont nuls, æ&, et æ, ne sont pas nuls ensemble; alors, si 2 est commensurable avec +, le point X,, X,, X,, X,, X, occupe le nombre fini g de positions sur la variété
Li— L3— TL, —0O;
si © est incommensurable avec +, il occupe une infinité de positions, qui forment un ensemble dense sur une certaine variété à une dimen- Sion Située Sur; — 2; — x, == 0; dans les deux cas, il n'ya exception que si le point x,, x,, æ,, æ,, æ, est un point double : la position occupée est alors unique.
Pour les puissances négatives, on a un résultat semblable, mais les rôles des deux variétés
et
sont échangés.
Ainsi, le groupe est discontinu sauf pour les points de ces deux variétés, qui sont entièrement situées dans les domaines (IT), (HF) et (IV), et n’ont aucun point commun. Pour une transformation quelconque du second type, ces variétés ne sont plus les mêmes, mais gardent cette disposition.
IV. — Troisième type
1. Dansee type, r, et r, sont imaginaires conjugués, et, etr, aussi; de plus, r, et r, sont distincts der, et rs.
Il résulte de là que toutes les racines r,, r,, r,, r, ont pour valeur absolue l’unité.
Nous avons déjà vu, à propos du premier type, qu'en transformant la substitution donnée par la substitution (S)
| on 0e a Ur | nn ns a | P1 P2 Ps P:
à coefficients complexes, nous pouvons la mettre sous la forme (7). Alors il existe un nombre complexe À tel que
Pi= Àtte, Po NO, Pine, Pi== A Me;
l'indice zéro ajouté à une lettre servant à désigner le nombre conjugué de celui que représente cette lettre. À est d’ailleurs purement imagjinaire, Car
(mp3 + (Mmphau=t.
En transformant à nouveau par
] [e] l a O À 0 J O O À J i — — O0 — o 2 3) O O O I on mettra la substitution sous la forme LA En ont (ES lis — O ——— o 2 À O0 7 o 0 (r—r T7 d LR RU RE l 2 | ) o o 2:
mais la substitution par laquelle on à, à présent, transformé la substi-
tution donnée, a sa première et sa troisième ligne formées d'éléments réels.
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Opérons de mème sur n,, n,, 13, 14, Qi» Us Q> a 3 NOUS Voyons que, en la transformant par une substitution (S) à coefficients réels, nous pouvons mettre la transformation proposée sous la forme
{ Le ETS ERA Gt ds © “h
en opérant maintenant sur la première et la troisième ligne de ce tableau, puis sur la deuxième et la quatrième, comme nous avons fait sur la deuxième et la quatrième à propos du deuxième type, nous parvenons à mettre la substitution proposée sous la forme
| COS® Oo —sing 0 | O cosd () — sind (11) ; sing o cos® 0 () sin d () cosy
c’est la forme canonique des substitutions du troisième type. Les nombres Ti la as Ont pour valeur
r,=Cos® + sin, ly—=CosŸ +ésind,
ra COS? — Esinv, r, = CosŸ — rsint.
La démonstration employée montre qu’on peut échanger les angles o et d : on a encore une substitution transformée de la substitution donnée ; mais on ne peut changer © en —+, ni Ÿ en —.
Cherchons les points doubles; le plus simple, pour les trouver, est d'appliquer la méthode donnée au commencement de ce Chapitre. On trouve ainsi les points
Gore oil; T0 D BE Dial, La—=— 1, Le 0) ARTS De Li — 1, T3 = — 1, T3 —O, TL, — 1, T3 — 1; Di, te 01! D 0, D Du ol
Ces points sont deux à deux imaginaires conjugués; l’un est dans Gr. 7
le domaine (1), son conjugué dans le domaine (['), les deux derniers dans le domaine (11).
Cette disposition des points doubles nous montre de nouveau qu'il est impossible, pour arriver à la forme canonique, d'échanger r, et rs, OUV AMEL.
3. Considérons le groupe des puissances de la transformation; la puissance » de la transformation (11) s'obtient en remplaçant © par no et Ÿ par »%. Si o ou Ÿ est incommensurable avec r, aucune puissance de la transformation (11) ne se réduit à la transformation unité. Le groupe n’est alors discontinu pour aucun point de l’espace. En effet, la transformation (T) a pour équations
Xi— æ,coso cost + x, sin cost — x, coso sind + x; sino sin, X2= — x, Sinv cosŸ + x, coso cosŸ + æ, sin sind + x; coso sin, X3— VÆT
X;,= æx,cososin® + x, sin sind + x, coso cost — x, sin cos, X;— x, sing sind — x, coso sind + x, sinp cosŸ + x, coso cosŸ.
Nous voyons qu’en prenant © et Ÿ suffisamment voisins de zéro, un point æ,, æ», &3, %:, æ Quelconque est changé en un point aussi voisin qu'on veut. Ici © et Ÿ nous sont donnés; mais, pour la puissance °°° de la transformation, © et Ÿ sont remplacés par #9 et 4, qu'on peut naturellement augmenter d’un multiple quelconque de 27; or, on peut trouver trois entiers n, , # tels que, e étant un nombre positif donné quelconque, on ait
[no +orh|<e, [nd +ork|<e;
pour cette transformation, les angles qui remplacent © et sont inférieurs à € en valeur absolue; comme € est arbitraire, notre proposition est démontrée.
Si maintenant © et Ÿ sont commensurables avec +, le groupe des puissances de la transformation (11) est un groupe fini. Si l’on pose
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P, P', 4, q' étant des entiers dont les deux derniers sont positifs, et pet g étant premiers entre eux, ainsi que p'etg', le nombre des transformations du groupe sera le plus petit commun multiple de q et de g'
ou le double de ce nombre suivant que PL, où à est le plus
grand commun diviseur de q et de g', est pair ou impair. Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que le groupe des puissances d’une transformation du troisième type soit discontinu L : 5e à Q 1") t sa I B\ a & N pour quelque point del espace est que ? et Ÿ soient commensurables avec T; ce groupe est alors fini.
V. — Quatrième type
1. Dans ce type, r, et r, sont imaginaires conjugués ; il en est de même de r, et de r,, qui sont distincts de r, et de r,. Il résulte de là que la valeur absolue d’aucun de ces nombres n’est égale à un.
Comme nous l’avons vu à propos du premier type, 1l y a une substitution (S), à coefficients complexes,
on Vos Ua
ne TR a Ir
GR VENNCRN
telle que, si l'on transforme la substitution donnée par celle-ci, la transformée soit de la forme (7).
Les coefficients »,, n,, n;, n; sont égaux aux conjugués de mi, M, Ms, M, Multipliés par un même nombre À; mais, en transformant de nouveau par
Hi. (©. 1 © u I o S o o!
nous ne changeons pas la transformée; seulement 7,, n,, n,, n; sont remplacés par les conjugués de 72,, m,, m,, m, : nous supposerons donc que n,, R:, n3, n, Sont les conjugués de 72,, m,,m,, ms.
te) GEORGES GIRAUD.
Les coefficients q,, Q2 Qs g: Sont égaux aux conjugués de Pis Pas Pas Pa Multipliés par un mème nombre &. Donc (ng )13 + (RQ)ai est égal au conjugué de (mp),, + (mp), multiplié par 4; mais ces deux nombres sont égaux à un; done u = 1.
Posons
r (cosp +isino), (coso — sin), (cos® — rsino), r,=r'(coso +isino),
He 0e Ps =
retr' étant deux nombres positifs tels que rr' soit égal à un. Transformons de nouveau par
mea} No di
G HOUaX AL
NT 7 Ü
Me
la substitution par laquelle nous avons transformé la substitution donnée est maintenant réelle; la transformée est
rCOS® —7r sinp (a ( r Sin@ r COS® 0 (o) (12) | :
o] ( r'cos® —7'sing () Oo r' sin r' cos o
c'est la forme canonique des substitutions du quatrième type.
2. En appliquant la méthode donnée au commencement du Chapitre, nous trouvons les quatre points doubles :
DE 0, y RL: da = dy LT, Di 0 DE 10: DU 1 =, Ty = — à, Dis == 10 SITE UN Lo L3 Ty Ts 0;
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Deux d’entre eux sont réels: les deux autres sont imaginaires con- Jugués et situés dans le domaine (11).
3. La puissance » de la transformation (T) qui correspond à la substitution (12) est
PAGE Ty COS ND + 23 SINN COSND — Ty SIN?
X; —— La Sin A9 COSRO + T3 COS2n9 — x, Sin 2 COS x? X;:
—%» SiIN?nQ+2L3SiINNDCOSNP+x, COS no rl? LS
Supposons r > 1. Six augmente indéfiniment par valeurs positives, et si æ, n’est pas nul, le point limite est le troisième point double. Si 4, -—0,eLsi%..4.elæ,nesont pas nuls ersemble, lés points X,, X2, X;, X,, X; se rapprochent indéfiniment de la varièté æ,—=+; —=0;, qui porte les deux premiers points doubles. Pour savoir de quels points de cette variété ils se rapprochent, remarquons que l'on a
Day EL 0;
par suite, il y a des nombres s et 4 tels que
siZetT sont les transformés de 3 et t, on aura
zCOSRp—({Sinnp zSinno+/{cosnyp
Si donc l’un des points limites de X,, X,,X,, X,, X;, pour un point initial donné, est un des deux premiers points doubles, il n’y a pas d'autre point limite; dans le cas contraire, il y a un nombre fini de points limites si 9 est commensurableavec +, etune infinité dépendant d’un paramètre si 9 est incommensurable avec +.
Si enfin æ, = æ, = 4, = %,—=0, nous sommes au quatrième point
double.
Pour les puissances négatives, on a un résultat analogue, mais les
rôles des deux points doubles réels sont échangés, et la variété x, = o est remplacée par la variété x, = o.
Les variétés æ, — 0 et x, — 0 sont situées dans les domaines (11), (HD), (LL) et (IV ); leur intersection æ, = æ, = o est située dans les domaines (11) et (IV).
Le groupe est donc discontinu, sauf pour les points de la variété æ, = +, = 0 et pour les points doubles.
VI. — Cinquième type
1. Dans ce type, r, etr, sont égaux et réels ; rs etr,, qui sont aussi égaux et réels, sont distincts de r,. Il en résulte que la valeur absolue d'aucun de ces nombres n’est égale à un.
Nous pouvons d’abord, comme pour le premier type, ramener toute substitution de ce type à la forme
TS OSMO RO
(13) B: B2 (9) Be PM 77
OL
Il'existe quatre nombres réels me, n, p, q tels que cette substitution (13) donne lieu à l'identité
mA+n+pO+qQ=r;(mo + nw@+po;+ qu).
On peut supposer que p ou g n’est pas nul; car, s’ils étaient nuls tous deux, x ne le serait pas, et, en transformant par
L NOY O
OM OMORE—T OMOMNI 0 ‘ OO O
on aurait encore une transformée de la forme (13), mais q ne serait pas nul.
Supposons d’abord p = 0; alors le raisonnement fait pour le premier type est de tout point applicable; nous pouvons mettre notre
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substitution sous la forme
0 oo 0 oO T3 O ON:
qui estla première forme canonique des substitutions du cinquième type. Si maintenant nous supposons p — 0, g = 0, nous pouvons trouver une substitution (S) dont les coefficients de la quatrième ligne sont
. 5 I m, n, p, q, ceux de la première étant ee 0, 0, 0; ce sera
OmHQ Ie
rm
CRT
transformons la substitution (13) par la substitution (15); en tenant compte des relations eutre les coefficients, nous trouvons pour transformée une substitution de la forme
| 8 he
Transformons encore par
OO
où By
COR ONE
et nous aboutissons à la forme
1 NO (e) PAT O (e) (16) ; Dane 7 ST 0 1SOMREO T3
qui estla deuxième forme canonique des substitutions du cinquième type. I est visible qu'une substitution du cinquième type ne peut se mettre que sous une seule des deux formes canoniques. Nous dirons, par abréviation, substitution de la première (ou deuxième) forme canonique, au lieu de substitution qui peut se mettre sous la première (ou la deuxième) forme canonique. I ne pourra pas en résulter de confusion. Nous emploierons le même langage pour les types suivants.
2. La transformation (T) correspondant à la substitution (14) est Nil, SE NL. Ni. XP ra.
Comme points doubles, nous avons d’abord tous les points de la variété à deux dimensions
Li, — Lys —O,
située dans les domaines (11) et (IV); de plus nous avons les deux points doubles isolés réels
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La puissance n de la transformation est
X; 1 Xe X;: X, X;
21 = FE. Fr" ET
PAC GE} Le Le 3, CE A
Supposons |r,[> 1. Si » augmente indéfiniment par valeurs positives, le point limite est le premier point double isolé, à moins que le point æ,, æ,, 3, æ,, æ, ne soit sur la variété æ, — 0, entièrement située dans les domaines (II), (HI), (HI) et (IV). Si &, — 0, æ, æ, et æ, n'étant pas nuls ensemble, on a comme point limite un point devla variété double. Enfin, si&, =x, 2, =#7,—"0, c'est qu'on estau deuxième point double isolé.
Pour les puissances négatives, Le résultat est analogue.
Le groupe des puissances de la transformation est donc discontinu, sauf pour les points doubles.
4. Passons maintenant à la transformatiou (T}) correspondant à la substitution (16); c’est
Km Xe V3 +223 — ZX, XS— 2; t, = NE
Comme premier point double, nous avons le point réel
qui correspond aux deux couples de racines confondus r,, r;etr,,r;; ensuite, nous avons les deux points réels
Ti]; CT TT
Ts— 1, LA Lao = L3y Ty O ; en tout, trois points doubles.
5. Le groupe des puissances de la transformation a pour transformation générale
PTT: ENT: NE, NE, 28 Par
Supposons encore |r,| > 1; si » augmente indéfiniment par valeurs positives, le point limite est le deuxième point double si x, Æo; le
premier, SÛ&,—0, 2; % ét &: n'étant pasanuls ensemble; le troisième point double, enfin, est son propre point limite. Pour les puissances négatives, le résultat est analogue. Ce groupe est donc discontinu, sauf pour les point doubles.
VII. — Sixième type
1. Les nombres r, etr, sont ici égaux et imaginaires; 7, et 7, sont alors aussi égaux et imaginaires conjugués des précédents, ettous ces nombres ont l'unité pour valeur absolue.
Ce que nous avons vu pour le cinquième type nous prouve que, par une transformation (S) imaginaire, nous pouvons mettre la substitution donnée sous l’une des formes
fn ON ON € IE IO NO e) DUT RG O0 FN TIC 0
| OO Ro O O F3 —Tr3 OO ON: ® & © Ts
Occupons-nous d’abord de la première. Soit
on Un Um ip en a JU VINS ME 1 2 Is x
la substitution par laquelle nous avons transformé la substitution donnée pour l'obtenir. Soient 7n,, et n;, les conjugués de m;etn;;il existe quatre nombres À, u., À’, u' tels que l’on ait
DA Mis + He io ; — 1,2, 8,4);
qi=X Mio + LR (£ 1,2, ts
le déterminant Au — \u n’est d’ailleurs pas nul. Mais les relations
(MP 13 + (MPa = 1, (9 13 + (Mg )n = 0; (np h13 + (RP) = 0, (nghis + (Ang) = 1,
nous prouvent immédiatement que À et p' sont purement imaginaires,
Transformons de nouveau par
NT
CRC O 0
Oo 0 d cl 0 —Db a
où a, b, c, d sont assujettis à la condition ad — bc —=1;
la transformée n’est pas changée. Mais, si c et d sont pris tels que bd R'e— "0,
le nombre & est, dans la nouvelle substitution de transformation,
remplacé par zéro. Alors, comme
(Rp hi3 + (RP) = 0, nous voyons que
Ni Mao — 13 M0 + la Mo —* Ni Moo = M0 M3 — 30 M + Ro M — No Ma = O3
alors
(RQ hs + CM} +5 donc À —0.
Nous pouvons alors traiter cette substitution comme nous avons fait pour le troisième type. Posons
ri COS + isiny, T3 COS® — Ésin?;
nous arrivons à l’une des deux formes
cos o) — sin 0) (o cos () — sin (7) sin® 0 cos @ 0 (o) sin ® (9) cos o COS @ 0 — sin® 0 (9) COS @ O sing | AS sin @ o) coso 0) |
0 — sin 0 cos
la forme (19) est la premiere forme canonique du sixième type, la forme (18) est la deuxième.
Dans la forme (19), on ne peut pas changer + en — © : on n’aurait plus une transformée de la substitution donnée. Dans la forme (18), ce changement est possible.
2. Cherchons les points doubles des transformations (T) correspondantes. Pour la première forme, nous trouvons les points
Tel Ts 7, Ts — 0; Ti = — i, Ly—=— 1; Lil, Lol, Va 0, CRE OU Ts —1;
ils sont imaginaires conjugués et situés l’un dans le domaine (1), l’autre dans le domaine (1'); de plus, nous avons tousles points de la
variété à deux dimensions
qui est tout entière dans le domaine (IT).
Pour la deuxième forme, nous trouvons les points
ÉD D MU Di 0: Did il: Dé —ln et
, ME tnns ë, Ts—1, qui sont imaginaires conjugués et situés dans le domaine (IT); et de
plus, les points de la variété à deux dimensions
Li—=— D Lo,
située dans les domaines (1), (F) et (IV).
3. Les groupes formés par les puissances d’une de ces substitutions sont formés d'un nombre fini de substitutions si © est commensurable avec x; dans le cas contraire, ils ne sont discontinus pour aucun point de l’espace.
4. Supposons maintenant que, par une transformation imaginaire,
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Qt SI
on ait mis la transformation donnée sous la forme
T1 OLEO 0 TO (e] OO Cut ral.
GO © € T
nous conserverons la même notation que tout à l'heure pour la substitution de transformation. Il existe deux nombres À et 4 tels que
DNS. Pi=— À ni + UM tre )3"):
Orona (mg }13 + (ga = 0; donc (19) Mi Mao — Mao M3 + Mo M0 — Moo My = 0.
On a ensuite (np h13 + (MP) —=1;
ceci nous donne, en tenant compte de l'équation (19),
(20) — À (M 309 — Malo + Ma yo — My log) I De plus, (ng ha + (ng a 1; par suite (21) — À M0 3 — Mason + Moo y — Mio l2) = 1.
Nous voyons donc que À est égal à son conjugué; donc À est réel. Transformons de nouveau par
OO HO O DMOR SO) TE œ
ON O
la transformée n’est pas changée; mais, dans la nouvelle substitution de transformation, le coefficient qui remplace À est égal au quotient de À par «x, ; nous pouvons donc faire en sorte que À soit remplacé par + 1. Supposons donc À= +1.
Nous avons aussi la relation
] (np 13 + (np a = 0; elle peut s’écrire
— À 30 — 3730 + la io — Pi 20) — (M0 3 — Mao ii + Mao ll — Miyolte) = 0; et comme, d’après l'équation (21), le coefficient de Kw est réel, nous
voyons que & est purement imaginaire. Nous pouvons donc trouver un nombre $, dont le conjugué sera désigné par $,, tel que
À(B — Bo) = p.
Transformons alors par
RTE
O0 oO I
CONS
la forme transformée n’est encore pas changée; mais, dans la nouvelle substitution de transformation que nous désignerons toujours par la même notation, on a
Ji Ami : _— (2 — 1, 2, “+ 4), pi=— à io À = ue IL Transformons de nouveau par t AL = O O ms 2 2 A l tÀ — EE O V2 V2 —}) à ie O — — O V2 2 tÀ — f} —— O O0 a — V2 V2
la substitution de transformation est maintenant réelle, et la transformée prend la forme
COS o 0 () \sinp | me — sin So Asino Àcoso | —Àcos® —Asinp cosp —sino |?
| —Àsino ( 0 cos œ
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T,= COSE + sin, Ta COS —1siny.
Pour À — — 1, ce sera la troisième forme canonique du sixième type, sens direct; pour À — 1, ce sera la érorsième forme canonique, sens indirect. Les substitutions représentées sont inverses l’une de l’autre. Une substitution de cette sorte ne peut pas prendre à volonté la forme de sens direct ou la forme de sens indirect, car la démonstration met en évidence que le nombre À ne peut prendre qu'une seule des valeurs un et moins un.
5. Les points doubles sont évidemment ici au nombre de trois, comme pour les substitutions analogues du cinquième type.
Pour les trouver, on peut employer une méthode analogue à celle qui a été indiquée au commencement du Chapitre. Introduisons les nombres w,, &,, w,, w,, de transformés Q,, Q,, Q,, Q,, tels que
Q,= ri0; tres) soient encore w, &!,,&,,w, des nombres de transformés Q', Q:, Q, Q, tels que
! ! À = rio; + kw;,
Æ étant une constante. Nous aurons (QQ'),3+ (QG) = [(ow'h3+(ww')a]r?i; comme 7° n’est pas égal à un, il en résulte que (ww )13 + (HO )o = 0.
On constate alors que le point de coordonnées Œi— (0 )10, La (6) }23 T3 = (WO )13, COTON Ts = (ww)
est un point double de la transformation.
La racine r, fournira de même un second point double.
Enfin, pour le troisième point double, supposons que le point U,, U,, Uz, U, soit tel que l’on ait
nv (he NS Un)
VV, Y,, Y, étant son transformé; on vérifie alors sur le cinquième type, deuxième forme, auquel tout ceci s'applique aussi, que
OU );3+ (OU
cette relation a lieu aussi ici, puisque, si l’on emploie des substitutions imaginaires, ce cas ne diffère pas de celui du cinquième type, deuxième forme ; alors le point æ,, æ,, æ,, æ, correspondant est aussi un point double.
Nous trouvons ainsi les trois points doubles
To, Æ; 3 T, VAS O LE, Lo 0, L>=— MU, D, 0, DEAR TA, Un = 10) La — 1, == 0: DAME
Le premier est réel, les deux derniers sont imaginaires conjugués et situés dans le domaine (IT).
6. Considérons maintenant le groupe des puissances de l’une de ces substitutions. La puissance z de la transformation directe, ou la puissance — x de la transformation indirecte, est
COS no 0) (9) — sin
— nsSinnp COSNP —SsiINnp —ncosnp | nCOSNQ SiINND COS2Y —nsinno SIN 2 @ 0 0) COS A2 o
La transformation (T) s’écrit di COS RP — 2X3 SINNCOSNP-— NT, — Ls Sin? no X2 X:
Ti SIN COS AD + T3 COS2N0 + L;Sinn2o COS Oo noie X;
D — Zi Sin? —2%;,SinAR COS ND HAL, + Ts COS? no
On voit que, si æ, etæ, — x, ne sont pas nuls ensemble, le point limite est le point double réel, que n croisse indéfiniment par valeurs
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DL
on à aussi X, — 0 et X, — X, : les points transformés occupent un nombre fini de positions si o est commensurable avec 7, une infinité dense sur une variété à un paramètre dans le cas contraire; il n’v a
exception que pour les trois points doubles, qui sont tous sur la variété
Ce groupe est donc discontinu sauf pour les points de la variété à deux dimensions x,=0,x,=x,.Ceséquations entrainentxæ; +x,—=0; donc æ, = 1x, . A l'exception du point double réel, tous ces points sont dans le domaine (Il).
VIIT. — Septième type.
1. Ici, r, et r, sont égaux ; r, et r, sont réels et distincts. Comme r,rs = 1, la valeur commune der, et de r, est un ou motns un. En opérant comme pour le premier type, nous mettons notre substitution sous la forme TE OMC EO Bi >. 0) B: |
V1 Ty |
CRE
Il existe trois nombres m»,, m,, m, non tous nuls, tels qu’on ait l'identité
ma, + ms: + m,Q, = ri(MI00 + Ma0s + Mio) + kon,
k étant une certaine constante; d’ailleurs #23 n’est pas nul, car sans cela r, ou r, serait égal à r,, ce qui est contre l'hypothèse.
Il v a donc une substitution (S) dont les coefficients de la troisième ligne sont
OL TS TTL
tandis que ceux de la première sont
En transformant par cette substitution, la transformée prend la
forme FO RO 0 ON BOOT HOT OO |
en opérant alors comme pour le premier type, on la met sous la forme
Et © CO ©
O lo (e]
TM OMETI
CROMONT
Si y, — 0, on à la substitution
LS “re
qui est la première forme canonique du septième type. Si y, n’est pas nul, en transformant par
| A ot O1 D
O I O0 oO )
on constate qu'on a une transformée de même forme, mais où y, est
remplacé par son quotient par À*. On peut donc choisir À de façon à obtenir pour transformée l’une des substitutions
CO ; OUT 00 (24) VO Ti 00 0 ON DM:
OO RO RO : GE DT
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ces deux substitutions sont inverses l’une de l'autre, à condition de permuter dans la seconde r, et r,, ce qui revient à la transformer par SSD Chap LS SNL première se nommera deuxième forme canonique des substitutions du septième type, sens direct; la substitution (25) sera la deuxième forme canonique, sens indirect.
2. Quels sont les points doubles de la substitution (23), première forme canonique? Ce sont tous les points des deux variétés
DR ln Di — 0,
La puissance » de cette transformation est
NS pe X: 6 Xe X
ee 1 La A HE Ty re PE Ua
Si » augmente indéfiniment par valeurs positives, etsifr,| > 1, le point limite est un point de la première variété de points doubles, à moins que le point initial n’appartienne à la deuxième variété. Sin augmente indéfiniment par valeurs négatives, les rôles des deux variétés sont échangés. Le groupe est encore discontinu, sauf pour ces deux variétés.
4. Cherchons les points doubles de la deuxième forme canonique; ce sont les deux points réels HE ==M Ie Li—= L3—= Li, —= Lys O,
Ls—1, Li Lo — L3 — Li, —O.
5. La puissance » de la transformation (T) correspondant à la substitution (24) est
X; st ve XS X’, ENT
Ed SIENS 2 ES n, et RO sn, É TT — NTiTe dit l'ile Le ue AURREE ADIEU, Le
Soit |r,| >> 1. Si » augmente indéfiniment par valeurs positives, le
point limite est le premier point double, à moins que Île point initial n’appartienne à la variété x, =, =, —0o; les points de cette variété tendent vers le second point double. Pour les puissances négatives, les rôles des points doubles sont échangés, et la variété exceptionnelle devient +, = x, = x; = 0; cette variété est, comme l’autre située dans les domaines (HE), (IH) et (IV). Le groupe est discontinu, sauf pour les points doubles.
Pour la substitution (23), les résultats sont naturellement sem-
blables.
IX. — Huitième type
1. Dans ce type, r, et r, sont égaux : leur valeur commune est alors +1; r,etr, sont imaginaires conjugués : leur valeur absolue commune est un.
En opérant comme pour le type précédent pour les racines r, et r,, et comme dans le deuxième type pour 7, et r,, on voit tout de suite qu'on parvient à l’une des formes
7 0 0 0 | 0 COS® © —sin (26) | qe e) re) 5% 0 O sing o COS PA O (e) e) O COS® O —Ssino (27) :
jé (e) 7 e) eo) sin® OO Coso | Je 0 (o) 0 OM COS PO SINC (28) :
— 7; re) ê (o) (e) sino oo COS ®
la forme (26) sera la première forme canonique du huitième type; la forme (27) sera la deuxième, sens direct, et la forme (28) a deuxième, sens indirect. Ces deux dernières substitutions (S), après changement de © en —+ dans l’une d'elles, sont inverses l’une de l’autre.
2. Pour la première forme canonique, les points doubles sont ceux
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= ME Dee Les = 0 et D ln Li LAB V3 10;
la première variété est située dans les domaines (1), (IL) et (HE), la deuxième dans les domaines ([°), (I) et (HI). Ces deux variétés ne se rencontrent pas.
Le groupe des puissances de la transformation est fini si + est commensurable avec x; dans le cas contraire, il est infini et discontinu pour tous les points de l’espace.
La puissance » de la substitution (29) s'écrit
1 à D F 7 1 Ti cos no == /{ 1 Ty sin @
À — NT di COSN DE 4 Les COSN PH NTI TL, SINRG HE TR SIN To X3 X, Zs Ti SIND +rTT, COSARE
NT Ly SINND — F4 Le SNA + nrj, COSNP EF Ts COSRO
Les transformés d’un point quelconque peuvent tendre vers l’un des points doubles, ou en tout cas se rapprocher de la variété TL, =%3 = 4%; = 0 : pour les points qui ne tendent pas vers l’un des points doubles, le nombre des points limites est fini si 2 est commensurable avec t; si estincommensurable avec x, les points limites sont tous les points d’une variété à un paramètre. Ce groupe est donc discontinu, sauf pour les points de la variété &, = x, = x, = 0, située dans les domaines (II), (IH) et (IV).
X. — Neuvième type
L.Icir, etr, sont égaux;r, etr, le sont aussi, mais sont différents der, etr,. L'un de ces couples est composé de racines égales à un, l’autre de racines égales à moins un. Nous désignerons par r la valeur commune der, et der,; — r sera celle de r, et de r,.
En opérant comme pour les deux types précédents, on voit tout de suite qu'on peut, en la transformant par une substitution (S) réelle, mettre toute substitution de ce type sous l’une des formes
ya (e) 0 O
(o) —T oO te) | (29) £r" (0) m o) ;
O —"n7 OO —7
où € et n peuvent prendre chacun l’une des trois valeurs zero, un ou moins un. D'ailleurs, si l’on transforme une de ces formes par la substitution S; (Chap. I, $ [, 3), et qu’on change ensuite 7 en —r, on arrive à une forme analogue à (29), mais où e et n sont échangés. On peut donc réduire à six le nombre des formes obtenues :
EN —= 0, première forme canonique ;
E — 1, N —0, deuxième forme canonique, sens direct ;
E——I1, N—O0, deuxième forme canoniqu?, sens indirect; cette substitution est l'inverse de la précédente;
EN —= 1, troisième forme canonique, sens direct ;
EN = — 1, troisième forme canonique, sens indirect; cette substitution est l'inverse de la précédente; E—I1,N— — 1, quatrième forme canonique.
2. La transformation (T) correspondant à la première forme est
X1—=— x, SE dos Nr, Xi, — , Ki.
Les points doubles sont ceux de la variété à quatre dimensions
cette variété pénètre dans tous les domaines (1), (1°), (I), QD), (EH) et (IV).
Le carré de cette transformation est la transformation unité.
3. Pour la deuxième forme, les points doubles sont ceux de la variété
TEL Sy — 0)
située dans les domaines (II), (HE) et (IV).
La puissance » de la substitution de sens direct donne lieu à la transformation (T)
Sir augmente indéfiniment, le point limite est un point double; le groupe est discontinu, sauf pour les points doubles.
Pour la troisième forme, l'unique point double est
L1— La L3— Li —O, Ts; —1;
il est réel.
La puissance z de la transformation (T) de sens direct est
NU X2 PTE X, —i)as ni) (—itams 3 n(—i)æ+(—i) x X;
n'(—i)tz, + n(—i)tir + n(—i)te, + ( LE
Les transformés de n'importe quel point tendent vers le point double ; il n’y a d'exception que pour les points de la variété à deux dimensions
ce qui entraine
les points de cette variété autres que le point double occupent seulement deux positions, l’une pour laquelle x, = x,, l’autre pour laquelles = Tr.
Le groupe est donc discontinu, sauf pour les points de la variété æ, —0, æ —#,. À l'exception du point double, qui est réel, ces points sont tous dans le domaine (Il).
5. La quatrième forme canonique a aussi l'unique point double
PAT Da T3 Ty O; Lys —= 1;
qui est réel.
La puissance À» de la transformation (T) est
TIC x re x (nm nr Er) nt (ne, = X; ni) him + n(—i)æ+ n(—i1) ri, +( rs
Les transformés de n'importe quel point tendent vers le point double. Il n'y a d'exception que pour les points de la variété à deux
dimensions == 0}, ol;
ce qui entraine æ, = + x, : les transformés de ces points, autres que le point double, n’occupent que deux positions distinctes, une pour
quelle x = 7, l'autre pour laquelle 7; Le groupe est discontinu, sauf pour les points de la variété à deux dimensions +, = 0, æ, = —x,,quiestsituée dans les domaines (IT),
GLS et CIM): XI. — Dixième type.
1. Dans ce type, r,, r,, r, et r, sont égaux; leur valeur commune est + 1; nous la désignerons par r.
Nous pouvons d’abord mettre toute substitution de ce type sous la forme
Fr» Ados 6
_ 5 Boon té COURS CHR CRE)
Il existe alors trois nombres »,, m,, m, non {ous nuls tels qu’on ait l'identité
M, + m0, + mQ,— Tr (ma + Mas + M, 04) + koi,
k étant une certaine constante. Comme pour le cinquième type, on peut supposer que m», où 77, n'est pas nul.
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St d’abord m, n’est pas nul, on peut raisonner comme pour le neuvième {ype, et arriver ainsi à l’une des formes
r' DOC | ; O TOO (31) se TROT
| ie NO
où € et n peuvent prendre chacun l’une des trois valeurs zéro, un et moins un. Comme dans le neuvième type, on peut, en transformant par S; (Chap. [, $ LI, 3), échanger &e et n. On obtient donc ainsi six formes canoniques :
= N — 0, premiére forme canonique;
£E—I, n —0, deuxième forme canonique, sens direct;
E— —1,"n—= 0, deuxième forme canonique, sens indirect ; cette substitution est l'inverse de la précédente;
EN —=1, troisième forme canonique, sens direct ;
E—N——1, tro'sième forme canonique, sens indirect ; cette substitution est l’inverse de la précédente ;
€E—1,N——1,quatrième forme canonique.
Supposons maintenant
RO) Ni, 2 0:
Nous pouvons transformer par
où n, et », sont tels que (n),, = — 1. La transformée est alors 7 OO (e) Bi TE OO ) OR EEE
avec la relation r (ya Br) — JB: 0.
ET ONE À O
en la transformant de nouveau par
| jl I l Æ O O == V2 V2 }; == 1] De — O (e) = | V2 ve | \ = I tés) O ne — O 21/2 . T ] EE — O V2 V2
nous retrouvons la quatrième forme canonique. Supposons maintenant que y, sort nul, y, où 6, ne l’étant pas; on a
encore ÿ; = — ,. En transformant par GOOM © dd Ü © ET OU
MGNOoN NON T7
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où al — bc—1:1, on ne changera pas cette forme, mais 07 pourra annuler 6,3; si y, n’est pas nul, on prendra par exemple pour cel a—d=—1,c—0 &b—=— si y,est nul, on prendra a=d=1,
R b—o, c— a En transformant alors par
CONS
puis en opérant comme pour le neuvième type, on retrouvera les formes déjà rencontrées.
Supposons enfin
En transformant alors par
on conserve cette forme de transformée; mais si m = — =, 6, est
remplacé par zéro. Ainsi, on est ramené au cas de gi O.
En transformant maintenant par
© © en | È
on à une transformée de même forme; mais, si
ie GEORGES
el nous obtenons comme transformée.
CMS
OMIS
ramène 6, à la valeur er, € étant égal à + 1. Pour € — 1, on a la substi-
tution
CRC
Eh Si ei ©
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cinquième forme canonique du dixième type, sens direct. Si es = — 7, nous transformons encore par
O = [0] > || GC: O I O à O O0 (6) = ji et nous trouvons la substitution } O O O | 7 7 O —7r (34) ) O Corn i 4 / O Here RO CN O 7: |
qui est l'inverse de la substitution (33); c'est la cinquième forme canonique, sens indirect.
2. La transformation (T) correspondant à la première forme canonique estla substitution unité. Cette première forme n’est pas altérée quand on la transforme par une substitution quelconque. Nous avons ainsi deux substitutions (S) correspondant à la transformation (T) unite : ce résultat était d’ailleurs facile à voir directement.
3. Pour la deuxième forme canonique, Les points doubles sont {tous les points de la variété
Ti = LC — Ly — O,
située dans les domaines (IH), (HI) et (IV).
Le groupe des puissances de la transformation fait tendre les transformés de n’importe quel point vers un point double; ce groupe est discontinu, sauf pour les points doubles.
4. Dans la troisième forme: canonique, les points doubles sont tous ceux de la variété
ces équations entraînent æ,= +ix,; ces points sont tous dans le domaine (11), sauf le point
D = Li BL 10, GS Te
qui est réel.
Les puissances de la transformation font tendre tout point autre qu'un point double vers le point double réel. Ce groupe est discontinu, sauf pour les points doubles.
5. Les points doubles de la quatrième forme canonique sont tous les points de la variété
ces équations entrainent
ces points sont situés dans les domaines (I), (IH) et (IV). Par les puissances de la transformation, les transformés de tout point autre qu'un point double tendent vers le point double réel
Æ) - Lo T3 Ty O0, BEL
Ce groupe est discontinu, sauf pour les points doubles.
La cinquième forme canonique n’a qu’un point double
Ti — O, Lol, Das Ty = LS —" OS
il est réel.
La puissance » de la substitution de sens direct est
pa Oo o Oo
Ta rire oO nee d (nr +r)n(n —:1) 5 à :
: 7 n1' je Ne de 2 2 (e) 2
TÜTDE [e) re) PAL
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la transformation (T) correspondante est
Xe Se L'oit Rent) (A+Hi)a4{(u— 1) - Lilo (ni—1)T3+ Le, Dies 6 [do # k r . 0.4 Hi +1) 7x; + T3 A Ce Due Fr l'y . À à NOÉ MA EE) LE AO TLC 6 Cr te L5
Par les puissances de la transformation, les transformés de n’importe quel point tendent vers le point double.
XII. — Conséquences
1. Prenons deux des formes canoniques que nous avons énumérées : nous constatons qu'elles diffèrent soit par Le nombre ou la nature des points doubles, soit par les effets des puissances de la substitution sur un point quelconque. Il est done certain qu'aucune substitution (S) ne permet de transformer ces formes l’une dans l’autre, même si r,, ra l'a, r, Sont les mêmes pour les deux transformations.
Nous avons ainsi vingt-deux formes canoniques distinctes, sans tenir compte de la distinction qui se présente à huit endroits différents entre les substitutions de sens direct ct celles de sens indirect. Ces huit endroits se trouvent : un dans chacun des sixième, septième et huitième types, deux dans le neuvième type, trois dans le dixième LyYpe.
2. Considérons à part les substitutions qui ont au moins un point double dans le domaine (1), et par suite dans le domaine (1). De l'étude que nous avons faite 11 résulte qu'il est nécessaire pour cela que r,et r, soient imaginaires conjugués, ainsi que 7, €t 7,3 Si deux de ces quatre racines sont égales, leur valeur commune doit encore annuler les mineurs du déterminant premier membre de l'équation (1) en s; enfin, les quatre racines ne peuvent être égales que pour la substitution unité. Si toutes ces conditions sont remplies, on a dans Île
domaine (1) un point double unique (troisième type; sixième type, première forme), ou une infinité, tous les points d’une variété algébrique pénétrant dans ce domaine, et dont les points dépendent d’un paramètre complexe {sixième type, deuxième forme; huitième type, première forme), ou même de deux (neuvième type, première forme).
Le groupe formé par les puissances d'une de ces transformations n’est discontinu que si les arguments de r,, r,, r,,r, Sont commensuables avec 7; il est alors fini.
Les autres sortes de groupes de puissances sont toujours discontinus (sauf pour des points exceptionnels) et infinis.
FORMATION DU POLYÈDRE FONDAMENTAL D'UN GROUPE DISCONTINU
Nous voulons donner une méthode de formation du polyèdre fondamental d’un groupe discontinu de transformations (T). Dans cette méthode, les variétés à cinq dimensions invariantes par les transformations (T) qui ont un point double donné dans Ie domaine (1) joueront un rôle fondamental. Cela nous entraine à étudier d’abord ces
transformations.
I. — Transformations de point double g = g'— 5, —o
1. Quelles sont les transformations ayant pour point double le point g=g=1, }—=0? C'est un point du domaine (1); donc, en dehors de la transformation unité, ces transformations appartiennent toutes soit au troisième type, soit au sixième {ype, première ou deuxième forme, soit au huitième type, première forme, soit enfin au neuvième type, premitre forme. Or, pour toutes ces sortes de transformations, on se rend compte, sur les formes canontques, que tous les points doubles peuvent être trouvés par la méthode que nous
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Pour Îe sixième type, première ou deuxième forme, on associera r, à lui-même, puis r, à lui-même, enfin r,àr,, en faisant attention pour ce dernier couple à la condition
Considérons donc une transformation ayant le point double
Les, h==0;
soient r et r’ les racines de l'équation en s auxquelles correspond ce point double.
Si Ce Ca Gr) Un Cn x CHRRC ECS IC:
| di d, d; d,
est notre substitution (S), l'équation en s (1) (ai+ia3—s)(b+ib,—s)—(a;+ia,)(b;+tb,;)—0o
admet les racines r et r’. Nous supposerons d’abord que r n’est pas égal à r',c’est-à-dire que nous n'avons pas une substitution du sixième type, première forme. Nous voyons alors que l'on a
en posant r = COS + isiny,
r'= cosŸ + sin.
Une solution quelconque des équations en w, et w,
(a+ ia;—s)u+(a+ia)oi—= 0,
uts ( (b+ib;)wi+(b2+ib,—s)w2= 0,
qui se réduisent à une sis égale r ou r’, vérifie aussi les équations
(4) iso = (Ci + cs) on + ( Co+ Cr) Oo, iso» = (di + id;)o1 + (d, + id,)w.
Supposons d'abord a,+ta, différent de zéro; nous pouvons
prendre Gi = do + iQ, Da =S — Aj — iQ3;
done, pour s égal à r ou à 7",
iS(ds+ ia) = (Ci + ic) (da + las) + (Ca dc) (S — di — tas);
donc
Ca + IC, = Ga + ia, ); puis
C;y + iC3— ai + ia); ainsi
GER; CS — — @, C3— 1, Cy— Q; mais (aCh13+ (Cha = 1;
donc
aî + aÿ + aj + ai 1.
Mais alors, les équations (2), jointes aux équations (abhis+ (ab, = (bchis+ (bc — 0,
permettent de déterminer b,, b,, b, et b,; on trouve ainsi
b,—— a, cos(p +4)—a,;sin(e +), by ai cos(o + Ÿ) + a; sin(o + vd), bs— a,cos(o + d) — a,;sin(o +), b,—=— a; cos(o +) + a, sin(o +d).
Nous remarquons alors que
bb = ai + i&,) [cos(o + d) + t sin ( + d)];
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donc b, + 5b, n’est pas nul; un calcul pareil à celui qui nous a donné Ci» C2» Ca et c, nous donne
di—=— b;, dy —— b,, d3= b:, d,= b.
En posant © + Ÿ — 0, nous parvenons à la substitution
di do 3 a, (5) — 4)3C0S0— a,sing a cos0+a;sin0 "a, cosô—a,sin0 —a;cos0 + a sinô — A3 — G}} d; do —a,C0S0+a,sin0 a,;cos®—a;sin0 —a;,cos0 — a, sin0 di COS0 + a;sin 0
qui est bien réellement une substitution (S) répondant à la question si
ai + ai + a? + a? —=1.
Nous avons supposé 4,+1a,=Æ£0; supposons maintenant a,+1a,= 0. Les équations (4) sont alors vérifiées pour w,— o et pour w,—= 0, ce qui donne
Co + IC, = di + id;= 0; alors les équations
(u0)s =tbc) = 0, (Ge = 1 montrent que b, — b, — 0. Les équations (4) donnent ensuite Ci+iCs—t(ai+ias), Ltd (bibi) enfin les équations (2) deviennent ai b3— ab, = cos(o +4),
a30;+ a b,—=sin(p +);
on retrouve alors la substitution (5), où l’on a fait a, = a; = 0. Quand on a la substitution (5), on peut calculer facilement + et d. On a d’abord la relation GES d —_— GE
de plus, l'équation (1) nous montre que
a+ ba COS + cosŸ, as + b,= Sing + sind;
ces deux dernières conditions se réduisent à celle-ci :
() DD (6) di COS — + A3 SIN — — COS ——-.
Nous avons donc + et Ÿ, en grandeur et en signe.
Nous avons, dans le calcul précédent, supposé que nous n’avions pas affaire à une substitution du sixième type, première forme, et que, par suite, r n'était pas égal à r’. Supposons maintenant que l’on ait
PE Te On voit tout de suite sur la forme canonique du sixième type, première forme, que les conditions
3101; 6, Lo,
le point double étant g=g—1t, h = 0, entrainent les égalités
2, _ SG G, HIS ME EC, De là résultent ici les équations di + la3 = COS + Sin, di + la, = 0, bi+ib;—=0, b,+ib,= cosp +isine, C1 + C3 i( COS + isiny), C>+ EC, —=0, d,+id;— 0, d;+ id, = i(cose + isino); on arrive ainsi à la substitution COS ® (9) sing Oo 0 COS o O0 sinv — sin (e) cos® o (0) — Sing © cosy
Or si, dans la substitution (5), on veut avoir
la condition (6) montre que 4j COSP + a; Sinp —1.
Mais, comme a + a; + aï + ad? —1, on a aussi
(a cos? + a; sinp) + (— a sing + a, cosp} + a? + a? — 1;
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Nous retrouvons ainsi notre substitution du sixième type, première forme.
La substitution (5) peut donc, pour des valeurs convenables des paramètres, représenter n'importe quelle substitution (S) de point double
Bin l, Me 0:
3. Le produit de deux substitutions (5) est donc une substitution (5). Si, dans les deux facteurs, l'angle 0 — © + Ÿ à les valeurs
respectives 0 et 0’, sa valeur © dans le produit est O — 0 + 0".
Ceci nous prouve que les substitutions (5) du sixième type, deuxième forme, et celles du neuvième type, première forme, forment aussi un groupe. | En écrivant les valeurs de a,, a,, a,, a, dans le produit, on retrouve l'identité d’'Euler sur le produit de deux sommes de quatre carrés.
II. — Variétés à cinq dimensions invariantes par les transformations qui ont un point double donné dans le domaine (1).
Les transformations de point double
= PE Fr — = il, 10
dépendent, on vient de le voir, de quatre paramètres seulement. Donc, par un point donné, passent une énfinité de variétés à cinq dimensions invariantes par toutes ces transformations. Nous nous proposons de voir s’il en existe dont l'équation s’obtienne en égalant à zéro une forme quadratique à indéterminées conjuguées en æ,,æ,, æ,,æ, et, et de les découvrir.
Parmi les substitutions qui ont le point double donné se trouvent
les suivantes :
É CoSp 0 : sine 0) o cosŸ (o) — sin | Ci sing 0 cos? 0 ; 0 sind . o cosd
transformons par la substitution (S) imaginaire
Anse a (7) i FF ; L Ne [eo] VE O
HAUTS
RRTT V2
nos substitutions prennent la forme plus commode
© ea ca © __—
où l’on a posé li COS + ésiny, Ta COSŸ +rsind.
Nos formes quadratiques à indéterminées conjuguées restent, par cette transformation, des formes quadratiques à indéterminées conjuguées. Or on constate immédiatement que, par suite de l’invariance imposée, ces formes quadratiques doivent être du type
(9) À Li Li0 + Lo Lo Log + A3 Lg Dao + A lr Lio + As Ts L503
en effet, la présence d’un autre terme appellerait celle du terme imaginaire conjugué, et, par la transformation, ces deux termes seraient multipliés par des facteurs différents.
De plus, ces formes doivent être invariantes par toutes les autres transformations qui ont le point double donné ; il suffit de considérer
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les suivantes :
a; CR CA &, ir 42) (221 (7 ar A3 (to) — A3 —4, en do — A A3 — a
c'est-à-dire celles du sixième type, deuxième forme; car, en les multipliant par celles qu’on a déjà employées, on peut reproduire toutes les substitutions (5). Par la-transformation déjà indiquée, les transformations (T) correspondantes deviennent
LEE
Xe=(a+ast} x —2(a+at)(a + at)xzs—(a,;+ ai) x, X3—=(a;+asti)(a—ai)t,+(ai — ai +ai —ai)x;3+ (a — ast) (a+ at)æs, X;,——(a— ati)}x;—o(a—ast)(a— at)æs+(a— ai) x,
NE — Ty
Dans la forme (9), cette transformation ne change pas le coefficient de xæ,æ,,, ni celui de +,®;,; celui de x,æ,, devient
(ai +as) + (ai + aÿ) (ar + ai) + (as + ai); or 1l doit rester égal à «&,, pourvu que a? + ai + ai + ai I;
posons a? + a? — x,
ce qui entraine
ai +a?—1—x; on doit avoir, quel que soit æ, la relation
LL? + a (1—X) + a(1—x) = 0%; donc do 3 + &y, — O,
CT AC
Ai On,
ces trois conditions reviennent à deux :
; LE y — — Us — À.
On voit immédiatement que ces conditions sont suffisantes. Nos variétés sont donc
Li Li M0 + Lo ( La Log + 2L3 L30 + Li Lio) + As Ts T5 = 0.
Ces variétés dépendent de deux paramètres.
Il nous reste à les soumettre à la transformation inverse de celle que nous avions faite; elles prennent alors la forme
(12) ÀA(di T0 + La ao + 2L3 Lao + Li Lio + Lis 50) HV (Ti Lao — Lio La — Li Lio + Li La La Ls9 — Log Ds — Li 50 + Lio T5)
+ (Ti Lo + Lio Ts + Ladio + Lao Dr + 2Æ3L30) = 0;
on à posé À. GED CA V=—a@ + as, = —%i + 2.9 — Az.
2. Nous pouvons facilement en déduire les variétés dont l'équation s'obtient en égalant à zéro une forme quadratique à indéterminées conjuguées, et qui sont invariantes par les transformations (T) qui ont un point double donné dans le domaine (1). Si P est ce point double, nous dirons pour abréger que ces variétés ont comme centre le point P. Il suffit d'appliquer aux variétés (12) une transformation (T) amenanten Ple point 201,7 —0.
Or on démontre, comme au Chapitre I ($ IL, 3), que, siæ,, æ, æs, Lys Lx Et Éi, Éns Es Es € sont deux groupes de variables subissant la même transformation (T), la forme
(13) a(ri Eso + 2 Éro + 2T3 És0+ Lx Érot+ Zs Éo) X (di Es + Leo Ex + 2T30Ë3 + Lio se + Lo EN)
+ Bai Es Ha E& +oxËs +, + æ ET)
X (To Éso + Zoo Ero + 2Æ30Ë30 + Lio E20 + 50 Eio)
+ (Ti Trio + Lio Ts + Lolo + Mao Tr +23 L30)
X< Gén Éto étés Halo érocrc2 tr ) ne change pas de valeur. Mais si l’on fait
=, Ex — — i, F0, D l. pe
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et si l’on pose
GES
on retrouve le premier membre de l'équation (12).
Donc, la forme (13) égalée à zéro représente les variétés invariantes déftentres ie re
Nous voyons immédiatement que, si une variété qui a pour centre le DONS Re 0 PDA parle point ML, 2,2, 1 CL, celle qui à pour centre le point M et qui correspond aux mêmes valeurs des paramètres À, 4, y passe par le point P. L'équation
(15) œ norme (1 Ë50 + Libro + 2L3630 + Libro + LsË10) + 6 norme(aæiËs +mË, +2mË, + ait + ab) + 7 (Mi Ds0 + Lio T5 + Ladi0 + Too Li + 2 T3 30)
X ( Ë1 Éso + Ë10 Es + Ee Eo + Préc Dés Es) = 0)
qui représente la première variété si l’on y regarde &,, æ,, æ,, &,, æ, comme variables, ne cesse pas, en effet, d’être vérifiée si l’on échange LANCE == 1, 27014, 0):
3. Supposons que, dans l'équation (15), on prenne la même valeur pour « et pour B : es coefficients de cette équation en æ,,æ,, 7,3, &,, æ; sont alors réels. Proposons-nous d'étudier la disposition des variétés représentées par cette équation.
Nous nous contenterons de faire cette étude pour les variétés dont le centre est le point g = g— 1, h — 0; les résultats s'étendent immédiatement à toutes les autres variétés. Nous prendrons donc l’équation (12), où nous ferons
VEIOS
cette équation devient ainsi
(16) À (Ti Lio + La Tag + 23 Lo + Li Lio + Ts C0)
+ (Ti Lso + Lio Ls + La Dig + Lao Li + 23 ap) = 0.
Nous voyons que deux variétés (16) ne se rencontrent pas : car leurs points d’intersection devraient annuler |
Ti Lio + Lo Lo + 23 Lo + Di Lio À Los Do)
ce qui est impossible. Donc, deux variétés de mème centre et à coefficients réels ne se rencontrent pas.
En particulier, aucune de ces variétés ne rencontre la variété
Lil 50 + 10 T5 + La lr0 F Lao Li + 23 L39 — 0,
qui est la variété qui correspond à À — o.
Ecrivons maintenant l'équation (16) en coordonnées non homogènes; elle prend ainsi la forme
GPA er oh reg (88 M) I] (6090) 0;
Cette équation peut encore s’écrire ainsi :
(18) pf(gg"— RH 1) (8080 5 +1) +(g— 28") (80— 80) FAR]
&o + (—p)[i+ ge + 2hh+ 890 + (gg —#) (8089 — hi)]—= 0.
Faisons dans cette équation 1 — À : l'équation entraine
= ©, A8": gg — hR= —1, et par suite D =
La variété ne comprend donc alors aucun autre point que les deux points conjugués
ner Ro;
et
= nl, h=10:
Si (À — y) est positif, c’est-à-dire si x} est compris entre zéro et À, l'équation (18), ou (19), est impossible.
L’équation (19) s'écrit aussi
G9) A(gg —h +1) (880 — hi +) +(g—2')(80—£8,)+4hh]l = 4(p—À)(ÇG— 37).
Donc, si À est, par exemple, positif et si m>
la variété (17) est tout entière dans les domaines (1) et (l'). Cette variété existe dans ce cas, car le premier membre de l'équation (13) est alors
TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES. 87 positif pour les points réels, et négatif pour le point g=g'=1, —0: donc il s’annule quelque part. Comme les coefficients sont réels, cette variété se compose donc de points situés dans le domaine (1) et des points conjugués des précédents, qui sont dans le domaine (1°). Pour les points d’une de ces variétés, GG’ — 3e? est borné. Si l’on a deux de ces variétés telles que, pour la première, À et & aient les valeurs À, et t,, et pour la seconde les valeurs À, et d,, et si Pi He Er kL>o À Às 1 , tous les points de la deuxième variété rendent négatif le premier membre de l'équation de la première : nous dirons que la deuxième variété est à l’intérieur de la première. Si Ç6'— 5e? reste inférieur à M sur la première variété, cette quantité est aussi inférieure à M sur la
seconde. L'équation (19) montre alors que, si a est très peu supérieur
à un, tous les points de la variété sont tres voisins de l’un des points 2 — 2%, — 0er 2 — 2 — —71, À — 0, quisont des centres de la variété.
4. La variété (17) partage, si £ est supérieur à un, le domaine (T)
en deux parties : celle pour laquelle son premier membre est positif, et celle pour laquelle il est négatif; ces deux parties sont linéairement connexes. Il suffit de le montrer dans Le cas où À est positif.
Prenons d’abord celle de ces parties pour laquelle le premier membre de l'équation (17) est positif. Posons
g =pe?,
o étant positif : le premier membre de l'équation (17) est un trinome du second degré en p, dont le terme de plus haut degré est positif. Pour certaines valeurs de 2’et de 2, ce trinome n’a pas de racines : car il est certain que la valeur absolue de g’, par exemple, ne peut, sur la variété, tomber au-dessous d’une certaine limite. Or, le premier membre de l'équation (17) est alors positif quel que soit p; dans les autres cas, il est positif quand o est extérieur aux racines : la région où il est positif est donc évidemment linéarrement connexe.
Prenons maintenant la région du domaine (1) où ce premier membre est négatif. Nous allons montrer qu'on peut, sans sortir de la région, faire décrire à un point mobile un chemin continu, partant d’un point
fe
quelconque de la région, et ‘aboutissant au point g =g'=t, À —0. Posons
2 tu o — É l—u o! — a er DETENLL lo = l—u
k, t, u étant de nouvelles variables remplaçant g, , g'; elles s’expriment au moyen des anciennes variables par les relations (22 (4
po ne EVE = (eo) LOS, kR——(98g —h°), LE Dr
Le premier membre de l'équation (17) devient, en appelant #4,, 4, et u, les conjugués de #, 4, u,
2 kKk (£— u) (lo — uo) alu + otouo—(t+u)(to+ Uo)
(20) a}, + ATK + [2atutuo+(t+u)(to+ Uo) + 1!
+ |- KR — ki —2kk,
Pour les valeurs initiales de #, £, u, cette expression est négative.
O Sans changer #, ni u, ni la valeur absolue de #, rendons # réel : cela peut se faire d’une façon continue sans que 4°? + # décroisse Jamais, et sans que, par conséquent, l’expression (20) soit à aucun instant positive. Le nombre Æ est donc maintenant réel; l'expression (20) devient
(21) [ri PRET EL MR (4H u) (to+ U6) =] / eZ to)(U — 0), ({—u)(to— Uo) SA Te)
Diminuons maintenant d’une façon continue les valeurs absolues des parties réelles de £ et de w, de manière que leur rapport reste constant, et, en même temps, diminuons, s’il y a lieu, le nombre réel Æ
de MANIÈLE QUE "+ Mere,
ne change pas; ne touchons pas aux
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parties imaginaires de £ et de &: dans cette opération, l'expression (21) diminue constamment, elle reste donc négative; nous arrivons ainsi à rendre # et u purement imaginaires. Posons
Lt, u—— if,
et remplaçons £ et u par ces valeurs dans l'expression (21); nous trouvons l'expression
. à 20674 (x—B}+2 7. Gb (2) 2144 +2kx ES) — 16H (a+By
Comme cette expression est négative, c’est que « et B ont le même signe. Amenons-les d’une facon continue à être égaux, sans changer «6; nous pouvons le faire sans que «? + 8? cesse de décroitre; diminuons en même temps #, de façon que le coefficient de w ne change pas; alors l'expression (22) décroît et reste par suite négative.
Nous sommes maintenant en un point où g et g' sont purement imaginaires, et où À est nul; posons
g—ig, g'=if"; le premier membre de l’équation (17) devient (25) AUS SSSR TU SSE
on peut faire varier GÇ et G’ d’une façon continue de manière à les rendre égaux, sans changer leur produit, et sans que l'expression (23) cesse de décroitre; elle devient alors
(24) Sn PET
Si nous égalons cette expression à zéro, nous avons une équation bicarrée qui a deux racines positives ; la valeur considérée de G et la valeur Ç = x sont toutes deux entre ces racines; on peut donc aller de
l'une à l’autre sans rencontrer les racines. Nous sommes ainsi parvenus d’une façon continue au centre g = g'=1, h — 0, de la variété. Notre proposition est démontrée.
L'intérieur de la variété (17) se compose donc de deux régions, l’une dans le domaine (1), l’autre dans le domaine (1°); chacune de ces
go GEORGES GIRAUD.
régions est linéairement connexe. L'extérieur se compose d’une seule région linéairement connexe.
5. Reprenons l'étude de la variété (17), en prenant maintenant les
valeurs négatives de =.
L'équation (17) s'écrit encore sous les formes CHE UNE To +Q+p)fi+ gg +2hh+ se +(sgg —h?)(
(26) A(gg' —#—1) (8080 —h5—1) +8 +8) (80+80)1=4 (4 +266" — F2),
Donc, si w est compris entre zéro et — À, l'équation (17) est encore impossible. Pour 4 = — À, la variété se réduit à
! 2 r2 4 BR — 92— 1,
elle a seulement deux dimensions; ses équations en coordonnées homogènes sont ; DD), D TR
elle est tout entière dans le domaine (I). Si Ê est inférieur à — 1, la
variété existe et est tout entière dans le domaine (IH).
III. — Application à une propriété des groupes de transformations (T).
1. Taéorème. — Se les transformes d’un point M du domaine (1) par les trans formalions (T) d’un groupe n'ont pas ce point pour point d'accumulation, ils n'ont aucun point d’accumulation dans le domaine (1), et le groupe est discontinu pour ce domaine.
Supposons, pour nous placer dans le cas le plus général, que le point M soit transformé en lui-même par un certain nombre p de transformations du groupe. Ce nombre p, qui est au moins égal à un, est nécessairement fini, puisque M n’est pas un point d’accumulation de ses transformés.
Nous pouvons prendre pour © une valeur assez peu supérieure à un
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pour qu’à l’intérieur de la variété correspondante de centre M il n'y ait pas d’autre transformé de M que M lui-même (on fait toujours y— 0).
Soit E cette variété. Prenons pour Sune valeur © plus voisine de un
que la précédente: les variétés 2, de paramètres À, et 4, qui ont leurs centres à l'extérieur de Ÿ ont toutes le point M à leur extérieur; on
peut donc trouver des valeurs À, et u, des paramètres telles que À
k soit supérieur à un et que la variété de centre M correspondant à ces valeurs soit tout entière extérieure à toutes les variétés Z,. Prenons
U De :
Se et D: les variétés qui ont 1 2
pour centres deux transformés distincts de M et qui correspondent à ces valeurs de À et u sont tout entières extérieures l’une à l’autre. Soit R une région du domaine (1), sans point commun avec la fron-
alors pour | la plus petite des valeurs
tière. Les variétés de paramètres À et & qui ont leur centre dans la région R sont intérieures à une certaine région R’ du domaine (T), obtenue en ajoutant à R tous les points du domaine (1) intérieurs à une variété quelconque de mêmes paramètres ayant son centre dans R.
Or, l'intégrale
ee [ d, dQ dR, di dG,, dG' = (gg — y
a la même valeur ©, pour toutes les variétés de paramètres À et 1. Soit ©, sa valeur pour la région R’. Le nombre des conjugués distincts
de M intérieurs à R est au plus LE il est donc fini: chacun de ces conjugués compte d’ailleurs pour p, comme M lui-même; mais ces conjugués n'ont pas de point d’accumulation dans R, ce qui est conforme à l’énoncé.
Soit maintenant N un point quelconque du domaine (1); nous voulons démontrer que les transformés de N n’ont pas non plus de point d’accumulation dans le domaine (1). Donnons aux paramètres des valeurs À’, &’ telles que la variété de paramètres \’, u'et de centre N ait le point M à son intérieur. Si une transformation du groupe change NenN,etMen M,, M, sera à l’intérieur de la variété de centre N,et
de paramètres W’, w’. Adjoignons à la région R tous les points intérieurs aux variétés de paramètres \’, x’ et de centre intérieur à R; nous trouvons ainsi une région R’, intérieure au domaine (1). À tout transformé de N intérieur à R correspond un transformé de M intérieur à R’; comme le nombre de ces transformés de M est fini, il en est de mème du nombre des transformés de N intérieurs à R. Le théorème est complètement démontré.
2. Remarque. — Dans l'énoncé du théorème, on aurait pu évidemment remplacer le domaine (1) par le domaine (F').
On n'aurait pas pu le remplacer par un des domaines (ID), (HD), (I) et (IV): les groupes formés des puissances d’une substitution montrent que le résultat ne serait pas vrai pour ces domaines.
IV. — Polyèdre fondamental d'un groupe discontinu
1. Soient A, B, C trois points du domaine (1) : nous dirons que C est plus près de À que de B si, À et & étant choisis de façon que la variété de centre C correspondante passe par À, le point B est extérieur à cette variété. Si la variété qui passe par À passe aussi par B, C sera dit équidistant de A et de B.
2. Soit À, un point du domaine (1) qui ne soit pas un point double d’une des transformations d’un groupe F discontinu dans Île domaine (1). Soient A,, A,, .., A,, .… les transformés de A, par les substitutions du groupe : ces points sont tous distincts.
Soit maintenant M un point quelconque du domaine (1). Prenons une variété de centre M, ayant à son intérieur le point A, : cette variété aura à son intérieur un nombre fini des points A,, À, A,, ..., An, ..…. Il y a done un nombre fini de ces points dont M est plus rapproché que de tous les autres; si ces points sont A,, A,, A,, .…, À,, nous dirons que M fait partie des polyedres fondamentaux qui ont pour centres A, À, A», .…., À. En général, M ne fait partie que d’un seul polyèdre; s’il fait partie de plusieurs, c’est qu'il est sur leurs frontières à tous.
3. Si l’on considère le polyedre fondamental de centre A, et qu’on
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lui applique la transformation qui amène A, en A,, on obtient le polyèdre fondamental de centre A.
Tout point du domaine (1) fait donc partie du polyèdre de centre A, ou de l’un de ses transformés.
4. Supposons que les polyèdres de centres A, et À, se touchent : quelle est leur surface de séparation ? Tous les points de cette surface sont équidistants de A, et de A,. Si le point A, a pour coordonnées £,, EE one Ot Si, par la transformation qui amène A,en A,, ces quantités deviennent &, €, €, £ €, les points cherchés satisfont à l'équation
(27) norme (TiË59 + ZoËio + 23630 + Libso + L3Ë10 ) + norme (æiés +aË, +omiés +aik + )
—. NOrMe(Tiéss Loris AZI 0 PE Tiéog + Lycte)
+ norme(rië, +, +omst, +at, + sé, ).
Pour les points M plus voisins de A, que de A,, le premier membre est plus petit que le second, comme le montre immédiatement la considération des valeurs de = pour les variétés de centres A, et À, qui passent par M.
Si l’on admet que £,, 8, £,, &,, £; représentent successivement les coordonnées des divers transformés de A,, de sorte que
Es Ë5o + Eros + Cao + É2oËs JE 2 Ë3Es0
garde une valeur constante, le problème de trouver à quel polyèdre appartient M revient donc à trouver le minimum de l’expression
(28) norme (T1 Ë50 + Laëso + 2L3Ë30 + TiË20 + LsË10)
+ norme (ZiËs + ob, +23 + Zibs + as ).
5. Ce que nous venons de faire pour le domaine (1) peut se répéter pour le domaine (1°). D'ailleurs, on peut prendre le centre du polyèdre indifféremment dans (1) ou dans (1°): car une variété qui à pour
centre un point a aussi pour centre le point imaginaire conjugué.
6. Pour le domaine (II) et pour les autres domaines, il n’est pas
évident que le groupe soit encore discontinu pour certains points. G. 13
Même s’il l’est, il n’est pas certain qu’un de ces points soit plus rapproché de l’un des points A,, A,, A:, ..…, À,, ... que des autres. Mais, si cela arrive, notre procédé permet de prolonger le polyèdre fondamental dans le domaine (11) et les autres domaines.
Pour les domaines (IL), (HE) et (IV), on dira qu'un point est plus près de A, que de A, si, pour ce point, le premier membre de l’équation (27) est plus petit que l’autre.
Un point d’un de ces domaines pourra ne faire parte d'aucun polyèdre : cela arrivera si l'expression (28) n’a pas de minimum.
Un point peut aussi faire partie d’une infinité de polyèdres st l’expression (28) atteint une infinité de fois son minimum.
7. Le polyèdre fondamental est limité par des faces dont l'équation est de la forme (27). Ce polyèdre est convexe, c’est-à-dire situé d’un même côté d’une de ses faces prolongée indéfiniment.
Ces faces se coupent deux à deux suivant des arêtes, qui sont des variétés à quatre dimensions.
8. Supposons ces faces en nombre fini. On démontre, comme pour les groupes fuchsiens et hyperabéliens, que ces faces se distribuent en paires de faces transformées l’une de l’autre par une transformation du groupe.
Considérons maintenant les arêtes du polyèdre fondamental; on peut les répartir en cycles, comme pour les groupes cités. Pour cela, on prend une face F, et une arête À, de cette face; en traversant cette face, on entre dans un autre polyèdre : une transformation T, du groupe ramène dans le polyèdre fondamental et transforme F, dans la face conjuguée F',et A, dans A,; A, sépare F' d’une face F,; on recommence sur F, et A, ce qu'on a fait sur F, et A,, ce qui introduit une transformation T,, et ainsi de suite. Le nombre d’arêtes qu’on trouvera est fini, car il y en a un nombre fini dans le polyèdre. On sera arrêté quand une opération de plus redonnerait l’arête initiale, ou bien quand on sera arrivé à une arête adjacente à une région de la
surface GG'2HI3€2—=10
faisant partie de la frontière du polyèdre fondamental.
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Supposons qu’on retombe sur l’arête initiale A, ; soientT,,T,,.….,T, les transformations introduites; alors T,, T,, ..…, T, transforme cette arête en elle-même. Supposons que A, ne soit pas tout entière sur la
surface GG'— F2 0;
alors une certaine puissance de T,T, ...T, est la trans formation unité. En effet, soient C, le centre du: polyèdre fondamental et C; son transformé par (T,T,...T,). Soit P un point de A,, non situé sur GG — %*— o; soit £ la variété de centre P passant par C,; les points C,, GC, .…., C; sont tous situés sur 2; leur nombre est donc fini, ce qui démontre la proposition.
Le polyèdre dont on est parti étant fondamental, aucun des polyèdres Hausionnes parties substitutions 2 CL, T;-:.T,) AT TL 1-7, ne doit empiéter sur lui; c’est une condition à laquelle satisfait le cycle.
S1 cette condition est remplie pour tous les cycles, le polyèdre est le polyèdre fondamental d’un groupe discontinu. Les transformations fondamentales du groupe sont T,, T,, .…, T, et les transformations analogues des autres cycles.
CHAPITRE IV
POLYÈDRE FONDAMENTAL DU GROUPE DES PUISSANCES D'UNE TRANSFORMATION (T).
4. Nous nous proposons d'appliquer au groupe formé par les puissances d’une transformation (T) la méthode exposée dans le Chapitre précédent pour former le polyèdre fondamental. Nous pouvons au préalable supposer que, par une transformation (T) convenable appliquée à l’espace à six dimensions, on à mis la substitution génératrice du groupe sous une des formes canoniques. Les résultats différeront suivant la forme canonique que l’on considérera.
9, Premier type. — Ayant mis la transformation sous la forme cano-
nique (7) (Chap. I), nous prendrons d’abord comme centre du premier polyèdre fondamental le point
dont le transformé par la puissance — 7 de la transformation à pour coordonnées homogènes
PRE nel CRE nn pt | CNE 5 D ff , .
(CDN ET PA EE Co LEURS 63 — 0; UT 3 Es ls V4
l'expression (28) (Chap. IT) devient alors, en la divisant par deux,
21 »21 .2/2 ,2N 2 nel .2/2 ,91 (2) RTS Lie + le TS Le dagie Di Di Dilis PRE
— Lil 59 — L10 3 — Lo C0 — Log Li
Nous voulons que son minimum ait lieu pour n — 0. Il est nécessaire pour cela qu’on ait
(7? 7 — 1) titi + (T5 13 —1) Loto + (TT TÉ —1) Zlio + 2 273
( — 1) Le Lao + (73° TE? — 1) Lido + (7:
Ces conditions sont aussi suffisantes : elles définissent le polyèdre fondamental, qui a ici deux faces. Pour le démontrer, il nous suffit d'établir qu'on aura, quel que soit n, sous les conditions (3),
(4) (TT 1) Lai rao (Ua )ri Tee TI ET me Era ri 1:75 0.
Or, posons QI AE ri rs = et loger log r?r? loger er ee Pa erereo Ori TE OS TATe OST
Le premier membre de l'inégalité (4) devient (5) (Y — 1) Titi + (9 — 1) Loto + (PP — 1) di0 + (NY — 1) Ti Tso.
Ceci suppose, ce qui est toujours permis, que r°r;, n’est pas égal à un. Supposons que les valeurs absolues de r,, r.,, r;, r, soient toutes distinctes et que
(6) | lille lerirlaltet
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Ces inégalités entraînent celles-ci :
Po ae:
L'expression (5) présente donc deux variations, au sens qu'on donne à ce mot dans le théorème de Descartes, qui, on le sait, s'applique même si les exposants sont irrationnels. Si y est considéré comme une variable continue, l'expression (5) admet done zéro ou deux racines positives. Or, elle admet la racine y = 1. Donc elle admet une autre racine positive. Le premier membre de l'inégalité (4) est donc nul si l’on y remplace x par zéro ou par une autre valeur, qui n’est pas forcément entière ; cette autre valeur est nécessairement comprise entre moins un et plus un, à cause des inégalités (3). Donc l'inégalité (4) est remplie pour toute valeur entière de n.
On peut se demander si ce raisonnement ne tombe pas en défaut pOur &,— %, = 0, OU pour æ,— +; — 0 : l'expression (5) ne présente alors qu'une variation; mais, pour ces points, les inégalités (3) sont impossibles.
Supposons maintenant qu’on ait
(7) Di lie, Ta 74, AT
Alors « et 5 sont nuls, y est négatif. L'expression (5) a encore deux variations, et l’on peut reprendre le raisonnement précédent : on arrive à la même conclusion, sauf que, pour x, = x;=— o, l’expression (2) est constante.
3. Y'a-t-il des points qui n’appartiennent à aucun polyèdre, ou qui appartiennent à tous les polyèdres transformés du précédent, ou du moins à une infinité d’entre eux ? Ce que nous venons de voir prouve qu'un point ne peut certainement pas appartenir à plus de deux polyèdres, sauf dans le cas des relations (7).
Pour qu’un point n’appartienne à aucun polyèdre, il faut et il suffit que l'expression (2) n'ait pas de minimum. Or, cette expression tend vers + quand z tend vers +=, à moins qu’on n'aitx,=x,=0 [en supposant remplies les conditions (6)]; elle tend vers + quand n.tend vers =%, à moins qu'on n'ait æ, = &;— 0. Donc, si l’on n’a pas ii =%;—=0 OÙ TP —=T;—0, elle présente un minimum, et le
point correspondant appartient à un polyèdre. Mais si
LT
cette expression, qui est toujours positive, tend vers zéro quand 7 tend vers + æ : elle n’a done pas de minimum; ces points ne font done partie d'aucun polyèdre. De même les points de la variété
Lo = L3— 0
ne font partie d'aucun polyèdre. Ces deux variétés à deux dimensions contiennent à elles deux les quatre points doubles, et sont situées dans les domaines (TITI), (HI) et (IV).
Si l’on se place dans le cas où les conditions (7) sont remplies, les points qui ne sont dans aucun polyèdre sont ceux des deux variétés à quatre dimensions
=) Di =10,
situées dans les domaines (11), (HT), (IT) et (IV). Les points æ, =; = 0 font partie de tous les polyèdres.
4. Supposons qu’on prenne, comme centre du premier polyèdre, un autre point que g = g'—1, h — 0. Nous ne pouvons plus affirmer que le polyèdre fondamental a encore deux faces seulement, mais nous pouvons démontrer que les points qui ne font partie d’aucun polyèdre sont les mêmes que précédemment, sauf dans le cas des condi-
tions (7).
L'expression (28) (Chap. IL) devient en effet ici
(8) norme (7 r3 di Ëso + 7273 Dao + 2% Ës0 + PAT MË2o + l'a 4 DsË10) amorme (ri ré enr Bebe absent rie un EE Plaçons-nous d’abord dans le cas des inégalités (6). Cette expression
tend vers + + avec n, sauf peut-être si Ti —0;
même dans ce cas, on a la même conclusion, à moins que
Ll,— Où
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De même, quand x tend vers — +, cette expression tend vers + sauf si LOT 0;
I n’y a donc pas d’autres points en dehors de tous les polyèdres que ceux que nous avons déjà trouvés; ceux-ci ne font d’ailleurs partie d'aucun polyèdre, car, pour æ,=x,—=o, ce qui entraîne æ,—=0, l'expression (8) tend vers zéro quand » tend vers +; de même, pour æ, = +, = %,=— 0, elle tend vers zéro quand n tend vers — +.
Dans le cas des conditions (7), les points qui ne font partie d'aucun polyèdre, ou qui font partie d’une infinité de polyèdres, sont, comme précédemment, parmi les points des variétés
Ti —= O, Ty — O.
Mais 1l peut y avoir de ces points pour lesquels l'expression (8) ait encore un minimum. Par exemple, si æ,= 0, cette expression reste finie quand » tend vers +; mais l'expression (8) devient alors
dritr ist t1Eto + r37% [2(TsTs6 + Lio ds) (E1Ë30 + ÉtoËs) + (1) (De Lso + Lao Ts) (1610 + ÉtoËx) + (— 1) (mis + Dio ds) (Er Ë20 + É10Ës) | + norme[(—1}"(Z2Ër0 + TiËo) + 2T3Ë30]
+ normef(—i1)"(aré + dis ) Faits |.
Nous voyons que cette expression a une limite quand » tend vers + par valeurs paires et une autre limite quand n tend vers + œ par valeurs impaires. Pour que les points appartiennent à une infinité de polyèdres, 1l est nécessaire et suffisant que cette expression devienne une infinité de fois égale à sa plus petite limite, et ne tombe pas audessous : on retrouve ainsi les points æ,=æx;—0, comme pour le centre g—g'—1, h—o. Les points qui n’appartiennent à aucun polyèdre sont ceux pour lesquels cette expression reste toujours superieure à sa plus petite limite. Si cette plus petite limite est celle qui correspond à n pair, il est nécessaire que, pour » pair, le terme en r”r* soit positif; de plus, pour x impair, l'expression ne doit jamais tomber au-dessous de sa plus petite limite. Quoi qu'il en soit,
les points des deux variétés ;
L1= Lz —= Ly— O0, Lo — L3— sy —0O ne font, dans ce cas encore, partie d'aucun polyèdre, sauf si l’on a aussi æ, — +, — o. Les points &,— x,=— 0 font partie d'une infinité de polyèdres; mais, dans le cas général où les deux limites de l’expression (8) sont différentes, ils ne font partie que des polyèdres correspondant à » pair, ou que des polyèdres correspondant à 7 impair.
5. Deuxième type. — Prenons d'abord comme centre du polyèdre le point g—g'=1, h—0, la transformation étant mise sous la forme
canonique. Pour la puissance — 7x de la transformation, l’expression (28) (Chap. IT) devient
4 : ; . ,2n ei 1 di Li0 + PE Do Log + TT Lalio + T5 Li T0 — Li Lo 7 10 C5 — Le Lio — Lao Le
Nous voulons qu’elle soit minimum pour 7 = 0; il est nécessaire et suffisant pour cela que l’on ait
Cr —1)titio + (75 —1) Tito + (7 —1)Gidio tk (r$ —1)%5%502 0,
Cr — 1) di Di0 + (73? — 1) De Lo + (757 — 1) Mi io + (73? — 1) L3 435020; cela se démontre comme pour le type précédent; ces inégalités définissent le polyèdre fondamental.
Les points qui ne sont intérieurs à aucun polyèdre sont les points des deux variétés
ces points ne font non plus partie du contour d'aucun polyèdre.
Si l’on prend comme centre du polyèdre fondamental un point quelconque, l'expression (28) (Chap. IT) contient l'angle © : le nombre de faces du polyèdre fondamental n’est peut-être plus de deux. On trouve que les points des deux variétés que nous venons de trouver ne font encore partie d'aucun polyèdre; aucun autre point ne jouit de la même propriété.
6. Troisième type, et autres transformations ayant un point double dans le domaine (1). — Les groupes engendrés par ces transformations
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ne sont discontinus que s’ils sont finis. Il y a donc, dans ce cas, un nombre fini de polyèdres fondamentaux qui remplissent tout l’espace.
Quatrième type. — Prenons encore comme centre le point
g—=g=1, h—=o; pour la puissance —n de la transformation, “expression (28) (Chap. IT) devient
Dit fi TL Lio + Da Log + Lilo + Ds so — Li Ds — Li L5 — La Lio — Log La
On voit, comme dans les cas précédents, que le polvèdre fondamental est défini par les inégalités
Cr —1)mimiot (rt —1)%5%5020,
CPE) Ditio (rt 1)æ3M502 0.
Les points des deux variétés
Lie==10; Ds — 0
ne font partie d'aucun polyèdre : 1l y a exception pour l'intersection de ces variétés; aucun point ne fait partie d’une infinité de polyèdres, en dehors de l'intersection
des deux variétés précédentes, qui fait partie de tous les polyèdres.
Si le centre n'est pas g = g'=1,h— 0, on trouve que les points qui ne font partie d'aucun polyèdre, ou qui font partie d’une infinité, sont encore sur les deux variétés précédentes; mais 1l n’est pas sûr que tous les points de ces deux variétés satisfassent à cette condition.
8. Cinquième type, première forme. — Si l’on met le centre eng=g—=ti, h—0o, on trouve que l'expression (28) (Chap. IT) est, pour la puissance — x de la transformation,
FD EE 10 Dada de Patio TR ES De = Li Pro ip Le — La lhot=— Log due Le polyèdre fondamental est donc défini par les inégalités
(Tr —1) Zi Tio + (re — 1) 5 F502 0; He
(rt — 1) mi do + (73 — 1) 3 L502 0.
Les points qui ne font partie d'aucun polyèdre sont tous les points des
deux variétés Li 0) De 0,
sauf ceux de leur intersection, qui font partie de tous les polyèdres. Pour un centre quelconque, l'expression (28) (Chap. IN) devient
vorme (7° ZiË50 + Libro + 23630 + LË20 + re) + norme(r!"aiËs + æebs, + 2% Hat: + rit ).
Les points qui ne font partie d'aucun polyèdre sont, d’une part, les points satisfaisant aux conditions = 0; CAMES + DEAN Gt ENT ) + soë1 (Lo Ëi0 + 2L3E30 + 3620) + Lib (Labo + 2T30Ë30 + Liobro) + Lio (LaËs + 203Es + Tir )20;
d’autre part, les points satisfaisant aux conditions
Ts — 0,
Ta850 (T1064 + 2%306s + Lioës ) + Lioës (Labo + 2 M3 E30 + Li Ë20) + Lib (Too bio + 230630 + TioÉo0) + LioËso( Labs + 2%3Ës + Libs )=0;
il n’y a d'exception que pour les points de la variété
Li = Ty — O,
qui font partie de tous les polyèdres.
9. Cinquième type, deuxième forme. — Prenons un centre quelconque, et cherchons les points qui n’appartiennent à aucun polyèdre, ou qui appartiennent à une infinité. La fonction qui ne doit pas avoir de minimum est
norme 7?" Ës0 + (Lot 2nt;— n2s)E0 + 2(%3 — RL )Es0 + Libro + TUæsEo]
+ norme[r?#æié + (Lo + anx;— nr), +o2(x;— nr;)Es + Libe des 1j
On voit que, si |r,| > 71, cette fonction tend vers + quand » tend
vers + , sauf si Li —= Li, — T3 — 0j
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de même elle tend vers + quand x tend vers — +, sauf si
Lys = Lr = L3 = 0.
Les points cherchés sont donc sur l’une ou sur l’autre de ces variétés. On reconnaît que ce sont, d'une part, les points satisfaisant aux conditions
Li — L,— L3—0, (L2L 50 + Laos) (Ë1Ëto + Éto Ex) 2 ©
et, d'autre part, les points satisfaisant aux conditions
Ty — Li, T3 —O, (T1 Tao + Lio Le) (Ex Ëso + ÉsoËs) 2 0.
Parmi ces points, un seul fait partie d’une infinité de polyèdres : c’est le point &,= x,=x,= x;,— 0, qui estun point double de la transformation, et qui fait partie de tous les polyèdres.
10. Sixième type, troisième forme. — Cherchons encore les points qui ne font partie d'aucun polyèdre, ou qui font partie d’une infinité. L'expression (28) (Chap. IT) est ici
norme[(zx, cos ng — 24;sinnocosno —nx,;—x;sin?n0)Es +(— AL + di + nt, + n%%s)Er, + (Zi SIN COS NY + T3 COS2N + 3 SIN COS RD )E30 + Li Ëa0 + (— sin no —2x;sinnç Cosnp+nx,+ xs; COS no®)Ë:6] + norme[(æ; cos?n@—2x;,sinnocosno —næx,— æx;sin?no@)é; +(—nr+a+n'r,+nas)t + (TZ; SiINnGCOSRE + T3 COS2N0 + T3 SiINnn COSNP)E; + Lib + (—2,sin?ro —27,sinno Cosnp + nr, + Z; COS np)E].
Si l’on n’a pas à la fois x, —0, &, —x;,, cette fonction de » tend vers + > quand x augmente indéfiniment par valeurs positives ou négatives; par suite, elle a alors un minimum atteint un nombre fini de fois. Les points cherchés sont donc sur la variété
l'y — O, Ti —= Ls.
Pour ces points, l'expression précédente se réduit à un polynome
en sinzo etcosn®; remplaçons-y 29 par 0: on a une fonction qui est minimum pour une certaine valeur 0, de 0; ou bien 0, est de la
forme no +247, n et # étant entiers, ou bien 0, n’est pas de cette forme. Dans le premier cas, si © est incommensurable avec 7, le point n'appartient qu’à un polyèdre; si © est commensurable avec +, le point appartient à une infinité de polyèdres, correspondant à des valeurs de x» en progression arithmétique. Dans le deuxième cas, le point n'appartient à aucun polyèdre si ® est incommensurable avec 7, et à une infinité si © est commensurable avec r.
11. Sepième type, première forme. — Nous pourrions donner, comme nous l'avons fait pour le premier type, le polyèdre fondamental correspondant au centre g = g'=t, h=—o : le calcul et les résultats sont les mêmes.
Cherchons les points qui n’appartiennent à aucun polyèdre, ou qui appartiennent à une infinité, le centre étant quelconque. L’expression (28) (Chap. III) devient, en faisant æ, —1,
norme (7% Z1Ë50 + l'? debro + 223b30 + 1 LiË20 + TA Ts 10)
+norme(rtmiËs + ri dily +2 As3Es + TR ils HT ds Je
Le coefficient de r°?" est
norme (Z1Ë50 + L2Ës0) + NOrMe(TiËs + LoËr),
RS
et celui der" e
norme (2, Ë20 + Æ5Ë10) + norme(æ,Ë, + æsË).
Pour les points cherchés, l’un ou l’autre de ces coefficients doit être
nul. Prenons celui de 7°", nous trouvons
Ne ee L1Ë50 + LoËro = 0,
TiËs + Toë, = 0;
mais, le centre appartenant au domaine (1), 8,6, — 6,,Ë, ne peut pas être nul; car la transformation
SMS TC (CN lo
© Cal OMC eh, @r _——,
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montrerait que, dans le cas contraire, Ë,6,,— £,,Ë,, c'est-à-dire la partie imaginaire de g’, pourrait s’annuler dans le domaine (1), ce qui est absurde. Donc
Ë Li —= Lo — O,
et par suite æ, est nul aussi. La nullité du coefficient de r°" entraine de même La — Li — Li=—=107
On voit immédiatement que tous ces points sont en dehors de tous les polyèdres. Ce sont les points doubles de la transformation.
12. Sepuëème type, deuxième forme. — Cherchons encore les points qui n’appartiennent à aucun polyèdre, ou qui appartiennent à une infinité. L'expression (28) (Chap. ID) est ici, en faisant r, = 1,
norme{r#æiËs+(—nrlæi+rits)Ei + 2@3630 + 7 mit + (art æ,+ réæs)Eo]
+normel[r#riés +(—nr'mtria)t, +amst +r'aE+(nrtæ,+rtæs)E |.
Cette fonction de nr tend vers + æ avec n, à moins que l’on n'ait à la fois | = TT 0 Ne =D:
elle tend vers + quand 7 tend vers — , à moins que l’on n'ait
De Di Li — 0:
On voit immédiatement que les points de ces deux variétés n’appartiennent à aucun polyèdre.
13. Huitième type, deuxième forme. — Posons-nous la même question que pour la forme précédente. L'expression (28) (Chap. I) est ici, en faisant encore r,—=1,
norme[(æ,cosno— xr,;sinn®)éso + (— nai COSAP + LT COSNE + nr, Sinno + r;SiNnnop)E + 2%3Ë30 + (Li SiNnE +, COS RP )Ëso +(ndsinno —x,sinnp+nx,CoOSno + æ;COSnE)E] + norme[(x,cosno—x,sinnœ)és + (— ni COSAY + TL, COSNY +nx,Sinnp + z;sinnp}E, +otil; + (x sinnp+x,cosnop)é:
+ (na Sinno — x, Sinnp+ nt, COSnE + x; COsnp)E |.
On reconnait immédiatement que, si l’on n’a pas à la fois pour une certaine valeur de 0
(— 21 cos0 + x, sin0)E,0+ (x Sin0 + æ, COS0)Ës0 — 0,
(— æ, cos 0 + x, sin0)E, + (x, sin0 + x, cos0)E, — 0,
la fonction de x précédente à un terme en #2? multiplié par une fonction de 2 qui reste supérieure à un minimum positif; donc cette fonction de x tend vers + quand nr tend vers +, et par suite elle a un minimum atteint un nombre fini de fois. Pour les points que nous cherchons, les deux équations précédentes en 0 doivent donc être compatibles; or, elles entrainent les équations
= Zn COS OX, Sin — 0,
æ Sin0 + x, COSO — 0; par suite, on aura Tri Ci 0!
Pour ces points notre fonction de x se réduit à
norme[(æ, cosno + æ;sinno)é, + (— 2 Sinno + x,cosn®)Eo] + norme[(æx, cos no + æ;sinno)é, +(—xsinnp + x; cosno)E, ].
C’est un polynome homogène et du second degré en cosno® et sinno. Si o est commensurable avec z, tous ces points appartiendront à une infinité de polyèdres. Si est incommensurable avec +, deux cas pourront se présenter; remplaçons n2œ par 0 : on a une fonction de 6 qui est minimum pour une certaine valeur 0, de 0, définie à un multiple près de +; ou bien il y aura des entiers » et Ætels que
0, —=nœ+ kr,
ou bien il n'y en aura pas; dans le premier cas, le point appartiendra à un polyèdre et à un seul; dans le second, il n’appartiendra à aucun.
14. Neuvième lype. — On peut encore se poser la même question pour ce type, et la résoudre par le même procédé. Pour la deuxième forme de ce type, les points doubles font partie de
tous les polyèdres; aucun autre point n’est dans le même cas, ni ne fait partie d'aucun polyèdre.
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Pour la troisième forme, on n’a pas d’autres points que ceux de la variété Li — O, La — L,,
ces points peuvent soit appartenir à tous les polyèdres (le point double est toujours dans ce cas), soit appartenir aux polyèdres correspondant aux valeurs paires de 7, ou à ceux qui correspondent aux valeurs impaires de nr. Pourtant, si £,— 0, tous ces points appartiennent à tous les polyèdres.
Pour la quatrième forme, on n’a pas d’autres points que ceux de la variété
LE 10; Lo LC, ;
en particulier, le point double appartient à tous les polyèdres; les autres points peuvent présenter les mêmes particularités que pour la forme précédente.
15. Dixième type. — On peut résumer ainsi les résultats concernant les formes de ce type autres que la première : aucun point ne fait partie d’aucun polyèdre: les points doubles font partie de tous les polyèdres; les autres points font partie d’un nombre fini de polyèdres (un, en général).
CHAPITRE V
FONCTIONS DE 2, A, g’ INVARIANTES PAR UN GROUPE DISCONTINU | DE TRANSFORMATIONS (T).
1. Considérons la fonction de 9, À, g' (1) U—@g+oah+a,g + a(sg — h), OÙ Li, Los Ass Ls &3 Sont des nombres complexes liés par la relation
Li Xs—+ Hay, + A$ = O,
de sorte que ces cinq coefficients peuvent être considérés comme les coordonnées homogènes d’un point de l’espace à six dimensions Considérons d'autre part la substitution (S) dont les coefficients
sont PCT Ci ir
| On Os «3 0;
(2) ; CICR CCS Cr
Fe d, d, d
appliquons à g, X, g'la transformation inverse de la transformation (T) qui correspond à cette substitution; que devient la fonction (1)? Elle devient une fraction rationnelle, dont le dénominateur est
(3) (ab); — (ab},33 +2(ab);3h + (ab),,8'+ (ab}:,(58 — k?), et dont le numérateur est (4) Bi B:2 robin Æ$,2p$;(seur?),
B,, B2, 8, 8,, 6, étant les coordonnées homogènes du point transformé de &,,@,, œ,, &,, «,; par la transformation (T) correspondant au tableau
Prenons en particulier la fonction Sri On a ici
CHE CE Us — ds = 0:
ce sont les coordonnées d’un point du domaine (HT). Alors 6,, B,, 8, B,, 8; seront ici les coordonnées d’un point du domaine (IN); ce point pourra être quelconque si la transformation (2) est convenablement choisie. Or, la fonction g +7 ne peut devenir ni nulle ni infinie dans le domaine (1); il en est de mème de la fonction (4). Donc, st &,, æ, %3 %, &, est un point du domaine (Xl), la fonction (1) ne peut devenir rx nulle ni infinie dans le domaine (1).
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Considérons la transformation birationnelle
Supposons que (g, », g') soit un point du domaine (I). Alors les coefficients de z dans g, dans g'et dans g + g’+ 2h sont positifs ou nuls. Donc +, y et z sont inférieurs à un en valeur absolue. Si, dans un espace à six dimensions, un point a pour coordonnées les nombres complexes x, y et z, un domaine (D) de cet espace entièrement situé à distance finie correspond au domaine (1).
4. Donnons-nous une transformation (T) quelconque; soient X, Y,Z les transformés de æ, y, z par cette transformation. Formons le déterminant fonctionnel
D'EXAT:2)
D(, Pi 2) Si G, H, G’sont les transformés de g, , g', ce déterminant fonctionnel a pour expression
DORA) DOC ZOSD QG HIGOUD 2 220)
(7) Dé 6 2) DIGG) NX DCS. 2, FN D 1) D(G, H, G) Or, nous avons déjà calculé D (Chap. [, S IL, 6) :"c'est une fonction qui ne peut devenir ni nulle ni infinie dans le domaine (1). Calculons maintenant Deer nous trouvons DRM
na). — 2 (8) D(z, D (g+i)(g'+i)(g+g'+2h+i) ce déterminant ne devient non plus nt nul nv infini dans le domaine (1). Org+i,g +i,g+g +2h+1sonttrois fonctions de la forme (1), Au DOC Z) (a, de, œ3, &, &) étant un point du domaine (HIT). Donc D(G HG) ne devient non plus ni nul niinfini dans le domaine (1).
Si l’on considère une région R intérieure au domaine (1), la frontière de la région R étant aussi intérieure à ce domaine, la valeur absolue du déterminant fonctionnel précédent restera, dans cette région, comprise entre deux nombres positifs fixes.
Donc ne devient nt nul ni infini dans le domaine (1).
5. Démontrons maintenant que le rapport des valeurs absolues de ce déterminant en deux points de la région R reste compris entre deux nombres positifs indépendants des deux points choisis et de la substitution (S) considéree.
La formule (7) met ce déterminant sous la forme d’un produit de trois facteurs. Il suffit de démontrer que le rapport des valeurs absolues de chacun de ces facteurs en deux points de la région R reste
compris entre deux nombres positifs fixes.
Pour le troisième facteur, DE) il n’y a pas besoin de nou- ) Je
velle démonstration.
Prenons maintenant le second facteur
DICO D(g, 2%, g') [(abhis—(abhssg + 2(abhish + (ab), 3 + (ab), (88 — #2) F
Soient (g,, 2,, 9) et(g2, 2, g,) deux points de la région R. Posons
(ab);2 = ©, (ab )»3— ©», (abh;3= 3, (ab), = @&, (abha = «5;
nous aurons dr As + ay + Ai — O,
Nous avons à considérer la fonction
[A U — tn +24 +og: + ag
ÿ e] 1 Li — Lo Sy + 203 lo + CA + ds (La Lo — hi)
Or x, «,, a; eta; ne peuvent être nuls ensemble; nous distinguerons quatre cas, suivant que la plus grande des valeurs absolues de ces quatre nombres sera |@,|, |æ,|, |[x,| ou |[«;|. Supposons d’abord
que ce soit |«,|; nous avons alors une fonction continue de neuf
LC Ce Cr ; > —; a, peut en effet se tirer de
variables Den the (®) 01? 02 AO, a ©
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la formule
Ces neuf variables restent dans une région bornée, et la fonction ne peut devenir ni nulle ni infinie : sa valeur absolue reste donc comprise entre deux nombres positifs fixes. On peut répéter la même démonstration dans chacun des trois autres cas ; ainsi ce second facteur reste, en valeur absolue, compris entre deux nombres positifs fixes.
On peut faire une démonstration analogue pour le rapport des valeurs absolues de G +7, ou de G'+ 7, ou de G+G+2H+:en deux points de la région R. Et comme
D'EXNAT NZ) 2
le rapport des valeurs absolues de ce facteur en deux points de la
région R reste compris entre deux nombres positifs fixes. DÉC 72)
est donc D(x, y,2)
La propriété énoncée pour le déterminant
exacte.
6. Considérons un groupe discontinu de transformations (T), c’està-dire un groupe discontinu dans le domaine (1); soient T,, T,, ..., T,, .… les transformations de ce groupe. Soit (æ,, Y», 31) le point transformé de (æ, y, =) par la transformation T,..
Considérons la série
(9) y ses Yn nm),
_ DZ Eye) où # est un entier au moins égal à deux. Cette série est absolument convergente pour tout point du domaine (1); de plus, la convergence est uniforme dans une région R intérieure à ce domaine.
Soit, en effet, À un point de ce domaine. Il peut y avoir p transformés de A qui soient confondus avec A; en général, p = 1. Traçons une variété invariante de centre A, à coefficients réels (Chap. IP), et choisie de telle façon qu'elle soit tout entière extérieure à toutes ses variétés transformées par le groupe différentes d'elle-même; soient S
cette variété, S, sa transformée par T,. Posons
. ! 3 " D TC Li Lol = al [4 ! 72 YF +iY,;, JYn—=Yn TFlVns a z" RE TILES =" DS TS, ORESRE ECE RUE
considérons l'intégrale
(10) AR dzx' dx" dy' dy" dz' dz”
étendue à l’intérieur de S,, du moins à la portion de cet intérieur qui est dans le domaine (1). Cette intégrale est égale à
[SSSR tee 2e 20 la da a dt ele" dat - CR ER A
étendue à la portion de l’intérieur de S qui est dans le domaine (1). Or
QE
D(x æ?, DRE Jns Yns ARR g; 4 DE Vn) 2) 7 DÉS EE D UDC EE)
Mais, tant que le point (x, y, z) reste dans $, nous savons que
D(æ», JR; Zn)
> k D(z;;, Yn) Zn) DE:
DORE
Æ étant un nombre positif indépendant de ». Or, la série des intégrales (10) étendues aux variétés S, successives est convergente, puisque la somme d'un nombre quelconque de termes est inférieure au produit par p de la même intégrale étendue au domaine (D) qui correspond au domaine (1) dans l’espace où les coordonnées sont x, y et3. Donc, pour le point A, la série
> en) D( (2 Vns 2») É Dé) est convergente.
Le théorème sur le rapport des valeurs du déterminant De
en deux points d’une région R intérieure au domaine (1) montre que cette série est ne no convergente dans toute région R intérieure au domaine (1).
1 suit de là que la proposition énoncée sur la série (9) est exacte.
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7. Soit R(x, y, z) une fonction rationnelle n'ayant aucun point singulier dans (D) ni sur sa frontière : la valeur absolue de cette fonction est bornée dans (D), c’est-à-dire dans le domaine (1) quand on revient à g, k, g’. La série
D(æ,; } + ) 13 R 7 De Zn (2 ny I > (13) D RG [ Gene (22) ; n=1 est uniformément convergente dans toute la région intérieure au domaine (D); sa somme est donc une fonction holomorphe de x, y, = dans le domaine (D), ou de g, 2, g’ dans le domaine (1). Nous la désignerons par O(g, À, g'): n—=+ D( \ k OA Lie \ A Tny Vns Zn L (14) (8: À, 8) R(Zn J'ns TE PH 42) REA Soit (gns Ans g,) le point transformé de (g, k, g') par la transformation T,. Nous aurons
é D nm) ns Sn me Le O(8n lin, En) = O(£; h, se)
DC y)
Des considérations toutes pareilles à celles que M. Picard à employées pour les fonctions hyperfuchsiennes et hyperabéliennes permettent de voir que, si Æ est assez grand, la fonction @ n’est pas identiquement nulle.
8. Le‘quotient de deux fonctions @ correspondant au même entier Æ fournira une fonction invariante par les transformations du groupe discontinu considéré et se comportant dans le domaine (1) comme une fonction rationnelle. Des considérations du même genre qu'il y a un instant démontrent qu’on peut toujours s'arranger pour que cette fonction ne soit pas constante.
9. Les termes de la série (13) ne peuvent pas devenir infinis dans le domaine (D mais ils peuvent devenir infinis en dehors de ce domaine.
CT Ven)
ce domaine.
Le facteur , en particulier, a des singularités en dehors de
Soit P un point situé en dehors du domaine (1); nous supposerons que le groupe est tel qu’on puisse enfermer P dans une région R assez D(ZnsYns 3n)
D(x, 7,2) cette région soient en nombre fini. Nous allons voir que la série (9) est absolument et uniformément convergente dans toute région intérieure à la région R, abstraction faite des termes qui ont des singularités dans cette région.
Tout d’abord, nous pouvons remarquer que les termes qui ont des singularités dans la région R étant en nombre fini, leur somme est une es rationnelle.
Passons aux autres termes. Soient X, Y,Z les transformés de +, y, z par une transformation (T) quelconque : je suppose les coefficients à,, D(X, LE Z) Dir») l’intérieur de R, mais puisse en avoir sur la frontière : l’ensemble des valeurs possibles de &,, &,, ..., d, est un ensemble fermé. Soit alors A un point quelconque du domaine (1); le rapport
DIX Y:7) Le 2 |
D(X, Y,2) s Re J'; 2.
petite pour que les quantités. qui ont des singularités dans
&2, .…, d, choisis de manière que n'ait pas de singularité à
qui ne peut devenir infini, reste inférieur à un nombre fixe M. On peut même remplacer le point P par un point P’ variable dans une région intérieure à R : la conclusion subsiste. Donc, en particulier,
DIE: Yn 3,) D(x, y, 2)
<M Lny Vns Zn) D(zx, JE 3)
Fe
la série (9) est donc absolument et uniformément convergente pour les points P’.
10. On peut alors choisir la fonction rationnelle R(æ,y, =), de manière que le nombre des valeurs de » pour lesquelles la fonction R(x,,7,, 5,) a des singularités dans une région suffisamment petite entourant le point P soit fini, et pour que, pour les autres valeurs de x, cette fonction reste, en valeur absolue, inférieure à un
TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES. 115
nombre fixe. Alors la série (13) est absolument et uniformément convergente dans une région suffisamment petite entourant le point P, abstraction faite des termes qui y deviennent infinis : la somme de cette série se comporte, dans cette région, comme une fonction rationnelle.
LL. Si la région qu’on vient de définir pénètre dans le domaine (D), la fonction 6(g, 2, g') est prolongeable analytiquement dans cette région et estuniforme tant que le point g, h, g' reste dans cette région et dans le domaine (1). On peut en dire autant du quotient de deux fonctions @ de cette sorte, qui est une fonction invariante par les substitutions du groupe : cette fonction invariante se comporte comme une fonction rationnelle dans tout le domaine ainsi défini.
Dans tous les cas les fonctions @ et Les fonctions invariantes que nous en avons déduites sont toujours uniformes dans le domaine (1), où les fonctions O(g, 2, 4°) sont holomorphes, et où les fonctions invariantes se comportent comme des fonctions rationnelles.
12. Dans tout ce que nous avons dit, nous n'avons pas parlé des points à l'infini. Soit f(g, À, 2’) une fonction des trois variables g, h, g'; quand dirons-nous qu’elle est régulière en un point à l’infini de coordonnées homogènes 0, #,,,,æ,, æ,? Soit T une transformation (T) amenant ce point à distance finie; soient G, H, G' les transformés de g, À, g', la fonction f(g, k, 2’) devient une fonction F(G, H, G'); nous dirons que la fonction f est régulière au point à l’infini considéré si la fonction F est régulière au point transformé de ce point à l'infini. De même, nous dirons que la fonction f a une singularité essentielle ou non essentielle en ce point à l'infini, suivant que F aura elle-même une singularité essentielle ou non essentielle au point correspondant. Il est clair que cette définition n’est pas contradictoire avec elle-même ; l'arbitraire laissé dans la transformation T n’influe pas sur le comportement de la fonction F au point transformé du point à l'infini donné.
Si le point à l’infini est tel que, dans une région ayant ce point à son intérieur, il n'y ait qu'un nombre fini de termes de la série (9) qui présentent des singularités, on pourra construire des fonctions 0
et des fonctions invariantes par le groupe qui se comportent dans cette région comme des fonctions rationnelles.
13. Comme première application, considérons le groupe des puissances d’une transformation du premier type. Nous pourrons supposer que cette transformation est de la forme canonique; nous supposerons
encore qu'on à DANSE N LE Er TR . Dire, 2) Cherchons la distribution des infinis des expressions Dee Au HOT lieu de prendre pour x, y et 3 les valeurs données plus haut, nous prendrons toutefois
G, H, G sont les transformés de g, k, 2’ par une transformation T telle que les expressions de x, y, : en fonction de g, k, g' aient toutes au dénominateur un terme constant et un terme en gg’— À? non nuls. Alors, on constate que les infinis s'accumulent seulement au voisinage des variétés æ, = 0 et x,=—0, en employant les coordonnées homogènes. On peut, en choisissant convenablement la fonction rationnelle R(x, y, 3), faire en sorte qu'il en soit de même pour ces infinis, et que la condition relative à la valeur absolue de cette fonction soit aussi remplie; il suffit de prendre, par exemple,
Pa, y) 5) Bag + 2Bsh + Big + Bs(gg —h)]
A —28g+20a3h +oagzg'+as(gg —h?)
RES De Ch —
la fonction P étant un polynome en x, y, z et le dénominateur étant une fonction de la forme (1), le point #,, &,, &3, &,, &, appartenant au domaine (HT), et «, et x, étant tous deux différents de zéro; B,,8,,B,, B,, 5, sont des nombres réels, satisfaisant à la condition
BB: + B2B:+ Bi—o
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et tels que la fonction
Bi — Big +2 +8,g'+B;(gg —h) CCS 2 Q3 R + ag + as(2g — h?)
est la transformée de
zu: Par une certaine transformation (T). On peut d'ailleurs prendre R d’une façon différente. Les fonctions O(g, k,g') ainsi obtenues n'auront pas d’autres singularités essentielles que les variétés æ, — 0 et æ,— 0; les fonctions invariantes non plus : ces fonctions seront uniformes partout où elles existent. Les variétés précédentes seront bien effectivement des singularités essentielles pour ces fonctions, par exemple si les fonctions R sont choisies de manière que les points où les fonctions @ du numérateur et du dénominateur deviennent infinis ne soient pas les mêmes.
Il importe de remarquer que ces singularités essentielles dépendent dans une certaine mesure de la façon d'opérer. Ainsi, si l’on avait pris pour æ, y et = les valeurs données par la formule (6), les points où les déterminants RE E deviennent infinis se seraient accumulés
LV) 2 ANG IDAGE US VAE 0,7, 08617, 0. Delméme,le choix de la fonction R(x, y, :) a une influence sur la position de ces singularités.
On remarque aussi que les singularités essentielles pénètrent nécessairement dans le polyèdre fondamental, puisque les points qui ne font partie d’aucun polyèdre sont les points de deux variétés à deux dimensions seulement.
14. Comme autre application, prenons le groupe des puissances d’une transformation du quatrième type, que nous mettrons sous la forme canonique. En prenant x, y et z comme dans l’exemple précédent, et en choisissant R(x,7y, =) convenablement, on constate que les singularités essentielles des fonctions @ et des fonctions invariantes sont encore les points des deux variétés
EE LS =I
Si l’on a pris pour centre du premier polyédre fondamental Le point
Ps LA 1 = 0
ces points ne font partie d'aucun polyèdre; il y a seulement exception pour les points de la variété
Li=—= TL; — 0;
qui font partie du contour de tous les polyèdres.
15. Nous venons de voir que, pour le groupe formé des puissances d'une transformation du premier type, les singularités essentielles ne sont pas les mêmes pour toutes nos fonctions Ô, ni par suite pour toutes Les fonctions invariantes que nous en déduisons. Supposons la transformation du premier type mise sous forme canonique, et plaçons-
nous dans le cas où Vera
Considérons une fonction f(g, k,g'), obtenue par n'importe quel moyen, et qui ne change pas quand on fait sur g, k, g' la transformation donnée : nous supposerons cette fonction uniforme dans le domaine (1), où elle se comporte de plus comme une fonction rationnelle. Nous allons voir qu'alors : ou bien tous les points de la variété
Hi 0
qui sont dans Le domaine (1H) sont des points singuliers de la fonction ; ou bien tous les points de la variété
Do 10
qui sont dans le domaine (III) sont des points singuliers de la fonction; ou bien la fonction prend la mème valeur en tous les points de ces deux variétés situés dans le domaine (HIT) et où elle est holomorphe.
Supposons en effet qu'il y ait à la fois, dans le domaine (HI), un point de chacune de ces variétés pour lequel la fonction soit holomorphe. Soient o, 6, £,, 6, 6, les coordonnées de celui qui est sur la variété æ, = 0; on peut supposer que £, n’est pas nul, car, si en un point la fonction est homolorphe, elle est holomorphe en tous les points voisins : nous prendrons donc £, = 1; les coordonnés du point seront done (0,6,, 6, 1, 6,). Pour le point de la variété æ, = x; — 0, ni Fe
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ni æ, ne sont nuls ; nous appellerons (À, 0, 0, 1, 0) ses coordonnées. Nous allons démontrer qu’en ces deux points la fonction prend la même valeur.
Soit € un nombre positif donné à l’avance ; nous allons faire voir qu’il existe un point de coordonnées (æ,,æ,, æ,, 1, æ,) du domaine (1) et un entier » tels qu’on ait les inégalités
(16) [til<e, |Zo— br <e, lt —Ë|<e, Its —Ë|<e,
et les inégalités
.2n n / æ TES 2 2 Des <QE, | A
Q7) ritai—A]l<e, <€;
DA
Tout d’abord, le point (0, 8, 6,, 1,6,) étant dans le domaine (I),
on à Ê + En + 263630 = 0; mais on a déjà
donc — (Es — E5) = 0;
donc £, et £, sont réels. De plus, le coefficient de # dans £, est positif : car, s’il était nul, le point serait réel; et s’il était négatif, on voit facilement que le point serait dans le domaine (Il). Pour la même raison, le coefficient de z dans À est négatif.
Or, si les inégalités (16) sont satisfaites, il existe un entier 2,, déterminé quand on connaît «, et tel que si x est supérieur à n,, les trois dernières inégalités (17) sont satisfaites. D’autre part, on peut
tete l prendre », assez grand pour que l'inégalité 2 Zn, entraine que = est,
pros . € en valeur absolue, inférieur au plus petit des nombres e et Ti Alors,
n étant un entier supérieur à 2,, nous prendrons
EE Ta UIS à Mine, CRT enfin | La 6, Le
On constate immédiatement que les inégalités (16) et (17) sont toutes satisfaites. De plus, on a, comme il le faut,
2 L LiL5 + La + L3 — O0;
enfin, calculons æ&,æ,, + &,0%: + &o + Doo + 2Æ:T303 nous trouvons
DV} pi 727 2 (Es — Eso),
qui est négatif. Le point (æ,,2,,%,,1,æ,) appartient donc à l’un des domaines (1) et (1); comme, d’après les inégalités (16), il est très voisin d’un point du domaine (HI), il appartient au domaine (1); on peut d’ailleurs le vérifier directement.
Or, la fonction f(g, k, 3°) prend la même valeur aux points de coordonnées homogènes
CR Es, Us NOM PS DURE De VE Te Tee)
qui sont tous deux dans le domaine (1). Or, si € est assez petit, cette valeur commune est, d’après les inégalités (16), aussi voisine qu’on veut de la valeur de la fonction au point (0,£,,6,, 1,6); d’après les inégalités (17), elle est aussi voisine qu’on veut de la valeur de la fonction au point (À, 0,0, 1,0); donc, en ces deux points, la fonction prend la même valeur.
Comme ces deux points sont quelconques sur les variétés æ, = o etæ,—æ,=—0, pourvu que la fonction y soit holomorphe, la proposition énoncée en résulte immédiatement.
I. — Définition et premières propriétés
1. Le groupe arithmétique est le groupe des transformations (T) pour lesquelles les éléments du tableau
A lo A3 1
DONS N D CRC RC EC, | d d;y d, d, |
sont tous des nombres entiers.
Il est évident que l’ensemble de ces transformations est bien un groupe.
2. Nous allons montrer que les substitutions fondamentales du groupe, c'est-à-dire celles qui par leurs produits engendrent toutes les autres, sont les quatre suivantes :
AOC o | 1 A 0, © z OT (e) O > OR CO Do ; = ;
OC
I o (e) (e) 1 0 0 0 I O OO ® = ne DO RL — : SO Os — 2 à OC, I O o) I (e) o O 1 0 L 0 O —I TOO OO à © — (e) : = S5SS5SS3— ; Ss — D, S? Sie * à :
| O I 0 O ae o (e) eù | OMC O0 — | HO —} 0 0 I (o) 1 (o) I 0 re) 0 1 O = de ete — S71S,S, — - SD D, — RE | O O I O 0 OO I I @ 0 I (e) o (0) I o re) (e) I o I (o) 1 I 5 Le RTE — S5S1S5 —4{ : to te) —— OO I re) OO I o. © re) I OO (e)
il O0 O 828,828, RSS 7
qui permet de changer à la fois les signes de tous les éléments a,, @, dy, ..., d,; cette opération ne change d’ailleurs pas la transformaton (T) correspondante.
Nous nous donnons une substitution (S) quelconque :
nous voulons montrer qu'elle peut être obtenue comme produit de substitutions S,, S,, S,, S.. Pour cela, nous la multiplierons à droite
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par certaines de ces substitutions; nous désignerons les résultats par la même notation que la substitution S, mais en indiquant les particularités que présentent alors les coefficients «,, a,, …., d,; finalement, nous obtiendrons la substitution unité.
Nous voulons d’abord annuler c,; si ce coefficient est nul de luimême, il n’y a rien à faire; s’il n’est pas nul, nous pouvons supposer , qu'on a
last = lets
car, dans le cas contraire, nous multiplierions à droite par $,, et nous serions ainsi ramenés au cas de l'hypothèse. Si &, est nul, nous multiplions par S,, ce qui ramène au cas où c, est nul. Si &, n’est pas nul, nous multiplions par $?, & étant un entier : cela revient à ajouter aux éléments de la troisième ligne les produits par & des éléments correspondants de la première; on choisira & de manière qu’on ait
[a +aal= = ;
sic, +aa, = 0, le but est atteint; sinon on multipliera par S, et, dans la substitution obtenue, on aura encore [a,|<|c,|; nous avons remplacé ainsi a, et ce, par des nombres plus petits en valeur absolue. Alors, on recommence les mêmes opérations : on voit que à, et c, subissent les opérations de la recherche du plus grand commun diviseur; au bout d’un certain nombre d'opérations, l’un d’eux divise l’autre ; alors, à l'opération suivante, c, est annulé, et a, est égal au plus grand commun diviseur des éléments à, ct c, de la substitution primitive.
Ces opérations n’ont changé ni la seconde, n1 la quatrième ligne. Nous opérons maintenant sur celles-ci avec S, et S; comme tout à l'heure sur les deux autres avec S, et S,; nous arrivons ainsi à remplacer b, par le plus grand commun diviseur de b, et de d,, et d, par zéro. Multiplions alors par S, : nous avons une substitution où 4, etc, sont nuls; a, et d, ne sont pas nuls ensemble.
Nous opérons alors sur la premiere et la quatrième ligne avec Îles substitutions $, et S,, de facon à annuler d;,; cela change bien les deuxième et troisième lignes, mais D, et c, restent nuls. Quand d, est
12/4 GEORGES GiRAÜD.
nul, a, est égal à + 1, puisque le déterminant des coefficients est égal . . :) _ È
à un; en changeant au besoin tous les signes, comme cest permis,
nous arrivons à une substitution de la forme
CC UT 0 0-0; Nb OMC IC Cl) O0, d: 14,
CCR Ii0S CIE
la substitution s’écrit donc
Pda; CRD ND RD où Os it © ch € Ch
En nous servant deS,;etdeS,, nous pouvons maintenant annuler d, ; alors on a
en multipliant au besoin par S,, on a donc
bar; de plus
Pneeth = 0
Multiplions alors par S%,; nous annulons a, et nous parvenons ainsi à la forme ;
Notre proposition est donc démontrée; les quatre substitutions indiquées sont bien fondamentales.
3. Toute transformation T du groupe arithmétique est une transfor-
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Li Ts + La Ty + Li
en elle-même. Nous voulons nous demander si toute transformation à coefficients entiers de cette forme quadratique en elle-même est une transformation du groupe arithmétique. Avant de répondre à cette question, nous établirons le lemme suivant :
Etant donnés six nombres entiers premiers entre eux, A,,, A,,, As A 35 Ass As Salisfaisant à la relation
AA 3 Ass — AA 0, ul'existe deux systèmes de quatre nombres entiers
ons Sn Te Ur
Os es ane MOT ; À k :
tels qu'on ait les six relations Mit Mhz À;; (MAN EN Oe SC MERE 4 De
Pour le démontrer, nons allons résoudre Le problème de la recherche de ces huit entiers. Supposons d'abord le problème résolu : nous connaissons un système de huit entiers répondant à la question. Si 4, b, ce, d sont quatre entiers tels que
CAD CN, les huit entiers suivants représentent une autre solution :
am, + bn, ami t+bnm, am;+bn,, am,;+ bn,,
CM; +dn,, CMit ds, Cm;+dn;, cm,+dn,.
Soit à le plus grand commun diviseur de », et de x,; posons Na = M0, Ni == 0:
On peut prendre a et b tels que am’ + bn =;
on posera alors Êe=n);: dm.
Alors
ami + bn —=0, CI di 0:
Ainsi, pour avoir la solution générale du problème, on peut se borner au cas particulier où x, = 0, m, n'étant pas nul. Dans cect, nous avons supposé que », et n, ne sont pas nuls ensemble; si cela arrivait, les trois entiers donnés A,,, À,,, À,, seraient nuls. Réciproquement, si ces trois entiers sont nuls, comme l’un au moins des entiers À,,, À,;, A,, n'est pas nul, 2, et n, sont forcément tous deux nuls. Nous reviendrons plus loin sur ce cas.
Supposons donc A;,, A,,, À,, non nuls ensemble, et Ti 0:
Alors m, est visiblement un diviseur commun des entiers À,,,A,,,A,,; c’est même leur plus grand commmun diviseur, car si ce plus grand commun diviseur était »,p, l’entier p serait un diviseur commun à »,, à 72. ét A 7: donc à À. a. eta À les sitentenm a ne 4 A3 Ass As, ne seraient pas premiers entre eux, sauf dans le cas OUI ULe
Donc », est le plus grand nombre commun diviseur de À,,, de A, etde A,,; ona alors
) 3 — ) LR Q mi mi mi
No —
Restent à déterminer »,, m,, m,; pour cela, nous avons les trois équations :
N3Ma— No M3 = A2 Ii Mo — Ne My = Àsy
niMa— NM = A3.
Ces trois équations reviennent à deux seulement; car, en multipliant les deux membres de la première par À,,, ceux de la seconde par —A,,, ceux de la troisième par À,,, et en ajoutant, on trouve une identité. Si donc z,, par exemple, n’est pas nul, on peut se borner à garder les deux premières équations. On arrive ainsi à un problème connu d'analyse diophantine. Les trois déterminants de ces deux équations
sont
= Nols, Moss M;
leur plus grand commun diviseur est »,. Les déterminants caractéristiques sont 3 A4 — N,Âo3 — NoAyss Po;
les deux derniers sont divisibles par », ; le premier aussi, car il s'écrit encore
I I de ee CU A,A%3) = AR dE No 3e
Donc, il existe trois entiers 72,, m,, m, satisfaisant à ces équations. Si l’on à une solution, la solution la plus générale est formée des nombres
Mi + À, Ms+ ÀnR3, my, + Àn,
À étant un entier arbitraire.
Le système le plus général de huit entiers satisfaisant à la question sera alors aM:, AM+bnr, am;+bn;, am,+ bn,,
CM. CM hs, CM+ dns, Cm,+ dn,,
avec la condition ad — be —1; on n’augmente pas la généralité en introduisant l’entier À.
Si A,,, A,,, À,, étaient tous les trois nuls, il faudrait, nous l'avons vu, prendre T0:
Mais l’un des entiers À,,, A,,, A,, n’est pas nul; supposons que ce soit À,, : alors », etre, ne sont pas nuls ensemble; l’analyse précédente s'applique quand on a permuté les indices 1 et 2.
Notre lemme est donc démontré.
On trouverait de la même façon p systèmes de r entiers
UN PR D; JL nee TU p.),
quand on donne les déterminants d'ordre p formés avec les éléments où /; a p valeurs distinctes quelconques, les valeurs données des déterminants étant liées par les relations qui existent nécessairement entre ces déterminants.
à 128 GEORGES GIRAUD.
4. Soit donc NW =2ur X:==26;7; (1) X:—2y;2} (142 200) NP— Do T:
NE
une transformation de déterminant un à coefficients entiers de la forme quadratique æ,æ,+ x,æ,+ x; en elle-même.
On a la relation 1 €1 + (1 OP} 0) d'ailleurs &,, 8,, y,, à, €, sont premiers entre eux. Il existe done deux systèmes de quatre entiers
tels que
(abhis—= ou, (bcha=Bs, (achs=—(bdho= y (ad). (cdhi=e.
Il existe alors une substitution (S) telle queles deux premières colonnes du tableau des coefficients soient formées des nombres entiers ainsi trouvés. Pour le démontrer, il n'y a qu’à remplacer les nombres des deux autres colonnes par des indéterminées, et à procéder comme quand on à démontré que toute substitution (S) est un produit des substitutions S,, S,, S,, S,;: quand on aura annulé b,, c,, d,, le nombre a, sera nécessairement égal à + 1, car les quatre entiers dont on est parti étaient premiers entre eux; on peut donc faire que ce soit un; quand, ensuite, on aura annulé d,, on aura aussi b, = + 1, puisque les six déterminants formés avec les deux premières colonnes sont premiers entre eux. Enfin, on annule &.,. Nous avons donc ramené les deux
premières colonnes à être Il O
OMOMC
nous prenons alors, pour les deux dernières, tous les éléments nuls,
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saufque c, = d,= 1 (la solution la plus générale consisterait à prendre Cd, =1, c,=d,=0, a, et b, quelconques, et a, = b, = un entier quelconque); nous répétons alors les mêmes opérations en sens inverse, et nous obtenons une substitution (S) ayant les deux premières colonnes indiquées. Soit T la transformation (T) correspondante; multiplions la transformation (1) par T ‘; nous arrivons à une transformation où
COCO) (= PE
Considérons alors la substitution (S) correspondant au tableau
AN Tr © ds —\Ÿs CNT 0:
OO I O é OO O I }
et multiplions la transformation à laquelle nous sommes parvenus par l'inverse de la transformation (T) correspondante; nous arrivons à une transformation telle que
X1=%, Xo= Pro + Bit: + Pix, X3— Va lo + Ya La + Vila
X4= do T2 + dsTs + di
Ainsi æ,, æ, et æ, sont seuls changés; ils subissent une transformation changeant en elle-même la forme æ&,æ,+ x. Donc, st B, est positif, cette transformation est de la forme
NO NO, 2ab x3—Ù? x,, X;— acx,+(ad + bc)zx;— bdx,,
NP CT OC RTE AT
a, b, c, d'étant des entiers tels que
ad — bc —=:;
ceci est la substitution (T) correspondant au tableau
dans ce cas, la substitution (1) appartenait donc au groupe arithmétique. St B, est négatif, on voit de même que la solution (1) est le produit d’une transformation (T) du groupe arithmétique par la transformation
D er
NA Li, NE te NC Xi = T, NZ.
qui n’est pas une transformation (T).
Ainsi, la transformation (1) appartient au groupe arithmétique st c'est une transformation (T ).
II. — Polyèdre fondamental
Nous nous proposons de trouver le polyèdre fondamental du groupe arithmétique; nous démontrerons en chemin que ce groupe est effectivement discontinu dans le domaine (1).
Le polyèdre fondamental que nous trouverons n’est pas celui dont l'existence a été démontrée (Chap. HT); nous l’obtiendrons par une méthode un peu différente.
1. Lemwe. — Considérons la variété invariante de centre g = g'— 1, == O,
GY 1BgS +R ESS Fra) (eee RD) 4atCG= se) =,
où & est plus grand que un. Les points du domaine (1) pour lesquels GG — 3? est maximum ou minimum sur celle vartété sont les deux points pour lesquels h est nul, g et g' étant égaux et purement imaginaires.
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Pour le voir, nous poserons
aitu 1e 7 —0 s io l— u (4) sx ) L—u Lu L = 5 l—u
k, t, u sont de nouvelles variables destinées à remplacer g, 2, g'; elles s'expriment d’ailleurs au moyen de ces anciennes variables par les relations
5 RO NE nr , eee 5 è D due
L’équation de la variété devient
ras 2 kk + (6) F + RER nr BEN [2tutouo+(t+ VASE mr) + 2 a 0
+pl= 4 —0kk
Qu + 2tuo —(t+u)(l +) (£— u)(t5 — Wo)
Nous savons déjà que cette variété est (out entière située dans le domaine (1), et à distance finte : donc, sur cette variété, GG — %? atteint effectivement un maximum et un minimum.
Tout d’abord, pour ce maximum et ce minimum, Æest réel ; en effet, supposons que, sans changer ni #, ni u, ni [#|, on rende # réel; GG" — 3e? augmente; d'autre part, le premier membre de l'équation de la variété devient négatif, c'est-à-dire que nous sommes en un point intérieur à la variété : si nous faisons alors croitre le nombre réel #, qu'on peut supposer positif, GG 3%? croitra encore, et le premier membre de l'équation finira par s’annuler : donc, si Æ est imaginaire, nous savons trouver sur la variété un point où GG — 3€? est plus grand; donc nous ne sommes pas à l'endroit du maximum.
Pour voir qu'il en est de même pour le minimum, il suflit, apres avoir rendu # positif, de le diminuer de manière à ramener GG" — 3° à sa valeur initiale; on constate encore qu’on est à l'intérieur de la variété, et l’on achève comme pour le maximum.
Supposons donc # réel; l'équation (6) devient
tutouo + (E+u) (lo + Uo) +2 4 KE — Lo) (u — uo) (t—u)(t,— uo) ch (é—u)(t{— us)
(7) 1+4kt+04
Je dis maintenant que, pour le maximum et le minimum, £ et u sont purement imaginaires. En ellet, sans toucher à leurs parties imaginaires, supprimons leurs parties réelles, s’il y en a: (4—u)(4, — us) diminue ou reste constant; diminuons #° de manière que GG" — 3? ne change pas ; on constate que le premier membre de l'équation (7) devient négatif (et non nul, car tut,n, à diminué); nous sommes donc entrés à l'intérieur de la variété ; on voit alors comme plus haut qu'il y a sur la variété des points pour lesquels GG°— 3%? est soit plus grand, soit plus petit qu'au point de départ.
Supposons donc £ et u purement imaginaires, et posons
DUC u—— 16, a et B étant réels. L'équation (5) devient
— 16 pk? ce
(8) 1+ k*+04k? Cesare
Je dis maintenant que & et $ doivent être égaux. En effet, l'équation (8) elle-même montre qu'ils sont de même signe : nous pouvons les rendre égaux, s'ils ne l’étaient déjà, sans changer «3; cela diminue &° + $?; diminuons Æ, pour ne pas changer GG’ — 5e? : on voit alors qu'on pénètre à l’intérieur de la variété: il n’y a done ni maximum ni minimum pour à 2 6; donc à = 6.
Les résultats obtenus jusqu'ict montrent que g et g’ doivent être purement imaginaires, et que À doit être nul. L’équation de la variété
devient alors
LRQ GR GG AGE
Ceci peut s'écrire des deux façons suivantes : Um
Ge our) CO CN TT RE En re re
St l'on se donne G\", on a ainsi G+ Get GG’, donc G et G': pour que
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le problème soit possible, il est nécessaire et suffisant que la valeur de (G— "}? soit positive; done, la plus grande et la plus petite valeur de GG’ sont les deux racines de l'équation
— GGr+a(au—1)66—1—=0; elles rendent G et G’ égaux ; c’est ce que nous voulions démontrer. 2. Il résulte de là que, pour que la variété (3) ait au moins un point de sa surface ou de son intérieur sur la variété GG — HE? K?, il est nécessaire et suffisant qu'on ait
(9) PE nd
Considérons maintenant la variété
(10) |æ Ës + E, +23 Es + ax, Es + ci + ai bte Eo+ 223 E0+ 2, É0+ 5 E10 |?
Pl :
ee | re (PEN RES Hu Lolo + Lo Li AT; T0) X (E1 Ëso+ Ér0ës + Ës É0 + Ën0 6 + 2 Es E30) — 0,
et supposons que pour le centre (£,,%,,6,,£,,£,) on ait E1Ë50 + bioËs + Éabio + Evo és + 2Ë3Ë30 = — EPETTE
Comment doit être choisi & pour que cette variété ait à son intérieur ou sur son contour un point où
Remarquons que la transformation (T) correspondant au tableau
d C 0 (e) | (11) . | É . a (ad — bc —1) da+by ca+ay a sn) dy bB cyPaf" —c. d
permet de transformer le point g =g'=—1, k —o en un point quel- G. 18
conque de GG — 3e?= 1; en effet, le transformé de ce point est
G= Ua +b)+a, H —=— (ac + bd) + y, G= ic +d)+6.
De plus, cette transformation conserve GG" — 3°. Donc, la variété (10) pouvant être changée par la transformation (11) dans la variété (3), elle atteindra la variété 6G— 3e? = Æ* pour les mèmes valeurs de y, données par la relation (9).
Supposons maintenant que le centre de la variété (ro) soit sur la variété
Par la transformation
Oo I O (e] OBPONCOÏMET on ramène le centre sur GG — 3° — 1; d’ailleurs, pour tous les points, GG" — 3° est divisé par à. Donc, pour que la variété (ro), de centre sur GG — 3° — «?, atteigne la variété GG’ — 3e? = #?, il est nécessaire et suffisant qu’on ait
Fra? Rae
3. Cherchons les transformations les plus générales qui changent identiquement l’expression GG'— 3%? en elle-même. Il'est nécessaire et suffisant qu'on ait, en désignant toujours les coefficients par la même notation,
(abs ==, (ab; =(abh,= (ab); = (ab), = (ab = 0.
Par suite
Supposons d’abord qu’on ait (ab = 1;
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alors la transformation la plus générale est la transformation (x 1), c’està-dire
TC OC o |: D D)
b a (o) eo) @ ni © © (13) X |
(OY NT) a — 1} GPO
D © =@ le DOI
Supposons maintenant qu’on ait
(ab)i3=—1; on posera alors
avec la condition ad — bc =1;
on trouvera alors comme transformation la plus générale jouissant de la propriété demandée
75 AE CAEN o | NO 1000 FO ‘à (4) D G ) (e) , o —I re) + D n@
© © — b Caro) £ O CS LR
OO CRC | O OO O —I1 | YO /SNOT
En résumé, la transformation la plus générale jouissant de la propriété de conserver GG'— 3? s'obtient en prenant la transformation
(10) (abc)
et enfin de
© æ) OMC
DS
Ces transformations donnent respectivement pour G, H, G'les valeurs suivantes :
G=nar 2abh + bg", (15°) H——acg + (adbc)h— bdg!, = cg— 2cdh +d'z'; G— 8, (16) H——}, ee G=£g +a, (17) H= A +7, G'= £2'+ 6.
Pour que le produitappartienne au groupe arithmétique, il est nécessaire et suffisant que à, b, c, d, x, 6, y soient entiers.
Quelle est la valeur de 6G'—3%? pour le transformé du
point g = g'—i, À = 0 par une substitution (T)? On trouve que c’est
Vel 2 — (18) TE Tab ae Lada
Posons (19) (abs, (able, (abhs;=as, (abhi=o, (abs as;
la valeur précédente devient
l I 20) OO TVR VD PISS Cia) +(m— a) airaroatate Si la transformation (T) appartient au groupe arithmétique, la valeur trouvée est l’inverse d’un nombre entier positif; elle a donc un maxt-
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: . J mum, qui est un; la plus grande valeur au-dessous de celle-ci est
et ainsi de suite.
Pour que 66 — 3%? soit égal à un, il est nécessaire et suffisant que trois des nombres &,, &,, «&,, «; soient nuls, le dernier étant égal à +1; &, doit aussi être nul. On trouve comme substitution correspondante l’une des suivantes :
NET) (e) EYE = [e] OT (e) O I O (e) ONMOPNI O < 10 O G ‘ OO. O0 I OM O 0 I RON OC O O0 oO O = il OMOM OST OMMOSS 1] (e] ONMOST O | (e) [ O (e] OT O O JEUNE) 0 (e)
suivie de la transformation la plus générale qui conserve GG — 3e?. On remarque tout de suite que le point g = g’—1, k —o est changé ainsi en un point à coordonnées entières complexes, c’est-à-dire en un point qui n’en est pas aussi voisin qu’on veut; d’autre part, les transformations qui l’amènent en dehors de GG — x*=—1 ne le changent pas non plus en un point aussi voisin qu’on veut; donc (Chap. II, $ HT), le groupe arithmétique est discontinu dans le domaine (\).
Cherchons maintenant la transformation la plus générale pour laquelle le transformé du point g = g'—1, h = o est sur la variété
GG — 3e,
n étant entier. On doit avoir
(a — as) +(a—a)=at+ai+aai+ai+ai—=n,
ce qui donne un nombre 4mité de systèmes de valeurs de &,, «,, «,, a, #3 (d’ailleurs r doit être une somme de deux carrés); on trouve alors un nombre limité de substitutions, qu'il faut faire suivre de la transformation la plus générale conservant GG — %*,.
5. Nous allons voir maintenant que, pour les transformes par le groupe arithmétique d'un point P quelconque du domaine (1), SG" — 3€? ne peut pas dépasser un certain maximum qu'il atteint effectivement.
En effet, considérons la variété V, de centre g = g'=1, À— 0, qui passe-par P. Les transformés de P se trouvent sur les variétés transformées de celle-ci. Mais, pour la variété V, GG" — 3e? a un maximum que nous avons appris à calculer; pour les variétés transformées, GG'— 5e? reste inférieur ou égal à ce maximum; donc, nous voyons déjà que, pour les transformés de P, GG" — 3° est borné.
Supposons maintenant que, au point P, on ait
GORE 7e,
Cherchons toutes les valeurs supérieures à #? que peut prendre GG'— 3e? pour les transformés de P. Soient r et w les valeurs des paramètres À et w auxquelles correspond la variété V. Pour qu'une transformation amenant g = g'—1, h = o sur la variété
J GQ— 3e = 2.
permette à la variété transformée de V d'atteindre et de dépasser la variété GRR,
il est nécessaire et suffisant que l’on ait GE Fm) Aime
Cela fait un nombre Emité de valeurs de », par suite un nombre limite de transformations à faire suivre de la transformation la plus générale conservant identiquement GG —3e?; donc les transformés de P ne donneront par ces transformations qu’un nombre &mité de valeurs à GG — 3?: celles qui seront supérieures à #? seront elles-mêmes en nombre limité. Donc, il y en a une qui est plus grande que toutes les autres. Notre assertion est ainsi démontrée.
Nous voyons de plus : 1° que la suite des valeurs de GG’ — 5e? pour les transformés de P est discontinue; 2° qu'en général, si GG'— 3%? a
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pour le point P une valeur au moins aussi grande que pour ses transformés, cette valeur n’est conservée que par les substitutions conservant identiquement GG" — 3e?; il n’y a exception que pour les points P d’une infinité dénombrable de variétés.
6. Supposons que, pour le point P, GG — 3e? soit au moins aussi grand que pour tous ses transformés. Cela veut dire que, quels que soient les entiers æ,, œ,, œ, &
L,, à; premiers entre eux, et satisfaisant à la relation (21) Ci Es + Aa OU, + AÎ— O0,
on aura, en appelant g, L, g' les coordonnées de P,
(22) lu— ag +2ah+og+ age —h)|21;
et, sauf pour des points P exceptionnels, l'égalité n’a lieu que pour
Ce) (A Ca 3 CNE O.
Ainsi, tout point a un transformé P satisfaisant à ces inégalités.
Nous pouvons imposer à ce transformé P les conditions suivantes, qui, dans la plupart des cas, le déterminent d’une manière unique : (23) OS GC MNT U|G |. |
En effet, on a en général tous les points tels que P en appliquant successivement à l’un d’eux les transformations (15), (16) ou la transformation unité, et (17). Or, les transformations (16) et (17) n’altèrent pas G, ni [%}, ni G. Pour satisfaire aux inégalités (23), 1l est donc nécessaire de choisir la transformation (15) de façon à avoir
ce qui est possible d’une façon et d’une seule, sauf quand une des égalités a lieu. S'il y a lieu, on fera suivre cette transformation de la transformation (16), de manière que 3 ne soit pas négatif; enfin, on chotsira la transformation (17) de manière à ramener G,, 3, G, dans les limites imposées. On voit que l'opération est possible, et ordinairement d’une seule facon.
Les inégalités (22) et (23) déterminent le polyedre fondamental du groupe arithmétique.
7. Les inégalités (22) sont en nombre infini; mais on peut n'en garder qu'un nombre limité, les autres étant des conséquences de celles que l’on conserve et des inégalités (23).
En effet, supposons que, pour le point P satisfaisant à toutes ces inégalités, on ait
nur
On tire de là et des inégalités (23)
/ h y nQ ur À 1tôc Mais on a, d’après les inégalités (22),
[s125, HEC
en comparant avec les inégalités (23), on en tire
POAE Ne ue
Gi 2 2 Par suite, on aura ges.
Te De plus _ A ee A0) — (0e RE CE À 10 ALERT: ou
Pour gg’—/?, nous avons
[88 LP = (Goo — Ki — GG'+ 2) + (GG + GoG' — 2707, )°
cela nous montre que
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ou bien 7 3 : 16 :
gg —mp< Mes lue 27 9 de Le paramètre & de la variété V de centre g=g=i, h—o qui passe par P a pour valeur is LL +2hh+ ge, + (gg! he — h2).
les inégalités écrites plus haut nous montrent que
rs Le ox
Si nous transformons cette variété V par une transformation qui
: ; : RATER ] De
amene son centre g = g'—1,h=—o sur la variété GG°— 3? = —, la variété = G /è
transformée n’a de point sur GG — 5e? = 4? que si
M inde pa O CeRrEn AL “H vil qe st INR LS 4 k2? è
en multipliant par 4#?n les deux membres, cette condition devient
(24) G+knys (Te Lee e Joe 2 \u on 9 5 n
a È F » 4 . . a S1, pour une certaine valeur de », l'égalité contraire a lieu pour #2 A nn
l'inégalité (22) sera une conséquence des inégalités dont nous venons de nous servir quand (a, —x;)+ (x, — «,)? sera égal à cette valeur de n.
Or, l'inégalité contraire à l'inégalité (24) s'écrit
DT 9 (25) D RE RER ET
9 e { Si nous considérons le premier membre comme un polynome en #, ce polynome admet une racine positive, et une seule, d’après le théorème de Descartes, dès que 2 est un entier au moins égal à quatre. Pour que G. 19
l'inégalité ait lieu pour REZ 7» n étant au moins égal à quatre, il est
r e L] D ® À o L] . “ li = , nécessaire et suffisant qu'elle ait lieu pour # — 7° c'est-à-dire qu'on
ait Sin 1429n 2500, ou bien 1425 + V194 7681 ra ?
ou bien, n devant être entier, TATS.
Par suite, il suffit d'écrire celles des inégalités (22) pour lesquelles
on à
(26) (di — a) + (ae—a) = af + ai +20 ai + ais 17.
Toutes les autres inégalités (22) sont des conséquences des inégalités conservées et des inégalités (23).
D'ailleurs, parmi les inégalités conservées, 11 y en a encore d’inutiles. Ainsi, par exemple, on peut supprimer encore toutes celles de ces inégalités où &, — 0, à l'exception seulement de
DES CO PA Er et de lo+g—2h+g'|zt (C0 = EMTEEb)
Cela résulte immédiatement des inégalités (23) et des inégalités
G2— (2 — IE" J 2 que nous avons établies plus haut. Il n’est d’ailleurs pas certain qu’on ne puisse supprimer encore d’autres inégalités. En résumé, le polyedre fondamental est défini par les inégalités
(22) lc —ag+oah+ag + a(ge — R?)|27,
Lis Los Ass &;, &, étant des nombres entiers premiers entre eux et tels
que
(21) is + da, + Ai — 0,
(26) ai +ai+aai+ai+a£1,
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Jointes aux inégalités I I I > < / S D > (23) [GolE => [GS Î£ => [o1£ > CSA ENTENE SE Un certain nombre des inégalités (22) peuvent être supprimées.
8. Quels sont les points de ce polyèdre qui sont sur la surface GG — 3° — 0 ?11 n’y en a pas à distance finie, car il faudrait pour cela que G soit nul, puisque, dans les domaines (T1), (II) et (IV), on a
à 1 à a A DORE On?
pour les points du polyèdre l'inégalité
HV
gg — 5e
HV
EN RS
GG'Zo,
et que, d'autre part, &'est supérieur ou égal à Ç; mais on sait que G est au moins égal à —. Il faut donc chercher ces points à l'infini; il est
par conséquent nécessaire de faire croître G’ indéfiniment. Supposons d’abord que g reste fini; alors À reste aussi fini; dès que G'est assez ge — h? eue Me grand, =——— est aussi voisin qu'on veut de g; pour que ce rapport le] ait une limite, il est nécessaire et suffisant que g en ait une; alors ce rapport tend vers la limite de g, limite nécessairement imaginaire
puisque
Ainsi, nous trouvons certains points ënaginaires de la variété
Li—= Lo — L3— O0.
Si maintenant get, par suite, G augmentent indéfiniment, nous pouvons écrire
88 — “| > GoGo — Fi — GG + | ù . . 1g'| ou, pour G’ assez grand, sg'ht),.06 30
e étant un nombre aussi voisin de zéro qu’on veut; ceci s'écrit
La
encore
o 2—QG(1+Ee); 4 2
par suite, ce rapport augmente indéfiniment; on trouve le point réel
HO Co = Ch 0, De
c’est le seul point réel du polyédre.
On voit que les points du polyèdre qui sont sur la surface G — F2? — o appartiennent tous à la variété
CE Tes 0;
qui a seulement deux dimensions.
III. — Fonctions invariantes
1, Nous savons former des fonctions invariantes par le groupe arithmétique, et se comportant comme des fonctions rationnelles dans le domaine (1). Ces fonctions n'auront pas de singularités essentielles à l’intérieur du polyèdre fondamental qu’on vient de trouver, qui est tout entier dans le domaine (1); mais elles peuvent en avoir aux points du contour du polyèdre qui appartiennent à la surface
GG — st 0,
savoir : des points imaginaires de la variété
TAUPE di, =), et le point réel
HE LiDE CA — V0), Une
Nous allons voir d'abord que ces points sont bien des singularités essentielles ; ensuite nous étudierons la nature de ces singularités.
2. D'abord, tout point réel est une singularité essentielle pour toutes ces fonctions, sauf pour celles qui se réduisent à des constantes. Il nous suffit pour le prouver de faire voir qu’un point réel
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quelconque peut être changé, par le groupe arithmétique, en un point aussi voisin qu'on veut de tout point réel donné à l’avance. Or, prenons par exemple l’origine des coordonnées
LA =UK, TRE Mini
son transformé sera, en employant les notations du paragraphe I du présent Chapitre, le point Li— Li, LAEUST L3— V1 Pi 01, Ty E1;,
%, 8 Y1s 0: :, étant des entiers quelconques premiers entre eux et satisfaisant à la relation
+ Bida+yi=0; cela donne comme coordonnées non homogènes
CE En h —_— Î1 o! il
DRE ® CA CA ee CA
en supposant &, = 0. Or, soit z un entier donné; un point réel g, À, g'
| Le . + quelconque étant donné, on peut choisir quatre entiers x, , y, 0 premiers entre eux et tels que
On approche ainsi de g, 2, g' autant qu'on veut; comme valeur appro-
BÔ +- y? , 2 Q Ô + Le x chée de gg — h°?, on a — 7. On réduira la fraction Br à sa plus simple expression; soit alors À son dénominateur; on pourra prendre
RS ER à CRE RE ne œ
l’origine des coordonnées est ainsi transformée en un point aussi
CE
voisin qu'on veut du point g, k, g'; cela suppose que ce point est distance finie, mais le résultat s'étend immédiatement aux points à l'infini.
Done, si une fonction invariante par le groupe arithmétique et uniforme dans le domaine (1) n’est pas une constante, tous les points réels en sont des singularités essentielles.
Les autres points réels ont aussi comme transformés des points aussi voisins qu'on veut de n'importe quel point donné à l'avance. Pour le démontrer, nous pouvons remarquer que la substitution
MORT
(ee =)
TRE OMR OM
qui est La cinquième forme canonique du dixième type, est une substitution du groupe arithmétique; or, par les puissances de cette transformation, n'importe quel point a des transformés qui tendent vers le point
Lis 0j Li 0, La]
or, ce point est un des transformés de l'origine des coordonnées; notre proposition en résulte immédiatement.
3. Prenons maintenant un point imaginaire de la variété Li—= Lo —= L3— 0.
Supposons que ce ne soit pas une singularité pour une certaine fonction invariante par le groupe arithmétique. Les points voisins ne sont donc pas non plus des singularités pour cette fonction. Je remarque alors que la substitution
LROMOO
OM OMO
OO [e) NO O I o
du groupe arithmétique, répétée indéfiniment, fait tendre le point g,
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hk, g' vers le point
Ty Te Lo = 03 10; Re
il résulte alors de l'hypothèse faite que, si g est dans une certaine région du plan de la variable complexe, la fonction considérée ne dépend que de g; done, quels que soient g, », g’, cette fonction ne dépend que de g. Mais le groupe arithmétique contient aussi la substitution
O I | LEON ON CO So do ire us 2
qui échange g et g’. Donc la fonction considérée ne dépend que de g’. Donc c’est une constante.
Ainsi, pour toute fonction invariante par le groupe arithmétique et uniforme dans le domaine (1) qui n’est pas une constante, tous les points de la variété
DEL — M 0 sont des points singuliers.
4. On peut déduire de là que, pour les mêmes fonctions, tout point
de la surface Gÿ — 3*—0o est une singularité essentielle. En effet, la substitution
IN e re) Oo | D [e] OO a D j O0 O —c d
où a, b, c, d sont des entiers tels que ad — bc— 1, change le point DA UE 10: Pi TRE dans le point ri 0, Ti — DA, Di 0 ES Didi, Pete
en choisissant convenablement £, et 5, et les entiers b et d, qui sont assujettis seulement à être premiers entre eux, on à ainsi un point
aussi voisin qu'on veut de n'importe quel point à l'infini du domaine (IL); done, tous ces points à l’infini sont des singularités des fonctions considérées.
Mais, par une transformation quelconque du gronpe arithmétique, la variété à l'infini se change en la variété
Li + Lo Lo + 2033 + Ali, À As Us — O,
di, ds, C3, &, ©, étant des entiers assujettis seulement à être premiers entre eux et à vérifier la relation
Ci As + Hay, + Ai — O.
Or, cette variété passe aussi près que l’on veut de n'importe quel point du domaine (IT). Donc, pour toutes les fonctions considérées, les points du domaine (WT) sont des singularites, nécessairement essenlielles ; c'est ce que nous voulions démontrer. Ces fonctions sont donc toutes uniformes partout où elles existent. 5. Étudions d’abord la nature de la singularité essentielle que présente la fonction sur la partie imaginaire de la variété, = x%,=x,= 0. Ce que nous allons dire peut se présenter d’une façon plus générale : cela s'applique à toutes les fonctions invariantes par des groupes discontinus comprenant une transformation du dixième type, deuxième forme. En transformant convenablement le groupe, et en prenant au besoin l'inverse de la transformation considérée, on peut admettre que cette transformation est de la forme canonique OH 0
un OMOME
SORT OMMO
Cette transformation S fait en particulier partie du groupe arithmétique. La transformation S ne change aucune des quantités e?T#, L, 2". Nous pouvons choisir dans le groupe une suite de substitutions
Ci: Go, O3
3» ess (o)
LOC RNONOEC
telle que toute substitution-du groupe puisse être mise d’une façon et
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d'une seule sous la forme SPc,, p étant un entier quelconque, positif, nul ou négatif.
Considérons une série @ correspondant au groupe; nous pouvons la regarder comme une série double, le terme général dépendant des entiers À et p.
Faisons d’abord varier p tout seul. Nous désignerons d’une façon générale par R7 ce que devient la fonction R sur les variables g, À, g’ de laquelle on a effectué la substitution +. Si # est l’exposant du déterminant fonctionnel qui figure dans le terme général de la série 6, en faisant varier p seul on à manifestement une série de la forme
D(g,A,g')1f DUN FAT Bees JR) Ce] 2,RS: | D(x, y, z) | )
R étant une certaine fonction rationnelle. La somme de cette série est D (8, À, g') D(x,%y:"2) e°*i8, dont les coefficients sont des fonctions de 2 et de 2’. Cette fonction rationnelle tend vers zéro quand e?T# tend vers zéro ou vers l'infini.
Æ CE
donc égale à | | multiplié par une fonction rationnelle de
. : : D(g, À, g' Faisons maintenant varier 2. En mettant |? (& #: #1) D(x; 7.2)
les termes de la série sont des fonctions de e?*'#, À, g', nulles pour eT8 — 0. Quels que soient À et g’, pourvu que G’ soit positif, il existe un membre positif À tel que ces fonctions soient holomorphes en eT8, À et g’ pour
| en facteur,
Deere);
enfin, la série est convergente pour |e?T#| — À. La convergence est même uniforme tant que g’ et À restent assez voisins d’un système quelconque de valeurs données et que |e**#]| reste égal à À; car on peut supposer, sans altérer la valeur du terme général, que G, reste
: L I : À Ne compris entre — > et + =; le point g, », g’ est donc dans une région
intérieure au domaine (1); donc la convergence est aussi uniforme
pour o<feris|<£A.
Donc, la somme de la série est une fonction de e?*#, de A et de g’, (ee 20
holomorphe pour e**#—o, À et g' ayant des valeurs finies quelconques ; la fonction est, de plus, nulle pour e**#— 0. Pour avoir la fonction 6, il suffit de multiplier ce résultat par le facteur
Les fonctions invariantes par le groupe arithmétique qu’on obtient comme quotients de fonctions ® se comportent donc comme des fonctions rationnelles de e?T%£, 2 et 2’, tant que L et g' restent finis et qu’on est dans le domaine d’existence de ces fonctions.
Appliquons ceci au groupe arithmétique : noùs connaissons la nature de la singularité de la fonction aux points imaginaires de la variété x, = æ, = x, = 0. En échangeant g et g’, comme c’est permis, on passe à la variété +, = æ, — æ,— 0; les fonctions @ sont égales au produit de Eee = 8)
(CRAN pour # et g finis et e*"’ assez petit, et nulle pour e?"#’— o.
k 7 | par une fonction de e**%", » et z, holomorphe
6. Etudions maintenant la singularité qui se présente au point réel Da Lo LH, Lys — I.
DICRNERE PRE) appellerons f(g, k, g'), est invariant par toutes les substitutions de la forme
En divisant la fonction @ par | | » le quotient, que nous
dc (e) Oo | LR OMOMO b a O o OT OO Le (ad — bc —1).
OO a — b GYM DORE d Le Do
Donc f(g, », 3’) est une fonction uniforme de es, e?Tis’, e?%il, Cette fonction est d’ailleurs holomorphe dans le domaine (1), et nulle pourne7#—=0 et pour et — 0101 a condiuon 000020 peut s’écrire — VE <R < + GG ou AE GG Lerrik| < 2TVGG".
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Donc, y et y’ étant deux nombres positifs quelconques, la fonction F8; k, g') est holomorphe en eTis, e?"is" et e?** Dour
| e?Tig | < 'eT?2TY, | Ce] — CAR LS e-2rVrY | CEA — e?TVYT.
Donc, on peut développer la fonction f(g, k, g') en série de Laurent
procédant suivant les puissances positives de e°T# et de e?T#", et suivant les puissances positives et négatives de e?*À :
(27) INENOLONE ZA,8,y emitag+Bn+ye).
Cette fonction est nulle pour e?Ti£ — o : donc, « n’est jamais nul; de même y n’est jamais nul. On a donc
GE AO? PP A0 Or, f(g, h, g') ne change pas par la transformation
G—ag—2abh + bg"
H = — acg + (ad + bc)a — bdg'
G'= cg — 2cdh + ds".
Cette transformation échange donc entre eux les termes de la série (27). Or, cette transformation change e?T##s+8##T8) en e?"ias+$# 48) si l’on pose
Ada acô + oc, B'=— 2aba+ (ad + bc) —2cdy, y = ba — bdB + d'y.
Or, si 8? — 4axy est positif ou nul, on peut choisir les entiers a et c de manière qu’on ait
æ'£o; donc, si B?— 4ay20, on à A 4,6, = ©
Pour tous les termes non nuls, on a donc
_ (SA D
[Bl<a+y.
Or, le terme général de la série peut s’écrire
Are cie ete) C0 :
Donc f(g,h, g') est dans tout le polyèdre fondamental, limites comprises, une fonction holomorphe de
erritg—h), EU eTi(g'—h),
La fonction invariante qu'on obtient comme quotient de deux foncions @ se comporte, dans ce polvèdre, comme une fonction ration nelle des mêmes variables.
Soient
trois de ces fonctions invariantes. Si l’on considère X, Y, Z comme donnés, ces trois équations n’ont qu'un nombre fini de solutions à l'intérieur du polyèdre fondamental; ce nombre ne dépend d’ailleurs pas du système considéré de valeurs de X, Y, Z, car si, X, Y, Z variant, un point (g, L, g') sort du polyèdre fondamental, un autre y rentre par la face conjuguée.
Considérons maintenant une quatrième fonction invariante
Fr; (7220):
si l’on se donne les valeurs de X, Y, Z, on aura un nombre fini et fixe de valeurs de T correspondantes. Les fonctions symétriques de ces valeurs de T, exprimées au moyen de X, Y, Z, seront uniformes dans tout l’espace, et s’y comporteront comme des fonctions rationnelles; ce seront donc des fonctions rationnelles de X, Y,Z, comme cela résulte des travaux de M. Cousin. Donc les fonctions X, Y, Z, T sont liées par une relation algébrique.
Par suite, toutes les fonctions invariantes par les transformations du groupe arithmétique et qui sont obtenues à l’aide des fonctions @
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peuvent s'exprimer rationnellement à l’aide de quatre d’entre elles. Peut-être ce nombre de quatre peut-il être réduit à trois; ce qui précède n'indique rien à cet égard.
8. Les quotients de deux fonctions des 6,,,,,,(x,y) que l’on rencontre dans la théorie des fonctions abéliennes fournissent un exemple de fonctions invariantes pour le groupe arithmétique. En effet ces quotients, quand on y fait æ = y —o, ne prennent qu’un nombre fini de valeurs quand on effectue sur g, k, g’ les substitutions du groupe arithmétique; les fonctions symétriques de ces valeurs sont donc invariantes par les substitutions du groupe arithmétique.
D'autre part, en désignant par &(æ, y) la fonction
p(z,y)=ga+ahxy + g'y?, on à
; 1 irftem+prs Gnaviy+iqum+uen+v)| e Le + .
eye HUE O,v,p,a (Ts JS k, = ) = 2, 1er
on peut donc écrire aussi Op,,,,p,9 (oo 2 RE)
iT 2 [9 2 9 ’ Less ( pyma+np ge PTE) (g—h)+(2m+2n+U+Vv)h+(2n+V)2(g—h)] ne): er ONCE
On voit donc que les quotients de deux de ces fonctions, supposées non identiquement nulles, sont aussi, dans le polvèdre fondamental,
in in : à er : — (g—h) — À des fonctions sans singularités essentielles de e‘ UC oct : F Lo 2 a A pr de e ; on constate aussi qu’il en est de même pour les différentes
valeurs que prennent ces quotients par les diverses substitutions du groupe arithmétique et par suite de leurs fonctions symétriques; ces fonctions symétriques seront alors, nécessairement, dans le même polyèdre, des fonctions sans singularités essentielles de es" de e*# et de e*78—*, Donc, une quelconque de ces fonctions symétriques est une fonction algébrique de trois de nos fonctions invariantes.
GROUPES ANALOGUES AU GROUPE ARITHMÉTIQUE
1. Considérons une forme quadratique à cinq variables, du type
() SCT Las Ts By Le) =Ui + TU; DU u?,
U,, Us, Us Us, U, étant cinq formes linéaires indépendantes à coefficients réels en æ,, æ,, æ,, æ,, æ,. Nous supposerons que la forme f soit à coefficients entiers : il existe alors des substitutions à coefficients entiers, de déterminant ur, qui changent cette forme en ellemême.
Par une certaine substitution réelle, changeant &,, æ,, æ,,æ,, x, en Zi; Boy Sss 23, 85 ON peut mettre /ésous latforme 7,2, +122. 5. A toute transformation en elle-même à coefficients entiers de la forme j, ayant comme déterminant un, correspond une transformation en elle-même, de déterminant un, la forme 3,23,+3,z,+ 2°; si, parmi ces transformations, nous ne retenons que les transformations (T), il est évident que nous obtenons un groupe de transformations (T). Nous allons voir que ce groupe est discontinu dans les
domaines (1) et (l').
2-US0iént XX, À, Xe À CelUCe devICnnent Li, Cd Le par une substitution de déterminant un changeant la forme f en ellemême; soient.U,, U;, U;, U,, Ü, ce que deviennent:u,, u,, ü,, u,, u, quandions remplace tiæ20%,, D'IDALE NE ON EN EN NE INOu avons alors
(2) U,= Lu, + Mu + Nu, + Piu, + Qu, Go LEO) L;, M;, N;, P;, Q; sont des coefficients qui satisfont à certaines relations, parmi lesquelles celles-ci :
Li MEN PQ (8) Li+Mi+N?— Pi Qi 1, L, L; + M,M: + N,N;,— P,P;— 0070:
SAS
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En même temps que /, je considère la forme définie
(4) Pris Zn, æ3, ds, &s) = U?+ U2+ U?+ U?+ U?= jf + 2(U? + U2).
quidépend des dix paramètres L,, M;,, N;, P,, Q,, L,, M., N,, P., O., liés par les trois relations (3).
Nous dirons que la forme o est réduite si elle est de la forme
(5) Li (Ti + E19 Lo + Ei3 Ds + Eng d'a + Es Ds)? + Da (To + Eos a + Er Li + Eos 3 )?
Æ (ds + Es di + 63525) + Di (di + eds) + UiTE, les coefficients satisfaisant aux inégalités
Là me eu —- Lis, LE = — — DRE SSE [l PRE 7 Fa 2 IE
3 3 (6) re 7h B3Z 7 (quels que soient zetz)("). | |
Nous supposerons de plus que f'est à coefficients entiers, ainsi que la forme
(7) UŸ + ui + ui + ui + ui,
et que cette dernière est réduite. Si d'ailleurs la forme (3) n'avait pas ses coefficients entiers, on pourrait en tout cas s'arranger pour qu'ils soient rationnels : en multipliant la forme f par un entier, on peut donc les rendre entiers. Si maintenant la forme (7) n’est pas réduite, on peut la réduire arithmétiquement : la substitution de réduction changera f en une autre forme par laquelle nous remplacerons la forme f; cela ne change pas le groupe de transformations (T) que nous considérerons.
SOL M, IN. P,,0, 1, M, N;, Ps, 0, correspondent à uneitransformation à coefficients entiers de la forme fen elle-même, la forme ® correspondante sera à coefficients entiers.
Posons D, ile, P,+:P;=—7,
M,+ M; = p, (PEAR EEE NEUN, =,
(1) Définition due à MM. Korkine et ZoLorarerr, Sur les formes quadratiques (Mathematische Annalen, t. VI, 1873, p. 366).
les paramètres À, w, v, x, x sont assujettis aux conditions
A++ v— rm —x = 0,
Ào + io + Vo — TTo — ko = — 2;
en désignant par À4, Uos Vos Tor %o LES ConJugués dé AS Rd forme + peut maintenant s’écrire
Co Lo Vo — TRo— X49) f + 2 norme (Àu; + pus + Uy—TUy —XUs).
[ QE : 2 Si la forme f éprouve une transformation en elle-même, on constate que les nombres complexes À, u, v, æ, x éprouvent la transformation inverse de celle que subissent w,, u,, u,, u;, u,3; cette transformation
conserve la forme \° + pe? + V2 n° — 42.
La forme © est réduite pour
Â=UN—0, T—=—I, X
Or le nombre des formes + réduites à coefficients entiers est fini, puisque ces formes ont toutes le mème discriminant; on peut même en dire autant des formes # qui peuvent se mettre sous la forme (5)où les coefficients satisfont aux conditions
I T (9) p2> sa S Ps > SAP Pi > bis bs > se Mo
ma:
qui ne renferment plus de signes d'égalité.
Donc, il n'ya qu’un nombre /ént de transformations en elle-même de la forme f qui changent » en une forme satisfaisant aux conditions (9); le nombre des transformations en elle-même de la forme f, pour lesquelles la forme otquirconeronn re Re x = — rest aussi changée en elle-même, est en effet fini.
Mais les conditions (9), étant remplies pour Â=u=v=0,T——1, x — — à, le sont encore pour tous les systèmes suffisamment voisins de valeurs de ces paramètres. Donc, les systèmes de valeurs qu’on déduit de Â=u=VvV=0,r—=—1,x—— 5% par une transformation en ellemême de la forme / ne sont pas aussi voisins qu'on veut de ce système
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initial de valeurs, à moins d’être confondus avec lui, ce qui ne peut se produire qn’un nombre fini de fois.
Or, si nous posons
NT — 21, PT X— 22, V
NET; Lx = 7h, on à
de sorte que le groupe des transformations subies par 2,, 3,, 3,, 3,, 3, est précisément celui que nous avions en vue. D'autre part, pour DE GA TX 7, Où à
= Er —==1, == 10; Sy, = l; See,
c'est-à-dire qu'on est au point g = g'=1, h—o.
Donc, d’après ce qui précède, et d’après ce que nous avions déjà vu (Chap. IL, S ID), le groupe considéré de transformations (T) est discontinu dans les domaines (1) et (1), comme nous voulions le dé-
montrer.
3. Pour toute transformation d’un de ces groupes, l’équation (2) en s (Chap. ID) est à coefficients entiers; il en est par suite de même du quotient de son premier membre par s — 1.1len résulte que les racines de cette équation ne sont pas quelconques.
Cherchons quelles peuvent être ces racines pour les transformations (T) de ces groupes qui ont un point double au moins dans le domaine (1). Nous savons déjà que la substitution (S) correspondante peut se transformer algébriquement en la substitution
cos o 0 — sin to) 0 cosY () — sinŸ 19} sing o COS ® 0 ; o sinŸ () cos d
les angles ? et Ÿ étant quelconques. Les racines de l'équation en s considérée sont alors
(11) : e+itg+h), e+itp=-Ÿ),
Or cette équation est de la forme Ge) s'+as+bs+as+i—=o,
a et b étant des entiers. Pour que ces racines soient de la forme (rt); il est nécessaire et suffisant que l’on ait
On trouve ainsi un nombre limité de systèmes de valeurs pour les entiers a et b. En remplaçant au besoin la substitution correspondante par son inverse, et en observant qu’on peut échanger les angles ® et Ÿ, on trouve ainsi les systèmes suivants de valeurs de 9 et de Ÿ :
16 a—=—{, G = OO 0, Le 0 T T 2° A ——, DEN PE YTLS; T 00 a—=— 2, br=3 P= 3 V0} T T 4° a —— 92, be 1P— 7) VERS 4 4 DT T 5° Deal, DOTE) d—=+E—; : 12 12 2T T 6° A—=— 17, br 0 —; WE F 5 T T 7S a——1, DE D— >) PE; T 8° 0; b=—= 2 de. DE OS T T 0° 4 —0, D LES Y—+z; T T 10° d—0, DO LG, DR 1 2 4 T T TA = 0 bD—=—1:p—=— rie:
? P 3" D Et f29 C5) b——5:9—7, d—+T; 2 2 T 13° a=1, bo tt
La D
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o 3T T 14 NS bn Ve Y=+z; 15° Cheap b—0o = ..
16° C2) DS = b=—=0 3T T y GER b—® re MES 2 So +. 5T T I D 0) br DE) PES; 19° LE BURN EE, U—= 0.
Le même calcul s’applique aussi aux transformations de ces groupes qui seraient du sixième type, troisième forme, ou du huitième type, deuxième forme. On trouve ainsi que l'argument des racines imaginaires de l'équation en s (1) (Chap. Il) sera, LE les premières, au
: \ T T signe pres, a
OU
Tr A 3° 7 OU 2 et pour les deuxièmes =? =.
4. Nous allons montrer maintenant que les transformés par un de ces groupes d’un point du domaine réel peuvent être aussi voisins qu'on veut d’un point réel quelconque.
Soient £,, £, &,, £,, &, des nombres réels tels que
(13) HAE Er ee 0:
Il nous suffit évidemment de prouver que, par une transformation en elle-même de la forme f, ayant le déterminant un, et correspondant à une transformation (T), les transformés d’un système quelconque de nombDrestméels, D, 4,0, 1els que
(14) HETEDERET Ts) 0
ont des rapports mutuels aussi voisins qu’on veut de ceux de £,, &,, 6, Es Ése
Nous parlerons encore de points ayant pour coordonnées æ,, æ&,, æ3, z,, æ,, en entendant par là un système de cinq nombres satisfaisant à l'équation (14).
Il existe des points dont les coordonnées font partie d’un même
corps quadratique et qui sont aussi voisins que l’on veut de (éu Le És, La és).
Il suffit pour le voir de remarquer que l’on peut trouver quatre entiers naturels æ,, #3, #,, æ, dont les rapports mutuels soient aussi voisins que l’on veut de ceux de £,, &,, &,, 6, ; alors l'équation en x,
(An Es Ts Lys T5) —=0
aura deux racines réelles : l’une d’elles complétera avec æ,, æ,, æ,, æ; un système de cinq nombres, faisant partie d’un même corps quadratique, et dont les rapports mutuels sont aussi voisins qu’on veut de ceux de tee e Es.
Nous pouvons donc nous borner à démontrer la proposition dans le cas où £,, £,, 63, 6, et Ë, font partie d’un même corps quadratique.
Nous désignerons par £’, €, &., &, € les conjugués de &,,€,,6,,6,,ë, dans ce corps quadratique. On aura aussi
ANT ER ae 2 Et) 0:
Nous pouvonstrouver quinze entiers naturels a;, b;,c;(1—1,2,3,4,5), tels que
Ds ait; = DEN ee O,
i=1 EN | A et tels que les dix déterminants :
b; b; V7 (ER 42,6,1, à)
soient premiers entre eux.
On peut alors trouver dix autres entiers d;, e; tels que le déter-
minant Ar CUS ICe
CAT M0 en CCR MCE
CRT Co MES MCE
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soit égal à un. Posons alors
a; = y, 2:0;æ;=— y, 2:c; Li Y3;
Zi P;— Vi.
2 es on aura f(æi, Lo, Lys Ly, Ts) (y, V2) Y'3; N47 Ys),
F étant comme f une forme quadratique à coefficients entiers. La forme F(0,0,0,7,,y,) est d’ailleurs nulle pour Va — Zd;ë;, V5 —= Le; Er,
ainsi que pour pi èdié, y; Zeb;
c'est donc une différence de deux carrés.
Nous voyons par là qu'il suffit de se borner au cas où
les nombres £, et , faisant partie d’un même corps quadratique, et la forme quadratique f(0,0,0,x,,æx;) étant une différence de deux carrés.
Or, dans ce cas, la forme admet une infinité de transformations propres en elle-même, qui sont toutes des puissances de l’une d’entre
elles. Soit X;,=ax,+Bzr;
d — By — Xs= ya + ds de En
cette transformation : par les puissances positives de cette transfor-
. / YA mation, le rapport transformé de — tendra par exemple vers . par les < 5 5
puissances négatives, il tendra vers à.
Or, nous pouvons écrire CD) (TE Les Lo, ur ds) = Pin La) +A(lxi+ met naxs+ par, +qxs) —B(lx,+ma,+n'xs+p'a+g'a);
nous désignons ici par 2(æ,,æ,,æ,) une forme quadratique à coefficients
rationnels, par A et B deux nombres rationnels positifs, par /, m, 7, p, g,l,m,n',p',q des nombres entiers quelconques. Il existe des nombres rationnels «’, 8", y’, à’ tels que p Xi+gq Xs=a/(pa,+ gas) + B'(p'ri;+gq'æs), p'Xi+g'X5=7y (pa; +qæs) +0'(p'æ;,+g'æ;:);
mais, pq — p'q n'étant pas nul, il existe des nombres rationnels à, b, e, &', L', c’, tels que, si l’on pose
X'—=ax, + br, +cx;s +ax,+ôxs,
X!—=a'x+b'x;+cax;+yx,+ôxs,
on ait les identités
Lx, + ma, +nzs +pX, +gX, —= a'(lxi + MX: + nt; + pr, +qæs) + B'(l'xi+ mas+n'æ;+p'x;+gq'æs),
l'atma,+ni;+p'X.+g'X,—= y'(lx, + ma + nt, + pa, +qæs) + d'(l'x+ m'a, +n'a;+p'x,;,+gq'æs).
Si l’on pose encore
X, = 71; NE 4 XL, on aura donc
FOR REX NE (A 2 di, de)
Si, en particulier, x, et x, sont nuls, ilen est de même de X, et X', et l’on aura | JS X;, 0,0, X,; X;) = f(æ, 0,0, æ4, &s),
en admettant qu'on ait, dans X° et X’, remplacé æ, et x, par zéro. Mais Hermite a démontré (') qu'une certaine puissance de cette transformation, qui porte sur æ,, æ,, æ3, est à coefficients entiers. De mème, en annulant +, et x, ou +, et æ,, on obtient des transformations portant sur +,,æ,, æ, où sur æ,, æ,, æ,, dont certaines puissances sont à coefficients entiers. De là, il résulte qu’une certaine puissance de la transformation qui change æ,, æ,, æ.,,x,, æ, en X', X,, X,, X!, X', est à coeflicients entiers. Peut-être que cette transformation de j en elle-
(1) HermiTE, Œuvres, t. I, p. 193 et suiv.
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même, qui a pour déterminant un, ne correspond pas à une transformation (T), mais alors son carré y correspond quand mème.
Nous avons donc une transformation à coefficients entiers de la forme en elle-même, qui correspond à une transformation CDeHqui est de la forme
Ne X:—"%2, (16) Xs— 3;
X,= ax, + bx, + cr, +ax, + 5x,
EL CR #, f 4 Xi arr b'atcr;+ar, +B'æ;:
par les puissances positives de cette transformation, les transformés de T1 Lo T3 ZX,
np met lp
[Rai +
tendent respectivement vers 0, 0, 0, + : notre propost-
AO TT lion est donc démontree.
A la vérité, la démonstration n’est pas bonne pour les points de la variété
ci ie (æ1 Lo La) Ly, Ts) = re TA Cer Lo; 3) TL}, Ts) — 0;
ou, en revenant au cas général où £,, &,, €, ne sont pas forcément nuls, pour les points de la variété
na ol annee Gil lc Jai 0;
mais 1l est évidemment très facile de trouver dans le groupe une transformation qui amène le point initial en dehors de cette variété; il ne reste plus alors qu’à lui appliquer les puissances de la transformation (16), comme nous l'avons vu.
5. Nous voudrions maintenant montrer qu’il existe dans le groupe une transformation correspondant à une transformation (T) du premier type, ayant comme points doubles :
Po redesmasts :
1° Un point réel quelconque, dont les coordonnées Ne. Ne Le font partie d’un même corps quadratique ;
2° Lepoint(£,8,,8,£,£!)dont les coordonnées sont les conjuguées de celles du premier point;
3° Un autre point réel quelconque (,, 2, 93, n:, n;), dont les coor-
données sont seulement assujetties à faire partie d’un même corps quadratique (non nécessairement le même que le précédent), et à vérifier les deux conditions
(19) À E fa Es fn Es fn + Ex fait Es fn 0:
LE ra En fa E8 fn tr Eh Pas + Et fn 0:
4° Le point (n,,n,,n,, 1,» n,), dont les coordonnées sont les conjuguées de celles du précédent.
Nous pouvons, comme précédemment, supposer que £,, 6; et &s sont nuls. La transformation (16) a alors les points doubles indiqués, mais elle est du cinquième type, première forme.
Les deux conditions (17) deviennent ici, en reprenant la notation de la relation (15),
ni + Mn + ns + PU + gs —=0,
l'a, + mn, + n'n+ p'n+ gs = 0; comme, de plus, on doit avoir
FE, M2, 133 A4 ns) == ©), on aura
(19) D(N1; No, N3) = 0.
Il nous suffira donc de prendre pour n,, n,, n, des nombres faisant partie d’un même corps quadratique et satisfaisant à la relation (19); les relations (18) serviront alors à calculer n, et ns.
D'une facon de procéder analogue à celle qui nous a servi pour (6:,6:,6:,6,,6;), on déduit qu'on peut, sans nuire à la généralité, se borner au cas où
Il existe alors une transformation à coefficients entiers et de déterminant un de la forme
Xi = T4 (20) { Xo= Ti + Par + yzy
X3= ax, + B'x-+ Væ3,
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et qui change les nombres
en
à un facteur près. Posons alors
X;,= ar +B'a;+y rs+ ex, Ni — Can, sit. BÈx, = V"Z3 de 24
a", 8", ÿ', à”, B”, y” étant des nombres que nous déterminons par les relations (IX, +mX, +nX,; +pX, + gx; =lx;, +ma+tnas +pr,+ qæs,
(22) l lXi+mX,+nX;+p'X,+g'X;=l'x;+m'a+n'z;+p'a+g'æs.
Les formules (20) et (21) définissent une transformation de la forme f en elle-même. Les coefficients x”, B”, y”, x”, B”, +” sont rationnels, mais pas forcément entiers; mais la considération de la forme adjointe def (0, &,, æ,, æ,, æ,) prouve que, pour une certaine puissance de la transformation, 8”, y”, 6” et Y” sont remplacés par des entiers; si alors &” et x” sont des fractions dont le plus petit commun multiple des dénominateurs est x, la puissance p de cette nouvelle transformation*sera à coefficients entiers.
Nous avons ainsi une transformation à coefficients entiers
DE Zi, X= ar; + +7yæs, (23) Xs= a'œ + Pas +yæs,
Xi= aa, +P'r +y'as+a, De — QE ee Bars Y'Æs+ De
: = A IL À quiacommepointsdoubles(0,0,0,6,,6,),(0,0,0,6,,6,), (0, 2,5» 455) et (0, 5 M5 4» 1), et qui donne lieu aux identités
ë, fx + Abe — Eee Jan fr Celica t Gofus Ne fx, Es JA, + +R = Te fe, + 8 fes + 08 fai + M5 far), nn tn nf = Tr (no fa, + 08 fes M Jet M fr) G, 22
r' est l'inverse de r; ces deux nombres font partie du même corps quadratique que +, ss 1, N5+ en remplaçant au besoin la substitution (23) par son carré, on peut supposer qu'ils sont positifs. De mème, on peut supposer que la transformation (23) correspond à une transformation (T).
La transformation (16), de son côté, donne lieu aux identités
nl M Co)
En fa Ba = R' (Bi fe + Es fes) ne Ja M8 Ja + a JR + Ms = No Je, + Ma fs M fa ns frs ne Je + JR + ni JR + Ne = 08 Jos 8 fs a fes + Ms frs
R et R’ sont deux nombres, qu’on peut supposer positifs, et qui appartiennent au même corps quadratique que £, et &,; ils sont inverses l’un de l’autre.
On peut toujours trouver deux nombres entiers & et 6 tels que les
nombres R£, R'*, rh, r'B
soient tous différents. Alors /e produit de la puissance x de la trans/formation (10) par la puissance { de la transformation (23) correspond à une transformation (T) du premier type satisfaisant aux conditions umposées. Les nombres r,,r,,r,, r,, dans cette transformation, seront égaux respectivement à R*, 7°, R%, rê.
6. Notre groupe de transformations (T) étant discontinu, il existe des fonctions invariantes par les transformations du groupe, et se comportant comme des fonctions rationnelles dans le domaine (1).
Or, d’après ce que nous venons de voir, les variétés qui correspondent pour ce groupe à celles que nous avons considérées (Chap. V, 15) passent aussi près qu’on veut de n'importe quel point du domaine (IP); il en est ainsi d’ailleurs, même si l’on se borne aux transformées d’une des substitutions du premier type que nous venons de déterminer par les autres substitutions du groupe. Il en résulte qu’en tout point du domaine (IT), qui ne serait pas un point singulier, une de nos fonctions invariantes devrait prendre la même valeur, ce qui est absurde.
Donc, pour les fonctions invariantes par ce groupe, non constantes,
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et se comportant comme des fonctions rationnelles dans le domaine (D), les points du domaine (III) sont des singularités essentielles.
Ces fonctions ne peuvent donc pas se prolonger hors du domaine (D). Elles sont donc uniformes partout où elles existent.
7. Si nous formons le polyèdre fondamental d’après la méthode générale que nous avons étudiée (Chap. IL), il résulte de ce que nous avons établi (Chap. IV) sur les transformations du premier type que ce polyèdre n'aura pas dans le domaine (III) de variétés à plus de quatre dimensions; dans le domaine réel, à cause des substitutions du cinquième type que nous avons rencontrées, il ne pourra avoir que des points isolés, c’est-à-dire des sommets.
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