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PRÉFACE
L'ouvrage que je publie aujourd'hui se compose de deux parties distinctes.
Le texte constitue seulement une nouvelle rédaction d'un Mémoire présenté en 1869 (^) à l'Académie des Sciences, Mémoire dont l'impression a été retardée par bien des circonstances sur lesquelles il est inutile d'insister.
Les Notes contiennent l'examen détaillé de quelques questions qui s'étaient présentées dans mes recherches primitives, et que je n'avais pu traiter avec le développement qu'elles me paraissaient mériter.
Le but principal de l'ensemble de ce travail est l'étude d'une classe remarquable de surfaces du quatrième ordre, que je propose d'appeler cyclides, et qui admettent une conique double spéciale, le cercle de l'infini. Ces surfaces peuvent se décomposer en un plan, le plan de l'infini, et en une surface du troisième ordre, qui contient le cercle de l'infini. Elles donnent donc, par une transformation homographique, la surface la plus générale du quatrième ordre
(') Voir l'extrait du Mémoire, Comptes Rendus, t, LXVIII, p. 1311, séance du 7 juin 1869.
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à conique double, et la surface générale du troisième ordre. J"ai dû joindre à leur étude, pour la rendre à la fois plus nette et plus complète, celle des courbes qui jouent le même rôle qu'elles clans la géométrie à deux dimensions. Ces courbes, que j'appelle cxjcUques, sont soit les courbes planes du quatrième ordre ayant pour points doubles les deux points à l'infini sur le cercle, soit les courbes sphériques qui résultent de l'intersection de la sphère avec une surface du second degré. Quelques propriétés relatives aux imaginaires se présentaient naturellement dans l'étude que j'avais entreprise; il m'a paru cju'il y aurait avantage à les développer avec la généralité qu'elles comportent. Ces explications justifieront, je l'espère, la composition et le plan de mon travail.
La première Partie est consacrée à l'étude de la transformation par rayons vecteurs réciproques, des foyers et des locales. Depuis 1869, bien des recherches importantes ont été ou mieux connues ou publiées sur les cUfférentes méthodes de transformation. J'ai cru devoir conserver néanmoins les développements que j'avais présentés sur ce sujet, parce qu'ils sont élémentaires, et aussi parce qu'ils se rapportent à la plus intéressante de toutes les transformations considérées jusqu'à présent. J'ai ajouté à cette Partie, au moment de l'impression, l'indication d'un moyen nouveau et très simple de former l'équation différentielle des surfaces applicables sur une surface donnée. Les théories relatives aux imaginaires expliquent nettement, ce qui n'avait pas été fait jusqu'ici, les solutions singulières de l'équation aux dérivées partielles à laquelle on est conduit.
La deuxième Partie contient une étude détaillée des cyclides planes et sphériques. J'y examine les propriétés générales, la classification des différentes espèces de cycliques, et les propriétés métriques focales, qui sont la
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généralisation des propositions connues de la théorie des coniques.
Parmi les cycliques, quelques-unes ont la plus grande analogie avec l'ellipse de Cassini; leur théorie est liée par les rapports les plus étroits aux beaux théorèmes de Poncelet sur les polygones inscrits et circonscrits aux coniques, et, d'autre part, avec quelques propositions générales relatives aux imaginaires en géométrie. La troisième Partie est donc consacrée à une étude des imaginaires ; mais, après avoir démontré les propositions indispensables, je reviens promptement à l'objet spécial de mon travail, pour étendre à toute une classe de courbes planes et sphériques deux des propriétés fondamentales du cercle. On me permettra de signaler aussi un moyen nouveau de démontrer les propriétés métriques focales des coniques, en les déduisant directement de l'une des propositions générales que M. Chasles a prises pour bases de la théorie de ces courbes, dans son beau Traité des Sections coniques. Les Notes contiennent des développements nombreux et étendus se rapportant à cette Partie. Elle a d'ailleurs été modifiée en un point pendant l'impression. J'ai beaucoup simplifié la démonstration que j'avais donnée d'abord des théorèmes de Poncelet.
Les deux dernières Parties sont consacrées à l'étude analytique et géométrique des surfaces cychdes, abrégée et rendue plus facile par les développements qui précèdent. Ce qui concerne la génération des cyclides, leur classification et la cyclide à quatre points doubles, qui a été depuis 1869 le sujet des recherches de quelques géomètres, n'a reçu aucune addition dans le texte. J'ai un peu changé la forme de la dernière Partie, consacrée à l'étude géométrique des cyclides et du système triple orthogonal qu'on peut former avec ces surfaces, en ajoutant quelques développements relatifs à une des plus belles conceptions de M. Cayley. Ce
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géomètre a eu le mérite de donner, le premier, sous une forme nette, grâce aux beaux travaux et aux études antérieures de Môbius et surtout de M. Gliasles, les principes qui assujettissent, si je puis m'exprimer ainsi, la géométrie des relations métriques dans le plan et sur la sphère à celle du rapport anharmoniqiie, appelée quelquefois aussi géométrie projective. Pour ne pas être accusé de me livrer à des spéculations théoriques sans aucune portée pratique, j'ai montré dans les Notes comment les principes de M. Gayley pouvaient conduire à des théorèmes intéressants, et en particulier à une méthode de tranformation des surfaces avec conservation des lignes de courbure qui a été déjà donnée par M. Bonnet. Je généralise d'une manière assez étendue cette méthode de transformation.
Les Noies contiennent des développements relatifs à la géométrie de M. Gayley, à la transformation par rayons vecteurs réciproques, et à un système de coordonnées qui s'applique à la fois aux points, aux plans et aux sphères. M. Lie, professeur à l'Université de Ghristiania, a, le premier, considéré la sphère comme un élément de l'espace, et il a su établir les relations les plus intéressantes entre la géométrie des sphères et celle des lignes droites. Ne voulant développer ici que mes recherches personnelles, je me suis borné, dans les dernières Notes de cet ouvrage, à l'étude des cyclides, de leurs normales, de leurs sphèreslangentes, et des courbes remarquables cp'on peut tracer et déterminer sur ces surfaces.
La deuxième et la quatrième Partie sont précédées d'une courte Notice historique. Quelques remarques et rectifications portant sur des travaux dont j'ai eu connaissance après avoir terminé sont placées à la fin des Notes.
Je serais heureux de voir ce travail, dont je sens autant que personne les imperfections, accueilli avec bienveillance
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par les géomètres. Puisse-t-il amener quelques-uns d'entre eux à des études qui forment un intermédiaire et un lien nalurel entre la théorie des quadriques et celle des surfaces de degré supérieur, empruntant aussi au rang qu'elles occupent une importance et un intérêt qu'on ne saurait méconnaître.
12 juin 1872.
PREMIERE PARTIE
De la transformation par rayons vecteurs réciproques, des foyers et des focales.
De la transformation par rayons vecteurs réciproques dans le plan.
On sait que les formules de la transformation par rayons vecteurs réciproques, prises dans le cas le plus simple, sont les suivantes,
yr ^ -^^ y ^ V
où rc , ?/ , X , Y désignent les coordonnées ordinaires de deux points correspondants. On peut les écrire de la manière suivante,
(1) X+Yi=:-!^_r X — Yi ^''
ce — yt x + yi
et, sous cette forme, on reconnaît immédiatement qu'à un point, pris dans l'une des figures, ne correspond qu'un point de l'autre.
La transformation précédente offre le cas le plus simple, et
auquel peuvent se ramener tous les autres, des transformations du second ordre. On définit ainsi les transformations dans lesquelles à un point répond un seul point, et à une droite une conique. Désignons par I et J les points à l'infini sur le cercle, et par 0 le pôle de transformation; à une droite correspond, en général, un cercle passant par le pôle, c'est-à-dire une conique passant par les trois points 0 , 1 , J. Mais il y a trois séries de droites auxquelles correspondent d'autres droites : 1° les droites passant par le pôle 0; 2° les droites passant par le point I, auxquelles correspondent des droites passant par le point J; 3° les droites passant par le point J, auxquelles correspondent des droites passant par le point I.
D'après cela, à un cercle de rayon nul, formé de deux droites passant, l'une par le point 1, l'autre par le point J, correspondra aussi un cercle de rayon nul. Toutes ces remarques sont, d'ailleurs, des conséquences immédiates des formules de transformation (1).
Désignons par n l'ordre d'une courbe à équation réelle, et qui passera le même nombre de fois par les points imaginaires conjugués I et J. Soient i le nombre des branches de courbe se croisant en un des points I ou J, o le degré de multiplicité du pôle (o sera nul, si la courbe ne passe pas au pôle). Désignons par n',o',i' les nombres, analogues pour la courbe transformée. Ces nombres vérifient les formules suivantes, qui s'appliquent à toutes les transformations du second ordre,
n' :=^n — "ii — 0 .
Ainsi, à une conique quelconque correspond une courbe du quatrième ordre ayant trois points doubles, le pôle et les deux points l et J; mais si la conique passe au pôle, la transformée est une courbe du troisième ordre ayant un point double au pôle, et passant une seule fois par les points I et J. Si elle est un cercle, la transformée est un cercle, ou une ligne droite, si ce cercle passe nu pôle.
Des foyers.
On sait qu'on nomme foyers d'une courbe plane les points pour lesquels deux des tangentes menées à la courbe ont -h i et — i pour coefficients angulaires, c'est-à-dire passent par les deux points I et J. En d'autres termes, si des points 1 et J on mène deux faisceaux de tangentes à la courbe, les points d'intersection des droites de ces deux faisceaux sont les foyers de la courbe. Si celle-ci est de la m'^""* classe, et qu'elle passe i fois par chacun des points I et J, on ne pourra lui mener de chacun de ces points que m — 2t tangentes. Il y aura donc en tout (m — 2ïy foyers; mais m — 2^ seulement de ces foyers seront réels ; car sur chacune des tangentes à la courbe menées d'un point I, il y a un foyer réel, et un seul, qui est à l'intersection de cette droite et de la droite imaginaire conjuguée.
Par exemple, les courbes du second degré ont quatre foyers, et deux seulement sont réels. Il est bien entendu d'ailleurs que, dans les formules précédentes, les points I et J sont des points multiples ordinaires pour la courbe considérée. Nous allons donner un exemple.
Considérons les courbes du 4® ordre qui admettent pour points doubles les deux points I et J. Ces courbes sont de la 8^ classe, et de chacun de ces points on pourra leur mener 4 tangentes, qui se couperont en 16 points. Ces courbes auront donc 16 foyers, dont 4 seulement sont réels. Ces 4 foyers réels détermineront d'ailleurs tous les autres.
Au contraire, les ovales de Descartes ont, d'après une remarque faite par M. Cayley, les deux points I et J pour points de rebroussement. De chacun de ces points, on ne pourra leur mener que trois tangentes. Ces courbes auront donc seulement 9 foyers, dont 3 seront réels.
Quand la courbe passe par les deux points I et J, les tan-
gentes à la courbe menées en ces deux points forment deux faisceaux de i droites, qui sont des asymptotes de la courbe. M. Laguerre a proposé d'appeler foyers singuliers les points d'intersection des droites de ces deux faisceaux. Il y a donc ?■' foyers singuliers; i seulement sont réels et peuvent être considérés comme des cercles de rayon nul, à centre réel, doublement tangents à la courbe aux deux points I et J.
Le cercle, par exemple, a un foyer singulier à son centre; les courbes du quatrième ordre, ayant pour points doubles les deux points I et J, ont deux foyers singuliers réels, etc.
Les foyers ordinaires jouissent d'une propriété très importante. Si on transforme une courbe par rayons vecteurs réciproques, les transformées des foyers sont les foyers de la courbe transformée. Cela est évident, si l'on considère les foyers comme des cercles de rayon nul. Cependant, si l'on place le pôle en un des foyers, ce foyer disparaît, et est remplacé par un rebroussement (deux branches tangentes en I et J).
La proposition précédente ne s'applique d'ailleurs qu'aux foyers ordinaires; les foyers singuliers d'une courbe ne deviennent pas les foyers singuliers de la transformée.
De la transformation par rayons vecteurs réciproques dans l'espace.
Voici comment on peut définir géométriquement cette transformation, qui est comprise comme cas particulier dans Vinvolution quadrique de M. Hirst.
Considérons une surface du second degré, et le cône du second degré circonscrit à cette surface suivant une conique (C) et ayant son sommet en 0 . Menons, par le point 0 , une droite quelconque qui coupe la surface aux deux points M , M', et prenons sur cette droite deux points A , A', divisant barmoniquement le segment MM'. Nous aurons une transfor-
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niation dans laquelle à un point a correspondra un seul point a' , et réciproquement. D'ailleurs, cette transformation sera, d'après une heureuse expression de M. Transon, une transformation involntive, c'est-à-dire qu'au point a considéré, soit dans la première, soit dans la seconde figure, correspondra toujours le même point a' .
Si l'on suppose maintenant que la surface du second degré
soit une sphère, que 0 soit le centre de cette sphère, on obtiendra la transformation par rayons vecteurs réciproques. En effet, si par le centre d'une sphère on mène un diamètre MM', deux points a , a', conjugués par rapport au segment MM', sont tels que
Oa . Oa' ==R%
R étant le rayon de la sphère. On peut donc supposer que la surface du second degré considérée plus haut devienne une sphère, que 0 soit le centre; alors la courbe de contact (G) du cône de sommet 0 circonscrit à la sphère sera le cercle imaginaire à l'infini, et l'on aura la transformation par rayons vecteurs réciproques.
Étudions d'abord la correspondance entre les points :
1*^ Au pôle 0 correspondent tous les points du plan de contact, c'est-à-dire du plan de l'infini.
2° Les seuls points qui se correspondent à eux-mêmes sont situés sur la surface du second degré, c'est-à-dire sur la sphère.
3° A tout point a situé sur le cône circonscrit (c'est-à-dire sphère de rayon nul ayant son centre au pôle) correspond un point a' situé sur le cercle de l'infini (G).
Mais au point a' correspondent tous les points de la droite Oft'. Car les points d'intersection de la surface et de la droite Oa' sont confondus en a', et par conséquent le conjugué harmonique de a' est indéterminé sur la droite Oa' .
On voit donc qu'il existe des points pour lesquels le point homologue est indéterminé : le pôle, auquel correspondent tous les points d'un plan, le plan de l'infini; et les points du cercle de l'infini (C), auxquels peuvent correspondre tous les points d'une droite, celle qui les joint au pôle.
Nous allons étudier maintenant les transformées de quelques figures simples, et nous commencerons par la ligne droite.
Considérons d'abord une droite mnjjq , rencontrant la sphère fondamentale en m , n , et son cône asymptote en p , q . k cette droite correspondra une courbe plane, une conique située dans le plan de la droite et du pôle. Les points m et n se correspondent à eux-mêmes. Les points p, q ont leurs homologues p' ,q' sur le cercle de l'infini. Enfin, le point à l'infini sur la droite a pour homologue le pôle 0 . On voit donc qu'à la droite correspond la conique passant par les cinq points 0 ,m ,n,p' ,q' . Cette conique est un cercle, puisqu'elle coupe aux deux points p', 7' le cercle de l'infini. Examinons dans quels cas elle se décompose.
4° Si la droite proposée passe par le pôle, elle se correspond à elle-même.
2° Si la droite coupe le cercle de l'infini en un point a , à ce point correspondront tous ceux de la droite Oa. Le cercle correspondant à une droite se décomposera : 1° en la droite Oa; 2° en une autre droite qu'on détermine de la manière suivante : la première coupe la sphère fondamentale en un point m, qui se correspond à lui-même, et le cône asymptote en un point b qui a pour homologue le point b' situé à l'infini sur le cercle (C) et sur la droite 06. Ainsi à la droite mba correspond une droite mb' rencontrant aussi le cercle (C).
On voit donc qu'à uiio droite coupant le cercle de l'infini
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correspond une autre droite coupant le cercle de l'infini en un autre point.
Tels sont, comme on s'en assurera aisément, les seuls cas dans lesquels à une droite corresponde une autre droite.
Les lignes que nous venons de trouver jouent d'ailleurs un rôle des plus importants dans la géométrie métrique; nous aurons à les employer fréquemment et à les considérer soit comme les génératrices rectilignes imaginaires des sphères,, soit comme jouissant de cette propriété que la distance de deux quelconques de leurs points situés à distance finie est nulle. Nous allons établir ces propositions.
Une sphère contenant toujours le cercle (C), on voit que toutes les génératrices rectilignes des sphères seront assujetties à rencontrer ce cercle. D'autre part, étant donnée une droite A rencontrant le cercle (C), il est clair qu'on pourra construire une infinité de sphères contenant cette droite, et dont les centres seront dans le plan tangent mené par la droite A au cercle (C).
En particulier, toute droite rencontrant le cercle (G) pourra être placée sur une sphère de rayon nul (cône ayant (C) pour base), ayant son centre en un quelconque de ses points, et par conséquent tous les points situés à distance finie sur cette droite seront à une distance nulle de l'un d'eux.
Après avoir examiné les droites, considérons une courbe quelconque, et supposons qu'elle rencontre le plan de l'infini en p points non situés sur le cercle (C), et en i points sur ce cercle. Son ordre n , c'est-à-dire le nombre de points dans lesquels elle est rencontrée par un plan sera donc p -\- i . Supposons, en outre, qu'elle coupe le cône asymptote de la sphère en r points, et que le nombre de ses branches passant au pôle soit égal à q . Désignons par des lettres accentuées les mêmes nombres pour la transformée. On aura
q'=p, P'=(j, i'=r, i = r', n'zzzn + q'—q, p + i = n, p'-hi'=in'.
INous écartons, bien entendu, les particularités.
8 SUH UNE CLASSE REMARUUABLE
Appliquons les principes précédents à la courbe d'intersection d'une sphère et d'une surface du second ordre. L'ordre de cette courbe est 4; elle coupe le plan de l'infini en quatre points situés sur le cercle (C), le cône circonscrit (OC) en quatre points. On a donc généralement
et, par suite,
La transformée sera donc une courbe sphérique analogue, et nous verrons que cette nouvelle courbe se trouve aussi sur une infinité de surfaces du second degré.
Si, au contraire, on prend pour pôle un point de la courbe, la transformée est une cubique plane, passant par les deux points à l'infini sur le cercle, ou cubique circulaire. Nous reviendrons d'ailleurs sur ces questions.
Les formules relatives aux surfaces se trouvent aussi sans difficulté. On pourra consulter un article de M. Moutard sur la transformation par rayons vecteurs réciproques. (Nouvelles Annales de Mathématiques, 1864.)
Des focales des courbes et des surfaces.
Nous avons vu que, dans la transformation par rayons vecteurs réciproques, les droites qui rencontrent le cercle de l'infini se transforment en des droites rencontrant le même cercle. Ainsi les surfaces réglées formées de ces droites se transforment en surfaces réglées.
On peut compléter ce résultat, et démontrer que les surfaces développables formées de ces droites se transforment en surfaces développables . Car de telles surfaces développables peuvent être considérées comme les enveloppes des sphères de rayon nul (ou cônes ayant (C) pour base), ayant leurs centres sur
l'arête de rebroussement de la développable. Or ces sphères de rayon nul se transforment en sphères de rayon nul : ce qui démontre la proposition.
Les développables remarquables que nous venons de considérer se présentent dans un grand nombre de questions. Nous les appellerons développables focales, et nous allons d'abord nous en servir pour donner la défmition des focales d'une surface.
On ne connaissait les foyers que dans les courbes du second degré, quand Pliicker^ donna de ces points une définition qui s'étend à toutes les courbes. On généralise de même, et sans difficulté, la notion de focale due à M. Chasles pour les surfaces du second degré, en donnant des focales la définition suivante, que nous avons proposée dans une Note insérée en 1864 aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences.
Circonscrivons à une surface quelconque et au cercle (C) une surface développable. Cette surface aura des lignes doubles qui suffiront à la déterminer, et qu'on appellera les focales de la surface. Par chaque tangente de la focale on peut mener deux plans tangents communs à la surface et au cercle de l'infini.
Nous appellerons foyer d'une surface tout point de la focale. Il est clair que le foyer peut aussi être défini le centre d'une sphère nulle doublement tangente à la surface.
Il est inutile d'indiquer que la défmition précédente concorde avec celles qui ont été adoptées pour les surfaces du second degré.
Propriétés des développables focales.
Étudions d'abord les propriétés principales des développables singulières qui nous ont permis de définir les focales. Leurs plans tangents sont circonscrits au cercle de l'infini que
nous appellerons aussi le cercle (C). Ce cercle (C) d'ailleurs intervient, comme on sait, dans la définition des angles et de la perpendicularité. Si un plan coupe le plan de l'infini suivant une droite A , toute perpendiculaire à ce plan vient rencontrer le plan de l'infini au pôle de A par rapport au cercle (C). 11 suit de là qu'un plan devient parallèle à sa perpendiculaire dès qu'il passe par une tangente au cercle (C).
On voit donc que les normales à nos surfaces développables focales coïncideront avec les génératrices rectilignes de ces surfaces.
D'ailleurs, l'arête de rebroussement de la surface étant telle que sa tangente va toujours rencontrer le cercle de l'infini, en tout point de cette courbe on aura
et, par conséquent, un arc quelconque de cette arête de rebroussement sera nul.
En partant de cette propriété de l'arête de rebroussement, on peut indiquer la forme caractéristique que prend sur les développables focales la formule qui donne la distance de deux points infiniment voisins. Car soient w ,y ,z les coordonnées, fonctions d'un paramètre u, d'un point de rebroussement, on aura
du) XduJ
duj
et d'ailleurs tout point de la développable focale est défini par les valeurs suivantes des coordonnées :
/c»x V ^ ^^ A7 - f^y r, ^dz
(2) X=X + l-—' Yr=y + A~' Z=Z + l-r->
du du du
d'où l'on déduit
ou
(3) //S^= \''f{u)du^ .
On voit que, si l'on change de variable, on a la forme plus générale
(4) dS'={ady.-\-bdp)\
Cette forme est d'ailleurs caractéristique des développables étudiées; car elle entraîne cette propriété, qu'en chaque point de la surface il y aura une seule direction pour laquelle c/S sera nul; en d'autres termes, le plan tangent sera constamment circonscrit au cercle de l'infini.
Toutes les lignes tracées sur la surface seront des lignes de courbure; car les normales à la surface en tous leurs points, engendrant la surface elle-même, formeront toujours une surface développable.
Il suit de là que, si l'on circonscrit à une surface quelconque une développable focale, la courbe de contact des deux surfaces sera une ligne de courbure commune aux deux surfaces; d'où le théorème suivant :
Sur toute surface, on peut déterminer en termes finis une ligne de courbure imaginaire, et cette ligne est la courbe de contact de la surface avec la développable focale circonscrite (^).
Il est facile de s'assurer que cette ligne de courbure est distincte de l'enveloppe des lignes de courbure (quand les lignes de courbure ont une enveloppe). Elle donne donc une solution particulière de l'équation différentielle des lignes de courbure.
Considérons, par exemple, la surface du second degré dont l'équation est
Exprimons que le plan tangent est parallèle aux plans asymptotes de la sphère ; nous trouvons
(*) Voir la communication aux Comptes rendus, 1864, et un travail de
l'auteur dans les A7inales de l'École Normale, même année.
Cette équation représente un cône, qui coupera la surface suivant une ligne imaginaire, laquelle sera ligne de courbure. En effet, prenons l'intersection de la surface précédente (5) avec une autre surface homofocale
a — ).' h — a' c — /' L'intersection des deux surfaces se trouve sur le cône
et lorsque /. se rapproche de /' , on a la ligne de courbure indiquée plus haut, qui est, comme on voit, l'intersection de la surface avec la surface homofocale infiniment voisine.
La considération du cercle de l'infini permet encore de trouver une classe importante de lignes géodésiques. Supposons que, sur une surface donnée, on sache intégrer l'équation
On obtiendra sur cette surface deux séries de lignes de longueur nulle. Je dis qu'on doit les considérer comme des lignes géodésiques, correspondantes au cas où la force vive est nulle. En effet, le plan osculateur de ces lignes est parallèle à deux tangentes infiniment voisines, c'est-à-dire à deux génétrices infiniment voisines du cône asymptote de la sphère. Donc, si l'on mène dans le plan tangent à une surface en M la droite § allant rencontrer le cercle de l'infini, le plan mené par cette droite tangentiellement au cercle de l'infini sera le plan osculateur de la ligne de longueur nulle passant en M et tangente à la droite S. Ce plan osculateur, étant normal à la droite §, sera donc normal au plan tangent. Les lignes dé longueur nulle considérées possèdent donc la propriété caractéristique des lignes géodésiques.
Le calcul conduit au même résultat. Soit, sur une surface,
l'expression de la distance de deux points infiniment voisins.
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On a, pour trouver les lignes géodésiques, à intégrer l'équation /dBV /dey
Cette équation sMntègre, quel que soit ),, quand c est nul, et elle conduit aux lignes
Revenons aux surfaces développables, et imaginons une courbe quelconque tracée sur ces surfaces. Cette courbe aura pour normales les génératrices de la surface. Donc
L'arête de rebroussement de la développable est une développée commune à toutes les courbes tracées sur cette surface.
Si l'on prend, en particulier, une section plane quelconque, il résulte de la proposition précédente que sa développée sera la projection, sur le plan de la section, de l'arête de rebroussement de la surface, et, par conséquent, les sections de la développable par des plans parallèles se projetteront sur Vun de ces plans suivant des courbes parallèles.
De même, si l'on coupe la développable par une sphère, la développée sphérique de la courbe de section sera la projection conique de l'arête de rebroussement, le centre de projection étant le centre de la sphère. Cela résulte de ce que la surface polaire (ou lieu des développées) d'une courbe sphérique est un cône.
Il résulte de là que les sections par des sphères concentriques se projettent coniqiiement siir une de ces sphères suivant des courbes sphériques parallèles (*).
Ces remarques vont nous permettre de donner quelques propriétés et en quelque sorte la représentation de la surface développable circonscrite à deux surfaces du second degré. Cette développable a pour ligne double une conique. Son arête
i'] Voir des cas particuliers de ces propositions énoncés par M. Moutard (Nouvelles AnnalesJ, par M. Laguerre (Bulletin de la Société PhilomathiqueJ _, et par l'auteur dans le travail cité de 1864 (Annales de l'École Normale supérieurej.
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de rebroiissement se projette suivant la développée de cette conique, et, pour avoir un point de cette arête, il faudrait élever en chaque centre de courbure une perpendiculaire égale au rayon de courbure multiplié par ±K — 1 . La développée étant du 6^ ordre, l'arête de rebroussement est du 12*. Quant à l'équation de la surface, elle est en quelque sorte identique à celle des courbes parallèles à l'ellipse. Si R désigne la distance comptée sur chaque normale de l'une de ces courbes à l'ellipse, il faut remplacer R par zK — 1 .
L'arête de rebroussement de la développable focale circonscrite à une surface fait évidemment partie du lieu des centres de courbure de la surface. Il résulte de là que toutes les surfaces des centres de courbure d'une série de surfaces homofocales contiennent une même courbe, de longueur nulle, ligne géodésique singulière pour chacune d'elles.
Applications des propositions précédentes à des problèmes connus.
Avant de continuer cette étude, nous allons indiquer l'emploi qu'on peut faire des remarques précédentes soit pour expliquer quelques résultats obtenus par le calcul, soit pour simplifier la solution de certaines questions.
Proposons -nous d'abord le problème traité par Euler : Résoudre l'équation
dx^ + dif =- ds'' ,
c'est-à-dire trouver des expressions de x ,y , s en fonction d'un paramètre 6, débarrassées de tout signe d'intégration, et satisfaisant à l'équation précédente.
En changeant dans l'équation précédente s en zV — 1 , elle deviendra
dx'-hdy^ + dz''=0, et nous serons ainsi ramenés à la ([uestion suivante : Trouver.
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dans V espace les équations en termes finis des courbes de longueur nulle.
La solution de ce problèmo est une conséquence immédiate de ce qui précède.
On prendra un plan
(9) uœ -h ^y -^iyz + 5 = 0 ,
où les coefficients a , § , 7 , (J seront des fonctions d'un seul paramètre, satisfaisant à l'unique équation
L'arête de rebroussement de la développable, enveloppe de ce plan, sera la courbe cherchée.
On peut résoudre d'une infinité de manières l'équation (10), par exemple, en posant
y rrr 1 , « r= COS 6 , P == slu 6 ;
l'équation (9) deviendra, dans ce cas, en y remplaçant iz par s
(H) xco&Q -hys'mo -h s + f{6) = 0.
Il ne reste plus qu'à prendre les deux dérivées successives par rapport à 0,
— xsinQ-hycosô-\-f'(fi)=0,
— xcosQ — ys\nO-\-f'{e) = 0, qui donneront
(12) I x=f {Q)ûne + f (e) cos 9 ,
( y = — f{Q)coso + f' (ô)sine .
C'est la solution connue.
Mais on peut encore obtenir d'autres formes en résolvant d'une autre manière l'équation (10), par exemple, en posant
p étant le paramètre variable, etc.
La même méthode s'étend, par analogie, à l'équation plus compliquée
intégrée par M. J.-A. Serret {Journal de Liouville, t. XIII, p. 355). Si l'on considère la fonction
(13) ax + py -^-yZ ■\- ^S + z ,
où
et où a , ^ , y, (î , c sont des fonctions d'un seul paramètre, en joignant à l'équation (13) les trois premières dérivées, on aura ainsi quatre équations qui donneront a? , î/ , ^ , 5 en fonction d'un seul paramètre, et qui contiendront deux fonctions arbitraires d'une seule variable. Par exemple, on pourra prendre :
5=1, a r= ces 0 , |3 =: Sin 6 CCS p , y =r sln 6 SÎD y ,
et l'on trouvera des formules plus compliquées que celles d'Euler, ayant cependant avec elles une analogie indiquée par la similitude des méthodes. Mais il convient de réserver les développements que j'aurais à présenter sur ces questions et sur d'autres analogues pour un travail spécial.
Dans un autre Mémoire inséré au Journal de Liouville (t. XIII, p. 361), M. Serret a aussi été conduit à des surfaces réglées formées avec les droites rencontrant le cercle de l'infini, et dont la courbure est constante. Ce fait s'explique naturellement. La sphère est, comme on sait, une surface réglée à génératrices imaginaires. Les surfaces trouvées par M. Serret sont précisément toutes les surfaces réglées applicables sur la sphère.
Le problème est donc, à notre point de vue, une application particulière de cette question, qu'on sait maintenant résoudre généralement : trouver toutes les surfaces réglées, applicables sur une surface réglée donnée.
Enfin, considérons dans l'espace une courbe gauche quelconque (K), et menons par chaque tangente à la courbe les
plans tangents au corele (C). On formera ainsi deux développables, dont les deux arêtes de rebroussement seront des lignes de longueur nulle, développées de la courbe (K). Or un calcul des plus simples montre que la recherche des développées se ramène à une équation de Riccati, et comme on connaît deux solutions particulières de cette équation, d'après ce qui précède, nous voyons que le problème sera ramené aux quadratures (^). Nous emprunterons un dernier exemple à la théorie des surfaces applicables. On sait que le problème principal de cette théorie consiste dans la détermination de l'équation différentielle des surfaces applicables sur une surface donnée. En d'autres termes, étant donnée l'équation différentielle
dx^ -h dif + dz- = Adu^-h2Bdndv -+- k'dv^ ,
on demande de déterminer l'une quelconque des coordonnées X, ij ^z Q\\ fonction de u et de v. La méthode suivante, pour former l'équation différentielle du problème, qui nous paraît plus précise et plus générale que les méthodes connues, explique en outre un fait singulier qui a été signalé par Bour. L'équation (14) peut s'écrire
doc"- -\- d\f = kdu- + '^^dudv + k'dv^ — dz^
ou
d!a?- + dif-
'-\~\du^ + ^U -~^\dudA
uj J \ au avj
Si donc on suppose z connu et exprimé en u et en y , l'expression contenue dans le second membre de l'équation précédente sera le ds"' d'une surface développable. Nous
(*) Cette reraarque m'a été communiquée par M. 0. Bonnet, à qui l'on doit une méthode simple pour la recliercho des développées. (Voir Bertrand, Calcul âifjérenliel, g 023.)
n'avons donc qu'à écrire l'équation connue qui exprime que la surface définie par la formule
[_ \àu/ J \ ou av)
est développable, c'est-à-dire a sa courbure nulle, et nous formerons ainsi l'équation nécessaire et suffisante à laquelle doit satisfaire z . Cette équation sera du second ordre.
Bour a remarqué un fait qui, dans sa méthode, restait inexpliqué : c'est que cette équation différentielle du second ordre admet comme intégrale parliculière l'équation aux différentielles partielles du premier ordre à laquelle se ramène le problème des lignes géodésiques. La méthode suivie explique ce résultat; car, pour trouver les lignes géodésiques, on a à ramener l'expression
Adit''+2Bdudv + Cdv^
à la forme et, par suite,
du^-hEdf^'
kdu^ + '^Bdudv + (:dv^—(U^
devant être égal à Hc?^\ a devra satisfaire à la même équation différentielle que z , l'expression qui donne la mesure de la courbure devenant nulle quand l'élément ds"^ devient un carré parfait. Md^J^ serait même l'élément d'une développable focale de la nature de celles qui ont été considérées plus haut.
Des focales singulières des surfaces.
Quand une surface algébrique contient le cercle de l'infini, il est avantageux de joindre aux focales ordinaires les focales nommées singulières par M. Laguerre. Ces focales sont les
lignes doubles de la développable circonscrite à la surface suivant le cercle (C). La considération de ces focales permet d'énoncer avec précision les théorèmes suivants relatifs aux cônes circonscrits.
Soit un cône circonscrit à une surface. Pour avoir ses focales, il faut lui mener des plans tangents circonscrits au cercle (C). Les lignes d'intersection de ces plans seront les focales du cône. Ces plans sont évidemment les plans tangents aux deux développables focales, ordinaire et singulière, de la surface menés par le sommet du cône. On voit donc que les focales de tous les cônes circonscrits sont les droites d'intersection des 'plans tangents aux deux développables focales de la surface menés par le sommet du cône.
Les droites focales déduites de la focale singulière de la surface peuvent être appelées focales singulières du cône. On voit que le cône circonscrit est tangent en un certain nombre de points au cercle (C), et les plans tangents au cône en ces points sont ceux qui se coupent suivant les focales singulières.
Enfin, la définition des focales étant tangentielle (c'est-à-dire n'employant que les plans tangents), les focales d'une courbe quelconque se déterminent comme celles des surfaces : ce sont les lignes doubles de la développable circonscrite à la courbe et cm cercle (C). Cette développable aura pour lignes doubles la courbe proposée et d'autres courbes qui seront les focales de la première.
On voit que les différentes lignes doubles d'une développable focale sont les focales les unes des autres.
Des propriétés focales des systèmes ortîiogoîiaux.
Les développables focales jouent un rôle important dans la théorie des systèmes orthogonaux. J'ai indiqué, dans les travaux antérieurs déjà cités, quelques propriétés focales des systèmes orthogonaux que je me propose d'étendre et de préciser ici.
Soient d'abord deux systèmes orthogonaux représentés parune équation unique
f(œ,ij,,z, a) — 0 ,
du second degré en 1. L'enveloppe commune de ces deux systèmes est une surface évidemment imaginaire, mais qui est dans tous les cas une développable focale.
En effet, deux plans orthogonaux coupent le plan de l'infmi suivant deux droites conjuguées par rapport au cercle (C). Pour que ces deux plans coïncident, il faut donc que leur trace commune sur le plan de l'infini soit tangente au cercle (C). L'enveloppe, ayant tous ses plans tangents au cercle de l'infmi, sera donc une développable focale.
C'est ce qu'on peut vérifier pour les systèmes orthogonaux doubles, compris dans une seule équation. Un de ces systèmes, par exemple, peut être défini de la manière suivante. Considérons toutes les surfaces telles que la somme ou la différence des normales menées de leurs points à deux surfaces fixes (S) , (S') soit constante. Ces surfaces forment un système double orthogonal, et les normales en un point M de l'espace aux deux surfaces du système qui y passent sont les bissectrices de l'angle formé par les normales Mm, Mm' aux deux surfaces fixes (S) , (S') . Pour que ces deux bissectrices, qui sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux normales Mm, Mm' et au cercle (C), coïncident, il suffit que l'une des deux normales Mm , Mm' aille rencontrer le cercle de l'infini. Donc l'enveloppe des surfaces du système double contient les deux développables focales circonscrites aux deux surfaces fixes.
Un de ces systèmes, formé des surfaces dont l'équation est
I/o?' + Z' ±\/îf^-[-Z' = u,
a été découvert et étudié par M. J.-A. Serret. Les surfaces dont il se compose sont telles que la somme ou la différence des distances d'un de leurs points à deux droites fixes soit constante. Leur enveloppe se compose des deux systèmes de deux plans
passant par les deux droites fixes et tangents au cercle (C). Ces plans sont tangents à chacune des surfaces en tous les points d'une section conique.
Considérons maintenant trois systèmes orthogonaux et supposons que les deux premiers seulement soient représentés par une seule équation; alors, Tenveloppe du système unique, formé par les surfaces des deux premiers systèmes, sera une développable focale. Je dis que celle développable sera coupée suivant des droites par les surfaces du 3' système.
En effet, soit M un point de Fenveloppe développable. En ce point passent deux surfaces du système double, tangentes à la développable, et ayant pour normale la génératrice rectiligne de cette développable. Par suite, la troisième surface normale aux deux premières coupera leur enveloppe développable suivant une courbe tangente en chaque point à la génératrice rectihgne. Cette courbe ne peut donc se composer que d'un certain nombre de génératrices rectilignes, et exceptionnellement de l'arête de rebroussement. Donc,
Quand on a trois systèmes de surfaces orthogonales, et que les deux premiers sont compris dans une seule équation^ les surfaces des deux premiers systèmes sont, au moins en partie, homo focales ; leur enveloppe est une développable coupée suivant des droites par les surfaces du troisième système. Ces droites sont évidemment, sur chaque surface du troisième système, des enveloppes des lignes de courbure de cette surface.
Ces théorèmes s'appliquent a fortiori au cas où les trois systèmes orthogonaux sont compris dans une seule équation, comme il arrive pour les surfaces du second degré, et pour les surfaces du quatrième degré que nous étudierons plus loin. Alors toutes les surfaces sont homofocales. Chacune d'elles touche l'enveloppe commune suivant une courbe (qui est une ligne de courbure, intersection avec la surface infiniment voisine), et la coupe suivant plusieurs droites. Les points d'intersection de ces droites sont des ombilics, puisque l'indicatrice de la surface en ces points est un cercle.
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Ces propositions sont naturellement sujettes à beaucoup d'exceptions, comme toutes celles qui sont fondées sur la théorie des enveloppes et de la continuité. Aussi ne faut-il pas leur donner une valeur absolue, et, si nous les avons exposées, c'est que le procédé de démonstration qui les donne nous a paru susceptible d'être employé dans les cas où elles sont en défaut, et conduit alors, pour chaque cas particulier, à des remarques rigoureuses et précises. Nous les vérifierons pour un système orthogonal remarquable dans la suite de ce travail. On peut dès à présent reconnaître qu'elles sont exactes pour les surfaces du second degré.
La développable focale circonscrite aux quadriques homofocales est du 8® ordre. Elle est coupée par chaque plan principal suivant une conique, qui est une courbe double, et suivant 4 droites, qui sont les enveloppes de toutes les sections principales des surfaces homofocales.
Elle touche chaque quadrique suivant une courbe du 4* ordre, intersection de cette surface, et de la surface homofocale infiniment voisine, elle coupe la quadrique suivant 8 droites se croisant aux 12 ombilics, et ces droites sont l'enveloppe de toutes les lignes de courbure de la quadrique. Ces différents résultats ont été établis par MM. Chasles, Cayley, Cremona dans la géométrie projective.
Des systèmes ortliogonaux, et des lignes de courbure sur une surface
quelconque.
Quelques-unes des propriétés focales des systèmes orthogonaux dans le plan, découvertes par M. Kummer, s'étendent aussi aux systèmes orthogonaux tracés sur des surfaces continues.
Par exemple, si Ton a sur une surface deux systèmes de lignes orthogonales représentées par une seule équation, ces lignes admettent pour enveloppe une ligne géodésique.
ds' = U .
Un des exemples les plus remarquables est fourni par les lignes de courbure et l'on peut démontrer le théorème suivant :
Quand les lignes de courbure ont une enveloppe, cette enveloppe se compose nécessairement de plusieurs lignes droites allant rencontrer le cercle de Vinfini, à moins qu'elle ne soit la ligne de courbure singulière, lieu des points où le plan tangent à la surface est tangent au cercle de l'infini.
On sait, en effet, que, pour construire en chaque point M les directions des lignes de courbure, il faut mener les droites conjuguées à la fois par rapport au couple de tangentes principales et par rapport au cercle de Tinfini ou aux deux droites qui joignent le point M aux deux points du cercle de Tinfini situés dans le plan tangent. Les deux directions des lignes de courbure ne viennent donc se confondre que si une des tangentes principales au point M va rencontrer le cercle (G). Donc, si les lignes de courbure ont une enveloppe, cette enveloppe sera à la fois une ligne asymptotique et une ligne géodésique ds'^=^{). Il faudra donc que son plan osculateur soit à la fois tangent et normal à la surface. Gela ne peut arriver que de deux manières différentes :
i° Si le plan osculateur est indéterminé, alors l'enveloppe est une ligne droite ;
2^ Si le plan tangent est aussi normal à la surface, et, dans ce second cas, il faudra que l'enveloppe coïncide avec la courbe de contact de la développable focale circonscrite à la surface. Gette courbe de contact devra être une ligne ds' = 0.
Il ne faut pas oublier, dans l'application de ce théorème,
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que généralement il n'y a pas d'enveloppe pour le système des 2 lignes de courbure (^).
Des foyers des courbes sphériques et de la transformation par rayons vecteurs réciproques des focales.
Les focales des courbes sphériques se définissent comme celles de toutes les autres courbes. Mais on peut aussi définir directement les foyers d'une courbe située sur la sphère sans sortir de cette surface, et par la considération de ses génératrices rectilignes.
Étant donnée une courbe sphérique (G), menons les génératrices rectilignes des deux systèmes qui lui sont tangentes. Ces génératrices formeront évidemment deux faisceaux dont les points d'intersection seront les foyers de la courbe. Ces points pourront, en effet, être considérés comme des cercles de rayon nul doublement tangents à la courbe, et ils seront à l'intersection de la focale complète, et de la sphère qui contient la courbe (G). Ils resteront les foyers, quand on effectuera une transformation par rayons vecteurs réciproques.
Plus généralement, les développables focales se transforment, nous l'avons vu, en développables focales, et par suite les transformées des focales seront les focales de la nouvelle surface. Ce théorème s'applique évidemment aux courbes et aux surfaces.
(*) Voir à ce sujet deux notes de l'auleur dans les Comptes rendus de 1870 sur les solutions singulières des équations différentielles, et des observations de M. Catalan, publiées dans le même Recueil. Depuis la publication de ces Notes, M. Moutard a bien voulu me rappeler que, dans une conversation particulière, il m'avait indiqué, ce dont je n'avais nul souvenir, que les lignes de courbure n'ont pas en général d'enveloppe. C'est, comme on voit, un cas particulier important de la proposition générale que J'ai signalée.
Soit donné, par exemple, un cercle (II). Les plans tangents à ce cercle et au cercle de l'infini enveloppent deux cônes, qui sont les sphères de rayon nu],, passant par le cercle. Soient 0 , 0' les centres de ces sphères, qui tiennent lieu de la focale du cercle. Le système formé du cercle et des deux points 0 , 0' sur son axe demeurera invariable par toute transformation par rayons vecteurs réciproques. Les focales d'un cône contenant le cercle et ayant un point M pour sommet seront les droites MO, MO', etc. (1).
Nous terminerons ici cette étude sur les focales, que le lecteur aura peut-être trouvée trop longue. Il nous a semblé que, les imaginaires ayant été nettement introduites en géométrie, il convenait d'en faire une analyse détaillée dans toutes les questions où on les rencontre.
Nous espérons que les exemples déjà donnés, et ceux que nous développerons dans la troisième partie de ce travail, montreront qu'il y a avantage à préciser et à développer les notions admises implicitement par un très grand nombre de géomètres.
(') Ce système, qui a été considéré par MM. Chasles, Cayley, Laguerre, etc. , donne lieu à plusieurs propriétés. J'en ai signalé quelques-unes dans un Mémoire inséré aux Annales de l'École Normale pour 1870, t. I, 2« série.
DEUXIEME PARTIE
Étude d'une, classe remarquable de courbes du 4^ ordre.
Introduction. — Définition des courbes à étudier.
Les courbes dont nous allons essayer de faire une théorie sont les courbes du 4^ ordre qui résultent de Tintersection d'une sphère et d'une surface quelconque du second degré, et les courbes planes qui se déduisent de celles-ci au moyen de la transformation par rayons vecteurs réciproques.
Ces courbes sont très importantes; on les rencontre dans un grand nombre de questions. Peut-être n' avait-on pas étudié d'une manière complète leurs propriétés métriques et focales, quand j'ai donné, dans les Comptes Rendus et dans les Nouvelles Annales de 1864-, quelques théorèmes généraux qui s'appliquent à toutes ces courbes, et qui les rapprochent, par leurs propriétés focales, des courbes du second degré.
Le plus important de ces théorèmes consiste dans la détermination de leurs focales, et dans les propriétés métriques de ces focales, qui constituent une généralisation du beau théorème de M. Dupin sur les coniques focales ou excentriques. Depuis 1864, elles ont été étudiées par un grand nombre de géomètres, MM. de la Gournerie, Laguerre, Moutard, etc. On pourra consulter pour l'historique de la question un Mémoire de M. de la Gournerie, inséré en 1869 dans le Journal de Liouville. Elles ont fait aussi l'objet des recherches de plusieurs géomètres anglais, au nombre desquels je citerai MM. Casey,
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Cayley, Crofton, Sylvester. Auparavant, elles avaient été étudiées par MM. Van Rees, Quetelet, Chasles, Dandelin, etc., sous le nom de spiriques. Quelques-unes d'entre elles ont même été considérées par les anciens géomètres. On voit que l'historique des recherches relatives à ces courbes est une tâche ardue et déhcate. Je me contenterai de citer les travaux dont je me serai inspiré ou que je connaîtrai. S'il y a lieu, une note placée à la fin du Mémoire contiendra une liste des Mémoires et des travaux se rapportant à ces courbes, que j'appellerai cycliques dans la suite de ce travail. Il y aura donc les cycliques planes et les cycliques sphériques. Les premières étant les transformées des secondes, c'est des courbes sphériques que je m'occuperai d'abord et d'une manière plus complète.
Il ne sera peut-être pas inutile, pour donner une idée de l'intérêt qui s'attache à ces courbes, d'eu signaler plusieurs d'une espèce particulière. Les cycHques planes comprennent la cubique circulaire, la focale à nœud, les ovales de Descartes, la cissoïde, la lemniscale, Vellipse de Cassini, les podaires ou réciproques de coniques, les sections planes du lore ou spiriques, le lieu des sommets des angles constants circonscrits à une conique, etc.
Les cycliques sphériques comprennent les coniques sphériques, la fenêtre de Viviani, les courbes employées par M. William Roberts pour la représentation des fonctions elliptiques; les sections sphériques du tore, de la cyclide de M. Dupin, de toutes les surfaces du 4^ ordre ayant le cercle de l'infini pour ligne double, et en particulier des podaires ou transfoiMiiées par rayons vecteurs réciproques des surfaces du second ordre.
Étude des cycliques sphériques.
On sait que, par l'intersection d'une sphère et d'une surface du second degré, on peut toujours faire passer quatre cônes réels ou imaginaires, distincts ou confondus.
Dans le cas que nous avons à examiner, deux de ces cônes au moins sont toujours réels. On pourra donc substituer à la surface du second degré un cône réel.
En effet, les sommets des quatre cônes, passant par l'intersection des deux surfaces, forment un tétraèdre conjugué, commun à la surface et à la sphère. Si Tun des sommets est imaginaire, il y aura un autre sommet imaginaire, conjugué du premier, et la droite passant par ces deux sommets sera réelle. On peut donc toujours placer les quatre sommets sur deux droites réelles, qui sont polaires l'une de l'autre dans la sphère.
Une de ces deux droites ne rencontre donc pas la sphère ; prenons sur cette droite les deux points qui divisent harmoniquement les deux segments qu'elle intercepte dans la sphère et dans la quadrique. L'un des deux segments, celui qui est intercepté dans la sphère, étant imaginaire, les deux points seront toujours réels, et seront les sommets de deux cônes réels (quand la courbe sera réelle) passant par la courbe. Ces deux sommets seront évidemment extérieurs à la sphère.
Donc, jpar la courbe d'intersection de la sphère et de la surface passent quatre cônes. Deux de ces cônes au moins sont réels quand la courbe est réelle, et ont leurs sommets extérieurs à la sphère.
Mais il est nécessaire d'examiner cette question d'une manière plus complète, afin d'avoir une idée plus précise des formes qu'affectent les cycliques dans tous les cas possibles.
On sait que les quatre cônes passant par l'intersection de deux surfaces quelconques du second degré se déterminent par la résolution d'une équation du 4^ degré. Dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, 1868-69, M. Painvin a repris l'étude de cette équation, et il a examiné d'une manière détaillée les difTérentes formes de la courbe d'intersection, le nombre de cônes réels, la réalité de la courbe dans les différents cas. On peut ajouter aux résultats obtenus par ce géomètre les suivants, que nous donnerons ici sans démonstration. Nous nous bornerons au cas où l'équation du ^"^ degré a ses racines distinctes.
Si cette équation a ses quatre racines réelles, deux des quatre cônes au moins sont réels (voir le Mémoire cité). Il ne peut donc se présenter que les deux cas suivants :
1° Les quatre cônes sont réels, et alors la courbe est réelle. Nous ajoutons qu'elle se compose de deux branches. C'est le cas dH arrachement .
2** Deux cônes seulement sont réels. La courbe est entièrement imaginaire.
Si deux racines seulement sont réelles, alors les deux cônes ayant leurs sommets réels sont réels ; les deux autres sont imaginaires. Nous ajoutons que, dans ce cas, la courbe se compose d'une seule branche. Il y a 'pénétration des deux surfaces.
Enfin, si les -4 racines sont imaginaires, d'après M. Painvin, la courbe est toujours réelle ; mais on peut remarquer de plus qu'elle se compose de deux branches distinctes.
En résumé, nous voyons que le tétraèdre conjugué commun a toujours deux arêtes réelles. Quand deux seulement de ses sommets sont réels, il y a pénétration. Quand les quatre sommets sont imaginaires, on a une courbe réelle à deux branches distinctes. Enfin, quand les quatre sommets sont réels, la courbe se compose de deux branches réelles distinctes, ou est entièrement imaginaire.
Ainsi, dans les deux cas où les quatre cônes sont tous réels ou tous imaginaires, la courbe se compose de deux branches distinctes. On peut cependant eff'ectuer une distinction géométrique très importante entre ces deux cas. Quand les quatre cônes sont imaginaires, la courbe réelle d'intersection se compose de deux branches coupées chacune en un nombre impair (1 ou 3) de points par un plan quelconque. Au contraire, quand les cônes sont réels, chacune des branches est coupée par un plan en un nombre pair (0, 2, 4) de points.
On voit que la courbe d'intersection, dans le cas où les A cônes sont imaginaires, possède les propriétés de la cubique gauche, complétée au moyen d'une de ses sécantes (elle se réduit, en effet, à Tensemble de ces deux lignes quand les
deux racines qui étaient imaginaires deviennent égales). Dans ce cas d'ailleurs toutes les surfaces passant par la courbe sont des hyperboloïdes, tout plan, et en particulier le plan de l'infini, coupe la courbe au moins en deux points, au plus en quatre points.
Revenons au cas particulier que nous avons à examiner et où l'une des surfaces est une sphère, deux cônes seront toujours réels ; on ne peut donc faire que les hypothèses suivantes :
1° Les quatre cônes sont réels, la courbe sera réelle, et composée de deux branches coupées chacune par un plan en un nombre pair de points;
2° Les sommets des quatre cônes sont réels et deux des cônes seulement réels, la courbe sera imaginaire;
3° Le tétraèdre conjugué a deux sommets réels et deux imaginaires, la courbe se composera d'une seule branche.
De la génération des cycliques (^),
Nous désignerons par (D) , (Dj) , (D^) , (D3) les quatre cônes contenant la courbe, par a ,a^, a., , a^ leurs sommets respectifs. Si l'on mène tous les plans tangents au cône (D) par exemple, ces plans tangents coupent la sphère suivant des cercles dont l'enveloppe est la courbe que nous étudions. Tous ces cercles coupent évidemment à angle droit un cercle fixe de la sphère, le cercle de contact du cône circonscrit à la sphère et ayant le point a pour sommet. Donc, la cyclique peut être considérée comme l'enveloppe de cercles sphériques orthogonaux à un cercle fixe, et, pour déterminer ce système de cercles, il suffira de
(') On pourra consulter, sur cette question, différentes communications importanles de MM. Moutard, Laguerre, Mannheim, dans le Bulletin de la Société Philomathiqae , dans le Journal de LiouviUe, et les travaux de l'auieur dans les NouveUea Annales de 18G4 et dans les Annales de l'École Normale supérieure, t. II, III et lY.
trouver le lieu de leurs pôles ou centres sphériques. Or ces pôles sphériques sont à l'intersection de la sphère et des perpendiculaires abaissées du centre de la sphère sur les plans tangents. Ils sont donc à l'intersection de la sphère, et du cône supplémentaire du cône (D) mené par le centre 0 de la sphère. Le lieu des pôles de ces cercles est donc une conique sphérique (K). Nous désignerons de même par (Kj) , (K,) , (Kg) , les 3 autres coniques correspondant aux cônes (Di) , (D3) , (Dg) . Donc :
Une cyclique peut être considérée, et de 4 manières différentes, comme l'enveloppe de cercles orthogonaux à un cercle sphérique et ayant leurs pôles sur une conique sphérique.
Les cycliques ont une propriété très importante. Elles demeurent, sous certaines conditions, invariables par une transformation par rayons vecteurs réciproques. Si l'on prend, en effet, pour pôle de la transformation le sommet de l'un des quatre cônes, a par exemple, et pour module de la transformation la tangente menée de ce point à la sphère, le cône et la sphère ne seront pas changés, et par conséquent leur courbe d'intersection demeurera aussi invariable. Les cycliques sont donc sur la sphère des courbes planes analogues aux courbes nommées anallagmatiques par M. Moutard, et qui ont la propriété de se transformer en elles-mêmes quand on emploie une transformation par rayons vecteurs réciproques convenablement choisie.
Si l'on transforme par rayons vecteurs réciproques, en prenant un pôle et un module quelconques, la cyclique se transforme en une autre cyclique. En effet, la sphère se transforme en une sphère, la surface du secorid degré se transforme en une surface du 4-^ ordre, ayant le cercle de l'infini pour ligne double. Or on sait que les sections sphériques d'une telle surface peuvent toujours être placées sur un cône du second degré.
Cependant, si le pôle est placé sur la sphère qui contient la cyclique, celle-ci se transforme, si le pôle n'est pas sur la
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cyclique, en une courbe plane du 4* ordre, ayant pour points doubles les deux points à l'infini sur le cercle. En effet, soit a le pôle choisi. Les deux génératrices de la sphère passant en a coupent la courbe en quatre points m , n , m^, n^ , qui sont rejetés à l'infini sur les cercles du plan; et d'ailleurs, tout cercle du plan, étant la perspective d'un cercle de la sphère, coupera la courbe plane en quatre points seulement.
SI on prenait le pôle a sur la courbe, la projection stéréographique de la cyclique serait une cubique circulaire, c'est-àdire une courbe du 3® degré passant par les deux points à l'infini sur le cercle.
Réciproquement, toute courbe plane des deux espèces indiquées est coupée en 4 points seulement par un cercle, et par conséquent est la réciproque d'une cyclique sphérique, intersection de la sphère et d'un cône du second degré.
Classification des cycliques.
La classification des courbes précédentes dérive naturellement de leur mode de génération.
1" Le cône peut être doublement tangent à la sphère; alors la cyclique se compose de deux cercles.
2° Le cône peut être simplement tangent ; alors le point de contact a est un point double de la cyclique. On sait que dans ce cas un des cônes passant par la courbe compte pour deux, et a son sommet au point a. Prenons ce point pour pôle, et faisons la projection stéréographique de la courbe. Nous obtiendrons évidemment une conique plane. Donc la cyclique à point double est une transformée par rayons vecteurs réciproques de conique plane.
3° On peut encore établir des divisions d'après la nature des points d'intersection de la courbe ou du cône avec le cercle de l'infini.
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Si le cône est doublement tangent au cercle de l'infini, il sera de révolution; la conique (K) sera un cercle, les autres coniques (K,) , (K,) , (K,) seront des cercles, que nous reconnaîtrons être concentriques au premier. La cyclique sera donc Tenveloppe d'un petit cercle orthogonal à un cercle fixe, et dont le pôle décrit un autre petit cercle. Elle sera doublement tangente au cercle de Tinfini. Nous rappellerons dans ce cas une cartésienne; elle se rattache on effet par les analogies les plus étroites aux ovales de Descartes.
A" Enfin la cyclique la plus générale est l'intersection d'un cône quelconque et de la sphère. On pourra distinguer dans cette classe comme dans les précédentes les courbes par lesquelles passent un, deux, ou trois cylindres.
Dans le plan, les divisions se font de la même manière. On a :
1" Les réciproques ou podaires de coniques ;
2° Les ovales de Descartes, qui ont deux points de rebroussement à f infini ;
S^ La cyclique du 3* degré ou cubique circulaire;
4** La cyclique générale.
D'autres divisions se présenteront naturellement dans la suite.
Propriétés générales des cycliques.
Puisque les cycliques sphériques sont l'intersection d'une sphère et d'un cône du second degré, leurs propriétés pourront se déduire de celles des surfaces du second degré
Par exemple, considérons deux points m , n de la cyclique. On peut toujours par la cyclique faire passer une surface du second degré qui ait la droite mn pour génératrice rectiligne. Tout plan passant par mn sera tangent à cette surface et la coupera suivant une autre génératrice, sur laquelle seront deux points m' , n' de la courbe. D'ailleurs, les quatre points ni , n ,
m', 11', étant dans un plan, se trouveront sur un petit cercle de la sphère. D'autre part, le plan, passant par m'n' et par le centre de la sphère sera tangent à la surface du second degré, et enveloppera un cône circonscrit à la surface. Donc,
Si, par deux points quelconques de la cyclique, on fait passer %in petit cercle, ce petit cercle coupera la cyclique en deux autres points, et l'arc de grand cercle qui joint ces deux points enveloppera sur la sphère une conique sphérique.
11 est aisé de voir que cette conique sphérique sera tangente en quatre points à la cyclique proposée. En faisant varier les points m ,n , on aura une suite simplement infinie de coniques sphériques inscrites dans la courbe.
On démontrerait de même que si, par les deux points w', î^^ définis plus haut, on fait passer un petit cercle coupant à angle droit un cercle fixe, ce cercle variable enveloppera une cyclide.
Prenons, sur Fune des surfaces réglées contenant la courbe, quatre génératrices formant un quadrilatère gauche. Ces quatre génératrices coupent la cyclique en 8 points qui sont 4 à 4 en des plans et par conséquent sur de petits cercles. Nous obtenons donc la proposition suivante :
Si on coupe une cyclique par un cercle quelconque, quepar deux des quatre points d'intersection on fasse passer un cercle, et par les deux autres un autre cercle, les deux nouveaux cercles iront couper la cyclique en quatre points nouveaux situés sur un cercle.
Cette propriété très générale s'étend naturellement aux cyclides planes, qu'on peut déduire de leurs analogues sur la sphère, en augmentant indéfiniment le rayon de cette sphère. Les théorèmes précédents pourraient être beaucoup étendus. Nous allons passer à une autre question.
Des relations entre les différents modes de génération d'une cyclique.
Nous avons vu qu'une cyclique peut être considérée de quatre manières différentes comme l'enveloppe de petits cercles ayant
leurs centres sphériques sur une conique (K) , et coupant à angle droit un cercle (A) . Nous désignerons par (K) , (K,) , (Kj) , (K3) les quatre coniques auxquelles nous donnerons, à l'exemple de M. de la Gournerie, le nom de coniques déférentes, et par (A) , (Aj) , (A^) , (A3) les cercles correspondants que nous appellerons cercles directeurs.
Les coniques (K,) sont à l'intersection de la sphère et des quatre cônes qui ont leurs sommets au centre de la sphère, et qui sont supplémentaires des quatre cônes (D) , (D,) , (D^) , (D3) passant par la cyclique. Ces quatre cônes (D,) , coupant le cercle de l'infini au même point, sont homocy cliques; les quatre coniques (Ki) sont donc homofocales.
Les quatre cercles (A») étant dans les faces d'un tétraèdre conjugué à la sphère seront orthogonaux deux à deux.
Mais pour mieux approfondir les relations de ces différents modes de génération, nous allons résoudre le problème suivant :
Un mode de génératioii étant connu, c'est-à-dire une conique déférente et le cercle directeur correspondant étant donnés, trouver les trois autres modes de génération.
A cet effet, soient donnés la conique (K), le cercle directeur (A), et prenons un des cercles mobiles, ayant son centre en m , et orthogonal au cercle (A).
L'axe radical de ce cercle et du cercle infiniment voisin ira passer au point 0 , centre du cercle (A) . La position-limite de cet axe, perpendiculaire à la ligne des centres, sera donc l'arc
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de grand cercle Opp' mené par le point 0 perpendiculairement à Tare tangent en m . Les deux points de contact du cercle avec son enveloppe seront p , p' .
Ces deux points de contact vieinient se confondre quand l'arc tangent en m devient tangent au cercle (A). La cyclique coupera donc le cercle directeur (A) aux quatre points de contact fl , ^1 , «2 , «3 des arcs tangents communs au cercle et à la conique, et elle coupera ce cercle directeur à angle droit.
Il résulte de là que si, des points b , b' comme pôles , on décrit deux cercles passant le premier en a\, a^ , le second en a, , «3 , ces deux cercles seront doublement tangents à la cyclique et appartiendront évidemment à un même mode de génération. Les deux arcs aa^, a^a.^ iront donc se couper au pôle du nouveau cercle directeur en 0'. Ce cercle directeur est donc déterminé, puisqu'on connaît son pôle, et qu'il est orthogonal au cercle (A). Appelons-le (A,) , et remarquons que son centre 0' a même polaire dans le cercle et dans la conique.
La conique (K,) correspondante doit être homofocale à la conique (K), et passer par les points b ,b' . Elle est donc aussi déterminée. On connaît même ses tangentes en b ,b' , qui sont les bissectrices des angles 6 , 6' du quadrilatère.
On voit que nous rencontrons ici, sans avoir à le démontrer, un des plus beaux théorèmes de M. Chastes sur les coniques sphériques :
Si Von mène les quatre arcs de grand cercle tangents à ime conique sphériquc et à un petit cercle, les sommets opposés du
quadrilatère formé par ces arcs tangents sont sur une conique, homofocale à la proposée.
Comme on a six sommets qu'on peut grouper deux à deux de trois manières différentes, nous obtiendrons bien les trois nouveaux modes de génération. Nous apercevons de plus une relation de réciprocité remarquable entre les quatre cercles (A,) et les coniques correspondantes. Étant donnée une quelconque des quatre coniques, les trois autres s'en déduisent toujours par les mêmes constructions géométriques.
Remarquons qu'étant donnés une des coniques (K,) et le cercle (Aj), les centres des trois autres cercles sont les sommets du triangle conjugué commun au cercle et à la conique.
Au point de vue de la réalité des différents éléments, il y a deux cas à distinguer, quand la courbe est réelle.
Quand deux cônes réels seulement passeront par cette courbe, les deux modes de génération correspondants seront formés d'une conique et d'un cercle réel. Cette conique et ce cercle se couperont en deux points réels et auront deux tangentes réelles; les deux autres modes de génération seront entièrement imaginaires, les coniques et les centres des cercles correspondants étant imaginaires. C'est le cas de la cyclique à une seule branche.
Au contraire, si les quatre cônes passant par la courbe sont réels, les quatre modes de génération seront réels. Une des coniques (A,) sera coupée en quatre points réels par le cercle (K.) ; les trois autres coniques n'auront aucun point commun avec le cercle qui leur associé. Ces conclusions résultent d'un examen ne présentant aucune difficulté.
Des différents modes de génération pour les diverses espèces de cycliques.
L'examen des cas particuliers de La construction précédente conduit naturellement aux diverses espèces de cycliques.
Supposons d'abord que le cercle (A) se réduise à un point. Alors les petits cercles, ayant leur centre sur la conique (K), passeront par le point fixe A, et leurs points de contact avec l'enveloppe s'obtiendront en prenant les symétriques du point A, par rapport à toutes les tangentes de la conique (K).
Donc, si l'on double les arcs vecteurs menés du point double d'une podaire de conique à un point quelconque de cette podaire, on obtient une cyclique ayant même point double que la podaire.
La podaire elle-même est-elle une cyclique? On peut s'assurer que c'est une courbe généralement plus compliquée.
Les autres modes de génération de notre cyclique se détermineront de la manière suivante. Les trois points ayant même polaire dans le cercle de rayon nul A et dans la conique,
sont le point A et deux points 0' , 0", situés sur l'arc polaire de A . Des six sommets du quadrilatère, quatre se confondent en A . Les modes de génération sont déterminés de la manière suivante :
1^ Une des coniques passant en A et homofocales à (K) , ayant pour normale AO' ,et le cercle décrit de 0' comme pôle avec AO' pour rayon;
2° L'autre conique passant en A , ayant pour normale AO", et le cercle décrit de 0" comme pôle et tangent en A à la conique ;
3*^ et 4^ Le premier mode de génération comptant pour deux.
On obtient ainsi une cyclique à point double, réciproque de conique plane, ou podaire de cône, toutes les fois que le cercle directeur se réduit à un point ou devient tangent à la conique déférente correspondante.
Des cartésiennes.
Dans ce cas, le cône (D) étant de révolution, chaque conique (K) est un cercle, et tous ces cercles ont pour pôle le point où l'axe de révolution mené parle centre de la sphère perce la sphère. C'est ce qu'on va reconnaître par l'application de la constru'ction générale.
Construisons le quadrilatère circonscrit au petit cercle (K) et au cercle (A). La conique (K,), homofocale à (K) et passant
par 6', è'", n'est autre chose que le cercle de centre C passant par ces 2 points. Le cercle directeur (A) correspondant aura son centre sur la ligne OC, au point d'intersection de a a' et de a" a\
De même, la conique (K^) sera le cercle de centre C passant par h", lf\ et le cercle (A^) correspondant aura son centre au point d'intersection de acC\ a' a" sur OC. Mais la conique (K3) , passant par b et h" , se réduit à l'arc de grand cercle 66"OC. Le cercle directeur (A3) correspondant se réduit à ce même arc de grand cercle. Il y a donc un mode de génération qui
devient illusoire. 11 se présente ici une indétermination, que nous lèverons en parlant des courbes d'intersection d'un cylindre et de la sphère. Toute cartésienne, en effet, a un plan de symétrie, qui passe par Taxe du cône et le centre de la sphère. Elle se trouve donc sur un cylindre parabolique, ayant son axe perpendiculaire à ce plan de symétrie.
Cette indétermination se présente dans le cas général, toutes les fois que deux sommets opposés du quadrilatère par lesquels doit passer une courbe homofocale à la proposée se trouvent sur l'axe focal. On voit bien d'ailleurs que, toutes les fois que la cyclique sera sur un cylindre, les plans tangents au cylindre couperont la sphère suivant des petits cercles ayant leurs pôles sur un grand cercle, celui auquel ils doivent être orthogonaux. La génération indiquée ne peut donc ici nous servir.
Des propriétés focales des cycliques.
Nous avons vu, dans la Première Partie de ce travail, que le foyer d'une courbe sphérique peut être considéré comme un cercle de rayon nul, doublement tangent à la courbe. Gomme nous avons trouvé les quatre séries de cercles doublement tangents à la cyclique, il suffira d'examiner ceux de ces cercles dont le rayon devient nul.
Considérons l'un quelconque des cônes (D') par lesquels passe la cyclique. Tous les plans tangents à l'un de ces cônes coupent la sphère, nous l'avons vu, suivant des cercles doublement tangents à la cyclique. Donc les plans tangents au cône et à la sphère couperont la sphère suivant des cercles de rayon nul, doublement tangents à la courbe; ce seront les foyers. Ces foyers seront à la fois sur le cercle directeur (A,) et sur la conique déférente (K,). Cela résulte aussi de la génération de la courbe au moyen des éléments (A,) , (K,) .
On a quatre foyers sur chaque cercle directeur, en tout
16 foyers. Il est clair que ces foyers sont les 16 points d'intersection de deux faisceaux formés avec quatre génératrices de système différent.
En effet, si Ton considère les p génératrices d'un même système de la sphère, tangentes à la courbe, il y en aura p imaginaires conjuguées, de l'autre système, tangentes aussi à la courbe. Ces droites donneront par leur intersection p' points, qui seront des foyers. Ici p = 4. Cela indique d'ailleurs une nouvelle relation entre les quatre coniques (K,) et les quatre cercles (A,) . Les quatre points d'intersection des coniques et des cercles correspondants sont situés sur quatre droites de deux manières différentes.
Il est clair, d'après ce qui précède, que quatre foyers seulement pourront être réels. Mais, 1° dans le cas où la cyclique aura une seule branche, deux des foyers réels seront sur un cercle (Aj), les deux autres sur un autre cercle (Aj) ; 2° dans le cas où la cyclique aura deux branches, les quatre foyers réels seront sur un même cercle. Cette distinclion, qui résulte de l'art. 12, devait être faite ici.
Les foyers jouissent de plusieurs propriétés remarquables, qu'on déduit du théorème de Poncelet. Voici le principe très simple qui conduit à ces relations.
Soit une sphère, et menons-lui un plan tangent en A. Pour tout point M de cette sphère, le carré de la distance au point A sera proportionnel à la distance du même point M au plan tangent en A. On aura, en appelant p cette distance au plan tangent,
(17) ÂJl=:r'=z2ap.
Plus généralement, si l'on prend un plan (P) et une sphère (S') passant par le cercle de la première sphère situé dans le plan (P), il y aura, pour tout point M de la première sphère, un rapport constant entre le carré f de la tangente menée de M à (S') et la distance p du même point M au plan (P). On aura
(18) t' = 'ia'p.
Ces remarques, extrêmement simples, suffisent pour la démonstration des théorèmes que nous avons en vue.
Considérons d'abord trois plans tangents communs au cône (D) et à la sphère. Ces plans toucheront la sphère en trois foyers situés sur un même cercle directeur (A), et en. appelant P, P',P" les premiers membres des équations de ces trois plans, on aura, pour Téquation du cône,
(19) xKp+ ii.l/P' + vl/F^O.
Pour tous les points de la courbe d'intersection, et d'après la formule (17), on pourra remplacer KP, l^P', VV" par r, r' ,r" , ces dernières quantités représentant les distances d'un point de la cyclique aux trois foyers. On aura donc
(20) >rH-ptr +vr"=0.
// existe donc une relation linéaire et homogène entre les distances d'un point de la courbe à trois foyers situés sur un même cercle directeur.
Soient P , P', deux des plans tangents communs au cône (D) et à la sphère, et Q le plan de contact dans le cône. L'équation du cône sera
pp' = Q^
D'ailleurs, les trois plans P, P', Q coupent la sphère suivant trois cercles orthogonaux au cercle directeur (A), et si, par ces trois cercles, on fait passer trois sphères fixes, mais quelconques, en appelant t ,f,T les tangentes menées à ces trois sphères d'un point de la courbe, on aura, d'après l'équation (20),
Ktt'=:T.
Les sphères t ,t' sont doublement tangentes à la courbe, et leurs quatre points de contact sont sur la sphère T.
En général, si une surface quelconque passant par la courbe est définie par une équation de la forme
AP,P',P
on pourra, par tous les points de la cyclique, remplacer
P,P',P", ... par des quantités proportionnelles aux carrés f, t'\ . . . des tangentes à des sphères fixes menées par l'intersection de la sphère et des plans P,P',,., L'équation sera
a , a' , a" , . . . étant des constantes dont la détermination n'offre aucune difficulté.
Par exemple, prenons trois plans tangents quelconques au cône (D) contenant la cyclique. L'équation du cône sera
« K P + & VF + c VF" — 0 ,
et, par suite, on aura pour la courbe une équation de la forme
(21) lt+(jLt' +-a" =0 ,
entre les tangentes t ,i' ,t" à trois sphères d'une même série doublement tangentes à la courbe.
Donc il y a une relation linéaire et homogène entre les longueurs des tangentes menées d'un point de la courbe à trois sphères doublement tangentes à la cyclique et appartenant à la même série.
Cherchons celles des sphères doublement tangentes qui se réduisent à des points. Leur ensemble constituera une focale de la cyclique proposée.
Les centres de toutes ces sphères sont évidemment sur les perpendiculaires abaissées du centre de la sphère (S) contenant la cyclique sur les plans tangents du cône (D), c'est-àdire ces centres sont sur le cône (E) supplémentaire de (D) , ayant son sommet au centre 0 de la sphère (S) contenant la cyclique. D'ailleurs, le centre radical commun de toutes les sphères doublement tangentes est le sommet 0' du cône (D) ; elles sont orthogonales à la sphère (S') décrite de ce point 0' comme centre et coupant la sphère (S) à angle droit. Pour qu'elles se réduisent à des points, il faut que leurs centres soient sur la sphère (S') , et par conséquent sur la courbe de
rencontre de cette sphère (S') et du cône (E). Nous avons donc une focale de la cyclique, et cette focale est elle-même une cyclique. D'ailleurs la relation entre les deux courbes est évidemment réciproque; les sphères qui les contiennent sont orthogonales, et les cônes ayant leurs sommets au centre de chaque sphère, supplémentaires. Il y a donc réciprocité entre les deux courbes. Chacune d'elles est la focale de l'autre, ce qui justifie la proposition générale énoncée dans la jPremzère Parité de ce travail. Aux quatre modes de génération ou quatre cônes (D,) correspondront quatre focales situées sur des sphères ayant leurs centres aux sommets des cônes et orthogonales entre elles. Nous avons ainsi un système de cinq cycliques focales les unes des autres et situées sur cinq sphères orthogonales.
Ainsi, étant donnée une cyclique sphérique, cette cyclique a quatre focales, qui sont des courbes de même espèce, situées sur quatre sphères orthogoncdes entre elles et à la sphère contenant la cyclique, ayant leurs centres aux sommets des quatre cônes contenant la cyclique et coupant la sphère qui contient cette courbe suivant les quatre cercles directeurs.
Dans le cas où la cyclique primitive se composera de deux branches, les sommets des quatre cônes seront réels. Un seul sera intérieur à la sphère contenant la cyclique, et par conséquent trois des quatre sphères contenant les focales seront réelles. Quant aux focales elles-mêmes, une seulement sera réelle.
Au contraire, dans le cas où la cyclique se compose d'une seule branche, il n'y a que deux sphères réelles orthogonales à la proposée; ces deux sphères contiennent chacune une focale réelle de la proposée.
En résumé, on n'a que deux systèmes : l'un pour lequel quatre sphères et deux focales sont réelles, l'autre pour lequel trois sphères sont réelles et contiennent chacune une focale.
Les cinq focales, réelles ou imaginaires que nous venons de rencontrer, sont les lignes doubles d'une développable focale que nous étudierons dans la suite de ce travail.
Si nous nous reportons à Téquation (21), et que nous prenions sur une (C) des cinq focales trois points quelconques, ces trois points pouvant être considérés comme des sphères de rayon nul tangentes à toute autre des cinq cycliques (C), il y aura entre les distances d'un point quelconque de (C) aux trois points choisis sur (G) une relation de la forme
(22) ar+ a'r' -ha"r" =0 .
Les coefficients a, a', a" changent d'ailleurs, et avec la cyclique (C) et aussi quand on change les trois foyers fixes pris sur (C). Ainsi,
Étcmt donnée l'une quelconque (C) des cinq focales, trois points quelconques pris sur cette focale seront des foyers des autres courbes et posséderont les propriétés métriques exprimées par Véquation (22) ; c'est-à-dire qu'il y aura entre les distances d'un point variable de Vune quelconque des quatre autres courbes (C) aux trois points choisis sur (G) une relation linéaire et homogène de la forme
ar + br' + cr" = 0 .
Le théorème précédent correspond évidemment dans la théorie des cycliques à celui de M. Dupin sur les coniques focales.
La relation métrique que nous venons de rencontrer est d'une forme moins simple que celle qui se rapporte aux foyers d'une courbe du second degré. Cependant, elle se prête à la généralisation d'un théorème relatif aux coniques planes ou sphériques.
On sait qu'étant donnés deux points A , B sur une conique de foyers F, F', réciproquement A et B peuvent être pris comme foyers d'une conique passant par F et F'. On peut étendre ce théorème aux cycliques planes et sphériques.
Étant donnés trois points A , B , C sur une cyclique de foyers F , F', F", on peut prendre ces trois points A , B , G pour foyers d'une cyclique qui contiendra les trois points F , F', F".
iVppelons, en effet, R^ , Rt , Re les distances des points
A , B , G au foyer F, et désignons par les mêmes lettres accentuées les distances aux foyers F', F". Puisque les trois points A , B , G sont sur une cyclique de foyers F , F', F", on aura trois relations de la forme :
>Rî, + ptR'6-hvR% — 0,
et par conséquent F équation de condition
Ra R'a R"a Rft R'i R''6 Rc R'e R"c
exprimera que les trois points A , B , G sont sur une cyclique de foyers F , F', F", A cause de la symétrie de cette équation, il est clair qu'elle exprime aussi que F , F', F" sont sur une cyclique de foyers A , B , G , ce qui démontre la proposition énoncée plus haut.
Mais on peut compléter cette démonstration d'une manière remarquable, et donner une proposition plus étendue que la précédente :
Étant donnes quatre points A , B , G , D , intersections d'une cyclique quelconque de foyers F,, F', F", F'" et d'un cercle, il y aura une seconde cyclique ayant pour foi ers les points A , B , G , D, et passant par F ,F',F", F'". On suppose, bien entendu, que ces quatre points sont les foyers situés sur un même cercle de la première cyclique.
Pour démontrer cette nouvelle proposition, il nous suffira évidemment, en nous rappelant la précédente, de prouver que la cyclique de foyers A,B,G passe par F"', et admet pour quatrième foyer le point D. Or, les trois points A , B , G étant sur la cyclique de foyers F , F', F", on aura
Re
et cette équation exprime que la cyclique de foyers A , B , C , passant par F , F', contient aussi le foyer F'".
D'ailleurs, le quatrième foyer D de cette cyclique satisfait également à l'équation
Ra Rfc Rd
qui exprime qu'il est sur la cyclique de foyers F , F', F", et passant par les points A et B. Cette cyclique étant la proposée, la proposition est démontrée; le quatrième foyer D sera à l'intersection de cette courbe et du cercle contenant les trois points A , B , C (^).
Un cas particulier de la proposition précédente, relatif aux ovales de Descartes, a été énoncé par M. Sylvester, j'ignore dans quel Recueil.
Des cycliques situées sur des cylindres.
Nous avons vu que, pour les courbes d'intersection d'un cylindre et de la sphère, les éléments d'un des modes de génération deviennent indéterminés. En effet, les plans tangents au cylindre coupent la sphère suivant des petits cercles dont le pôle est sur le grand cercle perpendiculaire aux arêtes du cylindre. La conique sphérique correspondante se réduit donc
(') L'équation
aR + 6R' +011" —0,
prise en elle-même, conviendrait à une surface remarquable, comprise comme cas particulier dans d'autres que nous étudierons plus tard. Cette surface a, comme les cycliques, un quatrième foyer, et elle donne lieu à la proposition suivante, analogue au théorème indiqué dans le texte : Étant donnée une surface définie par l'équaiion aR +fcR' +cR^ =0 ,
un cercle quelconque la coupe en quatre points qui peuvent être pris pour les foyers d'une surface de même définition, passant par les quatre foyers de la première.
au même cercle, et il faut déterminer d'une manière directe les rayons des petits cercles enveloppant la cyclique.
A cet effet, on peut modifier légèrement la définition que nous avons donnée de la cyclique, et définir les cercles par les pôles de leurs plans. Considérons, par exemple, les plans tangents au cône (D); les pôles de ces plans tangents décriront une conique, et cette conique (H) pourra servir à déterminer la série des cercles doublement tangents. La cyclique sera la ligne de contact de la développable circonscrite à la sphère et à la conique (H). Elle sera aussi Fenveloppe des petits cercles situés dans les plans polaires des points de (H).
Dans le cas d'une courbe située sur un cylindre, cette nouvelle génération, toujours équivalente au fond à celles que nous avons données, ne devient plus illusoire. Si par le centre de la sphère on mène une section droite du cylindre, le plan de cette section droite contiendra la conique (H) , polaire réciproque du cylindre et définissant la série des cercles doublement tangents à la cyclique, contenus dans les plans tangents du cylindre.
Il y a aussi une des focales situées dans le plan de la section droite du cyhndre, et pour laquelle notre construction devient illusoire. On opérera de la manière suivante :
Soient (E) la section droite du cylindre, (C) le grand cercle.
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section de la sphère par le plan de la section droite. Soit mK la trace d'un plan tangent au cylindre. Pour obtenir les sphères de rayon nul passant par l'intersection de ce plan et de la sphère, il faudra évidemment abaisser du centre 0 une perpendiculaire Opp' sur mK, et prendre l'intersection de cette perpendiculaire avec le cercle orthogonal au cercle (C) et décrit du point m comme centre. Le lieu des points p ,p' sera donc une cyclique plane, définie par un mode de génération semblable à celui que nous avons adopté, et admettant la base du cylindre (E) pour conique déférente et le grand cercle (C) pour cercle directeur.
Les coniques sphériques font partie de la classe que nous étudions, et Ton voit qu'elles auront, en réalité, trois focales planes situées dans les trois plans principaux. Ces focales couperont la sphère aux foyers de la conique sphérique.
Une seule d'entre elles, d'ailleurs, sera réelle. On sait qu'une conique sphérique se projette sur les trois plans principaux : 1° suivant une ellipse intérieure à la sphère, 2*^ suivant une hyperbole, 3° suivant une ellipse coupant la sphère en quatre points. Cette dernière courbe seule donnera lieu à une focale réelle, qui coupera la sphère aux quatre foyers réels de la conique sphérique.
Avant de passer à l'étude de certaines propriétés des coniques sphériques, nous ferons remarquer quelques équations simples des courbes générales situées sur un cylindre, qu'on pourrait appeler sphéro-cylindriques.
Si le cylindre sur lequel se trouve la courbe est hyperbolique, il satisfait à l'équation
PQ = K
d'où résulte, pour la courbe, l'équation
Si les plans asymptotes ne rencontrent pas la sphère, on peut écrire
(25) rr' = K, .
Si le cylindre est elliptique, on aura, et d'une inimité de manières,
Des coniques sphériques.
Dans le cas des coniques sphériques, les propriétés focales que nous avons indiquées prennent une forme que nous allons développer, par suite de l'importance toute particulière de ces courbes.
A cet effet, reprenons la relation
at+ a't' +a"t" = 0 , qui lie les tangentes menées d'un point de toute cyclique à trois sphères doublement tangentes d'une même série.
Chacune de ces sphères peut être supposée, pour plus de simplicité, orthogonale à la sphère primitive, et alors, si l'on mène d'un point M un arc de cercle T tangent au petit cercle suivant lequel elle coupe la sphère primitive, on aura
i = 2sm— •
On obtient donc la relation
m m; rp u
(26) asin — + a'sin -3- + a" sin— =0 ,
qui relie les longueurs des trois arcs tangents menés de tout point M de la cycHque à trois petits cercles doublement tangents d'une même série.
Soit maintenant une conique sphérique, et prenons quatre petits cercles doublement tangents à cette conique et deux à deux symétriques par rapport au centre; on aura, en désignant par T , T', T", T", les longueurs des quatre arcs tangents,
sin —- =■ a s'in - -h b sin — '
m lï rri T '
sin -T- = a' sin — + b' sin — •
D'ailleurs, si T et T' correspondent à des cercles symétriques, on aura
T + T' = 77 ; de même
Les relations précédentes prennent donc la forme
sin — r- = a sin - + & ces — ' 2 2 2
cos--r- r= a' sin - + 6' ces - '
d'où l'on déduit
m i; np 1/ m m
Xsin-^ + fACos— = {al-\- a' u)sin -^-h {bl-\- b' ii)cos-^ •
On peut évidemment disposer du rapport - de manière que cette relation prenne la forme
sm— 2— ==sm— ^'
d'où
Ainsi, une conique sphérique peut être considérée d'une infinité de manières comme le lieu des points tels que la somme ou la différence des arcs de grand cercle menés de ces points tangentiellement à deux petits cercles fixes soit constante.
Les coniques sphériques sont les seules courbes qui jouissent de cette propriété; car elle suppose qu'on peut mener à la cyclique quatre cercles doublement tangents, symétriques deux à deux par rapport au centre de la sphère. La cyclique sera donc sur un cylindre concentrique à la sphère ; ce sera une conique sphérique.
Nous avons vu que toute conique sphérique se trouve sur un cylindre hyperbohque. Nous serons ainsi conduit à déduire, de l'équation
pQ^const.
de ce cylindre, l'équation
(28) sinpsin^' =rK
entre les arcs de grand cercle abaissés d'un point de la conique sur deux arcs de grand cercle fixes. Ces deux arcs de grand cercle sont les arcs cycliques de la conique sphérique. En adoptant la méthode de l'article 19, on pourra d'ailleurs indiquer un très grand nombre de formes d'équations remarquables des coniques sphériques.
Des cycliques planes.
Les propriétés des cycliques planes sont comprises comme cas particulier dans celles des cycliques sphériques. On peut indiquer deux moyens principaux pour déduire leurs propriétés de celles que nous venons de trouver.
D'abord, on peut supposer que le rayon de la sphère contenant la cyclique croisse indéfiniment; le mode de génération que nous avons adopté, les propriétés métriques et focales subsisteront sans modification. ,
Mais on peut aussi transformer la courbe par rayons vecteurs réciproques, et en faire la projection stéréographique en mettant le pôle en un point quelconque de la sphère qui la contient. Nous allons obtenir ainsi toutes les propriétés des cycliques planes.
Rappelons qu'une cyclique sphérique est à l'intersection d'une sphère et d'une surface du second degré. En transformant cette définition par la méthode des polaires réciproques, on voit qu'une cyclique est aussi la courbe de contact avec la sphère de la développable circonscrite à la sphère et à une autre surface du second degré. Cette développable a quatre coniques doubles, lieux des pôles des cercles doublement
tangents à la cyclique. Appelons ces coniques (H) , (H,) , (H,) , (Hg) . Elles sont inscrites dans une développable, que nous appellerons A, et qui touche la sphère, suivant la cychque.
Si l'on fait la projection stéréographique en se plaçant en un point a de la sphère, la cyclique se projettera suivant une cyclique plane, et, d'après un théorème bien connu relatif aux projections stéréographiques, les quatre séries de cercles doublement tangents se projetteront suivant des cercles dont les les centres seront sur les coniques (H') , (H',) , (B.\) , (H' 3) , perspectives des coniques (H) , ... , (H3) de l'espace. Par le point a passent deux génératrices de la sphère, et par chacune de ces génératrices on peut mener deux plans tangents de la développable A contenant les quatre coniques. Ces deux couples de plans tangents se projetteront évidemment suivant quatre tangentes communes aux coniques (H') , (H',) , (H',), (H' 3) , passant par les deux points sur le cercle de l'infini. Ces quatre coniques seront donc homofocales. On retrouve, on le voit, la génération signalée d'abord par MM. Moutard et Laguerre, et que nous avons employée pour les cycliques sphériques.
Quant aux cercles directeurs dans le plan, ils seront les perspectives des cercles directeurs de la sphère, et par conséquent leurs centres seront les perspectives des sommets des quatre cônes (D,) contenant la cyclique.
On voit que si le point de vue est pris sur la cyclique, la projection stéréographique sera du o® degré et les sommets des quatre cônes seront projetés sur la courbe plane ellemême.
Quant aux coniques déférentes (H',), elles deviennent dans ce cas, et dans ce cas seulement, des paraboles, puisqu'elles sont alors tangentes à la droite de l'infini.
Revenons aux cycliques planes du 4® ordre. Si l'on considère toutes les surfaces du second degré passant par la cyclique sphérique, les perspectives de leurs contours apparents sont
(les coniques quadruplement tangentes à la cyclique, et pour lesquelles subsiste le théorème donné, article 15, pour les cycliques sphériques.
Des cartésiennes.
Nous avons vu que ces courbes très intéressantes, qui sont à Fintersection d'une surface de révolution et de la sphère, peuvent toujours être placées sur un cône de révolution. D'ailleurs, toutes les surfaces du second degré qui les contiennent seront aussi de révolution. L'une d'elles seulement est un cylindre parabolique, qui peut être considéré comme un cas limite des surfaces de révolution.
Examinons donc les cartésiennes, en les considérant comme intersections de la sphère et d'un cylindre parabolique. La section droite du cylindre, passant par le centre, contiendra une des focales (art. 20), et cette focale, ayant pour conique déférente une parabole, sera du 3® degré. Ainsi :
Les cartésiennes se distinguent des autres cycliques par la propriété d'admettre 'pour focale une cubique circulaire.
Inversement, une cubique circulaire admet pour focales des cartésiennes.
Les propriétés métriques des cartésiennes sont plus simples que les propriétés générales que nous avons signalées.
Comme elles sont sur un cylindre . parabolique , leur équation peut être ramenée, et d'une infinité de manières, à la forme
(29) t'' = at' , ou sin' 3 := K sin — •
En second lieu, elles sont sur une infinité de surfaces de révolution, et ces surfaces de révolution ont leurs foyers sur
la cubique circulaire, à l'intersection de cette cubique et d'une parallèle à l'asymptote réelle. L'équation de la courbe, rapportée à ces deux foyers, prendra la forme
Au moyen de la relation précédente, on peut toujours réduire l'équation focale de la courbe, de telle manière qu'elle ne contienne que deux foyers quelconques, pris sur la cubique, et soit de la forme
(30) KR + i5R' = l.
Ainsi, étant donnée une cartésienne, si l'on prend deux foyers que/conques sur la focale cubique^ il y a une relation linéaire (30) entre les distances d'un point de la cartésienne à ces deux foyers.
On a a — p quand les deux foyers sont sur une parallèle à l'asymptote réelle de la focale cubique.
On pourrait ajouter beaucoup aux propriétés des cartésiennes. Nous pourrons y revenir.
De la transformation par rayons vecteurs réciproques dans les cycliques, et des transformations de ces courbes les unes dans les autres.
Supposons d'abord qu'on prenne le pôle en un des foyers de la cyclique. Désignons par r la distance à ce foyer, et par r' ,r" les distances à deux autres foyers situés sur le même cercle directeur que le premier. L'équation de la cyclique,
ar + br' + cr" = 0 ,
se transformera en une équation de la forme
«R+ÔR'zizC .
SUR UWE CLASSE REMARQUABLE
En d'autres termes, la cyclique transformée qui est une courbe plane sera formée des ovales de Descartes. Ainsi,
Toute cyclique se transforme clans les ovales de Descartes, quand on place le pôle de transformation en un des foyers situés sur la sphère contenant la cyclique.
Plaçons maintenant le pôle de transformation, non plus en un des foyers situés sur la sphère, mais en un point quelconque de l'une des focales. Alors cette focale deviendra une cubique circulaire, et par conséquent la courbe elle-même se transformera en une cartésienne. C'est ce qu'on peut voir aussi de la manière suivante :
Le pôle a étant un foyer, le cône ayant pour sommet ce point et pour base le cercle de l'infini sera doublement tangent à la cyclique, et par conséquent la transformée par rayons vecteurs réciproques, d'après les principes de la Première Partie, sera doublement tangente au cercle de l'infini. Ce sera donc une cartésienne.
Si l'on prend le pôle de transformation sur l'une des quatre sphères contenant les focales, une de ces focales deviendra plane, et par conséquent la courbe sera sur un cylindre. Si le point est à l'intersection de deux des sphères contenant les focales, la courbe sera sur deux cylindres, et aura deux plans de symétrie. Enfin, si le pôle est en un des points d'intersection de trois des sphères contenant les focales, la transformée sera une conique sphérique.
Ainsi, toute cijclique peut être considérée comme la transformée par rayons vecteurs réciproques d'une conique sphérique.
\\ résulte de là une première construction simple de la tangente.
La tangente à une conique sphérique est la bissectrice de l'angle des arcs de grand cercle joignant le point de contact aux foyers. Ces arcs de grand cercle passent par deux foyers. Donc
Si par un point de la cyclique on fait passer deux cercles passant chacun par deux des quatre foyers situés sur un cercle
directeur, Ut tangente est la bissectrice de l'angle de ces deux cercles*
Il importe de remarquer toutefois que, pour les cycliques se composant d'une seule branche, deux seulement des sphères contenant les focales sont réelles. La transformation en une conique sphérique ne peut donc être faite qu'avec un pôle imaginaire. Ainsi, une cyclique ne peut réellement être transformée en une conique sphérique que si elle a deux branches, ce qui entraîne quatre foyers réels sur un même cercle directeur, trois sphères réelles contenant les focales, et se coupant en deux points qui doivent être choisis comme pôles de la transformation. Par exemple, les ovales de Descartes à trois foyers réels sont seuls les transformées d'une conique sphérique réelle.
La propriété que nous venons de signaler n'en est pas moins importante, puisqu'elle permet d'étendre aux cycliques bien des propriétés des coniques sphériques. Citons seulement celle-ci :
Les cycliques homofocales se coupent à angle droit.
On a donc un système orthogonal formé de cycliques homofocales. Nous reviendrons sur ce système orthogonal^ ainsi que sur d'autres systèmes formés de cycliques. Mais nous devons indiquer une dernière transformation par rayons vecteurs réciproques, s'appliquant à toutes les cycliques.
Il suffira de prendre le pôle aux points d'intersection de la sphère contenant la cyclique, et de deux autres sphères réelles contenant deux focales. La courbe se transformera en une cyclique plane ayant deux axes de symétrie. Ainsi, toutes les cycliques peuvent dériver par une transformation réelle des cycliques planes à deux axes de symétrie.
Si l'on prenait le pôle à l'intersection de la sphère contenant la courbe et d'une autre sphère contenant une focale, on aurait une cyclique ayant un seul axe de symétrie. C'est à cette classe qu'appartiennent généralement les sections du tore, ou spiriques.
Du système orthogonal formé par les cycliques homofocales.
Étant donnée une sphère et une développable A de 4* classe circonscrite à cette sphère, on pourra inscrire dans la développable une suite de surfaces qui couperont la sphère suivant des cycliques. Les foyers de ces cycliques, étant à Tintersection des coniques doubles de la développable A. et de la sphère, demeureront les mêmes. Elles seront donc homofocales. Nous allons démontrer que ces cycliques se coupent à angle droit.
On sait en effet qu'étant donné un système de surfaces du second degré inscrites dans une même développable, on pourra faire passer trois de ces surfaces par chaque point de l'espace, et que les tangentes aux trois courbes d'intersection seront conjuguées dans chacune de ces surfaces. Il suit de là que par chaque point de la sphère on pourra faire passer deux surfaces inscrites dans la développable A ; ces surfaces couperont la sphère suivant deux cycliques, et les tangentes à ces cycliques seront conjuguées dans la sphère, c'est-à-dire orthogonales. Ainsi,
Par chaque point de la sphère on peut faire passer deux cycliques de foyers donnés^ et ces deux cycliques se coupent à angle droit.
Le système des cychques homofocales comprend quatre courbes infiniment aplaties.
Pour obtenir ce système de cycliques, il suffira évidemment de prendre tous les cônes ayant même sommet et tangents à quatre plans tangents de la sphère. Il y a deux systèmes de cycliques homofocales : ceux dont les quatre foyers réels sont sur un même cercle, et ceux dont les
foyers réels sont disposés par couples sur deux cercles orthogonaux.
On voit qu'il n'est pas plus général de prendre des surfaces du second degré quelconques au lieu de cônes. Ce fait met en évidence une proposition très, générale, qu'on- peut énoncer ainsi :
Si l'on a une série de surfaces inscrites dans une même développable circonscrite à une surface (A) , elles couperont la surface (A) suivant des courbes par lesquelles on pourra faire passer d'autres surfaces du second degré inscrites dans une nouvelle développable circonscrite à la surface (A).
La démonstration analytique de cette proposition ne présente aucune difficulté. Considérons des surfaces inscrites dans une développable. Leur équation sera de la forme
p2 p/2 pf2 pwa
Soit
(32) ps+P'-^ + P'-î+p-'î — 0
l'équation de la surface (A) inscrite dans la même développable, et que l'on obtient en faisant
1= ce .
Si l'on retranche de l'équation (31) l'équation (32) multipliée par 1 — h, on trouve
équation qui représente des surfaces passant par les courbes situées sur la surface (A) , et inscrites, elles aussi, dans une développable.
Nous ne développerons pas la théorie analytique des cycliques; elle est comprise dans celle que nous donnerons pour les surfaces du 4® ordre, qui sont, dans l'espace, les analogues des cycliques planes.
Des cycliques analogues à l'ellipse de Cassini.
Le système orthogonal formé de cycliques homofocales n'est pas le seul qu'on puisse former avec ces courbes. Il existe un autre système orthogonal, formé de cycliques analogues à l'ellipse de Cassini. Certaines de ces courbes ont été étudiées par Van Rees dans un beau Mémoire sur les focales. M. Laguerre les a considérées sous le nom de ciissiniennes, et en a donné plusieurs belles propriétés. Dans la Troisième Partie de ce travail, nous rattacherons l'étude de ces courbes à celle d'autres courbes plus générales, et nous déduirons leurs propriétés de quelques théorèmes généraux relatifs à l'emploi des imaginaires en géométrie.
TROISIEME PARTIE
Etude de certaines propriétés des imaginaires en géométrie, et d'une classe générale de courbes algébriques, comprenant comme cas particulier la courbe de Gassini.
Des points associés dans le plan.
Soient, dans un plan, des points rapportés à des coordonnées rectangulaires. La distance d'un point {x ,y) h. un point fixe du plan s'exprime par la formule
Z' = {x — aY-^{y — h)\
qu'on peut écrire
52 = {x + yi — a — bi) {■v — yi—-a + bi) .
On voit donc que le carré de la distance se décompose en deux facteurs, et l'on est ainsi conduit à un système de coordonnées symétriques fréquemment employé.
Substituons aux quantités x ,y les coordonnées u ,v , définies par les formules
(35) u = x + yi , V = x — yi . Si l'on pose, de même,
« =: a + fci , p=za — bi.
on obtient
Cela posé, soient deux points P, Q; par ces deux points menons dos droites aux points à l'infini sur le cercle; ces droites se rencontrent en deux nouveaux points P',Q'. Nous dirons que ces nouveaux points sont associés aux premiers.
6â SUR UNE CLASSE REMARQUABLE
Réciproquement, P,Q sont associés à P',Q'. Si les points P , Q sont réels, les points P', Q' sont imaginaires conjugués, et inversement. On peut dire que deux couples de points associés sont deux couples de sommets opposés d'un quadrilatère, dont les deux autres sommets opposés sont les deux points I et J à rinfmi sur le cercle.
Soient
u = a ,v = '^ les coordonnées du point P ;
u = (x.' ,v = ^' celles du point Q.
Les coordonnées des points associés seront, par exemple,
pour le point P' , w= a ,v = <^'; pour le point Q' , i* = a' , i) = p .
Considérons un point quelconque M du plan. On aura les formules suivantes
MP^ — (w — a)(y — p) , MQ^=z{u — ^.'){v—^') , M?" = {u — u){v — ^') , MQ" = (w— «')(î; — /5) .
On déduit d'abord de ces forjnules
(37) MP .MQrrrMP'.MQ'.
Donc le produit des distances d'un point quelconque du plan à deux points fixes est égal au produit des distances du même point aux deux points associés.
On peut déduire de nouvelles relations de la signification géométrique des facteurs u — a ,v — p . Soit w Tangle que fait MP avec Taxe des a?; on a
a? — a = M P . ces w , y — & r= M P . sin w ,
et par suite
(38) u — <^ = M?.e'''', v-^ = mv .e-"\ d'où
(39) lZlf^,î=o.-_
L'angle PMQ, sous lequel on voit le segment PQ, est évi-
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demment égal à la différence des angles w,w', que font les droites MP , MQ avec l'axe des o? . On a donc
/\ ., ,> U — « U—OL (U — a)(v — S')
v — p'v—p' (w— «')(*'— P) et, en extrayant la racine carrée,
/MFV»
VmQ7 '
/\ MP' MQ'
De même,
/\ MP ~MQ
Donc le rapport des distances d'un point M du plan à deux points est égal à é^ , V désignant l'angle sous lequel on voit du même point le segment formé par les points associés.
Cette proposition est importante (^) ; elle permet, quand deux points sont imaginaires conjugués, de remplacer les éléments imaginaires relatifs à ces deux points par des fonctions d'éléments réels, correspondants aux points associés.
Nous allons donner deux applications. Prenons d'abord deux points fixes A , B sur un cercle. On sait que l'angle sous lequel on voit d'un point du cercle le segment AB est constant. Donc le rapport des distances du même point aux deux points A', B', associés à A et à B , est aussi constant. Si les points A et B
(^) Cette proposition se déduit, comme on voit, très simplement de l'équation
gaiy =:
et cette dernière équation exprime que l'angle de deux droites MA, MB multiplié par 1i , est le logarithme du rapport anharmonique des quatre droites M A , M B , MI , M J . Ce fait remarquable, contenu implicitement dans une formule du Traité Je Géométrie supérieure de M. Chasles, a été pour la première fois énoncé d'une manière explicite par M. Laguerre {Nouvelles Annales de Mathématiques 1853, p. 57), et appliqué par ce géomètre à une question importante, la transformation des relations contenant des angles dans l'homographie. On pourra consulter à ce sujet le Rapport sur les progrès de la Géométrie, de M. Chasles, p. 313.
deviennent imaginaires, A', B' deviennent réels, et on retrouve une propriété connue du cercle. Mais nous allons traiter un exemple moins simple.
On sait la difficulté qu'ont rencontrée les auteurs de Traités de sections coniques dans Tétude des propriétés focales des courbes du second degré. Il est difficile, quand on prend pour point de départ les beaux théorèmes généraux relatifs aux sections coniques, de rattacher à ces propositions générales, d'une manière directe, la démonstration des propriétés métriques focales. Les remarques précédentes permettent, il nous semble, de lever simplement cette difficulté.
Nous nous appuierons seulement sur un des deux théorèmes généraux que M. Chastes a pris pour base de sa Théorie des sections coniques. Le rapport anharmonique des quatre points où une tangente mobile rencontre quatre tangentes fixes est constant.
Prenons deux tangentes quelconques se coupant en A , et deux autres tangentes imaginaires passant par les deux points
à l'infini sur le cercle, et se coupant en un point réel F, qui, d'après la définition générale, sera un foyer. Soit une tangente mobile MM'PP'. Elle coupe les deux tangentes imaginaires en deux points imaginaires P , P' représentés pour plus de clarté sur la ligure, et ayant pour associés le foyer F et son symétrique f par rapport à la tangente. Écrivons que le rapport anharmonique des quatre points M , M', P , P' est constant; nous aurons
MP' ' PM
g. -(FM/ -F M'/) _. J^
La différence des angles qui figurent dans le premier membre de cette formule est évidemment égale au double de fangle sous lequel on voit du foyer le segment MM'.
Donc la portion de tangente comprise entre deux tangentes fixes est vue de chaque foyer sous un angle constant.
Supposons maintenant que les deux tangentes fixes soient
menées du second foyer. Les points associés à M , M' seront
lé foyer F' et son symétrique /' par rapport à la tangente.
L'angle MFM' s'exprimera, par la formule (40), en fonction
du rapport des distances du foyer F aux deux points F',/"'.
Ff Donc le rapport ^-p; , et par suite ¥f' restera constant. Ainsi,
le symétrique d'un foyer par rapport à la tangente décrit un cercle ayant pour centre l'autre foyer.
Ces deux propositions peuvent évidemment, constituer une base pour la théorie des foyers. On en déduit immédiatement les propriétés métriques focales.
Les points associés donnent lieu encore à des propriétés nombreuses. Par exemple, les droites qui joignent un point M du plan à deux points V ,Q ont mêmes bissectrices que les droites joignant le point M aux deux points associés P', Q'. La différence
MP^ + MQ^ — MP" — MQ'^
est constante, quel que soit le point M , et par conséquent égale à PQ'. On a
PQ^ = _ P'Q'^ , (MP + MQ)^ — (MP' + MQ')^ = VQ' .
Mais il nous paraît inutile de multiplier les énoncés.
D'une classe générale de courbes.
On peut aussi déduire des principes précédents des propositions beaucoup plus générales, s' appliquant à une classe nombreuse de courbes de tous les degrés. Yoici la définition de ces courbes, auxquelles nous, allons étendre une des propriétés les plus importantes du cercle.
Soit une courbe telle que le produit des distances de l'un quelconque de ses points à une série de pôles fixes soit dans un rapport constant avec le produit des distances du même point à une autre série de pôles fixes.
Son équation sera
rr'r" . . . = k .RR' R" . . . ; ou
Cette équation peut aussi s'écrire
h{u — a){u — a')... {v — p){v — p')... Elle est donc de la forme
(41) 1^ - Ml) ,
où 05 , (p, , '^ , ']/, , désignent des polynômes imaginaires, conjugués deux à deux. Il est évident que, réciproquement, toute équation de la forme (41) représente une courbe jouissant de la propriété énoncée, et, pour avoir les deux séries de pôles contenus dans cette définition, il suffira de décomposer en facteurs les polynômes © , '| .
Or l'équation (41) peut s'écrire
y(/0 + ).-Mw)_-^,(r) + >,y,(r)
Vf (?f) H- -i iv) y -L , (>) 4- 0, , (r )
OU
La forme nouvelle de Téquation est identique à la première (41); mais les racines des polynômes ont changé. La définition de la courbe reste donc la même, fnais avec d'autres pâles.
Donc, si une courbe est telle que les produits des distances de l'un de ses points à deux séries de pôles fixes soient dans un rapport constant, cette propriété subsistera quand on remplacera les pôles fi,xes par une infinité de nouveaux systèmes de points convenablement choisis.
Les deux nouvelles séries de pôles ne seront réelles, comme le montre l'équation précédente, que si / et >/ sont imaginaires conjugués. Alors les pôles de la première série seront donnés par les équations
(43) t>{u)^^(;u) + U(îi)=zQ , <^^{v) = f,{v)-hy-^^{v)=^0, et ceux de la seconde par
(44) M^(?j) — •i(«) + //a(M) = 0, Y^{v) = -^,{v) + lf,(v) = 0 .
Il y a plusieurs remarques à faire sur ces nouveaux pôles. D'abord les équations (43) , (44) sont du même degré. Donc, alors même que les pôles primitifs ne seraient pas en même nombre dans les deux séries, les nouveaux pôles seront en nombre égal dans chaque série.
En second lieu, si l'un des pôles était multiple, le polynôme 9 (w) avait un facteur multiple; mais, dans les nouveaux systèmes, il n'en est plus ainsi, et les pôles multiples sont remplacés généralement par des pôles simples, en nombre égal au degré de multiplicité.
Enfin, on peut disposer de À et de >/ de manière que l'un des pôles soit en un point donné quelconque, et les autres seront alors déterminés. Si nous exprimons, en effet, que les équations (43)
sont vérifiées par des valeurs données de u et de v, ces équations feront connaître A et X'.
Quand on aura choisi arbitrairement le premier pôle Ai, voici comment on trouvera tous les autres. Par Aj on mènera des droites aux deux points I , J ; ces droites coupent la courbe en deux groupes de w points, et on reliera d'une manière quelconque les points du premier groupe à ceux du second par n droites. Les n pôles de l'une des séries seront les symétriques de Aj par rapport à ces n droites; et, en opérant comme précédemment sur l'un de ces n pôles, on trouvera de même A, et les n — 1 pôles qui avec A^ forment la série associée à la précédente.
La courbe la plus simple de la classe actuelle est le cercle, pour les points duquel le rapport des distances à deux pôles fixes est constant. La proposition énoncée plus haut est donc la généralisation d'une des propriétés fondamentales du cercle.
Mais il nous paraît digne d'intérêt qu'on puisse étendre à toutes nos courbes les propriétés relatives à l'angle inscrit dans le cercle, et de la manière suivante :
Donnons, dans la formule (42), à X et à V des valeurs imaginaires, e'"', e''% dont le module soit l'unité. Cette équation prendra la forme
Les deux termes des deux fractions sont imaginaires conjugués. Donc, si nous les décomposons en facteurs, l'équation précédente deviendra
u — a u — a' u — k" u — a U — tt' U — a"
V — p V — p' V — jS" V — b V — b' V — b"
où (a , p) , (a', p') , ... , (a , ft) , ... sont imaginaires conjugués.
Soient A,- le point réel défmi par les coordonnées a.- , p,- ; B.- le
point réel défini par a.- , 6, . Désignons par oi,. l'angle que fait
avec l'axe des x le rayon qui va du point M {u , v) au point A,- ;
par (ù'i le même angle pour le point B<. On a, d'après une formule déjà rappelée (39),
/)2iW
etc.
L'équation (45) prend donc la forme
w + od, + Wj 4- • • — &)' — &)' j — w' 2 ^^ constante ,
ou
(46) w — w' + Wj — w'i + Wj — w'2+-" = constante.
Sous cette forme, elle exprime que la somme des angles sous lesquels on voit d'un point de la courbe les segments rectilignes AB , A,B, , ... , A,- B,- , ••• 6st constante.
Donc, quand une courbe est telle que les produits des distances de l'un quelconque de ses points à deux séries de pôles fixes soient dans un rapport constant, on peut encore la considérer, et d'une infinité de manières, comme le lieu des points tels que la somme (ou la différence) des angles sous lesquels on voit d'un point de la courbe des segments fixes soit constante.
On obtient ainsi la généralisation complète de la propriété de l'angle inscrit dans le cercle. Il y a quelques remarques à présenter sur les segments.
D'abord leurs extrémités sont sur la courbe; cela est évident d'après l'équation, et résulte aussi du théorème. Car, lorsque le point décrivant la courbe sera en un des points A par exemple, l'angle sous lequel on verra du point le segment AB sera indéterminé, et on pourra lui donner, en particulier, la valeur qui satisfait à l'équation (46).
On se rend compte d'ailleurs du résultat qui précède au moyen d'une proposition déjà énoncée. On sait, en effet, que l'angle V, sous lequel on voit un segment d'un point M, s'exprime en fonction des distances r , r' aux points associés du segment, par la formule
On voit donc qn'analytiquemxnt les deux définitions données
dans les énoncés précédents sont identiques. Mais Tune n'est employée que lorsque les éléments qui figurent dans Tautre deviennent imaginaires conjugués.
Les courbes précédentes ont des foyers, que nous allons déterminer. A cet effet, reprenons leur équation, qu'on peut écrire
^ (W) + >/ (j> (t<) f^ {V) + X'il/, (V)
Les pôles de la première série correspondants à cette forme de l'équation, sont déterminés par les racines de l'équation
Disposons de l de telle manière que cette équation ait une racine double, ce qui exige que l'on ait
ou
f (u) -y (w) — ii/ {u) <f' \^u) = 0 .
Alors, toutes les droites données par les valeurs de v , racines de l'équation
•i,(î7) + )>?,(■«;) rrrO,
seront tangentes à la courbe; car leurs intersections avec la courbe sont définies par l'équation (47), qui a une racine double. Les points réels situés sur ces droites seront donc les foyers. Nous ferons l'application de cette remarque en étudiant quelques courbes particulières.
Pour ces systèmes de pôles particuliers, l'équation des courbes prendrait la forme
R'-R'R" ... = k.rr'r"r'" ••• .
Il y a un pôle double dans la première série. Ceux de la seconde sont des foyers.
Enfin, il ne sera pas inutile de remarquer que les courbes étudiées dans cet article appartiennent à la classe de celles dont la définition ne change pas quand on les transforme par
rayons vecteurs réciproques. Si le pôle est dans le plan, cela est évident; car toute transformation par rayons vecteurs réciproques se ramène, comme on sait, dans le système de coordonnées symétriques, à effectuer une substitution de la forme
ay, + «' «Wi + a'
pv, + ^' ' 6«, + h'
et une telle substitution ne change en aucune façon la forme des équations de nos courbes. Mais on peut donner aussi la démonstration suivante qui s'applique au cas où le pôle de transformation est en dehors du plan, et où nos courbes planes deviennent des courbes sphériques.
Étant donnés le pôle 0 et deux points A , M , dont les transformés sont a , m , on aura
A M am . „ ^ . am
—-=z-—^ AM^OA.--— •
Cette formule nous montre que la distance d'un point variable M à un point fixe A se reproduit multipliée par une constante et divisée par la distance du point m au pôle.
Donc toute équation homogène entre les distances, et en particulier l'équation
où le nombre des facteurs est le même dans chaque membre, conservera la même forme après une transformation. Cependant, si le pôle de la transformation était placé en un des pôles de la courbe, A par exemple, le facteur R correspondant disparaîtrait, quel que fût son degré de multiplicité. Par exemple l'équation
représente une transformée par rayons vecteurs réciproques d'ellipse de Cassini, puisqu'on pourra faire disparaître le facteur r\
Du système orthogonal formé avec les courbes précédentes.
Soient les deux systèmes de courbes représentés par les équations
et
Lorsqu'on fait varier a , § , les équations précédentes représentent deux systèmes de courbes isothermes et orthogonales. Nour rappellerons d'abord en quelques mots la démonstration de ce théorème.
Les formules précédentes, si l'on prend les logarithmes des deux membres, rentrent dans le type
D'après cela, si Ton considère la courbe de chaque système passant par un point donné du plan, les tangentes à ces deux
du courbes seront données par des valeurs de — égales et de si-
gnes contraires. Or on a, en appelant V l'angle que fait la tangente avec l'axe des x,
du dx + idy atv
dv dx — iày
En appelant V, , Y'^ les angles pour nos deux courbes, on aura donc
ce qui'démontre la proposition.
Ainsi, deux systèmes de courbes représentés par les deux équations du type
OU, ce qui revient au même,
sont des systèmes orthogonaux : ce sont les systèmes isothermes, si souvent étudiés par les géomètres.
L'interprétation géométrique des équations (49) et (50) nous conduit alors au théorème suivant :
Si l'on considère les courbes telles que les produits des distances d'un quelconque de leurs points à deux séries de points fixes soient dans un rapport constant, elles seront toutes coupées à angle droit par des courbes qu'on pourra définir de la même manière.
Les pôles qui servent à la définition des courbes orthogonales sont obtenus de la manière suivante. Soient
les droites passant par les premiers pôles des premières courbes et les points I et J; soient de même
les droites passant par les seconds pôles des mêmes courbes et les points I et J . Les pôles des courbes orthogonales seront déterminés par les intersections des droites
t A 5 A , . . . , j Al , A 1 5 . . . ,
Mais, les nouveaux pôles étant imaginaires, la définition du second système orthogonal doit être énoncée de la manière suivante :
Les courbes du second sijstème sont telles que la somme des angles sous lesquels on voit les segments formés en associant deux à deux les pôles des deux séries du premier système orthogonal soit constante.
C'est la forme sous laquelle on donne ordinairement les propriétés du second système orthogonal.
ao.
Des courbes lieux des points d'où l'on voit plusieurs segments sous des angles dont la somme est nulle.
L'équation
-où /■ , /"i , 9 , 9 1 désignent des polyn(3mes imaginaires conjugués, dont les premiers termes ont l'unité pour coefficient, est comprise comme cas particulier dans Féquation (45). Elle représente des courbes, de degré impair, qui se distinguent des courbes générales , en ce que la somme des angles sous lesquels on voit d'un point de la courbe plusieurs segments est égale à^un multiple de r.. L'équation peut en effet s'écrire
V — § V — b V — p V — b ou
La même propriété subsiste avec d'autres segments; car on peut écrire l'équation précédente sous la forme
absolument semblable à la forme (53); mais les segments servant à la définition de la courbe sont changés, et demeurent réels, si / et À' le sont. Donc,
Quand une courbe est le Heu des points tels qu'on voit de ces points plusieurs segments sous des angles dont la somme est un multiple de z. , elle conserve la même propriété avec une infinité d'autres segments, ayant tous leurs extrémités sur la courbe.
Les courbes précédentes comprennent comme cas particulier celles qui sont définies par une équation de la forme
OÙ les quantités R,- désignent des distances à des pôles fixes, situés sur une droite. Si nous prenons cette droite pour axe des X, l'équation précédente pourra s'écrire
ou, en multipliant par u — v ,
ou enfin
(55) y —^ -f Au= y -ii- + kv ,
Mais nous n'insistons pas sur ce cas particulier, que nous aurons à considérer plus loin à un autre point de vue (voir art. 37).
Des rapports entre la théorie générale des cycliques et celle des fonctions
elliptiques.
L'étude détaillée de ces rapports nous entraînerait trop loin. Cependant nous allons indiquer rapidement comment la théorie générale des cycliques peut être rattachée aux fonctions elliptiques.
Soit l'équation différentielle
où f{u) , f\ {v) désignent des polynômes imaginaires conjugués
du 4® degré. En général, cette équation ne peut s'intégrer
dit en termes finis. Mais, si la différentielle , se déduit de
de
\/(i-e){i-ke
~ par une substitution linéaire de la forme
al-\-a'
la différentielle . . se déduira de même de . .
par la substitution
(58) ""^hTf'
imaginaire conjuguée de la précédente, et l'équation différentielle (56) sera intégrable algébriquement. L'étude de cette intégrale nous avertit que la courbe qu'elle représente est une cyclique plane quelconque. Elle est en effet de la forme
Aîi*îJ' + Bwt;' + B.w'y + C ît' + Cl?;' + Dîit; + E w + E^i? H- F = 0 .
D'ailleurs, l'équation différentielle (56) met en évidence les propriétés focales de la courbe.
En effet, soient
f[u) =z A{u — a,) (m — a,) {u — a^) (m — a,^) , A (v) = B{v-b,) (V - K) {V - 63) {V - h,) . La droite
u = ûi
coupera la courbe en un point pour lequel -r-, est nul, d'après
l'équation différentielle. Cette droite est donc tangente à la courbe. Il en est de même des droites
v = bi .
La cyclique aura donc les 16 foyers définis par les équations
Nous allons démontrer que ces foyers peuvent être placés 4 0 4- sur des cercles.
Les polynômes f{u) , /"j (v) provenant d'un même polynôme par une substitution linéaire, leurs racines auront les mêmes rapports anharmoniques. Supposons par exemple que 0 {a^ , a,.a,,(i,) — 0{b,,b,,b,, b,) . On aura
a, — «3 a, — «1 bi — b^bi — &i ^
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Soient A^ , A,, , A3 , A^ les quatre foyers déterminés par les coordonnées {a^ , h) , {a^ , h,) , {a^ , b^ , (a^ , è^) . On a , d'après des formules que nous avons fréquemment employées,
et de même pour les rapports figurant dans le second membre de réquation, ce qui nous conduit, en substituant, à la formule
Cette égalité exprime que le quadrilatère formé par les quatre points est inscriptible, et, par conséquent, que les quatre foyers sont sur un cercle.
Comme chaque valeur du rapport anharmonique répond à quatre dispositions différentes des éléments, on trouvera quatre cercles sur lesquels les 16 foyers seront rangés 4 à 4.
Enfin l'équation (56) conduit à une construction simple de la tangente aux cycliques, analogue à celle que l'on connaît pour les courbes du second degré. Car soient V , to^ , q^ , o^ , w^ les angles que font avec l'axe des x la tangente au point M et les droites MA^ , MA^ , MA3 , MA^ , qui joignent ce point aux quatre foyers ; l'équation différentielle
(duV A w — a, u — a^ u- a^ u— a,, dv ) B V — 6, V — &2 V — &3 V — 64
conduit, en posant
à la relation
et cette relation donne pour l'angle V deux valeurs, différentes
de Q ; par conséquent, les tangentes aux deux courbes passant
en un point du plan sont perpendiculaires. Ainsi, l'équation (56) est intégrée far le système des cycliques flânes, homofocales et orthogonales.
78 SIR UNE CLASSK RE.MAROUABLE
Pour construire simplement la formule (59), il suffira de connaître la constante K, et, pour cela, de placer d'abord le point M sur le cercle focal. Mais nous n'insistons pas sur ce point de détail. Remarquons aussi que les formules de substitution (57) ,(58), interprétées géométriquement, donnent la transformation par rayons vecteurs réciproques dans le plan. Nous retrouvons donc cette proposition ; Toute cyclique plane est la transformée par rayons vecteurs réciproques iVune cyclique à deux axes de symétrie.
Ces dernières cycliques ont été étudiées par M. Siebeck dans deux Mémoires importants (t. LVII et LIX du Journal de Borchardt). Les ovales de Descartes ont été considérées au même point de vue par l'auteur dans les Annales de l'École Normale. Signalons aussi des articles de M. Laguerre dans le Bulletin de la Société Philomathique (^).
De l'ellipse de Cassini.
On sait que l'équation de cette courbe, rapportée à ses axes de symétrie, est
[x' + y'Y + a'ix^—y^) + b'* = 0 .
C'est donc une cyclique; c'est aussi ce qui résulte de l'équation focale
rr' = k ,
et cette dernière équation va nous permettre d'énoncer les propriétés caractéristiques de l'ellipse de Cassini.
Proposons-nous d'abord le problème suivant, résolu d'une manière générale par M. de la Gournerie {^) : Étant donnée
{') Sur les applicalions de la Géomôtrie au Calcul Intégral. DuUetin de la Société Philomathique, 1867, p. SI.
(*) Journal de LioiicUle, t. XIV, 1^ série. Mémoire sur les ligne3 spiriques.
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une cyclique plane, définie par la conique déférente (K) et par le cercle directeur (A) , déterminer les foyers singuliers de cette cyclique.
Nous avons vu que les foyers singuliers sont les points réels, situés sur les asymptotes de la cyclique. Nous savons aussi qu'étant donné un des cercles orthogonaux au cercle (A) et ayant son centre en m sur la conique (K), pour avoir les points de la courbe, il faut abaisser du centre 0 de (A) une perpendiculaire sur la tangente en m. Les points d'intersection de cette perpendiculaire et du cercle appartiennent à la cyclique. L'un de ces points s'éloignera à l'infmi dans le cas seulement où la tangente en M à la conique ira passer par un des points à l'iniini sur le cercle, I par exemple. Alors la tangente à la cyclique sera la tangente au cercle, c'est-à-dire la tangente menée à la conique par le point I . On voit donc que les asymptotes de la cyclique seront les tangentes menées à la conique des deux points I et J ; en d'autres termes, les foyers singuliers de la cyclique seront les foyers ordinaires de la conique déférente.
Cela posé, soit une ellipse de Cassini. Les points qu'on appelle d'ordinaire foyers de cette courbe, et qui donnent lieu lieu à l'équation
rr' = k ,
seront à la fois des foyers ordinaires et des foyers singuliers. L'ellipse de Cassini s'obtiendra donc en prenant une conique déférente (K) à centre unique quelconque, et un cercle directeur concentrique à cette conique. D'ailleurs, comme les foyers de la conique (K) doivent aussi être foyers de la courbe, il faudra que le cercle (A) passe par les points de contact des tangentes menées à la conique de ses deux foyers. Cela nous conduit au mode suivant de génération :
On obtient la courbe de Cassini, en prenant une conique déférente quelconque (qui doit être une hyperbole, si la courbe est réelle), et pour cercle directeur le lieu des points
d'où Ton peut mener à la conique des tangentes rectangulaires.
Si l'hyperbole a son axe réel plus grand que Taxe imaginaire, la courbe est formée des deux ovales. Dans ce cas, les quatre foyers sont sur Taxe réel.
Si l'hyperbole a son axe imaginaire plus grand que l'axe réel, on obtient la courbe formée d'une seule branche. Deux des foyers réels sont sur l'axe imaginaire.
Enfm, si l'hyperbole est équilatère, c'est la lemniscate que l'on obtient.
Pour avoir les quatre foyers de la courbe, il suffira de mener des droites aux points I et J par les quatre points d'intersection de la conique déférente et du cercle.
Ce serait ici le lieu de montrer comment les propriétés des cycliques permettent de généraliser un théorème relatif à la lemniscate, et de donner un mode parfait de représentation des intégrales elliptiques par un arc de courbe. Mais ces propriétés peuvent, sans inconvénient, être détachées du travail actuel.
L'ellipse de Cassini fait partie des courbes que nous avons étudiées au n" 27. Son équation peut, en effet, s'écrire
d'où l'on déduit
et, par suite,
équation de la forme
K^' = k.rr' ;
et les nouveaux pôles seront déterminés par les équations
Considérons un cas particulier,
l'équation deviendra
Cette équation peut s'écrire
p désigne la distance au centre de la courbe ; R , R' sont évidemment les distances aux deux autres foyers déterminés par les formules
Donc , le produit des distances aux deux seconds foyers est proportionnel au carré de la distance au centre.
11 résulte de là que la transformée par rayons vecteurs réciproques d'une ellipse de Cassini est encore une ellipse de Cassini, si l'on met le pôle au centre. Seulement, pour la courbe formée d'une seule ovale, les deux foyers donnant lieu à la propriété focale rr' =■ k passeront par la transformation sur l'axe perpendiculaire.
Nous allons maintenant développer la propriété des segments capables, en écrivant l'équation (60) sous la forme
_aV^ _ (K-ffl.-i;^ — c' + flV-
1^2 _ c^ + (j2gp« ^,2 _ c2 _^ ^2 g-Sf
D'après les propositions générales données plus haut, cette équation exprime que, si l'on considère les deux segments dont les extrémités sont données par les formules
M^ = c- - a'^e^' , v^ — c^ — a^e- «' , pour la première extrémité, et
u^ z=zc^ — rt V ?' , ?;- = c° — a- e~i^'' ,
pour la seconde, la somme des angles sous lesquels on voit ces deux segments est constante. Donc,
Si l'on inscrit dans l'ellipse de Cassini un parallélogramme de même centre, la somme algébrique des angles sous lesquels on voit les côtés opposés d'un point de la courbe est constante.
Ces remarques servent d'application aux théorèmes généraux énoncés plus haut.
L'ellipse de Cassini n'est pas d'ailleurs la cyclique la plus générale ayant une équation de la forme
RR' = K . rr' .
11 semble même que cette équation, contenant 9 constantes, serait propre à représenter les cycliques planes les plus générales. Mais, comme on a démontré que cette équation peut conserver la même forme avec une infinité de systèmes de pôles, et que même l'un d'eux peut être choisi arbitrairement, on voit qu'elle ne contient, en réalité, que 7 constantes, et ne peut représenter toute cyclique. Nous verrons plus loin comment on peut rattacher tout cela aux théorèmes de Poncelet. Les cycliques définies par l'équation
MA.MA-_ ^^^^ MB.MB'-^
forment, lorsque K varie, un système de cycliques, coupées à angle droit par les courbes satisfaisant à l'équation
(64) AMB + A'MB' — const.
Ces nouvelles courbes sont encore des cycliques. On a donc un système double orthogonal , formé exclusivement - de cycliques.
Ce système comprend, comme cas particulier, celui des ellipses de Cassini et des hyperboles équilatères, qui a été étudié surtout par Lamé. Il suffit que deux des pôles, B , B', servant à la définition du premier système, soient rejetés à l'infini. Toutes les cycliques du système général sont d'ailleurs
des transformées par rayons vecteurs réciproques de l'ellipse de Cassini.
Des points associés à la surface de la sphère.
Les propriétés des points associés dans le plan ont leurs analogues dans la géométrie spliérique.
Si nous transformons une figure plane par rayons vecteurs réciproques, au plan correspond une sphère; aux droites du plan passant par le point I correspondent les génératrices d'un même système de la sphère. De même, aux droites passant par le point J correspondent les génératrices rectilignes du second système. On voit donc que toute génératrice de la sphère a un point réel, et que les génératrices d'un système sont imaginaires conjuguées de celles de l'autre. Donc, à un quadrilatère du plan, ayant pour sommets opposés les deux points I et J, correspond sur la sphère un quadrilatère rectiligne formé de deux génératrices de chaque système. Il résulte de là la construction des points P', Q', associés aux points P , Q .
Par les points P , Q on mènera les deux génératrices rectilignes de la sphère, qui passent en ces points. Ces deux génératrices se coupent en deux points P', Q' qu'on dira associés aux premiers. Il est clair que la droite P'Q' est la polaire de PQ, et, par conséquent, si l'un des couples, PQ 1 P'Q' est réel, l'autre sera nécessairement imaginaire.
Il est vrai que, dans le plan, nous faisions une distinction entre les points P',Q'. Si les points P et Q ont pour coordonnées
nous avons pris
(Voir art. 26). Mais ici la même distinction peut évidemment être faite; car aux droites passant par le point I dans le plan correspondront, sur la sphère, les génératrices d'un système, que nous appelerons (I); et de même, aux droites passant par J dans le plan, les droites du second système, que nous distinguerons par la lettre (J) , et qui sont imaginaires conjuguées des premières. Examinons maintenant les propriétés des points associés.
MP .MO
Le rapport , des distances d un pomt M aux quatre
points P,Q,P',Q', étant égal à l'unité dans le plan, sera constant à la surface de la sphère, et l'on aura
MP.MQ ^ ^ MP\ MQ'
Donc il y a sur la sphère un rapport constant entre le produit des distances d'un point quelconque M à deux points fixes ^ V , Q„ et le produit des distances du même point aux deux points associés
On peut transformer de même les relations relatives aux angles, et nous signalerons d'abord celle-ci. Si l'on joint le point M soit aux deux points P , Q , soit aux deux points P', Q', les deux couples de grands cercles ainsi obtenus auront mêmes bissectrices. On pourra substituer, sans que la propriété cesse d'exister, aux grands cercles des petits cercles assujettis à couper à angle droit un cercle fixe quelconque de la sphère.
Nous avons vu que, dans le plan, on a
gt.P'MQ' __
MP MQ
Sur la sphère les droites MP,MQ,... se transforment en petits cercles passant par le pôle. Si nous appelons ce pôle M', la relation précédente, transformée sans aucune difficulté par la méthode des rayons vecteurs réciproques, nous conduit au résultat suivant :
Soient deux petits cercles de la sphère passant, Tun par
M , M', P', l'autre par M , M', Q', et désignons leur angle par
/\ P'MQ'; on aura
/\ MF M'P ^^ MQ M'Q
M , M' étant d'ailleurs des points quelconques de la sphère, et P , Q les points associés à P', Q'. Cette relation est fondamentale, et nous allons en déduire plusieurs conséquences.
1° Les points M , M' étant quelconques, on peut faire sur leur position différentes hypothèses particulières, et supposer, par exemple, qu'ils soient diamétralement opposés sur la sphère. Alors les cercles considérés plus haut sont les grands cercles passant par M et les points fixes P', Q'. D'ailleurs, les distances M'P , M'Q deviennent égales aux distances MP^ , MQi du point M aux points P, , Qi , diamétralement opposés à P et à Q , et la formule (66) devient
arc M P
N MP MP
((37) e^-"''^'=,~:-^ = ian
MQ MQ, ° arcMP'
Ainsi l'angle des deux arcs de grand cercle, menés du point M aux extrémités du segment P'Q', s'exprime en fonction des distances de ce point M aux deux points fixes P , Q associés à P', Q', et aux deux points P, , Q, diamétralement opposés à P et à Q . Cette formule est analogue à l'équation (40) relative au plan; elle ne constitue pas cependant, comme nous allons le voir, la véritable généralisation de cette formule.
2° Supposons que dans la formule (66) le point M', qui est quelconque, ait été placé sur l'arc de grand cercle P'Q'; alors on aura
puisque les points P et Q sont placés symétriquement par rapport à l'arc P'Q', et la formule (66) deviendra
MP
Cela posé, je dis que l'angle P'MO' ou TMT, des deux petits
cercles s'exprime en fonction des angles du triangle sphérique MP'Q' par la formule
/\ (68) 2P'MQ' = M — P'— Q'+TT.
En effet, menons les arcs tangents en M , M', P'. D'après les propriétés du cercle, les angles suivants seront égaux,
TP'M=:TMP', T'P'iVr=:T'M'P' , TMM' =:^ T'M'M ,
et par conséquent on aura
2TMM' = P'MM' + P'M'M + 77 — MP'M' .
En appliquant la même relation au second petit cercle, on aura
2ï,MM'r=:0'MM' + Q'M'M + 7r--MQ'M' .
En retranchant de cette équation la précédente, on trouve
2T,MTrr:Q'MP' — MQ'M' +MP'M' ,
équation équivalente à la formule (68), qu'il s'agissait de démontrer.
Ainsi l'angle des deux petits cercles s'exprime par la formule
M , P', Q' étant les angles du triangle sphérique MP'Q'.
L'expression précédente est susceptible d'une interprétation
géométrique simple. A cet effet, considérons, en même temps
que P', Q', les points diamétralement opposés P'i,0',.
g L'expression précédente est égale « ^ , S étant l'aire du triangle
sphérique MP'iQ'i , et l'on a
(69) %^fi.
Ainsi, le rapport des distances d'un point quelconque M de la
sphère à deux points V , Q de cette surface est égal à e % S désignant l'aire du triangle sphérique formé par le point M et les points P'i , Q'i , diamétralement opposés aux points P', Q', associés àV et àQ.
Nous ne devons pas dissimuler que la formule et la démonstration précédentes présentent quelques difficultés quant aux signes. Ces difficultés, sur lesquelles nous reviendrons dans une autre occasion, et qu'on lèvera dans chaque cas particulier, tiennent à la convention faite par les auteurs de Trigonométrie de détruire la continuité, et de ne considérer que les triangles dont les côtés sont inférieurs à t.. La règle à suivre est la suivante. On prendra le même signe pour toutes les aires correspondantes à un sens de rotation déterminé autour des côtés du triangle, et des signes opposés quand les sens de rotation seront différents.
La formule (69) peut être employée sur la sphère de la même manière que l'équation (40) relative au plan. Elle donne,
MP
comme cette dernière, une transformation du rapport rrr; de
deux distances seulement, tandis que la formule (67), qu'on pourrait d'ailleurs déduire de la précédente, contient quatre distances M P, M Q,M'P,M'Q.
Ainsi, quand les deux points P , Q deviennent imaginaires conjugués, le rapport des distances du point M à ces deux
points s'exprimera en fonction de Taire d'un triangle sphérique réel.
Sous ce point de vue, c'est le théorème de Lexell, relatif aux triangles sphériques d'aire constante, qui constitue, sur la sphère, la propriété analogue à celle des angles inscrits dans les cercles du plan. Car on sait, d'après ce théorème, qu'étant donnés deux points quelconques P , Q d'un petit cercle, le triangle sphérique formé par les points diamétralement opposés P, , Qi , et par un point M du cercle, conservera une aire constante, quand le point M décrira le petit cercle.
On retrouverait exactement, comme à l'article 26, les propriétés focales des coniques sphériques.
Des courbes sphériques analogues aux courbes planes déjà considérées.
Nous sommes maintenant en mesure d'étendre à la sphère les propriétés signalées à l'article 7, et qui conviennent à une classe étendue de courbes planes.
Prenons sur la sphère deux séries de pôles fixes,
A, , Aj , .•, . 5 An 5
B, , Bj , .. . , B„ ,
et appelons R,- , r,- les distances d'un point M aux pôles A, , B, des deux séries. Les courbes sphériques que nous allons considérer sont définies par l'équation
Ces courbes donnent lieu à des propositions plus nombreuses que les courbes planes correspondantes.
D'abord, si Ton effectue leur projection stéréographique sur un plan, la forme de l'équation précédente (70) ne change pas. On voit donc que ces courbes sphériques sont les transformées par rayons vecteurs réciproques des courbes planes déjà étu-
diées, et, par conséquent, en tenant compte de la propriété énoncée (art. 27), nous obtiendrons le théorème suivant :
Quand une courbe sphérique est telle qu'il y ait un rapport constant entre les produits de ses distances à deux séries de pôles fixes pris sur la sphère^ elle jouit des mêmes propriétés avec une infinité d'autres séries de pôles fixes, situés aussi sur la sphère, et l'un des nouveaux pôles peut même être choisi arbitrairement.
Supposons que l'on se donne un des pôles Aj , et que Ton demande de trouver les pôles qui lui sont associés. On mènera le plan tangent en A,, contenant deux génératrices de la sphère qui couperont la courbe en deux groupes de n points imaginaires,
On joindra les points du premier groupe à ceux du second, et Ton aura ainsi. ?i arcs de grand cercle. Les pôles B,- de Tune des séries seront les symétriques de Aj par rapport à ces n arcs de grand cercle. En opérant la construction précédente sur un de ces pôles B^-, on retrouvera Ai et les {n — 1) pôles A^, qui doivent lui être adjoints dans la première série.
Les arcs de grand cercle joignant les points du premier groupe a', peuvent d'ailleurs être pris d'une manière quelconque; mais il est clair qu'ils ne seront réels que si l'on joint chaque point imaginaire «, à son conjugué a',-. La construction que nous donnons ici est d'ailleurs une conséquence immédiate de ce fait évident que deux pôles appartenant à deux séries différentes, considérés comme des cercles de rayon nul, se coupent en deux points de la courbe.
Revenons au cas général, et considérons, en même temps que la courbe sphérique, la courbe plane qui en est la projection stéréographique. Nous avons vu, formule (4-5), qu'on pouvait choisir pour la courbe plane une infinité de pôles, tels que les pôles de la 2^ série soient imaginaires conjugués de ceux de la première. La transformation par rayons vecteurs réciproques conserve cette relation. On pourra donc trouver
sur la sphère deux séries de pôles imaginaires de la courbe, tels que les pôles de l'une des séries soient conjugués de ceux de l'autre. Appelons R,- , r, les distances d'un point M de la courbe à deux pôles imaginaires conjugués A, , B,-, et S, Taire du triangle sphérique formé par le point M et les deux points fixes réels A',- , B',- , diamétralement opposés aux points associés à A, , Bi . On aura
et comme l'équation de la courbe peut s'écrire
on voit que l'on aura
Si + S.2 + , . . + S„ = const.
Ainsi, quand une courbe sphérique est telle qu'il y ait un rapport constant entre les produits des distances d'un de ses points à une première série de n pôles et le produit des distances du même point à une deuxième série de n pôles, situés comme les premiers sur la sphère, elle possède, et d'une infinité de manières, la propriété que la somme des aires des n triangles sphériques, formés avec un de ses points comme sommet et n segments fixes comme bases, soit constante.
Les extrémités de ces n segments décrivent d'ailleurs la courbe sphérique diamétralement opposée à la proposée.
L'énoncé précédent peut même être complété, et l'on peut dire que toute courbe qui jouit de l'une ou de l'autre des propriétés indiquées dans le théorème fait partie de la classe de courbes que nous étudions, et conserve par conséquent ces mêmes propriétés avec une infinité d'autres systèmes soit de pôles, soit de segments fixes.
Quelques cas particuliers dans lesquels les deux séries de pôles ont une disposition particulière méritent d'être signalés.
Des courbes spîiériques pour lesquelles les pôles de chaque série sont deux à deux diamétralement opposés. Propriétés correspondantes des cônes algébriques, ayant ces courbes pour base.
Si les pôles de chacune des deux séries qui servent à définir la courbe sont deux à deux diamétralement opposés, la courbe définie par ces deux séries de n pôles sera évidemment symétrique par rapport au centre de la sphère. Nous allons voir que, parmi les nouveaux systèmes de pôles qu'on peut substituer aux premiers, il y en a une infinité qui sont, comme les premiers, deux à deux diamétralement opposés dans chaque série.
En effet, quand on fait la projection stéréographique de la sphère, deux points diamétralement opposés se projettent suivant deux points divisant harmoniquement les diamètres d'un cercle fixe du plan. Le carré k du rayon de ce cercle est négatif; le cercle n'a de réel que son centre. Prenons ce centre pour origine des coordonnées; l'équation de la courbe plane, projection de la courbe sphérique, sera
Les pôles de la première série seront définis par les équations
où A désigne une quantité réelle, A^, A',„ des quantités imaginaires conjuguées. De même, les pôles de la 2^ série seront donnés par le système semblable
( j-(w) — Bw™+ ••• +B^ =0 , (72)
(•i/,(i') = Bî;™+ ••• + B'™ = 0,
Cela posé, d'après les hypothèses faites, les pôles de chaque
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série peuvent être groupés deux à deux, de telle manière que les points de chaque couple (u , v) , (Ui , v,) divisent harmoniquement un diamètre du cercle ayant son centre à l'origine, et pour rayon [^ k . On passera donc d'un de ces points à l'autre par les formules
et par suite les polynômes 9 , ^f j , -^ , 'J/j devront satisfaire aux équations
Si, dans la deuxième de ces équations, on change w en — , et
et qu'on la multiplie avec la première, elle donne
On aurait de même
d'où résulte
^m A m Dm D m
Cela posé, formons les nouveaux pôles. L'équation de la courbe [voir art. 27, équation (43)] prend la forme
où les polynômes $ , $, , ... sont définis par les formules
\ W{U) = ^ (m) + l'fiîl,) , Y,{V) = -^.(V) + y. f, (v) ,
/ et )/ étant deux facteurs imaginaires conjugués. En égalant ces polynômes à zéro, on aura les nouveaux pôles de la courbe. Pour que ces points aient les mêmes dispositions que les pre-
miers, il suffira que les nouveaux polynômes <I) , H" satisfassent à des équations de la même forme que les formules (73). Or on a
\vj
A R' BA
Ces deux équations se réduisent évidemment à une seule, la première. Il suffira donc que les indéterminées }, , /' satisfassent à cette équation, pour que les nouveaux pôles aient la même disposition que les anciens.
Si Ton pose
'm jl\. IV V , i\ ffi XI. /I/O ,
1 = ^6-"^', y = ^e+'^^, on aura, en vertu de Téquation (76) ,
fjt demeurera quelconque. Ainsi, on trouve un nombre infini de systèmes de pôles, satisfaisant aux conditions posées. Ces pôles, satisfaisant aux équations
$ (il) ^f(u) + l-ù[u) = 0,
sont, en vertu de l'équation (76), sur la courbe
(77) 'fl^ — ^ 'hM ,
?{n) BA», ^{n)
courbe qui n'est pas indécomposable, et qui comprend le
cercle uv = k. La courbe précédente fait partie de celles qui coupent la première à angle droit. Mais nous nous contentons d'indiquer ces résultats.
Il est donc démontré que, si une courbe sphérique est définie par deux séries de pôles, telles que les pôles de chaque série soient deux à deux diamétralement opposés, la même propriété subsiste avec une infinité d'autres pôles, assujettis à décrire une courbe, d'un ordre inférieur de deux unités, et orthogonale à la proposée. Cette disposition particulière donne lieu à un théorème nouveau.
En eff'et, le produit des distances d'un point M de la sphère à deux points diamétralement opposés a , a' est évidemment proportionnel au carré de la distance du point M à la droite a a'. La courbe sphérique est donc telle qu'il y a un rapport constant entre les produits des distances de l'un de ses points à deux séries de diamètres de la sphère; et comme cette définition convient aussi au cône ayant le centre de la sphère pour sommet et la courbe pour base, nous avons, sans qu'il soit nécessaire d'insister davantage, le théorème suivant l
Quand un cône est tel qu'il y ait un rapport constant entre les produits des distances de l'un de ses points à deux séries distinctes de droites passant à son sommet j il conserve la même définition avec une infinité d'autres séries de droites passant également par son sommet, décrivant un cône algébrique orthogonal au premier et d'un degré inférieur d'une unité.
Le cas le plus simple de cette proposition a été étudié par M. Chastes. Le cône du second degré, tel qu'il y ait un rapport constant entre les distances d'un de ses points à deux droites fixes, conserve la même définition avec une infinité d'autres systèmes des deux droites, situées dans le plan des premières.
La propriété relative à la somme des aires des triangles sphériques prend ici une forme particulière. En effet, quand les pôles de chaque série deviennent imaginaires, les points associés sont diamétralement opposés. En associant les triangles sphériques dont les sommets sont diamétralement opposés,
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on voit que, dans ce cas, la somme algébrique de leurs aires est égale à la somme des angles à la base, et l'on peut énoncer cette proposition :
Quand une courbe sphérique est telle qu'il y ait un rapport constant entre les produits des distances de ses points à deux séries de n diamètres, on peut former d'une infinité de manières n segments ayant leurs extrémités sur la courbe, et tels que la somme des angles à la base des triangles sphériques formés avec ces segments comme hases, et ayant tous pour sommet un même point variable de la courbe, soit constante.
On pourrait évidemment ajouter un grand nombre de propositions aux précédentes. Mais peut-être le lecteur trouvera-t-il que nous avons déjà été trop long.
Des courbes lieux des points desquels on voit plusieurs segments de grand cercle sous des angles dont la somme est nulle.
Ces courbes forment une nouvelle classe particulière des courbes sphériques que nous étudions. En effet, l'angle de deux arcs de grand cercle MA , MB , joignant le point M aux deux points A et B , est évidemment égal à la somme des aires des triangles sphériques MAB ,MA'B'; A', B' étant les points diamétralement opposés à A , B . Les courbes que nous allons étudier sont, par conséquent, telles que la somme des aires des triangles sphériques formés avec un point de la courbe et 2to segments fixes, deux à deux diamétralement opposés, soit constante. Elles sont donc comprises dans la définition générale donnée au n° 33, et elles correspondent à une disposition particulière des pôles, qu'on peut caractériser en disant que ceux-ci sont en nombre pair dans chaque série, et que les pôles de l'une des séries sont diamétralement opposés à ceux de l'autre.
Ces courbes nouvelles ont donc toutes les propriétés appar-
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tenant aux courbes générales, et signalées au n^ 33; on peut les engendrer au moyen de deux séries de 2w pôles, un des pôles étant placé en un point quelconque de la sphère, etc. Mais la question qu'il importe d'examiner est • la suivante : Peut-on conserver leur définition particulière et trouver, de plus d'une manière, n segments tels que la somme des angles S0U5 lesquels on voit ces n segments conserve une valeur constante pour chaque point de la courbe?
Il est clair que cette question revient à la suivante : Peut-on trouver de nouveaux systèmes de pôles tels que les pôles de chaque série soient diamétralement opposés à ceux de l'autre?
A cet effet, reprenons les équations du numéro précédent, qui s'appliquent à la courbe plane, projection stéréographique,
et la nouvelle équation
En raisonnant comme à l'article précédent, on verra que les fonctions 9 , ^ satisfont ici aux équations identiques
On déduit de là, en s'appuyant sur les équations déjà données pour 0 , ^ ,
/k\ AmT, / N ^BB,„ , ,1
Pour que le second membre se réduise à T^ (v) à un facteur constant près, il faut et il suffît que l'on ait
Cette relation n'est pas satisfaite en général. Par suite, dans la définition posée au commencement de cet article, on ne
pourra pas, en général, substituer aux segments fixes des segments donnant lieu aux mêmes propriétés. Mais il n'en sera
. ... A Am
plus amsi SI -—— = 1.
Interprétons d'abord cette condition. Elle signifie, en tenant compte des identités (79), que l'équation de la courbe est vérifiée par la valeur
c'est-à-dire que la courbe contient le cercle
iiv ^= k .
Ce cercle étant la projection stéréographique du cercle de l'infini sur la sphère, il résulte de là que, lorsque la condition (79) sera satisfaite, la courbe sphérique se décomposera et contiendra le cercle de l'infini; par suite, la somme des angles des triangles sphériques sera nulle. Donc,
Si Von considère sur la sphère la courbe telle que la somme des angles^ formés autour d'un quelconque de ses points M , des triangles sphériques ayant tous ce point pour sommet^ et pour bases respectivement n segments fixes, soit constante, on ne pourra substituer à ces segments fixes d'autres segments donnant lieu aux mêmes propriétés que dans le cas où la somme constante des angles sera nulle ou égale à un multiple de t..
Par exemple, le lieu des foyers des coniques sphériques inscrites dans un quadrilatère formé de quatre grands cercles est tel que la diff'érence des angles sous lesquels on voit deux côtés opposés du quadrilatère sphérique est nulle. Cette courbe conservera les mêmes propriétés avec d'autres quadrilatères, c'est-à-dire sera le lieu des foyers des coniques sphériques inscrites dans toute une série de quadrilatères.
Des systèmes orthogonaux formés à la surface de la sphère avec les courbes précédentes.
Il est clair que les propriétés démontrées au n° 25 pour les systèmes orthogonaux de courbes planes s'étendent aux courbes sphériques, et nous pouvons énoncer les théorèmes suivants :
Quand des courbes sphériques sont telles que les produits de leurs distances à deux séries de pôles fixes
Al , Aj , ... , An 5
Bi , Bj 5 ... , B„
conservent un rapport constant pour chaque courbe, elles sont coupées à angle droit par les courbes lieux des points M , pour lesquels les triangles sphériques MA'iB',- ont des aires dont la somme demeure constante pour chaque courbe, les points k'i , B'f étant diamétralement opposés aux points A,- , B,- .
Quand des courbes sphériques sont telles que les produits de leurs distances à deux séries de diamètres fixes
Al 5 Aj , ... , A„ ,
El , Ej , ... , E„
conservent un rapport constant pour chaque courbe, elles sont coupées à angle droit par les courbes sphériques lieux des points M pour lesquels les angles formés par les arcs de grand cercle MA.-,MEi conservent une somme qui demeure constante pour chaque courbe.
Enfin on peut citer le théorème suivant, énoncé par M. Michael Roberts (^) :
(') Journal de Liouvîlle, t.X, l^e série, p. 25 t. « Note sur deux systèmes généraux de trajectoires orthogonales. » Le système considéré par M. Roberts revient évidemment à celui que nous donnons dans le texte.
Quand des courbes sphériques sont telles qu'il y ait un rapport constant pour chacune d'elles entre le produit des distances d'un de leurs points à n pôles Aj , A2 , ... , A„ et le produit des distances aux n pôles diamétralement opposés A'i,A'2,... , A„, elles sont coupées à angle droit par les courbes telles que la somme des angles MA1A3 , MA^Aj , ... soit constante.
On peut signaler, par exemple, le cas particulier suivant du 2" système général :
Tous les cônes tels qu'il y ait un rapport constant entre les distances de leurs points à deux diamètres fixes A , E coupent la sphère suivant une suite de coniques sphériques circonscrites à un quadrilatère rectiligne imaginaire de la sphère. Ces coniques sont coupées à angle droit par les courbes lieux des points M, pour lesquels les grands cercles M A et M E font un angle constant.
La courbe que nous rencontrons ici, et qui est le lieu des sommets des angles constants dont les côtés passent par deux points lixes de la sphère, appartient, comme on voit, à la classe des cycliques. C'est une courbe du 4® ordre, bicylindrique , transformée par rayons vecteurs réciproques d'une ellipse de Gassini.
Démonstrations nouvelles des tliéorames de Poncelet, relatifs aux polygones inscrits et circonscrits aux coniques, déduites des principes précédents.
Les propositions qui précèdent nous conduisent d'une manière directe à une démonstration des théorèmes de Poncelet, qui paraît se distinguer de toutes les démonstrations connues, et que, pour ce motif, nous allons développer ici.
Soient un cône du second degré (H), et un angle polyèdre inscrit de même sommet, formé d'une suite de plans P, , P2 , . . . , P„ .
On reconnaît sans difficulté que tous les points du cône satisferont à une équation de la forme
Il suffit de remarquer que cette équation est connue pour l'angle trièdre, qu'on la démontrera pour un angle tétraèdre en le décomposant en deux trièdres, en écrivant les équations relatives à ces deux trièdres, et éliminant par addition la face commune, etc.
Cela posé, supposons que les plans Pj ,P2, ... ,P„, qui se coupent au sommet A du cône (H) , soient tous tangents à une sphère (S) ; il est clair que l'angle polyèdre inscrit dans le cône sera en même temps circonscrit au cône (Hj) de sommet A , circonscrit lui-même à la sphère (S) . Pour établir le théorème de Poncelet, il suffira de prouver que, s'il existe un tel angle polyèdre, inscrit à (H), circonscrit à (Hj), il y en a une infinité d'autres satisfaisant aux mêmes conditions.
A cet effet, cherchons l'équation de la courbe de section du cône (H) et de la sphère (S) . D'après les principes développés dans la Deuxième Partie, il faudra remplacer dans l'équation (80) les quantités P,- , qui représentent les distances à un plan tangent, par R/, R,- désignant la distance d'un point de la courbe au point de contact du plan tangent P,. L'équation
conviendra donc à tous les points de la courbe; elle ne sera pas l'équation de la courbe, et, de même que l'équation (80) représente, en même temps que le cône (H), un cône de degré 71 — 2, l'équation (81) représentera, en même temps que l'intersection de la sphère et de (H), une courbe de degré ^{n — 2). Quoi qu'il en soit, l'équation (81) convient à tous les points de la courbe, et les pôles Aj , A^ , ... , A„ sont tous sur le petit cercle, intersection de la sphère et du plan polaire du sommet A du cône.
Réciproquement, si nous pouvons trouver une équation semblable à Féquation (81), les nouveaux pôles étant sur le même petit cercle, en remplaçant les nouvelles quantités R,'' par P; , nous aurons une équation analogue à (80) , qui devra représenter un cône identique au premier, puisqu'il a même sommet et même base sphérique. On pourra donc trouver une infinité d'équations de la forme (80) , satisfaites pour tous les points du cône (H), c'est-à-dire une infinité d'angles polyèdres inscrits à (H) et circonscrits à (Hj). Nous sommes donc ramenés à la démonstration de la proposition suivante :
Quand une courbe sphérique est définie par l'équation (81), où les quantités R,- désignent des distances rectilignes à des pôles fixes situés sur un petit cercle, son équation conserve la môme forme avec d'autres systèmes de pôles fixes situés sur le même petit cercle.
Comme l'équation (81) ne change pas de forme après une transformation par rayons vecteurs réciproques, on peut faire la projection stéréographique, en prenant le point de vue en un point quelconque du petit cercle qui contient les pôles, et nous n'aurons plus qu'à démontrer le théorème suivant :
Si une courbe plane est définie par l'équation (81), où les quantités R» désignent des distances à des pôles fixes situés en ligne droite, elle conserve la même définition avec une infinité d'autres systèmes de pôles fixes situés sur la même ligne droite que les premiers.
Or, cette dernière proposition peut se démontrer comme il suit :
Prenons la ligne des pôles pour axe des x\ on aura
R,^ z= {Xi — «,) {v — «,) ,
OÙ ai désigne une quantité réelle, abscisse du pôle de rangi, et, par suite, l'équation (81) prendra la forme
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OU, en multipliant par u — v,
^ a "^ cii
Dans cette équation, /"(«) est de degré inférieur à <?(«*), et le polynôme f {u) a ses racines réelles. Mais toutes ces propriétés pourront être conservées, si l'on écrit cette équation sous la forme
^{u)+lf{u) ^{v) + \f{v)
En décomposant les deux membres en fractions simples, on reviendra à une équation de même forme que Téquation (81), mais avec de nouveaux pôles ; c. q. f. d.
Il ne sera pas inutile de développer une autre démonstration des théorèmes de Poncelet, bien que cette démonstration ne s'applique qu'aux polygones de degré pair, parce qu'elle nous mettra sur la voie de propositions un peu plus générales que les théorèmes connus.
Si un angle polyèdre d'un nombre pair de faces est inscrit dans un cône (H) et circonscrit au cône (H,) , tous les points du cône (H) satisferont à une équation de la forme
où les plans P^ , Q, sont tangents à la sphère, et par suite la cyclique, section de la sphère par le cône (Hj) , satisfera à l'équation
D'une manière plus précise, cette équation représentera à la fois la cyclique située sur (H,) et une courbe d'ordre In — 4. On a vu d'ailleurs que, lorsqu'une courbe satisfait à une telle équation, elle conserve la même définition avec une infinité d'autres systèmes de pôles. Prenons un autre de ces
systèmes, formé de pôles réels. La nouvelle équation de notre courbe composée sera
(85) R'.R% ,..Wn = K,.r\r\...r'n,
et, si l'on remplace les quantités R'i , r',- par P'j , Q',- , qui désignent les distances d'un point quelconque aux plans tangents de la sphère en R'»- , r'^ , l'équation
(86) P',P',...Pn=/i.Q\Q%...Q'n
représentera une surface d'ordre n , qui coupera la sphère suivant la courbe complète représentée par les équations (84) ou (85). Je dis que cette surface d'ordre n se décompose dans tous les cas en une surface du second ordre contenant la cyclique située sur (Hj) et en une autre surface d'ordre w— 2(1).
En effet, le plan P'» coupe la surface suivant n droites, situées dans les plans Q',, et qui contiennent chacune deux points de la courbe sphérique; comme d'ailleurs ce plan P\est tangent à la sphère, il coupe la courbe complète (84) en 2?i points imaginaires, dont quatre appartiennent à la cyclique. Appelons ces points
les points «1 , a^ , a'^ ,a\ appartenant à la cyclique, les 2 (w — 2) autres au reste de la courbe. Les droites réelles joignant les points du premier groupe à ceux du second sont évidemment a, a'i , a^a'^ , etc., car les quatre points de la cyclique sont imaginaires conjugués deux à deux. D'ailleurs ces n droites réelles sont évidemment les n droites de la surface (86), situées
(*) Cette surface d'ordre n — 2 se décompose en réalité en surfaces du second degré, si n est pair; en surfaces du second degré et en un plan, si n est impair. Mais cette proposition, qui est une conséquence très simple du théorème principal , ne joue aucun rôle dans la démonstration que nous donnons ici.
dans le plan P',-. Nous allons déduire de cette remarque la démonstration de la proposition que nous avons en vue.
Puisque chacun des plans P\ , Q',- contient deux droites s'appuyant sur la cyclique, toutes ces droites, en nombre 2w, appartiennent évidemment à Tune des surfaces du second degré contenant la cyclique. Cette surface du second degré, coupant la surface (86) à la fois suivant 2w droites et suivant la cyclique, devra faire partie tout entière de cette surface d'ordre n. La proposition est donc démontrée.
D'ailleurs, étant donnée une quelconque des surfaces du second degré passant par la cyclique, cette surface est obtenue avec une infinité de systèmes de pôles; car il suffit de mener par une des génératrices de la surface deux plans tangents à la sphère. Les points de contact de ces plans tangents sont deux pôles appartenant à un même système et à deux séries difl'érentes. On pourra donc énoncer le théorème suivant :
Étant donné un cône, si on peut lui inscrire un angle polyèdre de n faces circonscrit à la sphère, on pourra de même mener à la sphère une infinité de systèmes de n plans tangents, se coupant, dans un ordre déterminé, suivant les génératrices d'une surface du second degré passant par l'intersection de la sphère et du cône. La surface du second degré est une quelconque de celles qui contiennent la cyclique, et pour chacune d'elles, il y a une infinité de systèmes de n plans.
Transformons par la méthode des polaires réciproques.
Si l'on peut circonscrire à une conique (C) un polygone inscrit dans une quadrique (A)^ 7ion seulement on pourra construire une infinité de polygones ayant les mêmes propriétés, mais de plus, dans la courbe d'intersection de la surface (A) et de toute autre quadrique (A') inscrite dans la développable JACi , on pourra inscrire une infinité de polygones formés des génératrices rectilignes de (A) .
Le théorème paraîtra plus simple, si nous en faisons encore une transformation par l'homographie.
Si dans une ligne de courbure d'un ellipsoïde on peut inscrire
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un fohjrjone de n côtés, formé avec les génératrices rectilignes de rhyperboloïde Jiomofocal contenant cette ligne de courbure^ on pourra inscrire une infinité de polygones semblables, formés avec hs génératrices des hyperboloïdes liomofocaux, non seulement dans la même ligne de courbure, mais encore dans toutes les autres lignes de courbure (^).
Pour les sections principales, ces polygones seront circonscrits à la focale et inscrits dans la section principale. Il en passera un par chaque point de toute ligne de courbure.
Les théorèmes que nous venons d'énoncer comprennent deux parties distinctes.
1° Si Ton peut inscrire dans la courbe d'intersection de deux surfaces (A) , (A') un polygone formé des génératrices rectilignes de (A') , on pourra en inscrire une infinité d'autres formés de la même manière. Cette première proposition, comme M. Moutard en a fait le premier la remarque en 1864- (Nouvelles Annales de Mathématiques), est au fond le théorème de Poncelet; elle s'en déduit par une simple perspective.
2° La même propriété subsiste, quand on substitue à (A') toute surface (A") inscrite dans la développable |AA'|. Cette proposition paraît nouvelle. Sa vérification analytique est extrêmement simple, et elle complète notre démonstration géométrique, qui ne s'appliquerait qu'aux polygones de degré pair.
Transformation des propositions précédentes par la méthode des figures supplémentaires.
Les théorèmes donnés dans cette partie pour les courbes sphériques se transforment immédiatement par la méthode
(') Ces polygones constituent des routes de lumière; leurs côtés adjacents Niennent couper l'ellipsoïde sous des angles égaux.
des figures supplémentaires, et nous pouvons énoncer les propositions suivantes.
Si une courbe sphérique est telle que la somme des périmètres des n triangles sphériques interceptés par son arc tangent dans n angles fixes soit constante, elle conserve la même définition avee une infinité d'autres systèmes de n angles.
Si une courbe sphérique est telle que la somme des longueurs interceptées par son arc tangent sur n arcs de cercles fixes, à partir d'une origine fixe sur chaque arc, soit constante, elle conserve la même propriété avec une infinité d'autres systèmes d'arcs.
Si une courbe sphérique est telle que n angles interceptent sur son arc tangent des segments dont la somme algébrique soit nulle, elle conserve la même propriété, quand on substitue aux premiers une infinité de nouveaux angles fixes convenablement choisis.
Ces propositions, sur lesquelles nous n'insisterons pas, s'étendent évidemment! aux courbes planes. Elles peuvent être considérées comme la généralisation de ce théorème ; un cercle peut être considéré d'une infinité de manières comme l'enveloppe d'un arc de grand cercle interceptant dans un angle fixe un triangle sphérique' de périmètre constant.
QUATRIÈME PARTIE
Étude analytique des surfaces cyclides.
Introduction.
Dans cette partie nous étudions les surfaces du 4^ ordre qui ont le cercle de l'infini pour ligne double et les surfaces du 3® ordre qui contiennent ce cercle. Ces dernières surfaces se déduisent des précédentes au moyen d'une transformation par rayons vecteurs réciproques, et d'ailleurs, en leur adjoignant le plan de l'infmi, on forme une surface du 4^ ordre ayant le cercle de l'infini pour ligne double. Nous désignerons toutes ces surfaces sous la dénomination de cyclides^ parce qu'elles contiennent dix séries de sections circulaires, et aussi parce qu'elles comprennent comme cas particulier la surface à lignes de courbure circulaires nommée cyclide par M. Dupin. Nous réserverons par suite à cette dernière surface le nom de cyclide de Dupin ou cyclide à lignes de courbure circulaires.
Ces surfaces ont été d'abord étudiées en 1864 par M. Moutard qui les a rencontrées en cherchant les surfaces anallagmatiques, c'est-à-dire qui demeurent invariables quand on les soumet à une transformation par rayons vecteurs réciproques convenablement choisie. Les cyclides sont donc les anallagmatiques les plus générales du 3* et du 4^ ordre. M. Moutard a même montré qu'elles possédaient cette propriété par rapport à cinq pôles différents; il a en outre étudié les cinq séries de sphères doublement tangentes, les sections circulaires formant
dix séries distinctes, et reconnu l'existence de cinq focales, lieux des sphères^ de rayon nul doublement tangentes à la surface (^).
Les surfaces cyclides comprennent, comme cas particuliers' plusieurs surfaces remarquables ; le tore, la cyclide de Dupin, les podaires de quadrique, les transformées par rayons vecteurs réciproques de quadriques, les surfaces de révolution engendrées par la rotation de Fellipse de Gassini, des ovales de Descartes, etc., autour de leur axe de symétrie. On les rencontre dans un grand nombre de problèmes. L'intérêt qu'elles présentent a été accru par la découverte, publiée à peu près simultanément par M. Moutard et par l'auteur, des lignes de courbure de ces surfaces. Les cyclides peuvent, en effet, faire partie d'un système triple orthogonal, tout à fait analogue à celui des quadriques homofocales.
Dans un travail présenté en 1866 comme thèse à la Faculté des Sciences de Paris et inséré dans les Annales scientifiques de r Ecole Normale (même année), j'ai étudié ces cyclides orthogonales et le système des coordonnées curvilignes auxquelles elles donnent lieu. D'un autre côté, M. Laguerre, dans une série de notes présentées à la Société Philomathique, a ajouté plusieurs propriétés à celles qu'avait données M. Moutard, et fait connaître, le plus souvent sans démonstration, des propositions élégantes, se rapportant soit aux sections circulaires, soit aux^dispositions relatives des focales et des sphères principales[des cyclides.
Il est juste^de rappeler ici, bien que cet historique soit loin d'être complet, que les cyclides du 3® et du 4® ordre ne sont que des] transformées par l'homographie de la surface du 4® ordre à conique^double, que M. Kummer a étudiée le premier en 1863 (^), et dont il a reconnu les principales propriétés.
(*J Voir Nouvelles Annales de 3fa(hématiqueSy 1864. — Bulletin de la Société Philomathique et Comptes rendus de l'Académie, même année.
(^) Kummer : Ueber die Flaclien vierten Gracies, auf welchen Schaaren von KogelschniUen liegen. [Journal de Borchardt, t. LXiV, p, 66, année 1863.)
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Depuis, différents géomètres, et en particulier M. Clebsch, ont consacré des Mémoires importants et développés à l'étude de cette surface du ¥ ordre. Je citerai en particulier le Mémoire de M. Clebsch publié en 1868 (^). Dans ce travail se trouvent déterminées d'une manière complète les droites et les courbes les plus simples qu'on peut placer sur la surface.
Il est vrai qu'on peut, par une transformation homographique, déduire les propriétés des cyclides de celles de la surface du 4^ ordre à conique double. Cependant l'étude directe des cyclides me paraît conserver de l'intérêt. Le choix particulier de la ligne double imprime un caractère remarquable de simplicité à l'étude de ces surfaces, et permet de découvrir des théorèmes dont l'énoncé serait trop compliqué ou peu intéressant quand la conique double est quelconque. Dans tous les cas, on pourra aussi étendre par l'homographie aux surfaces du A^ ordre à conique double et à la surface générale du 3* ordre les propositions trouvées dans la théorie des cychdes.
Nous commencerons par étudier les propriétés les plus élémentaires, et, en particulier, les sections circulaires, les focales, les cinq modes de génération des cyclides du 4® ordre.
Propriétés générales des cyclides.
Soit la surface du 4® ordre représentée par l'équation
(1) {x"" + if-h z'f + 2 u, {x^ + if' + z') -hu, = 0 ,
où Wj désigne un polynôme homogène du premier degré, et Wj un polynôme quelconque du second degré. Cette équation
(*) Clchch: Ueber die Fliichen vierLer Ordnung, welche eine Doppclcurve zweiien Grades besilzen [Journal de Burchardt, L. LXIX, p. 355, année I8G8).
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contient 13 constantes. Du reste, elle représente la cyclide la plus générale du 4^ ordre. On peut la mettre aussi sous la forme
(2) {x^-hif + z' + u,f-=^\],,
où U^ désigne encore un polynôme quelconque du second degré.
Puisque les cycUdes ont le cercle de rinfini pour ligne double, toute sphère les coupera suivant une courbe du 4® ordre, située sur une surface du second degré, c'est-à-dire suivant une cyclique. C'est d'ailleurs ce qui résulte de l'équation même de la surface. Car, si nous cherchons l'intersection de la cyclide avec la sphère dont l'équation est
réquation (1) de la cyclide pourra être remplacée par la suivante,
v^^-h'ÈUiV^ + u.^ — Q ,
qui représente une quadrique dont l'intersection avec la sphère sera la courbe cherchée.
L'équation de la surface met encore en évidence une série remarquable de quadriques inscrites dans la cyclide. Écrivons, en effet, l'équation (2) sous la forme
{x^ + îf + z'- + u, + iy = \], + '^l{u,-hx'--hy^-hz'')+r.
Les surfaces (V) représentées par l'équation
(3) • \], + Tx{u,-hx' + if-hz')+r- = Y = 0,
où X est une arbitraire quelconque, seront toutes tangentes à la cyclide en tous les points d'une courbe située sur la sphère
X^ + ^' + Z' + Ml + ). = 0 .
Le centre de cette sphère demeure fixe, quand 1 prend toutes les valeurs possibles.
Les quadriques (V), inscrites dans la cyclide, possèdent
DE COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. Hl
plusieurs propriétés remarquables. D'abord , quand on connaîtra Tune d'elles (V), Téquation de la surface prendra la forme
oii S = 0 représente une sphère de centre fixe.
En second lieu, elles sont homocycliques, c'est-à-dire, elles coupent toutes le cercle de l'infini aux mêmes points. Ces quatre points, communs à toutes les quadriques, sont ceux où les deux nappes de la cyclide, se croisant au cercle de l'infini, sont tangentes l'une à l'autre.
L'une des quadriques (V), correspondante à la valeur A = oo , se réduit à un plan double, le plan de l'infmi.
Toute quadrique inscrite à une des surfaces (V) coupe la cyclide suivant une courbe du 8" ordre, qui se décompose en deux cycliques. En effet, l'équation de la cyclide est
Toute quadrique inscrite à V a pour équation
On peut, en combinant cette équation avec celle de la cyclide, la remplacer par
équation qui représente deux sphères.
Réciproquement, toute quadrique coupant la cyclide suivant une courbe sphérique du 4'' ordre sera tangente à l'une des quadriques (V). Car soit
l'équation déjà donnée de la cyclide. Si on la coupe par la sphère dont l'équation est
x'^ -h if- + z^ = V ^ ,
on trouve la quadrique
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qui est inscrite à (U^) . Or (Uj) est une quelconque des quadriques que nous avons appelées (V).
Il résulte des remarques précédentes quelques conséquences intéressantes.
En général, si Ton cherche l'intersection d'une droite rj avec la cyclide, on a une équation du 4® degré, ne présentant aucune propriété particulière, et dont la résolution complète exige la résolution préalable d'une équation cubique. Si la droite §, au contraire, est tangente à une des quadriques V, l'équation du 4^ degré qui détermine ses intersections avec la cyclide se résout par de simples extractions de racines carrées; car par la droite d on peut faire passer une quadrique inscrite dans (V). Cette quadrique coupera la cyclide suivant deux courbes sphériques, et il n'y aura plus qu'à chercher l'intersection de d avec les sphères contenant ces deux courbes.
Il suit de là que, étant donnée une droite è , l'équation du 4* degré qui détermine ses points d'intersection avec la cyclide se résoudra complètement au moyen de l'équation cubique qui détermine les trois quadriques (V) tangentes à la droite ô . Chaque racine de cette équation cubique donnera une décomposition de deux facteurs quadratiques de l'équation du 4* degré.
Le théorème de géométrie suivant explique et met en lumière le fait analytique que nous venons de constater.
Si par deux points fixes a , a' d'une cyclide on fait passer une série de cercles coupant la cyclide en deux nouveaux points variables m , m' , les droites mm' enveloppent une quadrique (V) inscrite dans la cyclide et tangente à la droite a a' . Cette quadrique demeure la même si aux deux points a , a' on substitue les points a" , a" , où la droite a a' coupe de nouveau la cyclide.
Ce théorème (dont la démonstration est une conséquence de l'art. 15) montre bien qu'à chaque décomposition des quatre' points ft , a', a" , a" en deux groupes de deux correspond une des quadriques (V) tangentes à la droite a a' a" a'" . D'ailleurs , si l'on connaît une de ces quadriques (V), il suffira de lui mener
une tangente rencontrant la droite a a' a" a". Cette tangente coupera la cyclide en quatre points b , b'; b" , b\ déterminés par couples. Les points a , a' seront sur un cercle passant par 6 , 6', et les points a" , a'" sur un cercle passant par b" , b". Ces propriétés entraînent la décomposition en deux facteurs de l'équation du 4-^ degré qui détermine les points a ,a' , a" , a'".
On peut généraliser le théorème précédent de la manière suivante :
Si par deux points a , a' de la cyclide on fait passer une sphère quelconque, la coupant suivant une cyclique, les sécantes doubles de celte cyclique qui rencontrent la droite a a' enveloppent une des quadriques (V) tangente à aa' .
Des sphères doublement tangentes aux cyclides.
On sait que, lorsque deux surfaces sont tangentes en un point, leur courbe d'intersection a pour point multiple, généralement pour point double, le point de contact. Il suit de là que toute sphère doublement tangente à la cyclide, la coupera suivant une cyclique à deux points doubles, c'est-à-dire suivant deux cercles. Réciproquement, toute sphère passant par un cercle de la surface, la coupera suivant un autre cercle, et par suite sera doublement tangente à la cyclide. La recherche des sections circulaires est donc comprise comme cas particulier dans celle des sphères doublement tangentes à la surface.
Nous prendrons pour point de départ l'équation (2), déjà donnée,
{x' + y' + z' + u,Y=zJ],,
et nous observerons qu'en changeant la direction des axes coordonnés de manière que les nouveaux axes soient parallèles aux axes de symétrie de la quadrique (U^), on peut faire disparaître les rectangles dans le polynôme U, . Puis, en déplaçant
les axes parallèlement à eux-mêmes, on pourra supprimer le polynôme Wj , et ramener l'équation de la cyclide à la forme simple
Coupons la surface par la sphère (T) dont l'équation est
a , § , y, seront les coordonnées du centre de la sphère et la courbe d'intersection pourra être représentée par les équations
( ?'+ kx' + k'y' -h k" z' + '^Cx + ^C'y + '^C'' z+l) = 0 , (5)
Si l'on demande que la sphère (T) coupe la cyclide suivant deux cercles, il faudra exprimer que, par l'intersection des deux quadriques (5), on peut faire passer un système de deux plans. A cet effet, multiplions la seconde équation par 1 , retranchons-en la première, et exprimons que l'équation ainsi obtenue représente deux plans.
Par un calcul qui ne présente aucune difficulté particulière, nous obtenons les trois équations de condition suivantes,
Ca C'P C;
La première de ces équations, dont nous avons désigné, pour abréger, le premier membre par L, ne contient que l'inconnue X, et elle détermine cinq valeurs pour cette inconnue. Il suit de là que les sphères doublement tangentes à la surface se partagent en cinq séries distinctes.
Quand l est connu, la deuxième équation devient une relation entre a , p , 7 . C'est donc, si l'on y regarde a , ^ , 7 comme variables, l'équation du lieu des centres des sphères doublement tangentes. Nous voyons que les sphères de chaque série ont leurs centres sur une quadrique, et la forme de l'équation (7) nous montre que les cinq quadriques correspondantes aux cinq valeurs de 1 sont homofocales.
Enfin l'équation (8) fait connaître è^ , c'est-à-dire le rayon de chacune des sphères doublement tangentes, quand le centre est déjà connu.
L'équation
STa QP'/? 2P''n/
représente donc toute sphère doublement tangente à la cyclide, pourvu que 1 soit une racine de l'équation (6), et que a , p , y satisfassent à l'équation (7). Comme l'équation (9) contient a , p , y au premier degré, on voit que toutes les sphères doublement tangentes d'une même série auront même centre radical. Les coordonnées de ce centre sont
et sa puissance commune par rapport à toutes les sphères a pour expression
L' désignant la dérivée de L par rapport à 1 .
La sphère décrite du centre radical comme centre avec y — L' pour rayon coupe donc à angles droits toutes les sphères doublement tangentes à la cyclide faisant partie de la série considérée. L'équation de cette sphère est
, , , 2Ca? 2C'?/ 2C"^
Remarquons, de plus, que le rayon V — L' ne sera nul que
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si X est une racine multiple de l'équation (6). Dans ce cas particulier, toutes les sphères doublement tangentes à la cyclide faisant partie de la série considérée passeront par un point fixe, le centre radical déterminé par les équations (10).
L'équation (6) a, en général, cinq racines distinctes. Trois d'entre elles au moins sont réelles, et, si l'on suppose A , A' , A" rangés par ordre de grandeur croissante, on reconnaîtra, par les substitutions, que, dans les trois intervalles formés par A , A', A", H- «20 , il y a au moins une et quelquefois trois racines de l'équation. Il ne peut donc se présenter que deux cas généraux distincts. L'équation en 1 aura toutes ses racines réelles, ou bien elle aura deux racines imaginaires.
Il résulte de ce qui précède la proposition suivante :
Une cyclide du 4" ordre peut; en général, être considérée de cinq manières différentes comme l'enveloppe d'une série de sphères qui coupent à angles droits une sphère fixe, et dont les centres décrivent une quadrique fixe.
Chacun de ces cinq modes de génération est défini par une sphère (S), que nous appellerons, avec M. de la Gournerie, sphère directrice, et par une quadrique (A), que nous appellerons surface déférente.
La cyclide est donc l'enveloppe des sphères ayant leur centre sur (A) et coupant (S) à angle droit. Ces sphères sont doublement tangentes à la cyclide, et la coupent suivant deux cercles réels ou imaginaires, se croisant aux deux points de contact de la sphère.
Réciproquement, l'enveloppe des sphères ayant leur centre sur une quadrique et coupant à angles droits une sphère fixe, est une cyclide. Cela résulte d'un calcul direct que nous omettons, et aussi de ceux qui précèdent. Car nous ne trouvons aucune relation particulière entre la quadrique (A) et la sphère (S), qui définissent chaque mode de génération des cyclides.
Les sphères doublement tangentes d'une même série demeurent invariables si on les transforme par rayons vecteurs
réciproques, en prenant pour pôle de transformation le centre, et pour module le rayon de la sphère directrice, qui est ainsi le lieu des points se correspondant à eux-mêmes. Puisque les sphères doublement tangentes demeurent invariables, il en sera de même de leur enveloppe, la cyclide. Celle-ci est donc anallagmatique suivant la définition de M. Moutard. Elle Test d'ailleurs de cinq manières différentes, correspondantes aux cinq séries de sphères doublement tangentes.
Sans entrer dès à présent dans l'examen détaillé des relations entre les cinq modes de génération, il sera bon de rappeler que les cinq quadriques déférentes (A,) sont homofocales, et de remarquer que les cinq sphères directrices (S,) sont orthogonales.
Cette proposition se vérifie sans difficulté sur les équations précédentes, ainsi que la suivante : Étant donné un des modes de génération, défini par (S,-) , (A,) , les centres des quatre autres sphères sont les sommets du tétraèdre conjugué à (S,) et à (A,) .
Des plans tangents doubles et des focales des cyclides.
Les plans tangents doubles peuvent être obtenus comme limites des sphères doublement tangentes. Les sphères d'une même série, étant assujetties à demeurer orthogonales à la sphère directrice (S), se transformeront, quand leur centre sera à l'infini, en des plans passant par le centre de (S). D'ailleurs, ces plans seront perpendiculaires aux directions asymptotiques de la déférente (A) . Les plans tangents doubles enveloppent donc un cône du second degré, ayant son sommet au centre de la sphère directrice (S) , et supplémentaire du cône asymptote de la quadrique (A) .
On a donc cinq séries de plans tangents doubles^ tangents à cinq cônes du second degré, ayant pour sommets les centres des sphères directrices. Ces cônes, étant supplémentaires des cônes
asymptotes des cinq quadriques homofocales, sont homocy cliques.
On peut d'ailleurs obtenir leurs équations, en les considérant comme des quadriques inscrites dans la cyclide. En effet, l'équation
f(A— X)r»'+(A'— >)^' + (A"— )>)2'-h2Ca; + 2C'?/ + 2C"^ + D — X^ = 0,
analogue à l'équation (3) , représente toute quadrique (V) inscrite dans la cyclide. Cette quadrique sera un cône, si l'on a
P a py 2 nu -2
C'est l'équation déjà obtenue pour 1 .
On a donc cinq cônes inscrits, c'est-à-dire dont les plans tangents seront plans tangents doubles de la cyclide, et la couperont, par conséquent, suivant deux cercles. L'équation de la cyclide sera
Nous voyons, sur l'équation (12), que le cône ne sera réel que si 1 est compris entre A et A", c'est-à-dire si la surface déférente correspondante est un des deux hyperboloïdes. Comme le premier membre de l'équation (12) est négatif, d'après l'équation (13), pour tous les points de la c^^clide, cette surface sera tout entière à l'intérieur, ou tout entière à l'extérieur du cône doublement tangent. Si A est compris entre A et A', la déférente est un hyperboloïde à deux nappes; la cyclide est à l'intérieur du cône. Si 1 est compris entre A' et A", la déférente est un hyperboloïde à une nappe; la cyclide est à l'extérieur de son cône doublement tangent. Dans ce dernier cas, de tout point de la cyclide, on peut mener des plans tangents réels au cône. Les sections circulaires contenues dans ces plans seront réelles. Il n'en sera pas de même dans les cas précédents. Donc
Les sections circulaires appartenant à un mode de génération ne sont réelles que si la déférente est un hyperboloide réglé, et alors elles le sont toujours, pourvu que la cyclide soit réelle.
Cette proposition sera confirmée par F étude géométrique des cyclides.
Voici quelques autres conséquences.
D'abord, par chaque point de la cyclide, on peut faire passer 10 plans tangents doubles, qui sont tangents aux 5 cônes du second degré. Il passe donc iO cercles réels ou imaginaires par chaque point de la surface. Ainsi, les 10 séries de coniques, qui se trouvent sur toute surface du second ordre à conique double, sont ici formées exclusivement avec des cercles. De plus, comme nous avons vu qu'il y a une ou trois racines de l'équation en 1 entre A' et A", c'est-à-dire que parmi les déférentes il y aura un ou trois hyperboloïdes réglés, il s'ensuit que la cyclide aura une série double ou trois séries doubles de sections circulaires réelles. Nous reviendrons sur ce point.
La détermination des focales est aussi une conséquence des résultats obtenus. Celles des sphères doublement tangentes à la cyclide qui se réduisent à des points ont nécessairement leur centre à l'intersection de la surface déférente et de la sphère directrice qui lui correspond. Donc
Les focales de la cyclide sont les cinq courbes cycliques, intersections de chacune des sphères directrices (S^) avec la quadrique déférente (A») qui lui correspond.
Ces cinq courbes sont évidemment celles qui ont été examinées dans la Deuxième Partie de ce travail; elles constituent les lignes doubles de la développable circonscrite à la cyclide et au cercle de l'infini. Elles sont focales les unes des autres. Si l'on se donne l'une d'elles, les autres se détermineront comme il a été indiqué dans la Deuxième Partie.
Si l'on se donne une focale d'une cyclide inconnue, quoique les autres focales puissent être déterminées, la cyclide ne le sera pas. La sphère qui contient la focale est bien la sphère
directrice d'un mode de génération; mais on pourra lui associer comme déférente une quelconque des quadriques qui contiennent la focale. L'équation des cyclides qui admettent pour focales cinq courbes données, focales les unes des autres, contiendra donc nécessairement, et d'une manière rationnelle, un paramètre variable A .
Un mode de transformation que nous allons étudier nous montrera d'ailleurs, sans qu'il soit nécessaire d'avoir recours aux principes énoncés dans la Première et la Deuxième Partie, que les cinq focales sont les lignes doubles de la développable circonscrite à la cyclide et au cercle de l'infini.
Généralités sur les surfaces anallagmatiques.
Nous allons, avant de continuer cette étude, indiquer quelques propriétés générales des surfaces anallagmatiques, que nous appliquerons ensuite aux cyclides.
La définition générale de ces surfaces est la suivante : Elles . sont les surfaces enveloppes d'une sphère variable, qui demeure orthogonale à une sphère fixe (S) (la sphère directrice), et dont le centre décrit une surface quelconque (B), que nous appellerons la déférente.
Soit M un point de la déférente et (P) le plan tangent en ce point. La sphère ayant son centre au point M et orthogonale à (S) touchera son enveloppe en deux points m, m', placés symétriquement par rapport au plan (P) . Je dis que la droite mm' va passer au centre 0 de (S) .
En effet, toutes les sphères doublement tangentes, qui ont leurs centres en des points de la déférente voisins de M, pourront être considérées comme ayant leurs centres dans le plan tangent (P), et se coupant aux deux points cherchés m, m'. Toutes ces sphères coupant à angle droit la sphère directrice (S) , leur axe radical mm' passera donc par le point 0 . D'où la règle suivante :
Les points de contact m , m' de chaque sphère de centre M doublement tangente avec Fanallagmatique, sont sur la perpendiculaire abaissée du centre 0 de la sphère directrice sur le plan tangent à la déférente au point M . On a d'ailleurs
Om.Om' = R%
R étant le rayon de la sphère directrice.
On peut encore définir autrement les points m , m'. Toutes les sphères orthogonales à (S) et ayant leurs centres dans le plan (P) couperont à angle droit toutes les sphères passant par l'intersection de (S) et de (P) . En particuher, elles contiendront les deux sphères de rayon nul passant par l'intersection de (S) et de (P) . Les centres de ces deux sphères sont donc les points m ,m' .
Donc Fanallagmatique peut être considérée comme le lieu des centres des sphères de rayon nul passant par l'intersection de la sphère directrice et des plans tangents à la déférente.
De la remarque précédente, qui a déjà été faite par M. Laguerre, il résulte que les points m , m' ne seront réels que si le plan (P) tangent en M ne rencontre pas la sphère directrice. Par conséquent, si l'on circonscrit à la déférente (B) et à la sphère (S) une développable, la courbe de contact de cette développable et de la déférente découpera celle-ci en régions, pour chacune desquelles le plan tangent coupera toujours ou ne coupera jamais la sphère directrice. Celles des régions de (B) pour lesquelles le plan tangent ne coupe pas la sphère (S) donnent seules des points réels de l'anallagmatique; elles donnent lieu à une nappe de même connexion que la région d'où elle dérive. Toutefois, pour que cette proposition soit exacte, il faut considérer la région de (B) d'où dérive la nappe de l'anallagmatique comme formée de deux feuillets distincts se réunissant l'un à l'autre sur le contour de cette région. Nous ferons une application de cette remarque dans l'étude de la forme des cyclides.
Une conséquence importante et nouvelle résulte encore de la construction précédente. C'est que les 'points de contact m , m' ne dépendent que du plan tangent et nullement du point de contact de ce plan. Il suit de là que l'étude des anallagmatiques équivaut à la théorie d'un mode de transformation dans lequel à un plan variable on fait correspondre les deux sphères de rayon nul passant par l'intersection de ce plan et d'une sphère directrice fixe. Ainsi, à un plan de la première figure correspondent deux points de la seconde; mais à un point de celle-ci ne correspond qu'un seul plan dans la première.
Comme les géomètres sont plus habitués aux transformations dans lesquelles les points correspondent aux points, on pourra substituer à la figure formée par les plans sa polaire réciproque par rapport à la sphère, et alors on obtiendra une transformation qu'on peut définir ainsi qu'il suit :
Étant donné un point ,y-, à ce point on fait correspondre les deux points m , m' , centres des sphères de rayon nul passant par l'intersection de (S) et du plan polaire de p- [par rapport à (S)].
On voit que m et m' ne seront réels que si le point [j. est à l'intérieur de la sphère (S). Les points m , m' , (j. seront en ligne droite avec le centre 0 de (S) , et l'on aura
Om . Om' == R^ , Om + Om' = -7— ■
Si la sphère (S), tout en ayant son centre 0 réel, a son rayon de la forme kV — 1 , les points m , m' seront, au contraire, toujours réels, et ils seront de part et d'autre du point 0 sur la droite 0|t^ . On aura
— 2^;" Om . Om' = — k^- , Om + Om' =
Oii.
Dans ce mode de transformation, à une surface (B'), lieu du point ^ , correspond une surface anallagmatique (2), dont la sphère directrice est (S), et dont la déférente est la polaire (B) de (B') par rapport à (S) . Le degré de (2) sera généralement
double de celui de (B') , à moins que (B') ne passe au centre de la sphère directrice. Nous allons, du reste, donner les formules qui définissent la transformation.
Prenons pour origine des coordonnées le centre 0 de la sphère directrice. Soit R le rayon de cette sphère, et désignons par X , y , z les coordonnées du point m . Celles du point m' seront, par conséquent,
x'^ + y'' + z^ x"" -h if- + 2' x^ + y^ + z^
Le plan polaire du point f^ doit être le lieu des points à égale distance de m et de m' . En écrivant cette propriété, on a pour l'équation de ce plan
2Xa; + 2Y?/ + 2Z2 = R' + a?' + ?/2 + 2-' .
Si donc on appelle x' , y' , z' les coordonnées du point [j- , les formules qui définissent la transformation sont
Ces formules avaient été indiquées dans un travail de l'auteur {Annales de V École Normale, 1864). En posant
on en déduit
On voit que, si le point y- {os' , y' , ^') décrit un plan, les points m , m' décriront une sphère, nécessairement orthogonale à la sphère directrice : cela résulte de l'identité
( mx' + ny' -hpz' +q
(IS) I _ 'iW(mx + ny -{- pz+q) + q{x^" + y^-hz^—R^) {~ X' + if -{- z^ + R^
La sphère correspondante à un plan (P) sera donc déterminée par la double condition d'être orthogonale à (S) et de passer par l'intersection de (S) et de (P) . Elle se réduira à un plan quand le plan (P) passera au centre de (S) , à un pointsphère quand le plan (P) sera tangent à (S) .
L'identité (15) équivaut à une formule qui permet de transformer les équations des courbes et des surfaces. Soient en effet P la distance du point [j- au plan (P) , T la tangente menée de m à la sphère (T) correspondante
au plan (P) , a l'angle sous lequel le plan (P) coupe (S). L'identité (15) pourra s'écrire
Rcosa.T^
X^ H- îf + 2^ + R''
et il résulte de cette formule la règle suivante :
Si une surface (B') est définie par une équation homogène entre les distances P , P', P" , ... d'un de ses points à plusieurs plans fixes, pour avoir l'équation de l'anallagmatique (1) correspondante, il suffit de remplacer P , P', P", ... par les carrés des tangentes à des sphères orthogonales à la sphère directrice, correspondantes aux plans fixes, ces carrés étant multipliés par des constantes, que la formule (16) apprend à déterminer. Deux cas particuliers doivent être signalés : 1° si le plan (P) est tangent à la sphère en un point a , P doit être remplacé par le carré de la distance au point a ; 2° si (P) passe par le centre de (S) , il se correspond à lui-même, et l'on ne doit pas modifier le facteur P, ou plutôt on doit le multiplier par 2R.
D'un mode de transformation déduit de la théorie des anallagmatiques.
Les formules précédentes (15) et (16) nous montrent qu'en désignant par première figure le lieu des points ^ et deuxième
figure le lieu des points m ,m' , à un point m de la deuxième figure correspond un seul point [j- de la première; mais que, au contraire, à un point [j- correspondent deux points m ,m'. Il y a un cas particulier remarquable : c'est celui où le point [jcoïncide avec le centre 0 de la sphère directrice. A ce point 0 correspondent tous les points à l'infini. C'est ce qui résulte et de la construction et des formules. Car si, dans les équations (14), x^ -1- î/^ -\- %"■ devient infini, x' , y' , z' deviennent nuls.
Ainsi, à un point [j- coïncidant avec 0 correspondent deux points m ,m' , l'un au point 0, l'autre quelconque à l'infini.
A un point [j-, situé sur le cône asymptote de la sphère directrice, correspondent deux points, l'un à l'infini sur le cercle et sur la droite Oij- , l'autre au milieu de Of^- , etc.
A une courbe de degré n de la première figure correspond, dans la seconde, une courbe de degré double 2?i, coupant le cercle de l'infini en 2n points. Cependant, si a branches de la courbe passent en 0 , le degré de la courbe correspondante diminue de a , ainsi que le nombre de points communs avec le cercle de l'infini.
A une surface de la première figure d'ordre n , ayant en 0 un point multiple d'ordre p, correspond une anallagmatique d'ordre 2n — p .
Mais le fait essentiel est le suivant :
Si une courbe est tangente en a à la sphère (S) , la courbe anallagmatique correspondante a un point double en a .
Si une surface est tangente en a à la sphère (S) , la surface anallagmatique correspondante a un point conique en a .
Si une surface est tangente à (S) en tous les points d'une ligne (L), celle-ci est ligne double de l'anallagmatique correspondante.
Faisons quelques appHcations.
A une droite § correspond un cercle, situé dans le plan de 0 et de d, coupant (S) à angles droits, et passant par l'intersection de (S) et de (J . Si ^ devient tangente à (S) en a , le cercle a
son rayon nul, et se décompose en deux droites se coupant en a, situées dans le plan (0 , (î), et allant rencontrer le cercle de l'infini.
A un plan correspond une sphère, qui se réduit, quand le plan devient tangent à (S), au point de contact de ce plan.
A une conique correspond une courbe sphérique du A^ ordre, allant rencontrer le cercle de l'infini en quatre points, c'est-àdire une cyclique. Cette cyclique acquiert deux points doubles, c'est-à-dire se décompose en deux cercles, si la conique correspondante est doublement tangente à (S) .
A une quadrique correspond une cyclide du 3® ou du 4^ ordre, suivant que la quadrique passe ou ne passe pas au point 0 ; etc.
Soient une surface (B') et l'anallagmatique correspondante (E) . Les focales de (2) se déterminent de la manière suivante : Circonscrivons à (B') et à (S) une développable(A), et soit (F) la courbe de contact de cette développable (A) et de (S). Les plans de (A) ont pour correspondants les pointssphères ayant leurs centres sur (F) . Donc la surface (A') correspondante à (A) sera l'enveloppe d'une suite de sphères de rayon nul, et par conséquent sera une développable focale. Ses génératrices correspondront par couples à celles de (A); elle aura une courbe double de plus que ( A) , la courbe (F) .
Appliquons les remarques précédentes à Fétude des cyclides. La cyclide sera l'anallagmatique correspondante à une surface (A') du second degré, et ayant pour déférente la polaire réciproque (A) de (A') par rapport à (S). A la développable
(A') (S) correspond la développable focale circonscrite à la
cyclide. On voit que cette développable aura cinq lignes dou-
bles : 1° la courbe de contact sur (S) de (A') (S) ; 2° les quatre courbes cycliques correspondantes aux quatre lignes de striction de la même développable. Les plans de ces quatre lignes étant conjugués, les sphères correspondantes, qui sont orthogonales à (S) seront orthogonales entre elles. Au système de quadriques inscrites dans la développable (A') (S) correspondront les cyclides homofocales ; etc.
L'équation de toute surface pouvant être mise sous la forme
/"désignant une fonction homogène, Uanallagmatique correspondante aura pour équation
f{aS,b?>',cS",dS") = 0;
d'où il suit que toute équation homogène par rapport aux quatre quantités S , S', S", S'", puissances d'un point par rapport à quatre sphères, représente une surface anallagmatique par rapport à la sphère radicale ou orthogonale de ces quatre sphères.
Par exemple, l'équation d'une cyclide peut se mettre, et d'une infinité de manières, sous les formes
SS'=:=A;.S"S
correspondantes à des formes connues de l'équation d'une quadrique.
A des cercles de la seconde figure correspondent dans la première soit des droites, soit des coniques doublement tangentes à (S). Il suit de là qu'une anallagmatique (2) ne pourra être engendrée par un cercle que si la surface (B') correspondante est réglée ou est engendrée par des coniques doublement tangentes à (S) .
Par exemple, si (B') est une quadrique, 1° ses droites donneront une série double de sections circulaires de la cyclide; 2° elle peut aussi être engendrée de quatre manières différentes par des coniques doublement tangentes à (S) , et les plans de ces coniques enveloppent l'un des quatre cônes passant par l'intersection de (B') et de (S) . A ces quatre séries de coniques correspondront quatre nouvelles séries doubles de sections circulaires de la cyclide. On aura donc les cinq séries doubles de sections circulaires de la cyclide.
De la forme générale des cyclides, du nombre de leurs focales et de leurs sections circulaires réelles.
Nous pouvons maintenant nous faire une idée assez nette des différentes formes des cyclides. Il suffit de discuter les équations (6) , (7) , (8) , qui déterminent les différents modes de génération de la surface.
D'abord, nous avons vu que l'équation (6) en l a au moins trois racines réelles. Dans chacun des intervalles des quantités A , A', A", H- oo , il y a une ou trois racines réelles (art. 40).
A toute racine comprise entre A et A' correspond une déférente, qui est un hyperboloïde à deux nappes;
A toute racine comprise entre A' et A", un hyperboloïde à une nappe ;
A toute racine supérieure à A", un ellipsoïde réel;
A toute racine inférieure à A , un ellipsoïde imaginaire.
Il y a donc, parmi les surfaces déférentes, trois quadriques réelles au moins : un ellipsoïde réel, un hyperboloïde à une nappe, un hyperboloïde à deux nappes. Je dis, de plus, qu'à la racine unique comprise dans chacun des intervalles de A , A', A", + 00 , ou à la plus petite et à la plus grande des racines, s'il y en a trois dans cet intervalle, correspond toujours une sphère directrice de centre et de rayon réels.
En effet, nous avons vu (art. 40) que le rayon de la sphère directrice est K — h' , L' désignant la dérivée de L . Lorsque 1 varie dans un des intervalles considérés, la fonction L est d'abord positive. La dérivée L' sera donc négative pour toutes les racines d'ordre impair contenues dans cet intervalle. Donc, s'il y a trois racines, la plus petite et la plus grande donneront un rayon réel. Au contraire, pour la racine moyenne, le carré du rayon sera négatif.
Nous pouvons donc conclure que, dans tous les cas, trois
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des cinq modes de génération de la cyclide seront formés avec des quadriques et des sphères réelles.
Si l'équation en / a ses cinq racines réelles, les deux derniers modes de génération seront formés avec deux surfaces qui pourront être deux ellipsoïdes imaginaires, mais qui seront toujours de même espèce. Des deux sphères correspondantes qui ont leurs centres réels, l'une sera réelle; mais, pour l'autre, le carré du rayon sera négatif.
Les résultats obtenus ici sont d'accord avec ceux de l'article 19, où nous avons examiné le nombre des focales réelles des courbes cycliques.
Si l'équation en 1 a deux racines imaginaires, trois seulement des sphères contenant les focales sont réelles. Nous avons vu que, dans ce cas, les trois focales correspondantes sont réelles et se composent d'un seul trait.
Si l'équation en X a ses cinq racines réelles, quatre des sphères sont réelles; mais deux seulement des focales sont réelles, et se composent chacune de deux traits distincts (^).
Dans le cas où l'équation en 1 a ses cinq racines réelles, il y a un mode de génération qui caractérise la cyclide : c'est celui qui correspond à la sphère de centre réel, mais de rayon imaginaire. Cela posé, nous pouvons reconnaître la forme générale de la cyclide.
i° L'équation en ). a deux racines imaginaires. Soit un des trois modes de génération formé avec l'ellipsoïde réel (A) et
la sphère réelle (S). La développable (S) (A) est réelle, et se compose d'une seule nappe (de même que la focale se compose d'un seul trait). La courbe de contact de cette développable avec l'ellipsoïde- (A) partage cette quadrique en deux régions : l'une d'elles donne tous les points réels de la cyclide (art. 42).
(') Les cinq focales ne sauraient être toutes imaginaires, puisque, les équations de l'une d'elles au moins étant réelles, les foyers de celte courbe seront réels. Or l'un de ces foyers est un point d'une autre focale, qui, ayant un point réel, est réelle.
Comme cette région est à connexion simple, on voit que la cyclide sera ici une surface toujours réelle, formée d'une seule nappe à connexion simple. Elle aura une seule série double de sections circulaires réelles, puisque une seule des trois déférentes est réglée.
2° L'équation en 1 a toutes ses racines réelles. La surface déférente (A), correspondante à la sphère de rayon k V — 1 , est un ellipsoïde imaginaire. La cyclide est imaginaire.
3° L'ellipsoïde déférent du même mode de génération est réel. Alors toute droite passant par le centre 0 de (S) coupe la cyclide en quatre points toujours réels, correspondants aux deux plans tangents de l'ellipsoïde perpendiculaires à cette droite. La cyclide se compose de deux nappes enveloppant le point 0 , et à l'intérieur Vune de Vautre. Elles sont à connexion simple.
Trois des surfaces déférentes sont des ellipsoïdes réels, il y a une seule série de sections circulaires réelles.
A° L'équation en A ayant toujours ses racines réelles, la surface déférente du même mode de génération est un hyperboloïde à deux nappes.
Alors le cône doublement tangent à la cyclide ayant le point 0 pour sommet est réel, la cyclide est à l'intérieur de ce cône (art. 43). Elle se compose, donc de deux nappes opposées situées à l'intérieur de chacune des deux nappes du cône et à connexion simple. Trois des déférentes sont des hyperboloïdes à deux nappes, il n'y a encore qu'une seule série double de sections circulaires réelles.
5° La déférente du même mode de génération est un hyperboloïde à une nappe. Le cône doublement tangent à la cyclide est toujours réel, mais la surface est à l'extérieur de ce cône. Elle se compose à.\tne seule nappe à connexion triple, semblable à un tore ordinaire. Il sutRt de concevoir que les deux séries de sections circulaires, confondues dans le tore, se dédoublent, par exemple qu'on fasse varier d'une quantité suffisamment petite les coefficients des coordonnées dans l'équation d'un tore rapportée à des axes quelconques.
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Dans ce cas trois des déférentes étant des hyperboloïdes réglés, il y a six séries de sections circulaires réelles disposées à peu près comme celles d'un tore, après qu'on aurait dédoublé par une déformation les sections méridiennes et les sections parallèles qui représentent deux séries confondues.
On voit qu'il existe quatre espèces distinctes de cyclides réelles du ht ordre. Les cyclides du 3" ordre se déduisant des précédentes au moyen d'une transformation par rayons vecteurs réciproques auront seulement trois formes distinctes.
Du système des cyclides homofocales.
Si l'on transforme par rayons vecteurs réciproques une cyclide, on obtient une nouvelle cyclide dont les focales sont les transformées des focales de la précédente. En particulier, si l'on prend le pôle de transformation au point de rencontre de trois des sphères directrices (il y a un ou quatre de ces points qui sont réels), trois des focales deviendront planes, les trois sphères directrices se changeront en trois plans rectangulaires, et les sphères doublement tangentes de la cyclique, qui étaient orthogonales à ces sphères directrices, auront leurs centres dans les plans correspondants. La nouvelle cychde aura trois plans de symétrie. On peut donc affirmer que le système le plus général de cychdes homofocales est le transformé par la méthode des rayons vecteurs réciproques de celui des cyclides homofocales à trois plans de symétrie.
Ces dernières cyclides homofocales ont été étudiées d'une manière détaillée par l'auteur dans un travail présenté comme thèse en 4866 à la Faculté des Sciences de Paris, et qui a été inséré dans les Annales de l'École Normale (même année).
Aussi allons-nous examiner de préférence ici le système le plus général de cyclides homofocales, et donner des équations
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symétriques représentant les cyclides les plus générales du 3^ et du 4^ ordre.
A cet effet, étant donnée une sphère (S) , définie par Téquation
nous allons chercher l'équation des quadriques inscrites dans une développable circonscrite à cette sphère; puis, en soumettant ces quadriques à la transformation indiquée (art. M), nous obtiendrons Féquation générale des cyclides homofocales. Soient
(17) h = aiX' + biy' -i-CiZ' ~hdiRy^=0, (/= 1,2,3,4)
les équations des quatre faces du tétraèdre conjugué commun à toutes les quadriques et à la sphère (S), et supposons que les coefficients aient été choisis de telle manière que Ton ait identiquement
(18) 2 P.' = Pi' + ^' ^- Pa' + Pv'= ^" -I- y"- + 3'- — R'- .
On aura, entre les coefficients a, , 6, , c, , di , les relations qui conviennent à toute substitution linéaire orthogonale, et en particulier celles-ci,
(19) iti'-l-.br-i-Ci'-i-th'^zi ,
(20) (d oj + bi bj 4- Ci cj + (/,• d =0 . L'équation
(21) tz^p. + «:j:^p^ + 'LzJ^p, + '^^z^P^ = o
représentera des quadriques inscrites dans une développable A , et d'ailleurs cette développable sera circonscrite à la sphère (S) ; car il suffit, pour obtenir l'équation de cette sphère, de faire X = a dans l'équation précédente. D'ailleurs, cette équation peut encore s'écrire
OU, en tenant compte de l'identité (18),
/ — a ), — fl, >> — flj A — «3 A — a,,
Telle est la forme qu'on peut donner à l'équation des quadriques considérées, et il est bon de remarquer que cette équation n'est qu'en apparence du 4® degré en 1 . Après qu'on aura chassé les dénominateurs, le coefficient de l"" sera nul identiquement, en vertu de l'équation (18).
Cela posé, soumettons nos quadriques au mode de transformation défmi par les formules (14) (art. 44), et nous obtiendrons les cyclides homofocales. Voyons ce que devient l'équation (22). On a
Le plan Pi=0 se transforme donc en une sphère (S^), orthogonale à la proposée. Appelons R; le rayon de cette sphère. On aura
^'a^ î\\V RV.-^
ou, en vertu des formules (19);
Rj" — — ~ , ^i^=
Donc, si nous appelons S» la puissance d'un point par rapport à la sphère (S^) , on aura
Ri(«^-i-^^+--l-Rj
Enfin, si l'on tient compte de l'équation (14), on pourra transformer le premier terme de l'équation (22), et l'on aura
jij'+y' + z'—W\ R^-S-^
X' + y -h z' + R7 ~ {x'-h îf+z^-Y R'Y
S désignant la puissance du point {00 ,y , z) par rapport à la
sphère (S) . En réunissant tous ces résultats, l'équation (22) se transformera dans la suivante,
n \B,/ \KJ \RJ \R,,
Cette équation représente les cyclides homofocales, et, d'après une remarque déjà faite, elle n'est qu'en apparence du 4*^ degré. De plus, il suit des formules (20) et (23) que les quatre sphères (S,), qui sont orthogonales à (S), sont aussi orthogonales entre elles. Donc, si, pour plus de sym.étrie, au lieu de S nous mettons S^ dans la formule précédente, nous pouvons énoncer les propositions suivantes :
Uéquation
/ — Cli
où les cinq quantités S; sont les puissances d'un point par rapport à cinq sphères orthogonales , représente un quelconque des systèmes de cyclides homofocales ayant les cinq sphères (S,) pour sphères directrices.
Le coefficient de X" étant nul dans l'équation précédente, après qu'on aura chassé les dénominateurs, il y a entre les cinq puissances S^ d'un point quelconque, par rapport aux cinq sphères orthogonales, la relation identique
Nous allons étudier successivement les cinq sphères orthogonales et les cyclides homofocales; mais auparavant nous ferons remarquer que, si l'une des cinq sphères se réduisait à
Sun plan, il suffirait de remplacer la quantité :^ correspondante
par le double de la distance au plan qui remplace la sphère. Cela résulte de la formule (23).
Du système de cinq sphères orthogonales. Soient
les équations de cinq sphères orthogonales. On aura, entre les coefficients oci , . .. , di , les relations comprises dans le type suivant :
(28) «.■«;-l-/5,/3, + yr/,~S.— 5, = 0, (•/>/)
qui expriment l'orthogonalité des sphères. Les rayons R; de ces sphères sont donnés par les formules
(29) n^ = a^-hfii'+yr-~Si.
et Ton aura les identit'^s
l dx àx dy dy âz dz
La théorie des sphères orthogonales est d'ailleurs comprise dans l'identité fondamentale déjà obtenue
On déduit de cette identité les relations suivantes entre les coefficients a, , §; , '/^ , t^,- ,
ah=^' iv=^' 2#-«'
et les suivantes
Ces relations nous seront très utiles.
On peut d'ailleurs déduire de l'identité (26),
plusieurs propriétés des sphères orthogonales. Par exemple, l'équation
peut s'écrire, en vertu de cette identité,
et la forme nouvelle de l'équation nous montre que la sphère S., coupe les quatre autres suivant quatre cercles dont les plans forment un tétraèdre conjugué par rapport à S^ , ce qui est une des plus importantes propriétés des sphères orthogonales. De même, l'équation
'SA'^ /s;
qui se décompose en deux facteurs, représente deux pointssphères, ayant pour centres les points d'intersection des trois autres sphères, etc.
Rappelons qu'il y a deux systèmes remarquables de sphères orthogonales, l'un pour lequel deux sphères ont leurs centres et leurs rayons imaginaires conjugués, l'autre pour lequel les cinq centres sont réels, l'une des sphères ayant le carré de son rayon négatif.
Enfin, de l'identité fondamentale on déduit encore que, dès
que l'on connaîtra un système de sphères orthogonales, on
aura tous les autres en soumettant à une substitution linéaire
orthogonale les cinq quantités ~ .
Or on peut prendre pour ces quantités
où R^ peut être de l'une des deux formes
et, en soumettant ces cinq quantités à la substitution indiquée, on aura l'équation la plus générale d'un système de cinq sphères orthogonales.
Des cyclides homofocales.
Nous allons maintenant démontrer que le système des cyclides homofocales, dont l'équation a déjà été donnée, est un système triple orthogonal, c^est-à-dire que, par chaque point de l'espace, il passe trois cyclides du système, se coupant à angle droit. Pour cela, nous nous proposerons d'abord la question suivante :
Étant données deux équations homogènes par rapport aux cinq quantités S, ,
exprimer qu'elles représentent deux surfaces orthogonales. Appelons (a , b) l'expression
âa âb da âb àa âb dx dx dy ây dz dz
On aura évidemment
équation où il faut donner hi eXkj toutes les valeurs 1, 2, 3,
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4, 5. Mais, d'après les identités (30), l'équation précédente pourra être écrite ainsi,
( " -(2<-a(2ll)-^■'èâ•
Comme les deux premiers termes du second membre sont nulS; en vertu de l'équation homogène des deux surfaces, on voit que la relation d'orthogonalité prend la forme simple
ou
Cette relation est exactement semblable à celle qu'on obtient avec les coordonnées ordinaires; il y a seulement deux variables de plus.
L'équation précédente sera évidemment vérifiée, si l'on prend deux cyclides appartenant au système défini par l'équation
(34) yi^
Deux cijclides homofocales se coupent donc à angle droit en tous les points de leur courbe d'intersection.
Il reste à démontrer qu'il en passe toujours trois qui sont réelles, par un point quelconque de l'espace.
Supposons d'abord que, des cinq sphères (S,), une seule ait son rayon imaginaire. Les cinq quantités S; seront réelles ; mais, parmi les cinq quantités Rj, une, Rg par exemple, sera de la forme + K^^ — i . Alors l'équation du système sera
Quand on y considère 1 comme l'inconnue, elle donne trois racines réelles, Tune entre a^ et a, , les deux autres entre a^ et «3 , a.^ et a^ .
Ajoutons que les cyclides correspondantes à ces trois racines sont réelles, et toujours des trois formes distinctes signalées à l'art. 46 pour le cas oii l'équation a ses cinq racines réelles.
On verrait, de même, si deux des sphères orthogonales étaient imaginaires conjuguées , qu'il passe toujours trois cyclides réelles par un point quelconque de l'espace.
Nous avons reconnu (art. 45) que toute équation homogène
f iS, , S, , S3 , S,) = 0
représente une surface anallagmatique par rapport à la sphère orthogonale aux quatre sphères (Sj) , (Sj) , (S3) , (S4) . Comme de l'équation (34) on peut éliminer, au moyen de l'identité (26) qui relie les cinq quantités S;'', une quelconque de ces quantités, on reconnaît immédiatement que la cyclide sera anallagmatique par rapport aux cinq sphères (S,) . La même conclusion s'appliquerait à toute équation homogène
qui représente, quelle que soit la forme de la fonction 9^ une surface anallagmatique par rapport aux cinq sphères (S,) .
Revenons aux cyclides. Quand on fait, dans l'équation (34), \=:Ui, la surface se réduit à une sphère double (S,), ou plutôt à la portion de cette sphère, limitée par la focale. Quand 1 s'approche de a^ , par exemple, l'intersection de la cyclide et de la sphère (S^) s'approche de la courbe limite
a, — «2 Oi — o-z a^—a^ «1 — «s On aurait de même les cinq autres focales.
Du système de coordoEnées curvilignes formé avec les cyclides homofocales
et orthogonales.
Il résulte, des remarques précédentes et du théorème de M. Dupin, que les lignes de courbure d'une cyclide quelconque sont algébriques et se trouvent à Fintersection de cette surface avec les cyclides homofocales. On saura donc déterminer les lignes de courbure des cyclides les plus générales.
Parmi les cyclides du système orthogonal (34), il y en a trois qui sont seulement du 3^ degré. En effet, dans Téquation (34), le coefficient de {x" -\- if ^ z')" est
Il sera nul pour les trois valeurs de / satisfaisant à Téquation
On saura donc déterminer les lignes de courbure des cyclides du S^ ordre.
Le système des cyclides homofocales donne naissance à un système de coordonnées curvihgnes, analogue à celui des coordonnées elliptiques, dont Lamé, Jacobi, Liouville ont fait un si heureux emploi. On sait que Lamé a démontré le premier que le système des coordonnées elliptiques est le seul qui se compose de trois séries de systèmes isothermes. Le système que nous allons étudier ne possède donc pas cette propriété ; mais il se rapproche par toutes les autres du système des coordonnées elliptiques.
Appelons p , p, , p^ les paramètres des trois cyclides homofocales passant en un point de l'espace. Ces paramètres seront des racines de l'équation
gy
Si, après avoir chassé les dénominateurs, on appelle M le coefficient de 1^ dans Féquation précédente, on aura l'identité
(36) yA^^-^.
(i _ a J (). — a,) (/ — «3) (1 ~ a,] {l - a^ Posons, pour abréger,
Si nous décomposons le second membre en fractions rationnelles, et que nous égalions les coefficients des termes semblables dans les deux membres, nous obtiendrons
Posons encore,
r {ad
et l'équation (38) pourra s'écrire
(40) -| = l/M .Ei.
Ces équations donnent bien les quantités S,- , ou plutôt leurs rapports; mais il faut en déduire les coordonnées ordinaires X ,îj , zen fonction de p , Pi , p^ .
A cet effet, nous remarquerons que les formules (3i) , (32) conduisent aux suivantes.
qui donneront x , ij , z , quand les rapports des quantités S, seront connus.
On en déduit ici
y=yMy^^
-2 = Km y 2!.
La dernière de ces équations fera connaître KM , et les autres détermineront ensuite x ,y , z en fonction de p , pi , p^ . Notons aussi la formule
cfui donne le carré de la distance à l'origine des coordonnées, et qu'on déduit de la dernière des équations (41).
Après avoir trouvé les expressions des quantités S» et des coordonnées ordinaires x ,y ,z en fonction de p , p, , /^^ , nous allons donner la formule relative à la distance de deux points infiniment voisins.
Cette formule, calculée par les procédés connus, est la suivante,
li^ds' _{p-p,)(p-p,)^ ^^{p^-^)_{p^-~p^^ ,
{F-2~P)(P,~Pi)
f{pù
On voit qu'elle ne diffère de l'équation analogue relative aux . coordonnées elliptiques que par le degré de la fonction f{l) et
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par la présence du facteur M , dont nous avons déjà donné la valeur. Les formules principales étant établies, nous pouvons passer aux applications.
Applications aux cyclides homofocales.
Les surfaces composant le système s'obtiennent en donnant à l'un des paramètres une valeur constante. Les cinq valeurs remarquables p = a, donneront les cinq sphères orthogonales. Pour p = 61, , S; étant nul, d'après les formules (40), on obtiendra tous les points de la sphère (S,) .
Donnons à p, , par exemple, une valeur constante a, nous obtiendrons une cyclide quelconque, et la formule (44) deviendra
La forme même de cette expression de ds^ nous apprend que les cyclides peuvent être divisées en carrés infiniment petits par leurs lignes de courbure. En d'autres termes, les lignes de courbure forment un système de lignes isothermes orthogonales (^).
Il suit encore de la forme de l'équation précédente qu'on saura déterminer les lignes de longueur nulle tracées sur la cyclide. Leur équation est
(46) / l /^dp ± |/^ / l/^^ dp, = consl.
(') M. 0. Bonnet a proposé d'appeler tous les systèmes de lignes jouissant de cette propriété des systèmes isométriques. Il me paraît préférable de leur conserver le nom de lignes isothermes. J'ai démontré, dans le cours que j'ai eu l'honneur de faire en 1866 comme suppléant de M. Bertrand au Collège de France, que, si l'on étudie la distribution de la chaleur en tous les points d'une surface infiniment mince, supposée partout de même épaisseur, les systèmes de lignes précédents sont effecLivement des systèmes isothermes.
La développable focale, enveloppe du système, est le lieu des points de l'espace pour lestjuels deux des trois paramètres p , pi , p2 deviennent égaux. Faisons, par exemple,
La formule (44) nous donnera, pour tous les points de la développable focale,
La forme de cl s" est bien celle qui a été indiquée dans la Première Partie (art. .5).
Cette développable coupe chaque cyclide du système suivant 16 droites et la touche suivant une ligne de courbure exceptionnelle. En effet, considérons la cyclide p, = a. Elle aura avec la développable enveloppe deux séries distinctes de points communs : 1° ceux qu'on obtiendra en faisant p=pi', 2° ceux qui correspondent à la valeur de p (ou de p,)
Ces derniers points sont évidemment sur la courbe limite, ligne de courbure singulière, intersection de la cyclide avec la surface infiniment voisine du système. Quant aux premiers points, je dis qu'ils sont sur 16 droites.
En effet faisons p^p^ ,p^ — (x dans les formules qui donnent II, ; on aura
H — ± {ai-p)\/ai -« _
Les cinq quantités H, deviendront, par conséquent, des fonctions linéaires de p,\et, par suite, on obtiendra, pour les coordonnées ordinaires^^ ^y ■> ^, des valeurs de la forme
U/ ■ ; ~ — f UlC.
Lorsque p variera dans ces formules, elles donneront tous les points d'une ligne droite. Il y aura 16 droites correspon-
dantes aux différentes combinaisons des signes des radicaux H,. Ces 16 droites sont évidemment les enveloppes des lignes de courbure.
Cependant, si a était égale à une des quantités a,-, la cyclide se réduirait à la sphère (S,) ; un des radicaux H,- serait nul, et on ne trouverait plus que 8 droites. Ces 8 droites sont les enveloppes des courbes cycliques homofocales suivant lesquelles la sphère (S,) est coupée par les surfaces du système.
La développable focale coupe donc la sphère (S,) : 1° suivant le cercle de Tinfini, qui est une ligne octuple de la développable; 2° suivant 8 droites; 3" suivant la focale située sur (S,), qui est une des courbes doubles de la développable.
Enfin, l'arête de rebroussement de la développable focale est le lieu des points de l'espace pour lesquels les trois paramètres p, Pi , Pî prennent une même valeur p. On aura donc, pour tous les points de cette courbe,
et si entre les cinq équations que comprend cette formule, on élimine
on trouvera trois équations de la forme
et convenant à tous les points de l'arête de rebroussement. Nous voyons d'ailleurs, d'après la formule qui donne ds"^, que l'arc élémentaire de cette courbe est nul, ce qui est conforme aux résultats de la Première Partie (art. 5).
On pourrait déduire des calculs précédents les équations de la développée sphérique d'une cyclique. En effet, on a vu (art. 5) que le cône ayant pour sommet le centre d'une
sphère (S) et pour base la courbe de rebroussement (R) d'une développable focale (F) coupe la sphère (S) suivant la développée sphérique de Tintersection de (F) et de (S) . En appliquant ce résultat à chacune des sphères directrices, on aura les développées sphériques des cinq focales.
Bien que les calculs soient des plus simples, nous nous dispenserons de les développer.
Application des formules relatives aux cyclides à la surface générale du 3® ordre, et à la surface du 4^ ordre à conique double.
Les formules (42), où x ,y ,z représentent les coordonnées ordinaires d'un point, peuvent être rendues plus symétriques par l'introduction des coordonnées homogènes. Posons
elles deviendront
Si l'on donne à p^ une valeur quelconque, on obtient des formules du type suivant,
I X = 'yA,K(a.—/-.)(a.—p.),
T = 2 ^'- ^^(«'— /=)(«'— Pi) .
qui donnent les coordonnées homogènes d'un point de la cyclide en fonction de deux paramètres p , Pi . Les coefficients A,- , B,- , C,- , D,- ne sont pas quelconques, et sont liés par de nombreuses relations. Mais, si l'on effectue sur la cyclide la transformation homographique la plus générale, les formules précédentes conserveront leur forme, et il n'y aura plus aucune relation à établir entre les constantes qui y figurent. Donc
Les formules (-49) déterminent en fonciioti de deux paramètres les coordonnées homogènes d'un point quelconque d'une surface générale du, 3^ ordre ou d'une surface du 4^ ordre à conique double.
Bien que l'homographie introduise 16 constantes, et que les formules primitives en contiennent plus de 4, il peut paraître douteux que les formules (49) ne conviennent pas à une surface plus générale que la surface du A" ordre à conique double. La démonstration directe suivante lève toutes les difficultés.
Désignons par X,- le radical K(a,- — p) (a, — p,) . Les cinq radicaux ainsi obtenus satisfont évidemment à deux équations de la forme
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Cela posé, introduisons une inconnue auxiliaire /. , de la forme
1 = 1 E.-Xi .
De cette dernière équation et des formules (49) on déduira, pour les quantités X; , des expressions de la forme
{M] Xi = P, + w.A,
où Pi désigne une fonction linéaire de X , Y , Z , T, et m,- une constante. En portant ces valeurs dans les identités (50), on obtiendra deux équations de la forme
où Mjj j ^2 î ^1 1 ^1 sont des fonctions homogènes du second et du premier degré en X , Y , Z , T . Il reste à éliminer 1 entre ces deux équations, ce qui conduit évidemment à l'équation d'une surface du 4® ordre à conique double (^).
Revenons aux formules {A9). A cause des doubles signes des radicaux, à chaque système de valeurs de p , p^ correspondent 16 points de la surface dans le cas de la cyclide. Ces 16 points forment un polyèdre anallagmatique par rapport aux cinq sphères directrices.
Pour faire disparaître l'ambiguité provenant de ces doubles signes, on peut adopter le moyen suivant.
Introduisons, au lieu de p , Pj , les variables définies par les équations
pdp Pi^p, dp dp,
+ ,/— — = rfw, , i/TT-T -^ l/Ti~'\^==- ^^
p et Pj seront des fonctions ultraelliptiques de u , it, , et l'on reconnaît dans chacun des radicaux qui figurent dans les formules (49) les fonctions M de M. Weierstrass. Ces fonc-
(') Un mode scmblahle de démonstration, appliqué au cas où les formules contiennent n radicaux au lieu de 5, montrerait que la surface correspondante est, en génc^ral, de l'ordre 2"—'.
tions sont uniformes et remplacent les sin am , cos am , ^am de la théorie des fonctions elliptiques. Nous allons d'abord montrer l'analogie des formules précédentes avec celles qui ont été trouvées pour les courbes du 3® ordre par M. Aronhold, et qui ont permis à M. Clebsch d'établir un lien entre la théorie des fonctions elliptiques et celle des courbes du 3® ordre.
En effet, il résulte de tout ce qui précède que, si dans les formules (49) on donne à pi une valeur annulant un des radicaux, rtg par exemple, les formules qu'on obtient conviennent à la transformée homographique d'une cyclique, c'est-à-dire soit à une courbe plane générale du A^ degré à deux points doubles ou du 3® degré, soit à l'intersection de deux quadriques. Or ces formules sont de la forme
z = V a Ka.—
On peut évidemment, par une substitution de la forme
rendre rationnels trois des radicaux, et ramener les formules (53) à la forme
X = A + B > 4- C ).- + D KÂ ,
Y = A' +B'). + C'r + D' |/Â , (Si) \ . /-
T rrr: A •" + B '" À + C '" X'" + D '" KÂ ,
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OÙ A désigne un polynôme du 4* degré en >, et qui a été employée par MM. Aronhold et Clebsch (^).
Les formules (53) et (54) sont évidemment équivalentes; mais, sous leur première forme, ces équations ont une analogie manifeste avec celles que nous avons données pour les cyclides, et que nous avons étendues, notamment à toute surface du 3' ordre. On doit donc penser qu'il y a entre la théorie des fonctions ultraelliptiques et celle des surfaces du 3® ordre un lien tout à fait semblable à celui qui existe entre les courbes du 3® degré et les fonctions elliptiques. Dans un autre travail, l'auteur se propose de développer quelques résultats qu'il a obtenus dans l'étude de ces relations.
Enfin nous remarquerons aussi que les formules (49) mettent en évidence 16 droites de la surface. Si l'on y fait p=pi , les radicaux deviennent des carrés parfaits, et les coordonnées deviennent des fonctions linéaires de p, qui peuvent prendre 16 formes différentes, par suite des doubles signes des radicaux. Nous démontrerons d'ailleurs que les cyclides du 4® ordre n'ont pas plus de 16 droites.
' Clebsch : Ueber einen Satz von Sleiner und einige Punkte (1er Théorie der Curven driiter Ordnung. Journal de Borchardt, l. LXIII, p 94.
CINQUIÈME PARTIE
Étude géométrique des eyclides
sa.
Des focales singulières et des sections circulaires.
Nous nous proposons d'étudier ici, en tenant compte pour plus de rapidité de quelques résultats déjà établis, les propriétés géométriques des eyclides. Nous démontrerons les propositions dues à MM. Moutard, Laguerre, de la Gournerie, et nous ajouterons quelques propriétés qui nous paraissent nouvelles.
Nous avons vu que la cyclide peut être considérée comme l'enveloppe des sphères, ayant leur centre sur une quadrique (A) et coupant à angle droit une sphère (S) . Pour avoir les points de contact de l'une des sphères variables, de centre M, avec la cyclide, il faut (art. 42) abaisser du centre de (S) une perpendiculaire sur le plan tangent en M à (A). Cette droite coupe la sphère, de centre M, en deux points m ,m', qui sont les deux points de la cyclide correspondants au point M . Les droites m M , m' M sont donc les normales de la cyclide en m , m'.
Cette définition des eyclides donne immédiatement leurs focales ordinaires, mais elle fait connaître aussi, comme l'ont montré MM. Laguerre et de la Gournerie, les focales singulières de la cyclide.
Soit en effet m un point de la cyclide situé sur le cercle de l'infini, et soit M le point de la déférente (A) auquel il corres-
pond. Le plan tangent à (A) en M doit être perpendiculaire à Om ; il contiendra donc la tangente en m au cercle de Tinfini.
D'ailleurs, ce plan, tangent en M à la déférente, sera aussi tangent en m à la cyclide, puisqu'il est perpendiculaire à la droite Mm , qui doit être normale en m à la cyclide. On a donc le résultat suivant :
Les plans tangents à la cyclide en tous les points du cercle de l'infini sont aussi tangents à la déférente. En d'autres termes, les focales singulières de la cyclide sont les focales ordinaires de la déférente. Cela explique pourquoi, dans les cinq modes de génération, les cinq déférentes ont les mêmes focales. La proposition précédente s'étend d'ailleurs à toutes les anallagmatiques.
On peut rendre compte aussi d'une manière très simple, comme l'a fait M. Moutard, de l'existence des sections circulaires. En effet, toutes les sphères orthogonales à (S) et ayant leurs centres sur une même génératrice rectiligne de (A) contiendront toutes un même cercle, appartenant à la cyclide. Ce cercle est dans un plan mené par le pôle 0 perpendiculairement à la génératrice rectiligne, et, comme il y a une deuxième génératrice perpendiculaire à ce plan, il coupera la cyclide suivant deux cercles. L'enveloppe de tous les plans tangents doubles d'une même série est un cône supplémentaire du cône asymptote de la surface (A) .
Des relations entre les cinq modes de génération des cyclides.
Proposons-nous le problème suivant : Étant donné un des modes de génération, c'est-à-dire une surface (A) et la sphère (S) correspondante, déterminer les autres surfaces déférentes et les sphères directrices qui leur sont associées.
Nous remarquerons d'abord que, si l'on construit la développable (A)(S)| , la courbe de contact de cette développable
et de la sphère appartient évidemment à la cyclide, et celle-ci
coupe normalement la sphère en tous les points de cette courbe. La développable précédente a pour lignes de striction quatre coniques (K,) , (K^) , (K3) , (KJ , qui sont dans les faces du tétraèdre conjugué commun à (A) et à (S) .
Soit (K,) l'une de ces coniques, et a un de ses points. Deux génératrices de la développable viennent passer en a , savoir, ut, ai', tangentes en i et f à la sphère (S). La sphère de centre a et de rayon at = at' sera donc normale en ^ , /' à la sphère (S), et tangente à la cyclide en ces deux points.
Il suit de là que toutes les sphères décrites des différents points de (K,) comme centres et orthogonales à (S) seront des sphères doublement tangentes à la cyclide, et, comme elles forment une suite continue, elles feront partie d'une des séries inconnues de sphères doublement tangentes. Donc, il y aura quatre surfaces (A,) homofocales à (A) et contenant chacune une
des coniques de striction (K,) de la développable (A) (S) Ces quatre surfaces sont les déférentes cherchées.
Il reste à déterminer la sphère directrice correspondante à chaque surface. Or, les sphères, ayant leur centre sur la conique (K,) , et coupant (S) à angle droit, coupent aussi à angle droit la sphère (S,) , décrite du pôle de ce plan comme centre et orthogonale à (S) .
Cette sphère est la seule qui soit en même temps orthogonale à (S) et aux sphères ayant leur centre sur (K.) . C'est donc la sphère directrice. Ainsi
Les quatre sphères directrices (S,) ont pour centres les sommets du tétraèdre conjugué aux deux surfaces (A) , (S) . La sphère correspondanle à la conique (K,) a son centre au 'pôle du plan de (K,).
On peut encore déterminer les sphères de la manière suivante :
Soit (A,) la surface passant par (K,) , et (S,) la sphère correspondante. Le plan radical de (S) et de (S,) est le plan de la conique (K,) . On voit que ce plan coupe (A,) suivant une conique (K,), telle que les trois surfaces
soient inscrites dans une même développable. De même, eu égard à la symétrie des deux modes de génération, il coupera (A) suivant une conique (H) , telle que les trois surfaces
soient inscrites dans une même développable. Il suit de là qu'il y aura une sphère inscrite dans la déve-
loppable |(H)(A,) , et cette sphère sera (S,), qu'il s'agissait de déterminer.
Ces belles relations sont dues à M. Laguerre (^) , qui les a données sans démonstration.
Classification des cyclides.
La classification des cyclides s'effectue sans difficulté, d'après la nature des focales ordinaires et singulières.
1° Si la surface déférente est une sphère, on a la surface de révolution engendrée par les ovales de Descartes tournant autour de leur axe focal. Le cercle de l'infini est cercle de rebroussement.
2° Si la surface déférente est dépourvue de centre, une des focales singulières est rejetée à l'infini. Nous verrons que, dans ce cas, la cyclide est du 3^ degré.
3" Si la déférente est de révolution, la focale ordinaire est doublement tangente au cercle de l'infini. Nous l'avons appelée cartésienne; nous conserverons le même nom à la cyclide.
^^ Si la déférente est tangente à la sphère directrice, ou si cette sphère se réduit à un point (nous verrons que ces deux cas se confondent), la focale ordinaire a un point double, qui
(*) Sur quelques propriétés des surfaces anallagmatiques. Balhlin de la Société ^Philomathique, 1 868 .
est un point conique de la cyclique. Celle-ci est une podaire ou réciproque de cette quadrique.
5*' Si la déférente est doublement tangente à la sphère, la cyclide est, en général, la réciproque d'un cône et a deux points doubles.
6*^ Si le cône du second degré est de révolution, la cyclide réciproque a généralement quatre points doubles. C'est la cyclide à lignes de courbure circulaires de M. Dupin.
Telles sont les divisions principales. Les trois premières sont établies d'après la nature des focales singulières, les dernières d'après celle des focales ordinaires. Nous allons rapidement passer en revue ces différentes classes.
Quand la déférente (A) est une sphère, la cyclide est de révolution; elle est engendrée par les ovales de Descartes tournant autour de leur axe focal. Tout plan la coupe suivant des ovales de Descartes , toute sphère suivant une cartésienne.
Les sphères inscrites dans la surface couperont toute sphère sécante suivant des cercles doublement tangents à la section (^).
se.
De la cyclide du 3^ degré.
Si la surface du second degré est dépourvue de centre , les résultats que nous avons établis subissent quelques modifications, que nous allons étudier. D'abord, la cyclide est seulement du 3® degré.
En effet, prenons une des deux séries de plans parallèles coupant la déférente suivant une seule droite. A chacune de ces droites correspond un cercle situé dans un plan perpendi-
(^) On pourra consulter un article de l'auteur [Nouvelles Annales de Mathématiques, 1864), où se trouvent quelques théorèmes relatifs à cette surface.
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culaire à la droite, et les plans de tous ces cercles se coupent suivant une droite d , perpendiculaire à la série de plans parallèles coupant la déférente suivant une seule génératrice. La droite ô , contenant une infinité de points de la cyclide, fera partie de la surface. La cyclide passe donc par le pôle, et contient deux droites ô ,d' , perpendiculaires aux plans directeurs de la déférente. Le plan de ces deux droites coupe la cyclide suivant une troisième droite rejetée à Finfini, et tous les plans passant par l'une ou Fautre des droites è , d' coupent la surface suivant un cercle. La cyclide est donc du 3® degré, et nous pouvons énoncer, sans insister davantage, les propositions suivantes :
Quand la cyclide esl du 3^ degré, elle contienl une droite dans le 'plan de l'infini, on mène les cinq plans tangents triples qui passent par celte droite; les points de contact de ces plans tangents sont les cinq pôles de la surface. En chacun de ces pôles se croisent deux droites de la surface, en tout iO droites, par lesquelles passent tous les plans coupant la cyclide suivant des cercles.
La cyclide contiendra en outre une série de sections coniques situées dans des plans parallèles, qui contiennent la droite à l'infini sur la surface.
On sait que toute surface du 3® degré a 27 droites. Nous trouvons les 16 qui nous manquent, et qui appartiennent à toute cyclide, même du 4® ordre.
Des podaires ou réciproques de quadripes.
Considérons maintenant le cas où la déférente (A) est tangente à la sphère (S) . Le tétraèdre conjugué commun a deux sommets réunis au point de contact des deux surfaces. Les deux sphères directrices correspondantes se réduisent à un point; leur centre commun est le point de contact de (A) et de (S) . Ainsi, une des sphères directrices se réduit à un point 0 .
Soit (Al) la déférente associée à ce point-sphère. La cyclide sera l'enveloppe des sphères ayant leur centre sur (Aj) et passant par le point 0 . Elle sera donc le lieu des symétriques du pomt 0 par rapport aux plans tangents de (A,). Le lieu ainsi formé est évidemment homothétique à la podaire de (A,) par rapport au point 0 . Donc
La cyclide est une podaire de quadrique.
On sait d'ailleurs que les podaires de quadriques sont aussi les transformées par rayons vecteurs réciproques d'autres quadriques.
Appliquons notre règle générale pour obtenir les différents modes de génération.
Les quatre lignes doubles de la développable (Aj) (S) deviennent ici : 1^ la courbe de contact du cône circonscrit à (AJ et de sommet 0 ; 2" les trois couples de focales de ce cône. Les cinq modes de génération seront formés :
1°, 2° Avec (A,) et le point-sphère 0, ce mode comptant pour 2 ;
3", 4°, 5° Avec chacune des trois surfaces homofocales à (A,) passant par 0 ; les sphères directrices seront tangentes en 0 à la déférente qui leur est associée, et auront leur centre dans le plan polaire de 0 par rapport à (A,) .
Analytiquement le cas actuel correspond à une racine double de l'équation en l de l'article 43.
Si la quadrique (A) se réduit à une conique infiniment aplatie, située dans un plan (P) , alors les sphères ayant leurs centres sur cette conique passeront par deux points fixes symétriques par rapport au plan de la conique, et seront tangentes à la cyclide en tous les points d'un cercle. L'hypothèse que nous examinons est évidemment la seule dans laquelle les sphères soient inscrites à la cychde suivant un cercle. Car le lieu des centres d'une telle suite de sphères doit être une courbe, et par conséquent une conique. Et d'ailleurs, si elles coupent à angle droit une sphère quelconque (S), elles coupent aussi à angle droit toutes les sphères passant par l'intersection
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de (S) et du plan des centres, c'est-à-dire qu'elles contiennent toujours deux points réels ou* imaginaires. Ces deux points sont des points coniques de la cyclide. En transformant la cyclide par rayons vecteurs réciproques et mettant le pôle en un de ces deux points, on aura une quadrique à point double, c'est-à-dire un cône général du second degré. Donc
Les cyclides à deux points doubles sont les réciproques des cônes du second degré.
Remarquons toutefois que la transformation par laquelle on déduit le cône de la cyclide n'est pas nécessairement réelle.
Soit (A) la conique déférente, 0 le point commun à toutes les sphères, et Oj le symétrique de 0 par rapport au plan de (A) . Les trois nouvelles déférentes seront les surfaces ayant (A) pour focale, et passant en 0 , Oj . Les sphères directrices seront tangentes en 0 , Oi à la <léférente qui leur est associée, et auront leur centre dans le plan de (A) ; elles couperont par conséquent leur déférente suivant deux cercles. Ainsi les focales de la cyclide seront les six cercles ayant leurs centres dans le plan de (A) et appartenant aux trois surfaces homofocales qui passent en 0 , 0, . Ce fait donne lieu à la remarque suivante.
La cyclide étant la réciproque d'un cône, les focales de la cyclide sont les transformées des 6 droites focales du cône. Ce sont par conséquent des cercles; mais, comme les focales du cône sont situées trois à trois dans quatre plans tangents au cercle de l'infini, nous voyons que les six cercles focaux de la cyclide sont trois à trois sur quatre sphères de rayon nul. En rapprochant ce résultat du précédent, nous obtenons la proposition qui suit :
Les six cercles de trois quadriques homofocales qui passent par un point commun et qui ont leurs centres dans le même plan principal sont situés trois à trois sur quatre sphères de rayon nul. Ces quatre sphères sont des points de la focale située dans le plan principal considéré.
Il est à remarquer que les tangentes à la cyclide en un des points coniques 0 , Oj forment un cône supplémentaire du cône de même sommet, ayant la conique déférente (A) pour base. Ce dernier cône est donc supplémentaire du cône réciproque de la cyclide à deux points doubles (^).
De la cyclide de M. Dupin, ou cyclide à quatre points coniques.
Parmi les réciproques de cônes du second degré se trouvent le tore et la cyclide de M. Dupin, qui sont les réciproques des cônes de révolution du second degré. Ceci nous conduit à préciser les conditions dans lesquelles on obtiendra la cyclide de M. Dupin.
Supposons qu'on prenne une conique déférente quelconque (A) , mais que la sphère directrice (S) soit tangente en
(*) Dans la classe que nous étudions, et qui est caractérisée par cette propriété, que la déférente et la sphère directrice soient doublement tangentes, il existe une espèce remarquable de cyclides que, dans cette étude générale, nous laissons de côté. Ce sont les cyclides de révolution qui peuvent être considérées comme ayant pour déférente une surface de révolution, et pour sphère directrice une quelconque des sphères coupant suivant deux cercles parallèles cette surface de révolution. La directrice et la déférente sont bien doublement tangentes, mais en deux points sur le cercle de l'infini. Quand les cyclides à deux points doubles considérées dans le texte ont ces deux points doubles imaginaires, le cercle lieu des points à distance nulle des deux points doubles est réel, et en mettant le pôle de transformation en un point quelconque de ce cercle, la cyclide se transforme en une cyclide de révolution.
Toutes les cyclides réciproques de cônes ou de cyclides de révolution sont définies par une équation de la forme
entre les tangentes menées à trois quelconques des sphères inscrites. Quatre de ces sphères se réduisent à des points réels ou imaginaires, qui sont sur le cercle déjà considéré, lieu des points à distance nulle des deux points doubles.
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deux points a , a' à la conique (A) . Les deux points-sphères 0 , Oi de l'article précédent étant doublement tangents en a , a' à (A) , seront des points de la focale (A,) de (A) ; le cône de sommet 0 et de base (A) sera de révolution, et par suite, d'après les résultats de l'article précédent, la cyclide sera une réciproque de cône de révolution.
Donc, la cyclide de M. Dvpin est Foiveloppe des sphères dont les centres décrivent une conique quelconque (A) et qui passent par un point de la focale (Aj) de celle conique, ou, plus généralement, qui sont orthogoncdes à une sphère quelconque doublement tangente à (A).
Cette cyclide a évidemment quatre points doubles 0 , Oi , a , a' , dont deux au moins sont imaginaires, mais qui peuvent l'être tous •.0,0, et a , a' sont alors deux à deux imaginaires conjugués. Le cône de sommet 0 et de base (A) étant de révolution, la cyclide sera la réciproque d'un cône de révolution; mais la transformation ne pourra pas toujours se faire d'une manière réelle. Voyons ce que deviennent ici les cinq modes de génération de toute cyclide. On a
1% 2° Conique déférente (A) , sphère directrice réduite à un point 0 ou Oi , ou toute sphère tangente en a , a' à (A) . Ce mode compte pour deux;
3°, 4° (A,) Conique focale de (A) déférente, sphère directrice réduite à un point a ou a', ou toute sphère tangente en 0 , Oj à (A,) . Ce mode compte aussi pour deux;
5° Déférente, la quadrique ayant (A) et (A,) pour focale, et passant en 0 , Oj , a , a' , qui sont des ombilics de cette surface; sphère directrice, la sphère tangente en 0 , 0, , a , a' à cette qnadrique et la coupant suivant les 4 droites 0 a , 0 a' , O^a , O^a' .
Ainsi, la cyclide de M. Dupin, ou cyclide à quatre points doubles, admet deux séries de sphères inscrites dont les centres décrivent deux coniques focales l'une de l'autre; elle a quatre points doubles, situés par couples sur ces deux focales 0 , 0 et a , a' et contient les quatre droites de longueur nulle qui joignent 0 , Oj à a , a'.
De plus, elle admet une série de sphères doublement tangentes, dont les centres décrivent une quadrique quelconque, et qui sont orthogonales à une sphère fixe. Cette sphère est tangente à la quadrique en deux de ses ombilics, et par conséquent la coupe suivant quatre droites qui forment un quadrilatère dont les sommets sont les quatre points doubles de la cyclide.
Nous avons vu que la cyclide est la réciproque d'un cône, et cette propriété rend, pour ainsi dire, évidentes toutes les propositions relatives à cette surface. Mais on peut aussi, comme l'a fait M. Mannheim (^), considérer la cyclide comme la transformée d'un tore. Nous savons qu'un au moins des couples 0 , Oi et a , a' de points coniques de la cychde est imaginaire. Si a et a' par exemple sont imaginaires, le cercle lieu des points à distance nulle de a , a' sera réel. En prenant le pôle en un point de ce cercle, la transformée de la cyclide sera un tore, car les cercles qui passaient en a , a' auront après la transformation leurs plans parallèles. Donc,
Pour transformer la cyclide en un tore, il faut placer le pôle de transformation sur un des deux cercles lieux des points à distance nulle soit de 0 et de 0^ , soit de a et de a' . Ces deux cercles peuvent être réels tous les deux (quand les quatre points doubles sont imaginaires). Il y en aura toujours au moins un qui sera réel.
Ainsi, on peut toujours déduire la cyclide du tore par une transformation réelle.
Nous n'étudierons pas la cyclide d'une manière plus détaillée, et nous indiquerons seulement la proposition suivante : Il y a une cyclide à trois 'plans de symétrie. Étant donné un cône de révolution, transformons-le par rayons vecteurs réciproques, et prenons le pôle 0 de transformation dans le plan principal perpendiculaire à l'axe. La
(') Mannheim : Application de la Lransformation par rayons vecteurs réciproques à l'étude de la surface enveloppe d'une sphère tangente à trois surfaces données. [Nouvelles Annales de Mathémaliques, 1860, p. 67.)
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cyclide réciproque aura trois plans de symétrie : 1° le plan principal contenant le pôle 0; 2° le plan passant par ce pôle et par l'axe de révolution; 3° le plan réciproque de la sphère concentrique au cône et passant en 0 .
L'équation de cette cyclide serait de la forme
Nous venons d'énumérer dans cet article et dans le précédent les surfaces dans lesquelles on peut inscrire des sphères. On peut être surpris de ne pas voir figurer parmi ces surfaces les réciproques des surfaces de révolution. Cela tient à un fait général :
Toule surface réciproque d'une surface de révolution est aussi une réciproque de cône.
En effet, toutes les sphères inscrites dans une surface de révolution ont leurs centres en ligne droite, et coupent à angles droits tous les plans passant par l'axe. On voit donc que les sphères réciproques couperont à angles droits toutes les sphères passant par un cercle; en particulier, elles contiendront les deux sphères de rayon nul passant par ce cercle. Ainsi, la surface réciproque sera l'enveloppe d'une suite de sphères passant par deux points fixes (imaginaires), et, en plaçant le pôle de transformation en un de ces points fixes, elle se transformera en un cône (^).
Des cyclides ayant pour déférentes les surfaces inscrites dans la sphère.
Enfin, si la déférente était un cône, la cyclide se réduirait à la sphère ayant pour centre le sommet du cône, et orthogonale à la sphère directrice; ou plutôt, elle se réduirait à une portion de cette sphère.
(^) Les réciproques de surfaces de révolution du second degré présentent une propriété remarquable; elles ont trois points doubles dont deux sont imaginaires.
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Si la déférente est une surface de révolution inscrite dans la sphère, la ligne de contact de cette quadrique est une ligne double de la cyclide, qui se décompose par conséquent en deux sphères se coupant suivant cette ligne double, réciproques l'une de l'autre par rapport à la sphère directrice. Ces sphères auront pour centres les deux foyers de la surface de révolution.
L'étude de ce cas simple nous sera très utile dans la suite; mais nous pouvons dès à présent reconnaître que les remarques précédentes sont d'une grande importance dans la théorie des surfaces inscrites à une même quadrique, théorie qui a été l'objet de beaux travaux de plusieurs géomètres, et notamment de MM. Cayley et Casey.
On voit, en efTet, qu'à une série de surfaces inscrites à une quadrique (qu'on peut supposer être la sphère (S)) correspondent des anallagma tiques formées de deux sphères réciproques l'une de l'autre par rapport à la sphère (S) .
La théorie des surfaces inscrites dans une quadrique est ainsi ramenée à celle d'un système de sphères^ c'est-à-dire de quadriques contenant une courbe fixe.
Nous allons donner quelques exemples.
Supposons que l'on propose de construire une surface inscrite à (S) et tangente à quatre plans. Les deux sphères correspondantes à cette surface devront passer chacune par 4 des 8 points correspondants aux 4 plans, ce qui donnera 8 solutions. Chaque groupe de deux sphères étant connu, on en déduira la déférente qui aura pour foyers les centres des deux sphères, et qui contiendra leur cercle d'intersection. Elle sera ainsi complètement déterminée.
Étant données quatre sphères, on sait que, si par les intersections de ces sphères prises deux à deux, on fait passer d'autres sphères, orthogonales à une sphère fixe (S) , ces six sphères se coupent en deux points. Donc,
Étant données quatre surfaces inscrites à une quadrique, les 12 sommets des cônes circonscrits à deux de ces surfaces
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sont 6 à 6 dans 8 plans. C'est la généralisation d'un théorème connu pour les sections coniques.
Enfin, le problème suivant :
(( Construire une quadrique inscrite à (S) et tangente à quatre autres quadriques inscrites à (S) , »
se ramène à celui-ci :
Construire une sphère tangente à quatre sphères données.
On pourrait multiplier les exemples; mais nous préférons faire remarquer que le mode de transformation indiqué ici supplée à une lacune que présente la géométrie de l'espace par rapport à la géométrie plane.
En effet, dans le plan, on peut raisonner de la manière suivante :
Soient les sections planes d'une sphère ; si on les projette d'un point de la sphère sur le plan, elles deviennent des cercles; si on les projette d'un point extérieur à la sphère, elles se transforment en des coniques doublement tangentes à un cercle. On voit donc, dans le plan, que la théorie des courbes inscrites à une conique et celle des courbes passant par deux points sont identiques l'une à l'autre, et constituent, s'il est permis de le dire, une seule théorie vue sous deux aspects différents, celle des sections planes d'une quadrique.
Comme on n'a pas d'espace à quatre dimensions, les méthodes de projection ne s'étendent pas à la géométrie de l'espace; mais les remarques et les méthodes qui précèdent ont l'avantage de suppléer, d'une manière claire, à celles qui nous font ici défaut.
Des sections planes et sphériques des cyclides.
Cherchons d'abord les droites qui sont placées sur la cyclide, et qui rencontrent le cercle de l'infini. Soit $ l'une de ces droites. Elle sera nécessairement tangente à chacun des cinq cônes doublement tangents à la cyclide, et Ton pourra
par conséquent mener un plan tangent à ce cône par la droite § .
Ce plan tangent, qui doit couper la surface suivant deux cercles, devra contenir une droite §' qui, associée à ^, puisse former un cercle de rayon nul. Nous aurons donc toutes les droites de la cyclide, en examinant, dans une quelconque des cinq séries doubles de cercles, quels sont ceux de ces cercles qui se décomposent en deux droites.
Les centres de ces cercles doivent évidemment appartenir à la fois à la cyclide et à sa focale. Chaque cyclide est coupée en 8 points par une de ses focales, et par ces 8 points passent 16 droites qui appartiennent à la cyclide.
Ces 16 droites forment 8 cercles de rayon nul, dérivés des génératrices de la déférente qui sont tangentes à la sphère directrice.
Dans un Mémoire déjà cité, M. Clebsch a étudié les dispositions relatives de ces 16 droites; mais nous voyons ici que cette étude se ramène à celle d'un problème connu. Si, en effet, on transforme la cyclide par rayons vecteurs réciproques, en mettant le pôle de transformation sur la surface, elle se transforme en une cyclide du 3® degré. Les droites qui rencontrent le cercle de l'infini se transforment en de nouvelles droites rencontrant le même cercle. Donc
La disposition des 46 droites dime cyclide est la même que celles des droites d'une surface du 3^ degré qui rencontrent une conique de celte surface (^).
Quant aux 11 autres droites de la cyclide cubique, transformée de la cyclide générale, nous les avons déjà étudiées. L'une est à l'infini dans le plan tangent à la première cyclide au pôle. Les 10 autres sont les réciproques des 10 cercles qui passent au pôle.
(*) Depuis la présentation de ce Mémoire à l'Académie en 1869, M. Geiser, de Zurich, naturellement sans connaître notre travail, a développé la même méthode dans un Mémoire inséré au Journal de Borchardt, t. LXX, p. 249.
Considérons maintenant les sections par des plans et des sphères quelconques. Une remarque générale nous servira de guide dans l'étude de cette question.
Supposons que, étant donnée une sphère directrice, on prenne pour surface déférente une développable quelconque. Aux plans tangents de cette développable correspondent les points d'une courbe anallagmatique (r) . A toute ligne tracée sur la développable correspondra une surface enveloppe de sphères contenant cette courbe, et chacune des sphères sera, en général, tangente à la courbe en deux points a , a' , réciproques l'un de l'autre par rapport à la sphère directrice, A toute ligne double de la développable correspondra au contraire une surface enveloppe de sphères contenant la courbe (r,), et telle que chaque sphère soit tangente à la courbe en quatre points a , a' ,b , b' , réciproques par couples par rapport à la sphère directrice.
Cela posé, soient (2) , (2') deux anallagmatiques par rapport à la même sphère directrice, et soient (B) , (B') leurs déférentes. Il est clair que, à tout point commun à (I) , (2') , correspondra un plan tangent commun à (B) , (B'), et par conséquent les points de la courbe d'intersection des deux anallagmatiques seront dérivés des plans tangents de la développable circonscrite à (B) et à (B').On pourra appliquer à cette développable toutes les remarques que nous venons de faire.
Si l'une des deux surfaces n'est pas anallagmatique, on pourra lui adjoindre sa réciproque par rapport à (S), et ces deux surfaces constitueront ainsi un système anallagmatique (I).
Soit, par exemple, une cyclide définie par la déférente (A) , et cherchons son intersection avec une sphère (S') , orthogonale à (S) , de centre C . La sphère (S') est l'anallagmatique dérivée du point C ; car tous les plans passant par C donnent des points de (S') . La développable circonscrite aux deux déférentes est donc le cône de sommet C circonscrit à la quadrique (A) . Donc
Aux coniques de la déférente correspondent sur la cyclide les sections par des sphères orthogonales à (S)^ et ayant leur centre au pôle du plan des coniques par rapport à la déférente.
Etudions maintenant l'intersection de deux cyclides ayant même sphère directrice (S) , et ayant pour déférentes deux quadriques quelconques (A) , (A') .
Les points communs aux deux cyclides seront dérivés des plans de la développable I (A) (A') , et aux coniques doubles de cette développable correspondront quatre cyclides à deux points doubles, contenant l'intersection des cyclides données. Nous allons étudier des cas particuliers importants.
Supposons qu'on demande de déterminer l'intersection d'une cyclide et d'une sphère (U) , de centre C quelconque. Adjoignons à cette sphère la réciproque (U') par rapport à (S) et de centre C, et les deux sphères constitueront un système anallagmalique, qui admettra pour déférente une surface de révolution (B) , ayant pour foyers les centres C , C des deux sphères, et inscrite à la sphère directrice (art. 59) en tous les points où celle-ci est rencontrée par (U). ou par (U') .
Si (A) est la déférente de la cyclide, la développable
(A) (B) , considérée comme surface déférente, nous donnera
les points d'intersection de (U) et de la cyclide. Les quatre coniques doubles de cette développable donneront quatre cycHdes enveloppes de sphères, contenant la courbe; et les sphères inscrites dans ces quatre cyclides couperont la sphère sécante suivant quatre séries de cercles doublement tangents à la section cherchée.
On aura donc les éléments nécessaires pour déterminer cette cyclide, et l'on voit que les quatre cônes ayant pour sommet le point C et pour bases les quatre lignes doubles sont les lieux des centres des sphères de chaque série doublement tangentes à la courbe de section. Ces cônes sont homofocaux. Quant aux sphères contenant les focales de la section, elles coupent la sphère (S) suivant les mêmes cercles que les plans des lignes doubles correspondantes de la développable
(A) (B) . Comme elles sont aussi orthogonales à (U) , elles peuvent être considérées comme déterminées.
Comme application de ces constructions, cherchons la condition pour que la sphère sécante coupe suivant une courbe située sur un cylindre. Il faudra que Fune des focales soit plane, c'est-à-dire que le plan de l'une des lignes doubles de
la développable (A) (B) passe au point C . Car, dans ce cas, le cône qui avait pour base la ligne double contenue dans ce plan, et qui contenait les centres des sphères tangentes doubles d'une série, se réduira à un plan. Ainsi il passera par le point C, 4, 2, 3 des faces du tétraèdre conjugué à (A) et à (B) , suivant que la courbe sera sur i, 2 ou 3 cylindres. Cherchons d'abord la condition pour qu'un seul cylindre contienne la courbe.
Soit (P) le plan passant par C et ayant môme pôle par rapp.ort à (B) et à (A) . Comme C est le foyer de (B) , ce pôle devra être sur une perpendiculaire. élevée à (P) en C. Or, il n'y a que trois plans passant par le point C et ayant leurs pôles par rapport à (A) sur une droite perpendiculaire. Ce sont les trois plans de symétrie du cône de sommet C , circonscrit à (A) . Ces plans une fois connus, le reste de la construction ne présente aucune difficulté.
Une application plus intéressante consiste dans la détermination des coniques sphériques qui se trouvent sur la cyclide. Alors le point C , foyer de la surface (B) et centre de la sphère sécante, devra avoir même plan polaire par rapport à (B) et à (A) . Son plan polaire par rapport à (A) devra donc être perpendiculaire à l'axe focal OC de la surface de révolution (B) (0 est le centre de la sphère directrice). Ainsi,
Le lieu des centres des sphères coupant la cyclide suivant une conique sphérique est une courbe telle que le plan polaire d'un de ses points C par rapport à (A) soit perpendiculaire à la droite OC.
Cette courbe se rencontre dans la théorie des normales à une quadrique. C'est une cubique gauche passant par le point 0 , par le centre de (A) , ayant pour directions asympto-
tiques les axes de (A) , passant par les pieds des normales menées de 0 à (A) , etc.
Nous obtenons donc le théorème suivant ;
Si des centres des cinq sphères directrices on abaisse des normales sur les déférentes correspondantes , on obtient 30 points qui avec les 5 centres des sphères directrices sont sur une cubique gauche ayant pour directions asymptotiques les axes de symétrie des déférentes, et passant par leur centre. Cette cubique gauche est le lieu des centres des sphères coupant la surface suivant des coniques sphériques.
A chaque point C de la cubique correspond une seule sphère (U) , qu'on déterminera ainsi. Soit (P) le plan polaire de G, perpendiculaire à OC. La surface de révolution inscrite à (S) , ayant C pour foyer, (P) pour plan directeur correspondant, sera la déférente de (U); (U) passera donc par le cercle de contact de cette surface, et, comme elle a son centre en C , elle est déterminée.
Parmi les sphères coupant suivant des coniques sphériques, il y en a plusieurs qui sont remarquables.
1° Les cinq sphères concentriques aux sphères directrices, mais ayant pour rayons ceux de ces sphères multipliées par y^^ï .
2° Celles qui ont leurs centres aux pieds des normales abaissées des centres des sphères directrices sur les déférentes correspondantes. Ces sphères coupent la cyclide suivanl deux de leurs grands cercles. La droite d'intersection des plans de ces cercles est donc une normale double de la cyclide.
Il y a donc cinq groupes de six normales doubles de la cyclide.
Il est utile de savoir déterminer les points à l'infini de toute section sphérique de la cyclide. On peut construire ces points de la manière suivante :
Soit (U) une sphère sécante de centre C.
Les points à l'infini de la section sont ceux du cercle de l'infini pour lesquels la sphère et la cyclide seront tangentes.
Les plans tangents en ces points devront passer par le centre de la sphère et être tangents à la développable circonscrite à la cyclide sur le cercle de Tinfini, c'est-à-dire à la développable focale (art. 53) circonscrite aux cinq déférentes.
Donc les points à rinfini de la section sphérique sont les points de contact avec le cercle de l'infini des quatre plans déterminant par leurs intersections les focales du cône de sommet G circonscrit à (A) . Ces points de contact sont évidemment sur les plans perpendiculaires aux focales de ce cône.
On voit que les points à Finfmi de la cyclique ne dépendent que du centre, et non du rayon de la sphère sécante.
Pour qu'ils viennent se réunir par groupes de deux, c'est-àdire pour que la cyclique devienne une cartésienne, il faut et il siifjit que la sphère sécante ait son centre sur une des focales des déférentes.
Si le centre de la sphère s'éloigne à l'infini sur la focale, elle se transforme en un plan perpendiculaire à l'asymptote de la focale, et ce plan coupe suivant des ovales de Descartes.
Il tj a donc six séries de sections parallèles donnant des ovales de Descartes. Deux de ces séries seulement sont réelles.
On peut encore établir ce résultat de la manière suivante :
Les deux nappes de la cyclide qui se croisent au cercle de l'infini sont tangentes l'une à l'autre en quatre points, qui sont les points de contact avec le cercle de l'infini des quatre génératrices suivant lesquelles la développable circonscrite aux déférentes (A,) est coupée par le plan de l'infini. Donc tous les plans passant par deux de ces quatre points couperont la cyclide suivant une courbe ayant deux rebroussements à l'infini; ce sera donc une cartésienne plane.
Les directions de ces sections cartésiennes sont aussi celles des sections circulaires des quadriques (V) de l'article 41 inscrites dans la cyclide.
Dans le cas où la cyclide aurait pour déférente une surface de révolution, c'est-à-dire serait une cartésienne (art. 55), les
deux séries d'ovales de Descartes réelles viendraient se confondre en une seule. Les cyclides cartésiennes correspondent donc aux surfaces de révolution de la théorie de» cfuadriques.
Toute cyclide peut d'ailleurs être transformée en cartésienne par la méthode des rayons vecteurs réciproques. Il suffira (art. 24) de placer le pôle en un point quelconque de l'une des cinq focales.
En terminant, nous nous proposerons une question en quelque sorte réciproque des précédentes : Étant donnée une cyclique, peut-on la placer sur une cyclide d'une espèce donnée, par exemple sur un tore?
Soit (D) le cône de sommet a coupant la sphère (S) de centre 0 suivant la cyclique donnée. Les sphères doublement tangentes d'une même série seront toutes orthogonales à une sphère (S') de centre a , orthogonale à (S) , et elles auront leurs centres sur un cône (E) de sommet 0 , supplémentaire du cône (D) (art. 19). Pour que la cyclique soit sur un tore, il faudra que les sphères doublement tangentes de même rayon aient leurs centres sur un ou plusieurs cercles. Or toutes celles de ces sphères qui ont le même rayon auront leurs centres à l'intersection du cône (E) et d'une sphère (S") concentrique à (S') , c'est-à-dire sur une cyclique. Ces sphères enveloppent en général une surface du 8® ordre; mais cette surface se décompose en deux tores, si la cyclique des centres se décompose en deux cercles. Il faudra donc qu'une sphère (S"), concentrique à (S'), coupe le cône (E) suivant deux cercles, et, pour cela, la première condition est que le centre a de (S") soit dans un plan principal de (E), ou, comme (E) et (D) sont supplémentaires, qu'un plan de symétrie de (D) passe au centre 0 de (S) . Il faut donc que la cyclique, intersection de (S) et de (D) , ait un plan de symétrie. Cette condition, qui était évidente a priori, est d'ailleurs suffisante.
Soient, en effet, Oa , Oa' les génératrices du cône (E) situées dans le plan principal ; et soit Of le diamètre conjugué
à l'une des deux séries de sections circulaires de ce cône, qui sont perpendiculaires au plan [irincipal. Si du point a on
ab,iisse la perpendiculaire ay sur la direction de la section circulaire, elle rencontre le diamètre 0^ en un point y, et il est clair que la section circulaire de diamètre aa', dont le plan passe en 7, sera sur une sphère de centre a , coupant le cône suivant deux cercles aa', §à' . A ces deux cercles correspondent deux tores, qui contiennent la cyclique, et dont les axes sont les droites ay ^cii , focales du cône (D) . Aux deux autres cônes passant par la courbe correspondent quatre nouveaux tores. Donc,
Quand une cyclique a un 'plan de symétrie, elle peut être placée sur six tores, dont les axes sont les focales situées dans le plan de symétrie des trois cônes passant par la courbe.
On voit par ta construction précédente que, si la cyclique est une cartésienne, il n'y a pas de tore contenant la courbe. Les droites ay ,0y sont parallèles, et les tores se réduisent aux trois cônes contenant la cyclique. Cette remarque sépare les cartésiennes des autres cycliques à plans de symétrie.
La question précédente a été traitée pour les cycliques planes par M. de la Gournerie dans son Mémoire, déjà cité, sur les lignes spiriques.
La détermination des cyclides à quatre points doubles contenant une cyclique ne présenterait aucune difficulté. Les points doubles de ces cyclides décrivent les focales; les coniques déférentes sont sur un des cônes contenant les focales, et leurs plans enveloppent un autre cône contenant la même focale, etc.
Du système orthogonal formé par les cyclides homofocales, et des propriétés d'une méthode de transformation déjà définie.
Nous avons vu (art. 44) comment le mode de génération des surfaces anallagmatiques, proposé par M. Moutard, revient à un procédé de transformation des figures, dans lequel à un point fx de la première figure correspondent, dans la deuxième figure, deux points m ,m' , par la construction suivante.
Soit (P) le plan polaire de [j. par rapport à la sphère (S) . Les points m , m' sont les centres des sphères de rayon nul passant par Tintersection de (P) et de (S) .
Quand le point u. décrit une surface (A) , le plan (P) enveloppe une surface (A') , et les deux points m , m' décrivent une surface anallagmatique ayant (A') pour déférente, (S) pour sphère directrice.
Le plan P est tangent en un point M à (A') , et comme Mm , Mm' sont les normales en m , m' à Tanallagmatique, nous concluons que
Les plans tangents en m , m' à Panallaymatique et le plan tangent en y- à (A) vont se couper suivant une même droite située dans le plan (P) , et qui est la polaire du point M par rapport au cercle, intersection de (S) et de (P) .
De cette importante proposition, qui donne la construction des plans tangents et qui s'applique évidemment aux tangentes à deux courbes correspondantes, nous allons déduire un principe énéral, tout à fait analogue à celui de la conservation
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des angles dans la transformation par rayons vecteurs réciproques. A cet effet, nous rappellerons quelques définitions.
Plusieurs géomètres, et en premier lieu M. Cayley, en vue de généraliser les déterminations métriques de la géométrie, ont substitué au cercle de l'infini, dans la définition des angles, une quadrique quelconque (Q) . Étant donnés deux plans (P) , (P') , si par leur intersection on mène deux plans tangents (T) , (T') à la quadrique (0) , on peut appeler angle des deux plans la fonction Y définie par Féquation
e^^^ = ^, V = -i.logR,
R désignant le rapport anharmonique des quatre plans (P) , (P' ) , (T) , (T') . Si les deux plans (P) , (P') sont conjugués dans la quadrique, l'angle V est droit, le rapport anharmonique R étant égal à — i .
De même, on appelle angle de deux droites une fonction V définie par l'équation
e^i^' = W, V'=-^logR',
R' étant le rapport anharmonique des deux droites et des tangentes menées dans leur plan et de leur point de rencontre à la quadrique (Q) . 11 est clair que, si les deux droites sont conjuguées dans la quadrique, leur angle ainsi défini est droit.
Les définitions précédentes concordent avec les définitions habituelles, quand la quadrique (Q) devient le cercle de l'infini. Pour distinguer les angles tels que nous venons de les définir, nous les appellerons angles par rapport à la quadrique (Q) .
Cela posé, la transformation que nous étudions possède une propriété fondamentale : elle conserve les angles, c'est-à-dire que les angles de la première figure, mesurés par rapport à la sphère (S) , sont égaux aux angles ordinaires de la seconde.
Soient, en effet, ut , y-t' les tangentes à deux courbes pas-
sant en u et allant rencontrer en deux points t ,t' le plan polaire (P) de p- Les tangentes en m aux deux courbes anallagmatiques correspondantes iront rencontrer les premières tangentes aux deux points ^ , f. D'ailleurs la droite tl' coupe la sphère en deux points a , a' , et il est clair que les deux faisceaux de quatre droites
mt . mt' , ma , ma' ,
ont le même rapport anharmonique R .
Mais les deux droites [j-a , [j-a' sont des tangentes à la sphère,, puisque ij- est le pôle du plan (P) contenant a ,a' . L'angle V [dans la sphère (S)] des droites [J-t , y-l' est donc égal à
De même, puisque m est le centre d'une sphère de rayon nul passant par l'intersection de (S) et de (P) et, par conséquent, par a , a' ; ma , ma' sont des droites allant rencontrer le cercle de l'infini, et par suite l'angle ordinaire des droites mt , mt' est aussi égal à
La proposition est donc démontrée pour l'angle de deux courbes; elle subsiste d'ailleurs pour l'angle de deux surfaces, ou pour l'angle d'une surface et d'une courbe.
Les conséquences les plus importantes de ce principe de la conservation des angles se rapportent au cas où les angles sont droits, et, en nous souvenant que les directions à angle droit dans la sphère sont celles qui sont conjuguées dans cette surface, nous pouvons énoncer les propositions suivantes :
Si les tangentes à deux courbes de la première figure en leurs points communs sont conjuguées dans la sphère, les courbes anallagmatiques correspondantes se coupent à angle droit.
Si deux surfaces de la première figure se coupent en des
points pour lesquels les plans tangents sont conjugués dans la sphère (S) , les surfaces anallagmatiques correspondantes se coupent à angle droit.
Si Ton a, dans la première figure, un système triple formé de surfaces telles que, en tous les points communs à deux surfaces, les plans tangents soient conjugués dans la sphère, le système triple d'anallagmatiques correspondant sera formé de surfaces orthogonales.
Plus généralement,
Toutes les fois qu'on aura un système triple de surfaces telles que, en tous les points communs à deux d'entre elles, les plans tangents soient conjugués dans une quadrique fixe (Q) , on pourra déduire de ce système un système triple orthogonal.
Il suffira, en effet, de transformer par l'homographie le système entier de manière que (Q) devienne une sphère, et d'appliquer alors la proposition précédente. On peut encore, en tenant compte des définitions qui précèdent, énoncer ainsi le théorème :
De tout système triple orthogonal par rapport à une quadrique, on peut déduire un système triple orthogonal ordinaire, et réciproquement.
L'existence du système triple orthogonal formé par les cyclides homofocales est une conséquence directe des propositions précédentes.
Soient, en effet, une suite de quadriques inscrites dans une même développable circonscrite à la sphère (S) . Nous avons vu (art. 47) que les cyclides correspondantes sont homofocales; et d'ailleurs, comme il passe trois quadriques réelles du système par tout point intérieur à la sphère (S) , il passera trois cyclides homofocales, toujours réelles, par tout point réel de l'espace. Comme les plans tangents à deux quadriques en un point commun à ces deux surfaces sont conjugués dans la sphère, les cyclides correspondantes se couperont à angle droit.
Généralisation des notions de normales, de focales et de lignes de courbure.
Étant donnée une surface quelconque, joignons chacun de ses points au pôle du plan tangent à la surface, par rapport à une quadrique fixe que nous pouvons supposer être la sphère (S) . On aura ainsi, pour chaque point de la surface considérée, une droite que nous appellerons la normale [par rapport à (S) ] de la surface.
Une ligne de courbure sera le lieu des points pour lesquels les normales ainsi définies forment une surface développable.
De même, on appellera focale [par rapport à (S)] de la surface les lignes doubles de la développable circonscrite à (S) et à la focale.
En adoptant ces définitions, qui constituent une extension naturelle de celles qui sont en usage, nous allons voir que notre méthode de transformation, qui conserve les angles, conserve aussi les lignes de courbure et les focales, c'est-àdire qu'elle transforme les lignes de courbure et les focales, telles que nous venons de les définir, en lignes de courbure et en focales ordinaires de Fanallagmatique. Commençons par les focales.
Nous avons vu (art. 43) que, si l'on circonscrit à une surface (B) et à la sphère une développable (A), à (A) correspond dans la deuxième figure une développable (A')? circonscrite à Fanallagmatique (2) correspondante de (B) , et au cercle de l'infini. Les lignes doubles de ces développables sont aussi correspondantes^ et comme elles sont, par définition et respectivement, les focales de (B) [par rapport à (S) ] et les focales ordinaires de l'anallagmatique, on voit que les focales se conservent dans notre transformation. 11 importe cependant de faire une exception : la courbe de contact de (A) et de (S),
qui n'est pas courbe double de (A), est courbe double de ( A') , et par conséquent focale de (2) ,
Considérons maintenant les lignes de courbure de (B) [par rapport à (S) ] . En tous les points d'une telle ligne (r) , les normales forment une développable (R) . A cette courbe (r) correspond sur (2) une ligne (r') , et la développable (R) a pour homologue une surface enveloppe de sphères (R') , dont tous les cercles sont normaux à (2) en tous les points de (r') , d'après le principe de la conservation des angles. Puisque (r') coupe à angle droit tous les cercles de (R'), cette surface admettra (F') comme ligne de courbure, et puisque (2) et (R') se coupent à angle droit, (F') sera aussi ligne de courbure de (2) , ce qu'il fallait démontrer.
Puisque les lignes de courbure se correspondent et que les angles se conservent dans notre transformation, on pourra étendre l'important théorème de M. Dupin sur les systèmes orthogonaux aux lignes de courbure générahsées, et donner la proposition suivante :
Un système triple orthogonal par rapport à une quadrique est formé de surfaces se coupant suivant leurs lignes de courbure (par rapport à cette quadrique).
Ce théorème suffit à la détermination des lignes de courbure d'une quadrique (A) par rapport à une quadrique (Q). Ce seront les lignes suivant lesquelles (A) sera coupée par les
quadriques inscrites dans la développable | (A) (Q) . Mais on
en déduit surtout cette nouvelle définition des lignes de courbure généralisées :
Les lignes de courbure de toute surface par rapport à (Q) sont les lignes passant en un point de la surface, et dont les deux tangentes sont conjuguées à la fois dans l'indicatrice de la surface et dans la quadrique (Q).
On pourrait ajouter à ces exemples l'extension du théorème de Joachimsthal , d'après lequel, si deux surfaces ont une ligne de courbure commune, elles se coupent sous un angle constant. Nous réservons pour le moment toutes ces consé-
quences, ainsi que l'extension très intéressante de la notion de ligne géodésique, et nous allons terminer par quelques applications à la théorie des cyclides.
On sait, par exemple, que, étant données deux quadriques (Q) 5 (Q') 5 homofocales par rapport à (S) [c'est-à-dire inscrites dans une développable circonscrite à (S)] , les droites tangentes à ces deux quadriques se groupent de deux manières différentes, en surfaces développables se coupant à angle droit dans (S) [c'est-à-dire telles que les plans tangents aux deux développables contenant une même droite soient conjugués dans (S)].
Les droites se transformant en cercles orthogonaux à (S) , nous pouvons énoncer le théorème suivant ;
Tous les cercles tangents à deux cyclides homofocales et orthogonaux à une des sphères directrices des cyclides peuvent se grouper de deux manières différentes sur deux séries de surfaces enveloppes de sphères. Ces surfaces se coupent à angle droit et par conséquent tous les cercles sont normaux à un troisième système de surfaces.
Les surfaces enveloppes de sphères sont tangentes à l'une des cyclides et ont leur arête de rebroussement sur l'autre, en sorte que les sphères enveloppées sont normales à l'une des cyclides et tangentes à l'autre.
Nous donnerons encore l'exemple suivant : Tous les cônes de même sommet circonscrits à des surfaces homofocales [par rapport à (S)] sont homofocaux. Donc
Deux points quelconques réciproques par rapport à (S) peuvent être pris pour sommets d'une série de cyclides à deux points doubles (réciproques de cône), circonscrites à toutes les cyclides homofocales.
Ces cyclides sont homofocales et orthogonales. Leurs focales sont les six cercles orthogonaux à (S) et appartenant aux trois cyclides du système orthogonal passant aux sommets considérés, ces six cercles sont trois à trois sur quatre sphères de rayon nul.
Si les deux sommets sont pris sur une des focales [non située sur (S)], ces cyclides deviennent des cyclides à quatre points doubles.
C'est la généralisation du théorème important sur les cônes de révolution circonscrits aux quadriques homofocales.
NOTES ET ADDITIONS
Note I.
De l'équation différentielle des surfaces applicables sur une surface donnée.
Nous avons indiqué à l'article 6 une méthode nouvelle pour obtenir l'équation différentielle des surfaces applicables sur une surface donnée. On peut former cette équation dans le cas général, en employant les paramètres différentiels analogues à ceux de Lamé, et dont la théorie a été développée surtout par M. Beltrami.
Soit (I) ds'=:Edii' -i-2¥dndv + Gdv^
l'expression de la distance de deux points infiniment voisins, et introduisons les notations suivantes,
à^if,^)-
\dv/ âv du \duj
i9— EG — F* '
E^^ — f/'— — 4- ^^\+G — âv dv \âv du dudvj du d
EG — F
1 ) d du dv d dv du^
Aj U) = — ^=^^ ) ______ + -^ =r-
l/EG — FM^^* |/EG— F' <^iM/EG — F^
Ces fonctions seront des invariants.
La détermination des lignes géodésiques dépendra de l'intégration de l'équation
A ,y = consl. ;
celle des lignes isothermes, de l'équation
L'équation différentielle des surfaces applicables s'exprime au moyen de ces invariants. En appelant x la coordonnée rectangulaire d'un point de la surface, on trouvera pour x l'équation différentielle du second ordre
k désignant la courbure de la surface.
La méthode que nous avons indiquée dans le texte est susceptible d'applications nombreuses. Pour le moment, nous nous contenterons de montrer comment elle conduit à l'équation différentielle qui détermine le rayon vecteur mené à un point fixe d'un point quelconque de la surface.
Rapportons la surface à des coordonnées polaires ordinaires r , 0 , 9 . On devra avoir
dr' + r'{clfj' + sm'^Odf') = Edu'+'2Fdndv + Gdv' ,
et par suite
dB^ + sm'0df' = \{Edîi' + 2Fdudv + Gdv') — ^ ■
Le premier membre est le ds- d'une sphère de rayon égal à l'unité. Il suffira donc d'exprimer que la surface pour laquelle la formule
ds' = - CE du' + '^Fdudv + Gdv') -^
donne la distance de deux points infiniment voisins a une courbure constante et égale à l'unité, et l'on aura ainsi l'équation différentielle à laquelle satisfait r. Cette équation est du second ordre.
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IVote lî.
Sur une démonstration analytique des théorèmes de Poncelet, et sur un nouveau système de coordonnées dans le plan.
La démonstration des théorèmes de Poncelet donnée à Tarticle 38 m'a paru mériter d'être développée, parce qu'elle conduit, sans l'emploi des fonctions elliptiques et au moyen d'une transformation analytique des plus simples, à la proposition fondamentale de Poncelet : Quand un polygone est à la fois inscrit à une conique et circonscrit à une autre conique^ il existe une infinité de polygones jouissant des mêmes propriétés. Depuis, en examinant la méthode employée, j'ai reconnu qu'elle pouvait être présentée d'une manière plus simple et plus directe, et qu'elle conduisait à des théorèmes ayant la plus grande analogie avec ceux de Poncelet et devant être considérés comme des généralisations des propositions de l'illustre géomètre. Quelques-uns des théorèmes contenus dans cette Note ont été déjà énoncés dans un travail sur les systèmes linéaires de coniques et de surfaces du second ordre, inséré au tome l du Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques. M. Em. Weyr, dans un article inséré au Journal de Borchardt, avait aussi rencontré, en étudiant les involutions sur les coniques, des propositions générales relatives à des courbes de degré supérieur, qui sont, au fond, équivalentes à l'un des théorèmes métriques de notre troisième partie, et que nous démontrons d'une manière directe dans la Note actuelle.
Considérons une section conique (K) , tracée dans le plan, et supposons qu'on obtienne toutes les tangentes à cette conique, en faisant varier le paramètre m dans l'équation
(1) am^-t- /3m + 7 = 0 ,
OÙ a , § , y désignent des coordonnées trilinéaires ou, si l'on veut, des fonctions linéaires des coordonnées ordinaires du point. L'équation de la conique (K) sera en conséquence
Si la tangente à cette conique doit passer par un point (a' , §' , 7') , m sera déterminé par l'équation
c/.'r)t + jS'm + 7' — 0 .
Désignons par p , p, les racines de cette équation, on aura
p-^Px PPl
et nous pourrons regarder le point (a',P',y') comme déterminé par les deux quantités p , p, , qui seront alors des coordonnées, d'une nature spéciale, du point. Quand p , (\ seront connus, les formules (3) détermineront a', ^',7'. On voit que, dans le nouveau système de coordonnées, un point est défini par l'intersection de deux tangentes à la conique (K) , et quoique les formules (3) nous permettent de passer très simplement des coordonnées p , p» aux coordonnées ordinaires, nous allons voir que l'emploi des nouvelles coordonnées variables peut être utile dans un grand nombre de questions.
Dans le nouveau système, l'équation de la conique (K) de base prend la forme
son premier membre devient un carré parfait. Cette propriété permet de décomposer les équations de certaines courbes.
Par exemple, toute conique doublement tangente à la courbe de base (R) a une équation de la forme
Dans le nouveau système, cette équation deviendra
à''{p — p,Y=[app, + &(o + ,0,) + cY ,
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a ,b ,c , d désignant quatre constantes; ou, en extrayant la racine carrée,
d{p—pi)==appi-+- bip + />,) + c ,
équation de la forme
kppi + Bp -\- CJp^-h'D = 0 .
Ainsi, une équation de cette forme représente une conique doublement tangente à la conique (K), et cette conique se réduit à une droite, si B = C .
Cela posé, soit une courbe déterminée par une équation algébrique en p , p, ,
(5) np,p.)=-Q,
et proposons-nous de déterminer le degré de cette courbe. Il y a deux cas à distinguer, suivant que Téquation est ou n'est pas symétrique par rapport à p et k p^.
Supposons d'abord qu'elle ne soit pas symétrique, et qu'elle soit du degré m en p et m^ en p^ . Pour trouver l'ordre du lieu qu'elle représente, nous allons chercher le nombre de points de ce lieu situés sur une tangente quelconque à la conique (K). Or, une telle tangente est défmie par l'une ou l'autre des équations
A l'hypothèse p = a correspondent m, valeurs de p^ , et par suite m^ points; à la valeur pi = a correspondent de même m points. On a donc en tout m -f- m, points de la courbe sur la tangente, et par suite la courbe est du degré m-{-m^.
Si, au contraire, l'équation de la courbe est symétrique, elle est nécessairement du même degré m en p et en p^ . Les deux hypothèses p=za ,p^=^a donnent les mêmes points; la courbe est seulement du degré m .
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J'omets un cas intermédiaire, où le premier membre de l'équation (5) serait décomposable en facteurs, les uns symétriques, les autres non symétriques en p , pj , et que nous n'aurons pas à considérer.
Réciproquement toute courbe de degré m est représentée par l'équation la plus générale, symétrique en p , p^, et du degré m par rapport à chacune des variables. C'est ce qui résulte des formules (3), et aussi d'un calcul relatif au nombre des coefïïcients arbitraires. Car on reconnaît que l'équation symétrique la plus générale du degré m en p contient
' â arbitraires.
Nous pouvons, à l'aide de ces seules remarques, démontrer plusieurs théorèmes généraux sur les polygones inscrits et circonscrits.
Soit d'abord une courbe d'ordre n, passant par l'intersection de deux faisceaux de n droites Â^ , A^ , . . . , A„ ; Bi , B., , . . . , B„ . Son équation générale sera de la forme
Supposons maintenant que les droites A^ , B,- soient toutes tangentes à la conique (K) ; on pourra poser
( Ai — atti^ + Bai-\- y = u {Ui — p) {at — Pi) ,
{Bi =:7.h^ + p bi + 7 = a (bi — p) {bi — p,) ,
et, en adoptant les notations suivantes,
/ f(p) = (p — a,) ip — a^)... (p — ttn) ,
^ \^(p) = [/k^p-b,)(p-b,)...ip-bn),
réquation de la courbe prendra la forme
OU
Dans cette équation, les variables sont séparées, et, en raisonnant comme à l'article 27, on reconnaîtra qu'on peut la mettre sous la forme
(10) Hpl^lipù
^ ^ ^(p) *iP,)
où l'on a
* (il) = mrp{ti) -h n^ (m) , w{u) = m-^{u) + wy (m) .
La nouvelle équation (10) contient une arbitraire nouvelle, à laquelle on peut donner toutes les valeurs possibles. On peut donc énoncer le théorème suivant :
Si une courbe d'ordre n passe par les n^ points d'intersection de deux faisceaux de n tangentes à la conique (K) ^ elle contient une infinité d'autres systèmes de n^ points formant les intersections de deux faisceaux de n tangentes à la conique (K) .
Par exemple, si une conique contient les quatre sommets d'un quadrilatère circonscrit à une autre conique, elle contient aussi les sommets d'une infinité d'autres quadrilatères circonscrits. Mais nous n'insistons pas sur ces cas particuliers, et nous allons démontrer un deuxième théorème général.
Considérons les courbes d'ordre n passant par tous les points d'intersection de w + 1 tangentes A , A, , . . . , A„ à la conique (K) . L'équation de ces courbes peut s'écrire
^ii; A^^ A, A. "'
où « , «j , . . . a„ désignent n constantes arbitraires.
Mais, les droites A, étant des tangentes à la conique (K), on aura
et l'équation (11) pourra s'écrire
ou, en multipliant par f) — p^,
équation qui est de la forme
f (p) étant un polygone de degré inférieur à celui de w (p) .
Réciproquement, toute équation de la forme précédente pourra être ramenée à la forme (12), et elle représentera une courbe d'ordre n , contenant tous les sommets du polygone circonscrit à la conique (K) , et dont les côtés sont définis par l'équation
Mais l'équation (l^) peut être écrite
f(p) ^ fjpd .
?{p) + Icf{p) f{p>) + kf{p,)'
et, cette nouvelle équation étant de même forme que la précédente, la courbe sera circonscrite au polygone dont l'équation est
f(p)-r-kf{p)---0.
On peut donc énoncer la proposition suivante :
Quand une courbe d'ordre n contient tous les sommets d'un polygone de n + 1 côtés, tous tangents à une conique, elle est circonscrite de la même manière à une infinité d'autres polygones de n +- 1 côtés, formés avec d'autres tangentes à la même conique.
Par exemple, quand une courbe du ¥ ordre contient tous les sommets d'un pentagone, comme un pentagone est toujours circonscrit à une conique, elle contient aussi tous les sommets d'une infinité d'autres pentagones, tous circonscrits à une même conique. D'où il suit, comme l'a fait remarquer M. Lûroth {Mathematische Annalen, t. I), qu'étant donnée une courbe du 4® ordre, on ne peut en général lui inscrire un pentagone dont elle contienne tous les sommets.
La proposition précédente peut être complétée, et nous
allons démontrer qu'étant donnés deux polygones^ l'un de m,
l'un de n côtés {n = m ou < m) , circonscrits à une même conique,
m [m— 1) n [n — 1) on peut toujours par leurs — —^ + ^ — sommets faire
passer au moins une courbe de degré m — i , qui sera circonscrite de la même manière à une infinité d'autres polygones de m côtés circonscrits à la conique.
EIn effet, soient
les équations de degrés m , w , qui définissent les côtés de ces deux polygones, et soit -// [p) un polynôme quelconque de degré m — n. L'équation
(16) /•(/>) y fp.)^(i=.)-A^)?(p)^(p)=-0 ■
définira une courbe satisfaisant aux conditions indiquées, dont l'équation se ramènera à la forme (14), et contiendra m — n paramètres arbitraires. La proposition est donc démontrée.
Par exemple, étant donnés deux triangles quelconques circonscrits à une conique, on peut, par leurs 6 sommets, faire passer une conique qui contiendra les sommets d'une infinité d'autres triangles circonscrits à la même conique que les deux premiers.
Étant donnés un triangle et un quadrilatère circonscrits à une conique, on peut par leurs 9 sommets faire passer une infinité de courbes du 3^ ordre, circonscrites à une infinité d'autres quadrilatères circonscrits à la même conique, etc.
Les théorèmes de Poncelet sont, dans toute leur généralité, une conséquence directe des propositions précédentes. Car supposons qu'une conique (C) contienne les n--\-i sommets d'un polygone de n-i-i côtés, circonscrit à la conique (K), et formé des droites A , Ai , . . . , A„ . Alors on pourra disposer des constantes contenues dans l'équation
de telle manière que la courbe représentée par cette équation ait n points nouveaux sur la conique (G); et, comme elle contient aussi les n -\- 1 sommets du polygone situés sur la conique (C) , cette courbe du degré n aura en tout '2n -\-i points communs avec la conique (C), et par conséquent la contiendra tout entière. Ainsi, avec des valeurs convenables des constantes a,-, l'équation (17) représente une courbe formée de la conique (C) et d'une autre courbe (C) de degré n — 2 . Cette courbe composée (CC) contient d'ailleurs, d'après ce qui précède, les sommets d'une suite continue de polygones tous circonscrits à la conique (K) . Par conséquent, la conique (C) sera circonscrite à chacun de ces polygones; elle contiendra sur chaque côté deux sommets de ce polygone. Les théorèmes de Poncelet se trouvent ainsi démontrés.
Quant à la courbe (C) , on démontrera de la manière suivante qu'elle se compose de coniques (et d'une droite dans le cas des polygones d'un nombre pair de côtés).
L'équation particulière de la conique (C) étant de la forme
^if" + p') +■ Bpp. + Cpp, {p + p.) + D(p + p,)
une tangente p = a\a. coupera en deux points, déterminés par les valeurs p' ,p" de p . Ces deux valeurs sont les coordonnées d'un autre sommet du polygone, et comme il y a entre ces
deux racines une relation de même forme que l'équation (18), le nouveau sommet décrira aussi une conique.
En continuant ce raisonnement de proche en proche, on verra que tous les sommets décrivent des coniques, et que la 'courbe (C) se décompose en coniques. La théorie des équations déduirait, au reste, ce résultat très simplement du fait que l'équation (14), dans le cas qui nous occupe, admet un facteur de la forme (18).
Avant de continuer ces recherches, je reviens sur un point de l'article précédent, qui est susceptible d'être présenté avec une plus grande simphcité. On peut démontrer d'une manière directe et élémentaire le théorème suivant :
Étant donné un polygone formé den-{- 1 droites A , A, , . . . , A„ , et inscrit dans une section conique (C)^ pour tout point de la conique, il y aura entre les polynômes A , Aj , . . . , A„ ^ qui, égalés à zéro, représentent les côtés désignés par les mêmes lettres, une relation de la forme
/.ON a a, CL"" f^
-ix Jrij -fin
D'abord, le théorème est connu pour un triangle. On sait que l'équation de la conique (G) , circonscrite à ce triangle, est de la forme
A Aj A^
Considérons maintenant un quadrilatère A Ai A^ A3, et soit B une diagonale de ce quadrilatère. La conique (C) , étant circonscrite à la fois aux deux triangles A Aj B , B A^ A3 sera représentée par deux équations de la forme :
et, en ajoutant, on voit que Téquation a a. a. a,
— 4- ^ -I ^ -\ ? rr= 0
J\ i\.j Ag J\^
conviendra à tous les points de la conique (C) . •
En passant au pentagone, à l'hexagone, etc., et en raisonnant de la même manière, on établirait pour un polygone d'un nombre quelconque de côtés, w + 1 , l'équation citée plus haut ,
a an_
A. An
C'est la proposition que nous avions établie d'une manière moins élémentaire dans l'article précédent.
On voit avec quelle simplicité le système de coordonnées employé met en évidence les théorèmes de Poncelet, et même des propositions plus étendues. Nous devons maintenant exposer d'autres remarques , qui nous conduiront à des théorèmes analogues, relatifs surtout aux courbes de degré supérieur.
Un des caractères distinctifs du système actuel de coordonnées consiste en ce que les deux variables au moyen desquelles nous déterminons la position d'un point ne sont pas, en quelque sorte, séparées l'une de l'autre. On ne peut pas les distinguer, comme dans d'autres systèmes de coordonnées ; elles sont plus que symétriques, liées, conjuguées l'une à l'autre. D'après cela, l'équation
où A désigne un paramètre variable, fera connaître pour chaque valeur de A un certain nombre n de valeurs de p . Ces n valeurs de p déterminent n tangentes à la conique (K) . La
courbe décrite par les points d'intersection de ces tangentes, quand on fait varier l , aura pour équation le résultat de l'élimination de 1 entre les deux équations
Mais on peut retenir l'équation (20) , qui détermine aussi bien les propriétés de la courbe. On voit qu'à chaque valeur de 1 correspondra un polygone de n côtés, qui se déplacera en demeurant circonscrit à la conique, ses sommets décrivant la courbe considérée. Cherchons l'ordre de cette courbe.
Supposons que l'équation (20) soit du degré w en ^ , et du degré n en p . k une valeur a de p correspondront m valeurs X, , X^ , . . . , A™ de yl ; à chacune de ces valeurs correspondront n — 1 nouvelles valeurs dep, c'est-à-dire que la droite p==a coupera la courbe en m {n — i) points. Ce dernier nombre est donc l'ordre de la courbe correspondante à l'équation (20).
Si m est égal à 1 , l'équation est de la forme
et, en éliminant X entre les deux équations (21), on trouve
f{p)?ip.)-npù?ip) = ^ ■
Ce sont les équations considérées en premier lieu. Nous allons examiner d'autres hypothèses.
Si w = 2, l'équation (20) est de la forme
(22) A.-^ + Bp+C = \] = 0 ,
où A , B , C sont des fonctions de À .
A chaque valeur de l correspondent deux valeurs de p , et un seul point par conséquent de la courbe (U) , par les formules
SUR UKE CLASSE REMARQUABLE
La courbe (U) est donc unicursale; mais la forme précédente d'équation offre l'avantage de conduire presque sans effort à un théorème signalé rapidement par Jacobi dans une lettre à M. Herraite, et qui se rapporte à l'introduction des fonctions ultra-elliptiques dans cette théorie.
C'est un théorème bien connu d'analyse, que, si dans l'équation (22), contenant une des deux variables p au second degré, et l'autre À au degré m, on donne à o une valeur quelconque, à cette valeur de p correspondent m valeurs, /•«i , Xj , ... , Am de X , telles que la somme des intégrales
[où A,- , B,- , G,- désignent ce que deviennent A , B , G , quand on substitue X,- à la place de A, et où cj (/) est un polynôme d'un degré inférieur à [m — 1 ] , étendue à toutes les racines, soit constante, quelle que soit la valeur donnée à la variable p .
En appliquant ce théorème à la question de géométrie que nous avons à étudier, nous voyons que,
Si l'on coupe la courbe unicursale (U) d'ordre n par les tangentes à une conique quelconque (K), la somme des intégrales ultraelliptiques (24)j correspondantes aux n points d'intersection de la tangente et de la courbe (U) , demeure constante quand la tangente se déplace.
Si les fonctions A , B , G sont du second degré, la courbe (U) sera une conique. La somme des deux intégrales elliptiques, correspondantes aux points où elle est rencontrée par une tangente à la conique (K) , demeurera constante. G'est le point de départ de Jacobi dans son Mémoire sur les cercles. Nous ne poursuivrons pas ce mode de démonstration.
Supposons maintenant que l'équation (20) soit du second
degré en À , et d'un degré quelconque n en p , On pourra l'écrire sous la forme
(25) V = ArH-2B). + C = 0,
où A , B , C désignent des polynômes du degré n en p . Cette équation convient, d'après les remarques faites plus haut, à une courbe (Y) de degré 2 (?i — 1) , et Ton reconnaîtra que,
dans le cas général, cette courbe a —^ points doubles à l'intersection des trois courbes, d'ordre n — 1 ,
AB, — BA, AC. — CA, BC, — CB
p — pi P — pi P — Pi
[Dans ces équations A, , B, , G, désignent ce que deviennent A,B,C, quand on y substitue p, à /^ .] La courbe (V) est d'ailleurs circonscrite à une suite de polygones de n côtés, dont elle contient tous les sommets, et qui sont circonscrits à la conique (R). Les côtés de ces polygones sont déterminés par les n valeurs de p qu'on déduit de l'équation (27) pour chaque valeur de X. D'ailleurs, ces valeurs de p satisfont, d'après le théorème de Jacobi rappelé plus haut, aux w — 1 équations
r m{p^dp^ r is{pn)dpn
(26) 1 - +...+ / ii^--^-— — const. ,
/^ (pu dpi ^ _^ r ^{pn)dpn
|/B,^— A,G, ' " J Kb„^ — A,.Cn
où l'on prend pour ry (p) successivement 1 , p , p% . . . , p"-\ Ces dernières équations (26), si on les différentie, ne sont autres que les équations abéhennes considérées si souvent par Jacobi et par M. Liouville. D'ailleurs les valeurs de p, racines de l'équation
B' — AC
déterminent 2w tangentes à la conique (K) , qui sont aussi tangentes à la courbe (Y) , chacune en n — 1 points.
Nous sommes donc conduits à cette conclusion que, dans notre système de coordonnées, les équations différentielles ultraelliptiques (26) sont intégrées par des courbes de l'ordre 2 {n — i) ,
tangentes à 2w tangentes fixes de la conique (K), et à chacune en n — i points.
Par exemple, pour w = 2 , les équations (26) se réduisent à une seule,
dp. dçi„ .
[/B,' — A,C, KB,^ — A,C,
C'est l'équation d'Euler, relative aux fonctions elliptiques. On voit qu'elle est intégrée par toutes les coniques inscrites dans un quadrilatère circonscrit à (K) . L'équation de ce quadrilatère est
B' — AC
Pour w = 3, on a la première classe des fonctions ultraelliptiques. Les équations (26) sont au nombre de deux; les courbes intégrant les deux équations différentielles sont des courbes du 4^ ordre, à i point double, admettant pour tangentes doubles les 6 côtés fixes d'un hexagone circonscrit à la conique (K), etc.
On obtient d'ailleurs sans difficulté, dans tous les cas, l'équation des courbes (V) , c'est-à-dire la relation entre P , pi, convenant à tous les points de ces courbes. II suffira d'exprimer que les deux équations en l ,
Aâ» + 2Bà + G=:0, A,r-H2Bj). + Ci = 0 ,
ont une racine commune, ce qui donne
(AC,--GAJ^ = 4(AB, — BAJ (BC, — CB.) .
Cette forme met en évidence le facteur à supprimer {p — p,)% qui, égalé à zéro, donne la conique de base (K) . La suivante,
BB, — AC, -CA
passe par les 2?i' points de contact des 2w tangentes multi-
pies avec la courbe (V) et avec la conique (K) . Par exemple, pour w — 2 , on a la conique qui contient les 8 points de contact des coniques (K) et (V) avec leur quadrilatère circonscrit commun.
Examinons d'une manière un peu plus détaillée les courbes du ¥ ordre à 1 point double (V^) , que nous venons de rencontrer pour w = 3, et qui ont fait Fobjet des recherches récentes de MM. Brioschi et Cremona.
Nous voyons qu'elles sont circonscrites à une suite continue de triangles, dont les côtés sont tangents à la conique (K) . Car, l'équation
étant ici du 3® ordre en p , à chaque valeur de / correspondent trois valeurs de o , et par conséquent trois tangentes à la conique (K) . Ces tangentes forment un triangle dont les sommets décrivent la courbe (V,j . Mais on doit se demander si ce mode de génération donne la courbe la plus générale du 4® ordre à 1 point double, et la réponse est affirmative.
Considérons d'abord une courbe générale du 4® ordre. On sait, depuis les belles recherches de Hesse, de Steiner, etc., que cette courbe peut être engendrée, et de plusieurs manières, comme enveloppe d'une suite de sections coniques, représentées par une équation de la forme
(30) H + Dm + Em^=0,
où m est un paramètre variable, et H , D , E des polynômes du second degré par rapport aux coordonnées ordinaires. Ces coniques sont telles qu'il en passe deux par un point quelconque du plan. Chacune est tangente à la courbe enveloppe du 4® ordre en 4 points a^ , a^ , aj , a^ , variables avec m .
Mais il est clair que toutes les coniques représentées par
l'équation (30) font partie du réseau déterminé par trois d'entre elles, et par conséquent que les cordes de ces coniques a.^tL^ , a^ag , ... enveloppent la courbe, en général du 6® ordre et de la 3® classe, qu'on appelle la cayleyenne du réseau. Ainsi toutes les tangentes à la cayleyenne coupent la courbe du ^^ ordre en quatre points, qui se déterminent par groupes de deux. Cette remarque établit une correspondance digne d'étude entre une courbe de 3^ classe, la cayleyenne, et la courbe du 4^ ordre.
Dans le cas où la courbe du 4^ ordre a un ou plusieurs points doubles, il y a toujours un système au moins de coniques inscrites dans la courbe et contenant toutes un seul des points doubles, que nous appellerons a . Ces coniques déterminent un réseau, et, comme elles passent par un point fixe, la cayleyenne se réduit à une conique (K) . Alors chaque conique est tangente à l'enveloppe en trois points seulement «j , a^ , «3 , et les droites qui joignent ces trois points enveloppent la conique (K) . C'est le mode de génération qu'il s'agissait de retrouver.
Nous pouvons d'ailleurs exprimer les coordonnées ordinaires d'un point de la courbe (V,) en fonction d'une arbitraire, de la manière suivante.
Donnons-nous une des racines o = u de l'équation (29). En résolvant cette équation par rapport à / , /. sera exprimé par une fonction de u, contenant la racine carrée d'un polynôme du 6^ degré en u. Mais, si l'on considère À comme connu, l'équation du 3® ordre en p aura trois racines i* , p , p,. Supprimant la racine u , ppj et c + ^^ seront donnés en fonc- -tion rationnelle de t* et de A , ou, si l'on veut, en fonction de u et d'un radical carré du 6^ degré en u. Or, une fois connus pp, , p -f p, , on a, par les formules (3), les coordonnées ordinaires d'un point de la courbe.
Le système de coordonnées examiné ici se prête d'une manière très simple à la résolution de toutes les questions concernant les polygones circonscrits aux coniques. En voici un nouvel exemple.
Supposons qu'on se propose, étant données deux courbes (W) , (Wj) , de trouver le lieu décrit par le troisième sommet d'un triangle circonscrit à la conique (K) , et dont deux sommets décrivent les courbes (W) , (W,) .
Soient
les équations des deux courbes, et considérons le triangle circonscrit ABC dans une de ses positions. Les coordonnées des trois sommets seront, par exemple,
pourA, ...f, ,p,;
pour B , . . . p , p, ;
pour G , ... 0 , Pj .
Alors, si le point A décrit la courbe (W), on devra avoir
A^,^2) = 0, ou /•(p.3,p,) = 0 .
De même, si B décrit (W,) ,
? (p 5 P2) = 0 , ou f (p, , r>) ^ 0 .
Pour avoir le lieu décrit par le troisième sommet, il faudra donc éliminer p^ entre les deux équations
ou entre les deux suivantes,
(31') • f(F.,pù = 0, f(p,,p) = 0.
Ce second système est identique au premier, si les équations sont symétriques. Dans tous les cas, la question est, on le voit, ramenée à une simple élimination.
Par exemple, supposons que (W) , (W,) soient des droites ou des coniques doublement tangentes à (K). On aura à éliminer pj^enire deux équations
ce qui conduit évidemment à une relation de même forme entre p et pi .
Nous obtenons, par suite, le théorème bien connu suivant : Si un triangle est circonscrit à une conique (K) , et que deux de ses sominiets décrivent des droites ou des coniques doublement tangentes à la proposée^, le troisième décrira aussi une conique doublement tangente à la proposée (K) .
Supposons maintenant que les deux courbes (W) , (W,) soient deux coniques, inscrites dans un même quadrilatère circonscrit à (K) . Nous avons trouvé Téquation de ces coniques (27). En intégrant cette équation, on voit qu ici le système (31) sera de la forme
P[PÙ-^ipù = -, -F{p,) + ¥[p) = ^.
En éliminant p^ , nous trouvons l'équation
qui représente une conique inscrite dans le même quadrilatère que les trois premières. C'est le théorème de Poncelet sous sa forme la plus complète, et la méthode suivie s'étend, on le voit, à d'autres questions.
Au moyen des remarques précédentes, nous pouvons aussi interpréter toute substitution faite sur l'une des variables. Soit
l'équation d'une courbe (V). Si l'on substitue à pi la variable p2 , liée à la première par l'équation
le résultat de la substitution définit une courbe nouvelle (V) ,
et il est clair que (V) est le lieu décrit par le troisième sommet d'un triangle circonscrit à (R) , et dont deux sommets décriraient les courbes (V) , (U) ; ou plutôt, c'est, d'après ce qui précède, une des deux courbes dont se compose le lieu complet.
On verra ainsi que toute courbe du 4® ordre à deux points doubles peut être considérée, et d'une infinité de manières, comme le lieu décrit par le troisième sommet d'un triangle circonscrit à une conique (K), dont un sommet décrit une conique quelconque, et l'autre une conique doublement tangente à (K). J'indique seulement ce mode de génération, dont la démonstration exige quelques développements, qui sont donnés à la fin de cette note.
Nous avons vu comment l'équation différentielle d'Euler
(32) -Tdrrr + -— = = 0 \^f{p) ^f(pù
admet pour intégrales générales les coniques inscrites dans le quadrilatère circonscrit à (R) et défini par l'équation
Si ce quadrilatère a pour deux de ses sommets opposés les points circulaires de l'infini, les coniques intégrales seront homofocales à (K) .
On doit à M. Chasles deux beaux théorèmes, qu'on n'a pas encore essayé de démontrer par la considération des fonctions elliptiques. L'un de ces théorèmes peut s'énoncer ainsi :
Étant données deux coniques homofocales (C) , (K) , si de deux points a , a' de l'une (C) on mène des tangentes à l'autre, on forme un quadrilatère, dont les autres couples de sommets opposés 6 , 6', c , c' sont aussi sur des coniques homofocales
aux proposées. Cette importante proposition se démontre sans difficulté de la manière suivante.
Soit la conique (K) et le quadrilatère défini par l'équation (33). Toutes les coniques inscrites dans ce quadrilatère seront représentées par l'équation
J yf{p) J \
en sorte que, pour deux points (p , p,) (p', p',), situés sur une conique, on aura
J \^np) J yfip.) J yfip') J yfip'ù
ce qu'on peut écrire
J y'fV) J ^W) J ~^7(h) J ynp\)
Cette dernière équation exprime le théorème qu'il s'agissait de démontrer. Elle signifie que la conique qui passe par le point (p , p') et qui est inscrite dans le même quadrilatère que les premières, passe aussi par le point (p^ , p/). Or ces deux points sont deux sommets opposés du quadrilatère formé par les quatre tangentes p , p' , Pi , p'; ; ce qui démontre la proposition indiquée.
On peut aussi faire intervenir le théorème d'Abel de la manière suivante.
En vertu de l'équation (35), on devra avoir l'identité
(36) {kx^ 4- Ba; + C)^ - f{x) = D (x—p) (x—p,) {x — p') {x — p\) ,
et la symétrie de cette identité prouve immédiatement le théorème. Mais nous allons déduire de l'identité (36) la démonstration d'un autre théorème de M. Chasles. Posons
f {x) = {x — a) (x — b){x-^a') (x— h') .. CT(a;) ■=J){x — p) {x — p'){x — p^) {x — p\) .
L'identité (36) pourra s'écrire
(37) {kx' + Bx + CY — ^ (x) = (x — a) (,x — b)(x — a') (x—b'),
et cette identité, toute semblable à la précédente, exprime que, dans le quadrilatère
on peut inscrire une conique passant par deux sommets opposés {a ,b) , {a\ h') par exemple, du quadrilatère primitif
d'où le théorème suivant :
Étant données deux coniques (C) , (K) , si de deux points de (C) on mène des tangentes à la conique (K) , elles forment un quadrilatère dans lequel on peut inscrire une conique passant par deux quelconques des sommets opposés du qua-
drilatère (C)(K)
En transformant par l'homographie, on a le théorème de M. Chasles :
Étant données deux coniques homofocales, si de deux points de l'une on mène des tangentes à l'autre, on forme un quadrilatère circonscriptible à un cercle.
On sait que cette proposition comprend comme cas particulier les propriétés métriques focales.
Les théorèmes de géométrie que nous venons de démontrer s'étendent aux courbes plus générales que nous avons examinées, et qui correspondent aux équations abéliennes. On pourra consulter à ce sujet l'article présenté à la Société Philomathique (séances du 25 mai et du 8 juin 1872).
xm.
Le système de coordonnées précédent trouve une application intéressante dans Tétude de quelques courbes, et, en particulier, de celles du quatrième ordre à deux points doubles.
Supposons qu'on ait à examiner une équation non symétrique en-p , Pi . Une telle équation pourra toujours se mettre sous la forme
(38) fip , pj + {p — p,)zn(p ,pd=0 ,
où f et u sont des fonctions symétriques. Elles s'expriment donc en fonction rationnelle des coordonnées ordinaires, tandis que 0 — Pj est la racine carrée du premier membre de l'équation de la conique (K) . En élevant au carré pour rendre l'équation rationnelle, nous aurons l'équation
(39) ^^_(^_^,)V^^0, ou
(40) P* — KQ-' = 0.
La courte qu'elle représente est tangente à la conique (K) en tous les points où elle la rencontre. Elle a des points doubles à l'intersection des courbes P et Q .
Par exemple, si l'équation (39) est du second degré en p et en Pi, mais non symétrique, elle représentera une courbe du ¥ ordre ayant deux points doubles à l'intersection de la conique P— 0 et de la droite Q = 0, et cette courbe du 4® ordre sera tangente en quatre points à la conique (K) .
Réciproquement, toute courbe du quatrième ordre à deux points doubles peut être représentée, et d'une infinité de manières, par une équation de la forme (38). Car il y a une série de coniques inscrites dans la courbe, et ne passant par aucun des points doubles; soit (K) l'une quelconque de ces coniques. L'équation de la courbe du 4^ ordre pourra se mettre sous la forme (40) et par suite sous la forme équivalente (38). Ainsi, il suffit de prendre pour conique de base de notre système une quelconque des coniques tangentes à la courbe en quatre points.
Nous rencontrons ici un fait intéressant dans la théorie des courbes du 4® ordre à deux points doubles, et ce fait
se rattache aux différents modes de génération qu'on a proposés pour les décrire. On sait (en supposant que les deux points doubles soient les points à l'infini sur le cercle) qu'elles sont anallagmatiques par rapport à quatre pôles différents. Par suite, pour toute droite passant par chacun de ces pâles, l'équation du 4^ ordre qui détermine les points d'intersection de la droite et de la courbe se résout par des extractions de racines carrées.
C'est là un fait analytique remarquable en lui-même. Les recherches précédentes lui donnent une réelle extension ; car elles démontrent que la même propriété appartient aussi aux droites tangentes à l'une quelconque des coniques inscrites dans la courbe du 4^ ordre.
Soit, en effet,
/■(p,pj = 0
l'équation de la courbe, du second degré, mais non symétrique en p , 0^ .
Une tangente quelconque à la conique (K) sera définie par l'une des équations
En prenant successivement p = a , p^ = a, on aura à résoudre deux équations du second degré, qui donneront chacune deux des quatre points d'intersection de la droite et de la courbe.
Ainsi, étant donnée une courbe du ¥ ordre à deux points doubles et une conique inscrite (K), toutes les tangentes à cette conique couperont la courbe en quatre points, se déterminant par des extractions de racines carrées. Quand la conique (K) se réduit à deux droites, ses tangentes viennent passer par le point de rencontre de ces droites, et l'on obtient le mode de génération dû à MM. Salmon et Moutard.
11 suit de là que, étant donnée une droite quelconque dans le plan de la courbe, l'équation du 3^ degré qui détermine les trois coniques (K) , inscrites dans la courbe et tangentes à la droite, est la résolvante de l'équation du ¥ degré, faisant
connaître les points d'intersection de la droite et de la courbe. (Voir l'article 41 pour des remarques analogues relatives aux cyclides.)
Enfin, on peut déduire des remarques qui précèdent un mode de génération des courbes étudiées ici.
Si l'on fait correspondre anharmoniquement les cercles passant par deux points a , a' aux tangentes d'une conique (K), les intersections des cercles avec les tangentes correspondantes décrivent en général une courbe du 5® ordre. Mais, si la droite aa' est tangente à la conique (K) , et, en outre, si la droite aa" , considérée comme tangente, correspond au cercle de rayon infini passant par a, a', la courbe du 5® ordre se décompose dans la droite aa' et en une cyclique circonscrite à la conique (K) .
En terminant ce qui se rapporte aux courbes du ¥ ordre, nous allons démontrer le mode de génération de ces courbes indiqué à l'article 12 de cette Note. Soit
l'équation de la courbe proposée. Cette équation n'est pas symétrique, mais on peut la déduire d'une équation symétrique
(42) F(p,p',)=,0, par une substitution d.e la forme
(43) Ap,p', + B/), 4-Cp', 4- D = 0 .
Cette substitution analytique, d'après les remarques faites plus haut, nous montre que la courbe est décrite par le sommet libre d'un triangle circonscrit à la conique (K) , dont l'un des sommets décrit une conique quelconque (42), et l'autre une conique (43), inscrite à (K) . Ainsi,
La courbe du 8® ordre décrite par le troisième sommet d'un triangle circonscrit à une conique (K) , dont l'un des sommets décrit une conique quelconque (C) , l'autre une conique (C) doublement tangente à (K), se compose de deux courbes du
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4® ordre à deux points doubles. Réciproquement, toute courbe du ¥ ordre à deux points doubles peut être engendrée comme nous venons de l'indiquer.
Notons encore une conséquence de l'équation (41). Si l'on donne à p une valeur quelconque, on trouve pour o^ deux valeurs, entre lesquelles il y a une relation symétrique du second degré. Donc,
Étant donnée une courbe du ¥ ordre à deux points doubles et une conique (K) , inscrite dans la courbe, si des points où une tangente à (K) coupe la courbe on mène de nouvelles tangentes à la conique, ces tangentes forment un quadrilatère dont deux sommets opposés décrivent des coniques.
Mote III.
&ur la démonstration directe des théorèmes de géométrie sphérique exposés dans la troisième partie.
Dans la Troisième Partie (art. 33 à 38), nous avons donné quelques propositions de géométrie sphérique, que nous avons déduites des théorèmes analogues déjà démontrés pour les courbes planes (art. 27 à 32), Il ne sera pas inutile de montrer comment l'emploi du système de coordonnées étudié dans la Note précédente peut conduire à une démonstration directe des propositions relatives à la géométrie de la sphère, données dans la Troisième Partie. Mais auparavant nous allons exposer quelques remarques relatives à la perspective plane des figures tracées sur la sphère.
Étant donnée une sphère (S) de centre 0, projetons ses différents points sur un plan P, par des droites contenant le centre 0 , Alors à tout point m de la sphère correspondra un seul point M du plan. Mais ce point M aura pour homologues sur la sphère les deux points diamétralement opposés m ,m', situés à l'intersection de la sphère (S) et du diamètre OM. On a donc un mode de représentation de la sphère sur un plan qui a été étudié surtout par M. Chasles, et, en dernier lieu, par M. Glebsch. Les points à l'infini de la sphère se projettent suivant ceux d'un cercle (R) , intersection du plan de perspective (P) et du cône asymptote de la sphère. Les grands cercles de la sphère se projettent suivant des droites, et les petits cercles suivant des coniques doublement tangentes au cercle (K) .
Les génératrices rectilignes de la sphère se projettent suivant les tangentes au cercle (K) , et chacune de ces tangentes est la perspective de deux génératrices rectilignes de la sphère (S) , qui sont diamétralement opposées et de systèmes différents.
D'après cela, si Ton emploie, pour déterminer les points à la surface de la sphère, le système de coordonnées formé des deux séries de génératrices rectilignes, de telle manière que la première des coordonnées demeure constante pour tous les points d'une génératrice rectiligne de l'un des systèmes, et la seconde pour tous les points d'une génératrice de l'autre système ; à ce système de détermination des figures sphériques correspondra, dans le plan qui est la perspective de la sphère, le système de coordonnées qui a été étudié dans la Note précédente, et dans lequel on détermine un point par l'intersection de deux tangentes à la conique (K). Nous allons tout d'abord examiner la liaison entre les deux systèmes de coordonnées.
Soit un point du plan (P) , ayant pour coordonnées p , p, , définies dans la Note précédente. La tangente T au cercle (K), déterminée par la coordonnée p , est la perspective de deux génératrices du premier et du second système de la sphère t,t'. De même la tangente T^ , correspondante à p,, est la projection de deux génératrices rectilignes t^ , t\. Donc le point M du plan intersection de T , T, est la projection de deux points m , m' de la sphère, m , intersection de f , f , ; m' , de f ' , Jj .
Ainsi, notre système de coordonnées symétriques p , Pi, qui détermine sans ambiguïté un point du plan, ne conserverait pas cette propriété sur la sphère. Pour faire disparaître cette difficulté, nous conviendrons qu'en déterminant le point M par les coordonnées p , Pi , la tangente définie par la première coordonnée p sera toujours la projection d'une génératrice rectiligne du premier système de la sphère; et au contraire, à
la tangente correspondante à p, on fera correspondre une génératrice rectiligne du second système. Alors à un système (p , p,), définissant un seul point M du plan, correspondra aussi un seul point m de la sphère. Mais au système (pi ,p), définissant le même point M du plan/ correspondra le point m' de la sphère, diamétralement opposé au point M.
Étant donnés deux points A , B de la sphère, définis par les coordonnées p , Pi ; p', p'i , les points associés A', B' auront pour coordonnées p , o\ ; p', p^, et les points diamétralement opposés à ces dernier , p'i , p ; pi , p'.
Examinons maintenant les propriétés métriques relatives à ces systèmes de coordonnées. Nous allons rappeler les définitions importantes déjà données d'après M. Cayley (art. 61).
Étant donnés deux points dans le plan et la conique (K), appelons distance des deux points M , M' la fonction ^ définie par l'équation
R étant le rapport anharmonique des points M , M' et de ceux où la droite MM' coupe la conique (K) .
De même, étant données deux droites, appelons angle ^e ces deux droites la fonction Y, définie par l'équation
R' désignant le rapport anharmonique formé avec les deux droites et les deux tangentes menées de leur point de rencontre à la conique (K) .
Ces définitions subsistent quand on soumet la figure entière à une transformation homographique; car on sait que l'homographie ne change pas les rapports anharmoniques. Si l'on soumet, au contraire, la figure à une transformation par
polaires réciproques, les angles se changent en distances, les distances en angles.
Ces définitions étant admises, on reconnaît sans peine que deux points m ,n de la sphère se projettent suivant deux points M , N du plan, tels que l'arc mn de la sphère soit égal à la distance MN , prise par rapport au cercle (K) et telle que nous venons de la définir. De même, deux grands cercles de la sphère se projettent suivant deux droites faisant le même angle que les deux grands cercles, pourvu qu'on mesure l'angle des droites par rapport au cercle (K) .
Ainsi la géométrie de la sphère est identique à cette géométrie plane, dans laquelle on prend le cercle (K) pour conique absolue^ suivant la définition de M. Cayley.
Il résulte de là que, dans la suite, nous pourrons considérer à volonté soit les figures planes, soit les figures sphériques comme rapportées à notre système de coordonnées, et nous obtiendrons en même temps les propriétés métriques des figures planes dans la géométrie de M. Cayley, et celles des figures sphériques avec les notions ordinaires d'angles et de distances.
Proposons-nous d'abord de déterminer la distance de deux points M , M' par rapport à une conique (K). Soit, comme dans la Note précédente,
(1) pî— 4a7 = 0
l'équation de la conique, et a , § , y , a', P', y' les coordonnées de M et de M'. Tout point de la droite MM' aura pour coordonnées a + Xa', P + XP', y + Xy', et, en exprimant que ce point satisfait à l'équation (1), on aura
(2) rO-S"^— 4a'7') + 2>(|3P'— 2c/.v'— 27a') + fi' — ^uy=zO .
Cette équation détermine les deux valeurs de 1 correspondantes aux deux points d'intersection de la droite MM' et de
la conique (K) , et, d'après les principes connus, le rapport anharmonique de M , M' et de ces deux points sera égal au rapport des racines de l'équation précédente. En appelant r ce rapport, on a
On déduira de là la valeur de r, puis la distance è des deux points, par la formule
ex 0
(4) e z=zr .
En raisonnant de la même manière, on trouvera que l'angle Y des deux droites définies par les équations
est donné par la formule
où
(1 + r')* 2ww' — mp' — pm'
r' {n^ — mp){n'^ — m'p')
Voyons maintenant ce que deviennent ces formules dans notre système de coordonnées. Il suffit évidemment, pour avoir la distance des deux points définis par les coordonnées p , Pi , a , aj , de substituer aux coordonnées ordinaires leurs expressions en fonction de p , Pi , a , «i , ce qui se fait sans difficulté. On trouve ainsi, presque sans calcul,
(7) sin=s__(p— OC^-^O.
(8) cos^
A la surface de la sphère, à sera l'arc joignant les deux
points; 2 sin;^ la corde, c'est-à-dire la distance rectiligne des
deux points. On voit que les seconds membres de ces formules et leurs inverses sont les six rapports anharmoniques qu'on peut former avec les quantités p , o, , a , «i .
Examinons maintenant un autre problème, et proposonsnous, étant données deux droites, se coupant en un point (p , p,) et passant l'une par le point (a , a,), l'autre par le point (p , §,), de trouver l'angle qu'elles forment entre elles. Appliquons les formules (5) et (6). Pour la première de ces droites, on a
W — a«, — fjpi ,
P = PPiC^' + ^i) — (p + pJ^^i »
et pour la seconde on a des valeurs semblables de m\n' ,p'. En substituant ces valeurs dans la formule (6), on trouve
^'"^ r' - MM.
OU
Kp — V (p — «i) (pi
-^)(Pi — «) (pi
et, par suite.
^ = 77" ou lïT ■
On a àonc
(11) -^'-^^Ti'^^W/
Le double signe correspond aux deux sens dans lesquels on peut considérer l'angle des droites, ou celui des grands cercles de la sphère se projetant suivant les droites.
Nous avons obtenu l'expression de la distance de deux points et de l'angle de deux droites dans notre système de coordonnées. Au moyen de ces expressions, convenant aussi aux figures sphériques, on démontrera sans difficulté les pro-
positions de la Troisième Partie. Nous nous contenterons d'éiablir l'équation fondamentale (69) de l'article 33.
Soit un triangle sphérique ABC, dont les sommets ont pour coordonnées a , a, ; ^ , pi ; y , 7, . D'après la formule (11), les angles A , B , G de ce triangle seront donnés par les formules
« — V) (a, — p) (a — 7,) (aj — /3j
d'où il suit, en multipliant membre à membre, et en appelant S l'aire du triangle ABC ,
2tS (« -
■yriy-^Yi'^—.y
Or, soient M , M' deux points de la sphère, de coordonnées /j , p pour M , et jSj , / pour M'; et soient â , d' les arcs AM , AM'. D'après les formules (7), on aura
sm"
et par suite
sm^—
sm
sin-
Les points B',G', associés à B,C, ont pour coordonnées Pi/iî/j^i; l6s points M , M' sont donc diamétralement opposés à B', G', et nous retrouvons la formule de l'article 33.
Il est à remarquer qu'en extrayant la racine quatrième des deux membres de l'équation (12), nous avons choisi une racine
particulière du second. Ce choix se justifie ; il suffit de supposer que le troisième sommet C du triangle vienne se placer sur l'arc AB . Les deux membres deviennent alors égaux à l'unité.
On peut encore appliquer les remarques précédentes à l'interprétation de certaines équations considérées soit dans le plan, soit sur la sphère.
Nous avons vu, dans la Note précédente, que l'équation
peut représenter, dans certains cas, des coniques inscrites dans un même quadrilatère circonscrit à la conique (K) . La même équation représentera alors sur la sphère des coniques homofocales.
Supposons que, dans l'équation (13), /"(p) et 9 (p) soient de degré 2î^. Alors les coniques planes seront circonscrites à un polygone formé de 2w tangentes à (K) , et se partageront tous les sommets de ce polygone. Les coniques sphériques seront circonscrites à un polygone formé de 2î^ génératrices rectilignes. Si l'on désigne, par exemple, ces génératrices par les nombres l,2,3,...,2ii,la première conique contiendra les sommets (1 2) , (2 3) , ... ; la seconde , (1 3) ,(24), (3 5) , ... ; la troisième, (1 4) , (2 5) , .... Or l'équation (13) peut s'écrire
{p-bi)(p-b\) • {p,-b,){p,-b'i)
et y si l'on tient compte de la formule (11), on voit que l'équation précédente exprime la propriété suivante.
Formons les n segments dont les extrémités sont les points (a,- , a\) et (6, , b',) . La somme des angles sous lesquels on
voit ces segments d'un point de la courbe est égale à un multiple de tï .
Nous avons donc le théorème suivant :
Soit une conique (C) , circonscrite à une série de polygones d'un nombre pair de sommets, circonscrits à une conique (K) . Soient Ai , . . . , A„ , w sommets, pris de deux en deux, de l'un de ces polygones; Bi , . . . , B„ , w sommets, choisis de la même manière, d'un autre de ces polygones. La somme des angles [par rapport à (K)] sous lesquels on voit d'un point de la courbe les segments AjEj . .. , A„B„, est égale à un multiple de %.
On peut généraliser ce théorème en prenant tous les sommets, et alors il s'applique aux polygones d'un nombre impair de côtés. Mais il est surtout utile sous la forme précédente.
Si nous nous proposons d'appliquer cette proposition aux coniques sphériques, nous voyons tout d'abord que, si une conique sphérique est circonscrite à un polygone formé de 2w génératrices rectilignes de la sphère, n sommets au plus de ce polygone peuvent être réels. En joignant ces sommets réels aux sommets correspondants de tout autre polygone inscrit, on formera des segments qui seront vus de tout point de la conique sphérique sous des angles dont la somme sera un multiple de u. Le lieu complet des points tels que la somme de ces angles soit un multiple de % se composera de cette conique et d'autres coniques homofocales.
Enfin, une application de ce même théorème peut être faite à la théorie de certaines surfaces du second degré, qu'on définit de la manière suivante.
Soit une quadrique (Q), coupant le cercle de l'infini suivant une conique (C), et supposons, ce qui n'a pas lieu en général, que la conique (C) soit circonscrite à une série de polygones d'un nombre pair 2w de côtés, circonscrits au cercle de l'infini, que nous appellerons ici (K) . Soient deux polygones inscrits à (C) et circonscrits à (K) , et formons avec leurs sommets les n segments A , B, , . . . , A„B„ , définis précédem-
ment. Les extrémités de ces segments sont sur la conique (C), et par chacune de ces extrémités A,-,B,onpeut faire passer une génératrice rectiligne de (Q), d'un système donné. Appelons ces génératrices a,- , p,-, etc. Alors la génératrice d'un système opposé, passant par un point M de (C) , rencontrera toutes les droites fixes a,- , p,- , et les plans passant par celte génératrice et par les droites a,-, p, auront pour traces sur le plan de Tinfmi les droites MA, jMB;. Donc l'angle des plans (M , «f) , (M , §,) est le même que celui des droites MA,- , MB^ , mesuré par rapport au cercle de l'infini. En appliquant donc le théorème déjà donné, nous avons la proposition suivante :
Quand une quadrique est circonscrite à un polygone de 'in sommets circonscrit au cercle de l'infini, on peut, et d'une infinité de manières, choisir sur cette quadrique deux groupes de n génératrices d'un même système, tels que les plans passant par un point de la surface et les génératrices du premier groupe forment avec les plans passant par le même point et les génératrices du second groupe des angles dont la somme soit égale à un multiple de % .
Par exemple, les hyperboloïdes étudiés par M. Chasles (Journal de Liouville, i'^ série, t. I, p. 324), lieux des points tels que le rapport de leurs distances à deux droites fixes soit constant, sont circonscrits à une série de quadrilatères circonscrits eux-mêmes au cercle de l'infini. Ils ont un axe de symétrie perpendiculaire aux deux droites fixes, et, si l'on prend deux de leurs génératrices quelconques d'un même système, l'angle sous lequel on verra ces droites d'un point variable de la surface est égal à celui sous lequel on voit leurs symétriques par rapport à l'axe de symétrie, qui est perpendiculaire aux deux droites fixes.
2i8 SUR UNE CLASSE REMARQUABLE
Mote IV.
Sur quelques surfaces remarquables du second degré et sur les cyclides correspondantes.
Les résultats obtenus dans la Troisième Partie sont fondés sur une propriété importante de la fonction qui exprime le carré de la distance de deux points, en géométrie plane. Cette fonction, quand les deux points sont dans un plan, se décompose en un produit de deux facteurs linéaires. Une telle décomposition ne peut plus se faire quand les deux points que l'on considère sont situés d'une manière quelconque dans l'espace. Mais nous allons voir qu'elle subsiste quand on considère les distances des points de l'espace à des droites.
Soient, en effet,
^'^ {?' = yx + B'îj + C'z + D' = 0
les équations d'une ligne droite. En appliquant les méthodes de la géométrie analytique, on trouvera la formule suivante, qui donne la distance § d'un point (x , y , z) a la droite,
,_ (AT — APO^ + (B'P — BP^)-^ + (C'P — CP')^ "" (A^ + B^ + G") (A' ^ 4- B'' + Cr) — (AA' + BB' + GC f
_ (A^+B'+G^)P'^+(A^-^+B'^+G"^)P'— 2(AA'+BB'+GG0PP' _ ~ (A'-rB'4-C')(A'^+B'' + G'2) — (AA'+BB' + GG')"
Cela posé, supposons qu'on ait choisi, pour déterminer la droite, les deux plans qu'on peut mener par la droite tangentiellement au cercle de l'infini. Ces plans sont distincts, tant
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que la droite ne rencontre pas le cercle de l'infini. Supposons que ce soient les plans (P) , (P') . On aura alors
et la formule (2) deviendra
PP
AA' + BB' + ce
On voit que le carré de la distance d'un point à une droite fixe se décompose en deux facteurs linéaires par rapport aux coordonnées du point. Ces facteurs sont évidemment imaginaires.
Réciproquement , étant donnés deux plans quelconques (P) , (P') , tangents au cercle de l'infini, le produit PP' des premiers membres de leurs équations représente, d'après la formule (4), une quantité proportionnelle au carré de la distance à leur droite d'intersection.
Soient § , d' deux droites définies, l'une par les plans P , P', l'autre par les plans Q , Q', ces quatre plans étant tangents au cercle de Finfini. Les plans P,Q;P',Q' déterminent deux droites §",§'", qui forment un couple associé au premier. De même, les combinaisons P , Q' ; Q , P', déterminent deux nouvelles droites §'" , è^, formant un nouveau couple. Ces six droites forment les trois couples d'arêtes opposées d'un tétraèdre circonscrit au cercle de f infini, et ces droites associées donnent lieu à plusieurs propriétés.
Par exemple, on a, en désignant par èi la distance d'un point de l'espace à la droite correspondante,
S^â'-'— ^PP'QQ' , 5"25"=A;,PP'QQ' ,
k , k^ étant des constantes que la formule (4) apprend à déterminer.
Donc
(5) 5"S"'=i:/iSS' ,
et nous sommes conduits au théorème suivant :
Etant données deux droites quelconques de l'espace, si par
ces droites on mène les plans tangents au cercle de l'infini, on forme un tétraèdre tel que les produits des distances d'un' point aux trois couples d'arêtes opposés conservent des rapports constants quand le point se déplace dans l'espace.
Étudions ces plans tangents au cercle de l'infini. . Voici comment on peut former leur équation la plus générale. Soient (P) , (P') deux plans rectangulaires quelconques, et désignons par j) ,p' les distances d'un point de l'espace à ces plans. On aura des équations de la forme
p r=a?C0SaH-yC0S|5 + 2COS7 — h ,
où
ces' Cf. + cos'p + ces' 7 = 1; et de même,
p' =:XCOScf.' +yC0S^' -\- ZGOSy' — li' .
D'ailleurs
ces a ces a' -f- COS|3COS/3' -4- COS7 COS7' = 0 .
Cela posé, l'équation d'un plan (P) tangent au cercle de l'infini est
(6) ? = l{p + ip'),
où >, est une. constante réelle. Celle du plan conjugué P' est
(7) V =zl{p — ip') .
Appelons maintenant $ la distance du point {x ,y , z) à la droite (p ,p') ou (P , P') , et w l'angle que fait avec le plan (p) le plan passant par ce point et par la droite. On a
p=zSC0Scù, p'=.Bsmeo, et par suite
(8) P = ).Se'", P'— Ue"''"' d'où
PP'=:V
formules dont la première seule n'avait pas été établie plus haut.
Si, pour un second point {oo^,y^,z^) les fonctions P , P' prennent les valeurs P, , P', , et ^) , o les valeurs r\ , (.,, , on a
et par suite,
c) — (^j est l'angle sous lequel se coupent les deux plans passant par la droite (P , P') et par les deux points considérés. L'équation précédente exprime un théorème connu.
Associons à la droite (P , P') une seconde droite (Q , Q'), définie de la même manière. On aura ici
et par suite
St(w4-M') PQ
Les droites (P , 0) , (?'> Q') forment un couple associé aux deux premières. Nous avons dans le second membre, à un facteur constant près , le rapport des carrés des distances du point {x ,y ,z) k ces droites.
Donc si l'on a deux droites d , §' , et un couple de droites associées è" , (J'", le rapport des distances d'un point quelconque de l'espace aux deux droites ù , §' est une fonction ke''-^'^^'^ de la quantité w -f w' . Ces angles o , w' sont ceux que font les plans passant par le point variable et les droites ô" , $'\ respectivement avec des plans fixes passant par ces deux droites.
Si^ et §' deviennent imaginaires conjuguées, un des couples associés sera formé de droites réelles, et l'on pourra remplacer le rapport des distances à deux droites imaginaires par une fonction imaginaire des éléments géométriques réels w , w'.
D'après cela, étant donnée une surface telle que le produit des distances d'un de ses points à n droites ôi , .. . ,dn soit
proportionnel au produit des distances du même point à n autres droites 5'j , . . . , cl'„, on pourra dire qu'analytiquement cette définition revient à la suivante :
On a 2w droites ^^ , s^ y . . . , Sf^n (associées aux couples rji , §\) , Pour chacune, on mesure Tangle que fait le. plan déterminé par elle et par un point quelconque M de la surface avec un plan fixe parallèle à la droite. La somme de ces angles, comptés dans un sens déterminé, est constante.
Mais, comme les droites servant à Tune au moins des deux définitions sont imaginaires, le lien établi n'a qu'une valeur purement analytique, et il peut simplement servir à faire reconnaître l'analogie de deux lieux géométriques dont les définitions pourraient paraître très diff'érentes au premier abord.
La remarque précédente aurait cependant une plus grande importance si la surface définie par l'équation
conservait la même définition avec une infinité d'autres système des 2w droites. Lorsque ces droites deviendraient imaginaires conjuguées, il faudrait leur substituer les droites associées réelles s^ , et adopter la seconde définition. Nous sommes donc conduits à nous proposer la question suivante, analogue à celle que nous avons résolue pour le plan (art. 27) :
Une surface peut-elle être représentée, et d'une infinité de manières, par une équation de la forme
V = PQ
devra couper la surface suivant 2w droites.
Si une infinité d'équations de la forme précédente conviennent à la surface, celle-ci sera donc réglée, et même, à ce
qu'il semble, admettra un double système de génératrices rectilignes. Ce fait ne peut se présenter que si le lieu se décompose en surfaces du second degré. Nous allons voir que cette hypothèse peut se réaliser.
Soit une quadrique (Q) , et une conique (C) située d'une manière quelconque. Supposons qu'il existe une série de polygones plans d'un nombre pair 2w de côtés, circonscrits à (G) et inscrits à (Q) , et considérons l'un quelconque de ces polygones.
Soient |3, ,p^ , ... ,Pn',p'i,p\, ••• ,p'n les deux groupes formés en prenant de deux en deux les côtés de ce polygone. L'équation de la section de (0) par le plan de (C) pourra être, comme on sait, représentée par une équation de la forme
(H) p,p, ...pn = k.p\p',...p'n ,
où Pi ,p'i désignent les distances aux côtés correspondants du polygone. L'équation précédente convient en même temps à d'autres coniques, qu'on peut définir de la manière suivante : Supposons que la section de (Q) contienne les sommets
PiP\,P\P2,P2P\: ■■•■
Les sommets
PiP, , P' iP\ , P,P, , •••
seront sur une autre conique, les sommets
sur une troisième conique, et ainsi de suite. La dernière de ces coniques se réduit à une droite, si n est impair.
Toutes ces coniques sont inscrites dans un même quadrilatère, circonscrit à (C) et à (Q) , et par chacune d'elles on peut faire passer une quadrique inscrite dans la développable
Soient (Q') , (Q") , ... les quadriques ainsi définies; la dernière sera un plan, si n est impair.
Cela posé, menons par chacun des côtés |),- , P'i des plans tangents à la quadrique (Q) , se coupant consécutivement suivant des génératrices rectilignes de (Q) passant aux points
Soient P,- , P', les plans ainsi obtenus. L'équation
représente une surface ayant avec la quadrique 2w droites communes, celles qui passent par les 2 w sommets. De plus, on peut disposer de Atj de telle manière que, si Ton coupe par le plan de (G) , l'équation (12) se réduise à l'équation (ii) , et par conséquent le lieu représenté par cette équation aura, avec la quadrique (Q) , 2w droites et une conique communes. Il devra donc contenir la quadrique (Q) . Pour la même raison, il contiendra les quadriques (Q') , (Q") , ... , inscrites dans la développable (G) (Q) | et déjà définies.
Nous avons donc le théorème suivant, équivalent à celui de l'article 38 :
Le lieu représenté par l'équation
peut se décomposer en quadriques, toutes inscrites dans une même développable , et alors l'ensemble de ces quadriques peut,, d'une infinité de manières, être représenté par une équation de la forme précédente. Tous les flans P,- , P', demeurent tangents à toutes les quadriques.
Si n est impair, l'une de ces quadriques se réduit à un plan.
Nous allons faire deux applications intéressantes de ce théorème.
1° Supposons que dans la développable (G) (Q) on puisse
inscrire une sphère; les plans P, , P', , dans toutes les équations de la forme précédente, demeureront tangents à la sphère. L'anallagmatique dérivée du lieu représenté par
DE COURBRS ET DE SUKFACES AL(;ÉBRIQUES.
l'équation (lo) aura doue, d'après les résultats de l'article 44, une infinité d'équations de la forme
R,R, ... Rn = A;.R',R% . . . R'. .
D'ailleurs, elle se décompose en cyclides homofocales, correspondantes aux différentes quadriques faisant partie du lieu représenté par l'équation (13). Nous avons donc la proposition suivante, déjà énoncée, pour le cas particulier de quatre pôles, par M. Moutard :
L'équation
(14) R,R, ... K = k.rj\...rn
peut convenir à tous les points d'une cyclide. Il suffit qu'on puisse inscrire dans la focale un polygone formé de 2 n génératrices de la déférente, et alors l'équation (14) représentera, en même temps que la cyclide, d'autres cyclides homofocales.
L'une de ces cyclides se réduit à l'une des sphères principales, si n est impair.
2° Supposons qu'on puisse circonscrire au cercle de l'infini un polygone de 4w côtés, inscrit dans (Q) . Alors l'équation de la quadrique (Q) pourra s'écrire
et P,- , P'i sont des plans tangents au cercle de l'infini. Cette équation exprime donc qu'il y a un rapport constant entre les produits des distances d'un point de la surface à deux séries de n droites,
"t 5 "2 î "3 •- "i j • • • ? Pan — 1 ; Pan 5
d'une part, et les droites
p' nf . p' P' . • P' P'
pour le second groupe. Donc,
Si une quadrique est circonscrite à un polygone de 4 n sommets circonscrit au cercle de l'infini, on peut choisir, et d'une infinité de manières, deux séries de n droites, telles que, pour tout point de la quadrique, il y ait un rapport constant entre les produits des
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distances aux deux séries de droites. Le lieu complet des points jouissant de cette propriété se compose de plusieurs quadriques homo focales.
C'est la généralisation des théorèmes de M. Chasles sur rhyperboloïde, lieu des points dont les distances à deux droites ont un rapport constant. Cet hyperboloïde est la plus simple des surfaces considérées ici, et les théorèmes généraux de cette Note et de la précédente conduiraient à plusieurs propriétés nouvelles de cette surface. Mais nous terminerons ici, sans insister davantage, notre étude des diverses formes et des applications des théorèmes relatifs aux polygones inscrits et circonscrits.
Wote V.
Sur les lignes géodésiques et les lignes de courbure dans la géométrie de M. Cayley.
Dans les articles 6i et 62 du texte et dans la Note ÏIÏ, nous avons essayé de donner une idée des rapports que M. Cayley a établis entre la géométrie des relations métriques et celle du rapport anharnionique. Les théories de l'illustre géomètre anglais ont été résumées dans l'ouvrage de M. Fiedler sur les formes binaires. Dans ces derniers temps, elles ont été développées dans un Mémoire important de M. Klein {Mathematische Annalen,i. IV).
Une fois définies les notions d'angles et de distances, les autres définitions de la géométrie métrique ordinaire subsistent, et peuvent être introduites sans aucune difficulté. C'est ainsi que, dans l'article 62, nous avons généralisé les notions de focales et de lignes de courbure. Nous allons nous occuper maintenant des lignes géodésiques.
Étant donnée une figure dans l'espace, prenons pour surface absolue la sphère représentée par l'équation
(1) x'^ + if+z'—V^=^Q.
Alors la distance de deux points déterminés par les coordonnées {x , y ,z) , {x' ,y\ z') sera donnée par la formule
(2) cos'8=- (»«■ + «' H- ^^'-RV
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tout à fait analogue à la formule (3) de la Note lïl. On aura aussi
Pour deux points intérieurs à la sphère, le second membre de cette équation est négatif; la distance d de deux points sera donc une quantité imaginaire de la forme A i .
Si le point {x\ y' , z') est voisin du point {x ,y , z), on fera
x'=x + dx, y' z=zy-ir(ly , z'-=Z-\-(lz,
et la formule (3), en y remplaçant sin'c^ par è^ ou é^o--, donnera
, __ (a?' + «/^+2^ — R^) {dx-+ihf+clz^) — {xdx-i-ydy+zdz)- _ ^ ^ ^^' ~ {x^+f+z^—Wy '
Telle est l'expression de la distance d-r de deux points infiniment voisins.
Nous allons maintenant chercher les lignes géodésiques d'une surface définie par l'équation
(5) fix,y,z)=0.
Je dis que ces lignes géodésiques sont caractérisées par cette propriété, que leur plan osculateur est normal au plan tangent (c'est-à-dire passe par le pôle de ce plan). On voit que cette proposition est la généralisation de la propriété fondamentale des lignes géodésiques ordinaires.
A cet effet, prenons, pour plus de symétrie, une variable indépendante quelconque t , et soient x' ,y\ z' les dérivées de X ,y , z par rapport à t.
Nous avons
(6) d^=--y'F.dt,
^ x" + y''^-hz'- _ /xx' + yy'-\-zz" ^ x' + y' + z"- — R'- \x' + y^ ^- z"—\\:\
et l'intégrale à rendre minimum est
(8) jVF.^/r,
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les variables x , y , z étant liées par l'équation de la surface. D'après les principes du calcul des variations, les équations différentielles de la ligne géodésique sont
(It dx' dx dx
et les deux équations analogues en y ei z .
Il reste à vérifier que le plan osculateur de la ligne définie par ces équations est conjugué du plan tangent par rapport à la sphère. Or, pour que deux plans ayant pour équations
mx-¥ ny -\~ p.
m'x -h n'y-T- p'z + q =iO
soient conjugués ou normaux (par rapport à la sphère), il faut que l'on ait
R'(mm' + un' +pp') — qq' =■ 0 .
Appliquons cette relation au plan osculateur et au plan tangent; il faudra qu'en appelant x\ y" , z" les dérivées secondes de X ,y , z , on ait
Or les formules (9), développées, nous donnent des expressions de la forme
àf dx
df df df df df dy dz dx dy dz
dx
dy
£^ = Az+ \iz' + C.
dz
Ax + Bx' -I- Cx" , Ay + B|/' -i- C?/" ,
et l'équation à vérifier prend alors la forme
àf àf df .^^,
dx dy dz
OU, en substituant les valeurs de -r— ' -r- • "T~ ' ' ax âtj âz
j Aicc^' + îf + z^ — R^) + B{xx/ + yy' + zz') ^ ' \ +C{xx' + yy " + ;^2 " ) = 0 ;
et l'on reconnaîtra, en substituant les valeurs de A , B , G , que cette dernière équation se vérifie identiquement.
Notre théorème est donc démontré : Les lignes géodésiques ont leur plan osculateur normal au plan tangent.
Il résulte de ce théorème que la ligne la plus courte entre deux points de l'espace est, dans la géométrie de M. Cayley, la ligne droite qui joint ces deux points. Car la ligne la plus courte réunissant deux points de l'espace sera géodésique sur toutes les surfaces qui la contiendront, et par conséquent devra avoir son plan osculateur indéterminé. Ainsi,
Dans la géométrie de M. Cayley ^ les lignes droites sont les lignes les plus courtes entre deux points.
On suppose toutefois qu'en allant d'un point à l'autre on ne rencontre pas la sphère; car alors il y aurait discontinuité, la distance devenant infinie. Ainsi, les deux points doivent être à l'intérieur ou à l'extérieur de la sphère.
Il suit du théorème précédent qu'on saura déterminer les lignes géodésiques sur toute surface du second degré (Q) . Car soit (S) la sphère absolue; la surface développable ayant son arête de rebroussement sur (Q) et tangente à une qua-
drique quelconque (Q') inscrite dans la développable (S) (Q) | aura précisément pour arête de rebroussement une ligne géodésique de (Q) . Il y a, entre ces lignes et les lignes ordinaires, une relation qui est bien exprimée par le théorème suivant :
Une ligne géodésique ordinaire d'une quadrique (Q) est aussi ligne géodésique en prenant pour absolu toute quadrique homofocale à (Q) .
De nouvelles conséquences peuvent être déduites, si l'on emploie la méthode de transformation définie à l'article 44 du texte. Nous avons vu que cette transformation conserve les
angles, les focales, les lignes de courbure (art. 62). Si l'on se sert des formules 14 de l'article 44, et que l'on appelle X , Y , Z les coordonnées du point correspondant au point {x , y , z) , on trouvera
— 4R^(dX^ + f/Y-^ + f/Z-^)
Ainsi, l'arc da défini précédemment se ramène, dans la figure anallagmatique correspondante, en négligeant un facteur constant, et en posant
dS = ydX' + dY^+dZ' , à
Donc, du théorème relatif aux lignes les plus courtes indiqué plus haut, et des notions acquises (art. M et 62) sur la transformation considérée, nous concluons les propositions suivantes :
Les lignes rendant minimum entre deux points de l'espace l'intégrale
rydX:' + dY'+d7J ^ ■ J X^+Y^-i-Z^ — R^^
sont des cercles orthogonaux à la sphère définie par f équation
Les lignes tracées sur une surface et rendant minimum la même intégrale sont celles pour lesquelles il y a une sphère passant par trois points consécutifs, normale à la surface et à la sphère fixe (15).
On peut déterminer ces lignes pour les cyclides. Elles correspondent aux lignes géodésiques de la surface du second degré homologue de la cyclide. Leur propriété géométrique est la suivante : La sphère passant par trois points consécutifs et normale à la surface est tangente à une cyclide homofocale à la proposée.
Les lignes de courbure dans la géométrie de M. Cayley peuvent être définies (art. 62) de la manière suivante. Ce sont les courbes telles que les normales à la surface en tous leurs points forment une surface développable. On sait que les normales sont les droites joignant le point de contact du plan tangent au pôle de ce plan. Mais ici le principe de dualité exige que nous introduisions une autre droite, que nous appellerons seconde normale, et qui sera l'intersection du plan tangent avec le plan polaire du point de contact. La première et la seconde normale sont des droites polaires l'une de l'autre. Quand on prend la polaire réciproque de la surface par rapport à la sphère, la première normale se transforme en la seconde, et réciproquement.
Puisque l'on a introduit une seconde normale, on peut se demander quel sera le lieu des points de la surface pour lesquels les secondes normales forment une surface développable. On aurait ainsi des lignes de seconde courbure, mais ces lignes coïncident avec les lignes déjà définies; car, si les premières normales forment une surface développable, il en est de même des secondes normales, qui sont leurs droites polaires, et réciproquement.
Ainsi, sur toute surface, il y a un double système de lignes dont les tangentes sont conjuguées dans l'indicatrice et dans la sphère, et qui sont telles que, pour chacune de ces lignes, soit les premières, soit les secondes normales forment une surface développable.
Il suit de cette réciprocité entre les deux séries de normales, et de la remarque, faite plus haut, que ces normales se changent l'une dans l'autre, que, si l'on remplace une surface (F) par sa polaire réciproque (Fj) , prise par rapport à la sphère absolue, les lignes de courbure se correspondent. Ainsi,
Une transformation par la méthode des polaires réciproques
(la surface directrice étant la sphère absolue) conserve les lignes de courbure.
Si maintenant on prend les deux surfaces (F) , (F,) pour déférentes de deux anallagmatiques (2) , (2,) , nous voyons qu'il y aura correspondance entre ces deux surfaces, de telle manière qu'à une ligae de courbure (ordinaire) de l'une corresponde une ligne de courbure (ordinaire) de l'autre. Nous avons donc une transformation de surfaces avec conservation des lignes de courbure. Voici comment on peut définir cette transformation.
Si d'un point m de (F) , comme centre, on décrit une sphère orthogonale à la sphère directrice (S) , et la coupant suivant un cercle situé dans le plan (P) , ce plan (P) sera le plan polaire de m et touchera en m^ la polaire réciproque (F,) de (F). D'ailleurs, en considérant (F,) comme déférente, au plan (P) correspondent deux points de Tanallagmatique (2,) , qui seront les sphères de rayon nul passant par l'intersection de (S) et de (P) . En réunissant tous ces résultats, nous avons, la proposition suivante :
Étant donnée une surface (1)^ on lui mène des sphères tangentes, orthogonales à une sphère fixe (S) . Le lieu des sphères de rayon nul, passant par V intersection de ces sphères tangentes et de (S) , est une surface (2.) , dont les lignes de courbure sont les transformées des lignes de courbure de (I) . La relation entre {!) et (2,) est réciproque. Elles admettent pour surfaces déférentes deux surf aces polaires réciproques l'une de l'autre par rapport à (S).
Il est à remarquer que {!) n'est pas nécessairement anallagmatique par rapport à (S) .
La transformation précédente équivaut, quand la sphère (S) est réelle et qu'on la change par une inversion en un plan, à une transformation déjà donnée par M. 0. Bonnet ('), et qu'on peut définir ainsi :
(') 0. Bonnet : Note sur U7i genre particulier Je surfaces réciproques. Comptes ^endu^:, t. XLII, p. 485-487.
On mène à une surface les sphères tangentes ayant leurs centres dans un plan donné (P) . Le lieu des sphères de rayon nul passant par Tintersection de ces sphères et du plan (P) est la surface correspondante à la première.
Cette dernière transformation fait correspondre à un point réel de l'une des surfaces un point imaginaire de l'autre. La transformation sphérique n'a pas nécessairement cet inconvénient ; il suffit que le rayon R de la sphère soit de la forme K 1/ — \ pour qu'à un point réel de l'une des surfaces corresponde un point réel de l'autre. Dans la Note IX nous généraliserons d'ailleurs ce mode de transformation.
Nous indiquons ici l'ensemble des théorèmes sur les lignes de courbure que nous avons démontrés ou qui résultent immédiatement des remarques précédentes.
Les lignes de courbure forment deux systèmes de lignes orthogonales, et conjuguées par rapport à l'indicatrice de chaque point.
Les normales en tous les points d'une ligne de courbure forment une déveioppable, dont l'arête de rebroussement est ligne géodésique de la surface des centres de courbure.
Si l'on a un système triple orthogonal, deux surfaces de système différent se coupent suivant une ligne de courbure commune.
Si deux surfaces se coupent sous un angle constant, leur ligne d'intersection ne peut être ligne de courbure d'une surface sans l'être en même temps de l'autre.
Dans une étude plus complète de la géométrie cayleyenne, il faudrait considérer, en même temps que les lignes géodésiques, leurs polaires réciproques, qu'on peut définir ainsi :
Étant donnés deux plans tangents à une surface, en suivant l'une de ces lignes, qui va d'un point de contact à l'autre, le plan tangent effectue la moindre rotation possible. Dans la géométrie ordinaire, ces lignes, qu'on pourrait appeler de moindre rotation^ sont celles pour lesquelles la normale à la surface demeure parallèle à un plan fixe. Dans la géométrie
cayleyenne, leur détermination exige l'intégration d'une équation du second ordre. Je me contenterai de donner le théorème suivant :
Étant données deux quadriques (Q) , (Q') , toute ligne tracée sur (Q) et dont les tangentes sont aussi tangentes à (Q') , est géodésique par rapport à toute quadrique inscrite dans la développable i (Q) (0') | , et ligne de moindre rotation par rapport à toute quadrique passant par l'intersection de (0) et de (Q') .
Nous avons vu que, étant donnée une cyclide, on sait en trouver les lignes de courbure, qui sont algébriques, et les lignes de longueur nulle , qui sont transcendantes. Plus généralement, étant donnée une surface du 4^ ordre à conique double (B) , on saura résoudre les deux mêmes problèmes, trouver les lignes de courbure et les lignes de longueur nulle, en prenant pour absolu une quelconque des quadriques (S) qui lui sont inscrites. Car supposons que (S) soit une sphère, ce qu'on peut toujours réaliser par une transformation homographique, et considérons (B) comme déférente, (S) comme sphère directrice. L'anallagmatique correspondante se composera de deux cyclides , et les lignes de courbure et de longueur nulle de (B) par rapport à (S) correspondront point par point aux lignes de même définition de l'une des deux cyclides. Ces deux cyclides sont transformées par rayojis vecteurs réciproques Tune de l'autre.
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Wotc "VI.
Sur la transformation par rayons vecteurs réciproques et la théorie des pôles secondaires des cyclides.
Dans ses études sur la théorie des cyclides, M'. Moutard a considéré, en même temps que les points nommés par lui pôles principaux et qui sont les centres des cinq sphères directrices, d'autres points qu'il a appelés pôles secondaires, et qui possèdent la propriété suivante. Si l'on transforme la cyclide par rayons vecteurs réciproques, le pôle de transformation étant en un de ces points, et le module étant convenablement choisi, on obtient une surface symétrique de la première par rapport à un plan.
Si nous n'avons pas donné place à cette théorie des pôles secondaires dans notre travail, c'est qu'elle nous paraît exprimer des propriétés, non des cyclides, mais delà méthode de transformation par rayons vecteurs réciproques. C'est ce que nous allons montrer.
Les auteurs qui ont écrit sur la transformation par rayons vecteurs réciproques ont dû sentir le besoin d'un nom plus court pour désigner cette transformation. Nous l'appellerons, à l'exemple des géomètres anglais, inversion.
Une inversion est définie par la sphère, lieu des points qui se correspondent, à eux-mêmes. Le centre de cette sphère sera le pôle; le l'ayon, le module de l'inversion. Voici comment on peut définir, étant donnée la sphère d'inversion (S) , les couples de points correspondants A , A' .
Si l'on considère l'un de ces points, A par exemple, comme le centre d'une sphère de rayon nul (A) , par l'intersection de (A) et de (S) passera une deuxième sphère de rayon nul (A') , dont le centre sera le point A'.
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Ainsi, deux points correspondants sont les centres des deux sphères de rayon nul passant par un même cercle de la sphère d'inversion. Ce cercle est imaginaire quand les points sont réels.
Quand le point A décrit une surface {1\, le point A' décrit une surface {!') . Le système (1 , 1') est anallagmatique par rapport à la sphère d'inversion, et la déférente est l'enveloppe des plans perpendiculaires sur le milieu de A A'.
Si la sphère d'inversion se réduit à un plan (P) , alors à un point A correspond le point symétrique A' par rapport à (P). Les points A , A' sont, comme dans le cas général, les centres de deux sphères de rayon nul passant par un même cercle du plan d'inversion.
Nous avons donc deux espèces principales d'inversions : Vinversion plane, qui transforme une figure en sa symétrique par rapport au plan d'inversion, et Vinversion sphérique.
Il suit, de la définition que nous venons de donner, que, si deux figures (F) , (F') sont les inverses Tune de l'autre par rapport à la sphère d'inversion (S) , on peut soumettre le système à une inversion. Les figures (F) , (F') se transformeront en (Fj) , (F',) , la sphère (S) en (Sj) , et les deux figures (Fj) , (F',) seront inverses ou réciproques par rapport à (S,). Si la sphère (S) se transformait en un plan, les deux figures (F,) , (F',) seraient symétriques par rapport à ce plan.
Nous allons nous servir de ces remarques pour résoudre la question suivante :
Une figure étant soumise successivement à deux inversions I , r j trouver tous les couples d'inversion produisant le même effet que les deux précédentes.
Nous commencerons par supposer que les deux inversions I,r soient planes, et définies par les plans P , P'. Alors, si une figure (F) est soumise à ces transformations, il faudra prendre sa symétrique par rapport au plan P , puis la symétrique de la figure obtenue par rapport au plan P'. Ces deux opérations équivalent à une rotation autour de la droite P P'_, rotation d'un angle double de celui des plans P , P' .
Ainsi, une rotation est l'équivalent de deux inversions planes, et par conséquent tout déplacement d'une figure dans l'espace équivaut à quatre inversions planes.
Nous voyons que l'effet de nos deux inversions I , ï' ne sera pas changé si aux deux plans P , P' on substitue deux autres plans Q , Q' , se coupant suivant la même droite que les premiers, et faisant le même angle dans le même sens.
Si les deux inversions I , I' sont sphériques, en les soumettant à une même inversion convenablement choisie, on peut les transformer en inversions planes, et, en leur appliquant la proposition précédente, on est conduit au théorème suivant :
Étant données deux inversions définies par les sphères (S) , (S' ) ^ on peut toujours les remplacer par deux nouvelles inversiotis. Les deux sphères (Sj),(S'i)j qui définissent ces inversions, passent par l'intersection des deux premières, et font le même angle, compté dans le même sens, que les deux premières.
Les nouvelles inversions ainsi définies sont évidemment les seules qui puissent remplacer les premières.
Parmi ces couples d'inversions, définies par les sphères (Si),(S'i), il en est deux qui sont particulièrement remarquables :
1° La sphère (Sj) peut se réduire au plan radical de (S) , (S') . Alors la première des deux inversions sera plane. Donc
Deux inversions quelconques opérées sur une figure (F) équivalent à une inversion sur la figure symétrique de (F) par rapport à un plan convenablement choisi.
2<^ La sphère (S',) peut se réduire au plan radical de (S) et (S'). Alors la seconde des inversions sera plane. Donc
Deux inversions quelconques, transformant une figure (F) en (F,) , peuvent toujours être remplacées par une inversion sphérique qui transforme (F) en la figure (F'i) symétrique de (Fj) par rapport à un plan, et par l'inversion plane qui transforme (F',) en (F,) .
Ce dernier résultat a été indiqué par M. Mannheim {Journal de Liouville, t. XY, 2® série).
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Revenons aux couples d'inversions sphériques qui peuvent remplacer les deux premières (S) , (S'). Leurs pôles décrivent une droite fixe, la ligne des centres de (S) et de (S'); ils y déterminent deux divisions homographiques, dont les points doubles sont les points limites, centres des sphères de rayon nul passant par l'intersection de (S) et de (S'), et dont deux points correspondants sont les centres de (S) et de (S'). 11 n'y aura donc aucune difficulté dans la construction de tous ces couples d'inversion.
Examinons maintenant ce que devient une figure après un nombre quelconque d'inversions I, , I^ , . . . , I„ .
Appelons P les inversions planes et S les inversions sphériques. Les inversions I, , I.^ peuvent se remplacer par une inversion plane P, , suivie d'une inversion sphérique S, , ce qu'on peut exprimer par la formule
IJ. = P.S
On aura de même
Donc
(1) î,...I„ = P,P,...P„_iS„.
On démontrerait de même que
En d'autres termes, une série d'inversions planes et sphériques peut toujours être remplacée soit par une suite d'inversions planes et une inversion sphérique, soit par une inversion sphérique suivie de plusieurs inversions planes.
J'ajoute qu'on peut toujours supposer que le nombre des inversions planes soit pair. En effet, s'il est impair, considérons par exemple la suite
1 1 . . . Pn— 1 o„ :
au lieu de S„ , définie par la sphère (S„) , de centre 0 et de
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rayon R , prenons l'inversion définie par îa sphère (S'„) de centre 0, mais de rayon RK — 1. Les inversions S„,S'„, opérées sur une même figure, donnent deux figures symétriques par rapport au centre 0 . Or, on déduit une de ces figures de sa symétrique par trois inversions planes, définies par trois plans rectangulaires Q , 0% Q"? se coupant en 0. On aura donc
(3) S„ = QQ'Q"S'n,
et comme on ajoute trois inversions planes à un nombre impair de ces inversions, le nombre total sera pair.
Or, deux inversions planes équivalent à une rotation, un nombre pair d'inversions équivaut à un déplacement. Donc
Un nombre quelconque d'inversions peut toujours être remplacé soit par un déplacement et une seule inversion, soit par une inversion suivie d'un déplacement.
Deux inversions ne sont pas, en général, échangeables; pour qu'elles possèdent cette propriété, il faut et il sufiit que leurs sphères soient orthogonales.
Soient deux sphères orthogonales (S) , (S') définissant les deux inversions. Leur plan radical (P) et la sphère (S,) , décrite sur leur cercle d'intersection comme grand cercle, se coupent à angle droit. (P) et (S,) définissent donc deux inversions pouvant remplacer les deux premières.
En particulier, si une figure est anallagmatique par rapport aux deux premières inversions, on voit que l'inversion définie par la sphère (S,) la changera en une surface qui sera la symétrique de la première par rapport au plan radical des sphères (S), (S').
Cette proposition entraîne évidemment les propriétés des pôles secondaires. J'ajoute que, si, au lieu de l'inversion définie par (Sj), on prend celle qui est définie par la sphère concentrique et orthogonale, elle donnera une surface symétrique de la première par rapport à la ligne des centres des deux sphères primitives (S) , (S') .
Une cyclide qui a cinq pôles principaux a évidemment des
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pôles secondaires, qui sont les pieds des hauteurs des cinq tétraèdres qu'on peut former avec quatre des cinq points.
Les cinq inversions définies par cinq sphères deux à deux orthogonales se détruisent; leur effet est nul sur une figure quelconque.
Supposons, en efTet, que trois des cinq sphères se réduisent à des plans rectangulaires Qi , Q., , Q.. Les deux autres S, , S', auront pour centres le point de rencontre de ces plans, et les carrés de leurs rayons seront égaux et de signes contraires. Or, d'après la formule (3), on a
S,--=Q,Q.Q3S'., ou
On passera de ce cas particulier au cas général par une inversion quelconque effectuée sur l'ensemble de la figure (^).
(') On pourrait, en suivant les méthodes indiquées ici, étendre aux inversions les propositions relatives à la symétrie. Par exemple, si deux inversions effectuées sur une figure algébrique la laissent invariable, les sphères définissant ces deux inversions font un angle commensurable.
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Mote VII.
Sur les différentes transformations par lesquelles on peut déduire du tore la cyclide de M. Dupin.
Nous avons vu (art. 58) que la cyclide de M. Dupin a quatre points coniques disposés par couples aà' , bb' , et tels que les points de chaque couple soient à une distance nulle de ceux du second. Les points d'un même couple sont ceux par lesquels passent les sphères inscrites d'une même série. Ils sont réels, ou imaginaires conjugués. Il est clair que les deux couples aa\bb' ne peuvent être réels tous les deux.
Pour que la cyclide soit transformée en un tore par une inversion, il est nécessaire que les sphères d'une même série soient transformées en sphères ayant leurs centres en ligne droite, et il suffît, pour obtenir ce résultat, que l'inversion employée rejette à l'infini deux points doubles conjugués, par exemple a, a'. Le pôle de l'inversion doit donc être sur le cercle lieu des points à une distance nulle de a et de a' . Ainsi,
Le lieu des pôles des inversions transformant la cyclide en tore se compose de deux cercles, intersections des points sphères a, a' etb,b' .
L'un au moins des deux couples a a' , bb' étant formé de points imaginaires conjugués, l'un au moins des cercles sera réel. Les deux le seront, quand les quatre points doubles seront imaginaires. Ces deux cercles passent d'ailleurs l'un par aa\ l'autre par bb' . Ils sont dans les plans des deux coniques focales, lieux des centres des sphères inscrites, et tangents en bb' ,aa' respectivement à ces focales.
On peut obtenir les résultats précédents d'une manière plus
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élémentaire, en remarquant que la cycllde peut être considérée comme Tenveloppe d'une sphère tangente à trois sphères fixes. Si Ton peut transformer par une inversion ces trois sphères fixes soit en sphères ayant leurs centres en ligne droite, soit en sphères égales, la cyclide se changera en un tore. Nous allons retrouver ainsi les inversions indiquées par M. Mannheim dans son étude sur la cyclide, et nous examinerons dans quel cas elles sont réelles.
Étant données trois sphères (S) , (S') , (S"), les pôles des inversions qui les transforment en sphères ayant leurs centres en ligne droite sont sur le cercle orthogonal des trois sphères. Ce cercle sera imaginaire, si les trois sphères se coupent en deux points.
Cherchons maintenant les pôles des inversions qui transforment les sphères en trois sphères égales.
Considérons les deux premières que nous appellerons (S) et (S'). Si des centres de similitude comme centres on décrit des sphères passant par l'intersection des deux premières, ces sphères bissectent les angles formés par les deux sphères données. Il suffit de se rappeler, pour reconnaître ce fait, que toute droite passant par un centre de similitude de (S) et de (S') coupe ces deux sphères sous des angles égaux.
Les deux sphères bissectrices que nous venons de trouver conservent évidemment leur propriété quand on soumet la figure à une inversion, et Tune d'elles ne deviendra un plan que si les deux sphères (S) , (S') sont changées en sphères égales. Donc
Le lieu des^ pôles des inversions transformant deux sphères en sphères égales se compose de deux sphères passant par Vintersection des deux premières, hissectant leur angle, et ayant pour centres leurs centres de similitude.
En appelant S , S' les puissances d'un point par rapport aux sphères données, les deux sphères bissectrices ont pour
équations
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R et R' étant les deux rayons. Si ces rayons ont un signe, comme cela arrive dans les problèmes de contact, et en particulier dans celui qui nous occupe, le lieu se compose d'une seule de ces sphères.
Considérons maintenant trois sphères (S) , (S') , (S") . Ces sphères, prises deux à deux, donneront lieu à trois sphères bissectrices, ayant leurs centres sur l'axe de similitude des trois sphères données, et passant par les cercles d'intersection de ces sphères. Ces trois sphères bissectrices couperont donc à angles droits le cercle orthogonal des trois premières (S) , (S') , (S") , et elles se couperont suivant un cercle, intersection des deux sphères de rayon nul dont les centres sont situés à la fois sur le cercle orthogonal et sur l'axe de similitude.
Donc le lieu des pôles des inversions transformant trois sphères dont les rayons sont affectés de signes en trois sphères de rayons égaux et de mêmes signes est un cercle, intersection de deux pointssphères situés à la fois sur l'axe de similitude et sur le cercle orthogonal des trois proposées.
On voit que ce cercle sera réel, toutes les fois que le cercle orthogonal sera imaginaire ou ne coupera pas l'axe de similitude.
Nous avons par conséquent deux inversions transformant la cyclide en tore, celle qui remplace les sphères proposées par trois sphères ayant leurs centres en ligne droite, et celle qui les transforme en sphères égales. De ces deux inversions, une au moins sera toujours réelle ; car, si le cercle orthogonal devient imaginaire, la première ne pourra être employée, mais la seconde sera certainement réelle. La cyclide est donc, dans tous les cas, la transformée du tore par une inversion réelle.
Dans une étude plus complète que celle-ci sur la cyclide, il serait utile de remarquer une relation de réciprocité à laquelle elle donne lieu.
En général, la polaire réciproque d'une cyclide est une surface du quatrième ordre, ayant une conique double,
quatre points coniques; en un mot, c'est la transformée homographique d'une cyclide à quatre points doubles. Mais on peut choisir la quadrique de telle manière que la cyclide ait pour polaire réciproque une cyclide. En effet, considérons la sphère (S), passant par les quatre points coniques a ^ a' ,b , b' de la cyclide, et qui coupe la déférente (A.) correspondante suivant les quatre droites ab, ab' , a'b, a'b' . Les plans tangents doubles de la cyclide passeront par le centre de (S) , et envelopperont un cône (D) supplémentaire du cône asymptote de (A) , Or, il existe, comme on sait, quatre séries de quadriques homothétiques, ayant pour centre commun le sommet du cône (D) , et transformant ce cône dans le cercle de l'infini. La polaire réciproque de la cyclide par rapport à une de ces quadriques sera évidemment encore une cyclide.
Dans Cette transformation par polaires réciproques, aux quatre points coniques correspondent les quatre plans tangents singuliers; aux cercles d'une des surfaces, les cônes de révolution circonscrits suivant les cercles de la polaire réciproque, etc. Les quadriques qui servent de base à la transformation ne sont réelles que si la cyclide a deux points doubles réels. La propriété que nous venons de signaler nous paraît néanmoins présenter quelque intérêt, parce qu'elle met en évidence les relations do dualité auxquelles donne lieu la cyclide de M. Dupin.
note ^IIT.
De la transformation par rayons vecteurs réciproques des surfaces anallagmatiques.
Une surface anallagmatique (2) peut être définie comme Tenveloppe d'une suite de sphères qui demeurent orthogonales à une sphère fixe (S), que nous avons appelée sphère directrice.
Si l'on soumet la surface à une inversion, les sphères doublement tangentes à l'anallagmatique (2) se changent en de nouvelles sphères^ orthogonales à la sphère (S') inverse de (S). L'inverse de l'anallagmatique (2) sera donc une anallagmatique {!') , ayant pour sphère directrice la sphère (S') inverse de (S) . Il y a ici un problème à étudier : Quelle relation y .a-t-il entre les deux déférentes (B) , (B') des anallagmatiques (1) , (1')'^ Nous allons montrer que ces deux déférentes sont homologiques.
A cet effet, soit 0^ le pôle et (Sj) la sphère de l'inversion à laquelle on soumet (1) . Deux sphères de centres p , q , et angentes à (2) , se transformeront par l'inversion en deux sphères tangentes à (2'), de centres p' , q' . Les droites pp',qq' iront évidemment passer par le pôle Oi . Donc les deux déférentes (B) , (B') se correspondent point par point, de telle manière que les droites joignant les points correspondants pp',qq' aillent concourir au pôle Oj . Je dis maintenant que les droites pq ,p'q' se coupent en un point situé dans un plan fixe (P) , le plan radical commun de (S) , (S') et (S,) .
En effet, par l'intersection des deux sphères tangentes à (2) et de centres p , q , faisons passer une sphère orthogonale à (S,) . Cette sphère sera aussi orthogonale à (S) ; elle aura donc son centre dans le plan radical (P) de (S) , (S') et (Sj) .
Comme elle est orthogonale à (Sj) , l'inversion la transformera en elle-même, et elle contiendra par conséquent le cercle d'intersection des deux sphères de centres j?', g', tangentes à (E') . Son centre sera donc aussi sur la droite p'q', et sera l'intersection ôe pq eip'q'. Comme ce centre est dans le plan radical (P) de (S) et de (Sj), la proposition est démontrée.
Ainsi les deux déférentes se correspondent de manière que les droites pp' joignant deux points correspondants aillent passer par un point fixe Oj , et de telle manière que les droites pq d'une figure aillent couper les droites correspondantes p'q' de l'autre en des points situés dans un plan fixe (P) . Les déférentes sont donc homologiques; (P) et (0,) sont le plan et le centre d'homologie. Donc,
Si l'on soumet une anallagmatique (2) à une inversion définie par la sphère (Sj) de centre Oi , elle se change en une anallagmatique (1) . Les sphères directrices des deux anallagmatiques sont inverses l'une de l'autre par rapport ù (Sj) . Les déférentes sont homologiques^ 0^ étant le centre d'homologie^ et le plan d'homologie étant le plan radical commun à (Sj) et aux deux sphères directrices de (!) et (20 {').
Ce beau théorème est dû à M. de la Gournerie, qui l'a énoncé pour les anallagmatiques planes dans le Mémoire déjà cité. Il devient illusoire dans le cas suivant :
Si l'on soumet (2) à une inversion transformant sa sphère directrice en un plan (P) , l'anallagmatique se change en une surface (2'), symétrique par rapport au plan (P) . Les sphères doublement tangentes se changent en sphères ayant leur centre dans le plan (P) , mais dont le rayon n'est plus défini.
(1) On peut ajouter que les deux sphères directrices sont aussi homologiques avec le même centre et le même plan d'homologie. Il résulte de cette remarque, par exemple, que les polaires réciproques des déférentes par rapport aux sphères directrices sont aussi homologiques. De plus, puisque les deux sphères directrices sont correspondantes, on connaîtra, en même temps que le centre et le plan d'homologie, le rapport ou module d'homologie.
Nous allons donner des règles simples relatives à ce cas particulier.
Arrivons à l'examen du cas singulier dans lequel l'inversion change l'anallagmatique (2) en une surface (2') ayant un plan de symétrie. Les sphères tangentes à l'anallagmatique (2) se changent en sphères ayant leur centre dans le plan de symétrie, et dont le rayon ne peut plus être déterminé. Les remarques suivantes vont nous permettre de déterminer ces rayons.
Soit, pour plus de simplicité, une cyclide (K) ayant pour déférente la quadrique (B) , et pour directrice la sphère (S) . Soit (Bj) la polaire réciproque de (B) par rapport à (S) . La cyclide {K^) ayant (Bj) pour déférente correspondra point par point à (K) , et les lignes de courbure des deux surfaces seront correspondantes (Note V). Remarquons d'ailleurs que chacune d'elles aura pour focale la section de l'autre par la sphère directrice. Cette relation se conserve si l'on transforme par inversion; et, si les deux cycUdes sont changées en cyclides à plans de symétrie, la focale de chacune d'elles sera la section principale de l'autre.
Nous avons donc le théorème suivant :
Étant donnée une cyclide (K) à plan de symétrie^ les sphères doublement tangentes ayant leur centre dans le plan de symétrie peuvent être définies par la propriété suivante : Les sphères de rayon nul passant par leur intersection avec le plan de symétrie décrivent une cyclide (K j ^ ayant pour focale la section principale, et pour section principale la focale de la première. Les lignes de courbure des deux cyclides (K) ^ (Kj) sont des lignes correspondantes.
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IVote IX.
Des surfaces qui demeurent invariables quand on les transforme par polaires réciproques, et des méthodes de transformation des surfaces avec conservation des lignes de courbure.
Une grande partie de ce travail a été consacrée à l'examen des propriétés des surfaces qui demeurent invariables par une inversion convenablement choisie.
La méthode que nous avons suivie peut servir de guide dans l'étude d'une question plus générale qu'on peut énoncer ainsi :
Trouver les surfaces qui demeurent invariables quand on les soumet à une transformation d'une nature déterminée.
A cet effet, on cherchera les surfaces les plus simples satisfaisant à la condition précédente, et contenant au moins trois paramètres; les surfaces les plus générales répondant à la question pourront être engendrées comme enveloppes des précédentes.
C'est ainsi que, si l'on veut trouver toutes les surfaces qu'une inversion laisse invariables, on remarque que les sphères orthogonales à la sphère d'inversion satisfont à cette condition, et les surfaces anallagmatiques générales sont les enveloppes d'une série simple ou double de ces sphères.
Nous allons ici traiter une question de ce genre, et -examiner comment on peut engendrer toutes les surfaces qui coïncident avec leur polaire réciproque par rapport à une quadrique (S) . Nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que cette quadrique soit une sphère, et nous allons d'abord examiner s'il existe des quadriques qui soient leurs propres polaires réciproques.
Soient (Q) l'une de ces quadriques, et (Q') sa polaire réci'
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proque. On sait que (Q') contient la courbe de contact avec (S)
de ia développable (Q) (S) . Cette courbe de contact doit donc appartenir aussi à (Q), et par suite (Q) doit être une surface de révolution inscrite dans la sphère.
Cette condition est nécessaire, mais elle n'est pas suffisante. Car soit
l'équation d'une surface de révolution inscrite dans (S). La surface polaire réciproque sera bien inscrite suivant la même courbe; elle aura pour équation
Ux'+tf' + z'—R') (x"+y"+z"—W)—li'{xx'-i-yîj'+zz'—K^)' ^ M = 0 ,
où
mais elle ne coïncidera pas avec la première. Il faut, pour qu'il en soit ainsi, que l'on ait
Si l'on se reporte à l'équation (i), on voit que {x' ,y\ z') est le pôle du plan de contact ou d'inscription; nous l'appellerons, avec M. Cayley, centre d'inscription. D'un autre côté la formule (2) de la Note V nous montre que, dans la géométrie de M. Cayley, la distance 0 d'un point quelconque {x ,y ,z) de la surface au centre {x',y',z') est constante, et donnée par la formule
(5) cos'0 = |.
Nous appellerons 0 le rayon d'inscription, et nous voyons que les surfaces inscrites précédentes jouent dans la géométrie de M. Cayley le même rôle que la sphère dans la géométrie ordinaire. On reconnaîtra sans difficulté que le plan tangent
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en tout point de la surface est normal au rayon qui passe au point de contact.
Les surfaces précédentes ont même des propriétés plus étendues que la sphère, qui les rapprochent des petits cercles dans la géométrie sphérique. Elles sont l'enveloppe du plan qui fait avec le plan d'inscription un angle constant 12 , défini par la formule
(6) ces* ^ = é''
On peut appeler cet angle, angle d'inscription; il est complémentaire de 0 .
Avec ces définitions , le résultat que nous avons trouvé peut s'énoncer ainsi :
Les seules qiiadriques coïncidant avec leur polaire réciproque sont celles qui sont inscrites, et dont le rayon ou l'angle d'inscrip-
tion est égal a r.
Cela posé, soit une surface (I) , qui coïncide avec sa polaire réciproque. A tout point m correspondra un plan polaire tangent en m' à la surface, et le plan polaire de m' sera tangent en m. D'après cela, si l'on construit une quadrique inscrite de la définition précédente, tangente à (2) en m , cette quadrique sera aussi tangente en m' à (S) . Donc
Toute surface identique à sa polaire réciproque est l'enveloppe d'une série de quadriques inscrites dans (S) avec un rayon égal
à Tj et dont le centre d'inscription décrit soit une ligne, soit une
surface.
Si, au lieu de supposer que le rayon d'inscription soit
TT
égal à T , nous admettons qu'il a une valeur constante, mais
quelconque, nous obtenons des surfaces remarquables, enveloppes de toutes ces quadriques inscrites de rayon constant. Elles sont tout à fait analogues aux surfaces parallèles dans la géométrie ordinaire, et donnent lieu aux propriétés suivantes.
SUR UNE CLASSE REMAHQUADLE
Soit (H) une surface quelconque, et supposons que, de ses différents points comme centres, on décrive des quadriques inscrites dans la sphère (S) et de même rayon 0 . Ces quadriques enveloppent une surface (Ej) , que l'on construira comme il suit. Soit M un point de cette surface ; il peut être considéré comme Fintersection de trois quadriques infiniment voisines, de centres infiniment voisins m, m', m". Ces trois centres étant à la même distance du point M , le plan mm'm" , tangent en m à (H) , à la limite sera normal à la droite Mm . On aura donc la construction suivante.
Sur chaque normale à (H) en un point P, on portera, dans les deux sens, une longueur constante égale à 0 , ce qui donnera les deux points Pj , P^ , qui seront des points de la surface parallèle (Hi) . Les deux plans tangents à cette surface en P, , P, seront normaux à la droite PPjP^; ils iront se couper, par conséquent, suivant la polaire de cette droite, ou seconde normale de (H) en P, située dans le plan tangent à (H) . De plus, ils feront des angles égaux et constants avec le plan tangent à (H) en P.
Ce sont exactement Jes propriétés des courbes parallèles sur la sphère. Dans la géométrie cayleyenne, comme dans la géométrie ordinaire, les normales d'une surface sont normales aux surfaces parallèles, et par conséquent les lignes de courbure se correspondent point par point sur les deux surfaces parallèles.
La polaire réciproque (H') de (ti) peut être considérée comme parallèle à (H) ; car un point est à une distance constante égale à un quadrant de tous les points de son plan polaire, et par conséquent la polaire réciproque d'une surface donnée sera la surface parallèle menée à la distance d'un quadrant.
On voit que la surface parallèle menée à la distance de r se
composera de deux nappes conjuguées, qui seront à une distance d'un quadrant l'une de l'autre, et par conséquent seront polaires réciproques l'une de l'autre. La droite qui
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joindra deux points correspondants sur les deux nappes sera normale commune aux deux nappes.
Plus généralement, deux surfaces parallèles se succédant à une distance d'un quadrant seront polaires réciproques Tune de l'autre.
Nous allons maintenant montrer comment les propositions précédentes conduisent, dans la géométrie ordinaire, à une méthode de transformation des surfaces avec conservation des lignes de courbure ordinaires, plus générale que celle qui a été développée dans la Note V.
Rappelons d'abord que, si l'on prend pour déférente une quadrique (V) inscrite dans la sphère, l'anallagmatique correspondante se compose (art. 59) de deux sphères passant par la ligne de contact de la quadrique (V) , et ayant pour centres les deux foyers de cette quadrique. Ces deux sphères coupent sous un même angle 9 la sphère directrice (S) , et si 0 est le rayon d'inscription de la quadrique, on trouve sans difficulté
Cl) CCS y = •
COS
9 demeure donc constant pour toutes les quadriques inscrites de même rayon.
Cela posé, considérons une surface (B) et les surfaces parallèles par rapport à (S) , (B,), (B^) , Les lignes de courbure se correspondant sur ces différentes surfaces, si on les prend comme déférentes , les anallagmatiques (2) , (I^) , (S,) , ... , ainsi obtenues, se correspondront point par point avec conservation des lignes de courbure ordinaires. Voyons comment on peut définir cette correspondance.
La surface (B,) parallèle à (B) est l'enveloppe d'une suite de quadrijues (V,) inscrites, de rayon constant, ayant leur centre d'inscription sur (B) , et dont les plans d'inscription enveloppent par conséquent la polaire réciproque (B') de (B) .
La surface (S,) ayant (B.) pour déférente sera donc Tenveloppe des couples de sphères correspondantes aux quadriques (V,) de rayon constant. D'après la remarque précédente, ces sphères coupent la sphère directrice (S) sous un angle constant. Donc,
Étant donnée une surface quelconque (B'), on lui mène des plans tangents, et par leurs intersections avec une sphère fixe (S) on fait passer des sphères coupant (S) sous un angle arbitraire, mais constant a. Soit (S^) la surface enveloppe de ces sphères. Deux surfaces (S^),(Sg], obtenues en attribuant à l'angle constant les valeurs a , § , se correspondent point par point avec conservation des lignes de courbure.
Les points correspondants sur les différentes surfaces sont à l'intersection d'un cercle orthogonal à (S) , et les coupant toutes à angle droit.
Cette transformation comprend comme cas particulier celle
qui a été donnée dans la Note V. Si l'on prend, en effet, a = ^^ ,
on obtient l'anallagmatique ayant pour déférente la polaire réciproque (B) de (B') . Si l'on fait a = oo , on obtient les points sphères passant par l'intersection de (S) et des plans tangents à (B') , c'est-à-dire l'anallagmatique ayant (B') pour déférente. On a donc les deux anallagmatiques ayant pour déférentes deux surfaces (B) , (B') , polaires réciproques par rapport à (S) . C'est la transformation de la Note V.
f^n réunissant les résultats qui précèdent, on peut donc énoncer le théorème suivant :
Etant donnée une surface {1)^ on lui adjoint une sphère fixe (S) ^ et Von construit toutes les sphères tangentes à la surface et coupant (S) sous un angle constant a . Par l'intersection de chacune de ces sphères et de (S) , on fait passer de nouvelles sphères coupant (S) sous un angle § . Ces nouvelles sphères enveloppent une surface {!), correspondante point par point à {T) , avec conservation des lignes de courbure.
Les points correspondants sur les deux surfaces sont sur des
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cercles normaux à la fois aux deux surfaces et à la sphère (S) (^). Nous rencontrons ici des surfaces enveloppes de sphères variables, coupant une sphère fixe (S) sous un angle constant. On ramène leur étude à celle des anallagmatiques ordinaires par la remarque suivante. Soit 0 le centre de la sphère (S) , et G le centre d'une sphère variable (U) , coupant (S) sous un
/\ angle constant a . Cet angle a est égal à CMO , et Ton voit que
la sphère (U') de rayon CP coupe la sphère (S') de rayon OP
à angles droits. OrOP = OM sin a est évidemment constant ; la sphère (S') est donc invariable.
Quant à la sphère (U') , elle a même centre que (U); mais son rayon diffère de celui de (U) d'une quantité constante PM — OM cos a.
Les sphères (U) et {{]') envelopperont, par conséquent, des surfaces parallèles. Donc La surface enveloppe des sphères coupant sous un angle constant
une sphère (S) est parallèle à une surface enveloppe de sphères
concentriques aux premières, et coupant à angle droit une sphère
fixe (S') concentrique à (S)\
(*) Ce théorème peut être généralisé de la manière suivante. • Considérons une surface (2) enveloppe d'une série de sphères variables (U), coupant sous des angles quelconques la sphère (S) . A chacune des sphères (U) coupant (S) sous l'angle <p , on fait correspondre une sphère (U,), passant par l'intersection de (S) et de (U) , et coupant (S) sous un angle 9, déterminé par l'équation
COS 9 — CO391 1 — COS 9 COS
Alors les riOuvelles sphères (U,) enveloppent une surface (2,) , qui correspond point par point à (2) avec conservation des lignes de courbure. Quand 9 reste constant, il en est de même de 9, , et l'on retrouve le théorème donné dans le texte;
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Mote HL.
Sur un nouveau système de coordonnées et son application à la théorie
des cyclides.
Dans la Quatrième Partie de ce travail, nous avons été conduit à un nouveau système de détermination des points de l'espace, dont l'étude paraît présenter de grands avantages dans la théorie des cyclides. Les cinq quantités S,- définies dans l'article 4-9, et qui sont les puissances d'un point par rapport à cinq sphères orthogonales, peuvent être considérées comme des coordonnées d'une nature particulière ; mais elles sont en nombre plus que suffisant; et l'on peut les étudier sous deux points de vue essentiellement distincts.
D'abord, les coordonnées S,-, étant au nombre de cinq, ne sont pas indépendantes les unes des autres, et il doit y avoir entre elles deux relations. On trouve, en effet, qu'elles satisfont aux équations
2(iy=«^ u
qui se déduisent immédiatement des formules de l'article 48. On voit donc, comme cela doit être, que trois seulement des coordonnées S,- peuvent être choisies arbitrairement; les deux autres seront alors déterminées par les équations précédentes.
Mais on peut aussi déterminer un point, non plus par les cinq coordonnées S,- , mais simplement par les rapports mutuels de ces cinq quantités. Soient A;, , it^ , , . . , Ar^ des nombres
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proportionnels à S, , S, , . . . , S. . On aura, pour déterminer le
point, les équations
ou
P étant une arbitraire inconnue. Les quantités /c,- devront satisfaire à l'unique relation
et, quand on connaîtra les nombres k^, o sera déterminé par l'équation
Nous adopterons cette seconde manière de déterminer les points, et nous aurons un système de cinq coordonnées homogènes, liées par une seule relation, du second degré par rapport aux coordonnées. Nous allons, du reste, pour donner à notre système de coordonnées toute la généralité qu'il comporte, rattacher le mode de détermination des points dans ce système à celui des sphères et des plans. Nous commençons en rappelant quelques propositions déjà établies.
Soient cinq sphères (S,) , deux à deux orthogonales, et définies par les équations
(î) S, --= x'+ y' + s^ — 2a,-.T - 2piy — 2yiZ + §,• = 0 .
Le rayon R,- de chacune d'elles est donné par la formule
et, en exprimant qu'elles sont orthogonales, nous obtenons les équations de condition
(3) Si + Si = 2 a, uj + 2 /S,- ^j + 2 yr/j .
Nous avons vu (art. 48) qu'on a entre les cinq quantités S, la relation identique
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qui conduit aux équations données dans l'article cité,
lis
Cela posé, l'équation de toute sphère (S) peut évidemment se mettre sous la forme
car cette équation contient cinq paramètres variables, les quantités m,-; les rapports mutuels de ces cinq quantités peuvent donc servir à déterminer une sphère; ce sont, en quelque sorte, les coordonnées d'une sphère, et il importe de rechercher d'abord leur signification géométrique.
A cet effet, nous supposerons que l'on remplace dans l'équation (6) les quantités S,- par leurs expressions x ,y ,z. On aura une identité de la forme
L'équation de la sphère (S) en coordonnées ordinaires sera donc
K [x' + 1/°- + 2^) — 2 Aa? — 2Bî/ — 2C2 + D = 0 , et l'on aura
Grâce aux identités (5), on peut résoudre ces dernières équations par rapport à ?w, , et l'on trouve ainsi
(8) w, = — —[k («,'-+|3,'+7,^)-2A«,— 2BS,— 2C7,+D— KR,'1 •
Soient 0 le centre de (S) et R son rayon.
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Appelons P; la puissance du centre C; (a,- , §,- , 7,) de (S,) parrapport à (S) ; réquation (8) pourra s'écrire
L'expression entre parenthèses est un invariant remarquable de (S) et de (S,) , le carré de la distance des centres moins la somme des carrés des rayons. Il s'annule quand les deux sphères sont orthogonales. Nous l'appellerons puissance commune des deux sphères.
Donc les cinq coordonnées m,- , qui déterminent dans notre système une sphère variable (S), sont proportionnelles aux puissances communes de (S) et de chacune des sphères (S,) , divisées par le rayon R,- de la sphère (S,) .
On voit que la coordonnée m,- ne s'annule que dans le cas où la sphère (.S) est orthogonale à la sphère (S,) ,
Par exemple, l'équation
représente toute sphère orthogonale à (SJ et à (Sg) .
Cherchons le rayon R de la sphère (S) en fonction des coordonnées m,. On a, d'après les identités (7) ,
(iO) A' + B' + C-^ — DK:r^yw,-.
Le premier membre de cette équation est égal à R^K"; on a donc
\Zr;j
Dans le cas où la sphère variable se réduit à un point M , les cinq quantités m,- deviennent les puissances divisées par R,- du point M par rapport aux cinq sphères orthogonales. En appelant S, ces puissances, on obtient
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et, comme R est nul dans ce cas, on a
ou
2(iy=«^
c'est-à-dire l'identité qui a été notre point de départ, ce qui sert de vérification à nos calculs.
D'autre part, la sphère se réduit à un plan (P) , si Ton a
Les plans de l'espace sont donc déterminés par cinq quantités m,- , et ces coordonnées satisfont à l'équation linéaire (13). Dans ce cas, la formule (8) devient
w, = ^r2iU,+ 2B/3, + 2C7, — D '
et, comme l'équation du plan (P) est
2Aa; + 2B?/ + 2Cz — D — 0,
on voit que les cinq coordonnées m, sont proportionnelles aux distances divisées par R, des centres des cinq sphères (S.) au plan (P) .
Il suit de là que le système actuel de coordonnées, quand il est employé à la détermination des plans, est un système de coordonnées tangentielles surabondantes. Si, au moyen de l'identité (13), on élimine une des quantités m, , m^ par exemple, d'une équation, il restera une relation homogène entre m^ , ^3 , Wi^ , m. , qui sera l'équation tangentielle de la surface enveloppe de tous les plans, rapportée au tétraèdre des centres des sphères (S^) , (S3) , (S,) , (SJ .
En résumé, notre système de coordonnées embrasse à la fois les points, les plans et les sphères. Les cinq quantités m, déterminent en général une sphère. Pour qu'elles conviennent à un plan, il faut qu'elles satisfassent à une équation linéaire (13);
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pour qu'elles déterminent un point, il faut qu'elles satisfassent à l'équation quadratique (12).
Si elles satisfont à la fois aux équations (42) et (13), elles déterminent un plan tangent au cercle de l'infini.
Enfin, toutes les fois que l'une des coordonnées nit est nulle, la sphère ou le plan deviennent orthogonaux à (S,), ou, si la sphère se réduit à un point, ce point se trouve sur (S,) .
Nous signalerons encore une propriété importante des quantités m,-. Si l'on place la masse m, au centre Ci de chacune des sphères (S,) , d'après les formules (7), le centre de gravité des cinq masses sera le centre de la sphère (S) . Cette propriété ne suffit pas évidemment à faire connaître les cinq quantités, mais elle constitue une relation importante, et dont nous aurons à faire usage.
Étant données deux sphères (S) et (S') par leurs équations
(14) S— y w,|^^K(a^^4-?/'+^0 — 2Ajj— 2B?/~2C;^-i-D = 0,
(15) S'rr.2»<'.~ — K'(a?^ + ?/^ + s')— 2A'a'— 2B'?/— 2G'^+D'=:0,
on peut combiner ces équations de manière à obtenir la suivante
et, en appliquant alors la formule (10), on aura
(A + ).A')^H- (B + >B')-^ + (C + )-C')' — (D + XD') (K + >K')
{mi + ïm'iy .
En égalant les coefficients de X dans les deux membres, on obtient la relation
(16) 2AA' +2BB' +2CC'— DK'— D'K = 2y
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Si nous désignons par x ,y , z ,x' ^y' , z' les coordonnées des centres de (S) et de (S'), et par R et R' leurs rayons, réquation (16) pourra s'écrire
((œ. — x'y + iy—yy + iz — z'Y—lV — W'
KK' Vm
nu Vm'i
Le premier membre de cette formule est la puissance commune de (S) et de (S') , qui se trouve ainsi exprimée en fonction des m,- , m\.
La condition pour que les deux sphères soient orthogonales est donc
(18) 7 num'i = 0 .
La formule (17) prend une forme élégante, si Ton suppose que les deux sphères (S) , (S') soient réduites à des points. Alors on a
Là Là
et l'on peut écrire cette formule
Li Ri Z e,
Telle est l'expression de la distance de deux points. S'ils deviennent infiniment voisins, on a
(20) dx"--b iltf-hdz'' =
\Là%)
Cherchons ce que peut représenter le second membre de la formule (19), quand on a, non des points, mais de véritables sphères (S) , (S') .
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On a alors
ywi^ Jm\^
D'ailleurs, puisque les coordonnées sont homogènes, on peui toujours supposer que
et par suite on aura
2RR'z=:=^^ — ?^-7— ' Z/R.Z/R.-
et, en ajoutant cette équation membre à membre à (17),
Zr7Z"r7
On aurait de même
j (nif + m'iY
(22) {œ-x'y + [y-y'f + iz-z'y-{^ + ^'r= ^^^^fm', '
Zr;Z"r^
Mais ces deux formules supposent essentiellement que
y Wi^ = y m' Y '
La condition de contact de deux sphères peut donc s'écrire, dans notre système et avec l'hypothèse précédente.
(23) y{mi ± m'iY =
264 SUR UNE CLASSI' HK.^IAUOUABLK
Si les deux sphères devenaient infiniment voisines, on aurait
mais cette formule suppose essentiellementque, lorsque Wj varie, 2 m," demeure constante.
D'après Téquation (24), la condition de contact de deux sphères infiniment voisines sera donc
Les formules données ici peuvent être écrites d'une autre manière, qui met en évidence leur interprétation géométrique. Par exemple les équations (21) et (22), relatives à deux sphères et établies dans l'hypothèse que
deviennent, en appelant cp l'angle de ces sphères,
y {Wi — m'iY y {vii + 7ii'i)
(26) 4sin'-^=:— ^^ — ' 4cos^|
nii 7 nu
et par suite, en appelant V l'angle de deux sphères infiniment voisines, la formule (24) nous donne
ydnii^
en supposant que 2m/ demeure constante.
Les formules précédentes, ne contenant que des angles, s'appliquent au cas où les sphères se changent en des plans.
Une des propriétés les plus importantes du système pré-
cèdent de coordonnées, c'est qu'il est en quelque sorte indifférent à la transformation par rayons vecteurs réciproques ou inversion.
C'est-à-dire que, si l'on soumet le système entier à une inversion, les cinq sphères (S,) se changent en cinq nouvelles sphères (S'») , et toute sphère, point ou plan (U), se change en une sphère (U') , qui a, par rapport aux (S',) , les mêmes coordonnées que (U) par rapport aux (S,). En d'autres termes, on étudie, dans notre système de coordonnées et dans la même équation, en même temps qu'une figure, toutes ses transformées par la méthode des rayons vecteurs réciproques.
Pour démontrer cette importante proposition, il suffit de
remarquer que, grâce aux formules de l'inversion, les cinq
Si quantités rr se changent, à un facteur près, dans les quantités
S'analogues ~ , relatives aux sphères (S'i) inverses des (S,) .
fi I
On a
et par suite l'équation
de toute sphère (U) se
change dans l'équation
de la sphère (U') correspondante. Cette nouvelle sphère a donc, par rapport aux (S',) , les mêmes coordonnées que la première (U) par rapport aux S, . C'est ce qu'il fallait établir. Toutefois, il peut arriver que l'une des sphères (S.) soit
S,changée en un plan. Alors il faudra remplacer ~ par 2</,,
Al»
di désignant la distance à ce plan.
Ainsi, les véritables coordonnées d'un point sont propor-
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Stionnelles aux quantités ~ ou 2 di , si la sphère de base (S,)
devient un plan, et tout point sera déterminé par les cinq coordonnées homogènes
liées par l'équation
et invariables pour toute inversion plane ou sphérique.
Le système actuel de coordonnées présente une propriété tout à fait singuhère, et sur laquelle il importe que nous insistions.
D'abord, tous les points du plan de l'infini qui sont hors du cercle de l'infmi ont les mêmes coordonnées, savoir
En effet, d'après la formule (9), les coordonnées d'un point quelconque 0 sont égales à
Si le point 0 s'éloigne indéfiniment sans avoir pour limite un. point du cercle de l'infini, OG; devient infini, et l'on trouve
Au contraire, si le point 0 s'éloigne à l'infini en s'approchant d'un point du cercle de l'infini, 0G< est indéterminé, et l'on a, à la limite,
R.ir. — > + piRi2 ,
où le rapport - peut prendre toutes les valeurs possibles. Les
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points du cercle de l'infini ont donc une infinité de systèmes de coordonnées.
Les remarques suivantes expliquent ces propriétés si singulières de notre système de coordonnées.
Si l'on soumet les points de l'espace à une inversion, tous les points à l'infini en dehors du cercle de l'infini viennent se confondre au pôle A de l'inversion. Ils ont donc tous, d'après une remarque déjà faite, les mêmes coordonnées que ce pôle, après l'inversion.
Au contraire, à un point M sur le cercle de l'infini correspondent, après l'inversion, tous les points M' situés sur la droite AM. Le point M doit donc être défini par tous les systèmes de coordonnées qui, après l'inversion, déterminent les diff'érents points M', en nombre infini sur la droite AM.
Faisons l'application des résultats précédents à quelques problèmes simples.
Soient deux sphères (S) , (S') , définies par les équations
2^ nuXi
0, J.'^n'iXi^O .
L'équation de toute sphère passant par leur intersection
sera
(28) y(mi + lm',)Xi = 0.
L'une de ces sphères se réduira à un plan, le plan radical des deux premières. Elle correspond à la valeur de X déterminée par l'équation
(29) ^ÏÏ!i±^-^0.
Deux des sphères se réduisent à des points. Les valeurs de A auxquelles elles correspondent sont déterminées par l'équation
OU
On sait que, lorsque cette équation a des racines égales, les doux sphères (S) , (S') sont tangentes; la condition de contact est donc
Si Ton tait Iw,' = 2m',% cette équation se décompose dans les deux conditions (22) déjà trouvées.
Si l'équation en X est identique, les deux sphères se réduisent à des points, et ces points sont sur une droite allant rencontrcT le cercle de Tinfini.
On sait que, étant données des sphères passant par un même cercle, quatre de ces sphères donnent lieu à un rapport anharmonique, comme quatre plans, et ce rapport anharmoniquc e-st égal à celui des centres de ces sphères, situés en ligne droite. Il est clair que le rapport anharmoiiique de quatre sphères, déduites de l'équation (28) en donnant à X quatre valeurs distinctes, sera le même que celui de ces valeurs de X.
Examinons maintenant une surface quelconque représentée par l'équation homogène
que, pour abréger, nous écrirons L'équation
où les Xi désignent les coordonnées d'un point M de la surface, et X, les coordonnées c ,urantes, représente, quand on y fait
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varier A, une suite de splières tangentes en M à la surtVice. Si Ton dispose de À de telle manière que
ra^--)-'
alors réquation (33) représente un plan; c'est le plan tangent à la surface au point M .
Toute sphère
normale à la surface au point M, devra aussi être normale à toutes les sphères tangentes (33). On devra donc avoir, quel que soit a ,
c est-à-dire
Si Ton a, en outre,
l'équation (34) représentera un plan normal. Tous les plans normaux passent donc par la droite
Pour que le point (x,) soit un point singulier de la surface, ij faut que l'on ait, pour une valeur convenable de À,
(36) If;. + '■'-■ = »■
(') Celte notation abrégée indique qu'il faut égaler à zéro tous les déterminants formés avec les quatre lignes qu'on obtient en donnant à / quatre valeurs quelconques, prises dans la suite 1,2,3,4,5,
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Pour que deux surfaces, représentées par les équations homogènes
soient orthogonales, il faut et il suffit que l'on ait, pour leurs points communs,
(37, If^^O.
Lia Xi à Xi
Cette équation a déjà été donnée dans le texte (art. 49). Enfin, étant donnée une sphère par Féquation
toute sphère concentrique aura pour équation
Par exemple, si l'on demande l'équation générale des sphères ayant pour centre un point {Xi) , cette équation sera
(39) ZI*'+r;j'''='*-
Ces dernières propositions se démontrent sans difficulté au moyen des formules générales déjà données. L'équation de la sphère réduite au plan de l'infini est
Vï.
Dans les calculs précédents, nous avons pris pour base de notre système cinq sphères deux à deux orthogonales, mais on peut aussi prendre cinq sphères quelconques, non orthogonales à une même sphère.
Soient en effet (S,) les cinq sphères orthogonales, et a?,- les coordonnées définies plus haut d'un point quelconque.
Effectuons la substitution linéaire
(41) œ, = '^may^, (z, /^=r i ,2,3 , 4,5) ;
on tirera de ces équations
(42) ij,= 2^P,uX, .
Les équations
Vi -^ 0
représentent donc cinq sphères quelconques, que nous appellerons (S',), et qui ne sont pas orthogonales à une même sphère, puisqu'il n'y a entre les ^,- aucune relation linéaire identique.
La signification géométrique des nouvelles variables y,- est donc la suivante. Elles sont proportionnelles aux puissances du point par rapport aux sphères (S,) multipliées par des facteurs constants.
De l'identité
on déduira par la substitution une relation (43) 9{yi) = Q
quadratique et homogène, et contenant en général les rectangles des variables ?/,• . Donc
Il existe^ entre les puissances d'un point par rapport à cinq sphères non orthogonales à une même sphère^ une relation quadratique et homogène, qui contient en général les rectangles des variables.
Nous n'étudierons pas d'une manière détaillée le nouveau système de coordonnées auquel nous sommes conduit ici. Les formules qui se rapportent à ce système se déduiront sans peine des précédentes, si l'on applique les notions relatives aux invariants et covariants des formes quadratiques homogènes. Nous nous bornerons à indiquer la condition pour que deux sphères soient orthogonales.
Soient
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les équations des deux sphères et désignons par 'f,(?/,) la
forme adjointe de ^f (y.) . La condition d'orthogonalité pourra
s'écrire
, f? (»,(«?.■) , do,
On déduit notamment de cette dernière équation la proposition suivante ".
Pour que les cinq sphères qui composent la base du système soient deux à deux orthogonales, il faut et il suffit que la relation identique (43) ne contienne pas les rectangles des variables (^).
(') On pourra consulter sur celle rolalion un Mémoire de l'auleur, insén'" dans les Annales de l'École Normale supérieure, î» série, t. I, u" 0.
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Application du système de coordonnées considéré dans la Note précédente à la théorie des cyclides.
Nous avons vu (art. Ai) que l'équation d'une cyclide peut se mettre sous la l'orme
A {œ- + îf + zy + ?<, t{x' + ?/- + 2") + n,t' = 0 ,
où X ,tj , z , t désignent les coordonnées homogènes ordinaires d'un point, et u^ ,u^ des polynômes du premier et du second degré. Si nous introduisons les cinq quantités (S,), définies par les équations suivantes,
l'équation de la cyclide se transformera en une équation homogène et du second degré par rapport à ces cinq quantités (Si). D'ailleurs, celles-ci sont liées, d'après la Note précédente, par une équation identique, qui est ici
(4) s,s,—è:—s.^—Sf = fis>i) = o .
Cela posé, désignons, pour abréger, par
l'équation homogène de la cyclide. D'après des principes bien connus, les deux fonctions f (S,) , 'f (S,) pourront être ramenées par une substitution linéaire à ne contenir que les carrés des variables. L'identité (1) prendra la forme
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et les équations
représenteront, par conséquent, des sphères orthogonales. L'équation de la cyolide deviendra
(4) yAiXi' =
Nous retrouvons le résultat établi (art, 47),
Il est vrai que, étant données deux formes quadratiques, on ne peut pas toujours les ramener à des sommes de carrés ; mais ces cas d'exception peuvent se déduire du cas général par la méthode des limites.
Examinons, par exemple, le premier de ces cas, qui comprend tous les autres, et qui correspond à l'hypothèse où les sphères
se rapprochent indéfiniment, et viennent se confondre. Alors les équations (3) et (4') prennent les formes
Xi~ + x^^ + x^ + x,^ -h x,^x' i = 0 ,
Au moyen de la première de ces formules, qui est une identité, on peut éliminer x^x\ de la seconde. L'équation de la cyclide sera donc de la forme
(5) A,-.T,* + Kx.^ + \,xi -h k,xC' ~ 0 .
Mais la sphère {x^ , étant orthogonale à la sphère infiniment voisine {x,^ , devra se réduire à un point, et comme elle est aussi orthogonale à (S,) , (S,) , (Sj) , le point auquel elle se réduit sera à l'intersection de ces trois dernières sphères. L'équation (5) représente donc une cyclide, qu'on pourra transformer par une inversion en une quadrique. Il suffira de mettre le piMe de l'inversion au point
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lï.
Soit donf (6) -. ^A.-r,':
l'équation crime cyclide générale.
D'après la formule (33) de la Note précédente, les coordonnées 7»,- d'une sphère tangente au point a?, auront pour expression
où A a une valeur fixe, mais quelconque. Ces coordonnées devront, par conséquent, satisfaire aux deux relations
En éliminant À entre ces deux équations, on aurait la relation qui doit avoir lieu entre les quantités m,- , pour que la sphère qu'elles déterminent soit tangente à la cyclide. On obtiendra évidemment cette relation, en exprimant que la première des équations (8) a une racine double. Cette équation étant biquadratique, son discriminant sera du douzième ordre par rapport aux quantités m,- . Soit
(9) iF(?7?,) = 0
réquation qu'on obtient en l'égalant à zéro. Elle est homogène et du douzième ordre par rapport aux quantités ïw, ; on en déduit les conséquences suivantes.
Si l'on cherche combien on peut faire passer, par l'intersection de deux sphères données, de sphères tangentes à la cyclide, il faudra remplacer w,- par w, + Àw',, et l'on aura pour X une équation du douzième ordre.
Donc imr un cercle on peut mener douze sphères tangentes à la cyclide.
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Si ce cercle devient une ligne droite, les sphères qui le contiennent sont des plans. Donc la cyclide est de la douzième classe.
Enfin, si les deux sphères données m,- , m',- sont concentriques, les sphères (m,- -f- Xm',) ont le même centre que les premières. Donc, dans une séi'ie de sphères concentriques, il y en a douze qui sont tangentes à la cyclide. En d'autres termes, à' un point on peut mener douze normales à la cyclide.
Toutes ces propositions, si 'différentes en apparence, sont ici des conséquences d'un principe unique.
Ajoutons que l'équation (9), en y regardant les m, comme les coordonnées d'un plan, est \ équation tangentielle de la surface. Cette équation est de la forme
Proposons-nous de rechercher, quand la sphère (m,) est quelconque, quelle est la signification géométrique des racines de l'équation
l -h Ai
Nous obtiendrons ainsi le résultat suivant. La sphère (mi) coupe la cyclide suivant une courbe située sur quatre cônes du second degré. La détermination de ces qîiatre cônes s'effectue par la résolution de l'équation précédente.
Soit, en effet,
(11) S = /niiSi = X' + y' + z--i =0
l'équation de la sphère sécante, écrite en coordonnées ordinaires. Pour tous les points de la cyclide situés sur cette
Ssplière, on pourra remplacer ;r,- = ^' par la fonction du premier
degré —-^ — =^^,-, ^t, si l'on effectue cette substitution à la
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fois dans l'équation de la eyclide et dans la relation identique entre les quantités a;.- , on aura les deux équations
;J2) yA,«,'rr:0, yc.;-:=0,
qui représentent la première une quadrique, la seconde la sphère sécante (S) . On a aussi l'identité
en remplaçant oCi par a,- dans Féquation de la sphère (S) .
Cherchons les cônes passant par l'intersection des deux quadriques (12) . Pour cela, il faudra exprimer que l'équation
(Ai + /)yr = 0
représente un cône, en tenant compte de la relation identique (13) . On obtient ainsi, sans difficulté particulière, l'équation
et les coordonnées du sommet du cône ont pour valeur
mi
La proposition que nous avions en vue est donc démontrée, et l'on voit bien pourquoi une racine double de l'équation (14) correspond à une sphère tangente. Si deux cônes viennent se confondre, la courbe d'intersection de la sphère et de la eyclide aura un point double à leur sommet commun, qui sera le point de contact de la sphère avec la eyclide.
La méthode que nous venons de suivre fournit sans difficulté les sections circulaires des cyclides. Cherchons, en effet, les sphères doublement tangentes; il faudra que l'un des quatre cônes déterminés par l'équation (14) se réduise à deux plans,
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et pour cela il est indispensable que l'une des coordonnées du sommet, a, , par exemple, devienne indéterminée. Soit
comme À = — Ai doit être racine double, on aura, en exprimant ce fait,
Si, au lieu de a^ , on prenait a, , aj , . . . , on aurait bien les cinq séries de sphères doublement tangentes. Interprétons les équations (15).
Le première de ces équations indique que les sphères de la série sont toutes orthogonales à la sphère (S,) .
D'ailleurs, si l'on appelle S,- la puissance du centre de l'une des- sphères par rapport à la sphère (S,) , on a d'après la formule (9) de la Note précédente,
et par suite
En substituant ces valeurs dans la deuxième des équations (15), on obtient
Cette équation du lieu des centres est bien du second degré, et elle représente une surface conjuguée par rapport au tétraèdre formé des centres des sphères (S,) , . . . , (S^) .
On retrouve donc la génération des cyclides due à M. Moutard. Nous n'insisterons pas sur les démonstrations très simples qu'on pourrait donner ici des relations entre les quadriques, à l'aide du système de coordonnées que nous avons employé.
Dlî COUUBES ET DE SUK1'\4CES ALGÉBRIQUES. !27'J
Nous avons vu que la condition de contact d'une sphère et de la cyclide s'obtient en égalant à zéro le discriminant de l'équation
^ 'iiii"
A, + du 4^ ordre en À. Ce discriminant est de la forme
où I et J sont des fonctions, du A" et du 6^ degré respectivement, des quantités m,. On peut se demander quelle est la signification géométrique des équations
lr=0 ou J=rrO.
Pour répondre à cette question, nous rappellerons le théorème suivant, dû à M. Cremona (^).
I Si par deux points d'une cyclique (et en général d'une biquadratique gauche) on mène des plans tangents à la cychque, ou, si elle est plane, des cercles tangents, le rapport anharmonique des quatre plans ou des quatre cercles ainsi obtenus est constant.
Cette valeur constante est précisément le rapport anharmonique des racines de l'équation précédente du 4^ degré.
Quand
cette valeur est égale à une racine cubique imaginaire de l'unité; les différents rapports anharmoniques qu'on peut former avec les quatre racines sont égaux. Nous dirons avec M. Cremona que la courbe est équiharmonique.
(') Cremona : Mémoire de géométrie pure, sur les surfaces du 3* ordre. Journal de Borchardt, t. LXVIII, p. 119.
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Ainsi, les sphères dont les coordonnées satisfont à Téquation
coupent la surface suivant des cyclides équiharmoniques.
Les quatre cercles ou plans sont, au contraire, en rapport harmonique, si les coordonnées de la sphère satisfont à l'équation
Les équations (17) et (18) étant des ordres 4 et 6, les plans qui satisfont à ces équations enveloppent des surfaces de la ¥ et de la 6® classe respectivement. Nous avons donc les théorèmes suivants :
L'enveloppe des plans coupant une cyclide suivant des courhes équiharmoniques est une surface de la 4^ classe.
L'enveloppe des plans coupant suivant des courhes harmoniques est de la 6^ classe.
Ces propositions, qui s'appliquent à toutes les surfaces du 4^ ordre à conique double, sont l'extension des théorèmes de M. Cremona relatifs aux surfaces du 3^ ordre ('^).
Plus généralement l'équation
(19) I^— KJ2:=0
convient à toutes les sphères coupant la cyclide suivant des courbes de même rapport anharmonique. Celles de ces sphères qui se réduiront à des plans envelopperont une surface de la 12^ classe.
Étant donnée la cyclide
(M Journal (le BorchanlL l. LXVllI, ii. GX.
nous avons vu que l'équation générale des sphères tangentes à la cyclide au point (Xf) est la suivante,
/ (A,--f-ÀjXf*',-=:0 .
Si l'on donne à / les six valeurs
on obtient successivement une sphère réduite au point de contact (Xi) et les cinq sphères doublement tangentes à la surface ayant un de leurs points de contact en (a^,) . Les rapports anharmoniques de ces cinq sphères ou, ce qui est la même chose, de leurs centres disposés sur la normale au point (Xi) seront les mêmes que ceux des six nombres précédents, c'est-à-dire seront constants. Donc
Une normale quelconque à la cyclide rencontre les cinq déférentes en cinq points ^ qui sont les centres de sphères doublement tangentes à la cyclide et ayant un de leurs points de contact au pied de la normale. Ces cinq points et le pied de la normale déterminent sur cette droite une division honiographique à nne division fixe; en d'autres termes, k rapport anharmonique de quatre quelconques de ces cinq points demeure constant (^).
La proposition précédente est la généralisation d'un théorème important, relatif aux normales des quadriques qui sont divisées, comme on sait, par les plans principaux de la surface et par leur pied en segments conservant des rappoits invariables. Nous allons compléter cette analogie en cherchant, dans le cas des cyclides, le lieu des points qui forment sur chaque normale, avec trois quelconques des six précédents, un rapport anharmonique constant. Cela revient à chercher le lieu des centres des sphères tangentes, correspondantes à une même valeur de / . Nous dirons que toutes ces sphères
(') Voir un Mémoire de rauleur, Annales de l'Ecole Normale supérieure, t. I, 2" série.
sont des sphères tangentes de même rapport anharmonique. Elles ^ se représenteront dans les Notes suivantes. Leurs coordonnées
satisfont évidemment aux deux équations
Si l'on désigne les coordonnées de leur centre par a;, , on aura, en vertu de la formule (39) de la Note précédente,
nii = Xi -\- — '
et il faudra, pour obtenir le lieu des centres, éliminer K entre les deux équations
Posons
Ai + /
'^' ^ro^-^lA
les équations (22) pourront être remplacées par le système suivant
et, en éliminant K, on aura
(24)- {ry-i>.'y=:{of'-f.-)(f^'-^n ,
OU encore
(25) (2^/'_..^'-,Lo')'-:=4(f-v-^)(r'-v'f).
Cette équation est du 4® ordre par rapport aux quantités Xi', mais, comme elle ne dépend en réalité que des différences
Rj R, R,Rj
la surface qu'elle représente sera en général du 4® ordre. Elle aura d'ailleurs, d'après l'équation (24), une conique double, représentée par les équations
et enfin, d'après l'identité
elle se réduira, pour /. — — A., à une quadrique double. En effet f^ — 0:6 deviendra nul, et l'équation (25) prendra la forme
{L A,Aj \
Cette quadrique est une des déférentes de la cyclide.
Nous retrouverons la surface précédente dans la discussion du problème des normales.
Nous venons de considérer des sphères tangentes, et de définir ce que nous appelons les sphères de même rapport anharmonique. Nous sommes ainsi amenés à étudier tous les plans tangents de même rapport anharmonique, c'est-à-dire correspondants à une même valeur de / .
Soient w.- les coordonnées de ces plans tangents; elles
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satisfei'ont aux deux équations
OÙ À reste constant; et comme, dans le système actuel de coordonnées appliqué au plan, les 7?^, sont simplement des coordonnées tangentielles ordinaires (Note X), nous voyons que
Les plans tangents de même rapport anharmonique enveloppent une développable de 4^' classe; circonscrite aux deux quadriques (26).
Nous allons compléter ce théorème en prouvant que les points de contact de ces plans tangents, correspondants à une même valeur de X, sont sur une courbe sphérique de la cyclide; que, si Ton fait varier À, les différentes courbes ainsi obtenues sont sur des sphères concentriques; et, enfin, que ces sections sphériques sont les seules suivant lesquelles une quadrique puisse être inscrite à la cyclide.
Soit, en effet,
réquation d'une sphère tangente, de rapport anharmonique a. Pour qu'elle se réduise à un plan, il faut que l'on ait
c'est- à-dii'e que le point de contact soit sur la sphère représentée par réquation précédente. Ainsi, le lieu des points de contact des plans correspondants à une même valeur de X est bien une courbe sphérique.
Si, dans l'équation (27), on fait varier X, on obtient une série de sphères concentriques. Il reste à démontrer que les sections de la cyclide par ces sphères sont les seules courbes suivant lesquelles une quadrique puisse être inscrite à la cyclide.
Soit, en effet,
=2,^iiiXi
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une sphère séeante quelconque, et posons
Pour tous les points d'intersection de (S) et de la cyclide, on peut remplacer la fonction du second degré a?,- par la suivante,
S ' BR
qui est du premier degré par rapport aux coordonnées ordinaires, et réquation
(28) 2(A, + >,)(r<-A) = fl
représente, quand on y fait varier À, toutes les quadriques passant par Tintersection de la cyclide et de (S). Développons cette équation; nous aurons
ou
Comme la cyclide a pour équation
on voit que la quadrique (28) coupe la cyclide suivant deux courbes distinctes, situées sur les sphères
Pour que la quadrique soit inscrite à la cyclide, il faut que ces deux sphères se confondent, c'est-à-dire que Ton ait
'^8(5 SUIS IINK CLASSE nEMARQUABM-:
On obtient alors
et l'équation (29) se réduit à la suivante,
(31) yA,.T,'-f = 0,
mai n
qui montre que la quadrique est inscrite à la cyclide proposée.
L'hypothèse B=-0, qui met les, raisonnements en défaut, correspond aux cyclides du S'' ordre, qui n'admettent pas de quadriques inscrites.
Ainsi les flans tangents de même rapport anharmonique formeront une suite de développables de 4^ classe^ circonscrites à la cyclide suivant des courbes sphériques du 4^ ordre. Les tangentes doubles de ces développables seront les seules droites par lesqtielles on pourra mener à la cyclide deux plans tangents distincts, de même rapport anharmonique.
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!%ote XTI.
Sur le problème des narmales aux cyclides.
Supposons que l'on se propose de mener d'un point des normales à une surface algébrique. Le problème, de quelque manière qu'on le traite, se ramène en définitive à la résolution d'une équation algébrique, contenant une seule inconnues. Le degré de cette équation donne le nombre des normales qu'on peut mener d'un point à une surface algébrique. Mais la discussion du problème est plus ou moins simple, suivant l'arbitraire qu'on a choisie.
Supposons qu'on se propose de chercher les points de l'espace pour lesquels deux normales menées à la surface se confondent. Si l'on exprime que l'équation en u a une racine double, on obtiendra un lieu géométrique, plus général que celui que l'on demande, et qui est la surface des centres de courbure.
Choisissons pour inconnue, par exemple, le carré de la distance du point d'où l'on mène des normales, au pied de chaque normale. Il est clair que, si l'on prend un point A sur le lieu des centres des sphères doublement tangentes à la surface, il y aura une sphère ayant son centre en A et tangente en deux points a , a' à la surface. Les droites ka , ka' seront deux normales menées du point A , et correspondantes à une même valeur de u. L'équation en w aura donc une racine double, sans que les deux normales menées du point A et correspondantes à cette racine double soient confondues.
Il en sera de même si l'on prend toute autre inconnue, l'abscisse, par exemple, du pied de la normale; car, si le
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point A se trouve sur la surface, lieu des points d'où Ton peut mener deux normales dont les pieds aient même abscisse, il est clair qu'on aura pour Tabscisse une racine double à laquelle correspondront deux normales différentes.
On voit donc que, de quelque manière qu'on aborde le problème, il sera bien difficile de ne pas avoir à examiner et à rejeter des solutions étrangères, dépendant uniquement du choix de l'inconnue et variant avec elle. On peut ajouter que la même normale peut correspondre à deux valeurs distinctes de l'inconnue. C'est ce qui explique les grandes difficultés qu'offre l'étude du problème des normales. Ces difficultés ont été surmontées d'une manière complète dans le beau Mémoire de M. Glebsch relatif aux surfaces quadriques.
Le problème des normales aux cyclides est beaucoup plus compliqué que le problème analogue relatif aux surfaces du second ordre. Il est d'ailleurs d'une moindre importance; aussi mecontenterai-jed'en indiquer la solution, sans examiner tous les cas particuliers.
On a déjà vu (art. 60) que la cyclide a trente normales doubles, qui sont les normales abaissées des centres des cinq sphères directrices sur les déférentes correspondantes.
On a vu aussi, dans la Note précédente, que d'un point on peut mener douze normiles à la cyclide. Yoici comment on peut former l'équation dont d. 'pendent ces douze normales.
Soit
(1) ^{nu) = 0
la condition de contact déjà trouvée entre une sphère et la cyclide. Si les coordonnées du centre sont a?,-, on aura
(2) ' ^ mi — lo['i+~ >
et, en portant ces valeurs dans l'équation (1), l'équation en fera connaître les différentes sphères ayant pour centre le
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point (Xi) , et tangentes à la cyclide, c'est-à-dire les normales menées du point {x,) . Mais il est préférable de suivre la méthode suivante. •
Nous avons vu, dans la Note précédente, que la condition de contact s'obtient en éliminant À entre deux équations
Là >~ -■)- A,-
Cela posé, soient deux sphères données (m,) , (m',) , et cherchons combien on peut faire passer par leur intersection de sphères tangentes à la cyclide. 11 suffira ensuite de supposer concentriques les deux sphères données pour obtenir la solution de notre problème particulier.
Toute sphère passant par l'intersection des deux proposées a pour coordonnées wi,- + A,m',-, et Ton aura, pour déterminer k et X , les deux équations
^ ' U l + Ai '
(6) yimr±Jnv^^
Posons
^ PO :=::(> -h A,) (-A + A,) ... O.+ A,),
). + Ai
les équations (5) et (6) seront équivalentes aux suivantes,
La première de ces équations est du 4-® degré en À , la seconde est la dérivée de la première par rapport à X .
Notre première méthode pour la recherche des normales revient à l'élimination de X entre ces deux équations, élimination qui se fait en exprimant que l'équation (8) en X a une racine double; mais nous aurons avantage à éliminer A- au lieu de X . On est ainsi conduit à l'équation finale
(10) {^.^^' —u'Y^ki'^r -fo'){f:i' -^n ,
qui est du douzième ordre en X, et qui peut être mise, comme on sait, sous la forme équivalente
(H) se/-/"' — ?f — ■^/)^=r:4(f — o-i.)(/''^— o'-XO-
Il y a quelques remarques à présenter sur cette équation. On a d'abord identiquement
et, si l'on introduit le polynôme du troisième degré suivant
(Wim'j — Wjni'iY
l'identité (12) peut s'écrire
et l'on déduit de là, en prenant les dérivées des deux membres,
On peut donc donner à l'équation (11) en X la forme nouvelle
(14) {uF'-\-^'Ff=z^v,F{f"—'/4>').
Nous avons ainsi deux formes distinctes et également importantes de notre équation en X . On voit que cette équation est du 8® ordre par rapport aux quantités m,. , w,- , et il est clair que, si on la développait, elle ne dépendrait que des binômes w,m' — m^m',-. Elle est donc à la fois homogène et
du 4® ordre, soit par rapport aux m, , soit par rapport aux m'i . Nous allons chercher dans quel cas elle peut avoir une racine double.
Son discriminant, que nous appellerons A et qui est du 22® ordre par rapport aux coefficients, devra donc être du 88® ordre, soit par rapport aux w,- , soit par rapport aux m',- . Nous allons chercher les facteurs de ce discriminant, et déterminer leurs degrés de multiplicité.
Si l'on désigne, pour abréger, par
le premier membre de l'équation (8), notre équation en À est le résultat de l'élimination de k entre les deux suivantes
Considérons les deux valeurs A;^ et ki de k, tirées de la seconde équation, comme des fonctions de X déterminées par cette équation^ et portons-les dans la première. Le résultat de l'élimination de k prend ainsi la forme
Pour qu'il y ait une racine double de l'équation en X, il faut que la dérivée du premier membre de l'équation (15) par rapport à X soit nulle, ce qui donne
Mais un des deux facteurs du premier membre de l'équation (15) est nul. On a, par exemple,
L'équation (16) se réduit alors à
<if{l,k^)d<f>{l,k,) = 0,
et, en tenant compte de l'équation
qui définit A;,, comme fonction de X , il reste
On est ainsi conduit aux trois hypothèses suivantes :
c'est-à-dire, les deux équations (8) et (9) en k doivent avoir deux racines communes ou la seconde une racine double A'a = A'i . Cette seconde supposition doit être rejetée, car elle
rendrait infinie la dérivée -y-" , et F examen de la première nous
conduit au résultat suivant :
Le discriminant cherché A contient un premier facteur, qui est le résultat de l'élimination de X entre les trois équations
Désignons par M ce premier facteur. Pour l'obtenir, multiplions chacune des équations (18) successivement par i , À , À" ; nous obtiendrons ainsi 9 équations du 8® ordre au plus en À. En éliminant X par la méthode dialytique, nous aurons une résultante M du 18'^ ordre soit par rapport aux w,-, soit par rapport aux m'i , et du 36® ordre par rapport à ces deux séries de variables prises simultanément. Cette résultante M figure dans le discriminant cherché a , élevée au carré. (Nous indiquons plus loin la méthode générale au moyen de laquelle nous avons déterminé les puissances auxquelles doivent être élevés les différents facteurs de A.)
2° L'équation (17) sera aussi vérifiée dans Fhypothèse suivante :
âk,
c'est-à-dire si l'équation (8) en k a une racine double. Cela donne
OU, d'après les notations (13), L'équation (14) se réduit alors à
dl
Le discriminant A doit donc contenir comme facteur le discriminant de cyF, ce qu'il est d'ailleurs facile de reconnaître d'après la forme de l'équation (14).
Or, le discriminant de ctF se compose de trois parties : le discriminant de cj , qui est une constante; celui de F, que nous appellerons 1, et la résultante élevée au carré de o et de F.
F étant une fonction du 3*^ degré en À , son discriminant 1 sera du 8® ordre par rapport aux vw,- .
Quant à la résultante de r? et de F, elle se compose des cinq facteurs Q,- , qu'on obtient en portant dans F les racines de tô ,X=:: — A,-. On a
A,- Aj
J 3*^ Enfin, le discriminant de l'équation en X contient un dernier facteur, correspondant à l'hypothèse suivante, déduite de l'équation (17),
dk La dernière de ces équations peut être remplacée, en tirant -tt
de l'équation
par
Donc, notre dernier facteur correspond au cas où l'équa-
tion (8) en À a une racine triple, c'est-à-dire où la sphère correspondante a un contact stationnaire avec la surface. En appelant G ce dernier facteur, le discriminant cherché sera
18) M^GQ,^Q/Q3'Q,/Q/S=:A.
Il nous reste à déterminer le degré de G et aussi à indiquer comment on détermine l'exposant de chacun des facteurs du discriminant A. Commençons par G .
Exprimons que l'équation
Ai -h l
a une racine triple. Comme elle est du 4® degré en À , on aura les conditions cherchées en égalant à zéro les deux invariants I , J , ce qui donne
équations du 4^ et du 6® degré respectivement par rapport aux Mi .
Cela posé, pour avoir G , on remplacera dans ces équations nii par mi-\-km'i. On obtiendra deux équations en A;, l'une du 4^, l'autre du 6*^ degré, entre lesquelles il faudra éliminer k . Les coefficients étant homogènes par rapport aux w,- , m',- , et des degrés 4 et 6, G sera de l'ordre
par rapport à ces mêmes quantités. Il sera donc seulement de l'ordre 24 par rapport à chacune des séries de variables , par rapport aux m, par exemple; car, de même que A et tous les facteurs de A, G par la nature même de la question dépend uniquement des binômes ?«,m'j — m^m' i .
En réunissant tous les résultats trouvés, on voit bien que le discriminant (18) est, comme cela doit être, du 88® ordre par rapport aux m,-. Nous allons maintenant indiquer comment nous avons déterminé les degrés de multiplicité de ses différents facteurs,
A cet effet, nous exposerons d'abord une méthode générale qui permet de traiter, dans bien des cas, des questions de la nature de celle que nous avons à examiner ici.
Étant donnée l'équation
f{x ,y) = a,x'' -h a,x''-Uj -h a^w^'-^if -^ = 0 ,
on sait que le discriminant de cette équation est, à un facteur numérique près, égal à
(19) a,^''-^n{Xi—Xjy ,
les Xi désignant les racines de l'équation proposée. D'après cela, toutes les fois qu'un certain nombre d^ coefficients
(deux au moins) s'annuleront, l'équation aura une racine nulle multiple, et le discriminant s'annulera. Supposons, par exemple, que
"n 5 "n — 1 j (ln — 1 j ttn — Z ; • ■ •
contiennent en facteur des puissances
d'une quantité a . Le discriminant devra contenir une certaine puissance de a, que l'on déterminera comme il suit.
Lorsque a devient infiniment petit, plusieurs racines de l'équation sont aussi infiniment petites, et l'on sait, d'après la règle du parallélogramme de Newton, les développer en séries ordonnées suivant les puissances de a. Quant aux autres racines, elles demeurent finies et, en général, inégales. En substituant dans le discriminant (19) les expressions des racines infiniment petites, expressioiis qu'il suffit en général de limiter à leurs premiers termes, on verra quelle est la puissance de a qui se trouve en facteur.
Faisons d'abord une application de cette règle à la démonstration d'un théorème de Joachimsthal sur le discriminant. Supposons que l'on ait
(In = A k' , (In- 1 = B « .
Alors, pour a="0, deux racines deviennent nulles, et, pour a très petit, ces racines sont fournies par l'équation
qui donne
X-=::ka, oc^^^k'v., X — a?, =: (A' — k') a
Donc le discriminant contient a" en facteur. Or, si on l'écrit sous la forme
N étant formé des termes qui ne contiennent pas a^ , N devra être divisible par a", et par conséquent contenir a\_i en facteur. Donc le discriminant est de la formée (^)
(20) Ma^ + M,a-„_i.
Dans le cas où l'équation proposée aurait une racine multiple ajj différente de zéro, on serait ramené au cas précédent par la substitution x^x^ -\- x' .
Faisons l'application de la méthode précédente à l'étude de la question proposée. Le degré des facteurs Q,- résulte immédiatement du théorème de Joachimsthal. Cherchons le degré du facteur M , qui est la résultante des trois équations
B = '^f'—fy = 0 .
Si, pour une valeur de X , que nous pouvons supposer égale à zéro, on a
ArrrO,
l') Si l'on suppose que les termes
(In ,0,1 1 , Qn — z , • . .
soient en « des degrés
on arrive à cette proposition plus générale :
Si l'on considère, dans une équation, les p derniers termes comme étant des ordres p ,p — 1 , p — 2 , . . . , et les autres de l'ordre 0 , tous les termes du diycriminant sont au moins de l'ordre p {p — l).
en vertu de l' identité
on aura
?ûBo + '^ûC>0 0 5
Bo , Co , 'fo 5 ^0 désignant les termes constants des fonctions correspondantes. Ba , Co auront donc un facteur commun, que j'appelle a , et qui sera un facteur simple de la résultante,. L'équation (10) en X étant
A- = 4BC
on voit que son terme constant contiendra a* en facteur, et le coefficient précédent a . Donc le discriminant sera seulement divisible par a^ ; et comme a est un facteur simple de M , le discriminant, qui contient a au carré, doit aussi contenir le carré de la résultante M en facteur.
Nous allons faire l'application des résultats analytiques qui précèdent à deux problèmes de géométrie.
Le problème des normales menées d'un point à la cyclide est compris comme cas particulier dans celui que nous venons d'examiner. 11 suffit de supposer que les deux sphères m, , m',soient concentriques. Alors toutes les sphères w,- + km'i auront même centre que les deux premières, et la recherche de celles qui sont tangentes à la cyclide revient à la détermination des normales menées de leur centre commun à la surface. On peut encore procéder comme il suit.
Soient Xi les coordonnées du point M d'où l'on veut mener des normales, et prenons
Alors les sphères m, + km'i auront pour centre le point M . Les fonctions f ,f ,'^ auront ici pour expressions
X + A,et © (X) , ^^ (X) seront du 3^ degré seulement. L'équation (10),
demeurera du 12® degré. Si l'on y considère X comme fixe et les Xi comme variables, elle représente la surface du 4® ordre à conique double, étudiée dans la Note précédente, lieu des centres des sphères de même rapport anharmonique, tangentes à la cyclide.
La conique double de cette surface est définie par les équations
Nous allons maintenant indiquer la signification géométrique des diff'érents facteurs du discriminant.
Les Q,- , égalés à zéro, représentent les cinq surfaces déférentes de la cyclide.
En effet, pour chaque point M d'une déférente, on peut mener deux normales correspondantes à une même valeur de X , et dont les pieds sont les points de contact de la sphère de centre M doublement tangente à la surface. L'équation en X a donc une racine double.
2', égalé à zéro, représente l'enveloppe des quadriques homofocales aux cinq déférentes. Pour tout point M de (2), deux normales à la cyclide viennent se confondre avec la génératrice rectiligne de (2) passant en M, et qui, considérée comme normale, a son pied sur le centre de l'infini.
G, égalé à zéro, représente la surface des centres de cour-
bure. D'après les remarques que nous avons faites, G est du 24® ordre par rapport aux binômes
CCi Xj Oj — ^j
Rj R,- RiRj
qui sont des fonctions du premier degré des coordonnées ordinaires du point. Donc
La surface des centres de courbure est du 24^ ordre.
Enfin, le facteur M , qui est la résultante des équations
(24) )fy-^f' = 0,
[ oà' — ^o' =0 ,
se décompose ici de la manière suivante. Les fonctions f ei^ sont du 3^ degré. Si donc on a
les trois premiers membres des équations (24) se réduisent au 4® degré, et l'équation (23) en X s'abaissera du 12® au 8® degré. Elle aura quatre racines infinies. Donc le facteur
doit figurer dans le discriminant, et, en appliquant la méthode générale déjà indiquée, on trouve qu'il y est à la puissance sixième. On a donc ici
= Gl;)'"
et N = 0 représente le lieu des coniques doubles de toutes les surfaces représentées par l'équation (23), quand on y fait varier A .
Nous connaissons maintenant les différents lieux que doit occuper le point M pour que l'équation en X, qui détermine les normales menées de ce point, acquière une racine double.
Nos équations générales s'appliquent aussi à la discussion
SUR UNE CLASSE REMAKQUABLE
des plans tangents menés par une droite à la surface, et dans ce cas nos différents. facteurs du discriminant (18) reçoivent de nouvelles interprétations géométriques.
Supposons ici que les w,- , m\ soient les coordonnées de deux plans; alors les m^ -\~km'i seront les coordonnées d'un plan passant par l'intersection des deux premiers, et les calculs que nous avons faits donnent la solution du problème suivant : Mener à la cyclide un plan tangent par une adroite donnée (m,- , m',) . Voyons dans quels cas l'équation en X aura ici une racine double.
G = 0 exprime que la droite est tangente à la développable formée par les plans ayant un contact stationnaire avec la cyclide. Cette développable est donc de la 24^ classe.
Qi — 0 exprime que la droite est tangente du cône enveloppe des plans tangents doubles passant par le centre de la sphère (S,) .
2 = 0 est la condition de contact d'une droite et de la cyclide.
L'interprétation de l'équation
est un peu moins simple.
Quand une droite satisfera à cette équation, on pourra mener par elle deux plans tangents de même rapport anharmonique à la cyclide; elle sera donc une -tangente double de l'une des développables définies à la fin de la Note précédente, qui sont les enveloppes des plans tangents de la cyclide, ayant même rapport anharmonique (^).
(^) Il ne sera pas inutile de lever ici une objection qu'on pourrait adresser à notre méthode. Quand la droite rencontre une des seize droites 5 de la cyclide, le plan mené par les deux droites est un plan tangent double, d'une espèce particulière, et il doit être compté pour deux. Mais comme ce plan tangent double n'a pas le même rapport anharmonique pour ses deux points de contact, il sera donné par deux racines différentes, de notre équation en /. Voilà pourquoi nous ne le trouvons pas en exprimant que l'équation en )^ a deux racines éuales.
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On voit par ces exemples que le problème général d'élimination résolu au commencement de cette Note conduit à un grand nombre de conséquences géométriques. Il donne la surface des centres ou la développée de la cyclide, la condition de contact d'une droite et de la surface, la développable formée par les plans tangents stationnaires, etc. Les méthodes que nous avons suivies nous paraissent d'ailleurs applicables à toute équation
qui serait d'un degré quelconque en A,- , au lieu d'être du second degré, comme dans l'exemple que nous avons traité, ou du premier degré, comme dans le problème des normales aux quadriques.
Proposons-nous maintenant de rechercher le nombre des normales à la cyclide contenues dans un plan quelconque. 11 est clair que cette question est comprise dans la suivante :
En combien de points une sphère est-elle normale à la cyclide?
Soit une sphère (vi,) . Les conditions pour qu'elle soit normale au point {x^} sont les suivantes (Note XI),
(25) 7 miAiSCi = 0, / nuxi = 0 .
Ces deux équations représentent un cercle qui coupe la cyclide aux points cherchés. Donc toute sphère est normale en quatre points . Si elle se réduit à un plan, celui-ci sera normal en quatre points, et par conséquent contiendra quatre normales de la cyclide. La géométrie conduit au même résultat.
Nous allons, en terminant, déterminer la classe de la surface des centres de courbure, A cet effet, étant donnée la sphère (m,), cherchons la condition pour qu'elle soit normale en deux points consécutifs. S'il en est ainsi, il est clair qu'elle coupera la cyclide tangentiellement à une ligne de courbure.
Pour que la condition précédente soit remplie, il faudra que
le cercle défini par les équations (25) soit tangent à la cyclide, et par conséquent qu'une sphère
passant par ce cercle soit tangente à la cyclide en un point (.37,) du cercle. On devra donc avoir, en identifiant l'équation précédente à celle d'une sphère tangente au point (.a?,) ,
Exprimons que le point {x,) se trouve à la fois sur le cercle et sur la cyclide; nous obtiendrons les équations suivantes,
Wi' {Ai + /3) = 0
Vm,^(A, + p) ^ îr2/(A,-4-|5)
La première détermine § . Éliminer À entre les deux autres, c'est exprimer que la seconde a une racine double. Or, cette seconde équation n'est que du 3^ degré en X, en vertu de la première. On sera donc conduit, en égalant son discriminant à zéro, à une relation
(27) *(wî..) = 0,
du 4® ordre par rapport aux coefficients de cette équation, c'est-à-dire, en remplaçant p par sa valeur, du 16^ ordre par rapport aux m,. .
Les plans satisfaisant à l'équation précédente sont évidemment les plans normaux principaux de la cyclide, et ils enveloppent la surface des centres. Celle-ci est donc de la seizième classe.
Cherchons, par exemple, les plans tangents à la surface des centres et passant par un des pôles principaux, le centre de (S,) par exemple. Pour ces plans on aura
Wi, =: 0 ;
a seconde des équations (26) devient
w/ (A,- + jS)
Si l'on prend a=^ — Aj , on est conduit à un cône de la quatrième classe à compter deux fois.
Si l'on choisit le second facteur,
Ai — À
on a à exprimer que l'équation précédente, du second degré en X , a une racine double, et l'on trouve ainsi un cône de la huitième classe. Les propriétés et la génération de ces deux cônes peuvent être trouvées par la géométrie.
1^'ote XI'B'I.
Sur les cyclides homofo cales et orthogonales et sur leur surface des centres
de courbure.
Nous avons vu dans le texte (art. Al) que Féquation
^ ^ U V. — Cf.-
OU
représente, quand on fait varier a , un système de cyclides orthogonales. On peut démontrer d'une manière simple que ces cyclides sont homofocales, et indiquer quelques propriétés de la développable qui leur sert d'enveloppe. Soit, en effet, une sphère
La condition pour qu'elle soit tangente à la cyclide est que l'équation en [j- ,
Ut— V.
ait une racine double. En posant u. = . , l'équation précédente prend la forme
^ ^ / + « Lil — Ui
et l'on a à exprimer qne cette équation a une racine double.
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Si la sphèrt'est de layon nul, Féquation précédente devient (*)
(8) y-BL=o.
Âj l — a,-
Le discriminant de cette équation est évidemment indépendant de a . Donc toutes les sphères de rayon nul ou tous les plans tangents au cercle de Vinfmi., qui sont tangents à uûe cijclide, sont aussi tangents à toutes les cycUdes orthogonales ; c. q. f. d.
En exprimant que l'équation (5) a une racine double, on trouvera une équation du 8'^ ordre par rapport aux quantités m,-. Donc, si l'on considère les ?w.- comme les coordonnées d'un point sphère placé sur la développable focale, on voit que cette surface est du 16® ordre, ce qui est d'accord avec un résultat de l'article 51 , relatif à son intersection avec une sphère. Au contraire, si Ton considère les m, comme les coordonnées d'un plan, qui sera alors un plan tangent de la développable, l'équation étant du 8® ordre, la développable sera de la huitième classe.
Nous savons d'ailleurs que cette surface a cinq lignes doubles du -4® ordre et une hgne octuple, le cercle de l'infini.
Les cyclides orthogonales donnent lieu à un système de coordonnées curvilignes analogue à celui des coordonnées elliptiques, et dont nous avons exposé quelques propriétés (art. 51).
On peut présenter ce système avec une plus grande généralité, et obtenir des résultats nouveaux, en raisonnant de la manière suivante.
Étant donnée une sphère (w.) , l'équation (4) aura, en général, quatre racines distinctes p , Pi , p» , ?3 ■
(*) L'hypothèse )i = a que nous négligeons conduirait aux points de la surface considérés comme sphères de rayon nul.
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On peut prendre ces quatre racines pour déterminer la sphère, et alors on aura l'identité
(a) - -^"'' + 'V JlL == M(>-p)a-p,)().-p,)(X-p3) ^
en posant
M est d'ailleurs un coefficient dont il est inutile de connaître la valeur, et qui multiplie X' après qu'on a chassé les dénominateurs dans le premier membre de l'équation (6).
Faisons, dans cette identité, successivement X=:a et X = fl,- ; nous aurons
(8) Wi
— cT(a)
(a.— a) u (ûi)
On obtient ainsi les coordonnées m,- de la sphère en fonction des racines ? , ?, , p^ , ps •
On voit, à cause des doubles signes qu'on peut donner à m,- , qu'il y a seize sphères correspondantes à un système de valeurs de p , Pi , Pî , p3 • Ces seize sphères forment un système anallagmatique par rapport aux cinq sphères (S,) .
Une fois connues les coordonnées m,- , on aura le centre et le rayon de la sphère par les formules (7) et (11) de la Note X.
Si X , Y , Z , T sont les coordonnées cartésiennes homogènes du centre, et R le rayon, ces formules nous donnent
^=Tt' '=1^' '=Vw'
VîWf
Zr;
Gela posé, si la sphère considérée devient tangente à la
cyclide, nous savons que deux racines de l'équation (4) deviennent égales. On aura donc, par exemple,
et par suite les formules (8) deviendront
yj^^ := («_,)!/ M(a-^)(a-p.)
Lorsque, laissant p , o^ constants, on fait varier w, on a une suite de sphères , toutes tangentes au même point de la cyclide, celui qu'on obtient en faisant u:=a; car, pour cette valeur de w, le rayon devient nul, et la sphère tangente se réduit à son point de contact. On trouve ainsi, pour les coordonnées d'un point de la cyclide.
(11) Xi = I /M(a.— «)(a»— ^) jai—p^) .
Ce sont les formules du texte (art. 50). p et Pi sont donc les coordonnées curvilignes du point de contact de la sphère tangente à la cyclide, telles qu'elles ont été définies à l'article cité.
Si dans les formules (10) on donne à u une valeur constante h , on obtient, en faisant varier p , pi , toutes les sphères tangentes à la cyclide et de même rapport anharmonique. Les centres de ces sphères décrivent alors la surface du 4^ ordre considérée dans la Note XI.
Si, au lieu de donner à u une valeur constante, on lui donne la valeur p ou pi , trois racines de l'équation (4) deviennent égales, et la sphère est osculatrice à la cyclide. Ainsi, les équations
M{ai—pY{ai—pj
(13) y ^,..-M(«-ri. (.-,.)
r' {ai) {ai—(/)
déterminent toutes les sphères osculatrices, quand on donne à p et à Pj toutes les valeurs possibles. Les centres de ces sphères décrivent la développée de la cyclide, et l'on aura par conséquent les expressions en p et pj des coordonnées des points de cette surface, en substituant dans les formules (9) les valeurs de m^ tirées de l'équation (12).
Si les quatre valeurs p , p, , p^ , pa sont deux à deux égales, si l'on a, par exemple,
les formules deviendront
(14) { y^y)ia.-^^
Mais on sait que, si l'équation en A relative à deux quadriques a deux racines doubles, ces surfaces se coupent, en général, suivant une droite et une cubique gauche, qui rencontre la droite en deux points distincts. On voit donc que, dans l'hypothèse que nous examinons, la sphère coupera la cyclide suivant une droite et une cubique gauche.
A cause des différentes combinaisons de signes des radicaux dans les formules (14), on voit qu'il y a seize séries de sphères. Ces seize séries correspondent évidemment aux seize droites de la cyclide. On peut d'ailleurs trouver les équations de ces droites.
L'une des sphères aura pour équation
elle contiendra donc tous les points satisfaisant aux équations
Z/Krâ '{(/,) (»,—«) ' ^KîiT '(a,) («. — «)
«■^ l/raïrti) {a-i — V.)
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et ces équations représentent, par conséquent, la ligne droite commune à toutes les sphères.
Les quantités 7W,- étant, dans les formules (14), des fonctions linéaires de p pj et de p -+ pi , les centres des sphères de chaque série décriront un plan. Ce résultat est évident par la géométrie. Car soit d une droite de la cyclide, qui rencontre le cercle de rinfmi. Toute sphère contenant cette droite aura son centre dans le plan, tangent au cercle de l'infini mené par cette droite.
Enfin, si les quatre racines p deviennent égales, on a
|/nj '(«;)(«,- — «)
Les sphères correspondantes ont un contact plus intime avec la surface que les sphères osculatrices ordinaires; elles coupent la cyclide suivant une de ses droites d et suivant une cubique gauche tangente à la droite. Les centres de ces sphères décrivent des coniques (Q) , situées dans les seize plans des centres déjà définis, et ces coniques sont évidemment sur la surface des centres de courbure ou développée de la cyclide.
Les seize coniques (Q) correspondent évidemment aux différentes combinaisons de signes dans les formules (47); elles ont donc 6n commun les points correspondants aux valeurs a^ , a^ , a^ ,a^ , «s de p , qui annulent une des quantités irii .
Parmi les sphères précédentes, quarante, correspondantes aux valeurs
coupent la cyclide suivant deux droites et suivant un cercle passant au point de rencontre de ces droites, point qui est un ombihc de la cyclide. La cyclide a donc quarante ombihcs et les seize coniques (Q) sont tangentes les unes aux autres aux ombilics. Chaque conique est tangente à cinq autres, et la tangente commune à deux d'entre elles est la normale à la cychde en un ombilic.
Pour tous les points de ces coniques, trois normales à la surface viennent se confondre en une seule, la tangente à la conique au point considéré. Pour les points de contact de deux coniques, quatre normales viennent confondre leurs pieds à l'ombilic correspondant.
Les propriétés que nous rencontrons ici sont analogues à celles que M. Clebsch a découvertes pour la surface des centres de courbure des quadriques. On peut compléter l'analogie en remarquant que le plan des coniques (0) est tangont à la développée en tous les points de ces coniques.
En effet, si dans l'équation (10) on permute c et a , on aura une sphère tangente à la cyclide (p) et iiui'male à la cyclide (a), qu'elle coupe tangentielleraent à une ligne de courbure. Ainsi les équations
(18) ,ru__^c,-.u)y ^-(,,)(,^._^
conviennent à toute sphère normale à la cyclide proposée, et la coupant tangentiellement à une direction principale.
On aura donc le plan normal principal, si l'on dispose de u de telle manière que les formules (18) conviennent à un plan, ce qui donne
ou
En tirant de cette équation la valeur de w et la portant dans (18), on aurait les expressions des coordonnées d'un plan tangent à la développée en fonction des paramètres p , p, •
Les seize coniques (Q) correspondent à l'hypothèse
et alors l'équation (20) donnera pour m une valeur constante. Quant aux équations (18), elles fournissent pour m, des nom-
bres fixes, et nous montrent ainsi que le plan tangent demeure le même en tous les points des coniques (Q) .
Un raisonnement par analogie nous conduirait même à affirmer que ces plans ont, comme dans le cas des quadriques, un contact du deuxième ordre avec la développée.
Du reste, la développée a d'autres lignes multiples, une ligne double et cinq lignes de rebroussement, qui sont les lieux des centres des sphères osculatrices en tous les points des sections de la cyclide par les cinq sphères directrices. Mais nous laisserons au lecteur le soin d'examiner plus complètement ces différentes questions.
IWote XIV.
Sur quelques propriétés de géométrie infinitésimales relatives anx cyclides.
On peut utiliser les formules données dans les Notes précédentes, et donner pour différentes surfaces, se rattachant d'une manière directe aux cyclides, l'expression de la distance de deux points infiniment voisins.
Soient
(1) ' 2.AiXi' = 0
l'équation de la cyclide, et
(2) 2 ^^'^•- = 0 celle d'une sphère. L'équation
> niiXi = 0
a quatre racines, au moyen desquelles nous déterminerons les nii , et en posant
(3) ^^^=1, i ?iu) = (u—p) (u — p,) {U — p,) (W— ,03) ,
on aura, comme dans la Note précédente,
et l'on démontrera par les procédés connus l'équation
L ' L fipu) L t\p)
En nous reportant à la formule (24) de la Note X, nous voyons que, si x ,y ,z désignent les coordonnées cartésiennes du centre de la sphère (2) et R le rayon de cette sphère, on obtient ici
(7) dx' + dr + dz'—dR' =^ R' T dm/=W "S "^'^P'^^P'' ■ On a d'ailleurs, d'après la formule (11) de la même Note,
et l'on déduit de ces équations les conséquences suivantes. D'abord, si l'on fait
la sphère devient tangente à la cyclide, et la formule (7) se réduit à la suivante,
Ap—Pi)(p-^y(^p'
dx' + dîf + dz' = dR^ + R
^^Ap^—p)(pi—'^''y(^pi
C'est l'expression du ds^ dans un système orthogonal, formé des surfaces parallèles à la cyclide et des développables qui les coupent à angle droit. La variable u sera donnée en fonction de R par l'équation (8), qui est du premier degré en u, puisqu'on a ici
(10) „u=(u-A.)^'kz:^^kriM. .
Si l'on suppose R constant, on aura ds' pour la surface parallèle à la cyclide,
(p—ufdp'' (p^—uYdp;'
(11) f-(p-pO
ds^ Si l'on suppose que R croît indéfiniment, -^ tendra vers
une valeur finie da\ et la formule
OÙ V est la limite de u , définie par l'équation
__ V nii
donnera la représentation sphérique de la cyclide. On voit que, V étant une fonction de p et de p, , les lignes qui composent cette représentation ne sont pas isothermes. Enfin, si l'on fait
trois valeurs de p devenant égales, la sphère sera osculatrice, et l'on aura
(13) dx'-{-dy^+ dz' = d^' + ïi.^^^~J;\^ ^
c'est-à-dire le carré de la distance de deux points infiniment voisins sur la surface des centres de courbure de la cyclide. Cette expression met en évidence le système des lignes géodésiques qui correspondent sur la développée aux lignes de courbure de la proposée.
IWotc XV.
De différents systèmes de lignes définies par des propriétés différentielles et qu'on peut déterminer sur toutes les cyclides.
Nous avons, dans le cours de cette étude, appris à déterminer plusieurs systèmes de lignes tracées sur les cyclides. On connaît :
i° Leurs lignes de courbure, qui sont algébriques ;
2o Leurs lignes de longueur nulle (art. 51). Elles sont définies par cette propriété que leurs tangentes vont rencontrer le cercle de l'infini. Il résulte de là que l'on saura déterminer sur toute surface du troisième ordre les lignes dont les tangentes vont rencontrer une conique fixe quelconque de cette surface. En eflPet, on peut toujours transformer par l'homographie une surface cubique en cyclide, une conique déterminée de cette surface devenant le cercle de l'infini, et alors les lignes dont les tangentes allaient rencontrer cette conique se transforment dans les lignes de longueur nulle de la cyclide.
3° On connaît aussi les lignes de courbure de la cyclide, quand on prend pour absolu^ suivant la définition de M. Cayley (art. 62 et Note V), non plus le cercle de l'infini, mais une quadrique quelconque inscrite dans la cyclide^ ou, si la cyclide est du troisième ordre, une conique quelconque de cette surface. Ces lignes sont algébriques.
4° On connaît encore, dans les mêmes hypothèses, les lignes de longueur nulle (Note V), c'est-à-dire celles dont les tangentes demeurent aussi tangentes à une quadrique fixe inscrite dans la cyclide.
Nous nous proposons d'intégrer dans cette Note les équations différentielles de difl'érents autres systèmes de lignes.
Soit un point M d'une surface; la sphère normale en ce point à la surface et orthogonale à deux sphères fixes est évidemment déterminée par ces conditions. Elle coupe le plan tangent suivant une droite qu'on peut considérer comme la tangente à une courbe tracée sur la surface. On aura ainsi un système de courbes définies par cette propriété, qu'il y a une sphère qui leur est tangente en chaque point, qui est normale en ce point à la surface, et en outre orthogonale à deux sphères fixes.
La détermination de ces lignes peut se faire sur toute cyclide, au moins si l'on prend pour les sphères fixes deux des sphères directrices.
Soit
l'équation d'une cyclide; supposons que les sphères tangentes à la courbe doivent être orthogonales à (S^) et (S^) . Leur équation sera
Pour que la sphère représentée par cette équation soit normale au point {x,) de la cyclide, il faut (Note XI) que l'on ait
77i^x^ H- uk^a;^ + ^^h^z = 0 ;
Aj^rflyOi/^ ~T~ i\2''^2*^2 "^ -^3 "^3 ^3 ~~" ^ •
Comme la sphère est tangente à la courbe cherchée, on doit avoir
m^dx^ + ni^dx^ + m^dx^ = 0 .
Éliminons m, , m^ , m^ entre ces équations ; nous trouvons l'équation différentielle
(2) (A,-A3) ^ + (A3- A J ^^ + (A.- A,) ^^ == 0 , OU, en intégrant
Telle est l'équation des lignes cherchées.
Quand la cyclide se réduit à une quadrique, deux des cinq sphères (S,) sont rejetées ù l'infuii; les trois autres deviennent les plans principaux. Les courbes précédentes se transforment en deux espèces de courbes sur les quadriques : 1° les lignes de plus grande pente, un des plans principaux étant horizontal; 2° les lignes telles que la normale à ces lignes, située .dans le plan tangent à la surface, aille rencontrer un axe de cette surface.
Considérons maintenant les courbes telles qu'il y ait une sphère passant par trois de leurs points consécutifs, ou, ce qui est la même chose, par leur cercle osculateur, normale à la surface et orthogonale à une sphère fixe (S). Ces lignes, comme nous Talions montrer, ont des propriétés analogues à celles des lignes géodésiques.
En effet, étant donnée la sphère (S), considérons une surface (B') , et soumettons-la au mode de transformation défini par les formules (14) de l'article 44. Alors à (B') correspondra une anallagmatique (I) ayant pour sphère directrice (S), et pour déférente la polaire réciproque (B) de (B') par rapport à (S) . Cela posé, considérons sur (B') les lignes géodésiques, en prenant pour absolu la sphère (S) (Note V).
Ces lignes géodésiques (g) sont définies par une double propriété. Elles rendent minimum l'arc
(4) fdc
mesuré par rapport à (S) , et de plus leur plan osculateur est normal au plan tangent de la surface. A ces lignes correspondront sur (2) des lignes (g,) , rendant minimum l'intégrale
où S désigne la puissance par rapport à la sphère (S), et qui
est la transformée de Mo-. De plus, au plan osculateur des
lignes (g) correspond la sphère passant par trois points consécutifs des lignes (^f,) et orthogonale à (S) . La propriété du
plan osculateur des lignes (g) entraîne donc la suivante pour les lignes (g,) :
Les lignes définies sur toute surface par la condition qu'une sphère passant par leur cercle osculateur et normale à la surface soit en même temps orthogonale à une sphère fixe (S) possèdent la propriété de rendre minimum l'intégrale
rds J S
o?( ds désigne la différentielle de l'arc et S la puissance par rapport à la sphère (S) .
On peut faire ici une remarque qui nous sera utile. Les lignes qui rendent minimum, entre deux points quelconques de l'espace, l'intégrale précédente sont les cercles orthogonaux à (S) . En effet» les lignes qui dans la figure (B) rendent
minimum / d(7 sont des lignes droites (Note V) , et par conséquent elles ont pour transformées dans la figure (2) des cercles
rds orthogonaux à (S) , qui rendent minimum l'intégrale / -^ ,
transformée de /c? or.
Comme les cyclides sont les transformées des quadriques, et qu'on sait déterminer les lignes géodésiques de toute quadrique (B) , en prenant pour absolu une quadrique quelconque (S) , on voit qu'on saura déterminer sur toute cyclide les lignes dont il est ici question. Si la cyclide devient l'inverse d'une quadrique, ces lignes sont les inverses des lignes géodésiques de la quadrique. Ainsi, quand la cyclide dégénère en quadrique, ces lignes deviennent des géodésiques.
On peut aussi déterminer sur les cyclides les lignes pour lesquelles la sphère osculatrice est tangente en chaque point à la surface (^).
Voir une Note de l'auteur. Comptes rendus, t. LXXIII, p. 732.
Soit
(«) Vk-
l'équation d'une cyclide. Celle d'une sphère, tangente au point (a?,) sera
et l'on sait que, si X reste constant, toutes les sphères tangentes correspondantes ont le même rapport .anharmonique. Leurs centres sont sur une surface du quatrième ordre à conique double, qui a été étudiée dans la Note Xï.
Exprimons que la sphère (7) contient quatre points consécutifs d'une courbe passant au point {x,) ; nous aurons évidemment les équations
(10) y ^^^^a?.rf^a;, = 0.
La première de ces équations est identiquement vérifiée ; car on a
(H) J^XidXi-
en vertu de l'équation de la surface et de l'identité qui relie les quantités a;,- .
Pour former l'équation différentielle cherchée, il faudrait donc éliminer À entre les équations (10) et (9). Au lieu de faire cette élimination, considérons X comme une variable
nouvelle, et différentions (9). En tenant compte de Téquation (10), il restera
(13) -rf^y^i^ + y ^^i^rf.'r,d'a^,-=.0,
Le second terme de cette équation est nul en vertu des relations (11), (12) et de leurs différentielles; il reste donc
dX = 0, / = const. =:K.
(Le facteur que nous négligeons est compris dans cette solution générale.)
En résumé, il reste à intégrer l'équation, du premier ordre seulement, contenant l'arbitraire K ,
(14) S'hi:±dx^ = ^,
les Xi satisfaisant aux équations
En passant aux coordonnées curvilignes des articles 50 et 51 , l'équation (14) se transforme aisément dans la suivante,
(4g) (P-K)^?*_(p.-K)rfp.\
où les variables sont séparées.
Les sphères osculatrices de toutes les courbes correspondantes à la même valeur K de X sont de même rapport anharmonique. Gela résulte de la signification de X .
Pour X = a,- , elles deviennent les sphères doublement tangentes, orthogonales à (S,) . Nos courbes se réduisent alors aux cercles de la cyclide situés sur ces sphères. 11 était évident a priori que les cercles devaient être obtenus comme solutions du problème, puisque leur sphère osculatrice en chaque point est indéterminée, et peut être prise tangente à la surface.
L'équation (15) ne s'intègre d'ailleurs algébriquement que
si K — a,; alors elle se réduit à l'équation d'Euler, et donne une des cinq séries de sections circulaires.
Les trajectoires orthogonales des courbes représentées par réquation (15) ont pour équation différentielle
rfp'.(p-a) (/?.'(p -a) .
/•(?)(?-K) fiP^ir-^
On sait intégrer cette équation, et en particulier trouver les trajectoires orthogonales des sections circulaires des cyclides. On pourrait même déterminer les trajectoires coupant sous un angle fixe quelconque.
Comme cas limite, quand la cyclide se réduira à une sphère, on saura déterminer les trajectoires orthogonales des cercles d'une même série doublement tangents à une courbe cyclique.
Sur les quadriques, la méthode précédente donnera les trajectoires des génératrices rectilignes et des sections circulaires. Ces dernières lignes ont été déterminées par M. Catalan {Journal de Liouville, t. XII, p. 4-83).
Les méthodes données par M. Liouville et par Jacobi, pour déterminer les lignes géodésiques des quadriques et intégrer les équations abéliennes, ne s'appliquent plus ici; mais elles nous conduisent à des résultats, qui paraissent dignes d'être notés. Voici les principes algébriques employés par les deux géomètres que nous venons de citer.
Soit la formule différentielle
où f (w) est une fonction quelconque de la seule variable u, et où
Si l'on se propose de rendre minimum l'intégrale
(18) fdH,
en considérant les variables o^ , p, , p^ comme des fonctions de
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Tune d'entre elles, ces fonctions satisferont aux équations différentielles
y \/d—okdpi
vd — pfc pkdpk __ ç.
1/(«-?0(^-pOA?'^)
où les variables sont séparées; a et ^ sont deux constantes arbitraires.
Si l'on a à rendre minimum l'intégrale
ou
/rfe,
en considérant p, comme une fonction de p, on devra avoir
^n?)i?—) yf{?ùi?--)
On emploie d'ordinaire ces résultats, en supposant que, dans le premier, d soit infini, ce qui fait disparaître le facteur © (rf) de rfe , et dans le second K infini, ce qui fait disparaître (P-K)(p-K).
Ces principes ne peuvent évidemment s'appliquer à la détermination des lignes géodésiques des cyclides. L'expression de ds^, donnée (art. 50),
^(^S' _ (p — Pi)(p — p,)^, , (Pl— P)(Pl— p.) , 2
/(Pa)
contient un facteur M dont on ne peut faire abstraction. Mais,
en tenant compte de la formule (86) de l'article 50, on voit que l'expression
Z K — flr,
est de la forme assignée à df-r , f/e^^ On saura donc trouver le minimum de l'intégrale
dans les conditions qui ont été indiquées précédemment, et de là résultent les deux théorèmes suivants :
On sait déterminer les lignes de l'espace rendant minimum rintégrale
Çds
où U est u?ie fonction algébrique entière, du 4® degré au plus, qui égalée à zéro donnerait réquation d'une cyclide.
En d'autres termes, on sait trouver les routes de la lumière dans un milieu pour lequel la vitesse de la lumière en chaque point serait donnée par l'équation v^-=\] , où U est défini comme précédemment.
U peut se réduire à une fonction quelconque du second degré, ou au carré de la puissance par rapport à une sphère, auquel cas l'intégrale (24) se réduit à celle-ci,
*ds
que nous avons considérée déjà dans cette Note, Alors les routes de la lumière sont des cercles orthogonaux à la sphère (S) , etc.
En appliquant le deuxième principe algébrique, nous aurons le théorème suivant :
On sait déterminer sur toute cyclide les lignes rendant minimum l'intégrale
où U , égalé à zéro, fournirait l'équation d'une cyclide quelconque, homofocale à la première.
IVote lL\i.
De quelques analogies entre la théorie des cyclides et celle des surfaces du second ordre.
Les formes d'équations que nous avons obtenues pour les cyclides ramènent la théorie de ces surfaces à celle des fonctions quadratiques et homogènes, et les rapprochent ainsi des surfaces du second degré. Aussi peut-on généraliser et étendre aux cyclides plusieurs des propositions connues de la théorie des surfaces du second degré. Nous allons donner ici deux exemples de pareilles généralisations.
On peut d'abord constituer pour les cyclides une théorie analogue à celle des points correspondants d'Ivory sur deux ellipsoïdes homofocaux. Soient, en effet,
les équations de deux cyclides homofocales,
Désignons par Xi les coordonnées d'un point M sur la première cyclide. Les quantités ^,- , définies par les équations
sont évidemment les coordonnées d'un point M'; car elles satisfont à l'identité
et ce point M' est sur la cyclide {^) , car on a
tti-
Nous dirons que les points M et M' sont correspondants sur les deux cyclides (a) et (§) . Deux points correspondants sont à l'intersection des deux cyclides avec une des trajectoires orthogonales de toutes les cyclides homofocales à (a) et à (p) .
Cela posé, soient (A , A') , (B , B') deux couples de points correspondants. Soient Xi ,yi , x'i , y'i les coordonnées respectives des points A , A', B , B'. On aura
X'i yt X i y i
Vui — «
Vai—p Vai — a.
et par suite
Xiîfi — x/yi,
ou
> Xiy'i=/ x'iyi .
Or, d'après la formule (17) de la Note X, on a
-— \_ —^iXiy'i , -— •^_— 2sa;\y,
Donc, en tenant compte de la formule (-4) et en divisant les équations précédentes membre à membre, on aura une équation de la forme
^^ Bk'~ f{B]
où f{k) ,f{B) désignent des fonctions ne dépendant que des coordonnées des points A et B . Nous aurons de même, en désignant par (C , C) un troisième couple de points correspondants,
BC' _ /{B) ^ CA; _ /j(C) ^ CB'^/'(C)' AC'~/^(A)'
et par suite
AB' . BC . CB' = BA' . CB' . BC
Telle est la relation qui unit les distances mutuelles de trois couples de points correspondants.
On trouvera dans un travail antérieur de l'auteur (*) les conséquences de cette formule qui conduit aux propriétés métriques focales des cyclides.
On a vu (art. 19) que quatre points situés sur un cercle quelconque d'une cyclique sont les foyers d'une nouvelle cyclide qui contient les foyers de la première (^). On peut étendre ces propriétés à l'espace, et démontrer les deux théorèmes suivants :
Théorème I, La courbe d'intersection d'une cychde et d'une sphère quelconque peut être prise pour la focale d'une nouvelle cyclide passant par une quelconque des focales de la première.
Plus généralement, si deux cyclides sont inscrites l'une à l'autre suivant une courbe sphérique, les focales de l'une d'elles sont sur une surface homofocale à l'autre^ et toute surface homofocale à la première est inscrite suivant une courbe sphérique à une cyclide homofocale à l'autre.
Théorème II. Si deux cyclides sont tangentes en quatre points et se coupent suivant deux courbes sphériques, toute cyclide homofocale à la première coupera suivant deux courbes sphériques distinctes une cyclide homofocale à la seconde. Les focales de chaque surface seront tangentes en quatre points à une des cyclides homofocales à l'autre.
Ce dernier théorème est une conséquence du premier.
(') Sur les théorèmes d'Ivonj relatifs aux surfaces homofocales, p. 44. — (Mém. de la Soc. des Se. phys. et nat., t. VIII, p. 240.)
(2) Plus généralement, toute cyclique ayant ces quatre points pour foyers touche en quatre points une des cyclides homofocales à la proposée.
Car soient (C) , (C) deux cyclides se coupant suivant des courbes sphériques {g),{gi). Soit (D) une cyclide auxiliaire, ayant (g) pour focale. D'après le théorème I, il y aura deux cyclides (C,) , (G'i) , homofocales l'une à (C) , l'autre à (C) , qui seront inscrites dans (D) . Ces deux cyclides, inscrites à une troisième, se couperont par conséquent suivant deux courbes sphériques.
Tout se réduit donc à la démonstration du théorème L
Soient
(1) G = 'SA,Xi' = 0 l'équation d'une cyclide (G), et
celle d'une sphère (S) . L'équation
représente une cyclide inscrite à la première en tous les points de la courbe (C , S) . Cherchons les focales de cette cyclide.
A cet effet, nous prendrons d'abord une sphère quelconque (S') ,
et nous chercherons la condition pour qu'elle soit doublement tangente à la icyclide inscrite (C) . En employant un artifice dont nous avons déjà fait plusieurs fois usage, nous pouvons, de l'équation (4), tirer a?M- i/^-k- -2* en fonction linéaire de .1' , y , z, et porter cette expression dans les X( . Alors ces coordonnées se changeront en des fonctions linéaires ai de x , y , z , et les deux équations
(6) SA.-«.-^— (v;w.-y,)' = 0
représenteront, la première la sphère sécante (S') , la seconde une quadrique passant par la courbe [ (C) , (S') ] . L'équation
(7) i; {i\i + a) r/r — ( s iih ^iY = 0
représentera donc toutes les qiiadriques passant par cette courbe, et, si roii veut que la sphère (S') soit doublement tangente à la cyclide (C), il faudra que, pour une valeur convenable de l , l'équation (7) représente un système de deux plans.
Or les a, sont liées par l'équation identique
qu'on obtient en remplaçant a?,- par a,- dans l'équation (4). Cherchons d'abord la condition pour que l'équation (7) représente un cône, c'est-à-dire une quadrique à point double.
Si la quadrique (7) a des points doubles, les coordonnées de ces points satisferont évidemment aux équations
qu'on obtient en exprimant que les premiers membres de (7) et de (8) ont leurs dérivées par rapport aux a,- proportionnelles. Posons, pour abréger,
(9) P==2Wi«.-; on aura
et par suite, en multipliant ces équations par -r r et les
ajoutant,
Si cette équation détermine le rapport -, les équations (9) détermineront les rapports des quantités a, , et par conséquent la quadrique pourra bien avoir un seul point double, mais non se réduire à un système de deux plans, qui doit avoir une ligne de points doubles. Il faut donc que l'on ait
En exprimant, de plus, que les quantités a^ satisfont à l'équation de la surface, on aura
Telles sont les équations auxquelles doivent satisfaire les coordonnées des sphères doublement tangentes. La première (il) fera connaître cinq valeurs de X. A ces cinq valeurs correspondront les cinq séries de sphères doublement tangentes. -
Si ces sphères se réduisent à des points, alors on doit remplacer w, par les coordonnées oci de ces points, et Ton obtient le résultat suivant :
L'équation (11) fait connaître cinq valeurs de À, et les suivantes
représentent, quand on y substitue les cinq valeurs de X, les cinq focales de la cycUde (C) .
Or la seconde des équations peut être écrite ainsi,
■ liXi'^O
ou
elle représente donc une cyclide homofocale à la proposée (C) . Ainsi les focales d'une cychde (C) inscrite à (C) sont sur des surfaces homofocales à (C) .
C'est la première partie du théorème qu'il s'agit de démontrer. Avant d'achever la démonstration, nous allons indiquer une proposition qui résulte des calculs précédents.
Les sphères doublement tangentes à (C) sont définies par les équations (11), (12), (13). On peut, au lieu de supposer qu'elles se réduisent à des points, les assujettir à d'autres conditions, chercher, par exemple, celles qui sont simplement tangentes à la proposée (G), et qui enveloppent par conséquent une surface alignes de courbure circulaires. Désignons par a?, les coordonnées du point de contact de l'une de ces sphères avec la cyclide (G) ; on aura
(16) yA,a?.-^ = 0, ^^,^ = 0,
et aussi
(17) ni = [ki + y.)oCi,
d'après la formule (7) de la Note XL
En substituant ces valeurs de w^ dans l'équation (13), celle-ci se réduit à
<"-»)* L-tâ;=«
Le premier facteur donne les sphères tangentes à la fois à (G) et a (G') aux points de contact de ces deux cyclides. Écartons ces sphères ; il restera
l + Ai
d'où résulte la proposition suivante :
Théorème IIL Étant données deux cyclides (G) ^ (G')^ inscrites l'une à l'autre suivant une courbe sphérique, les focales de (G') sont sur cinq cyclides (G,)^ homo focales à (G)j etj en outre ^ les sphères doublement tangentes à (G') d'une même série et simplement tangentes à (G) touchent cette dernière cyclide suivant une ligne de courbure située à l'intersection de (G) et de l'une des surfaces (G,).
Gette dernière surface (G.) est celle qui contient la focale de (G') associée aux sphères doublement tangentes considérées.
Achevons maintenant la démonstration du théorème L En changeant les notations dans les calculs qui précèdent, nous obtenons le résultat suivant :
332 SLR UiNE CLASSE HËMARQUABLE
Les cyclides ayant pour focale la courbe définie par les
équations
7 WiXi = 0 .
ont pour équation générale
Cette équation nous montre que la cyclide (C,) , représentée par réquation précédente et correspondante à la valeur À , est inscrite à la cyclide (G) , représentée par Tcquation
Si maintenant on donne à X la valeur 'k' , on aura une nouvelle cyclide (C,) , homofocale à (Ci) , inscrite dans une nouvelle cyclide (C)
ùBi + y "'
homofocale à (C) . Notre premier théorème est donc complètement démontré (^).
(') Si, dans l'équation (20), on fail
Wi = 5" ' B, = A. ,
on obtient
L R.-' (l + ki)' Lli^l \_L R,-(i H- A.) J ■ire
Cette équation peut s'écrire
(X + A,)(A + A,) Elle représente donc des quadriques, et ces quadriques sont homofocales.
1)E COURBES ET DE SURFACES ALGÉBRIQUES. Slio
Le théorème I conduit à un grand nombre de conséquences. On peut signaler les suivantes.
Toutes les cyclides à deux points doubles (réciproques de cônes), inscrites à une cyclide générale (C), ont leurs cercles focaux sur des cyclides homofocales à la proposée (C) .
Si une cyclide à deux points doubles (P) a pour focales deux cercles d'une cyclide (C) , situés sur une même sphère, toutes les cyclides à deux points doubles, homofocales à (D) et ayant par conséquent les mêmes points doubles, seront inscrites aux cyclides homofocales à (C) (^).
Deux cercles d'une cyclide faisant partie du système le plus général de surfaces homofocales ne viennent se confondre que si la cyclide s'aplatit et vient se réduire à une des cinq sphères directrices. Donc
Toutes les cyclides à quatre points doubles inscrites à une cyclide générale ou passant par une cyclique ont leurs cercles
Or, si l'on compare aux équations (16) de la Note XI, on voit que, pour les cinq valeurs ). = A; , les surfaces représentées par l'équation précé len le deviennent les déférentes de la cyclide
Ces cinq déférentes sont donc homofocales.
On obtient leurs trois focales, qui sont les focales singulières de la cyclide, en donnant à ^ les trois valeurs qui satisfont à la condition
R.-*(>-f-A,) Alors la quadrique s'aplatit indéfiniment, et l'on trouve pour les équations
de la focale
On voit aussi que les surfaces homofocales aux déférentes sont inscrites dans les cyclides homofocales à la proposée. Ce fait sera expliqué et généralisé.
(*) Dans un travail antérieur déjà cité. Sur les théorèmes d'Ivory, etc., j'ai déjà donné ce théorème; mais par une inadvertance que je ne puis m'expliquer, j'ai écrit cyclide à quatre points doubles dans l'énoncé; au lieu de cyclide à deux points doubles.
focaux sur une des sphères contenant les focales. Ces cercles sont doublement tangents à la focale, et leurs points de contact sont des points doubles de la cyclide.
Voici des conséquences d'un autre ordre.
Les quadriques inscrites dans une cyclide ont leurs focales sur une cyclide homofocale à la proposée. Or les seules cyclides contenant des coniques sont les cyclides du troisième ordre. Donc
Les focales de toutes les quadriques inscrites dans une cyclide ou dans les cyclides homofocales engendrent les trois cyclides du troisième ordre homofocales aux proposées.
En particulier, les focales de toutes les quadriques passant par une cyclide sphérique (U) engendrent les trois cyclides du troisième degré ayant (U) pour focale.
On a ainsi, en transformant par l'homographie, un mode de génération des surfaces du troisième ordre, qu'on peut énoncer comme il suit :
Étant données deux quadriques (Q) ^ (R) et une conique (H) sur (Q) , les lignes doubles des développables circonscrites à (H) et aux différentes quadriques passant par l'intersection de (Q) et de (R) décrivent chacune une surface du troisième ordre contenant la conique (H) .
Si une quadrique contient la focale d'une cyclide, les quadriques homofocales seront inscrites aux cyclides homofocales. Plus généralement.
Soit (Q) une quadrique inscrite à ime cyclide (C); les quadriques homofocales à (Q) seront inscrites aux cyclides homofocales à (G).
Ces exemples suffisent à démontrer la portée des théorèmes qui précèdent.
REMARQUES ET RECTIFICATIONS
Dans l'article 12 du texte se trouve indiquée une classification des différentes formes que peut aiïecter la courbe d'intersection de deux quadriques. Les résultats que je donne sur cette question ne sont pas nouveaux comme je le pensais, et se trouvent dans le Mémoire de géométrie pure sur les surfaces du troisième ordre de M. Cremona.
Le théorème donné à l'article 19, et d'après lequel les quatre points d'intersection d'une cyclique et d'un cercle peuvent être pris pour foyers d'une nouvelle cyclique passant par quatre foyers de la première, a déjà été donné par MM. Clifford et Crofton. Voir le Mémoire de M. Crofton, On various Properties, etc., dans la liste qui suit. Nous étendons, du reste, ce théorème à la fois pour les courbes et pour les surfaces dans la Note XVI. Ajoutons qu'il est implicitement compris dans celui que nous avons donné (avril et août 1864) relativement aux propriétés métriques des focales des cycliques.
La propriété des coniques sphériques, énoncée et démontrée à l'article 21, se trouve indiquée d'une manière incidente et sans démonstration dans un Mémoire de M. W. Roberts (Journal de Liouville, t. X, page 313 : Mémoire sur quelques propriétés géométriques, relatives aux intégrales elliptiques]. ^
Des deux constructions données pour la tangente aux cycliques (art. 24 et 31), la première a été indiquée, au moins pour les cycliques planes, par M. Clifford (voir le Mémoire de M. Crofton cité plus haut). Quant à la seconde, que j'avais donnée depuis longtemps pour les ovales de Descartes [Annales de VÉcole Normale, 1867), elle me paraît nouvelle. Je saisis cette occasion pour en indiquer un énoncé plus précis.
Étant donnés quatre points A , B , C , D , sur un cercle, les tangentes aux deux cyclides passant en M et ayant A , B , C , D pour foyers se déterminent de la manière suivante :
Construisons l'une des deux bissectrices de l'angle des droites
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AB , CD , et appelons « , p , y , 3 , V les angles que font avec cette droite les lignes MA , MB , MO , MD et la tangente en M. On aura
11 est à renaarquer que, si deux des foyers A et B deviennent imaginaires, on peut les remplacer sans inconvénient dans la construction par les foyers réels A', B', qui leur sont associés.
Dans les Comptes Rendus du 25 juin 1872, M. Ribaucour a donné un théorème intéressant sur les cyclides :
Les plans normaux à une cyclide en tous les points d'une ligne de courbure sont tangents à une quadrique homofocale aux déférentes de la cyclide.
Ce théorème de M. Ribaucour est un cas particulier de celui que nous avons donné (Note XVI, Théorème III].
En supposant, dans notre théorème, que la cyclide inscrite se réduise à une quadrique, l'une des séries de sphères doublement tangentes se réduira aux plans tangent?, et l'on obtient ainsi la proposition suivante ;
Soient deux cyclides orthogonales (a) , [f] , se coupant suivant une ligne de courbure. Les plans normaux à («) en tous les points de cette ligne de courbure enveloppent une quadrique homofocale à la déférente de (a) , et inscrite dans [f] suivant une courbe sphérique.
Cette proposition complète un peu l'élégant théorème de M. Ribaucour.
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RELATIFS
Professeur de Mathématiques spéciales au Lycée Descartes, k Paris.
Je me propose d'exposer, dans ce travail, certaines propriétés focales des surfaces du second ordre, et aussi des surfaces du quatrième ordre ayant le cercle de l'infini pour ligne double.
Mes recherches, terminées depuis longtemps, ont pour base les beaux théorèmes développés par Jacobi, dans une lettre à Steiner publiée en 1834 dans le Journal de Crelle{t. XII, p. 137), lettre qui a été traduite beaucoup plus tard, en 1846, dans le Journal de M. Liouville (t. XI, p. 237).
J'hésitais à publier les résultats de mes travaux, pensant que ces théorèmes de Jacobi, si importants au point de vue philosophique, avaient dû faire le sujet d'études nombreuses et détaillées. Tout récemment, la publication des notes de Jacobi dans le Journal de M. Borchardl et celle d'un travail de M. 0. Hermès sur le même sujet ont rappelé l'attention des géomètres sur les théorèmes de Jacobi, et elles ont mis en
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évidence que ces propositions n'avaient pas été jusqu'à ces derniers temps l'objet d'études suivies et développées (^).
Peut-être trouvera-t-on dans les pages qui suivent quelques résultats encore nouveaux; en tous cas, elles auront peut-être l'avantage de faire mieux connaître des propositions importantes de la théorie des surfaces homofocales. Ces propositions, en étendant aux surfaces du second ordre les propriétés métriques des foyers dans les sections coniques, comblent, comme le remarque Jacobi, une lacune très importante, et qui avait été d'ailleurs signalée dès 1830 dans la note de VAperçu historique qui traite des surfaces homofocales.
Pour indiquer d'une manière plus précise la matière de ce travail, nous dirons qu'un esprit non prévenu ne peut se refuser à trouver dans les propositions de Jacobi la généralisation de ce théorème connu : La somme ou la différence des rayons vecteurs menés d'un point de la conique aux deux foyers est constante.
Paris, le 12 Janvier 1872.
(1) Il faut cependant citer un travail intéressant d'un jeune géomètre, M. CoHN, inséré dans le Journal de M. Borchardl.
1er.
PROPOSITIONS PREIJMINAIRES.
Jacobi commence sa lettre en énonçant le théorème suivant, qui avait déjà été donné par M. Chasles :
Les focales cVun cône circonscrit à une surface du second ordre sont les génératrices des surfaces homofocales à la proposée et passant par le sommet du cône.
Cette proposition est comprise comme cas particulier dans la suivante :
Si une surface du second degré (M) est inscrite dans une autre quadrique (A), les focales de la surface (M) se trouvent sur des surfaces homofocales à (A).
Cette proposition pourrait se déduire des beaux théorèmes généraux donnés par M. Chasles sur les surfaces homofocales {Journal de Liouville, t. V, 2^ série). Nous la rencontrerons comme un corollaire de principes plus généraux. Il ne sera donc pas inutile de la démontrer directement, et d'y rattacher plusieurs conséquences qui ont en elles-mêmes quelque intérêt, et qui d'ailleurs pourront servir de vérification dans la suite de ce travail.
Supposons que la surface (A) soit rapportée à son centre et à ses axes principaux. L'équation de cette quadrique sera
L'équation de la surface (M), inscrite dans la précédente (A), prendra la forme
Pour obtenir les focales de cette dernière surface, nous allons
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chercher le Heu des centres des sphères de rayon nul, tangentes en deux points à cette quadrique. Soit
l'équation d'une de ces sphères. En exprimant que l'intersection des surfaces (2) et (3) se compose de deux courbes planes, on obtient sans difficulté les équations de condition suivantes,
l + an i + b^l l + c'l
b'n^ c^py
Ci . i
À est, dans ces équations, le facteur par lequel on multiplie l'équation (3) de la sphère, avant de l'ajouter à celle (2) de la surface (M).
La première de ces équations détermine la valeur de /i; les deux dernières représentent une conique plane, et comme on a trois valeurs de 1 , en les substituant successivement dans les deux dernières équations, on aura les équations des trois focales. Ces trois focales sont d'ailleurs à l'intersection d'un plan et d'une surface homofocale à la proposée. On peut donc énoncer la proposition suivante qu'il s'agissait de démontrer :
Théorème I. — Si une quadrique (M) est inscrite dans une autre quadrique {k), les focales de (M) sont sur une surface homofocale à (A).
On peut faire quelques remarques sur les équations précédentes et les résultats qu'on en a déduits. D'abord les racines de l'équation en X ne dépendent que de m ,n ,p , et restent par conséquent les mêmes tant que la surface (M) coupe le plan de l'infini suivant la même courbe. Donc, si Von considère toutes les surfaces homothétiques inscrites dans une quadrique,
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leurs focales se déplacent sur trois surfaces fixes homo focales à la qiiadrique.
La proposition réciproque suivante a plus d'importance :
Théorème IL — Toute surface (M) ayant pour focale une section plane de la quadrique (A) est inscrite dans une surface homofocale à (A).
On déduit en effet sans peine du calcul précédent l'équation générale des surfaces ayant pour focale une conique donnée. Il suffit de changer quelques notations, et Ton arrive à la conclusion suivante :
Soient
(4) DIX + ny -h pz -h q =: 0 ,
les équations d'une conique dans l'espace, section plane de la surface (A) (5).
L'équation générale des surfaces admettant cette courbe pour focale est
,„. /a'' m'' b'n"- c''p'\ ( x^ ii" z- ,\
\a'—K b~ — \ c^'-lj \a- — A b' — A C — \ )
(a^mx Wnv c'-pz y'
}, étant un paramètre dont la variation donne toutes les surfaces (M) ayant pour focale la conique donnée. Cette équation démontre d'ailleurs le théorème précédent, la surface qu'elle représente étant évidemment inscrite à la surface (A'),
homofocale à (A).
L'équation du plan de contact est
a^mx b-ny c'^pz
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On voit que ce plan a môme pôle par rapport à la surface (A') que le plan de la focale par rapport à la surface (A) .
L'équation (6) donne lieu d'ailleurs à une autre conséquence, qu'il est très important de signaler. Si l'on donne à 1 une des trois valeurs a"" , b\ c^ ; c' par exemple, l'équation de la surface (M) devient
/ m^a'' n^b' \ , ^ , /ma-x nb-y \ \a- — r b^—c) \a'— c' 6-— c^ /
Cette surface particulière (M) coupe donc le plan des xxj suivant la focale de (A), et l'on peut énoncer la proposition suivante :
Théorème III. — ÊianX données, dans l'espace, deux coniques C , C'^ si l'on peut placer C sur une surface (A) ayant C pour focale, réciproquement on pourra faire passer par (C) une surface (A') ayant C pour focale.
On peut généraliser beaucoup ce théorème de la manière suivante :
Théorème IV. — Si deux surfaces (A) , (A') sont telles qu'une surface homofocale à la première est inscrite à une surface homofocale à la seconde, à toute surface (M) liomofocale à (A) on pourra inscrire une siirface {M') homofocale à (A'). Le pôle de contact des deux surfaces (M) , (M') sera le même pour tous les couples de ces surfaces.
En outre, si l'on associe ci une surface (N), homofocale à (A), une surface (N') quelconque homofocale à {A.'), la développahle
circonscrite à (N) et à (N'), N JN' I ,. suivant la notation de
M. Chastes, sera aussi circonscrite à une sphère ayant pour centre un point fixe, qui est le pôle commun de contact de tous les couples (M) , (M') déjà considérés.
La démonstration peut se faire de la manière suivante :
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Soient
les équations tangentielles des deux surfaces (A) , (A'). Soit de même
l'équation tangentielle du cercle de l'infini. Toute surface homofocale à (A) aura pour équation
Toute surface homofocale à (A') aura de même pour équation
Puisque, par hypothèse, il y a une surface homofocale à (A) qui est inscrite dans une surface homofocale à (A'), on a l'identité
où P^ désigne le carré d'une fonction linéaire, et qui exprime que les deux quadriques
A + A- C = 0 , A'+ k'C=zO ,
homofocales à (A) et à (A') respectivement, sont inscrites l'une à l'autre, avec le pôle de contact
L'identité (8) peut d'ailleurs s'écrire
A 4- XC 4- mï'k' ■+- (^■'— — ) G
Donc il y aura une infinité de couples
de quadriques homofocales à (A) et à (A') et inscrites l'une à l'autre, ce qui est la première partie du théorème. On voit d'ailleurs que le pôle de contact
demeure invariable pour tous ces couples.
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En second lieu, l'identité (8) peut s'écrire
(10) A + ^G + m(A' +À'C) = P2+ [\ — k-\-m{y -A;')] G. Par suite les deux surfaces
homofocales à (A) et à (A'), et la sphère
sont, en vertu de l'identité (10), inscrites dans une même développable. Enfin la sphère a son centre au pôle
ce qui justifie la dernière partie de la proposition.
Le théorème III est évidemment un cas particulier du précédent. Il suffit de supposer dans le théorème IV que les deux surfaces (A) , (A') soient deux coniques infiniment aplaties, pour obtenir le théorème III et même une proposition plus étendue, le théorème II. On voit que, si l'on prend une section plane d'une surface (A) , G' , cette section plane sera la focale d'une surface (A') passant par une focale quelconque G de (A), et de plus la développable circonscrite aux deux coniques G , G' sera circonscrite à une sphère ayant son centre en un point qui est soit le pôle du plan de G' par rapport à la quadrique (A), soit le pôle du plan de G par rapport à la surface (A'). Avec cette addition, le théorème III est l'extension du théorème suivant, relatif aux coniques :
Si l'on prend sur une conique de foyers F , F' deux points A , B , réciproquement on pourra construire une autre courbe ayant pour foyers A , B, et passant par les points F , F'. En outre, les quatre droites qui joignent les points A , B aux deux points F , F' sont tangentes à un même cercle, dont le centre est soit le pôle de AB par rapport à la conique de foyers F, F', soit le pôle de FF' par rapport à la conique de foyers A , B.
Nous avons ici à faire une remarque do quelque intérêt. Dans
le plan, il revient exactement au même de dire que la somme des distances de deux points A , B de la conique aux deux foyers est la même, ou d'énoncer que les quatre droites qui joignent les deux points A , B aux foyers F , F' sont quatre tangentes d'un même cercle. Sous cette dernière forme, les propriétés focales seraient généralisées par cette proposition identique au théorème lïl (tel qu'il vient d'être énoncé) :
La développable circonscrite à une focale de la quadrique et à une section plane quelconque de la surface , est aussi circonscrite à une sphère ayant son centre au pôle de la section plane.
Mais cette propriété descriptive ne paraît pas être, comme dans le plan, l'équivalent d'une propriété métrique facile à découvrir.
On peut encore remarquer une autre analogie. Dans le plan, étant données les quatre droites qui joignent les deux points A , B aux deux points F , F' , ces quatre droites sont tangentes à un cercle, et la somme des tangentes menées des points F , F' à ce cercle est constante (et égale au grand axe). D'où il résulte que si, des deux foyers comme centres, on décrit deux cercles orthogonaux au premier, ces deux cercles se coupent en deux points de la courbe.
De même pour une quadrique :
Théorème V. — Soit S la sphère inscrite dans la développable qui est circonscrite à une section plane et à la focale. Si des différents points de la focale, comme centres, on décrit des sphères orthogonales à S, ces sphères se coupent toutes en deux points appartenant à la quadrique.
Cette proposition sera démontrée plus loin, ainsi que quelques-unes de celles qui précèdent.
Ces théorèmes s'appliquent principalement à des surfaces tangentes les unes aux autres en tous les points d'une courbe plane. Le suivant concerne surtout les quadriques tangentes seulement l'une à l'autre en deux points.
Théorème VI. — Si deux surfaces k,B sont tangentes l'une
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à l'autre en deux 'points, on pourra associer à toute surface A' homo focale à A une surface B' qui lui sera tangente en deux points et qui sera homo focale à B. D'ailleurs, les deux plans tangents communs à A' et à B' aux deux points de contact se couperont suivant une droite fixe à, qui est celle qu'on déduirait du, premier couple de surfaces, et les deux cônes circonscrits à la fois à k et à k! auront leurs sommets en deux points fixes.
Si l'on associe à une surface A" homofoccde à A une surface quelconque B" , homofocale à B, la développable A." B"| sera circonscrite à une surface de révolution ayant deux foyers fixes, situés sur la droite A, et sommets des deux cônes circonscrits à la fois aux deux surfaces données A ,B.
Ce théorème important donne lieu à un grand nombre de conséquences. Si l'une des surfaces hemofocales A" se réduit à la focale de A, on a le résultat suivant :
Quand deux surfaces A , B so7it tangentes en deux points, une des focales de A est tangente en deux points à une focale B' homofocale à B. Réciproquement : Quand une quadrique A a pour focale une courbe tangente en deux points à une surface B, cette quadrique est tangente en deux points à une surface B' homofocale à B, etc., etc.
Le cas où Tune des surfaces est de révolution est un des plus importants, et servira de vérification à la suite de ce travail.
Si une surface du second degré, de révolution, est tangente en deux joints à une quadrique, elle a ses deux foyers sur une quadrique homofocale; et réciproquement : Si une surface du second degré de révolution a ses deux foyers sur une surface, elle est tangente en deux points à une quadrique homofocale à la proposée.
Ainsi, d'après le théorème général indiqué plus haut, 5^, par une droite A, on mène des plans tangents en a , a' ; b , b' à deux surfaces homofocates A ^ B ^ les deux points a , a' pourront être pris pour les foyers d'une surface de révolution tangente en b , b' àB, et réciproquement. J'ajoute que les quatre droites joignant deux à deux les points a , a' ; b , b' forment un quadrilatère situé
sur une surface de révolulion ayant pour axe la droite A , et par conséquent ces quatre droites sont tangentes à une infinité de sphères ayant toutes leur centre sur la droite A.
EXPOSÉ DE LA MÉTHODE DE JACOBI ; POINTS CORRESPONDANTS d'iVORY.
Dans la lettre que nous avons citée, adressée à Steiner, Jacobi étudie la transformation suivante, à laquelle il a été évidemment conduit par le théorème d'IvoRY sur les points correspondants.
Soient, dans l'espace, trois points a ,b , c, auxquels on fait correspondre respectivement trois points A , B , C; à un point m d'une première figure, on fait correspondre un point M d'une seconde figure, par la condition que les distances du point M aux trois points A , B , G soient égales aux distances du point m aux trois points a , b , c; c'est-à-dire que l'on ait :
M A = ma , MB=: mb , MG =^ me .
Gela posé, Jacobi donne sans démonstration le théorème suivant : A un plan, dans l'une des figures, correspond dans l'autre une surface du second degré;
Et de cette proposition, convenablement étudiée, il déduit en particulier la suivante, qui demande quelques développements :
L'équation focale d'une ellipse peut être énoncée de la manière suivante : Il y a entre les distances d'un point de l'ellipse à ses deux foyers la même relation qu'entre les distances d'un point d'une droite à deux points fixes pris sur cette droite. (Il est clair, en effet, qu'en désignant par r , r' les distances d'un point M d'une droite à deux points A , B pris sur cette droite, on a r4-r'=AB.)
De même, il y a entre les distances d'un point de l'ellipsoïde à trois foyers pris sur la même focale la même relation qu'entre les distances d'un point du plan à trois points pris dans le plan.
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Jacobi se proposait, comme l'indique un passage de sa lettre, de revenir sur ces beaux résultats ; il ne l'a pas fait. Cependant les fragments publiés dans le Journal de M. Borchardt permettent d'apprécier l'importance qu'aurait eue ce travail, resté inachevé. Dans ce qui va suivre, nous nous proposons de reprendre d'une manière complète, sans nous arrêter toutefois aux cas particuliers, l'étude des théorèmes de Jacobi, en étendant ces théorèmes à certaines surfaces du quatrième ordre. Nous commençons par la théorie des points correspondants, qui est évidemment l'origine des travaux de l'illustre géomètre.
Soit une série de surfaces homofocales du second degré définies par l'équation
et supposons, pour fixer les idées, qu'on ait déterminé deux valeurs À' , 1" de 1 , auxquelles correspondent deux surfaces particulières. On appelle points correspondants sur ces deux surfaces ceux qui sont à l'intersection de ces deux surfaces avec une même courbe d'intersection de deux autres surfaces homofocales variables. Soient (A), (A') les deux quadriques, et prenons un point M sur (A). Les deux quadriques autres que (A) et passant en M déterminent une courbe qui va couper la surface (A') en huit points symétriques. Celui de ces points N' qui se trouve dans le même angle des coordonnées que M est appelé point correspondant de M. Les coordonnées x' , y' , z' , x" , y" , z" de deux points M , M' correspondants sont d'ailleurs liées par les formules
Va^ — y Va'- — V
V}/ -y Vb'-y
Vc'-y Vc'~v' On sait d'ailleurs que la distance de deux points M , N' pris
AUX SURFACES HOMOFOCALRS DU SF.COND DEfiRl';. 209
Tiin sur (A), l'autre sur (A'), est égale à celle des points correspondants M' , N .
Gela posé, parmi tous les ellipsoïdes homofocaux, il y en a un qui se réduit au plan des xij, ou plutôt à la portion de ce plan comprise dans la focale. Faisons correspondre par la méthode précédente cette portion du plan à l'ellipsoïde (E) ayant pour équation
/y*2 fl»2 ^2
(13) -. + fi + -.-!•
Les formules (12) changent de forme, et si Ton désigne par X , Y , Z les coordonnées d'un point de l'ellipsoïde, par x , y celles du point du plan, on aura
et ces dernières formules nous montrent qu'à tout point {x ,y), pris à l'intérieur de la focale, correspond un point réel de l'ellipsoïde (E) ; que, si le point {x , y) est sur la focale, le point correspondant de l'ellipsoïde est dans le plan de la focale ; et enfin qu'à un point à l'extérieur de la focale ne correspond aucun point réel de l'ellipsoïde.
Ces propositions admises, soient M , m deux points correspondants, le premier dans le plan, le second sur l'ellipsoïde; soient en outre a , 6 , c trois points fixes de la focale, auxquels correspondent trois points A , B , C de l'ellipsoïde, pris sur la section principale. (On reconnaîtra aisément que ces points sont à l'intersection de la section principale et des hyperboles homofocales passant en « , 6 , c respectivement.) D'après le théorème d'Ivory, on aura
ma — MA, m.b = MB, me = MC.
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Si donc on écrit la relation
(10) /■(MA,MB,MC) =0,
qui relie les trois distances MA , MB , M C, et qui peut être considérée comme l'équation 'du plan ABC dans un système de coordonnées qu'on pourrait appeler tripolaire, et où chaque point serait déterminé par ses distances à trois points, on voit qu'en remplaçant dans cette relation MA , MB , MC par ma , mb ,mc , on aura l'équation entre les distances d'un point de l'ellipsoïde à trois points quelconques de la focale. Donc
Il y a la même relation entre les distances d'un point de r ellipsoïde à trois points de la focale qu'entre les distances d'un point d'un plan à trois points convenablement choisis dans ce plan.
Mais le théorème d'Ivory permet d'obtenir des conséquences plus étendues encore. Prenons, en effet, dans le plan, trois points a , P , 7 , non plus sur la focale, mais placés d'une manière quelconque à l'intérieur de cette courbe. A ces trois points correspondent trois points réels A , B , C , situés sur l'ellipsoïde (E), et les distances ma , mp , m/ d'un point de l'ellipsoïde (E) aux trois points a, ^,7 sont les mêmes que celles du point correspondant sur le plan aux trois points A , B , G . Il résulte de là la proposition suivante :
Il y a entre les distances d'un point m de l'ellipsoïde à trois points situés dans un plan principal et à l'intérieur de la focale, la même relation qu'entre les dislances d'un point variable d'un plan à trois points fixes pris en dehors de ce plan.
FORMULES RELATIVES AUX DISTANCES MUTUELLES DE GROUPES DE POINTS
Avant d'aller plus loin, il conviendrait d'étudier d'une manière approfondie la relation qui lie les trois distances d'un point variable du plan à trois points fixes de ce plan. Cette
étude conduit à des analogies dignes d'intérêt; nous nous contenterons de signaler ici les plus simples. Nous n'aurons pour cela qu'à rappeler de beaux résultats présentés sous une forme élégante par M. Cayley. (Voir la Géométrie de MM. Rouché et Comberousse, dernière note, ou Baltzer, Théorie des déterminants.)
1° Si l'on désigne par d^^ le carré de la distance de deux points, l'aire S du triangle déterminé par trois points 1,2,3 est donnée par la formule
0 rf„ d,
d,, rf,, 0
0 d,, rf,3 d,.
^31 ds'2 0 d,.
On suppose d,,, — - di^.
2° Soit V le volume de la pyramide formée par les quatre points 1 ,2,3,4; on aura
On voit donc qu'en égalant à zéro les déterminants (15) , (16), on a les conditions pour que trois points soient en ligne droite, ou pour que quatre points soient dans un même plan. Ainsi, mises sous forme rationnelle, les deux relations offrent la plus grande ressemblance et ne diffèrent que par le nombre des variables.
Mais il y a plus : on sait que la première de ces relations, celle qui lie trois points d'une droite, peut être mise sous la forme irrationnelle
M. Cayley a fait remarquer qu'il y a une forme toute semblable pour la relation qui lie quatre points du plan; car si
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l'on désigne par A , B , € , M les quatre points, on aura évidemment
(17) ±lr.ABM± tr.BCM ± tr.ACM=: tr.ABC ,
et, en exprimant les triangles en fonction des côtés, on aura une équation irrationnelle contenant quatre radicaux. Soient r ,r\ r" les distances du point M aux points A,B,C,et«,6,c les côtés de ce triangle; l'équation (17) sera de la forme
(18) î'(r",r',a) + y(r, r",6) + y(r',r,c)r:r ?(a,fc,c). .
On voit donc que les formules analytiques confirment à bien des égards l'analogie que Jacobi a établie entre les propriétés focales des coniques et celles des quadriques.
En terminant, nous rappellerons encore une relation due à M. Gayley, et dont nous aurons besoin. L'équation entre les distances de quatre points d'un cercle, mise sous forme rationnelle, peut s'écrire
0 rf„_ rf,3 (/j, ^21 ^ "'23 "'iK
rfu r/,, d,, 0
et la relation entre les distances mutuelles de cinq points situés sur une même sphère,
rf„ 0 d,, d,, d,,
dsi d,, f/,3 d,, 0
Ces dernières relations peuvent se mettre sous forme irrationnelle, comme toutes celles qui s'expriment en égalant à zéro un déterminant symétrique; mais nous ne nous occuperons pas, pour le moment, de cette question.
§iv.
DES PROPRIÉTÉS MÉTRIQUES RELATIVES A LA TRANSFORMATION DE JACOBI
Les développements qui précèdent montrent, nous l'espérons, par quelle voie naturelle Jacobi a été conduit à la méthode de transformation dont nous avons parlé au commencement de ce travail. C'est cette méthode que nous allons maintenant développer, en essayant de lui donner toute la généralité et l'étendue possibles.
Soient trois points a , 6 , c , auxquels on fait correspondre trois autres points A , B , G . Jacobi démontre, dans le deuxième fragment publié par M. Hermès {Journal de M. Borchardt, t. 74, p. 179), que les deux triangles formés par les deux systèmes de points a, 6, c ; A,B,G peuvent être toujours disposés de manière que les points A et a , B et 6 , G et c forment trois couples de points correspondants sur deux coniques homofocales. Supposons, pour fixer les idées, que ces courbes soient les ellipses définies par les équations
ie) l + l-l^O,
ou
Les coordonnées de deux points correspondants m , M sur les deux ellipses sont données par les formules
a; = a ces 9 ,
^ , X = AcoSî> ,
r = B sin y .
En attribuant à (ç> toutes les valeurs possibles, on obtiendra T. vni. i«
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tous les couples de points correspondants. Nous supposerons que les trois couples (A , a) , (B , 6) , (G , c) correspondent aux valeurs 9', 9", 9'" de 9.
Gela posé, nous voulons étudier la méthode de transformation dans laquelle à un point m on fait correspondre un point M par les équations
(21) ma^Mk, mb = MB, mc=:MG.
Soient x , y , ^ les coordonnées de m ;
X,Y,Z celles de M .
L'équation
((x — a ces (pY -+- (îj — b sin coY -+- z^
(22) fJ \J J
\ =:(X — Acosy)^ + (Y — Bsioy)^ +Z'^
devra être satisfaite pour les trois valeurs 9', 9", 9'" de 9, et elle fournira, en y remplaçant 9 successivement par ces trois valeurs, la traduction analytique des trois équations (21). Or, l'équation (22), développée, prend la forme
a?^ + î/^ + 2' — X^-Y^ — Z^ — A'^-2cosî>(«^-AX) — 2sin?(&!/ — BT)r=0;
et, puisqu'elle doit être satisfaite pour trois valeurs de 9, elle doit être identique, ce qui donne les trois relations
^ ax =■ AX, by =:BY ;
et nous pouvons ainsi énoncer la proposition suivante, qui constitue une propriété des plus curieuses de la méthode de transformation :
Théorème VII. — Si l'on fait correspondre deux points M , m l'un à l'autre par la condition que les distances de m, à trois points de l'ellipse (e) soient égales à celles de M aux trois points correspondants de l'ellipse homo focale (E), la distance du point m à tout autre point de (e) sera égale à celle du point M au point correspondant de (E).
En d'autres termes, nous pouvons substituer, dans la définition de la transformation jacobiennej aux triangles primitifs
aôc , ABC , deux triangles correspondants quelconques pris sur les deux ellipses homofocales. Si l'on construit les deux cônes ayant l'un pour sommet m et pour base l'ellipse (e), l'autre pour sommet M et pour base (E), les arêtes de ces cônes passant en deux points correspondants des ellipses seront égales.
Nous allons voir qu'on peut ajouter, aux propriétés métriques qui précèdent, des propositions nouvelles et dignes d'intérêt.
Mais, auparavant, reprenons les formules (23) pour en tirer les coordonnées de l'un des points en fonction de celles de l'autre. Ces formules donneront alors soit AX BY
soit
ax V— ^^
Sous ces deux formes , elles donnent lieu à plusieurs remarques.
Nous appellerons première figure celle du point {x ,y ,^) ei de l'ellipse (e); deuxième figure, celle du point (X , Y , Z) et de l'ellipse (E); 'plan 'principal , le plan des ellipses (e) ou (E). On pourra supposer, si l'on veut, pour plus de netteté, que les deux figures soient dans deux espaces différents ou plus correctement dans deux parties différentes de l'espace.
4° A un point de l'une des figures correspondent en général deux points de l'autre, symétriques par rapport au plan principal. On n'a donc pas ici une transformation rationnelle.
2° Aux points m de la première figure, situés dans le plan principal ou plan de l'ellipse (e), correspondent, dans l'autre, d'après les formules (24), les points d'un hyperboloïde à une nappe (H), défini par l'équation XXX I Z^ X^ Y^ ^
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On voit que cet hyperboloïde a pour focale l'ellipse (E) de sa figure et pour section principale une courbe égale à l'ellipse (e), et qui coïncide même avec cette ellipse, si les deux ellipses (e) , (E) sont supposées placées de manière à avoir les mêmes foyers.
Au contraire, au plan de l'ellipse (E) de la seconde figure correspond, d'après les formules (25), un ellipsoïde (G) ayant pour équation
/yi2 rt|2 ^2
ce qui montre qu'il a pour focale l'ellipse (e) de sa figure et pour section principale l'ellipse (E).
On voit donc que, dans la disposition particulière des deux figures où les ellipses (e) , (E) sont placées de manière à avoir les mêmes foyers, les deux quadriques (G) , (H) sont telles que chacune d'elles a pour focale la section principale de l'autre. • 3° A un point m de la première figure il ne correspond de point réel de l'autre que si le point de la première figure est à l'extérieur de l'ellipsoïde (G).
De même, à un point M de la deuxième figure il ne correspond de point réel de la première que si ce point M est dans celle des deux régions de l'espace déterminées par l'hyperboloïde (H), et où se trouve le centre de cet hyperboloïde.
Il résulte de là que l'ellipsoïde (G) ne correspond qu'aux points du plan principal de la deuxième figure situés à l'intérieur de la focale (e), et que de même l'hyperboloïde (H) ne correspond qu'aux points du plan de la première figure situés à f extérieur de (E).
4° On a identiquement et quel que soit u
u\a^ — u }f — u k^ — îi )
ou
Donc :
Théorème VIII. — A une surface homo focale à (G) correspond une surface de la deuxième figure homo focale à (H).
Cette propriété montre que la transformation jacobienne est un cas particulier de la suivante. On a, dans deux portions de l'espace, deux systèmes de quadriques homofocales, et l'on établit une correspondance entre les points qui ont mêmes coordonnées elliptiques. Nous ne développerons pas cette remarque dans le travail actuel.
5* Aux points à l'infini de l'une des figures correspondent les points à l'infini de l'autre. Les formules de transformation peuvent en eff*et s'écrire, en introduisant les coordonnées homogènes,
pax=: AX , pbi/:=BY, pt = T,
p désignant un facteur de proportionnalité. On voit que
Théorème IX. — Au cercle de l'infini dans Vune des figures correspond le cercle de l'infini dans l'autre, de manière qu'à un point du cercle de l'infini correspondent deux points du même cercle dans l'autre figure.
Nous pouvons, pour le moment, nous borner à ces remarques, qui vont nous permettre de compléter l'exposition des relations métriques.
Considérons dans la première figure une sphère S ayant son centre dans le plan principal et définie par l'équation
(29) {x - «)' + {y — Pf -h z'' — R' = 0 . On aura identiquement
f {x-uy+{y—py + z'—R'
(30) < A« BS
et par conséquent, à la sphère proposée S correspondra une sphère S' , de rayon R' et de centre (a' , §' , 0) définis par les équations
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D'ailleurs, l'identité (30) nous montre que les tangentes menées de deux points correspondants à deux sphères correspondantes sont égales. Par suite,
Théorème X. — Dans la définition de la transformation, on pourra remplacer les trois couples de points correspondants par des couples de sphères correspondantes ayant leurs centres dans le plan 'principal, et pouvant être choisies d'une infinité de manières; la condition que les distances ma ,Wk de deux points correspondants M j, m à deux points A , a soient les mêmes, sera remplacée par la condition que la tangente menée de m à la • sphère de la première figure soit égale a la tangente de Mate sphère correspondante de la deuxième figure.
En d'autres termes, la transformation de Jacobi peut se réaliser d'une infinité de manières, en remplaçant les triangles de points par des groupes de trois sphères. Alors les tangentes menées de deux points correspondants à deux sphères correspondantes devront être égales. '
Cette proposition étend beaucoup le cercle des applications et des conséquences de la méthode. Aussi allons-nous étudier la disposition et la grandeur des sphères correspondantes.
Réduisons à zéro le rayon R de la première sphère. Elle deviendra un point-sphère de la première figure, situé dans le plan principal.
Si ce point-sphère est situé à l'intérieur de la focale (e) , R' sera imaginaire; la sphère correspondante aura un rayon imaginaire, défini par la formule
Si, au contraire, le point-sphère est en dehors de la focale (e) de l'ellipsoïde (G) , à ce point-sphère correspond une sphère
réelle, doublement tangente à l'hyperboloïde (H), le double contact étant imaginaire tant que le point-sphère sera entre les deux ellipses (e) , (E) , et devenant réel si le point-sphère est en dehors de l'ellipse extérieure (E).
Un calcul facile établirait ce résultat ; il suffit de remarquer qu'une sphère de rayon nul coupant le plan suivant deux droites distinctes, à ces deux droites correspondent deux courbes distinctes (cercles) sur l'hyperboloïde (H); la sphère correspondante au point-sphère coupe donc l'hyperboloïde suivant deux courbes distinctes, et par conséquent lui est tangente en deux points qui sont les homologues du centre de la sphère de rayon nul.
Nous avons donc la proposition suivante :
Théorème XI. — Aux points du plan principal de l'une des figures, considérés comme des sphères de rayon nul, correspondent dans l'autre figure les sphères doublement tangentes à la quadrique qui correspond au plan principal de la première.
Ainsi, les points de la première figure situés dans le plan principal ont pour homologues les points d'un hyperboloïde (H). Donc aux sphères de rayon nul ayant leurs centres dans le plan correspondent, dans la seconde figure, les sphères doublement tangentes à l'hyperboloïde. De même qu'aux points du plan principal de la seconde figure correspondent les points de l'ellipsoïde (G) ; de même aux sphères de rayon nul de la deuxième figure, ayant leurs centres dans le plan principal, correspondent toutes les sphères doublement tangentes à l'ellipsoïde (G). Donc :
Théorème XII. — Parmi les sphères de la première figure ayant leur centre dans le plan principal, celles qui sont tangentes à Vellipsoïde (G) se transforment en des sphères de rayon nul.
Dans les lignes qui précèdent, nous venons d'étudier les sphères jouant le même rôle que les points dans la transformation de Jacobi. On peut encore considérer àes plans donnant lieu à des propriétés métriques.
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On a, en effet, d'après les formules (24), l'identité
(32) max + nhy + p = wAX + wBY + p .
Ainsi, à des plans perpendiculaires au plan principal correspondent des plans jouissant de la même propriété. Remarquons même que deux de ces plans, les plans des xz et des yz, se correspondent à eux-mêmes. Mais la formule (32), convenablement interprétée, nous montre d'une manière générale que la distance d'un point {x , y) au plan
max + nhy + p = 0
est égale à la distance du point correspondant au plan correspondant, multipliée par un facteur constant. Donc,
Théorème XIII. — Dans la transformation de Jacohi, la distance d'un 'point à un plan perpendiculaire au plan des ellipses est égale à la distance du point correspondant au plan correspondantj multipliée par un facteur constant.
En résumé, dans la définition géométrique du mode de transformation, on peut remplacer toute condition relative à un couple de points correspondants {ma = MA) soit par la condition que la tangente menée de m à une sphère soit égale à la tangente menée de M à une autre sphère, soit par la condition que les distances des points m , M à deux plans soient dans un rapport constant.
Si nous distinguons les deux figures sous les noms de première et de seconde, nous voyons qu'à tout point de l'une correspondent deux points de l'autre; qu'au plan des deux ellipses (e),(E) dans la première, correspond l'hyperboloïde (H) dans la seconde; qu'au plan des deux ellipses dans la seconde correspond l'ellipsoïde (G) dans la première; qu'à toute sphère tangente à cet ellipsoïde correspond dans la seconde figure un point-sphère (à l'extérieur de l'ellipsoïde si la sphère est réelle et tangente en deux points réels; entre (e) et (E) si, la sphère étant réelle, le contact est imaginaire; à l'intérieur de (e), si le carré du rayon de la sphère est négatif); qu'à tout plan per-
pendiculairc au plan principal correspond un plan perpendiculaire au plan principal; qu'à toute sphère ayant son centre dans le plan principal correspond une sphère jouissant des mêmes propriétés; et enfin que les distances de deux points correspondants à deux plans correspondants sont dans un rapport constant, et les tang-entes menées de deux points correspondants à deux sphères correspondantes sont égales.
Ajoutons que, à des surfaces homofocales à Tellipsoïde (G), correspondent des surfaces homofocales à Fhyperboloïde (H), et qu'à toute sphère tangente à l'une de ces surfaces (et ayant son centre dans le plan principal) correspond une sphère tangente à la surface correspondante au point homologue du point de contact.
EXTENSION DES THEOREMES DE JACOBI
Les propositions précédentes étant admises, les applications deviennent extrêmement simples. Les premières doivent se rapporter à l'ellipsoïde (G), dont les points correspondent par couples aux points du plan principal dans la seconde figure.
Si on prend la distance d'un point m de l'ellipsoïde à trois points a , b ,c delà, focale, à ce point m correspond un point M du plan à l'intérieur de la focale; donc, si l'on désigne par A , B , G les points de la section principale (E) correspondants a a , b , c , on a
M A = ma , MB == mb , MG = me .
C'est le théorème de Jacobi, déjà énoncé. Il y a la même relation entre les distances d'un point de Vellipsoide à trois foyers qu'entre les distances d'un point du plan principal aux trois points correspondants pris sur la section principale de l'ellipsoïde (G).
Mais les principes précédents nous permettent de généraliser
le théorème. Prenons trois points a ,h , c quelconques dans le plan principal ; à ces trois points, considérés comme appartenant à la seconde figure, correspondent trois sphères doublement tangentes à l'ellipsoïde G. Donc :
Théorème XIV. — Ily a la même relation entre les distances d'un point de Vellipsoïde à trois sphères d'une même série doublement tangentes à V ellipsoïde qu'entre les distances d'un point variable d\n plan à trois points fixes de ce plan.
Si les sphères doublement tangentes se réduisent à des points, on retrouve le théorème de Jacobi. La propriété actuelle est évidemment la généralisation de cette proposition de la théorie des coniques :
La somme des tangentes menées d'un point d'une conique à deux cercles doublement tangents (dont les cordes de contact sont parallèles) est constante.
Enfin, si on prend dans la seconde figure trois sphères doublement tangentes à Thyperboloïde H, ces sphères correspondent à trois points de la première figure, et l'on a la nouvelle proposition :
Théorème XV. — Il y a entre les distances d'un point de V ellipsoïde (G) à trois 'points situés à V extérieur de la focale (e) la même relation qu'entre les tangentes menées du point correspondant du plan à trois sphères réelles ayant leur centre à l'extérieur de la focalCj au aux trois cercles, sections de ces sphères par le plan principal.
Dans le cas où l'un des points choisis est à l'intérieur de la focale, la sphère correspondante est imaginaire. Mais on sait que la tangente menée d'un point d'un plan à un cercle de rayon Ri est égale à la distance de ce point à un point fixe et réel, pris en dehors du plan. Ici cette proposition est évidente, car la distance d'un point m de l'ellipsoïde à un point a pris à l'intérieur de la focale est égale à la distance du point M du plan, correspondant à m, au point A de l'ellipsoïde correspondant au point a du plan. Nous avons donc la proposition de Jacobi :
Théorème XVI. — Il y a entre les distances d'un point de l'ellipsoïde à trois points à l'intérieur de la focale la même relation qu'entre les distances d'un point du plan principal à trois points pris en dehors du plan (qui sont les correspondants sur l'ellipsoïde des trois points pris à l'intérieur de la focale).
Je me dispense d'énoncer les propositions, évidentes d'après ce qui précède, relatives soit au cas où les points seraient en partie à l'intérieur, en partie à l'extérieur de la focale, soit au cas où ils seraient remplacés par des sphères de rayon arbitraire. Enfin, j'ajouterai qu'on peut étendre aussi à l'ellipsoïde les relations entre les distances dans lesquelles figurent plus de quatre points.
Théorème XVII. — Toute relation existant entre les distances d'un point variable du plan à des points ou à des cercles et à des droites du plan, se transformera en une relation métrique relative à V ellipsoïde.
Citons, par exemple, la proposition suivante : Les courbes homofocales à la section principale de (G) sont telles que la somme des distances d'un de leurs points aux deux foyers soit constante. Aces courbes correspondent sur l'ellipsoïde (G) les lignes de courbure; aux deux foyers correspondent les deux sphères tangentes aux ombilics de l'ellipsoïde. On a donc ce théorème, énoncé par M. Valson :
La somme ou la différence des tangentes menées d\n point de l'ellipsoïde à deux sphères fixes tangentes aux ombilics est constante pour tous les points d'une ligne de courbure.
De plus, pour chaque ellipse du plan, il y a un rapport constant entre la distance à l'un des foyers et la distance à la directrice correspondante. Donc :
Pour chaque ligne de courbure de l'ellipsoïde, il y a un rapport constant entre la tangente menée d'un point à Vune des deux sphères fixes et la distance de ce point à un plan directeur variable avec chaque ligne de courbure.
On sait que, dans le plan, le carré de la distance de deux points se décompose en deux facteurs linéaires. De même, sur
l'ellipsoïde, le carré de la tangente menée d'un point à une sphère doublement tangente est proportionnel aux distances du point à deux plans, qui sont ceux des cercles suivant lesquels la sphère coupe l'ellipsoïde.
On pourrait, on le conçoit, multiplier les théorèmes de ce genre. Tel n'est pas notre but.
VI
DE LA TRANSFORMÉE D'uN PLAN.
Soit un plan considéré comme appartenant à la seconde figure, et défini par l'équation
mX + w Y -I- p Z + ^ = 0 .
A ce plan correspondra, d'après les formules (25), la quadrique représentée par l'équation
Cette surface est, comme on voit, inscrite à l'ellipsoïde (G) suivant une courbe dont le plan est perpendiculaire au plan principal de la transformation. La section principale de cette surface est tangente à celle de l'eUipsoïde (G). Sa focale est tangente à celle de (G) en deux points qu'il est facile de construire, et qui sont les correspondants sur la focale des deux points où le plan coupe la section principale (E).
Mais il est facile de compléter ces résultats et de démontrer la proposition suivante :
Théorème XVIII. — La quadrique de la seconde figure qui correspond au plan P de la première est égale en dimensions à la surface (G') ayant pour focale la section F de l'ellipsoïde (G) de la première figure par le plan P et passant par la focale de cet ellipsoïde (G).
Cette surface (G'), do)it l'existence a d'ailleurs été déjà démon-
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trée (§ I^^), est aussi engendrée par une des lignes de striction de la développable circonscrite à sa focale ¥ età une sphère variable doublement tangente à V ellipsoïde (G).
On peut encore la considérer comme engendrée par les deux points communs à toutes les sphères ayant leur centre sur sa focale ¥, et orthogonales successivement à chaque sphère doublement tangente à V ellipsoïde (G).
Cette triple proposition nous donne d'une manière élégante, non la position, mais les dimensions de la surface correspondante à un plan. La démonstration résulte des principes que nous avons posés.
Soit P un plan de la deuxième figure qui coupe l'ellipsoïde (G) suivant une courbe F. Si l'on considère toutes les sphères doublement tangentes à l'ellipsoïde et tangentes au plan P, ces sphères se transformeront dans la deuxième figure en une suite de points-sphères situés dans le plan principal, et formant la focale de la quadrique P' correspondante au plan P. Soit M' un point de cette surface, et soit M le point homologue situé dans P. Soient A , B , G les points de contact de trois des sphères doublement tangentes à l'ellipsoïde et au plan, avec ce plan ; A', B', G' les points correspondants dans le plan principal. Alors les tangentes menées d'un point du plan P aux trois sphères seront égales aux lignes MA , MB , MG , et, d'après nos propositions, on devra avoir
MA = M'A' , MB = M'B' , MG — M'C'.
La surface transformée P' sera donc telle qu'il y aura entre les distances d'un de ses points M' aux trois points A', B', G' la même relation qu'entre les distances d'un point M du plan P à trois points A , B , G de ce plan. Ainsi, il est démontré géométriquement que le surface P' sera une quadrique ayant pour focale la courbe des points-sphères correspondants aux sphères doublement tangentes à l'ellipsoïde et tangentes au plan P.
Remarquons maintenant que, si le point M se déplace dans le plan P sur la courbe F de section de l'ellipsoïde (G) par le plan, le point M' se trouvera nécessairement dans le plan
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principal. On voit donc que la section principale de P' est la courbe correspondante dans le plan principal à la section F de (G) par P; et comme, lorsque le point M décrit cette courbe F, le point M' reste dans le plan A' B' C des trois points A', B', G', on peut conclure que la courbe focale de P' est égale à F, et par suite que P' est égale à la surface (G') ayant F pour focale et pour section principale la courbe, lieu des points de contact A , B , C des sphères doublement tangentes à l'ellipsoïde et tangentes au plan P. Cette section principale a d'ailleurs deux points communs avec la focale, qui sont les deux points-sphères tangents à la fois à la surface (G) et au plan P. La surface (G') contiendra donc la focale de l'ellipsoïde (G), et il serait facile d'établir de la même manière les autres propriétés que nous avons indiquées.
Les conséquences de la proposition précédente sont nombreuses. On voit, par exemple, qu'à tout plan tangent à l'une des surfaces (G), (H), par exemple à (G) dans la première figure, correspond dans l'autre une surface dont la focale se réduit à deux droites, c'est-à-dire un cône circonscrit. Par suite, aux tangentes de l'une des surfaces correspondent les tangentes de l'autre. Mais nous allons revenir sur cette proposition.
Remarquons aussi cette conséquence simple : c'est que, si l'on a sur une ellipsoïde une section plane, la conique formée par les points correspondants au plan principal aura même distance focale que cette section plane; d'où il suit que :
Théorème XIX. — Deux sections planes correspondantes d'ivory sur deux ellipsoïdes homofocaux ont même distance focale.
DE LA. COURBE CORRESPONDANTE A UNE LIGNE DROITE
Il est clair qu'à toute droite perpendiculaire au plan principal correspond une droite de position semblable; à toute
droite dans le plan xy correspond une section conique située dans un plan normal à xy. Mais prenons le cas général.
Soit une droite appartenant à la première figure et coupant l'ellipsoïde (G) en deux points A , B. Le plan mené par cette droite normalement au plan principal aura pour correspondant un plan semblable; tout autre plan contenant la droite aura pour correspondante une quadrique. Donc à toute droite correspond une section conique, située dans un plan normal au plan principal, et qu'on reconnaîtra facilement être tangente en deux points à l'hyperboloïde (H), homologue dans la deuxième figure du plan principal de la première.
On démontrera, par les mêmes considérations que précédemment, la proposition suivante :
Théorème XX. — La conique U correspondante à la droite AB a pour grand axe la droite A' B' des points k' , B' correspondants à k yB; sa distance focale est égale à AB, et enfin la courbe U' focale de cette courbe est le lieu, dans le plan principal, des pointssphères correspondants aux sphères tangentes à l'ellipsoïde et à la droite AB en même temps.
En effet, si l'on prend deux des sphères doublement tangentes à l'ellipsoïde et à la droite, pour tout point de la droite la somme ou la différence des tangentes aux deux sphères sera constante (et égale au segment de la droite compris entre les deux points de contact des deux sphères). Donc, dans la figure correspondante, aux deux sphères correspondent deux points, et la différence des distances d'un point de la courbe U à ces deux points est constante.
De même, la somme ou la différence des distances d'une sphère variable tangente à l'ellipsoïde et à la droite, à deux points fixes de la droite est constante (et égale au segment de la droite compris entre les deux points). Donc à cette sphère variable correspond un point de la courbe U', et cette courbe est telle que la somme des distances d'un de ses points à deux points fixes de la courbe U, correspondante à la droite, soit constante. Ce sont les propriétés des courbes focales.
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Ce théorème montre que, dès que la droite AB sera tangente à r ellipsoïde (G), elle aura pour correspondante deux tangentes symétriques à l'hyperboloïde (H). Ainsi les tangentes aux deux surfaces se correspondent de telle manière qu'à toutes les tangentes menées par un point (A) à l'une d'elles correspondent toutes les tangentes menées par le point correspondant à l'autre.
En d'autres termes, au cône circonscrit à l'une des surfaces correspondent les deux cônes circonscrits à l'autre ayant pour sommets les deux points correspondants au sommet du premier cône.
DES FIGURES CORRESPONDANTES EN GENERAL
A une surface, considérée comme appartenant à l'une des figures, et symétrique par rapport au plan principal, correspond évidemment une surface de même ordre, symétrique par rapport au plan principal de sa figure. Mais une surface I d'ordre n, non symétrique par rapport au plan principal, a pour homologue une surface 1' d'ordre double 2n. Cette surface JJ est tangente à la quadrique de la figure où elle se trouve [soit l'ellipsoïde (G) , soit l'hyperboloïde (H)], en tous les points d'une courbe d'ordre 2n, qui correspond à la section de la surface 2 par le plan principal. Mais nous n'insistons pas sur ces propriétés, que nous rencontrerons plus loin dans l'étude de transformations plus générales, et nous allons passer à l'examen de quelques cas particuliers.
A une surface E du second degré, non symétrique par rapport au plan principal, correspond une surface du quatrième ordre, 2' , dont on reconnaît sans peine les propriétés. Cette surface 2' correspond, à proprement parler, non-seulement à la surface E, mais à l'ensemble formé par cette surface et sa symétrique Zj par rapport au plan principal. Les deux surfaces 2 , 2, consti-
tuent une surface dt» quatrième ordre ayant deux coniques doubles :
4^ La section de 2 par le plan principal. A cette courbe correspond la ligne de contact de la surface 2' avec la quadrique (G) ou (H) de l'autre figure.
2° Une autre conique double, dont le plan est perpendiculaire au plan principal, et qui complète l'intersection de 1 et de sa symétrique 1^. A cette conique double correspond une courbe double de 1' , située dans un plan perpendiculaire au plan principal.
Donc à une surface 1 du second degré, non symétrique par rapport au plan principal, correspond une surface du quatrième ordre à conique double, et n'offrant pas d'ailleurs d'autre singularité. Supposons, pour fixer les idées, que cette quadrique 1 soit dans la première figure ; alors elle coupe en quatre points la conique focale de (G), et, en considérant les distances à trois de ces quatre points, on peut énoncer la proposition suivante :
Théorème XXÏ. — Il y a entre les distances d'un point d'une surface de quatrième ordre à conique double, ayant un plan de symétrie à trois de ses foyers, la même relation qu'entre les distances d'un point variable d'une surface du second degré à trois de ses points fixes. '
Mais nous étudierons plus spécialement la sphère qui donne, parla transformation actuelle, une surface remarquable, la surface du quatrième ordre ayant le cercle de l'infini pour ligne double, surface que nous avons proposé d'appeler cyclide (du nom de la cyclide de M. Dupin, qu'elle comprend comme espèce particulière).
Soit donc une cyclide (G) ayant un plan principal, le plan de symétrie, et supposons que l'hyperboloïde (H) ait été choisi dans la série des surfaces du second degré inscrites à cette cyclide. Alors la surface transformée de la cyclide aura une courbe double correspondante à la courbe de contact de (G) et de (H) ; elle se décomposera donc en deux sphères
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symétriques l'une de l'autre par rapport au plan principal. On voit donc qu'on peut faire dériver toute cyclide à plan principal d'une sphère non symétrique par rapport à ce plan.
Cela posé, soit S cette sphère, et supposons qu'elle coupe la focale (e) de l'ellipsoïde (G) en trois points a , § , 7. A ces trois points correspondent trois foyers de la cyclide. A un point m de la sphère correspond un point M de la cyclide. Donc :
Théorème XXII. — Il y a la même relation entre les distances d'un point d'une cyclide à plan principal à trois de ses foyers, situés dans ce plan, qu'entre les distances d'un point variable d'une sphère à trois points fixes de cette sphère.
Nous donnerons plus loin d'autres méthodes permettant d'obtenir les propriétés métriques relatives aux cyclides les plus générales.
Nous avons vu qu'à une surface du second degré correspond en général une surface du quatrième ordre à conique double. Cette dernière surface ne se décompose en deux surfaces du second ordre que si la première surface est inscrite à l'ellipsoïde (G). Cette proposition, à peu près évidente, sera d'ailleurs démontrée plus loin.
Ainsi , une surface du second degré Q' ne correspond à une autre surface du second degré Q que si cette dernière est inscrite à l'ellipsoïde (G), faisant partie de la figure où elle est tracée.
Cela posé, prenons, sur deux surfaces homofocales (A) , (A'), deux sections planes G , G', formées de points correspondants suivant la définition d'Ivory; soient a , a' deux points correspondants quelconques sur les deux sections G , C. Si l'on prend deux points m , m' correspondants sur les deux ellipsoïdes en dehors des deux sections, on aura
a' m = am' .
On peut donc constituer une méthode de transformation jacobienne en prenant trois points sur c et les trois points correspondants sur c' , ce qui explique pourquoi, d'après une
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proposition déjà démontrée, les coniques C , C ont la même distance focale. De plus, d'après le théorème d'Ivory, l'ellipsoïde (A'), considéré comme appartenant à la figure de la section C, aura pour correspondant (A') appartenant à la figure de la section G'.
Au plan de C correspond une quadrique (Q') ayant C pour focale, et pour section principale une conique égale à C ,
Au plan de C correspond une quadrique (Q) ayant C pour focale, et pour section principale une conique égale à G'.
D'après la remarque faite plus haut, puisque à la surface (A') correspond une surface du second degré (A), il faut que (A') et (Q) soient inscrites l'une à l'autre. De même (A) et (Q) seront tangentes en tous les points d'une courbe plane. Donc :
Étant donnée sur une su7'face (A) une section plane C, toutes les surfaces (Q) ayant pour focale cette section plane seront inscrites dans des surfaces (A') homofocales à (A), et les courbes correspondantes de la section G sur les surfaces (A') seront égales aux sections principales des surfaces (Q).
Ge théorème a déjà été trouvé par une autre méthode au .§ P'^. Ajoutons quelques remarques destinées à le compléter.
D'abord, il est facile de construire la courbe de contact de chaque surface Q. Soient en effet (A) , (A') les deux surfaces homofocales, G, G' les deux sections correspondantes sur les deux surfaces. La distance d'un point M de Q à un point a de G sera égale à la distance du point correspondant, dans le plan de G', M' au point a' , de G', homologue de a. Le point M ne se trouvera sur (A') que si le point correspondant se trouve sur (A) [puisque (A) correspond à (A')]. Donc, la courbe de contact sera la correspondante de la section de (A) par le plan de G'. Le complément de ce théorème, donné dans le § P'^, se démontre aussi sans peine au moyen des remarques précédentes.
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IX
d'une transformation générale, comprenant comme cas particulier
celle de jacobi.
On peut imaginer une méthode de transformation dans laquelle les points correspondants dont nous appellerons les coordonnées homogènes X^ , X^ , X^ , X^ pour le premier, x^,x,,x^^ x,^ pour le second, sont liés Tun à Tautre par les équations
(Z2>) p Xi = On Xi + Clii x^ -\- an x-i + Ha a?4 + f^i K ^ , («' — 1 , 2, 3, 4) ,
où 0 est une fonction homogène et du second degré des quantités Xi ; hi et ciirj, des constantes quelconques.
La transformation ainsi définie fait partie de la classe de celles qui font correspondre à un point de chaque figure deux points de l'autre.
Pour établir ce résultat, il faut déduire des équations (33) les quantités Xi en fonction des coordonnées X,-, et, pour cela, on commencera par considérer 0 comme connu ; les formules (33) détermineront les a?, en fonction linéaire de X,- et de |/ ù . En substituant ces valeurs dans û , on obtiendra les formules
(34) p Xi = ki,X,-h h Bi \/~ ,
de môme forme que les précédentes. Mais c'est ce qu'on verra plus simplement encore en ramenant les formules (33), par des changements de coordonnées ou des transformations homographiques, à leur forme la plus simple.
D'abord, en éliminant |/û entre la première des équations (33) et les suivantes, et prenant pour coordonnées nouvelles des fonctions linéaires des anciennes, les formules deviennent
(35) pX, = x,, p\, = x,, pX, = a\, pX^^Vù.
En second lieu, on peut disposer de x^ de telle manière que ù prenne la forme
ù zzz daf^ + ? (^1 , a?2 5 x^) .
Enfin, si Ton soumet x^, x.^, x^ ,'X.^,\,X^ à une même transformation qui ramène 9 {x^ , x^ , x^) à une somme de trois carrés, on aura les formules les plus simples convenant à la transformation générale définie d'abord,
{^Q)px, = X,,px, = X,,pX, = X,,px, = \/X,'-i-X,'-hX,' + X,\ L'inversion de ces formules s'effectue sans difficulté, et donne
(37) pXi=Xi , pX,^=:X^, pX^=zX^, pX,,= Vx!,^ — Xi^ — X^^ — ÏC3'.
Ces formules sont, au fond, celles que nous avons employées (24) , (25). La transformation générale actuelle, qui paraît contenir un grand nombre de constantes, se ramène donc, après des transformations homographiques, à celle qui a été étudiée par Jacobi. Mais les formules projectives que nous obtenons ici se prêtent mieux que les précédentes à l'étude de la transformation ; elles indiquent le véritable caractère de cette méthode, et c'est ici le lieu de développer d'une manière complète les propriétés relatives à la correspondance de deux figures.
A un plan
2 «i Xî = 0
de la figure (X) correspond , en général , la surface du second degré définie par l'équation
(aj X^ + a, iCj + «3 X^y = « J- {X^^ — X^ — X^ — X^') .
Au plan X^^O, qui est l'une des faces du tétraèdre auquel sont rapportés les points X, correspond la surface
De même au plan ic^, = 0 de la première figure {x) correspond la quadrique
Q =ri Xi^ -f- X.;- + Xj^ + x;- = 0 .
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Aux plans de la figure (X) qui passent par le point (Xi 1= X^ = X3 = 0) correspondent des plans passant par le point (a?i z=x^ = jo.^ = Q) de l'autre figure.
Mais à des plans quelconques de l'une des figures, {x) par exemple, correspondent dans l'autre des quadriques inscrites dans une quadrique fixe ^.
En général, à toute surface d'ordre n, admettant le plan X^ pour plan harmonique, avec le sommet opposé du tétraèdre (Xj , X2 , X3 , X,^) pour pôle harmonique, correspond dans l'autre figure une surface de même ordre.
Mais à une surface 1 d'ordre n, n'admettant pas le plan X^ pour plan harmonique (c'est-à-dire dont l'équation contient des puissances impaires de X,,), correspond une surface d'ordre double 2w, inscrite à celle des quadriques Q , (*>] qui fait partie de la figure dans laquelle elle est tracée.
L'équation de la surface 2 peut en effet s'écrire
(38) M + NX, =r 0 ,
où M , N ne contiennent que des puissances paires de X^, et se transformeront par conséquent en des polynômes rationnels M, , N,, du même degré enXi. Alors la surface 2', correspondante à J, sera définie par l'équation
(39) M, + N, K« = 0 , ou M^^ — N,* « = 0 .
On voit qu'elle est tangente à la quadrique « en tous les points où elle la rencontre.
Mais il y a un point essentiel dans l'étude de cette méthode de transformation : il est important de chercher dans quel cas la surface 1', correspondante de 1, pourra avoir des points doubles ou des courbes doubles.
Soit
l'équation de la surface 2'. L'équation du plan tangent s'ob-
tiendra en égalant à zéro rf2', et par suite il n'y aura de point double que si dl' est nul identiquement. Or on a
/ dl' = d.(M. + N, l/«) (m, — N, VZ)
\ + (M,-Ny«)rf(M. + Nyi) .
dl' sera donc identiquement nul :
1° Si l'on a à la fois
(42) M, + Ni K« = 0 , M, — N, |/« =: 0 , sans que
(43) d (m. -+- N, |/Ti) , d {m, + Ny Ô)
puissent devenir infinis ; 2° Si l'on a
(44) m^ + nyù=zo , d(m, + Nyù) = o
(le radical pouvant avoir le double signe), et dl' ne sera identiquement nul dans aucun autre cas. Examinons successivement les deux hypothèses.
La première se décompose en deux. Supposons d'abord Ml = 0 , Ni ~ 0; alors dl' est nul; on a une courbe double, correspondante à la ligne de la première figure M = N = 0. Ce premier résultat est facile à expliquer; les points de la première figure définis par les équations
sont à l'intersection de la surface 2 avec sa symétrique 1^ (harmonique) par rapport au plan X,,. Or, comme c'est l'ensemble de E , 2i qui se transforme en 2' , on voit qu'une courbe double de 2 , 2i demeure courbe double , ce qui explique le résultat obtenu.
Les équations (-42) peuvent être aussi satisfaites si l'on a
(45) Ml rr: 0 , co == 0 ,
ce qui donne, d'après la formule (4i),
(46) di' = -^,'d^ .
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Donc, la surface 1' est taDgente à la surface w en tous les points d'une courbe définie par les formules (45), et qui correspond à la courbe de la première figure déterminée par les équations
M = 0 , X, rrz 0 .
Ainsi, la surface 1' est tangente et la quadriqiie w de la figure où elle est décrite^ en tous les 'points d'une courbe correspondante à l'intersection de la surface 1 avec le plan principal X^ de sa figure.
Si cependant N est nul pour tous les points de cette courbe où pour une portion seulement de ces points (la courbe se décomposant en deux parties), un examen plus complet devient nécessaire.
Soit
l'équation de la surface 2. Par hypothèse, les équations
MrzrO, N=::0, X.^O
peuvent être vérifiées simultan.ément par tous les points d'une courbe. On a donc, pour tous ces points,
d2 = dm;
et, comme M ne contient t|ue des puissances paires de T, on voit que le plan tangent à 1 est normal au plan X^ , c'est-à-dire va passer par le sommet du tétraèdre opposé à ce plan (X. = .X. = X3-0).
Donc, dans le cas où la surface 2 rencontre normalement le. plan X4 en tous les points d'une courbe (c'est-à-dire de telle manière que le plan tangent aille passer par le sommet opposé du tétraèdre), à cette courbe correspond sur 1' une courbe singulière.
Alors, la formule (4i) diflférentiée une seconde fois nous donne (47) d'i' = idM-' .
En d'autres termes, la courbe singulière est une courbe de rebroussement. Ainsi :
Théorème XXill. — Toutes les fois que la surface S coupe le plan X, suivant une courbe le long de laquelle le plan tangent va passer par le sommet opposé àX,, la surface S' a une courbe de rebroussement sur la surface (n correspondante à \. Dans tous les autres cas. S' est simplement inscrite à «.
Il reste à examiner la deuxième hypothèse, celle pour laquelle on a
M, + N, K^^ 0 , d{M, + N, l/^) = 0 . Ces équations sont équivalentes aux suivantes :
f U==M, + Nil/« = M + NX, , (48) \ â\] _ d\] _ d\] _ âV _
\ dXi dx^ dx^ dx^
Les dérivées de U sont prises par rapport aux quantités Xi. On a d'ailleurs
dXi ^ d\k dXi et les équations (48) entraînent comme conséquence
^ ' dX, dX, dX, dX, '
tant que le déterminant fonctionnel
Aj 5 Aj , Aj , A.j \
est différent de zéro.
Ces dernières équations (49) définissent une courbe double de S. On voit donc que, à une courbe double de 2 correspond une courbe double de S', ce qui était évident a priori.
Mais, en outre, on voit que les équations (48) pourront être satisfaites, sans que les équations (49) le soient, toutes les fois que le déterminant A sera nul. Or, ce déterminant se réduit ici à
^^ Ko
OU
Voy X„
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On voit donc que le fait actuel ne peut se présenter que si l'on considère les points de S^ sur la quadrique Q de sa figure, et alors on arrive sans peine à la conclusion suivante :
Toutes les fois que S sera tangente à la quadrique Q. de sa figure, à la courbe de contact correspondra une courbe double de la surface correspondante 2'j courbe double située dans le plan principal x^.
Telle est, en nous bornant aux cas les plus généraux, l'analyse des singularités de deux surfaces correspondantes 2,2'.
La méthode que nous avons suivie nous paraît d'ailleurs susceptible d'extension aux cas généraux dans lesquels on considère les transformations les plus compliquées. Quant aux résultats, ils paraîtront à peu près évidents aux géomètres qui ont étudié quelques méthodes de transformation.
SUR LES CYCLIDES
La théorie des points correspondants d'Ivory et les propositions de Jacobi s'étendent à une classe remarquable de surfaces, les cyclides, déjà définies (§ VIII), qui sont les surfaces du quatrième ordre les plus générales admettant le cercle de l'infini pour ligne double. Comme on connaît peu de théorèmes relatifs aux propriétés métriques des surfaces de degré supérieur, je donnerai quelques développements sur cette extension des théorèmes de Jacobi et d'Ivory à une classe intéressante de surfaces.
J'ai montré dans un travail antérieur que l'équation de toute cyclide peut se mettre sous la forme
(51) 2 A,(|iy = 0 ,
où les cinq quantités S^ désignent les carrés des tangentes menées d'un point de l'espace à cinq sphères orthogonales deux
à deux, do rayons R,-. Ces variables S, constituent un nouveau système de cinq coordonnées homogènes, déterminant un point et reliées par l'équation identique
Réciproquement, cinq quantités S^ satisfaisant à cette identité déterminent toujours un point, pourvu qu'on les considère, non plus comme représentant les tangentes aux sphères, mais cinq quantités proportionnelles à ces tangentes. On voit d'ailleurs qu'avec le système actuel de coordonnées, l'équation des cyclides devient du second degré, ce qui constitue un grand avantage; car la forme même de l'équation se prête à la généralisation des propriétés connues pour les surfaces du second degré et à leur extension à cette nouvelle classe de surfaces.
C'est ainsi que les théorèmes démontrés au § P" s'étendent aux cyclides, et que l'on peut énoncer les propositions suivantes :
Théorème XXV. — Toute cyclide G' inscrite suivant une courbe sphérique à une autre cyclide G a ses cinq focales sur des cyclides homofocales à C.
Théorème XXVI. — Toute cyclide ayant pour focale une section sphérique d'une cyclide C est inscrite suivant une courbe sphérique à une des cyclides homofocales à G.
La démonstration de ces propositions est, pour ainsi dire, identique à celle que nous avons donnée (§ P^) des propositions analogues. Aussi la supprimerons-nous ; elle exige d'ailleurs quelques développements relatifs au nouveau système de coordonnées. On peut encore ajouter aux propositions précédentes la suivante, qui peut être considérée comme comprise dans le théorème XXVI, mais qui mérite d'être énoncée à part :
Théorème XXVIl. — Si une courbe sphérique A est tracée sur une cyclide ayant R pour focale, réciproquement R sera sur une cyclide ayant A pour focale, et on pourra associer à toute surface
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ayant A pour focale une surface qui lui sera inscrite et qui aura B pour focale.
Par exemple, si on prend sur une cyclide deux cercles appartenant à la même série, ils formeront la focale d'une cyclide à quatre points doubles (cyclide de M. Dupin), passant par la focale de la cyclide générale primitivement considérée. La série complète des cyclides à quatre points doubles ayant les deux cercles pour focale se composera de surfaces inscrites dans les cyclides générales inscrites à la première. C'est l'extension du théorème relatif aux cônes de même sommet circonscrits à des surfaces homofocales.
Signalons encore la proposition suivante : Si l'on coupe une cyclide générale A par un cercle G , les cyclides réciproques de cônes ou de surfaces de révolution ayant pour foyers les quatre points d'intersection de G et de A sont tangentes chacune en quatre points à une surface homofocale à A, qu'elles coupent suivant deux courbes sphériques.
Les applications des propositions précédentes sont très nombreuses. Je les réserve pour un autre travail.
DU THEOREME D IVORY POUR LES CYCLIDES
L'équation
représente, quand on y fait varier A, une série de cyclides homofocales. (Voir Comptes-rendus des Séances de l'Académie des Sciences, t. 73.) Donnons à 1 deux valeurs A', 1" ; ces deux valeurs détermineront deux cyclides, et nous appellerons j9om^5 correspondants sur ces deux surfaces ceux qui se trouvent à leur intersection avec une même courbe variable d'intersection de deux autres cyclides appartenant aux autres séries.
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Si l'on appelle S,- , T,- les coordonnées respectives de deux points correspondants, on aura les égalités
S, Té
[/tti — y Vai — k"
analogues aux formules relatives aux quadriques. On aurait de même, pour un autre couple de points correspondants,
d'où
On voit que le rapport des puissances de deux points S; , S',par rapport à Tune des sphères S,- se conserve, quand on passe de ces deux points aux deux points correspondants.
Soient A , A' ; B , B' les deux couples de points correspondants. Les formules relatives à la distance de deux points dans le système actuel de coordonnées donnent
Ces formules, appliquées à un nouveau couple de points C,C', nous conduisent sans difficulté à la relation élégante
(54) AB' .BC .CA' =rBA' .CB' .AC.
Cette relation a lieu entre trois couples de points correspondants. Elle tient lieu du théorème d'ivory relatif aux quadriques et à deux couples seulement de points correspondants, et nous permettra de donner la généralisation des théorèmes de Jacobi.
Rappelons d'abord quelques propriétés des cyclides homofocales. On sait que, de même que parmi les surfaces homofocales du second degré, il y en a trois qui se réduisent à des plans doubles, il y a de même dans un système de cyclides homofocales cinq cyclides singulières qui se réduisent à des sphères doubles. Ces sphères sont les cinq sphères S,- , conte-
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liant les focales communes des cyclides , et les cyclides infiniment aplaties sont plutôt les portions de sphères comprises dans une même région par rapport à la focale f . Il y a là analogie complète avec les surfaces du second degré qui se réduisent, quand elles s'aplatissent, seulement à la portion du plan comprise à l'intérieur ou située à l'extérieur de la focale.
Cela posé, établissons la correspondance entre une cyclide G et la cyclide homofocale infiniment aplatie, de même que Jacobi établit la correspondance entre un ellipsoïde et la portion du plan principal à l'intérieur de la focale. A deux points A , B fixes de la section principale de la cyclide G (section de la cyclide par la sphère) correspondent deux points A' , B' de la focale f. A un point quelconque M de G correspond un point m de la sphère. On aura don^, en appliquant l'équation précédente, '^
MA' . AB' . Bm = MB' . BA' . km, ou , , MA' __ BA' km _ km ^
^ ^ i¥ ~ Â¥ * Bm "~ ' Bm '
En langage ordinaire, les distances d'un point de la cyclide aux foyers A' , B' , sont proportionnelles aux distances du point correspondant de la sphère aux points de la section principale correspondants aux foyers , multipliées par des constantes. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
Théorème XXVIîI. — Il y a la même relation homogène entre les distances p , p' ^ p" > p" d'un point variable de la cyclide à quatre quelconques de ses foyers fixes qu'entre les distances, multipliées par des facteurs constants ar ^ br' , cr" , dr" d'un point variable de la sphère à quatre points fixes de cette sphère.
Nous avons obtenu plus haut la relation homogène qui lie les distances de cinq points de la sphère ou d'un point de la sphère aux quatre autres. En remplaçant dans cette équation r ,r' ,r" , r'" par ces quantités multipliées par des constantes, on aura l'équation d'une cyclide, exprimée entre les distances d'un point variable à quatre foyers fixes.
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La proposition précédente est la généralisation de la suivante :
Il y a entre les distances d'un point d'une cyclique (^) à trois de ses foyers une relation de la forme
ar 4- \)f + cr" == 0 ,
c'est-à-dire de la même forme, à des constantes près, que celle qui relie les distances d'un foint variable d'un cercle à trois points fixes de ce cercle.
Il était utile de faire remarquer cette nouvelle analogie entre les propositions précédentes et celles de Jacobi. On peut d'ailleurs étendre encore ces propositions de la manière suivante :
Théorème XXIX. — Il y a, entre les dislances d'un point de la cyclide à quatre points quelconques d'une sphère principale, la même relation homogène qu'entre les distances (multipliées par des constantes) d\m point de la sphère â quatre points en dehors de la sphère.
Ces points en dehors de la sphère peuvent d'ailleurs devenir imaginaires, et alors les distances à ces points peuvent être remplacées par des tangentes à des sphères, etc.
Les théorèmes précédents, comme ceux qui sont relatifs aux quadriques, nous conduisent à une nouvelle méthode de transformation, dans laquelle, comme dans celle de Jacobi, à un point de l'une des figures correspondent deux points de l'autre. L'étude de cette transformation conduit, pour les cyclides, à des résultats semblables à ceux qui ont été obtenus précédemment pour les surfaces du second degré. Aussi nous contenterons-nous d'en dire quelques mots et de la rattacher à une transformation plus générale.
(') J'appelle cyclique toute courbe du quatrième ordre intersection d'une sphère et d'une surface du second degré, et toute transformée plane, par rayons vecteurs réciproques, d'une telle courbe. (Voir Comptes -rendus des Séances de l' Académie des Sciences, t. LXVIII, p. 1311.)
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DUNE METHODE NOUVELLE DE TRANSFORMATION
Faisons correspondre à un point M, dont les distances à quatre points A , B , C , D sont R , R' , Pi" , R'", un autre point M' dont les distances aux quatre points A' , B' , C , D ' soient r ,r' , r" , r"', de telle manière que Ton ait
aVt^ a'R'' «"R"^ a"'R"''
Ces formules, ne contenant que les rapports des distances, font correspondre à un point deux points de l'autre figure, et, au moyen de deux transformations par rayons vecteurs réciproques, opérées dans les deux figures, elles pourraient être ramenées à la forme
aW a'R'^ a"R"
Sous cette forme, la nouvelle transformation ne diffère de celle que nous avons étudiée que par l'introduction des multiplicateurs a , a' , a". Mais nous conserverons les équations sous leur première forme, et même nous étendrons un peu la définition de notre transformation en fsupposant qu'au lieu de distances à des points, on prenne des tangentes à des sphères.
Désignons par S^, dans la première figure, une tangente à la sphère S», multipliée par une constante ; et de même par T.-, dans la seconde, une tangente à la sphère Tj, multipliée par un facteur constant. Alors les formules définissant notre transformation la plus générale seront
(j désignant un facteur inconnu de proportionnalité. Adjoignons aux quatre sphères S, une sphère S.^ , aux quatre sphères T,- une
sphère Ta . On sait qu'entre les cinq quantités S, a lieu une relation identique du second degré
et l'on peut évidemment choisir S^ de manière que cette relation prenne la forme (^)
De même, en choisissant convenablement T^ , la relation entre les cinq quantités T,- pourra s'écrire
Opérons sur les quantités S,- , T,- une transformation identique, qui ramène les deux fonctions ^ , ^ h des sommes de carrés. Les formules réduites de transformation seront enfin
p S, = Tj , p S, = T2 , ,0 S3 = T3 5 /) Si = T
hj,' + &,T/ + bj,' + bj^ -H bj,' — 0 .
Ces formules nous montrent qu'à une sphère dans l'une des figures correspond dans l'autre une cyclide. Les deux sphères Sg = 0 , Tg = 0 jouent le même rôle que les plans principaux dans la transformation de Jacobi. A ces sphères correspondent deux cyclides 0 , C)j , et toutes les cyclides correspondantes à une sphère quelconque sont inscrites à Q ou à Û^.
Nous nous contenterons d'avoir signalé ce nouveau mode de transformation, et nous énoncerons, en terminant^ la généralisation suivante du théorème de M. Valson :
Théorème XXX. — IL y a entre les tangentes menées d'un point dhine ligne de courbure de la cyclide à trois sphères fixes (tangentes chacune à la cyclide en deux ombilics) une relation de la forme
at+ a'V + a"t" = 0.
') Il suffit de prendre S^ orthogonale aux quatre autres sphères. T. VIII. 18
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CONSÉQUENCES NOUVELLES DE LA TRANSFORMATION DE JACOBI
La méthode de transformation de Jacobi conduit à une proposition intéressante qu'on peut énoncer ainsi :
Théorème XXXI. — Etant donnés dans un plan deux triangles kBC , abc et un point quelconque M, il n'existe pas, en général, dans le plan, de point m tel que ses distances aux trois points a ;b ,c soient égales respectivement à celles du pointM aux trois points A , B ,C. Cette propriété n'aura lieu que si le point M se trouve sur une conique, et alors le lieu du point m sera aussi une conique de même espèce que la première et ayant même distance focale.
Supposons, en effet, que les triangles ABC , a&c aient été disposés de manière à être correspondants sur deux courbes homofocales (E) , (e). Si l'on prend un point M dans le plan et qu'on détermine un point m dans le plan ou dans l'espace de telle manière que l'on ait
ma =^ MA, mb =^MB, me =:MC,
on sait que le lieu de ce point m sera une quadrique ayant pour focale la courbe (e), et pour section principale la courbe (E) circonscrite au triangle ABC. Le point m ne se trouvera donc dans le plan des deux triangles que s'il est sur la section principale (E) de la quadrique. Alors le point homologue M sera, d'après les propositions précédentes, le point correspondant sur la courbe (e) circonscrite au triangle abc.
La proposition suivante, devenue évidente après les développements que nous avons donnés, paraît aussi mériter d'être énoncée :
Théorème XXXIL — Si entre les points de deux courbes on peut établir une correspondance telle qu' en appelant M., m et W ,m'
deux couples de points correspondants, on ait toujours Mm' =W m, ces deux courbes sont des coniques de 7nême espèce et de mêmes foyers.
Nous sommes ainsi amenés, en généralisant, à nous proposer, pour Fespace, des questions semblables qu'on peut énoncer de la manière suivante :
Étant donnés deux tétraèdres ABGD , A'B'G'D', si l'on prend un point M dans V espace, il n'existe pas, en général, de point W tel que
AM — A'M', BM = B'M', CM=:C'M', DM^D'W,
à moins que le point M ne soit placé sur une certaine surface, et le point W décrira alors une autre surface de même nature. Déterminer l'espèce et les propriétés des surfaces lieux des points M, M'.
Pour ne pas mettre un trop grand intervalle entre l'énoncé et la solution de cette question, nous renverrons aux paragraphes suivants la démonstration de la proposition qui suit, sur ■laquelle nous aurons à nous appuyer :
Les deux tétraèdres ABGD ^ A'B'G'D' peuvent toujours être placés de manière que les points A^ A' ; B , B' ; G j G' ; D ^ D' soient correspondants sur deux surfaces de même espèce.
Dans cette étude rapide, nous écartons les cas particuliers, et nous supposerons que les tétraèdres soient inscrits dans deux ellipsoïdes homofocaux.
Soient
les équations de deux ellipsoïdes homofocaux (G) , (G'). On peut les déduire l'un de l'autre en employant la transformation homographique définie par les formules
^ ^ a Va^ + l b |/6^ + A c [/e'-hl
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qui fait correspondre en particulier aux points de Tellipsoïde (G) ceux de l'ellipsoïde (G').
Une troisième transformation, très utile, comme nous le montrerons, dans toutes les questions qui concernent le théorème d'Ivory, est la suivante :
On fait correspondre à chacun des ellipsoïdes la sphère
par les formul
es
Ka'4-x
Vb' + i
On voit qu'à un même point de la sphère correspondent les points des deux ellipsoïdes appelés correspondants par Ivory. Aux tétraèdres ABGD, A'B'C'D', pris sur les deux ellipsoïdes (G) , (G'), correspond de même un tétraèdre abcd pris sur la sphère de rayon 1.
Cela posé, soient a^j , ^i ,2^1 par exemple, les coordonnées de l'un des sommets a de ce tétraèdre. On aura, pour le point A ,
Xi =: aa?, , Y^ = b^J^, Z, = c^i ,
et pour le point A' correspondant.
X/ = \/a' + l .X,, Y,' =zVb^ + l.y,, Z/ = |/c*+ >.2..
Nous n'avons plus qu'à exprimer les conditions de la question telle qu'elle a été posée.
Il faut trouver deux points M , M' tels que MA = M'A', MB = M'B', etc. Exprimons la première de ces conditions. Soient X , Y , Z les coordonnées du point M ; X', Y', Z' celles de M'. On aura
MA' = X^ + Y^ + Z^— 2aXa;. — 26Y|/i — 2cZ^,
M'A' =:\'^ ~\-Y'^ + Z" — 'iV CK^ + I.T x. — 'iVV + I.Y' y, — 2 V'^+'l. z, Z' + {a^ + ),) x;- + {b' + 1) y,^ + (c'- + À) :f,^ .
En égalant les deux seconds membres et en tenant compte de la condition
on trouve
+ 2^,(X'l/fl-+> — Xrt) 4-2î/,(Y'|/FT^ — Y5) + 2 s, (Z' Kc^ + ).' — Zp) = 0 .
Cette équation doit être vérifiée pour les coordonnées x^ ,yi,z^ du point a de la sphère; mais elle doit Fêtre aussi quand on y remplace ces coordonnées par celles des autres sommets h,c,d. Comme elle est du premier degré et comme elle doit être vérifiée par les coordonnées de quatre points non situés dans un même plan, elle doit être identique, et Ton doit avoir les quatre équations
/ X'-f-Y^-hZ^=:X'^+,Y'' + Z'^ + >,
(61) I X _ J^ ^ Y _ y;_ ^ Z __ z^ ^ [Va'' + 1 a V¥+l h Ve + l c
d'où Ton déduit
xr Y^ ^îl — n
Les points M , M' doivent donc être placés sur les deux ellipsoïdes (G), (G'), et de manière à y être correspondants. En d'autres termes, on retrouve uniquement la solution qu'indiquait a priori le théorème d'Ivory.
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Théorème XXXIII. — Étant donnés deux tétraèdres, il existe dans l'espace une infinité double de couples de points, tels que les distances du premier aux sommets du premier tétraèdre soient égales à celles du second point aux sommets du second tétraèdre. Ces points décrivent chacun une surface du second degré, et ces deux surfaces ainsi obtenues ont mêmes focales, les sommets des deux tétraèdres étant des points correspondants sur les deux surfaces.
DES PROPRIETES RELATIVES AUX POINTS CORRESPONDANTS SUR DEUX QUADRIQUES HOMOFOCALES.
La méthode précédente nous conduit naturellement à une extension des propriétés des points correspondants, dont nous déduirons quelques résultats.
Étant donnés les deux ellipsoïdes (G) , (G'), nous avons vu que les points de l'un se déduisaient de ceux de l'autre par une transformation homographique, qui a été définie par les formules (59). Nous transcrivons ces formules
a Va'- + X b yb- + i c Vc- + "a
Cela posé, soient M , M' ; U , U' deux couples de points homologues dans cette transformation. Soient
X , Y , Z les coordonnées de M ;
X',Y',Z' de M';
« , P , 7 ;..... de U ;
a' , ^' , 7' de U' .
On trouve facilement la formule fondamentale
(62) M'Tf— mF'^X
Donc, si les points M , U sont sur (G) et leurs homologues, par conséquent, sur (G'), on a
M'U = MU
C'est le théorème d'Ivory.
Mais le cas dont l'examen est nouveau est celui pour lequel un seul couple de points M , M' se trouve sur les ellipsoïdes (G) , (G'). Alors, en supposant que le point M soit sur l'ellipsoïde (G), la formule (62) devient
(61') M'U -MU'' = > (l---^-4) •
Ainsi, étant donnés en dehors des ellipsoïdes deux points homologues de la transformation homographique employée (59), la différence M' U — MU est constante pour tout couple (M, M') de points correspondants des ellipsoïdes (G) , (G').
Ce résultat peut s'énoncer d'une autre manière.
Soit dans la première figure une sphère
S=r (a? — «')' + (!/ — P')'+(--7')' — 5'' = 0 = MÛ'' — S'\
A cette sphère correspond une transformée homographique qui est une surface du second degré ; mais il est facile de démontrer que la tangente menée de tout jwint de l'ellipsoïde (G) à cette sphère S est égale à la tangente menée du point correspondant sur G' à une autre sphère S', qu'on peut appeler aussi correspondante de la première. Quand les deux sphères se réduisent à des points^ on retrouve le théorème d'Ivory.
On a, en effet, en se servant de la formule (61'), relative à des points correspondants ,
S = MU" — 5'-^ = M'U' — §^ , où
Si donc on pose
S' = {X — U.J + {y- p'Y + {%- Yf-^" = 0 ,
la sphère S' correspondra à S en ce sens, non que ces deux surfaces seront des transformées homographiques l'une de Tautre, mais que la tangente menée d'un point de (G) à la première sphère sera égale à la tangente menée du point correspondant à la seconde.
A un point-sphère (a , p , y) de la première figure, il correspondra, en général, une sphère dont le rayon, R', sera donné par réquation
et le centre (a ' , § ' , y') par les formules
On voit donc :
1° Qu'à un point intérieur à l'ellipsoïde (G) correspond une sphère de rayon imaginaire ayant son cejitre intérieur à (G');
2" Qu'à un point-sphère sur (G) correspond la sphère de rayon nul formée par le point correspondant sur (G');
3° Qu'à un point-sphère extérieur à (G) correspond une sphère extérieure à (G') et de rayon réel.
Au contraire, à un point-sphère de la seconde figure : 1° intérieur à (G') correspond une sphère réelle intérieure à (G); 2° extérieur à (G') correspond une sphère de rayon imaginaire extérieure à (G).
On déduit de là quelques conséquences simples. Ainsi, aux points de l'ellipsoïde (G) situés sur une sphère correspondent des points de (G') situés aussi sur une sphère, et par suite aux cercles de (G) correspondent des cercles de (G').
Les normales sont les rayons maxima ou minima qu'on peut mener d'un point à une surface. Aux normales menées d'un
point-sphère M à (G) correspondront les normales menées du point-sphère correspondant à (G'), c'est-à-dire que les 'pieds de ces normales seront des points correspondants sur (G) et sur (G') {').
On déduit encore des résultats qui précèdent une curieuse proposition, relative à l'attraction des ellipsoïdes.
Étant donné un point M , de ce point comme centre décrivons une sphère, S, de rayon arbitraire (dont le carré soit positif ou négatif); désignons par Ha tangente menée d'un point à cette sphère, et cherchons l'attraction d'un ellipsoïde sur le point M avec la loi d'attraction
r désignant la distance au point M.
Soient a , p , y les coordonnées du point M; la composante parallèle à l'axe des x de l'attraction de l'ellipsoïde (G) s'exprime, on le sait, par l'intégrale triple
dxdydz{x — «) ,.,,
étendue à tous les points à l'intérieur de (G). En intégrant une fois par rapport à x, l'intégrale prend la forme
jj dydz\^f{t,)-^{t\)]^.
fj ,^1 désignant les tangentes à la sphère S menées de deux points situés sur la parallèle à l'axe des x déterminée par les coordonnées y ,z. Or, notre ellipsoïde (G) peut se déduire de la sphère de rayon 1 par la transformation homographique déjà employée,
x-=al, y = bn , z=:c-ç,
(1) Voir le Mémoire de M. Cohn {Journal de Crelle, t. LIV, p. 329), où se trouvent des propositions analogues relatives aux coniques.
qui donne pour t^ , t\ des fonctions de | , yj , Ç, qu'il est inutile d'écrire. L'intégrale devient ainsi
Cela posé, considérons le point correspondant sur l'ellipsoïde (G). A la sphère S, décrite du point M comme centre, correspond une sphère S', décrite d'un autre point M', et la tangente t^, menée d'un point de (G), est égale à la tangente menée du point correspondant sur (G') à la sphère correspondante. D'ailleurs, ces deux points, se déduisant du même point de la sphère, | , t; , Ç, sont les mêmes pour tous les deux. Donc la composante X' de l'attraction, exercée par (G') sur le centre de la nouvelle sphère S' avec la même loi, sera
ou
X' =\/{b'-hl){c^-t\) .X.
On aura de même
Or, si l'on cherche l'attraction de (G) sur le centre de la sphère S avec la loi d'attraction indiquée, on pourra toujours disposer de X de manière que la sphère S' se réduise à un point, et l'on sera conduit à chercher l'attraction de (G') sur un'point avec la loi d'attraction y(r). On a donc la proposition suivante, que nous ne développons pas davantage pour ne pas allonger ce travail :
Théorème XXXIV. — Si Von sait trouver r attraction d'un ellipsoïde homogène sur un point avec une loi d'attraction 9 (r), on saura aussi trouver l'attr'jction d'un ellipsoïde avec la loi d'attraction
Enfin, les propositions que nous avons démontrées nous
permettent de traiter d'une manière simple deux questions se rattachant d'une manière directe à celle que nous avons traitée •dans le paragraphe précédent.
D'abord, on considère deuoc 'pentagones dans l'espace. Y a-t-il des couples de points tels que les distances du premier point aux sommets de l'un des pentagones soient égales à celles du second point aux sommets correspondants du second pentagone?
Pour résoudre cette question, nous supposerons qu'on adjoigne un point à chacun des tétraèdres de la question précédente. On sera ainsi ramené à traiter la question suivante :
Parmi les couples (M , M') de points correspondants sur deux ellipsoïdes, trouver ceux qui sont tels que aM = a'M' ; a , a' étant d'ailleurs deux points quelconques.
A cet effet, nous remarquerons que a' M' est égale à la tangente menée du point M à une sphère S' correspondante à la sphère de rayon nul a'. On aura donc à chercher sur un ellipsoïde (G) le lieu des points M tels que la tangente menée à une sphère quelconque S' soit égalée la distance de ces points à un autre point quelconque, a. Ces points M sont sur la section conique intersection de (G) et du plan radical de la sphère S' et de la sphère de rayon nul a. Cette section conique est quelconque. Donc :
Théorème XXXV. — Étant donnés deux pentagones, si Von cherche les couples de points M , M' , tels que les distances d'un point M dx chaque couple aux cinq sommets du premier pentagone soient égales aux distances du point W aux cinq sommets du second, les points M , M' décrivent respectivement deux coniques ayant même distance focale, et sont correspondants sur ces deux coniques.
La question que nous venons de résoudre est identique à la suivante :
Étant donnés cinq couples de points correspondants dans la transformation de Jacohi, trouver les coniques qui servent de base à la transformation.
En second lieu, supposons que Von ait deux hexagones appar-
256 SUR LES THÉORÈMES d'IVORY, RELATIFS
tenant à deux figures différentes, et qu'on se propose de rechercher s'il y a des couples de points M , M', tels que les distances du point M aux six sommets de l'un des hexagones soient égales à celles du point M' aux six sommets correspondants du second. En raisonnant comme dans le problème précédent, nous serons conduits à rechercher, parmi les couples M , M' de points correspondants sur deux ellipsoïdes, ceux pour lesquels,
a , a', p , P' étant des points quelconques. En considérant ces deux équations séparément, on voit que les points M se trouveront à l'intersection de l'ellipsoïde (G) et de deux plans quelconques. Donc :
Théorème XXXVI. ' — Il y a en général deux couples de points tels que les distances de l'un des points de chaque couple aux six sommets d'un hexagone soient égales aux dislances de l'autre point aux six sommets d'un second hexagone correspondant aux sommets du premier.
XV
SOLUTION d'un problème RELATIF A DEUX TRIANGLES.
Nous devons maintenant revenir sur une question qui a été réservée, et démontrer que deux tétraèdres peuvent toujours être disposés de telle manière que leurs sommets soient des points correspondants sur deux quadriques homofocales. Mais, avant de traiter cette intéressante question, nous examinerons, en prenant pour guide Jacobi, le problème analogue relatif à deux triangles, afin de développer, dans un cas simple, la méthode de solution que nous devons employer. Soient
les équations de deux coniques rapportées à leurs axes. Si elles sont homofocales, on aura
Cela posé, tout point de la première de ces courbes peut être représenté par les formules
(66) X^=mx, Y=:ny,
où
oo' + î/=i; (C),
et alors le point correspondant de la seconde conique (E') sera donné par les formules
(67) X' =m'oc, Y' =n'îj .
On peut tirer de ces formules quelques conséquences qui rendront plus claires les discussions ultérieures.
On voit d'abord que les deux courbes (E) , (E') peuvent être considérées comme des transformées homographiques du cercle (C). La courbe (E) en dérive par les formules (66) ; la courbe (E'), par les formules (67); et les points corres'pondants sur les deux courbes sont les homologues d'un même point du cercle.
Ainsi, étant données les courbes homofocales
tw+'k w + 1
chacune d'elles peut se déduire du cercle (C) par une transformation homographique spéciale
X — Viif -^l.x , Y = Vn' +>.?/,
et un même point du cercle a pour homologues sur deux courbes distinctes les deux points correspondants d'Ivory.
Toutefois, il importe de remarquer qu'à un point réel de la conique ne correspond un point réel du cercle que si m ,n sont réels, c'est-à-dire si la conique est une ellipse. Par suite, à trois points pris sur une hyperbole correspondront sur le cercle trois points imaginaires, dont les distances pourront
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bien être réelles ; mais avec ces trois distances on ne pourra jamais construire un triangle. Si le triangle est, en effet, possible, le cercle circonscrit est le cercle (G), et Ton peut établir la correspondance homographique entre les sommets réels du triangle et les points réels de la conique. La conique est donc nécessairement, dans ce cas, une ellipse.
Cela posé, soient ABC , A'B'C deux triangles donnés, et proposons-nous de chercher si ces deux triangles peuvent être placés de manière que les sommets A et A', B et B', C et G' soient correspondants sur deux coniques homofocales. Soient données les ellipses (E) ,(E'), et voyons si on peut déterminer les axes et trois couples de points correspondants A , A' ; B , B'; C,C', de telle manière que les triangles ABC , A'B'C soient égaux aux triangles donnés.
Soient x , y; x' , y' ; x" , y" les coordonnées des trois points A",B",C" du cercle (C) correspondants aux points A , A' ; B , B' ; C , C sur les deux ellipses. Nous désignerons par a,b,c; a', 6', c' les côtés des triangles donnés ABC, A'B'C , et par a" , b" , c" les côtés inconnus du triangle A"B"C". On aura
a' = m^ {x' — X " y 4- n"" {y'—y")\ a''^=m'\x' — x'Y + n'^iy' —y")- .
En joignant à ces équations celles qui donnent b\ b'\ c*, c'\ et les trois qui expriment que les points A", B", G" sont sur le cercle (C), on aura neuf équations pour déterminer neuf inconnues, à savoir,
^ ,y }^' >y' 1^" >y" fm,n,p.
Nous allons résoudre ces équations, en employant des considérations géométriques qui expliqueront toutes nos opérations, et rendront certains calculs inutiles, en faisant prévoir le sens et le résultat de ces calculs.
Des équations précédentes on déduit
a'^ — a'- = pA {x> —x"f^-{ij' —y"Y \=pUi"^ .
On a donc
Posons, avec Jacobi,
(69) u — ir — a\ 'D=b'"^ — b', w = c'^ — c\
on aura
Vuzi^pa" , Vv=-i)b" , Vio^zpc' .
Donc, le triangle, réel ou imaginaire, construit avec les trois côtés l^u , V^v , Vw , sera semblable au triangle auxiliaire A"B"C" du cercle (C) ; le rapport de similitude/) est égal au rapport des rayons des cercles circonscrits, c'est-à-dire au rayon du cercle circonscrit au triangle {Vu , Vv , i^w) , ce qui donne la formule
(71) IB "Sr =^^viv + 'luw + '^uv — îi' — v'^ — w'' .
Ce sont les formules de Jacobi. Elles nous donnent Finconnue p^ , et il est à remarquer qu'on peut supposer que la valeur de p^ soit positive. Si cette valeur était, en effet, négative, on prendrait en sens contraire les difTérences u ,v ^lo , ce qui donnerait à p" le signe + .
Proposons-nous maintenant de déterminer les axes m , îi de Tune des coniques, ainsi que les positions des sommets A, B,G,
Pour cela, nous remarquerons que le triangle Ai B^ Ci , correspondant sur une conique d'axes Vm^-\-l,Vn^ + 1 au triangle ABC, aurait ses côtés a^^h^ ^ c^ donnés par les formules telles que
(72) «i' = {m- + /) {x' — X " Y + {n- — ).) {y' — f')\ où
a- = a- -\ — ti .
P On a donc
(73) rtf =:a' + -n , br =^b'-h — v , c,' = c' + -w.
Quand X devient égal soit à — n\ soit à — m\ le triangle
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A,BiGi , qui change de forme avec la conique, a ses trois sommets en ligne droite. On aura donc
C'est d'ailleurs ce que met en évidence la formule (72), qui donne pour X = — n^, par exemple,
ai=:±|/m^— n^ [x" — x') , hi:=±.Vm^ — n^ {x — x')
^ ^ Ci-=.±Vm^ — n'^{x — x") .
On obtient donc, pour déterminer les axes, l'équation
On a mis a'* — «* à la place de u, etc.
On aura d'ailleurs l'équation rationnelle qui donne les axes, en exprimant que la surface du triangle AiBiC^ est nulle pour X = — s', ce qui donne l'équation
Cette équation étant résolue, le problème ne présente plus aucune difficulté. En effet, pour les deux valeurs de 1 ,
les formules (72) nous donnent des équations telles que
pi pi
c^ zw 0
pi
0? ; w = Vm"" — n^ ix' — x")
pi
a'' -^u=^ Vif — m^ {y' — y")
et quatre équations semblables.
Ces formules , interprétées géométriquement , signifient qu'on connaît les projections de chacun des côtés du triangle A"B"G" , inscrit au cercle G, sur les diamètres de ce cercle parallèles aux axes des coniques. Il n'y a donc plus de difficulté à trouver les directions de ces axes, seules inconnues qui restaient à déterminer.
Tout se réduit donc à la discussion de l'équation du second degré (75), et, pour éviter quelques calculs, nous adjoindrons au déterminant précédent, que nous appellerons fJ,(U = — 16 S^) : 1® le déterminant U^ , obtenu en supprimant la dernière ligne et la dernière colonne, qui se réduit à
et 2° Uj obtenu en supprimant les deux dernières lignes et les deux dernières colonnes,
Alors, d'après les propriétés des déterminants symétriques, la suite
jouira des propriétés connues des fonctions de Sturm. Quand la fonction intermédiaire s'annulera, les deux voisines seront de signes contraires, et le nombre des variations perdues ou gagnées par la suite, quand s^ passera d'une valeur à une autre, indiquera le nombre minimum des racines de l'équation U = 0. Substituons — oo , 0 , — p', + oo ; nous formerons le tableau suivant :
GO
Il ne faut pas oublier que le premier déterminant U représente, au signe près, seize fois le carré de la surface d'un
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triangle , ce qui explique les signes de la première ligne de notre tableau. S^ est donné par la formule (71).
1° Si S* est positif, lu le sera; car S' ne peut être positif que si î« , V , w sont de même signe, et comme on a pris les différences de manière que p^ ou leur produit uvw soit positif, ces trois différences, étant de même signe, seront nécessairement positives. Dans ce cas, les deux racines de l'équation (75) sont positives. La courbe (E) est donc une ellipse et aussi la courbe (E'), puisque, p* étant positif, w'^> m' , n'^'> n\
Nous avons admis que 2' ne peut être positif que siu ,v ,w sont de même signe. C'est ce qui résulte de la formule de décomposition
16 S'^ == 4My — (m + ^ — tt;)^
2° Si 2^ est négatif, il y aura une racine positive m% l'autre n^ comprise entre — co et — 1)% (E) sera donc une hyperbole, et aussi (E'), puisque
m'" =zm'^ + p^ sera positif,
n'^ =n^ -ir p^ sera encore négatif.
Jacobi donne aussi une construction géométrique simple du centre des ellipses (E) , (E'), construction qu'on justifie avec une grande facilité par les principes précédents. Dans les trois courbes (E) , (E') , (C), les centres sont des points homologues, et comme aux points à l'infini correspondent des points à l'infini, les centres des courbes seront, dans les trois cas, les points d'application des mêmes forces parallèles ou des mêmes poids, placés aux trois sommets correspondants des triangles. Or, pour obtenir le centre du cercle circonscrit à un triangle {y'u .V v ^ Vio) , il faut placer aux trois sommets les coefficients
sin2A , sin2B, sin2C ,
A , B , G étant les angles, ou, ce qui revient au même,
u{v-hiv — u)^ v{iv-hu — v) ^ w(u + v — w) .
Tels sont aussi les coefficients qu'il faudra placer aux som-
mets de chaque triangle ABC ,A'B'C' , pour obtenir le centre de l'ellipse correspondante comme centre des distances proportionnelles des masses représentées par ces coefficients.
On peut aussi déduire des propositions démontrées une construction géométrique qui fournit tous les éléments cherchés. Soient les deux courbes (E) , (E'), ayant mêmes foyers.. La conique décrite des foyers A , B avec A'B' pour axe focal sera inscrite dans (E'), d'après une proposition déjà établie. Il en sera de même pour les deux autres courbes décrites des foyers A , G avec A'C pour axe focal, ou des foyers A , B avec A'B' pour axe focal. On voit donc que la courbe inconnue (E') devra être tangente à trois ellipses données de foyers et d'axe focal. On peut, d'après ces propriétés, construire la courbe (E') en se servant de beaux théorèmes donnés dans le Traité des Sections coniques de M. Chastes.
Nous nous appuierons sur la proposition donnée page 357 de ceTrailé : Étant données trois coniques inscrites dans une conique fixe, les six ombilics de ces coniques, prises deux à deux, sont trois à trois sur quatre droites. Or, ici ces six ombilics se déterminent sans difficulté. Par exemple, pour les coniques (A,C),(A,B), les deux ombilics sont A et un point A' qu'on détermine de la manière suivante : Des points B , G comme centre on décrit des cercles avec B' A' , G' A' comme rayons ; ces cercles se coupent en un point A" ; la perpendiculaire élevée sur le milieu de AA" vient couper BG au point A'. Les trois lignes AA', BB', GG' forment un triangle. Dans ce triangle, le sommet opposé à A A' est le pôle de contact de la conique de foyers (B , G) et de la conique (E).
On pourra donc construire les points de contact de chaque conique avec la conique inconnue (E), et par suite celle-ci sera pleinement déterminée. Cette construction offre Favantage de donner avec une grande facilité tous les éléments géométriques dont on peut avoir besoin.
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XVI
SOLUTION d'une QUESTION RELATIVE A DEUX TÉTRAÈDRES.
Il nous reste à examiner le problème analogue à celui que nous venons de résoudre, et à indiquer comment on peut, étant donnés deux tétraèdres, déterminer deux surfaces homofocales dans lesquelles on pourra inscrire les deux tétraèdres de manière que leurs sommets disposés par couples soient correspondants sur les deux surfaces. Cette question sera traitée avec quelques développements ; car elle nous paraît une des plus intéressantes qu'on puisse se proposer relativement à deux tétraèdres.
Soient
ïl I! ï— IL ^ Il
les équations de deux quadriques (G) , (G') rapportées à leurs axes. Elles seront homofocales, si l'on a
Soient
(78) X = mx , Y = ny , Z= pz
les formules qui donnent un point de (G), et dans lesquelles
(79) œ' + îf + z'=i. (S)
Les formules (78) peuvent être considérées comme établissant une correspondance homographique entre la quadrique(G) et la sphère (S). De même, les formules
définissent un point de (G'), et précisément de telle manière que les deux points de (G) et de (G') qui correspondent au même point de la sphère (S) soient correspondants (suivant la définition d'Ivory) sur les deux surfaces (G) , (G').
Il est à remarquer que si une des surfaces, (G) par exemple, n'est pas un ellipsoïde, à un point réel de (G) ne correspondra pas un point réel de la sphère (S), et par suite, si l'on prend quatre points de la sphère (S) correspondants à quatre points réels de (G), ces quatre points de (S) formeront un tétraèdre dont les arêtes et les faces même pourront être réelles (^), mais qui ne po.urra jamais être construit; car si l'on pouvait le construire, la sphère circonscrite serait la sphère (S) ; il y aurait correspondance entre les points réels de (S), sommets du tétraèdre, et ceux de (G). Cette quadrique serait donc un ellipsoïde.
Gela posé, revenons au problème énoncé au début, et proposons-nous de trouver sur la sphère (S) quatre points A",B",C",D", tels que les deux tétraèdres correspondants, ABCD sur (G), A'B'C'D' sur (G'), soient égaux à des tétraèdres donnés à l'avance et construits. En exprimant que les distances respectives des points A,B,C,D, d'une part, et des points A', B', G', D', d'autre part, sont égales à des nombres donnés, on aura douze équations, qui, jointes aux quatre qui expriment que A", B", G", D" sont sur la sphère, forment seize équations. Or il y a bien seize inconnues, qui sont les coordonnées des quatre points A", B", G", D" et m\ n^, p^, q''. Nous suivrons, pour résoudre ces équations, une marche analogue à celle du paragraphe précédent.
Désignons par des indices les quatre points ; par di^ , d'i^ , d"ik les carrés des distances des points i,k sur (G) , (G') et (S). On aura
dih = rrî" {Xi — o[\Y + re {y, — ijuY -\- p' {Zi — ZuY , d'iu = m' ' {Xi - xuY + n' ' {îji — yuf + p' ' (Zi — z^Y ,
d'ik^ {ooi — XkY + itii — l/k) ' H- {Zi — ZkY ,
ce qui donne
(') On comprend bien ce que nous entendons par là; avec les tz'ois arêtes d'une face on pourra construire un triangle.
Imaginons un tétraèdre auxiliaire A, construit avec les six arêtes dont les carrés §ik sont (82) ^ik = d'ik — dii, .
La formule précédente détermine les six quantités §i^ , et le tétraèdre A , formé avec ces six arêtes, est, d'après la formule (81), semblable au tétraèdre A"B"G"D" des quatre points sur la sphère (S). Le rapport de similitude q est égal au rapport des rayons des sphères circonscrites, c'est-à-dire au rayon de la sphère circonscrite au tétraèdre auxiliaire A. Soient V le volume de ce tétraèdre, R le rayon de la sphère circonscrite. D'après les formules rappelées (§ III), on aura
(24RV)' =
Su
Ces formules déterminent R'
, et l'on a
fj'
Remarquons que, si l'on change de signe les différences §ik, ce qui est permis, le premier déterminant ne change pas de signe, le second en change au contraire. On peut donc toujours supposer R' positif : c'est ce que nous ferons.
On pourrait, dès à présent, considérer la question comme résolue. On a, en effet, tous les éléments nécessaires pour construire le tétraèdre A"B"C"D". Alors, si l'on détermine les coefficients qu'il faut placer aux sommets de ce tétraèdre pour que le centre des distances proportionnelles soit au centre de la sphère circonscrite, ces coefficients, placés aux sommets du tétraèdre A B G D , nous serviront de même à déterminer le centre de la surface (G); et de même, les points correspon-
dants sur chaque face du tétraèdre au centre du cercle circonscrit à la face correspondante de A"B"C"D" seront les centres des ellipses de section de (G) par cette face. On aurait donc tous les éléments nécessaires pour construire les quatre sections par les faces du tétraèdre. Cette remarque, analogue à celle de Jacobi pour le triangle, sera développée dans le paragraphe suivant.
Mais nous nous proposons, pour la discussion complète de la question, de déterminer les axes et la nature des deux surfaces (G) , (G'), et, à cet effet, nous examinerons, comme dans la question précédente, un tétraèdre auxiliaire et variable, correspondant aux tétraèdres ABCD , A'B'G'D' sur la quadrique homofocale d'axes
D'après la formule (81), les carrés des arêtes Dit de cet ellipsoïde seront donnés par les formules telles que
D,fc = dik 4- :jp Oj-fc .
Mais ce tétraèdre variable changera de forme avec la surface qui lui est circonscrite, et quand cette surface s'aplatira, quand un axe deviendra nul, les sommets du tétraèdre se placeront dans le plan principal correspondant. Il y aura entre les six arêtes la relation qui exprime qu'elles joignent quatre points dans un même plan. Ainsi, en remplaçant X par — S", pour S' = m\ S' = n^ , S^ = p\ le volume du tétraèdre auxiliaire, qui est donné par la formule
sera nul.
En substituant à la place de D,/, la valeur
Ds,
Da.
Da.
DjTt — dik — — §ik
on devra avoir l'équation
Da.
Da.
Da.
L'équation ainsi obtenue est du troisième degré; elle n'a donc pas d'autre racine que les trois reconnues a 'priori, savoir, m% 71% p^
Cette équation résolue, la question ne présente plus de difficulté. En effet, quand le tétraèdre variable a un volume nul (supposons que l'axe principal dirigé suivant Oz soit devenu nul), on peut déterminer les aires de ses faces, et ses aires s'expriment évidemment par des formules telles que celle-ci :
^3 Vs
où m,n ,p sont connus. Elles sont donc dans un rapport connu avec faire de la projection de la face correspondante du tétraèdre A"B"C"D" inscrit à (S) sur le plan principal. On connaîtra donc les angles que fait chaque, plan principal avec les faces du tétraèdre, et par conséquent on voit clairement que la question se résoudra sans difficulté nouvelle et sans ambiguïté.
Tout se réduit donc à la discussion de l'équation (84), dont le premier membre a été appelé U. Nous appellerons Uj , U, , U3 les déterminants obtenus en supprimant pour Uj la dernière ligne et la dernière colonne, pour U„ les deux dernières, et pour Ug les trois dernières lignes ou colonnes.
Remarquons que U» représente seize fois le carré, changé de signe, de la surface dhm triangle (D,j , Djj , D^g), Il importe de ne pas perdre de vue cette signification géométrique, qui permet, toutes les fois que l'on aura un triangle réellement existant, d'affirmer que Ui est négatif.
Formons le tableau de substitution suivant, qui n'indique, bien entendu, que les signes des résultats :
Ua
Dans ce tableau, V , S , r^i^ sont le volume, faire d'une face, le carré de la longueur d'une arête de cette face du tétraèdre auxiliaire A, tétraèdre qu'on ne peut pas toujours construire, d'après les remarques faites au début. Par conséquent V,S%(?,3 pourront avoir des signes quelconques. Remarquons que le signe de Y' , puisque R' a été pris positif, dépend exclusivement du signe du déterminant
VR
1° Si le tétraèdre auxiliaire A peut être construit (il faut et il suffit pour cela que Jj^ , S", Y^ soient positifs), le tableau précédent nous indique trois racines positives. Donc (G) et a fortiori (G') seront des ellipsoïdes.
2° Si le tétraèdre auxiliaire ne peut pas être construit et que le déterminant M soit négatif, on a deux hijperboloïdes à deux nappes.
P Si le tétraèdre auxiliaire ne peut pas être construit (ce qu'on reconnaît immédiatement à l'inspection des signes de !^,, , S^ , V'), et que le déterminant M soit positif, on a deu^i hyperboloïdes à une nappe.
^"^ Si le déterminant M est nul, on a un cône.
5° Si, M n'étant pas nul, le tétraèdre auxiliaire a un volume nul, les surfaces sont des paraboloïdes hyperboliques si M est positif, des cylindres si M est nul, des paraboloïdes elliptiques si M est négatif.
6° Si les mineurs du premier ordre de M sont tous nuls, les surfaces sont des plans réels ou imaginaires, suivant le signe de l'un des mineurs principaux quelconques du second ordre. Etc., etc.
Cette discussion prend un caractère plus géométrique par l'introduction d'un triangle adjoint au tétraèdre, et dont la considération me paraît devoir être introduite avec grand avantage dans l'examen de toutes les questions relatives aux tétraèdres.
Les côtés de ce triangle sont les produits des arêtes opposées
ses angles sont les suivants : Soient les quatre cercles circonscrits aux quatre faces du tétraèdre. Deux de ces cercles se coupent toujours sous le même angle que les deux autres. Les six angles des cercles se réduisent donc à trois, qui sont les angles du triangle adjoint. Autrement : ces angles sont les troisièmes faces des trièdres formés avec chaque angle dièdre, et les angles opposés dans chacune des faces qui forment ce dièdre à l'arête du dièdre.
La surface S de ce triangle auxiliaire est 6VR , V et R désignant le volume du tétraèdre et le rayon de la sphère circonscrite.
Enfin ce triangle est semblable à chacun des triangles qu'on forme en prenant la transformée par rayons vecteurs réciproques de chaque face, le pôle étant au sommet opposé.
La considération du triangle adjoint conduit à l'énoncé suivant :
Les surfaces (G) , (G') sont réglées toutes les fois que la surface du triangle adjoint est réelle .
Quand le triangle adjoint a une surface nulle, (G) , (G') sont développables, etc.
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XVII
DEUXIÈME SOLUTION d'uN PROBLÈME RELATIF A DEUX TÉTRAÈDRES.
Les questions résolues dans les paragraphes précédents nous paraissent mériter, à cause de leur intérêt, qu'on en développe un mode nouveau de solution, fondé sur la théorie des coordonnées tétraédriques ou homogènes. Pour cela, nous rappellerons quelques notions qui ne sont pas assez connues, et qui donnent l'idée la plus nette des coordonnées homogènes.
Étant donné un tétraèdre AB CD , un point M de l'espace sera déterminé par ses distances aux quatre faces du tétraèdre, mais entre ces distances Pi , p^ , ^3 , p,, il existe une relation non homogène de la forme
S,Pi + S,p, + S3P3 + S,p, = ZY ,
où Si , Sa , S3 , Si sont les aires des faces , V le volume du tétraèdre. Cette relation permettra de déterminer le point M, toutes les fois qu'on connaîtra les rapports respectifs des quatre quantités Pi , et ce sont ces rapports seuls qu'on fait intervenir dans les équations ^en appelant coordonnées homogènes d'un point M des quantités a , p , 7 , J ,dont les rapports seuls sont connus, et qui sont entre elles, non comme les perpendiculaires Pi, mais comme ces perpendiculaires multipliées par des constantes numériques. On aura donc, en désignant par a, une des coordonnées homogènes et par m-i une constante
ai^pttiPi, (^■=: 1,2,3,4) ,
P étant un paramètre qui indique que les rapports seuls des quantités a,- interviennent dans la détermination du point et dans les équations. Les quantités a,- peuvent s'appeler pa7'amètres de référence.
Mais il y a un deuxième point de vue, tout aussi important
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que le précédent, quoique rarement développé, sous lequel on doit, selon nous, considérer les coordonnées homogènes, et cette nouvelle méthode a été surtout développée par Mobius. Tout point de V espace M' peut être considéré comme le centre de gravité de masses disposées aux sommets du tétraèdre de référence, et quand le point M est donné, les rapports de ces masses m,- doivent être considérés comme connus. Elles sont liées aux perpendiculaires p,- par des équations de la forme
mi = ppSi, («=1,2,3,4),
qui montrent qu'elles constituent un système de coordonnées homogènes avec des paramètres de référence égaux aux faces du tétraèdre. Dans ce deuxième mode d'exposition, on voit mieux pourquoi les équations doivent être homogènes, et comment la position du point ne dépend que des rapports des coordonnées ; et, en outre, on a l'avantage de rattacher à des propositions connues de statique la démonstration des formules relatives aux coordonnées homogènes.
Ajoutons que cette notion s'étend aux coordonnées polyédriques, et qu'on peut considérer ces coordonnées comme des masses disposées aux sommets d'un polyèdre et déterminant un point, leur centre de gravité.
Revenons au problème que nous avons à traiter, et proposons-nous, étant donnés deux tétraèdres ABCD , A' B' G' D' , de déterminer tous les couples (M) , (M') de points tels que les distances du point M aux sommets du tétraèdre ABCD soient égales à celles du point M' aux sommets du tétraèdre A'B'G'D'.
Soient (X , Y , Z) , (X' , Y' , Z') les coordonnées des points M ,M' ; {x,y ,z) ,{x,,y,, z,) , {x, , y, , z,) , {x, , y, , z,) celles des sommets A , B , G , D ; nous désignerons par les mêmes lettres accentuées les coordonnées des sommets correspondants x',y',z'. On devra avoir des équations telles que la suivante :
(X -XiY + (Y - ViY + (Z - Zif
^^^'^{ = (X'-x',y-h{Y'-y';)'-\-{Z'-z\), (^.==0,1,2,3). En multipliant les équations précédentes par h , et en les
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ajoutant membre à membre, on obtient une nouvelle équation, dont chaque membre représente le carré de la tangente à une sphère multipliée par une constante
Soient S , S' les deux sphères qu'on obtient en égalant à zéro successivement le premier membre et le second. La tangente menée du point M à la sphère S sera, d'après l'équation, égale à la tangente menée de M' à la sphère S'. Si les deux sphères ont des rayons égaux, la distance du point M au centre de la première sera égale à celle du point W au centre de la seconde. Or, les rayons des deux sphères sont déterminés par les formules
pour la sphère S, et
pour la sphère S' . Dans ces formules, dij désigne le carré de la distance de deux points (* ,j) du premier tétraèdre ABCD; d'ij désigne le carré de la distance des points correspondants du second tétraèdre. (Le premier sommet A ou A' est considéré comme ayant l'indice zéro.)
Si les rayons des deux sphères sont égaux, les distances des points M , M' aux centres de ces deux sphères seront égales, et les deux centres a de S et a' de S' formeront un couple de points pouvant remplacer dans l'énoncé du problème deux couples (A , A') , (B , B'), par exemple, de sommets correspondants des deux tétraèdres. Or, on peut exprimer facilement que les rayons sont égaux, et l'on trouve, en égalant les deux valeurs de R% la relation fondamentale
(92) nAj{dij-d'i,) = 0.
Donc, si l'on cherche tous les couples M , M' de points tels que les distances de M à quatre points A , B , C , D soient égales
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à celles de M ' à quatre autres points A',B',G',D',ily aura d'autres couples a, a', en nombre doublement infini, qu'on pourra substituer à deux sommets correspondants quelconques des tétraèdres ABGD , A'B'G'D'.
Rendons-nous compte de la position de ces nouveaux couples a, a', qui sont les centres des sphères S, S'. D'après la manière dont on obtient les sphères S , S' , il est évident que les centres a , a ' sont les centres de gravité des masses X , Xj , X^ , X3 , placées aux sommets du premier tétraèdre pour a, et aux sommets du second pour a'. Ces quantités sont donc les coordonnées soit du point a rapporté au premier tétraèdre ABCD, soit du point a' rapporté au second.
Donc l'équation (92) représente soit l'équation du lieu des points a, si on la rapporte au tétraèdre ABCD , soit celle du lieu des points a', si on la rapporte au tétraèdre A'B'C'D' ; et comme cette équation est du second degré, on voit qu'elle représente, dans le premier cas, une surface du second degré circonscrite au tétraèdre ABCD; dans le second cas, une surface de même ordre rapportée au tétraèdre A'B'C'D'. Nous savons, par une discussion déjà faite, que ces deux surfaces peuvent être placées de manière à être homofocales, et qu'alors les couples (a , a') , (M , M') deviennent des couples de points correspondants. Un raisonnement simple peut montrer sans calcul que ces surfaces sont aussi les lieux des points M , M'.
En effet, puisque les distances du point M à A , B , C , D , a sont les mêmes que celles du point M' à A', B', C',D', a', on voit qu'en prenant quatre couples (M , M') , (Mj , U\), etc., de points M , M', les distances des points a aux quatre points M. seront égales à celles du point a' aux quatre points M',-. Donc la relation entre les couples (M; , M',) et les couples a , a' sera réciproque, et par suite les points M,- , M',- se trouveront sur deux surfaces du second degré.
En résumé, on voit qu'on a : 1° dans la figure ABCD une surface (G), lieu des points a, circonscrite à ACBD, et une surface (H), lieu des points M; 2" dans A'B'C'D', les surfa-
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ces (G'), lieu de a', circonscrite à A'B'C'D', et (H'), lieu de M', correspondante à M. Nous savons d'ailleurs et nous ne démontrerons pas de nouveau que les surfaces (G) , (G ' ) , (H) , (H ' ) sont égales; que (G) et (H) ont les mêmes focales; que (M , a), (M', a') sont correspondants dlvory, etc.
Revenons à Téquation en coordonnées tétraédriques (92), qui représente soit (G) rapportée au tétraèdre ABCD, soit (G') rapportée à A'B'C'D'. Cette équation nous donnera immédiatement des propriétés importantes, obtenues moins rapidement par d'autres voies.
Si toutes les quantités d'ij sont nulles, l'équation se réduit à
(93) 2lAjdii = 0,
et elle représente alors la sphère circonscrite au tétraèdre ABGD. En effet, d'après l'équation (90), le rayon de la sphère S ayant même centre radical que les points-sphères A , B , C , D est nul, quand l'équation (93) est satisfaite. L'équation (93) représente donc le lieu des centres des sphères de rayon nul ayant un centre radical donné; c'est donc la sphère circonscrite au tétraèdre ABCD.
On peut donc affirmer qu'en construisant le tétraèdre avec les six arêtes dont les carrés sont
Sij — dij — d'ij ,
l'équation
2>..),So=0,
rapportée à ce tétraèdre auxiliaire A"B"C"D" (réel ou imaginaire), représenterait la sphère circonscrite au tétraèdre. En résumé, cette même équation, rapportée soit à ABGD, soit à A'B'C'D', soit à A"B"C"D", représente donc trois surfaces homographiques : (G) , (G') et une sphère. Le tétraèdre auxiliaire A"B"G"D" est celui que nous avons obtenu au § XVI, et qui nous a permis d'effectuer sans calcul la résolution du problème proposé.
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On voit ici avec quelle facilité se présentent les déterminants déjà considérés. Le premier
Kr
Ssi
est le discriminant des deux surfaces.
On voit pourquoi le signe de ce déterminant détermine si la surface est réglée ou non réglée (^). Si ce déterminant est nul, la surface est un cône; elle sera un système de deux plans, si tous les mineurs du premier ordre sont nuls. Etc.
Quant au second déterminant
c'est le contrevariant qui, égalé à zéro, donnerait la condition de contact du plan de l'infini et de la surface. Toutes les fois qu'il sera nul, la surface sera un paraboloïde ou un cylindre.
Enfin, comme la sphère circonscrite au tétraèdre ABCD a pour équation
2 Ai Aj U/(j — U j
on voit qu'on aurait V équation aux axes principaux de la surface, ou plutôt l'équation en s, en multipliant l'équation précédente par 5, l'ajoutant à celle de la surface (G), ce qui donnera
l'kAjisdij + 5y) = 0 ,
et on n'aura plus qu'à écrire la condition de contact de cette surface et du plan de l'infini, ce qui se fera en remplaçant
(1) On sait que la surface du second degré est réglée toutes les fois que le discriminant de l'équation est positif, et non réglée dans le cas contraire.
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dans le déterminant (95) d.j par sd,j -f r).j. On obtient ainsi une équation identique, aux notations près, à l'équation (84) du §XVI.
§ XVIIL
EXTENSION DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS
La solution de la question résolue relativement à deux tétraèdres s'applique évidemment au cas où ces deux tétraèdres sont infiniment aplatis et où leurs quatre sommets sont dans un même plan. Cette remarque va nous permettre de résoudre la question suivante :
Etant donnés deux quadrilatères plans h.BCT) , k'B'G'])' , trouver les deux couples de points M ^ M' tels que les distances du point M aux sommets A , B ^ C , D soient égales à celles du point M' aux sommets A', B', C, D'.
En effet, on peut considérer les quadrilatères comme deux tétraèdres infiniment aplatis, et les disposer de manière qu'ils soient correspondants sur deux quadriques homofocales. Alors ils seront nécessairement dans deux plans principaux différents : par exemple,
ABCD sera dans le plan xy , A'B'C'D' xz.
Si l'on veut qu'un point M corresponde à M' de telle manière que les distances de M aux quatre points A , B , G , D soient égales à celles de M ' aux points A ' , B ' , G ' , D ' , le point M ne pourra être dans le plan xy , ABCD, et le point M' dans le plan icjz , A'B'C'D', que si M et M' sont correspondants sur l'axe Oic. Ainsi, on aura deux points M sur cet axe auxquels correspondront deux points M ' . Pour bien se rendre compte de ce fait, il faut remarquer que les deux surfaces (G) , (G') se réduisent ici à une portion de plan recouverte deux fois, à l'intérieur de la focale, pour (G) dans le plan xz, pour (G') dans
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le plan xy. A un point M du plan xy correspondra un point M' de xz; mais le premier de ces points ne sera dans le plan xz et le second dans le plan xy que si M est sur la focale située dans xz et sur Ox; et alors M' sera sur la focale située dans xy et aussi sur Ox. L'équation aux axes de chaque surface se réduira au premier degré, et donnera les distances des points M , Mj et M',M'i, qui se correspondent dans les deux plans d'après la règle indiquée.
Supposons de même (\\x'on se donne dans l'espace deux pentagones A B G D E , A ' B ' G ' D ' E ' , ei gw'on demande de trouver tous les couples (M , M') de points tels que les distances du point M aux points A , B , G , D , E soient égales à celles du point M ' aux points A',B',C',D',E'. Nous avons déjà résolu cette question (§ XIV) et reconnu qu'elle est identique à la suivante : Déterminer une transformation de Jacobi par cinq couples de points correspondants.
En suivant la même marche que dans le paragraphe précédent, et en appelant 1,}^ , A^ , Ag , A,, les masses qu'il faut mettre aux sommets des deux pentagones pour obtenir des points correspondants de la transformation de Jacobi, nous trouvons l'équation (96) iiaj{dij—d\j)=0 ,
qui ne diffère de l'équation relative aux tétraèdres qu'en ce qu'elle contient un paramètre de plus. On aura donc deux points correspondants de la transformation de Jacobi , en plaçant aux sommets correspondants des deux pentagones des masses égales A,- satisfaisant à l'équation de condition précédente.
Ce résultat paraît, à un certain point de vue, réellement digne d'intérêt. Les deux points correspondants étant désignés par les lettres M , M' , il est facile de voir qu'à un point M correspondent deux points M'.
En effet, pour que le centre de gravité des masses soit en un point donné M dans l'une des figures, les paramètres Aj doivent satisfaire à trois équations du premier degré. Ces trois
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équations, jointes à l'équation de condition du second degré (96), déterminent en général deux systèmes de valeurs pour les ),, auxquels correspondent dans la seconde figure deux points M'. On obtient, par cette considération, un résultat extrêmement remarquable. Les deux systèmes de valeurs de li correspondant à un point M ne seront pas toujours réels. Ils ne le seront que si le point M se trouve dans une des deux régions dans lesquelles l'espace est divisé par une surface du second degré (l'une des deux surfaces que nous avons appelées (G) ou (H), et qui correspondent (§IV) au plan principal de l'autre figure). On peut donc dire en ce sens que Véquation (96) représente une portion de l'espace.
Elle ne sera satisfaite par des valeurs réelles des variables que pour les points M situés à l'intérieur (ou à l'extérieur) d'une quadrique. Ce fait, qu'on peut d'ailleurs généraliser et étendre aux espaces limités d'une manière quelconque, nous paraît réellement curieux, et nous nous proposons d'y revenir.
Si dans la relation identique
dn
dr.
dro
ch.
fh.
.id\
on remplace d^^ par
[R'' étant une constante que l'analogie apprend à calculer d'après les formules du § III], on aura l'équation aux axes principaux d'une des coniques qui servent do base à la transformation de Jacobi. L'analogie est complète avec les équations semblables relatives aux tétraèdres.
Enfin, supposons qu'on donne deux hexagones AB CD E F, A ' B ' C ' D ' E ' F ' , et qu'on demande de déterminer les deux couples de points (§ XIV) M , M', tels que les distances de M aux
sommets du premier hexagone soient égales à celles de M' aux somnt'^y lu second; l'analogie se maintient avec les problèmes analogues déjà résolus. L'équation
(99) nAjid,j-§,j) = 0 ,
contenant maintenant six variables, représente tous les points de l'espace situés dhm même côté par rapport à une surface de révolution du second degré, le déterminant analogue à (97) contient une ligne de plus, et il donne, quand on y fait la substitution (98), une équation du premier degré qui détermine la distance des deux points de l'une des figures M , M'.
Ce dernier problème pourrait encore s'énoncer de la manière suivante :
On a une transformation dans Vespace, dans laquelle à un point M de l'une des figures correspondent tous ceux de Vautre figure tels que leurs distances A' M ' , B' M' à deux points fixes soient égales à celles de M à deux points fixes A , B . La transformation étant définie par six couples de points, trouver les points A,B,A',B'.
MÉMOIRE
L'ÉQUILIBRE ASTATIQUE
(Extrait des Mémoires de la Société des Sciences physiques et noAuf elles de Bordeauœ, t. II (2e Série), 2« cahier.)
MEMOIRE
SUR
L'ÉÛCILIBRE ASTATIÔIIE
ET SUR l'effet QUE PEUVENT PRODUIRE
DES FORCES DE GRANDEURS ET DE DIRECTIONS CONSTANTES appliquées en des points déterminés d'un corps solide
QUAND CE CORPS CHANGE DE POSITION DANS l'ESPACE
DES FORGES DE GRANDEURS ET DE DIRECTIONS CONSTANTES
appliquées en des points déterminés d'un corps solide
QUAND CE CORPS CHANGE DE POSITION DANS l'eSPACE
Parmi les systèmes de forces agissant sur un corps solide, les plus importants peut-être sont ceux qui sont composés uniquement des forces parallèles. Leur étude a conduit à la notion du centre des forces parallèles, point d'application d'une force unique, ayant même direction que les forces considérées, égale à leur somme algébrique, et qui peut toujours les remplacer lorsque le corps change de situation dans l'espace. Si ce point est rejeté à l'infini dans une direction déterminée, les forces parallèles se réduiront généralement à un couple et ne se feront équilibre que si elles deviennent parallèles à la direction dans laquelle ce centre est rejeté à l'infini. S'il devient indéterminé, les forces se feront toujours équilibre, quelle que soit leur direction, ou quelle que soit la position dans laquelle le corps sera amené, les directions et les grandeurs des forces demeurant les mêmes.
Il était naturel de chercher à étendre aux systèmes composés de forces quelconques les propriétés du centre des forces parallèles, c'est-à-dire d'examiner comment varie l'effet d'un système quelconque de forces appliquées en des points déterminés du corps solide, soit lorsque, leur grandeur et leur direction demeurant les mêmes, l'orientation du corps vient à changer, soit, ce qui est la
même chose, lorsque, le corps demeurant en repos, les forces changent de direction de manière à conserver entre elles les mêmes angles. On peut demander, par exemple, quelles sont les conditions nécessaires pour qu'elles se fassent équilibre dans toutes les positions du corps; nous dirons alors que le corps est en équilibre asiatique. Mobius, dans sa Stalique si remarquable à tant de titres, a commencé cette étude et lui a consacré deux chapitres très étendus. Minding dans le tome XV du Journal de Crelle a donné sur le même sujet un théorème des plus intéressants, et il a établi que, toutes les fois que le corps est amené dans une situation où le système des forces a une résultante unique, cette résultante rencontre deux courbes ayant une position fixe dans le corps, qui sont une ellipse et une hyperbole focales Tune de l'autre.
Les études de Mobius et de Minding ont été analysées dans la Mécanique de M. Broch. M. Tabbé Moigno les a résumées et les a fait connaître en France dans deux chapitres de sa Statique.
Le travail actuel contient la démonstration des propositions déjà connues dans cet ordre de recherches et celle de plusieurs propriétés qui me paraissent entièrement nouvelles. Je citerai d'abord la recherche de toutes les positions dans lesquelles sera en équilibre un corps soumis à l'action d'un système de forces don!, la résultante générale est nulle. Mobius croyait que, si l'équilibre a lieu dans quatre orientations du corps, il subsiste dans toutes les autres; je montre au contraire qu'il y a toujours quatre positions du corps pour lesquelles les forces se font équilibre, et qu'il peut y en avoir un plus grand nombre; j'introduis la notion d'un ellipsoïde central, analogue à celui que l'on rencontre dans la théorie des moments d'inertie, et dont j'indique plusieurs propriétés intéressantes tant au point de vue géométrique qu'à celui de la question de statique que je m'étais proposée. Le théorème de Minding cesse d'être un résultat de calcul et trouve sa démonstration la plus naturelle par l'emploi de cet ellipsoïde. Enfin, je complète ce théorème en montrant que si l'on considère, dans toutes les positions du système des forces, l'axe central des
moments de Poinsot, cet axe appartiendra à un complexe remarquable du second ordre, dont les droites sont Fintersection de deux plans rectangulaires, tangentes respectivement aux deux focales de Minding. Ce complexe comprend en particulier, comme cela devait être, les droites qui s'appuient sur les deux focales et qui sont les directions de l'axe central quand il y a une résultante unique.
Mobius avait introduit la notion des axes principaux de rotation qu'il définissait par la propriété mécanique suivante : Si le corps tourne autour de ces axes, le système de toutes les forces peut toujours être remplacé dans toutes les positions que prend ainsi le corps, par deux forces appliquées au même point de l'axe. Quand le corps tourne, l'axe est donc toujours pressé de la même manière, ce qui constitue en un sens une généralisation de la propriété du centre des forces parallèles. Car si le corps est fixé en ce centre, dans toutes les positions qu'il pourra prendre il exercera la même pression sur l'appui qui assure la fixité de ce point. Mobius avait établi qu'un système de forces a en général deux axes principaux. Je cherche le lieu de ces axes quand l'orientation des forces change, et je démontre qu'ils sont les génératrices reclilignes d'une famille de surfaces homofocales du second degré.
En dehors des applications pratiques que peut offrir la théorie précédente, par exemple, à l'étude des systèmes composés à la fois de forces dues à la pesanteur et de forces magnétiques, l'étude de la question que nous nous sommes proposée paraît offrir un réel intérêt théorique. Toutes les compositions de forces appliquées à un corps solide se ramènent aux trois opérations suivantes : 1^ les compositions de forces appliquées toutes au même point, ou la décomposition d'une force en plusieurs autres appliquées au même point; 2° la composition des forces parallèles; 3° la translation d'une force le long de sa ligne d'action. La première de ces trois opérations demeurera encore légitime, pourvu qu'en remplaçant plusieurs forces par leur résultante, on admette que cette résultante participera au changement d'orientation des
forces, quand il viendra à se produire, ou, si l'on veut, qu'elle conservera la même direction en même temps que les autres forces si c'est le corps qui change de position. On pourra aussi conserver la composition des forces parallèles, à la condition que la résultante soit appliquée au centre des forces parallèles. Mais on ne pourra plus transporter une force en un point quelconque de sa ligne d'action. Car cette opération revient à introduire deux . forces égales et contraires ayant même ligne d'action et deux points d'application distincts. C'est introduire un couple qui est nul dans la position actuelle du corps, mais qui cessera en général de l'être dès que la position du corps changera.
On le voit, toutes les opérations que nous pourrons faire sont celles qui paraîtraient légitimes à un géomètre ayant établi la composition des forces concourantes et celle des forces parallèles, mais qui n'admettrait pas ou n'apercevrait pas que Ton a le droit de transporter une force en un point quelconque de sa ligne d'action. Ce que nous allons traiter, c'est donc la statique du corps solide, privée de ce dernier axiome.
Quelles sont les propriétés des couples qui subsisteront dans cette étude?
Étant donné un couple composé de deux forces — P, + P appliquées en des points A,B, nous appellerons P la force et AB le bras du couple. Il importe de remarquer que, dans cette théorie, le bras du couple n'est qu'accidentellement normal à la force puisque la direction des forces du couple change par rapport à celle du bras. Si l'on convient de donner en grandeur, direction et sens, celle des forces du couple P, qui est appliquée en B, on voit que le bras AB devient une grandeur géométrique ayant pour origine le point A, et le point B pour extrémité.
Ces défmitions étant admises, examinons quelles sont les propriétés des couples qui subsisteront dans notre étude :
i" On peut multiplier le bras par un nombre quelconque, à la condition de diviser la force par ce nombre. Car le moment, le plan et le sens de rotation du couple ne sont pas changés par cette opération, quelle que soit la direction des forces du couple.
Il convient même pour les applications d'admettre la multiplication ou la division par des nombres négatifs, en entendant que la multiplication d'une grandeur géométrique par l'unité négative équivaut à un changement de sens.
2° On peut déplacer le bras parallèlement à lui-même, car alors le couple sera transporté dans son plan ou dans un plan parallèle, ce qui ne change pas son effet ; mais on n'a pas le droit de faire tourner le bras du couple.
3° On peut décomposer un couple en plusieurs autres de même force. Il suffit que les bras des couples composants aient pour somme géométrique le bras du couple résultant.
Soient par exemple trois couples de bras AB, BG, CD et de même force P. Au point B se trouvent appliquées deux forces égales et contraires, appartenant l'une au premier couple, l'autre au second, et qui se détruisent toujours. Il en est de même au point G. Il ne reste donc que deux forces — P,P appliquées en A , D, c'est-à-dire un couple de bras AD et de force P. Or, AD est bien la somme géométrique des grandeurs AB, BG, CD.
Comme on peut déplacer les bras parallèlement à eux-mêmes, on voit que l'on pourra remplacer un couple quelconque par trois autres couples de même force et dont les bras seront les projections du bras du couple sur trois droites fixes quelconques Ox, Oy,Oz, les projections sur chaque droite étant faites parallèlement au plan des deux autres.
Considérons l'un quelconque de ces couples, par exemple, celui dont le bras est dirigé suivant Ox ; soit a la grandeur de ce bras et P celle de la force. En vertu de la première propriété des couples, on pourra le remplacer par un couple de bras 1 dirigé suivant Ox, et de force aV. Et de même on pourra ramener les deux autres couples de bras dirigés suivant Oy, 0^ à d'autres couples de bras égaux à l'unité dirigés suivant Oij,Oz.
Si maintenant on a un nombre quelconque de couples appliqués à un corps solide, on pourra amener l'origine des bras de tous ces couples au point 0, et, en décomposant ces couples en trois autres comme il vient d'être indiqué, on aura une première série de
couples dont les bras seront tous dirigés suivant Ox, égaux à l'unité, et auront par conséquent les mêmes extrémités. En composant les forces de tous ces couples, qui sont appliquées aux mêmes points, il restera un couple unique de bras égal à 1 et dirigé suivant 0^. On aura de même deux autres couples résultants dont les bras seront dirigés suivant Oy, Oz. Ainsi :
On peut toujours réduire les couples appliqués à un corps solide à trois autres dont les bras sont dirigés parallèlement aux arêtes d'un trièdre quelconque.
Nous terminerons cette Introduction par une remarque sur la méthode de calcul que nous allons suivre. Au point de vue de cette théorie, il est indifférent soit de supposer que le corps se déplace, les forces conservant leur point d'application, leur grandeur et leur direction, soit d'admettre que le corps demeure en repos, les forces changeant de direction de manière à conserver les mêmes angles. C'est cette dernière supposition que nous choisirons de préférence. Si l'on veut admettre que le corps se meut, il suffira de supposer que nos axes mobiles dans l'espace, soient fixes par rapport au corps. Il est clair d'ailleurs que, si le corps a été déplacé parallèlement à lui-même, l'effet de chaque force n'est nullement changé. Il n'y a donc pas Heu de considérer, dans cette théorie, comme distinctes les positions du corps qui se déduisent les unes des autres par une simple translation.
g I.— Conditions de l'équilibre astatiqiie dans le mouvement autour d'un axe fixe.
Supposons le corps soumis à l'action de n forces. Nous définirons ces forces par leurs composantes X,, Y^, Z,-, parallèles aux axes, et par les coordonnées Xi, y,-, Zi de leurs points d'application, et nous adopterons les notations suivantes :
Ax — —iKiXi^ \x — •" !^iXi , Lx — liLiXi 1
A-z 2d]\iZi ; \z 2j 1-iZi j Zia j-tLiiZi j
Xfl, Yo, Zû seront les composantes de la résultante générale.
Cela posé, considérons un système actuellement en équilibre. On aura les six équations
jXo=0, Yo = 0, Zo=0,
^^ (Y. — Zy = 0, Z, — X. = 0, X,-Y.rr.O.
Supposons les axes rectangulaires, et cherchons la condition pour que l'équilibre subsiste, si l'on imprime au corps un mouvement de rotation autour de Oz. Comme nous supposons les axes entraînés avec le corps, les coordonnées des points d'application ne changeront pas ; mais les composantes des forces parallèles à 0^7, 0^ ne seront plus les mêmes. H faudra remplacer
X< par Xf ces ç + Y,- sin © , Y,- par — Xt sin o + Yi ces ^ ,
© désignant la grandeur de la rotation du corps. Les équations de l'équilibre dans la nouvelle position seront
XoCosç + YoSino) = 0, — X^sin© + Y^cosç —Zy = Q,
Xo sin o — Yo CCS ç m 0 , Z^; — X^ ces cp — Y^ sin ® = 0 ,
Zo — 0 , (X, — Yx) CCS f + (Xo. + Y,) sin o — O.
Si Ton tient compte des équations (1) les trois premières équations nouvelles sont satisfaites, et les autres, après quelques transformations simples, prennent la forme
(2) X.(l — cos?) = 0, Y.(l — cos9)==:0, (Xa=+Y,)sinç=rO,
et pour qu'elles soient vérifiées, quelle que soit o , il faudra ajouter aux équations (1) les trois suivantes :
qui sont à la fois nécessaires et suffisantes.
On voit qu'elles seront vérifiées dès que les équations {^) le seront pour une valeur de 9 différente de x. Nous avons donc le théorème suivant:
Si un corps est en équilibre dans deux positions, il le sera encore quand on le fera tourner autour de Taxe de la rotation qui
l'amène de la première position dans la seconde, à moins que ces deux positions ne soient symétriques par rapport à cet axe, et dans ce cas il ne sera pas nécessairement en équilibre dans toute autre position obtenue par une rotation autour de cet axe.
Les équations complémentaires (3) peuvent s'interpréter comme il suit. Imaginons qu'au point d'application X; Y,- Z,- de chacune des forces appliquées au corps, on fasse agir une force dont les trois composantes seraient — Y,-, X», 0. Les équations (3), jointes aux suivantes :
Xo = Oj Yq^O,
expriment que ces forces auxiliaires, agissant seules sur le système, se feraient équilibre. On peut donner de ces forces une définition indépendante des axes coordonnés.
En regardant les axes choisis comme immobiles, les forces tournent autour d'axes parallèles à Oz, passant par leurs points d'application, avec la même vitesse angulaire. L'extrémité de la force X,-, Y,-, Zf aurait pour vitesse à l'instant initial une grandeur géométrique dont les projections seraient proportionnelles à
— Y,- , Xf , 0 ,
c'est-à-dire qu'elle serait proportionnelle à notre force auxiliaire appliquée au point x^, ^/,-, Zi. Cette grandeur géométrique, considérée comme une force nouvelle, peut être appelée la dérivée géométrique de la force dans le mouvement considéré, et l'on voit que les conditions nouvelles (3) expriment que les dérivées géométriques des forces se font équilibre sur le corps solide.
Cette notion de la dérivée géométrique offrira l'avantage d'éviter un calcul, d'ailleurs facile, dans la recherche des conditions pour que l'équilibre subsiste quand les forces tournent autour d'un axe quelconque. Soient
p q r les équations de la direction de cet axe. La vitesse de l'extrémité
de la force X,, Y,-, Z, aura des composantes proportionnelles à
X; = qli-rYi, y; = T\i-vli, Z; =pYi-(/X,,
et il faudra écrire les équations de l'équilibre pour les forces dont les points d'application sont Xi,yi^Zi, et les composantes Xj , Y, , Z, .
On obtient ainsi les trois équations
( — i)(Yj, + Z.) + (/X, + rX.-0,
(4) i)Y.-^(X. + Z.) + rY. = 0,
( ^Za;+ gZy — (Xœ + Yj,)r = 0,
qui nous seront utiles dans la suite. On voit dès à présent qu'il n'y aura pas en général d'axe tel que l'équilibre subsiste après une rotation Sangle quelconque autour de cet axe. Car les équations (4) ne peuvent pas, en général, être satisfaites par des valeurs dep, g, r différentes de zéro. Quand il y aura des axes jouissant de cette propriété nous leur donnerons, avec Môbius, le nom d'aa?es d'équilibre.
l II. — Des conditions pour que l'équilibre subsiste dans toutes les positions.
On peut déduire des équations (■4) les conditions qui sont nécessaires pour que l'équilibre subsiste dans toutes les positions du corps. Elles devront alors être satisfaites, quels que soient y,q, r, ce qui exige que l'on ait
(5) Ay ^^^ la; ^^ Zœ ^^^^ iJy ^^^ Xj "^^ is ^:^ 0 ,
et
Ces trois dernières équations donnent
Les neuf équations (5) et (6), jointes aux trois qui expriment que la résultante générale est nulle, constituent un ensemble de douze
équations nécessaires pour l'équilibre asiatique. Il est d'ailleurs évident qu'elles sont suffisantes; car, si elles sont remplies, on pourra faire tourner le corps d'un angle arbitraire autour d'une droite quelconque, ce qui suffit à l'amener dans toute position nouvelle, sans que l'équilibre soit troublé.
Remarquons la conséquence suivante de ces équations. Quand le corps est en équilibre asiatique, si l'on décompose les forces parallèlement à trois directions données quelconques, on a trois systèmes de forces parallèles se faisant séparément équilibre dans toutes les positions du corps.
Car soient X,-, Y,-, Z.- les composantes de l'une des forces. La composante parallèle à l'une des trois directions, c'est-à-dire la projection faite parallèlement à un plan quelconque, sera de la forme
IXi + mYi + nZi,
oui, m, n sont trois constantes toujours les mêmes. La somme algébrique de ces composantes,
/Xo + mYo + wZo,
sera évidemment nulle. La somme des moments par rapport au plan des yz, par exemple,
IXx + mY^ + ni
XJ
sera aussi nulle, et par conséquent les forces se feront équilibre quelle que soit l'orientation du corps.
La proposition précédente permet de reconnaître que les douze équations de l'équilibre astatique doivent encore avoir lieu dans le Cas des axes obliques. Car ces équations expriment que les composantes parallèles aux trois axes se font équilibre indépendamment de leur direction. Elles sont du reste suffisantes même dans ce cas, puisqu'elles expriment que les trois systèmes de composantes parallèles aux axes des différentes forces se font équilibre, et se feront encore équilibre quand la position du corps sera changée.
g III. — De la réduction d'un système de forces à une résultante et à trois couples.
Soient Xi, iji, Zi les coordonnées du point d'application d'une force Fj, dont les composantes parallèles aux trois axes sont X,- , Y,- , Zi. Si l'on transporte cette force parallèlement à elle-même à l'origine, il naîtra de cette translation un couple de force F,- , que l'on peut décomposer en trois autres ayant pour bras Xi compté sur Oa?, yi sur 0?/, ^,- sur Oz, et pour force commujie F,-.
Le premier couple, ayant pour bras Xi et pour force F^-, peut être remplacé par un couple de bras égal à l'unité et de force a?, F,-. Les composantes de cette force seront Xi\, XiXi, Xili, et si nous composons tous les couples semblables auxquels donneraient naissance toutes les forces du système, on voit que nous aurons un premier couple de bras 1 sur Oa?, et dont la force F^, aura pour composantes
On aura de même un couple de bras 1 sur 0|/, et dont la force Y y aura pour composantes
et un couple de bras 1 sur 0^^, et dont la force F^aura pour composantes
Enfin toutes les forces, transportées parallèlement à l'origine, donneront une résultante générale ayant pour projections
Xo = 2X,-, Yo=:]SY,-, Zo = 2Z,-.
Il reste donc, en résumé, une force, la résultante générale, appliquée en un point quelconque, et trois couples dont les bras sont dirigés parallèlement aux arêtes d'un trièdre quelconque. Cette résultante générale et les trois couples donnent l'interprétation géométrique la plus simple des douze quantités qui sont les premiers membres des équations de l'équilibre asiatique, et que
nous rencontrerons souvent dans la suite de ce travail. Les quantités affectées d'un même indice conviennent au même élément : Xo, Yo, Zg à la résultante générale; X„, Y„, Z„ au couple de bras situé sur l'axe des u.
Pour réquilibre astatique, il faut que la résultante générale et les trois couples soient nuls.
La réduction précédente est unique et déterminée, comme il est facile de le démontrer. Admettons, en effet, s'il est possible, que l'on ait obtenu une autre réduction caractérisée par les mêmes lettres affectées d'accents, Xô, Yé, ZJ,, X|,,. . .. Eti changeant désigne ces nouvelles quantités, on aurait la réduction qui provient des mêmes forces changées de sens, c'est-à-dire un système devant tenir le premier en équilibre ; ce qui exige que l'on ait
Xo+(— Xô) = 0, ou Xo = XÔ; de même, Xï = XL, etc.
Donc les deux réductions sont identiques.
Dans ce qui précède, nous avons réduit le système à une force et à trois couples. On pourrait aussi le remplacer par quatre forces appliquées en quatre points quelconques, A, B, G, D, sommets d'un tétraèdre. En effet, on peut alors réduire le système à une force appliquée en A et à trois couples de bras A dirigés suivant AB, AC, AD, et égaux à 1. Mais en multipliant les bras par des nombres convenablement choisis, on peut les amener à être égaux à AB, AC, AD. Les trois couples auront donc une de leurs forces en B, C, D et les autres en A, qu'on pourra y composer avec la résultante générale. Le système sera ainsi réduit à quatre forces appliquées aux points désignés. 11 est facile de reconnaître que cette réduction est unique, quand les points d'application ont été choisis.
g IV. — De la réduction en un point déterminé, quand on change les directions des bras des couples. Ellipsoïde central.
Supposons que les axes soient rectangulaires, et imaginons qu'on veuille réduire le système à une force passant à l'origine et à trois
couples dirigés suivant trois axes 0^,, O?/,, Oz^, rectangulaires, faisant avec Ox, Oy,Oz des angles dont les cosinus sont a,b,c; a',b',c'; a",b",c".
Décomposons les trois couples obtenus dans une première réduction, et ayant pour bras les axes Ox, Oij ,0z, en trois autres ayant leurs bras égaux à 1, et dirigés suivant Ox^ ^OrjuOz^.
Le premier couple de force F^ et de bras 1 sur Oa? donnera un couple de même force et de bras égal à a sur Oa^i, ou, si l'on veut, un couple de bras 1 et de force a F^. Les trois couples primitifs donneront donc suivant Ox^ trois couples de bras 1 et de forces
aFo;, h¥y, cFz.
En décomposant ces forces, on obtiendra un couple unique de bras i suivant Ox^, et dont la force F^, aura pour ses trois composantes
^ { X^a + Xyh + X,c = Xx,,
(7) Y,a + Yyb + Y,c = Y,,, \ Z^a + Zyb -h Z,c =Zx, .
On aurait de même, suivant 0?/i, Osj, des couples dont les forces s'obtiendront en accentuant les lettres a,b, c des formules précédentes. Remarquons d'ailleurs que le couple de bras Ox^ ne dépend que de la direction de Ox^. Ceci donne lieu à une première conséquence. La grandeur de la force F,„ de ce couple sera donnée par la formule
(8) FI, = Aa' + k'b^ + M'c"^ + 2B6c + 2B' ac + 2 B^aZ?, où Ton a posé
(9) A'=X,^+Y:^ + Z,% B'=X.X. + Y.Y. + Z.Z., ( A = Xz + Y3 + Z| , B = XicXj, + YjcYy -\-ZxZy.
Considérons la surface définie par Téquation
(10) Aar^ + A'f +AV + 2B|/^ + 2B'a?^ + 2B"a;|/ = l.
La formule (8) nous apprend que la force du couple de bras dirigé
suivant un rayon de cette surface est égale à l'inverse de ce rayon. Il est du reste facile de reconnaître que la surface représentée par réquation (10) est en général un ellipsoïde, qui peut se réduire à un cylindre ; car cette équation peut s'écrire
(X,x + %,y + X,2:)^+ (Y^a; + Y, y + YaY+ (Z^ + Z.y -h Zaf = 1 .
Nous lui donnerons par conséquent le nom d'ellipsoïde central du point 0, et elle offre d'abord l'avantage de nous représenter géométriquement la variation des forces des couples dont les bras sont dirigés suivant ses rayons. Mais nous allons voir qu'elle se présente encore dans la solution d'une question plus importante. Cherchons si l'on peut trouver trois axes rectangulaires 0^17 Oî/i, Ozj, tels que les forces des trois couples correspondants soient aussi rectangulaires. Les composantes des forces étant données par les formules (7) et celles qu'on obtient en accentuant a, h, c, écrivons les conditions de perpendicularité,nous aurons
(Xaa'-hX'bb' + M'cc'-hB{bc' + cb')+B\ca'+ac') + B"{ab' + ha')=0,
(11) Aa^cn- =0,
(ka'a"-h =0.
Ces équations expriment que les directions de Ox^ , 0?/i , 0 Sj doivent être celles des axes de l'ellipsoïde central. Le problème que nous nous sommes proposé est donc ramené à un problème connu, qui a en général une seule solution, et n'en a une infinité que si l'ellipsoïde central est de révolution. Donc
On peut toujours choisir, et en général d'une seule manière, les bras des trois couples de telle sorte que les forces soient perpendiculaires .
Il est facile de comprendre l'importance de cette nouvelle réduction. Puisqu'on peut toujours choisir les couples de telle manière que leurs trois bras et leurs trois forces constituent deux systèmes de trois directions rectangulaires, on voit tout de suite qu'il y aura au moins un déplacement du corps pour lequel les forces de ces couples prendront les directions des bras et par conséquent se détruiront, car on peut toujours amener deux
trièdres trirectangles, par la rotalion de l'un d'eux, à avoir leurs arêtes de môme nom parallèles. Une de ces positions du corps obtenue, on en déduira trois autres en effectuant des rotations de 180° auxquelles nous donnerons aussi le nom de renversements autour des trois bras. Donc,
Étant donné un système de forces appliquées à un corps solide, il existe toujours au moins quatre orientations du corps pour lesquelles le système des forces se réduit à une résultante passant en un point déterminé de ce corps.
Et, comme cas particulier,
Si les forces ont une résultante générale nulle, il existe quatre positions du corps pour lesquelles elles se font écjuilibre.
Dans ce qui précède, nous avons étudié les différentes réductions faites au même point 0, et nous avons remarqué que Tellipsoïde central donnait les grandeurs des forces des couples de bras donné. On peut aussi représenter d'une manière simple les directions des forces des couples.
A cet effet, nous supposerons que Ton ait pris pour axes les axes de l'ellipsoïde central, et que l'on ait amené, par une rotation du corps, les forces des trois couples principaux à être dirigées suivant les axes. Alors des neuf quantités X.^, X^, etc., les trois suivantes seules
ne seront pas nulles, et l'équation de l'ellipsoïde central deviendra
(12) ^lx'-\-Ylf + llz^=.\.
Si maintenant nous considérons une direction O^j faisant avec les axes des angles dont les cosinus soient «, 6, e, les composantes de la force F^, du couple de bras 1 dirigé suivant ^x^ seront, d'après les formules (7),
Ces formules expriment que la direction de la force est celle de la normale à l'ellipsoïde
(1^0 X.a;^ + Y,f -hZ,-^ = 1,
au point où il est rencontré par le bras Ox^ du couple. Ainsi, dans la position où nous avons amené le corps, les directions des forces des couples sont celles des normales à un ellipsoïde aux points où il est rencontré par les bras de ces couples. Nous appellerons cet ellipsoïde le second ellipsoïde central.
Enfin, si Ton menait par l'origine des droites égales aux forces des couples, les coordonnées des extrémités de ces longueurs seraient
et satisferaient à l'équation
qui représentent un troisième ellipsoïde, que nous appellerons troisième ellipsoïde central.
Les directions des forces de trois couples quelconques de bras rectangulaires sont toujours trois diamètres conjugués de ce troisième ellipsoïde.
Dans le reste de cette étude, nous nous attacherons surtout au premier ellipsoïde, dont la position et la grandeur sont évidemment indépendantes de l'orientation qu'on peut donner au système des forces. C'est d'ailleurs ce que l'on peut mettre complètement en évidence, en écrivant l'équation développée de cet ellipsoïde dans un système d'axes quelconque, tel que celui qui avait été primitivement choisi.
Introduisons les n forces de composantes X^-, Y,-, Z,- de points d'application Xi, iji, Zf, agissant sur le corps. En remplaçant les quantités X^,..., dans l'équation (10), par leurs expressions comme sommes, on trouvera, pour l'équation de l'ellipsoïde central,
{-ZYfiXiœ + yiy + ZtZf ^ \ +%'LYiYuÇ>o%{^,,Yk){XiX+yiy + ZiZ){XhX+ykij+ZkZ)=i.
On voit bien que cette équation ne dépend nullement de l'orientation du système des forces, et qu'elle demeurera la même si les
forces tournent en conservant leurs angles respectifs et leurs points d'application. En d'autres termes, si le corps tourne sans que les forces changent de direction, l'ellipsoïde central de chaque point sera entraîné avec le corps.
g V. — Étude des différentes positions dans lesquelles un corps peut être en équilibre.
Dans le cas particulier où la résultante générale des forces sera nulle, les bras des couples pouvant toujours être déplacés parallèlement à eux-mêmes, l'ellipsoïde central sera le même en tous les points du corps. Proposons-nous de résoudre la question suivante :
Trouver toutes les positions du corps pour lesquelles les forces se font équilibre.
Nous avons déjà vu dans l'article précédent qu'il y a au moins quatre positions du corps répondant à cette condition, celles pour lesquelles les bras des trois couples principaux coïncident en direction avec les forces de ces couples. Supposons que le corps ait été amené dans une de ces positions d'équilibre, et cherchons à en déduire toutes les autres.
Dans cette position du corps, les trois coordonnées seules
ne seront pas nécessairement nulles, et représenteront les trois forces des couples principaux dirigées suivant Ox^ 0^, Oz. Si maintenant on imprime aux forces un même mouvement quelconque, leurs composantes deviendront
A-xd 5 -A.a;0 , XjcC , M-i/tt , i-yO , i-yC ,
Za", Z.b", Z,c\
a, a\ a", ... étant les cosinus des angles que font leurs directions nouvelles avec les anciens axes, et devant vérifier les
relations bien connues
( a'-H&' + c-==l, aa' + bb' -i-cc=zO, ^ l etc. etc.
De plus, le déterminant
devra être égal à + 1 , ce qui conduira à des relations telles que la suivante
et toutes celles qu'on en déduit en permutant circulairement soit les lettres, soit les indices.
Dans la nouvelle position du corps, on aura, pour les coordonnées du système, les valeurs
oc ^ A.x ^^^ Ax fl 5 OL =^ \y ^^ Yytt^ Cl, ^^ Aj ■^^^ L~(X }
^=Y'. = Xxb, ^' = r,= Y,b', ^" = Y: = Z.b",
a , § , y seront les nouvelles projections de la force du couple de bras l.sur Ox, et de même a , p', y', a", §", y" seront les composantes des forces des deux autres couples. En vertu des relations entre les neuf cosinus, on devra avoir
^ a' + p.^ + f^ XI, a a' -f- [i iâ' H- y y'rrr 0,
(19) a"+ ^y'+Y'=V. aa"+P[i"+yy" = 0, ( a."'-h r+ Y'=Z?, a'a"+ ^'^" + y'y"=: 0,
(20) Z±a^'y" = XxY,Z., et
Exprimons maintenant les conditions qui assurent Téquilibre dans la nouvelle position. Ces conditions sont les suivantes :
qu'il faut joindre aux précédentes et résoudre dans tous les cas.
Écrivons les équations aux produits (19) en tenant compte des formules (22). Nous aurons
(23) j ay+^Y + yy'=0,
Éliminons a entre les deux premières. Nous aurons
Py(^'-/)-ï'(^^-y^).
La dernière s'écrit
(S' + y")y' = -Py.
En les multipliant, on trouve
PYY'(r-/^+^^-f) = 0,
ou, en tenant compte des premières équations (19) et des équations (22),
Pyy'(y.^-z.^) = o.
On aurait de même
(24) ^yy'(X|-Y|) = 0, PYY'(X|-Zn = 0.
Si donc on suppose d'abord que X|, Y|, Zl soient inégales, c'est-àdire que l'ellipsoïde central ne soit pas de révolution, il faudra que l'on ait
3yy'=o.
Supposons que l'on prenne y = 0 ; la seconde des équations (23) nous donne alors
Py' = o.
Il faut donc que deux des trois quantités p, y, y' soient nulles. Prenons
Y = 0, y' = 0; les équations (23) se réduisent à la première
et les premières équations (19) donnent
d'où l'on déduit
X^, Yy étant supposés différents, p'' — a'^ est différent de zéro, et par conséquent aussi ^ + a' . L'équation (25) entraîne donc la condition
Nous avons par suite
arzrsX,, py=£'Y,, /^S-'Z.,
£, e', e" désignant l'unité positive ou négative. Mais, comme l'équation (20) doit être vérifiée, on doit avoir
ce qui ne donne que quatre combinaisons de signes, c'est-à-dire quatre positions d'équilibre. Les 9 cosinus ont pour valeur
Les quatres positions d'équilibre sont la position initiale et celles qu'on en déduit par des renversements autour des trois axes.
Ainsi,
Quand l'ellipsoïde central n'est pas de révolution, il y a quatre j et seulement quatre, positions d'équilibre.
Passons au cas où l'ellipsoïde central, sans être une sphère, est de révolution. En vertu des équations (24), une des trois quantités p. Y, y' doit encore être nulle; supposons que ce soit y. En vertu de la seconde des équations (23), on aura encore
Donc deux des trois quantités p, y» ï' doivent encore être nulles. Supposons que ce soient y, y';
y = 0, y'rrrO.
On voit que, si l'on suppose
l'équation (25), résolue en prenant
ne sera plus incompatible avec l'équation (27), et p ne sera plus nécessairement nul. Ainsi l'on aura tout un groupe de nouvelles solutions.
L'équation de condition (28), qui exprime que l'ellipsoïde central est de révolution autour de 0^, peut être satisfaite de deux manières, soit en faisant
soit en faisant
Ax ^^^ ~~" 1 2/ •
On peut toujours supposer que l'on ait amené le corps dans la position où l'équation (29) est satisfaite. Car, si l'on avait X^= — Yy, il suffirait de faire un renversement ou rotation de 180° autour de 0^, pour changer le signe de Y^,. Supposons donc que l'on ait
Ax ^=^ ly.
Alors les formules (26) nous donnent
a"=:0, ^"=0. y"=sZ„
et la condition relative au déterminant nous apprend que
On déduit de là sans peine les valeurs des neuf cosinus, qui sont
a==cos<f, & = sin(p, c^O, a'=sm(^, b'=cos<f, c'=0, «"—0, b"=0, c"=-l,
(p étant un angle quelconque. Ces valeurs conviennent à un renversement de 180° autour d'une droite quelconque du plan des xy, c'est-à-dire d'un diamètre de l'équateur.
En résumé, étant donnée la position d'équilibre actuelle, que j'appelle B, il y en aura une autre, que j'appellerai B', symétrique de la première par rapport à l'axe de révolution, et une infinité d'autres G , symétriques de B par rapport à un diamètre quelconque de l'équateur, et qui seraient aussi symétriques de B ' par rapport au diamètre perpendiculaire.
Nous voyons comment on passe, soit de B, soit de B', à une position G; cherchons comment on passera d'une position G à une autre G'. Pour cela, il faudra faire un premier renversement autour d'une droite déterminée d de l'équateur, qui amènera le corps dans la position B ; puis un autre renversement autour d'une autre droite d', qu'on doit prendre arbitrairement dans le même plan , si l'on veut obtenir toutes les positions G'. Or, deux renversements autour de deux droites d , d' équivalent à une rotation autour de la -droite perpendiculaire à leur plan, qui est ici l'axe de révolution, d'un angle égal à l'angle des droites.
On peut donc passer d'une des positions G d'équilibre à toute autre G' par une rotation d'angle quelconque autour de l'axe de révolution de l'ellipsoïde central. En d'autres termes, le corps pourra être amené dans une position où il y aura ce que nous avons appelé un axe d'équilibre.
Remarquons ces deux groupes distincts de positions : d'une part B et B', d'autre part les positions G. Pour une de ces dernières, on peut déplacer le corps légèrement; pourvu qu'il tourne autour de l'axe, il demeurera en équilibre. Mais pour les deux autres un léger déplacement du corps, une rotation qui n'atteindra pas 180° détruira nécessairement l'équilibre.
Examinons enfin le cas où rellipsoïde central est une sphère, et où Ton a par conséquent
X| = Y| = Zf.
On peut toujours supposer que Ton ait amené le corps dans la position où ces trois quantités sont de même signe. Car, si X^, Yy sont de signe contraire à Z,, un renversement autour de Os les amènera à être de même signe. Soit donc
Xœ = Yj^ = Z. .
Les formules deviendront
aX,=:PY — ï'^% etc.
On aura donc
et par suite
Gomme p doit être égal à a , cette équation donnera
£ étant d= 1 , et Ton trouvera de même, par des opérations semblables, les deux équations
X^+a + s'CS-'+vO^O, X.+ S'+£'(a+Y"):=0.
On peut prendre e = £'= s" = + i , ce qui réduit les trois relations précédentes à
La seule solution qui ne satisfasse pas à l'équation (31) est celle pour laquelle e^ e' = £"= — 1 ; on a alors
Cette solution donne la position actuelle du corps, que j'appellerai B.
Je reviens à l'équation (31); elle nous apprend que les neuf cosinus sont liés par l'unique relation
Or, si l'on se rapporte à l'équation connue qui donne la grandeur de la rotation, on verra que, dans le cas actuel, les formules correspondent à une rotation de 180" ou à un renversement autour d'un diamètre quelconque de la sphère. On a donc une infinité de positions d'équilibre C, qui sont les symétriques de la première B par rapport à un diamètre quelconque de la sphère.
Ainsi, en résumé, il faut adjoindre à la position B, formant à elle seule un groupe, toutes celles C que nous venons de définir. La position B sera isolée; mais les autres G formeront un ensemble continu, et il est facile d'indiquer comment on passera des unes aux autres. Car, si G est connu, pour avoir toute autre position G', il faudra effectuer un renversement autour d'une droite déterminée d qui amène G en B, puis un renversement autour d'une droite quelconque d'. Or ces deux renversements équivalent à une rotation d'angle quelconque autour d'un diamètre quelconque perpendiculaire à d. Quand le corps aura été amené dans une position (G), il aura donc une infinité d'axes d'équilibre tous situés dans un même plan.
Remarquons que tous les résultats précédents s'appliquent au cas où le corps serait fixé par un point 0, alors même que les forces auraient une résultante générale; il suffira de faire la réduction en ce point, et d'y considérer l'ellipsoïde particulier de ce point.
g VI — De l'ellipsoïde central pour les différents points du corps.
Imaginons qu'ayant trouvé l'équation de l'ellipsoïde central en un point de l'espace, on veuille l'avoir pour tout autre point x' ,y\z' . Nous transporterons les axes parallèlement à eux-mêmes
Xo5
Yo,
^at
en ce point 0'. Les composantes de la résultante générale ne seront pas modifiées, mais les forces des couples changeront. On aura, pour la nouvelle origine,
( Xa; = Xa; — X Xq, Xj/ = Xi/ — y Xo5
(00)\ Xx"^^^^ J-x ^ J-05 ^y—- ^U y J-05
\ Zœ := Zj; OC liQ, Ly = Ly - y /^O ,
et si l'on forme avec ces nouvelles coordonnées l'équation de l'ellipsoïde central du point 0', on aura
(Ax^ + k'if + A"z^ + ^Byz+2B'xz+'^B"œy (34) < —^{oiX-h^jy + yz){x'x-\-y'y + z'z)
( +i\l + Yl + ZI){xx' + yy' -hzzj = i,
équation où A, A', ... ont la signification donnée par les formules (9), et où
P = XqXj, + YoYy 4- Z^Zy, Y ^^ XqXî + YqYj 4- ZqZj ,
On voit déjà que, si la résultante est nulle, l'ellipsoïde central sera, comme cela est évident a priori^ le même en tous les points de l'espace.
Cela posé, je dis qu'on peut toujours trouver un point du corps pour lequel les quantités que nous avons désignées par a, p, y soient nulles. Car supposons qu'elles ne" le soient pas au point 0 donné. Si l'on transporte les axes en un autre point 0', elles deviendront
a' = XoX. + YoY, + ZoZ,-a?'(Xo^ + Yo^ + Z^), ^' = XoX, -H YoY, + ZoZ,-^'(Xo^ -h Yo^ + Zl), y' = XoX. + YoY. + ZoZ. - z' ÇKl + Yo^ + Zl),
et il suffira, pour qu'elles deviennent nulles, que les coordonnées de la nouvelle origine soient données par les formules
XoXa;+ lo JLa;+ ZgZa; XqXj/ + YqYj, + Zq Zj/
zi "' \i+Yi-^zi
Xq + Yq + Zq
Le nouveau point ainsi déterminé s'appellera point central. Nous le retrouverons d'une autre manière ; mais dès à présent on voit facilement que ses coordonnées sont indépendantes- de l'orientation du corps; car, en appelant F^ la résultante générale, F^, F„, Fa les forces des trois couples, les formules précédentes pourront s'écrire
F.cos(F.Fo) F,cos(F,Fo) F.cos(F.Fo)
et ne dépendent que des grandeurs des forces et de leurs angles mutuels. Nous supposerons donc qu'on ait pris au début pour origine le point central, et alors l'équation de l'ellipsoïde central d'un point quelconque 0' se simplifiera et deviendra
^ '' l + {Xl+Yl + ZD {x'x + y'y + z'zY = i.
Si maintenant on a rapporté l'ellipsoïde central du point central à ses axes, on aura
B = B'=B"=:0, c'est-à-dire
(37) X,X. +Y,Y, + ZA=0, ( X,X..+ Y,Y. -f-Z,Z, =0,
équations auxquelles il faut joindre les suivantes :
( XoX. + YoY, + ZoZ.:r=0,
(38) XoX, + YoY, + ZoZ, = 0, ( XoX. + YoY. + ZoZ. = 0,
qui expriment que a, p, y sont nuls.
C'est un théorème d'algèbre facile à démontrer, que, si les équations (37), (38) ont lieu simultanément, il faut que toutes les quantités de l'un des quatre groupes X^, Yo, Z^; X^, Y^, Z^.; X^, Y^, Z/, X,, Y,, Z, soient nulles. Gomme X», Y„, Z» ne sont pas toutes nulles, il faut que l'on ait, par exemple,
(39) X, = 0, Y.=rO, Z.=:0,
ce qui entraîne
On peut, du reste, voir sans calcul que les équations (37), (38) ne peuvent exister ensemble qu'à la condition indiquée. Les équations (37) expriment que les forces des trois couples, si Tune n'est pas nulle, sont deux à deux perpendiculaires. Les équations (38) expriment qu'elles sont toutes perpendiculaires à la résultante générale. Or elles ne peuvent être à la fois perpendiculaires entre elles et à la résultante générale. Il faut donc, comme la résultante générale n'est pas nulle, que l'une des trois forces des couples principaux soit nulle. Le plan que nous prenons pour plan des xy est le plan perpendiculaire au bras du couple de force nulle. Nous établissons donc le résultat suivant :
On peut toujours réduire le système des forces à une résultante unique et à deux couples de bras perpendiculaires, dont les forces sont perpendiculaires entre elles et à la résultante unique.
Par une rotation convenable, on pourra donc ramener la résultante à être perpendiculaire aux bras des deux couples, et les forces des deux couples à être dirigées suivant les bras des deux couples. Ce sera en quelque sorte un état initial, duquel on déduira tous les autres par un mouvement quelconque du corps.
Le plan des xy, perpendiculaire au bras du couple principal de force nulle, prendra le nom de plan central, ^ous le retrouverons par une autre voie.
Supposons que, pour calculer les coefficients de l'équation de l'ellipsoïde central, nous considérions l'état initial où les forces des couples ont même direction que les bras, et où la résultante est normale à ces bras dirigée suivant Oz. On aura.
rXor=0, Yo=0, X,=:0, X.=0, Y,=:0, Y.=0, Z,=Z,=Z.=0,
L'équation de l'ellipsoïde central d'un point quelconque M de coordonnées a?', ?/'> 2;', rapportée à des axes parallèles aux axes choisis, sera
(41) Ax^ + A'y^ + Zl {XX' + y y' + zz'f = 1 .
Ainsi, nous ramenons le système des forces à un état où trois seulement des douze coordonnées ne sont pas nulles. Mais remarquons que non seulement il faut choisir convenablement les axes, mais encore supposer que l'on a imprimé au corps une rotation convenable, ou, si l'on veut considérer le corps comme fixe, que l'on a fait tourner les forces de manière toutefois à conserver leurs angles, autour de leurs points d'application.
On voit que, pour le point central, et même pour tout point du plan central {z' ■== 0), l'ellipsoïde central se réduit à un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au plan central. Donc l'un des trois couples sera nul, et l'on pourra réduire le système à trois forces appliquées en trois points du plan central. Gomme nous reviendrons sur cette réduction, nous jugeons inutile de l'étudier ici.
Proposons-nous d'étudier la distribution des axes des ellipsoïdes de tous les points du corps. A cet effet, cherchons les directions principales de la surface représentée par l'équation (41). Pour cela retranchons du premier membre S {x^ + y"" -\- 2*), et égalons les dérivées à zéro. Nous aurons
(42) (A'_S)?/ + ZoYP = 0,
en posant, pour abréger,
xœ-' + yf + zz' = P, ce qui donne
^_ZoP^' „_z:-P^' ^_Zo^P2'
^-8^=^' ^-S-A'' ^~" S ' et, en portant dans la dernière équation,
ZgiT" Zly" Zlz" ^
Posons
(43) k = Zla\ A'— Zo'a'% S = Z^>.. L'équation précédente pourra s'écrire
et sous cette forme elle peut recevoir une interprétation géométrique remarquable. Considérons les surfaces ayant pour focales la courbe représentée par les équations
courbe que nous appellerons la courbe centrale, et qui est une ellipse imaginaire. Ces surfaces auront une équation de la forme
X— a^ X — aJ^ X
et l'équation (44) déterminera les paramètres de celles de ces surfaces qui passent au point M {x\ y\ z). De plus, les équations (42) nous montrent que les axes de l'ellipsoïde central seront précisément les normales à ces surfaces homofocales.
Ainsi, nous retrouvons une loi semblable à celle que Ton rencontre dans la théorie des moments d'inertie. Si nous appelons couples principaux en chaque point du corps ceux dont les bras et les forces constituent deux systèmes de directions rectangulaires, axes principaux d\m point les bras de ces couples, on voit que les axes principaux sont les normales à la famille de surfaces homofocales ayant pour focale la courbe centrale.
J'ajoute que les grandeurs des forces des couples principaux s'obtiennent immédiatement. En effet, les carrés de ces grandeurs sont les inverses des rayons, et égales par conséquent à la quantité que nous avons désignée par S et qui est égale à ZoX. Ainsi, le carré de la force du couple, dont le bras est dirigé suivant la normale à la surface de paramètre X, est Zo X.
L'ellipsoïde central, rapporté à ses axes, aurait pour équation
(45) Xx' + \y' + A,z' = ^,
Xj, Xi, X2 étant les coordonnées elliptiques de son centre.
Le seul point qui ne soit pas complètement résolu concerne les directions des forces des couples. Cette question fait l'objet de l'article suivant.
Mais auparavant je démontrerai une propriété de l'ellipsoïde central, que nous retrouverons par une voie plus élémentaire. L'équation (45) représente cette surface rapportée aux trois normales des surfaces passant en son centre. Le cône supplémentaire du cône asymptote de cet ellipsoïde aura donc pour équation
Or, la théorie des surfaces homofocales nous apprend que ce cône contient la courbe centrale. Ainsi,
Les cônes asymptotes des ellipsoïdes centraux des différents points sont supplémentaires des cônes de même sommet contenant la courbe centrale.
g VII. ~ Des questions relatives à la direction des forces des couples.
Je commencerai par rappeler quelques définitions introduites par M. Gayley, et qui nous seront indispensables.
Considérons dans un plan une conique dont l'équation rendue homogène soit
M. Gayley appelle distance de deux points (x^ y, z), {x'j y', z) la fonction à définie par la formule
V<f[x,y,z) \/(f{x',y',z') et angle de deux droites dont les équations sont
mx + ny +pz = 0, m'x + n'y + p'Z'^O,
la fonction 9 définie par la formule
COS(f ==: ;
y <l^ (ni, n, p) Vt}^{m\n',p')
où ^ désigne la fonction qui, égalée à zéro, représenterait l'équation tangentielle de la conique.
Considérons, par exemple, la courbe centrale déjà définie, représentée par l'équation
A ^ A' ^ Zo^ ~ "' et dont l'équation tangentielle est
L'angle de deux droites du plan de cette courbe par rapport à la courbe sera défini par la formule
,,^^ Amm' -hk' nn' -i-Zlpp'
(46) cos<p =
KAm' + A' w' + Zlp^ Vkm'^ + A' n'^-\-7.lp'^
On voit que, si deux droites sont conjuguées par rapport à la conique, leur angle sera droit.
11 y a du reste, dans ce mode d'évaluation des angles et des distances, entre les côtés et les angles d'un triangle, toutes les relations qui ont été démontrées en trigonométrie sphérique.
J'ajoute qu'on peut très simplement représenter par des constructions les angles et les distances par rapport à une conique imaginaire. Il suffit d'abord de faire la perspective de la figure de telle manière que la conique imaginaire devienne un cercle imaginaire de centre réel et de rayon KK— 1. Alors, si au centre du cercle on élève une perpendiculaire au plan, égale à K, on aura un point fixe A jouissant de la propriété que l'angle de deux rayons quelconques AM,AM', qui le joignent à deux points M, M' du plan du cercle, est égal à la distance de MM' évaluée par rapport au cercle, et que l'angle de deux plans passant par A est égal à l'angle de leurs traces sur le plan du cercle, évalué par rapport au cercle. Ainsi, les angles, par rapport à la conique primitive, sont ramenés à des angles ordinaires.
Ces propriétés connues étant rappelées, nous allons montrer comment on peut les appliquer à la détermination des directions des forces des couples.
Supposons que l'on ait choisi pour axes les axes principaux du
point central, et que l'on considère les forces dans l'état initial déjà défini, celui où la résultante générale est perpendiculaire au plan central, et les forces des couples dirigées suivant les bras de ces couples. C'est dans cet état que nous allons examiner les variations de directions. Pour passer à toute autre position des forces, il suffira de donner ensuite au corps un mouvement quelconque.
Pour l'origine, les seules coordonnées X^, Y^, Zo ne sont pas nulles. Pour un point quelconque M {x\ y' , z'), elles s'obtiendront en appliquant les formules (33), et elles auront pour valeurs
Ax — X-jj
ll=-z'l,.
Supposons maintenant que l'on veuille les composantes de la force du couple dont le bras est dirigé suivant la droite Ma?, faisant avec les axes des angles de cosinus a, b, c. Ces composantes, calculées au moyen des formules (7), auront pour valeurs
(47) Xi=rX^a, Yi = Y,jb, Z, = — Z,{ax'-}-hij' + cz').
Posons
a=:m, b = n, ax' + btj' +cz' = — p, ^{m,n,p) = X|m^ + Y^n^ + Zip = Am^ + k'n^ + Zlp^ .
Les cosinus des angles que la force du couple fera avec les axes seront donnés par les formules
,,Q^ X,m YyH Z,p
Or m, n, p ont une signification géométrique très simple. Si au point M on élève un plan perpendiculaire au bras du couple, l'équation de ce plan par rapport aux axes principaux sera
et sa trace sur le plan central aura pour équation
mx + ntj -b p =: 0 .
On voit donc que la direction de la force d'un couple ne dépend que de la trace du plan perpendiculaire à l'origine du bras sur le plan de xij. Ainsi, pour deux couples quelconques, tels que les plans perpendiculaires à l'origine des bras viennent rencontrer le plan central suivant la même droite, les forces auront la même direction.
Supposons de plus que les bras des deux couples aient leur origine dans le même plan auxquels ils seront perpendiculaires. Les formules (47) nous montrent que les forces auront non seulement la même direction, mais les mêmes grandeurs et les mêmes sens.
Si, au contraire, les plans perpendiculaires à l'origine des bras sont distincts, les forces auront seulement la même direction, et le rapport de leurs grandeurs, égal à celui de leurs composantes X, , Yi , sera
c'est-à-dire sera égal au rapport des sinus des angles que font les deux plans avec le plan central, ou que font les bras des deux couples avec l'axe des Z.
Examinons maintenant l'angle des forces de deux couples, quand les plans perpendiculaires à l'origine des bras coupent le plan central suivant deux droites différentes représentées par les équations
mx+ ny -i-p :=0, m'x + n'y + p' = 0.
Les expressions (48) nous donneront, pour l'angle ç des directions des deux forces, l'expression
.,_. Amm' -h A'nn' -hZlpp'
c'est-à-dire, d'après la formule (46), l'angle des deux traces évalué par rapport à la conique centrale. Ainsi, Si l'on considère deux couples quelconques dont les bras aient
leurs origines en deux points P, Q, V angle des forces de ces deux couples est égal ci celui que font les traces sur le plan central des plans perpendiculaires en P ef Q aux deux bras, cet angle étant évalué en prenant pour hase la conique centrale.
Ce théorème résout complètement la question de la direction des forces du couple. Supposons, par exemple, qu'on considère un couple K quelconque et le couple de bras dirigé suivant Ox; l'angle des deux forces sera l'angle que fait la force du couple K avecOa:, et cet angle sera égal avec celui de la trace K' du plan perpendiculaire à l'origine du bras du couple K avec l'axe des y , cet angle étant évalué par rapport à la conique centrale. De même, les angles de la force avec OyeiOz seraient les angles, évalués par rapport à la courbe centrale, de la trace K' avec 0^:; et la droite de l'infini. C'est, du reste, la traduction des formules (48).
Des propositions précédentes résultent plusieurs propriétés géométriques des ellipsoïdes centraux des différents points. Par exemple.
Étant donnés les ellipsoïdes centraux des plans P, Q, les sections centrales faites normalement à la droite PQ dans les deux ellipsoïdes sont égcdes.
Car, si l'on élève en P et en Q des perpendiculaires à un plan quelconque passant par PQ, les rayons des deux ellijpsoïdes correspondants sont égaux comme mesurant les forces de deux couples, qui doivent être égales d'après les remarques précédentes.
Un cas particulier de cette proposition offre de l'intérêt. On reconnaît aisément que les normales élevées par le centre de l'ellipsoïde central perpendiculairement aux plans cycliques sont les génératrices rectilignes de l'hyperboloïde ayant pour focale la courbe centrale. Cela résulte de ce que le cône asymptote de l'ellipsoïde est supplémentaire de celui qui contient la focale. Si donc on se déplace suivant une génératrice de cet hyperboloïde, tous les ellipsoïdes centraux auront toujours un de leurs plans cycliques perpendiculaires à cette génératrice, et tous les cercles situés sur ces ellipsoïdes et dont les plans passent par leurs centres auront les mêmes rayons.
Si Von considère trois ellipsoïdes centraux des points P , Q , R, les diamètres de chacun d' eux perpendiculaires au plan P, Q, R seront égaux.
Je citerai encore les conséquences suivantes :
Etant donnés les ellipsoïdes centraux de deux points V , Q, si par les points V ^ Q on mène des plans quelconques se coupant suivant une droite du plan central, le rapport des rayons perpendicidaires à ces plans sera égal à celui des sinus des angles qu'ils font avec le plan central.
Si l'on mène par le centre d'un ellipsoïde central des plans perpendiculaires à des rayons égaux, ils touchent une des surfaces ayant la centrale pour focale, et qui demeure toujours la même quand, l'ellipsoïde variant, les rayons égaux conservent la même grandeur.
Les plans cycliques des ellipsoïdes centraux sont perpendiculaires aux génératrices rectilignes des surfaces ayant pour focale la centrale et passant par le centre, et de plus les rayons des sections circulaires dont les plans passent par le centre sont les mêmes pour tous les ellipsoïdes dont le centre décrit la même surface homofocale.
Toutes ces propositions sont presque évidentes si l'on combine avec la remarque sur la grandeur de la force du couple faite au début de cet article, la détermination des forces des couples principaux donnée à l'article précédent et d'après laquelle, pour tous les couples principaux dont les bras sont normaux à la même surface homofocale, les grandeurs des forces qui ne dépendent que du paramètre de cette surface, sont égales.
g VIII. — Démonstration du théorème de Minding.
Au moyen des propositions qui précèdent, on peut démontrer d'une manière intuitive le théorème de Minding sur la disposition des droites qui peuvent être les résultantes uniques du système des forces.
Considérons un point M quelconque du corps, et cherchons la condition pour que les forces appliquées au corps se réduisent à une résultante unique passant en ce point. Supposons que Ton ait réduit les forces du système à une résultante unique passant en M et aux trois couples dont les bras sont les axes de l'ellipsoïde central du point M. Pour que les forces se réduisent à une résultante unique passant en M, il faut évidemment que le corps ait été amené dans une position où les trois couples se détruisent. Or, nous avons vu que, si Tellipsoïde central n'est pas de révolution, cela ne peut arriver que pour quatre positions du corps, celles pour lesquelles les bras des trois couples principaux ont même direction que les forces, et que ces positions sont deux à deux symétriques par rapport à l'ellipsoïde central. A ces quatre positions correspondront quatre positions de la résultante générale, symétriques deux à deux par rapport à l'un des axes de l'ellipsoïde central. Ainsi,
Étant donné un point quelconque U, il y a en général quatre, et seulement quatre, positions du corps pour lequel le système des forces se réduit à une résultante unique passant en M. Les quatre résultantes qui passent en M sont deux à deux symétriques par rapport aux axes de l'ellipsoïde central.
Les conclusions précédentes ne sont plus entièrement exactes si l'ellipsoïde central du point M est de révolution. On sait que cela aura lieu pour tous les points de deux courbes situées dans les plans des xy et des zx. Nous avons vu, en effet, que les directions des axes de l'ellipsoïde central sont celles des normales aux trois surfaces homofocales du système défini par l'équation
et que les inverses des carrés des axes sont proportionnels aux paramètres des trois surfaces homofocales qui passent au centre de l'ellipsoïde. Il faut donc chercher le heu des points de l'espace pour lesquels l'équation qui détermine les paramètres des surfaces homofocales a deux racines égales, et ce lieu bien connu se com-
pose de deux courbes réelles
(50) îf z^_ ] œ' ^ _
qui sont une ellipse et une hyperbole, focales du système des surfaces. C'est donc pour les points de ces courbes que l'ellipsoïde central sera de révolution, son axe étant la tangente à la focale au centre.
Or, quand l'ellipsoïde central est de révolution, on sait qu'il y a une infinité de positions dans lesquelles les couples se détruisent, et que toutes ces positions se déduisent de l'une d'elles B , en prenant le symétrique de B par rapport à un diamètre quelconque de l'équateur. Il y aura donc une infinité de positions du corps pour lesquelles les forces se réduiront à une résultante unique, et toutes les positions de la résultante unique dans le corps seront les symétriques de l'une d'elles ^ par rapport à un diamètre quelconque de l'équateur. Toutes ces positions symétriques engendrent évidemment un cône de révolution, contenant la droite § et ayant pour axe l'axe même de l'ellipsoïde, c'est-à-dire la tangente à la focale. Ainsi
Il y a une infinité de positions du corps pour lesquelles le système des forces se réduit ci une résultante unique passant par un point de l'une des deux focales, et le lieu de toutes ces résultantes uniques dans h corps est un cône droit ayant pour axe la focale.
Ce résultat, rapproché du précédent, fait prévoir le théorème de Minding, mais ne le démontre pas entièrement. Il suffira d'ajouter quelques mots. Considérons un point quelconque du plan de l'une des deux focales, par exemple, un point M situé dans le plan des zy^ mais non sur la focale qui est dans ce pjan. Supposons que l'on parte de ce que nous avons appelé l'état initial des forces, c'est-à-dire de cet état où la résultante est dirigée suivant 0^^ et les forces des deux couples de bras Ox,0y dirigées suivant ces bras.
Si, dans cet état, on veut faire la réduction pour un point M du plan des yz, le couple introduit par la translation de la résultante ne changera nullement la direction des forces du couple dont le bras est perpendiculaire au plan des ijz; en sorte que, la résultante étant située dans le plan des yz, les deux couples principaux, dont les bras sont dirigés dans le même plan, auront leurs forces situées aussi dans ce plan, et le couple dont le bras est perpendiculaire à ce plan aura ses deux forces dirigées suivant le bras. Ceci étant admis, il est clair que les rotations qui amèneront les couples à se détruire seront soit des rotations autour du bras parallèle hOx, soit un renversement autour d'une droite au plan des yz. Tous ces mouvements laisseront la résultante générale, qui deviendra la résultante unique, dans le plan des yz. Ainsi,
Pour tout point du plan de l'axe des focales li appartenant pas à la focale^ les positions de la résultante unique sont situées dans ce plan.
Le théorème de Minding est une conséquence évidente de ces propositions. Car soit un point M en dehors du plan de Tune des focales, et soit R la direction de l'une des résultantes uniques passant en M , cette direction ne peut rencontrer le plan de la focale qu'en un point de la focale, puisque, si elle le rencontrait en un point non sur la focale, elle devrait être tout entière dans ce plan. Ainsi toute résultante unique qui n'est pas dans le plan de l'une des focales, la rencontre. Elle la rencontre aussi évidemment si elle est dans son plan. Nous avons donc le théorème suivant :
Si Von amène le corps dans les positions où les forces se réduisent à une résultante unique, les lignes d'action de ces résultantes uniques vont toujours rencontrer deux courbes fixes du corps, qui sont une ellipse et une hyperbole, focales l'une de Vautre.
Il ne sera pas inutile de confirmer cette proposition par un calcul direct, qui nous permettra d'obtenir d'autres résultats.
Supposons que, parlant de l'état initial, celui où les seules coordonnées qui ne soient pas nulles sont X.^ , Y^ , Z„ , on change
d une manière quelconque la direction des forces par rapport à celle du corps.
Si a , b , c; a' , b' , c' ; a" , b" f c" désignent les cosinus de trois directions rectangulaires, on aura, pour les projections de la résultante et pour celle des deux couples de bras Ox, Oy, les valeurs
Aq = CLq, 1q =r c Zq, Lq = C Zq,
auxquelles on peut joindre
Voyons ce que deviennent ces expressions pour un point quelconque M {x, y, z) de l'espace, lorsqu'on transporte l'origine en ce point. En appliquant les formules (33), on trouve
Xq = cZq, Yo:^C^o, Zo=cZq,
[ \x — XxCl — ex Ùq^ \x — AajCî — C X /jQ,f Lix — XxOi — c XLq ,
(51) X^r=:Y,6-cî/Zo, Yi;r=Y,&'-c'?/Zo, Z^ = Y,6"-c"|/Zo,
en sorte que, dans la position actuelle des forces et des axes coordonnés, les sommes des moments par rapport aux trois axes ont pour valeurs
/L'=Y,b"-(c"?/-c';2)Zo,
(52) M' = — X^ft" + {d'x — C2)Zo, (n' =X,,a' -Y,jb + {cy — c'x)Z,,
et les projections de la résultante générale sont
(.53) X' = cZo, Y'=c'Zo, Z'=c"Z,.
Pour que le point M, qui est la nouvelle origine, soit un point de l'axe central des moments du système des forces, il faudra que l'on ait
ou
On devra donc avoir, si l'origine est un point de Taxe central
/ L' = c(Y,fl'— X.&),
(54) M'^c'(Y,a'-X,6), ( N'r:rc"(Y,a'-X.&),
et ces équations peuvent s'écrire
( {c'z - d'y)l, = - ¥Y, + c Çï,a' - X.&),
(55) {c"x- cz)Z, = X^a" + c'(Y,a' — X,b),
1 {cy-c'x)Z, = Yyb- X.a + c"(Y,a' — x;&).
D'ailleurs, l'axe central étant parallèle à la résultante générale, il sera déterminé si l'on connaît x, y, % et c, c', c", qui sont les cosinus des angles qu'il fait avec les axes. Il faudrait donc éliminer des équations précédentes, pour avoir les propriétés de l'axe central, «,6, a', 6', a\h\ qui dépendent d'une arbitraire lorsque c, c', c" sont donnés; et comme les trois équations précédentes équivalent à deux, il restera une seule équation entre x^ y, z, c, c\ c\ L'axe central des moments appartiendra donc à un complexe de droites.
Pour former l'équation de ce complexe, élevons les équations précédentes au carré et ajoutons-les. Nous trouverons, en tenant compte des relations les plus simples entre les neuf cosinus,
(56) ic'z-c''yy + {c"x-czy-h{cy-c'xy^^-c' + ^c'\
A, A' désignant, d'après nos notations, A=X^., A'=Yy. L'équation précédente, ne contenant plus que les éléments qui définissent l'axe central, est l'équation d'un complexe du second ordre que l'on a déjà étudié. (Voir le travail de Painvin sur un complexe particulier du second ordre, dans les Nouvelles Annales.) On peut le définir comme le lieu des droites d'intersection de deux plans tangents rectangulaires menés respectivement aux deux focales déjà considérées. Ainsi, Lorsque le corps occupe toutes les positions dans l'espace,
l'axe central des moments prend dans le corps la situation de toutes les droites d'un complexe du second ordre, jouissant de la propriété commune cjue les plans tangents menés par elles aux deux focales de Minding sont rectangulaires.
Si l'on veut, de plus, qu'il y ait une résultante unique, il faudra écrire les équations
L'=0, M' = 0, N' = 0, ce qui se fera en adjoignant aux équations (55) la suivante
qui exprime que le couple résultant est nul. Les deux premières équations (55) deviendront
Z{C'Z—C"IJ) = - &%, Z,{C"X — CZ) zzz «X,
et l'on en déduit
{cz—c"yY {c"x — czf 1 / .2 , ,m * / 2 , -n
ou
(57) A{c'z—c"yy + A' {c"x-czy = ^{c' + c").
Cette équation, jointe à l'équation (56), définira la congruence des droites, lignes d'action d'une résultante unique. On voit que cette congruence est du quatrième ordre et de la quatrième classe; c'est-à-dire que, par tout point de Tespace et dans tout plan, il y a quatre droites satisfaisant à la condition proposée. Combinons les équations (56), (57) de manière à faire disparaître le terme (c'z — c"y)\ Nous aurons
(A' — A){c"x-czy~A{cy-c'xY=:-^^^' 7^^(^''
Cherchons le point où une droite quelconque de la congruence coupe le plan des y z, et pour cela faisons dans l'équation précédente a? = 0. Nous trouverons
(A — A')2^ + Af =
Zl
où
ce qui est l'équation de Tune des focales. Toutes les droites rencontrent donc la focale située dans le plan des t/z, et l'on démontrerait de même qu'elles rencontrent la focale située dans le plan des z. C'est le théorème de Minding.
On voit comment il se fait que ces axes appartiennent au complexe des axes centraux des moments. Les plans tangents aux focales aux deux points où elles sont coupées par une droite sont bien rectangulaires.
§ IX. — Des axes principaux de rotation de Môbius.
Mobius a donné le nom d'axes principaux de rotation à des droites jouissant de la propriété suivante : Quand le corps tourne autour de ces droites, le système des forces peut toujours être remplacé par deux forces, toujours les mêmes, appliquées aux mêmes points de cet axe, en sorte que dans toutes les positions du corps l'axe sera pressé de la même manière, ce qui constitue, comme nous l'avons fait remarquer dans l'introduction, l'analogue d'une propriété du centre des forces parallèles. Voici comment on peut établir avec Mobius qu'il existe en général deux axes principaux de rotation.
Si, dans la rotation du corps autour d'un axe, le système peut être réduit à deux forces appliquées en deux points de l'axe, ou, ce qui est identique, à une force et à un couple de bras parallèle à l'axe, c'est dire que, dans toutes les positions que le corps peut prendre en tournant autour de l'axe, le système des forces sera tenu en équilibre par une force et un couple de bras parallèle à l'axe. Il faut donc exprimer qujen introduisant une force nécessairement égale et de sens contraire à la résultante générale et un couple de bras parallèle à l'axe, le nouveau système ainsi obtenu admet l'axe donné pour axe d'équilibre.
Rapportons le système des forces à trois axes rectangulaires. Soient A, B, G les composantes de la résultante générale, et
les équations de la direction de l'axe. Il faut qu'en introduisant une force de composantes — A, — B, — G, appliquée en un point (^0 1 Vo i ^o) de l'axe, et un couple de force ^ , yj , J^ , et de bras dont les projections seront p, q, r, \° le système soit en équilibre; ^^ que cet équilibre subsiste quand le corps tournera autour de l'axe fixe. Exprimons cette double condition en appelant X.^. , X^ , X, , Y^ , . . . les coordonnées du système donné des forces, les conditions pour qu'elles soient tenues en équilibre sont les suivantes
fBx, — kîJo-^^q — -qp + X,j — Yy = 0, (o8) \cy,-Bz, + •^r-i;^ + Y. -Z, =0,
( A^o — Ca7o + 'Çp —^r ~h Z^ — X, = Q .
Pour exprimer maintenant que l'équilibre subsiste quand le corps tourne autour de l'axe, il faut substituer dans les formules (4) les valeurs que prennent les coordonnées X^., X^,..., quand au systèine des forces données on ajoute la force — A, — B, — G et le couple de bras p, q, r et de force B^, -q/Q. I^es nouvelles valeurs sont
/ X; =: X^. + ^p—Ax, , Y'^=Y^-i-rtP~Bx,, Z; = Z^ + Kp—Cx, ,
(59) Y;=zX, + ^g-A|/o, Yl = Y, + r,q-By,, Zl = Z, + Kq-Cy,, [x: = \, + ^r-Az,, Y:=Y,+-qr-Bz,, z:=Z, + ^;r-C^o• Si l'on pose, pour abréger,
/ E=pX,+ qX,+ rX,-p{X, + Y, + Z,),
(60) H'=iîY, + îY, + rY, — ^(X,. + Y, + Z,), ( E"=: pZ, + qZ, + rZ, — r(X, + Y^ + Z.-),
les équations (4), après qu'on y a substitué à la place de X.^, ... les valeurs définies par les formules (59), deviennent
f H + pika},-hBy,'hCZo) — A{px, + qyo-^rz,) + q{^q—rip)—r(;Cp-'çr) = 0,
mn'-hq{kx, + By, + Gz,)—B{px,-hqyo-hrz,)-i-r{r,r—'Cq)—p{^q—r,p)=0,
[II" -h r{tiXo + By,-i-Qz,)—C{px, -h qy, + rz,)+p(Çp~'ir)-q{r,r—iÇq) = 0,
Ces trois équations, jointes aux formules (58), expriment toutes les conditions nécessaires et suffisantes.
Si l'on multiplie les équations (58) par r, 2?, q respectivement, et qu'on les ajoute, on en déduira une première équation ne contenant pas H , -/] , ^ ,
(62) A{qz,—ryo) + B{rx,—pz,) + C{ptJo—qoc,) + L =: 0, oii l'on pose
Si des mêmes équations (58) on tire les valeurs des binômes Eq — 7]p, etc., et qu'on les porte dans les équations (51), on obtiendra les trois équations
fK + B{py, — qx,)-C{rx,—pz,) = 0,
(64) j K'+ C{qZo~ry,)—k{py, — qx,) = 0, {K''+ A{rx, — pz,) — B{qz, — ry,) = 0,
où l'on a posé
( K = — ^(X, + Y, + Z,) + ^X, + § Y, + rZ,,
(65) K'= - ç(X, + Y, + Z.) + pX, + qYy + rZ„ ( K"= - r(X, + Y, + Z,) + ;)X. + ^ Y, + rZ. ,
en sorte que les quatre équations (62) , (65) seront les seules auxquelles doivent satisfaire les six quantités x^, z,^, y^fP, q , r. Si l'on connaissait ces six quantités, les équations de Taxe cherché seraient
X — Xq y î/q z Zq .
cet axe ne semble donc pas être déterminé. Mais remarquons que les quatre équations ne contiennent que les expressions
P^ Q, r, py. — qx,, rx,—pz,, qz^ — ry,,
c'est-à-dire ce que Plûcker a appelé les coordonnées d'une droite. Chacune d'elles représente un complexe linéaire. Elles détermineront donc, à elles quatre, deux droites sur chacune desquelles le point x^, ya, z^ sera pris arbitrairement.
On peut, du reste, achever le calcul d'une manière assez élégante. Multiplions les équations (64-) par A, B, G, et ajoutonsles; nous aurons une première équation
OG) AK+BK' + CK
linéaire et homogène en p,q, r .
Multiplions ensuite Téquation (65) et les deux premières (64-) par — G , B , — A . et ajoutons-les. Nous trouverons
/ (p2^o — îa;o)(A^ + B^ + C^) = BK— AK'-GL, \ et) de même
f (^;^o — ^'î/o) (A'-hB" + C^) = CK'— Br-AL, \ (ra?o-p2:o)(A'+B^ + G^)r=AK"— GK — BL,
En portant dans l'équation (62) les valeurs des binômes Pl/o — qsc^ , etc. , nous aurons
(68) K(Br-C^) + K'(GiJ— Ar) + K"(A^-B;)) — L(Ai/+Bg+Gr)=0,
équation homogène du second degré en p, q,r, qui, jointe à l'équation (66), donnera pour p , q^ r deux systèmes de valeurs. Les équations (67) feront ensuite connaître les autres coordonnées de l'axe, et les formules (58) détermineront autant quelles peuvent Têtre ^ , y] , ^.
Il est clair que le couple ne peut pas être complètement déterminé; car toutes les conditions du problème ne cesseront pas d'être satisfaites, si l'on ajoute deux forces égales et contraires appliquées en deux points de l'axe et ayant la direction de cet axe. G'est ce qui explique pourquoi ^ , t] , (^ , ne sont pas complètement déterminés.
g X. — Lieu des axes principaux de rotation dans toutes les positions du corps.
Proposons-nous maintenant, après avoir déterminé les axes principaux de rotation dans une position particulière du corps, de trouver le lieu de ces axes quand les forces changent de position par rapport au corps.
A cet effet, considérons une droite quelconque D, et cherchons à quelles conditions elle doit satisfaire pour pouvoir devenir un axe de rotation. Remplaçons le système des forces par une résultante appliquée en un point M de D, et par trois couples de bras perpendiculaires, Fun des couples ayant son bras dirigé suivant la droite D.
îl faut qu'en introduisant une force appliquée en M, qui détruira la résultante générale, et un couple de bras dirigé suivant D, le corps puisse être amené dans un état d'équilibre qui persistera après un« rotation quelconque de la droite D. 11 faut donc que l'ellipsoïde central du point M, après qu'on aura introduit ce couple de bras dirigé suivant D, devienne de révolution autour de la droite D.
Or, pour qu'il en soit ainsi, il faut évidemment que les forces des couples de bras perpendiculaires à D soient égales, quels que soient du reste ces deux bras, pourvu qu'ils soient perpendiculaires, et comme ces forces sont inversement proportionnelles aux rayons de l'ellipsoïde central primitif, on voit que l'ellipsoïde central du point M devra être tel que sa section normale à la droite D jouisse» de la propriété que deux quelconques de ses rayons soient égaux quand ils sont perpendiculaires, ce qui exige que cette section soit un cercle. Ainsi
ToîUe droite susceptible de devenir un axe 'principal de rotation doit être perpendiculaire à l'un des plans cijcliques de Vellipsoide central de Vun de ses points, et par conséquent doit être une génératrice rectiligne de l'une des surfaces homo focales déjà considérées, qui ont pour focales la courbe centrale.
Je dis que, réciproquement, toute droite ainsi définie peut devenir un axe principal de rotation. En effet, je réduis le système des forces à une résultante passant par un point M de cette droite et à trois couples : l'un dont le bras est dirigé suivant la droite, les deux autres dont les bras sont normaux à la droite et normaux entre eux. Les bras de ces derniers couples étant conjugués par rapport à l'ellipsoïde central, en vertu des équations (11), les forces de ces deux couples sont normales. Je
puis donc faire tourner le corps de telle manière que les forces égales de ces couples prennent les directions des bras, l'une des forces étant dirigées vers le centre et l'autre en sens contraire. Si dans cette situation des forces, j'applique un couple égal et contraire à celui qui a son bras sur la droite D , et une force détruisant la résultante unique, j'aurai un équilibre qui ne sera pas troublé par une rotation autour de D. Car lorsqu'on suppose que ce mouvement se produit seul, on peut faire tourner l'un des bras des couples de 90° autour de l'axe de rotation D sans changer l'effet de ce couple, et alors les deux couples ont même bras des forces égales et contraires, et se détruisent toujours.
Ainsi, il y a toujours une position du corps pour laquelle l'une des droites défmies devient un axe principal de rotation.
Un calcul assez simple conduit aussi au même résultat. Supposons le corps placé dans l'état initial; nous allons exprimer qu'en introduisant une force égale et contraire à la résultante et de point d'application x^,y^,z^, et un couple de force X^ , Y, , Zj , et de bras x^,y^,z^, l'ellipsoïde central du nouveau système a un axe de révolution parallèle au bras du couple. Il est clair, en effet, que, si cette condition est remplie, on pourra donner au corps une position telle que l'équilibre existe et ne soit pas troublé par une rotation autour de toute droite parallèle à l'axe de révolution, c'est-à-dire au bras du couple. Si donc on effectue une rotation autour de la droite parallèle à cet axe, menée par le point ^0 ) ?/u j "o > l'équilibre ne sera pas troublé, et la droite définie par les équations
x — x, y — Vo z—z^
Xi î/i Zj
sera un axe principal de rotation. ,
Si l'on introduit la force et le couple déjà définis, l'équation de l'ellipsoïde central du nouveau système sera
(c^x--bxY + {XoZ + y,y-hZo^Y+'^iaK^x-t^'Y^y) {xx^+yy^+zz,)
I +f{xx^+yy^-\-zz,Y—'^l,{xx,+yy,-\-zz,) {xx,+yy,+zz,) = — ,
où Ton a posé, conformément aux notations précédentes.
Il faut exprimer que cet ellipsoïde a pour directions principales toutes celles qui sont perpendiculaires au bras du couple introduit.
Si une direction est définie par les équations
il faudra exprimer que l'ellipsoïde a pour directions principales toutes celles qui satisfont à TéquaLion ,
(70) xx^-\-xjy^ + tz^^=^^.
Écrivons, en tenant compte de cette condition, les équations qui définissent les sections principales; nous aurons
ié — i)x + (a?a?o + ijijç, + ^Zo)a?o + x^a.x\^ + a' «/Yj— 2 Z^ {xx^ + yy^ + zz^ = 0 ,
(a''— s)y + {xx, + yy, + 2^0)^0 + ^Jl[c^ocX^ + a'«/Y,— 2 Z^ {xx, + yy^ + zz,)] = 0,
— sz + {xx, + yy^ + zz,)z^ + z~[ax\^ + a'îjY^—'^Z^ {xx^ + yyo + -^^o)] = 0 .
Désignons par X, f/., v trois arbitraires telles que Ton ait
(7'J) 'kXi-\-[xyi + ')Zi = 0,
ajoutons les équations précédentes, après les avoir multipliées par A , fx , V ; il restera
(a^ — s)Xx-h{a'^ — s)\).y — svjS
-h{xx,-hyyo-h2Zo){'kx,-hiiyo + ^y;)=zO.
Cette équation, pour une valeur déterminée de 5, doit être identique à réquation (70), ce qui exige que Ton ait
(a^ — S)X + Xo{'kXf^+ lJ.yo-h^)Zo) — hXi=zO,
{a'^—s)[i.-hy^ÇkXo+[xyo + ^fZo) — hyi = 0, — s ^ + Zo{XXq+ [xy^ + ^Zo) — hZi = 0.
Éliminons h entre ces équations, et pour cela multiplions-les
par des arbitraires X', y,', v', telles que l'on ait
(72) rx, + [j.'yi + ^'z,^0.
Nous aurons l'équation
{ot.^—s)Xk' + (a'^ — s)iV - svv'
qui devra être satisfaite pour toutes les valeurs de X , jjt, , v , X' , y.' , v' satisfaisant aux équations (71), (72). En faisant des hypothèses telles que celles-ci
X = 2/i5 ix = — a?!, v = 0,
nous en déduirons les équations suivantes,
(a' — s)y^Zi — {cc,yi—yç,Xi) {z^œ^ — ocoZ^) = 0,
(a' 2— s)x^Zi — {x,yi—yoXi) {y.z^ — z,yi) = 0,
— s x^y^— {z,x^—x,z,) {y,Zi — z,y,) = 0.
En résumé, si nous remplaçons x^, y^, z^ par a; , ?/, s ; iCi , y^, z^ par p , ^ , r, les équations de Taxe principal de rotation seront
X, Y, Z désignant les coordonnées d'un point variable: a?, y^ z, p, q, r seront liées par les équations
(a^ — s)qr — {py — qx) (rx—pz) = 0,
(a'^— s)pr — ipy — qso) {qz — ry) = 0,
— s pq — {rx — pz) {qz — ry) =: 0,
et, en éliminant 5 , on aurait deux équations définissant une congruence de droites. On tire des équations précédentes
py-'qoo = ^r~, qz—ry=p-^ -, rx—pz=q-rT—^
où l'on a posé
H = y-s{a.'-s){oi."-s),
En éliminant p, q, r entre ces trois équations, on trouve
Cette équation exprime qu'un point de la droite est sur la surface homofocale de paramètre s. Ce point étant d'ailleurs un point quelconque de la droite, puisque les équations (71) ne contiennent que les coordonnées d'une droite, on voit que l'axe principal est bien une génératrice rectiligne de la surface de paramètres.
C'est le résultat auquel nous avons été conduits par la géométrie.
g XI. — De la réduction par l'emploi de la composition des forces parallèles.
Nous avons, dans les articles qui précèdent, développé toute la théorie en nous appuyant sur la notion de l'ellipsoïde central, qui nous paraît la plus importante dans l'étude de cette question. Nous allons maintenant montrer comment on aurait pu prendre pour point de départ la composition des forces parallèles. Cette méthode nous donnera du reste, par la comparaison avec la précédente, quelques résultats nouveaux.
Considérons les composantes des forces parallèles à une direction donnée, c'est-à-dire les projections orthogonales sur des parallèles à cette direction, menées par les points d'application des forces, et cherchons le centre de ces forces parallèles. Soient a,b,c les cosinus des angles que fait leur direction avec les axes, supposés rectangulaires. Si nous désignons par R la résultante, les théorèmes connus et l'application du théorème des moments nous donneront les trois équations
!R = Xott + Y06 + Z0C, Ry^=Xya-^Y,jb + lyC, R Zi= X, a + Y= & + Z^ c,
x^, 1/, , 2, désignant les coordonnées du centre de ces forces
parallèles.
Si entre ces équations on élimine R, a, p , y, on trouve
réquation
1 5 Xo, Yo, Zy
•^1) -^xj 1x5 ^x 2i 5 Xj , Y- 5 Zs
qui représente un plan. Donc
Les composantes de toutes les forces du système parallèles à une direction donnée ont leur centre des forces parallèles dans un plan fixe du corps.
Il est facile de reconnaître sans calcul que ce plan est celui que nous avons appelé plan central. Car on voit que, si l'on décompose toutes les forces suivant trois directions rectangulaires, et que Ton compose en une seule les forces de chacun des trois systèmes de forces parallèles ainsi obtenus, le système entier sera réduit à trois forces, dont les points d'application seront évidemment indépendants de la position du corps, et qui seront trois points A, B, C du plan précédent. En plaçant en A des forces égales et contraires à celles qui agissent en B et C, le système sera réduit à une force unique appliquée en A, et à deux couples de bras AB, AG. Cette propriété suffit pour nous faire reconnaître que le plan qui contient les points tels que A, B , G est le plan central.
Prenons le plan central pour plan des xij. Alors, dans les formules (74), Zj devra toujours être nul, ce qui exige que l'on ait
Nous supposerons en outre qu'on ait pris pour origine le centre des composantes parallèles à la résultante générale. Les coordonnées de ce point sont définies par les formules (74), où l'on remplace a, p, Y par des quantités proportionnelles à \,Y^,Z^, ce qui donne
XqXo; + YqYj; + ZqZ^
Yo^+Z^
XoXy + Y0Y2, + ZqZj
Xa H- Yn 4- Zn
__X„X. + YoY, + ZoZ.
Xq + Yq + Zq
5-2 Nous reconnaissons le point que nous avons appelé point central [équation (35)]. En le prenant pour origine, on doit avoir
XqX^j; 4- YoYjc 4- ZqZx = 0 , XflXy + YqYj^ + ZqZj, = 0 .
Si Ton suppose que le corps ait été amené dans la position que nous avons appelée position initiale, ces équations sont satisfaites, les seules quantités qui ne soient pas nulles étant
Aa;, ly, ZlQ.
Nous conserverons les notations employées
Avec ces hypothèses, les formules (74) se réduiront aux suivantes
Ra?i = X^a,
Ryi =
On en déduit
h Zo c Y,
Cela posé, considérons les centres des composantes parallèles à deux directions rectangulaires, définies par les cosinus a , b, c , a , b' , c' . On aura, en appelant x , y , x' , y' les coordonnées des deux centres,
Cl ^0 ^ •^ 0 I
c-ïT/' 7-xf'
b Zo „. b' _ Zo ,,,
et, en écrivant la relation de perpendicularité,
XX' yy'
Celle équation exprime que les deux centres des forces parallèles sont conjugués par rapport à Tellipse imaginaire
Cette ellipse est celle que nous avons déjà considérée sous le nom d'ellipse centrale. Ainsi
Les centres des composantes parallèles à deux directions rectangulaires quelconques sont conjugués par rapport à Vellipse centrale.
Considérons maintenant les composantes parallèles à une direction perpendiculaire à la résultante générale. Elles n'auront plus de résultante, mais se réduiront à deux forces K , — K, de points d'application ^ , y] , C; ^'j "^S C- En appliquant encore le théorème des moments, on aura
Ainsi, le couple auquel se réduisent ces composantes a son bras parallèle au plan central. Supposons que l'origine de ce bras ait été transportée au point central; ^', r/ , ^' , et par conséquent ^ seront nuls et l'on .aura
(77) K? = X.a, Kri = Y,b.
a et b étant comme précédemment les cosinus des angles que fait la direction des composantes avec les axes, et c étant nul, on aura
Considérons deux directions rectangulaires, définies par les cosinus rt, b; a', 6'; les couples correspondants seront définis par les formules
Kfi = Y,b, K'y)' =Y,jb',
aa' + bb' =0.
et par conséquent l'on aura
Donc les bras des couples correspondants à deux directions rectangulaires des composantes sont deux diamètres conjugués de l'ellipse centrale.
On déduit également des formules (77) la relation
Supposons que le bras du couple soit pris égal à 1 ; K deviendra la force du couple et l'équation précédente exprime qu'une lon-
gueur égale à ^, portée dans la direction du bras, sera le demi-
diamètre de Tellipse
qu'on déduit de la courbe centrale, en changeant de signe, dans l'équation de celle-ci, le terme tout connu.
Des propositions précédentes résultent déjà plusieurs manières de faire la réduction des forces appliquées à un corps solide.
Supposons d'abord qu'on décompose chacune de ces forces en trois autres, parallèles à trois directions rectangulaires. En composant séparément les trois systèmes de forces parallèles ainsi obtenus, toutes les forces du corps seront remplacées par trois forces rectangulaires appliquées en trois points du plan central. De plus, les directions des forces étant rectangulaires ^ ces trois points seront les sommets d'un triangle conjugué par rapport à la courbe centrale.
Si l'une des trois directions rectangulaires est parallèle à la résultante générale, les forces pourront être remplacées par cette résultante générale, appliquée au point central, et par deux couples, dont les forces seront perpendiculaires entre elles et à la résultante générale, et dont les bras seront dirigés suivant deux diamètres conjugués de la courbe centrale.
En particulier, si les deux diamètres conjugués choisis sont les axes de la courbe centrale, on aura la réduction à une force et à deux couples dont les bras sont perpendiculaires en même temps que les forces. C'est le résultat qui a déjà été obtenu par la première méthode.
La propriété qu'a le système des forces de pouvoir être repré-
sente, et d'une infinité de manières, par un système de trois forces rectangulaires appliqués aux trois sommets d'un triangle conjugué, va nous conduire sans effort à une propriété de l'ellipsoïde central déjà démontrée.
Si nous désignons par R, , R^ , Rj les grandeurs des trois forces ; par a?, , y 1 5 2^1 ; ^2 , y^ , 2^2 ; ^3 ? Hz ? '^■i les coordonnées de leurs points d'application ; l'équation de l'ellipsoïde central d'un point quelconque, qu'on peut supposer pris pour origine des axes coordonnés, sera, d'après la formule (16),
( Rf {xx^ + yyi + zz,Y + R| {oGx,^-hyîj,^ + zz,J
{ -^Vilixx^-^-yy^ + zz^Y^^i.
Cette forme d'équation nous apprend que les plans
xx^ + yy^ + zz^ = Q, xxs + yys-hzzs = 0,
per^ ndiculaires aux droites qui joignent le centre de l'ellipsoïde aux trois plans d'application, sont trois plans diamétraux conjugués de l'ellipsoïde, et par conséquent que les droites qui joignent le contre aux trois points d'application des forces sont trois directions conjuguées dans le cône supplémentaire du cône asymptote de l'ellipsoïde central. Gomme elles sont aussi évidemment conjuguées dans le cône ayant pour base la centrale, il en résulte que ces deux cônes coïncident.
Le cône asymptote de V ellipsoïde central d'un point quelconque est supplémentaire du cône de même sommet ayant pour base la focale, et par conséquent il doit avoir les mêmes axes, qui sont les normales aux surfaces passant par le point et ayant pour focale imaginaire la courbe centrale.
Ainsi se trouvent démontrées géométriquement les propriétés de l'ellipsoïde central que nous avions d'abord obtenues par un calcul direct.
Nous terminerons ce qui concerne les projections orthogonales des forces sur une direction déterminée par la démonstration
d'une relation entre la direction choisie et le centre des forces parallèles correspondant à cette direction.
Soient a, b, c, a' , b' , c' les cosinus définissant deux directions quelconques, et x, y, x' j if les coordonnées des centres correspondants à ces deux directions. On aura
(79) - = ^4-co, ^ ^"
et par conséquent
/p^'-' Vi-'i'^' \/i^l
et de même
\^^>^' V^^^^-^^ Vv-^^^^^
et par conséquent, en désignant par V l'angle de ces deux directions,
(81) cosV=«ft'+&&' + cc'
Si l'on se reporte aux définitions de l'article (8), on voit que cette formule peut se traduire ainsi :
Appelons image d'une direction le centre des composantes parallèles à cette direction, c est-à-dire des projections orthogonales des forces sur des parallèles à cette direction passant par leurs points ^application. L'angle de deux directions quelconques sera égal à la distance de leurs images, évaluée par rapport à la courbe centrale. La relation entre une direction et le point qui lui sert d'image sera défini par les formules (79), (80).
En particulier, l'angle d'une direction avec la résultante générale sera égal à la distance du point, image de cette direction, au centre de la conique centrale, et la grandeur de la force ayant son point d'application en un point quelconque du plan central sera égale à la résultante générale multipliée par le cosinus de la distance de ce point au centre de la conique centrale.
g XII. — Étude des cas où les décompositions des forces cessent d'être faites parallèlement à trois directions rectangulaires.
Dans l'article précédent, nous n'avons considéré que les décompositions qui se font, pour chaque force, suivant des directions rectangulaires, et les projections orthogonales de ces forces. Mais il est clair qu'au lieu de considérer des décompositions aussi particulières, on peut se proposer de décomposer chaque force suivant trois directions fixes non rectangulaires, et par conséquent d'étudier les projections des forces faites sur des parallèles à une direction fixe, passant par leurs points d'application, parallèlement à un plan fixe quelconque, qui ne sera pas nécessairement perpendiculaire à la direction sur laquelle on projette. Ce nouveau genre de décomposition, beaucoup plus général que celui que nous avons étudié d'abord, n'exige pas, heureusement, une étude nouvelle, et se ramène aisément au précédent.
Considérons, en effet, les projections des forces faites, dans deux cas différents, parallèlement à un même plan fixe P, mais sur des parallèles à deux directions différentes d, d'. Il est clair que, dans ces deux cas, les composantes d'une même force sont proportionnelles; on obtiendra donc le même centre des forces parallèles, et par suite le centre des forces parallèles, dans ces projections obliques, ne dépend que du plan (P) parallèlement auquel on projette, et est le même que si Ton projetait les forces sur des perpendiculaires à ces plans.
Ce point étant admis, supposons qu'on projette les forces sur une direction donnée t^, parallèlement à un plan P. Le centre de ces composantes parallèles sera le même que si Ton avait projeté orthognnalement sur la direction d' perpendiculaire au plan P; il sera donc au point B', que nous avons appelé Timage de cette direction d' .
Dans les deux décompositions, l'une oblique sur les droites parallèles à c?, l'autre orthogonale sur les droites parallèles à d', les deux composantes d'une même force sont toujours dans un même rapport, celui de 1 au cosinus de l'angle (d, d') des deux directions d, d'. Les résultantes seront donc dans le même rapport, et, en appelant P^, P^^ ces deux résultantes, on aura
Cette formule se transforme aisément. Appelons o le point qui est l'image de la direction d, comme o est l'image de la direction d' . En vertu de la propriété établie à l'article précédent, on aura
idd') = ^h',
0 0 désignant la distance des deux points évaluée par rapport à la courbe centrale. Nous aurons donc
COSÔÔ
Enfin, si nous remarquons que, en vertu de la propriété établie à l'article précédent, on a
P^, = ZoCosOS'.
Od' désignant la distance de o' et du point central 0, nous obtiendrons la formule définitive
Cusoo
Ainsi toutes les questions relatives aux décompositions obliques, dans lesquelles on projette les forces sur les parallèles à une
direction d parallèlement à un plan P ou perpendiculairement à une droite d', se résolvent par l'emploi des deux points 3,8', images de ces deux directions. La résultante est appliquée au point §', et sa grandeur est donnée par la formule (82).
D'après cela, imaginons que l'on décompose les forces parallèlement à trois directions fixes d^, d.^, d^, formant un trièdre quelconque, et soient Oj , S^ , 03 les trois points images de ces directions. Considérons, en même temps que le trièdre des directions di,d^,d^y le trièdre supplémentaire , dont les arêtes ont les directions dî , c^2 , c?3 , les indices étant choisis de telle manière que les directions di, dî, soient perpendiculaires quand les indices sont différents. Soient ol, 02, 03 les points du plan central, images de ces directions. La distance oi o^^ évaluée par rapport à la courbe centrale, étant égale à l'angle des directions 0?,, di^, sera toujours égale à un quadrant, si i et k sont différents. C'est dire que le triangle 0ÎS2O3 sera le triangle polaire de o^l^l^., et cela de telle manière que o^ , par exemple, ait pour polaire o^ ol, et ol pour polaire §2 §3. Les résultantes des trois systèmes de composantes seront appliquées aux trois point oî, oâ, B3 , et leurs grandeurs, si on les désigne respectivement par {d) , {d^ , [d^ , seront données par les formules
^ ^ ^^ °cos(3i§;) ^ ^^ "005(02 §2) "003(3383)
déduites de la formule (82).
Le triangle §1 02 Sa pouvant être choisi arbitrairement, il en est de même de son triangle polaire. On voit donc que fon pourra réduire le système à trois forces appliquées en trois points quelconques^ non en ligne droite, du plan central.
On le voit, cette généralisation des notions d'angles et de distances, due à M. Cayley, généralisation qui, par son importance et son intérêt, mérite de devenir de plus en plus familière aux géomètres, nous permet de présenter d'une manière intuitive, et sous une forme relativement simple, les résultats d'un calcul qui, sans elle, n'aurait aucune signification. Nous croyons que l'emploi
de ces notions généralisées peut rendre de grands services dans rétude d'un très grand nombre de questions de géométrie.
Après avoir réduit le système des forces à trois forces appliquées en un point quelconque du plan central, nous allons indiquer comment on passerait de cette réduction à celle qui nous a servi de point de départ, et où les forces sont remplacées par leur résultante unique, appliquée en un point quelconque, et par trois couples de bras dirigés suivant trois droites quelconques.
Soient a, b, des points d'application de ces trois forces, dont nous désignerons les grandeurs par A, B, G. Il est clair que la composition des trois forces, transportées en un même point, donnerait la résultante générale R. Si donc, en un point quelconque m du corps, nous appliquons R et des forces — A , — B , — G , égales et contraires à A , B , G , ces quatre forces se feront équilibre et pourront être introduites sans que rien soit changé à l'effet des forces, dans toutes les positions du corps. On aura donc, en les introduisant, une force unique R, appliquée en m , et trois couples ( — A , A) , ( — B , B) , ( — G , G), c'est-à-dire trois couples de bras ma , mb ^mc, et de forces A, B, G. G'est la réduction qui nous a servi de point de départ, mais que, pour plus de netteté, nous n'avons étudiée ensuite qu'en supposant rectangulaires les bras des couples.
Il est vrai que, dans la méthode que nous venons de suivre, les forces des couples ont leurs points d'application dans le plan central; mais rien n'empêche de multiplier les bras par un nombre quelconque, de les ramener à l'unité, par exemple, à la condition de réduire les forces dans le rapport inverse. G'est donc absolument la même réduction que celle qui nous avait été donnée d'une première manière.
Mais la méthode que nous venons de suivre nous donne un résultat nouveau. On voit, en effet, que, si l'on réduit les forces à la résultante passant en un point m et à trois couples de bras quelconques m rt', m ^/, me', les directions des forces de ces couples sont déterminées par les points a, b, c, où les bras des couples rencontrent le plan central; elles sont les mêmes que
celles des trois composantes obtenues en réduisant le système à trois forces appliquées aux points a , b, c.
Ainsi les directions des forces de nos trois couples ne dépendent pas, à proprement parler, du point m ; pour qu'elles demeurent toujours les mêmes, il suffit que les bras des trois couples aillent rencontrer le plan central aux trois mêmes points.
Les résultats de l'article VIII, démontrés directement, sont, comme le lecteur le reconnaîtra aisément, un cas particulier et une conséquence de la proposition précédente.
g XIII. — Détermination des grandeurs et des directions des quatre forces appliquées aux sommets d'un tétraèdre quelconque, par lesquelles on peut remplacer toutes les forces du système.
Nous supposerons que le corps ait été rapporté aux axes principaux du point central, et que les forces aient été amenées dans l'état initial, celui où les seules coordonnées du système qui ne soient pas nulles sont
Aœ) l,j, Lq.
Nous avons déjà adopté les notations
XJ = A =^ Z^ a% Y,^ = A' = 74 a y,
que nous conserverons ici. Cela posé, considérons un système de quatre forces appliquées aux points A^, A;,, A3, A^, et désignons par Xi, yi, z-, les coordonnées du point A,. Nous voulons substituer aux forces du système quatre forces appliquées en ces quatre points; nous supposerons que X,-, Y,-, 1, soient les composantes de la force appliquée au point A^.
Pour exprimer que les quatre forces peuvent remplacer les forces du système donné, il faut écrire que, pour les deux systèmes, les résultantes générales et les neuf quantités que nous avons appelées X^.,..., Z^ sont les mêmes. Gela nous donne douze équations. Nous nous contenterons d'écrire celles qui contiennent
les composantes X,, et qui sont
Appelons A le déterminant de ces équations
Xi + Xg + Xg + X, =0,
X^a?! + Xa^^a + XaCCg + XiX^ = \x,
Xi2i + ==0-
rn rp rp rp
qui représente six fois le volume du tétraèdre défini par les quatre points, et appelons Al , Aâ , A3 , Al les coefficients des éléments de la première ligne, lorsqu'on développe le déterminant en l'ordonnant par rapport à ces éléments.
Les équations (84) se résolvent sans difficulté, et nous donnent les valeurs suivantes de Xj , X^ , X3 , X^
AX,==X
' dx.
AX, = X
A X, — Xx
dx.
AX.r=X.
En résolvant de même les équations qui contiennent les composantes Yi, Zi, on formera le tableau suivant
AX,r=:X,
<?A dXi
AY, = Y
àyi'
az, = ZoA;.
La question est donc résolue ; mais nous allons interpréter les résultats obtenus, et en déduire les conséquences.
Remarquons d'abord que les valeurs de X^ , Y» , Zj ne contiennent les coordonnées de Aj que dans le dénominateur commun A. Donc la direclion de la force en un sommet quelconque du
télraèdre ne varie pas avec ce sommet, quand la face opposée demeure fixe.
Nous allons compléter ce résultat. Si dans le déterminant A on remplace a;, , ^, , z, par des coordonnées variables x, y, z, l'équation
représente le plan de la face A^AjA^, opposée au sommet Ai. Posons
Alors, si l'on cherche l'intersection de la face A^A^A^ avec le plan central, il faudra faire 2;=: 0 dans l'équation (87), et, en tenant compte des notations (88), il restera
équation de la trace de la face A^A^A^, sur le plan central. H, , Y] 1 sont donc les coordonnées du pôle de cette face par rapport à la courbe centrale. Or, en tenant compte des formules (88), les expressions de X^ , Y^ , Z^ deviennent
AX,=r=x,A;^, ay, = y.a;4-,, az^^^^ZoA;.
On a donc, en appelant a^, b^, c^ les cosinus des angles que fait cette composante avec les axes,
^h ^ s li ^0
Or, si l'on se reporte aux formules (79), qui définissent la relation entre une direction et son image, on voit que ^1, y]i sera l'image de la direction de la force appliquée au point A^. Par conséquent, la direction de la force appliquée au sommet Aj , ne dépendant que du pôle de la face A^AjA^, demeurera la même quand cette face tournera autour de son intersection avec le plan
central. Nous obtenons cette proposition, qui résume les résultats acquis :
Les directions des forces appliquées aux sommets du tétraèdre ont chacune pour image sur le plan central le pôle par rapport à la centrale de la face opposée du tétraèdre^, en sorte qu'elles demeurent toujours les mêmes quand les faces du tétraèdre pivotent autour de leurs droites d'intersection avec Je plan central.
Quant à la grandeur de ces forces, on la calculera aisément. On aura par exemple
A^(Xf + Yf H-Z|) = 11L[^ ^1 + ^^ + 1^, ou
Le radical qui figure dans le second membre a pour valeur
, y, désignant la distance au centre de la courbe centrale
cosYi
(en prenant pour base cette courbe). On a donc
V^l + Yl + l = Zo -^ -^• A cosYi
Quant à -^, c'est le rapport des volumes de deux tétraèdres
ayant pour base commune la face A^AjA^, et pour sommet
l'un le point central 0, l'autre le point Ai. Si donc on désigne par
^1 > ^2 > ^3 j h^ les distances du point central aux quatre faces,
par Hi , Ha , H3 , H^ les hauteurs du tétraèdre A^ A^ A3 A4 , on a
^ = 7j^. Par suite, les forces (A^), appliquées aux sommets A; du
tétraèdre, sont données par la formule
H,- cosY,-
Rappelons que, d'après les propriétés indiquées du point, image d'une direction, les angles qu'elles forment sont égaux aux dis-
tances des pùlcs des quatre faces par rapport à la courbe ccnlralOj distances évaluées en prenant pour base la courbe centrale.
g XIV. — Des différents cas particuliers que présente le problème étudié dans ce travail.
L'emploi de l'ellipsoïde central, qui nous a servi dans la plus grande partie de nos recherches, nous a permis de suivre une méthode de réduction qui ne subit aucune modification dans rétude des systèmes de forces particuliers. Nous allons énumérer les différents cas qui peuvent se présenter.
D'abord, si la résultante générale est nulle, l'ellipsoïde central sera le même en tous les points de l'espace. Le système sera, en général, réductible à trois couples. Il pourra se réduire à deux couples ou à un seul couple. Enfin, les trois couples pourront être nuls. Il y a encore à signaler les cas particuliers où l'ellipsoïde central serait de révolution, ou se réduirait à une sphère.
Si la résultante générale n'est pas nulle, le point central existera toujours, et le système se réduira à cette résultante appliquée au point central, et à deux couples. Le premier cas particulier à signaler serait celui où la courbe, que nous avons appelée centrale, serait un cercle, et où les focales de Minding se réduiraient à deux points. Mais, même dans ce cas, il y aurait toujours deux couples à associer à la résultante générale.
Si l'un de ces couples est nul, le système se réduira à une force et à un couple, ou à deux forces non parallèles; le plan central sera indéterminé, et sera assujetti à la seule condition de contenir le point central et d'être parallèle au bras du couple unique.
Si les deux couples sont nuls, le système se réduira à une force unique, appliquée au point central. Le plan central ne sera plus assujetti qu'à la condition de passer par le point central, et sa direction sera tout à fait arbitraire.
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SUR LE CONTACT DES COURBES ET DES SURFACES
Par m. g. DAKBOUX.
M. Kunimer a démontré que les surfaces du quatrième ordre douées d'une conique double peuvent être engendrées de dix manières différentes par le mouvement d'une conique variable assujettie à rencontrer en deux points la conique double.
Dans le cas où ces surfaces sont des cyclides générales, c'est-àdire où la ligne double devient le cercle imaginaire de l'infini, Ils coniques deviennent des cercles, et il passe, par conséquent, dix cercles réels ou imaginaires par chaque point de la surface. Cette; propriété des cyclides m'a toujours paru des plus remarquables^ les nombreuses recherches des géomètres sur les surfaces du troisième, du quatrième et du cinquième ordre nous ont fait connaître des surfaces admettant plusieurs séries de coniques; mais aucune d'elles lie contient un aussi grand nombre de séries de sections circulaires ([iie les cyclides. Il m'a semblé qu'il y aurait intérêt à démontrer rigoureusement qu'une surface ne peut admettre plus de dix séries de sections circulaires et que les cyclides sont les seules surfaces dans lesquelles ce nombre maximum de dix séries soit effectivement atteint. On verra, dans la suite de ce travail^ que la démonstration de cette proposition se déduit assez facilement des théorèmes généraux que l'on peut établir relativement aux contacts de différents ordres que peut avoir en un point donné un cercle avec une surface.
J'ai aussi étudié le contact d'une conique c|uelcouque avec une surface. Je ne connais sur ce sujet que deux iMémoires de M. Tran- D. I
le développemeni (i) en employant la suhslitalion
rt'X + b'Y ^c'
I + aX + 6 Y -H
cZ
I 4- «X -+- 6Y + rZ
rfa/z^ laquelle figurent quatre fonctions linéaires dont le déterminant [a'b" — b' a") doit être différent de zéro?
Si, au lieu de prendre d'abord les variables X, Y, on clioisit leurs combinaisons linéaires «'X + Z»'X, a"Y + b"Y ^ on voit que la substitution (2) peut être remplacée par la suivante,
/ X-i-hZ
Y + AZ I 4- «j + UqZ
Ui désignant une fonction linéaire de X,Y, et u^ une constante, cette substitution pouvant être suivie d'une autre substitution linéaire effectuée sur les seules variables X, Y.
Si l'on porte les valeurs de x, j>^, z tirées des formules (3) dans le développement (i), on aura
y,(X->-/zZ,Y + /-Z) ^ y3(X-h/ïZ,Y-4-/-Z) ^
i-+-?<i + «oZ [i -{- u^-i- UqZ)-
Désignons par le symbole A l'opération
posons, pour abréger,
et développons les diiïérents termes en nous arrêtant au quatrième ordre. Le développement de Z suivant les puissances de X, Y sera
— b — évideinineiiL de la forme
et l'on devra avoir
Us+U^H- . . . =a>,[X,Y){— M,— u,^Z-+- ul) -h (— «,)Zdy2+ Î-,Z- + y3(X,Y)(i - ?,„,) -+- Zàf,-\- r4(X,Y) + . . . .
En remplaçant Z par son développement et égalant dans les deux membres les termes du même degré, on aura
U3 := — lli 53, -+- ©2 As, -+- (p3,
U4 = ( tpo — "0 ) f 2 "*" "1 ?i ~*~ U3 Aa, — i/ 1 '^2 1(^2 — '2 Wj <p3 + ffl, A f^ -f- a. ,
OU plus simplement, si l'on pose
Les formules (4) montrent que la fonction linéaire t^, et la constante Vo sont absolument arbitraires. En ajoutant h et A, on voit que l'on a cinq constantes dont on peut disposer pour donner une iorme simple aux nouveaux termes du troisième et du quatrième ordre.
Supposons d'abord que le point O de la surface (S) ne soit pas un point à indicatrice parabolique. On peut admettre alors que fo (x, j^) a d'abord été ramené à la forme
<P2 {.x,}'] = .ry,
et l'on pourra disposer des deux constantes contenues dans Uf pour faire disparaître dans U3 les termes en X-Y, XY-, et ramener par conséquent U3 à la forme
U3 = AX^^ + DY
Tant que C&2 (x,}') et (p3(jt:,j) n'auront pas de diviseur commun, cest-à-dire tant qu'aucune des tangentes asymptotiques ne coupera
la surface en quatre points confondus en O, les constantes A et D seront différentes de zéro.
Cela posé, et pour faciliter la discussion suivante, supposons que l'on ait fait une première transformation homograpliique dans laquelle on se soit contenté d'amener U3 à la forme précédente. On aura donc
et, si Tonapplicjue la substitution (3), il faudra que, pour maintenir
à U3 la valeur
U,= AX3-f-DY^
on fasse Vi= o. Alors l'expression de U/, sera
( lT4=yi(X,Y)+XY(3AXV/H-3DYVL) ^ ' ) — (AX3 + DY3)(X/t-!-Y/0 +yoX'2Y2.
On voit donc que, au moins tant que A et D ne seront pas nuls, on pourra disposer des constantes //,, A, cDq de manière à faire disparaître soit les termes en X*, Y^, X-Y-, soit les termes en X^Y, X- Y-, XY^. On pourra donc donner à U4 l'une des deux formes
U4 = XY(BX-+CY2), U4=BX^ + CY
Choisissons, par exemple, la preuiière^ nous obtenons, pour le développement de Z,
Z=z:XY-f- AX» + DY^ + XY(BX- + GY2) -f- . . . ,
jNous examinerons à part le cas d'exception où l'un des coefficients A, D serait nul ( ^ ) .
(') La même méthode s'applique à une fonction quelconque de n variables indépendantes Xj, ..., x„. Supposons, en effet, que l'on ait obtenu le développement de cette fonction sous la forme
Pj. désignant une fonction homogène d'ordre k des variables a,, . . ., a-„. En effectuant d'abord la substitution
J — f,-+- ~, on aura
- = ?2+?a + ---- On peut maintenant remarquer que la substitution homographique la plus gêné-
Mais auparavant nous allons luonlr* r (jue, dans li; cas o\\ \ ri 1) ne sont pas nuls el où l'on n'a pas à se préoccuper d'inlroduiic des irrationnelles, on peut ramener A et ]) à être égaux à l'unité.
raie peut se ramener à la suivante,
où H„ est une constante, ?/, une l'onction linéaire et homogène des variables X^, suivie d'une seule substitution linéaire effectuée sur les seules variables X;. En cherchant le développement de Z suivant les puissances de X,, ..., X„, on trouvera, comme dans le texte,
Uj, U4 ayant les valeurs définies par les formules
U4= ?4+ 2^*1 ?3+ ?>'+ ?2^?3— ?S^?S+?0?'- (', ::= AC3., II
Voyons comment on pourra disposer des constantes contenues dans >',, de /t,, . ., /?„, ç3„ pour obtenir une forme réduite du développement. Posons, suivant les notations de la théorie des formes,
Ps= «;c== ^x= «^.r.
On disposera des constantes contenues dans i\ de manière à annuler le covaiiant linéaire
puis des constantes A,, /;„, .. ., //„, //, de manière à annuler à la fois l'invariaiit
et le covariant linéaire
( Aai^)" ( A ac')"-a^,.
Ces conditions ne sontpas impossibles, en général, et conduisent à un développement parfaitement défini. Il suffit maintenant de substituer aux variables n covariants linéaires des formes y,, Ug, U^, ... pour obtenir un développement dont tous les coefficients sont des invariants par rapport à toutes les substitutions homographiques auxquelles on peut soumettre les variables; ou bien, si l'on ne veut pas changer de variables, les invariants sont ceux du système de formes fi„, U3, U^, ....
Nous touchons ici à cette question des invariants différentiels, qui a été l'objet des
Faisons la dcriiièri.' subslitiuioiî -"^
\c dévdoppcnieiit deviendra
,3 = .ry -4 — ,r-> -^ yi -j- jry [B X'- ^ L )- \ -h ■ . . .
Or, on peut déterminer a et h par les, équations
A a"' ^^ h, D /y- 3= a , qui donneur
A'-D AD- AD
et l'on aar.i dédnilivement
( 7 ) z^ .rj + ,/ ^ -f- 1-^ + .ry ( a.i- -+- ùy- ) -f- . . . .
Cette iorme réduite est pJus siiuple que la forme (6); niais elJe n'est pas unique, car elle subsistera si l'on remplace x, j respectivement par 0x, O-y-) d étant une racine cubique de l'unité.
Si l'une des tangentes asymptotiqucs coupe la surface en quatre points confondus, on peut supposer qu'une première transformation liomograpliique ait ramené C&3 à la forme Ax^, ou plus simplement x'^ . Alors on aura
U4 — 'f!, -f- 3 X'* Y h — X}'[Xk -hY/i) ^ ^,j X^ Y^
On pourra disposer de A,^, '■^0 de manière à réduire à zéro les co(;fficients de X^ Y, X-1-, X''. La forme réduite du développement sera donc
(8) Z = XY + X^ + r^Y»X+ (^Y*-t- ....
Si l'une des constantes a ou h n'est pas nulle, on pourra même la réduire à l'unité.
importantes recherches de M. Halphen, en ce qui concerne les courbes planes et [;auches, et même les surfaces (voir Journal de Mathématiques, 3° série, t. II, et The^e sur les invariants différentiels des courbes planes); je me contenterai des dél'eloppemciits donnés dans le texte, cjui étaient indispensables pour la suite de ce tpavaiL
Si en chaque point de la suriace une tangente asyiiiptotique coupe en quatre points confondus, la surface est réglée et la forme ((S) convient pour cliaque point de la surface. Mais alors elle est beaucoup trop générale. Si nous exprimons, en effet, cjue la valeur (8) de Z satisfait à réc[uation aux dérivées partielles des surfaces gauches, qui est, comme on sait, en désignant par a, [ù^ y, c^ les dérivées du troisième ordre,
-!- 6 rst ( ry_rj — 3 ,67 ) -f- 1 2 ^^ ^ ay + 1 2 rs'^ pS
— e>c^.psf- — 67r?,yr2 — S^V.r; = o,
nous verrons Cjue tous les termes, sauf le dernier, sont au moins dutroisièmeordre,et, en égalant à zéro les termes de moindre degré, nous obtiendrons la forme réduite
(p ) z = xj -\- j:^ -h ax'" H- b x'* y H- c.r^j^,
où l'on néglige les termes du sixième ordre.
On verra de même que dans le cas d'un point parabolique ordinaire on est conduit à la forme suivante,
(10) z = .7-2 -I- j'3 -f- ayx^ -f- hj'*,
et, si la surface a tous ses points paraboliques, c'est-à-dire est développable, on trouvera
au moins tant qu'un invariant du quatrième ordre ne sera pas nuL
On peut se servir des formules réduites précédentes pour résoudre différentes questions. J'examinerai les deux suivantes.
Supposons d'abord que l'on veuille étudier les surfaces du second degré ayant en O le contact le plus intime avec la surface ( S). Soit
1' 1 2 1 z = xy -\- x^ H- j^ -f- xy ( a .r^ -f- /> r'- 1 H- . . .
le développement de z. Toute surface du second degré (Q) ayant
avec (S) un contact du second ordre sera représentée par une équation de la forme
(i3) z=: .Tj -+- z{k.x -\- ^y -h yz),
cjui donne, pour le développement de z,
(i4) z=^ xy-\- xj[a.x -{- <^y) -\- xy[(/..T-\-pyY- -{- yx^y- -\- ....
La projection de la courbe d'intersection des surfaces (Q) et (S) sur le plan des jcj a pour équation
o = x^-\-y^ — xy[ax H- ^j]
+ xy[a.r'^-\- by"^ — [ux + ^y]^ — 7-^j]+ • • -,
et elle a un point triple à l'origine, quels que soient a et (3.
On ne peut pas disposer des constantes a et (3 de manière à obtenir un contact complet du troisième ordre, mais on peut les choisir de telle manière que les tangentes au point triple soient confondues. On a alors les trois systèiiics de solutions
auxquels correspondent les trois faisceaux de surfaces
lz = xy—3z{ .r -f- J)^-73^
(l5) lzz=xy — 3z[ Qx-r- 0'^y)-\- yz^,
' z = xy — 3 z [6'^ X -h Q y) H- y z^ .
Il y a dans les résultats obtenus un fait qu'il importe de signaler : les surfaces (Q) ayant avec la surface (S) un contact du second ordre dépendent de trois constantes arbitraires a, jS, y. Il semblerait donc qu'on pourra disposer des constantes a, ^3, y, non seulement de telle manière que les tangentes en O au point triple de la courbe d'intersection coïncident, mais encore qu'elles coïncident avec une tangente quelconque donnée à l'avance. Ces conditions, qui pourraient, en eiï'et, être satisfaites si l'on avait au lieu d'une surface du second degré (Q) une surface quelconque à neuf paramètres, ne peuvent pas l'être dans le cas actuel. Quand les tangentes au point triple sont confondues, elles le sont nécessairement
avec l'une des trois laugeiites déUnies par l'équalion
(i6) x-'-hy' = o,
et il y a une infinité de surfaces du second degré pour lesquelles les tangentes au point triple se confondent avec l'une de ces tangentes : ce sont les surfaces définies par les équations ( i5).
Ces trois directions jouent le même rôle que les directions principales relativement au contact d'une sphère et de la surface (S), et l'on voit que la théorie du contact des surfaces du second degré avec une surface quelconque ( S) nous conduit aussi à un système de lignes courbes tracées sur la surface : ce sont celles dont la tangente en chaque point serait définie par l'équation (i6). Nous pouvons appeler les tangentes tangentes d' oscillation quadrique et les lignes correspondantes lignes d' oscillation quadrique. Elles sont définies par une équation diflérentielle du troisième ordre, qu'il est aisé de former dans tous les cas.
On l'obtiendra en exprimant que la fonction de —5
. dr^ „ dv^ ^ „dr ( dr \ { dr"^ dy
est un cube parfait, ce qui conduit aux trois équations 3 ( mr
(37 H- nr-\-
entre lesquelles il v aura à éliminer ??/, n. On obtient ainsi l'équation différentielle
dx
■2 ms
2 ms
+ mt -f-
2 ris
int -\- 1 ns )
dy
dx
-^o[v.-h rit]
(Ix J
qui est identiquement vérifiée dans le cas des surfaces du second degré, comme cela était évident a priori.
La deuxième application que j'aie à indiquer des formules réduites consiste dans la détermination de la surface de Steiner ayant en O un contact du quatrième ordre avec la surface (S). La surface de Steiner dépendant de quinze constantes, il y a au plus une surface de Steiner ayant en un point un contact du quatrième ordre avec une surface donnée. La question est seulement de savoir si cette surface existe effectivement.
A cet effet, je fais toujours usage du développement (12), et jt; vais démontrer que, si l'on prend la surface de Steiner définie par les formules
a + c, S + (V, aS
OÙ «27 ^21 "^^2 sont des fonctions homogènes et du second degré des paramètres a, [3, on peut disposer des constantes contenues dans Wo, ^2-) ^^2 de manière à obtenir le contact du quatrième ordre de cette surface avec la proposée. Pour cela je substitue les expressions précédentes dans la formule (12 ) et j'écris que tous les termes se détruisent jusqu'au quatrième degré. On obtient ainsi sans difficulté les valeurs
en sorte que la surface de Steiner cherchée est définie par les formules
Nous allons maintenant commencer l'étude des différents problèmes relatifs au contact d'une conique et de la surface (S). Sup-
1 H- rt «^ H- 6 /32 -
-5ap
I -t- a vr -i- b[i
-5up
posons cjuc les axes des .r et des y aient été choisis d une manière quelconque et que la surface soit définie par le développement
Coupons-la par le plan dont l'équation est
(20) mz-\-nx — yz=o.
On aura une courbe plane dont la projection sur le plan des xj aura pour équation
(21) y — Jix ■= m '^^[x, y) -\- m '^^-\- . . . .
La formule de Lagrange permet d'obtenir très rapidement le développement de j suivant les puissances de x. Posons pour un instant j^ = Xx. La fonction ^2(0:,^'^) se changera en .c'c&,(X), et l'équation précédente deviendra
)» = « + rnx'j^ ( )i ) H- m.r^ ©3 ( ), ] -f- . . . . Elle est, comme on voit, de la forme
et elle donne, par conséquent.
X = „ + F(„)+l^FM«;
Remplaçons F(/î) par sa valeur et ordonnons par rapport à x \ nous aurons le développement de A d'où l'on pourra conclure celui de j et aussi celui de z. On obtient ainsi les formules
Ses valeurs de a^-, ci^^ . . . étant données par les formules suivantes,
/ «2=çp2,
(?ir»
«fi = ?6 ■+•'«( ?2 ^5 + ?3 ?4 )
+ 6 ('■'^•'^Ti^l'''
>?2n+ 3yly;
où (^i désigne la fonction (fti^x^j)^ dans laquelle on a remplacé x par i,j'"par;z, et où les accents supérieurs indiquent des dérivations à effectuer. Au moyen de ces formules, auxquelles, on le voit, nous sommes conduits presque sans calcul, nous allons résoudre les questions c[ue nous avons en vue.
Commençons par étudier les coniques osculatrices, c'est-à-dire les coniques ayant cinq points d'intersection avec la surface confondus au point O. Soit
l'équation de l'une des surfaces du second degré qui sont osculatrices à (S) et qui contiennent cette conique. Le développement de la coordonnée z d'un point de cette surface nous donnera, en posant
cp, zzz ax-f- (3j-,
+ ?î?2 + 67? î ^2 + 27^ çp-^,
les termes négligés étant du septième ordre au moins. La conique section de cette surface par le plan (P),
mz -f- nx — ) = o,
aura pour projcclion suilc plan des o^j la conique dont l'équalion est
y — n.T z=z mb^x^ -\- mb.^x^ + . . . ,
et Z'o, Z»3, . . . seront définis par les formules ( 24 ), où l'on remplacera çpo, (jpa, ... par les .valeurs qui conviennent à la surface du second degré, valeurs définies par le développement (26). Posons, pour abréger
on aura
^3 Z= Uy ^2 -f- 1)1 ffl, y', ,
b,, = (il fi H- 7?2 + /« ( «1 fl )' H • (f 2 )"'
b,- = n -^ 'f.2 -\- 3ytii'j>l-h m i~ u^ fl -h yfl J
?ï"ij -t-7ri?2J »
^g = /;J (^2-1-67 w^ç, + 27^^^ -+- m[iu\'f\ -\~ 3 7 «1^1 )'
Écrivons que la conique est osculatrice à la section plane de (S). Nous aurons les équations
(28) n.2=.b.2, a^= b^, a,^z=ib,^,
dont la première est identiquement satisfaite. Les deux dernières nous donnent
Supposons que le plan sécant (P) soit donné, c'est-à-dire que l'on connaisse m et n. Les équations précédentes contiennent les arbitraires a, (3, Wq 5 elles ne suffisent donc pas à déterminer ces trois arbitraires. Il y a, en effet, une infinité de surfaces du second degré contenant la conique osculatrice de la section et données par une
- ÎG équation de la forme (ao). Elles ont pour équation
z = fii-^-: ,)') -h z[v.a: -h py + yz) -f- /iz[i)iz -\- n x — r),
où h est arbitraire.
Mais nous pouvons achever de déterminer la surface du second degré cherchée en ajoutant une équation nouvelle aux deux équations ( 29), par exemple en exigeant que dans la seconde de ces équations les coefficients de m soient égaux dans les deux membres. Alors on est conduit au système
^3 r= |3y. H- ( a H- pn)'J,,
qui donne, nous allons le voir, des valeurs parfaitement déterminées pour a, (3, y.
On en déduit en elfet
(3.) L:=?!_,M^lii,
et l'équation de la surface du second degré correspondante est
Mais alors nous sommes conduits aune importante conséquence : l'équation précédente ne contient pas m-^ elle représente donc le lieu des coniques osculatrices des sections par les plans sécants
mz -h n.v — j' = 0,
OÙ m est variable, c'est-à-dire des sections dont les plans passent par une même tangente. JNous avons donc le théorème suivant :
Si dans une surface on considère toutes les sections planes passant par une même tangente, le lieu des coniques osculatrices de
ces sections à leur point, de contact com/n.iin avec ta tdni^ente est une surface du second degré ayant un contact du second ordre, avec la surface proposée.
Ce lliéorème est tout à fait analogue à celui de Mcusnier sur les cercles osculateurs des sections planes passant par une môme tangente.
Pour étudier plus complètement les surfaces du second ordre représentées par l'équation (Sa), prenons pour le développement de z la forme réduite
:; = .vy -+- .r^ -h .> ^ -4- -^r ( re.ir -+- hy~ ) ; l'équation (Sa) deviendra
\ [z — xj)n'' = zx[inr-—n-)-hzr{^n'*—n)
On voit qu'il passe six surfaces de ce système par un point quelconque de l'espace. Il passe donc par chaque point de l'espace six coniques osculatrices en un point déterminé d'une surface quelconque ( S ) .
Dans son Mémoire de 1841, M. Transon a établi que le lieu des axes de déviation des sections planes passant par une même tangente est un plan. Cette proposition est une conséquence du tliéorème fondamental établi plus liaut, car on sait cpie les axes de déviation sont les diamètres des coniques osculatrices passant au point de contact. Ces coniques se trouvant sur une surface du second ordre, le lieu de leurs diamètres sera le plan diamétral de cette surface conjugué à la direction de la tangente. Ce plan diamétral est représenté par l'équation
IL + nfy = o ou
Il y H- rr.r -h ( i -t- /^^ ) r- r= o.
On voit donc qu'il y a trois de ces plans passant en un point de l'espace. En d'autres termes, il y a trois sections planes dont l'axe de déviation coïncide avec une droite donnée passant par le point de contact.
Il est intéressant de reclierclier quelle est la nature du contact D. :>.
(les surfaces du second degré contenant les coniques osculalrices avec la surface (S). Le développement de la valeur de z tirée de l'équation (33) est
z = xy + ,r
et, par suite, la projection de la courbe d'intersection de la surface du second degré et de la surface (S) sur le plan des xj aura pour équation
, . r , ax jlin^- -h xylr — nx]\ bj 1 ^^ ;--
On voit c[ue deux tangentes au point triple de la courbe d'intersection seront confondues, et, en outre;, la tangente double coupera la courbe d'intersection en cinq points confondus.
Pour les trois valeurs de /z correspondantes aux tangentes d'osculation, on aura les trois surfaces du second degré que nous considérons comme ayant le contact le plus intime avec la surface.
Après avoir étudié les coniques osculatrices, c'est-à-dire les coniques coupant la surface (S) en cinq points confondus en O, clierchons les coniques surosculatrices, c'est-à-dire les coniques coupant la surface en six points confondus. Pour cela, il faudra joindre aux écjuations (28) la suivante,
ou, en tenant compte des valeurs déjà données pour «5, ^5,
ii\ f.2 H- 3 «1 7fl H- m f - ul fl -h yf'' j + — (yS «^ y
Si l'on considère la valeur àc n ronimc connno, ;/, et y seront donnés par les équations (3i), et l'équation précédente fera connaître in. Comme elle est du second degré, on voit que chacune des siu'faces du secojid ordi'e qui contiennent les cojiit/ues osculairices des sections menées par une même tangente contiendia deux coniques suTosculatrices . Rcmplaçous dans l'équation précédente //,, y par leurs valeurs; nous serons conduits à la relation suivante entre m et /z,
( 34 ) A + B m '^2 + Cm"- 'f\ = o,
où A, B, C ont pour valeurs
(35) '^=^^l-;i;,\^^^^i-)='nf.~-^?.^'>^. + nu--^?.^^f.^ I r .. < ' I „ , ' , „ I 3 ^^' /C'A
Cette équation (34) donne la condition pour que le plan
détermine dans la surface une section surosculée en O par une conique.
Il est aisé de reconnaître que les fonctions A, B, C sont respectivement des degrés 9, 6, 3. L'équation (34) représente donc un cône de neuviènae classe; mais, comme elle est du second degré en m, on voit que le plan tangent est un plan septuple de ce cône. Ainsi ;
Par une droite quelconque passant au point de contact on peut mener 7ieuf sections surosculées par une conique au point de contact; mais, si la droite est une tangente de la surface, on ne peut plus en mener que deux.
Je ferai remarcper en outre que les génératrices de contact du cône et du plan tangent sont les tangentes asymptotiques, qu'il faut compter chacune deux fois, et les droites C[ue nous avons appelées tangentes d' osculation quadrique.
On peut se servir de l'équation de ce cône poui' résoudre une
question intercssaiite. On connaît, en dehors des surfaces du second degré, d'autres surfaces par cliacun des points desquelles passent une infinité de coniques : c'est ce qui alieu pourla surface de Steiner, par exemple. Proposons-nous de rechercher toutes les surfaces jouissant de cette propriété. Ce problème, qui paraît au premier abord très difticile, peut être résolu d'une manière très simple à l'aide de la méthode suivante.
Je remarque d'abord qu'il n'y a pas de surface autre que les surfaces du second degré dont la section par un plan cjuelconque se décompose et contienne une conique. M est aisé, en elfet, de démontrer la proposition suivante :
Si une droite D coupe une surface algébrique en des points qui sont tous distincts, et si les plans passant par cette droite coupent la surface suivajit une section comprenant toujours au moins une conique, la surface se décompose et contient au moins une surface du second degré.
Par suite, il est impossible que des plans quelconques déterminent dans une surface indécomposable, d'un degré supérieur au second, des sections conaprenant chacune une conique. D'autre part si, comme nous le supposons ici, il y a une infinité de tels plans, passant par chaque point de la surface, il faut qu'ils enveloppent une surface non développable : je dis que cette surface est la surface proposée.
En effet, il y a, par hypothèse, une infinité de plans tangents du cône (34) coupant la surface suivant une conique. Si donc le cône (34) est indécomposable, tous les plans de ce cône devront jouir de la même propriété. Il suit de là que le cône (34) devrait être le cône de sommet O circonscrit à la surface enveloppe des plans coupant la surface (S) suivant une section conique. Or un des plans tangents de ce cône coïncide avec le plan tangent en O. On voit donc que la surface enveloppe des plans déterminant dans (S) des sections coniques nepeutêtre que la surface (S) elle-même, et, par conséquent, le cône (34) ne serait autre chose que le cône de sommet O circonscrit à la surface ( S).
Or, je dis que cela ne peut être. De même que la section par un plan tangent en un point simple a seulement un point double au point de contact, les tangentes en ce point double étant les tan-
gentcs asymploliqucs, de; ntrinc Je lùne circonscrit à une surface ayant son soininct en un point sim])I<; admet seulement le plan tangent pour plan tangent double, les génératrices tle contact de ce plan tangent double étant les tangentes asymptotiques. Or le cône (34) admet le plan tangent pour plan tangent septuple. Donc, tant qu'il sera indécomposable, les sections par ses plans tangents ne pourront être des coniques.
11 faut donc que le cône se décompose. Cela ne peut arriver que de deux manières différentes : ou bien il y aura un facteur, fonction de 7î, qui sera commun à A, Boo, Cçî;; ou bien l'équation du second degré en m admettra deux racines rationnelles.
La première supposition est impossible. Pour cjue la suppression d'un facteur commun réduisit le cône à admettre le plan tangent au plus comme plan tangent double, les génératrices de contact étant les tangentes asymptotiques, il faudrait que C fut nul ou que Cço divisât A, c'est-à-dire, si l'on se reporte à l'expression de C et de A, que çp2 divisât ^3. Mais, si C est nul, il résulte de la dernière des formules (35) que 033 est encore divisible par (s^^- Cette condition devant avoir lieu pour tous les points de la surface (S), celle-ci serait du second degré, car ses tangentes asymptotiques la couperaient constamment en quatre points confondus.
Il reste donc à examiner le cas où les deux valeurs de ni données par la formule (34) sont rationnelles. On aura alors
B2 — 4AC = K
K désignant un polynôme du sixième degré, et l'on aura pour m les deux valeurs
m tp., = —
Les deux cônes correspondants à ces deux valeurs de m admettent tous les deux le plan tangent de (S) au moins pour plan tangent double, car nous avons déjà vu sur l'équation (34) que c^o iie saurait disparaître comme facteur commun à A, B, C. Donc, dans tous les cas, l'enveloppe des plans déterminant dans (S) des sections coniques ne peut être que la surface (S) elle-même, ou du moins elle comprend cette surface.
Les deux cônes précédents ne peuvent d'ailleurs être admis si-
ni ul Lan é oient, leur ensemble conslitiianl un eône qui admet le plafi tangent k (S) au moins coniiue plan quadruple. Chacun d'eux, d'ailleurs, devra être rejeté tant que le nuaiérateur de l'expressiaîr correspondante de JîK^n ne sera pas exactement divisible par le dénominateur C, car il admettrait alors le plan tangent à (S) au moins comme plan tangent triple, ce qui est généralement impossible. Si le numérateur est exactement divisible par le dénominateur, et seulement dans ce cas, le cône peut être aduiis -, mais alors il est de la troisième classe. On voit donc que, dans tous les cas, le cône de sommet O circonscrit cà la surface (S) sera de troisième classe. On déduit facilement de cette proposition la solution complète de la question proposée.
La polaire réciproque (S') de (S) sera en effet du troisième ordre et, comme la surface (S) est coupée par chacun de ses plans tangents suivant une conique au moins, il faudra que le cône du quatrième ordre circonscrit à (S') et ayant son sommet en un point de (S') se décompose et contienne un cône du second degré. Il devra donc se réduire à deux cônes du second degré, et, par conséqueut, la section complète de (S) par son plan tangent devra se composer de deux coniques : on reconnaît la surface de Steiner.
Dans la discussion précédente, nous avons omis le cas où la surface est réglée. Si l'on se sert alors delà forme réduite (9) donnée plus haut, on trouvera que l'équation du cône (34) devient
n"^ m- -H 3/i/n + 2-1- a/i'^ -4- a//'^ -4- c/i''=: o. Pour qu'il se déconipose, il iaudra que
soit un carré parfait,
(ï — ■2an')\
et alois on aura les deux cônes paitiels
2 nin = — 3 dr ( I — naii-).
(^uel que soit celui de ces cônes que l'on prenne (et l'on ne peut prendre les deux à la fois), ou voit qu'il est du second degré. Donc
la surface réciproque delà surface clicrcliéc devra être coupée par son plan tangent suivant une droite et une conique : ce sera la surface réglée du troisième degré.
Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
^71 dehors des surfaces du second ordre^ il ny a que la surface de Steiner, la surface réglée du troisième ordre ei leurs variétés qui contiennent une infinité de coniques passant par chaque point delà surface.
Après avoir considéré les coniques qui coupent la surface en six points confondus, et qui sont en nombre illimité, clierclions combien il y a de coniques coupant la surface (S) en sept points consécutifs. Pour cela il faudra ajouter aux équations déjà données la suivante :
En y remplaçant a, (3, y par leurs valeurs, on trouve l'équation suivante,
(36) A'-f-B'w(j)2H- G'w-<p'^+ li' nv'o\=:o,
où l'on a
B' = 2 çp^ T'ô -+- 2 'Û ?3 n — 6 Cpi »| ./3 — 4 ^2 y| (5>3 + 2 <p^pg y'j
Cl 3" 1^2 " ^ 1 " 2 "i/2'' , n ' '
— I O ^2 ^4 cp7 + 20 çp| y 2^ — 2 ©2 y 3^ ,
Au lieu de l'équation (36) nous prendrons celle cjue l'on obtient en en retranchant l'équation (34) multipliée par jm^^^cf)'^ , et nous aurons ainsi
( 37 ) A" + B" m (p, + C" m'-cfl + D" m^ n= o,
— 2i — où k", W"^ C, \y' ont les valeurs suivantes _--
B" := 1 a;;, aig — 5 ip^ », yj; H- 1 (flf-^f , — 6014 y.^ ij/^j + 5 '1^2 'J'sÇi î*.,, — 4?3?3?3 + 6a);^c/,,
' 'ÎQ\ y /^" ■) " *> " r / "> O =) ' ' I -5 "
= iî'2Ï3— 2 ?2?2?3— ?2?3?2-+- ?2?âÏ2
i)u peut encore indiquei- ces expressions abrégées,
, d cl tp^tpi — (f
/î^^^^i^/îi^
^'=^-?^;^^ii:;-^^'^^^^^
qui montrent presque imniédiatenient, parla décomposition en fractions rationnelles, que C", D'' sont respectiveuaent du sixième et du troisième degré. Ou verra facilement que B'' est du neuvième dciiré.
Si donc l'on pose
on aura à éliminei" u, entre les deux équations
( A-ï-Bu -+-Cu-=o,
où les degrés des coefficients par rapport à /z sont en progression aritlimétique dans les deux équations : g, 6, 3 pour la première, 12, 9, 6, 3 pour la seconde. Donc, d'après les règles connues, on sera conduit à une équation finale en Ji qui sera du trente-troisième degré. Mais je vais montrer que cette équation admet le facteur étranger c^'t et qu'elle se réduit, par conséquent, à une équation du vingt-septième degré après la suppression de ce facteur.
Considérons en effet, dans les équations (38), u etœo comme les seules variables, et traitons pour un instant toutes les autres fonctions ©3, 9',, . . . comme des constantes. 11 est aisé de reconnaître
que pour c^^=o les c(|ualious ont uno raciuc conirnuiic. lin cri'cl, pour (j)2 = o, elles se réduisent aux suivantes,
2 (f ;) H- 3 ip^ ç', H + 93 (f''.2^ u^ = o,
6cp'j H- 6^3 Cp'g U — (fl (f"^ U^ f-i'^i M* = o,
qui admettent la racine commune
La résultante des équations (38) admettra donc cpo en facteur, Mais, si l'on forme la combinaison
on reconnaîtra aisément que cette équation, si l'on y considère u et ©2 comme les coordonnées d'un point, représente une courbe ayant un point triple déterminé par les valeurs
Il suit de là que, dans la résultante, cp^ doit se trouver en facteur, 11 est aisé de démontrer que la résultante n'est pas divisible par une plus haute puissance de cdo (^). Donc, elle se réduira exactement au vingt- septième degré. Ainsi :
Il y a, en général, 'vingt-sept coniques qui coupent une surface (fuelconque en sept points confondus en un point simple de cette surface.
(') On peut suivre pour cela deux voies différentes : soit montrer qu'aucune combinaison linéaire des deux équations (38) ne peut conduire à une équation qui représente une courbe ayant un point quadruple correspondant aux valeurs
fi—o, ?»?' = — ?3.
soit montrer que les tangentes au point triple de la courbe considérée dans le texte sont distinctes de la tangente à l'une des courbes représentées par l'équation (38) au même point.
J'ai encore calculé un exemple numérique dans lequel l'équation ne contient pas- 9; à une puissance supérieure à la troisième.
Dans le cas des surfaces du troisième degré, ces vingt-sept coniques sont celles qui sont tout entières sur la surface et qui passent par le point considéré. On peut donc déduire du théorème qui précède la démonstration de l'existence de vingt-sept séries de coniques ou de vingt-sept droites sur la surface du troisième ordre. Mais de ce résultat particulier on n'aurait pu conclure le théorème précédent, car nous avons employé les termes des six premiers ordres du développement de ^, et il n'existe pas de surface cubique ayant en un point avec une surface donnée un contact du sixième ordre.
Après avoir traité le cas des coniques quelconques, nous allons examiner en particulier les cercles et étudier les questions relatives au contact des cercles et de la surface (S).
Soient
(Sg) ms + «jc=jr, .r^ + j^+s^ — 2.Rz = o
les équations d'un cercle tangent à la surface. En combinant la première de ces équations avec celle de la surface, on a les développements déjà donnés
( j = nx H- ma^x^ -h ma^.x^ -i- . . , , ( z = a^x-^ -t- «:5 .r-* + . . . .
Pour avoir l'équation qui définit les points d'intersection du cercle et de la surface, il faut porter ces valeurs dejy et z dans la seconde des équations (89 ), qui peut s'écrire
^^(l H-w^) -t- imn.xz -\- z^ [i -\- rn^] — Q.'Kz =z o.
On a donc
^^ ( I -h rî^ — 2 R «1 ) + ( 2 mna^ — iKa^)x^
-\- x'*\_[\ -{- m-] a\ + imna.^ — aR^y^] + . , . =0.
Poui' que le cercle soit osculateur, il faut que l'on ait
I 4- «-= 2Rrt_,>
(;L ccLlc ccjuaLioîi, don liai) L luii; valeur de II iudépeiidaiiLe de ///, ctahlit le lliëoiènie de Meusuier.
Pour que le cercle ait un contact du troisième ordre, il faut que Ton ait
Eliminons R., et reaiplaçons «o, «3 par leurs valeurs 5 nous obtiendrons l'equalion
( 4 1 ) 2 mil y ^ = l^ (^3 + /« (p, »', ) ( I + «- ) .
Celte équation, établissant une relation entre vi et /z, déiinit tous les plans coupant la surface suivant des courbes ayant an soinniet à l'origine. On peut l'écrire
{/p) /?zç2[2«?2— (i + /«^j/jl ~ ?3(ï + /z^)= o;
Sous cette forme on voit facilement que le coefficient de /zzçpo est du second degré seulement. L'équation représente donc un cône de cinquième classe ayant le plan tangent pour plan quadruple. Ainsi :
Les plans qui coupent la surface suwant des sections surosculées par des cercles au point O envelovpent un cône de cinquième classe admettant le plan tangent pour plan quadruple. En d'autres termes^ il en passe cinq par un point quelconque de l'espace et un seul par wie des tangejites de la surface.
On peut écrire l'équation du cône en rétablissant l'homogénéité. Remplaçons n par --, m par -; l'équation du plan sécant deviendra
(43) zZ-+-jX~.rY=o, et l'équation (42) prendra la forme
Sous cette forme on voit que les quatre génératrices de contact du cône et du plan tangent sont les deux tangentes asymploLi(|ncs cl les deux tangentes principales. ' ,
Dans le cas des surfaces enveloppes de sphères, (f^^x^j) admet en facteur une des directions principales et le cône se réduit à la quatrième classe. Pour la cyclide de Dupin, le cône se réduit ;V la troisième classe, les deux directions principales étant eu facteur dans ^33 (jc, j). 11 en est de même dans le cas des surfaces du second degré, mais pour une raison différente, ^3 étant divisible par Ço,
jl est aisé de voir que le lieu des normales aux cercles situés dans leurs plans sera en général un cône du quatrième ordre, dont l'équation sera
L'ordre de ce cône s'abaissera dans les mêmes cas et de la même quantité que la classe du cône précédent.
Enfin cherchons le lieu de tous les cercles surosculateurs, et pour cela nous supposerons qu'on ait pris pour axes des x et desj' les directions principales-, alors
^3 ( 7^ ) = rt H- bn + cn^ -+- dn^, et les équations du cercle seront
, -TT Z H- n.r — J = o.
Entre ces équations il faudra éliminer «, ce qui se fait sans difficulté.
Posons, pour abréger.
Les équations
représenteront les sphères principales, et l'on aura
La seconde des équations (45) peut s'écrire
( a + cAî- ) p- + ?, ( « — ^ ) «2 ,r = /2 [ 2 J ( a = p ) — h — c/« - ] .
Si l'on y remplace n par sa valeur, on aura
^ '/ +U[rZU— /--V— o,jV(p — a)]^=0,
équation du dixième degré qui représente une surface ayant pour ligne triple la courbe
U = G, V = o ou
et pour ligne double la courbe (K) du sixième ordre représentée par les équatious
\ (r^V — cU)p2+2(p — a),rU=:0, ^ ^^ \ (f/U- /;V)p2+ 2{« — p)rV = o,
la solution U=: o, V = o étant exclue.
Cette surface est évidemment unicursale, et elle est la transformée par rayons vecteurs réciproques, par rapport au point O, d'une surface réglée du cinquième ordre.
Mais c'est surtout la ligne double qu'il est intéressant d'étudier; elle est définie par les équations (47)5 ^'^^ montrent sans difficulté qu'elle est la réciproque d'une cubique gauche par rapport au point O.
En ellet, si l'on emploie les formules
ces équations deviennent
«(|3_ /.-'j._c(a — /cz')-i-2(S — «)(« — /• 2'). r'=o, (l{y.— /,-z') — b [8— kz')-h 2{oi— 8]{Pj — A-z')y =0.
Voici quelle est l'origine de cette courbe. Prenons une sphère quelconque tangente en O à la surface. Cette sphère coupera la surface (S) suivant une courbe ayant en O deux tangentes symétriques par rapport aux directions principales. Les sections déterminées par les
plans passant par ces deux tangentes auront leurs cercJes oscuîateurs sur la splaère considérée. Il y en aura deux, une pour cliaquc tangente, qui seront surosculées par leurs cercles osculateurs •, ces deux cercles se coupent au point O et en un autre point qui décrit la ligne double précédente.
Il résulte de là une propriété remarquable de cette ligue double (K) : par cliaque point de cette courbe il passe deux cercles coupant la surface en quatre points confondus. Si donc on transforme la surface par rayons vecteurs réciproques en prenant, pour pôle un point de la courbe double, ces deux cercles se transformeront en droites tangentes qui couperont la surface en quatre points confondus. En d'autres ternies, les tangentes asymptotiques de la surface transformée la couperont en quatre points confondus^ ou, ce qui est la même chose, il y aura des surfaces du second degré ayant avec la transformée un contact complet du troisième ordre. Ainsi :
Le lieu des pôles des inversions qui transforment une surface (S) en une autre ayant au point homologue d'un point déterminé O <ie (S) un contact du troisième ordre auec une surface du second degré est une courbe du sixième ordre qui est l'inverse, par rapport au point O, d' une cubique gauche.
C'est là un résultat intéressant et dont nous aurons à faire usage. Dans le cas où le point O est un ombilic, l'équation du cône (42) se réduit à
Alors, tous les plans passant par une des droites représentées par l 'équation
couperont effectivement l'unique splière principale ayant avec la surface un contact du second ordre, suivant des cercles coupant la surface en quatre points consécutifs.
Quant aux plans passant par les droites de coefficient angulaire d=i, ils ne peuvent donner de véritable cercle et ils doivent être écartés.
Clicrclions niaiiitciiant les cercles qui coupent la surface au poiut O, en cinq points consécutifs. Pour cela, il faudra joindre aux deux équations déjà obtenues la suivante :
Eliminant R et réduisant, nous avons
P2 ?4 — ?3 + "« 92 ( Ta ?3 — <F3 ?2 ) + "T '^2 ^2
Si l'on élimine m entre cette équation et l'équation (42), on arrive à un résultat qu'on peut mettre sous la forme suivante :
i[a)^ — (l + «-)^4][2/2y2— (i H- «-)y',]^ + [ 3 /z y. — ( I H- «'^ ) y 3 ] [ 2 7Z çp2 — ( I + n- ) y', ] ?3 ( 1 + «^ )
Il est aisé de voir que cette équation est du dixième degré. En
introduisant l'homogénéité et remplaçant n par -? elle devient
Ainsi, il y a dix cercles surosculateurs passant en un point simple de la surface. Leurs traces sur le plan tangent sont déterminées par l'équation précédente.
Sv. dis qu'il ne saurait v eu avoir davantage si le point n'est pas
un ombilic. En effet, pour que i'équaliou prccécleule soit vérifiée identiquement, il faut que le seul ternie de cette équation qui ne contienne pas le facteur x--l- 7-,
^ 1 If* -vif 'y* — ^ y IJI
dj dx
'2V=^» Jjl -^^T— J
soit exactement divisible par x--\- y-. Le second facteur, égalé à zéro, donne les directions principales, nécessairement rectangulaires ; il ne peut admettre le diviseur x- -f- y-. Il faut donc que cpi' ou CDo soit divisible par a:--|- j-, c'est-à-dire que l'on ait
ce c[ui exprime que le point est un ombilic.
Mais alors, nous l'avons vu, l'équation du cône (42) se réduit à
ou, en supprimant le facteur (i-f-77-)=: o, qui ne donne aucune véritable solution, à
L'équation (48) se réduit alors à la suivante,
(f 4 — là [\ + n^ Y = mk ( i + «^ ) « ^ , qui, jointe à l'équation
détermine les véritables cercles coupant la surface en cinq points confondus 5 ces cercles sont, en général, au nombre de trois, excepté dans les cas suivants :
Si une racine de Çg est double et si la valeur correspondante de ni est indéterminée, il y aura une infinité de cercles correspondants à cette racine, c'est-à-dire ayant la même trace sur le plan tangent.
En second lieu, si ^3 est identiquement nul, c'est-à-dire si la surface a un contact du troisième ordre ou d'un ordre plus élevé avec une splière, il pourra évidemment y avoir une infinité de cercles, tous situés sur cette splière et coupant la surface en cinq ou plus de cinq points consécutifs.
iVous pouvons énoncer les propositions suivantes :
Si en un point simple d' une surface il passe plus de dix cercles coupant la surface en cinq points consécutifs réunis en ce point ^ ce point est un ombilic.
Il n'existe pas de surface admettant plus de dix séries de sections circulaires .
Car tous les points d'une telle surface devraient être des ombilies.
On peut ajouter que, si une surface contient dix séries distinctes de sections circulaires, elle ne saurait être une surface enveloppe
de sphères, car alors 93 et x -^ y -~- auraient un iacteur coni-
^ ' ' fjy -- Ox
mun, et l'équation (49) aurait une racine double correspondante à
ce facteur. Par la même raison, on voit qu'aucun des cercles ne
sera tangent à une section principale.
Nous pouvons maintenant démontrer que toute surface qui admet dix séries de sections circulaires est nécessairement une cyclide. En eiFet, si les dix cercles définis par l'équation (48 bis^ appartiennent à la surface, ils pourront être considérés comme la coupant au moins en six points confondus en O, et, par conséquent, la valeur de m qui leur correspond, et qui est définie par l'équation (42), devra satisfaire aussi à l'équation ( 34 )î qui exprime que la conique de section par le plan
mz -\- nx — y ■= o,
conique qui, ici, est un cercle, coupe en six points confondus au point O. On est ainsi conduit à l'équation
Cette équation du treizième ordre devra admettre toutes les racines de l'équation du dixième ordre ( 48 bis\ Au lieu d'effectuer le calcul auquel on serait ainsi conduit, je vais employer l'artifice suivant. D. 3
Considérons la sphère contenant l'un des cercles (C) et tangeute en O à la surface. La section de la surface par cette sphère aura un point double en O. L'une des tangentes en ce point double sera la tangente au cercle (C). L'autre tangente, symétrique de la première par rapport aux directions principales, en sera nécessairement distincte, et par cette tangente il passera un cercle (C) coupant la surface en cincj points confondus. Ce cercle sera évidemment situé sur la même sphère que le cercle (C), et il coupera ce cercle (C) en un point M différent du point O, et qui appartiendra à la courbe (K), considérée au § V. Si donc on transforme la surface proposée (S) par inversion, en prenant ce point M pour pôle de l'inversion, elle se transformera en une surface (S') qui contiendra maintenant une de ses tangentes asymptotiques, et pour laquelle Çs sera divisible par Ço-
Nous allons introduire cette double hypothèse dans les équations à considérer.
Supposons cjue l'on prenne pour axe desj" cette tangente asymptotique, qui fait partie de la surface; on aura
1^2 = A ( /« .r^ -!- xj ) ,
Quant à c{»4, cf5,ilsseront divisibles par x. Donc, quan([ on n-mplacera x par i, y par n, la fonction cp^ sera de degré / • — r en ji. On aura
ij)2 ( /2 ) ^ A ( « -f- /i ) .
On peut même, en prenant une surface semblable à Ja proposée, remplacer A par l'unité et poser
(^^[n]=zn -\- h.
On aura
et il résulte de l'expression (35) de C que C sera nul.
Mais alors l'équation [J\^bis) se réduira à une équation du neuvième degré, la racine qui devient infinie correspondant au cercle changé en tangente asymptotique 5 quant à l'équation (00), où l'on peut supprimer le facteur
qui déliiiit les dircclions jjriiicipalcs, clic se rctlnira ;i la suivaulc,
(5l ) A [ 2 rt ip. — ( I H- //- ; '/J -!- B'^:j ( I 4- n- ] =:; o,
qui n'est plus que du huitième degré et qui, devant admettre toutes les racines d(i l'écjuation (48 bis), devra auoir lien idejitif/uetneni . Par suite, le facteur 2?ï^o — (i -+- n')'<J., devra diviser
Comme il ne peut, nous l'avons vu, diviser (i + ir) ni c^3 tant que la surface n'est pas une enveloppe de splières, il faudra qu'il divise B.
Or on a
' " cln <i/'\
ou^ en remplaçant cj/;, par sa valeur,
an (})-
D'ailleurs,
2 // y, — ( 1 H- n^ ) '/, = /■^' -H 2 «^ — I = ^"^ — I — h~ , On devra donc avoir identiquement
ou encore
Le premier membre contiendra en dénominateur au plus la troisième puissance de 90- H f^ut donc que l'cm ait
D'ailleurs, le second membre étant la dérivée d'une l'onction algébrique de c^oi i^^ ^^^^t aussi que /'soit nul. Il restera donc
d 1 ?:— 'l'rfÀ __ j /;i-4-A^) dfo ■• fi
- ïfi —
et en intégrant on voit tout de suite que 94 doit être divisible par (pg. Si maintenant nous nous reportons à l'équation (5 i), nous voyons que tous les terznes de cette équation, sauf ÇoÇs^ ^^^^'' divisibles par cfl. Il faut donc également que cçs soit divisible par (fo-
On voit donc que la seconde tangente asymptotique, comme la première, coupera la surface en six points confondus en O, et, par conséquent, elle sera l'un des dix cercles qui coupent la surface en six points confondus : c'est d'ailleurs ce que montre bien aussi l'équation (48 bis)^ dont le premier membre devient divisible par la première puissance de cpo.
En nous reportant à la surface (S) nous voyons que tout cercle passant au point O sera coupé en deux points par un des neuf autres cercles qui passent au môme point ^ nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
Quand une surjace admet dix séries de sections circulaires, chacun des cercles passant en un point O est coupé en deux points par un autre cercle de la surface passant au même point.
Cette proposition va nous dispenser de toutes les intégrations qu'il y aurait à faire pour trouver la surface (S), ou du moins elle va nous permettre de les faire sous une forme géométrique.
Considérons, en effet, un cercle (C) de la surface et tous les cercles (F), (F'), ... qui le rencontrent en deux points. Il est clair que, lorsque le cercle (C) se déplacera d'une manière continue sur la surface, il ne cessera pas de rencontrer (F), (F'), .... En effet, considérons l'un quelconque des cercles (F). Il est coupé par le cercle (C) en deux points M, M'. Le cercle qui le coupera en deux points, dont l'un sera très voisin de M, ne pourra être que très voisin du cercle (C), et, par conséquent, il constituera une position nouvelle du cercle (C), qui se déplace et se déforme en restant sur la surface.
La surface contient donc deux séries de cercles (C), (C), ... et (F), (F'), ... telles que tout cercle de la première série coupe en deux points tout cercle de la seconde.
Or, quand un cercle rencontre deux autres cercles (F), (F'), par exemple en deux points, il est nécessairement orthogonal à la sphère unique qui coupe ces deux cercles à angle droit. Les cercles (C)..
(C), . . . seront donc tous orthogonaux à une même sphère (0), et il en sera de même des cercles de l'autre série. Les sphères qui contiendront l'un des cercles (C) et l'un des cercles (F) seront orthogonales à (0).
Il suit de là que la surface cherchée est l'enveloppe d'une série de sphères (V) qui coupent à angle droit une sphère fixe (ô), et, comme elle contient deux séries de cercles orthogonaux à (6), il faut que la surface lieu des centres des sphères (V) admette un double système de génératrices rectilignes correspondantes à toutes les sphères qui passent soit par un cercle (C), soit par un cercle (T)- Le lieu des centres des sphères (V), devant être doublement réglé, sera donc du second degré, et la surface cherchée sera l'enveloppe des sphères coupant orthogonalement une sphère fixe et ayant leurs centres sur une surface du second degré 5 en d'autres termes, ce sera une cyclide générale.
Dans les raisonnements qui précèdent, nous n'avons considéré que les termes des cinq premiers ordres. On peut donc énoncer la proposition suivante :
Si une surface admet en un point simple dix cercles la coupant en six points confondus , elle a avec une cjclide un contact du cinquième ordre.
(Exli-ait ilu Bulletin des Sciences mathématiques, :>.' série, t. IV; 1880.)
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LES PERCUSSIONS ET LE CHOC DES CORPS
Par m. g. DAKBOUX.
Extrait du Bulletin des Scietices mathématiques, ■2" série, t. IV ; 1880.
En 1874, j'ai présenté à l'Académie des Sciences les principaux résultats d'une étude sur le clioc des corps (voir Comptes rendus des séances de V Acadénde des Sciences, t. LXXVIII, p. 1421, 1559, 1645, '7^7) 7, je "ic propose de reprendre ici cette étude, en développant plusieurs résultats C[ui n'avaient été qu'indiqués dans mes Communications antérieures et en ajoutant difïérentes propositions qui me paraissent nouvelles.
I. — Des perctjssiojns
Considérons un point matériel de masse m^ soumis à l'action de différentes forces. Soient x^ y^ z les coordonnées de ce point à l'instant f, v^, t'j, '^z les composantes de la vitesse au même instant, X,, Y;, Zj celles de l'une quelconque des forces qui agissent sur le point. On aura les équations
dv^
de
= Xi+.
dv,
m —~ dt
dv.
= ZH--
et, par conséquent, si l'on désigne par Vq^i ^'o>-5 '^oz les composantes D. i
de la vitesse du mobile à l'instant o, on aura
it>. — /"i'o3 = / Zidt -\- . . . + j Z/^dt.
Ces équations peuvent s'interpréter de la manière suivante. Appelons, avee différents auteurs, impulsion de la forée X, Y, Z la quantité géométrique dont les composantes sont
/ Xr/^ / Xdt, 1 Zdt;
les équations (2) donneront lieu au théorème suivant :
L' accroissement géométricjue de la quantité de mouvement du point matériel dans un intervalle de temps fini quelconque est égal à la somme géométrique des impulsions des forces qui agissent sur ce point pendant l'intervalle de temps considéré.
Il résulte de ce théorème que si des forces agissent sur un point matériel, et si l'on connait seulement leurs impulsions dans un intervalle de temps donné, on pourra déterminer l'accroissement géométrique de la quantité de mouvement du point sur lequel elles agissent, et par conséquent, si l'on connait la masse et la vitesse initiale du point, on obtiendra en grandeur et en direction la vitesse finale. Mais il importe de remarquer que l'on n'aura aucune notion sur la position de ce mobile à l'instant final.
Imaginons maintenant que l'intervalle de temps pendant lequel les forces agissent devienne de plus en plus petit, mais que les impulsions de quelques-unes des forces conservent une valeur linie , ce qui exige que ces forces deviennent de plus en plus grandes : le cliangement de vitesse se produira dans un intervalle de temps déplus en plus court, mais il sera toujours fini. D'ailleurs, si l'on suppose que les impulsions des forces relatives à tout intervalle de temps compris dans celui que nous considérons demeurent inférieures à des grandeurs fixes, les changements de vitesse du
point matériel demeureront finis et le déplaeement du point matériel deviendra de plus en plus pelit quand l'intervalle de temps diminuera.
En eifet, réduisons toutes les forces à une seule dont les composantes à l'instant 9 soient Xq, Y^, Zo, et considérons la projection du mouvement sur l'axe des x par exemple. On a
Nous supposons que l'impulsion / Xoc/0 demeure, Cjuel que
soit 9, inférieure h un nombre fixe IM. On aura donc en valeur absolue
X — .r^ — Pq ^ ' <C / ^^ ^^ ou
et, par conséquent, x — Xo diminuera quand rintervalle de temps deviendra de plus en plus court (' ).
(') Nous introduisons, on le voit, une condition qui, d'habitude, n'est pas énoncée explicitement : c'est que l'impulsion de la force dans une partie quelconque de l'intervalle de temps considéré demeure inlerieurc à une grandeur fixe quand l'intervalle de temps diminue. Cette condition est toujours satisfaite dans les applications, car on n'y considère que des percussions dont la direction ne vai-ie pas sensiblement pendant toute la durée de l'intervalle pendant lequel elles agissent. Par exemi^le, dans le choc de deux corps, la force qui s'exerce au point de contact sur l'un des corps ne peut agir que dans un sens déterminé, de manière à écarter les deux corps.
Alors l'intégrale | Xqc/O conserve son signe et ne cesse de croître; elle demeure
donc inférieure à sa valeur finale, qui, par hypothèse, est finie.
Mais, si l'on se place à un point de vue exclusivement théorique, il est aisé de trouver des forces qui, dans un temps très court, imprimeront des changements linis on même nuls de vitesse, tout en déplaçant le mobile d'une quantité finie. Considérons, par exemple, un p int qui se meut en ligne droite et qui est soumis à l'action de la force dont l'expression à l'instant 9 est
c et T étant des constantes. On aura
On se rapprocliL' donc de plus en plus d'un état limite dans lequel le mobile, sans changer de position, éprouverait une modification brusque de sa vitesse. C'est cet état limite que l'on étudie dans la théorie des percussions, et il résulte immédiateuient de ce cjui précède que, pour déterminer le changement de vitesse du mobile, il sutTit de connaître les impulsions des dilïérentes forces auxquelles il est soumis. Ce sont ces impulsions auxquelles on donne le nom de percussions. Il est clair c|ue les percussions provenant de forces finies, telles que la pesanteur, peuvent être considérées comme nulles.
Je ne m'arrêterai pas à discuter une objection que l'on adresse quelquefois à la théorie des percussions. Quelques auteurs, en s'appuyant sur ce qu'il n'existe pas de force rigoureusement instantanée, préfèrent ne pas employer la notion des percussions et les théories qui déterminent leurs effets. Jl n'existe pas de point géo* métrique ni de ligne droite dans la nature, et cependant nous
et par suite, si l'on appelle c,, la vitesse initiale.
'cO c . 'iO-
X X,. ('„ 0 =^ S! Il — ;-- •
On a donc, pour 6 =: T,
X =zx^,-+- Cj T -i- c.
Si l'on suppose que le temps T devienne de plus en plus petit, c demeurant constant, on aura une force très grande agissant pendant un temps très court, ne produisant aucun changement de 'vitesse et déplaçant le point d'une quantité quelconque c.
Mais il est facile de reconnaître que la condition énoncée dans le teste ne se trouve plus remplie, puisque l'impulsion partielle
2 6- OtX
ne demeure pas finie, pour 'J — — par exemple, quand T tend vers zéro. D ailleurs,
il est aisé de reconnaître que la force change de sens au milieu de son action.
C'est une force de ce genre qu'une locomotive doit déployer pour exécuter une de ces opérations qui sont si fréquentes dans les gares et amener rapidement un ou plusieurs wagons, sans vitesse, d'une position dans une autre.
trouvons utilité et intérêt à étudier ces abstractions. ]1 y a sans doute, quand on passe aux applications, à examiner les erreurs que l'on peut commettre en applicjuant les tliéorèmes de la Science pure, mais celte question ne nous parait pas devoir être mêlée au développement de la Science elle-même.
Ou sait comment se mesurent et se représentent les percussions. Au fond, ce sont des quantités de mouvement qu'il suffit de composer avec celles des points sur lesquels elles agissent. Je rappellerai rapidement les règles lelatives à leur efTet sur le corps solide et je présenterai en même temps quelques remarques nouvelles sur leur application.
Si le corps solide a un axe fixe, le produit du moment d'inertie relatif k cet axe par l'accroissement de la vitesse de rotation est égal à la somme des moments des percussions par rapport à cet axe.
Si le corps a un point fixe, désignons par p^ y, i' les composantes de la rotation suivant les trois axes principaux de ce point, et par A, B, C les moments d'inertie relatifs à ces trois axes 5 les vitesses prendront des accroissements A/;, A^, A/' déiinis par les formules
{ CAr=:N,
où L, M, N désignent les sommes des moments des percussions pai' rapport aux trois axes.
Les formules précédentes peuvent être remplacées par une construction géométric|ue très élégante dont Poinsot a souvent fait usage. Soit O le point fixe. Supposons qu'on y transporte les quantités de mouvement de tous les points du système et que l'on compose les coiq:>les qui naissent de ces translations : le couple résultant sera le couple des qucuitités de mouvement transportées en O. 11 est lié, comme on sait, d'une manière très simple à la rotation, i*' L'axe de rotation est le diamètre conjugué du ])lan de ce couple par rapport à l'ellipsoïde central du point O, et il est du même côté de ce plan c[ue l'axe du couple. 2° Si G désigne le moment du couple, / la longueur du demi-diamètre intercepté dans l'ellipsoïde par l'axe de rotation, et ^ la distance du centre au plan tangent à l'ellipsoïde à l'extrémité de l'axe de rotation, la vitesse angulaire de
rotation a pour valeur
On voit donc que, si l'on connaît le couple des quantités de mouvement, on aura immédiatement le mouvement du corps solide.
Or, les formules précédentes peuvent se traduire comme il suit. Transportons toutes les percussions au point iixe et composons tous les couples qui naissent de cette translation : on obtiendra un couple résultant. // suffira de composer ce couple avec celui des (juanlités de mouvenient antérieurement acquises pour avoir le nouveau couple des quantités de mouvement.
Dans le cas où le corps solide est entièrement libre, désignons par m. la masse du corps, par V^., V^, V^ les composantes de la vitesse du centre de gravité, par X, Y, Z celles de la résultante générale des percussions transportées au centre de gravité. Ou aura
m ùt.Y.2 = Z,
et ces équations s'interprètent comme il suit : La nouvelle vitesse du centre de gravité sera la même cjue si la masse entière y était concentrée et toutes les percussions transportées parallèlement à ellesmêmes.
Quant au changement que subit la rotation autour du centre de gravité, on le déterminera en considérant ce centre comme un point fixe et en appliquant soit les formules (3), soit la construction géométrique de Poinsot qui leur est équivalente.
La forme linéaire de toutes ces équations nous montre tout de suite : i^ que l'on obtiendra la nouvelle vitesse d'un point quelconque en composant la vitesse antérieure avec celle que détermineraient les percussions si elles agissaient sur le corps au repos-, 2° que l'on obtiendra le même résultat, soit en faisant agir simultanément les percussions, soit en les faisant agir successivement dans un intervalle de temps suffisamment court; 3° enfin que, si l'on multiplie les percussions par un nombre quelconque p^ les vitesses qu'elles déterminent sur le corps au repos sont toutes multipliées par p. Tous ces résultats s'étendent d'ailleurs, sans difficulté, au cas où le corps solide est soumis à des liaisons d'une nature
quelconque, cL les eoniposantes de ]a vitesse que prend un point quelconque sont toujours des fonctions linéaires des composantes des percussions qui agissent sur le corps solide.
Nous remarquerons, en terminant, que les constructions géométriques données précédemment permettent de résoudre d'une manière simple certaines questions. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de trouver les percussions qui, appliquées à un corps solide libre, lui impriment au début une rotation. On reconnaîtra aisément que les lignes d'action de ces percussions doivent être perpendiculaires à leur polaire par rapport à l'ellipsoïde central du centre de gravité; elles forment donc un complexe bien connu et qui a été étudié par divers géomètres.
Considérons, en elFet, une percussion P appliquée à un corps solide. Elle imprimera au centre de gravité une vitesse de translation qui lui sera parallèle. Quant à la rotation autour du centre de gravité, nous avons vu qu'elle commence autour de la droite qui est le diamètre conjugué du plan passant par la percussion P et le centre de gravité. Pour que le mouvement initial soit une rotation, il faut que la translation imprimée au centre de gravité soit normale à l'axe de rotation; c'est-à-dire que la ligne d'action de la percussion P soit une droite perpendiculaire au diamètre conjugué, par rapport à l'ellipsoïde central du centre de gravité, du plan passant par cette droite et par le centre de gravité; ou, ce qui est la même chose, il faut que cette ligne d'action soit une droite perpendiculaire à sa polaire par rapport à l'ellipsoïde central du centre de gravité.
IL — Des forces vives daws la théorie des peucussioks.
Reprenons les équations relatives à l'eifet des percussions sur un point matériel :
"••(<'x— «'ox) = > / Xr/^,
(5) / m{.,-.,,)=\ f Ydt,
f*' Zdt.
Multiplions-les par v^-h t^ox, ^7+ ^\y, »^sH- ^os et ajoutons-les. Nous aurons, en désignant par ^^07 ^ le^ vitesses initiale (;t finale,
Le second membre de cette formule a une signification géométrique très simple. Si la force X, Y, Z agissait, pendant toute la durée de son action, sur un mobile animé de la vitesse constante dont les composantes sont
i'^-h Cn-r., t\- -+- ('aa-, f'_ H- (',
son travail élémentaire serait
X ( (^x + "ox ) f^^ -^ Y { "y + ''oj ) ^^ + z ( (^. -i- .'0 . ) df,
et son travail total dans l'intervalle de o à ? serait précisément l'intégrale qui figure dans le second membre de la formule (6). INous avons donc la proposition suivante :
ThéouIïme I. — Quand des percussions agissent sw^ un point matéï'iel, la 'variation de force 'vive est égale à la somme des travaux que produiraient les forces d'où proviennent ces percussions si, pendant toute la durée de leur action, le point matériel conservait une vitesse constante égale à la somme géométriq ue de ses 'vitesses initiale et finale.
Multiplions maintenant les équations (5) par t^^, Vy., i^z respectivement et ajoutons-les. JNous obtiendrons une écjuation que l'on mettra aisément sous la forme suivante :
SX'
[Xu^-^Yi>y-^Zu,)dt.
Cette équation, interprétée comme la précédente, conduit à cette nouvelle proposition :
Théorème II. — La perte de force vive est égale à la force vive due à la vitesse perdue moins le double de la somme des
travaux que produiraient les forces si le point matériel conservait, pendant toute la durée de leur action, une ^vitesse constaJite et égale à la ^vitesse finale.
Enfin, si l'on employait comme multiplicateurs v^x-, ^oy-j Vqz-, on aurait de même l'équation
ii:
qui s'interprète comme il suit :
Théorème IIl. — Le gain de force "vive est égal à la force vive due à la ^vitesse gagyiée [ou perdue), augmentée du double des travaux que produiraient les forces si, pendajit toute la durée de leur action, le point matériel conservait une ^vitesse constante et égale à la 'vitesse initiale.
Il est aisé de reconnaître que cette dernière proposition est un simple corollaire des deux précédentes, mais il peut y avoiiquelque intérêt à en faire usage.
Considérons maintenant un système composé d'un nombre quelconque de points matériels. Ecrivons les équations analogues à l'équation (6) pour cliacun des points et ajoutons toutes ces équations. Nous aurons
IVa
les sommes qui figurent dans le premier membre s'étendant à tous les points matériels, et celle qui figure dans le second à toutes les forces. Cette équation conduit au théorème suivant :
Théorème IV. — La variation de la force vive totale d'un système est égale à la somme des travaux que produiraient les percussions tant intérieures qu extérieures si chacun des points d' application de ces percussions conservait, pendant toute la durée de leur action, wie vitesse constante égale à la somme géométrique de ses vitesses initiale et finale.
De même, l'équation (y) nous conduira à Ja suivante,
1 nw- — 1 im>l — 1 m {[o^ — v^^^ Y -V- ( i>y — "oj )' + ( »'2 — "o= )" ]
yy,
ce qui donne le tliéorème suivant :
'XC_^+ YVy-\- ZC^Jf//,
Théorème V. — La perte de force vive du système est égale à la force vive due aux vitesses perdues, diminuée du double de la somme des travaux que produiraient les percussions tant intérieures qu'extérieures si chacun de leurs points d' application conservait, pendant toute la durée de leur action, une vitesse constante égale à sa vitesse finale.
Toutes les propositions précédentes s'appliquent aux forces agissant pendant un temps quelconque. Mais, si le système matériel est un corps solide et si les forces agissent pendant un temps très court, c'est-à-dire sont de véritables percussions, il est aisé de démontrer que les termes correspondants aux percussions intérieures se détruisent deux à deux et disparaissent des équations (9) et (10). Soient, en elïet, m, ni deux points du corps solide entre lesquels s'exerce une force (X, Y, Z). Appelons Vqx-, Vxi ••• les vitesses du point 7;z, et j^'^^, ç"'^., . . . celles du point m' . Les termes qui proviennent de la force (X, Y, Z) dans les équations (9) et (10) sont composés des deux expressions
i (<'. -.4 )f^dt+[Vy-V^ )/Y./^ +(.,-.', ]fZdt,
\ {%.-^'o.]f^dt^-[v,y-v',^)fYdt+[v,-v'^,)fZdt.
Les deux points 77z, m' étant maintenus, par liypotlièse, à une distance invariable, les vitesses initiale et finale satisfont aux conditions
X, 7, s, x\ y', z' désignant les coordonnées des deux points. D'ailleurs, la percussion étant dirigée suivant la droite qui joint les deux points, on a
f^dt = l[.v-x'), fYdt=^l{y-y), fZdt=l[z-z'),
et, par conséquonl, les deux expressions (i i) sont nulles, e]i \eilu des formules (la). Ainsi les percussions intérieures disparaissent dans les formules (9) et (10).
La démonstration précédente n'est pas absolument irréprocliable, parce cju'elle suppose cjue les distances des dilïérents points soient demeurées les mêmes pendant toute la durée des percussions. Il est aisé de reconnaître a priori que cette condition n'est pas nécessaire et qu'il suffit, pour c[ue les théorèmes aient lieu, que les distances mutuelles des dilïérents points redeviennent les mêmes après les percussions. En effet, dans ce cas, les théorèmes du mouvement du centre de gravité et des moments permettent de trouver le nouveau mouvement du corps solide, et par suite la variation de force vive. Or l'application de ces théorèmes est indépendante des déformations passagères cjui peuvent se produire pendant l'action des percussions. On voit donc qu'il en sera de même de la variation de la force vive, et, par suite, les expressions que nous avons trouvées en supposant les distances invariables doivent subsister dans tous les cas, pourvu que lesdistances reprennent leurs valeurs initiales quand les percussions ont cessé leur action. Nous allons, du reste, en nous servant seulement des équations ordinaires, obtenir une vérification des propositions précédentes.
Pour cela reprenons les équations (3) et (4), que nous écrirons
^{P-Po) =2(j/Z,-z,Y,) =L, J^ÎQ-^o] =2 {^i^i — -^/Z,) = M,
Xi, ji, zi désignant les coordonnées du point d'application de la percussion (X/, Y/, Z/) par rapport aux trois axes principaux du centre de gravité.
En multipliant ces équations par V^-t- Vo:r: . ' . , p -{- po-, • - ■ respectivement et en les ajoutant, on a
!/«V-+ A/>--f- B<7-H- Cr-— mV^ _ A;:'^ — B</5 — Cr'l = X(V,+ V,,) + Y(V,-^Vo,)+Z(V,-^V„,)
Le premier nienibre représente la variation de force vive. D'autre part, si l'on appelle <'°^,, . . . , Uix-, ... les composantes des vitesses initiale et finale du point d'application {^Xi,ji^ zi) de la percussion
(X,-, Y,-, Z,-), on a
«'/; = Vo , -h PoXi — qo .ri, c/-
et l'on obtient, par un calcul facile,
I X, (.,,+ .?,) + Y, ( .,y + ul ) + Z, ( .,, + P?, )
= X(V,+ Vo:r) + Y(V,-l-Vo,.)-f-Z(V,-4-' En comparant à l 'équation ( 1 3 ) , on a
^ix= V^-t- qzi
— rj„
•''•y = V^ -J- rx;
«'/^ = V- + pji
- q.rc
mV2+ A/;2+ B<72+ C?-^— mV^ — A/j^ — Bg^ — Cr^,
et cette équation ne dilïère de l'équation (9) cju'en ce c[ue les termes provenant des actions intérieures ont disparu. Nous avons donc la proposition suivante :
Théobîîme VI. — Quajid des percussions agissent sur un corps solide, la 'variation de force viue est égale à la somme des travaux qu elles produiraient si leurs points d' application conservaient, pendanttoute la durée de leur action, une ^vitesse constante égale à la somme géométrique de leur idtesse initiale et de leur ^vitesse finale.
On vérifiera de la même manière récjuation suivante,
/ A;:'^ H- Bç^ + Cri + m^l — Ap- — Bq-— Cr- — mV-
(l5) =A{p—p,Y-hB[q-q,Y-i-C{r-~roy^-^m{Y-V,Y
{ —2.1 [Xi (>ix + Yi ('ly + Zi vi^ ) ,
qui ne diffère de l'équation (10) qu'en ce que les termes provenant des percussions intérieures ont disparu et qui conduit autliéorème suivant :
Théorème VII. — La pe/'te de force tùve éprouvée par le corps
solide est égale à la force vive due aux vitesses perdues moins le double de la somme des travaux que produiraient les percussiojis si les points sur lesquels elles agissent conservaient, pendant toute la durée de leur action, une vitesse constante égale à leur ^vitesse finale.
Il est bon de remarquer que si le corps solide est soumis à des liaisons, s'il a, par exemple, des points fixes, ou des points assujettis à demeurer sur une surface fixe, ou des surfaces assujetties a passer par des points fixes, etc., les termes provenant dans les équations précédentes des percussions de liaison seront tous nuls, pourvu que l'on néglige le frottement. Par exemple, s'il y a un point fixe, la percussion que le corps reçoit de l'obstacle fixe, s'exerçant sur un point dont la vitesse est et demeure nulle, ne donnera de terme dans aucune des équations ( 1 4 ) ou ( 1 5 ) .
D'après cela, si une seule percussion agit sur un corps solide au repos, la force vive imprimée au corps sera, en vertu du théorème Vï, égaie au produit de cette percussion par la projection, sur sa direction, de la vitesse que prend son point d'application. Il faut donc que cette projection soit positive et, par conséquent, que le point d'application cède sous l'action de la percussion qui lui est appliquée. C'est là un résultat conforme à notre expérience de tous les jours 5 mais le théorème précédent, qui le met en évidence, nous conduit, en outre, à la considération d'un élément nouveau qui se rapporte aux droites d'un corps solide et que nous allons définir.
Concevons une droite D et supposons qu'une percussion égale à l'unité ait cette droite pour ligne d'action. Soit A le point de D où elle est appliquée. Elle communique à ce point A une vitesse dont la projection sur la percussion et, par conséquent, sur la droite est
positive; nous désignerons cette projection par -5 et il est clair
qu'elle demeurerait la même si l'on faisait glisser la percussion sur la droite D, car on sait qu'alors le mouvement imprimé au corps demeure le même, et d'autre part, dans ce mouvement, les projections sur la droite des vitesses de tous les points de cette droite sont égales. Nous appellerons cette quantité^, essentiellement positive, le paramètre de la droite. Quand on l'aura déterminée, on saura que toute percussion égale à P et dirigée suivant la droite déterminera en son point d'application une vitesse dont la
projection siw la percussion sera positive et égale à -• Cherchons
quelle est la valeur du paramètre dans les cas principaux que l'on a à considérer.
1° Supposons d'abord le corps libre, et soit une percussion agissant suivant une droite XX' {fig. i). Désignons par M la masse du
corps. La percussion P imprimera d'abord à tous les points une vi-
p tesse de translation égale à — ; elle produira, en outre, une rotation
autour du diamètre GL, conjuguéauplanGXX'dansl'ellipsoïde central du centre de gravité G. Appelons p la distance GH du centre
de gravité à la droite XX'. Le moment G du couple qui résulte de la translation de la percussion en G sera Pp, et, par conséquent, la vitesse de rotation autour de GL sera donnée par la formule
où / désigne la longueur du demi-diamètre GL de l'ellipsoïde central autour duquel s'effectue la rotation, et à la dislance GK du centre au plan tangent à l'extrémité de ce diamètre. Nous pouvons d'ailleurs décomposer cette rotation en deux autres, l'une w' dirigée
suivant GK et égale à wx j ou Vpd'-^ l'autre w" dirigée dans le
plan XX' et dont nous n'avons pas besoin de connaître la valeur. D'après cela, la vitesse d'un point quelconque de XX', par exemple du pied H de la perpendiculaire abaissée de G, se compose de trois vitesses : i° la vitesse de translation dont la projec-
P tion sur la droite XX', prise dans le sens de la percussion, est •— ;
2° la vitesse due à la rotation o/, vitesse qui est dirigée suivant XX' et qui a pour valeur w'p ou V p- ^- ; 3° la vitesse due à la rotation w", qui, étant normale à XX', donne une projection nulle. On voit donc
que la projection sur la direcliou de la percussion de la vitesse imprimée au point H, projection c[ui conserve la même valeur pour un point quelconque de XX', est
[wi^ "'-'')■
On a donc dans ce cas, pour le paramètre de la droite XX', l'expression très simple
(.6). '^ = ii^P''''-
Le paramètre, généralement inférieur à la masse, lui devient égal quand la droite passe au centre de gravité.
Si le corps a un point fixe, les raisonnements sont les mêmes; seulement il n'y a pas à tenir compte de la vitesse de translation, et l'on a
le centre de gravité étant remplacé par le point fixe.
Enfin, si le corps a un axe fixe, soient XX' {Jig. 2) la ligne d'ac-
tion delà percussion, Q l'angle qu'elle fait avec l'axe aa', et d sa plus courte distance à l'axe. Désignons par w la vitesse angulaire imprimée et par MA- le moment d'inertie par rapport à aa'. On aura
La vitesse du pied Jd de la pfus courte distance sera — ——-; — ? et sa
projection sur XX' sera
P^^sin^ô
MF
On aura donc ici
, „, i cP' sin-6
Nous nous bornerons à ces trois cas principaux. Pour les autres, nous nous contenterons de rappeler que le paramètre y. est essentiellement positif.
III. Du CHOC DES CORPS
Lecliocdes corps a été l'objet de nombreuses recherches. Poisson, dans le Tome II de sa Mécanique, commence par traiter le choc des corps mous et il obtient la solution complète du problème en ajoutant aux douze équations fournies par les principes du centre de gravité et des moments une équation nouvelle qui exprime qu'à la fin du choc les vitesses normales au point de contact des deux solides sont égales. Puis il passe de là au cas des corps élastiques, en remarquant que le choc peut alors se décomposer en deux parties séparées par l'instant de la plus grande compression. Dans la première, le phénomène est le même que si les deux corps étaient dépourvus d'élasticité. Dans la seconde les corps reviennent à leur forme primitive, et il admet Cju'ils reçoivent une percussion égale à celle qui s'est développée à leur contact pendant la première partie du choc. Il est aisé d'établir que la force vive totale reprend sa valeur à la fin du choc, ce qui fournit une espèce de vérification de l'hypothèse de Poisson.
En i838, dans le Résumé des Leçons doniiées à l'Ecole des Ponts et Chaussées, Navier a remarcjué que, si l'on fait abstraction des vibrations communiquées par le choc aux molécules des deux corps, la force vive totale doit reprendre la même valeur. Cette remarque lui a permis d'obtenir la percussion totale qui se produit au contact des corps, et par conséquent de donner la solution complète de la cjuestion.
En 1874, M. Resal a adopté la marche proposée par Navier, dans une Note importante qui figure aux Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences (t. LXXVIII).
Toutes ces dilïérentes solutions sont analytiques; elles reposent sur la considération de treize équations du premier degré et ne
laissent pas voir la sigiiilication groinétriquo trôs simples dos résultats. Je me suis proposé, en 18745 ^^ donner une solution purement géométrique de cette question, et je vais indiquer ici les résultats que j'ai obtenus.
Soient (M), (M') deux corps solides se choquant en un point A. L'effet du clioe peut se représenter par deux percussions égales et contraires, dirigées suivant la normale en A aux deux surfaces en contact, l'une fJSdt appliquée au corps (M), l'autre — fiSdt appliquée au corps (M'). Soient Wq, iv les composantes suivant la normale au point de choc de la vitesse initiale et de la vitesse finale du point de (M) qui se trouve en A, et soient -îv'q, w' les mêmes quantités relatives au corps (M')-
Si nous appliquons successivement le théorème VI aux deux corps (M), (M'), nous aurons
i 2m ( mi>^ — mul ) = ( iv -f- w, ) / N^^ i 2jr ( >m>^ - nwl ] = -{ »'' + <v', ) / ^dt,
2ji, 2ji, désignant les forces vives des corps (M), (M') respectivement. 11 est à remarquer que ces équations, qui ont évidemment iieu pour des corps libres, sont encore vraies si les corps ont des points fixes ou sont assujettis à d'autres liaisons, car nous avons vu que les percussions de liaison ne peuvent introduire aucun terme dans les seconds membres des équations générales (i4) ^t (i5), et les formules (17) ne sont que l'application particulière de l'équation (i4)-
En ajoutant les deux équations précédentes, on aura, pour la variation totale de la force vive, la formule
(18) 1 me'- — 1 m^l = ( w — «>' + „'„ — »■; )/ N dt,
qui va nous donner la solution complète de la question.
Supposons d'abord que les corps soient parfaitement élastiques et que la perte de force vive doive être nulle ^ il faudra que l'on ait
(19) „. _cv'=— (n'o— «/J.
Donc, l'elYct du choc dans le cas des corps parfaitement élastiques est de changer de signe la composante normale de la vitesse relative des deux points de choc sans changer la grandeur de cette D. 2
composante. Tel est le résultat très simple auquel conduit immédiatement notre tliéorie.
Cela posé, décomposons leclioc en deux parties par la condition que les intégrales f^dt relatives à ces deux parties soient égales. Les percussions imprimées aux corps solides dans les deux parties du choc ainsi divisé ont par hypothèse même grandeur, et elles agissent suivant la même droite. Donc, d'après les règles connues de l'effet des percussions, les vitesses gagnées par les points de l'un quelconque des solides sont les mêmes en grandeur et en direction pour ces deux parties du choc. Cette remarque permet de déterminer les composantes normales des vitesses des points des deux corps placés en A à la lin de la première partie du choc, car soit H la composante normale de la vitesse du point de choc de (M);
on devra avoir
équation qui exprime que la composante normale de la vitesse varie de la même quantité dans les deux parties du choc. Donc
Si u' désigne la quantité analogue à u pour le corps (M'), on aura de même
Si l'on tient compte de l'équation (19), on aura
Ainsi, quand l'intégrale J'N dt a acquis la moitié de sa valeur définitive, les vitesses normales des deux points de choc sont égales. Si le choc cessait à cet instant, on serait dans le cas des corps mous. Donc, si, dans le cas des corps parfaitement élastiques, on sépare le choc en deux parties par l'instant oit les vitesses normales des deux points de choc sont égales, les percussions relatives à ces deux parties du choc sont égales. En d'autres termes, la percussion dans le cas des corps élastiques est double de celle qui se produit quand les corps sont mous. C'est le point que l'on admettait dans la théorie de Poisson.
Dans le cas des corps mous, Je tliéorèmc VJI trouve son application immédiate 5 les points en contact ayant la même vitesse normale dans les deux corps après le choc, les travaux des deux percussions, tels qu'ils doivent être évalués dans cette proposition, sont égaux et de signes contraires. On voit donc que, dans ce cas, la force vive perdue est égale à la force vive due aux vitesses j)erdues. C'est le théorème bien connu de Carnot, théorème qui n'a d'ailleurs d autre avantage que de montrer qu'il y a perte de force vive, sans apprendre à en mesurer la grandeur.
Pour étudier le choc d'une manière plus complète et comprendre tous les cas, nous allons chercher les formules qui relient les vitesses çv, -îv', à un instant quelconque du choc, à la percussion qui s'est produite jusqu'à cet instant, et, en faisant ensuite les hypothèses particulières, nous retrouverons tous les cas.
Désignons par /t., [j! les paramètres de la normale au point de choc par rapport aux corps (M), (M') respectivement. La percussion f^dt appliquée au corps (M) donnera au point de choc la vitesse normale
(■20) Wz=iVf^-^- f^dty
résultante de la vitesse initiale -Wq et de celle qu'imprimerait la percussion au corps partant du repos. De même la percussion — fNdt appliquée au corps (M') donnera au point de choc de ce corps la vitesse normale
(-21) w'=w'^ -, f^dt.
Les équations précédentes nous conduisent aux deux suivantes :
(22) pi «' H- p' ( V ' = fA (ï'(, + p.' M''q
et
Litroduisons les vitesses relatives
W = (f — cv' , Wy = w^ — a'\ .
— >0 L'équalion précédente s'écrira
Si nous substituons la valeur de flSdt dans la formule (i8), nous aurons
W' — ^Nl
24) }iinv^ — ^mvl
Quant à la variation de force vive pour cliaque corps, elle sera donnée par les formules (17), qui deviennent
Ces formules ne diffèj^ent en rien de celles qui seraienl relatives au choc de deux sphères de masses [j.^ u'. Il est donc inutile de les discuter en détail. On obtiendra le choc des corps mous en faisant W = o et celui des corps élastiques en posant W= — Wq.
Cela nous conduit à dire un mot d'une liypotlièse bien connue de Newton, relative aux corps imparfaitement élastiques. Newton admet que pour ces corps le clioc sera terminé quand on aura
W = — eWo,
e étant une fraction positive qui dépend de la nature des deux corps. On voit cjue cette hypothèse comprend comme cas extrêmes celles qui répondent au choc des corps mous (e= o) et au choc des corps parfaitement élastiques (e = i). Il est aisé de reconnaître {[uelle sera la perte de force vive. Si nous nous reportons h la formule (24), nous trouvons pour l'expression de cette perte
On peut donc caractériser l'iiypotlièse de Newton en disant qu'e//e conduit à une perte de force viue qui est une fraction déterminée, (i — e-), et toujours la même, de celle qui se produit dans le choc des corps mous ( ^ ).
IV. Du CHOC, EN TENANT COMPTE DU FROTTEMENT
Jusqu'ici j'ai négligé l'influence du frottement qui se produit au contact. Les expériences du général Morin paraissent établir que, môme dans ce cas, le frottement suit les lois ordinaires. Toutefois, dans la tliéorie des macliines, on n'a eu à s'occuper que de problèmes relativement simples pour lesquels il est facile de reconnaître a priori que la vitesse relative au point de contact des deux corps a une composante tangentielle dont la direction demeure constante pendant toute la durée du clioc. Il n'y a donc alors qu'à introduire, en même temps que les percussions normales appliquées aux deux corps, des percussions tangentielles égales à la valeur commune des percussions normales multipliée par le coefficient de frottement et ayant une direction invariable pendant le clioc, celle de la composante tangentielle de la vitesse lelative au point de contact. Je citerai un travail de Poisson, Sur le frottement des corps qui tournent [Bulletin de Férussac, t. VI, p. i63) et les recherches de Coriolis sur le choc des sphères dans sa Théorie mathématique des effets du jeu de billard.
Si l'on se propose de traiter le problème général, la question devient beaucoup plus compliquée. On sait que, dans le cas où il n'y a pas frottement, la vitesse relative au point de contact passe progressivement, pendant la courte durée du choc, d'une valeur à une autre tout à fait diiférente en grandeur et en direction-, il en est de même quand il y a frottement, et si l'on veut tenir compte rigoureusement des effets de cette force, il faudra, à chaque
(') Dans le Journal de Mathématiques (Z" série, t. IV, 1S78), M. Joukofsky a publié un Mémoire sur la percussion des corps qui se rapproche du nôtre à la fois par la méthode et les résultats. Je crois donc devoir faire observer qu'au moins pour le cas des corps libres, qui est le seul dont s'occupe M. Joukofsky, j'avais développé la solution complète dans les Comptes rendus des séances de l' Académie des Sciences eu 187.4-
nouvel inslant du choc, donner au frottement une direction nouvelle en sens inverse de la vitesse relative à cet instant. Cette direction de la vitesse relative dépend, d'ailleurs, du frottement qui s'est produit aux époques antérieures du choc 5 on peut donc prévoir qu'il y aura une équation dilïérentielle donnant la loi du phénomène et dont l'intégration constituera la principale difficulté du problème; et l'on reconnaît aussi que si l'on voulait, malgré le changement de la vitesse tangentielle relative au point de contact, conserver à ce frottement une direction constante, on pourrait commettre des erreurs du même ordre que les effets dont on veut ' tenir compte.
M. Phillips, dans un beau travail inséré au Tome XIV du Journal de Llouv'dle, page 3 12, a le premier abordé la question à ce point de vue et intégré l'équation dilïérentielle c[ui se présente dans cette théorie. Depuis, dans une Note insérée aux Comptes rendus des séances de l'yicadémie des Sciences (t. LXXVJ, p. 1645), j'ai obtenu les mômes résultats par une méthode dilïérente et à quelques égards plus simple. En étudiant de nouveau cette question pour présenter ici une étude complète de la théorie du choc, je me suis aperçu que, si les recherches que je viens de citer suppriment la principale difficulté de la question, elles ne donnent pas cependant la solution complète du problème, car elles négligent ce fait capital que la vitesse relative tangentielle peut devenir nulle pendant la durée du choc. Il y a donc intérêt à reprendre l'étude de cette question en ayant égard aux circonstances qui avaient été négligées dans les recherches antérieures.
Prenons pour axe des z la normale counnune aux deux corps au point de contact, la partie positive de l'axe des z étant dirigée vers le corps (M). Les axes des x et des j'^ seront dans le plan de contact. Le point de choc du corps (M) a, par rapport au point de choc du corps (M'), une vitesse relative dont nous désignerons par w la composante normale et par u la composante tangentielle. Si la vitesse r fait avec l'axe des x l'angle cp, les trois composantes de la vitesse relative suivant Ox, O}', Oz seront
V cos-ï/, V siiiy, «'.
Désignons par N la force normale qui s'exerce à l'instant t sur le corps (M). La force de frottement aura, suivant Ox, Oj^, les deux
composantes
— /Ncosy, — /Nsin'j;,
/'désignant le coefficient du froltement.Par suite, les trois composantes de la percussion reçue par le corps (M) depuis le commencement du choc sei'ont
N cos y dt, —fi N sin '^ dt, / N dt,
et le corps (M') aura reçu dans le même temps des percussions égales et contraires. Cela posé, d'après les lois de l'efFet des percussions, les composantes de la vitesse relative des deux corps seront des fonctions linéaires de ces percussions, et l'on aura
(• cos y rrr c^ COS y^ — of j N COS fdt~bf N SÏn 'jiilt -\~ C f^ dt ,
« o tJ o
(?.5) i 0 sin y = 0^ sin ©„ — "'/ \ N cos o dt — b'f l N sin o dt -I- c'fNdt , I (V = r.'o — a"f / N COS y dt — h"f / N sin ^dt^ c"J^ dt,
*^05 9o: ^0 désignant les valeurs initiales de v^ ç, w. Quant à «, Z», c, . . ., ce sont des constantes que l'on détermine sans dilliculté et qui dépendent de la forme et de la position relative des deux corps : <7, r/, d' sont les composantes de la vitesse relative qui serait imprimée aux points en contact par deux percussions égales à l'unité dirigées suivant l'axe des x et appliquées l'une au corps (M), l'autre au corps (M'), la première ayant le sens de la partie positive de l'axe des jr, l'autre ayant le sens contraire ; Z», h' ^ h"^ c, c', c" ont des définitions analogues relativement à des percussions dirigées suivant Oj et O^. Il n'y a donc aucune relation entre ces neuf constantes, cjui, dans le cas des corps libres, dépendent de vingt paramètres. Il est vrai que les équations précédentes ne supposent nullement les corps libres et qu'elles ont lieu d'une manière absolue, quelle que soit la nature des liaisons. Mais, dans la discussion, nous pourrons les supposer quelconques 5 il nous suflîra seulement de montrer que dans tous les cas elles satisfont à des inégalités dont nous aurons à tenir grand compte dans notre discussion. Nous allons d'abord indiquer quelles sont ces relations d'inégalité.
Si deux corps (M), (M') sont en repos, et qu'en un de leurs points de contact on leur applique respectivement deux percussions P, — P égales et contraires, il est facile de montrer que la vitesse relative que prendra le point de contact de (M) par rapport au pointde contact de (M') aura toujours une projection positive sur la percussion P appliquée au corps (M). En effet, nous savons que la percussion P imprime à son point d'application une vitesse dont
P , la projection sur P est -> p. étant le paramètre de la ligne d'action
par rapport au corps (M). De même la percussion — P imprime au point du corps (M') où elle est appliquée une vitesse dont la pro-
jection sur — P sera H — -^ p.' étant le paramètre de la ligne d'action
par rapport au corps (M') ^ et par conséquent la projection de cette
vitesse sur P sera y La projection de la vitesse relative sur
P, étant la différence des projections des deux vitesses absolues, sera
et, par conséquent , sera toujours positive.
D'après cela, revenons aux deux corps (M), (M'j supposés au repos, et appliquons à l'origine au corps (M) une percussion quelconque dont les composantes sont X, Y, Z, en appliquant au corps (M') la percussion égale et contraire. La vitesse relative qui sera imprimée par ces deux percussions sera définie par les formules
i^y.= a'X-i- b'Y -hc'Z,
cette vitesse étant toujours celle du point de (M) par rapport au point de (M'). La projection de cette vitesse sur la percussion ap- [)liquée au corps (M) devant être positive, nous devrons avoir
et par conséquent
«X^'-i- //Y--^- c"Z2+ (c'-t- ^"]YZ -I- [c -V- a"]XZ -i-lh -h «']XY>o.
Ainsi, les constantes «, h' ^ c" doivent satisfaire à toutes les inéijçalités qui expriment que l'expression précédente est positive, quelles que soient X, Y, Z. Par exemple, on aura
Nous aurons à faire visage de ces inégalités.
Après ces remarques préliminaires, reprenons les équations (aS) et difTérentions-les. Si nous posons
( A r= c — af cosy — bfûn'f, 27 ) < A' = c' — a'/ cas 'S) — b'fsw^j,
k" = c" — «"/cos '^ — b"fsïn'. ,
nous aurons
ce qui donne
cos y dv — c sin © cJ'm r= A N dt, sill © di' + c cos a d'ï) zzz A'ISdt,
de A'sin» + Acoso
-df,
Tidt
A'cosffl — Asin;
A'cosy — A sin y
Posons, pour abréger,
H = A' sin© -1- A cos y, A = A'coso — A sin 03.
Nous obtiendrons
et, i^ une fois connu, on déduira de l'expression de N dt
r* r°i>d'j /•■Acr/o
I N dt = j — -, pcosœ» = t'oCOSuo+ I — : — '
r^ r'ocoscpdcp . . r-A'iuh
j Nsmcp dt = I — *-, H' = ft'p -+- I —
Ces quadratures donnent la solution complète de la question ^ elles feront connaître les diverses circonstances du clioc tant que la vitesse u ne deviendra pas nulle, auquel cas on ne connaîtrait plus la direction du frottement.
On peut interpréter géométriquement les formules précédentes i Construisons dans le plan tangent la courbe auxiliaii^e lieu du point dont les coordonnées à l'instant t sont
.r=f I JUcos'fdt, j z=f 1 Nsinyr/f.
On voit que le rayon vecteur de cette courbe représente en grandeur et en direction la percussion tangentiellci L'arc de la courbe^ compté à partir de l'origine, a pour valeur
et par conséquent il est égal à la percussion normale multipliée par le coefficient de frottement. Si l'on différentie d'ailleurs les formules qui donnent x etj', on trouvera
dy
La direction de la tangente à cette courbe auxiliaire est donc la même que celle de la vitesse relative tangentielle à l'instant t. On peut donc énoncer la proposition suivante :
// existe une courbe située dans le plan de contact, passant au point de contact et donnant la loi du choc. Son rcijoji vecteuf représente la percussion tangentielle due au Jrottement ; sa tangente a la direction de la ^vitesse relatis^e et son arc, compté à partir de l'origine, est égal au produit du coefficient de frottement par la percussion normale reçue par chacun des corps depuis lé commencement du choc.
Il résulte des formules (aS) que cette courbe satisfait à l'équation différentielle
dj (V|Sino„ — n' ,T — h' y + c' s dx Vq cos fQ — ax — hj -+- es
H par conséquent les reclierclies précédentes peuvent être considérées comme donnant l'intégrale de cette équation ( ' ),
Revenons aux formules (29) et voyons comment on déterminera la fin du clioc. Dans le cas des corps mous, il n'y a pas de diffi*
(') Considérons d'une manièi'e générale l'équation différentielle
dy où y désigne -^ et X une fonction de la seule variable x. 11 est aisé de reconnaître
qu'elle comprend, comme cas particulier, celle qui a été considérée dans le texte. Il suffit, en effet, pour retrouver cette dernière équation, de prendre
FO'')^^ — a'—l>'r'-hc'\Jl-^r'\ /(j') = t'„siny„,
*(j') = — « — «^y -^^ \/n-J"". ?(7'/ = "ocosp„.
Nous allons montrer qu'on peut intégrer très simplement l'équation (a). PourCela^ posons
VI par conséquent
ou aura, en differentiant,
^Ldy-hfir')\dx = dx,
et, si l'on élimine Xdx, on trouvera
,, ,, àx , de df Y{r')J^''^Tr'-^'-d;-lT'
df df
Cette équation linéaire fera connaître 1 en fonction de y' . On déterminera ensuite x au moyen de la formule
•où les variables sont séparées, et enfin y par la formule
dj = y' dx.
L'intégration de l'équation différentielle est ainsi ramenée à une série de quadratures.
Si dans l'équation (a) on remplaçait ^dx par d-^{x,j), on serait, par une méthode
culte : le choc se terminera quand la vitesse relative normale w sera réduite à zéro. Mais il peut y avoir des corps élasticjues dans lesquels le frottement n'est pas nul, par exemple deux billes d'ivoire dépoli. Dans ce cas, rien ne nous guidant, on peut revenir à l'ancienne liypotlièse et supposer que, lorsque les corps se détendent après s'être comprimés, ils reçoivent une percussion normale égale à celle; qui s'est développée dans la première partie du clioc. Alors il suffira de calculer la percussion normale relative au cas du choc des corps mous et de prolonger le choc jusqu'à ce que la percussion normale ait pris une valeur double de celle que l'on a ainsi calculée. Pour plus de netteté, nous traiterons toujours, dans ce qui va suivre, le cas du choc des corps mous.
D'après les hypothèses faites sur le sens de l'axe des ^, la percussion f^dt sera toujours positive et la valeur initiale iVo de w sera négative. Par suite, la première des formules (29) nous montre quecp,
partant de la valeur (Çq? devra varier de telle manière que — soit
positif; donc on connaîtra le sens de la variation de g). Désignons par a la première racine de l'équation
que ^ atteindrait en variant dans le sens indiqué, et cherchons si le choc sera terminé avant que y ait atteint la valeur a. L'équation qui définit la fin du choc est
rK"vc
analogue, ramené à l'intégration de l'équation
L'équation {a) comprend comme cas particulier les suivantes
ax-\-br-+-cs^Y{y')_^ ^
a' X -h i>' j -t- c' s -1,- 'b [j' ) ax--+- F (y') -f- cfxily
a'.x-'-^<b{j') -H c'jxdj
Cette dernière équation, correspondante au cas où l'on prend X = x, équivaut à une relation assez générale entre la tangente et l'aire d'un segment de la courbe «•herchée.
Si cette équation admet une racine comprise entre zéro cl a, il n'y aura pas de difficulté; les formules (20), (29) seront applicables jusqu'à la fin du choc, et elles feront connaître les percussions tangentielles et normales, et par conséquent la vitesse finale des deux corps. Je dis que ce cas se présentera toujours toutes les fois que la quantité que nous avons désignée par H sera positive pour (^ = oc.
En eflet, nous avons vu que l'expression
X(«X+ Z'Y + cZ) H- Y(a'X -+- b'Y + c'Z) 4- Z(«"X + b"Y -h c"Z)
est toujours positive, quelles que soient les quantités X, Y, Z. Faisons
X = — /cosy, Y = — /siny, Z=i;
on aura, en conservant les notations adoptées,
A"— /(A' cosy + A"siny) >o,
ce qui, d'après les formules (aS), équivaut à l'inégalité
dw — fdv^^ 0, et, par conséquent,
Or, si ip se rapproche de la racine a, — devient infini positif,
puisque nous avons vu que le signe de d^ est toujours celui de A. Si donc H est positif dans le voisinage de la valeur a. de (p, l'intégrale / — - deviendra infinie positive, et il en sera de même de ç^, qui a pour valeur
'îo
Ainsi, si cp variait de zéro à a, u et par conséquent v — ^o croîtraient indéfiniment, et, en vertu de l'inégalité (3i), il en serait de même de w. Donc, avant que cj» ait atteint la valeur a, w aura pris tel accroissement positif que l'on voudra, et, comme sa valeur initiale est négative, elle aura passé par zéro ou par toute autre valeur positive qui marquera la fin du choc.
Si, au contraire, on a H <! o pour 9 = a, il pourra se faire sans
doute qu'il y ait encore une valeur de (p comprise entre (j>^) et a et annulant iv, mais il pourra aussi arriver que y atteigne la valeur a sans que w soit devenue nulle. En elFet, dans ce cas, u deviendra nulle pour cj) = a et l'intégrale
A'Vf/y
qui tendra vers une valeur finie quand tp s'approcliera de oc, aura un maximum en valeur absolue. Si Wq, par exemple, est supérieure à ce maximum, l'équation (3o) n'aura pas déracine entre (^o cX a-
Voilà donc un cas tout aussi général que le précédent et qui avait été négligé, celui où la vitesse relative tangentielle devient nulle avant la lin du clioc. Nous allons l'étudier d'une manière détaillée.
Et d'abord l'étude qui a été faite de questions analogues (roulement des sphères, des cylindres) nous avertit qu'il peut se produire deux espèces tout à fait ditférentes de mouvements :
Ou bien la vitesse relative tangentielle continuera à demeurer nulle, et alors la force de frottement ne sera assujettie qu'à l'unique condition d'être inférieure à la force normale multipliée par le coefficient de frottement 5 en d'autres termes, la force appliquée à l'un des corps devra faire avec la normale commune un angle moindre que l'angle de frottement. Ce sont là les lois du frottement quand il y a repos relatif au contact.
Ou bien la vitesse relative tangentielle reprendra des valeurs finies, et il reste à déterminer le mouvement qui pourra se produire dans ces conditions.
Examinons d'abord le premier cas. Soient N la composante normale de la force à un instant quelconque, 0, 6^ ses composantes tangentielles. Puisque la vitesse tangentielle u doit demeurer nulle, il faut Cjue l'on ait
aO -i- bOi -f- cN = o, a'O 4- ^<'(?i-hc'N = o, ce qui donne
hc' — ci)' en' — rfr'
au — ua au — ba
Exprimons que la composante tangentielle est plus petite queyiS ;
nous aurons l'inégalité
ot, par conséquent, en posant
(33) l^=p[ah' — ba'Y—[ac'—ca'Y— [bc'—cb')\
il faudra que l'on ait
Si cette inégalité n'est pas satisfaite, le mouvement précédent sera impossible.
Examinons maintenant ce qui arrivera si l'on suppose que la vitesse tangcnticlle relative, après être devenue nulle, reprenne des valeurs finies. Alors l'équation dliférentielle
( A' ces 'f — A sin m)di> ■=. v[ A' sin y + A ces y ) d(^
nous montre Cjue la seule solution possible sera
A' cosffl — A sin'^ =^ o, da = o.
Ainsi, dans le mouvement c[ui se produira, la direction et le sens de la vitesse relative demeureront constants, et cp ne pourra être qu'une des racines de l'équation précédente.
Or cette équation admet quatre racines qui peuvent être toutes réelles. Nous sommes donc amenés à discuter jusqu'à cinq mouvements différents c{ui peuvent se produire : ceux, au nombre de quatre, qui correspondent à ces différentes racines, et celui pour lequel la vitesse tangentielle demeure nulle. Si deux de ces mouvements étaient possibles simultanément, on rencontrerait un fait très intéressant, mais qu'aucun des exemples traités et connus ne nous permet de j)révoir. JNous allons en effet montrer, par une discussion détaillée, .qu'il n'y a jamais indétermination, qu'il n'y a jamais à choisir entre deux ou plusieurs mouvements également possibles.
Nous développerons d'abord quelques remarques préliminaires.
i" Dans le cas où la vitesse tangentielle reprend une valeur finie, on a, nous l'avons vu, oi =r const,, et les formules (aS) nous donnent sans difficulté
Or, u iiif^dt sont positifs; il faut donc que H le soit aussi. Ainsi,
pour que le mouvement correspondant à une racine a de l'équation A = G soit possible, il faut que cette racine a rende la quantité H positive. Il suit de là que si la vitesse tangentielle est devenue nulle pour une certaine valeur a de (p, comme celte valeur a est une racine de A rendant H négative, la vitesse ne peut reprendre une valeur finie, çp étant égal à a.
2° Puisque le signe de H pour chaque racine de A a une grande importance, cherclions aie déterminer. A cet effet, nous remarquerons l'identité fondamentale dans cette discussion
H -f- A' = — «/sin-y — i'/cos^y + (è + «')/'siny ces©.
En vertu de l'une des inégalités (26), le second membre est toujours négatif. Donc H est négative pour toute racine de A qui rendla dérivée ùi! positive ou nulle. Telle est la proposition qui rendra possible la discussion suivante.
3" Formons l'équation qui donne les quatre valeurs de H j on a
A' cosy — A siny =: o, A' sin^ + A cosy = H, et, par conséquent,
ces y SlllijJ
ou, en développant,
c — [af-\- H) cosy — bfûxif^ = o, ■ c' — «'/ces j- — ( b'f-\- H ) sin» = o,
ce qui donne, en éliminant »,
ica'—ac'—c' — \ -^ icW — bc' -^ —^\ = \[ab' - ba') + j[a + b') + —y\ L'équation développée est
^o.[[a+b')[ab'~ ba' ]f — c [cb' - bc' ) -h c' [ca' - ac' )] -
^p[ab' — ba'Y- [ca'-ac'Y~[ch'—bc'Y=o.
Le dernier terme de cette équation est la quantité que nous avons désignée par K.
Ces remarques faites, nous pouvons eommencer la discussion.
i*' Supposons d'abord que l'équation A = o n'ait pas de racine réelle. Alors les quatre valeurs de A sont imaginaires et la quantité K est positive, puisqu'elle est le dernier terme de l'équation précédente, dont les quatre racines sont imaginaires. Si au début du clioc la vitesse tangentielJe est nulle, elle demeurera nécessairement nulle , K étant positif et aucun des quatre autres mouvements n'étant réel. Si au contraire elle n'est pas nulle, elle ne le deviendra jamais, et les formules (29) seront applicables jusqu'à la fin du choc.
2° Si l'équation A = o a deux racines réelles, pour une de ces racines la dérivée A' sera positive, et, par conséquent, la valeur correspondante de H sera négative. Si les deux valeurs réelles de H sont négatives, le dernier terme de l'équation (34) en H sera positif, et, par suite, si la vitesse t^ devient nulle à un instant du choc, elle ne pourra que le demeurer. Au contraire, si une seule valeur de H est négative, K sera aussi négatif, et, si la vitesse i^ devient nulle avant la fin du choc, elle ne pourra pas le rester^ mais il se produira le mouvement dans lequel ç prend une valeur égale à la racine de A pour laquelle on a H ^ o.
3° Enfin, si l'équation A = o a ses quatre racines réelles, il y en aura deux rendant A' positive, et, par conséquent, deux au moins pour lesquelles on aura W.<C^o.
Si K<^ o, il y a un nombre impair de valeurs de H négatives; il y en a donc alors trois. Ainsi, il existe trois valeurs de (f pour lesquelles la vitesse v peut devenir nulle 5 mais, K étant négatif, cette vitesse ne pourra rester nulle, et il se produira le mouvement dans lequel cp prendra une valeur égale à l'unique racine de A pour laquelle on a H ^ o.
Si K^ o, nous allons montrer que l'équation (34) n'a que des permanences, et par conséquent que les quatre valeurs de H sont négatives. Mais, pour simplifier le calcul, nous admettrons que l'on ait choisi les axes de telle manière que d soit nulle. Cela revient à faire passer le plan des xz par la direction de la vitesse relative qui serait imprimée par les deux percussions égales et contraires dirigées suivant O2.
On a, dans le cas qui nous occupe,
P[ah'—ba'f—c^[a'^-^b"')':>o.
Rappelons les inégalités
qui donnent
[a' -bY-<:l{[ah' -ba'),
et par conséquent
ab' — ba' ^ o.
Si nous nous reportons à l'équation (34)? nous voyons immédiatement que le coefficient de H^ est positif. Il reste à démontrer qu'il en est de même des coefficients de H et de H-. Nous emploierons pour cela les deux inégalités
ab' —bt
Le coefficient de a ^ est
Le coefficient àef- étant positif, remplaçonsy- par sa limite inférieure. Nous aurons
l.{ab'—ba') -^ ^ ^ _^ ^, ^ ^^,2 ^l,n^__i,'^ab'-ba'),
OU
Uab' —ba'
>«^'2+è'(«'2+è'2) + bb'a'.
Remplaçons encore a par sa limite inférieure, et nous aurons ce qui démontre que L est positif.
Passons au coefficient de --r^- On a, en le désignant par L|,
Li=f^[[a-hb'Y--\-2{ab'—ba')]—c'' et, en remplaçant y- par sa limite inférieure,
-^ ^ '-^{aa'-h bb')^
-h 4ab'{a''' + 6'-) + («'2 -+- b'^)[h"- — b" — o.ba'].
Si l'on remplace dans le second terme a par sa limite inférieure, on trouve
^^^''^'-^'''^^~:>[aa' + bb-f+[a---^b-]\
et, par conséquent, L, est encore positif.
Ainsi, toutes les fois que l'équation A = o aura ses quatre racines réelles et que K sera positif, les quatre valeurs de H seront négatives. Alors, pour qu^atre valeurs de cj), la vitesse \^ pourra devenir nulle 5 mais, quand elle le sera devenue, elle restera nulle jusqu'à la fin du clioc.
En résumé, il n'y a jamais d' indétemninatioii dans le mouvement.
Dans le cas où la vitesse ^' demeurera nulle, il faudra substituer aux équations (29) les suivantes,
I 0= aO -h bOi-^- c'N, (35) o=a'0-[-b'Oi + c'^,
( «. = «-; + a"0 -+- b"Ôi -h c"N,
qui serviront jusqu'à la fin du clioc ; w'^ désigne la valeur c]u'a w au moment où la vitesse r devient nulle.
J'indiquerai, en terminant, un exemple assez simple qvii met en évidence la plupart des cas de la discussion précédente 5 c'est celui d'un corps solide de révolution qui vient rencontrer obliquement un plan fixe.
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SUR
LE PROBLÈME DE PFAFF
La méthode que PfafTa fait connaîti^e en i8i4, dans les Mémoires de V Académie de Berlin, pour l'intégration d'une équation aux dérivées partielles à un nombre quelconque de vai'iables indépendantes, a été longtemps négligée : les belles découvertes de Jacobi et de Cauchy ont seules attiré l'attention des géomètres qui s'occupent de cette théorie.
Cependant, la méthode de Pfaff, qui est, d'ailleurs, la généralisation de celle que l'on doit à Lagrange pour le cas de deux variables indépendantes, offre de sérieux avantages. Elle substitue à des calculs souvent compliqués l'emploi de certaines identités différentielles qui donnent la clef et la solution intuitive des difficultés qui se présentent dans les autres méthodes. Les beaux résultats obtenus par M. Lie dans différents Mémoires insérés aux Mathematische Annaleii montrent tout le parti qu'on peut tirer de ces identités, par exemple si l'on veut réduire au plus petit nombre possible les intégrations que l'on a à effectuer successivement avant de parvenir à la solution complète d'une équation aux dérivées partielles.
Dans le travail qu'on va lire, je me suis proposé d'expliquer la solution du problème de Pfaff sans rien emprunter à la théorie des équations aux dérivées partielles, et je me suis surtout attaché à mettre en évidence les propriétés d'invariance qui jouent un rôle fondamental dans cette solution. Je ne me suis nullement occupé des intégrations qui sont nécessaires pour amener une expression différentielle à sa forme réduite, et d'ailleurs, d'après les formules que j'ai données, les opérations que l'on doit faire pour obtenir la solution de ce problème peuvent se calquer en quelque sorte sur celles qui se rapportent à l'intégration d'une équation aux dérivées partielles.
Dans la première Partie j'étudie les formes réduites, et je montre D. i
que l'intégration du premier système de Pfaff suffit et donne immédiatement la forme réduite quand il s'agit de l'expression différentielle correspondante à une équation aux dérivées partielles.
Dans la seconde Partie j'étudie les relations entre les formes réduites, et je démontre en particulier trois propositions qui servent de base à la théorie des groupes de M. Lie (^).
PREMIEaE PARTIE.
Considérons l'expression différentielle
Xi da;^ + . . . + X„ clx,i,
où X|,...,X„ sont des fonctions données de .r,, ...^x„. Nous la désignerons par la notation 0^/, où l'indice d indique le système de différentiel ies adopté. Ainsi l'on aura
(i) 0(^=Xi c/j7i+ . . . H-X„ <:/j?«,
et si l'on emploie d'autres diflférentielles désignées par la caractéristique 0
(2) 0S=XiOj-i + . . . +X„oj:-„.
(') La première ParLie de ce travail a été écrite en 1876 et communiquée à M. Bertrand, qui enseignait alors au Collège de France la théorie des é juations aux dérivées partielles. M. Bertrand a bien voulu exposer la méthode que je lui avais soumise, dans sa première leçon de janvier 1877.
Quelque temps après paraissait dans le Journal de Borcho-rclt un beau Rlémoire de M. Frobenius qui porte d'ailleurs une date antérieure à celle de janvier 1877 (septembre 1876) et où ce savant géomètre suit une marche assez analogue à celle que j'ai communiquée à M. Bertrand, en ce sens qu'elle repose sur l'emploi des invariants et du covariant bilinéaire de M. I.ipscliitz. En revenant dans ces derniers temps sur mon travail, il m'a semblé que mon exposition était plus affranchie de calcul et que, par suite de l'importance que la méthode de Pfaff est appelée à prendre, il y avait intérêt à la faire connaître.
Dans la même année 1877 a paru aussi, dans VJrchiv foi- Mathematik de Christiania, un important Mémoire de M. Lie sur le même sujet (t. Il, p. 338). Mais ce travail repose sur des méthodes tout à fait différentes de celle que je vais exposer.
JJos deux rgalilés prrcc'dcnlcs on dédiiil
<^0i= \ dXilxi-\- \ \idlxi, et, par conséquent,
00^ — <i0s=: \ {'jXidx,- — dXiOXi)
la somme étant étendue à toutes les combinaisons des indices 1,2, . . ./z, et se composant, pe Nous poserons, pour abréger.
, /i( /i — I ) 1,2, . . ./z, et se composant, par conséquent, de — termes.
âX;, dXi
et l'égalité précédente deviendra
( 4 ) 50rf — (i0s = \ ^ «,-;t ( dxi 3^/, — c/^A- 3^1 ) •
En vertu des identités
qui découlent de la formule (3), on peut encore écrire l'équation (4) sous la forme
i = Il k = n
{^ bis) oQ^i — d&s= \ \ ciii^dxi'^X]^.
Supposons maintenant que dans l'expression différentielle (i) on remplace les variables ^/par d'autres variables )v; en effectuant la substitution définie par les formules
(5) xi—^)^i{y\,...,yn),
qui donnent
à/Al'expression Sa prendra la forme
dXi=: \ -^ dVk,
(6) Q,i = ^Yidyt.
Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que les n fonctions ^i soient indépendantes ; par suite, les nouvelles variables j'/ pourront être regardées comme fonctions indépendantes des anciennes, xi. Quant aux coefficients Y/, on peut toujours, par l'emploi des formules (5), les transformer en des fonctions des variables yt.
Cela posé, appliquons la formule (4) à la nouvelle expression de 0,/. Si nous posons
(7) f^ik^ -v~ ~ ^ — '
nous aurons
o0rf— d&s = \ \ ^'^' ^^' ^■^^"'
j = 1 * = 1 et, par conséquent,
(8) \ \aikdxiOXk=\ y bi^dfi^y/^.
Cette formule est fondamentale dans notre théorie; aussi, avant de continuer, nous en donnerons une démonstration directe sans nous appuyer sur la propriété exprimée par l'équation
d8xi=i^dxi,
dont nous avons fait usage.
De la comparaison des expressions (i) et (G) de 6,/ on déduit les égalités
qui servent de définition aux quantités Y;^. On déduit de là
dYj, _ V^ y à'^'JCo. V* V^ dXg. da^a. da-g'
àji ~ Zà " àyi^dri ZuZu àx^, dVk àyt '
et, par conséquent,
dYk _ ^ _ Y Y [^ _ 1^\ /^ ^ _ ^ ^^A
la somme du second membre étant étendue à tous les systèmes de
valeurs différentes de a, a' et comprenant, par conséquent,
— termes.
Si l'on multiplie l'équation précédente par dyi oy/^ — dy^ 0)7, et
11 r 1 , llill — I ) , . • . 1 I
que l on tasse la somme des équations ainsi obtenues, le
coefficient de
dans le second membre sera
c'est-à-dire On aura donc
— \ \ ( — 1 {djL\<JX^ — dx^- oj-,),
ce qui est la même chose que l'équation (8).
Cela posé, considérons les variables xi comme des fonctions d'une variable auxiliaire t définies par les équations différentielles
«ii<i^, H- . . . + a,M dœ„r=i XXi dt, a, 2 da-i + . . . + a„2 dx,^-=. XX, dt,
«,„ dx^ -}-...+ anii dxa — "a X„ dt,
où K sera une quantité que l'on pourra choisir arbitrairement, o, une constante ou vme fonction de t, suivant les cas. Nous ferons remarquer que les équations (lo) peuvent être remplacées par l'équation unique
(lo)" /y ciikdxiùjci^^zX dt\ X; ox/,
que l'on obtient en les ajoutant, après les avoir multipliées respectivement par 0X\, . . . , ox,i ; pourvu que l'on exige que cette équation soit vérifiée pour toutes les valeurs attribuées aux différentielles auxiliaires oxi. Ainsi le système (lo) peut être remplacé par l'équation unique
(lo)'' • oe,i—d0i=lesdt,
qui devra avoir lieu, quelles que soient les différentielles o. Dans les applications, il sera toujours préférable de former directement les deux membres de cette dernière équation au lieu de calculer successivement les quantités cii/ç qui figurent dans le système (lo). Dès à présent, les remarques qui précèdent vont nous conduire à une propriété fondamentale du système (lo).
Supposons que l'on effectue un changement de variables et que Ton remplace les variables Xi par d'autres variables J7 en nombre égal, qui soient fonctions indépendantes des premières. Il est aisé de voir que le système (lo) se transformera dans celui que l'on formerait de la même manière, en prenant les nouvelles variables indépendantes. Cela résulte immédiatement de ce que ce système, écrit sous la forme (lo)*, est évidemment indépendant de tout choix de variables indépendantes. Mais, pour plus de netteté, considérons l'équation (lo)". On sait, en vertu de l'égalité (8), que son premier membre deviendra
bik d/i 0//,.
Quant au second membre, il se transformera évidemment dans le suivant
Àr/^y Y/, 0)7,.
Ainsi réqualion (lo)" [^rendra la i'orme
y y ^iic dVi 0 )'/, = \ dt y \i ly-i,
Les fonctions j'/ étant indépendantes, leurs différentielles o)', sont arbitraires, comme les différentielles ox/ : on pourra donc égaler les coefficients de ces différentielles dans les deux membres, et l'on aura les équations
'^11 dfi 4- b.2i dfi H- . . . + ô„i dfa = ^^ Yi dt,
, , , ^12 dVi -h =zl\\dt,
(il) < ■ '
l f^ui d}\ + + bna dV'i '=^'^11 dt-
Ainsi, toutes les fois que les fonctions Xi satisferont aux équations (lo), les fonctions jKf satisferont aux équations (i i). La réciproque se démontrerait évidemment de la même manière. On peut donc dire que les systèmes (lo) et (ii) sont absolument équivalents, qu'ils sont deux formes d'un même système d'équations différentielles écrites avec des variables différentes. Comme ils sont composés de la même manière au moyen des variables qui y entrent, nous exprimerons d'une manière abrégée la propriété dontjl s'agit en disant que le système (lo) est invariant. Nous allons faire usage de celte pi'o position pour indiquer les formes réduites auxquelles on peut ramener l'expression différentielle 0^/.
Supposons d'abord n pair. Le déterminant gauche
sera un carré parfait. Nous commencerons par supposer que ce déterminant est différent de zéro.
Alors on pourra résoudre les équations (lo) par rapport à dx\, . . ., dXn^ et l'on obtiendra un système de la forme
admettant n — i intégrales indépendantes de t.
Prenons pour nouvelles variables ces n — i intégrales,, que nous désignerons par 7', , . . . ,j)^/2_i, eL une fonction j'^j assujettie à la seule condition de ne pas être une intégrale du système. Alors r< , . . . ,y,i formeront un système de n fonctions indépendantes, et le système (10), écrit avec les nouvelles variables, prendra la forme (i 1). Il faut donc exprimer que les équations (i 1) sont vérifiées quand on y suppose constantes les /i — 1 fonctions j'j, ...,j^„_<.
On devra donc avoir
-T — ■ dy,i = — A Yi dt,
O :=: X \n dt.
On déduit de là
Y„=o, r)lof;Yi _ <)IogY2 _ _ (?los;Y„_, _ —Idt
Les dernières équations montrent que les fonctions Y, , . . . , Y„_, dépendent réellement de j'«, mais que leurs rapports mutuels en sont indépendants. On pourra donc poser pour i <C n
Y.-=KYf,
Y" étant indépendant de la variable j>^„, et K, au contraire, la contenant nécessairement. On a ainsi ramené l'expression différentielle à la forme
0^=K(YÏ dy, + ...-h\y, dy„^,),
qui a un terme de moins, mais qui jouit encore de la propriété de ne contenir la variable jOi q^^e dans le facteur K. On peut encore écrire
(12) &a=- yn ( Y \ dy, + . . . + Y^ , dy„_, ) ,
en désignant maintenant par j»',, le coefficient K.
Supposons maintenant /i impair. Alors le déterminant
sera nul comme symétrique gauche d'ordre impair, et, par conséquent, les équations (lo) ne seront jamais impossibles si l'on y lait \^o. Nous supposerons d'abord que tous les mineurs du premier ordre de A ne soient pas nuls. Dans ce cas, les équations (lo), où l'on fera)v=: o, détermineront complètement les rapports des différentielles. Elles admettront donc ?i — i intégrales indépendantes, que nous désignerons encore par jk<,. • ., r«_), et que nous prendrons pour nouvelles variables en leur adjoignant une fonction jK«, qui ne sera pas une intégrale, et formera, par conséquent, avec elles un système de n fonctions indépendantes. Alors les équations (i i) devront être vérifiées par la substitution des équations
X = o, dfi = o, . . ., dfn-i = o,
ce qui donnera
dY„_, dY„
Il est aisé de trouver la forme la plus générale des fonctions satisfaisant à ces équations. Posons, en effet,
Les équations exprimeront que les dérivées des fonctions Y^., par rapport à j'„, sont toutes nulles. On pourra donc poser
0^= ^^ir + YJ dj; + . . . + Y«_j «fj„_.,
les fonctions Y", ne dépendant pas de j'„.
Mais ici deux cas différents peuvent se présenter. En général, W contiendra jKrt, et, par conséquent, W, r<, . . .,jK//_) seront n fonctions indépendantes. En changeant de notation, et désignant W par r„, on aura la première forme réduite
( 1 3 ) e^r=z dy,i + Y ? dv, -H ... ^- y;;. 1 dy„ _ , .
Mais il peut aussi arriver que W ne contienne pas j',i.. Alors on aura
ou plus simplement
(14) e^=Yo^ji + ... + Y«_j^/„_,.
Il sera, du reste, très aisé a priori de distinguer ces formes l'une de l'autre. La seconde, en effet, est caractérisée par cette propriété que ©^ s'annule quand on a
On voit donc que l'on obtiendra cette forme toutes les fois que l'équation
A-j ClOC\ -\- . . . -\- ^fi CIJC II — o
sera une conséquence, une simple combinaison linéaire des équations (lo), où l'on aura fait )^ = o.
Considérons, par exemple, la forme à trois variables
Ff;=: X dx + Y dy + Z t/^ = o.
Le système (lo) devient ici
dx dy dz
d\^_d_L i]^_à%. ^_^ dp dy dx dz dy dx
Si l'on remplace dans la forme dx, dy, dz par les quantités qui leur sont proportionnelles, on obtient l'expression bien connue
Si cette expression n'est pas nulle, on pourra ramener ¥d à la
forme
f/y + Mr/a + Nr/p,
où a, [j sont les intégrales du système (i5), M et N des fonctions de a et de [i, et y une fonction indépendante de a, [i. Si, au con-
traire, l'expression (i6) est nulle, le terme c/y disparaîtra et il reste
Fa=Md%+Nd^ = [x du,
ce qui est d'accord avec les résultats connus.
Nous avons supposé jusqu'ici que le système (lo) était déterminé. Imaginons maintenant qu'il ne le soit pas. Alors, si n est pair, le déterminant
sera nul, et il en sera, par conséquent, de même de tous ses mineurs du premier ordre, en vertu d'une propriété connue des déterminants symétriques gauches. Si n est impair, les mineurs du premier ordre du même déterminant seront tous nids.
Alors les équations (lo) se réduisent à moins de 7i équations distinctes, et ne suftîsent plus à déterminer les rapports mutuels de dXi,. . ., dxni dt. Mais je remarque qu'elles forment toujours un système équivalent au système (i i), le raisonnement que nous avons fait pour établir cette équivalence ne souffrant pas d'exception.
Pour simplifier, supposons que l'on ait fait \=^o. Les équations (lo) seront indéterminées. Supposons qu'elles se réduisent à p équations distinctes,/» pouvant être égal à zéro.
J'ajoute arbitrairement n — p — i équations différentielles, par exemple, les suivantes :
où ^f, . . . , (o,i_p_f sont des fonctions quelconques, et j'obtiens ainsi un système parfaitement déterminé. J'appelle encore jKi,« • • ,J^/2_i les n — I intégrales du système ainsi complété, et, en leur adjoignant une fonction y,i qui ne soit pas une intégrale, j'obtiens encore n fonctions indépendantes j'i, que je substitue aux variables Xi. Le système'(i i), où l'on fera X = o, devra être vérifié, comme le premier, quand on y fera
En raisonnant comme nous l'avons fait dans le cas où n est impair, nous serons conduits aux mêmes conclusions, et nous trouverons l'une des formes (i3) ou (i4)' En résumé, nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Une forme 0j à n variables peut toujours être ramenée par V intégration du système (lo) à l'une des trois formes
( J« ( Yi cfKi -h . . . + Y„-_i dYn-i) , (A) Y,^/i + ... + Y„_, c(x„_i,
( df„ + Yi «i/i + . . . -+- Y„_i dy„_i ,
oii les variables y i, . . . iyn-\ sont indépendantes , et où les fonctions Y i ne dépendent que de y\, .. . ,yn-\- Quelques-unes de ces fonctions Y i pouj^ront, d'ailleurs, être nulles. La première de ces trois formes ne se présente que lorsque n est pair et le
déterminant
2±:«ii...a„„
différent de zéro.
On peut encore énoncer le résultat précédent de la manière suivante. Désignons par 0^ ^^^^ forme différentielle à n variables. On peut toujours i^amener 0'J à l'une des trois formes
y.Kr. ©rs dy„+Qr\
où y,i est une variable tout à fait indépendante de celles qui figurent dans la nouvelle expression différentielle ©2^.
Nous pouvons maintenant démontrer le théorème suivant :
Une forme ^a peut toujours être ramenée à Vun des deux types suivants :
dy — z^ dyi — z^ dy^ —...— Zp dyp , ^1 dyi + Z2 dy^ + . . . + -Sp dvp,
où les fonctions y, y^ , . . . , z^ constituent un système de variables indépendantes, c' est-à-dire sont des fonctions indépendantes de toutes les variables qui entrent dans la forme &,f.
Le premier des deux types précédents sera a|)pelé l\pc iiulélerminé; raiitre sera le type détenniiié.
Cette proposition, nous allons le démontrer, est une conséquence presque immédiate de la précédente. En effet, elle est évidente pour les formes à une et à deux variables. Il suffira donc de montrer que, si elle est vraie pour une forme à /i — i variables, elle l'est aussi pour une forme contenant une variable de plus.
Pour cela, nous remarquerons qu'une forme à n variables peut être ramenée à un des trois types A. Négligeant le second, qui ne dépend que de n — i variables et pour lequel, par conséquent, le théorème est admis, nous remarquerons que les deux autres se composent d'une manière très simple avec la fonction à /i — i variables Y< dy^ + . . . + Y„_, dyn-\ -
Remplaçant cette forme à /i — i variables par l'un des deux types (17), nous obtiendrons pour la forme à n variables l'une des expressions suivantes :
yn ( du — ('i dui — ('2 du^_ — ... — r^ dup ) ,
yn{^'idui-^.. .+ Vpdup),
d{y,i -\- II) — «', dui — ('2 da.2 — ...— Vp dUp,
dyn + «'1 dii^ 4- «'2 dUi — ...-!-<'/, dUp,
où. n, Ui, Vk sont des fonctions indépendantes àey\,. . .,1'/,_|, et où, par conséquent, jiOi, u^ iii, Pa sont des fonctions indépendantes des variables primitives.
Les deux dernières expressions rentrent évidemment dans le type indéterminé. Quant aux deux premières, on les ramène au second type en substituant aux fonctions p,,. . ., p^ les suivantes :
r,r„=:±(ri, ..., Vpy„ = ±tv,,.
Le théorème est donc établi. Il en résulte évidemment la conséquence suivante :
Si la forme réduite de l'expression à fi variables 6,/ est
*i dyi-h. . . + -p d)p,
les 2/j fonctions 5/, j> des variables Xi étant indépendantes, on a nécessairement ip^n.
Si la forme réduite est --'
il faudra de même que l'on ait 2/? + i ^«.
Nous allons maintenant résoudre le problème suivant :
Etant donnée une forme ©^ à n variables, auquel des deux types (17) peut-elle être ramenée et quelle est alors la valeur du nombre p?
Ce problème est susceptible d'une solution extrêmement simple. En effet, supposons que l'on transforme l'expression %d en prenant comme nouvelles variables celles qui figurent dans la forme réduite, et d'autres d'une manière quelconque pour compléter le nombre de n fonctions indépendantes. Voyons ce que deviendra le système (10). Ce système peut se remplacer par l'unique équation
(18) 00^— (^0s=X0sc/^,
qui doit avoir lieu, quelles que soient les différentielles û. Supposons d'abord que la forme réduite de ^d soit
0rf = dy — -1 dy^ — ^2 dy,^ — .. . — Zp dy^. On aura
00^;— <i0s=: dz^ oji — dy^ Ssi H- . . . H- dzp oyp — dy-p h
et le système (10) ou l'équation (18), qui bii est équivalente, nous
donnera
dyi = o, dzi ■=. — Izi dt,
dy^ = o, dz^ =- — X ^2 dt,
Idyp = o, dZp = — À Zp dt, o = ldt.
On voit que l'on aura nécessairement 'k = o, et que les équations (10) se réduiront à ip, qui seront complètement intégrables.
Si, au contraire, la forme réduite est
ea= Zi ^jj 4- . . . + Zf, dy,„ le système (lo) sera équivalent au suivant :
djx = o, dzi = X-3i dt,
, , , dy=y =r o, r/c, = \z=, dt,
\ djp—o, dzp—\z,,dt.
Il ne sera pas nécessaire ici de faire )^ = o, ce qui distingue ce cas du premier. D'ailleurs les équations admettront ip — 1 intégrales indépendantes de ^,
Jp — Cp, — — C^
Nous pouvons donc énoncer les théorèmes suivants :
Si les équations (10), considérées comme déterminant les différentielles dxi, sont impossibles tant cjue \ est différent de zéro, la forme 0^ est réductible au type indéterminé
dy — ^1 c/>'i — ^2 dyn — ... — z,, dy,,.
Le nombre ip est égal à celui des écjuations distinctes auxcjuelles se réduisent les équations (10) cpiand on y fait ).= o, et, par conséquent, il sera facile de le déterminer a priori. De plus, les ip équations auxquelles se réduisent alors les équations (10) sont complètement intégrables, et les variables y i, Zk de la forme réduite sont des fonctions de leurs 2/? intégrales.
Si les équations (10) peuvent être vérifiées en supposant \ différent de zéro, la forme est réductible au type déterminé
Le nombre 2/? est égal à celui des écjuations distinctes auxquelles se réduisent alors les équations (10). De plus ^ ces écjuations sont toujours complètement intégrables, et Von aurait, au moyen des variables de la forme réduite, un système cFinté-
- iO — ff raies de ces équations par les formules
En d^ autres termes, ces équations différentielles admettent pour intégrales indépendantes de t les fondions y s, . . .^Vp et
les quotients ^ , . . . , ^.
Comme application, éludions la forme réduite de B</ dans le cas le plus général.
Si n est pair^ le déterminant
n'est pas nul, et l'on peut résoudre les équations (lo) par rapport
aux différentielles dxi\ \ n'est pas nul, et les équations (lo) sont
toutes distinctes. On a donc ici le second type (17), et la forme
réduite est
-=1 dy\ -t- -=2 dy.^ + ... + -„ dyn .
Si, au contraire, n est impair, le déterminant
est nul; mais ses mineurs du premier ordre ne sont pas nuls en général. Il faut donc, nous l'avons vu, sauf un cas exceptionnel, que k = o, et alors les équations se réduisent in n — i distinctes; la forme réduite est
dy — z-i dyy — ... — z„_^ dy,^_ , .
Nous avons vu comment on reconnaît à quel type se rattache une forme différentielle et comment on détermine le nombre p; il resterait à indiquer les intégrations qui sont nécessaires pour ramener une expression différentielle donnée à sa forme canonique. Les belles découvertes de MM. Mayer et Lie ont beaucoup diminué la difficulté de ce sujet; riiais, dans ce travail, je ne m'occupe-
rai que des propriétés d'invariance relatives à une l'orme dillérentielle. Je vais donc me contenter d'expliquer la marche générale des intégrations, mon unique but étant de montrer que la raétliodc de Pfaff, appliquée à une équation aux dérivées partielles, conduit aux mêmes résultats que celle de Cauchy.
Considérons d'abord une expression différentielle
03 = Xi dœ^ 4- . . . + X„ dx,,,
dont la forme canonique soit
(21) z^dy\+... + z.j,dyj,.
Nous savons qu'alors le système de Pfaff
00^; — c/0s = X05 dt
est complètement intégrable si ip -< ;?, et admet par conséquent, dans tous les cas, ip — i intégrales indépendantes de t. Il y aura donc toujours au moins n — 'ip — i des variables Xi qui ne seront pas des intégrales. Supposons, pour fixer les idées, que ce soient les dernières
■^ÏPI "^âp + l) • • • 1 ^11'
Les ip — I intégrales du système de Pfaff se réduisent, quand on fait
Xs^^p — ^-ipi "^2/)-t-l ^^^^ "^2/)+l ' •••5 '^11^^-'^ ni
xlp, . . ., x^ étant des constantes numériques, à des fonctions de Xi, . . ., x^p^K' Il y aui^a donc une intégrale qui se réduira à Xi, une autre à x.2, et ainsi de suite (^ ). Nous désignerons par [:r/] ou Ui celle de ces intégrales qui se réduit à Xi. Nous savons que les fonctions ui dépendent uniquement des variables i) , . . •, r^ qui
figurent dans la forme canonique (21), et des quotients ^
Cela posé, prenons pour nouvelles variables
M[, • • • , '^2/7—1 7 '^ïpi • • • ? •^111
(') Cette classification des intégrales d'un système d'équations est, comme on sait, due à Cauchy dans le cas oii il y a une seule variable indépendante. Elle a été déjà utilisée, en ce qui concerne les systèmes complètement intégrables, par M. Lie, dans le Afémoire, que nous avons déjà cité, sur le problème de Pfaff. D. -x
- iS
qui sont évidemment des fonctions indéjDendantes des premières. La forme 0^J deviendra
(22) K(Ui <i«i H-. . .H- U,;,-! <:/«2/)-i)j
U(, . . . , U2^_i ne dépendant que de W| , . . . , U2p.-\ et K contenant au conti^aire une ou plusieurs des variables x^p^ . . • , x^- Cela est aisé à démontrer de plusieurs manières. Par exemple, si l'on part de la forme canonique (21)
on sait que — ? yi sont des fonctions des variables iii. Si donc on
remplace yi^ — par leurs expressions en fonction des intégrales Ui
et si l'on remarque que ^1 est une fonction indépendante des précédentes, on retrouve bien l'expression (22).
Je ferai remarquer que la fonction K, qui figure dans cette expression, n'est pas complètement définie. Rien n'empêche de la diviser par une fonction cjuelconque cp(M,, . . ., u^p^k), à la condition de multiplier les cjuantités u par la même fonction es. Mais on peut déterminer complètement K par la condition suivante :
Supposons que, pour x^p = x\j^, . . . , x.2n = -^In^ ^ ^^ réduise à une fonction
'h{xi, X,, ..., x^_p..i).
Nous diviserons Kpar ^(?^i, Uo, • • • 5 «2/7-O' ^^ alors la nouvelle valeur de K sera complètement définie et jouira de la propriété de se réduire à i quand on fera x-2p = x^,,, . . . , x,i = x^.
Cela posé, écrivons l'identité
X, dxi -t-. . .H- X,idx,i =: K(Ui dui 4- . . . + Uj^-i «^Ws/j-i),
et faisons dans les deux membres x-2p = xl ., . . . ^ x„ = ^°. Désignons par a." ce que devient alors X^. Comme K devient alors égal à i^ Ui égal à Xi, on aura
Xj u.x^ -\- . . . H— -^-^p-i (^'x-2p—i ^ Lj ] ciXi -\- . . . -f- \j.2p~1 clXo^p^i,
et par conséquent on pourra écrire
ce qui nous conduit au théorème suivant :
Supposons que la forme canonique d'une expression différentielle
0'J -^^ Xi dxy H- . . . + X„ dxn.
soit
z^ ctVi + . . . H- Zp cly p.
Le premier système de Pfaff sera complètement intégrable si ip -< 71, et dans tous les cas admettra ip — i intégroÂes indépendantes. Il y aura donc toujours au moins n — ip + i des variables xi qui ne seront pas des intégrales de ce système. Soient x^p.^ . . . ,Xn, n — ip-\-i variables jouissant de cette propriété. Considérons les ip — i intégrales du système de Pfaff' qui se réduisent à Xs, . . . , Xip_^ quand on fait x<>p = x\^^, . . . , Xn^^x^i^, et désignons par ut celle cjui se réduit à Xi. Si l'on choisit ces intégrales pour nouvelles variables, V expression 6^J prend la forme suivante
K(Ui«i«i +. . .H- \3^p^idu.2p-i),
où l'on déduit U^ de X^ en y remplaçant respectivement x,^...,X2p-i par U{., . . . , U2p-{\ ^o^, . . . , .r^^ par les constantes x\p, . . . , ^°.
Considérons maintenant le cas où la forme ©'J est réductible au type
(23) dy — z^c{)\ —z^dy^—. ..— Zpdyp.
On sait qu'alors le système de PfafFne sera possible que si l'on y fait )v= o^ et que dans tous les cas il admettra ip intégrales qui seront Z\, . . . , Zp., y\ , . . . ,yp. Nous pouvons ici raisonner comme précédemment. Parmi les Ji variables Xi, il y en aura au moins n — 2p qui ne seront pas des intégrales. Soient
n — o./> variables jouissant de cette propriété. Désignons par Ui
celle des intégrales qui se réduit à xi quand on remplace x-ip+\ 1 - • '1 Xn par les constantes numériques x\p^^, . . . , x\.- Enfin effectuons un changement de variables qui substitue aux variables primitives les suivantes
On aura, pour la nouvelle forme de l'expression différentielle,
(24) (iH 4- Ui <:/«!+.. .H- Uapfi",^-
En effet, dans la forme canonique (aS), les variables ^/, y]^, qui sont les intégrales du système de Pfaff, peuvent être regardées comme des fonctions de ?^,, ..., u-^p. Si donc on les supposait exprimées en fonction de «<, ..., ?^2/>7 on obtiendrait bien un résultat de la forme précédente.
Dans l'expression (24), la fonction H n'est pas définie et il est clair que cette expression ne changerait pas si on remplaçait H par
H — cp(«i, .. ., ;<2^),
à la condition d'ajouter ^ à U,-. Si H se réduit à i (. , .,,)
pour x^pj^K = •2?2p+i ' • ' ' iOCa^=- x\^ nous conviendrons d'en retranchet
4>(?fi, .. ., «2p);
alors la nouvelle valeur de H se réduira à zéro pour ^ojo+i ^=^2^+1' ••' Xji = x^^.
Ecrivons maintenant l'identité
Xi dxi + . . . H- X,j dxn = dll -+- Ui diii + . . . H- V^p du^_p,
et faisons-y ^ajo+i = ^\p+ij . ' ., Xn = x^. Soit encore X" ce que devient X/ par cette substitution. Comme iii devient alors égal k Xi et H égal à zéro, on aura
j\-^ ciX\ -\- . . . — |— A_2 ij clx<^p — U j clx^ -\- . . . — H U 2n (^x^py
et par conséquent
Nous pouvons donc énoncer la nouvelle proposition qui suit : Supposons que la forme canonique d'une expression diffé-
rentielle
(■);j — X, <r/xi + . . . + X„ clx„
soit
dy — Zy dy\ — . . . — Zj, (/j-^,.
Le premier système de Pfaff ne sera possible que si Von y fait \=z o et il admettra ip intégrales. Soient x-2p+t-, . . . , x„ un système de variables qui ne fassent pas partie de ces intégrales, et désignons par ui l'intégrale du système de Pfaff qui se réduit à Xipour x-2p^\ = ^lp+ii . - • , ^n = ^," . L'expression &"i pourra être ramenée à la forme
d\\ H- Uj <:/«! -h . . . + U,^ <r/«2/)7
où ton déduit Ua de X^ en y remplaçant x, , . . . , x.^p respectivement par Ui, ..., Uop', x.2p+\, ...,x,i par les constantes -^2p+i' • • •' -^l- ^ ^^^ ^^'^^ fonction qui s e réduit à zéro pour
■^2/>+) — -^ap+i' • • • ' "^n — "^ n'
11 est bon de remarquer que H se déterminera sans difficulté par une quadrature, quand m,, . . . , u-^p seront connus. Car on a
</H = e^ — Ui duy — ... — Uan du
ipy
et tout sera connu dans le second membre.
Les deux théorèmes qui précèdent conduisent à plusieurs conséquences. On voit tout de suite que les divers systèmes d'équations différentielles auxquels conduit successivement l'application de la méthode acquièrent en quelque sorte une existence indépendante. On peut écrire chacun d'eux avant d'avoir intégré le précédent. M. Mayer avait déjà fait des remarques analogues relativement aux systèmes complètement intégrables. On voit, de plus, qu'à partir du second système, on n'a plus d'indétermination et l'on ne rencontre plus cpe des formes appartenant aux deux types généraux.
On peut faire une application importante des résultats qui précèdent à la forme particulière que l'on rencontre dans la théorie des équations aux dérivées partielles.
Soit
(35) p^—f{z.,Xy, ...,X„,Pi, ....pn)
une équation aux dérivées partielles, où/»/ désigne -5^- Il est clair
ox i
que l'intégration de celte équation est équivalente au problème
suivant : Annuler la forme
&^i -=: dz — f dx^ — /?2 dx^ — ... — pn dx,i
àinvariahlesz^X\, . . .^x,iiP-2i • • . ,pni en établissant n relations entre ces iKiriables ; el l'on sait que la solution de ce problème n'offre aucune difficulté dès que 0^ est ramené à la forme canonique. Or, je dis que pour ramener ^d à la forme canonique, il suffira d'intégrer le premier système de Pfaff relatif à cette forme.
Ecrivons, en effet, ce système
00,; — (^05 = \ ©5 dt, ou bien
dfox^ — of dxi H- dp2 0^2 — °/^2 dx.2 + . . . 4- dp^ ox„ — dx,i op,^
= ldt{rjZ—/0Xi—... — p,iÙX„),
ce qui donne les équations
df ^^d.,
= — A/ dt
— -T-^ dx, -+- dp., âx^ '
= — \p^_ dt.
^^^^^dx,-^dp,,
= — \pn dt.
"^^ dx
^Idt,
dpi
r-^ dx, — dx„
dp, que l'on met aisément sous la forme suivante
,' dx'i dx-i dx,i __ — dp2 — dp„
-^ ' dpi àpn àx2 " dz dx,t " âz
dz =: Pi dxi + . . .+ Pn dx,i.
On reconnaît les équations dllTérentiellcs de la caractérisliqiie. Nous voyons ici que ^i n'est jamais une intégrale. Désignons par [z], [p/i], [-3"/] les intégrales de ce système qui se réduisent respectivement à ::, />/,, x/ pour Xt = a:°^, x^ étant une constante quelconque. Iliiy aura aucune difficulté à déterminer ces intégrales dès que le système (26) sera complètement intégré. Si nous appliquons maintenant le premier des deux théorèmes que nous avons démontrés, nous voyons que l'on aura
( clz — fax Y — p-2 dx.2 — ... — Pu dXn ^'-^^ I = L j dlz-\ - [/.,] dlx,-\ - [y.3] dix,-\-...-lp,-\dlx„^ j,
L dépendant de X\. Nous obtenons ainsi du premier coup la forme réduite qui devait être le terme de nos calculs. L'équation précédente se rencontre dans la méthode de Cauchy et elle y joue un rôle fondamental. Il est inutile de revenir sur des propositions bien connues et de montrer comment elle conduit à l'intégration de l'équation aux: dérivées partielles proposée. Il nous suffira d'avoir établi que la méthode de Pfaff, au moyen d'un facile complément; devient aussi parfaite que les autres. Mais il est juste aussi d'ajouter que cette classification des intégrales, qui nous a permis d'arriver au but, constitue un progrès bien essentiel, qui est encore dû à Cauchy.
DEUXIÈME PAK'XIE
La proposition relative aux propriétés d'invariance du système (10), qui nous a été si utile dans la première Partie de ce travail, est susceptible d'une généralisation que nous allons maintenant exposer.
Considérons, en même temps cpie la forme
0rf = Xi cli\ 4- . . . -h X„ dxa , d'autres formes 0//, 0,% . . ., B^^'', définies par les équations
0rf = x'idxi -+-... -h x;;; dx„.
Assujettissons les variables r, et des variables ti à satisfaire aux
équations différentielles
ia^da-y + . . . + a,ii dx^ =: X} dt^ + X^ dt^^ + . . . + X.^^dtp,
ClifidCC Y -\- . . . -|— Cl,i,idX fi :::; Js^^^Clti -\- — 1— \.nCltp.j
( X2P-iJ^j+... + X,2/-^^^„=o,
qui sont au nombre de n -\- p — i , et qui, par conséquent, forment
un système déterminé. On peut écrire ces équations sous la forme
abrégée
( 00^— dQs=z 0i dty + ...-h &Ultp, (2) l
en supposant que la première ait lieu pour toutes les valeurs attribuées aux différentielles auxiliaires S.
Le système (i) étant écrit sous la forme (2), on reconnaît immédiatement cju'il exprime des propriétés indépendantes de tout choix de variables, et, par conséquent, il aura les propriétés d'invariance du système (10) de notre première Partie.
Si l'on remplace les variables x,. par n variables j^/, et que la forme B'J devienne
Q'^=Y'ldy, + ... + Y',[dy,,
le système (i) prendra la forme
bndVY . + ...+ bni dvn — Y} dti-h. . .-+- Y^dùp,
( 3 ^ ; ^'" ^-^'^ + • . • + b„„ dy„ — Y' dt^-^...^ Y^ dtp,
Y\'^-^dy, + ... + Yl"-^dy„-=o,
les quantités Z>//, ayant la signification déjà donnée.
Si l'on considère maintenant une nouvelle forme ^Y , le quotient
^ ' dt,l ~ ' dl,, ' ■■• ' " dt,,
q désignant l'une quelconque des variables ^(,. . ., /,,, se Lransformera dans l'expression
dtn
cita
et il se formera de la même manière, soit au moyen des anciennes variables et du système (i), soit au moyen des nouvelles et du système (3). En d'autres termes, ce quotient sera un invariant absolu pour tout changement de variables. Il n'y a, d'ailleurs, aucune difficulté à le calculer; il suffit d'éliminer entre les équations (3) et (4) les différentielles dxi^ dt^, et l'on obtient le résultat suivant :
Posons, pour abréger,
«H . . . a„i Xî ... XI
Clin
\<i+p ■ XI-
On trouvera, par exemple,
dtn
Remarquons que, si l'on avait ^ = i, le dénominateur devrait être remplacé par
D'après cela, si l'on considère 2/i formes et que l'on désigne, pour un moment, par A/c le déterminant
Kr'
les quotients
sont des invariants absolus. Mais on a
Vrt+l
et il est aisé de voir que, si l'on remplace les variables Xi par d'autres variables yi, chacun des délerminants qui figurent dans le second membre de cette équation se reproduit multiplié par le déterminant fonctionnel
ou déterminant de la substitution. Donc A,i et, par conséquent, Art_i, ..., A,, A se reproduisent multipliés par le carré de ce déterminant.
Par suite, toutes les fonctions
sont des invariants relatifs que l'on transformera en invariants absolus en les divisant par l'une cPelles, par exemple par A.
Je ne m'arrêterai pas à montrer comment on peut exprimer toutes ces fonctions au moyen des plus simples d'entre elles
I ^ M 6t je me contenterai, pour cet objet, de renvoyer à mon ' ®rf )
Mémoire Sur la théorie algébrique des formes quadratiques, où se trouve résolue une question analogue. Mais il y a une propriété que j'établirai en terminant cet ai^ticle : Toutes les fois que ces invariants contiendront sur leurs deux lignes la forme 0^/ elle-même, qu'ils auront, par conséquent, pour expression
ils jouiront de la propriété de se reproduire multipliés par une puissance de p, cjuand on remplacera la forme Qd par ^%di p étant, d'ailleurs, une fonction quelconc^ue des variables indéfjendantes.
En effet, considérons l'expression de A sous forme de déter-
minant
Clin
Cl II II
xt
Si l'on multiplie 0^/ par p, il faudra, dans le déterminant précédent, remplacer X/ par pX,-, ciik par p«/A-t-X/ -r— - — X^- -r-^-
(J t-X, j^ (J Ou i
Après avoir effectué cette substitution, ajoutons à Ja /ii''"« ligne
I (}o la /z -{- i'*"'"" multipliée par ^5 et à la i'"'"" colonne la n-\- 1^^™"
multipliée par — r-*-- Nous obtiendrons alors l'ancienne expression
p OJC-i
de A, où tout élément compris dans le carré formé par les n + i premières lignes et colonnes aura été multiplié par p. Le déterminant A se reproduira donc multiplié par p"+'~^.
Nous allons appliquer les propositions précédentes, mais en considérant seulement les formes les plus générales. Nous avons vu, d'ailleurs, à l'article Vil, que tous les cas peuvent se ramener presque immédiatement à ceux que nous avons l'intention d'étudier.
Supposons d'abord 11 pair et égal à 1111. La forme réduite peut alors s'écrire
®d^=^Pv dXi + . . . -\-p,n djc,n ;
je considérerai seulement les deux invariants suivants.
Le premier s'obtient avec la forme fondamentale et la différentielle d'une fonction quelconque 9; son expression générale est
XI
Clîn '
ÔJCi
do dx.
do Ô.Vn
Nous emploierons avec Glebsch le symbole (es) pour désigner le quotient
qui sera un invariant absolu.
Le second invariant que nous considérerons sera le suivant
do
et nous poserons
do 1
en sorte que (cp'i;) sera encore un invariant absolu.
Si l'on calcule les deux symboles (es), (ç'|) avec les variables de la forme réduite, on obtient sans difficulté, par quelques combinaisons de lig-nesou de colonnes.
(lO)
ir^)-
dp y
do d'^ do d'\> dp Y dxi d^\ dpx
do d'h
dpni àjc,.
do d'\'
dJC,n dpm
Les deux symboles que nous venons de définir sont des cas particuliers du suivant qui joue un rôle fondamental dans la théorie des équations aux dérivées partielles, qui s'applique à des fonctions de 2/?i H- I variables ^, xi^ p^^ et qui est défini par l'équation
d'\ (do do
d/rAà^r'^^''à?'~^
Ici nos fonctions ne dépendent pas de ^. On a donc
Mais il est clair que l'on a aussi
En vertu de cette remarque, les relations établies entre les symboles (cp), (cp4') par Clebsch peuvent toutes se déduire d'une équation générale donnée par M. ^idiycv [McUhematiscJieAnnalen, t, IX, p. 370). M. Mayer a montré que, si l'on considère trois fonctions cp, d/, -^ des im -{- i variables z^ Xi, /?^, on a
Si l'on applique cette relation à trois fonctions ne contenant pas z, on en déduit la relation de Jacobi
entre les symboles ('fi).
Si l'on pose y = z^ et si l'on suppose les fonctions o, h indépendantes de Zf on trouve de même
(15) (cp(^))-(^(cp))=(cp4.) + ((c.4,)).
Telles sont les deux relations qui servent de base à la méthode d'intégration de Clebsch.
Je vais faire une application des résultats qui précèdent à l'étude des relations entre deux réduites différentes d'une même forme. Considérons une expression différentielle 6^ et soit
P\ ClX^ -f- . . . -\- p iiiClX' jYi
une première forme réduite ; je dis d'abord que, toutes les fois que l'on pourra trouver m fonctions X) , . . . , X„j, donnant naissance à une identité de la forme
(16) p^dx^ + . . . +Pmdx,n = FidXi +...-+- P,ndXm,
le second membre de cette égalité sera une forme réduite nouvelle. Pour cela, il suffira de démontrer que les fonctions X,-, Pa- sont indépendantes, et cela est à peu près évident; car s'il y avait une ou plusieurs relations entre les variables X/, P;^, on pourrait, au
moyen de ces relations, exprimer quelques-unes de ces fonctions au moyen des autres, et par conséquent ramener
à une forme normale contenant moins de irn fonctions. On sait que cela est impossible et l'on peut conclure que, si m fonctions X,satisfont à l'équation (i6), le second membre de cette équation sera certainement une nouvelle forme réduite de %d- En d'autres termes, les fonctions X/, P^f seront indépendantes.
Gela posé, les deux symboles (cp), (o'i), étant des invariants absolus, conserveront la même valeur quand on les formera en considérant cp, tj;, soit comme des fonctions de X,, P/^, soit comme des fonctions de Xi^ p^.
On aura donc
s;^ d^ d^ d<\ d^_S^ do d^ do d^ Zu'àpi dxi dpi ôxi~ Zj àPi dXi ^X^- dPj
Appliquant ces équations générales aux fonctions X/, P^^ ellesmêmes, nous obtenons sans difficulté les équations suivantes
INous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
Si m fonctions X,- des im. variables xi^ p^ satisfont à une identité différentielle de la forme
Pi <:/Xi + . . . -t- P,„ d\„^ =: pi dxi + . . . + p,n dx,„ ,
les im fonctions X/ V h sont indépendantes et elles satisfont aux relations
(P,) = Pn (X,)=^0,
Les deux premières équations expriment queP/ est une fonction homogène de degré i et X,- une fonction homogène de degré o des variables pj^. C'est ce que mettent en évidence les équations
finies données par Clebsch, qui permettent de passer d'une forme normale à toute autre. Je ne reviens pas sur ce point, rpii est bien connu.
Je vais maintenant établir une proposition fondamentale et dont M. Lie a fait le plus heureux usage dans sa théorie des groupes : Si l'on a A fonctions indépendantes^i, X2, . • ., H/cSalisfaisanl
aux équations .
il sera possible de trou^'er une forme normale dont feront partie les k fonctions
V^dXy 4- ... 4- VkdX,, + P/,+, d\,,+, + P„, f/X,„ = />! dx^ 4- . , . 4- Pni dx,„.
Je commencerai par démontrer cette proposition dans le cas où l'on a une seule fonction Xj. Alors, je détermine une fonction Pj par les deux équations
(19) (Pi)=:Pl, (PiXO=:i.
Il est aisé de voir que ces équations ne sont pas incompatibles. La première nous montre que l'on aura
^ 1 — Pi? 1 -^IJ • • • ? -^m, — ' • • • ' ■ )'
\ Pi Pi /
et, si nous nous rappelons qu'en vertu de l'équation
(Xi) = o,
à laquelle satisfait Xj, cette fonction est homogène de degré zéro par rapport aux variables/»/, nous reconnaîtrons sans difficulté que l'équation
(PiX,) = i
se réduit à une relation entre les dérivées de cp et les variables
:r/, — dont elle dépend. Ainsi, il est toujours possible, et d'une
Pi infinité de manières, de déterminer une fonction Pj satisfaisant
aux deux équations (19). H suffira de prendre une intégrale d'une
équation linéaire à 2 w — 1 variables indépendantes.
Supposons donc P| déterminé. Considérant la forme
Urf = /»! <f/^i + . . . + p„i clx,n — Pi (iXi ,
nous allons faire voir qu'elle appartient au type
ce qui démontrera la proposition que nous avons en vue.
Pour cela, j'écris le système des équations différentielles de Pfaif, relatif à cette forme U^/. On a
oUf/ — <iUs= op^dx^ — dp lOXi H-. . . + dP^oXi — dXioP^,
ce qui permet de former les équations différentielles cherchées sous la forme suivante
àpi opi dpi
Je vais démontrer que ces ini équations, peuvent être vérifiées sans que l'on fasse A = o et que deux d'entre elles sont la conséquence des autres. Introduisons les inconnues auxiliaires f/X( , c/Pj en fonction desquelles les différentielles t/jCy, dpi se déterminent; et essayons de déterminer <iX , , é/P, en portant les valeurs de dxi, dpk dans les expressions développées de t/X), f/Pi,
nous obtiendrons ainsi les deux équations
[(PiXi) — i](f/Pi + W^dt) — \dtl{V^) — Pi],
[(PlXi)— l]f/Xi==:Xc/^(Xi),
qui sont identiquement vérifiées. Donc les équations (21) peuvent être vérifiées sans qu'on fasse )v= o-, elles admettent une indéter-
mination du second degré, et par suite ]a lorme U,/ apparlienl an type (20), comme il fallait l'établir.
Il nous reste à démontrer d'une manière générale que, si l'on a A" fonctions indépendantes X,, . . . , X/f, satisfaisant aux équations
il sera possible de trouver une forme normale dont elles fassent partie. Puisque nous avons démontré le théorème pour une fonction, il suffit de prouver que, s'il est vrai pour A- — i fonctions X,, . . ., X;f_i, il sera vrai pour une fonction de plus, V, sous la. condition que cette fonction V satisfasse aux équations
(22) (V)r=0, (VX,-) = 0,
et ne soit liée aux premières par aucune relation, indépendante des variables.
Soit
Pl«iXi+. . .-f- P^-_if/X/,_i + P/,<iX/, + .'. .-\-PridXn
une des formes normales dont font partie les A' — i fonctions X,, . . . , Xy!f_i. Si l'on exprime V au moyen des variables X/, Py^, les équations ('ia) deviendront, en vertu des propriétés d'invariance des symboles (cp), (o'j'),
La fonction V est donc indépendante de P,, . . . , Pa_i , mais elle ne l'est pas nécessairement de X,, . . ., Xy!f_,. Faisons pour un instant ces dernières variables constantes. Comme, par hypothèse, la fonction V n'en dépend pas uniquement, elle demeure variable; et comme elle satisfait à la première des équations (23), on voit, d'après la proposition démontrée en premier lieu, que l'on pourra
ramener
PK/X,, + ... + P,„r/X„,,
à une forme normale
p^.rfv+ P',^,dx',^, +. . . + p;,,r/x;,,
qui contiendra V. Mais on a regardé X,, . . ., Xa_) comme con- D. 3
stantes; si on les rend variables, l'expression précédente s'augmentera de termes en c/X), . . ., <^X;f_, et l'on aura, par conséquent,
+ P^.+^ <^X/,_,. j + . . . + P',„ <iX;„+ Al (f Xj -h A2 «iXa H-. . . + A^._i ^X^.. .1 . Ainsi la forme normale primitive
Pi^Xi +. . . +P/,_i^X/,_i +-P^.c/X/, +. . . + P,ndX,„ se changera dans la suivante
(Pi + AO^Xi-h...+ (P,._. + A,-_O^X,._i
+ p',,dY 4- P1-+, r/x^.+j + . . . + p;„^x;„,
qui contient bien les k fonctions
le théorème est donc démontré généralement.
En résumé, nous pouvons énoncer la proposition suivante :
Toutes les fois que Von aura des fonctions indépendantes X,, . . ., X;- des variables Xt, pj,, homogènes et de degré zéro par rapport aux variables /?/, et satisfaisant en outre aux
équations
(X„Xp) = o,
il sera possible de leur adjoindre ini — r autres fonctions donnant naissance à V identité différentielle
p^dxi -f-, . .-\-p,ndjc,n — P, dXy + . . . + P,„^X„,,
Le cas oà r^=^m n'est pas exclu. Les fonctions X„ P, seront toutes homogènes par rapport aux variables pi, les premières du degré o, les autres du degré i. Elles auront une forme cjuelconciue par rapport aux variables X^-.
Ce théorème important donne naissance, par un simple changement de notation, à une autre proposition fondanïentale que nous allons exposer.
On peut donner une forme nouvelle à Fidentité
(24 j p^ d.x\ H- . . . + Pnidx,n = Pi dX^ H- . . . + V,n dX,„.
Posons
Pi ^^—^ Pm(J il "^ m -— '•■!
Pj = P/kQo X/« ^= ^ — -'^1
Elle deviendra
Considérons une fonction o des variables x,-, y;,-, homogène et de degré [jl par rapport aux variables/»/. Elle prendra la forme
? — P^/nJyÇlJ • • ■ } Çni-lj ^ij • • • > ^m-l> ^)j
et l'on aura do
dp,
àqx
dp,
'^^'" dq,n-ï' dx,n-
= Pl
EL
dxi
àf dx„,^
do _ _.
Si nous calculons de même les dérivées d'une autre fonction c;, , de degré pi.| par rapport aux variables y?/, et que Ton substitue toutes ces dérivées dans le symbole ('^cp, ), on aura
[//<] désignant l'expression
f àf
EL
dx
Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de fonctions liojuogènes de degré zéro ; on aura [ji. = [Xj = o,
Pm
Si maintenant on opère de même avec les variables Z, Q/, X/i, et si l'on applique la seconde équation (i;;), on aura
les lettres :r, Z placées en indice indiquant le système de variables avec lequel on forme le crochet. Nous pouvons donc écrire
Si nous appliquons cette équation à toutes les fonctions Z, X,-, Q/, nous en conclurons
On a donc, en changeant les notations, la proposition suivante :
Considérons im + i fonctions Z, X/, V^, satisfaisant à U identité différen tielle
(:?7) dZ — Pic/Xi— . . . — P„, c/X,„r=p(r/^— /?i(^6ri — . . .— p,„dx,n):,
ces fonctions sont nécessairement indépendantes. Elles satisfont en outre aux relations
i [ZX,]=:o, [X,X,]=o,
( [ZP;,]+pP,.=-0.
Réciprocjuenient, toutes les fois que l'on aura k fonctions indépendantes Z, X, , . . . , X/f„, , donf. les crochets seront tous nuls, on pourra leur adjoindre cV autres fonctions telles cjue l'identité [l'-j) soit satisfaite.
Il est essentiel d'ajouter aux équcitions ('-^-8) les relations suivantes, que l'on obtient en appliquant la formule de M. Mayer à trois des fonctions Z, X,, P/f
Ces formules, qu'on pourrait démontrer directement, doivent être
jointes aux équations (aH), si l'on veut avoir l'équivalent des relations (18) relatives aux fonctions satisfaisant à l'identité (lO).
Signalons encore un cas particulier de la proposition précédente: On peut satisfaire à l'équation (2^) en prenant arbitrairement Z, et alors p devra satisfaire uniquement à la première des équations (29).
Supposons maintenant /? impair et égal à 2m + i. Le déterminant A = Sa), ... a„n sera nul; mais, si nous nous bornons au cas général, tous ses mineurs du premier ordre ne seront pas nuls. Tant que l'invariant R, défini par la formule
«Il
a ni
^^nti
ne sera pas nul, 0,/ appartiendra au type iadéterminé, et sa forme réduite pourra s'écrire
ClZ — pi ClJC^ — . , . p m W>37„j.
Nous considérons les deux invariants suivants. Le symbole (co) sera défini par la formule
dj-'i
- 6?cp )
a\ti
O-iui
djp,,
ÔJCi
dx,.
et le symbole [^«l»] par la relation
dAj
D'après les propriétés des déterminants symétriques gauches, tous ces invariants sont rationnels.
— 3S - Si on les calcule sur la forme réduite, on trouvei-a
dp y
N^ous prendrons
Il suffira, quand on prendra les racines carrées dans la formule (3i), de choisir le signe du second membre de telle manière que
l'invariant absolu (cp) se réduise à -^> lorsqu'on le calculera sur la
forme réduite.
L'invariant R appartient à la classe de ceux que nous avons considérés à la fin de l'article VIII, et il est aisé de reconnaître qu'il se reproduira multiplié parp"+', quand on multipliera la forme 0^ par une fonction quelconqvie p. Donc p0rf appartiendra, quelle que soit p, au type le plus général. Considérons en particulier une forme normale de 0^. Nous aurons le théorème suivant :
Quelle que soit la fonction p des variables ^, xi^ph-, il est possible de trouver des fonctions Z, X,-, P^ satisfaisant à V identité
dZ — P,dX,—... — P,„ dX, déjà considérée.
p{dz—p^dxi — ... — />,„ dx„, )
Les expressions (33) permettent de développer une méthode d'intégration toute semblable à celle que Clebsch a employée dans le cas d'un nombre pair de variables. J'utiliserai seulement leurs propriétés d'invariance pour étudier encore ici les relations entre deux formes réduites différentes.
Je dis d'abord que, toutes les fois que l'on a
les variables Z, X/, Pyt sont indépendantes. Celte proposilion se démontre comme dans le cas précédent.
Considérons maintenant deux formes réduites dilTérentes «loiinant naissance à l'identité
( 34 ) dz — />, clxy—...- p,„ dx„^ — r/Z — P, r/X, — . . . — \\„ d\,„,
et remarquons que l'on aura, en appliquant les propriétés d'invariance des symboles (cp), ['-2']^],
(35) ] dz dZ'
( [cp.J.],r=[c,J>],.
La première équation appliquée à Z nous donne
dZ
et par conséquent
Q ne dépendant que des variables xi^pk- La même équation, appliquée aux fonctions X,, P/f, nous montre o^^ elles sont indépendantes de z. Si donc on remplace Z par sa valeur dans l'identité (34), elle devient
(36) dn = ?! f/X, + . . . + P„, dX,„ —pi d.r^ —.. . -~p„, d.r,„,
et z est complètement éliminée.
Réciproquement, de toute égalité de la forme (36) on peut revenir à l'égalité (34) en remplaçant H par Z — z. Ces deux égalités doivent donc être considérées comme absolument équivalentes.
Appliquons la seconde des formules (35) aux fonctions Z, X/, P^j nous aurons
Nous sommes ainsi conduits à la proposition suivante :
Lorsque 2?n -^i fonctions X/, Py;, H des vcniables X/, pi, salis-
font à une équation de la forme
( 38 ) f/ll rr: P, </Xi -H . , . + P,„ <:/X,„ — />, clx ^ —.. . — />„, cljC,,, ,
les fonctions X,, Py^ ao/i^ indépendantes , et, jointes à la fonction W, elles satisfont aux /'dations (^y).
Je vais maintenant terminer en démontrant que, si /• fonctions indépendantes X, , . . . , X^ des variables Xi, p^ satisfont aux équations
on peut leur adjoindre des fonctions qui permettent de satisfaire à l'équation (38), ou, ce qui est la même chose, nous l'avons démontré, à l'équation (34).
La démonstration étant semblable à celle qui a été développée à l'article X, je me contenterai de l'indiquer.
Considérons d'abord le cas d'une seule fonction X, et déterminons une fonction F, des variables ^/,/?a par l'équation
(P.XO = i;
il est aisé de voir que, si l'on considère la forme
Urf := rf^ — /»i dx^ —.. . —p„i dx,n + Pi </X, ,
les équations de Pfaff relatives à cette forme et comprises dans l'équation unique
0 Uf/ — d\]^ -=. o
sont indéterminées. D'ailleurs, par suite delà présence de la différentielle dz^ Urf ne peut appartenir qu'au type indéterminé. On aura donc nécessairement
U,, rrz f/Z - P^ ^X, - ... - P,„ f/X,„ ,
et par conséquent
dz — />, dx^ —.. . — p,n dx,n = ^Z — Pj r/X, — ... — P,„r/X,„, ou encore
dW = P, f/Xj -I- . . . -H V„i dX„, — p\ dXi — ... — p,n djc,n. ,
Le théorème est donc démontré pour le cas d'une seule fonction.
Quand il y en aura plusieurs, il snCHra de ré[)étcr, presque textuellement, les démonstrations de l'article X. Nous nous dispenserons de les reproduire.
Nous avons fait maintenant connaître les trois propositions de M. Lie relatives aux identités
/>! d^i + . . . 4- p,,, (Lr,„ — Pj r/X i + . . . + P,„ dX,„ , p{dz—pidj^i—. . . — Piud-r,,,) t=c/Z — P,r/Xi— . . . — P„j«:/X,„, /?i dx\ + . . . -\- p,n dx„i ■=. Pi c/Xi + . . . -h P„j cDi„i + du.
Comme elles ont de nombreuses applications, nous avons voulu les démontrer par les procédés les plus élémentaires. La seule proposition que nous ayons empruntée à la théorie des équations aux dérivées partielles est la suivante: Toute équation du premier ordre admet au moins une solution. Et même celte proposition est démontrée par les raisonnements donnés à l'article VIL
Nous ferons remarquer que la proposition de l'article X, à savoir, que l'on peut satisfaire à l'équation
p ( dz — />, dx^ — ... — p„i dx„i ) = r/Z — Pj t/Xj — ... — P,„ dx,n
en prenant pour Z une fonction quelconque, offre un moyen, différent de celui de l'article Vil, de rattacher la théorie des équations aux dérivées partielles à la solution du problème de PfafL Car, si
est l'équation à intégrer, on pourra se proposer de ramener l'expression différentielle à un nombre impair de variables
à la forme
dz —pi dxi — . . . —p,n dx,„ {dZ~l\dX,--...-P„,dx„,),
P et, ce problème une fois résolu, les équations
Al ^= di, . . . , A„; ^=:: Li„;
donneront une intégrale complète de la proposée. A la vérité, ce
moyen paraît moins direct que celui de l'article VII, et il semble qu'il augmente la difficulté du problème, puisqu'il conduit à la solution, non seulement de l'équation
mais aussi de
Mais il est aisé, comme on sait, d'introduire une constante dans une équation aux dérivées partielles. Par exemple, on remplacera Xi par a^/ + C, z par ^ + C ou ^ -f- Gyt x/( ; et en résolvant par rapport à cette constante, on fera disparaître l'objection que nous ve-
nons de signaler.
Paris. Imprimerio de GAUTIIIER-VILLARS, quai des Augustins, 55.
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