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INTRODUCTION
J'ai été conduit au problème qui fait l’objet de ce mémoire en voulant généraliser la notion d’équation différentielle linéaire. La condition imposée à la fonction inconnue f(x) par une telle équation peut s’énoncer ainsi: en effectuant sur f(x) une suite déterminée d'opérations (dérivations, multiplications par des fonctions données, additions), on doit obtenir une fonction donnée.
La généralisation naturelle des opérations en question est constituée par les opérations fonctionnelles distributives de M. S. PINCHERLE, étudiées ensuite indépendamment par CarLo BoURLET sous le nom de transmutations additives *).
Avec C. BourLeT, j'appelle fransmutation toute opération faisant correspondre à une fonction f(x) une autre fonction g(x); cette dernière, la transmuée de f(x), est, si l’on veut, une fonctionnelle de f(x), dépendant en outre d’une variable x, ce que j'écris:
gx) = UTFG)x]
Avec M. HapamarD *) je dis que la transmutation est linéaire, si elle possède les
1) S. PINCHERLE, Sulle operazioni funxionali distributive [Rendiconti della Reale Accademia dei Lincei, serie 5°, vol. IV, 1°° sem. 1895, pp. 142-149] et Mémoire sur le calcul fonctionnel distributif {Mathematische Annalen, Bd. 49 (1897), pp. 325-382].
C. BoURLET, Sur les opérations en général et les équations différentielles linéaires d'ordre infini Annales de l’École Normale Supérieure, 3° série, t. XIV (1897), pp. 133-190].
2) J. HapamaARD, La série de TAYLOR et son prolongement analytique, ch. VIIT, p. 76 (Paris, Gauthier-Villars, collection Scientia, série PM, n° 12, 1901).
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deux propriétés suivantes:
U[S, © + 2, @k] = UT Ok] + ULZ OK] Ufcf GO] = cUTFG]
c étant une constante réelle ou complexe. Comme Pexplique fort bien M. PINCHERLE dans l'introduction de son mémoire, le point de vue actuel est très différent de celui de Panalyse fonctionnelle ordinaire et du calcul des variations. À ce dernier point de vue, le fait dominant est que g(x) dépend de toutes les valeurs de f(x) que l’on considère comme des variables indépendantes; on cherche donc à déterminer pour ainsi dire la part d’influence sur g(x) de chaque valeur de f(x); ce point de vue s’impose pous les fonctions de variable réelle. Le point de vue de Bourrer et de M. PINCHERLE met au premier plan la nature de lopération qui permet de passer de f(x) à g(x); on compare la façon dont g(x) dépend de x à la façon dont f(7) dépend de z, ce qui conduit à désigner habituellement par la même lettre les deux variables indépendantes ; ce point de vue n’est guère possible que pour les fonctions analytiques qui ont une individualité bien marquée et ne sont pas simplement des collections de valeurs.
La plupart des transformations qu’on a appliquées effectivement aux fonctions analytiques sont des transmutations linéaires; citons la dérivation et intégration, le changement de variable, la multiplication par une fonction donnée, le calcul des différences finies, la dérivation d’ordre fractionnaire, etc.
La généralisation naturelle de lintégration d’une équation différentielle linéaire est donc l’inversion d’une transmutation linéaire donnée. Ce problème extrêmement général, a été abordé par BouRLET dans le mémoire cité, et ramené à l'intégration d’une équation différentielle linéaire d’ordre infini.
Ce résultat n’a guère qu’une valeur formelle, car les questions de limites et de convergence manquent totalement de rigueur. D'ailleurs, sauf dans le cas où Péquation d'ordre infini a ses coefficients constants, la transformation du problème ne semble guère avantageuse.
Au lieu d'aborder le problème dans toute sa généralité, il me semble nécessaire d'étudier en détail des cas particuliers nouveaux, comme lont déjà été les équations différentielles linéaires, les équations intégrales, les équations fonctionnelles linéaires telles que celles d’ABEL et de ScHRôDER.
J'ai particularisé la question en supposant que la’transmutation qu’il s’agit d’inverser peut être réaliste en effectuant un nomhre fini des opérations suivantes: dérivation, substitution d’une fonction donnée à la variable, multiplication par une fonction donnée, addition. Le problème se traduit donc par l'équation:
QG) Ze Ge, 6) + À a, Cf Le, C9) + 2 + Ya, GS" Lo, = 5)
qu’on peut appeler équation différentielle fonctionnelle linéaire. Elle admet pour cas par-
ticuliers les équations différentielles, les équations aux différences finies et les équations fonctionnelles ordinaires, ainsi que les équations de la forme
a, GC) + AG) + D) + a, GP CG) + A GP CG + D) = g(x)
qu’on peut écrire encore, en posant Af(x)=fG +) —f(G) € AfGH=fG+h)—F(x) La) + AG) + 4,60)4/09) + [2,0 + 24,610) + 4,4) = 80),
et qui ont été appelées équations aux différences mélées parce qu’elles contiennent des dérivées et des différences finies; elles se recontrent dans certains problèmes de géométrie, et leur intégration a été étudiée par Poisson ).
J'ai restreint beaucoup plus le problème en prenant une équation (1) de la forme
a, (x) Le, @)] + a, G)f' Te, GI = 8).
En exprimant x en fonction d’une nouvelle variable 7 — «w (x) et en résolvant par rapport à la dérivée, cette équation s’écrit
(2) FO = aGQ/LeQ)] + PC.
’étude des singularités de la fonction f(x) définie par cette équation fait intervenir les itérés successifs d’un point par la substitution [7, w(z)] et la substitution inverse: le cas le plus simple sera donc celui où cette substitution est bi-univoque, ce qui donne l'équation :
ex + 2 F0 MW - G) HOELOTESS Par un changement de variable homographique, on peut amener les points doubles de ax b
fini lorsqu'ils sont confondus; l’équation est alors réduite à lune des formes:
la substitution (x ) à l’origine et à l’infini lorsqu'ils sont distincts, ou à lin-
FO = GE) +50) G) FO
Dans la première, on peut supposer ls] N 1.
Les équations (4) et (5) peuvent d’ailleurs se ramener l’une à Pautre par le changement de variable y — log x. Mais il faut remarquer qu’à une fonction quelconque
8) Poisson, Mémoire sur les équations aux différences mélées [Journal de l'École Polytechnique, t. VI, 13° cahier (1806), pp. 126-147].
de y correspond ainsi une fonction multiforme de x ayant l’origine pour point critique et qu’à une fonction uniforme de x correspond une fonction périodique de y.
Ces équations n’ont guère été étudiées que pour les fonctions de variables réelles par M. Ernarp ScHmipr et ses élèves. Mlle OLGA PoLossucHIiN a ramené l'équation (2) à une équation intégrale moyennant une hypothèse convenable sur la fonction w (x) ©). M. E. ScHMir. a étudié l’équation (5) lorsque a(y) est une constante, et les équations analogues d’ordre supérieur *). Enfin M. Guino HoueisEL a étudié les mêmes équations lorsque les coefficients sont des polynômes du premier ou du second degré M) En ce qui concerne les fonctions analytiques, M. LEAU a donné dès 1894, le théorème d'existence des solutions d'équations de la forme (1) (et d'équations plus générales, non linéaires, ou d'équations fonctionnelles aux dérivées partielles) moyennant des hypothèses convenables. Il a récemment simplifié la démonstration 7). D’autre part, dans un chapitre de sa thèse, Mlle PorossuciN a déterminé des solutions de Péquation (5) où
: I a(y) est une constante, ce qui correspond pour l'équation (4) à 4(x) — a [b(x)
pouvant être multiforme autour de l’origine].
C’est l’équation (4) que j’étudie dans le présent travail, dont je vais indiquer ici les grandes lignes, en mettant en relief les analogies et les différences qu’elle présente avec l'équation différentielle ordinaire correspendant à 6 — 1.
Dans le chapitre [*, j’établis d’abord par la méthode des approximations successives le théorème d’existence dû à M. LEau. L’équation (4) admet une solution, et une seule, prenant à l’origine la valeur donnée c , et par suite il y en a une, et une seule, qui prend une valeur donnée en un point donné. L’analogie avec l'équation différentielle semble complète à première vue; elle est pourtant imparfaite; dans le cas le plus simple où a(x) et b(x) sont holemorphes à lorigine, f(x) est déterminée quand on lui impose, outre l’équation, deux conditions: être régulière à l’origine et prendre une valeur donnée soit à l’origine, soit en un autre point. Si on lui imposait comme conditions celles d’être régulière en un point autre que l’origine, et d’y prendre une valeur donnée, lunicité de la solution ne serait plus démontrée; j’ajoute, en anticipant sur un résultat du chapitre IT, que, dans le cas |5| > 1, il resterait une grande indétermination. Le
4) O. PorossucHiN, Über eine besondere Klasse von differentialen Funktionalgleichungen (Inaugural Dissertation, Zürich, 1910).
5) E. ScamipT, Über eine Klasse linearer funktionaler Diferentialgleichungen [Mathematische Annalen, Band 7o (1911), pp. 499-524].
6) G. HoneiseL, Lineare Junktionale Differentialgleichungen I. Mitteilung [Mathematische Zeitschrift, Band 14 (1922), pp. 35-98] (ou Inaugural Dissertation, Berlin, 1920).
7) L. LEAU, Sur les équations fonctionnelles [Comptes-rendus hebdomadaires des séances de l’Académie des Sciences, t. 119 (2° semestre 1894), pp. 901-902] et Sur l'emploi de certaines fonctions majorantes dans les théorèmes d'existence [ibidem, t. 178, [(1® semestre 1924), pp. 453-458].
point double attractif de la substitution (s +) joue donc un rôle très remarquable.
Je donne ensuite quelques généralisations du th£orème d’existence et d’unicité, dont une seule nouvelle: celle relative au cas où les équations et les fonctions inconnues sont en nombre infini. Puis j’étudie pour léquation unique (4) les solutions dont l’existence vient d’être établie; je cherche en particulier quelles sont leurs singularités lorsque b(x), régulière à l’origine, admet un point singulier x, de nature assez simple. Les points X,5 5X,s SX) --. SOnt tous singuliers pour f(x) (de même nature que x, pour l’in-
tégrale d’une équation différentielle ordinaire), ce qui conduit à distinguer trois cas sui-
est supérieur ou égal à 1, et quand il y a égalité, suivant que & est ou
vant que non racine de l’unité. Dans chacun de ces cas, et pour chaque espèce de point singulier envisagé, J'ai obtenu une représentation analytique de f(x) valable dans tout son domaine d’existence et mettant en évidence la position et la nature des points singuliers. Dans le dernier cas, la fonction admet pour coupure le cercle de rayon |x,]| et elle est en général continue jusque sur ce cercle, sauf en un certain nombre de points.
Le chapitre IT est consacré à la résolution de certains systèmes d’équations linéaires à une infinité d’inconnues qui se présenteront au chapitre III.
Dans celui-ci, je détermine des solutions de Péquation (4) lorsque l’origine est point singulier de b(x), a(x) étant toujours régulière. En supposant que a(x) ne s’annule pas à l’origine, j’ai pu y étudier des points singuliers de nature plus générale que ceux
considérés au chapitre I”; par exemple en ce qui concerne les points isolés autour
desquels la fonction reste uniforme, j’ai traité seulement le cas d’un pôle lorsqu’il n’est pas à l’origine, tandis qu’à l’origine j’ai envisagé aussi le cas d’un point singulier essentiel.
Les résultats obtenus sont très différents suivant que [6] est supérieur ou égal à 1. Le dernier cas est entièrement analogue à celui de l’équation différentielle ordinaire, les solutions ont leur partie irrégulière complétement déterminée; par suite elles ne dépendent que d’une constante arbitraire et se déduisent de l’une d’elles en lui ajoutant la solution générale de l’équation homogène définie au chapitre I.
Dans le premier cas au contraire, la partie irrégulière dépend d’une constante arbitraire, ce qui fait connaître pour l'équation homogène des solutions irrégulières qui admettent l’origine pour point critique. La solution donneë par le théorème d’existence du chapitre I* ne représente donc que l’ensemble des solutions régulières à l’origine; on peut l’appeler solution générale régulière, mais ce n’est pas la solution absolument générale.
Cette étude est évidemment incomplète. Je signale en particulier le point suivant. Lorsque |5| est plus grand que 1 et que b(x) a un point singulier x, non situé à lo-
: ; : , SEX rigine, on peut concevoir des solutions ayant pour points singuliers FA > “ac et
ne rentrant par conséquent pas dans la solution régulière à l’origine obtenue au chapitre sl Par exemple, on vérifie aistment que l’équation à coefficient constant pie,
fo = af(+) +
: À : X x © a j admet une solution ayant le pôle simple —2, le pôle double —% etc. Je compte faire G G
ultérieurement l’étude de ces solutions.
Les principaux résultats nouveaux contenus dans ce mémoire ont été communiqués à l’Académie des Sciences de Paris (séances des 26 décembre 1923 et 12 mai 1924) *).
Je suis heureux de remercier ici M. Emize BoREL qui m'a incité à entreprendre un travail de recherches, et M. GEORGES VALIRON qui a bien voulu suivre la présente étude avec le plus bienveillant intérêt.
Soit l’équation Q) HOETOTES ETOREES
Nous supposons 4(x) et b(x) holomorphes dans un domaine D fermé, simplement connexe, et possédant les propriétés suivantes.
Soit x l’affixe d’un ponit quelconque de D, le point d’affixe _ appartient aussi à
) P. FLAMANT, Sur une équation différentielle fonctionnelle [Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’Académie des Sciences, t. 178 (1° semestre 1924), pp. 60-62], et Sur la forme des solufions d'une équation différentielle fonctionnelle [ibidem, t. 178 (1°° semestre 1924), pp. 1595-1597].
D, et ces deux points peuvent être joints par un chemin situé tout entier dans D et de longueur inférieure à un nombre fixe /. L'origine appartient nécessairement à un tel domaine D, mais elle peut être aussi bien un point de la frontière qu’un point intérieur. Nous supposons enfin que tout point de D peut être joint à l’origine par un chemin situé dans D et de longueur inférieure à un nombre fixe L.
Nous cherchons à déterminer une fonction f(x) holomorphe dans D et prenant une valeur numérique donnée c, pour x = o.
L'ensemble des conditions imposées à la fonction f(x) par léquation (1) et la valeur initiale peut s’exprimer par la seule équation
@) FO =c+ f [ecor(Æ) +60 lé
le chemin d’intégration étant situé tout entier dans le domaine D, et n’ayant, par suite de lholomorphie des fonctions, aucune influence sur la valeur de l’intégrale.
Cette équation (2) est une équation intégrale linéaire qui pourrait se ramener à un type classique en faisant le changement de variable d’intégration Te y. Cest cette y (e]
équation (2) que nous allons résoudre par la méthode classique des approximations successives. 2. Soit g(x) une fonction arbitraire, holomorphe dans D. Posons
LaO=a+ flaos(+)+5@ la
AG=e+ [[acor(Æ) +50 lé An an Ut CU ARE it
Le =c+ f [ro ()+5@le
ee, ‘ein Ja let Let. Ce + ele ie 07 ele an te ue ie lin Lee se
les intégrales étant prises le long d’un chemin y situé dans D. Lorsque le point x
décrit y, l’argument de la fonction g(x) dans la première intégrale, <., décrit un che-
min À 9) situé dans D, d’après l’hypothèse faite au n° 1; la fonction intégrée est donc G
bien holomorphe dans D, l'intégrale est indépendante du chemin y pourvu qu’il soit
9) F désignant une figure quelconque tracée sur le plan de la variable complexe 7, je désigne par Fo, Se , F + b, etc., les figures obtenues en appliquant à F l’homothétie-rotation, la translation, G
etc., qui traduisent gémétriquement la multiplication ou la division par ç, l'addition de HANetC:
tracé dans D, et la fonction f(x) définie par la première relation est holomorphe
dans D. Pour la même raison, f(x), ... f,(x), ..., existent et sont holomorphes dans D. Pour établir que f(x) tend (pour # infini) vers une fonction f(x) satisfaisant à équation (2), il est commode de regarder f,(x) comme la somme des # premiers
termes d’une série, en posant:
u, (x) = f,(x) ui. (x), NAS 4, (x) = f,,, (x) — f, (x), 3 de sorte que (4) LG)= fx) + a, Q@) + mx) + ee + 4,0), D’après les relations (3) qui définissent les f, (x), les w,(x) peuvent être détermi-
nées par
(5) = [ao (Æ) ef) ex
Jo RL a (6) = fa@u(Æ)éx pour # DS 2
Tout point x, de D peut être joint à l'origine par un chemin y de longueur moindre qu’un nombre fixe ZL (n° 1). Considérons l’ensemble T des points des chemins
Ÿ D NUM NET
(si o est une racine de l’unité, ces chemins sont en nombre fini). Les fonctions f, (x) et w,(x) peuvent être obtenues en tous les points de cet ensemble en prenant les intégrales des formules (3), (5) et (6) le long de ces chemins. 7 désignant un point de lun d’eux, y(z) désignera Parc Ox de ce chemin et s5(7) sa longueur. En effectuant une homothétie-rotation on voit que l’on a:
Z représentant le module de 0. |
Les fonctions 4(7) et f. (=) — (=) étant holomorphes dans D, sont bor-
nées en module: EQ<4 (+) -e(<) <x Il résulte de la formule (5) que l’on a:
ke, GS) Z ï Æ@r (+) -e(£)
Pour appliquer la formule (6) au cas de # — 2, nous avons besoin d’une expres-
ds(x) < M. A5s(x)
u, (=) << M.As (©) e D A5,
sion simple limitant supérieurement
On a alors:
MG f OI
d’où :
De mème, on trouverait en général:
SJ. 45 @4 T4: Qo] = 45
M <a (2)] = tar
(2) 46 Se
G On a ensuite:
GIZ pl.
ds) are Le [45()F d[A4 = lAs (x)P
M n [u, (x) < EEE [A s(x)]".
s(x) étant toujours moindre que Z, on a, quelle que soit la valeur de x dans D:
lu, (x) < HIS ni à
La série qui admet u,(x) pour terme général est normalement convergente dans D *). [On voit que la série de comparaison converge très rapidement lorsque Y est grand]. f,(x) étant, d’après (4), la somme des # — 1 premiers termes de cette série et de f(x), elle converge uniformément vers une fonction limite f(x) holomorphe dans D. La convergence étant uniforme, on peut faire croître # indéfiniment et passer à la limite dans les relations (3), ce qui montre que la fonction obtenue f(x) vérifie équation (2).
Dans le cas où X est plus grand que 1, on peut n’avoir qu’un seul chemin d’intégration on choisissant y de telle sorte que soit un arc de y. Je désignerai par C G
un tel chemin. Il est aise de voir que tout point x, de D peut être atteint par un che-
XL. par une ligne c dont la lon- G
min C. Par hypothèse (n° 1), on peut joindre 7, et
10) Cette locution, due à M. RENÉ BAIRE, signifie que les modules de ses termes sont inférieurs à des nombres positifs formant une série convergente.
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gueur est moindre qu’une longueur fixe /. En réunissant les lignes
on relie x, à O par un chemin C, dont la longueur est d’ailleurs inférieure à un nombre L indépendant de x.
Si Z était égal à 1, le chemin C n’aboutirait plus à l’origine et ne pourrait plus être utilisé.
3. La solution du problème posé au n° 1 est unique. En effet, si deux fonctions vérifient l’équation (2), leur différence vérifie léquation homogène
(8) C9 = Jr (<)4x
Il s’agit de montrer qu’une telle fonction est identiquement nulle.
Considérons d’abord un ensemble de points f comme au n° précédent. Nous allons établir qu’une fonction ®(x) satisfaisant à l’équation (8) sur T est nulle sur F, ou tout au moins sur la partie de l voisine de l’origine.
Soit h un nombre positif, l'(h) l’ensemble des points z de l pour lesquels on a
CNT ES PAU
et & la borne supérieure de [p(x)| sur l'(h). Pour tout point x de l’ensemble T'(h).c [qui coincide avec T(£h), d’après la formule (7)], le chemin d’intégration y(x) fera partie de (2h), et l'argument + de la fonction ®(x) dans l'intégrale restera sur T(h). Par suite:
(9) p(x)|2Z Aus(x) ZvASh pour x sur F(Zh).
Le nombre h peut être choisi de manière que le membre de droite soit plus petit que &; il suffit que
AS he Lio be _.
(ce choix ne fait pas intervenir la valeur de w). En donnant par exemple À b la valeur
> 45 trouve que la borne supérieure de (7) sur T(Zh) est +. Si p n’était
pas nul, cette conclusion serait absurde puisque T'(Zh) contient F'(b); donc y est nul. , RCD NME QU 4
Le MR CR pour établir linégalité (9) permet de passer à T(£*h), ...
..., F(2"h); p étant nul, on en conclut que o(x) est nulle sur tous ces ensembles.
Lorsque 2 est plus grand que 1, on peut englober ainsi tout l'; au contraire lorsque
ce ; ; è UE L s k :
È est égal à 1, la conclusion ne vaut que pour De h devant être inférieur à
I ; 7? Mais pouvant s’en rapprocher autant qu’on veut.
SUR EYE mnaéréité PP TEREE FONCTIONDILLE LINÉAIRE, #1
d'u les le ice ei niv |
L° 2 Ham supérieur À 1, on choisit un chemin C pour lensemble F. =
L os en une racine de Vunié; dans ce cas les chemins considérés sons en norn- 1 bre foi ;
La fonction g(x) envisaghe 25 début du présent n°, es holomorphe dans D « vérifie Véquaton (5). Esant nulle sur un ensemble l'(b) qui comprend des lignes, dle ent nulle dans tout le domine, et les deux sohtions imaginées coincident
Mais on peut sffirmer davantage, Imaginons une fonction g(x) solution de Yéquaton (1) et qui tende vers c, lorsque x tend vers o sur T, l'existence et lholomorphie de gx) n'ham plus supposbes ans tout Le domine D, mais seulement dans un do-
maine D' comensnt la partie de T voisine de Vorigine “) Désignons par f(x) la s0ltion holomorphe dans D déterminée 20 n° 2. La fonction
+) =J0) —-:@ saisis encore à Véquation (5) sur T'; elle est donc nulle dns D' ob dlle est supposée holomorphe; son domaine d’exisience s'est donc pas lnié 3 D',. La fonction 7(x) cine et coincide avec f(x) dans tout Le domaine D.
4 Reuseoyr., — Dans les raisonnements qui précédent, l’holomorphie des fonctions données a(s) « hs) es de La fonction asbirsire g(x) servant de point de départ pour Les approximations successives] dans D est imervenue de deux maniéres: d'abord par Vindbpendance des intégrales vis à vis du chemin d'imégration, puis par le fa que ces fonctions éisent bornbes dans D. Ces fonctions peuvent donc avoir pour points soguiers des points de La frontiére de D pourvu qu’elles restent bornées au voisinage de ces pois, Par exemple, le théoréme d'exisience s'applique 4 l'équation
ra=7"1(E) +50
- à dant un nombre rédl et positif; le domine D érans le demé-cercle défini par Hs] CR, parde rhelle de 3 = 0; (x) éant un polynôme, où une fonction entiére, ou encore
+ un polynôme par rapport À € &”
I s'applique encore au cas ob 4(7) « (x) on l'origine pour point crisique Alsébrique « y prennent une valeur finie, le domaine D ésam un cercle de cemre À coupé suivant un chemin C (coupé suivent un rayon lorsque s est réel es positif).
A s Géxéasssswnions, — Le méthode préchéente peus s'appliquer 2 des équations ou D tons je paires.
PAP 38) Pur exemghe, I pes ice La portion ds ples balyée pas wa pris cesde ve de Tongs 500 | »n 20ge conan lorsque son cesase décris V'(}
HA | 1° La fonction f(x) peut intervenir par sa valeur en plusieurs points —) €t même
en une infinité de points. Soit l'équation
(10) HOPTOETOUES }+2,@y( )+e +a@/(E Je
où
= ED 1, LA NPA APE Te
Pour simplifier, nous traitons le problème dans un cercle de centre O; toutefois si les &, sont des puissances d’un même nombre 6, on peut prendre le domaine D défini au n° 1. Nous supposons b(x) et les 4(x) holomorphes dans ce domaine, ces dernières formant une série normalement convergente (ce qui est toujours réalisé quand le nombre des termes est fini).
Envisageons la formule définissant la première approximation :
Lot f Lo+e@e(E) +202) + +acoe( =) + lé
Les points -X., Æ., A a. L., ... restent dans D lorsque z décrit le chemin d’in-
tégration; si la fonction g(x) dont on part est holomorphe dans D, la fonction intégrée reste inférieure à
B+ (A+ A++ 4 +36 = B+ AG chaque grande lettre désignant la borne supérieure du module de la fonction corres-
pondante.
La fonction f (x) est donc elle même bornée
GIZ le] + CB + 4G)L et il en est de même pour f,(x) — g(x). La convergence des approximations successives et l’unicité de la solution se démontrent comme aux n°* 2 et 3, en évaluant comme ci-dessus le module de la série à intégrer. Ç 2° On peut traiter de la même manière un système de # + 1 équations 4n +1 fonctions inconnues du type
(1) = ES an (E -) + 2,6 Ne LE à
En posant dr À; — max |a,,(x)| dans D,
on supposera convergentes les séries:
A; +4; me A Rares NE
et on raisonnera exactement comme ci-dessus.
SUR UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE FONCTIONNELLE LINÉAIRE. 16e
Le théorème d’existence est par suite établi pour une équation d’ordre supérieur au premier. L’équation du second ordre
FO = a (E) +5@ (€) +c0 par exemple, se ramène au système:
RCE ;0) ROETONES ETOIES ETS 3° Lorsque les équations et les fonctions inconnues sont en nombre infini, la mé-
thode s’applique encore en faisant certaines hypothèses de convergence. Soit le système
(12) FE > a (9, (E -) +2, CERN soit me
ijk
x [a (x)] dans D Nous supposons convergentes les séries AL, a Nu Hide En
comme dans le cas précédent; mais en outre nous supposons que leurs sommes satisfont aux inégalités:
7 en le € PAS Lu ae AE ce Z a;b;, FN te Pos Bis ++. PB, -..,
étant deux suites de nombres positifs telles que la série
AR, + ab, + ab + ee
PACS
soit convergente.
Les fonctions b.(x) sont assujetties à vérifier dans D les inégalités
Ib, Cx) << B«,
B étant un nombre fixe.
Nous n’envisageons que les solutions définies par des valeurs initiales c, — f.(0), faisant converger la série:
CORSA D PP
Formons les approximations successives à partir d’un système de fonctions g,(x) holomorphes dans D et dont les bornes supérieures G; font converger la série
La première approximation sera définie par :
an O8 (Æ) +8@ Jr
Les points — sont toujours dans D; en évaluant par excès le module de la fonc- [o] k tion à intégrer, on peut écrire
DES ANAE
S(S4)6,+ 84 = ab,6, + Ba, = (6 + Ba j=0
Donc ae ee :
max |A) Z [cl + (G + B)La,
La propriété de convergence imposée aux g,(x) appartient aussi aux fl” (x), car en multipliant les deux membres de cette inégalité par 6. et en additionnant membre à membre les inégalités analogues, les termes du second membre engendreront deux séries suppostes convergentes. Les f(x) pourront être utilises comme les g.(x), et les approximations successives pourront toujours être poursuivies. Pour établir leur convergence, remarquons que, d’après ce qui précède, en appelant M. la borne supérieure de
LFP (x) — g, (x), la série M'= EM +8. M +... SOMMES est convergente.
Dans la formule
u® (x) = | S Sax @f(EŸ-E, (=) ex.
évaluons le module de la fonction à intégrer comme dans la formule de f{(x), nous voyons qu'il est inférieur à Mx,, et que l’on a, par suite,
WG) Z Ma,5().
Prenons la formule 4@= f Eau (ZE) O j—=0 k=0
Pour toutes les valeurs de la même fonction u® (x) qui figurent dans l’intégrale, on 4:
(am (5) 2m
En utilisant cette expression indépendante de l'indice #, mais dépendant de x, à la place de la borne supérieure M; dans le calcul précédent, on trouve
et, en continuant ainsi,
L,,(# M [45 J#; (x) Fa A #4 Pr TT à
Pour chaque valeur de l’entier i, la série qui a w!/(x) pour terme de rang # est normalement convergente. On peut donc poser
LG) = FC) + 27 C9) + 7 CG) + Ha G) + >
Pour toutes ces séries, les séries de comparaison ne différent que par le facteur z,; de telle sorte que, & étant arbitrairement donné, il existe un entier N tel que lon ait:
(n) \ AG) —fGNZes pour #5 N quel que soit x dans D. Grâce à cette remarque, nous allons montrer que la relation
(:3) fo=c+ (IST (EE) +50 dx
devien "LU 4 Lo=a + [TE Emo (SE) +a0o]e
qui exprime que les fonctions f.(x) constituent une solution du problème post. Le premier membre de (14) est la limite pour # infini de celui de (13); pour démontrer légalité (14), il suffit de montrer que son second membre est la limite de celui de
(13). La différence de ces expressions est ÈS {(#—1) 2% 4) ÿ ( Gy ] Fe
j SE (
Evaluons toujours de la même manière le module de la fonction à intégrer
5 (54 }e+, = Ÿ'afjea, — ea S ab, — Aea,
j=0 j—0 et l’intégrale elle-même est moindre que À Lex,, quantité arbitrairement petite, C. Q. F. D.
Si l’on n’envisage comme solutions que les systèmes de fonctions dont les bornes supérieures M, rendent convergente la série
PM TT PME ur: + $,M, + VI dans tout le domaine, la solution est unique. Cette condition de convergence est ana-
logue à celle qui a été imposée aux valeurs initiales et aux fonctions g,(x) à partir desquelles on a calculé les approximations successives.
Imaginons deux solutions distinctes; en retranchant les fonctions correspondantes, on obtient des fonctions ®.(x) vérifiant la même condition de convergence, et solutions
du système d’équations homogènes
?,(x) — 1e > aa ( (2) dx.
Soient a, m,, ess. les modules maximaide 0 (F0 GERS RUES dans un cercle de rayon h; en raisonnant toujours de même, on voit que, dans ce
cercle
(PC) ba, = Bu, + Bu + Hu (la série converge par hypothèse); donc
u, Zyha,
en posant
d’où en multipliant par 8, et additionnant Le = Fe Ab,
si h est assez petit pour que 4h << 1, il faut avoir w — 0; comme les termes de la série sont tous positifs, on en conclut que
IT
Généralités sur les solutions obtenues.
6. Lorsque a(x) et b(x) sont des fonctions entières, les solutions sont des fonctions entières, le théorème d’existence étant applicable dans un cercle de centre O et de rayon arbitraire. Soient A(r), B(r) et F(r) les modules maxima des fonctions 4(x), b(x) et FC) Sur Mer Ce Enr.
En intégrant suivant le rayon vecteur, on déduit de l’équation (2):
G5) FO + f [4OF(E) +30 ]é
*?) Ce qui précède est l'extension aux équations différentielles fon:tionnelles de l’étude faite dans ma note Sur les systèmes d'équations différentièlles linéaires en nombre infini [Bulletin des Sciences Mathématiques; 2° série, tome XLV (1921); 1° partie, p. 81-87].
Il est vraisemblable que, par suite, la fonction F(r) est inférieure ou égale à la solution de léquation
(6) MG= + f[ [4OM(E)+280@]4.
Y di
En retranchant membre à membre (16) de (15), on voit que la fonction
D(r) = F(r) — Mr) satisfait à
(17) DOPAEIOLIES IE
Nous allons démontrer rigoureusement que cette fonction est négative ou nulle. Soit p.(x, f) la borne supérieure de ®(r) (en valeur qualifiée) dans l'intervalle
(zx, &). Supposons d’abord r inférieur à h; _ reste alors dans l'intervalle (o, +)
Z la fonction A(r) étant positive, on augmente le valeur de l’intégrale en remplaçant (+) par sa borne supérieure # ( +).
Donc:
h dé DOPATC +) | AG)d: pour r Zh
et par suite
«) TODPAICES NEC
Comme, d’autre part, (° +) est au plus égal à (0, h) on a aussi
#. (0, n|: a [ao] Z 0:
On peut choisir h assez petit pour que le facteur entre crochets soit positif; on en conclut que (0, h) est négatif ou nul pour h assez petit.
Lorsque Z est plus grand que 1, l’application réitérée de l'inégalité (18) permet d'étendre la conclusion à un intervalle aussi grand qu’on veut.
Dans le cas où È — 1, soit h, une valeur pour laquelle on a déjà démontré liné-
galité m(o, h) Zo.
Ecrivons l’inégalité (17) sous la forme
TOP RE OO EE OO
FLAMANT
On a alors
ho nr Le h) | 4@ds+e@h, D] A4@de pour Er LE bo 1h +, D Le à) | AG@de +8 1) | 44e 0 ho
20, Dfx — f4œ4%) ZeC, 2) [4er
Si h est assez voisin de h, pour que le facteur entre crochets soit positif, 4 (h,, h} sera négatif ou nul. Soient h, h,, ..., h,, ... une suite de nombres positifs croissants
définis par les conditions:
“br ‘h, #hy J AO | amd... = | AG. =0<r:
0 LE br
ces nombres croissent indéfiniment, car s'ils tendaient vers une limite l'intégrale de A(r) deviendrait infinie pour cette limite, ce qui est impossible. L'extension précédente pourra. être faite dans les intervalles successifs (0h) (hS Eh) RS CURE ERRS et par suite D(r) est bien négative ou nulle pour toute valeur de 7. €. Q. F. D.
7. Considérons maintenant le cas où 4(x) et b(x) sont régulières à l’origine, et admettent des points singuliers à distance finie. Un point singulier x, de l’une de ces fonctions sera, en général, pour les solutions f(x) définies par leur valeur à l’origine, un point singulier, et même un point critique autour duquel s’échangeront différentes branches de la fonction (ce fait se présente déjà pour une équation différentielle ordinaire). De plus, Pexamen de l’équation (1) montre qu’il en sera de même pour tous
: x les points. 5x, 5x, ..:! «xs, 24. Enteffet, le'second\/membre, contenant f( +.) ç
nm De AE ARR A RE :
aura une singularité pour 7e c’est-à-dire x — 6x,; le premier membre f(x)
aura la même singularité, ce qui entraine la singularité de f(x).
L'existence d’un point singulier de a(x) ou de b(x), même lorsque ces fonctions sont uniformes dans tout le plan, fait que les solutions seront multiformes. Il y aura d’abord lieu de déterminer la nature du point singulier, c’est-à-dire l’allure de la fonction lorsque la variable tend vers le point singulier, et la modification qu’elle subit lorsque la variable tourne autour du point singulier. Mais en outre, la fonction étant définie par l'équation (1), une nouvelle question se pose, trouver la signification précise de cette phrase: la fonction multiforme f(x) satisfait à l'équation (1). Etant donnée la dérivée d'une des branches de la fonction au point x, l’équation (1) n’est vérifiée que si l’on
LA : £ met au second membre la valeur au point — d’une branche bien déterminée de la G
fonction. Par quel chemin faut-il prolonger de x à . la branche dont la dérivée fi-
gure au premier membre pour obtenir la branche qui doit figurer au second membre? La réponse à cette dernière question est d’ailleurs facile. L’équation (1) est vérifiée par les valeurs f’(o) et f(o) de l'élément défini primitivement autour de l’origine. Elle sera toujours vérifiée si l’on prolonge par le même chemin C les deux membres f(x)
et (=) + b(x); prolonger ce second membre le long de: C revient à prendre
F , , fans) , C , en — la branche issue de l’élément primitif par prolongement suivant ——. On voit (°] G
aussi que si a(x) et b(x) étaient multiformes, ce sont les valeurs résultant du prolongement le long C des éléments initiaux qui devraient figurer au second membre.
8. Considérons la famille des solutions de l’équation (1) définies par la valeur initiale c, considérée comme paramètre arbitraire. Ces solutions sont données par la formule FC) = 6,80) + F0) où f,(x) est la solution particulière correspondant à la valeur initiale o, et p(x) la so-
lution particulière de l'équation homogène
G) AOPCOL ES correspondant à la valeur initiale 1.
Les deux fonctions f(x) et w(x) dépendent de a(x), tandis que f(x) seule dépend de b(x). La relation entre f(x) et b(x) est d’ailleurs une transmutation linéaire, de telle sorte que si b(x) est une somme de deux fonctions b,(x) et b,(x), f(x) est aussi la somme des solutions analogues correspondant respectivement à b (x) et b,(x). De ce fait, l'influence des singularités de b(x) sur les solutions semble plus facile à étudier que celle des singularités de 4(x). Cette idée est corroborée par lobservation suivante: un pôle de 4(x) n’entraine pas toujours une singularité pour la fonction p(x); en effet, 9(x) étant une fonction entière admettant des zéros, si l’on pose
LA a(x) — £ o ; #2) cette fonction a des pôles (les zéros du dénominateur), et il est évident que Jes solutions de l’équation (19) correspondante sont les fonctions entières C(x).
IT. Infiuence des pôles de b(x) sur les solutions obtenues. 9. Supposons que 4(x) soit holomorphe et b(x) méromorphe dans un domaine D
analogue à celui défini au n° 1. Dans ce domaine, b(x) peut être décomposée en une somme d’une fonction holomorphe et d’un certain nombre d’éléments simples (au sens
de la théorie des fractions rationnelles); d’après la remarque faite au n° précédent, la solution f(x) de l'équation considérée est la somme de celles des équations obtenues en remplaçant b(x) par chacune de ses parties. La partie holomorphe de b(x) donnera une solution holomorphe. Il suffit donc d’étudier la nature des solutions obtenues lorsque b(x) est un élément simple.
Premier Cas EST
Pôle simple. Prenons d’abord l’équation
(20) LG) =af(=) +
Nous pouvons modifier un peu le domaine D pour que, dans le domaine D" obtenu, les hypothèses faites au n° 1 soient réalisées. Il faut d’abord exclure l’intérieur S b d’un petit cercle y de centre x, pour que la fonction nm Qi holomorphe dans le Lo) domaine restant. Il faut aussi exclure les points intérieurs aux cercles ÿ5, ÿ5°, …, qui se
trouvent dans D, de façon qui le domaine restant D’ contienne son transformé —. [03 Enfin pour qu’il soit à connexion simple, il faut effectuer une coupure suivant une ligne
1 joignant les points x, et 6x, et les lignes Jo, 10°, ... *Ÿ). Nous nous occuperons seulement de la solution s’annulant avec x, c’est-à-dire de celle qui vérifie l’équation
@1) se = f [ecor(+) + ex
Le théorème d’existence établi dans la section I s’applique à l'équation (21) dans le domaine D'; la fonction f(x) est donc holomorphe dans ce domaine. L’équation (21} peut s’écrire sous la forme
C2) 16 = [ a@A<)dx +5 8 (1 -Æ),
o la détermination du logarithme étant celle qui s’annule à lorigine. La fonction f(x)
étant régulière en > On voit que si l’on fait tendre x vers x, (en supposant le rayon
de y de plus en plus petit), ou si l’on fait franchir par x la coupure !, l'intégrale sera régulière et uniforme; la fonction f(x) a donc en x, la même singularité que
à ee ; : À 3) Ceci n’est qu’un exemple simple d’une coupure rendant le domaine simplement connexe; on pourrait varier beaucoup son tracé,
X à A _ DR blog (: — =). En raisonnant de la même manière, on verrait aisément qu’en chacun o
ARS
des points ox, la partie irrégulière de f(x) est de la forme +.(x) log (: —.) = o
®,(x) étant une fonction holomorphe dans D.
11. Supposons que, dans l’équation (20), 4(x) soit une fonction entière. On peut alors prendre pour domaine D l’intérieur d’un cercle de rayon arbitrairement grand.
On en conclut que f(x) n’a comme singularités à distance finie que les points criti- 4 2 A A USE, ques logarithmiques x, &x,, ... 6"x,,
On peut essayer de la représenter par un développement du type
| 16) = 80) + 2,09 log (: —+) + (x) log (: ne
SX, (23) 5 - + p,Cx) log (: ee. }+-.
5 Xe (x), p,(x), o,(x), ..., p,.(x), ..., étant des fonctions entières. Cherchons à déterminer pour l’équation (20) une solution formelle du type (23) où, pour commencer, nous supposerons seulement o(x), o (x), p. (x), ...,® (x), ...
uniformes dans tout le plan. Pour le faire, nous utiliserons la remarque suivante: les fonctions (x) et v(x) étant supposées uniformes autour de x,, tandis que la fonction 1(x) admet ce point pour point critique, une identité de la forme
u(x) + v(x)t(x) = 0 ne peut avoir lieu que si #(x) et v(x) sont identiquement nulles (sinon, 4(x) s’expri-
merait par le quotient de deux fonctions uniformes). Par suite, U(x) et (x) étant aussi uniformes, une identité de la forme
TOM IONO EP UOE MAO)
n’est possible que si l’on a à la fois 12) = Une tv (x) = F7 C0)
; x , Exprimons alors f ( +) et f(x) en groupant les parties uniformes et les termes
logarithmiques :
= ( D (9 (ef
OO Re an
X—6X, X—6" Xe
(24) ee og (1— À Ÿ+7 (x) Het +8 (los (1)
et par suite le second membre de (20) devient:
NI
(Et (5) OPEL te
Dans un cercle de centre O et contenant le point x, sans contenir 5x,, et les
x | suivants, la seule fonction multiforme est log (: — &); pour que les expressions (24) o
% ; et (25) soient identiques, il faut et il suffit que les coefficients de log (: — À) soient O /
égaux dans les deux membres, ainsi que la somme des termes restants. En considérant cette somime dans un cercle contenant 6x, et aucun autre point critique, on verra que
les coefficients de log (: — =) doivent être les mêmes, et ainsi de suite. Les coeffi-
cients de chaque logarithme et les parties uniformes doivent être égaux chacun à chacun dans (24) et (25), d’où L ! X ! X F0) = 0, p.69) = (9e), 66) = 20e, (Æ), … C6) | Ù rat A 22 v, (x) = a(x),, (= LRSNT
NS
en vo RE + RER. RO La (+
Les équations (26) déterminent successivement ® (x), ® (x), ...,®,(x),..., par quadratures, c’est-à-dire en introduisant pour chacune une nouvelle constante arbitraire ; p,(x) est une constante et p. (x), ..., ®. (x), ... sont des fonctions entières. Quant À
p(x), elle est déterminée par léquation (27), équation différentielle du type (1) dans laquelle
(x) = — ___ P(x) ae OU OMNE ere CONS
2 n X X —X, APR RO IN RÉEL ONE
Cette fonction b(x) étant holomorphe autour de l’origine, on pourra appliquer les résultats déjà obtenus en exigeant que p(x) tende vers une limite lorsque x tend vers o sur un chemin C. D'ailleurs, pour que le développement (23) représente, au voisinage de l'origine, en prenant les déterminations principales des logarithmes, la solution de l’équation (21) (à laquelle nous nous sommes restreints au début du n° 10), il faut et il suffit que #(x) tende vers o avec x. Dans ces conditions, o(x) est une fonction holomorphe tant que b(x) reste holomorphe, mais le pôle de b(x) le plus rapproché
de l'origine est un point critique logarithmique pour æ(x) (n° 10). Pour que o(x) soit uniforme, il faut que b(x) n'ait aucun pôle, ce qui détermine les constantes d’intégration des équations (26). On obtient ainsi:
RC) = D 8,002 [ aGDb.dx 6) = [late (ax, (28) NT
à % D'OPTRCO MEL
b(x) étant alors une fonction entière, p(x) est aussi une fonction entière. 12. La série (23) ainsi déterminée n’est pas convergente en général. Par exemple, dans le cas très simple où a(x) = 1, b — 1, les formules (28) donnent:
AIG NE
Dies à p, (x) —
D LE n Re 0) ET, 4e
P.CX) = 1, p, (x) =
Si l’on donne à x une valeur non nulle, pour # assez grand, x sera très petit par
rapport à 6"x,, et le terme o,(x)log (: — =.) de la série (23), sera de l’ordre de
(arme) 5 CAPE TIA
qui grandit indéfiniment avec #.
On peut modifier la méthode en remplaçant le développement (23) par
1)=r +8, C9 [log (1). Gale (+).
4 +8 Ge (ie) 2.0 +
n sx,
P (x), P.(x), ..., P,(x), ... désignant des polynômes. On a alors
OROMCUE EC) af) (0e + (On( 2) (Te
ou, en mettant en évidence, pour chaque point critique, la même fonction multiforme
que dans (29):
Les formules (24) et (25) sont alors remplacées par d’autres où les fonctions multiformes ont les mêmes coefficients; p (x), o,(x), ..., æ,(x), ... doivent encore satisfaire aux équations (26) et sont par suite des fonctions entières. Dans les parties
: b uniformes, les pôles ne peuvent provenir que de —— et des dérivées des loga-
rithmes, ce sont les mêmes que dans (27); et par suite, pour qu’ils disparaissent, il faut que les fonctions # (x), ..., o, (x), ... soient les mêmes que dans le développement purement formel (23). Ces fonctions étant ainsi indépendantes des polynômes, on peut choisir ces derniers de manière que la série (29) soit convergente.
Soient M, M, ... Mit. .,tMles thornes supérieures tdes modules tdenp (x) p,(x), ::., 9 (x), respectivement) dans’ les cercles de centre Oleridetrayons-R, RE «ue, RE. CM, MS MS MINI bornes supeneures des modules de
leurs dérivées dans les mêmes cercles.
Il existe des nombres positifs &, €, . €
tie, ,=..- telsique [ES Ytrois=sèries n
MAC five HP DU M2, on po 2 PCA me Res Mer ae MES Me, + Mie, + + Mie, + ee soient convergentes.
Considérons un cercle de centre O et de rayon R, et enlevons de ce cercle la bande balayée par un petit cercle dont le centre décrit les lignes 1, 16, 16°, ..., du n° 10; soit EÆ le domaine Ctoilé restant; tout point de E peut être joint à l'origine par un chemin de longueur inférieure à un nombre fixe À.
La fonction -—— est holomorphe dans E et peut donc y être représentée avec o
Papproximation & par un polynôme
are — 2) pe pour x dans E;
d’où l’on conclut, en intégrant de o à x:
log (: — +) — gi PAGE cours pour x dans E
Xo
x à En remplaçant x par > On voit que:
I I £a | € X — "x, a Pi or DS
log (: — À Aro
pour x dans F6"
En adoptant pour les formules (29) les polynômes
PG)= | p,@ix,
on aura, d’après les inégalités précédentes :
I < e, role
X— 6 log (: —
Le domaine E faisant partie du cercle de rayon R, Eco" fait partie du cercle de rayon RE”, et par suite,
p, (x) LM,
Dans un domaine EG" en considérant les termes à partir de celui qui a pour point . N . . . .
critique 5 x,, on voit que la série (29) est normalement convergente, ainsi que les
< pour x dans Ec” n x—5"x,
— P,(x) Xe,
CHCA RG pour x dans Ec”
Les x deux séries dans lesquelles on a décompost f En suivant la formule (30), et les
deux séries qui constituent f(x) lorsqu'on sépare la partie uniforme d’une part, et les termes ayant un point critique d’autre part. Dans ces conditions, les raisonnements faits au n° précédent s’appliquent ici en toute rigueur; par suite, la série (29) est convergente et représente bien la fonction cherchée, satisfaisant à l’équation (24). Il est bien clair que, si les fonctions »,(x) sont les mêmes, quel que soit le choix des polynômes P,(x), la fonction #(x) au contraire dépend de ce choix [en particulier, elle n’est pas la même que dans la solution formelle (23)].
Jusqu'ici, chaque logarithme désignait la branche s’annulant avec x; cette branche est d’ailleurs une fonction holomorphe dans le domaine où on considérait ce logarithme. Il suffit de donner aux logarithmes leur sens général pour que la série (29) représente la fonction f(x) dans tout son domaine d’existence. En effet, une branche quelconque de f(x) s’obtient en prolongeant l’élément primitivement considéré le long d’un chemin entourant de façon plus ou moins compliquée des points critiques pris dans la suite Xe Xp e 5X,, «3 toutefois, ce chemin doit rester à distance finie; par suite
FLAMANT
pour une. valeur assez grande de N, il est tout entier contenu dans le domaine Eo”. Le raisonnement fait à l’alinéa précédent prouve que le reste de la série (29) (à partir : d’un terme convenable) est une fonction holomorphe dans EG. En regardant f(x) comme la somme des termes précédents et du reste, on voit que la circulation effectuée par x n’a d'effet que sur un nombre fini de termes; cet effet est un changement de branche du logarithme correspondant. Il en résulte aussi que la détermination obtenue après cette circulation ne dépend que du nombre total de tours (comptés avec un signe correspondant à leur sens) faits par le chemin autour de chaque point critique, et non pas de l’ordre dans lequel ils se succèdent. Au point de vue du calcul, pour avoir une valeur quelconque de la fonction f(x), il faut prendre une détermination quelconque pour certains logarithmes en nombre fini (mais non borné supérieurement), et la détermination primitivement envisagée pour tous les logarithmes à partir d’un certain rang. Dans l’application du résultat précédent à une fonction b(x) ayant des pôles simples, si plusieurs de ces pôles appartiennent à la même suite de points x,,6x,,6°x ,..., il est clair qu’il y aura intérêt à les grouper pour déterminer d’un seul coup tous les termes logarithmiques qui en résultent. La valeur obtenue pour les constantes d’intégration serait seule changée.
Pôle double. Prenons d’abord l’équation
G:) AOPCON ES Een
généralisant Péquation (20), en supposant toujours X >> 1. En raisonnant comme au début du n° 10, on verra que la solution de l’équation
généralisation de l’équation (21), est holomorphe dans le domaine D’. En effectuant la quadrature portant sur le second terme, cette équation s’écrit:
= f[ e@/(E)ax—e, + =
En remarquant, comme pour l’équation (22), que la fonction représentée par l’'intégrale est régulière au voisinage de x,, on en conclut que ce point est un pôle simple
; Re EE b, RUE :
pour f(x), la partie infinie étant — —2—, et ceci a lieu pour toutes les solutions
de l’équation (31). i Plus généralement, lorsque dans l’équation (1) b(x) contient un terme de la forme b b
re -mé ar f(x) a par lä-même un terme — She :
Prenons alors l'équation
G2) FO
X — x et faisons le changement de fonction inconnue
IC) SPC) SES
L’équation qui détermine g(x) est alors
Heure b
À À x) = a(x g' (x) Ge(+) RE RER à La fonction qui remplace b(x) admet les deux pôles simples x, et 5x,; on peut la décomposer en une fonction entière et deux éléments simples; par suite g(x) sera
la somme des solutions des deux équations
g'(x) = a(x)g (=) — fonction entière
; * b. b,sa(ox, PC = ae (+) + — 20)
La solution de la dernière équation est représentable par une série de la forme (29); et celle de la précédente est une fonction entière, qu’on peut réunir au premier terme du développement (29). Dans l’expression de f(x), il y a en outre lPélément
; si l’on veut grouper tous les termes uniformes, l’expression rentre
oO
simple — encore dans le même type (29); mais (x) désignera alors, au lieu d’une fonction entière, une fonction ayant pour toute singularité à distance finie le pôle simple x.
14. Pôle multiple. Sous cette forme, il est aisé de voir que le résultat se généralise pour un pôle d'ordre de multiplicité quelconque. En raisonnant comme au début du
n° 13, on verra aisément que la présence dans b(x) d’un terme © entraîne
GX) LEUR (HD) CE
Considérons alors léquation
dans f(x) celle d’un terme —
1! X bp, b, b, .
SOS ci emen re nous y ferons le changement de fonction inconnue:
b b, RE ARE Dune p in HAE
L’équation déterminant #(x) sera alors ; + Ë part b, p 6 = ag (Es + Te
La fonction qui, dans cette équation, joue le rôle de h(x) admet le pôle simple
x, et le pôle multiple ox, d'ordre n — 1; le groupe d’éléments simples relatifs à ce pôle est connu. Par un nouveau changement de fonction inconnue analogue au précédent, on réduirait l'équation à une nouvelle forme où b(x) aurait les pôles simples x, et sx, et le pôle multiple 6°x, d'ordre # — 2. En continuant ainsi, on arriverait à ni
G BERTS
une équation dans laquelle (x) possèderait les # pôles simples x,, 6x,, ..., ù
Ce résultat une fois prévu, on peut exposer la réduction plus briévement ainsi qu’il suit. Faisons le changement de fonction inconnue:
FO = 80) + 6 (—) +6) + ee
I I AE Éee Obne +
G,(u) désignant un polynôme de degré q en # sans terme constant, dont les coeffcients vont être déterminés par la suite. Des expressions
(=) = F(+) us a) ICE Ce) nes
POP
I I I Si 2 c( 5) G (Le (Een AAC 22 MANN EEE 2 (Xe a) ARE Re on déduit l'équation qui détermine F(x). En groupant dans le second membre les termes qui ont le même pôle, elle s’écrit
FG)= GPS) + Ge nee. Ge
Un produit du type u? G,(u) est un polynôme de degré g + 1 en #, sans terme constant ni terme en #. On peut donc déterminer les coefficients des polynômes par la condition que, dans chaque ligne, les termes de la dérivée détruisent les termes de même nature du produit suivant, de telle façon qu’il reste la somme d’une fonction entière et d’un élément simple du premier ordre. La fonction F(x) sera, comme la fonction g(x) du n° 13, représentable par une série (29). Si dans f(x), on réunit toute la partie uniforme, on aura une expression du même type mais dans laquelle o(x) sera une fonction entière augmentée des fractions rationnelles introduites par le changement d’inconnue (34), autrement dit p(x) sera une fonction uniforme dont les points singuliers à distance finie seront les pôles x,,6x,,...,06" *x d'ordres respectifs, # — 1, Minnie es 1
Les transformations subies par f(x) lorsque x se déplace dans le plan sont de même nature que dans le cas du pôle simple (la surface de RIEMANN à une infinité de feuillets serait la même). Tout ce qui a été dit à ce sujet à la fin du n° 12 subsiste sans aucun changement.
15. Il ne nous reste plus qu’à envisager l'allure de la fonction lorsque la variable tend vers l’un des points critiques 6?x,. Il suffit pour cela de regarder comment se comporte le terme T, ayant cfx, pour point critique, et éventuellement aussi p(x) (dans le cas où cette fonction a des pôles); car la série formée par les autres termes est convergente et a une valeur finie.
Etudions d’abord comment se comporte le facteur log (—5) — P,(x); P,(x)
étant un polynôme tend vers Ps), limite finie et indépendante du chemin sur lequel x se rapproche de 6?x,.
En posant x — x, + se° on a (en désignant par L le logarithme réel)
Ü) log I— 7 )=L8 LL +1 0—log(—5? x )— ee +10—log(—0o? x, ).
Le dernier terme est fixe; le premier croit indéfiniment; le second reste borné si le chemin sur lequel x tend vers ç/x, ne tourne pas indéfiniment autour de ce point; si 6?x, est point asymptote pour la courbe décrite par x, 10 peut croître indéfiniment, et même aussi rapidement qu’on veut pour un choix convenable du chemin. J’appellerai respectivement chemin ordinaire et chemin en spirale ces deux espèces de courbes "#).
14) On peut concevoir aussi des chemins très irréguliers sur lesquels LE 0—+0o, et lim 0 — nombre 2 rs
fini ou — « (ou inversement) Dans ces conditions le logarithme croît indéfiniment sans avoir un ordre déterminé. On verrait aisément que f(x) ou bien croitrait indéfiniment irrégulièrement, ou bien serait
indéterminée.
À ; En résumé, le facteur log (: _ r—) — P,(x) croît toujours indéfiniment, comme co x
L— sur un chemin ordinaire, et avec une rapidité arbitraire (au moins égale à la P
précédente) sur un chemin en spirale.
Cherchons l'allure de la solution f(x) d’une équation dans laquelle b(x) a un pôle unique et simple x,. ?,(x) est une constante b; si donc x tend vers x,, ce qui préecède s'applique au terme T,, et par suite aussi à f(x). Mais pour p X 1, ®,(x) est une fonction entière ayant 6/x, pour zéro [formules (28)]; donc elle tend vers o comme une puissance entière et positive de p; dans ces conditions, T, tend vers Oo sur un chemin ordinaire, mais peut avoir une limite finie non nulle, ou même croitre indéfiniment sur un chemin en spirale. Par conséquent, sur un chemin ordinaire f(x) a une limite finie indépendante de ce chemin, mais sur un chemin en spirale f(x) peut tendre vers une limite différente ou croitre indéfiniment.
Prenons maintenant la solution F(x) d’une équation où b(x) a plusieurs pôles simples parmi la suite x, cx,, ... (par exemple la fonction F(x) du n° 14, correspondant aux pôles simples x,, ox,, ..., 6x). Lorsqu'un point 5?x, est un pôle, la fonction o,(x) correspondant est égale à celle donnée par la formule (28) augmentée du résidu de #(x) au pôle considéré; pour le terme T, correspondant, les conclusions sont analogues à celles formulées pour T° à l’alinéa précèdent. Quand x tend vers Pun des pôles simples de b(x), l’allure de F(x) est celle indiquée pour f(x) quand x tend vers x,; et quand x tend vers un point 6x, qui n’est pas pôle de b(x), F(x) se comporte comme f(x) quand x tend vers 6x,, p > I.
Enfin, pour la solution f(x) de l’équation (33) [pôle multiple de b(x)], il suffit de tenir compte de l'allure de F(x) et de celle des groupes d'éléments simples G,(x), On est conduit à distinguer deux cas:
1° p Zn —1: f(x) croit toujours indéfiniment: sur un chemin ordinaire, comme I I x ; En (bp n—2) ou ee (b—n—1) sur un chemin en spirale, avec une rapidité
arbitraire, au moins égale à la précédente. 2° p D n: sur un chemin ordinaire f(x) tend vers une limite finie, indépendante
du chemin; sur un chemin en spirale, f(x) peut tendre vers une limite différente, ou croître indéfiniment.
Deuxième cas: © = 1.
16. Pôle simple. Reprenons l'équation (20) f’(x) — e : le. Rep quation (20) f(x) = aGD + Comme aux n° 9 et 10, nous supposons a(x) holomorphe dans un domaine D
contenant x, et satisfaisant aux conditions du n° 1 (dans le cas où & est une racine
de lunité, ce domaine est invariant par la multiplication ou la division par 5). La construction du domaine D' satisfaisant aux mêmes conditions et dans lequel b(x) sera aussi holomorphe va différer. légèrement de celle du n° 10. Excluons les points inté-
durs runupetit cereleny de centre + \etauxr cercles You, 20 "qui Sont
en nombre fini, et tous situés dans D (je suppose, bien entendu, que « est une ra-
cine k° primitive de l’unité de façon que les puissances 6, 5°, ..., 6" soient effecti- P Ç DATE )
vement distinctes). Enfin, effectuons k coupures suivant une ligne } joignant x, à la frontière du domaine, et les lignes Je, Pat. ot
La fonction f(x) étant holomorphe dans D', les seuls points singuliers possibles SC SOPEE N O ECEE TE
Par analogie avec le premier cas, on est conduit à chercher pour les solutions un développement
JG) = 86 +8,69 log (1 — À) +8,09 log (1 — À) + G5) ne taut ROOMS. ot)
du type (23), mais avec un nombre fini de termes. Une autre différence se présente dans la formule
=) +8 (re (2) + (5) (2)
lexistence d’un terme ayant x, pour point critique. En raisonnant comme au n° 11, on voit que les équations (26) et (27) sont remplacées par
2,6) = «(9 (+) eu TOPLOUES Ar G6) 5) = a(r. (+) g,(0°x,) = 0
#6) = 6e, (+) NÉE ee
CH 9.0) One G7) F4 O4 RO + Ra Late) +
LA
Pour que la solution o(x) de (37) soit uniforme, il faut que les solutions de (36) satisfassent aux conditions écrites en regard de ces équations. Le système (36) est un cas particulier du système (11) de la section I; mais, pour utiliser le théorème d’exisrence établi en cet endroit, il faudrait montrer qu’on peut disposer des constantes représentant les valeurs à l’origine des k fonctions de manière à leur faire prendre les valeurs particulières données aux points assignés. Il est plus commode de poser
OR OC = ONG NON CRE ES SC
Les équations (36) et les valeurs particulières imposées aux fonctions se trans-
forment en
D) AO) DEEE) L (x) = b OS GC d Ce) 26 DC) = fast x) 4, (x) (x) = 0
joe er
LU Ge) = oi ta(o tx) 4, (x) Pre
système d'équations différentielles linéaires avec valeurs initiales de toutes les fonctions inconnues en un même point. On sait qu'il y a une solution unique, elle est constituée par des fonctions holomorphes dans le domaine D, où a(x) est elle-même holomorphe. Le théorème d’existences appliqué à léquation (37) montre que (x) est une fonction holomorphe dans le même domaine. Si a(x) est une fonction entière, ce sont des fonctions entières. Si au second membre de léquation (20), on ajoutait des éléments simples ayant pour pôles simples certains des points 6? x,, il suffirait de tenir compte de leurs résidus dans les valeurs initiales des fonctions ®,(x).
Au début du n° 12, nous avons calculé les fonctions @ (x), ®. (x), ..., de la formule (23) dans un cas très simple. Calculons-les maintenant pour l’équation
FO=f- a+ —,
où nous supposons en outre 6 — — 1, c’est-à-dire k — 2. il y aura deux fonctions définies par le système
LG)= CG) 4) PC) = — 4, (x) g, (x) = 0
qui a pour solution Y (x) = cos (x — x) PC) = — sin (x — x)
d’où les fonctions
(x) = cos (x — x,) n(GD—= sn(x+x)
La partie non uniforme de f(x) sera donc
cos (x — x) log (: — =) —+ sin (x + x, )log (: + =)
C’est d’ailleurs ce que l’on obtiendrait en portant dans le développement formel (23) les valeurs des p,(x) trouvées au début du n° 12, et en réduisant les termes où figure le même logarithme par suite de la valeur — 1 de 6.
Les relations entre les différentes branches de la fonction sont les mêmes que dans le premier cas, un peu simplifiées du fait que les points critiques sont en nombre fini.
17. Pôle multiple. Le changement de fonction inconnue (34) permet de ramener léquation (33) à une équation en F(x) dans laquelle b(x) a plusieurs pôles simples. Le calcul est exactement le même qu’au n° 14 lorsque l’ordre de multiplicité du pôle est assez petit (n 7 k).
Examinons le cas # => k. Ecrivons la formule (34) en rassemblant les termes qui ont le même pôle (5x, et x, par exemple)
Il y a un changement dans la formule
More) Cr
G Yo À ET 4e ES Nas, 0 X
x, figure parmi les pôles (tout comme il figurait parmi les points critiques au n° précédent). L’équation déterminant F(x) s'écrit par suite:
tea «GDF - )
I 6 ' G à (x — 5x Gi È 07 = A) Gus Ê La one =)
La réduction des éléments simples d’ordre supérieur au premier détermine bien
FLAMANT
sans ambiguïté et sans impossibilité les coefficients des polynômes G,. En effet, dans
: ‘ [0] la première ligne, a(x) 6, (——) n'apporte aucun terme en de degré o o supérieur à # — k; donc pour les k termes de degrés n, n — 1, ..., n—k+1, la réduction doit s’opérer uniquement entre ceux provenant de G'_, et ceux de b(x), ce qui détermine les & premiers coefficients de G, ,. La seconde ligne détermine de
la même manière les k premiers coefficients de G,_,, etc. Lorsque la dernière ligne aura fourni les k premiers coefficients de G,_,, on reviendra à la première d’où lon tirera la seconde tranche de k coefficients de G,_., et ainsi de suite jusqu’à épuisement.
_ L’allure de la fonction quand x tend vers un point singulier est la même que dans le cas précédent; il faut toutefois observer que les points singuliers sont seulement au nombre de k; l’entier p du n° 15 ne peut avoir que les valeurs o, 1, …., k—1; le cas p NN n ne se présente plus dès que # N 4.
Troisième cas; È — 1, © n'étant pas racine de l'unité,
18. Pôle simple. Reprenons l'équation (20), en supposant comme dans les deux premiers cas (n”* 10 et 16) a(x) holomorphe dans un cercle D ayant l’origine pour. centre et un rayon supérieur à [x] “°). Le théorème d’existence ne peut s’appliquer que dans un cercle D’ concentrique et de rayon inférieur à |x.|. La solution est holomorphe dans un tel cercle. Par analogie avec les deux premiers cas, elle doit admettre Xe FX 5° Xos --. pour points singuliers; ces points forment un ensemble dense sur tout le cercle de rayon |x,|, qui doit par suite, être une coupure pour cette fonction. Nous voulons étudier comment elle se comporte quand x tend vers un point de ce cercle. Pour cela, nous allons la représenter par un développement (23). Les raisonnements faits au n° 11 établissaient, pour que la série (23) satisfasse formellement à ‘équation (20), dans le cas 2 >> r, les conditions nécessaires et suffisantes suivantes: d’abord
8) = 4, = | a(x)b.dx,
Oxo
p,(x) = face (=)}es, Le PE = Je a(9e, (+) dx AE
15) Il suffit d'interpréter les conditions du n° 1 dans le cas actuel. La division par G correspond géométriquement à une rotation d'amplitude incommensurable avec 2x. Un domaine D ne peut con-
: D ; 1) tenir son transformé 0 et par suite ge?" Ho: que s’il est formé de couronnes circulaires
de centre 0; pour qu’il soit simplement connexe, il faut que ce soit l’intérieur d’un cercle.
puis, ces fonctions une fois déterminées, p(x) devait satisfaire À l’équation (27) que nous écrirons sous la forme
(275) o'(x) = «Ge (+) 2 AAA 2e Res lee pes
Le raisonnement montrant la nécessité de ces conditions perd toute valeur dans le cas présent; mais il est Cvident que, au point de vue formel comme au n° 11, elles sont toujours sufhsantes. Nous allons voir d’ailleurs que leur valeur n’est pas purement formelle dans le cas actuel.
Tout «d’abord, les formules (28) montrent clairement que les o (x) sont holomorphes dans D, comme 4(x). Nous pouvons même limiter supérieurement leurs
modules conformément au tableau suivant. Posons: 4 — max (a(x)| dans D, B — lb RCALAB ROLE Amex] À (+)L.4n ex, ; ; | A|x—6°x,|) Ax—6x
Ge) (POILAB AE ROLE) (| CPE
(x (Alx—0x, |) à (AÏx— 5x, |) (Alx—5tx,|) ROLAND
(dans chaque ligne, on passe de la 1° inégalité à la 2% en prenant l’intégrale corresrésulte immédiatement de la 2% et
me
pondante de (28) le long d’une droite; la 3 de l5| == Dh
On aurait, en général, (AÏx — 5" x)
A 0e xl)
La dernière de ces inégalités permet de voir que la série du second membre de l'équation (27) est normalement convergente et représente une fonction holomorphe dans D. Soient en effet r, le module de x,, R et R' les rayons respectifs des circonférences limitant D et D' (R' <r, << R). Quel que soit x dans D, et quel que soit
l’entier #, on a
rca) |
RG) Z AB. ke, 1 Z 84
n X— GX,
LA c” CES A n | :
bp ox] C4 al LR,
d'où résulte immédiatement le fait annoncé; (x) est donc, comme les ?,(x), une fonction holomorphe dans D.
La convergence normale des séries figurant aux seconds membres de (23), (24) et (25) s’établirait d’une manière analogue, en utilisant les autres inégalités, et en
supposant x dans D’, de manière que les modules de tous les logarithmes admettent une même borne supérieure finie (il s’agit des déterminations s’annulant à l’origine).
Il est donc établi que la série (23) représente, dans tout le cercle D, une fonction holomorphe satisfaisant à l’èquation (20). D’après le théorème d’unicité (section I, n° 3) cette fonction coïncide avec la solution obtenue par approximations successives et prenant à l’origine la valeur @(x,).
Laissons maintenant varier x dans tout le cercle C, de rayon r,, y compris la circonférence. Les logarithmes n’admettent plus de borne supérieure finie maïs on a:
log (1 — é er
col
DIMM I ARTE
T tee à L’argument reste compris entre — et + qe puisqu'il s’agit de la détermi-
nation du logarithme qui s’annule avec x. D'autre part,
Res n Pr 10 Ke te donc
n Tr OU
LÉ TE
Le)
Lorsque ce logarithme est positif, il est donc borné supérieurement; c’est seulement lorsqu'il est négatif qu’il peut être très grand en valeur absolue mais alors
LT Cali fu É Ha her de _ On a donc dans tous les cas et par suite + A o8 (a sx, P, 21 SES LS Comme d’autre part nous avons trouvé 4e) DOPAine il en résulte que I A 4rCAp, ee ë
Re Nous mappliquerons pas cette formule à la valeur o de l'indice #; alors on augmente encore le membre de droite en remplaçant p, par sa borne supérieure 2r,, o
ce qui donne
< B( Si on met à part le terme correspondant à lindice o, la série (23) est donc
normalement convergente jusque sur le cercle C,, et elle y représente une fonction finie et continue. Quant au terme laissé de côté
blog (1 — . ):
à © - : I à il devient infini comme L-— quand x tend vers x,. La fonction f(x) a donc bien
oO
nee
Ge (2)
. . %. na . 0 DA ® 2
x, pour point singulier. Il résulte immédiatement de l’équation que 6x,, 5°x,, ..., seront aussi points singuliers. La circonférence C, est donc bien une coupure naturelle comme on l'avait prévu, quoique f(x) y soit finie et continue sauf en x.
Si maintenant, nous avons une équation dans laquelle b(x) admet un certain nombre fini de pôles simples parmi les points x,, 5x, ..., certaines des formules (28) en nombre fini seront modifiées par l’addition de constantes d’intégration égales aux résidus. Toutes les fonctions correspondantes seront holomorphes et bornées dans D. Il sufhra de commencer le tableau analogue à (38) au rang à partir duquel toutes
les constantes d’intégration sont nulles; les inégalités seront par exemple du type
D de OP
étant un entier fixe, ce qui ne change rien aux raisonnements. Pour l’étude de f(x q ) q 8
jusque sur le cercle C,, on mettra à part les termes correspondant à tous les pôles ; la fonction devient infinie comme le logarithme quand x tend vers un de ces points; elle est continue partout ailleurs.
19. Pôle multiple. Comme au n° 14, l’équation (33) sera réduite par le changement de fonction inconnue (34) à une équation en F(x) où b(x) a plusieurs pôles simples. Comme dans le premier cas, la fonction (x) de la série (23) aura des pôles. Quand x tend vers un point c?x,, f(x) se comporte comme dans le premier cas, mais on ne doit envisager que des chemins ordinaires.
De plus, sauf aux points x,, 6x,,..., 6" ‘x, la fonction est continue jusque
oO
snnlererce Cr
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Indications sur d’autres singuiarités de b(x).
20. Lorsque la fonction b(x) de l'équation (1) présente un point critique logarithmique, la méthode précédente s'applique aussi, et les résultats sont presque les
mêmes.
Soit en effet l’équation
ROETOTEETOLIEEES
oO
c(x) étant une fonction holomorphe dans le même domaine que 4(x). Cherchons à | ; : à déterminer une solution formelle du type (23); la formule (24) n’est pas changée
tandis que (25) est remplacée par
oO (e)
+ a@a, (+ ) os (: SR . rer) ee (E }ee (: a . ) de
(eo)
Il en résulte que la première équation (26) et l’équation (27) sont remplacées
respectivement par
D'où les solutions
46e fo, 2602 face, 20e fa je
Oxo
au lieu de celles données par les formules (28).
En tenant compte de ces changements, l’étude faite dans la section précédente pour le pôle simple est applicable au cas du point critique logarithmique. On remarquera que ®,(x) est ici une fonction holomorphe qui s’annule en x,, et que par suite f(x) tend vers o lorsque x tend vers x, sur un chemin ordinaire.
Lorsque la fonction b(x) de l’équation (1) présente des point critiques algébriques, leur influence sur les solutions est beaucoup plus complexe. Il n’y a rien d’analogue à la décomposition en éléments simples signalée au n° 9, qui ramenait l’étude des pôles à celle d’un pôle unique. Si, par exemple, b(x) était une fonction algébrique, il faudrait ‘tenir compte de toutes ses singularités à la fois pour étudier leur répercussion sur la solution f(x). Quand a(x) est une fonction entière et que b(x) n’a pour point singulier à distance finie qu’un seul point critique algébrique x, (non situé à l’origine), l'équation peut être étudiée par une méthode analogue à celle de la section précédente, mais le résultat obtenu a beaucoup moins de portée.
Soit m l’ordre de multiplicité du point critique; b(x) considérée comme fonction
PTS , nt . . « . : c . .
de (x — x,)” est uniforme et ne peut avoir pour point singulier à distance finie que n
le pôle x,, elle peut être représentée sous la forme b(x) = (x — An x fonction
entière de (x — x)".
En groupant dans la fonction entière les termes dont les degrés sont congrus entre eux (mod m), b(x) sera la somme de ” fonctions entières de x— x, multipliées
respectivement par (x— x)", (x—x)"
2—n ; CR etc. Il suffit donc d’étudier le cas où bG)= (x —x)'e(x)
v étant un nombre fractionnaire et c(x) une fonction entière. La nature du nombre v n'intervenant presque jamais dans le raisonnement, nous supposerons que c’est un nombre quelconque (réel ou complexe), autre qu’un entier réel (dans ce dernier cas, la fonction b(x) serait uniforme).
Premier cas: 2 1.
Soit l’équation
G9) ROPLONES ETC SO)
Soit D un cercle de centre O et de rayon fini, modifions le comme au n° 10; dans le domaine obtenu D’, (x — x, est uniforme pourvu qu’une détermination ait été choisie en un point, à l’origine par exemple. Toute solution de léquation (39)
est, d’après la section I, holomorphe dans D', et en particulier au voisinage de —. ç
L’équation (39) mise sous forme d’équation intégrale, s’écrit (pour la solution nulle à l'origine):
= fa@r( a+ [ex ex
la première intégrale reste holomorphe quand x tend vers x, f(x) aura donc la même singularité que la seconde intégrale. En développant c(x) suivant les puissances de Z — X,, on voit immédiatement qu’elle sera le produit de (x — x,)* par une fonction entière. En raisonnant de la même manière, on verrait aisément qu’en chacun des points 6”x,, la partie irrégulière de f(x) est de la forme (x — 5"x }*"o,(x), o,(x) étant une fonction entière.
Comme au n° 11, nous allons chercher à satisfaire formellement à l’équation (39) par un développement du type
(40) fx) = x) + — 2) pe) + — 5x To CD 2 HG — ap CR) + + œ(x), op, (x), p,(x), ..., ®,(x), ... désignant des fonctions uniformes dans tout le plan. Dans le plan coupé suivant les lignes 76", /6"*', ..., les différentes branches de la fonction (x — 5"x,)**" sont des fonctions holomorphes distinctes; le choix d’une de ces fonctions équivaut au choix d’un argument de x — 6"x,. Prenons pour c d’une part et pour — x, d'autre part, l’un quelconque de leurs arguments choisi une fois
pour toutes, il en résulte pour le produit — "x, un argument déterminé ; l'argument de x—6"x,, x mobile dans le plan coupé, qui coïncide avec le précédent pour x = 0 sera appel argument principal, et la détermination correspondante d’une puissance de x—6"x, détermination principale. On a entre les arguments principaux des fonctions
la relation
F b+q ne AR PEN ed — 2 arg (x — 61x ) — arg ( = G x.) p.argo,
% car lorsque x ne traverse pas les coupures Jo"; PORTES 5 ne traverse pas
lot, 1511, ..., les deux arguments principaux sont donc continus; leur différence
qui est un argument du nombre fixe 6? reste constante, il sufht de donner à x la valeur o pour voir que c’est l'argument choisi pour 6 qui intervient au second membre. On aura aussi entre les déterminations principales des puissances la relation
x v (CHEN EE EE Le EE s1x,) op,
5” désignant un nombre parfaitement déterminé, calculé avec largument choisi pour 6.
Nous nous proposons de déterminer le développement (40) de telle sorte que, dans le plan coupé suivant }, ]5, l6*, ..., il satisfasse à l’équation (39) en prenanc dans un membre comme dans l’autre les déterminations principales. Exprimons les quantités qui figurent dans l’équation (39) en groupant les termes qui ont le même
(Q =p(+)+e— ex) ref) +Gcr)" re (+) + He era (E) + Les deux membres de léquation sont alors:
AO AG en te) al NE RE
Re mn dan + 1)8,@)] (41) ETES, D PUS DEV er ES OA A ‘
Le da Ge — Xo) Pa (x) + (+ #)9,(x)] SE A SR NE EE AS
NE) +de) = HG) ec)
+ cenemellelleltee etais Re + CASE MEN PA CO RER Geo te te
point critique :
D’après la remarque qui nous a déjà servi au n° 11, les coefficients de chaque fonction multiforme doivent être les mêmes, et les termes uniformes également; d’où les équations
GE 2 )P CG) TE BP Cr) = CC)
Ge 23910 ++ 08,6) =, (5) EE En tee ce M ee
CG — 5"x,)98 x) + (he + #)9, 0) = os = (=
(44) px) = a(x)? ee)
Chacune des équations (43) peut être regardée comme rentrant soit dans le type étudié par BrioT et BOUQUET, soit dans le type étudié par Fucus; elle admet une seule intégrale uniforme autour du point où s’annule le coefficient de la dérivée; on voit de proche en proche que cette intégrale est une fonction entière parce que le second membre est une fonction entière. Quant à l’équation (44), c’est l’équation homogène correspondant à l’équation donnée (39), ses solutions sont des fonctions entières.
22. La série (40) ne sera pas convergente en général; il sufht en effet de prendre
le cas ou a(x) et c(x) sont constantes et égales à 1, pour voir que
I I I X)=—, px) ———— ©, … = Tee PL ) ue ul A ) e(u—Hr sé ? ) (AN ( ) u(uHr) 4 (u+-n)st He be } le terme général de la série (40) est donc dans ce cas
. — 6x ÿ+" ue (1e + 1) È shC + Hire +p+n— 1 ; nin+1) AE BG+t)... (+ La divergence de cette série est d’ailleurs tout à fait comparable à celle de la série analogue rencontrée au début du n° 12.
il se réduit pour x — o à j qui grandit indéfiniment avec #.
Nous allons baser le raisonnement sur la considération des fonctions multiformes (x — 5"x ' — P,(x), les P,(x) étant des polynômes. Nous remplacerons donc le développement (40) par le suivant
5) FO) = 60) + 9,0) — sat [x — ax — PH]
FLAMANT
Le me général de cette série peut encore s’écrire CIC PANNE CE dont la dérivée est pa C)ICX — AE — (x — XXE, (x)] + 9, GC) [Cr + pi) Ce — Sa — n H 1) Ge — A) PC) — Ce — 5" x) 2, (0) = [x — 63,39, C0) + Ge + p)9, CIC — sax — LT — P, )] + PQ) CG — sx) TG — 1) 2,0) — G — 9" x,)P, C0)
en mettant en évidence la même fonction multiforme que dans f(x), et d’autre part
EN " AE x une partie uniforme. D’une manière analogue, le terme d’indice # — 1 de (=) peut G
A en Rev à ee ae | G ) G” (x x.) Le © x) pe 6 )
= (+) JG 7 PEN
s’écrire :
ta (Se cyfr er, (2).
Les expressions (41) et (42) seront donc remplacées par les suivantes FO)= GIE do, — 6x JTE — PC) — (x — °x,)PA(x)] qe À HOME NP)
Vs eee Le ter let enemeMeteMe etes Tes note de llerie leretieise
PN HE Code (EE) 2er, (E)]
AD 22 C2 (Cm De 2 ©) + CRE A NO ra Ed SET + De (era) 2 + SNS ee RE ON D MO RENE ET
On voit nes que les », (x) devront vérifier ie mêmes équations (43); ces fonctions sont donc indépendantes des polynômes P,(x) et on peut choisir ces derniers de façon à rendre convergentes la série (45) et les séries qui figurent dans
(46) et (47).
SUR UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE FONCTIONNELLE LINÉAIRE. 43 Soit R un nombre positif choisi arbitrairement et r, le module de x. Posons M, = max fo (x Mg, à Ne Ho max |Cx Fr) x.) Pr (x) se Cr a 0e u.) P, (x) Il existe des nombres positifs &,, &,, &,, ..., &., ... faisant converger les séries
ayant pour termes généraux
M. (R + nr): nl e., M, (R + r.) fat LIÉE: k et M’ (R + .)! | e. =
Considérons, comme au n° 12, le domaine étoilé E obtenu en excluant du cercle {x| Z R une bande entourant les lignes /, lo, lo?, ...
Soit p.(x) un polynome tel que
CUT) CREER CURE pour x dans E
d’où, en intégrant,
CE nt nt im ES
Posons
G)= Car + J Dar
Nous avons
pour x dans E.
(Ge — 1) — LT — gx) <'e | Ce — A) — gx) KA:
En prenant comme terme de comparaison (u — 1)(x — x)" on voit aisément que
G— 20) —G—x)a 6) <eR HT, HA) pour x dans E.
‘) ". ; En remplaçant x par r ten multipliant par une puissance convenable de « on a
a+ Dar VEN n(p—2),! A n(b4—2) CE ES PS ECS ee Her. Bi __ rit) F4 n(p—1) Cs—1"s,) af +)" dans Eo".
fn) esp ( er paie ape"
En prenant les polynômes
poney, (à)
on aura donc
ÂQ — 1x — 5x) — Pix) fr", | pour x Cx— 6"x }'— P, (x)| SNA Ele dans Es” Ce PDG — d'a, PGI CRT, AE — 1e,
; 2 x En prenant pour terme de comparaison (x — 6"x,}"7", et en remarquant que Fer
est dans E5”"-* lorsque x est dans E6", on verra que
PO) at (EE) ap G, +) pour x dans E°.
Toutes ces inégalités permettent de voir que, dans un domaine E5N, en considérant les termes à partir de celui dont oVx est le point critique, la série (45) et celles qui figurent dans les seconds membres de (46) et (47) sont normalement convergentes. La solution de l’équation (39) est donc bien la somme de la série (45); il est clair que la fonction w(x) de cette dernière série n’est pas donnée par l’équation (44), mais par une équation non homogène qui serait obtenue en égalant les parties uniformes des seconds membres de (46) et (47); la fonction b(x) de cette équation serait une fonction entière et p(x) est aussi une fonction entière.
23. Il sufht de donner maintenant leur sens général aux symboles (x — 5"x,}*—" qui désignaient jusqu’à présent la détermination principale, pour que la fonction f(x} soit représentée par la série (45) dans tout son domaine d’existence. On pourrait répéter ici tout ce qui a été dit au n° 12. Il faut noter toutefois que si 4 est un nombre réel fractionnaire, il n’y a qu’un nombre fini de branches autour de chaque point critique.
Etudions maintenant lallure de'f(x) quand x tend vers c?x . Il suffit d’étudier dans la série (45) le terme T, qui a 6?x, pour point critique, car la somme des autres termes est normalement convergente, et tend vers une limite finie et fixe, sa valeur au point 6?x..
Mettons ce terme sous la forme T,— @,(x)[(x — 6? x PE — (x — o? x, P,(x)]. o,(x) étant une fonction entière, tend vers une limite déterminée + (7x), les équations (43) montrent que cette limite n’est pas nulle si c(x) ne s’annule pas, en x, (ce qu’on peut toujours supposer) et si 4(x) ne s’annule en aucun des points «x. Le second
terme de la différence entre crochets tend vers o. Par suite, T, se comporte en général comme (x — 6x Y##. Posons
x = 6x, + pe et u = à + Gi log (x — 6x) = Lp + :0 +Hu)log (x — 6x) = Cp + a)Lo — 80 Æ Cp + «)0 + BLe]
d’où il résulte
et, comme
(x = GP er _ gfrvilogt fac)
Re sx green,
Envisageons d’abord le cas le plus simple, celui où w est réel; le module ci-dessus est alors indépendant de 0, il tend vers o ou <-c suivant le signe de px, c’està-dire de p + u (cette quantité ne peut pas être nulle puisque n’est pas un entier réel). D’où les deux cas suivants:
1° p <T — uw (ce cas ne peut se produire que si m est negatif): f(x) croit indéfiniment comme g?*".
2° p> —u: f(x) tend vers une limite finie indépendante du chemin.
Lorsque w est imaginaire, il y a lieu de distinguer le cas du chemin ordinaire et le cas du chemin en spirale. Lorsque p + «x n’est pas nul, on a des conclusions analogues aux précédentes (x remplaçant &) pour un chemin ordinaire; un chemin en spirale peut toujours être choisi de manière que T, tende vers o, croisse indéfiniment avec une rapidité arbitraire, ou ne tende vers aucune limite [ce qui a lieu lorsque (x—5fx ÿ"Ÿ a un module constant et un argument qui augmente indéfiniment]. Lorsque p + x est nul, (ce cas ne peut se produire que si x est un entier négatif), c’est sur un chemin en spirale que l’allure est la plus simple, (x — «x )** tend vers o ou œ suivant le sens dans lequel s’enroule la spirale. Sur un chemin arrivant en 6? x, avec une tangente déterminée, (x — c?x,)** tend vers une limite déterminée qui varie avec cette tangente. Il en est de même de f(x).
Deuxième cas: = 1.
24. Les théorèmes d’existence et d’unicité de la solution sont applicables à l’équation (39) dans le domaine D’ indiqué au début du n° 16. Les seuls points singuliers possibles de la solution étant x,, 0x,, ..., "x, on cherchera 4 la représenter par la
formule suivante à un nombre limité de termes:
me = px) + CG — 2)" 9, (x) + CG — sx px) + 2. Mn Pr 0 Cr) 0 (Ge a)" ex)
d’où l’on tire:
(ES) =) +6 nn (5) +6 af)
I Ë - . “ + (x — x} gr Pi ei Rd a Ce en Dit 20 vEE EE Ve ei
G [eo
La présence dans cette expression d’un terme ayant x, pour point critique va
changer, dans la formule (42), la partie ayant le même point critique:
k AUXILX = ZX e 4 Ce x e(x) sera remplacé par (x — x) | e() + EC GT 2) (+) |
En outre, les formules (41) et (42) sont limitées à un nombre fini de termes. Le
système (43) va donc être remplacé par
Ge xD) + ee, = DE (0) + cc)
Ge sx)8 0) ++ De, = De (=)
(x — ox, )o! (x) + (u + 2), = 4% ( )
+ Crslid se suture le TS SLT IN LS TA SQL RR A
dx de GG HE Da, 6 = 2e (+)
Par le changement de fonctions inconnues
PCI= (x), p,(cx) =, (x), p, (sx) =, (x), .…., pe, Lise =n (+) —Ÿ,(x)
le système (49) se ramène à un système d'équations différentielles linéaires
CAO TIC — DE 4 —c(s)
CRU RO ES OL CEA TC ss, (x—x,)9’, 0) 4, (x) ++ 234, (5) —o u+
(x—x,)d",_,(x) GO +E+E-DUE =
qui peut être regardé comme rentrant dans le type étudié par Fucus. Il admet une solution et une seule formée de fonctions holomorphes autour de x,, ces fonction restent d’ailleurs holomorphes dans tout le domaine où a(x) et c(x) le sont elles-mêmes. Les fonctions &,(x) sont également holomorphes dans ce domaine.
L’allure de la fonction quand x s’approche d’un point singulier c?x, est la même que dans le cas précèdent ; toutefois comme l’entier p ne peut pas dépasser k — 1, si uw (ou sa partie réelle) est inférieur à — (k — 1), f(x) croit indéfinement quand x tend vers tout point critique (sur un chemin ordinaire quand w est imaginaire).
Troisième cas: È — 1, © n'élant pas racine de l'unité,
25. Supposons les fonctions 4(x) et c(x) de l’équation (39) holomorphes dans un cercle D de centre O et de rayon R supérieur à r,. La série (40) satisfait formellement à l’équation (39) si les fonctions ®,(x) verifient le système (43) et la fonction 9(x) l’équation (44); ces conditions, qui étaient nècessaires et suflisantes dans le premier cas, restent évidemment suffisantes dans le cas actuel. Les fonctions # (x) et w(x) sont
in
holomorphes dans D comme 4(x) et c(x). Nous allons limiter supérieurement leurs modules, en supposant
le(x)} Z À et lc(x)| 2Z C pour x dans D.
L'intégrale générale de la première équation (43) est
= GANT [GNT eds en remplaçant c(x) par son developpement de TayLor autour du point x, GE ET er A Eden Den mA ren AU VE et en intégrant terme à terme, On a: |
© 6 Et nt 4 pr Cam arr 2 Ci le ere Ca D
L'intégrale holomorphe (qui seule nous importe) correspond à la valeur o de la constante K. Lorsque l’exposant est tel que (x—x,)* tende vers o quand x tend vers x, en ligne droite, cette intégrale peut s’écrire
2,0) = Ga" f GT Gdx
la quadrature étant effectuée le long d’une droite; les puissances de x — x ‘étant évaluées avec le même argument sous le signe Î et en avant du signe Î
Cette formule a sur la précèdente l'avantage d’être valable dans tout le domaine D. On a déjà vu (n.° 23) que
a—1 ,—f An) LS e Ga) = pa fete Qu = à + Bi).
L’argument étant constant le long du chemin d’intégration employé, on voit que
[ e—sreaa) doctrine [he xpaa = certes se
Comme d’ailleurs CT = je — x free
on obtient
GIZ C—,
ceci dans l'hypothèse
Li S10)
Nous pouvons de proche en proche limiter supérieurement en module le second membre de chacune des équations (43) et par suite l’intégrale de cette équation, con-
formément au tableau
moccs Mile oecées a(lede
atelen es Mode Ci Derre fete
(4 efxg y" a(x) x CALE) GO En ere car ee 2.( 5 En ce I Ca m2)
vire, re Te ilere feat se Melle ttet seller eee etes
éme le! el reiiel Lo eme) qe el ete Ds Merle Te lee
On a d’ailleurs CCS ET ECTS ES
Comme nous considérons la détermination principale, x restant dans le cercle C, de rayon r,, l'argument de x — 5x, différera de celui de — 5"x, en plus ou en moins
d’ I ! 1 T (SC un angle au plus égal à —, > cé que nous écrirons
Geox) ag) +0 (—E<r<+E)
d’où — Barg(x — 6x) = — Barg(— 6°x,) — 60 et enfin =
— Barg(x — 6x) 7 — nôargs — Barg(— x,) + [8]
D'autre part, x étant à l’intérieur ou sur la circonférence du cercle C, n = AN ont
En tenant compte de ces inégalités on aura n 1B81-T —Barg(—xo) (CRE Au P16 77 Où Caen a et
Gr):
(273 ax Hi)(x F2)... (a Fr)
T ; Eu —Barg(—x0)
(Ge — x re, (x) Z Ce”
La série (40) est donc normalement convergente dans le domaine C,, et sa somme f(x) est une fonction continue jusque sur le cercle. Les inégalités du tableau (so) (2° colonne) permettraient de démontrer la convergence normale de la série figurant au second membre de (42); le second membre de (41) est la même série d’après le choix des fonctions +,(x), elle est donc convergente dans les mêmes conditions. La fonction f(x) vérifie donc bien léquation (39). Comme elle est holomorphe à l’origine, elle coïncide avec l’une des solutions déterminées dans la section I.
Si maintenant l’on avait
LS O on commencerait le tableau d’inégalités (so) à une fonction p, (x) d'indice assez élevé pour avoir x+g>o.
Les fonctions p,(x),, p,(x), ..., ®,_,(x) sont holomorphes et bornées dans D;
le second membre de l'équation déterminant ?, (x) est donc inférieur en module à un
nombre C', d’où:
(A efx87 "3
Cr Ru ar La(x) Le ; (4 nee (eco tien cr:
La série, commencée au terme ayant 5!x, pour point critique, est normalement
convergente. La fonction f(x) est donc continue jusque sur le cercle C, sauf peut-être aux points xX,, 6X,, ..., 61°x,; pour connaître son allure quand'x tend vers un de ces points, il sufht de considérer le terme correspondant de la série; la conclusion est la même que dans le premier cas (n° 23).
CHAPITRE Il
SUR CERTAINS SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES À UNE INFINITÉ D’INCONNUES.
Généralités.
1. La résolution de l’équation différentielle fonctionnelle lorsque l’origine est point singulier de b(x) conduit à résoudre des systèmes d’équations linéaires à une infinité
FLAMANT. ve
so PAUL FLAMANT.
d’inconnues du type suivant:
b+a,x, ERREUR + 6,8,%, JE FRS TC PERTE Da b, EE BX Tax em A or A
b, + 4, *, +e. NES OT pus TE Hope 0)
Sete pe. se Lie) l'el'e Le screen ee)" + Lelis es he Meipreue érte L'enks le, lrele toile ete
où les coefficients 4,, 4,,.…, @,,… sont en progression arithmétique, g,,£,,.….,£,, … en progression géométrique de raison o, b,, b,, ..., b,., ... sont les coefficients d’une fonction entière et c,, €,, ..., €,, ... ceux d’une fonction holomorphe. Nous allons. étudier ce système en évitant de faire intervenir ces hypothèses particulières, mais en nous bornant aux cas dont nous aurons besoin par la suite.
Le système (1) est très simple lorsque les coefficients c, sont tous nuls. La solution générale s’obtient en laissant x, arbitraire et en tirant x, de la première équation, puis x, de la deuxième, et ainsi de suite. L'idée directrice de ce chapitre étant de ramener le cas général à ce cas particulier, nous allons écrire le système (1) sous la forme : NAS
a —e, + d,x, —(c,x, mo M ee x, rate + EX, + RU ni
US ds Me CN NN
eXioileure- selle Trieste tele teere tete le ler lei lerretet es tetes à. s'lliele Melle
en posant a b d, = — — e, = — LITE 8u 8 La solution du système ee CS x, —=t,+d,x,
que Jj'appellerai système simple, est
X, —=d,x, +e, x neue ue CA DRE MERE
A die mn | Ad ee dd ERA ES
OMOMICR EME NT sirole le 2H CNR Ne. ie Trade ge) fete ete te re NA RRNS SDS RSNERRT ES CR
SUR UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE FONCTIONNELLE LINÉAIRE. St
2. Cherchons à résoudre le système (2) par la méthode d’approximations successives suivante. Remplaçons d’abord par o les inconnues situées dans les parenthèses des seconds membres, et prenons pour première approximation une solution du système ainsi simplifié. Nous calculerons ensuite chaque approximation en remplaçant les inconnues situées dans les parenthèses par leurs valeurs respectives dans l’approximation précédente. On voit qu'on est ainsi conduit à résoudre une succession de systèmes simples. Comme d’habitude, nous allons mettre en évidence la différence des valeurs de chaque inconnue dans deux approximations consécutives; les systèmes envisagés sont formés des équations
40) (5) more + d'u (= 1, 2,2) qui ne diffèrent de (3) que par le nom des inconnues; et, à partir de v — 2, LP (v) u= 1 (v—1) (v—1)
(6) COAES FE d, u,, => (c,u + C. 3 ur 0 re C re) é ) (n = 1, 2, .. 5) qu'on peut écrire (PR) (v)
(7) Un), nl Cu + d, u, (n = 1, 2,.. )
en posant
(8) PR CS en tt)
Il faut démontrer:
9 que cette série (8) converge pour toutes les valeurs de # et de v, afin que les approximations successives existent ;
2° que ces approximations sont convergentes ;
3° que les valeurs obtenues pour les inconnues x, vérifient le système (2).
Les coefficients d, sont les mêmes dans tous les systèmes (6); la nature de la série formée par ces quantités joue un rôle important; pour simplifier l’exposition, je ferai dès maintenant une distinction à ce sujet.
Premier cas: La série d, est absolument convergente.
3. La solution de chaque système est donnée par des formules analogues à (4).
ul est donc linéaire par rapport à ul); par suite, d’après la formule (8), «©? est
n+I _ “e est linéaire par rapport à 7 ét Aux en)
séquent linéaire par rapport à ul) et u); et ainsi de suite. De plus, le AR de
(} . par suite #°) a dans e5) le coef-
n+I ; (3) (1) HE
; et enfin #® entre dans #%), comme u"
linéaire par rapport à uw. » €t par con-
“a Fe le même que cet de ul ne u (2)
u® dans u ae que #° a déjà dans el de u\
Le faitrest sat, comme on . verrait de proche en proche, et on peut poser ne rt
22, = de, + 0 + af (9) 2 RENE OMR En fus RAT
pe un, +w ul “ aus 1 ent UP EN ut
eee se (aie lartertells sie d'etre COUCHE ON AIT .. Len
s2 PAUL FLAMANT.
4 : (x ù (y—1) La strie eŸ convergera si, quand on l’ordonne par rapport à #°, ..., #7",
les coefficients de ces quantités et le terme indépendant sont des séries convergentes; dans ces conditions les v et w du tableau (9) sont us
Occupons nous d’abord des coefficients des y (qui ne dépendent que des c et des d). Tout d’abord
Le coefficient de ul” dans el?)
D = — (Gud, + eu, + +)
est
pu u®) il suffit de Ne dans la formule ana-
Pour avoir le terme en w,
ui, = fa d “a+ fé 04, He fe Ep
On passerait des w°
logue à (4) donnant ar e®) à son terme en 4). Donc
aux wŸ% par deux opérations entièrement analogues.
En posant CNED, la on a
(Go) w,|= D,D, ... D et
ADD, 21), (CP EC "D RS CHDRSDIEPERS
D,,, tendant vers o pour p infini, la série entre parenthèses est convergente lorsque C,; C,, -.. sont les coefficients d’une série entière non toujours divergente. Pour abréger l'écriture, nous poserons
C, Se C, re cu É an C, RARE Ana Le Ne CR.)
On a alors
LP RD D NS 12 po
et par suite, chacun des termes de la somme wl). vérifie
Dérdu. LA GP). FA AE Dec SIDE Peel D? = D, D, Mer DADPAC DE Donc plz D,D, ... D,[D, C(D,) + D,C(D,) + +. + D,., C(D,..)]
La série ayant D,C(D,,,) pour terme général est convergente comme la série
D, car, à partir d’un certain rang, C(D,.,) reste inférieur à un nombre fixe; en effet DA SD .. étant tous inférieurs à €,
CODEC, Ce Re
En posant
(1) 4,= D;C(D,) D ECO) RNES RD CCD ANEPRESS
on a, a fortiori, fu)
PAM ER ONE) EN
En utilisant comme l'égalité (10) cette inégalité et celles qu’on en déduirait, on voit que, en ce qui concerne les termes en #Ÿ, le calcul des approximations peut se poursuivre indéfiniment, et que l’on a
(12) RENE A D DOS CES Considérons maintenant les termes indépendants des #°. Dans e{*, ce terme est D CEE 4 et on voit, en réduisant les el) à leur terme indépendant, que Vs = Pr d,d,... d,+qd, ...d, +... +pnd, + 97.
Ainsi ce sont les ue mêmes opérations qui permettent le no des 0° aux
M (où des: air 1)
I aux w°. Pour ee appliquer au module de ol le même calcul
qu’à fU, nous allons supposer que les vÙ vérifient les inégalités
(13) RL RE, ... k,
les k, étant des nombres positifs tendant vers o, et auxquels nous pourrons imposer d’autres conditions. On aura alors
jee” _ k, k, FIVE k., C(k,..) pd... d'A, ... k,, CG,
et JDE Ne JD)
AU Es ht.
Pour pouvoir appliquer à of
| par un produit, comme [v)
le même mode de calcul qu’à ®®, il faut limiter | dans l'inégalité (13). On remarque aisément que, pour une somme de termes positifs, on a:
l t ET (+).
supérieurement |v°
n+1 n+Ii
j5 tite Hi<ifi+È)(i+ Dans le cas actuel
LR CURE) LE NA D,C(E
+) (+ arr ce.. pf+ ra] f+hGes] RCE 2. Hs] . [2,485]
Nous supposerons que l’on a les inégalités
CCR.) LS (14) D, + %.., Co Zk, Ga; 0
Dans ces conditions, nous aurons
PT SRE Se RPC UE et, plus généralement (15) RÉ E ET AAUETÉ CG) —-
La valeur de x, fournie par les approximations successives s’obtient en additionnant membre à membre les relations (9). L'ensemble des seconds membres peut être regardé comme formant une série double; cherchons si elle est absolument convergente en groupant d’abord les termes par colonnes. D’après les inégalités (15) et (12), chaque colonne est comparable à une série géométrique de raison 4, C(k.,) pour la première et A, pour les suivantes; chaque colonne sera absolument convergente si l’on a à la fois
(16) ARTE et ER, CCE) < 1.
À partir de la deuxième, les colonnes diffèrent par lindice supérieur des #Ÿ et par un décalage de ligne des facteurs w{_. Donc, dans la série des modules comme dans la série elle-même, les sommes de ces colonnes diffèreront seulement par le facteur |uŸ| ou Ÿ. Il y aura donc convergence absolue si l’on choisit pour valeurs
des arbitraires u\? les termes d’une série absolument convergente. En posant
Ds = 0, + 0, eee ob ee a = a, a ee all, + ee et en remarquant que x, = a + 0 ee Had les valeurs obtenues seront à (17) NL Eu m1 On obtiendrait ces mêmes valeurs en donnant aux arbitraires les valeurs
ge ENS HU —X,, = u,
Nous supposerons que l’on a opéré de cette manière pour montrer que le résultat obtenu vérifie bien le système (2). On obtiendra la #°° équation (2) en additionnant membre à membre l'équation (5) et les équations (6) pour toutes les valeurs de Aa condition que les séries entre parenthèses dans les seconds membres puissent être additionnées en groupant d’abord les termes par colonnes. Il suffit donc de montrer que la série double formée par toutes ces séries est absolument convergente. D’après
les valeurs données aux 4, les formules (9) se réduisent à
(OR nr tb) (v—1) Has: 7 ve += y X, =
La série eŸ) qui figure au second membre d’une équation (6) se réduit à
(LR) (v—1) E FR UE an) X,
et, d’après les inégalités établies plus haut, la série des modules à une somme moin-
dre que k, k, PA k:, C(£,.,) LA C(,)T = D, px ML CS Dre ÉCDETA RE
Lorsque v varie, on a la somme des termes de même rang de deux progressions géométriques convergentes, et par suite, la série double converge absolument, c.Q.F.D. 4. Nous allons simplifier autant que possible les conditions imposées au cours du raisonnement. Nous trouverons une condition suffisante pour que l'inégalité (13) ait
lieu eu traitant la somme D Les Ve <Es e,d,d. DNS d, + e,d, AR d, 7 SP 4 = ps 44, + £r comme celle qui donne v®),. Posons SES A PE DONS RE AD ER NDS
! t, t, ee LE Es, G+5) (G+)=en 2 (+) (G+rin) Ep E, — E, (2. + 2) (D, + 4) Si l’on a as) E,=k, E. ,
(19) Dép ak GR ETS)
les inégalités (13) seront vérifiées pour toutes les valeurs de #. Si nous imposons aux % de décroître constamment à partir de k,, le rapport
16) I] est nécessaire de ne pas s’astreindre à prendre pour ÆE, le module même de «,, de façon à pouvoir supposer les E, non nuls et même variant avec une certaine régularité.
s6 PAUL FLAMANT.
eue) sera plus petit que 1, et les inégalités (20) DRE (Gi 2, 3, ...)
seront suffisantes pour que les inégalités (14) aient lieu. En additionnant membre à
membre plusieurs inégalités (20) consécutives, nous obtenons
D, Gi Dee nn <ENE Ne De Fo RUN A k,.
Ceci devant avoir lieu quel que soit g, et les k étant positifs, il faut avoir
FNCD I LED MS AE EUD CREME
En posant (21) k,—=e,+à,, les inégalités (19) et (20) se traduisent par E; :
(22) FRE Ps mr à, Z à.
Il suffit donc de supposer l’existence de nombres à,, de ..., positifs, décroissants
et tendant vers o, tels que les inégalités (22) soient vérifiées. Les nombres k sont alors définis par (18) et (21).
5. Supposons maintenant qu’il existe de nombres Ô remplissant les conditions précédentes, mais que l’une au moins des inégalités (16) n’ait pas lieu. On peut mettre de côté un certain nombre d’équations en tête du système, ce qui fait disparaître le même nombre d’inconnues. Le système restant est de même nature. S’il commence par la g* équation, les coefficients d.et e, et par suite les pb, à et k, sont les mêmes, mais à partir de l'indice g + 1, par analogie avec (18), il faut remplacer 4, par E,, la somme A, est remplacée par le reste A, de la même série; cette série étant convergente, et les k tendant vers o, il est clair qu’on peut choisir g assez grand pour que les inégalités
analogues à (16) soient toutes deux vérifiées. Le système ainsi restreint a donc une infinité de solutions données par des formules analogues à (17)
(23) Loir = Vins Win Xe (m=patt, ..).
En substituant ces valeurs dans les seconds membres des équations mises de coté chaque série se décompose en deux autres, dont la convergence résulte des inégalités
ER RENE DPRARRERRD ? 1 g q+1 “ ! TROIE (24) 12 . To Ris CC.) LR # Tes A,
Il reste donc à résoudre un système de g — 1 équations à g — 1 inconnues: il
admet évidemment une solution unique lorsque d,, d,, ..., d,_, sont différents de o. Le système complet (2) admet donc une infinité de solutions de la forme (23) AIRE OA, 22 ne
Par suite des inégalités (24) et du fait que k, est plus grand que D, d’après (14), les valeurs trouvées vérifient des inégalités de la forme
NT EE pour n > q.
6. Je vais montrer que foute solution dans laquelle les valeurs des inconnues vérifient des inégalités de la forme
les h étant des nombres positifs tendant vers o, est l’une des solutions précédentes En augmentant les h s’il y a lieu, on peut supposer qu’ils sont de la forme
LNEEN ES
les & tendant vers o en décroissant, et étant au moins égaux aux d. Dans ces condi-
DR PAR ONE RS RE pour RE UN
tions, les h seront au moins égaux aux k, et satisferont comme eux aux inégalités (14). Il existe un entier g au moins égal à N tel que
Cr et RCD NES:
Le système (2) privé de ses g — 1 premières équations admet une solution (23) où x, a la même valeur que dans la solution imaginée. La différence des valeurs de chaque inconnue dans ces deux solutions constitue une solution du système homogène
Yan = RS (27) (m—=g+1,g+2, Yn+i = 4,3, —(c9, Ace ar Fous RAS PS 1e)
solution dans laquelle les valeurs des inconnues vérifient des inégalités de la forme
(28) He 7e AT LUE Fe h =
D’après ces inégalités, les parenthèses des seconds membres des équations (27) sont inférieures en module aux expressions
pee LME HI es h, Lie GES).
La 1è équation (27) donne donc Vol Ya Je Ch).
En utilisant cette nouvelle limitation dans le terme d (27), on 2:
Mise dr2Pnequaton
Lans) Dés Le Gba) + IR hi CCE)
FLAMANT. é
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et, d’après l’inégalité analogue à (14) vérifiée par les h (y He) _ K bis; k LRU C(h,.,) En continuant le raisonnement, on obtient en général Yusil 2 ge ne APR h,. PP Cp)
ce qui exprime que les inégalités (28) restent vraies si on y multiplie À par le facteur ES l de NHRCNE an b,,, C(h,.,) inférieur à 1; en répétant lopération, on pourra multiplier K par un facteur arbitrairement petit, ce qui prouve que les y sont nuls. Donc, à partir de x,, les inconnues ont la même valeur dans la solution imaginée, et dans la solution (23). Si l’on prend les g — 1 premières équations, les valeurs de x,, x,,,, ..., déterminent d’une seule manière x,, x,, ..., x,_,; par suite, les solutions sont identiques. REMARQUE. — Lorsque les coefficients e sont nuls à partir d’un certaine rang #, le système (2) admet une solution dans laquelle les inconnues sont nulles à partir du
même rang.
Deuxième cas:. |d,| croît avec n.
7- Au lieu de prendre la solution générale (4) du système (3), nous lui appliquerons la méthode des réduites. En supprimant les équations et les inconnues de rang supérieur à p, on a un système qui se résoud immédiatement à partir de la dernière équation, en supposant les d différents de o. On obtient:
1 NNEe pi b ?
NE D CR En p ) pi SEE) der 5 oc d, CAC AURA 1 UNE A HO d,d,., … à, En faisant croître p indéfiniment, on est conduit à poser e =, NUS RAP Enr APRES n , x EON2 1 pose, d, d,d,., En supposant conversente la série e e € (29) ENS ET ee ne LT EUR RCA DEAN RER d, dd, d,d, ... 4, et en appellant r,, r,, ..., les restes successifs, le résultat s'écrit:
NT
(GO) sms el PA NN PER Gate FLORENT d'ADN RREE
ce qui constitue bien une solution de (3); on pourrait l'obtenir en faisant x, — s dans les formules (4). |
Pour le système (5) et chacun des systèmes (6), nous prendtons la solution fournie par cette méthode. Soient R, des nombre positifs décroissants respectivement supérieurs
aux fr,|; si la série (29) est absolument convergente, on peut prendre les restes de la série des modules. La solution de (5) vérifie les inégalités
RAP DN D SUD RE
Pour la série (8) (y — 2), on a donc let] 2e D, D, ee De4(C fee me C, DES Le fr C, DenDe lens = r E )
Pour que la série entre parenthèses soit convergente, nons supposerons qu’il existe des À positifs, décroissants et tendant vers o, satisfaisant aux inégalités
i—1 d’où par multiplication membre à membre de plusieurs inégalités consécutives Fra D,D,,, D,. R;.; Zik, ce. À, R;_,.
Cette transformation donne pour la série considérée (2) le, | es D: D, ES D DE JATES CA.)
Pour la 2° approximation, la série analogue à (29) a donc son terme de rang n inférieur en module à
ere R,.,C( ) 2 k, Lee CA.) << K, À, CA.)
en vertu de l’inégalité (32) et de la décroissance des X. Il résulte encore de (32) que les R, forment une série convergente. On peut donc poser
(33) Ru, COR +R, + +0).
Ces quantités vérifieront a fortiori les inégalités analogues à (32), et par suite, les approximations pourront toujours se poursuivre indéfiniment. Les solutions du système (6)*vérifieront les inégalités
(34) | [ue | a D, D, es DER?
analogues à (31). Les approximations seront convergentes si la série qui a RŸ pour terme de rang y est elle-même convergente.
En remplaçant le second membre de (33) par une série géométrique de comparaison on obtient
M DR AMOR EN (2) 2 3 n+1 2 LAS D ou ane
On aurait la même relation entre RŸ et R°-". Le coefficient de R, dans le second
membre tend vers o pour # infini, donc il existe une valeur g de # à partir de laquelle il est plus petit que 1. Les approximations sont donc convergentes, au moins pour les inconnues de rang assez élevé; on a alors, d’après (31) et (34)
BE A CRD D ED RARES OR EAN TE
On peut donc appliquer la méthode indiquée au système (2), soit complet, soit restreint. Le résultat obtenu est bien une solution du système considéré; cela résulte d’un raisonnement entièrement analogue à celui du premier cas. Lorsqu'on a opéré sur un système restreint, la solution rend convergente les seconds membres des premières équations, et l’on peut terminer la résolution.
REMARQUE. — Lorsque la série (29) est absolument convergente, en prenant pour les R les restes de la série des modules, on peut simplifier la condition (32).
Il suffit en effet qu’à partir d’un certain rang, le rapport d’un terme au précèdent reste inférieur à un nombre fixe pour qu’il en soit de même du rapport des restes. Les inégalités (32) auront donc lieu si l’on a
E;,, D (36) ED
8. Je vais démontrer que, dans le cas présent, la solution obtenue est la seule dans laquelle les valeurs des inconnues satisfont à des inégalités de la forme (26).
Pour un système simple, les formules (4) montrent que les différences des valeurs des inconnues dans deux solutions distinctes sont de la forme
HIS = Ua (EX es AU A re Contes
Par suite, s’il existe une solution vérifiant des inégalités de la forme
pl Z KD,,,D
METÉ
RAS DSL pour AN UN
l, tendant vers o pour # infini, une telle solution est unique. C’est le cas pour la solution fournie par la méthode des réduites lorsque la série (29) converge.
Revenons au système (2) et imaginons une solition satisfaisant aux inégalités (26); en augmentant les h si c’est nécessaire, on peut supposer qu’ils vont en décroissant et sont au moins égaux aux À de même rang. Posons alors
Ry., — R; , (37) DY,, Re) DE LP et tr du b, ( = N+2,N+ 35 -...) les R' ainsi définis sont au moins égaux aux R, et les égalités (37) sont semblables aux inégalités (32); tout ce qui précède subsiste donc en remplaçant à partir du rang N+17 les R et les À respectivement par les R' et les b. D’après (35), la solution obtenue vérifie
xl 1 bn, by PTE h
et par hypothèse, la solution imaginée vérifie (26) qui a la même forme. La différence de ces deux solutions est une solution du système homogène
(38) Vasir— 4,3, os (NE = LE PTE CET Chop An RATE ) et vérifie des inégalités analogues; soit X'' leur coefficient.
En remplaçant dans les seconds membres chaque parenthèse par sa valeur effectuée, on obtient un système simple, que vérifient encore y, ,y, ,...y,,... La valeur de la parenthèse effectuée est pour un rang assez élevé, inférieure en module à
E, LE HS br, bx., AS h, hze Ch,
ce qui montre immédiatement que la série analogue à (29) est absolument convergente. Il résulte des égalites (37) que
(39) K"hx., br, d'a b, = KVDY, De ue D, Ke
Cette nouvelle forme donnée à la limite supérieure de |y,,.| permet d’affirmer que les y constituent, pour le système simple envisagé, la solution fournie par la méthode des réduites.
D’après la valeur de (,, on a:
D,5,.. D, Kb COLDR, < Ki bn CGR,
On peut donc majorer le reste de cette série par
&, = K° br, CCbx,,)CR, je AR a» Ex ) Earséne entre parenthèses étant comparable à une série géométrique, on aura:
Gr K, by, Cv, )R,.. = ie bn, C(bx..) LA ' de p “ p D
n+2 n+2 nrI 1 — 1
La solution donnée par la méthode des réduites satistait à pee 2 D, dr CE D, &,
Le rapport de cette nouvelle limitation à l’ancienne [second membre de (39)] est
donc, à un facteur constant près, FR? qui tend vers O0. À partir d’un rang assez élevé,
mais bien déterminé, on peut multiplier par un facteur plus petit que 1 la limite supérieure de |y,| sans qu’elle cesse d’être valable. L'application réitérée de cette opération montre que, pour ces rangs élevés, les y sont nuls. (38) se réduit donc à un système d’un nombre fini d'équations linéaires homogènes au même nombre d’inconnues qui n’admet pour solution que la solution xéro.
PAU L'LF/L'ATM/A"NATS
(ex Le]
Conclusion.
g. Dans les applications que nous avons en vue, les coefficients du système (1) suivant les lois indiquées au n° 1, D, se comporte comme # quand # croît indéfiniment.
Le premier cas correspond donc à [5] <T 1 et le second à fo] = 1. Les inconnues x doivent être, comme les termes connus b, les coefficients d’une »
fonction entière. Pour qu’une suite de nombres #, soit dans ce cas, il faut et il suffit
VPereeLe que Ÿ/u,| tende vers o, ou que — Le 1 —— [2,,| 49 lim A FRA:
On peut remplacer les x par des ® qui tendent vers o en décroissant (en appelant ; 9 Lys .
par exemple 6, la borne supérieure de «,, «,,,, ...); on a donc
Fe le] Z P, et, a fortiori
(40) 4,122 8,6, -.. bp,
Si ces inégalités ont lieu à partir d’un certain rang, les # sont les coefficients d’une fonction entière, d’après la règle de d’ALEMBERT. C’est ce caractère que nous allons utiliser.
D’après lui, les solutions qui nous intéressent sont celles qui vérifient des inégalités de la forme (26). Les solutions trouvées sont acceptables d’après (25) (1° cas) ou (35) (2° cas), et ce sont les seules. Reste à voir si les hypothèses faites pour appliquer les méthodes de résolution sont bien réalisées. \
Dans le premier cas, en majorant les b, sous la forme (40), on peut prendre
ni
: lg, puisque AT Et b, Nr £, à On a alors E, pe il == B, EC : gl (5 ,
ce qui permet de choisir des à satisfaisant aux inégalités (22). Dans le second cas D, croît indéfiniment comme #. Dans la série (29), le module du terme général est moindre que
He 1 AVE PRE)
D'D EDS IRD
terme général d’une série convergente. La série (29) étant absolument convergente, on peut appliquer la condition (36); l'existence des À décroissants et tendant vers o est
assurée pui Di.
puisque 5 tend vers 1.
CHAPITRE IL
LE TERME (x) ADMET L'ORIGINE POUR POINT SINGULIER.
Le cas le plus simple est celui où b(x) est uniforme autour de lorigine et où ce dernier point est un point singulier isolé (pôle ou point essentiel).
Pôle ou point essentiel isolé. Solutions iogarithmiques.
1. L’analogie avec l’équation différentielle obtenue en faisant 6 — 1, aussi bien que l’analogie avec le cas où b(x) admet un pôle hors de l’origine, nous conduisent à penser qu'il existe pour l’équation
© FC) = GE) +50) quand l’origine est un pôle de b(x) une solution de la forme
JC) = #0) + Ÿ (x) log x Y(x) étant une fonction holomorphe dans le même domaine que a(x), et p(x) étant une fonction, uniforme dans ce domaine et pouvant avoir l’origine pour pôle.
La fonction f(x) étant multiforme, il faut bien préciser ce que nous entendons en disant qu’elle vérifie l'équation. L'interprétation donnée (n° 7, ch. I) pour les fonctions multiformes déjà rencontrées n’est pas applicable ici, car la fonction actuelle ne provient pas, par prolongement, d’un élément (uniforme) qui vérifiait déjà léquation. La fonction ayant pour seul point critique l’origine, nous adopterons l’'interprétation suivante, qui est la plus naturelle. Soit S une ligne joignant le point d’afhixe 1 au point d’affixe « sans passer par l’origine. Nous dirons qu’un élément de la fonction f(x) au point x et un élément au point 6x sont associés s'ils se déduisent l’un de
l’autre par prolongement le long du chemin Sx semblable à S. Ce sont les éléments associés qui doivent être liés par l’équation (1). Il est clair que la ligne S n'intervient pour déterminer le mode d’association que par son enroulement autour de l’origine (il n’en serait plus de même pour une fonction ayant d’autres points critiques que l’origine). Le choix de S se traduit analytiquement par le choix d’un argument déterminé pour & (la rotation du rayon vecteur d’un point parcourant S); c’est le logarithme correspondant qui figurera dans les formules. Au point-de-vue où nous nous plaçons maintenant, équation (1) est complètement définie par la donnée de log s et non pas seulement de c.
FO = GE
a(x) et P(x) étant holomorphes dans un domaine D (n° 1, ch. I) contenant l’origine à son intérieur. Pour exprimer que la fonction
(3) FC) = px) + ŸCx) log x
la: vérifie, calculons
PGD= #0 + À Ep) log x
(=) = (+ )+4( 2 ces —o)=e( +) - {+ log +3 + Jloëx.
D’après la remarque (n° 11, ch. I) déjà utilisée, les coefficients du logarithme doivent être égaux dans les deux membres et les parties uniformes égales ce qui donne les
et
deux équations
(0 2 @= «tif =)
OMRTOPOTESES 1 4 ac — açyy (Æ Jos
L’équation (4) admet une solution homolorphe définie à un facteur constant près. Pour que l'équation (5) admette une solution holomorphe, il faut et il suffit que b, — Y(x) soit divisible par x. On doit donc prendre pour ÿ(x) la solution de (4) qui prend la valeur b à l’origine ; on peut alors prendre pour ®(x) la solution générale de (5).
Pôle multiple. Soit l'équation
© fG=aG(E) +2 RU
Par analogie avec le cas analogue (n° 14, ch. I) nous ferons le changement de fonction inconnue
fG) = FG) + 2
et nous chercherons À déterminer les coefficients c,, c,, ..., c._ de telle manière
ue l’équation qui détermine F(x) soit du type (2). Cette équation est q q YP q
(n — PRE 2 I AE des gi MENT va
ADF) (ee EE) ee de ace
La fonction jouant le rôle de b(x) admet un pôle à l’origine; en posant
(x) = 8, + ax + ae + ee axe, les puissances ont pour coefhcients :
RAT De sc Due Pace PE EURE 2 b+ic<+a sc, + a, oc, +... + CR Gr Cons be: b, + 2 ©, #10 CAE £, ne Ps + GE LAS ARE
Pod 6 D en Enr
En égalant à o les # — 1 derniers coefhicients, on obtient un système de #— 1 équa-
tions linéaires à n — 1 inconnues qui admet évidemment une solution unique (la dernière déterminant c,_,, l’avant dernière déterminant ensuite c,_,, etc.). L’équation peut donc, par cette méthode, être réduite, d’une seule manière, à une équation en F(x) qui sera en général du type (2). Elle pourra être du type régulier étudié au chapitre I lorsque les valeurs c,, c,, ..., c,_, ainsi définies annulent le premier coefficient.
On aura pour F(x) une solution de la forme (3) dans laquelle 4(x) peut être nulle. En réunissant dans f(x) toute la partie uniforme, la solution peut s’écrire de la même manière; mais alors @(x) désigne une fonction holomorphe sauf à l’origine qui est pour elle un pôle d'ordre n — 1.
4. Point singulier essentiel. — Dant le cas où b(x) admet l’origine pour point sin-
gulier essentiel, la partie principale étant
nous pouvons employer la même méthode. Le changement de fonction inconnue
FLAMANT. 9
réduira l'équation à la forme (2) si les coefficients c, vérifient le système d'équations linéaires
b,+ic +a sc, +a,cc, + -.: + a,,c, + Ne (7) b, AE Det er ee a | ; pe
b, 5e (UE 1) CE DE a,5"c, de His MONS ETS PAR O
S'ils vérifient en outre l’équation
(8) base, acc, Ha,oc, + +. Ha, cc, + ++: =, l'équation sera ramenée au type régulier, et il n’y aura pas de terme logarithmique. Ce système (7) est du type (1) du chapitre IT, et pourra se mettre sous la forme (2) de ce chapitre pourvu que 4, ne soit pas nul. Toute solution du système (7) permet de faire le changement de fonction inconnue; on obtient alors pour f(x) comme pour F(x) une infinité de fonctions dépendant d’une constante arbitraire et qui se déduisent de l’une d’elles en lui ajoutant la solution générale régulière à l’origine de l’équation homogène (4). Nous dirons que ces solutions ne sont pas distinctes, en appellant solutions distinctes des solutions dont la différence n’est pas une fonction holomorphe. L’équation
nn
(0) ROPCON ES ENOE EEE
admet donc, si a (0) =<o, une infinité de solutions distinctes de la forme (3) lorsque ls! est plus grand que 1 et une seule lorsque [o| est égal à 1, 4 (x) étant toujours régulière à l’origine et o(x) ayant en général un point singulier essentiel.
La méthode et la conclusion sont applicables au cas du pôle; dans l’une des solutions ou dans la solution unique, l’origine est seulement un pôle de œ(x) (c’est la solution obtenue au n° précédent).
LE
Pôle ou point essentiel isolé. — Solutions uniformes.
5. Pour qu'une des solutions soit uniforme, il faut et il suffit que l’équation (8) soit vérifiée par la solution utilisée du système (7) Dans le second cas (la) == 11), cela peut avoir lieu exceptionnellement pour l’unique solution. Dans le premier cas Colt), cela aura lieu généralement pour l’une des solutions. En effet, les c sont linéaires par rapport à celui d’entre eux c, qui est arbitraire; en substituant leurs expressions dans
Sete HPATNTE .
l'équation (8), on obtient une équation linéaire en c,, qui admet une racine et une seule, en général.
REMARQUE. — Lorsque |s| est plus grand que 1, l'existence pour la même équation (9) de solutions distinctes entraîne, pour l'équation homogène (4), l'existence de solutions ayant l’origine pour point singulier, et en général pour point critique. Par suite les équations à coefhcients réguliers admettent, non seulement les solutions régulières étudiées au chapitre I”, mais encore des solutions singulières à l’origine de la forme (3) (c’est à dire généralement multiformes); elles dépendent d’une constante arbitraire. Nous verrons d’ailleurs que l’équation homogène admet un ensemble très riche de solutions multiformes. Par suite, pour une équation à coefficientes uniformes, il y a intérêt À se restreindre aux solutions uniformes: le mot solution a alors un sens simple et net, et
ces solutions comportent beaucoup moins d’arbitraire.
LLT:
Point critique logarithmique.
HOPCON ES EE ECO ESS
L’équation (11) admet une solution holomorphe prenant à l’origine une valeur arbitraire. Pour que l’équation (12) soit régulière, il faut et il sufht que 4 (x) s’annule à l’origine. On a alors pour o(x) une infinité de fonctions dépendant d’une constante arbitraire.
Si dans l’équation (10), c(x) admet à l’origine un pôle où un point singulier essentiel non limite de pôles, l'équation (11) admet en général, quand |5| est plus grand que 1, une solution uniforme ayant à l’origine un point singulier essentiel. Le terme connu (x) de l'équation (12) admet l’origine comme point singulier essentiel. Lorsqu’on remplace Ÿ(x) par une autre solution de (11) non distincte de la première, sa partie holomorphe seule est changée; par suite, dans l’équation (12), le changement de b(x)
ne porte que sur la partie holomorphe et le terme en ——. Considérons une solution du
système (7) attaché à l’équation (12); en remplaçant s'il y a lieu Ÿ(x) par une solu- Jion non distincte, l'équation (8) sera vérifiée par la solution considérée; pour chaque solution uniforme de (11), (12) aura donc une infinité de solutions uniformes. On a
finalement des solutions de la forme (3) où o(x) et (x) sont des fonctions uniformes À point singulier essentiel. La possibilité pour deux solutions de différer dans (x) par la partie principale et dans 4 (x) seulement par la partie régulière était à prévoir comme conséquence de l'existence de solutions multiformes pour l’équation homogène.
7. Lorsque l’origine est pôle ou point essentiel de c(x) on peut aussi chercher des solutions de la forme
(13) SG) = 9) + LG) log x + 4 (x) log” x
o(x), (x) et x (x) étant des fonctions uniformes. On a
FO = #0 + +4 60 + og x + 7 (aDlog! x
DANCE CE ++) 2e ) 8: cJogx+2(5 } log” x
Il faut et il sufht que p(x),4(x) et x (x) vérifient les équations
Ga) = (+)
QD) VO = af) 4 2067 (E) loge + (5)
COMTOPOT ES EE OTES TT ECO ESC
L’équation (14) admet une solution holomorphe contenant un facteur constant arbitraire. Le terme connu de lPéquation (15) a un pôle ou un point essentiel à l’origine à cause de c(x). Etant donnée une solution du système (7) attaché à (15), on peut profiter de la constante que contient y (x) pour que l'équation (8) soit vérifiée; on a ainsi pour (15) une infinitt de solutions uniformes distinctes. L’équation (16) se présente de la même manière. D’où l'existence d’une infinité de solutions de la forme (13), ou au moins d’une lorsque [5] = 1; y (x) est holomorphe, o(x) et L(x) admettent un point essentiel ou peut-être un pôle à l’origine.
L'existence de solutions distinctes de cette forme entraine celle de solutions analogues pour l'équation homogène. On verrait aisément qu’il existe des solutions qui sont
des polynômes de degré quelconque en log x dont les coefficients sont des fonctions uniformes de x.
Point critique algébrique, et généralisation.
Soit l’équation 7) FO) = a) + ex
g étant un nombre réel ou complexe, autre qu’un entier réel; a(x) et c(x) étant holomorphes dans un domaine D contenant l’origine à son intérieur. Nous allons chercher une solution de la forme
(18) JG) = CG) + x 9)
o(x) et (x) étant uniformes. On 1:
FCI = 86) + Te QG) + 40]
(a) ) ras)
Les conditions nécessaires et suffisantes sont donc : ; é (19) p'(x) = a(x) 9? ms
(20) xp C) +40 = DCE) + cc
Le fait que la fonction multiforme (18) vérifie l'équation (17) étant entendu conformément au n° 1 du présent chapitre, c* désigne un nombre parfaitement déterminé calculé à partir de la valeur choisie pour log c.
Les fonctions @(x) et Ÿ(x) sont ici définies A a Pune de lautre; o(x) est holomorphe et dépend d’un facteur constant arbitraire.
Pour déterminer une solution holomorphe de léquation (20), nous procéderons par approximations successives, à partir d’une fonction arbitraire g(x) en posant
MOTO ES TOETO ep G) + 9,00 = 4 (E) + 60
HR et als Veutellrile 7e tel (eue le Mel: Aer aniP ets ee iante Leie
Nos stle tel ete (ete ah altpiien ete ve el eut ARE EE 4 ete
70 P'A UIL UF L'A'M'ANUT:
Une équation différentielle de la forme
3 CEE UTON) EEE où v(x) est régulière à l’origine, admet une seule intégrale uniforme autour de lorigine; cette intégrale est holomorphe dans le même domaine que v(x) et peut être re-
présentée par
OC
Si g(x) a été prise holomorphe dans D, les 4,(x) sont holomorphes dans le même
domaine. Les fonctions u, (x) = 4, (x) =) CET CG) CO Em ENV A CNE)
sont uniformes et vérifient les équations
ee
et
xu (x) ua Co :%, u (+) DOUTE
Elles s'expriment donc par
2) = [OT (EE) — co ex
fo. (=) j G* G
Nous allons reprendre les raisonnements du ch. [*, n° 2, avec les notations définies à cet endroit, en remplaçant les formules (5) et (6) de ce chapitre respectivement par (22) et (23), ce qui est possible dans le cas où il existe des nombres positifs fixes w, k, K tels que l’on ait 7)
(24) RQ LIL ATOPF.
17) Ordinairement, les chemins y seront tels que le rapport AL » qui est moindre que 1, reste
aussi supérieur à un nombre fixe non nul. La double inégalité (24) équivaut alors à FR ZA ZAR.
Losque # est réel, on à w —u: la méthode s'applique donc au cas où & est positif. Lorsque p est imaginaire, en posant p. = x + Bi, ? — pe, la double inégalité ci-dessus équivaut
à une autre de la forme
R+ple LOCK" +pLe qui exprime que les chemins y sont comparables à une spirale logarithmique, la condition est alors
2—pB>o
Dans ces conditions, on peut prendre y(x) pour chemin d'intégration dans (22) et (23), x” tendant vers o avec z sur un tel chemin. Posons
z (= — :@) dans D.
2, — |5}, Arena a (0) M = max
La formule (22) nous donne
Se I K[s(]° 4 ee M KAs(x) | «( ) = 260) A 2, ee & ar pr I RE,
(cree
D'après formule (23) (=72):
KT[s(x)]° 4 M KAs(x)
(x) << IFOP 1 s, AUS RE, as (2) “4 M ANNE 1 fe W+1 LR = pas) sor L, Force M KAs(x)}° lu, (x) < GED 1 | et He M [KAs (T° LE cena Es, F En continuant ainsi on trouve na M K ASC EC) < (o + 1)(o + 2) ... (0 + | kE,
s(x) étant plus petit que Z, u,(x) est le terme général d’une série normalement convergente dans D. Ce mode de convergence permet de passer à la limite pour # infini dans les équations (2). La somme Ÿ(x) est donc une solution holomorphe de Péquation (20).
Cette équation n’admet qu’une seule solution holomorphe autour de lorigine, car toute solution holomorphe à l’origine de l’équation homogène Ha (x) x
HAC)AMRAGESS (=)
est identiquement nulle.
En effet, elle vérifie l'équation différentielle obtenue en remplaçant au premier mem-
bre seulement (x) par une fonction inconnue. On a donc aussi
(25) 1G= rt fr (dx
Soit m la borne supérieure de y (x) sur F(h) (notation du ch. [*, n° 3); en raisonnant sur la formule (25) comme un peu plus haut sur (22), on trouve
MINEREAS (2) KAZb ONE mn rs ET GER
pour x sur F(2h), qui conduit à une contradiction si m n’est pas nul (voir ch. I”, n° 3).
Lorsque la double inégalité (24) est vérifiée, il existe donc une infinité de solutions de la forme (18) où o(x) et 4 (x) sont des fonctions holomorphes la première contenant un facteur constant arbitraire et la seconde complètement déterminée.
9. La condition (24) ne fait intervenir que les chemins y et la constante y: lorsqu’elle n’est pas satisfaite, nous supposerons qu’elle le devient lorsqu'on augmente d’un entier assez grand ‘).
Il est évident que, dans l’équation (17), on peut augmenter l’exposant t d’un entier n en remplaçant c(x) par une fonction ayant en général un pôle d'ordre # à lorigine. Nous allons donc étudier léquation (17) en supposant remplie la condition (24), dans le cas où c(x) admet Porigine pour pôle ou même pour point essentiel isolé. Pour obtenir une solution de la forme (18), il faut toujours résoudre les équations (19) et (20).
Nous allons chercher pour l’équation (20), dans le cas où c(x) admet l’origine pour pôle ou pour point essentiel, une solution présentant le même caractère. Pour cela, essayons de réduire lPéquation au cas où c{x) est holomorphe par le changement de fonc-
tion inconnue:
LG) = dx) +) RO "UE
de) re
La nouvelle inconnue W(x) satisfait à l’équation
ev()+er()= Ov e |] + 6x) — [xd (0) + wd(x)] +#Pa(=)
dont le terme connu doit être holomorphe dans D. Il l’est nécessairement, sauf peutêtre à l’origine, comme 4(x), c(x) et d(x). Il sufht donc de choisir les coefficients de d(x) de façon que les termes infinis des différentes parties se détruisent. Posons
a(x)=4a Ha x<+a,x +... + ax" +...
b, Here b, RATS
c(x) = partie régul. + 1e +
18 ñ , : ie ñ ) C'est ce qui a lieu pour x réel; et sous des conditions assez larges imposées aux chemins t» pour 4 imaginaire [voir note 17].
Les d, doivent vérifier le système d’équations linéaires à une infinité d’inconnues
b+G—mu)d, +a os td, La, 07 des. ae POUR b, de ART +. Ce Ur mA
MR Se Ne TE PR Se RE te 6 0e 2, DO RIT eue ne Te. D dE TS ES CSN. cel ave ler sanlae roulé a Rire
Ce système est du type (1) du chapitre II, et pourra se mettre sous la forme (2) pourvu que 4, ne soit pas nul. Toute solution de ce système constituant les coefficients d’une fonction entière permet de faire le changement de fonction inconnue; on obtient alors une fonction holomorphe W(x) unique, et par constquent une fonction Ÿ (x) unique. Nous dirons que deux solutions f(x) de la forme (18) sont distinctes lorsqu'elles correspondent à deux fonctions $(x) différentes. Chaque fonction (x) fournit une infinité de fonctions f(x) non distinctes, en prenant pour ®(x) la solution générale régulière de l’équation homogène (19).
Étant donnée une équation (17), où a(x) et c(x) désignent des fonctions holomorphes dans un domaine D (défini au ch. I”, n° 1), sauf c(x) à l’origine où elle peut avoir un pôle ou un point essentiel; en supposant
elle admet une infinité de solutions distinctes de la forme (18) lorsque |o| est plus grand que 1 et une seule lorsque |5| est égal à 1. Y(x) est la solution générale régulière de ‘équation (19); (x) admet en général l’origine pour point singulier essentiel et est holomorphe dans tout le reste de D. Lorsque l’origine est un point régulier ou un pôle de c(x), c’est aussi un point régulier ou un pôle de Y(x) dans l’une des solutions. REMARQUE. — Lorsque [5] est plus grand que 1, la différence de deux solutions distinctes de l'équation (17) est une solution, multiforme autour de l’origine, de l'équation homogène (19). Les nouvelles solutions ainsi obtenues dépendent d’un facteur constant
arbitraire.
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LE DOoYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES,
PNOLLER
Vu et permis d'imprimer :
Strasbourg, le $ juin 1924.
TABLE DES MATIÈRES
PAGes.
INTRODUCTION Sue MEN M NE ARR EE ET CHaPiTRE 1: Solutions régulières à l’origine. . . . à É'IRREUNE JO NR SITRRAR PEER TO I. Détermination d’une solution par sa valeur à Fe 486 RENE NE RAE OS
IL. Généralités'sur-les Solutions obtenues MEN PEER ON RS TMinfuence destpoles dep ()ASUENleS ISO IUHONSNOb QUES RP O0 IVPIndications surid'autres Singularitesidetl (CO) EE EN EP RER EP CHAPITRE Il: Sur certains systèmes d’équations linéaires à une infinité d’inconnues . . . . . 49 Généralités. 2 en dt ere eu EE M SNS PT NN EN MTS TE CCS RER R 0) Premier Cas en LE IE SE RE EMMA RE A PE CT Deuxième Casse ee LOMME METIER A ARE EE TR SE Conclusion: si. 114 ITR RENE ANNE RNA CnaAPitTre Îll:) Leterme b(x)/admet l’oristnetpour/point'singulier OEM EP 6 1 Pôle ‘ou, point, essentiel isolé. Solutions logarithmiques LCR RER PEN ES
IL Pôle oupoint essentiel isolé. Solutions uniformes. LE N NE R REG
II. Poïnt critique. logarithmique "2% RSR RME ER R CHERE RE RC
TV. Point critique algébrique. étpénéralisaton SE Re EP ONE Re ARCS
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/IA41550001_0016. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières

		Sur une Équation différentielle fonctionnelle linéaire

		CHARGÉ D'UN COURS À LA FACULTÉ DES SCIENCES DE STRASBOURG

		BATAILLON (E

		INTRODUCTION

		FO = GE) +50) G) FO

		Soit l’équation Q) HOETOTES ETOREES

		Ÿ D NUM NET

		XL. par une ligne c dont la lon- G

		CORSA D PP

		IT

		TOP RE OO EE OO

		Pôle simple. Prenons d’abord l’équation

		ARS

		Pôle double. Prenons d’abord l’équation

		G2) FO

		GX) LEUR (HD) CE

		POP

		OR OC = ONG NON CRE ES SC

		LÉ TE

		IV

		Soit l’équation

		CHAPITRE Il

		ADD, 21), (CP EC "D RS CHDRSDIEPERS

		PAM ER ONE) EN

		LR CURE) LE NA D,C(E

		FNCD I LED MS AE EUD CREME

		RAP DN D SUD RE

		BE A CRD D ED RARES OR EAN TE

		E;,, D (36) ED

		CHAPITRE IL

		FO = GE

		Pôle multiple. Soit l'équation

		HOPCON ES EE ECO ESS

		COMTOPOT ES EE OTES TT ECO ESC

		Soit l’équation 7) FO) = a) + ex

		TABLE DES MATIÈRES

		Sources et licence





