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INTRODUCTION
Le but de ces tables est de trouver par un procédé facile et simple, sans division, sans interpolation et sans formule, le logarithme d'un nombre donné ou le nombre correspondant à un logarithme donne.
Ces tables sont à 2 7 décimales, et permettent d'obtenir les logarithmes ou les nombres avec toute l'exactitude que l'on désire, jusqu'à 26 chiffres exacts. Pour la plupart des calculs onze à treize chiff'res suffisent; je n'ai pris 27 décimales que pour satisfaire à tous les cas exceptionnels qui peuvent se présenter.
DES TABLES DE LOGARITHMES A SEPT DECIMALES
Avant de développer la manière d'employer les tables à 27 décimales, déterminons le degré d'approximation que donnent les tables de logarithmes les plus usitées, les tables à 7 décimales, afin de savoir dans quel cas il faut renoncer à leur emploi.
Ces tables ne peuvent donner dans le cas le plus simple que 6 chiffres exacts, le septième sera douteux: l'inspection des tables à 7 décimales suffît pour en fournir la preuve.
Ainsi, par exemple : pour les nombres compris entre 9000000 et 9 999 999 1 la différence tabulaire varie entre
49 ^t 43; cest-à-dire, pour cent nombres naturels consécutifs on n'a que 43 ou au plus 49 logarithmes différents; par conséquent entre 9 000 000 et 9 999 999 il y a toujours deux ou trois nombres consécutifs qui ont le même logarithme; aussi, parmi les nombres naturels compris entre ces deux limites, y en a-t-il plus de la moitié qu'on ne peut jamais obtenir à Faidedes logarithmes à 7 décimales. Ainsi par exemple :
log 9780683 j
log 9780684 [ =6, 99o3648
log 9780685 )
Réciproquement, si Ton cherche le nombre dont le logarithme est 6,99o3648, on trouve 9780684; mais on ne pourra jamais obtenir à Faide des tables à sept décimales ni le nombre 9780683, ni le nombre 9780685.
En général, tout logarithme contenu dans la table est susceptible d'une erreur par excès ou par défaut d'une demiunité; l'interpolation y ajoute une seconde erreur qui peut s'élever également à une demi-unité: par conséquent tout logarithme extrait directement de la table peut être en erreur d'une unité.
Exemple : On demande d'évaluer par les logarithmes
45a6o4 Xôqôi i8
log 32 1473 = 6,6071446
log 819266 = 6,9134192
comp. log 4626o4 = 4i34428i 7
comp. log 6961 18 = 4*2263970
log .T = 9, 9902426 donc a:=:o, 977783 i
Tous ces logarithmes ont été déterminés avec toute l'exactitude que comportent les tables à sept décimales, et pourtant chacun d'eux est en défaut de près d'une unité.
Le résultat exact est
logx=: 9,9902^21 et a?=:o, 9777832
ce qui constitue une erreur de neuf unités du dernier ordre dans le résultat obtenu à l'aide des logarithmes à 7 décimales. En général, pour trouver avec n décimales le logarithme d'un nombre donné par approximation, il faut connaître les (11+ 1) premiers chiflres de ce nombre; et réciproquement, si le nombre est demandé avec n chiffres, il faut connaître (n+ 1) décimales du logarithme.
RECHERCHE DU LOGARITHME
PAR LA MÉTHODE DES RECIPROQUES APPROCHES
Dans tout logarithme vulgaire on distingue deux parties : le nombre entier ou caractéristique, et la partie décimale ou mantisse.
La caractéristique renferme toujours autant d^unilés moins une qu'il y a de chiffres à la partie entière; on l'obtient par la simple inspection du nombre.
La mantisse, seule partie du logarithme que Ton inscrive dans les tables, est aussi la seule qu'il faut calculer et dont par conséquent nous ayons à nous occuper.
On sait que la mantisse est complètement indépendante de la position de la virgule décimale dans le nombre; on pourra donc considérer les nombres indépendamment de la position de la virgule; il en sera de même des facteurs auxiliaires par lesquels nous aurons à les multiplier : par conséquent, dans les calculs qui vont jsuivre, on placera la virgule décimale du nombre dont on cherche le logarithme, ainsi que celles des facteurs, de la manière qui semblera la plus commode, soit pour le raisonnement, soit pour le calcul.
NOTATION
Pour faire usage de nos tables, nous emploierons une notation qui facilite considérablement le calcul, et qui ne peut donner lieu à aucune équivoque; pour la faire comprendre immédiatement, il suffit d'en donner quelques exemples avec la traduction en regard.
Ainsi o,o'8 signifie 0,0008
Les nombres donnés sous cette forme servent de multiplicateurs; mais les multiplications sont très-faciles.
Pour effectuer la multiplication d^m nombre décimal quelconque par un nombre de la forme f 1 rb-^K on sépare d^abord du multiplicande les n derniers chiffres, ce qui équivaut à la division par 10°; puis on multiplie les chiffres qui restent, par le facteur a; le résultat de la multiplication ajouté ou soustrait, suivant le signe de a^ donne le produit demandé.
Eiemple 1. Soit à multiplier 1,00006.55177 par 1,0002
Produit = 1,00026.55308 Ex. 2. Multiplier 0,99997.03^567 par i,oooo3
Produit= 1,0^34478
Ex. 3. Multiplier 1,00000.0^7 1 2*5 1 683 1 par 0,9999996
i,o*4 712.51 683 IX 1,0^4 4 i885
Produit = 1, o''7 12.5 1^946
LOGAIUTIIME DE (l ±0).
Désignons par e la base des logarithmes naturels :
et par il: son logarithme vulgaire, k = lo^e = o,M^2Çj. . • (lab. L): le nombre k s^appelle le modale des logarithmes vulgaires.
Lorsqu'un nombre diffère peu de Tuiiité, soit en plus, soit en moins, de manière que les n premiers chiffres après la vii^le décimale soient tous des zéros, ou tous des 9, son logarithme k 211 chiffres est égal au module multiplié par la fraction décimale qui est la différence entre ce nombre et Tunité, ou
log(i+ô) = A-ô
^ log(i-ô) = -A-ô
Ainsi, on trouve avec dix décimales exacics :
log 1,000004= 0,00000.17372
La première partie de la table Ul contient les 110 premiers multiples de A, et donne « soit directement, soit à Taide d'une simple addition, les logarithmes à 2n décimales de tous les nombres composés de Tunitc suivie de n zéros au moins, et de tous les nombres commençant par n chiffres 9.
On prendra les chiffres de la fraction décimale deux à deux , et Ton écrira aunlessous le produit [>arle module, produit qui sera toujoiu^ un peu moindre (|ue la moitié du nombre exprimé par les deux chiffres.
Ëx. 4. On demande avec 13 décimales log 1,000000.349689 Ce logarîlhme est égal ù Ax 0,0^0^9689
147660.1 pour 34 (table III) 4169.2 » 96 38-7 » 89
donc log 1,0^349689 = 0,0^151868
Ex. 5. On demande avec 12 décimales log 999999650011.* On a o,999999.65o3i 1 = 1 — 0,0*349689; donc son logarithme sera égal à — Ax 0,0*349689, ou, d'après l'exemple précédent, égal à — o,o^'i5i868; d'où log 99999965031 1 = 1 1,999999.848132.
Ex. 6. On demande avec 27 décimales le logarithme de :
donc log=: 0,0^*48742.36607.04
Ex. 7. On demande avec 27 décimales le logarithme de :
Ce nombre est égal à 1 — 0,0^^1. 12233. 4455i.09; et comme la Traction décimale est égale à celle de l'exemple précédent, mais de signe contraire, le logarithme qu'on cherche sera négatif et égal au logarithme de l'exemple 6. Le logarithme demandé sera donc
Ainsi donc, celle seule labié des i oo premiers mulliples de k suffil pour donner par de simples addilions les logarilhmes avec 27 ou avec moins de 27 décimales de i43 trillions(i43.io^^) de nombres.
RÉCIPROQUES APPROCHÉS
Puisqu'on connail direclemenl le logarilhme de (1 ± d), lorsque 6 esl suffisamment pelil, il esl évident que Ton connaît également le logarilhme de tout autre nombre, lorsqu^en le multipliant par un ou plusieurs facteurs compris dans les tables, on obtient un produit de la forme (1 d=d}. On y arrive facilement au moyen des réciproques approchés.
Deux nombres sont réciproques Tun de Tautre, lorsque leur produit esl égal à Tunité; ainsi 6,4 et 0,1 5625 sont réciproques, car 6,4xo,i5625= 1.
Soit a une quantité moindre que Tunité, il résulte de la relation
(i +a) (1 — a)= i — a^ que
donc
(,+a) (i~a + Y^)=i et (1 -a) (1 +a + ^) = 1
On voit que la somme d'un nombre et de son réciproque esl toujours plus grande que 2 ; mais elle n^en diffère que d'une quantité à peu près égale au carré de a, lorsque celui-ci est petit.
Par conséquent, si a est suffisamment pelil, cl si desi une quantité moindre que a,
( 1 H-a) sera le réciproque approché de ( i —a+d) et
(i — a) sera le réciproque approché de {i +a+d)
Désignons le nombre par N et son réciproque par R , de manière
que NR = 1 ; et soit, par exemple, a=o,ooo3 ; le réciproque de i ,ooo3 sera plus grand que 0,9997 ; mais il n en diflfère que d'une quantité moindre que 0,00000009; en effet on a
donc
et
N=i,ooo3 R>o.9997
Le produit d'un nombre par son réciproque étant égal à Tunité, il s'ensuit que si Ton multiplie un nombre par son réciproque augmenté ou diminué dune petite quantité, le produit sera plus grand ou plus petit que Tunité, quil sera de la forme (1 ± d), et que la quantité 6 sera d'autant plus petite que la différence entre le réciproque approché et le réciproque exact sera moindre.
Ainsi, par exemple, le réciproque de 5,3 est 0,188679 et leur produit est égal à l'unité; si au lieu d'employer pour facteur le réciproque exact 0,188679. , . on multiplie 5,3 par 0,19 valeur approchée du réciproque, on obtient pour produit 1,007.
De même, le réciproque de i,ooo8oo65^3 est plus grand que 0,9991993457, et si l'on multiplie ce nombre par 0,9992 ou 1,0^8, on obtient pour produit i,o''i38.
Enfin, comme nous allons le démontrer plus loin, tout nombre peut, à l'aide d'une ou de plusieurs multiplications par des réciproques approchés, être amené à un produit de la forme (1 =b d), dont on trouve directement le logarithme dans la table IIL
La question de la recherche des logarithmes se réduit donc à choisir des réciproques approchés qui soient tous compris dans la table.
Il est facile de remplir cette condition à Taide des considérations suivantes :
I. Tout nombre multiplié par son réciproque forcé au second chiffre donne pour produit F unité suivie immédiatement d'un zéro au moins.
En effet, si Ton s'arrèle au second chiffre du réciproque en Taugmenlant d'une unité, il est évident qu'on Taura augmenté de moins d'un dixième de sa valeur; par conséquent en multipliant le nombre par son réciproque forcé, on aura un produit plus grand que i, mais plus petit que 1,1 ; donc le premier chiffre décimal du produit sera nécessairement un zéro.
Exemple :.Le réciproque de 77 est 1298761 ; si Ton multiplie 77 par i3, on obtient pour produit 1001.
La table I donne les réciproques de tous les nombres naturels de 1 à 100; pour connaître le réciproque forcé d'un nombre « on prendra dans la colonne intitulée f-j deux nombres consécutifs, l'un plus grand, l'autre plus petit que le nombre donné, abstraction faite de la virgule décimale; puis on multipliera par le plus grand des deux réciproques.
Ainsi, par exemple, étant donné le nombre 27802845, on trouve dans la table que ce nombre est compris
entre 2887 ... . réciproque de 35 et 2778, . . . réciproque de 36
donc le réciproque de 2780 est compris entre 35 et 36, et en le multipliant par 36, on doit obtenir un produit plus grand que l'unité , mais moindre que 1,1; en effet :
3,6 X 0,27802345 = i,ooo8844a«
If. Lorsqu'un nombre est composé de Vunité suivie d'une fraction décimale dont les premiers chiffres sont des zéros et qu'on le multiplie par l'unité diminuée de la valeur du premier chiffre significatif, on obtient toujours un produit plus approché de l'unité que le nombre donné.
Ainsi, par exemple, si les premiers chiffres du nombre donné sont
i,ooo4. •• .on le multipliera par son réciproque approché au cinquième chiffre i ,o'4-
Comme le réciproque de i ,o'4 ou de 0,9996 est 1 ,ooo4oo 1 60064* il s'ensuit que si le nombre donné est plus grand que ce réciproque, c'est-à-dire, s'il est compris entre 1,00049999 et i,ooo4ooi6, le produit sera plus grand que l'unité , mais il sera toujours plus petit que i,o'5x 1,0^4= i>ooo0998o; par conséquent, le produit aura toujours au moins un zéro de plus après la virgule décimale.
On aura par exemple :
i,o'49896x i,o'4o694x i,o''*4oo94x i,o^4oo24x i,o'4ooi7X
,0^4=1.0*9876 ,oM= 1, 0^^678 ,0^4=1,0^78 ,0*^4=1,0^8
,oH= 1*0^1
Ëniin, si le nombre donné est moindre que le réciproque de i,o'4f c'est-à-dire, s'il est compris entre i,ooo4«ooi6 et j,ooo4-oooo, le produit sera moindre que l'unitjé, mais plus grand que i,o'4xi,o'4 = 0,9999.9984; par conséquent^ les zéros seront remplacés par un nombre au moins double de cbiflres 9 ; ainsi on aura :
1 ,oMoo 1 5 Xi ,0^4 = 0,99999999 1 ,o'4ooo3 X 1 ,0*4 = 0,99999987
Désignons en général par a la valeur absolue du premier chiffre significatif;
Et par d la valeur de la fraction décimale qui le suit;
Le nombre sera (1 +a + </)• ctsi l'on effectue la multiplication par le réciproque approché (1 — a), le produit sera [1 +rf — a(a + J)]; par conséquent, le premier chiffre de la fraction décimale sera supprimé, et la fraction décimale qui le suit, sera diminuée.
Mais le réciproque de ( 1 — a) est ( i +aH ^); donc, si d est
plus grand que ——n le nombre ( i +a+d) est plus grand que le ré-
ciproque de (\—a), et le produit sera plus grand que Tunité; mais il aura au moins un zéro de plus que (i +a + (/), attendu qu'il sera moindre que {\ +d).
Exemple :
Si d est moindre que •— — , le nombre (i +a+rfj sera plus petit que le réciproque de (1 — a); donc le produit sera compris entre Funité et (1 +a) (1 —a) =i—a\
Or a est un nombre entier du n' ordre décimal, compris entre I et 9; donc son carré a^ sera du 2R* ordre décimal et compris entre 1 et 8 1 , et si (1 + a) contient (n — 1} zéros après la virgule décimale , {i — a?) contiendra un nombre de 9 au moins double.
Exemple :
m. Lonquun nombre commence par plusieurs chiffres 9 et qu'on le multiplie par Vanité augmentée du complément arithmétique du premier chiffre décimal à la suite des 9, on obtient toujours un produit plus rapproché de Vanité que le nombre donné.
Ainsi, par exemple, soit le nombre donné 0,9996 , on le
multipliera par 1 ,o'4-
Comme le réciproque de i,oM est 0,9996001599. •, il s'ensuit que si le nombre donné est plus grand que ce réciproque, c'est-à-dire s'il est compris entre 0,9996.9999 et 0,9996.0016, le produit sera plus grand que l'unité, mais il sera plus petit que 0,9997X1,0*4
= i,o*3xi>o^4= 1,00009988; par conséquent, on obtiendra pour produit Funité suivie d un nombre de zéros plus considérable que le nombre des 9 par lesquels commençait le nombre proposé. Ainsi, par exemple, on aura avec 8 décimales:
0,99965696 X i,oH= 1,0*5682 0,99960694x1,0*4= 1,0*678 0^99960094 X 1 ,oM= i ,0^78 o,9996oo24x i,o'4= i,o''8 0,999600 16x1 ,o'4= 1
Enfin, si le nombre donné est moindre que le réciproque de i,o'4« c'est-à-dire, s'il est compris entre 0,99960016 et 0,99960000, le produit sera moindre que Tunité, mais plus grand que
par conséquent on aura, après la virgule décimale, un nombre de 9 au moins double ; par exemple :
o,9996ooi5x 1,0*4=0,99999999
En général, désignons par a le complément du premier chiffre après les 9, et par d la valeur de la fraction décimale qui suit; le nombre sera [\ — a + d), et si Ton effectue la multiplication par le réciproque approché ( 1 -f- a), le produit sera
1 H-d — a (a— rf)
Mais le réciproque de (i +a)esi Ti — aH — - — j; donc, si rf > , le nombre [i —a-\-d) sera plus grand que le réciproque
de (1 +a) et le produit sera plus grand que l'unité; en outre, puisque ce produit est moindre que (i + (/), il aura au moins un zéro de plus que le nombre n^avait de 9.
Par conséquent, tous les 9 el le premier chiffre de la fraction
décimale a seront supprimés, et la fraction décimale qui les suit sera diminuée de a(a— J).
Exemple :
ff
Si d<Z ' le nombre (i —a+d) sera moindre que le réciproque
de (i+a), et le produit sera moindre que Tunité, mais plus grand que
Donc, si a est un nombre entier du n' ordre décimal compris entre 1 et 9, son carré à^ sera du 2/1' ordre décimal et compris entre 1 et 81 ; et lorsque (1 — a) contient (w— i) chiffres 9 après la virgule décimale, (1 — a?) contiendra un nombre de 9 au moins double.
Exemple :
Les tables II et IV contiennent les logarithmes des nombres de la forme m + ~n) ' depuis n= 1 jusqu'à 71= 1 4; à partir de là on a
et
par exemple :
log i,o*'4=^o,o'*i 7 .37 1 77 . 92761 ,50 log 1,0^*4 = 0,0^'* 1.73717.79276.15 log 1,0*^4=0,0^* 17371.77927.62 log i,o'^'4 = o,o'^ I 737 . 1 7792 . 76
En résumé, d'après ce que je viens de démontrer, toute la recherche du logarithme d'un nombre donné se réduit à multiplier successivement le nombre par des réciproques approchés au second chiffre significatif, jusqu'à ce qu'on soit arrivé à un produit delà Forme (i =bd), dont on trouve le logarithme par simple addition.
On mulliplie d'abord le nombre donné par son réciproque forcé au second chiffre; le produit sera un nombre composé de l'unité et d'une fraction décimale commençant par un ou plusieurs zéros; ensuite ce produit multiplié par l'unité diminuée, de la valeur du premier chiffre significatif (c'est-à-dire , par son réciproque approché au deuxième chifirc significatif) donnera un nouveau produit ayant après la virgule décimale au moins un zéro de plus.
En continuant de procéder ainsi, on finira par obtenir un produit de la forme ( i +6) et dont le logarithme est égal k kd.
Soit N le nombre donné, p son réciproque forcé,
( 1 — a), ( 1 — 6), ( 1 — c),.. . . les autres facteurs,
( — a), ( — 13), ( — y)»- • • leurs logarithmes respectifs,
et soit (i +0) le produit final,
on aura : N/?(i— a) (i — b) ( i ~c). . . ~ i +
d'où logN+log/) — (a-t-|3+y + . . .) = k6,
et logN = comp. log/) + (a-f|3+y-*-. . .) + kd
Or, la table I contient les compléments des logarithmes des cent dix premiers nombres naturels;
I.a table II contient les compléments des logarithmes des nombres
de la forme ( i — ^. j ;
Et la première partie de la table III contient les multiples de A.
Par conséquent, au moyen de ces trois tables, il sera toujours facile de trouver le logarithme de tout nombre donne.
Ex. 8. Calculer avec i o décimales exactes log 5882365432. En multipliant le nombre donné par son réciproque forcé 17, on
obtient pour produit i ,0^2 1 2 344i dont on trouve, table III, le logarithme au moyen d'une simple multiplication par le module.
Voici tout le calcul :
,76955. 107862 =comp. log 17 (lab. I)
log N = 9,76955 • 200082
Ex. 9. Calculer avec 10 décimales exactes le logarithme de :
On voit, table I, que le réciproque du nombre donné est moindre que 5i; en multipliant le nombre par 5i, on obtient pour produit i,oo2 0o5. . ., qui, multiplié lui-même par son réciproque approché 0,998 ou 1,0^2, donnera pour produit final 1,0*11395 dont on trouve directement le logarithme table III.
Voici tout le calcul :
1, 00200.51498 X 1,0^2 200. 4oio3
4949 =log(i + 6)^ 86 . 94587 = - log 1 ,0^2 (tab. II) 29242 .98239 =:comp. log 5i (tab. I)
log N = 0,29329. 97775
Ex. 1 0. Calculer le logarithme de i ,ooo4o . o 1 2 1 3 avec 1 2 chiffres exacts.
I ,ooo4o . o 1 5 1 2 . 1 3o XI ,o'4 4 i6oo.6o5
-38.424 =log(i-0)
0,0^17.37525.456 =comp. log i,oM(tab. 11)
logN = 0,000 17. 37487.032
Dans cet exemple, le produit du nombre donné par son réciproque approché i,o'4 est moindre que Tunité, par conséquent son logarithme est négatif.
Ex. 11. Déterminer avec i5 décimales log 99999«g8234-56789
1,0'' 234.567537 Xl,o''2 2 5
0,0* 1 5. 01 2488 =log(n-0)
86 . 858897 = comp. log 1 ,0^2 -868.588877 =^-log i,o«2 (tab.IV)
logN= 1 4,99999 • 99233 . 282508
Exemple 12. Calculer avec i5 décimales exactes le logarithme de TT = 3,14159.26535.89793
iog(i+/9) i3o
i3o28.854oo.o4
logTT = 0,49714.98726. 94i34
Exemple 13. Calculer avec 27 décimales le logarithme de 0,99999 «GoooS. 16699.85562 .52 434-36 :
0,99999 . 6ooo3 . 1 6699 . 85562 . 52^34 . 36xi ,o?4 39999.84001 .26679.94225.01
1, o^ 3.00701 . 12242 .46659.37 XI, 0^3 X i,o'*7
47772.39300.936 (voir ex. 6)
48742 .36607.04 3o4.oo6i 3. 7332 3.83 1 .30288.34459.05188.00 ,99999.82628.25546 73358.29942.58 = comp. 1,0*4
logN=9, 99999. 82629 .56 139. 57 173. 45o6i .45
RECHERCHE DU NOMBRE
Lorsque le logarithme donné est une fraction décimale, positive ou négative y dont la première moitié au moins est composée exclusivement de zéros, le nombre correspondant est égal à Tunité, plus le logarithme divisé par le module ;
ainsi , si log x = 0, on aura j; = i + r et si log X = — ô, on aura j[: =z i — ^
Or, puisque A=: o,A342g . . % , on a ~ = 2,3o2 58 . . . (voir tab. I), par conséquent le nombre cherché est un peu plus grand que Tunité 'augmentée du double du logarithme.
Par exemple si log x = 0,00001 ., on a x=. 1,00002 . 8026
et si log aî= — 0,00001 = 9,99999
La seconde partie de la table III contient les cent dix premiers multiples de r et donne soit directement, soit à Taide d\me simple addition, les nombres à (2/1—1) chiflFres de tous les logarithmes positifs ou négatifs commençant par n zéros.
On prendra les chiffres deux à deux, en écrivant au-dessous le produit qui est toujours un peu plus grand que le double du nombre exprimé par les deux chiffres. La somme de tous ces produits partiels augmentée de l'unité sera le nombre cherché.
Par exemple, soit log j?= 0,000000 . 1 5 1 868
on trouvera (tab. III) 345387 . 8 pour 1 5
donc X = 1 ,000000 . 349689
Pour tout autre logarithme, le calcul du nombre correspondant est très-simple :
Da logarithme donné on retranche celui de la table F, ^ai s*en approche le plus par défaut; on agit de même pour tous les restes obtenus successivement ^ en retranchant les plus grands logarithmes de la table IV contenus dans les restes, puis on cherche le produit des nombres correspondant aux logarithmes soustraits.
Il n*est pas nécessaire de continuer le calcul jusqu à ce que tous les chilîres significatifs soient supprimés. Pour obtenir le chiffre exact à (2 R — 1 ) chiffres, on peut cesser la soustraction des logarithmes dès qu on sera arrivé à un reste commençant par n zéros et dont on trouve directement le nombre correspondant par simple addition.
En résumé, si Ton désigne par x le nombre cherché, par logN, log(i+a), log (1 + 6). . -1 les logarithmes soustraits du logarithme donné et par 6 le reste , de manière que
logx=logN + log(i+a) + log(i+6)+ ... +0 le nombre cherché seraj?=N (i+a) (1 + 6). . . f 1 +t]
Dans tous ces calculs on ne tient compte que de la mantisse; c'est seulement à la (in du calcul qu'on met la virgule décimale à la place que lui assigne la caractéristique.
11 ne faut pas oublier que pour calculer un nombre avec n chiffres exacts, il faut connaître son logarithme avec (^ + 1 ) décimales.
Ex. 14. Calculer avec 1 1 décimales le nombre dont le logarithme
est= 0,49714.9872694.
Le plus grand logarithme de la table V, contenu dans le logarithme donné, est celui de 3i ; on retranche du reste les plus grands loga-
rithmes de la table IV jusqu'à ce que le dernier reste contienne au moins six zéros consécutifs.
Ce reste o,o^86io83 est le logarithme de 1,0*1982717, et ce dernier nombre multiplié par les nombres dont on a soustrait les logarithmes donne pour produit :
a;=i3,ixi,oi X 1,0^3 X i,o^3x i,o*8x 1,0*1982717 ou .x=3,i/ii59. 2G5359, exact au dernier chiffre. Voici tout le calcul :
iog x=o,497 14.98726. 94.
49136.16938.34 =log 3i
o32 .52 3.47421.69 = Iog
1 ,ooo38 . 20074 .71 XI ,0^3
I I. ■ Il
i,oo338.3i534*93 xi,oi 1 3.383i5.35
1,01341-69850.28 x3i 3() 40250.95508.4 x= 3,1 4159. 265359 (valeur do tt)
Ex. 15. Combien produit un franc placé pendant 5oo ans. Tin* térct étant à 6 o/o payable par semestre?
(=o,o3 r=i,o3 n=iooo
log r*= 12,83722 .47061 .72205. 17
83250.89127.06236.32 . • . log 68 471 .57924.65968.85 432.13737.82642.57 1,01 39.44186.83326.28 39 . 06892 . 499 1 o . 1 3 1 ,0*9 3729/1 .33416. i5 34743.41957.88 i,o«8 2550.91458.27 2171 .47186.66 i,o®5 379.44271 .61 347 .43557 . 16 i,o''8 32.00714*45
NOTE
C*est surtout dans les calculs d*intérét composé et d*annuités qu'on a besoin de logarithmes à plus de dix décimales.
Lorsqu'on construit des tables d'intérêt composé, pour être sur de l'exactitude de tous les termes de la table, il faut calculer chacun au moyen du terme précédent et s'assurer ensuite de l'exactitude de l'ensemble en vérifiant le dernier terme au moyen des logarithmes.
I. Ainsi, pour calculer la table qui donne îê montant de t franc aa beat J'an certain nombre d'années, chaque terme multiplié par la raison r= i-^t, donne le terme suivant; le dernier terme doit s'accorder avec la valeur obtenue par les logarithmes.
Si, par exemple, le taux est 4 o/o et qu'on arrête la table à loo ans, on doit obtenir au dernier terme r^ => 5o,5o4948. 184269 . 4i 36.
II. La table qui donne le montant de i franc par an, se calcule directement en multipliant chaque terme par la raison et en ajoutant l'unité au produit; si x est un terme quelconque de la série et y le terme suivant, on a toujours y=rx'hi.
Lorsqu'on est arrivé à la fin de la table , on vérifie le dernier terme au moyen des logaritlunes.
La table I peut également servir pour contrôler les termes inlermédiaires de la table II; par exemple, si le taux est 4 0/0, on a
3 = 3,iai6
5=5,4i63aa.56
Or on a trouvé ci-dessus que r^ = 5o,5o4948 . 1 8436 . 94 1 36 ; donc puisque S=
le 100* terme doit être ia37, 623704.606735. {Tkeory of compound interest and annaities with logarithme tables, by Fedor Thoman. London, Lockwood and C**, page 110.) III. Pour construire la table qui donne la valear de i franc payable aa bout d'an certain nombre d'années, on commencera par le dernier terme calculé directement à l'aide des logarithmes , puis on le multipliera successivement par la raison en remontant jusqu'au premier lermc qui, multiplié par la raison, doit donner pour produit l'unité.
Par exemple, sil=li o/o, on a au loo* terme (page a8),
1 oo ~ 0,0 1 98000 . 4o 1 1 Su . ao 7930.0160&5.57
IV. Pour construire la table qui donne la valeur actuelle de Vannaité de l franc par an, on commencera par le dernier terme calculé directement au moyen des logaritlimes , puis on multipliera chaque terme par la raison en retranchant chaque fois Tunité du produit.
Soit X un terme quelconque de la série et y le terme suivant ; on a toujours ys=rx— i.
Le dernier terme multiplié par la raison doit donner pour produit Tunité. On peut
encore se servir de la table II pour vérifier les termes intermédiaires.
Par exemple , si t —4 0/0
V. Pour construire la table de Yannaité qai amortit an capital en an certain nombre dCannées, on commencera par la première année et Ton déduira chaque terme du terme précédent d après la formule qui suit.
Chaque terme doit être le réciproque du terme correspondant de la table IV; ou
encore il doit être égal au taux plus le réciproque du terme correspondant de la table II.
Si Ton désigne par x Tamortissement d'une année quelconque, et , par y celui de
Tannée suivante,
t t on adg = ^_ ety =^::h^
donc^=
Cette dernière formule est Irès-facile à appliquer; par exemt)le, si t=k 0/0 et /i = 6o, on a
x= 0,00666030 , donc j< = — 7^^^ — =- 0,00636886
E\. 16. Etant donné logx= 5, 9999g. 92 2 54 -38 181 3, chercher le nombre x. Lorsque la mantisse d'un logarithme donné commence par plusieurs chiffres 9, on abrège considérablement le calcul, en ajoutant à ce logarithme le plus petit logarithme de la table II qui excède le complément de la mantisse.
En effet, ajouter le complément d'un logarithme revient à retrancher le logarithme lui-même; par conséquent Taddition en question n'est autre chose que la soustraction du plus grand logarithme tabulaire.
Ainsi, dans cet exemple , le complément de la mantisse est 0,0^77..., on prendra table II, le plus petit logarithme qui contienne ce complément : ce sera o,o*86 . . . = comp. log 0,9999998.
En ajoutant ce dernier complément au logarithme donné, on obtient pour somme o,o"'94. ., de manière quau moyen d'une seule addition on a supprimé les sept premiers chiffres de la mantisse.
\ogx=z, 99999.92254.881813
8685.898324 = comp. log 1,0^2 G, o' 940.780137
1,0^ 166.22G519 Xl,0®2
1,00000.02166.226552 Xl,0^2 2 4332
Ex. 17. On place chaque année dix millions de francs; combien produiront-ils au bout de 99 ans à 5 0/0?
/ = o,o5 r— i,o5 w = 99 rt= 10000000 - = 200 000000
log r=o,02 1 18.92990.699381 (tab. VII)
donc log 1^= 2,09774.06079.2387
7918. 12460.4762 =log 12 i855 .90618.7625 I 703.33392 .9878 i,o4 162 .60226.7747
5i .84221 ,9301 XI, 0*3 3 16662.6668
r"= 126,239293. 180966 montant de 1 franc au bout de 99 ans; de là on déduit - (r"- 1) =: 24847.868637 francs 39% produit du placement annuel de dix millions de francs pendant 99 ans.
Ex. 1 8 . Calculer la valeur actuelle à 4 o/o de i franc payable au bout de 100 ans et la valeur d'une rente de i franc payable pendant loo ans.
log r^^= 1 ,70333 . 39298 . 7803Ô ' (tab. VU) logp=8,2 9666.6o70i .2 1965
27876.36009.52829 =log 19 1791 . 2^691 .69136 1703.33392 .98780 i,o4 87.91298.70356
1 ,00000 . 00088 . 89634 X I ,o^6x 1 ,0^2 XI ,0*6 X 1 ,0*2 2.626 1
1, 00002 .62690. i664o XI, 0^2 2 626.38033
p=:o, 01980. oo4oi • 13920.34 Valeur actuelle de 1 franc. 1 — /) = 0,980 19. 99698. 86079 .66 Escompte à déduire = 24,60499.89971.61991 Valeur de i franc par an.
Ex. 19. Déterminer 9*, plus grand nombre que Ton puisse exprimer avec trois chiffres. Soit
X=zO^
donc log^ = 9-9-9-9-9-9-9-9-9 ^^g 9
et puisque log 9 = 0,95424-25094.39324.87459.00558.07
loga!:=369 693099, 63i57 .03587 .43543. 095
En cherchant les i5 premiers chiffres du nombre, on a:
62324 • 92903 . 979005 =: log 42
399 • 96945 . 63oooo
,oM
1 ,oooo4 • 99 1 69 . 489643 2 99.833898
xi,oi
Par conséquent, le nombre x qui est un nombre entier, s'écrit avec 369 CgSioo chiflTres dont les i5 premiers sont ^281 24773175747, et si ce nombre était écrit sur une seule ligne à 4 chiffres par centimètre, sa longueur serait de plus de 924 kilomètres.
Ex* 20. Déterminer le nombre doiit le logarithme est 9,99999 . 82629 . 56 I 39 . 67 1 73 . 45o6 1 45
Le complément du logarithme donné étant 0,0^173704* -, on ajoutera à ce logarithme le plus petit logarithme de la table U qui contienne ce complément;
Cest 0,0^1 73718 . = comp. log i,o^4.
9,99999 .82629. 56 139. 57173. 45o6 1 45 17371 .8i4oi .97 812. 751 336 1
2910.26049.1 576405 2605.76689.141 «694 i,o''6 304.49360.0 1 647 1 1 3o4.oo6 1 3.7332 1 70 1 ,0*^7
i.io524 08446.371
5oio3.37
ir= 0,99999.60003. 16699.85562.52434-35
Ce nombre est exact à moins d'une unité du dernier ordre.
On peut remarquer que c est précisément le nombre dont on a calculé le logaritbme , exemple 1 3 , et que les deux opérations, en donnant des résultats entièrement concordants, se vériBent mutuellement.
SOMMATION DES LOGARITHMES
Les formules qui suivent, sei*vent à calculer très-rapidement la somme d'un grand nombre de logarithmes.
Les Nombres de Bemoulli, qui entrent comme facteurs dans ces formules, jouent conjointement avec les deui nombres analytiques
e base des logarithmes naturels, et TT rapport de la circonférence au diamètre, un rôle très-important dans toute Tanaiyse.
En effet, ils se présentent dans un grand nombre de développements en séries, dans les formules logarithmiques et trigonométrie ques, dans la sommation des séries algébriques ou transcendantes, dans le développement des intégrales définies et des intégrales aux différences finies.
Ils sont les coefficients de x dans les sommes des puissances paires des nombres naturels, depuis i jusqu'à x; par exemple :
. I «2 , o2 , . Jt X^ X^ X
9 a . o 10 9 DO
En désignant par 3, 0, C, )D, les nombres de BernouUi,
par H, n, n.. . les coefficients du binôme de Newton, de manière que
f 1 + a V= 1 + wa + fia^ + na' +
et en posant successivement n= 2, ^t 6, 8 . • . , on trouve facilement la valeur numérique des nombres de Bemoulli , au moyen de Téquation
=i3in — i« n+^i^n^l^n-\
Ces nombres sont tous rationnels, positifs et fractionnaires; voici les douze premiers:
m — JL # — A ^ — Ë£i2 ^_ 8545^3 *'~3o ^~66 ^"" 5io *"" i38
( Comptes rendus de l Académie des sciences, 1 4 mal 1 860. ) -
SOMME DES LOGARITHMES DES NOMBRES EN PROGRESSION ARITHMETIQUE. {Comptes rendus de ÏActuiémie des sciences, 9 novembre i863 '.}
S=loga + log(a+«) + log(a+26)) + . . . + log{a+na)) Soit b=[a+n(t)); et soit k le module des logarithmes, on aura:
S=i(61og6-«loga)-„*+-M«g«6-2iï(î_l)+«^'(J.-^)
€ka* / I 1 \ ,
ouS=ilog6-Moga-«A+llog.6-^; + ^:(±^ >,)--•••
Ex, 2 1 • Déterminer la somme des i oo i logarithmes
log 17000+log 1 7003 +log 17006 + . . . + log 20000 0=17000 ^log 6 = 28673, 53330.442655
6 = 20000 — g-loga = 23972, 54388*78io22
jiw= 3ooo — wi=— 434» 29448.190325
(0= 3 +iloga6= 4i 26573.945852
lîz= 1000 •— ^^ = —95800
1 36oooo
S zz 4270, 96067.321360 "
Ex. 22. Déterminer la somme des 1 1 o i logarithmes log 17000+log 17002 — hlog 17005 — h . . . +log 20000 n« = 3ooo • 31540,88663.486920
n=iioo — 477,72393.009358
* Le cadre restreint de cet ouvrage De m^a pas permis de donner ici le développement des formules générales de la sommation des séries, mais j ai toujours indiqué les comptes rendus de TAcadémie dès sciences où l'on peut trouver ces développements.
SS
LOGARITHMES DES FAGTORIELLES , OU SOMMES DES LOGARITHMES DES NOMBRES NATURELS
DE 1 Xx.
S=log(i . 2 .3 .4- • • "2:)
ou S=(x+i) logx+3log27r-ix+^.-3ë|p-h^
Ex. 23. Calculer la somme des logarithmes de tous les nombres naturels depuis i à 679.
jc=:579 S79»51og579= 1600,9722277
logx= 2, 76267. 85637 -log 27r z=z 0,3990899 (tab. Vil)
log(i .2 .3.4* • .579) =1349,9 148741
Ex. 24. Calculer la somme de tous les logarithmes de 1 è 1 00000.
x= lOOOOO
loga:= 5
5oooo2,5
Ex. 25. Calculer avec 25 chiffres exacts log ( 1 • 2 • 3 . . . 1 00) x=:ioo loga;= 2
S= 157,97000.36547 .15788.37391 ./j 9248.04 (tab. VI)
SOMME DES LOGARITHMES ALTERNATIVEMENT POSITIFS ET NEGATIFS
LE DKRNIBR TERMB BTAIIT POSITIF.
[Comptes rendus de T Académie des sciences ^ a 5 mars 1867.)
S = loga— log (a + ci))4-log(a+2w) — . . . 4-iog(a4-n«),
Ex. 26. C.lealery = î«^2|^î5îl^^ig:Mé
a =2^6 loga = 2,390351
6 = MA Moga6= 2,5.1 9 1690
œ= 9 iog6 = 2,647383o — ^1^= ^ *77iA
logj =2, 5i 73883 y = 329,1^58
Ex. 27. S = log 1 7000 — log 1 7003 4- log 1 7006 — . . • + log 20000
( Voir exemple 21.) a= 17000
6 = 20000 4ia6573.94585.2i 127.56
Ex. 28. log 1 7000 — loçi 7002 — h log 1 7005 . . . + log 20000
SOUME DES LOGARITHIIES DES NOMBRES NATURELS ALTERNATIVEMENT POSITIFS ET NEGATIFS.
LE DERNIER TERME &TANT POSITIF
S = log i --log2+log3 — . . . +loga:
S — -loffx — -î^loff-4-^^^ .?[* — îlni. • * 4- î!jzi •* -L.
SI] liTT.ft /[,ft 17^1
2 ^ 2 ^ 2 àx 2àx aor iiaa?^
Ex. 29. Calculery= ^-f-^7-997-999
a;=999 logx= 2,99966 5488 (tab. II) iiogx=i, 4997827
-liog^ = -o,098o699{tab.VII)
logy= 1, 4oi83i5
Kx. 30. S=log i — log2+log3— . . . +log3ooi
jp=3ooi logx= 3, 47726.59g54.24852 .62460.2942 1 .60 ~logiP= 1,73863.29977. 12426.31
LE DERNIER TERME ETANT NEGATIF
(Comptes rendus de V Académie tles sciences, a 5 mars 1867.)
S = loga— log(a-f-w)+log(a+2Ci>) — . • • — Iog(a + nw),
c »i « koj / ^ , i\ , W / 1 , 1 \ kù)^ f i , i \ , ou S=.-log^-^(- + ^)+^(p+pj-— (^ + j.) + .-
r.x. o 1 . i^aicuier j_ 3^66. 3876. 3886..- 6006
a = 386i log a = 3,6866998 -logT = 9,904067 2
6 = 6006 log6 = 3, 7786863 — 23io
logj = 9,9038262
J'zzio, 8013673
Ex. 32. Calculer y= ^^'^'^;^^'"f^93
logj' = 9,77938. 26693.01 126.4242 1 .09 y = 0,60 1 70 . 36437 . 67086 • 00396 . 39
SOMME D£S LOGARITHMES DES NOMBRES NATURELS ALTERNATIVEMENT POSITIFS ET NEGATIFS.
LE DERNIER TERME ETANT NÉGATIF
S = log 1 — log2+log3 — . . . — loga;
SI 1 ,11 TT , k h , h
2 o 'a o 2 4aî 34^^ ^ox -
Ex. 33. On demande y= *' ' "'997-999
a:=iooo -loga:=i,5
logx= 3 -^logf =0,0980599 (tab. VII)
S = - 1,5981685 logj=î8,4oi83i5
Ainsi , pour évaluer j avec 8 chiffres exacts, il n'a fallu calculer qu un seul terme.
On voit que la mantisse du logarithme est égale à celle derexemple29.
Ex 34. S = log 1 — log2+log3— . . .— Iog3ooo -log3ooo= 1,73856.06273 ,59831 .22
llog ^ =0,09805.99385.15076.33
— S= 1.83665.67570.81062.61 Dans l'exemple 30, on a trouvé pour somme des 3ooi logarithmes positifs et négatifs 8=::+ i,64o6i ; en retranchant de cette somme la valeur qu'on vient d'obtenir S=— 1 ,83665..., on trouve pour différence
mais c'est le logarithme de 3ooi exact au dernier chiffre; par conséquent les deux résultats sont vérifiés l'un par l'autre.
AD. II
SOMME DES LOGARITHMES DES NOMBRES PAIRS OtJ DES NOMBRES IMPAIRS
COlfPRIS ENTRE I ET !}^.
De la valeur de S = log ( i . ^ . 3 . • . x), formule II, on déduit directement la somme des logarithmes des nombres pairs: log (2.4-6...2x) = S+^log2; puis en retranchant cette dernière valeur de celle de log (i . a . 3 • • . ax), il reste la valeur de log [ i •3.5.7. • • (^Jp— i)]» somme des log. des nombres impairs.
SOMME DES LOGARITHMES DES NOMBRES IMPAIRS DE 1 À 3X
I = xlog2JÎ+-loff 2— fcr ■ T+ôs-^T — T. fi-^ — ^ + ' • •
^ 2 o 12 -(aa:) 36o*(2a;J* i26o-{2a;)
Ex. 36. Calculer à 20 décimales la somme des logarithmes des nombres impairs de 1 à 1 0000. 20000,
o,i5o5i .49978. 3 1990. 59760. 69 = -log 2, lab. VII.
En additionnant les deux sommes que nous venons d^obtenir^on aura P+I = 35659,45437. 45207. 81 462. 3342 18 ce qui est la somme des logarithmes de tous les nombres naturels depuis 1 jusqu^à 10000.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/tablesdelogarit01thomgoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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