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INTRODUCTION
Les Planètes Troyennes, qui gravitent au voisinage des centres de libration du système Soleil-Jupiter, ont fait l’objet de travaux nombreux et intéressants, mais généralement demeurés inutilisables dans Papplication concrète; ils n'auraient pu être rendus fructueux qu'à la double ‘condition de ne pas négliger certains éléments essentiels du problème et de poursuivre les approximations, au prix de calculs d’une longueur et d’une complication extrêmes (!).
Une théorie analytique du mouvement de ces astéroides imposait donc, pour répondre aux besoins de la pratique, l'adoption d’une méthode nouvelle, sucesptible d’écarter les difficultés rencontrées dans les.recherches antérieures, tout en donnant plus de rigueur aux résultats.
Le but de la présente étude est de développer cette méthode.
(*) Cependant depuis que nous avons entrepris cette étude, M. E.-W. Brown a publié une Théorie des Planètes Troyennes avec application à la Planète Achille; nous nous faisons un devoir de signaler au lecteur cel important travail: Theory of the Trojan group of asteroids (transactions of the Astronomical Obsersatory of Vale University, vol. HI; (1923-1925).
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M. Andoyer a bien voulu nous en indiquer les principes et nous faire longuement bénéficier des plus précieux conseils.
Nous lui dédions ce travail comme témoignage de notre profonde reconnaissance.
Le premier Chapitre est consacré à l'exposé de la théorie analytique dont nous nous bornerons à mentionner ici les caractéristiques :
Le mouvement de la petite planète est rapporté à un système d’axes mobiles ayant pour origine le centre de libration et invariablement lié au rayon vecteur de Jupiter; les variables introduites dans les équations sont non point les coordonnées par rapport à ces axes, mais les rapports entre les valeurs de ces coordonnées et la distance Soleil-Jupiter à linstant considéré.
La variable indépendante est la longitude vraie de Jupiter, ce qui à permis de simplifier l'expression de la fonction perturbatrice.
Les seconds membres des équations du mouvement sont développés suivant les puissances croissantes des variables qui sont supposées rester de petites quantités. L'intégration de ces équations, dans lesquelles on n’a conservé que les termes du premier ordre, constitue la solution
de base et a permis de retrouver les résultats déjà acquis. Cette inté-
gration a été poursuivie par la méthode de Hill et Brown.
_Le développement de la théorie, en tenant compte de termes du quatrième ordre par rapport aux variables, fait l’objet du second Chapitre dans lequel nous n’avons indiqué que les résultats principaux. Les coordonnées d’une Planète Troyenne y sont déterminées en fonction de la variable indépendante, de la masse de Jupiter et de six constantes arbitraires. Hs.
Dans le troisième Chapitre, nous montrons qu’en annulant la masse de Jupiter on retrouve la solution képlérienne et les calculs effectués fournissent les expressions des constantes d’intégrations en fonction des éléments elliptiques. Dans le quatrième, qui dispense d’une initiation antérieure, nous avons cherché à exposer simplement l'appli-
cation concrète de la méthode; on y trouvera l’ensemble des résultats
qui précèdent sous forme réelle et dans l’ordre où ils doivent intervenir. | < Un exemple numérique donné dans le dernier Chapitre permet de suivre pas à pas cette application et de reconnaitre l'exactitude des résultats. Les coordonnées de la Planète ont été calculées pour un cer-
de positic ns également réparties sur son orbite et compa- D celles que fournit une méthode plus précise mais valable seu= :: * : un temps limité; au contraire la théorie analytique, qui
que, € considéré dans
supposant invariable te co dns ïS PRE
SU Rp
ete
EXPOSÉ DE LA MÉTHODE
Le Soleil S de masse 1, est l’origine d’un système d’axes de directions fixes SXYZ. |
Jupiter J de masse » décrit une orbite képlérienne dans le plan des XY; SX est dirigé vers le périhélie, n', a’, r', v', e’ représentent respectivement : le moyen mouvement, le grand axe, le rayon vecteur, l’anomalie vraie et l’excentricité de cette orbite.
Une planète M, sans masse, est soumise à l’action de ces deux astres: son mouvement, qui est celui d’un point matériel de masse 1 avec une fonction de force n°?a'?V, est défini par les équations
dans lesquelles X, Y, Z représentent ses coordonnées et 4 Le temps. Prenons comme nouvelles variables x, y, 3 :
= 5) V —: 50 PAS EE r
Æ As 7 comme variable indépendante # et cherchons ce que deviennent les
équations.
Posons pour simplifier les notations :
p= ARE R'=Vi1— 28" 1+e cos!” a a d’où DRM OL SES CUS de’ n'
AE p'th'3?
dx an 1 dx af)
a à p' de! —
Fe d'Re se RSR OUR al) n'a? OV
PTE TE de? Fee de’? Fa o'h"® 0x:
RP TE
et les équations du mouvement deviennent
avec e {r L L = p'hAV —+ SC PREx r)02 0) es
Cette importante remarque, qui permet de tenir compte simplement de l’excentricité de Jupiter, est due à M. Nechvil, professeur à l'Université de Prague. |
Equations du mouvement. — Faisons tourner les axes de + 4, Ÿ étant un angle constant. Les coordonnées de M par rapport aux nouveaux axes sont :
(HE), PE 7e (i= Yi),
et se déduisent de æ, y, z par les formules
1+Ë)cos(v'+ d) +in sin(e + d), 1+ €
( (HE) sin(r+ d)— in cos(r'+ Ÿ),
— il. =
Les variables étant maintenant £, n, € et la variable indépendante
== on a les équations dE dn ROUE CU Her du sole) dë — dE DU D de. du. OÙ PAS à one an.
dE : OU ob Pa = He CAT
avec PS e Pin Mg Un Vase AS
pi (as En — ER
Br rer
Soient » — SM, d = JM, / la constante d'attraction, on a les formules
bien connues LR CUT 0)
J m fe D, ne IN oi — + fm 5 cos r°) |:
Fr
Posons m' = =—— Mo + nv d’où fM—=(i1—p)n’?a", SM=URÈd;
EF ape" ( te Le) ss we [£ + = D coelr, r)|, <<
nee et lon >pcos( Fr ;
et
He Fr) = (1+ 6) cosd + Ën sind.
Voici comment ces équations générales trouvent leur application dans le cas des Planètes Troyennes; on sait que celles-ci restent toujours voisines de l’un des centres de libration, c'est-à-dire de points qui se déduisent à tout instant de Jupiter par une rotation de 60° autour d’un axe perpendiculaire au plan de son orbite : passant par le Soleil. Si nous donnons à Ÿ l’une des valeurs + 60°, £, r, © resteront de petites quantités et les seconds membres des équations du mouvement pourront être développés suivant les puissances croissantes de ces quantités.
Nous poserons done, suivant la planète considérée,
D 60?; YÆRIVS, ou bien d—— 60°, 4=+iVS.
On pourra écrire dans les deux cas
eco es PRE Spa l :
BCE AN EME d’où = ÉE : Li " U= (pp | (+ 0) æit+n]+pfG+) L +2, en faisant :
ES CA
WE + yn + En €,
ANT ques
et finalement en supprimant les termes sans effet
sd a AS Es EP U=G =pp | 0 — PCT QhE one É PT ARTE D AM A | cree AR AT UD 7, nat in GS
ILest à remarquer que l'excentricité de Jupiter &’ n'intervient dans les équations que par l'intermédiaire du facteur 9’, ce qui est avantageux pour la simplicité des calculs et ce qui met en évidence, quelle que soit cette excentricité, la solution de Lagrange. En effet le système de valeurs
é— 0, Nn— 90; G,0; qui correspond à un centre de libration, entraine
QUE da , 7 ...
CE É = 0 Di==20;
et vérifie identiquement les équations du mouvement. La partie de U indépendante de e’ et du plus bas degré, est
3 Ra EN Er | UE SEE x0)°
ou a = (3 2) + Suyén on ñ Si Fon fait:
U=U,+R, e on a les équations définitives dE dx 9 3 oR + Ho + |3— = u)EL— TERRE 0 + 5 | dr? PE ( 4! ET q FX dË » + Donne, R RS x à PTS ROME £ dr? dr f PE " Li on VE R : ee 4 — oË ON de =” où À : Racines des équations caractéristiques. — Si l'on néglige R, les équa- : _tions sont linéaires, homogènes, à coefficients constants et sans seconds * = membres. Cherchons une solution de la forme + e 6 À 4 S L: z 5 Ë — y els, Nn = 8 eft. re a y ef, + \ 1 | eétant la base des logarithmes népériens. L - | %
RS
f' est racine de l'équation caractéristique f?—1=o, qui admet la racine positive réelle Fr.
Quant à l'équation précédente, elle admet deux racines positives réelles quand on a 1-—27p(1—H)>0 ou encore, d’une manière approximative, B< .
la solution est alors périodique etil y a libration, c’est ce qui se présente dans le cas des Planètes Troyennés puisque w est voisin de =.
Les deux racines /, et f, peuvent être obtenues soit sous forme de développement suivant les puissances de x, soit d’une manière purement numérique en résolvant l'équation en f après y avoir remplacé w par sa valeur. Les calculs ont été effectués par les deux méthodes et l'on a obtenu d’une part
ES AT __ 3213 > 27-19149 è RP M ETUDE De no à
d'autre part, ayant adopté pour u la valeur
log — 6,9794916, Ji 0,99675752 (6), f2—=0,08046383 (0),
avec huit décimales exactes.
spbpeieiirrt
CE RES
Il est intéressant de comparer ces derniers résultats avec ceux que fournissent les développements, ce sont :
En tenant compte de l’ordre p?...... Ji=0,99675784 » Pr Jfi= 0,99675754 » VB... f:=0,08046133 » Vu... fa 0,08046386
de sorte que p'=[i+ e, + f".
Dans les équations du mo Honpee Us ne ront remplacé ans les éq u mouve DE” gn° de Seront remplacés par
leurs développements suivant les puissances de £, n, ©, €, e°,. Nous remarquerons que dans ces équations il n’y a pas de terme ne contenant que &, ete’,, dans les deux premiéres © ne figure qu'avec un degré pair, dans la troisième qu'avec un degré impair.
Soient F, G, H trois arguments ayant respectivement les formes
fo'+EF,, gP'+ Go, ho'+ UK,
f, g, h étant des coefficients positifs à déterminer et F,, G,, H, trois angles réels arbitraires. Soient de plus «x, $, y trois constantes arbitraires réelles supposées petites et associées à F, G, H de la manière suivante :
AP Qer; Bi pec Peso
desert, Cp te Vaieue d;
les coefficients de x dans les exponentielles sont
Nous supposerons, ce que le calcul vérifiera, que £, n, € sont développables suivant les puissances des huit quantités 1, 3; Bi, 824, 71 VENT CA E_,
avec les restrictions suivantes qui se déduisent de la forme mème des équations du mouvement :
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Il n’y a pas de terme ne contenant que ete ,; dans É et n, y: et-Y sont toujours avec un degré pair (ensemble), dans € avec un degré impair.
= Les développements de Ë et n ne comprennent ainsi que des exponentielles qui figurent dans les deux premières équations, celui de € que des exponentielles qui figurent dans la troisième équation.
Le terme général de ces développements est un monome M composé avec les huit éléments ci-dessus et multiplié par un coefficient que nous désignons par À dans &, B dans n, C dans {; or, par définition, £ est une quantité réelle, n et { sont purement imaginaires, chaque élément tel que AM est associé à l'élément conjugué A’M', M’ étant le monome conjugué de M, on a donc.en comprenant dans le terme général les élé-
ments conjugués Ê = pr AN M MIE A
N=RLBMES MES =, CM OM
À et A’ sont conjugués et de même signe; B et B’, de mème C et C’ sont conjugués et de signes contraires, ce qui permet d'écrire
À = a+ ia’, Bit:bE us C 2e c + ic’, Al a ——1ia!, B'—=— b+ib", CET EE ic!, Le retour à la forme réelle est d’ailleurs immédiat si | M= af Pub fi pire, on a pour la partie considérée de £, 1, €, é Em... + anétP- parterre
g\atiif 24 cos[(pi—p)F+(gi—g)G + (ri—r)H + (si—s_)v"] on +
2 —2a'sin[......... D rar ru SO NS SN UFR CRPER ] 4 l Li) _ PatP = a+ lat | ; + 6 43 1 1 = C Sa+Si PONEY 4e NAT TE ] SALES AT 229 SALUE STE NS | =) SH obions | PAS Aer etre HRERE SR SRE fe | 2 œPitP ait pratr | g!\ Sitss DC SUN ES AIR ANTONIN ST re LIENS ENTER FE | ù (5) | ER à MR TER NN ES TA SENTE A s | 2 29 C' CUS LS PNR ATEN MON RE, RS EEE RAIN | :
Le monome M peut être son propre conjugué, il est alors réel et cons-
lp
PONS RME EE
A Vers tant; ses coefficients seront de la forme
AA = 20 (BREL
La solution du problème est ramenée à la détermination des valeurs numériques :
rade tp, À:
2° des coefficients a, a’, b, b',c, c'; £, n, Ç et par conséquent les coordonnées de Ja Planète Troyenne seront alors connues en fonctions de +’ et des six constantes arbitraires
è œ, B, Ÿ; F,, Ge; H;,
déterminées d’après les conditions initiales.
On pourrait, sans modifier ces résultats, multiplier & par un nombre quelconque, tout en divisant par ce nombre les coefficients numériques des monomes qui contiennent &« au premier degré, par son carré ceux qui contiennent & au second degré, etc.; et comme on peut répéter ce raisonnement pour B et y, on voit que dans &, n, €, on peut choisir d’une manière absolument arbitraire l’un des coefficients numériques de «,, de 6, et de y;.
Nous prendrons le coefficient de «, et de 8, dans n, le coefficient de y, dans €, tous égaux à 1; on a donc les expressions du premier ordre de n et C
n—=%—-% +16 :, TR ET
quant à l'expression du premier ordre de &, elle se trouve entièrement déterminée. D’après ce que nous avons vu plus haut, le rapport entre le coefficient de l’un de ces termes dans £ et le coefficient du même terme dans n est égal à PET 2f —
n LEE Fete
le premier de ces deux rapports sera seul utilisé, ce qui évite l'inconvénient d’un dénominateur voisin de zéro.
Les coefficients de x,, &_,, 8,, 6, dans £ sont obtenus en donnant successivement à / les valeurs
Has nat Ja fus
la partie du premier ordre de £ est alors
DER
2 fi y PL DA AP A (As (4 9 Sn 2 pe 9 her Are RÉ nt \ / 3 2 fa + 7 x 2 fa— FX +B,l — + 6-;
RFI SEÈR f2+3— ?y
On porte ces expressions de Ë, n, € dans les termes du second ordre des équations du mouvement qui sont intégrées par les méthodes générales concernant les équations différentielles linéaires avec seconds membres, dont on peut poursuivre l'intégration en tenant compte de termes d'ordres de plus en plus élevés. Cependant il apparaît une difficulté quand le coefficient de + dans l’exposant de l’un des termes du second membre est racine de l'équation caractéristique, l'application des méthodes générales introduirait dans la solution des termes séculaires qui rendraient très difficiles la continuation des approximations et se trouveraient en contradiction avec la nature périodique de cette solution.
Une telle difficulté se présente quand le monome considéré est équivalent à «,, &_,,6,,G_,, y,, y_,, c’est-à-dire dont le rapport à ces derniers est un monome constant.
On peut encore dans ce cas satisfaire aux équations du mouvement et éviter l'introduction de termes séculaires :
1° En prenant pour ces monomes des coefficients nuls dans n et £: 2° En développant /, g, k, suivant les monomes M qui sont constants :
S= fo+ fatioi + feBiB a + fr fees + fai at, + fagouo 15,8 1+.. EE Lot Sat 1 F LB 1B 1 + Sy V1 1 + Beer Es +. .., h=h+ hat 1 + hBBiB 1 + hyyiy1i+ here, +...
I est clair que l’on devra prendre pour les parties principales de /,
&h PARA Es ho=+1,
on verra plus loin comment s’effectue la détermination des coefficients
numériques fus fBs +...
La méthode générale d'intégration est celle des coefficients indéter-
minés.
TT
Pour faciliter les notations, les monomes sont numérotés arbitrairement dans l’ordre où on les considère; sur deux monomes conjugués il suffit d'en considérer un qui sera seul numéroté.
Soient M, un monome et A,, B, les coefficients correspondants dans Ë,n
é=2A;M;, He 2b;Mr
Il s’agit de déterminer A, et B,.
Le coefficient de + dans l’exponentielle du monome est
= (Pi —pP Po LC 60 D CS a LL Ÿ De et sa dérivée ni" par rapport à +
Te ReMa
dr" Soit K, la partie principale de K
Ko (pipi) fo + (qi—g-i)8o+ (rit Tr) ho + Si + 84,
on à LE 1 < :
_ —oR A ME 2K, A,M,+ Z[ZCK —K,)A, M, |, dE ee TU dr? = 2KA,M,=2K;A,M,+2[2(K—Ki)A, M].
Nous avons remplacé certains indices p par p’ et p”, ce qui ne modifie rien à la signification des sommations étendues à tous les indices, pour montrer que ce sont les produits
ZE(K—K,;)M,, Z(K°—K2)M
qui font apparaitre le monome M,, le seul qui nous intéresse pour la détermination de A, et de B,..
Portons les expressions précédentes, ainsi que les expressions ana-
dn d’n , RAS —— 4 — € (0) A l Ê logues de + — dans les équations du mouvement, il vient
2] A, (Ki+3— 2) + Be (Ki sur) | M,
è R +2} STCKE— KE)Ay M 2(K— Ko)By My} + D = 0 / 3 HR S[A, (ak Sur +B,(Kè+ 2e) [M, 0R
+2)2[(K—Ki)B;/M,+2(K—K;)A,;M,]|—
on
LNAT Lee et dans les premiers membres de ces équations le coefficient de chacun des monomes M, doit être identiquement nul. Appelons X, et Y, les
coefficients de M, dans les expressions
0R 0R en ! EN NT dE + X,M,, Fe + Y,M,
avec X,M,= 2[(K?— K?)A,M,+ 2(K—K;)ByMy],
Y,M,= S[(K— K2)B,My+ 2(K—K)AyMy],
LR 9
expressions connues à ce moment du calcul; on a les équations
Le a, (K3+3—Ÿp)+B,(2ki+ ax) +X,=0,
; % A+, (ok, F4) + B,(K; — ue) + Y,=0, qui sont résolues par rapport aux coefficients A, et B, cherchés
(2K,— sex )X—(Ki+ 3 — Pa)
à 4 B,— = = + Re TR RE CERTA À. 8 D» =
Ki+3—°p
Le caleul est impossible si K, = + f, ou + g,; dans ce cas qui se présente exactement autant de fois qu'il y a de coefficients tels que Ja Ja, -.., dans f'et g, le numérateur de B, égalé à zéro détermine justement l’un de ces:coefficients et de plus on prend B, — o suivant la
convention faite.
Le calcul de B, présente des difficultés pour K, voisin de zéro ou
de + 1, celui de A, jamais.
Si M, est un monome avecr, etr_, impairs, le coefficient correspon-
dant C, dans Cest déterminé de même.
Soit Z, le coefficient de M, dans
Rae:
Rod DANS Le
avec Z,M,= Z(K'—K:)0,M,,
én
PT te expression qui est connue d’après ce qui a été déjà fait,
Lp Tr Eener SRE TE
1, on a C,= 0 par convention et l’équation Z, = o détermine l’un des coefficients 2,, 8, ... du développement de 2. Il y a des difficultés si K, est voisin de + r, ces difficultés et celles qui ont été signalées plus haut se présentent quand les dénominateurs de B, ou de C, contiennent en facteur une certaine puissance de .
En général, dans ce cas, les numérateurs contiennent la mème puissance de & en facteur; il est évident en effet que , © ne peuvent croître indéfiniment quand & tend vers zéro, puisque l'orbite se rapproche de plus en plus d’une ellipse, cependant on peut prévoir une exception à
cette règle.
Cette exception a lieu quand le dénominateur + 5 2 Ko — Kÿ + FEU —p) est d'ordre supérieur à 4, c’est-à-dire quand K, est racine de l’équation caractéristique à un certain degré d’approximation. Par exemple, Ko=8 +p£8';
le dénominateur de B, est d’ordre uw, tandis que son numérateur est
seulement d'ordre y, puisqu'il contient des termes de cet ordre qui ne
sont intervenus dans aucun calcul antérieur.
Nous montrerons que la solution générale convient encore à ce cas, c’est-à-dire que n reste fini quand & devient nul, à condition toutefois de modifier certaines constantes d'intégration.
B,, étant indépendant de + on peut écrire \ \ B,M,— PB, efi+ite | Ve » | 4 : ou encore en développant l’exponentielle | |
= B;, ei up, esftiée gr + be = t
a is
La seconde partie de cette expression représente des termes sécu-
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L’équation conjuguée achèvera la détermination de 8”, G” qui, substituées à 6 et G comme constantes d'intégration, feront disparaitre les termes de n contenant Vw en dénominateur, mais avec introduction de termes séculaires.
Si les calculs sont poursuivis avec les constantes primitives, 1l est à remarquer que tous les 6, sont susceptibles d'acquérir dans £, n, € le facteur
Ve Vérification des calculs. — On pourrait, à titre de vérification, s'assurer que les équations du mouvement sont satisfaites quand on y remplace 6, n, par leurs développements, mais il est préférable d'utiliser à cet effet, au lieu des équations elles-mêmes, des combinaisons de ces équations partiellement intégrées qui présentent le double avantage :
1° de simplifier les calculs; 2° d'éviter des fautes que l’on s’exposerait à commettre en reprenant en sens inverse des calculs identiques.
Écrivons les équations sous la forme
(a) Reg NOR SON TEA D TC ER
Gr LE SN OU
“ di ?x - om d'£ aU
(e) | AR DER
Multiplions (a) par — , (b) par — (1 + Ë) et ajoutons, il vient
d sut d£ deu de SOU au F[6+H2 1 |= Et GE SANS +1
FF
AT d’ \ s , où, en intégrant,
à d: . d: RES (ea TR +2Ë +R NE +E— nt,
sf 0 + se
(à une constante près).
On peut observer que U ne dépend de £, n que par l'intermédiaire de s et w et que
avec
dc 0c dË NE ot Pate LL E = Le RER, 1 dË > >) on = {TT 2MN; u est donc en facteur dans J qui se réduit à oÙ (e) = f(x = 0) de
Multiplions (æ), (b), (c) respectivement par 1 + €, n, € et ajoutons, il vient
LE d'n dE
(P) G+E SE» ne Ve 2(1+ 8) in Le
dr
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avec OU. OU: aU Edo É & nie ot
Si U, désigne l’ensemble des termes de degré 7 en £, , € dans U, on a d’après le théorème d’Euler
(&) | | U'= 9e + EU, d Multiplions es (b), (c) respectivement par 2%, ee 28 et ajou-
tons, il vient
ie di YOU dé OÙ dn JU dd ( did de ) —a (Te HT On dede ele Eh
or U est une fonction de = par l’intermédiaire de £, n, €, »’; on a donc
oU OU OÙ NE | 11 oÙ Soi 2° dU dE nee D E + do! ou
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et l’on obtient, en intégrant les deux membres de l’équation précédente,
dé? d'n? dé? 2
: CESR ER EC Ge ATAOURALUEE dr? AE ve ° avec OU + ; ; (i) J=— Su de" Je U(e—e!,)dr (à une constante près); en effet QUMAU CD RE RUES ST dp' 7 p'? dr Rs (Es E_1)p Ajoutons (/)et(k),ona ide 21 ë ; -, dn : dé es #2.
ga = US sUSR Je ER NA
ajoutons encore membre à membre l'équation d multipliée par — 2, 1l vient
(j) ee 26 —— U'—oU—2J—2J", équation qui, comme (d), n’est vérifiée qu’à une constante près.
Les deux équations (d) et (7) feront la vérification de £ et 1 et peuvent servir d’ailleurs à les calculer.
En vue de la vérification de €, on peut encore former les combinaisons suivantes :
Soit
PTE in, DEN PÉENR
Muluplions (a), (b), (c) respectivement par — €, +€, — p et ajoutons; multiplions encore ces mêmes équations respectivement par — €, — €, — get ajoutons, il vient
dc. d p dp oU oU oU NET PR RD nb OC ed PE _,dg dq Ts QU PS UE EAN 1%: FE ee ne Ne à + € on AIRES
équations conjuguées que l’on peut mettre sous la forme
oU
res
d [ d d 0 gawn—pta[ (ee) + sen
d? d D uns) +en Do,
Mons qe TEA PR oU qui sont propres à vérifier € et mème à en simplifier le calcul, car —
: d0 contient & en facteur.
Si Æest voisin de ++, la seconde ou la première sera plus simple.
Conduite des calculs. — De même que les racines de l'équation caractéristique, les coefficients /,, fa, ... et A,, B,, C, peuvent être obtenus soit sous forme de développements suivant les puissances de y, soit d'une manière purement numérique en remplaçant 1 par sa valeur.
La première méthode est plus générale, d’une application plus facile si l’on fait seulement intervenir les premiers termes des développements, car leurs coefficients ont des valeurs numériques simples et ils sonttrès convergents; c’est celle que nous avons adoptée: Cependant la seconde méthode présente des avantages quand on recherche des valeurs numériques très précises; elle devient préférable à la précédente quand il doit être tenu compte de termes d’ordre n°.
Les calculs ont été mis en train par les deux méthodes et nous avons
LE ., obtenu pour les termes du premier ordre de & et de D d’une part les
développements et leurs valeurs numériques : > ss 1 ) 2200: > RAT PAS EP ER :
Fu a] er | 167 x u)| — 0,49949529 — ri 0,00031044
La
s 5e 3 +8] Va var +A(= Gex 8 w)] +.
—0,05356433 — se 0,00041245
dESn I 9 DEN LITRTE 3 aie ee. a[—;+$e+ Haut PE —_0,49783595 — À. 0,00030945 V3 13 3 — | du 3 L? +7 (- 8 PNEI fes
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d'autre part, à une unité près de la huitième décimale,
Dan:
| M …. AAQONEAT — Ne v,00081045 )
— 0,0)356930 — o0004 1245) en
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D'après ce qu’on à vu plus haut on connaît les termes du premier dn dé ÉrTeCTE Que l’on ait adopté l’une ou l’autre méthode, supposons que &, ", &, d£ dn d de” dt” dt vu que la détermination des termes d’ordre n se ramenait à la recherche
Le | 2e oR 0R des coefficients des monomes M, dans > > te dE? on” dË
ordre de n, ©
soient connus jusqu à l’ordre n — 1 en &, B, ..., nous avons
Il n’y a là aucune difficulté théorique, mais seulement de longs développements algébriques et la multiplicité des éléments qui interviennent impose une discipline sévère de ces calculs.
Voici done comment nous avons procédé :
.. À cet instant du calcul, nous disposons de tableaux comprenant jusqu’à l’ordre n — 1 les coefficients des monomes et de leurs conjugués M,, M, M, M,, M,, M, ..., dans la totalité des éléments tels que 6, n, C, £?, n°, ... qui constituent les équations et les formules de vérification.
Il s’agit de trouver le coefficient d’un monome M, d'ordre À? dans un élément d'ordre inférieur ou égal à », £2n par éxéimple.
Nous décomposons le monome M, en facteurs d'ordre » — 1 au plus.
Cette décomposition comporte à
2 facteurs quand x = 2, 6 » ES RT
ot
SI M,= «&, «_, 5, 6_, ces quatorze facteurs sont : A1) of: 6; CT 1 Bi Ge,
Bi, 1 184,
Sa 1 %1fB,
; e XX, Bi D 1 CAT D RS e ASP R 2 X1 P--15 X_]PD1e.
Le plus souvent certains de ces facteurs se confondent, ils se réduisent par exemple à dix dans le monome à «_,6,, à huit dans &; «°,, à quatre dans &;, mais il est à remarquer que leur nombre est toujours pair et qu'on peut les associer de manière que leur produit deux à deux reconstitue le monome comme nous l'avons fait ci-dessus.
Cette décomposition est essentielle; une fois qu’elle est effectuée, les opérations deviennent pour ainsi dire mécaniques.
Un élément quelconque peut toujours être considéré comme un produit de deux facteurs; £21 est le produit de £ par én.
Le coefficient de &,« ,86,8, dans £?n est donc la somme des produits :
du coefficient de &; dans £ par celui de &_,6, (5, dans £n,
» es VERE SEE, œ Bi Bi »
» 154 » To »
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On devra donc :
1° Recopier dans les tableaux les valeurs de ces coeflicients.
2° Multiplier ceux qui se trouvent sur une même ligne horizontale.
3° Additionner les produits obtenus qui se trouvent dans une même colonne verticale.
Le résultat sera le coefficient cherché.
DÉVELOPPEMENT DE LA MÉTHODE
La théorie analytique exposée dans le Chapitre précédent a été développée en tenant compte des termes du quatrième ordre en &, 1, €, £'; il est à peu près inutile de dire que nous n’entrerons pas dans le détail des calculs, nous nous bornerons à en indiquer les étapes principales ainsi que les résultats définitifs.
Développements préliminaires. — Nous donnons ci-après les développements qui interviennent dans les équations du mouvement et les formules de vérification en séparant les termes des différents ordres et ceux qui contiennent le facteur 11.
oU ï Fc CNET % LE CE AE an oi) SHHOAlE (NE en)
+ 2(288+ 3Ent+ 3£6?) Sr 38 ++) (ei +e!,)
k & ’ hr g (SE + Sn + 3 C++ 2421? + 24E2€2+ Gn?£?) 2 (DE APS EAN EN eee)
3 Le) 219 2] / ! 2 See mb) ie)
s. 36 (e; ee 1 )°
+ — (suite) - $
rire 8E + xn)
+ A (28E +19 n°+ 46— 2YÈn)
U Pr es xn)(e+e
+ 3 (— 3365 — 630 — 3GEC? — 15 y n — 9yn° + 12 ynb°)
3 +2 2 2 € ! L Tite + in + 4Ë—2%Èn) (es + €)
dé do TT ae PAR EN VAE AU
= (283 — 15 nt + 8 + 510£21n? + S88E2€?
+ 600 n€2+ 228 y n + 276 YEN — 144 yEnE?)
ee ni
— 35 (338 — 63En?—36E6? — 15x20 — gym + 12 yne*)(E1 + Es) 3 r É
+ (28 1m + 46 — 2xEn) (8 +)
ge — As SE +yn)(E:-He 1)
Nous mettrons les autres développements sous une forme plus concise en indiquant qu’ils contiennent le facteur
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Développements de f, g, h. — Nous avons obtenu les développements :
1473 129 9 ; = te pas — BB at 12m y: y 1 + fe) DETE Er re
43 ;— ER Su DENTS B— Bot Vitaa SVIRB Bi 2VBpny it Vaueei+...,
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Les coefficients contenus dans g ont été calculés jusqu’à l'ordre 44, = = # # Les 4 L ceux qui sont contenus dans f et dans l’ont été jusqu'à l’ordre w.
Calcul du coefficient d’un monome. — Nous donnons ci-dessous le détail du caleul des coefficients À,,,, B,,, du monome
Mi=aia (51.
Ce monome se décompose en dix facteurs
Fi: CAC CES 2 A
As; A1 5-4
72 j £ 2e É | B—; CCE
. A3) 1 Es AH; oi (1.
Voici maintenant les extraits de tableaux limités aux termes strictement utiles pour ce caleul :
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On voit que le nombre des facteurs diminue à mesure que l'ordre de l'élément augmente.
Les expressions à multiplier étant mises sur une même ligne, le Li \ D calcul s'effectue à vue.
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On a pour le monome considéré :
K=/f— 2, K;—1— Van +...
X 1 et Vis, S’obtiennent immédiatement, mais si le monome était d'ordre supérieur au quatrième, il y aurait lieu de les calculer comme les autres coefficients.
On fait apparaitre le monome M,,, dans
(KE KA My + 2(K — Ko) By My
(K—K5)B,;-M+ 2(K — K,;)A,M, en prenant :
ApMy= ApMy=— > 6
B,M,— B,M,=— = CHIC
EC es
et les coefficients cherchés sont respectivement
On possède maintenant tous les éléments qui permettent de calculer X 445 V2, et par conséquent aussi ÀA,,,, B,o,. Les expressions à additionner sont disposées les unes au-dessous
des autres.
Coefficient de M2, dans
dE
= + — RVir+r À x Vie
< - Vu, x _ Le = : : V3u = x V8 +7 5uy À +1 Vsu
Coefficient de M9, dans
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Ces résultats sont vérifiés successivement par les formules peter et LD .
PRES
Coefficient de Mix, dans
Les calculs effectués dans le Chapitre suivant fourniront une nouvelle vérification complète de ces résultats.
Cas des monomes contenant & +1. — Quand le monome M contient € oue,,c'est-à-dire quand M = M'e:, les calculs se simplifient.
Dans un développement D, désignons par D, l’ensemble des termes d'ordre r qui est aussi l’ordre du monome
D, ne contenant pas explicitement &, ou € ,, soient
Li Li), DD; Rare À PO 9 — D,(e,+e,), — D,(e, +e!;), — D,_,(e5+€ ,) + D,(e, + e,)?, + D, (6e, +e!,)?
ee ne A
Telle est la forme de presque tous les développements préliminaires après suppression des termes du premier ordre.
Il s’agit de calculer le coefficient de M dans D.
ete, n’entrent pas au premier degré dans £, n, €, le coefficient de M dans D, est donc nul.
On a aussi D;=D;;- Dirtsihe,)
et la somme de toutes les identités analogues
D (limité à Pordre ») =D,;+...+D, — D (limité à l’ordre n —1)(e,+e,) — D,(e, +e,),
d’où la règle pratique suivante :
Le coefficient de M dans D est égal au coefficient de M dans D,+...+D,., moins le coefficient de M’ dans D moins le coefficient de M’ dans D,.
Voici une application au calcul de X,,, Y,, qui correspondent au
monome 2 fi Mo = B\ €:
» £ : A 4 Q] R . QUE Avec l’approximation (w, les termes de pie jusqu’au troisième
ne A ; ordre et ne contenant pas explicitement € c'est-à- dire D+.. En ee _ sont ; ne Re 2 D
— 8Ën + 6nË? he n°. Ex D
On a aussi ? es ÉRIC pl * : M6? fr 21 +. ER
M’ n'est autre que le monome M,,, ses coefficients Te
déjà é été calculés, ce sont + BAT . Koss =" Yo. 7
Se 'est- à-dire Ds
Enfin les termes du premier ordre de # da Érespéctirement AM AS SAS F2 R É 3E, 0, noie =
d’où le tableau de calcul
ET | ARR
Degré approximation des calculs. — Les monomes ayant été numérotés d’une manière qui permet de les retrouver facilement et de ne pas en omettre, leurs coefficients dans &, n, € ont été calculés et vérifiés Jusqu'au quatrième ordre inclusivement avec l’approximation suivante :
Le? pour Je re ordre,
Il y a cependant une restriction pour le quatrième ordre; quand l’exposant du monome est d'ordre y on s’est borné à calculer A,, quand A, et B, contiennent Vu en dénominateur leur calcul n’a été poussé que
ve Les calculs effectués aux Chapitres suivants comblent entièrement
ces lacunes.
jusqu’à l’ordre
; s = = ul . . y 5 Cas où B, contient des termes en —: — Parmi les monomes considérés, bc’est-à-dire d'ordre inférieur ou égal au quatrième, deux font apparaitre
dans n des termes en ——; ce sont VE Mao, Mie — 10-16,
pour lesquels la méthode habituelle a fourni les valeurs de B,
FRE
3V3p 18V3p Bo — Z fr
Ne 3V3p # 18/3
D s 1 I Nous joindrons au terme du premier ordre $, de — les termes en —de Ve
BM42 et de B,,M,, conjugué de B;,Ms Rd Ge ee pe # + 66 Meb— 2117184 NET FER UE On a pour l’ensemble de ces termes
et pour l’ensemble des termes conjugués :
/ 9 = SES R Rae 5) 4 O1 ) A PL a dre - = /. - ti — PR FE Enr 18/31. 33. 18V3p Remarquons que dans &,e ,, «_,e, les exposants sont respectivement É LE (— : +, ) = |, : 27 pl CESR (: . TA
après développement d’une partie des exponentielles on à
ar ea ea ele (1-2 Qu +. a, g’ 27 CNE 08 CU NT NN AE 14 2 ( GE A D ):
et la première des ns ci-dessus peut s’écrire
| es 14 27 (: 14 SHARE )| 1H ia —| — SI = COS ! cos F,+ sin F +»
| :| 3V3u ; ee. He 3130 9 Vu JA!
Posons :
tange= (HE sin Fi si cosF, ), À 2 3V3u oVE : y nm D et Det NET RE Bye Gé (r = rtangx), d’où
(bp p , EG EE
COSXx
formules qui permettent de substituer les nouvelles constantes d'intégration B”, G, aux anciennes; cette substitution étant faite, l’ensemble des deux expressions ci-dessus devient
+428 cosGe! (2 V3u cosF,+ Ve sinF,) +
Au degré d’approximation de nos calculs, cette transformation se réduit à tan gx — »,
Nr
ce qui montre que le changement de constantes d'intégration s'effectue :
1° En posant MES ue D 0 8 Bi:
avec les mêmes expressions que ci-dessus entre crochets et à ete EX), 6’ ee 5 eXG+4),
2° En ajoutant à n des termes séculaires d'ordre Vu.
Voici comment on réalise pratiquement la première de ces opérations. On a les termes de £etder
£- f RE F [ en + ea — V3 ne Et Sen
Be’ se y es A1 PE. D 72 Vo LT: ï REV 3 V3u S er L 78 = PER: 2 5) 5 371 21
n R,:! LE LEE re °1 Ë PAS / APRES | RE NN lie Cl | su. een
Dans ce tableau accentuons la lettre 6, qui figure au premier ordre
et retranchons les termes introduits par cette opération à savoir :
= G 31 31 7 7 31 ; 1 Biel L+ — 13 — + y VI |— — { 1 P1€1 3 ra BL LAN d . DÉTTER | G] SL 31 7 7 31 ane... £L+ — Viu—yx = — y SL V3 > 1 Bi 1 3 72 V°u x S Rav a 3 V3 Tr | On a les nouvelles expressions de£etden Fou VE RRE x 14 :
Gt — 34 AA TE I TE — RIT 5 "M CES 2 V3 AO P + 3% FL TE CEA e 5 ER J 5 : 21 dAfie;.... 2V3m ALIEN PE DR RER
= LO en
Les termes en — ont disparu et l'on pourra même se dispenser vu d’accentuer les lettres G,, 5_,.
€ LC} ? < De même on a les termes du second ordre de £, 1, © contenant 6,
ou 6...
| (4 E ue I L se.
0? sets 5 7 Pi ftess s 1 ’ RE L 1 4 = 5 PA Ÿ—1 = [l Î l e) y D Er E GE 0) 2 G I I 20e RE re PUS 2 2 LA < Eee — J 2 61e I 2
On peut encore accentuer les lettres 6, et 5, et retrancher respectivement de Ë, n,
LES | 7 31 Biyi 1e.) — ve LL = 3 V3u 18 V3u " ; < 31 Pi Y—-121 Ep al— < = Fr ja z — 3 V3u 18V3u
[est facile de vérifier d’après les résultats qui suivent que cette opé-
£ AS c A a < I É x ration fait disparaître la totalité des termes en —=; on aurait d’ailleurs ee
pu faire cette vérification en s’assurant que 8, etB_, contiennent respectivement en facteur dans Ë, 1, C les expressions entre crochets qui les multiplient ci-dessus.
I . RES
On pourra donc soit conserver les termes en de ce qui a été fait dans Fe le présent Chapitre, soit les faire disparaitre, ce qui a été fait au Cha-
NX DOME
pitre suivant; on dira plus loin les considérations qui doivent guider pour le choix de l’une ou l’autre de ces méthodes.
Resultats. — Nous donnons pour les monomes d’ordre inférieur ou égal au quatrième, dans l'ordre même de leurs numéros, les développements suivant les puissances de & des quantités
Xp, —7ŸY,
s 7 7 LC Due tie CORPS AE AS IR : PATES
les développements sous forme réelle de £, n, € se trouvent au Chapitre [V.
Les termes non calculés par suite des restrictions indiquées plus haut sont remplacés par des guillemets.
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LOU AA UT UC
! be le é Tout se passe comme si la planète n’était soumise qu'à l’action du Soleil dont la masse serait non plus m, mais m,+ m', ou encore comme si le coefficient d'attraction était devenu
Ps 1—p?
le mouvement est képlérien, mais il y a lieu de modifier les éléments elliptiques usuels, comme on le verra au Chapitre suivant. Ces nouveaux éléments qui définissent le mouvement non troublé seront représentés par les notations habituelles
avec Ê ip
RO neQs—=
Soient en outre /, M, c, 6 la longitude moyenne, l’anomalie moyenné, l'équation du centre et la longitude dans l'orbite,
M=lwm, p—=l+e.
Nous montrerons qu’il y a identité entre le mouvement que nous venons de définir et celui qui résulte des développements de £, n, {dans lesquels on fait 4 = 0. Cette seconde forme est cependant moins générale que la première, elle n’a de valeur en effet que si les développements
sont convergents, c’est-à-dire si la planète est suffisamment voisine d’un centre de libration.
Expressions de Se n, Gen fonction des éléments elliptiques et de la seule vartable v'. — On a par définition
1+Ë—=&cos(e + d)+ ysin(e +4),
in = æ sin(v’ +) — y cos(v'+ ÿ),
A ES
Toujours avec les notations du Chapitre [, mais X, Y, Z étant les coordonnées de la planète dans le mouvement non troublé, on a les expressions classiques
X = r{[cosÿ cos(e —0)— sinOsin(s —0)cos/|=7r!x, Y=7r{sing cos(e — 0) + cos sin(e — 8) cos] = r'y, Z=7r sin(e —6)siny ne
æ ES
d'où les formules 1+ËÉ—=Pp ÊE d—p)}—o2sin(e — 06) sin(s" + d — 9ysintÀ |;
£ =? Lin (e'+ 4 p) + 2 sin(e—8)cos(v' +4 — 6)sintÀ |, L »
— 0 REP UE Posons ecos({—m)—/h;, sin 2 cos(/— 5) = pi.
AS SRE RON ET DL ésin À sin ({— 0) —='g;, =, = ot+ y + À;
et remarquons que
PH d—s—=—c For
He le 0 ne:
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les formules ci dessus deviennent
1+Ë—peosce[(1+2g})chA—2p;gshA] +épsinc[(r —2pi) shÀ + 2p;gichÀ], n= p cosc[(r +29?) shÀ —2p,q,chA] +ip sinc[(r— 2p?)chÀ + 2p;qishàl], Gé pCosc (234 Vpn) + Ép since (ap, Vi pi+g2) Développons ces formules en considérant que p,, g, et À sont du même ordre de grandeur, il vient
1? ! F2 À’ 1HÉE— pecsoit © agi ape qe ) ; 24 . , 3 3 * = \ Un sine (2 + 2P1q: 6 2D? À MAC IE À? à :
ie p cos e(a —2PiNT & —°2 q? À — mat) G é 1° 2 FLE À \ + Lp SincC Re — 2 pi + 2p;iqiÀ — pi + hp + {— pcosc(2qi—qipi+qi)
+ ip sinc(2 pi + p1qi — pi).
Il reste à exprimer p cosc, o since en fonction de L, et de #, ; les développements de départ de ceux dec et der
é — 2e sin M + 7e sin2M 3 £$ ce E (18 sin3M — 8sinM) + 2 (108sin4M — 44 sin2M) +. 9 | r—ali—ecosM — 2 (cos2M — 1)
- (2 cos4 M — 2 cos2M) +... ],
e (0053 M oi
dont on déduit successivement les développements
MT 4 TO. TONER coSg= 1 +242 SRE SE SIREN 3 te
Ésine UE DE OR OU RC MS
== 1 È 1Ai Ds TE RAIN Le AT NS mm lo
r=a Sn An em PE D em : - : ete f LE 3 .2 LR RTS BA RCA GG LEE RES EER Re hi kŸ + F3 MÉRITE 3 Aie. ;
Te I RE "Lie ASS Ne tr ne a( à hi 4 2 ARR s Ki + 8 Hate.)
Fr ‘ { » . af: + ; et ceux de 1+ €, n, C dans lesquels l'indice 1 a été supprimé pour une
raison qui sera donnée plus loin.
un fe
; + k+2q +aok + -?
1 E = — + 5. pe 24? AE hpqk est (: UC pu) — : 2h
+3 KE + ra Rk+aq + pqhk +2 É k3 + - Rk — 4 pk + ph) \
1 I I FÉVR EE CT: run De É +): GE 2 X
+ AR 2pg 0
a = = = 1 +x(; hi k va) ALL 1046:
+4pk—oqh Res
rl +g—p'q+plk+i2qlh
Posons h—'ecos(v'+d—5), = sin? cos(p/+ d — 0), k— ie sin(e'+d —w), 1= isin 7 sin(o!+ db — 9), Reco es
nent
Le développement de r’ est obtenu en remplaçant dans celui de 7
respectivement a par a’, À, par ’, k, par #' et l’on en déduit celui de .
I I , T= at ER RE RER Pia Re 9 RARES).
- 5 k3 + = Rk— pk +2pqh +R +2q) + k + LS
5 /, + 3% R5k + . kK5h—phk— 92pqkt+} É KEh—2qh + (1722
—2p#k— qj$h+pqh +24 pk + PAU PIER + 34h
ie On a d’autre part
} LED EE rot
d’où
et les anciennes notations À,, #,, p,, g, s'expriment en fonction des nouvelles
à (FAR Tes e ÉS F2 R=h+Xk SA HUE m=p+ig+=lp+sg
cr POP. ENS TRES KH=kHIREENEE ER n=g+}p+-hg+akMp.
Pour effectuer cette transformatien dans les expressions de 1 +4, , Gilfaut:
1° y supprimer l'indice 1 partout où il figure, ce qui a déjà été fait; 2° y introduire de nouveaux termes en À.
Nous donnons ci-dessous ces nouveaux termes auxquels nous joignons . £ I ceux qui résultent du facteur =; [la partie entre crochets du développement de 1 + £ qui précède] + h!
+R RE Eh I Rk HUB RE RER ER + RER + ag RH XCRk + 2hk + pq) ce NBA +R) 1tE—S + ARS RH RUE RER RER huh k2 he Spark +2qh?—2qhh—2q k?+ 4pgkh 3 se |
RACE SERA RE 2 sh K+3Rk+ 4 p?k +agh+apqh!)
+A (: PRE TER br K«)
Lo37 + ah
Soient
GO
[la partie entre crochets du développement de n qui précède] 7 +2h'kK+A(R +02h)
= 2RKE+ RER ERA — opqh
i 12 l AA] ! 1 n2 2 2 + i(% 24 Ah — k?+ AT ; k? — 2 p? — 29°)
al +onik+ © hAKk+ = RUE EUR D RRE RE T RRE RE prR'k 4 2 2
+2pqhh— 02pqh?+ 2pqK"?
+ AÇa® re : RS HER h + ù RARE RE + LEUR 3kh— kK?h— 2pth +2qh— 6 pqk à 2 Pg QAR HS AK) + DEC F 54) [la partie entre crochets du développement de € qui précède] + 2qgh + 2àp + 4pl'k+o2qh?= 2qhh—2qk?+3(2ph+2ph +o2qk) + ._ al +qh—p'qh+4pkhk®+ phhk—{Kpkk+ 2h" 2qhh"? DT —oqhk®+oqhk?+92qk&h LE A(— p° + pa? + 2ph° + ph? + 2phh—2pk#+3pk+ 2qkh + 5gkh) + (2pk+ qh'+2qh) + zKPp
Il reste à exprimer À en fonction des éléments elliptiques et de +’,
rappelons que D i(l— 0! — ÿ).
L'origine du temps étant toujours le moment où Jupiter passe au périhélie, on a le développement bien connu v'=n't+2 (e'sin p'— Le sin29' RS RS 2 Er ; + 6° sin3p/— 6° sin 4 p'—- 56° Sin 2 + .. à dont on déduit
n° n j ES ! ES !
nie (Es Pen pre EE RCE
l={l,+ nt, Sr ET
TO LES
. à 7 nm on obtient, après développement de me?»
jy 3 1 LI L 73 Lo pi 7 13 RE L13 Ji x (4 a +gh ae K— Th k GA 4 ES EE
; : RENS e Telle est l'expression de À qu'il y a lieu de porter dans 1 +6, n,6,
a , on y remplacera en outre =; par son développement
a É Ô2 0% Ô* ee 0 + Tr mr a 2 6 24
Nous avons représenté £, n, € par deux systèmes de développements contenant la seule variable +’, nous démontrerons que ces développements sont identiques et que les six constantes d'intégration du Chapitre [ peuvent s'exprimer en fonction des éléments elliptiques du mouvement non troublé, mais il est nécessaire auparavant de se rendre compte de la convergence de ces développements.
Convergence des développements du Chapitre I. — Chaque terme des développements du Chapitre IT comprend trois facteurs : un coefficient numérique fini qui ne tend pas vers zéro, un monome #?69%", un sinus ou un cosinus. La convergence de tels développements dépend des valeurs attribuées à x, 6, y; ils sont convergents quand ces quantités sont suffisamment petites pour rendre un terme quelconque inférieur, en valeur absolue, au terme correspondant d’une série convergente: ils sont divergents quand l’une de ces quantités devient égale à 1 puisque le terme général ne tend pas vers zéro.
Les développements établis fournissent justement les valeurs de ces quantités et comme nous ne recherchons ici que des valeurs approximatives, il nous suffira de les déduire des termes du premier ordre. En
laissant subsister ÿ11 dans ces termes, nous avons obtenu d’une part E—— a cosF — 2318 cosG,
FT 24 sinF +26sinG,
Ron 2 ; ue 27 sin H
SA RS avec
REA $ cie === FE US G = Go + - V3 pe ie H — LEE —- pie
d'autre part, E—(h—h)+û.
CE iQ:
Identilions ces deux systèmes après avoir remplacé dans le premier
cosG par cosG,,
ee ne à >
sinG par sinGi+ 3 pv cos G ;
; 2 il vient acos F —h—h!, 0——2V3uBcosG.
ia sinF—#—K{, iBsinG,=Kk, _
de 3V3pBcosG,,
D | Co
Ly sin H — g.
On voit que « et y sont respectivement du même ordre de grandeur | al :
que € et Sin => par contre :
re + BcosG, = —
RE : 5 : N 2 ps 7e et comme on peut écrire dans une première approximation 8 =; ——
on a sensiblement
PET
cos G EE ne Ê , 3V3pn'
Il est nécessaire pour que les développements soient convergents que |BcosG,| soit inférieur à 1; c’est-à-dire que l’inégalité suivante soit vérifiée :
Sn 42
rè
Si l’on fait tendre w vers zéro les développements du Chapitre IT, sous leur forme trigonométrique, ne peuvent rester convergents que si en même temps on fait tendre n vers n°.
Il était facile de le prévoir.
RL, EEE
C’est en effet l'action de Jupiter qui maintient la petite planète au voisinage d'un centre de libration (4 = 0, n —0, {—o), cette action ayant disparu, la petite planète d’une part, le centre de libration d’autre part, décrivent autour du Soleil des orbites elliptiques (dont les moyens mouvements sont respectivement 2 et n°); s'ils ne sont pas voisins la théorie analytique du Chapitre I, qui utilise des développements suivant les puissances de £, 1, 5, est sans valeur; s'ils sont voisins, ils restent VOISINS : /
1° pendant une période de temps illimitée si 2 — n';
> pendant une période de temps limitée si n =£ n°.
Dans ces deux cas, la théorie analytique fournit le mouvement de la petite planète.
Dans le premier cas,
et nous ferons l'identification complète des deux systèmes de développements de &, n, ©.
Dans le second cas,
la même identification ne peut constituer une vérification. Si on laisse subsister à dans un système, il faut laisser Vu dans l’autre, leur comparaison permettrait seulement de séparer dans les développements du Chapitre ‘LI les termes en Vu qui proviennent de la différence des moyens mouvements ? — »' et ceux qui sont effectivement des perturbations dues à Jupiter.
Les résultats obtenus plus haut montrent enfin dans quelles limites
la théorie analytique est susceptible d’une application concrète. Si l'on admet a priori qu'il faut avoir
les éléments osculateurs de la petite planète devront vérifier les deux inégalités :
hop < 34, | — n] 16".
ee
22 Fi le rs
Ces conditions sont remplies par toutes les planètes troyennes actuellement connues.
Forme définitive des développements de &, n, €. — Si nous faisons Î— 0, on à
RP SUN pr ho Rene:
Pour effectuer cette nouvelle transformation dans les expressions n . . [4À de 1 +Ë, n, ©, il faut supprimer le facteur met
1° y remplacer À par 2(k —#); 2° yintroduire de nouveaux termes que.nous donnons ci-dessous :
[la partie entre crochets du développement de 1 +£ qui précède] — 34h! + - KkK'kR'+3kh!k
HE Re 1.13 Lois pra per ti 19 HR D EN RO L 14 +34 3 A Hg AR ER heu 6h'hk°? + 3pqh'k
— k(— SAS + h'2k! + GK )
[la partie entre crochets du développement de qui précède | = : h'k—2hk +2k(k + h)
TR, helene n = 3 2 2
nl h=pRe DM LE LENCO Gant.
8 2 l 24 3 + : LRk'k —3pthk'—6kk?h + 3k'h"£k ls [l [la partie entre crochets du développement de Ë qui précède] + 3ph'k!
— Sp + ph?k + 3phh'k'—6qk"?h + 3qkkh+ 6kqh'k Nous écrirons les développements définitifs de &, n, € en faisant
apparaître les différences À — }!, #— k'.
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_R(h=R)EU(k— kŸ + 2 — 2ak[k'—(k—#)]+2k
io en LRCk— k)h + (Re KP h 2 2 , LCR RYR ER AR (KR) (RR) aq (h=h) + 4pq(k—k) 2, + k[—oRt 4 + oh(k—k)— 3(h—hN)K +S(R—R)(k— KT) + 4pq)]
HA CR RU) ER) RCE RD — 2 RCE RS 3 a MEET n + Re R')k2 — Sen (k— K") + RACE — A 6
k AR RES RME RCA NI ECE “HR 2 (4 —_ ply2k'2
—+ rl Al À LT 4 [2 l Œ 1 + TC RCE RP CR RAR K) = 2h (4 =!)
+aqg(k—Rk y + Spqh'(k—k#k) — 3pqk'(h—h) + pq(h— R')(k—k')
KT SKI 5RECEK) —_3k(E—RKY+ DCE RP—3RK
—7hR RE 5 (RP RH IGREE — K°) + 7h RCk— RD) + 19h Ch — h')Ck — 41)
HER EPURR) EGpath =) Spqh'|
+ kf12 RH IG (h— h) + 6(h—h)—64k2+ SE KEY +49]
8 16 2 3 AY A Les En = k4 Lee PU k]+3x
SET Ses Fa(k—k')+ok
D | Qt
+ = A'(k—RKk) + : (R—h)(k—k1) — - K(h—h) — 2pqg+2k(2h +h—h)
e DC RE) à RACE RU) RICE DE BAR) — CR R)K 3 1 HSM) (ER) — LCR RP HEAR RE) — GARE R1) + 2pq(h = N°) ÉTMENT +2k|-h?— -K2+02h(h—R!) 2 AT
Fe = CA RE RUKK)+ re ky—ap|
+ AR(k—K)+ 3h
+ TANGER) + D RR HI CE— k)— RAR AIR
#N= 21 13 5 + BAR —R) CAE) _ RCUERNRES gta YK
_ - (hA—R'}(k— k!) — D kA(k— k!)h!— REY
+ CRT PARA ep ES A) + Spre(g— k')Ch— h') 24 3 8 23 1 / ! ! | 49 ! / —— K(k— KR) + ZCk—- KA —Rh) un 24 — 5p°h'(k—k)+o2pqh'(h— h)—2pq(Kk—ky + k[6k8+5hR(hR— LR )+AR(h— RP +(h—hY} —6Kk°?h — 3k2(h—h)—4k(k—k)h—8k(k—KN(R— Rh) +i2(k—k')h + 9g(k—Kk')(h— h') — 8p°h— Kp?(h—h) + &pqgk'— &pq(k — k1)]
+ kg A (k—K)+138(h—h)(K—K)—3(h—Rh)k — 4pq]
nn ETE FU N)|
+ 4p(k—k)—2q(h—h)+4kp
+ g—ptq + 5ph'(k—k)—3p(h—hk)k +p(h — h')(k—-k) —2qh(h—h)+a2q(k—#k'}+4k[2ph+p(h—h)—qh+q(£=#)] + 4k?q
—opi{k—k)—qgh—hN)—pq(h—hk) +2qg p(k— k)
= SPC — K— 4phE(k—K) —apk(k=— k'} +6ph?(k—K!)
—2ph'(h—h)k + 3ph'(h—Rh)(k—#)—p(ha—RY# Hp(h—h}(k=k!)—0qh(h—h)+3qk2(h—h)+3q(A%—-kPr — gk'(k— KR EE 3q(k —KkY(h—h)—4qk(k—Kk)(h— h) + k[— 2p$+ 2g?p +ioph?+8ph'(h—h')+ap(h—h) — 6pK? + 6p(k—k}— Gpk'(k— KT 4qh'k +a4qhR(k—#) — Gq(h — h')k +ioq(h— h)(k — #)]
+ KRE8p(k— k') +i2qh'+8q(h — h)] + : kp
Méthode génerale d'identification. — L'identification des termes du premier ordre a déjà été faite, voici comment elle sera poursuivie : Nous poserons
h == x0c0$F ER K—kK'—i(asinF + A), p =} cosH + A;, qg=àûysinH + A), k—:(BsinG + À;),
avec s h1= &! cosv!, K'= dersimuts
A,, À, ... représentant des termes d’ordre supérieur au premier (EP AE
Nous porterons ces expressions dans les développements de £&, n, £ qui viennent d’être établis et nous montrerons qu'il est possible de déterminer les A de telle manière que :
1° les formules de transformation soient compatibles ;
2° 6, n, © deviennent identiques aux développements du Chapitre II dans lesquels on fait 4 — o et que l’on trouvera sous forme réelle au Chapitre suivant.
M, CES
Les quatre premières formules peuvent s’écrire :
scos(p! + d—w) —e" cos — x cos(F,+ #') + À;,
esin(p+b—w)—e sine ao sin(F;+ +») + A!,
“ cos(p'+ 4 — 0) — y cos(H,+ »') + À,
sin:
sin / sin (+ ÿ — 8) = y sin(Hç+ 6!) + A!
k est par définition une constante, quand & est nul G se confond avec G, et par conséquent pour que ces formules soient compatibles il faut et il suffit que l’on ait
A,—=V;icos(N,+ v'), A,= Visin(N; + v'),
A; V,cos(N,-v"), A = Vasin(N, +’), AS \'ÆR
V,, V,, V,,N,, N étant des constantes.
La détermination des A et l'identification des deux systèmes de développements ne constituent qu’une seule etmême opération pour laquelle nous avons considéré de proche en proche les termes d'ordres successifs. Nous présenterons ici ce calcul comme une simple vérification en supposant connues a priori les expressions de A,, A°, ... qui se trouvent au chapitre suivant.
. On remarquera d’abord que ees expressions remplissent les conditions énoncées plus haut et ensuite que A,, À, A,, A, ne contiennent pas de terme du second ordre en «, B, y, €’; par conséquent on effectuera la transformation indiquée :
1° En remplaçant dans £, nt,
h—h' par œcosF, k— kK'- par iasinF, D'i2% 7,008 HE; ges eeuy 0H; He e Cas, k= »._ de'sine’,
k » “16 sin Gr:
ME
2° En ajoutant les termes que nous donnons ci-dessous :
[la partie entre crochets du développement de £ qui précède ] — À: -
— 2(œsinF + 268 sinG—e'sine')A,
Dar:
TT] —e'cosp A;—a(asinF +BsinG)A,—4ysinHA, ; LES : rs ae ne AE > — (5æsinFcosF+4}y?sinll cos H+ 8x6 sin GcosF + 7ae'sinE cosf — 3 ae’ sinv’ cosF + 12Be' sin G cose'— 2e"? sinv’ cosv')A; — 2(À,)° El
[la partie entre crochets du développement de n divisée par £] + 2A° + 24, + 2(x cos F + 2e'cosv')A,
] : re] S .
1 + (Le uF—Ÿe sine" + 26sinG )A 2 2
‘I Rs ; : :
ne ( a cos FE + 2e"cose' ) A — 2ysinHA,—27y cosH A, 2 2 È + (a? cos? F — 30? sin?F — 46?sin?G— 27? cos’ H — 8af sinF sinG
+ aa sinF sinv'+ 4œe' cosF cos pe! + 3e'? sin?" + 5e"? sin?p')A;
[la partie entre crochets du développement de & divisée par :]
+ 24 (Se + 4ycosHA, Î | —oysinHA,+ 4ycosH A+ 4(xsinF + BsinG)A,;— 2œcosFA!
+ 4(ay cosH cosF— &ysinH sin F — 26; sinG sin H + ye' sin H sin o'+ 2 ye' cos H cose')A,
: CR " n .
On obtient ainsi Ë, + : en fonction des quatre constantes «, B, y, €
et des quatre arguments F, G, H, o’. Nous avons vérifié que ces nouvelles expressions étaient identiques aux développements fournis par la théorie analytique, elles contiennent cependant quelques termes du quatrième ordre qui n'avaient pas été calculés et d’autre part G correspond à l'argument G” du Chapitre II.
La longueur des calculs ne nous à pas permis de les publier complètement; nous donnons seulement à titre d'exemple ceux qui sont relatifs à quelques termes de différents ordres (les chiflres inscrits à gauche sont les numéros des monomes correspondant à ces termes).
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APPLICATION DE LA MÉTHODE
Éléments de départ. — Les données initiales sont : 1° Les éléments osculateurs de la Planète Troyenne à une date donnée : Mi 01 Pulse SIN TROT rave HT:
2° Les éléments moyens de Jupiter à la même date :
! ou a! ANGCURE A
Ram Et Le
Mio, 0 M ES = in e"er À : Î
Nous supposerons ces éléments rapportés au même plan de référence. Des éléments osculateurs usuels de la petite planète, on déduit les éléments elliptiques du mouvement non troublé par des formules ()' que nous rappelons. à On caleule d’abord l’anomalie vraie æ, et successivement [5] par la formule
= ae Si (y tang([D]=w,) = En RE NOR £y — p(E, + cos w;)
par
M — = mi — | |, € = Sing par
4 + 1 É P — fps E — 6 ——m| €, + cos | ———" | sÈc | —— — ) | 1 2 2
a par
a ee cos*®;
re cos? ® on à la vérification
a IL
M se déduit de æ et de €.
(') Axpoyer, Mécanique céleste (Gauthier-Villars, 1923), t. I, pe dits
CE Tous les éléments doivent être rapportés au plan de l'orbite de Jupiter, l'axe origine étant le rayon vecteur issu du Soleil et passant par le périhélie de cette planète, on calcule encore : Av’ par la formule
sin J'sin(8; — 0")
ee cosJ' Sin j, — sin/' cos/1 cos(0, — 0)’ j par me dj [0] par
sin([0] 4 9!) æÆ sin /} sin (6, = 8)
sin / ,
avec la vérification . : . () = 0) i 5! OSSI ' DER RE sin sin (OT + LE) = sin (à =) un (TL); 2 2 2 2 2 )
ME [a] — ©", S—[w]+[0]— 0, # w' — Av’:
et enfin
Les éléments de départ sont pour Jupiter
ou a’ AVCCRD ee = PF
Mise "sin" 27
pour la petite planète
Po NEA On
MONT, EM; 7 ou a avec n°aî—
Détermination des constantes approchées. — Dans ce paragraphe les x lettres F, G, H et d’une manière générale toutes celles qui se rapportent à des quantités variables, bien que n'étant pas affectées d’un indice pour ne pas compliquer les notations, représentent les valeurs particulières de ces quantités à l’époque de l’osculation. Soient e’ l’anomalie vraie de Jupiter et ÿ = + Go°. D'après une règle que nous avons toujours suivie quand figure un double signe, on adoptera le premier ou le second suivant que la longi- _tude de la petite planète est plus petite ou plus grande que celle de Jupiter.
On calcule
h—ecos(v'+d—x),
Re COS n—n
P = sin À cos (v'+ d — 6),
= =esin(e +d—w), D
Es CasID CE
k MTS ME
= sin=sin(s + Ÿ — 6),
et un premier système des constantes approchées &, 6, y, F, G, H
ER
——:sin p!
| SDsin(2E — TE
É Ra FALSE
| … sin (a F)+ gsinF
|; -sinF
| — CH — pl) + gsins’
ee A (2° Connie)” |lesécanmtent limitent EE
ai NÉE + /3| 2 ?
AE +3 ARR SA ee Eu Les } tete 1 Bsin(ar — 0) — É vins” | SD cos(2F — v) + cos p’ |! + Êro js - cosF |!
et 1/4 k | rp? - sin | © cos |!
Gi + yo js Sin(aH—F)+sinF |A eos (all F)— à cos |! el Pres : 3 LATE SRE | Lcos(2H— #1) — Feosv' Î ve | > . IF | k eo en (or —F) Sa — 2 C0 (2F—H) + Leostt & V3 | — ur Sn(2F—H)— sin
+ ay = cosHcos(F—v') + - geos(F+' 2H) — ER 3 Ë H de ’ 4 Re EL
Be cos(2F — H) + 7 cos H
gl
Fay sin H cos(F—v")+
1 | + P?y a ' sinH
“sin(F +0 —H) À a coSF—H+ 0") — 3 c0S(F — v') cosH |
RaN CS soi AHUYE Fées — Pain te pi) 2 2 + B3 MRC pont 16 2 + æ26 | à sin G + y?B | sin G
+ap= | — {sinG cos(F — v')
[5-36 | | | | | | | La ces (F +6 — 2 er 6 coS(F — G—v') [l
On calcule un nouveau système de constantes d’après les mêmes formules, mais en remplaçant respectivement
Rap (AR),
par
h—h'— A, 2 (k— K!) A, =—A, p—A, T'ES ALES
ces constantes serviront de base à une nouvelle détermination des A et ainsi de suite jusqu’à ce que celles-ci soient obtenues avec une préci-
sion suffisante.
Calcul des arguments. — On connait déjà
Jo— 0,99675753,
So— 0,08046387, ME
Les valeurs approchées de «, 6, y sont suffisamment précises pour permettre le calcul définitif de /, g, À par les formules
Ki A0 RS ONE Tete RPAVERS * ; 2 9 fe 2 2 21 = a LE Bi 9 ppt 8 D FE > RS
CAT L'indice 1 se rapportant à l’époque de l’osculation on a les valeurs approchées de F,, G,, H, dont on peut déduire F,=EF;— fe, G=G;— ge’, H, = 4 — he,
ou en évitant cet intermédiaire
Détermination des constantes définitives. — Supposons qu’on ne connaisse qu'un seul système d'éléments osculateurs, on calcule d’après ces éléments pour l’époque de l’osculation les valeurs numériques exactes
Le dË dn dé ?
Gi js os (2): (a). (SE)
OT 2 ; : RE 1+Ë = LE [cotes +d—v,)— 2sin(p, — 0) sin(e, +d— 0) sin? | ,
par les formules
1) Free - a? / LE | sin (+ ÿ =) + 2 sin (6, — 0) cos(r + d — 6) sin? 2 |; A PROS he Lt sin (#; — 0)siny |],
(dé ; J Se Ro | TE) = etes + pv) —asinpr Dit +40) sntl | (7) r ; ; dy Host gen (on), — 2 sin? sin (12 8) c0s(ei + 4 8).
+ (Ar) cos(v,— 0) sin (6°, + Ÿ — | |
Zn : : ne « d x (5) = [sin ti +d—v,) +oasin(p, —0)cos(v, + db — 6) sin 7 | ( }
US de! \Vr!
TL ; de A COS (0 —"p T— — + eh) fr de)
+ 2 sin 2 — sin(#,— 0)sin(r" + 4 — 6)
+ (a), ester = D)costri +40];
de}, he BE FRE de lan
(Z),=[ru-0 7 (2)+ A )] sin},
do r'? na?cos
AL RENTE PTE TI POUR A AC08 TD
d ÿ2 I / : DH Eee AT ll 2 FT coco L'141 tango sin(p, —w)—7,a'n'tango'sins |.
On calcule en outre les développements, déduits de la théorie analy- « e # 2 , 2 Ë tique, qui représentent les mêmes quantités (non affectées d’un indice) en attribuant aux constantes leurs valeurs approchées et l’on considère mp EAN " ‘>,
que les différences AË —6, +071 — me — +1" entre les deux systèmes de valeurs sont imputables aux termes du premier ordre. Ceux-ci sont réduits à
dé
E—— acosF — 0,16 cosG, —i —=—asinF,
> dr
” ; ! di dr Le +—2asinF + 2B"sinG, —— —=2acosF + 0,168 cosG, : co
è —=27ysinH, FE AE
mis sous la forme différentielle
_ AË= asinFAF— cosF Ac + 0,1(6 sin G AG — cosG AB),
ils constituent six équations à six inconnues Ac, AB, Ay, AF, AG, AH dont la résolution fait connaître les corrections qu'il convient d'apporter aux six constantes d'intégration.
Si l’on dispose d’un certain nombre d'éléments osculateurs répartis sur une orbite complète, on pourrait par la même méthode obtenir autant de fois six équations en Ac, A, ..., qu’il y a de systèmes d’éléments, cependant on peut simplifier les calculs sans diminuer beaucoup la précision des résultats en ne conservant que les équations déduites des valeurs numériques de 5, n et €.
Dans les deux cas, on ne s’en tiendra pas à une première approximation. Les corrections obtenues serviront à calculer de nouveau AË,
af?) ... dont on déduira ces mêmes corrections d’une manière plus
précise et ainsi de suite.
ra:
Développements de £, n, ©. — Les développements de £, 2: = sont
Don Re
t écrits plus loin sous forme réelle; chaque ligne correspond à un monome dont le numéro est inscrit à gauche; on a groupé les termes
qui contiennent le même facteur en «, GB, +, 2 p 2 Les coefficients sont donnés : 1° sous forme de développements,
LD
2° sous forme numérique avec
8 décimales pour le r°" ordre P ,
SOS
les coefficients du premier ordre ont été calculés par la méthode purement numérique, les autres sont déduits des développements. Si la méthode est appliquée à la détermination d’un mouvement
pendant un long espace de temps, il faut conserver les termes en 7 qui permettent d'obtenir les coordonnées de la planète sous une ue entièrement périodique.
Dans ce cas on tiendra compte-des coefficients qui sont entourés d’un trait et, sur la même ligne, on négligera les autres.
On fera l'inverse dans le cas contraire, d’une durée relativement courte, c’est-à-dire qu'on négligera les termes entourés d’un trait, ce qui à l'avantage d'augmenter la convergence des développements et,
dans ce dernier cas, il convient en outre d’ajouter a = le terme sécu-
laire ÉHAT 93 e :
25 — V3 H cos Fo + 7 VhsinF, (#' cos G — vw, cos G:).
La durée pendant laquelle cette méthode est applicable dépend de la valeur numérique de ce terme dont on à négligé le carré, elle est toujours au moins égale à celle de plusieurs révolutions.
On passe du premier au second cas en modifiant seulement la con-
stante (x, à laquelle on ajoute :
œeE' DIRE 31 — | — sinF, + — cos).
À ( 3V3u av
Les termes marqués d’un astérisque sont déduits des développements du mouvement elliptique et non de la théorie analytique.
THÈSE PALOQUE 42
nec e
= 11 ee (—2 V3 HAVE
BE
pe? ) sin(F
la £ 3
} sin(G
NEE NE pe }sin(ar
— 0,09484 $ ee \ ES }Sin(2H — 0,00083 + ( Sven x }sin(F + 6 + 0,09693 29 43 V3 Y— —- Al B VH+ 3 À }sin@— 6 + 0,1249I + V5 : / te RE ni sm(F—Pe “+ 0,00021 ‘ 3 V3 189 : ; — 0,00063 EC Viu—-guyR )sin(G+v +0,00139 DE Vin+ou va ) sin(G— v'
(20) + ai
er ; Lie ma E
+ 0,3750 2 ant 16 198 À — 0,5660 ñ 98 s ( TA 3 12 + C,I181 se 2) V3 — 0,0089
" HI Ot m HI or y [e ln a _
D D CS
) cos(2F + G
}cos(2F— 6
) cos(G ) cos(2F + +’ }e0s(2R — 9" ) cos (e” }eos(26 + F } c0s(26 — F
}cos(F
73 7 l3 NU :
ea ee Le m }sinCE + 3,1449 3 le | + ( EME ENS }sn 6 + 0,8867 E ls > fa \ EX RE LUE }sin(G 2 12 + 4,2936 JE 2 Va OET — 0,1120 (=? ve )snG@F — 6 — 0,1120 /:
)& ( se since + 4,1858 ) 8 ; + (— 9 V3 }sn@F—v — 4,2820 = ( LE }sinte + 0,6736 + ( LE m }nGG+F + 0,3597 FRS m }sn@G —0,5102 3 _ 1377 V3 EX DE sit mi }sincr
HG | Et M +28 _. LS
ï == 992 — £= (suite).
ve 197 ) V3 3 — ——7 cos Cp )#(— se ( 8 V3 ve € 2 + 2,5609 — 0,7136 5 +pE Sa SU 2 LIANT (36) AA ( 3 + sd VE ne C4 )( : Fe 2 3, 4301 0 : Sn 1,0185 [_4 A 58 V3 ns ÉVIEr (53) ( 3 Æ ) cos(v’ ) + ( = ; 1,3333 x ERA Br . FER 3 | jeoner + She | + 0,5000 VE dr TS ‘ à, 2 Ro 8) + Dre .. Dr £( te (38) + 3 Re cos(2 H F ELA .
joie Se )+(
— 0,146 : _9'9 (105) ( 384 [Es — 2,393 AC) (-% A0 :729 (87) + P' (-?
— 0,958 (106) (-% — 4,313 (96) La + y!
6 = (suite).
ré
) cos(E + G + 6°
] cos(F + G—
} cos(F—G + 0’
) cos(2H
2 mn + = VE
) + ( 29 V3 E 32 + 1,570 = ( 31 Vu F 6 + 0,159 SÉSVE ae Te + 0,114
}sin(F ++ )
Valve) sin(F + G + v )
PRE
9 à PT
(201) ie
he
(108) Le : + 1,750
_ Crop) ( 2 +.1,750
(120) + z ê? RE — 2,500
es
._(tér) 16 — 1,313
gi ee
SVY
—_ (suite).
) cos(3G + p'
Vo
cos(3G — p
cos(G —
) ) cos(G + 4’ )
) cos(30'—F
}cos(e—F
) cos(e"+ G ) cos(e— G
} cos(2F +2G
cos(2F — 2G
ee ( 197 V3
et oi
}sinç36 + ÿ' }sin(8G—v
}sin(6 + C2
}sin(G—v
) sin(2F + 2G }sn@r = 30
}sinQar
E — (suite). g" :
cos(2F + 2H } D À | LE
A da
RSR Le Jos(ar ae + (895 E : DOUCE
CLS ne 10 à ur k :
a re # £— (suite).
= cu ARE ELA sy Re AR 3 JE L : :. )cos(2G + 26 DIE (-Ÿ }sin(aG + 0° ) re DE HA / pe S — 0,866 | È | _)cos(2G — 29 ; et PE }sin(2G— av ) HE
RUE REEES «EU Jose 2e + Lite re }sinçae' ms ) QE a, sk À + Re = 11,163
Jestr 6er)
265 V3" | ; ne ; Lu de |
Fes ie 20 F Re ONE TES ser = ü — se )
LRTOR
Ê = (suite).
)cos(2G+ F + 0)
ë } ces(2G + EF — 6) Â
)cos(2G— F — 9’)
)cos(2H+F +G) )cos(2H+F—G)
) cos(F + G )
) cos(F — G )
se < / ) <f 36
HF
+ ( re re ‘ IVF
+ 1,467 UE s
N DA D CS
)sn@G+F+v
FPS
)snG@G—F+e
)sn(G—F—"
joue
} sin(F — +’ /
)sn@H—F +6 )sn@H F6 )sin(F + G
}sin(F — G
— 1,736 ( I Sens
+ 0,333 (— 2 para o
é= (suite).
) cos(2H + F—+) ) cos(2H — F + v')
}cosçn — F— 0)
) cos(F + 0’
)cos(F — »”
}cos(2H + G+ +’)
} cos + G— 9)
)cos(2H — G +)
) cos(2H — G—v')
) sin(2H+F ee, }sp@u -F+v FARAH FER ) sin(F + v’
}sinçr — v
}sinçau + G— 0
}sn@n —G—v ) sin(G + »”
) sin(G— +
— 4100 — CEE FÉES E — (suite). LRSTE À 7e en (186) )cos(20"+ F+G) | (187)
)cos(20"+F—G)
2° # "Jess +6 + (
2 ue
LS }eostau— F 2e sn(a G
+ ( EVE de SNS, Jeos(r + G ) + 0,18519 | Te + Ve ER }cos(F — 6 )
EX PATADE DNA }eos(F + v c 6) + 0,00021 i
ee Ro
de. SA ; 4 ÉÉLNT PÉRÉNES as
x) (= ÊTES 5 | ; jure 2
= d " dpi
: * : A Gi | £ .. “ . A
Son 1 tra Ur Nr
$ Fr 1 (37) (—:
+ ya — 0,5000 4 AE (8) :
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EXEMPLE NUMÉRIQUE
Les calculs effectués dans le présent Chapitre ont pour but :
1° de donner un exemple numérique de la théorie analytique;
> de rechercher la précision qu'on est en droit d'en attendre, et cela dans des conditions peu favorables à son application, la planète
choisie ayant à la fois forte inclinaison et forte excentricité. Pour neuf positions de cette planète également réparties sur son
orbite de 45° en 45°, on a calculé ses coordonnées d’une part d’après la théorie analytique, d’autre part d’après une méthode numérique précise qui sera exposée dans une publication ultérieure.
L'ordre adopté et les formules utilisées sont ceux du Chapitre précédent, nous nous sommes donc borné à indiquer les données et les résultats.
Éléments de départ :
M'= 112°16/0/,1 Jupiter (1), € — 0,04836756 we Let En
date : n'— 299",14938
QE 0}; TO LP
Ü—= 9 048! SLR , Planète Troyenne (?), j ; : .
< De ar RON même date.
(') Eléments moyens de Jupiter 1920,0 t. m. Greenw.
(2) Éléments voisins de ceux de la planète (GT) Patrocle.
Détermination des constantes approchées :
ÿ == 60 AE DR TO CNT h =+0,01387406, = k = + 0,14296918, h'= — 0,02216468, - K'2= + 0,04299070, h —+ 0,04104074, = k — + 0,01753838, p=+0,16127196, =q = +0,09114044.
Premier système de constantes approchées :
F— 70. 65, logo — 9,02/490, DEEE LEUR log —8,64965, H=%9:28 3, logy — 9,26774.
On adopte après six approximations SUCCESSIVEs :
et le système de constantes approchées
ô ! 1 72 708658,0, log —8 ,9889850, D Gi—021.51.55,6, log — 8,6456386, H;=—=29.:15.99:9, logy — 9,2587984.
Calcul des arguments :
Por 0,00041523 = + 0,99717276, L= go—0,0026291 —+0,0778348,
h = hy+ 0,00000921 = + 1,00000921.
Nous nous sommes donné les neuf valeurs de ?’ dont se déduisent les valeurs correspondantes de F, G, H.
/ 0 / " 0 Are (0 RL CRT us "| r he DO 334.59.57,3| 24.29.25,6| 72.29.36,7|117.16.28,4/159. RAA Tr 242.25.55,4/290.16.15,51339.87.20,1| 27.29.22,6| 72. 8.38,5|114 CRE 3.26,6| 10.47.29,3| 14.38.37,0| 18.22.47,7| 21.51.55,6| 25 HE 199. 0.54,11246.59.24,11296.28.54,01344.29. 6,7 20210709, 97
Forme du terme.
Calcul de £
calcul de Ë,
nee LÉ
né
QE
. — Les données qui précèdent ont servi de base au
pour les neuf positions de la petite planète. Nous indi-
quons ci-après les résultats obtenus et comme exemple les valeurs numériques de quelques termes des développements. Il est avantageux pour la détermination des constantes de calculer
séparément les termes de Ë
CRE DORE A RE
Termes dépendant de y.
see ln ete ete Cul to Sn an sel parte Ales ais 2 Der anale lle eos sen, re lee et nier en el et Te | ei Tete ls tie sn
cos F cos G cos2F cos(F + G) cos(F —G) cos(F +0") cos(F — 6) cos(G + v') cos(G — r’) sinF sin(F—G) sin( G — 9’) LOTIR . cos2H cos(2H —KF) Totale.
cuites
= moon
ne te seen le ee em ee ra lle ei see ete
—0,070336|—0,056198 Rs. +0,001261
et de © ; qui dépendent 1LE
La méthode adoptée est Salle qui fait disparaitre les
LS OMAS TO IRIOE 154-16.15,9|199. 1. 6,0
coefficients è = é +0, 088202| —o,093236|+—0,046598 j — 4i5ol — 4035|— ‘3872 + + 3050! + 3967|— 2581 @ == 4462 — 2968|+ RS + 2458|+ 3987|+ 3695 = 2359 — 449 + 2319 $ — 1658| — 1655|— 165€ ‘2 Se 1348) — 138|— 1609 | 2 2254 | — 1977 — 706 GE 12361— 842 = 2559 4 RES 33 + 5 — 3|+ 46] + NS +0,076655|+0,084312|+0,035687 …
- Forme du terme. || nF 10, 172852, —0 ,182914 inG. 24 10867 16560 A EE A+ 1947|— 1543 sn(F+G) 10 — 3746— 3426 in(F — G) le 3860 + 462 sin (F + +’) 44)+ 434— 9364 sin(F — +) 5! 1689! + 1693 (G +9) 48e = art 925 G—+) 19 + 4868|—+ 2890 sin(2F + G) 24 + 310|— 325 sin(2F —G}. 25 — 374|+ MTL n(2F—G—5:) 136/+ 9 + 39 RARolal : …: 2 —0,182593|—0, 19289
6|—0,020267|—0,023672 Gr) 38 + 3o42l— 3838/— gi42— 8139 — 2247 To +0,035104|/+0,032939|—0 ,004450 erme séculaire... + 35 -26/+ 17|+ 8 te) 7 =} _0o,r88777 PR CR die. +0, 131036)-+0, 188028
Développements de ie ul
Termes indépendant de y.
Termes dépendant de y.
Développements de : -
+: 922359 27888 + 32939 Se se 1943|+ 1389 — 400|+ 2870|+ 3989 + 2692| — 431 3608 + 170| + 2336|— 388 no 1697|+- 1701 | + 1705 + 2379|+ 3769|+ 2466 LE 845l— — 4vo4l— 4920 —— 184| + 399|+ 100 = 348|— 252|— 357 + 47\+ 28 |, 4 —0,070105|+0,098089|+0,192478
+0,178070|+0,08267{ + 37568|+ 41966 — 1706|— 1823 + 2614 — 226 — 4690 |— 3767 — 2368 | — 199 + 1709|+ 1712 — 201|-— 2828 —- 3546|— 692 — 399| — 155 + 165|+ 415 a es 47 +0,182673|+0,093612 —0,019993|+0,023075 + 4556|+ 8946 +0 ,013005|+0,054 143 — 7|— me, +0,195671/+0, 117742
+ 246337 + 1313 mr OKofe) + 2329 # 1716 mi. 2522 + 378 = 42 —0,033879 +0,025731 <= 8863 +0,0481 46 +0,014252
ON TA1000 + 50828 ES 1994 == 3973 on 2081 He 475 + 1719
| ENS m
RE
j 3 _0,148250|—0, 334058 —0,324854|—0,097080|+0,177430| +0,343750|+0,335860|+0,157555 210 124 15543+ 848l— 17640+ 3681 17890[— 1649 — 19719 — 2755 —H} 43e 36623+ 36332 36237 36145[+ 36059 + 35978+ 35899 + 35818 -H} 46— 6569 — 15052— M6or+ 770|+ E1991+ 15304) + 9776|—- 1574
- = —_0,064061 —0 ,293262 —0,301228|—0 ,043639 2-0 262735|+-0,570868 + 0,347777 +0 ,176693 D re Ualcul de t, _ 5 par une méthode numérique. — D’après les mêmes _ données et pour les mêmes dates, les perturbations des éléments
lateurs :
— rs , PR ë #7 RE = TE = F LT LA ; PARTS 3 CRE - % =
elliptiques de la petite planète ont été calculées par une méthode purement numérique. On a obtenu les neuf systèmes d'éléments oscu-
GET CRT"
Due DTA
ss...
opel de
LP =2 À
Détermination des constantes définitives. — La méthode qui vient d’être appliquée ayant été vérifiée par d’autres calculs précis, on peut considérer qu'elle fournit une représentation rigoureuse du mouvement. et les corrections qu'il convient de faire subir aux constantes approchées pour obtenir les constantes définitives ont été déduites des différences
eue ne
On à obtenu après plusieurs approximations
AF ——0,0094ù
Ay——0,0034007
ou
quant aux corrections qui se rapportent aux quatre autres constantes, elles sont négligeables. | En ce qui concerne la correction AF, elle a été appliquée sous forme
différentielle aux principaux termes des développements de Ë, 7, © aux- T
26204208 332.58.99,3 27.46.36,4 DE-2TM O0 8.12.28,04
Er nn, à 246.45.50,3 287. 1.28,9 +0,0377074
ss...
quels il y a lieu d'ajouter respectivement
+0 ,000813|+0,000840|+0,000373|—0 ,000227|—0,000725|—0 ,000887| —0,000548 +0,000162|+0,000%gi
» 2 RENE + 830|— 596|— 1691|— 1522| — 399 | 814|+ 1570 + 1616|+ 826 » $ Te — 419 — 176|— 344|— 514|— 290 |— 219 |— 391|— 536| — 429 ù Pour appliquer à y la correction AY, on remarquera que y? est en Ée facteur dans les termes de £ et de £ qui dépendent de y, on pourra donc se contenter de multiplier l’ensemble de ces termes par Aya (: + 2) = 1—0,006788; / ” en outre y est en facteur dans : qu’il suffira de multiplier par £ ali 0100 4001 :
Ÿ : LS ASS tee il faut donc apporter encore à £, —: = les corrections suivantes : As L Le. Correction à £. AR —0,000018|+0,0003501+0,000393]+0,000088|+0,000211|+0,000{77|+0;000381 +-0,000040|—0 ;00000ÿ 245 none de 138, “238 224+ 30|— 88 368— * 327|+ 52 : SEE “A 218|+ 998| + 1025|+ 1481 825|— 1291|— 1182|— 6Gor|+ 270 Comparaison des résultats. — La théorie analytique, d'une part, la méthode numérique, d'autre part, ont fourni l'ensemble des résultats : RAD PEU +o,035912|—0,100293|—0,158230|—0, 106464 —0,074168|—0,045254| +0 ,0208a1|+0,078769|+0,037707 LES PRE ARE +0,035549|—0,100266 —0,157720|—0,106495|—0,073666|—0,0450g1|+0,020290 —+0,078670|+0,037730 .|+o0,000363|—0 ,000027|—0,000510|40,000031 —0,000502|—0,000163|<+0,000531|-+0,000099 —0,000023 [ RE LINE SACS ES —0,187925|—0,213671|—0,036630 +0,129405 2 RTE nor +o,148948|+0,015308|—0,147273 M es Joe —0,187905 —0,213590 —0,036913|+0, 129290|+0,187659|+0 ,196397|+0,148944|+0,015541 —0,147522 RS D Ce —0,000020|—0,000081|+0,000283|+0,000115|—0,000586|—0,000259 +0,000004|—0 ,000233|+-0,000249 —0,064031|--0,292000|—0,300623| —0,043508 +o,241725|+0,378192|+0,346320|+0,176109 —0,079372 A ne —0,064262 —0,292440|—0,300547|—0,044005 +o,241620 +0,378362|+0,346204 +0,175556 =—0,079501 Rire +0,000231|+0,000440 —0,000076|+0,000497|+0,000105|—0,000170/+0,0001 16|+-0,000553|+-0 ,000129
THÈSE PALOQUE
Mon Le résidu le plus important étant égal à 0,000 586, la position de la planète est déterminée à deux minutes d'arc près malgré une inclinaison de 21°, et il conviendrait pour obtenir des résultats plus précis de calculer des termes d’ordre plus élevé dans les développements de €, n, (; mais les résidus sont nettement périodiques et c'est en cela que réside l’avantage de la théorie analytique; celle-ci en effet a permis de représenter le mouvement des Planètes Troyennes avec une précision indépendante du temps.
Vu et approuvé :
Paris le 27 juin 1925.
LE DoYyEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES,
M. MOLLIARD.
Vu et permis d'imprimer :
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