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INTRODUCTION
Ot bomini inbUme dédit , ecBlunqa* tneri JDMÎt , et ercctoi ad tidera toUcte TaïtM. Otisk , âféUuH. y fivr* 1.
Il n'y a gaère plus d'un siècle que nous ignorions encore les lois étemelles qui règlent. les mouvemens des astres que nous contemplons dans les cieux. Les anciens astronomes ne nous avaient rien appris sur cet important objet , si digne dé fixer les me'ditations des hommes. Quelques faits isolés,' d'ingénieuses hypothèses pour expliquer les irrégularités apparentes des corps célestes , composaient alors toute la théorie physique du système du monde. Hippafque à Sai» mos , plus tard Ptolémée à Alexandrie , se montrèrent observateurs habiles ; plusieurs points délicats de rAstronomîe pratique furent saisis par eux , et peut-^tre devrait-on s'étonner que des esprits aussi éclairés n'aient pas tenté de remonter des effets aux causes , si l'on ne songeait que ce n'est fu'après des siècle^ d'observations qu'on peut espérer dé saisir les grandes lois de la nature dans les phénomènes qu'elle nous présente , et que c'eût été construire un édifice sans base , que de fonder un système sur un assemblage de faits inco-^ hérens et sans liaison entre eux, tel qu'étaient au temps d'Hipparque et de Ptolémée les connaissances astronomiques. Enfin , ce qui surtout a manqué aux savans de l'antiquité pour ravir à notre âge l'honneur d'avoir découvert les
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vrais principes de l'univers , c'est ce guide infaillible de l'esprit humain , la Philosophie y création des temps modernes , qui portant partout sa lumière , écartant les illusions de nos sens , méprisant les préjuge's de l'habitude et de Terrenj , soumet à l'analyse de la raison toutes les idées reçues , tous les faits regardés jusque là comme démontrés , et ne s'arrête, dans sa marche irrésistible^ que lorsque l'accord de ses théories avec les phénomènes observés lui montre qu'elle a enfin atteint la vérité, noble but de toutes ses recherches.
Les astronomes arabes se contentèrent de nous transmettre avec fidélité le dépôt des connaissances qu'ils avaient reçues des Grecs; et tandis que le despotisme éteignait le flambeau des sciences dans les belles contrées qui en furent le berceau , ils recueillirent les débris épars de ce grand naufrage , et l'Europe leur dut les premiers rayons de lumière qui dissipèrent les ténèbres de douze siècles d'ignorance et de barbarie.
Copernic, vers le milieu du seizième siècle, ouvrit une route nouvelle ; il ne chercha pas dans son propre génie l'explication des mouvemens, en apparence si bizarres, des corps célestes ; il se borna à comparer aux phénomènes observés les lmpo,^èses que. les anciens avaient proposées pour les expliquer , et reconnut que la plus probable était celle de l'école de Pythagore, qui enseignait le mouvement de la Terre et des planètes autour du Soleil , immobile au centre du monde. Après lui Tycho , l'un des plus grands observateurs qui aient existé, séduit par l'ambition de donner son nom à un nouveau, système , voulut modifier celui qu'avait proposé Copernic , et en revenant aux erreurs des anciens , qui faisaient de la Terre le centre des mouvemens , il faillit replonger la science dans le chaos dont elle venait de sortir. Plus heureux, son disciple Kepler, doué d'une patience à toute épreuve et d'un esprit de combinaison qui lui fait cherr cher des rapports secrets entre les mouvemens divers de toutes les planètes , guidé enfin par un instinct admirable de la simplicité des moyens que la nature emploie pour arriver à ses fins, découvre, après dix-sept années de re-
IRTRODUCTION. t^j
cherches-,, les véritables lois des moavemens'des corps, célestes, et laisse un nom immortel dans histoire de l'Astror nomie théoricpie et pratique* Galilée m^iy^be sur les. traces d« Copernic et de Kepler; il invente im n^erveiUeu^ iiKStrumenf qui porte jasqu'au;iL: limites de Tespace les regards de Tastro? nome , et avec. ce puissant auxiliaire , il/fait dans les deux de nouvelles .découvertes. Il reprend la science de la Mécanique au point où J'avaijt laissée Archimède , et comble en un jour le vide qui les .sépare , en découvrant les loiS:de,racçélération des corps pjesans au milieu des phénomènes compliqués qui les .cachent à la perception de nos sens.. Enfin , pour que rien ne, manque à la gloire de ce. grand homme, il soutient ,, dans les cacbots même de l'inquisition , le mouvement de la Terre sur son axe, et créant pai:,son exemple, de nouveaux sectateun au système qu'il a embrassé , il ja.Fh<mn€ur d'en être le martyr* Pescartes, ce vaste génie, qui peut-être. n.'a été trahi que par la fortune , s'empare à la fpis de l'Algèbre», de la Mécanique et. d^ la I^hilpsophie pour en. reculer les limites, il fisdt enfin un» p^s immense dans l'Astronomie physique , il imagine, le système des tourbillons.;, système erroné sans doute, vulnérable sur tous les points, qui se refuse aux spéculations de l'analyse ,. qui n'explique qu'imparfaitement quelques faits isolés ,.et. qui certes, n'a dû qu'à l'autorité du nom de son inventeur la séduction qu'il exerça quelque temps sur des esprits d'ailleurs éclairés ,. mais qui fera époque dans l'histoire de la science., parce qu'il est le pre- suer effort qu'on ait tenté pour remonter des effets aux causas qui les produisent , et pour déduire des phénomènes le grand principe qui met en mouvement la matière. Il fallait un profond génie pour concevoir seulement l'idée de cette entreprise , et Descartes a mérité la reconnaissance des siècles à venir , eu ouvrant une carrière nouvelle aux méditations de l'esprit humain, et en montrant la route que ses successeurs devaient parcourir avec tant de gloire.
Enfin Newton parut, et dès ses premiers pas dans l'empire. djEfl sciences , on reconnut l'enjprç.in^ du grand homme ^
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Galilée avait découTerC les lois de la chute des graves , Huygens celles des mouvèlnens du pendule , et la théorie des fotces centrales ; il ne restait plus qu'à appliquer ces prin^^ cipes généraux au système du monde , pour en déduire la loi de' la pesanteur universelle. Dans les limites où elle était maintenant renfermée , cette grande vérité ne pouvait plus échapper au premier effort que l'on ferait pour la saisir , et peut-être doit-on dire que Newton n'a eu que le bonheur d'y arriver le premier. Un hasard singulier ^ mais un de ces hasards dont le génie seul peut profiter, en fixant sa pensée sur un phénomène qui se passe journellement sous nos yeux , le conduisit à étendre à la Lune les lois de la chute des corps à la surface de la Terre ; il reconnut que l'espace qu'elle décrit, pendant un court intervalle de temps, dans le sens de son rayon vecteur, pour s'éloigner de la direction qu'elle avait au commencement de cet instant ^ est égal à très peu près à la hauteur dont la Lune tomberait vers la Terre dans le même temps , si elle n'obéissait qu'à l'attraction de cette planète supposée étendue jusqu'à la Lune et décroissant proportionnellement au carré des distances. Mais cette grande découverte , qui dévoilait aux géomètres un point si important de la constitution du monde , notait rien encore pour ce génie entreprenant : en généralisant ses idées, il vit que la pesanteur terrestre dont la Lune subit l'influence n*est elle-même qu'un cas particulier d'une force répandue dans tout l'univers , et en vertu de laquelle toutes les molécules de la matière s'attirent mutuellement en raison directe des masses et en raison inverse du carré des distances. C'est en vertu de cette puissance que les planètes sont retenues dans leurs orbites autour du Soleil , et les satellites dans leurs orbites autour des planètes principales , tandis que le système entier de la planète et des satellites est lui-même emporté autour du Soleil en vertu de son action prédominante. En combinant cette force attractive du Soleil avec l'impulsion primitive qui a lancé les corps célestes dans l'espace , Newton en vit découler les lois si belles et si simples qu« l'observation avait réve%
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lëes à Kepler : alors il ne lui resta plus de doute qu'il n'eût en e£Pet découvert le grand secret de la nature ; mais étonné lui-même du pas inmiense qu'il allait faire faire à l'esprit humain , il médita vingt ans cette grande idée avant d'oser la confier à son siècle.
G)mme si le^ méthodes usitées jusque là parmi les géomètres n'eussent plus été dignes de s'associer aux grandes découvertes qu'il venait de faire , et qu'il fallût un nouveau langage pour exprimer tant d'idées nouvelles , Newton jeta en même temps les premiers germas du calcul infinitésimal , cet admirable auxiliaire de l'intelligence humaine , sans lequel peut-être le géomètre serait resté devant la grande découverte de la gravitation universelle, comme un homme courbé sous le poids d'un trésor qu'il n'a pas la force de soulever. Cependant , pour rendre plus claires les vérités qu'il allait énoncer , pour ne pas éblouir par trop d'éclat à la fois les yeux de ses contemporains y pour mettre enfin à l'abri de toute controverse étrangère son système du monde , qu'il s'agissait surtout de faire adopter , Newton ne fit point servir la féconde méthode d'analyse qu'il venait d'imaginer à*dé«duire du principe de la pesanteur universelle les lois des mouvemens des corps célestes, il eut recours aux méthodes synthétiques des anciens. L'évidence de ses démonstrations en devint plus frappante ; mais la savante théorie du mécanisme des deux se refuse à ces méthodes vulgaires, et Newton lui-même , à peine entré dans la carrière , fut arrêté par des difficultés insurmontables. Cependant on n'en doit pas moins admirer le prodigieux génie de ce grand homme : ce que l'insuffisance de l'Analyse l'empêche de démontrer , il le devine , et peut-être n'est-on pas plus étonné , lorsqu'il expose à nos yeux le principe général du mouvement de la nuH tière , que lorsqu'on le voit en saisir à la fois d'un coup d'œil d'aigle toutes les conséquentes, et prévoir les phénomènes qu'il doit produire dans les siècles les plus reculés.
La pesanteur universelle, ou cette tendance qu'ont toutes les molécules de la matière à se rapprocher les unes des auti*eS|
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est surtout admirable dans la constitution générale du système du monde , parce que les grands intervalles qui séparent les corps célestes font disparaître les effets des causes secondaires qui embarrassent si souvent les mouvemens à la surface de la Terre , et ne laissent subsister que ceux qui proviennent de leiurs attractions mutuelles. Cette loi n'est point une hypothèse arbitraire que Ton modifie à son gré pour l'appliquer à telle classe particulière de phénomènes , elle est unique , elle est invariable ; combinée avec les principes généraux de la Mécanique , elle rend compte des plus petites irrégularités que l'observation a fait découvrir ' dans les mouvemens des corps célestes ; la simplicité est son premier mérite ; la facilité avec laquelle elle se plie aux calculs mathématiques est un avantage non moins précieux. Les planètes et les comètes , poussées par l'impulsion qui leur fut donnée à Torigine des temps , s'éloigneraient indéfiniment du Soleil , si aucune autre force n'agissait sur elles; mais l'attraction de cet astre fait fléchir à chaque instant la direction rectiligne qu'elles prendraient en vertu de la force centrifuge et de l'impulsion primitive qu'elles ont reçue : unies au Soleil par ce lien puissant, elles circulent autour de lui dans des orbites rentrantes, comme un projectile circulerait autour de la TeiTe , si la force qui l'a lancé dans l'espace était assez grande pour contre-balancer la pesanteur terrestre. Il suffit donc de supposer une force arbitraire au centre du Soleil , pour expliquer les mouvemens de révolution des planètes autour de cet astre ; la Mécanique montre ensuite que si cette force eroît en raison des masses et réciproquement au carré des distances , les orbites seront des courbes elliptiques , et les lois du mouvement, telles que les aires décrites seront proportionnelles aux temps employés à les engendrer , et les carrés des tenips des révolutions sidérales des différentes planètes, proportionnels aux cubes des grands axes de leurs orbites. Mais Faction du Soleil n'est pas la seule force qui anime les corps célestes ; ils tendent aussi les uns vers les autres , en vertu de leurs attractions mutuelles. Ces secondes forces , il
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est vrai , sont très petites par rapport à la {première , parce que les masses des planètes et des comètes sont ge'ne'ralement peu considérables par rapport à la masse du Soleil , mais elles suffissent pour expliquer les irrégularités qui affectent les mouvemens elliptiques des planètes, et qui les empêchent de satisfiedre rigoureusement aux lois de Kepler. Il en est de même des satellites relativement aux planètes principales. Les corps célestes sont doués d'un mouvement de rotation autour de leur centre de gravité , ce qui tient à ce que l'impulsion primitive n'était pas dirigée vers ce point ; si l'on suppose que ces corps étaient originairement fluides , et que la matière qui lés compose s'est ensuite graduellement refroidie , hypothèse que tons les phénomènes observés à la surface de la Terre rend plausible, on concevra- que les élémens fluides s'écartant du centre de rotation en vertu de la force centrifuge , ces corps OQt pris la forme de sphéroïdes aplatis vers les pôles et renflés à leur équàteur, comme ils le sont aujourd'hui. La figure des planètes n'étant plus celle de la sphère / la résultante des forces qui les animent n'a plus passé par leur centre de gravité, et il en doit naturellement résulter des dérangemens dans leurs axes de rotation et dans la position de leurs équa* teurs r la précession des équinoxes et la nutatiou de Taxe terrestre en sont une première conséquence. La mer, soulevée par l'action du Soleil et de la Lune , lorsque ces astres dominent son horizon , abandonnée ensuite à elle-même lorsqu'ils s'abaissent au-dessous , doit avoir un mouvement de flux et de reflux semblable à celui que l'observation nous présente.' . , ■
Ainsi y tout s'explique dans le système de l'attraction : les inégalités des mouvemens planétaires , la forme particulière des corps célestes y les balancemens de leurs axes de rotation , les oscillations des fluides qui les recouvrent , ne sont qii'une conséquence de cette loi universelle, et ces phénomènes si divers , qui paraissent, au premier coup d'oeil, avoir si peu d'analogie entre eux, sont enchaînés l'un à l'autre par ce {tfincipe général , et ne pouiraient exister séparément. Il ne
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faut pas croire cependant que les lois coinplique'es de tous ces phénomènes soient £eiciles à déduire du principe très simple que nous Tenons d'énoncer : Newton reconnut bien qu'elles en sont la conséquence immédiate ; mais de ce premier aperçu du génie à des preuves rigoureuses , la distance était immense ; l'analyse la plus profonde pouvait seule la franchir , et du temps de Newton à peine elle venait d'éclore ; aus£îi la, plupart des recherches de ce grand homme sur le système du monde brillent-elles beaucoup plus par la sagacité qui y perce que par la rigueur des démonstrations ; souvent même il fut conduit à de graves erreurs. On s'étonnera moins, toutefois , qu'il ait laissé un si grand ouvrage incomplet , si l'on songe que les génies des £uler, des Glairaut, des d'Alembert, n'ont pas suffi pour l'achever. Mais la nature, pour récompenser l'homme de l'effort qu'il venait de faire , ne voulut point qu'une si grande découverte demeurât stérile en résultats, et,, par une prodigalité sans exemple, elle dota, dans un court espace de temps , les sciences mathématiques de plus d'hommes de génie que n'en avaient produit les cinquante siècles qui précédèrent la Naissance de Newton. Aussi Tintervalle qui séparait la découverte de la démonstration a-t-il été comblé , et la postérité s'étonnera sans doute que tant de sublimes travaux aient été accomplis en moins de cent ans. Arrêtons un moment nos regards avec orgueil sur cette nouvelle époque ; nous y verrons les géomètres français remplir les premiers rôles , et , tandis que l'Angleterre se reposait d'avoir produit Newton , la France remonter au rang que cette nation, tant de fois sa rivale, venait de lui ravir dans l'empire de3 sciences.
Ëuler , moins grand philosophe que Newton, mais doué de toutes les facultés intellectuelles qui font le grand géomètre , enrichit l'Analyse de méthodes précieuses, et donna le premier le moyw de calculer les inégalités planétaires. Content d'avoir ouvert des voies nouvelles à l'Analyse , il s'embarrassa peu, dans la réduction de ses formules en nombres , de l'exaclitude des calculs ; aussi les résultats auxquels il parvint s'ac-*
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cordent aséez Ikial avec les obserratious. Mais il ne faudrait que corriger quelques erreurs faciles à découvrir, pour leur rendre l'iexactitade convenable , et ses méthodes contiennent le germe de toutes les grandes idées qui sont devenues , entre les mains de ses successeurs, la base de la théorie analytique du système du monde. D'Alembert, auquel on n'a pa3 rendu toute la justice qu'il méritait comme l'un des plus beaux génies qu'aient produits les sciences mathématiques, peutêtre parce qu'il ambitionna trop de gloires à la fois , fit pour la Mécanique ce qu'Ëuler avait fait pour l'Analyse : il agrandit son domaine. En donnant un moyen simple de ramener aux lois de la Statique celles du mouvement des corps , il rendit fidle la réduction en formules de toutes les questions de la Dynamique, et ce fut désormais à l'Analyse à achever la so« lution des problèmes. Ce grand géomètre entreprit d'assujettir au calcul les phénomènes de la précession des équinoxes et de la nutation, dont Newton avait entrevu la cause sans pou^ voir réussir à en déterminer la loi, et il eut l'honneur d'arriver à des résultats exacts et concordans. avec les observations, dans une question qu'on peut regarder comme l'une des plus difficiles que présente la Mécanique céleste. Glairaut , espnt judicieux , et qui , par ses belles découvertes dans la théorie de l'équilibre et du mouvement des fluides , a mérité d'être nommé après Eulet et d'Alembert , donna une solution particulière du problème des trois corps, une théorie laathëmatique de la figure de la Terre, et fit partie de ces héùcB expéditions que , pour l'honneur éternel des sciences, l'Académie de Paris envoya , vers le milieu du dernier siècle , chercher jusque dans les r^ons glacées du pâle des notions œrtaines sur la forme de notre globe. Enfin il couronna tant de travaux , en fixant, jmr des calculs rigoureux , l'époque du prochain retour à son périhélie de la comète de HaUey ; déir tennination très importante à cette époque, parce qn'en montrant que les comètes ne diffèrent des planètes que par la longueur des grands axes de leurs orbites , et qu'elles circulent autour du Soleil suivant les mêmes lois que les autres
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corps du système , elle devenait la preuve la plus irréfragable du principe de la pesanteur universelle.
' Tel était l'état de la science vers la fin du dix-huitième siècle ^ tels étaient les progrès qu'on avait faits dans la Mécanique céleste depuis les grandes découvertes de Newton. Des méthodes difficiles et sans liaison entre elles avaient été proposées pour la détermination des inégalités planétaires ; des ébauches informes de calcul avaient été tentées ; elles avaient conduit à des résultats souvent inexacts, presque toujours incomplets ; mais au milieu de ce chaos de formules et de nombres , on voyait percer une lueur de la vérité. Les géomètres n'avaient point encore élevé sur la base posée par Newton un édifice régulier , mais leurs travaux faisaient naître de grandes espérances ; il suffisait qu'ils eussent montré que le problème n'était pas insoluble, pour qu'on pût assurer qu'il serait un jour complètement résolu. C'est à cette époque, déjà grande du passé et pleine d'avenir, qu'on vit tbut-à-coup apparaître presque en même temps sur l'horizon des sciences , et comme deux météores partis d'un même point du ciel , deux génies égaleraient hardis dans leurs conceptions , également heureux dans leurs efiPorts , Lagrange et Laplace , qui achevèrent l'ouvrage commencé par leurs devanciers, et portèrent la Mécanique céleste au degré de- perfection qu'elle a atteint aujourd^ui. Pendant leur longue carrière , ces deux grands géomètres présentèrent à l'Europe savante le spectacle d'une noble lutte , où chacun des .deux adversaires déployait tour à tour toutes les ressources de son génie, sans que l'autre jamais s'en laissât ébranler, et BàjÔÈ qu'on pût soupçonner auquel des deux resterait I4 Tictoire. Si l'une de ces gr&ndes pensées, inscrites en lettres d'or dans les annales des sciences , était énoncée par Laplace , elle s'emparait aussitôt de toutes les facultés de Lagrange , et. elle n'échappait plus à son examen qu'après avoir produit tous les fruits dont elle contenait le germe. Mais pourquoi établir un parallèle où la nature n'en avait pas mis? et comment comparer deux génies auxquels, peut-être ^ur l'avancement
INTRODUCTION. xv
mêttie de la science, elle avait donné des directions différentes? Lagrange est, avant tout , géomètre ; à ses yeux , l'Analyse est la première des sciences ; qu'il traite une simple f[uestion de nombres , ou qu'il s'agisse de l'un des |>hénomènes les plus intéressans du système du monde , on le voit occupé d'abord du soin de faire briller , dans tout son jour, l'édat de sa méthode, et de donner à ses formules, toute la 'généralité et toute l'élégance qu'elles peuvent at-« teindre* Pour lui, la Mécanique céleste n'est qu'une vaste carrière ouverte à la Géométrie , et la théorie l'attache toujours plus par elle-même que par les résultats qu'elle produit. Laplace, au contraire, semble avoir pour but unique de surprendre les secrets de la nature , et l'Analyse entre ses mains n'est qu'un instrument qu'il plie avec une admirable adresse aux applications les plus variées. La Mécanique céleste est redevable à Laplace de ses plus beaux résultats ; aucune des inégalités planétaires les plus difficiles à saisir n'a échappé à ses méditations ; il en a assigné les causes , il en a calculé les effets , et ses formules ont enfin donné aux tables astronomiques le degré de précision qu'elles ont acquis de nos jours. Ce savant géomètre , par tant d'heureux efforts, a mérité la première place à côté de Newton ; mais sans les théories de Lagrange , la grande œuvre de l'exposition analytique du système du monde aurait-elle été accomplie ? n est permis d'en douter , et Lagrange n'a rien dû qu'à son génie.
Analysons en peu de mots les travaux de ces deux hommes également illustres, et réunissons-les pour mieux en juger l'ensemble. On les voit d'abord occupés à donner aux formules qui déterminent les mouvemens des corps célestes, une forme aussi simple que générale , et à substituer ime analyse uniforme aux méthodes diverses que Von avait employées jusque là pour résoudre le problème difficile de leurs perturbations. Ce travail préparatoire a pour premier résultat à& conduire Lagrange à la découverte de l'un des plus beaux théorèmes de la Mécanique céleste , l'invariabilité des grands
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axes des orbites planétaires. Laplace en déduit ensuite Fex-* pression exacte des variations séculaires des e:|[centricités et des inclinaisons , et il est conduit à ce second résultat non moins remarquable que le premier , c'est que les changemens que subiront dans la suite des temps les excentricités et les inclinaisons des œrbes des planètes seront toujours peu considérables, en sorte que les orbites auront éternellement la forme à peu près circulaire qu'elles ont aujourd'hui y et que leurs inclinaisons à Técliptique demeureront toujours trèà petites. La stabilité du système solaire est donc à jamais assurée ; les orbites des planètes dans les âges futurs ne pourront que s'aplatir légèrement en conservant les mêmes grands axes , et les plans de ces orbites ne feront que de petites oscillations autour d'une position moyenne : immenses peadoles de l'éternité ,• qui battent les siècles comme les nôtres battent les secondes.
L'accélération séculaire du mouvement de la Lune avait long-temps occupé les géomètres , et l'on avait cru indispensable , pour l'expliquer , de modifier sur ce point la loi de l'attraction universelle ; Laplace en trouve la véritable cause , et doit à une aipplication de calcul négligée par Lagrange l'une de ses plus belles découvertes. Parmi' les nombreuses inégalités périodiques du même astre , il distingue celles qui dépendent de la parallaxe solaire , et il fait connaître les vai^^ leurs de celles qui ont pour cause l'aplatissement de la Terre , en sorte que , sans sortir de son cabinet , l'astronome peut lùaintenant déterminer , par l'observation du mouvement de la Lune , la figure de notre planète et sa distance au Soleil. La cause des grandes inégalités de Jupiter et de Saturne était encore ignorée , malgré les efforts, souvent renouvelés, que les géomètres les plus distingués avaient tentés pour y parvenir : la direction particulière qu'avait prise l'esprit de Laplace la lui fait découvrir ; il la trouve dans un rapport singulier qui existe entre les moyens mouvemens de ces deux planètes , et rend considérables des inégalités qui, sans ce rapport, demeureraient éternellement insensibles. Une circonstance semblable
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te reproduit dans la théorie des satellites de Jupiter , et il la saisit avec la même perspicaiâté. Enfin , les lois du flux et du reflux des mers, que le grand nombre d'élémens arbitraires dont elles dépendent semblait soustraire pour toujours aux spéculations de l'Analyse , sont par lui réduites en formules qm représentent , avec une exactitude merveilleuse , des observations séparées par un intervalle de plus de cent ans«
Nous n'avons présenté ici que l'exposé succinct des principales découvertes faites par Laplace et Lagrange dans la théorie du système du monde ; il feindrait un volume entier pour offrir Ténumération complète de tous les résultats re« marquables dont les sdences mathématiques et physiques leor sont redevables. La Mécanique céleste , par la grandeur des objets qu'elle embrasse , par la fécondité des résultats qu'elle produit , par la perfection enfin des méthodes qu'elle emploie y est devenue le plus sublime ouvrage qui soit sorti de la main des hommes. Le géomètre exprime maintenant dans ses formules tous les mouvemens du système solaire, et leurs variations successives. Il remonte aux siècles écoulés pour comparer les résultats de ses théories aux observations les {dus anciennes qui nous soient parvenues , et repassant de là aux siècles à venir, il prédit les états futurs du système et les dtangemens que des millions d'années suffiront à peine pour dévoiler aux regards des observateurs. Pour produire ttn si brillant résultat , il a suffi d'a{^liquer aux lois géntf* taks de la Mécanique le principe de la pesanteur universelle ; la théorie ast devenue alors, pour l'Astronomie, un moyen de découvertes ausri certain que l'observation même. Toutes deux se prêtent un mutuel appui : la théorie a souvent devancé l'observation dans la recherche des lois de la nature ; mais toutes les fois que le temps Va permis , celle-ci a pleinement confirmé les phénomènes que la première avait annoncés, et elle a enfin établi le principe de la gravitation sur un genre de preuves qu'on chercherait en vain dans tous les autres systèmes, l'accord rigoureux du calcul et des phénomènes.
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Le développement analytique des conse'quences du principe de la pesanteur universelle constitue la théorie du système -du monde ; elle est présentée avec détail dans la Mécanique céleste de Laplace , qu'on doit regarder comme le Traité d'Astronomie physique le plus sublime et le plus complet que nous possédions. Cependant les grands progrès qu'o. faits depuis vingt ans l'Analyse, ont permis d'aplanir les pnn-> cipales difiS cultes qu'on rencontre dans cet ouvrage, et qui en rendent souvent la lecture pénible. La théorie du système du monde peut être présentée maintenant avec une clarté et un ensemble qui liû avaient manqué jusqu'ici, et qui permettent d'en saisir d'un regard toutes les parties. Les méthodes qu'elle emploie ont subi ces heureuses améliorations que le <emps et l'expérience apportent toujours dans les oeuvres des géomètres ; elles sont devenues plus simples en se généralisant. Nous avons essayé de réunir en un même coi*ps d'ouvrage les résultats de tant d'utiles travaux ; nous avons donné aux théories assez de développemens pour en bannir toute obscurité, et les exemples numériques que nous y •avons ajoutés suffiront pour en rendre les applications faciles. Lorsqu'une science , après avoir «puisé les efforts des plus puissans génies , semble être enfin parvenue à ce degré d'élévation que les bornes de l'intelligence humaine ne lui permettent pas de franchir , il ne reste plus qu'un moyen d'en hâter les progrès , c'est d'en rendre les abords moins pénibles, de substituer des méthodes faciles aux méthodes t^ompUquées qu'on avait d'abord employées pour en résoudre les problèmes , et de se rappeler enfin que , dans les ouvrages des hommes comme dans ceux de la nature , la simplicité est am des attributs de la perfection.
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CHAPITRE PREMIER. Des forces, de leur composition et de
l'équilibre d*un point matériel.
Définition du repos, du mouvement , et des mots Vintensité , la direction, \t point d'application d'une force. Ce qu'on enlend par la râultante de plusieurs forces j règles pour la de'terminer n^* i et a
Équations de l'équilibre d'un point matériel sollicité par un nombre quelconque de forces , agissant dans des directions quelconques. Pression qu'il exerce , dans le cas où il n'est pas libre , contre la surface ou la courbe ^ laquelle il est assujetti n«* 3 et 4
CHAPITRE II. De Véquilibre d'un système de poinU matériels liés
entre eux d'une manière quelconque,
Kqaations de l'équilibre dans le cas ob les forces qui agissent sur le système sont comprises dans le même plan. Définition des momens. Cas où le plan contient un point fixe. Pression qu'il supporte , et théorie dvt levier n» 5
Conditions de l'équilibre des forces parallèles comprises dans un même plan n'6
Equations générales de Téquilibre d'an nombre quelconque de forces, agissant
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snivant des directions qaelconqaes et appliquées à un système de forme înyariable. Condition pour que ces forces aient une résultante unique dans ' le cas oh Téquilibre n'a pM lieu. Equatioss dt l'équilibve dans le cas oii le système renferme an point ou un Bjt 6%e no 7
Conditions générales de l'équilibre des forces parallèles. Du centre de gravité; moyen de déterminer sa position, i**, par rapport à trois plans fixes et rectangolairea ; 9«. par rapport à trois points donnés dans Tespaceu . • n<*. 8
Equations de l'équilibre d'un corps solide de figure arbitraire. Manière de former celles de l'équilibre d'un système quelconque qui contient moins de trois points fixes n* 9
CHAPrrRE III. Du mouvement ttun point matériel.
Inertie de la matière. Du mouTement uniforme. De la vitesse ; la proportionnalité delà vitesse à la force est une loi de la nature. Mouvement varié. La force qui le produit se nomme force accélératrice no 11
lïqnations du mouvement d^un point matériel sollicité par des forcer quel* eonques * n» la
Expression générale du carré de sa vitesse. Propriété remarquable de la courbe qu'il décrit dans le cas oii les forces qui le sollicitent , multipliées respectivement par les élémens de leurs directions, forment une difierentielle exacte • • n^ i3
Lorsque It mobile est sollicité par des forcca dirigées vtiy nn centxe Oxe, les aires décrites sont proportionnelles au temps n^ i4
Mouvement d'un point libre sollicité par l'action de la pesantenrt Mouvement d'un point assujetti à nne courbe on à une surface donnée. Détermination de la pression qu'il exerce sur elle , et de la force centrifuge nP* i5 et 16
Mouvement d'un point dans l'intérieur d'une sphère. Théorie du pendule no» 17 et 18
Attraction des sphères sur les points intérieurs et extérieurs à leur sur> face •« • n® 19
CHAPITRE IV. Du mouvement d'un système de corps
Principe de d'AIembert pour ramener aux lois de Téquilibre toutes les lois du mouvement des corps .*...• n<* ao
Équations différentielles du mouvement d'un système de corps qui ne contiept aucun point fixe n® 31
Propriétés générales qni en résultent Principe de la conservation du centre de gravité. Principe de /a conservation des aires, JX existe dans tout système de corps soumis à leurs actions mutuelles on à des attractions dirigées vers un centre ûxe , un plan qni reste invariable pendant tonte la dorée du mouTcment. C'est celnî sur lequel la somme des
airci décrites par les prpi,e«iioiis des rayops fect^orf e^t va maximum n^* 39 «t 93
Principe de la coiM«fV«l4oii dfs fçeces v'wes , pt priocipe de la moindro action u«« a4 et a5
Les principes 4fi 1^ conservation eUs aires et des forces vives sabsistent enoDre dai^s le cm oh Forigiqe des coordoonn^ a dan# Pespace on moo- Tement recûligne cm oaifonne. Paos ce cas , le plan invariable, qoi passe par ce point se meut avec lui cq restant toujours parallèle \ Ini-mésue •
. t^es principes] de la conservation des aires et des jforces vives peuvent se réduire à de simples relations entre les coordonnées des distances mnluelle» des différens corps du système. Remarque sur l'extension à donner aux quatre principes généraux du mouvement. Les deox premiers subsistent dans le cas même d'un changement brusque dans le mouvement du système ; les principes de la conservation des aires et de la moindre action ne subsistent que dans le cas oti les mouvemens des corps changent par des nuances insensibles n<> a6
CELAPITRE V. Moupement d'un corps solide.
Équations différentielles du mouvement d'un corps solide. Les trois premières déterminent le mouvement de translation du centre de gravité ; les trois dernières , le mouvement de rotation autour de ce point, no 37
Forme particulière qu'on peut faire prendre aux équations différentielles du mouvement de rotation en rapportant les coordonnées à trois axes mobiles dans l'espace , mais fixes daiis l'intérieur du corps . n^* 38 et 39
Les équations du mouvement se simplifient quand pu prend pour axes des coordonnées, les trois axes principaux du corps. Équations qui déterminent la position de ces axes par rapport à trois axes fixes quelconques n? 3o
Il existe dans chaque corps un système d'axes principaux, et en général ce système est unique n® 3i
Définition do moment d'inertie. Sa valeur varie suivant l'axe auquel on le rapporte; mais elle se détermine aisément dans tous les cas, lorsqu'on connaît les momens d'merlie relatifs aux axes principaux. Si deux de momens d'inertie do corps sont égaux entre eux , tous les axes compris dans le plan des axes auxquels ils se rapportent seront des axes principaux. Si les trois momens d'inertie sont égaux , tous les axes du corps seront des axes principaux n9 33
Axe instantané de rotation. Les quantités qui le déterminent font connaître en même temps Ifi vitesse du corps fiutour de cet axe. . . n9 33
Des oscillations d'un corps qui tQurpe à fort peu près autour d'un d^ ^es axes principaux et qui n'est soumis à l'action d'aucune force accélératrice. Si le corps commence à tourner autour d'un de ses axes principaux,
. il cpnfipnera h se mouvoir autour de cet axe. Le mouvenicnt est st^^le
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antour des axes priacipaax qui répondent an pins grand et an plus petit moment d'inertie, mais il ne Test pas relativement an troisième., no 34 Du mouvement de rotation d'nn corps qui n'e&t troublé par l'action d'au- ■ cune force accele'ralrice , et qui resuite d'une impulsion primitive qui ne ' passait pas par le centre de gravite' du corps. Formule pour déterminer la distance de la direction de l'impulsion primitive à ce point, n* 35 Du mouvement d'un corps solide autour d'un axe fixe. Lorsque la pesanteur est la seule force qui agit sur le corps, cet appareil forme un pendule composé. Détermination du pendule simple qui oscille dans le même temps qu'un pendule composé donné n^* 36
CHAPITRE VU. Du mowement des fluides
Equations diflEcrentielles du mouvement des fluides, n^* 4^> 4' «t 4^ Cas très étendu où ces équations peuvent devenir intégrables. La condition qu'il suppose sera remplie dans tous les instans , si elle Test à un instant quelconque. Cette condition n'est pas satisfaite dans la théorie des oscillations de la mer n^* 4^ ^^ 44
LIVRE SECOND
Mouvement de révolution des corps célestes,
CHAPITRE I^''. Des forces qui produisent les mouvemens des corps célestes , ou principe de la pesanteur uniiferselle.
Les mouvemens des corps célestes nous révèlent l'existence des forces qui les animent. Les lois de ces mouvemens , découvertes par Répler , combinées avec les principes de la Mécanique, montrent, i^. que la force principale qui sollicite les planètes et les comètes est dirigée vers le centre du Soleil j 3**. que cette force croit en raison inverse du carré de la distance du centre de ces astres à celui du Soleil; 3*. que la force qui anime les planètes et les comètes seraic la même pour tous ces corps supposés à égale distance du Solçil n^* i et 3
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La comparaison df s lois du mouvement ans obseirations , conduit sans
- aucune hypothèse e'trangèfe à celte grande loi de la nature : toutes lew
molécules de la matière s'attirent en raison directe des masses ei
inverse du cmrré des distances n® 3
Les phénonatttct les plus remarquables du système du monde se déduisent naturellement du principe de la gravitation universelle. n* 4
CHAPITRE II* Équations différentielles du mouvement d'un système de corps soumis à leurs attractions mutuelles.
Le mouvement de chacun des corps du système est déterminé par six équations. Les trois premières déterminent à chaque instant la position de son centre de gravité dans Tespace jles trois dernières, la situation du corps
relativement à ce centre n"* 5 et 6
Lorsqu'on ne considère que les mouvemens de translation des corps célestes, on peut faire abstraction de leur figure, et les regarder comme des points matériels concentrés dans leur centre de gravité. Équations
difierentielles du mouvement d'un pareil système n* 7
Équations différentielles du mouvement d^un système de corps soumis à leurs attractions mutuelles , îiutour de Tun d'entre eux considéré comme
centre des mouvemens , n<* 8
Les intégrales qui résultent des principes de la conservation du mouvement du centre de gravité, des aires et des forces vives, sont les seules intégrales rigoureuses qu^on ait pu jusqu'ici tirer de ces équations. Développement de ces intégrales n^ g
Le système d'une planète et de ses satellites agit, à très peu près, sur les autres corps célestes, comme si la planète et ses satellites étaient réunis Si leur centre commun de gravité , et le mouvement de ce centre autour do Soleil est à très peu près le même que si cette réunion avait lieu en
effet n® 10 et 11
Les équations différentielles des mouvemens des corps célestes n'étant pas intégrables en général ^ il a fallu recourir aux méthodes d'approximation pour en déduire les kns de ces mouvemens. La méthode proposée par Lagrange, et qui embrasse dans la même analyse les phénomènes du mouvement de translation et ceux du mouvement de rotation , est la plus
ingébieuse et la plus générale qu'on ait encore imaginée n^ i3
• CHAPITRE m. Intégration des équations différentielles du mout^ement d'un système de corps soumis à leurs attractions mutuelles»
Tramformation nouvelle de ces équations. Méthode générale pour les intégrer par la variation des constantes arbitraires contenues dans les intégrales qu'on obtient, en faisant abstraction d'une partie de leurs termes. Expressions [générales des variations des constantes arbîiraires. , n»*^!^; j^, xS, 16, 17, 18 et ig
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GiîAPITRE IV. Première approximation du mouvement de résolution des corps célestes ^ ou théorie du mouvement elliptique.
Inc^ation des équations diffiéreiuielles qni détecminent les moavciuens relatifs de denx corps qni «^attirent en raison directe des masses et en raison inverse du carré des distances. La courbe que le premier décrit autour du second est une section cooique, et les aires décrites sont proportionnelles aux temps. Expressions du rayon vecteur de Tanomalie moyenne et de l'anomalie vraie, en fonction de l'anomalie excentrique no ao
Transformation des intégrales précédentes qui donne les constantes exprimées en fonctions Aes coordonnées rectangulaires de la planète et de leurs premières différences n^ 3i
Expressions de l'anomalie excentrique , du rayon vecteur et de Panomalie vraie , en séries convergentes de sinus et de cosinus de l'anomalie moyenne , no» aa , a3 et a4
Expressions en séries du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude d'une planète rapportée à un plan très peu incliné à celui de son or* bite n* a5
Développement des formules du mouvement elliptique dans le ces d'une orbite tiès cxccntiîque. Expressions du rayon vecteur et du temps en fonctions de la longitude vraie, dans une parabole. Ces formules sont très en nsage dans la théoiie des comètes no a6
Relation remarquable qui existe entre le temps employé à décrire un arc de parabole , les rayons vecteurs menés aux extrémités de cet arc et la corde qui le soutend n» 27
Moyen très simple de déterminer la masse des planètes qui sont accompagnées de satellites. Application h Jupiter. Méthode particulière pour déterminer la masse de la Terre no aS
CHAPITRE V. Détermination des constantes arbitraires qui entrent dans les formules du mouvement plfiptique.
Détermination des élémens de l'orbite d'une planète ou d'une comète, lorsqu'on connaît, pour un instant donné, ses trois coordonnées oriliogonales et leurs différences premières , n^ 39
Relation générale qui existe entre lesdeu:| rayons vecteurs pienés aux extrémités d'un arc elliptique, la corde qui soutend cet arc et le temps employé à le parcourir no 3o
Détermination des élémens de l'orbite dans le cas oii l'oo connatt deu^ lieux de la planète et le temp$ employé à parcourir l'espace qu'ils comprennent n? 3i
Développement eo séries oonvergenies ordonnées par .rapport au temps, des cpoidoniiées rpctso^àlajtes de la planète, dmaa U cas ou l'on ifip'
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pttte très petit rinienralie qui «'^coale entre tes ^SMget par les deux
points donnés. • \. * n* ' 3a
Détermination des élémens de l'orbite dans le cas oii l'on connaît trois rayons vectenrs et les temps employés par la planète à parcourir les intervalles qni les séparent ; n* 34
CHAPITRE VI. Variations des constantes arbitraires qui entrent dans les formules du mouvement elliptique ^ ou théorie des pertur' bâtions planétaires.
On peut considérer généralement Torblte d'une planète comme une ellipse dont les élémens varient à Chaque instant par l'action des forces perturbatrices. Manière de réduire cette considération en analyse, et formules (pi'oQ en déduit pour la détermination des variations des élémens elliptiqae& ; ces formules coïncident avec celles qui résultent de la théorie générale de la variation des consipu tes arbitraires, n»* 36, 37,38 et 39.
Application des formules précédentes aux formules du mouvement dans l'ellipse f . . • • . , n9 4®
Expressions diverses des variations des élémens de Torbite , an moyen des difi^rence9 partielles dé la fonction perturbatrice, prises par rapport à ces élémens et multipliées par des coeflSciens constans. n**4> > 4^# 4^ »
Formules qui déterminent la partie des variations des élémens elliptiques qui croit avee une extrême lenteur n* 4^
CHAPITRE VU. Développement des formules qui déterminent les variations des élémens des orbites planétaires, et relations qu§ existent entre les inégalités séculaires de ces élémens.
Distinction des variations des élémens elliptiques en variations pério' diques et en variatioru séculaires. Moyen de le^ détierminer en intégrant par approximation leurs valeurs difiërentielles jk? 4?
Développement en série, ordoimée par rappqit ans ^centricités et au^ inclinaisons, de la fonction perturbatrice ...••.. vfi ^
Formules pour calculer les différenf terqaes dece dé^plopp^m^nt. n®*499
Expression du terme du développement en série de la fonction periurbatricCy qui est indépendant du temps, et d'oii résultent jks varÂBÛons a^éciilaires f,,^ • « .... ^ n* 53
Formules générales qni déterminent les variations sécnlaires dçs cgusen^ricités et des inclinaisons d'up système d'orfMt^s , lorsqu'on «e powfif! l'^ppKOximation que jusqu'aux ternies dn' premier 0f4re, pur r9ppi9rf «nx
. eicentricités et aux inclinaison^. Relatiçns 0éi%4ralw qm f»9^m enJ^
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les inégalités à longues périodes. Conséquences qn*on en tire* MouTcmcnt des orbites de denx planètes soumises à leurs actions réciproques 9 leur inclinaison mutuelle est constante, et le mouvement de leur commune intersection , sur les plans de chacune de ces orbites , est uniforme no* 54, 55 , 56 et 57
CHAPITRE VIII. Inégalités séculaires des élémens tles orbites
planétaires,
p^ariations séculaires des grands axes et des moyeru ntouuemens,
f Les moyens mouTemens des planètes sont uniformes et leurs grands axes sont constans, même lorsqu'on pousse les approximations jusqu^aux carrés des forces perturbatrices no* 58 , 59 , 60 , 61 et 62
y^ariations séculaires des excentricités et des périhélies»
Dévjloppement des formules différentielles qui les déterminent, en ne portant l'approximation que jusqu'aux premières puissances des excentricités
. et des inclinaisons • • . n^ 63
Intégration de ces équations et détermination par les observations des arbitraires qu'elles renferment n* 64
Les excentricités des orbes planétaires, ne pourront pas éprouver dans la suiti: des siècles des variations considérables , et elles resteront toujours très petites, comme elles le sont aujourd'hui n* 65
Examen de la formule qui donne sous forme finie la variation du périhélie no66
Considérations sur les résultats précédens n* 67
p^ariations séculaires des inclinaisons et des longitudes des nœuds»
Équations différentielles qui les déterminent, en n'ayant égard qu'aux premières puissances des excentricités et des inclinaisons n** 68
Conversion de ces équations en un système d'équations difiërcntielles linéaires, et intégration de ces équations. La stabilité du système planétaire est assurée relativement aux inclinaisons, comme elle l'est par rapport aux excentricités , c'est-5-dire qu'elles ue subiront jamais de variations considérables n<^ 69
Moyen curieux de déterminer géométriquement les excentricités , les inclinaisons et les longitudes du périhélie et des nœuds des orbites plané* taires n» 70 '
Variations des inclinaisons et des nœuds d'un système de planètes rapportées à l'orbite mfbbile de Tune quelconque d'entre elles no 71
Considérations sur les résultats précédent « n®^ 72
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y^ariation séculaire de la longitude de Vépoque,
Importance de cette variation, parce qu'elle produit Falteration sccu-
laire de la longitude moyenne vl^ ^3
Relation qui existe entre les variations séculaires de Te'poqnc de deux planètes soumises à leurs attractions mutuelles, relation qni donne 1q moyen facile de de'duire l'une de ces variations de l'autre supposée con- Doe ^^ li-
iotégration de l'expression différentielle de la variation se'oulairc de l'cpoque. Le terme proportionnel au carré du temps qui entre dans sa valeur finie, est insensible dans la théorie de Jupiter et de Saturne, mais il produit l'acce'Icration du moyen mouvement de la Lune, dont on avait long» temps cherché vainement la cause n® 7$
Expression rigoureuse de la variation séculaire de l'époque n* ^G
De la stabilité du système planétaire.
Poor l'assurer, il fant i*. que les grands axes des orbites soient invariables; vP. que les variations des excentricités et des inclinaisons soient renfermées entre d'étroites limites. Ces conditions sont remplies, quelque loin que l'on pousse les approximations, relativement aux excentricités et aux inclinaisons , en ayant même égard an carré des forces perturbatrices. Il en résulte qneles orbites planétaires, dans la suite des siècles, ne feront qu'osciller autour d'un état moyen d'ellipticité et d'inclinaison dont elles s'écarteront peu, en conservant toujours les mêmes grands axes. nos77 et 78
La position du plan invariable n'est point altérée par les variations séculaires des démens elliptiques des planètes, même lorsqu'on a égard dans les approximations au carré de la force perturbatrice. Considérations sur ce sujet • \ no 79
CHAPITRE IX. yariations périodiques des élémens des orbites
planétaires.
Développement de la fonction perturbatrice en série ordonnée par rapport aux excentricités et aux inclinaisons. Termes correspondans des altérations du grand axe, du mouvement moyen, de l'excentricité, de l'inclinaison , des longitudes de l'époque , du périhélie et du nœud n^^s 80 et 81
Manière de déterminer les constantes intro iînites dans ces valeurs par Tint^gration n^ 82
yariations périodiques du rayon vecteur^ de la longitude et de la
latitude.
U suffit , pour les déterminer , d'introduire dans les fcKmules du mouve ment elliptique , les élémens corrigés de leurs altérations périodiques;
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formule très simple qui donne immédiatement Paltération périodique de la longitude , lorsque Ton connatt celle du rayon Tecienr n« 83
Déreloppement des altérations périodiques du rayon vecteur et de la longitude, en séries ordonnées par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, en ne portant Fapproximation que jusqu^anx termes du (MTemier ordre , relativement à ces quantités n^* 84 cl 85
Formule qui détermine l'altération de la latitude n** 86 et 87
CHAPITRE X. Inégalités périodiques du rayon vecteur y de la lory^ gitude, et de la latitude ^ dépendantes des puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons.
Seconde méthode pour déterminer ces inégalités au moyen des équations différentielles du mouvement troublé n» 88
Equations différentielles qui déterminent les altérations du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude « n» 89
Intégration générale de ces équations. Moyen qu'on emploie pour faire disparaître les termes qui contiennent le temps hors des signes sinus et co • sinus u^ 90
Développement des altérations du rayon vecteur, delà longitude et de la latitude. Manière dont on détermine , pour les usages astronomiques , les constantes introduites par Fintégration no> 91, 99, 93, 94 et 95
Méthode pour déterminer, par des approximations successives, les inégalités da rayon vecteur , de la longitude et de la latitude , en portant la précision jusqu'à telle puissance que Ton voudra des excentricités et des iaclinaisons. Considérations générales sur la détermination des inégalités planétaires qui dépendent du carré et des puissances supérieures de ces deux élémens.
ZV. B, Dans le premier livre de cet Ouvrage, qui traite uniquement des lois générales de la Mécanique, j'ai adopté la division décimale du jour et de la circonférence ; mais, dans les livres suivans , pour faciliter la comparaison de la théorie aux observationô, j'ai employé, conformément à l'usage qui a prévalu parmi les astronomes, la division sexagésimale de l'angle dxoit,et celle du jour en vingt-quatre heures, dont je fixe à minuit l'origine.
DU
LIVRE PREMIER
Des Lois générales de V Équilibre et du Moui>ement^
Tous les corps de la nature sont soumis à des lois immuables qui règlent leurs mouVemens ou les maintiennent dans l'état de repos. La connaissance des lois du mouvement, malgré son importance, avait long-temps échappé à l'esprit humain par la difficulté de les démêler au milieu de la complication et de la variété des phénomènes que la nature nous présente. Doué d'un esprit aussi vaste que pénétrant, Galilée, au commencement du XVIP siècle, ^ tenta le premier cette entreprise, et jeta, par ses belles découvertes sur la chute des corps, les fondeniens d'une science nouvelle qu^on a nommée Mécanique. Tout dans la nature obéit à ses lois, et elle règle d'une manière aussi précise les mouvemens imperceptibles d un atome de matière, que ceux qui
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transportent les corps célestes aux extrémités de l'espace. Les géomètres qui sont venus après ce grand homme ^ ont successivement reculé, par leurs travaux, les bornes de cette science, et ils ont enfin réduit la Mécanique entière à un petit nombre de formules générales qui n'offrent plus dans leur usage de difficultés, que celles qui résultent de l'imperfection de l'analyse. Nous nous proposons, dans ce livre, de rappeler d'une manière succincte les lois fondamentales de l'équilibre et du mouvement, pour appliquer ensuite ces principe^ généraux à la théorie du système du monde.
CHAPITRE PREMIER
Des Forces y de leur Composition y et de V Équilibre
d!un point matériel.
I . Un corps est en repos lorsqu'il ne change pas de position par rapport à d^autres points regardés comme fixes; il est en mouvement lorsqu'il occupe successiyement différens lieux dans l'espace.
Toute cause motrice qui tend à faire passer un corps de l'état de repos à l'état de mouvement , ou à altérer d'une manière quelconque le mouvement que ce corps a reçu , s'appelle ybrc?^ ou puissance.
La nature des forces nous est généralement inconnue, et nous ne pouvons juger.de leur grandeur que par les effets qu'elles produisent. Ainsi, nous disons qu'une force est double, triple ou quadruple d'une autre, lorsque les effets qui en résultent dans des circonstances semblables , sont entre eux dans le même rapport.
En comparant de cette manière toutes les forces de la nature à l'une d'entre ellçs prise pour unité ou pour terme de comparaison, ces forces se trouveront exprimées par des nombres abstraits qui marqueront leur rapport à une unité commune, et elles ne seront plus pour nous que des quantités mathématiques ordinaires.
Le rapport que nous venons de définir est ce qu'on
. appelle V intensité de la force; son point d application est le point sur lequel elle agit immédiatement; sa direction, la ligne droite qu'elle tend a faire décrire au point matériel auquel elle est appliquée.
Un point matériel soumis à Faction de plusieurs forces qui ne se font pas équilibre, tend à se mouvoir dans une direction quelconque , et cette direction est unique, puisqu'il ne peut se mouvoir à la fois dans deux sens diflférens. Si l'on imagine une force dirigée suivant la ligne que le point tend à décrire, et dont l'effet équivale à l'action combinée des autres forces qui le sollicitent , il est évident que l'on pourra remplacer, par cette force unique, le système de forces que l'on avait considéré d'abord , et en faire désormais abstraction. La force, ainsi déterminée, s'appelle la résultante de celles qui ont mis le corps en mouvement, et celles-ci sont nommées les composantes de la première.
La résultante de deux forces dont les directions sont sur la même ligne droite , est égale à leur somme ou à leur différence, selon qu'elles agissent dans le même sens ou dans des sens opposés : c'est une conséquence de ce que nous avons dit qu'on devait entendre par l'intensité d'une force. Mais si les directions de ces deux forces forment un angle entre elles, la direction et l'intensilé de la résultante sont liées à celles des composantes par une relation que nous allons nous proposer de déterminer.
Soient X et Y deux forces dont nous supposerons les directions perpendiculaires entre elles, et soit M leur point d'application. Désignons par R leur résul-
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tante, et par x Tangle qu'elle forme avec la direction de la force X. Les intensités dès deux forces X et Y étant données , il est clair, d'après ce que nous avons dit, que la résultante 11 sera complètement déterminée de grandeur et de direction. On aura donc généralement
R = F(X,Y), x=:/(X,Y); d'où, en éliminant Y, on tire
X = (p(Rx).
Dans cette équation , X et R sont les seules quantités dont l'expression numérique varie selon Tunité de
force qu'on a choisie : leur rapport ^ doit être indépendant de cette unité ; il faut donc qu'il soit exprimé par une simple fonction de x, ce qui exige que ^(R, x) soit de la forme R.^jr. On aura donc ainsi
X = R.^po:,
équation dans laquelle on peut changer ,X en Y,
pourvu qu'on y change en même temps or en or,
^ étant égale à la demi-circonféreace doi^t le jayon est l'oinité.
Cela posé , déterminons d'abord la valeur de la résultante R. Pour cela, remarquons que l'on peut considérer la force X comme la résultante de deux forces X' et X", dont la valeur est inconnue, et. qui agissent, la première suivant la résultante R, et U seconde dans une direction perpendiculaire à cette
résultante. La force X^ qui provient de la composi-» tion de ces deux nouvelles forces , formant l'angle x
avec la direction de X', et l'angle x avec la
direction de X'', on aura
On peut de même regarder la force Y comme la résultante de deux forces Y' et Y'' dirigées, la première suivant la résultante R, la seconde perpendiculairement à cette force ; et pour déterminer les intensités de ces deux composantes , on aura
Y'=Y.<pg-a:)=Ç, Y"=Y.<p^=Ç.
On pourra ainsi, aux deux forces données X et Y, substituer les quatre suivantes :
X* Y^ XY XY
Les deux dernières agissent en sens contraire et se détruisent ; les deux premières agissant dans le même sens, s'ajoutent, et leur somme forme la résultante R. On aura donc
d'où l'on peut conclure que la résultante des deux forces X et Y est représentée en grandeur par la diagonale du rectangle construit sur les droites qui représentent ces forces.
. I^terminons maintenant la forme de (px. Four
ceia^ cokisidérons nive notitléllé fofbé Z tàgissaiit sut le point matëriei M, et dônl là dîïéctiôh Sdît péi^JeiiàcuJaire au plan des forces X et Y. Pour avoir la résultante des trois forées X, Y, Z> on composera d abord en une seule deux quelconques d'entre elles; on composera ensuite leur résultante avec la troisième , et il est évident que la force qui en résultera sera la rbême dans quelque ordre que cette composition se soit opérée. Soit donc, comme précédemment, R la résultante des forces X et. Y, a: Fangle que forme cette force avec la direction de X. Soit S la résultante des forces R et Z , et ^ l'angle que forme sa direction avec la force R ; on aura
X = fti<pjc, R = s.tpy.
Mais si , après avoir composé en une seule leis forces Y et Z , on regarde S comme provenant de la composition de leur résultante et de la force X , et qu'oa désigne par z l'angle que forment entre élleis les forces X et S, on aura
X = S. (pi.
Cette équation, conipàréè à celles qui ptéiM^t,
donne
Çz = Çx.^jr. . . .(a)
Pour déduire de cette équation la valeur de çx, je remarque que les angles x eiy devant être absolument îtidéjiehdÀns Tun de l'autre, on peiit ftiire Varier ces deUit âilglës ^{^afëmént ; si l'on difTétehcië donc par rappolt h x l'équation, précédente , (ju'oii là dif-
féreucie ensuite par rapport à /•, et qu'on divise les deux résultats lun par l'autre ; en faisant pour abréger.
on aura
dx ^ ' dy
dz
dx P'x»^y
az Çx.çy
dy
équation de laquelle la fonction inconnue ^z a déjà disparu.
Considérons maintenant le triangle sphérique rectangle intercepté entre les directions des trois forces X, R, Sj on aura entre les trois côtés oc ^ j^ z de ce triangle, la relation %
COSJ5 = cosa:.cos/j
d'où, en différenciant, on tire
dz sînar cosy d% cosy ûvl y
dx'^ svaz ' dy '^^ sin a
En substituant pour -j- ^^ 'T l^^^s valeurs dans l'équation (i) , on en déduit
smx.ipx ûay.^y
Puisque les deux angles jc et^ sont indépendans l'un de l'autre, il est clair que l'un quelconque des deux membres de cette équation peut demeurer cons-
tant; quelque valeur que Fon donne à la variable contenue dans l'autre membre; on aura donc généralement
^ — Cf
sinx.çx
c étant une constante indépendante de l'angle x. Cette équation, après y avoir substitué pour ç'x sa
valeur -^ donne en l'intégrant
(px = Ccos"^.^,
Ce'tant une constante arbitraire. Cette valeur, substituée dans l'équation X = R.^o;, donne
X = R.C.cos""'. X.
Il ne s'agit plus que de déterminer les deux constantes C et c. Or, si l'on suppose Y nul, on a évi-s demment R=X et xzmo; donc cos.r=T et C = i.
Si l'on suppose Y=X, on a R= v/XM^= X V^
et a: = 5o® j on aura donc X = X.V^.cos—^. 5o**;
mais cos 5o' = —-7=- ; donc c:=i— i , et par conséquent
X = R.cos«r.
Cette équation détermine l'angle x ; elle fait voir que la résultante des deux forces X et Y est dirigée suivant la diagonale du rectangle dont les côtés représentent ces forces.
Concluons donc, enfin, que la résultante de deux forces rectangulaires appliquées à un même point matériel M, et dont les intensités sont représentées
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par des lignes prises sur leurs directions , est représentée en grandeur et en direction par là diagonale du rectangle construit sur ces droites.
Il suit de là, qu'à une force donnée on peut toujours substituer deux autres forces qui forment les côtés d un rectangle dont elle est la diagonale. Soit R la force donnée, X et Y ses deux composantes, et a l'angle que forme la force R avec la forcé X; les trois forces R , X , Y et l'angle a seront liés par les équations de condition
X = Rcosa, Y = Rsina, Ji=0L^-f-Y\
Ces équations, qui n'équivalent réellement qu'à deux équations distinctes, serviront à déterminer deux des quatre quantités X, Y, R et £i, lorsque les deux autres seront données.
En étendant à trois dimensions le théot*ème précédent, il est aisé d'en conclure que la résultante de trois forces rectangulaires appliquées à un même point matériel est représentée en grandeur et en direction pai* la diagonale du parallélépipède dont les arêtes représentent ces forces. Soient donc X, Y, Z ces trois composantes, R*leur résultante, et a, A, c les trois angles que fait sa direction avec celle des forces X, Y et Z. On aura
R.COSâ^ Y = R.COS^, té ==: R.COSC
équations qui S accordent entre elles, puisque les
trois angles a, b, c sont liés par la condition
cos*^ •+• cos^b •+- cosV s= I.
Les équations précédentes serviront à déterminer trois des six quantités X, Y^Z^R, aet^^ lorsque Jes trois autres seront connues. Elles détermineront la valeur et la direction de la résultante , lorsque les trois composantes X ^ Y et Z seront données ^ et réciproquement on pourra^ par leur moyen, décomposer une force donnée R en troià autres perpendiculaires entre elles, et formant avec sa direction des angles donnés.
2. De là résulte une manière très simple de déterminer la grandeur et la direction de la résultante d'un nombre quelconque de forces appliquées à un même point matériel M. En effet, soient P, t', F', etc., les intensités de ces forces; a, af, d , etc. ; h y V ^ ll\ etc. ; Cy c\ d'y etc., les angles qui font respectivement leurs directions avec les trois axes coordonnés ; on décomposera chacune des forces données en trois autres parallèles à ces axes; désignant ensuite par X, Y et Z la somme de toutes les composantes , respectivement parallèles aux axes des x , des y et des z , en sorte qu'on ait
X=2.Pco8a, Y=2.Pcos4, Z = 2.Pcosc^
Toutes les forces qui agissaient sur le point M se trouveront ramenées à trois forces rectangulaires X, Y, Z, et si l'on désigne par R la résultante de ces
trois forces, et par A, B, C les angles que fait sa direction avec les trois axes coordonnés, on aura, pour déterminer ces quatre inconnues , les équations
X = R.cosA, Y = R.cosB, Z = R.cosC.
Si l'on place l'origine des coordonnées aii point M; qu'on désigne par Xy yy z, les coordonnées de l'extrémité de la force P ; par ody jr'y z', les coordonnées de la force P', et ainsi de suite , on aura
cr = P.cosdJ, ^c=P.cosA, z = P.cosc, x' =zY . cos a^y etc. ,
et par conséquent
X= X + x'+ etc. , Y =:^ +^' + etc. ,
Z = z + 2' + etc. ;
dans ce cas, X, Y, Z représentent les coordonnées de l'extrémité de la résultante , dont le carré sera la somme des carrés de ces coordonnées; on aura donc ainsi immédiatement la grandeur et la direction de la résultante.
Si le point M est en équilibre , en vertu des forces qui le sollicitent, leur résultante doit être égale à
zéro ; mais la fonction \/X' + Y* + Z% valeur de cette résultante, ne peut être nulle, à moins qu'on n'ait séparément-
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ou bien
Pcos^=o, 2.Pcosi = o, 2.Pcosc=o
C'est-à-dîre que, dans le cas de l'équilibre d'un point matériel M sollicité par un nombre quelconque de forces, la somme des composantes de ces forces parallèles à trois axes coordonnés rectangulaires, doit être séparément égale à zéro.
5. Ce théorème offre un moyen curieux de construira géométriquement la résultante d'un nombre quelconque de forces appliquées à un même point, ou de yérifier l'équilibre qu'on supposerait exister entre ces forces. En effet, soient P, P', P". . .P^"^ les forces données , que nous supposerons en nombre /z-f-i, et représentées par des lignes prises sur leurs directions. Soient a, b, c, a', b\ etc., les angles qu'elles forment respectivement avec les trois axes coordonnés. Si l'on ajoute toutes ces droites à l'extrémité l'une de l'autre, dans un ordre quelconque, mais dans des directions parallèles à celles qu'elles ont autour de leur point commun d'application , on formera un polygone d'un nombre tz + ï de côtés, ces côtés pouvant être situés ou non situés dans le même plan. Plaçons l'origine des coordonnées à l'origine de l'une quelconque des forces P, P', etc., à lorigine de la force P, par exemple, et désignons
par x^*^^ Y^**\ z^*^- x^'\ Y^*^ z^»^ x«, \W, z^">,
les coordonnées des différens sommets de ce polygone ; il est aisé de vérifier qu'on aura généralement.
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x^"^ = Vcosa + Fcosû' + P^->cosa^-^,
Y« = Pcosi -I- P'cosA' + P^->cosè<»^
z^*^ = Pcos £? + Fcos£?' . . . . -h F'^coscW.
Si les forces P, P'. . . F*^ sont en équilibre , on a n' 2 , jfi) = 0, Y^"^ = 0, z^"^ s= o;
et par conséquent le polygone est fermé. Si l'équilibre n'a pas lieu, les coordonnées x^"^, y^"^, z^"^, étant égales respectivement aux trois coordonnées de la résultante des forces P, P'. . .F"^, n** 2, celte résultante se confond avec la ligne menée de l'orîgipe pour fermer le polygone ; elle est donc représentée en grandeur et en direction par cette ligne. Quant à son sens d'action, il n'est pas équivoque, puisqu'elle doit toujours tendre à augmenter les coordonnées x^"^, y^"^, z^"^; d'où l'on peut conclure encore que cette résultante est égale et directement opposée à la force qu'il faudrait ajouter aux forces P, F. . .P^"^ pour établir l'équilibre dans ce système, ce qui d'ailleurs est manifeste.
Il suit aussi de là, comme corollaire, que si le système de forces que l'on considère se réduit à deux forces P, F, formant entre elles un angle quelconque, la résultante est la diagonale du parallélogramme construit sur les deux forces, et que, si ce système se compose de trois forces P, P', P'' non situées dans le même plan, leur résultante est représentée parla diagonale du parallélépipède construit sur ces trois forces.
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4. Supposons maintenant que le point M sur lequel agissent les forces P, P', etc. , ne soit pas libre et qu'il soit assujetti à rester sur une surface donnée; il en éprouvera une résistance que nous désignerons par N, et qui s'exercera suivant la perpendiculaire à cette surfece. S'il en était autrement, cette résistance pourrait se décomposer en deux autres forces , l'une dirigée suivant la normale à la surface, et qui empêcherait le point dç la pénétrer, l'autre parallèle à cette surface, et qui s'opposerait à ce que le point pût s'y mouvoir librement; ce qui est contre la supposition. Si l'o^ considère la résistance N comme une force pouvdUle dofA k point M est animé, il est dair qu'on {Vmrr^ 1? regarder ensuite comme par£dtement libre , et £ûre abstr^iction de la surface donnée. Soient donc a, €, y, les angles que forme la direction de la normale au point M avec les axes coordonnés ; soient X, Y, Z la somme des composantes , respectivement parallèles à ces axes, des forces qui sollicitent le point M; on aura , pour les conditions d'équilibre ,
N cosa 4- X == o, N cosC + Y =5 o, "j
Ngos> + Z = o- )('")
De ces équations on tire d'abord
c'est la mesure de la résistance dont la sur£ace doit être capable pour n'être pas pénétrée par le point M ; elle est égale à la résultante des forces qui agissent sur ce point , ou à la pression qu'il exerce contre la surface^ suivant la direction de sa normale.
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Soit L = o l'équation de la surface donnée ^ x^ jTy z les coordonnées du point M situé sur cette surface; on aura ^ par les formules connues ,
en faisant, pour abréger, K =
fê)-+(^)'+©-J
Si Ton substitue à la place de cos et ^ cos^^ cosy^ leurs valeurs dans les équations (m) , et qu'on élimine entre elles l'arbitraire N, les conditions d'équilibre du point M se réduiront aux deux équations suivantes :
\ ... An)
'^(f)-KS)=»-
Pour voir ce qu'expriment ces équations, désignons par R la résultante des trois forces X , Y, Z , les cosinus des angles que forme R avec les axes coordonnés seront exprimés par -^ , g- , ^î en nommant
donc A, B, C ces trois angles, les équations précédentes donneront
cosA.cos^ = cosB.cosâ&y
cosA.cosj^ = cosC.éosat.
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D'ailleurs ,
cos*A + cos'B + cos*C = i,
On aura donc
cos A = cosa, cosB = cosf , cosC = cosj^.
Cest-à-dîre que, pour assurer Téquilibre du point M , il ne sera plus nécessaire, comme dans le cas gênerai, que la résultante des forces qui le sollicitent soit nulle ; il saiEra que la direction de cette résultante soit normale à la surface donnée, afin que le point M ne puisse glisser en aucun sens sur cette surface.
Si la position du point M n'était pas fixée sur la surface , et qu'il s'agît au contraire de déterminer ce point de manière à ce qu'il se maintint en équilibre sous l'action des forces X, Y, Z , les deux équations (n) jointes à l'équation L = o serviraient à faire connaître les coordonnées du point cherché.
Supposons actuellement le point M assujetti à rester sur deux surfaces données ou sur la courbe de leur intersection. II éprouvera de la part de chacune de ces surfaces une résistance dont l'action s'exercera suivant les directions de leurs normales ; en comprenant ces nouvelles forces, dont la grandeur est arbitraire, parmi celles qui sollicitent le point M, on pourra faire abstraction de la courbe donnée, et regarder ce point comme entièrement libre. Désignons donc par N et N' les résistances que le point M éprouve, par cl, €, y, et a', Ç', y', Iss angles que
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forment les normales aux deux surfaces avec les axes coordonnes, et par X, Y, Z, les sommes des composantes ^ respectivement parallèles à ces axes, des forces qui sollicitent le point. Les conditions générales d'équilibre deviendront
Ncosa -f- N'cosa' -f- X = o, Ncosg + N'cosf' + Y = o, J. (;7) Ncosj^ 4- N'cosj/' + Z = o.
Ces équations , en désignant par /w l'angle que forment entre elles les deux forces N et N', et observant que
cos et cos a* •+• cbs Ç cos €' + cos y cos y* = cos co donnent
N» + N'» 4- àNN'.cos û) = X* + Y* + Zv
Le premier membre de cette équation représente le carré de la diagonale du parallélogramme'constmit sur les deux forces N et N', c'est-à-dire le carré de leur résultante, laquelle est nécessairement comprise dans le plan normal à la courbe donnée. La fonction
VX* -f- Y* + Z* exprime donc la résistance dont cette courbe doit être capable pour n'être pas pénétrée par le point M, ou, ce qui revient au* même, die exprime la pression normale que ce point exerce sur la courbe donnée.
Soient L = o et L'=o, les équations des deux surfaces dont l'intersection forme la courbe que h
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point M ne petit quitter, et dëâiguons par;r,^, z, les coordonnées de ce point , nous aurons
cosct'=K'.^, cosr=K'.~, cosy=K'.^'î
en snpposaTit, pour abréger, K =
Substituant ces valeurs dans les équations (p), et éliminant ensuite N et N', l^s conditions d équilibre du point M se réduiront à cette équation unique ,
Xdx + \dx -f. Zdz = o. (y)
Si l'on désigne par ds l'élément de la courbe sur laquelle le point M est assujetti, T' f ^9 ■t' seront
respectivement les cosinus des angles que forme cet élément avec les axes des x , des jr et des z ; les cosinus des angles formés par la résultante R et par les
mêmes axes, sont g* f g" > g^- L'équation précédente
exprime donc que cette résultante et Félément de courbe forment un angle droit entre eux. D'où il résulte que la somme des composantes, tangentes à ce même élément, est égale à zéro, condition néces-
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saîre, en effet, pour que le point M ne puisse glisser sur cette courbe.
Si la position du point M n'était pas fixée, et qu'il s'agit de la déterminer de manière que les forces X, Y, Z , fussent en équilibre , l'équation de condition (q) jointe aux équations de la courbe donnée, suffirait pour déterminer les coordonnées de ce point.
Quelles que soient d'ailleurs les données et les inconnues du problème, la fonction
sera toujours la mesure de la pression normale que le point M exerce sur la courbe qu'il parcourt.
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CHAPITRE II
De V Équilibre Jtun système dé points matériels liés entre eux d*une manière quelconque.
5. CoDSÎdëroas d'abord un système de forme in- Wiable > et commençons par le cas le plus simple y celui oii le système se compose de deux points seulement^ et où les forces qui lui sont appliquées se réduisent à deux , agissant dans le même plan.
Si Ton prolonge les directions de ces forcés ^ que nous désignerons par P et P', jusqu'à ce qu'elles se rencontrent en un point 0^ on ne changera rien à l'état du système, en supposant les forces P et P' appliquées immédiatement à ce point. En désignant donc par R leur résultante , et par Uj al j A, les angles que forment respectivement avec l'axe des or, les forces P, P', R; on aura
R.cosÂ = P.cosâ + FtCosa', R.sinÂ = P.sina -f- F
Ces deux équations donneront la valeur et la direction de la résultante R. La position de cette force serait donc parfaitement déterminée , si l'on connaissait un seul point de sa direction ; or, nous savons qu'elle doit passer par le point de concours des deux forces P et F. Pour exprimer anàlytiquement cette condition, menons de l'origine des coordonnées au
point 0^ une ligne L^ et soit et l'angle que forme cette droite avec Taxe des x. Abaissons de cette même origine une perpendiculaire sur chacune des forces P, P', R ; si l'on désigne par p^ p' et r, les longueurs de ces droites, il est aisé de voir qu'on aura
p =ï L.sm(a — a), y?' szs'lî.sin (a — <*')») ( \
r = L.sin(«— A), j ^'^^
Si, au moyen des deux premières équations ^ on éliipine de la troisième les deux quantités L et a , on aura la valeur de r exprimée en fonction de quantités connues, et la résultante R sera entièrement déterminée de grandeur et de position. Mais à l'équation qui résulterait de cette élimination, on peut en substituer une qui a Tavantage d'être plus simple, et dont la-cojiséquence est la même; en eflfet, remarquons que si l'on retranche l'une de l'autre les équations (i), après avoir multiplié la première par sinee^ la seconde par cos a, on a
R.sin {a — A) = P.sin {cl — â) + F. sîn (a' — a').
Substituons, dans cette équation, poursin(a — A), sin (a — ci)^ sin (* — a^) , leurs valeurs tirées des équations (o) , et multiplions tous les termes par L ^ nou& aurons
Rr = Vp + Py. (2)
Cette équation donnera la valeur de r, et fera connaître par conséquent à quelle distance la résultante pai^ de j l'piigiae, des coordonnées.
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S'il y ayait équilibre dans le système^ la résultante R serait nulle; les équations (i) montrent qu'il faut^ dans ce cas^ que les forcée P et P' soient égales et agissent dans des directions parallèles , mais en sens inverse ; Féquation {2) montre qu'elles doivent ètre^ de plus, directement opposées , ce qui d'ailleurs est évident.
La fonction Rr que nous avons introduite dans Vé^ qoation (2) , et généralement le produit d'une force par • laperpendiculaire abaissée de l'origine des coordonnées sar sa direction , est ce qu'on appelle le moment de la force par rapport à cette origine. Ce produit peut sexpdmer d'une autre manière , qui a l'avantage de rendre manifeste le signe des perpendiculaires p, p\ r. En effet, si l'on désigne par x^y et x', y, les coor*»données des points d'application des forces P, et Vy et par x , v les coordonnées d'un point quelcont^ de leur résultante , il est aisé de voir qu'on aura
p x=,j cos fl — - X sin a\ p' = x' cos a' — /' sinn^
et r = X cos A — y sin A ,
1 équation {n) deviendra ainsi
R(x cos A -—Y sin A) =: P {x cos a — ^ sin a)
-f-P'for'cos/»'— ysina'). (5)
Considérons maintenant un système composé d'un nombre quelconque de points matériels liés entre eux dWe manière invariable ^ et sollicités par des forcer que nous supposerons toujours agir dans le même plan. S<»ent P^F^ F'.«.P^«^, les juaten^ités de ceG^
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forces; a^ a\ d'...c^''^y les angles qu'elles forment avec Taxe des x\ /?, p\ p^' . . .//•"^ les perpendiculaires abaissées de l'origine sur leurs dii*ections. Composons d'abord en une seule deux de ces forces , P et P' prises à volonté; soit R' leur résultante^ A' l'angle qu'elle forme avec l'axe des ^r^ et r' la perpendicu*. laire abaissée de l'origine sur sa direction ; composons ensuite cette résultante avec la force suivante P"; soit R" leur résultante , A" l'angle qu'elle forme avec Taxe des a: y et /Ma perpendiculaire abaissée de l'origine sur sa direction ; composons cette nouvelle résultante avec la force P"', et ainsi de suite : de cette manière, nous réduirons finalement le système à deux forces, R""* et P^"^, dont nous déterminerons la résultante en grandeur et en direction , d'après ce que nous avons dit précédemment. Désignons par R cette résultant» ,^ par A l'angle qu'elle forme avec l'axe des a:, et par r la perpendiculaire abaissée de l'origine sur sa direction , et déterminons par le même n* la valeur des quantités R' cos A', R' sin A', Ry, R'^cosA", etc., nous aurons, par de simples substitutions,
R.cosA = 2.Pcosâ5, RsinA = S.Psina,) ,.x
le signe 2 désignant généralement la somme des quantités quW obtient en marquant successivement d'un accent les lettres P, a, ^.
Les deux premières équations déterminent Tintensite et la direction de la résultante ; la troisième , la distance à laquelle elle passe de l'origine. Cette der-^
nière équation montre que le moment de la résultante d un nombre quelconque de forces est égal à la somme des momens des composantes. Si Ton désigne par Zf t les coordonnées d'un point quelconque de la direction de R, et par Xy jy oc' y jr'y etc. , les coordonnées des points d'application des forces P, P', etc. j cette équation pourra s'écrire ainsi :
R.(xGOsA — YsinA) = 2.P(a;'cos£i — ^^sin^i). (5)
Si le système que l'on considère est en équilibre, en vertu des forces qui le sollicitent, la résultante de ces forces sera nulle; on aura donc, dans ce cas,
Pcosâ = o, S.Psina = o, 2.P/; = o
Equations d'où il est facile de coflclure que toutes les forces du système peuvent se réduire à deux forces égales et directement opposées.
Ainsi donc, pour qu'un nombre quelconque de forces agissant dans le même plan puissent se faire équilibre, II faut : i^. que la somme des composantes de ces forces, par rapport à deux axes rectangulaires menés arbitrairement dans le plan, soit respectivement égale à zéro ; 2*. que la somme des momens de ces forces, par rapport à un point quelconque du plan , soit nulle.
Si le plan dans lequel agissent les forces F, P', etc. , contenait un point fixe, il ne serait plus nécessaire que leur résultante fût nulle; il suffirait que la direction de cette force passât par le point fixe pour assurer 1 équilibre du système. Si Ion place donc en ce points l'origine des coordonnées, les conditions d^équilibre*
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se réduiront à l'ëquation unique ^.Tpsso, et la va^
leur \/(2.Pcos^i)*-f-(2.Psina)* de la résultante, dont le point fixe annule lefFet, exprimera l'effort «que supporte ce point. 11 est à remarquer que cet effort est le même que celui que le point fixe aurait à supporter si toutes les forces du système lui étaient immédiatement appliquées.
On déduit de ce que nous venons de dire , d'une manière très simple , et comme un cas particulier, toute la théorie du levier.
6. n peut arriver que les directions des forces P, P', P", etc., soient toutes parallèles entre elles; il convient d'examiner ce que_ deviennent alors les équations (4). On aura, dans ce cas,
a =: a' = a", etc. ,
et les équations (4) donneront
R.cosA=cos/ï.2.P, R.sinA=sinâr.2.P, R/'=2.P;3j;
d'où l'on tire
cosA = cosâ, sînA = sina et R = 2.P,
c'est-rà-dire que la résultante est parallèle aux com-^ posantes, et qu'elle est égale à leur somme. Lia troisième équation devient ainsi:
S.Pp ^ S.P '
ce qui détermine la distance de la résultante à l'orî- ^ne , et achève de fixer sa position.
Si Ton suppose R=i:o dans les équations précé-' dentés y elles deviennent^
D'où il suit que pour 1 équilibre d'un système de forces agissant dans le même plan et dans des directions parallèles^ il faut I*. que la somme de ces .forces soit égale à zéro ; :2*. que la somme de leurs momens, par rapport à un point quelconque du plan^
soit nulle.
Considérons enfin un système de points de forme
ÎD7ariable , sollicita par des forces dirigées d une
manière quelconque dans l'espace, et déterminons
les conditions à remplir pouf qà'ttn pareil système
soit eu équilibre. Soient P, P', F', etc. , les intensités
des forces appliquées au système; x, jr, z, ody y\
2', etc, , les coordonnées respectives de leurs points
d'application ; a, i, c, les angles que forme la direc-^
tion de la force P avec les axes des a:, des^ et des zy
dy y, d y les angles que forme avec les mêmes axes y
la direction de P', et ainsi de suite. Je* décomposa
chacune des forces P, F, P^i etc., en trois autres,
Pcosa, Pcosi, Pcost?, P'cosa', Fcosi', etc., res-»
pectivement parallèles aux ' axes des coordonnées. Je
prolonge la direction de là force Pcos^ jusqu'à ce
qu'elle rencontre le plan dés j^z en un point dont^
et z sont les coordonnées; je décompose ensuite cette
force en deux autres égales entre elles et parallèles
à sa direction , agissant l'une dans le plan des xyy
l'autre dans le plan des xz. Chacune de ces compo-
Mûtes sera, n^ 6, égale à îPcos«; la première-
agira perpendiculairement à l'axe des y y à une distance 2/ de Taxe des x, la seconde perpendiculairement à Taxe des z , à une distance 2Z du même axe.
J'opère une décomposition semblable sur les forces P'cosé/, P"cosa", etc., en sorte que le groupe de forces Pcosa, P'cosa', etc., parallèles à l'axe des a:, se trouve ainsi remplacé par deux groupes de forces, {Pcosfl, JP'cosfl', etc., agissant parallèlement au même axe , l'un dans le plan des xjj Tautre dans le plan des xzy aux distances respectives ny, 2jr', etc., 2Z , 2z\ etc. , de l'axe des x.
Je remplace de même le groupe des composantes P cos b, P' cos b', etc., parallèles à l'axe des ^, par deux groupes de forces i P cos ^, i P cos b\ etc. , agissant parallèlement au même axe, lun dans le plan des xy, l'autre dans le plan des yz, a des distances^ respectives, 2X, 2x', etc., 2z, 2z\ etc. , de l'axe des;^, et le groupe des composantes P cos c , P' cos c'y etc. , parallèles à l'axe des :; , par deux groupes de forces 7 P cos Cy ^ P' cos c'y etc. ^ agissant parallèlement au même axe, l'un dans le plan des xZy l'autre dans celui àesyz^ aux distances respectives ax, 2x'y etc., 2yy 2^^ etc. , de Taxe des z.
Ainsi donc , toutes les forces qui agissaient dans des directions quelconques sur le système que nous considérons, se trouvent remplacées par des forces agissant dans les trois plans coordonnés , et partagées sur chacun d'eux en deux groupes de forces respecti-. . vement parallèles aux axes que renferment ces plans.
Il est clair, d'après cela, que si l'équilibre a lieu sur . cbacun . des plans coordonnés , il aura lieu dans, la
système entier. Or les conditions d'équilibre sur chacun des plans des xjy des xz, ^\ des^z, seront exprimées n^ 5 par les équations respectives
2.P cosa = o, 2.[P (27*cosa — 2. F cosa = o^ 2,[P(:îa: cos c - 2.P cosi = o, 2. [P( 355 cos A —
^2.P cos A nx cosi) ] |2.P cosc HZ cos ^ ) ] J2.P cosc ay cos c ) ]
Ces neuf équations n'en forment véritablement que six différentes entre elles j l'équilibre du système sera donc assuré^ lorsque les forces P^ P', etc.; satisferont aux équations suivantes :
Pcosii=09 2.Pcos& = o, 2.Pcosc = o
2.[P(/ cos a — jrcos i)] = o, 2.[P(a:cosc— z cosflt)] = o,| 2.[P(zcosi— j^ cos c)]= o.
C'est-à-dire qu'un système de forme invariable ^ sollicité par des forces dirigées d'une manière quelconque dans Tespace , est en équilibre toutes les fois ({oe la somme des composantes de ces forces respectivement parallèles à chacun des axes coordonnés est iMille , et que la somme de leurs momens sur chacun des plans perpendiculaires aux mêmes axes est res-
J lavement égale à zéro.
\e| Ces conditions suffisent pour assurer l'équilibre du
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système , et il est aisé de démontrer que cet équilibré ne saurait avoir lieu sans elles. En effet, il existerait nécessairement sur celui des plans coordonnés pour lequel les équations d'équilibre ( 7 ) ne seraient pas satisfaites , une force libre. Si les trois plans coordonnés se trouvent dans ce cas, le système sera nécessairement mis en mouvement , parce que trois forces situées dans des plans différens ne peuvent jamais se faire équilibre. Si les équations d'équilibre sont satisfaites sur l'un des plans coordonnés y sans Têtre sur les deux autres, les résultantes des forces agissant sur ces plans ne sauraient se faire équilibre , à moins d'être situées toutes deux sur leur intersection commune, égales et de directioa contraire; ce qui est impossible d'après la transformation précédente. Enfin , si les conditions d'équilibre étaient satisfaites sur deux des plans sans l'être sur le troisième , les forces situées dans ce plan mettraient nécessairement le système en mouvement.
Si le système n'est pas en équilibre , et si les forces P, P', etc., qui le sollicitent ont une résultante R, il est clair que l'on rétablira l'équilibre dans le système en ajoutant aux forces P, P', etc. , une force égale et directement opposée à la force R. Soient donc A, B, tJ, leâ angles que forme avec les axes coordonnés Ha direction de R; soient x, y, z, les coordonnées d*un point quelconque J)ris sur cette droite; désignons de plus, pour abréger, par X, Y, Z, la somme des ^composantes des forces P, P', etc. , respectivement parallèles aux axes coordonnés, et par L, M, N, la ébmme de leurs momens relatifs aux mêmes axes. Les
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SIX équations de condition (7) devront être satisfaites en y introduisant la force R en sens inverse de sa direction; on aura donc
X — R.cosA = 0, Y — R.cosB = o, *]
Z — R.cosC ff=: o; f
L-(Yz— Zy) = o, m — (Zx— Xz)=o
N — (Xy — Yx)=o.
Les trois dernières équations qui appartiennent aux momens^ expriment aussi une relation qui doit exister eah« les coordonnées d'un point quelconque de la Insultante* R; elles. peuvent être regardées par consé- ^ent comme les équations des projections de cette force sur -les trois plans coordonnés. Si l'on élimine eatre ces équations les variables x^ y^ z, on aura
LX 4- MY + NZ = o.
C'est Féquation de condition nécessaire pour que les trois dernières équations. (8) puissent appartenir à une même droite, et par conséquent pour que les forces P, P', etc., oient une résultante unique. Lorsqu'on sera assuré que cette équation est satisfaite , les Irois premières équations (8) serviront à déterminer immédiatement la grandeur et le sens d'action de eette force.
Si les forces P, P", etc. , n'ont pas une résultante unique, on pourra toujours les réduire à deux forces, mais ces forces seront indéterminées de grandeur et de.^Urection. Soient en effet R', R", R'^', les trois résultantes partielles que l'on obtient par la composition
de toutes les forces qui agissent sur chaque plan coor-* donne y par les directions des forces R", et R''', menons deux plans parallèles à la direction de la troisième force R'î menons ensuite par cette dernière un nouveau plan qui coupe à la fois les directions des forces R" et R'" : la force R' pourra se décomposer en deux autres agissant dans les pians parallèles à sa direction que nous avons menés suivant ^les forces R^ et R'". Les trois forces R', R", R''', se trouveront ainsi réduites à deux couples de forces agissant dans le même plan, lesquels pourront par conséquent se réduire à deux forces agissant dans des plans diflerens.
Si le système que nous considérons n'était pas libre^ s'il était , par exemple , retenu par un point fixe autour duquel il serait obligé de pivoter, les six équations (8) ne seraient plus nécessaires pour assurer l'équilibre de ce système. Il suffirait, dans ce cas, que la résultante des forces P, P', etc. , passât par le poin\ fixe. Si l'on prend ce point pour Torigine des^coordonnées, la projection de R sur les trois plans coordonnés passant par l'origine, on aura
Ce sont les seules conditions nécessaires pour assurer dans ce cas l'équilibre du système, et la valeur
V/X* •+• Y* 4- Z* de la résultante sera la mesure de la pression que supporte le point fixe.
Si le système était retenu par deux points ou par un axe fixe, toutes les forces perpendiculaires et parallèles à cet axe seraient détruites par sa résistance. En prenant donc cet axe pour l'un des axes coor-
donnés^ pour l'axe des z, par exemple, tout Teffef des forœs qui agissent dans les plans des/z et des xz sera annulé; il suflSra donc, pour assurer l'équilibre du système , que la résultante des forces qui agissent dans lé plan des ay soit dirigée sur l'axe des z, ou passe par l'origine des coordonnées , ce qui réduit les conditions d'équilibre à l'ëquation unique
Cest-à-dire qu'il faut simplement y dans ce cas , que la somme des momens relatif à l'axe fixe soit nulle*
8. Supposons maintenant que toutes les forces qui agissent sur le système soient parallèles entre elles ; à l'on fait dans les équations (8), a = a'=:i/'=:etc.y J= t' = A"==etc., c = c' = €?"=etc,, on aura^ pour déterminer la valeur et la direction de la râultante , les équations suivantes ,
cas*.[z.2.P — 2.Pz] = cos£?.[y.2.P — 2.Py], C06c.[x.2.P — S,Pa:]=icosfl.[z.2.P — 2.Pj3]> cosa*[Y.2.P — 2.P^3 = cosA.[x.2.P — 2,Px].
D^où il suit : i^. que la résultante est parallèle aux composantes, et égale à leur somme; 2'*» que les momens de la résultante , par rapport à chaque'^axe coordonné, sont égaux à la somme des momens des composantes, relatifs à cet axe.
On satisfait aux trois dernières équations préoé* ^^entes, indépendamment de toute valeur donnée aux Tome I. 5
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angles à, b, c, en' faisant
X.P« S.Pv I.P
Qe sent les coordonnées d'un point situe sur la résul* tantev et ce point ^est remarquable en ce qu'il est indépendant dé la direction des forces P, P', etc., et que par conséquent il ' ne varie pas , quelles que soient les positions de ces forces dans l'espace, pourvu qu'elles, restent pariJlèles entre elles , et que leurs points d'application soient les mêmes. Ce point s'appelle centre des forces parallèles; c^est la commune ititêrsectiôn de toutes le^ lignés suivant lesquelles la i^iHtante petit être dirigée lorsque les intensités de oeÀ forces et leurs points d'application ne changent
paÉëk •
-•81 te systèltte contenait un point fixé, il suffirait que la direction de la résultante pàss&t ptfr ce point pour assurer Téquilibre, Le point que nous venons de nommer centre des Torces parallèles jouit donc enc^ê de cette propriété remarquable;, qu^étant souteplt, Je:^yslètnere«|e en^quilibte, quekji® situation qu'on lui doqpeautpu^^e ce point j^ et qpejle que soit d'ailleurs la dlrectîo'n des forcés qui le sollicitent.
^.ifiuppbfions que le systi^sie ne a^t souniis qu'a FactkHi dfi la pesanteur $ cette acti<m,étant la même pouD tous* les cdrps, et l^s dinections de la pesanteur poun Tant être suf^sées les mêmes dans tout^ l'étendue du système , les forces dont les différei^a poâiits qui le conqpeaeiiit sont animés pôniToat être regardées comnui'^fabaUèles^ et oomme prc^rtionnelles aux
masses m^ m\ ni' y etc., de ces points. On aura donc^ par ce qui précède, R=:lS./7i, c'est-à-dire que I^l résultante est égale au poids du système. On auni ensuite, pour déterminer le point que nou$ aypn$ nommé généralement centre des forces parallèles^ et qui, dans ce cas, prend le nom de centre de gra^ vite, les équations
X»mx X . my X . mz
Ia propriété caractéristique du centre de grayité consiste en ce que, s'il est supposé fixe, le système animé par la pesanteur reste en équilibre, quelque situation qu'on lui donne autour de ce point, parce que, dans toutes ces positions, la résultipite des forces qui agissent sur le système yiçnt passer par le point tij:e. Si l'on place l'origine des «[^aordonnées en ce point, on aura
mx = o , 2 . ni)^ = o , 2 . twz = o
La position du centre de gravité est donc déterminée par la condition que, si Ton fait passer par ce point un plan quelconque, la 3omme des produits de chacun des points du système, par sa distance à ce point, est nulle ; car cette distance e§t une fonction linéaire des coordonnées x^jr, z de ce point; en la multipliant donc par la ma$$e du point, la somme de ces produits sera nulle en vertu des équations précédentes.
Cette propriété sert à fixer d'une manière très sim|iç la- position du centre de gravité. En effet, soiesut X, Y, z> ses trois coordonnées, rapportées à
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des axes et à une origine quelconque ; soient x, jr^ % les coordonnées de m par rapport aux mêmes axes, ocf yj\ z' celles de m\ et ainsi de suite; x — x,^ — y et z — z, seront les coordonnées de m par rapport au centre de gravité , ar'— ? x , y — y, z' — z celles de m\ et ainsi de suite ; on aura donc
On a d'ailleurs
S.m.x = X.2./72 y 2./71.Y = Y.S.m, 2.i».z = z.S.iti ;
on aura donc
X.mx X.my 1 • mz X = , Y =: -9 z
Ces coordonnées x^ y^ z ne déterminant qu'un seul point , on voit qu'il n'y a aussi qu'un seul point qui jouisse de la propriété d'être le centre de gravité du système.
Les valeurs précédentes donnent
équation que l'on peut écrire ainsi :
S . m . (jr'+J^'+ g^) 2>. y/tm^ [(jir^— j;)«+ (/— j^)«+ (/— s)^
l'intégrale finie
désignant la somme de tous les produits semblables à
celui renfermé sous la caractéristique 2, que Ton peut former en considérant deux à deux tous les points du système.
On aura donc ainsi la distance du centre de gravité à un point donné, au moyen des distances des différens points du système à ce point, et de leurs distances mutuelles. Enjgcalculant de cette manière la distance du centre de gravité à trois points fixes quelconques, on aura sa position dans Tespace, ce qui fournit un nouveau moyen de la déterminer.
g. n est aisé d'étendre à un corps sc^ide de figure quelconque les résultats précédens , et de déterminer ainsi les conditions de son équilibre. Il suffît, pour cela , de le considérer comme un asseioblage de points pesans liés entre eux d'une manière invariable. Soit donc dm un des élémens de la masse M du corps, ^9^9 ^9 ï^ coordonnées de cet élément, X, Y, Z, les trois forces qui agissent sur Tunité de masse, pa--* rallèlement aux axes des x, des^ et des z; les trois forces qui sollicitent l'élément dm dans la direction des mêmes axes, devant être proportionnelles à sa masse, seront IL, dm, Y. dm, Z.dm, et les équa-« tions (j) du n® 7 deviendront
S.X.d!nt = o, S.Y. dm =: o, S.«Z.^/7i = o;
S,(Xj^— Yjc).€fc?i=o, S;(Z;r — Hz). dm =0^
S.( Yz — Zf).dm = o ;
le signe intégral S se rapportant à la molécule dm ^ et devant s'étendre à la masse entière du corps»
Si le corps était assujetti à tourner autour de Ton" giûe des coordonnées, les trois dernières équations suffiraient pour assurer l'équilibre.
S^il n'était soumis qu'à l'action de la pesanteur, on aurait, pour déterminer son centre de grayité^ en nommant M la masse entière du corps, et en remarquant que S.^ = M, les équations
S.x.dm S.^.dm S.z.dm
Enfin , si le système que l'on considère est composé d'un nombre quelconque de corps solides m, m', etc., Sollicités par dès forces quelconques, on cherchera, d'après ce que nous venons de dire, les résultantes partielles des forces qui agissent sur chacun de €^ èorps , et l'on n'aura plus à considérer que des forcée de grandeur donnée agissant sur des points Héd entre eux d'uùe manière invariable, dont on détermi&efft Féquilibre par les considérations précédentes.
I o . Nous n'avons considéré j usqu'ici que des systèmes de forme invariable ; mais quel que soit le système qui se présente, il est évident que Ton ne changera rien à son état d'équilibre , en joignant par des droites inflexibles les difierens points dont il se compose , de manière à rendre invariables leurs distances mutuelles. Les forces qui lui sont appliquées doivent donc , s'il est libre 9 satisfaire toujours aux six équations générales (7) n"* 7, quel que soit d'ailleurs le mode de liaison de ses différentes parties.
Mais ces équations, sans lesquelles l'équilibre ne
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saurait avoir lieu, ne suffiront plus dans ce cas pour assurer son existence. Les forces qui animent le système de forme variable devi'oat en outre satisfaire à certaines équations de condition qui dépendront de sa nature. Voici conunent on pourra, dans tous les cas, parvenir à les former de la manière la plus
facile.
On observera que l'équilibre du système n'est pas troublé lorsqu'on suppose invariable un nombre quelconque de ses parties; l'équilibre subsistera donc encore en rendant fixes tous les points qui le composent^ moins un. On exprimera ainsi les équations d'équilibre de chacun des points du système, en ayant égard à leur liaison mutuelle, et les équations de condition qui résulteront de leur combinaison ou de l'élimination des arbitraires qui dépendent du mode de liaison des parties du système, seront celles que les forces qui le sollicitent doivent rempb'r pour assurer son équilibre.
Ces considérations générales serviront à faciliter la mise en équation de tous les problèmes que peut présenter l'équilibre d'un nombre quelconque de forces appliquées à un système de forme variable, quelle quje soit sa nature. On en déduit d'une manière très simple la solution de deux questions de ce genre, fort remarquables, celles de l'équilibre du polygone funiculaire et de la lame élastique. Nous regrettons <iue les bornes de cet ouvrage ne nous aient pas permis, de les développer ici.
CHAPITRE III
Du Mouvement d'un point matériel.
I ï . Un point matériel ne peut se donner à lui-même aucun mouvement; il est également incapable d'altérer de quelque manière que ce soit le mouvement qu'il a reçu. Cette tendance de la matière à persévérer dans son état de repos ou de mouvement , se nomme inertie. Cest là première loi du mouvement des corps.
L'inertie doit être regardée comme une loi de la nature , et Texpérience vient sans cesse la confirmer sous nos yeux. En effet, nous voyons sur la terre les mouvemens des corps se prolonger de plus en plus, à mesure qu'on diminue les obstacles qui s'y opposent, ce qui nous porte à croire que sans eux, ces mouvemens dureraient toujours. La marche des corps célestes, qui depuis un si grand nombre de siècles se conserve sans aucune altération sensible, nous offre de cette loi une preuve plus manifeste encore.
II suit de là que toutes les fois qu'on observe une altération quelconque dans l'état de repos ou de mouvement d*un corps , c'est à l'intervention d'une puissance étrangère qu'il faut en attribuer la cause.
Sî un point matériel, après avoir obéi à l'action de la force qui le sollicite , est ensuite abandonné à luimême , il continuera à se mouvoir d'un mouvement uniforme dans la direction de cette force^ s'il u'éprouve
.ailla la
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et le temps seront deux nombres abstraits qui désigneront combien chacun d'eux contient d'unités de son espèce» La vitesse, qui dans le mouvement uniforme est> comme nous Fayons vu, égale à l'espace divisé par le temps employé à le parcourir, devient alors un nombre abstrait qui marque le rapport de deux nombres de même nature , et son unité est la vitesse du corps qui parcourt un mètre dans une seconde. Cette observation est générale, et il ne fiaiut jamais la perdre de vue^ lorsque, par la nature d'une question quelconque de Mécanique, on est conduit à considérer des quantités de nature différente, telles que Tespaoe^ . le temps , la vitesse , les forces , les masses ou kn , volumes des corps. En réduisant, comme nous Favons ^ dit , toutes ces quantités à des nombres abstraits , leur , comparaison ne donnera plus aucim embarras, et leva , présence dans la même équation n'offrira plus aucune ^ idée choquante.
Le temps que met un corps à décrire un espace ^ déterminé est plus ou moins long , suivant la grandetir ^ de la force qui le met en mouvement : la vitesse com^ , tante pour un même mouvement uniforme varie donc aussi avec la force motrice ; mais , dans Tignorance oà nous sommes sur la nature de ces forces , il ne nom est pas possible d'assigner à priori la loi de ces varia^ tions. En effet, dans le mouvement d'un corps, nous ne voyons clairement que deux choses, l'espace par* couru , et le temps employé à le décrire ; la cause du mouvement^ ou ce que nous avons généralement apr pelé ybrce, nous est presque toujours inconnue, cl nous n'avons d'autre moyen de l'apprécier que par le^
effets qui en résultent. L'hypothèse la plus simple que Ton poisse faire sur le mode d'action des forces motrices ^ est de supposer les effets proportionnels aux cttiaes qui les produisent , ou , ce qui revient au même , d'ddniettre que plusieurs forces agissant dans le même sens et d&ns la tiiéme direction feront parcourir au corps qu'elles sollicitent , un espace égal à la somme des espaces que chacune d'elles lui aurait fait parcourir tépttémezlt; en comparant ensuite aux observations ks tésultats qui dérivent de cette hypothèse , on peut s'assurer par leur accord avec elles , que c'est en effet h loi de là nature. Au reste , cette hypothèse , et celle deFiliertie^ que nous avons regardée comme une propriété de la matière , sont les deux seules données que la Mécanique emprunte à l'expérience, et leur constant itiqord avec les observations leur a donné la certitude de vérités rigoureuses.
Dans le mouvement uniforme , les vitesses sont proportionnelles aux espaces parcourus dans les mêmes interralles de temps; les espaces , d'après ce que nous tenotis de dire , sont proportionnels aux forces motrices ; les vitesses sont donc aussi proportionnelles à tes forces. Dans œ mouvement , la vitesse et la force pèuveiit donc servir de mesure l'une à Tautre , et par conséquent toutes les règles que nous avons données sur la composition des forces peuvent s'appliquer à la composition des vitesses. Ainsi , lorsqu'on connaîtra ks vitesses que deux forces communiquent séparévient à un mobile, on déduira par la< règle du parai-
lâogramme des forces, la vitesse qui serait due à la de ces forces. Réciproquement , lorsque la
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vitesse imprimée à un mobile par la résultante de deux forces sera connue , on pourra en la décompo* saot f déterminer l'intensité de chacune d'elles. Cette manière de mesurer les forces ne donne pas^ il est vrai, leurs valeurs absolues^ elle indique seulement leurs rapports entre elles ; mais c'est la seule chose qu'^ soit important de connaître en Mécanique.
Considérons maintenant le mouvement d'un point sollicité par une force qui agit sur lui d'une manière continue, comme la pesanteur, par exemple. D nous est impossible de savoir si cette force et les forces semblables que nous observons dans la nature agissent en effet sans interruption sur les corps qui leur sont i soumis y ou si leurs actions sont séparées par des intei^- ^ valles de temps dontja durée est insensible ; mais quœ \ qu!il en soit de ces deux suppositions^ il est facile de . voir que les résultats doivent être les mêmes dans le» j deux cas; car si l'on représente les vitesses d'un corps \ sollicité par une force sans cesse agissante , par 1^ { ordonnées d'une courbe dont les abscisses représentent i les temps, cette courbe , dans le second cas , se changera { en un polygone d'une infinité de côtés, et qui pourra 1 par conséquent être* censé se confondre avec elle. Nous ; adopterons la seconde hypothèse , comme la plus conforme aux principes du calcul différentiel, et surtout parce qu'elle fournit le moyen de ramener d'une manière très simple aux lois du mouvement uniforme celles du mouvement varié que nous considérons. En effet, si l'on désigne par dt l'intervalle de temps infinir ment petit qui sépare les actions successives d'une force motrice quelconque , le mouvement pendant cet ior^
tervalle pourra être regardé comme uniforme , et en nommant ds l'espace parcouru pendant cet instant , la
vitesse de ce mouvement sera représentée par -r.
Si l'on suppose donc le temps t, pendant lequel la force motrice, dans le mouvement varié, agit sur le point qu'elle anime, divisé en une infinité d'intervalles infiniment petits, le mouvement qui en résultera se trouvera partagé en une infinité de mouvemens uni-* foraies dont les vitesses constantes pendant chacun de ces intervalles varieront seulement d'un intervalle à i<autre.
Qaant à la force qui produit ce mouvement, et que nous nommerons désormais ^orce accélératrice, son effet étant de faire varier continuellement ia vitesse, ces variations instantanées doivent naturellement^ lui servir de mesure. Or, pendant l'instant infiniment petit dt^ on peut regarder l'action de la force accélératrice comme constante. Si l'on désigne donc par dy l'accroissement de la vitesse au bout de l'instant ^dt , et par P la force accélératrice , on ai^a dç:=Fdt} puisque l'accroissement de vitesse engendré pendant l'instant dt doit être le même que celui qui aurait eu lieu si l'action de la force accélératrice n'a- Tait pas été interrompue pendant la durée de cet
instant. On aura donc ainsi F = ^; et comme on a
déjà i^ = -j , on aura P = t-. C'est-à-dire que la
force accélératrice, dans le mouvement varié, sera taesar^ par la différentielle seconde de l'espace, divisée par le carré de l'élément du temps supposé
46 THJÉOïlïE ANALYTIQUE
constant. Op pourra d'ailleurs étendre à cette quantité ce que nous avons dit sur la composition des vitesses d^s le mouvement uniforme.
Ces considérations sur les lois du mouvement suffisent pour résoudre toutes les questions relatives au mouvement d'un point matériel sollicité par des forces quelconques. En général , tout problème relatif au mouvement doit avoir d'abord pour objet de déter« miner à chaque instant la position du mobile, sa vitesse et sa direction. 'Ce qu'il y a de plus simpk, pour y parvenir, c'est d'établir une relation entre ks accroisseràens de ses coordonnées et les forces dont ils dérivent , en sorte qu'on puisse ensuite remonter, par l'intégration de ces valeurs infiniment petites à leurs valeurs finies , ce qui n'est plus qu'une questim d'analyse. Aussi la Mécanique a-t-elle fait de rapides fM!Ogres à mesura que cette branche de nos connai»-^ sances s'est développée.
1 2. JSoit donc M un point matériel que nous regar^ derons comme entièrement libre ; supposcMis les forces ^pri*'l€t sollicitent réduites k trois forces X, Y, Z, rcspéctîveméht parâllèïeis ^tux trois coordonnées recr tùvlgles it , jr^ z, qui déterminent sa position; supj>6sonSy de plus, que ceÈ forces agissent en sens contraire de l'origine (^coordonnées, et. tendent à ks accroître. Les^ dirfççtioiis des trois composantes X^ Y, Z> étant perpéndiculiaires entre elles, chacune d'elles «9t indépendante de l'actioA des deux autres ^ et peut iétre regardée comme si elle agissait âenk# Elles auropt donc pour mesure la différentielle se6Qo4^
de Fespace qu'elles feraient parcourir séparément au point M, divisée par le carré de l'élément du temps, et Von aura par conséquent
ce sont les équations générales du mouvement du point M ; elles expriment la relation qui doit exister entre les accroissemens difierentiels des coordonnées qui fixent sa position , et les forces accélératrices qui les produisent; elles sufiiseot pour déterminer à chaque instant toutes les circonstances de son mouvement dato l'espace.
Si ce point est libre , les trois intégrales premières
des équations (A) feront connaître à chaque instant la
vitesse dont il est animé , et leurs intégrales finies
donneront la valeur des coordonnées x^jr, z en fonc-
âon du femps t. Si Ton élimine t entre les équations
d'oii ces valeurs dépendent, il en restera deux entre
les variables Xjjr^ z, qui seront les équations de la
courbe décrite par le point M dans l'espace; cette
courbe sera généralement à double courbure; c'est
L ce qu'on nomme la trajectoire du mobile.
Si le point M n'est pas libre, s'il est assujetti, par exemple , à se trouver sxir une surface ou une courbe donnée, au moyen des équations de cette surface ou de cette courbe, on éliminera, de l'équation entre stffe^z, résaltant de l'intégration des équations (A), ittant décès variables qu'il y aura d'équations données, «lit en résultera, entre les forces X, Y, Z, des équa- Soris de condition nécessaires pour que le mobile ^ pAsse remplir les ^conditions demandées.
1 3. Si Ton ajoute les équations (A) après avoir mnJU tiplié la première par ndXf la seconde par ^ictjTf la troisième par ndz^ et quon intègre leur somme ^ on aura
-±^±^*=C+a/(X^- + Yir + Z^); (i)
C étant une constante arbiti^re.
Le premier membre de cette équation est le carré de la vitesse dont le point M est animé^ puisque ^,
-^y ^ sont les composantes de cette vitesse , rela«
tives à trois axes rectangulaires , et que nous avons vu qu'on pouvait appliquer aux vitesses les mêmes principes que nous avons démontrés pour la composition des forces. En désignant donc par v cett0 vitesse^ on aura
Supposons que la fonction ILdx ^\d)r '{-lidz soit h différence exacte d'une fonction des trois variables Xf jTf z, que nous désignerons par /{oc^jr, z), ou aura, en intégrant,
1^» = C + ^fix^yy z).
Cette équation est remarquable en ce qu'elle donne la vitesse du mobile en un point quelconque de la trajectoire, au moyen seulement des coordonnées de ce point, et sans qu'il soit besoin de connaître la nature de cette courbe. Si l'on désigne par A la vitesse
qui répond an point dont les coordonuées sont c,b,c, oa aura, ponr déterminer la constante C,
lL-:=C+af{a,b,c),
et par conséquent
f^ — A* = ^f(x,jr, z) — af{a, b, c);
d*où Ton voit que la yitesse que le mobile acquiert en passant d'un point dont les coordonnées sont a, bf c, k un autre point quelconque^ est la même, gnelle que soit la coorbe qu'il ait parcourue dans imteryalle.
La courbe que décrit dans ce cas le mobile jouit dune propriété particulière qu'on déduit aisément des équations précédentes par les premiers principes du calcul des variations. Cette propriété consiste en ce que rint^rale/f^J^, prise entre deux points donnés , est moindre sur cette courbe que sur toute autre courbe menée entre les deux mêmes points, si le mobile est libre ; et que s'il est assujetti à se mouvoir sur une sor&ce donnée , cette intégrale est moindre par rapport à la courbe qu'il trace sur cette surface en passaul; d'un point à un autre, que par rapport à toute autre courbe menée entre ces deux points sur la même sor&ce.
Il suffit pour le faire yoir, de démontrer que la variation i^.fvds est nulle entre ces limites. Or on a
ds désignant l'élément de la courbe décrite , et di
se
50 THÉORIE ANALYTIQUE l'élément du temps, on a d'aîQears
ds = ^dx* + ^' + isfe* j & = i^ûff y d'où l'on tire
ds.^v =z= vS'v.dt.
51 dans la première de ces équations on substitue p( ds sa valeur (^ J/ , elle donnera
Si Ton différencie par rapport à la caractéristique l'équation (i), elle donne
PcTi^ = XJ'x + Yjy -I- ZcTz,
ou bien en mettant X, Y, Z, leurs valeurs
Réunissant les deux parties de la valeur cT . i^ds , trouve
D'où, en intégrant par rapport à la caractéristique on tire
d.fs^çLs s= — - — ^ -^ ,/^ ^ f- constante.
Si l'on suppose fixes les deux points extrêmes
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la courbe y les variations S'Xj S^y^ J^z seront nulles
par rapport à ces points , on aura donc entre ces
limites cT. fpds = o , et par conséquent Fîntégrale
fvds sera un minimum.
Si le mobile n'est soumis à l'action d'aucune force
accélératrice , sa vitesse v est constante , et l'on a
fvds = î/s, en sorte que l'arc de courbe décrit par le
mobile est alors le plus oourt que l'on puisse mener
du point de départ au point d'arrivée ; et comme les
espaces sont dans ce cas proportionnels au temps , il en
résulte encore que le mobile parvient du premier
point au second dans un temps moindre que s'il était
obligé de suivre toute autre courbe.
Ces r&ultatSy très remarquables^ supposent que ht
fonction Hdx + Ydjr + Zdz est une différentielle exacte. Il existe dans la nature un cas fort étendu , où cette condition est remplie , c'est celui où toutes les forces accélératrices qui agissent sur le mobile sont dirigées vers des centres fixes , et où l'intensité de chacune d'elles est une fonction de la distance du mobile à son centre d'action.
En effet, si Ton représente par P l'intensilé d'une de ces forces^ par a, b, c les coordonnées du point fixe vers lequel elle est dirigée, par p la distance de ce point au mobile dont les variables ûc, j, z déterminent à chaque instant la position , en sorte qu'on ait
p-=:(x — ay+(jr^by + {z — c)%
les cosinus des angles que forme la droite p avec les axes coordonnés seront respectivement ^'~ ■ , ~^
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, oa, en différenciant Téqnation précédente^
•j-^ -£-, -j-. Les composantes de la force P, parallèles aux mêmes axes, seront donc
^ dp -p dp ^ dp
On aura , par conséquent, en yertu des actions réunies des forces P, P', F', etc. , qu'on supposera toutes de la même nature que la force P,
XsX.pg, Y = 2.P^, Z = 2.P^.
Si Ton multiplie respectivement par dx^ dy^ dz ces valeurs , et qu on les ajoute , on a
Xdx H- \df + Zdz=z :E.Vdp.
Les forces P, P', etc. , étant fonctions des distances p, p', etc. , chacun des termes du second membre de cette équation est une différentielle exacte ; son pre^ mier membre l'est donc pareillement.
n n'en serait pas de même si quelqu'une des forces P> P', etc., était dirigée vers des centres mobiles; dans ce cas, les coordonnées a, b, c deviendraient variables , et la différentielle de dp qui entre dans la valeur de X^£r -]- \dj + Zdz n'étant [dus complète, cette formule ne serait pas une différentielle exacte.
14. Lorsque les forces qui agissent sur le mobile se réduisent à une force unique dirigée vers un centre fixe, le mouvement qui en résulte jouit d'une pro-
priété très importante dans la théorie dn système du monde, et qui se déduit dune manière très simple des équations dîfierentielles (A). Elle consiste en ce que les aires décrites autour du centre fixe par la droite menée de ce point au mobile^ sont proportionnelles au temps employé à les paitx>urir.
Pour le faire yoir, multiplions la première des équatkins (A) par y^ la seconde par x, et retranchoQS-les ensuite lune de l'autre; nous aurons
On trouverait d'une manière semblable les deux autres
équations
«*i=i& = Crz - ,ï).&. J '"^
Si Ton prend pour origine des coordonnées le point fixe vers lequel la force accélératrice P est constamment dirigée, on a X = P.*, Y=P.J, Z=P.^;
«'+/'-(-z% on tire de là ,
XY=7X, zXszxZ, jrZz=:zY. (c)
Les seconds membl-es des équations (à) sont donc nuls , en vertu des équations précédentes , et ces équations donnent, en les intégrant,
xdjr—ydx=cd£ f zdx — xdz=zc'dt, jrdz — zdp=i(/'dt, c, c', c'' étant trois constantes arbitraires.
Si l'on ajoute ces intégrales après avoir multiplié
la première par 2^ la seconde par j^^ la troisième
par Xf on a
équation qui nous montre que la trajectoire décrite par le mobile est contenue dans un plan passant par l'origine des coordonnées.
U est aisé de s^assurer que les premiers membres des équations (2) représentent le double de Taire élé^ mentaire tracée pendant Tinstant dt par la projection du rayon vecteur du mobile sur chacun des plans coordonnés; cette aire est donc une quantité constante j par conséquent laire décrite par les projections du même rayon pendant un temps fini / sera proportionnelle à ce temp^ La direction des plans coordonnés étant arbitraire^ on peut prendre pour Tun d'eux le plan même de la trajectoire du mobile , d'où il. suit, par conséquent , que les aires décrites par le rayon vecteur autour du centre des forces sont proportionnelles au temps.
. . Réciproquement y si les aires, trtfcées par le rayon yectçur. autour du point fixe, croissent comme les temps, on en peut conclure que la force qui les fait décrire est constamment dirigée vers ce point. En effet, les équations {n) étant satisfaites d'après cette hypothèse, leurs différentielles ), et par 3uite les preiniei$ inçpiabres des ^çqji^sitipQS (a), seronf , ipuls ; on retrouvera donQj^ip4>^j^atre les forces X, Y, Z et les coordonnées :x:^ j^ z du mobile , les équations [c) ; d'où roii* tire ' *
.,..X. : Y; Z\\x\jv z. .
\a résultante des forces X, Y, Z est par coasëqHenit ^gée suivant la ligne droite menée du nK>bîle •à l'origine des coordonnées.
Les propriétés du mouvement d'un point matériel > qae nous venons de développer , sont géuérales^.et s'appliquent à une dbisse très étendue de forces accélératrices. Nous allons faire maintenant, sur la nature de ces forces > quelques suppositions particulière^ , et résoudre plusieurs problèmes qui sont à^ttn grand intérêt dans la théorie du système du monde; '' \ '
i5. Proposons-nous d'abord de déterminer le mburement d'un point matériel sollicité par l'actio^ d^^la pesanteur, et qui se meut dans un milieu résistant* ^
La pesanteur nous ofiîre l'exemple d'une torce qui exerce une action continue surjes corps qu elle anime. Elle agit d'uiie manière semblable sur toutes)es v^léh cales de la niatière, soit,d|ttis Tétat^de repos j âpitdanB Fétat de mouvement , e| parait tsieiidre à les attirer yens le centre.de la terre. L'action 4e la pesanteur varie siû*- Tant-les différens points que nous occupons sur le globe, et suivant les distances où nous sommet 4^ sou e^ntr^. Sa direction change avec l'horizon du lieu • auquel ell|S est toujours perpendiculaire; mais comme les courbes (pie Ton coAsidère dans le mouveiAent dès'pcojactilips ont infiniment peu d'étendue comparativement aux ^mensions de la terre , nous regarderons , (laps çejqui va suivre, l'action de la pesanteur comme const^nt{9^ et nous la supposerons dirigée suivant des droites parallèles. La résistance que le mobile éprouve de la part du milieu qu'il traverse dépend à la fois et de
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la densité de ce milieu et de la vitessie dont il est
4iniine.
Cela posé , désignons par g l'intensité de la pesanteur, et par € la résistance du milieu, que nous regarderons comme une force dirigée suivant la tangente a la courbe que le mobile décrit, et agissant en sens contraire de son mouvement, son intensité dépendant de, la vitesse du mobile. Supposons le plan des x et 'desj^ horizontal, et plaçons l'origine des coordonnées au point le plus élevé de la trajectoire. Si Ton désigne
par ds un élément quelconque de cette courbe ^ 7 ^
^f'-^f seront les cosinus dés angles que forme sa tan-
^ente avec les axes coordonnés, et la force € donnera panAlèlement à ces axesles trois composantes suivantes:
^'^ -*&^ ^'T** Ces forces tendent à diminuer
-les variables Xp jr, z. L'action de la pesanteur an coBtraire > qui s^exéroe tout entière suivant Taxe des z^ tend à augmenter cette coordonnée; en désignant donc par X, Y, Z, les forces accélératrices dont le tnobite est animé parallèlement aux trois axes coor-« donnés, on aura
Le^ trois équations du mouvement deviendront donc
Si Ton multiplie la première par ify^ la seconde par dx, et qu'on les retranche Tune de l'autre, on aura
ds d*Y dy d'x ^^^
d'oïl l'on tire , en intégrant ,
jr — ojc '^ b,
ûHb étant deux constantes arbitraires.
Cette équation, qui appartient à une ligne droite, est celle de la projection sur le plan des x y^ de la coDfbe décrite par le mobile ; cette courbe est donc entièrement contenue dans un plan vertical. En prenant par conséquent ce plan pour celui des coordonnées âp et 2 , on aura généralement ^ = o. Si de plus cm suppose, comme on le fait ordinairement, la re'sistance du milieu proportionnelle au carré de la vitesse
dont le mobile est animé, ce qui donne b =: m. ^«
m étant une quantité qui dépend de la densité du milieu, et qui varie avec elle, les équations du mour^ vement se réduiront aux suivantes :
c^s de dx d*z ds dz . / ^
La première sintègre immédiatement, et il en résalle
C étant une constante arbitraire et cla base des logarithmes dont le module est lunité. Pour intégrer la seconde, fidscms dzzzzjdx^ y étant unç fonction
fi» THÉORIE ANALYTIQUE
quelconque de zf en différenciant par rapport à /, il
eu résultera
d^z dy dx ^^ d^x
dt^ — TrTt^^'d?*
Substituant cette valeur daiis la seconde des équations {d)^ elle se réduit^ en vertu de la première^ à
dy dx
Tt^ dt S'
ou bien , éliminant dt au moyen de Téquation (b)^ et faisant, pour abréger, /i = — -^, on aura
CettQ ^qyatîoa différentielle dii premier ordre donnera, en l'intégrant 9 la valeur de j* en fonction de a:; cette valeur, substituée dans l'équation dz z=ijfdXf fournira une nouvelle équation du premier ordre «titre ';s .etarsaw tf qui sera par conséquent Téqua^ iioa différeojtjelle de la trajectoire.
Si l'on suppose nulle là. résistance du milieu, on a m=o, et l'équation précédente donne , en intégrant,
jr = 2ax + b.
'Mettant pour j^ sa valeur ^, et intégrant de nouveau, on aura
z = âfx* + ioT + A ;
^ et A étant deux constantes arbitraires.
Cette équation est celle d'une parabole dont k
grand axe est vertical; c'est la courbe que décrirait
un corps pesant projeté dans l'espace avec une vitesse
quelconque , si l'air ne lui opposait aucune résistance.
L*équation (b) donne ^ en supposant m:=zo, et en
Imtégrant , t=zx.\/ — + A:, A: étant une constante
arbitraire. Si l'on suppose :r=o, ;s=o quapd ^=:o^ OQ aura k=o, k = o, et par conséquent
ic=a:.t/— , zzszoûc^ + bxi (1) doù l'on tire
La première de ces équations montre que le mouyement est uniforme dans le seiis horizontal , et il résulte de la dernière^ que , dans le sens vertical , il est le même que si le corps tombait suivant la verticale.
On déduit de ces trois équations toutes le^ lois du mouvement des projectiles dans le vidé. Elles comprennent aussi ^ comme cas particulier,' lé mouvement accéléré ou retardé d'un corps pesant suivant la verticale. En effet',' si' l'bii suppose l'impulsion primitive dirigée verticalenïen't, la parabole, qui résultait dans le cas généwil dVitié vitesse initiale quelconque combinée avec la pesanteur, se change en une ligne droite et se confond avec la verticale. Si le corps part de l'état du repos, ô = o, et Ton a simplement
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La vitesse croit donc comme le temps, et Tespaœ comme le carre du temps. Si Ton imagine un triangle rectangle dont nn côté représente le temps, Tautre côté pourra représenter les vitesses; et la surface de ce triangle, égale à la moitié de la base multipliée par la hauteur, représentera l'espace que la pesanteur £ait décrire au mobile. Si, après le temps ^, la pesanteur cessant son action , le corps était abandonné à lui->mènie, il continuerait à se mouvoir uniformément , et décrirait, en vertu de sa vitesse acquise, dans un temps égal à celui de sa chute, un espace f;t^ double de celui qu il a parcouru. Telles sont les lois de la chute des graves dans le vide, découvertes par Galilée.
i6. Considérons maintenant le mouvement d'un point matériel assujetti à demeurer sur une surface ou une courbe donnée. Désignons par N la résistance qu'il éprouve dans le sens de la normale de la part de cette surface ou de cette courbe; en ajoutant cette résistance aux forces accélératrices dont il est animé , nous pourrons le regarder ensuite comme entièrement libre, et faire abstraction de la surface ou de la courbe qu'il doit parcourir. En nommant donc ât, 6, ^, les angles que fait la normale avec les axes coordonnés; les équations du mouvement deviendront
è'«X + Ncos., ^ = Y + NcosC, I -^ Si Ton ajoute ces équations après avoir multiplié
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\a première par 2dx, la seconde par 2djr, la dernière par adzf et qu'on intègrç leur somme, on aura
+2f'S.(c6$a.dx+co&6.djr+cosy.dz).
Mais, en représentant par Lsso Féquation de la surÊice sur laquelle le mobile est assujetti , et en substituant pour cosa, cos^, cos^, leurs valeurs données n* 4 # ^^ ^
coieL.dx^cosC^dy^cosy.dz = KdL = o.
L'inconnue N disparait donc de Féquation précé-* dente, et Ton a simplement
i^+dy + d^ ^ ç + a/(X^ + Y^ -f- Zdz).,
Supposons que Hdx -\r Y<^ + Z</z soit la différentielle exacte d'une fonction de trois variables f{x,jr, 2), on aura
Soient a, b, c^\es coordonnées d un point connu de la courbe décrite, A la vitesse du mobile en ce point; en nommant v la vitesse qui répond aux coor^ données :r, 7, s, on aura
•^ A* = 2f(x,jr, Z) — :2/(a, i, c).
Cette équation est analogue à celle que nous avons tronvée n"* 1 3, pour le cas d'un point matériel libre ;
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concluons de même, i*". que si aucune force accélé'* ratrice n'agit sur le mobile , sa vitesse est constante : c'est ce qu'il est facile de concevoir , d ailleiu:s , en observant que la diminution de vitesse qu'un point qui se meut sur une surface ou une courbe donnée éprouve à la rencontre de chacun des plans de cette surface ou des élëmens infiniment petits de cette courbe , est une quantité infiniment petite du second ordre; 2^. que si les forces accélératrices n'étant pas nulles , la formule ^dx + Ydjr + Zdz est inlégrable , la vitesse du mobile n'est plus constante , mais qu'elle est indépendante de la surface ou de la courbe sur laquelle il est forcé de rester; il suffit, pour déterminer cette vitesse en un point quelconque de la trajectoire , de connaître les coordonnées de ce point et la vitesse du mobile au point de départ.
Enfin, le principe de la moindre action subsiste par rapport aux courbes qu'un point matériel peut tracer sur la surface à laquelle il est^tssujetti, comme par rapport à celles qu il peut décrire dans l'espace lorsqu'il est libre , ainsi que nous l'avons annoncé dans le n"" cité.
Déterminons actuellement la pression que le point exerce contre la surface ou la courbe sur laquelle il se meut. Supposons d'abord qu'aucune force accélératrice n'agit sur le mobile, sa vitesse u sera constante; et si l'on désigne par ds l'élément de la courbe décrite, ou l'espace parcouru pendant l'instant dt, on aura
ds = vdt ; d'où l'on tire dt = — . L'élément ds est
donc aussi constant^ et les équations du mouvement
en sobstitoant pour dt sa valeur, deyiendront
p'.^=Ncosa, f\^=NcosC, p\^*=Ncos>; d'où l'on tirera
Hais ds étant constant^ si Ton nomme /* le rayon oscillateur de la courbe décrite par le mobile^ on a
L'expression de N devient donc ainsi
Cest-à-dire que la pression exercée par le point contre la surface ou la courbe est égale au carré de sa vitesse, divisé par le rayon de cofirbure de la trajectoire qu'il décrit.
Si le point se meut sur une courbe , et qu'il soit sollicité par des forces accélératrices quelconques , en ajoutant à cette expression celle de la pression due à l'action des forces accélératrices , on aura k pression totale que le point exerce contre la courbe.
Si le point se meut sur une surface ^ la pression due à la force centrifuge sera égale à celle qu'il exercera contre la courbe qu'il décrit, décomposée suivant la normale à la surface en ce point , c'est-à-dire au carré de la vitesse , divisé par le rayon du cercle oscii-' lateur, et multiplié par le sinus de l'angle que fait
le plan du cercle osculatenr avec le plan tangent à h surface. On aura la pression totale que le point exerce contre la surface, en ajoutant a cette expression celle de la pression due à Faction des forces qui le sollicitent.
Lorsque le point n'est soUicité par aucune force accélératrice y la force centrifuge est, comme nous lavons vu, égale au carré de la vitesse, divisé parle rayon du cercle osculateur de la trajectoire ; le plan qui contient ce cercle est donc alors toujours perpendiculaire à la surface donnée. Cette propriété appartient à la courbe la plus courte qu'on peut menei d'un point à un autre sur cette surface : c'est donc aussi celle que décrit le mobile ; et cette loi rema^ quable du mouvement d'un point matériel dépend d'un principe général de Mécanique qu'on a nommé principe de la moindre action.
Si un point matériel qui n'est animé d'aucune force accélératrice se meut dans l'intérieur d'un cercle, la pression qu'il exerce contre la circonférence sera égale , d'après ce qui précède, au carré de sa vitesse divisé par le rayon de cette circonférence.
Au lieu de supposer le point renfermé dans un cercle, on peut imaginer qu'il soit attaché à l'extrémité d'un fil inextensible, et qu'il se meuve circulairement autour d'un point fixe ; la tension qu'éprouven le fil remplacera la résistance que le point exercerai contre la circonférence du cercle, et équivaudra pai conséquent à la force que nous avons désignée par N L'effort que fait le point pour tendre le fil et pou s'éloigner du centre de la circonférence, est ce qu'oi
mmme force centrifuge; elle est égale au carré de la vitesse divisée par le rayon. En désignant donc^par^* cette force, on a
Comparons la force centrifuge à la pesanteur. Pour cela, supposons (jue la vitesse i^ soit celle qu'acquerrait le corps en tombant de la hauteur // ; on aéra , n* i5, i^* = ^gh, et l'équation précédente donnera
SI A= jT, la force centrifuge devient égale à la pesanteur, en sorte que la tension que le fil éprouve par Faction du corps qui se meut circulairement dans un plan horizontal, est la même que si ce corps était suspendu verticalement a son extrémité. Il suffit, pour cela, que la vitesse dont il est animé soit celle qu'il acquerrait en tombant d'une hauteur égale à la moitié de la longueur du fil.
Supposons que le mobile emploie le temps T à décrire la circonférence dont le rayon est r, et soit ic le rapport de la circonférence au diamètre , on aura
^ — -if-f dou / = ^_.
Cest-à-dire que la force centrifuge est proportionnelle au rayon, et en raison inverse du carré du temps employé à décrire la circonférence. La force centrifuge qui résulte du mouvement de rotation de la terre doit
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doac aller en augmentant des p61es à Téqillateiir, ei elle tend à diminuer de plus en plus Ftctiion de la pesanteur. On a trouvé , en réduisant en nombres l'équation précédente^ tjue le rapport de la force centrifuge à la pesanteur qui aurait lieu si la terre étail supposée immobile , était à lequateur égal à fort pei
près à -z — r;. En sorte que si le mouvement de rotation de la terre était 17 fois plus rapide, la foro centrifuge serait égale à la pesanteur^ et les corp resteraient en écpilibre sous Faction de ces deui forces à Téquateur.
1 7* Nous allons considérer maintenant, comme une application intéressante des formules générsrles (A), le mouvement dW point matériel pesant dans l'intérieur d'une surface sphérique.
Nommons r le rayon de la sphère, et fixons à son centre Forigine des coordonnées ; l'équation de la surface sur laquelle le mobile est forcé de rester, et que nous avons représentée généralement par Lso, deviendra , dans ce cas ,
jc* +J*' + «' — r* = o, et l'on aura^ par conséquent.
dx "^ r * dy """ r ^ dz
ce qui donne K=:=i, cosas:-, cosÇs=s — . cos^^ = -
U pesanteur étant la seule force accélératrice qu'où suppose agir sur le mobile, on aura X=o, Y = o, Z z= g y et les équations générales du mouvement (A) donneront, par la substitution de ces yaleurs, les trois suivantes :
Si Ton multiplie respectivement ces équations par 2(lx, 2dj, adz^ qu'on les ajoute, et qu'on intègre ' leur somme en observant que l'équation de la sphère donne, en la différenciant,
acdx +fdr + zdz =;=. o, (i) ,
on aura pour déterminer la vitesse dont le mobile est animé
dx* -+ dy* + dz* , , .
-^^ Z=2gZ+C, (a)
c étant une constantcj^arbitraire.
La vitesse du corps est donc la même que s'il était tombé verticalement de la hauteur z, ce qui est conforme à ce que nous avd&s dit h? 1 6.
Déterminons la pression que le mobile exerce contre
k surface. Pour cela, multiplions les équations (B),
la première par x, la seconde par^, la troisième par z;
ajoutons-les ensuite, en observant que l'équation de
la sphère donne jc* +^* ^ z* = r*, nous aurons
L*éqaation de la sphère difiërendée deux fiais, domr
xd^x -f yd^y + td^% dj^ + dy^ -^ daf^
de ~ de ^
L'équation précédente donne donc, en verta de réquation {pi) ,
U nous reste à connaître à chaque instant la sitoifion dn mobile sur la surface qu'il parcourt. Pour j paryenir, observons qu'on obtient aisément une non* Telle intégrale première des équations (B); en effets a l'on multiplie la première par j*, la seconde parx^ qu'on les retranche Tune de l'autre, et qu'on.inti^ l'équation résultante ^ on trouve
jrdx — xdjrsizc.dt, (5)
if étant une constante arbitraire.
On a donc entre les variables jc, j^, z , et /, les trcfc équations différentielles du premier ordre (i ), (a), (5); il ne s'agit plus par conséquent que d'intégrer ces équations pour déterminer les coordonnées du mobile en fonction du temps. La première a pour intégrale l'équation de la sphère; leâ deux autres, il est vrai, ne sont pas intégrales sous forme finie , mais on parvient aisément à séparer les variables, et l'intégration est ramenée aux quadratures.
En effet si , après avoir mis l'équation (i) sous cette forme xdx'-i^jrdjr^Z'^zdz , on l'élève au carré, ainâ que l'équation (3), et qu'on les ajoute ensuite, on trouve
(^* +7*)*(^* 4* ^') = z^dz* 4- c'\dl\
Substituons pour x* + j^* sa valeur r* — z*, et pour . ^ , sa valeur agz^c— ^ , nous aurons une équation entre z,dz,dt, d'où il est aisé de condure
Nous donnons au second membre le signe — , parce ^ le corps étant supposé s'éloigner de la verticale^ ^diminue quand / augmente.
Cette formulé donnera , en l'intégrant par approxînuitioa^ le temps t en fonction de z^ et réciproquement z en fonction de t*
On connaîtra ainsi à chaque instant le plan horizontal dans lequel se trouve le mobile; il suffira donc^ pour assigner sa position sur la sphère, d'avoir un I second plan sur lequel il doive se rencontrer dans le même instant. ^
Pour cela, soit œ l'angle que forme le plan vertical qui passe par le mobile et le centre de la sphère , avec le plan vertical des x et des z; on aura
X 2= V/^ — «••cos«, ^= Vf^ — z^^siacop
d'où l'on tire
xdjr — jrdx 5= (r* — • z*).dcû.
L'équation xdf — jrdx =zc\dt donnera donc ainsi
c. dt
Ja>=:
r — sr
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Si Ton substitue pour dt sa valeur précédente eaz, et qu'on intègre ensuite par approximation Téquatioa Insultante , on aura l'angle e» en fonction de z. Oa connaîtra ainsi pour un instant quelconque les deux variables z et œ , et la. position du mobile sera par conséquent entièrement déterminée.
Au lieu de supposer que le point se meut dans l'intérieur d'une surface sphérique , on peut imaginer qu*îl soit saspendu à l'extrémité d'un fil inextensible dont l'autre extrémité est fixe, et dont la longueur est égale au rayon de la sphère : les mouvemens dans les deux cas seront parfaitement les mêmes . Le fil et le point qu'il supporte forment alors un pendule simple , et l'on nomme demi-oscillation le temps que met le mobile a revenir de la plus petite à la plus grande valeur de 2 * Oiren déterminera la durée en développant en série l'expression de dty et en l'intégrant ensuite entre ces limites.
Pour y parvenir, reprenons la valeur de dt, ef supposons
(/* — z*).{7gz + c) — c'* = Ça — z).{z — l^j'i^gz + k).
En comparant dans les deux membres les coefficiens des mêmes puissances de 2 , on aura pour déterminer a, b, k, ces trois équations :
_^ 2#.(r* — a'» — flô — ^*) essh^Sa -_ 1
Dû SYSTÈME DU MOKUe. 71
€a peut aux aii)itraires c ^ d sabstifoer les denx noayelles arbitraires a et & , dofit la pretiiièf^ r^pondà k plos grande , et la seconde fa la pins petite valeur de % f poisqu'en effiet la supposition dez;=a^et2ss:^' donne i& 2= o.
Cela posé ^ faisons
Vexptession de dt deyiendrj^
r\/ii{a + 6) djt
cnfaisant pour abréger.^ «•— (l+^l^^^Zl?-
Cetteexpiression intégrée de'^iiiâ iii^^dt jiiscfu'à s=^^' ou depuis a: ±= o jusqia'à x^ \ ^ donnera le temps que le pendille emploie à mire une demi-oscillation. Nommons - ^ ^^ temps ^ développons en série la
fonction (i.^a'jc')^x ce qui donne
Multiplions chacun des termes^dè ce développement par ■ ^ et intégrons .ensuite ; nou$ aurons .
'<[.+ft)-.«-+GiD'.-H4(^)">'+,.,etc.3, ■^ étant la demh-circonférence dont le rayon est l'unité.
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Si'^ lorsque zs=zb, on suppose nulle la vitesse du mobile, -pe qui revient à prendre le commencement d'uw oscillation poul* <urîgihe du mouvement, on a[|ira f* f== -*r- ag'^ , cf-zssio, ce qui donne a» s= constante; c'est-à-dire que le mobile oscille alors dans un plan vertical : les équations (o) donnent ensuiie
az=zri d'où a*= — — -. L'ordonnée z divisée par r
exprime le cosinus de Tangle que forme le pendule avec l'axe des z; le cosinus dé son plus grand écart
de la verticale sera donc -, et la fraction "^ ■ expri-
mera le carré du sinus de la moitié de cet angle; la durée totale de l'oscillation sera alors
'"— ¥?€'+©''(^)+ (^DW)"
« ■+* (ï^)*^(ir) +etc.]
Si le pendule slécaftéipeu ^' là verticale, est
une très pet^tQ quantité -que Ton peut négliger; on aura dbnc,' dans ce tïàs,
La durée des petites oscillations est par conséquent indépendante de leur amplitude ; ces oscillation^ sont donc isochrones ou d^-ntéme durée, qu'elle que soit lefur .étendxie, "^^ cétte^ durée rie^ dépend que dé la Ibngiieur du pendule et de l'intensité de la pesanteur.
L'eypi^ession précédente de T. donne le moyen de
déterminer^ à l'aide du pendule, les variations de la pesanteur dans les divers lieux de la terre, d'une manière beaucoup plus exacte qu'on ne poun*ait le &ire par des expériences directes sur la chute verticale des corps. En effet, en l'élevant au carré, on en tire
^= -7p7j g représentant (n*^ i5) la vitesse que la pesan-
teur imprime aux graves, ou le double de l'espace (pi'ils parcourent dans la première seconde de leur chute. Eu faisant donc osciller un pendule de longueur donnœ r pendant un intervalle de temps connu, on aura la valeur de T en divisant ce temps par le nombre dWillations du pendule, et l'équation précédente, dont le second membre sera entièrement déterminé , donnera la valeur de g ou de l'intensité de la pesanteur. À Paris, la longueur du pendule à secondes, me-: sure' avec beaucoup d'exactitude, est de o"*,74iÔ87; on a de plus ^* = 9 . 8696 , ce qui donne g' = 7"*,322 1 4 ; d'où il suit que la pesanteur y fait tomber les corps de î^ôôioy dans la première seconde. Des expériences précises ont montré que cette valeur est la même, <{uelle que soit la substance dont est formé le pendule que l'on fait osciller ; il en faut conclure que la pesanteur agit également sur tous les corps de la nature dans un même lieu de la terre, et que, par conséquent, sans la résistance de Fair, elle leur imprimerait à tous, dans le même temps, une vitessèégale. QuarR aux variations de la pesanteur sur les différens parallèles, on observe que son intensité diminue eu allant du pôle à Féquateur; et la variation totale qu'elle subit entre ces deux points s'élève à environ yy^ de sa valeur moyenne.
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1 8. Nous venons de voir que risocbronisme des oscillations du pendule circulaire n'a lieu qu'en supposant leur amplitude très petite; il est curieux de déter-* rainer quelle est la courbe sur laquelle un corps pesant doit se mouvoir pour arriver dans le même temps au point le plus bas, quel que soit l'arc qu'il ait décrit depuis son point de départ. Pour résoudre cette question, plaçons IWigine des coordonnées au point le plus bas de la trajectoire; nommons ds un'quelconque des éiémens de cette courbe, et désignons toujouis par g l'action de la pesanteur; La force accélératrice, le long de l'arc de la courbe , sera la pesanteur décomposée suivant sa tangente; elle sera égale, par consë-
quent, k g^^. Cette force tend à diminuer l'arc s
que nous supposons compté, aiz^i que z, du point le plus bas; on aura donc
(Ps ^ dz
5^ — — g^-aj-
Si l'on multiplie les deux membres de cette équation, par 2ds, et qu'on intègre, on trouve
• ds^
c étant une constante arbitraire.
Soîl h l'ordonnée du point où le mouvement commet^Ce, et supposons nulle en ce point la vitesse du mobile; on aura cs=:2gh, et l'équation précédente, résolue par rapport à dt, donnera, en observant qu&
Farc s diminue quand t augmente ,
ou bien, en développant le radical du second membre p , I / , * , 1.3 *•, ï.3.5 «' , \
(^leUe que ^t la nature de la courbe cherchée , s est «ne £ûaofection de 2 , et Ton peut supposer que cette ^Mion développée et différenciée ensuite^ donne
-=1 = fl;5' + bz^ H- etc.
az
Eq substituant pour ds sa valeur dans l'expression de dty on aura s
— etc.
Si Ton intègre cette expression depuis zssh jusqu'à 2=0, on aura le temps que le mobile emploie à parvenir au point le plus bas. Ce temps, d'après les conditions du problème , doit être indépendant de la hauteur h dont le corps est descendu, ce qui exige qufe Ton ait i-f*' ==t> ^* q«^ *^^s les termes de la valeur de dt soient nub, k l'exception du premier. Or, il est évident que cette condition ne peut être
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satisfaite à moins de supposer £ = o, etc.; Féquation dififérentielle de la courbe tautochrone devient donc ainsi
ds = az""^ dz ;
d'où Ton tire^ en intégrant, s = aaz», équation d'une cycloïde à base horizontale. La cycloïde est donc la seule courbe tautochrone dans le vide.
Soit r le double du diamètre du cercle générateur dç la cycloïde , ce qui donne , d'après les propriétés .connues de cette courbe, r:=:2a*, et substituons la
valeur de ds dans l'expression (n) de dt ; nous aurons
Js \ fr d%
^ y g {/hz —V
d'où Ton tire , en intégrant ,
Nous n'ajoutons pas de constante^ parce que nous supposons c[ue l'on compte le temps t de l'origine du mouvement, ce qui donne i = o quand z:=:h.
Si Ton nomme 7 . T le temps que le mobile emploie à descendre au point le plus bas de la courbe, z étant nul en ce points on aura
T = \/-.arc.(cos = — i) = 9r,t/-.
Le temps de la chuté par, l'arc de cycloïde est donc égal à la demi-oscillation du pendule > dont la longueur serait r, et dont l'écart de la verticale ser^î\
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très petit. C'est ce qui doit résulter en effet de ce qu'au point le plus bas Tare ds de la cycloïde se confond avec Tare infiniment petît du cercle osculateur dont le diamètre est vertical et égal à ir.
Il est un autre problème du même genre que celui
que nous venons de résoudre , et qui a long-temps
exercé la curiosité des géomètres du dernier siècle,
c'est de déterminer la courbe que doit suivre un corps
pesant pour parvenir d'un point donné à un autre dans
letemps le plus court. Ils ont trouvé que cette courbe ,
quW a nommée hrachjsiochrone y ou ligne de plus
vite descente, était une cycloïde dont l'origine était
' au point le plus élevé.
19. Après avoir considéré le mouvement d'un point matériel dans les trois cas qui peuvent se présenter, c'est-à-dire lorsqu'il est libre, et lorsqu'il est astreint à demeurer sur une courbe ou une surface donnée , nous allons^ pour terminer ce chapitre, résoudre une question très importante dans la théorie du systèfne du monde. Nous nous proposerons ' de déterminer lattraction qu'une couche de figure sphérique exerce sur un point situé dans l'intérieur ou à l'extérieur de sa surface , en supposant cette action en raison inverse du carré des distances. ^
Soit a la distance du centre de la couche au point attiré; si l'on joint par une droite ces deux points, il est évident que tout étant symétrique autour d'elle, 1 action totale du sphéroïde sur le point attiré sera uécessairement dirigée suivant cette ligne. Nommons ''w l'un quelconque des élémens du sphéroïde, et
«oit f sa distance au point attiré; -tt exprimera Faction que Félément dm exerce sur ce point suivant la droite f^ et en nommant y l'angle que forment entre
elles les deux droites f ei a, -^ • cos y sera la composante de cette action parallèle à cette dernière droite. Soit donc A l'attraction totale que le sphéroïde exerce sur le point attiré y on aura
dm
COS
le signe intégral se rapportant à l'élément dm ei aux quantités qui varient avec loi, et devant étrf étendu à la masse entière du sphéroïde.
Cela posé, soit r le rayon mené du centre du sphéroïde à l'élément dm , 0 l'angle que forme ce rayon avec la droite a^ et co l'angle que forme le plan passant par ces deux droites, avec un plan fixe quelconque passant par la droite a. L'élément dm peut être considéré comme un petit parallélépipède rectangulaire dont les trois dimensions sont dr^ rS et r sin Mûù ; en supposant donc, pour plus de simplicité, la densité du sphéroïde constante , et égale à Tunité , on aura dm=zr^dr d^dcù sin 6; on aura ensuite, en considérant le triangle formé par les trois droites a, f, r^
/ft • A I a a -^^ r cos fl ^zsza* — 2ûrcosB + r*, cos^ = ■• 7= .
L'expression précédente de A deviendra donc ainsi \ = fr^drdœSsm9.'^^=^^.
Pour étendre la valeur de A à la masse entière de la couche^ il faut intégrer, i*. par rapport à r^ depuis la valeur de ce rayon à la surface intérieure, jusqu^à sa valeur à la surface extérieure; ^i^. par rapport à où^ depuis ûi =3 o jusqu'à cù égal à la circonférence ^ 3^ enfin relativement à 8, depuis 0 = o jusqu'à 1 égal à deux angles droits.
On peut donner une autre forme à l'expression précédente. En effet, si l'on différencie par rapport à a la\aleur de y, on a
df ^^ a'-^r cos fl
on aura donc
A = — fj^drdca d^sm^.-^^y
OQ bien , comme les variables r, o) et 0 sont indépeur* dantesde a,
V dr dm di sîn 0
da '
«OU il suit qu'on aura l'action entier du sphéroïde w le point attiré, en différenciant, par rapport ka,
Imtégrale/^^'^y^^'"', et en divisant sa diffé^
rentielle par da.
Faisons, pour abréger,
Y fj^ dr dm d9 sxn 9
Si Von intègre cette formule par rapport à où , depuis
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0» = o jusqu'à û» = nTTy TT étant la demi-circonférence dont le rayon est runité> on aura
V* dr M sîn 9
^z=z2lg:.f'
Pour intégrer maintenant^ par rapport à d^ remarquons que la valeur de f différenciée relativement à cette variable ^ donne
c28 sin 9 I j r>
d'où il résulte ^ par conséquent.
\ :=.-.frdrdf.
L'intégrale relative à 0 doit être prise depuis 0=o jusqu'à 6=7r; à ces deux limites on a y*=(fl— r)* et y * = (^ï -f" ^)*> ce qui donne , en remarquant que/* doit toujours être positif, y=z=r— a ety=fl + r, dans le cas où l'on a r> a, c'est-à-dire dans le cas où le point attiré est placé dans l'intérieur de la couche sphérique ; y = a — r et f '=za^ r^.dans le cas bà l'on a r<a, c'est-à-dire dans le cas où le poini attiré est extérieur au sphéroïde. Ainsi, dans le pre^ mier cas on aura
V = /[yr.frdry et dans le second
V = ^.fr^dr.
La différentielle de V, prise par rapport k a^ é, divisée par da^ donnera, comme nous l'avons vu,' e
changeant son signe ^ lattractkm àa sphéroïde sht le ]^mt attiré; or, la première des fonmdes pEéoédentes étant indépendante de a, donne
Scia il Êint conclure qu'un point placé déms tiniérieur dune sphkre creuse rien éprouve aucune action, au, ce (jïd reffient au même, qi^il est également. attiré de
• Ufuies parts.
La seconde des ipémes formules, différenciée par
; nfpod à a, donne
Soient / et F les rayons des surfaces intérieures et extérieures du corps attirant ; en intégrant l'expression précédente depuis r= /jusqu'à rs=zt, on aura
. c'est la mesure.de la force attractive qui agit sur un point extérieur au sphéroïde ^ suivant la droite a. Hais^ si l'on désigne par M la masse de la couche sphérique dont l'épaisseur est /' — /, M sera évidem*ment égal à la différence des deux sphères dont les rayons sont / et /'; on aura donc
et par conséquent
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D'où il sûlf çue ïéMradion qiCune coudre ^Uki exerce sur un jfoùUeMim^ est lamSmefus si sa masse était réunie à son centre.
Si l'on suppose nul le rayon / de la surface rieure de la couche, le qph^roide se changera ei sphère dont le rayon est Z'; l'attraction qu'une s; homogène exerce scur un point place à sa sur&i aunlelà^ est doue k même que si sa masse ëtait r k son centre.
Ces théorèmes subsisteraient encore dans le e ie corps attirant serait compésé de couches coi triques d'une densité variable , suivant une loi < conque, du centre à la sorface f en effet , ils aui lieu pour chacune de ces couches , et seraient y par conséquent^ pour le corps entier.
CHAPITRE IV
Du Mouvement tCun sjrstème de corps. '
30. Jusqu'ici, les corps dont nous ayoni les mouvemeDs ont été regardés comme des points Julmels , et nous ayons vu que la force motrice ayait alors pour mesure la vitesse qu elle produit dans un temps donné, divisée par ce temps. Mais, lorsqu'on veut comparer entre elles des forces qui agissent sur des corps différens , il n'est plus possible de faire abstraction de leur nature, et leurs masses doivent entrer nécessairement dans l'évaluation des forces qui les sollicitent. Considérons en effet un corps que nous supposerons se mouvoir en ligne droite, comme un assemblage de points matériels qui forment les élémens de sa masse ; tous ces points seront animés de vitesses égales dirigées suivant des droites parallèles ; les forces qui les produisent seront donc aussi égales et parallèles entre elles, leur sonune repr^ntera la force totale qui agit sur le mobile ; d'où il suit que cette force est égale à la masse entière du corps, multipliée par la force qui anime chacun dé ses élémens. Si le mobile se meut uniformément, la vitesse de chacun de ses élémens est constante, et peut représenter la force qui la produit; ainsi, les forcer
dont ractiou est instantanée ont pour mesure le produit de la masse par la vitesse du corps sur lequel elles agissent. Ce produit est ce qu'on nomme la quantité de mouvement du corps, parce que c'est en effet la somme des mouyemens de toutes les parties matérielles qui le composent. Si le mobile se meut d'un mouvement varié quelconque^ la force accélératrice qui sollicite chaque élément de sa masse est représentée par la différentielle de la vitesse , divisée par Félément du temps ; les forces qui agissent d'aoe manière continue sur un corps matériel, ont donc pour mesure le produit de la masse du mobile par l'élément de la vitesse qu'elles lui impriment^ divisé par l'élément du temps. Ce produit est ce qu'on nomme spécialement force motrice ; on réserve le nom à.e force accélératrice à celle qui agit sur Funité de masse. Cette même quantité prend le nom de pres^ sion c[uand la force motrice agit sur un corps qui se trouve arrête par un obstacle , et qu'elle ne produit qu'une simple tendance au mouvement.
Lorsque l'on considère dans l'état de mouvement plusieurs corps liés entre eux d'une manière quelconque, on voit que le mouvement de chacun d'eux dépend à la fois de la for^e qui le sollicite, et de la réaction que les autres corps du système lui font éprouver. U suit de là qu'en général aucun de ces corps ne prend le mouvement qu'il aurait , s'il était libre, en vertu de l'impulsion primitive qu'il a reçue, et des forces accélératrices qui l'animent. Il faut donc connaître 1^ variations que ce mouveinent subit par la liaison du corps au système dont il fait partie, pour
déterminer le mouyement réel quidoitavoîrlieu. Cette
appréciation délicate a long- temps embarrassé les
géomètres^ et ils s'étaient contentés de résoudre cette
diiBcolté dans quelques cas particuliers, par des con-
àdérations trop restreintes pour rien apprendre sur
les lois générales du mouyement, lorsque d'Âlembert
établit le premier un principe applicable à toute espèce
desystème, quel que soit le mode de liaison des parties
(pi le composant, et propre à rendre facile la mise en
é({Qation de tous les problèmes relatifs à ses mouye-
mens. Voici Fénoncé de ce principe.
irSi l'on imprime aux différcns corps d'un système des .mouyemens qui se trouyent modifiés par leur Kaisoa mutuelle, il est clair qu'on pourra regarder ces nuMiyemens comme composés de ceux queutes corps prendront réellement, et d'autres mouyeraens qnisonidétraits; d'où il suit que ces derniers doivent être tek que les corps du système animés de ces seuls moayemens se fassent équilibre. »
Ce principe ^ également lieu, soit que le mouye-' ment soit produit par des forces qui agissent instan-* tanément sur les corps, ou par des forces dont l'action eit» continue; et toutes les questions de mouyqment peuvent ainsi être réduites à de simples questions d^éqoilibre. Cette manière de ramener les lois de la Bynamique à celles de la Statique, imaginée par d'Âlembert,. est extrêmement ingénieuse ; mais la difficulté de déterminer les forces qui doivent être détruites, et les conditions d'équilibre entre ces folies, rendait souvent l'application de son principe embarrassante. Pour éviter cet inconvénient, les géomètres >
qui se sont empressa de ladopter^ lont modifié d'une manière heureuse en l'énonçant ainsi :
çf Si l'on imprime à chaque corps d'un système un mouvement égal , mais dirige en sens contraife de celui qu'il doit prendre^ le système entier sera réduit au repos ; par conséquent il faut que ces mouyemess détruisent ceux que les corps avaient reçus ^ et qoTû» au)»ient su iyis sans leur liaison mutuelle. Ainsi > il doit y avoir équilibre entre ces difierens mouvemeos^ ou e^tre les forces qui peuvent les produire* n
€e second énoncé du même principe a l'aTantage d'éviter les décompositions de mouvement que le premier ex%eait, et d'établir immédiatement l'équilibre entre Im forces qiu agissent sur le système , et qui sont les données du problème > et les mouvemeos engendrés qui en sont les inconnues. Nous avons donnée dans le chapitre deuxième, les conditions d'équilibre dHw nombre quelconque de forces apfdiquées à un système de forme arbitraire ; il suffira donc d'y intro* duire les forces qui animent le système , et les mou^ vemens qui en résultent^ pris dans des directions cou* trogires, pour former les équations de son moirvement. Ces équations, jointes aux conditions dépendantes de la naturfî du système, fourniront toutes les données nécessaires à.Ia i^termination du mouvement de chaque corps, et il ne restera qu'à intégrer ces équations^ ce qui n'est plus qu'une simple question d'analyse.
21. Ces' notions admise^ considérous un système de corps réagissant d'une manière arbitraire les uns sur les autres, et sollicités par des forces accélératrices quelconques.
Soient m^ m', wf^ etc^ les masses des dîfférens corps du système ; x^f^ %^ ^^f^ ^f ete.» les coor-doinées rectangulaires qui détesmineut leur position req)ective; soient X, Y, Z, les trois forces aocélé- . nrtfieçs qui agissent sur Fnnité de la masse m^ paralr^ lèiement aux axes de ses coordonna ; mX, mY, mZ, seront les forces qui sollicitent le ocn^ps im dans la mime direction. Scneat fdl^i nff^ niH^ les foroea <{m vXac\\etA tri paraU^ement aux méoMS axes^ et im de sune-; désignons par/ le temps dont nous supposerons Télément i& constante LesTÎtesses^iuiapnnent le oorps Ày il là fin dW iiiitatttqueloMque, seront
i^ràentoes par ^, ^, ^; les forces qui ïe sôlli-
cîliiit^snwifeniiMaxes à^.x^ 4m y <A diçs jf» Sjçront
***^*^V*»/s* m^, et ces forces, enrertuda
Tadion des forces accââratrioes^ deviendront, dan# 1 instant smvant,
w.j-f-nfX.A, m.'£'+'mYl)it, m.-jj-^^nH.dî.
Hbus les aocrolssemens vérîtàl^es que prend païaUebnent aux axes CQ<Mrdo|inés Ig iritessQ du . corps m , Coalise de sa Saison avec les autres parties du système,
et qp'il 8^?git^ détenniner, éaat^ , ^, —} les
forces motrices effectives qui sollicitent le corps m, à la fin de l'instant dt, sont donc
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En di^poéant donc les troii {y^mières forces àppln quéei^^att corpsm, en sens contraire de leur direction^
les ibhE^ motrices qui agissent sur ce ccMrps «eront
ik.@wXA),: m.(^^Jdij, «.(Ç-^Zrf^)} (A)
eil inaiv{uant;sacce$siyqiiienft>d'un accent, de deux
acosIlil^elc^; les. lettres /Ki^jr Jif^jf z, X^ Yf Z, on aur^-'ies: eii:|H'tassioiis 4^, forces semblable^ <{ui proviiraneat .des variations du mouvenaent cjb cl^acun dc8>oorps:7iiV93% eVu ,; ,
Or^ ea.irerta4tt pim^pe;dfid'Alen&I|eïtj,^ entier est en ëqnilibne sons Taction de toutes ces forces réunies; il suffit donc, pour ex^nmèr cette condition, ' de '^ubstit^er- leuW valeurs darw- le& six ëcfu^Jipps fgpnéraljea^ dix, n^ 7v En raiiplaçànt ain^i
spfctivenient pa^ les forces (A) les tMis composante^
res Pcos
Telles sont les équaijiolis |du mouyeinent d'un sys^ tème quelconque de corps m, m', jti", etc., qui ne contient aucun point fixe. Si quelqu'un de ces corps était astreint à se mouvoir sur une surface ou une
eonrbe donnée, en comprenant parmi les forces qui hi sont appliquées la résistance qu'il éprouve de la part de cette surface ou de cette courbe , on pourrait le r^arder ensuite comme entièrement libre, et les équations précédentes seraient encore, dans ce cas, celles du mouvement du système.
22. Les six équations (B) renferment plusieurs principes généraux de mouvement que nous allons succffiâ^ement développer. Faisons d'abord abstraction des tiois dernières.
Si l'on désigne par x, t, z, les trois coordonnées du centiïf. de gravité du système de corps m, m', m", etc., onaara, ji** 8,
S.mjr X.mv X,mx
d où l'on tire , en difierenciant deux fois par rapport à (,
On aura donc, en vertu des trois premières équa<»
tiorft (B),
cest-lndire que le centre de gravité du systàw ^ ^i dans l'espace comme si toutes les masses m, in, m'', etc., y étaient réunies, et comme si toutes les forces qui sollicitent ces corps lui étaient directe- ^Qt aj^iquées.
Si raction mutuelle des àifSérens corps da système est la seule force accél^trice qui agit sur ces corps , les trois quantités S.mX, Z.mY, S.mZ, seroot nulles. Il suffit, pour s'en convaincre, de considérer que, dans la nature, Faction devant toujours être ^gale à la réaction, la somme des actions études réactions qu'un nombre quelconque de corps exercent les uns sur les autres se réduit nécessairement à zéiro. En effet, désignons par P Tactioil qu^exerce un élémevt de la masse m sur un élément quelconque de wf: quelle que soit la nature de cette action , mfT sert' la force accélératrice dont m eSt animé par Taction de mf i en nommant donc p la distance mutuelle dé ces deux corps , on aura , en vertu de cette action seule, '
L'action de m sur wl donnerait de même
x« , r ^— , z=— Jj; ;
d'où l'on condura
/wX+77t'X'5=o, /wY+mT=o, mZ+m'Z'=o.
On trouverait des équations semblables en considérant les actions rédproques de m et m", de m! et m", etc. Si le système n'est sollicité par aucune force élraip gère , on aura donc
i/iX = o, Z.mY = o, XrmZ^^Q
Les éqnatioos (C) deviennent y. dans ce cas, -
flPx d*Y (tz
d'où Ton tire, en intégrant,
j fl, i, a\ Vy d'y V\ étant les constantes arbitraires
j, iiitioibîlfô par l'inté^
Si Ton ëlimioe le temps t entre ces équations , il earaoltera une équation linéaire, soit entre x et y, sok entre x et z , soit entre y et z ; d'où il suit que le moutement du ceptre de gravite se fait en ligne droite, et la vitesse dont ce point est animé est égale à
'^±^^±J!^onk\/h'+b'^^fF^. Cette vitesse
t est aonc constante , et le mouvement est à la fois
l recdligne et uniforme.
Ainsi donc, de même que par la loi d'inertie un point matériel ne peut , sans l'intervention d'une cause étrangère, Changer le mouyement qu'il a reçu, de même un système de corps ne saurait altérer le mou** Tement de son centre de gravité, par la seule action de ses partiesr les unes sur les autres. Ce résultat remarquable! cdnstitue une loi générale du mouvement que Ion a nommée principe de la consefvation du centre de graviié.
:&3. Considérons maintenant les trois dernières éclations (B).
Si l'on multiplie par dt^ et qu'on intègre ensuite par rapport au temps t ces équations , on trouve
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f*L=-ï^=:^4.2./. m.(zX~a:Z).i//, }(D
^^ £/, cf'y étant trois constantes arbitraires.
Lorsque le système n'est soumis qu'à l'attractiOQ mutuelle des corps qui le composent^ et à une force dirigée vers l'origine des coordonnées, les seconds membres des équations précédentes sont nuls. Font le faire voir, désignons, comme précédemment, par F l'action réciproque de deux élémens des masses' m et m', et par /? leur distance mi^tuelle, on aura, en t^u de cette action seule , , '
2 ^m . (jrY — j'X) acs — mm' . P
L'action mutuelle des corps du système disparaît donc de l'intégrale finie 2 . iw . {x\ — /"X). Nommons F la force qui sollicite m vers IfoWgbe
des coordonnées , et f^=^ v/ar* +J^* H" ^*' ^^ dislaflce de ce^côfpis à cette origine; 'on aura, relatirementit la foticeT,
Substituons ces valeurs dans les expressions j:Y,— rjrX, zX — xZf.ylà — zY, la. force F en disparait évidemment; il en: serait de même des foi:ces,F', £,%:eic<i
relatives à ni y nfy etc. Ainsi donc lorsque les diffërens. corps du système ne sont sollicites que par leur attraction réciproque et par des forces dirigées vers L'origlae des coordonnées^ on a
m.(arY — ^-X) = o, 2,7?i.(zX — ^Z)= o
Les équations (D) deviennent donc, dans ce cas.
. m . {zdx — xâx) = c'. dt , 1 -^
La différentielle xdy—ydx représente le double défaire décrite autour de l'origine des coordonnées pendant l'instant £?^ par. la projection du rayon vecteur de m sur le plan des x et des y ; les différentielles làx — xdz et jrdz — zdy sont le double des aires décrites pendant le même instant par les projections de ce rayon vecteur sur les plans des xz et desyz. Les )nremiers inembres des équations précédentes repré^. sentent donc la somnpie des aires tracées par les pro-? jections des rayons vecteurs des différens corps du système sur chacun des plans coordonnés, multipliées respectivement par les masses de ces corps ; cette somme est par conséquent proportionnelle à l'élément du temps y et dans un temps fini, elle est proportionnelle au temps. Ce théorème constitue la loi générale du mouvement qu'on a nommée principe de la con'» seivation des aires.
Lorsque la seule force qui agit sur le Système est lattraction mutuelle des corps qui le composent ^ et
que par conséquent la force F est nulle j on peu dioisir arbitrairement l'origine des coordonnées, c le théorème qne nous venons d'énoncer a lieu pou tous les points de l'espace. Dans les deux cas, 1 principe des aires subsiste pour tous les plans que To peut mener par le point que Ton a pris pour Toragin des coordonnées.
Les aires décrites par les projections des rayon vecteurs de /ti, rri^ m% etc., sur chacun des plan coordonnés, sont évidemment les projections sur ce plans des aires décrites dans l'espace par ces mêine rayons. Ces projections changent de valeur selon k direction des plans coordonnés; et comme nous venons de voir qu'on pouvait choisir ces plans à volonté, ii y en a nécessairement un pour lequel la somme A ces projections, multipliées respectivement par ki masses m, m', m% etc. , est un maximum. ProposoâS' nous de déterminer ce plan.
Soient /, /'> T, les angles qu'il forme respectivement avec les trois plans coordonnés ; désignons p» L la somme des aires tracées sur œ plan par les pi«D« jections des rayons vecteurs des differens corps M système y et multipliées respectivement par leurs masses, somme que nous supposons être la fJss grande possible. On aura , (mr les propriétés cmmues des projections,
^.m.(xdjr — jdx) z= L cps /, 2.J7i.(ziir — • o:^) = LcosT, X.m.^jdz — zdj) = LcosT'.
En substituant aux premiers membres de ces équation»
leore valeurs cdt^ c'dty d'dly on aura trois nouvelles équations , d'où Ton tirera d'abord
L*=: c*+ €?'•-!- c"% et ensuite
COSi =
cosr=
Lesingles /, f, T, sont donc constans par rapport an temps ^, et le plan principal de projection reste toojimrs parallèle à lui-même pendant toute la dui^ du mouvement^ quels que soient les changemens survenus dans les positions respectives des corps du sjrrtème. Cest à cause de cette propriété remarquable que ce plan a été nommé plan invariable. La découverte de ce plan, que Ton doit li Laplace, peut être de k plus grande utilité dans la théorie du système da monde, parce qu'il sera facile de retrouver dans tous les siècles sa position, et qu'on aura ainsi un plan stable auquel on pourra i^pporter celle des corps câestes.
n est aisé de fixer i chaque instant la position da plan principal de projection, lorsqu'on tonnait, pour cet instant, les coordonnées de tous les corps du système, et les vitesses dont ils sont animés, suivant les
axes de ces coordonnées. En effet, soient x, j^, z, les
coordonnées de m dans un instant donné; 7-, -^ • ^. les composantes de la vitesse dont ce corps est animé ,
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dans le même instant; ^, j', z', —, ^, —^
les coordonnées et les vitesses correspondantes de m' et ainsi de suite; on aura, pour les valeurs des troi constantes c, c\ c",
Si Ton prend le plan invariable déterminé par le équations {g), pour l'un des plans coordonnés , poni celui des x et des jr, par exemple , les angles t etl seront chacun de loo"; on aura donc alors cosr=o, cos /"= o , ce qui exige que c* et c" soient nuls. Les deux quantités i c% f c", multipliées par le temps /, représentent les sommes des aires tracées par les projections des rayons vecteurs des diSerens corps du système sur les plans des xz et des^js, et multipliées respectivement par leurs masses. Le plan invariable jouit donc encore de cette propriété singulière , savoir : que cette somme est nulle par rapport à tout plan qui lui est perpendiculaire , puisque la direction des axei des X et des^ est arbitraire. Il est donc naturel d^ choisir ce plan pour Fun des plans des coordonnées de même qu'on rapporte ordinairement leur origine au centre de gravité du système, l'égalité à zéro de deux constantes c^ et ^ devant rendre en effet le équations dans lesquelles entrent ces constantes beacE coup plus faciles à traiter. Nous en verrons bientc des exemples.
24. Les principes de la conservation des aires et du mouvement du centre de gravité dérivent naturellement des équations (B), dont ils ne sont, pour ainsi dire, qu'une simple traduction; mais il existe une autre loi générale de mouvement, nommée principe de la conservation des forces vives j qui, n'étant plus comprise dans ces équations, exige que, pour la dé^ montrer, on considère sous un nouveau point de vue le mouvement d'un système de corps.
A cet effet, nous remarquerons que si, aux forces qui sollicitent lun quelconque des corps qui le composent, on ajoute les réactions qull éprouve de la part des autres parties du système, considérées comme des fcMTces qui agissent sur lui , on pourra faire ensuite abstraction du reste du système , et les mouvemetis de ce corps seront déterminés par les équations qife nous avons trouvées pour les mouvemens d'un point matériel libre.
Soient donc mX, /tiY, mZ, les composantes dvA forces qui agissent sur m, ces forces étant estimées comme nous venons de le dire ; soient de même m'X', m'Y', m'Z', les forces qui agissent sur m\ et ainsi de suite. On aura , pour déterminer les mouvemens des corps iw, ni, m", etc., le système d^equations différentielles suivant :
m.— = /ii,X, m,-^z=:mïy m. — = mZ, de ' c/i* ' de"
etc.
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Maintenant, si l'on multiplie réqnation en or pai ndxp réquation en jr par ndjr^ Téquation en z pai àdz f puis l'équation en x' par ^dx'y et ainsi de suite qu'on ajoute ensuite les équations résultantes ^ e qu'on intègre leur somme, on aura
c étant une constante arbitraire.
Si la quantité 1.m.ÇLdx+\dj'\^Zd7^ est la dî£ férentielle exacte d'une fonction des coordonnées x ffZ, x\ jr\ %\ etc. , que nous désignerons par ^{oc Jj ^f ^\j\ ^f !2tc.)> le second membre de l'équatioi précédente s'intégrera immédiatement; et en nommant V la vitesse du corps m, on aura
WP* = c -f- 2^(a:, /, Zy x\ y, z'y etc.). [q
Cette équation est semblable à celle que nous avons trouvée n^ i3, en considérant le mouvement dur point matériel isolé, elle conduit à des résultat analogues.
On appelle force vwe d'un corps le produit de & masse par le ùarré de sa vitesse. Il résulte de Téquatioi précédente que si le système que Ton considère n'es sollicité par l'action d'aucune force accélératrice, 1 somme des forces vives des corps qui le composent ou la force vive totale du système est constante, e que, s'il est- sollicité par des forces quelconques, l'ac croissement de la force vive du système, en passât d'un point à un autre , est indépendant des courba
déentes par ces différena corps; cet accroissement est nul, et la force vive totale redevient la même toutes les fois qae le système reprend la même position. Ce théorème constitue la loi de mouvement qu'on a nommée principe de la conservation des forces vii^es.
[L'équation (ç), d'où l'on déduit le principe que nous venons d'établir^ suppose que la fonction S.w.(X/ir + Yi/^-f- Zdz) est une différentielle exacte. Cette condition est remplie, ainsi que nous l'avons fait voir n* 1 3 , lorsque les composantes X, Y, Z , etc., proviennent de forces attractives dirigées vers des centres fixes , et représentées en intensité par des fonctions de leurs distances à ces centres. Elle le serait encore si ces composantes résultaietit de l'attraction mutuelle des différens corps du système, cette attraction étant supposée s^exercer proportionnellement animasses, et suivant uue fonction quelconque de la distance.
Pour le faire voir, soit;^ la distance des deux eorps ni $t m' du système, en sorte qu'on ait
p-—(x'—xy+(y'^jrY+(z'^zy.
Soit P, une fonction donnée de p, représenfaut laction réciproque de deux élémens d€s masses m etm'f cette force étant dirigée suivant la droite qui joint ces points ; mV sera la force accélératriée àém provenant cle l'action n/; mP, la force accélératrice de m' proveluint de l'action m. La première donnera suivant les atiis des Xf des^ et des z les trois composantes
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La seconde lès trois composantes
En ne considérant donc que Faction mutuelle de i et m', on aura
:E.m.(Kdx'{'Yify^rhZdz)=:—'mm'.Fdp,
quantité qui est une différentielle complète , puisqu P est fonction de p.
Ainsi réquation (y), et le principe des forces vîvi que nous en ayons déduit , ont lieu dans le mouve ment de tout système de corps soumis à leurs actior mutuelles et à des attractions dirigées vers des centre fixes, ce qui comprend à peu près toutes les force de la nature.
^. Il nous reste à démontrer une dernière loi gène raie qui s'observe dans le mouvement d'un système A corps f et qu;^ a nommée principe de la moindn action. Pour cela, reprenons l'équation (;?); en la ^i férenciant par rapport à la caractéristique J^, on aura
Biais si après avoir multiplié les équations (iw), h première par cTor, la seconde par jy, la troisième par i'Zf et ainsi de suite, on les ajoute^ on trouve
Partant ,
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Soient cfe rélément de la courbe décrite par m, ds' rélément de la courbe décrite par m', etc., on aura
çdl z=z dsj ds =i Vdx* + dj* -+- dz%
v'dt = ds', ds'=2 \/daf^ + dy^ -f- dz'*,
etc.
Par conséquent
Mais en différenciant l'expression de ds, on a
Et comme les caractéristiques J^ et d sont indépendantes ,
-r.™.(^'.<rx+$.Jr+4^-)- T*^
Ajoutons les deux équations (a) et (b)^ en remii^ <iuaat que
^.m.ds.J'v ^ ^.m.v.dSs = :&.m.<f'.uds,
on aura
^t eu intégrant, ce qui revient à supprimer la carac- ^ristique d devant la parenthèse ,
Les points extrêmes des courbes décrites par les corps du système étant supposés fixes y les valeurs de S^x , Jy, J'z, qui s'y rapportent , sont égales à zéro ; on a donc alors
^•J^.fm^ds = o;
c'est-à-dire que la fonction Z . fm . i^ds ou Z . fm . i^*di est un minimum; ce qui constitue le principe de l^ moindre action dans le mouvement d'un système de corps. Ce principe , qu'on avait long-temps cherché à déduire de considérations métaphysiques, résulte directement, cqmme on voit, des équations diflFérentielles du mouvement, et l'on peut Ténoncer ainsi : la somme des forces vives d'un système de corps , pendant le temps qu'il emploie à passer d'une position à une autre , est mo minimum. Si les corps ne sont sollicités par aucune force accélératrice, la force vive du système, pendant un temps déterminé, est proportionnelle à ce temps; le système parvient donc alors, d'une posi tira donnée à une autre ^ dans le temps le plus court.
26. Nous avons, jusqu'ici, regardé comme fixe l'ori^ gine des coordonnées auxquelles nous rapportions h position des corps du système, dont nous considérions les mouvemens ; mais il est aisé de démontre que le principe de la conservation des aires , celui d. la conservation des forces vives, et celui de la moindc action , auraient encore lieu en supposant à cette orl gine un mouvement recttligne et uniforme dans Yet
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pace. En effet, soient x,Y,z,]es coordonnées de cette origine mobile • par rapport à un point invariable quelconque , pris pour Torigine des coordonnées x , y 9 z, x', y, etc. j si l'on désigne par x^^y^j z^, af^p /p z'^ , etc., les coordonnées des corps m, m', ni', etc., relatives à la première origine , on aura
x'=xH-<, y=Y+y,, z'=:z + z\, P''^
etc.
Différencions deux fois ces valeurs, et substituons les valeurs résultantes dans les siic équations (B). Les trois premières deviendront
%is, en vertu du mouvement rcctîligne et uniforme suppose à l'origine des coordonnées, on a
dF = ''^ dF^""^ IF^""'
Les trois équations précédeut^s se réduisent donc à
celles-ci :
ËSectaons les mêmes substitutions dans la quatrième \ des équations (B). On aura d'abord
==2.w,{Yjc^-~X;^^)-f-x.2./wY-~Y.2./iiX j
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équation qui , en vertu des trois précédentes, se réduit à
On trouvera de même
Les six équations qui déterminent le mouvement d'un système de corps, conservent donc absolument la même ^ forme , soit qu'on suppose fixe ou mobile l'origine des coordonnées ; il eu serait de même dés équations (m) du u"* 2^; on pourra donc, dans les deux cas, en déduire par les mêmes raisonnemens , les principes de la conservation des aires et des forces vives, ainsi que le principe de la moindre action.
Voyons maintenant ce que devient, par cette transposition de l'origine des coordonnées, le plan que nous avons nommé plan ini^ariable. Pour cela, reprenons les trois équations (E) dont la considération nous a conduits à la découverte de ce plan; si, dans ces équations, on substitue pour or, j", z, leurs valeurs (o), en remarquant que par l'hypothèse du mouvement rectiligne de Torigine on a
\dï — Y^x = o, x(iz— •zrfxsso, zdY — Ydz = o; on trouvera
l,.m.(z^dx^ — ^,dz^) = c'. dt,
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Les trois constantes c, c\ c", déterminent la position du plan invariable ; d'où Ton peut conclure que ce plan conservera toujours des directions parallèles \ pendant le mouvement de l'origine des coordonnées. I Nous avons vu que lorsque le système ïi'est soumis à Factioiv d'aucune force étrangère , le centre de gravité était transporté dans l'espace d'un mouvement rectiligne et uniforme ; il suit donc de ce qui précède , I que si l'on fixe à ce centre l'origine des coordonnées, I les principes de la conservation des aires et des forces f vives auront encore lieu par rapport ii cette origine , et le plan invariable passant constamment par ce point y sera emporté avec lui dans le mouvement général du système y en; restant toujours parallèle à lui-même.
Le principe de la conservation des aires et celui des forces vives peuvent se réduire à de simples relations entre les coordonnées des distances mutuelles \ des différens corps du système. En efiet, prenons pour ! origine des coordonnées le centre de gravité du système; les trois équations (E), n* :25, peuvent s'écrire ainsi :
l^m\ \y—x),{dy—dy) — {y'—y),{dx'—dx)\ _ ,
! ^mmf. \Xz— z).{dx'^dx) — (/— x).{dz'— dz)] _ ,
■ l^mm' . [Çy^— ^) . (d/— dz) — (z-^ z) . [dy'— dy)'\ _ ^„ ^^
équations qui ne dépendent que des coordonnées des dislances mutuelles des corps.
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Les premiers membres de ces équations représentent la somme des aires tracées sur chacun des plans coordonnés par les projections de la droite qui joint deux corps du système^ dont Tun est supposé se mouvoir autour de l'autre, regardé comme immobile ; chaque aire étant multipliée par le produit des deux masses que Ton considère , et divisée par ia somme des masses du système.
Il suit encore de ces équations, que le plan qm passe par l'un quelconque des corps du système , et par rapport auquel la fonction précédente est ua maximum , est parallèle au plan passant par le centre de gravité, et que nou^ avons nommé plan maximum des aires. Ce nouveau plan reste également toujoms parallèle à lui-même pendant toute la durée du mouvement, et les seconds membres des équations précédentes sont nuls par rapport à tout plan passant par le même corps , et qui lui est perpendiculaire.
On peut donner à l'équation (;?) du n* 24 cette forme ^
= const. — 2^.m.2,.fmm\ fdj»
Le premier membre de cette équation exprime le ^rré des vitesses relatives des corps du système les uns autour des autres, en les considérant deux à deux , et en regardant l'un des deux conune immo^ bile , chaque carré étant multiplié par le produit des deux masses que l'on a considérées»
Nous terminerons ce chapitre par une remarque
importante sur rextension à donner aux quatre prin^
clpes que nous venons de développer. Celui de l'uni-
formité du mouvement da centre de gravite et celui
de la conservation des aires subsistent, quelle que
soit l'action que les corps du système exercent les
uns sur les autres, même en se choquant, ce qui les
rend très utiles dans beaucoup de circonstances. Mais
il n'en est pas de même du principe de la conservation
des forces vives, et de celui de la moindre action;
i pour qu'ils puissent subsister, il faut que les variations
'- des vitesses des difierens corps du système s'opèrent
par des nuances insensibles; ils n'auraient plus lieu
: à le système éprouvait quelque brusque changement
I dans ses mouvemens, soit par l'action mutuelle des
corps qui le composent, soit par la rencontre d'obs»
tacles extérieurs^
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CHAPITRE V
Du Mouvement dun corps solide.
tk'j . Les six équations que nous avons trouvées dans le chapitre précédent, pour déterminer les mouvemens d^un sysf ème de points matériels liés entre eux d'une manière quelconque y peuvent aisément s'étendre àd Cas où ce système forme un corps solide. En effet, il suffit alors de supposer que les distances mutuelles des parties du système sont inaltérables, et de substituer aux masses /w, m\ ni', etc., les élémens infiniment petits du: corps que Ton considère.
Soit donc dm un de ces élémens; désignons par X, Y, Z, les forces accélératrices qui agissent sur lui, parallèlement aux trois axes de ses coordonnées rec- . tangulaires x^jr^z^el remplaçons dans les équation^ • (B) du n"" 2 1 , le signe 2 qui désigne des intégrales j finies, par le signe S, relatif aux intégrales ordinaires; ces éc[uations deviendront
S.-y^ .dm=:S.lLdm, S .-j^ .dm:=zS .Y dm ,
S . -TT • dm = S • Z dm.
S.f- *^* — ^.dm = S.(2X — xli^.dm.
ie signe intégral S se rapportant à la molécule dm^ et devant s'étendre à la masse entière du corps.
Ces six équations serviront à déterminer complètement les mouvemens d'un corps solide de figure quelconque. Les trois dernières renferment le principe des aires. Si le corps était retenu par un point fixe^ elles suffiraient pour déterminer son mouvement de rotation autour de ce point.
Si y au lieu de prendre arbitrairement l'origine des coordonnées^ on fixe cette origine au centre de gralité du corps ^ qu'on désigne par x, y, z, les coordonnées de ce points par x', y ^ z\ les coordonnées de rélément dm rapportées au centre de gravité , en \ lorte qu'on ait
I j:=x + j^, jr = Y+y, z — z^z'i (/)
: qu'on substitue ensuite ces valeurs et leurs difFét^tielles dans les trois premières équations (a) , en ^gnant par m la masse entière du corps ^ et en obseiVant que x, y, z^ étant les mêmes pour tous les élémens , on a
c ûf*x , d'x o d^Y T d'Y
-7- • am = m • -rr dt^ dû
cpe de plus^ par la nature du centre de gravité, S.a/J/w = o, S.ydmz=:o, S.z'dm=:o; ^ ce qui donne
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Ces équations deviennent
On déterminera par leur moyen le mouTement da centre de gravité du corps. On voit que ce point se meut dans Tespace comme si la masse entière da corps y étant réunie , toutes les forces qui solliciteilE le corps lui étaient immédiatement aj^liquées. Getle remarque est analogue à celle que nous ont fournies^ "D? 2a, les équations différentielles du mouvement du centre de gravité d un système de corps.
Substituons de même , dans les trois dernièref équa-* ' tions (a) y à la place des variables x,y, z, et de Icurt , différentielles, leurs valeurs tirées des équations {/). ^ La première de ces trois équations deviendra ainsi ;
Mais, X, Y, z, étant les mêmes pour tous les élémens , du corps , on a
S . (xd^Y — Y^'x) .dm =2 m. (x^'y — y^'x) , S.(xY — YlL).dm = x.S.Ydm — Y.S.Hdm,
et enfin,
S.{x'd^Y—yd''x + xdy'—\d^x').dmz=zd*Y.&.x'dm — d^.S.ydm + x.S.dy^ dm — Y.S.rf*a:'. dm*
Les variables \3c', ^', s', se rapportant au centre d«
gravité de la masse m , pris pour origine des coor-* données^ tous les termes da second membre de cette équation scmt nuls; la quatrième des équations (it) devient donc simplement
Da trouyeraLt de même que les deux dernières équa-
tioDS (à) se réduisent aux suivantes :
if
Les trois équations précédentes sont les mêmes que celles qui détermineraient les mouvemens du corps autour de son centre de gravité si ce point était immobile; Or les équations (b) font connaître à chaque instant la position du centre de gravité dans l'espace; on pourra donc le regarder comme un point fixe autour duquel le mobile est obligé de tourner, et en déter- '~ minant la position du corps par rapport à ce point , sa situation dans l'espace sera entièrement fixée. Quelles* que soient dope les lois du mouvement d'un corps, on pourra toujours le décomposer en deux autres mouvemens, l'un de translation relatif à son centre de gravité , l'autre de rotation autour de ce point. Envi-* sages de cette manière , les mouvemens les plus comp&piés deviendront faciles à saisir, et c'est ainsi que BOUS considérerons les mouvemens des corps célestes»
On peut donner aux troiâ dernières équatloté (a
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une forme particulière qui a Tavantage de faire con naître plusieurs propriétés importantes du mouvemet de rotation. Pour cela, on rapporte les coordonnéi de lelément dm à trois nouveaux axes rectangulaire fixes dans l'intérieur du corps et mobiles dans l'espace en sorte qu'il suffit de connaître à chaque instant h position de ces axes , pour assigner celle du solide.
Plaçons l'origine des coordonnées au point fixe , différent ou non du centre de gravité, autour duquel le corps est obligé de tourner, et soient a?', J"', 2', leî coordonnées de dm , relatives aux nouveaux axes qui nous considérons j on aura, par les règles ordinaire de la transformation des coordonnées,
y = aV + Vf + c^V, \ (i)
Dans ces équations, a,b,c représentent les cosinus des angles que fait respectivement l'axe des x avec les axes des x' des y et dçs / ; a', Vj c\ les cosinus des angles que forme l'axe des^ avec les mêmes axes, et enfin «% Vy c^y les cosinus des angles que fait respectivement jivec eux l'axe des z.
Dans les deux systèmes de coordonnées, le cam de la distance de l'éiérnent dm» à l'origine est égal à \ somme des carrés des trois coordonnées qui déterminent sa position, c*est-à-dire qu*on a
Cette consîdératioi]^ donne entre les neuf quantité
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a, h, c, a', k', c, a", b', c', les équations de condition suivantes : ....
«•4- a" + d" =1, âA + a'b' + aV ss o, \ - v.
*•+*'• 4- *'•= I, «c + tf'c' + oV =5 o, l (m) i-^. c'» + c'* =1, bc -\- b'c' + iV = o. )
Réciproquement pour déterminer x' ,y y z' eu fonction de ;r,^, z, on aura
= or -(- a'jr -f- o's ,
= bx + b'f + b'z.
z=.cx •\- dy -h c'a.
i D'où il est aîsé de conclure que les coefficiens tiy a\ if y etc. y sont encore lîës entre eux par les six
équations
a»4- b^ ^- c* = I , aa! + hV + ce' = o, fl'«^ ô'^^- c'*= I , /w" + hW + ce" = 0, J^(/i) d^ + y'* + c"* = I , a V+ *'*" + dé* = o.
Ainsi donc , des neuf quantités ajhyC^alyh\ d , d'y V'y d', trois seulement sont arbitraires , et les six autres peuvent être regardées comme déterminées par les équations de condition (m) ^ ou les équations (n) qui leur sont'équivàlentes.
Enfin ^ si ^ par le procédé ordinaire de l'élimination y on tire des équations (i) les valeurs dé x'y jr' et z', en fonction de jc , j* et is , et qu'on lès compare à celles de ces coordonnées qui résultent des équations
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(a), on aura, entre ces mêmes quantités ^ ces nonvelles relations ,
hz^d'd^a'd', b'=iac"—a''c, Wz=za'c—ac\]{i c^dV-^dV, d^J'b^aV, d'^aV—dh.
Comme il n'y a que trois des coefficiens a^h^ c^ d^ h\ dj d'f A", c", d'indéterminés, il est souvent plus commode d'exprimer ces neuf quantités en fonction de trois autres indépendantes entre elles. Ec effet , la position des trois plans que forment les axei des nouvelles coordonnées est déterminée lorsqu'oi connaît l'inclinaison d'un de ces plans , de celui de x^y^ par exemple, sur celui des xj, et les angle que forme avec les axes des x et des x' l'intersectioi de ces deux plans. En désignant donc par fl le pre mier de ces angles , le second par «4/ , et le troisièm par ^ , on trouvera aisément , par les formules de l Trigonométrie sphérique,
a = cos6.sin'v|/.sin ^ + cos-vl^.cos^, h = cos fl .sin %j/ .cos ^ — cos •>(» . sîn (p , c == sinô.sin%|/,
dz=i cosd.cos^'ssin ^— - sin '\[..cos^, 6^= cos0.cos%|/.cos^ + sin«>|».sin ^ ^ d=i sin6»cos>P, a"= — sin d.sin ^ ,
i"=— «ihfi.cos^,
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S] Ton substitue ces* valeurs k la pince de a^ è, c, etc. , dans les ëcpiatîons de condition précédentes ^ on verra que ces équations sont identiquement satiàj^ hïteSf et qu'il n'en résulte aucune relation etitré làf angles ^, *>!* et 6.
2g. Cela posé; reprenons les trois dernières équa^ ti(ms(a). Si, après les avoir multipliées par fft/on;l0s intégré , et que , pour abréger, on représente par M , H', M'', la somme des momens des forces qui agissent sur chacun des élémens du corps, et qui se rapportent respectivement aux axes des x, des^ et des z, ce qui donne
ou aura
s^^Ji=ji±ydm = paf.dt, ^ (A)
^^^xda-ydy^ = /M'', dt}
le signe S se rapportant à l'élément dm, et le signe/ uniquement au temps t.
Maintenant, de ce que les axes des o^, deis y et des z' sont supposés conserver pendant toute la durée du mouvement la même position dans Tintérieur du corps, il résulte que les coordômiées j/^ f^r ^ «erout indépendantes du temps t, tandis que les quantités a, fc, c, a', V, dy d'j î", d'^ au contraire, varieront ^vec lui. Si Ton diflerencie donc, dans cette hypo*
Ii6 THÉORIE ANALYTIQUE
thèse, les équations (i), et qu'on substitue ensui
pour,/, s, -^, Tj, leurs valeurs dans là premièi
des équations (A) , on aura
c r/a'da'—a'da\ ,. . /V db' — V db'\ ,. . /c'dc'-c'dc'\ ,. . /ddh'—h'dd-\-h'da'—a'db'\ . ,
^\ — di — )'-^\ dt r^
/a'dc'—c'da'+c'da'^a'de'\ ,,
Si , dans cette équation , on remplace {i , d', V , etc. par leurs valeurs ( /) données n" 28 , qu'on fasse pour abréger,
cdb-\^dl/+<^'db"z=s—bdv—h'dc'-^y'dc'=zpdt, adc+dd(^-\-d'dc"==^cda-c'dd^c"dci'z=qdt , ) {} bda^b'dd+b"dii'=^—adb—ddb'-.a"db"= rdt ;
qu'on suppose de plus,
A=S.(y+«'*)-<*»» B=S.(*'»+iï").rfm, C=S.(*'»+/*)<*«
F«=sy«'.f;i», &=s.«v.rfi«, n=s.K'y.dm,
on trouvera , après quelques réductions , a . (A;» — G/— %) + A . (By — Fr — H/»)"»
On aurait ^ par une analyse semblable ^
a.{hp — Gr— %)+*'.(%— Fr—H;>)
+ c'.(Cr— F^
d'. (ip _ Gr — %) +*". (B^— Fr — H/»)l
ir".(Cr— Fy— .G
En faisant , pour simplifier,
A;; — Gr— %=P, B7 — Fr— Hp = Q,
Cr— Fy — G;> = R, ces équations devîeanent
Pour faire disparaître les quantités a, b, c, etc., je différencie ces équatious, et je les ajoute après avoir multiplie la première par a, Ia seconde par a'^ la
tr(»sième par a'; je trouve ainsi ,
I _ rjq+ y . R = aM H- a' M' -f- <<"M". ( i)
«le multiplie les mêmes équations différentielles^ la première par ^^ la seconde par â'^ la troisième par ^'; je les ajoute ensuite^ et j'obtiens
^^+r.T^p.K=zbM + b'M+b'M\ (a)
[ Enfin^ j'ajoute les mêmes équations^ après avoir tûiilti|>lié la première par c, la seconde par c', la troisiènae par ^% et je trouve
^^^^.p + ^.Q — cM + i^'M'+c'MT. (3)
Ces trois équations , qui ne sont qu'une simple transformation Oéà éqtiatlônâ (A), âérviiTônl à défenuine' complètemJBiil'le noiOwrement de rotation du corps Leur intégration donnera les valeurs des quantité p, q, r, et en les substituant dans les équations (p) ces éqiiatipi^s^ réunies aux six équatio^£? de condition (/7^)^ donneront, par une nouvelle intégration, les valeurs des neuf variables a, b, c, a^, b\ c\ a", i", é\ On connaîtra donc, \ chaque instant, la direction des axes mobiles, dté off^ dos^ et des £^; et comme leur sitnatioà d^nsl'in teneur du COrps fst supposée donnée, la positioii du mpbi^ei sera entièrement dé-? terminée.
^ Nnnsayon^, juaqu'içi, regardé U positiop de ces ti?oiâvaii««td«i^riat^eti]: du co^^ comme entière* ment arbitraire, et iiO« formules oAt, à cet égajrdt toute la généralité possible; mais les équations (i); (2),. X3) J^eïmeut une Âu-me beaucoup p)ua simple, et qui facilite leur intégration dans un grand nombre de cas ^ lorsqu'au dispose des quantités a, d, c^ d^ Vin^i\d^i.W^ n^, dont trois sont restées indétenni^ nées n"* 28 , de manîèfè là sâti^&ire aux é^natîODl
suivantes :
S.^V. J/n = o, &.x'i^.dm=o, S.^y. iroiatto;
C6>qai«st toiyouTspossiUe, commit nous le verrons tduj; à l'IifuMr Im pcfsition des axeR des x', é^y ^ des z' est alors entièrement £xee, et ce» axdS'ft'ap*'
pellent axes principaux du corps. Dans ce cas y les trois quantités F^ G, H^ étant nulles , oa a Vzsaïkpy Q=By, R = Cr, et les équations (i), (a), (5) se réduisent aux suivantes :
Nous avons désigné par M, M', W^ la simriiie dSss momens respectivement relatifs aux axes des or , des y et des Zf àe% forces accélératrices qui agissent sur chacun des élémens du corps. Par une propriété coak nue^ oh aura la somme de ces mêmes momens rap^ portés aux axes des x\ des jr' et des z% en ajoutant les trois quantités M , ST, M", après lès avoir multipliées par les cosinus des angles que forment respectivement les nouveaux axes avec les premiers. Ea Bommant donc N , N', N'', ces trois sommes , on bxltsl-
tes trcds écjuatîoïis (ft) deviendront ainsi,
B*f^ 4- (A — C).rp.dt =s N'.rff,) (C) Cdr-Ç (B — A).pg.dt= ^'.dt.
Cf«tt MUS eette fonne ^^e nous emploierons ces
éfpi^tions, dans la recherche des mouTemens de rotatlcm des corps célestes.
Ces tix)is équations donneront , en les intégrant ^ les valeurs des trois inconnues p, q, r, et celles-^ feront connaître ensuite^ comme nous l'avons dit n* 2g^ la direction dan^ Fespace'des trois axes principaux qui passent par l'origine des coordonnées ; et^ par^ conséquent^ la position du corps. Mais^ au lieu de recourir, pour cela, aux équations (;?), et aux équations de condition (m), il est plus simple de substituer dans les premières, pour a, b, c, etc.; da, dé, etc. , leurs valeurs en fonction des tirdis quantités indépendantes ^^ 4> ^' données n^ à8, de mzr joière à nWoir plus qu'un seul système d^éqùations k considérer. On trouvera ainsi, après quelques réductions, ^*'' ''■
'te
cos^.sin dk ^ -^ sin^ ;^ ==yrf^^'T'(^^
d(p — cos8.<24= ^^^i y M
et l'on déterminera par ces équations les valeurs d^ trois angles (P, 4, 6, lorsque celles de p, i/,r seront connues.
En substituant les mêmes valeurs, dans les exprès^ sions des trois quantités N, N', N", elles deviendron des fonctions^des angles ^ , 4 # S- La recfaei^ehédu nl6u vement d'un corps solide, de figure quelconque, au* tour d'un point fixe cpnduit donc finalement à si: équations différentielles du premier ordre entre • le 3Îx indéterminées y;, ^,0 ^^ 4^ ^ ^^^ variable ^.B
éliminant les trois premières quantités; au moyen des équations (c) et de leurs différentielles ^ on n'aurait plus à considérer que trois équations différentielles du I second ordre entre les trois angles ^f'^f^etle temps t, I Cest sous cette forme que d'Alembert a donné les équations du mouvement de rotation; mais il est plus ; simple de s'en tenir aux six équations du premier
[ ordre (C) et (c).
I 3i. Les trois équations (C) supposent que, l'on a.
S;y^';rf/7i=o, Si/z'.^/7ï=o, S.x'z'^dm=o. (o)
. Nous allons démontrer qu'il e3t toujours possible .de déterminer les trois angles (p , >(/ ^ â qui fixent la .position des axes des a:', des ^' et desis' par rapport aux axes.fixçs des x, des/ et des z , de manière à satisfaire à ces trois conditions. En effets si dans les équations (2) qui donnent les valeurs des coordonnées x', /et^len fonction des coordonnées jc,/, j3, on substitue pour a, b, c, etc., leurs valeurs en .^, 4/, 6, on .aura
jc' = a:,(cos 9 .sin 4 «sin ^ + cos 4 «cos ^) +7.(c<^ô,cosAJ/.sin^ — isîn^-cos^) — z.sinQ.sin^,
y s= X . (cos 9 . sin n}/ . cos ^ — cos 4 • sin ^ ) I +7.(cosO*cos4*cos^4-sin%[,.sin^) — z.sinG.sinip,
z'=a:.sin0.sîn^-Hy.sin9.c6S'4/ -f-i.cos9.
Si l'on ' substitue ces valeurs dans les trois équations (o), et qu'en fasse pour abréger
^=S-(/+«')-^^> l^=S.{x'+z^).dm, C=S.{x'+y)>dm,
Les six quantités A^ B , C, F, G^ H étaxkt des constantes qui dépendent de la nature du corps et de k direction des axes des a?, désuet des is^ que l'on a choisis arbitrairement^ il est £su:ile de se containcre que ces équations prendront la forme suivante t
sîn 2^.L+cos 2Ç>.M=o, ^
cos <p . N — sin cp . P = o , > (ff)
sin^. N+ cos^ . P =oj3
L 9 M , N , P représentant des fonctions des angles 4 ; ^> et des constantes A^B^C^F, G^H indépendantes de l'angle (p.
La première de ces équations détermine l'angle ff et il est évident que les deux autres ne peuvent avoir lieu en même temps^ indépendamment de toute valeur donnée kfp, k moins qu'on n'ait séparément
Si l'on met à la place de N et de P les valeurs que ces lettrés représentent^ on aura les deux équationssuivantes :
— cos2d. (F.cps4 + G . sm4) = ^i
•ia^.[](A— B),siii4»co«-4» — H(cos*4"^sin*4)3
-J- cos tf . (F . sin 4 — G. cos 4) = o .
Ces équations serviront à déterminer les angles 6 et >|/- Si Ton' tfre de la première la valeur de tang.^O^ de U seconde celle de tang 6^ et qu'on les substitue dans b formule
^ I — taDg*« '
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que pour abréger on fasse taiig '^sssUfCe qui donne
après led réductions convenables , on trouvera TëquatioQ suivante du troisième degré
[(A— B).i/— H.(i-.tt-)]',[(AG~CG+FH)*« ^ BF+CF~GH] ~ (Fi«+G) . (Gei^-F)* = o.
Cette ec[aation donnera au moins une valeur réelle pour u; on en tirera une valeur semblable pouf fmgle 4 ^ et en la substituant dans l'une des deux ^fiatioùs {f^fOtk aura la valeur correspondante de 9. Concluons de là qu'il est toujours possible de trou» ter pour les angles ^^ 4' ^ ^^ système de valeurs léelles qui satisfassent aux équations {q) , et que par oûoséquent il existe dans tout corps solide un système âfutes par rapport auxquels on a
^.x^ ^dni:=:o, S.x'z' .dmz=:o, S.j^V.^ = o.
L équation qui détermine u étant du troîéîème degr^, on pourrait croire qu'il existe dans chaque corps frois systèmes d^axes semblables ; mais il faut obser- ^ que u représente généralement la tatigente de 1 angle compris entre Taxe des or et lés intersections du plto des a: f, avec les plans relatifs aux coordon- ^ off^y et r', puisque rien n'indique en effet lequel 4è Ces angles on a considéré , et que les équations pré- <^édentes sont également satisfaites loisqu^ôn change les un$ dans les autres les trois» axes des x\ des^'et
des2^ La valeur de udoît donc être donnée par une équation du troisième degré dont toutes les racines sont réelles, et il n'en résulte généralement qu^un seul système d'axes.
.. . Ces axes^ dont on doit la connaissance à Euler, ont été nommés, comme nous YsLYons dit, axes principauûc; on les appelle aussi axes naturels de rotation, à cause d'iine belle propriété du mouvement qui leur est particulière , et que nous ferons bientôt connaître.
32. On nomme moment d'inertie à! un corps par rapport à un axe, la somme des élémens dont ce corps se compose , multipliés respectivement par le carré de leur distance à cet axe. Ainsi les trois quantités q«e nous avons désignées n^ 29 par A, B, C, représentent les momens d'inertie du corps qui se rapportent respectivement aux axes des :c', des 7^ et des «'.La valeur du moment d'inertie varie avec la position de l'axe auquel on le rapporte; mais lorsqu'on connatl les momens d'inertie relatifs aux axes principaux, il est facile d'en conclure le moment d'inertie relatif à un axe quelconque.
En effet, soient comme précédemment a^,y eii les coordonnées de l'élément dm relatives aux troîi axes principaux , et soient^, j^ et isles coordonnées du même élément rapportées à des axes quelconques ayant la même origine. Proposons-nous de déterminer le moment d'inertie relatif à l'un (de ces nouveaux axes, à celui des ;3,par exeipple.Si l'on désigne par C ce moment , on aura
DU SYSTÈME DU MONDE. laS
i Ton substitue dans cette formule pour. a? et/ leurs aleurs (i), on aura, en yertu des équations (m) ,
C = (i — a"O.S.a/*rf/ii + (i — V!').&.f^dm
Mais a"* + b"^ + c** = i ; en substituant pour 1 — «'■, I — - b^^y 1 — c"*, leurs valeurs , iFéquation précédente donnera
Les trois quantités a% V^ c' représentent les cosini^des angles que forme l'axe des z avec les axes des x\ de»/' et des z^ : le moment d'inertie d'un corps par npport à un axe , quelconque passant par un point donné, est donc généralement égal à la somme des momens d'inertie relatif aux axes principaux qui se croisent en ce, point, multipliés respectivement par. le carré du cosinus que forme avec eux Taxe donné.
Le plus grand et le plus petit des trois momens d'inertie A, B , C, seront un tnaximumeX un minimum relativement à tous ceux qui se rapportent à des axes passant par l'origine des coordonnées jc', /', z\ En ^ety soit A la plus grande, et G la plus petite des trois quantités A, B, C, en mettant i — b"^ — c^* à la place de a'* dans la valeur de G, on aura
Les diflFérences A — B^ A — C, sont positives par hjpothèse; donc C est plus petit que A, quelle que
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ftoit la valeur de V et c'^ Si Ton donne à la valeur deC cette forme
on voit au contraire que Q! est toujours plus grand
que C.
Si les deux momens d^inertie A et B étaient ^aux,
on aurait
Cette valeur ne dépendant que de c'^ le mom^ d^inertie est le même par rapport à tous les axes foimaot un même angle avec Taxe des z\ Les momens d'inertie relatif à tous les axes compris dans le {Jaa des afjf^ qui font un angle droit avec l'axe des V^ sont donc akNS \ égaux entre eux ; mais , dans ce cas , tout système d'aMi ; composé de l'axe des z' et de deux axes perpendicubmi ^ entre eux et à cet axe^ forme un système d^axes priœ^ paux f c'est-à-dire que Ton a par rapport à ce systèmt -
S.xjr.dm
O9 S.cirz.iim=sO, S.j^z.Jm=p.
En effets si l'on substitue pour Xy y^ z, leurs valems n* 28 dans ces équations^ on a
La supposition de A s=: B , donne
S.3(f^dm = S.y^dm.
Les trois équations précédentes en vertu des rel^'
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tkms (is)^ peuvent donc s'écrire ainsi :
ccf.iS.x'^dm — S.s^^dm) = o, ce''. (S.x'^dm — S.z'^dm) = 0, cV- {S.x'^dm ~ S.z'^dm) == p.
On satisfait à ces équations en supposant c=o, c' = o , ce qui donne 4/' = i . Tous les axes situés dans le plan des ûo^y sont donc des axes principaux, et le corps a une infinité de systèmes d'axes sem- UaUes qui ont tous pour axe commun l'axe des z\
Enfin ^ si Ton a en même temps A=B=C, Téquation (k) donnera généralement C'=A : tous les momens d'inertie sont donc égaux, et tous les axes da corps sont des axes principaux. En effet, les équaliotis(^) sont alors satisfaites, indépendamment de toute valettr donnée aux quantités ^^ i^, c, etc. On a donc, par rapport à tout système d'axe rectangulaire pissant par l'origine des coordonnées oo^j/ et z',
^.xy.dmz=zOy S.xz.dm^o, 6.jz.dm:ssi o.
Cette {NTOpriéte appartient à la sphère, l'origine des coordonnées étant au centre ; mais elle conyient eucore à une infinité d'autres solides.
Désignons par x, t, % les coordonnées du centre de gttvité du corps, par a?,/, z les coordonnées de fâémént dm par rapport It ce point y en sorte qu'on aita?=za:^+x, j'sss/^+X, z=2/ + z, on aura
C'==S.[(^^+x)*+(j^,+ Yy].dm=S.(a:/+x-).rf/w
Mais, par la propriété du centre de gravite^ S • xjims=zo^ %^jr^dmz=zo; en désignant donc par m la masse du corps, par a la distance dé l'axe des i5^ à Faxe des z, on aura simplement
C = S . {x; + j^/) . dm + a*m.
Cette équation donnera immédiatement le moment d'inertie d!un corps par rapport à un axe quelconque, lorsque le moment d'inertie relatif à un axe mené parallèlement au premier par le centre de gravité sera connu. Elle fait voir aussi que le plus. . petit de tous les momens d'inertie d^un corps se ra{^>orteà l'un des trois axes principaux qui se croisent à son centre de gravité.
35. Les quantités ^, q^ r, introduites gour la première fois par Euler dans les équations du mourement de rotation, jouissent de plusieurs propriétés qu'il fauf faire- connaître, parce quelles montrent clairement de quelle manière ce mouvement s'effectue. Les diflerentielles -y- y -j'y j- expriment ,
comme on sait, les composantes parallèles aux axes des X, des^ et des z de la vitesse dont l'élément è/ns est animé. Cette vitesse est nulle par rapport anx points du corps qui restent immobiles pendant l'ins^ tant ^^;.en différenciant donc les équations (i) n* 28^ on aura, pour déterminer les coordonnées x',^, ^ de ces points ,
x' da +^' db +z' de =0, x' da! 4-/ dJ/ +2' de' =z=o,
X' diJ' +^ d*"H-z' rfc"=: O.
Ton multiplie la première de ces équations par c, seconde par c', la troisième par c", et cpi'on les joute y on aura
Si Ton multiplie ces mêmes équations , la première par i, la seconde par V^ la troisième par V\\ qu'on les ajoute ensuite , on aura
rr'— /7z' = o.
EqIGIii, si l'on ajoute ces mêmes équations^ après avoir multiplié la première par a , la seconde par ol et la troisième par d\ on aura
q:^ — rf ^=.0.
Ces trois équations^ dont la dernière résulte des deux autres y sont celles d'une ligne droite passant par Torigine; tous les points situés sur cette droite res-» tent donc immobiles pendant l'instant di^^X le corps, pendant cet intervalle de temps , tourne autour d'elle comme autour d'un axe fixe.
Cette propriété a fait nommer cette droite axe instantané de rotation. Sa position par rapport aux aoces principaux des x' , des/' et des is' est déterminée par les trois quantités p^ q,r, et les cosinus des angles qu'elle forme «vec chacun de ces axes sont respectivement exprimés par
l^a vitesse angulaire de rotation autour de l'axe Tome I. g
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instantané est la même pour tous les points du corps : proposons-nous de déterminer cette vitesse. Pour cela, considérons le point situé sur l'axe des z k une distance de l'origine égale à l'unité. Nous aurons pour les coordonnées de ce point x^so, jr^=zo, z=:i: sa vitesse absolue sera donc
V \di^ "*■ dt* "^ dù*J ~ de
En divisant cette vitesse par la distance du point à
l'axe instantané de rotation, on aura la vitesse angu-
^ laire de rotation du corps; cette distance est ^ale
au sinus de l'angle que fait l'axe de rotatioe avec
l'axe des z, angle dont — exprime le cosi-
nus ; la vitesse angulaire cherchée sera donc
i/idc^+do'^-hdc'^)
en observant que par les équations de condition (p),
et que Téquatiog^ c* + c^ + c^* = i donne en ^i&ir jrenciant cdc + c'dc' + ^^ = o.
Si l'on nomme donc â^;, ^, ^, les an^es que l'axe instantané de rotation fait avec les axes des x! y desy et des 7!j et p la vitesse de rotation y on aura
y9==p.cosc(, ^=z=p.cosf, r=p.cosj^.
On peut encore, au moyen des quantités /;, q^ Vf donner une ibrnae très simi^e à l'^a^ressiôtt de 1^
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force vive du corps. Ea effets si Ton désigne piir T cette quantité , on aura
T=S.(^:l±^;±^).dm.
Si l'on substitue dans cette équation, pour -J^,
^ et ^ , leurs valeurs tirées des équations ( i ) , en observant qu^on a^ comme nous venons de le dire,^
p^+q"" :;= dc^+ dc^+ dc"^, on trouvera
Cette expression nous sera utile dans la mite.
I] suit de ce qui précède , qu^^ ^^1 ^}^ soit le moavement d'un corps solide autour d'un point fixe , oa Supposé tel , ce mouvement peut être regardé comme un mouvemient de rotation autour d'un, axe fixe pendant l'instant di, mais dont la position varie Sun înstaiat à* l'autte. Les trois variables p, q, r déterminent cet axe par raj^port ai^x axes principaux ; ^cs font connaître aussi la vitesse de rotation du corps. Quant à la position dès axés prini^ipatix dans l^iace, on là dét^nrminéra , comme nous l'ayoîis dit, «a moyen des équations (0), quand les valeurs de h <jf r sèix>tit connue^ , et la srtùation du corps sera ^nd complètement fixée*
34. Donnons quelques af^ications des formules précédentes^ Pcop06on&iaou»d'idl>ond de déterminer le
mouvement de rotation d'un corps qui n*est soumis à l'action d'aucune force accélératrice , et qui tourne à très peu près autour d'un de ses axes principaux, comme cela a lieu pour la Terre et les planètes. L'analyse de cette question nous fera découvrir de nouvelles propriétés très im{K>rtantesdes axes principaux. Dans ce cas, les seconds membres des équations (C) sont nuls, et l'on a d'abord à intégrer les trois équations suivantes ;
kdp + (C — B) . yr. É?^ = G, Brf^+(A — C)./7;.£// = o, ) {h) Cdr +(B — A).p{/.dtz=:o.
Supposons que le troisième axe principal soit celui autour duquel le mouvement s'e£fectue à très peu près; le sinus de l'angle que forme avec lui l'axe instantané
de rotaition sera —-—=—= : et comme cet angle doit
toujours demeurer très petit p^r la supposition , p^i^ seront aussi de très petites quantités. Si l'on néglige donc leur produit dans la dernière des équations pré^ cédentes, elle se récait à Cdr^=o ; d'où Ton tire r =»^ en désignant par 71 une constante arbitraire. La vitesse
angulaire de rotation est y^^* -f- y • -f^ jr*j en négligeant le carré de p et de ^, elle est donc égale k n^ et par conséquent elle est à très peu près constant^, he^ deux premières équations (h) deviennent. aipsi ;
Adp + (^Crr'B).nq.dê z=z o^ Bdif + (A — C).np.dt = o.
Pour satisfaire à ces équations , faisons
p = k.sin(U-{-k), (jfz=k'.c06{lt + k);
la substitution de ces valeurs donnera
Att-f-(C — B)./iA'=?o,
Blh'-{- (C — A) .nA=s o î d'où l'on tire
b deux constantes l et ft' seront 4onc dç'termînées ' par ces équations , et les constantes ^ et Â: demeureront arbitraires.
Les valeurs de y?^ q, r étant connues^ il ne reste plus à trouver que celles des angles 9^4^ ^ V^^ ^^' terminent la position des axes principaux dans l'espace. On peut le faire dWe manière très simple dan3 ce cas. En effets les deux premières équations (c) du II* 5o donnent^ en éliminant d^^
L'angle 0 est donc une très petite quantité . du même ordre que p et y. Si Ton néglige lé caiTe de fl> Ik .; dernière^ de ces équations devient
dp — d^z=irdi;.
d'où, en înteg|rant, on tire
i étant une constante arbitraire.
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Supposons maintenant
^3x8iA0.cosç^ 2<s=:sm0..sm^;
les deux premières équations (c) n® $o , en y substituant pour d^ sa valeur^ et négligeant toujours les termes du second ordre par rapport à 8 ^ donneront
Si dans ces équations on reniplace Pfff^r par Jeigrs valeurs ^ on aura deux équations linéairea du premier ordre entre les inconnues ^ et u^ et Ton y satisfera en faisant ^
s z=zf.cos (ni'^g) — -^ .cos (&•+• A), «==/-sin(?il4-g^)— ^ .sm(U+k),
y et g étant deux nouvelles constantes arHh^res.
La question est ainsi complètement résolue , puis^ que les quantités s et u étant connues en fonction du temps , on aura à chaque instant les valeurs de$ angles ^ et S j et par suite celle de %[/ qui est déteih miné en fonction de ç et de t. L'introduction des va-" riaUes ^ et 2^ ^ qui sont toujours de très petites qumtitéi^ du même ordre que sin Q, facilite la solution de ce pn>; . blême ; elle est due k Lagrange , et l'on verra qu'elle esl . de la plus grande utilité dans la théorie de la Lune^ ,
La forme des valeurs de ^ et ^ donne lieu a une remarque impoitante. La constante h dépend de l'angle que fait à l'origine du mouvemeiiit l'aj^e insr^
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tantané de rotation avec le troisième axe principal : si cet angle ^ au lieu d'être très petite est supposé nnl^ <m aura pour cet instant pzsso et ^=ro^ et par conséquent ht=zo eth' z=: o» Les quantités p e%q seront donc nulles pendant toute la durée du mouvenKDt^ et l'axe de rotation coïncidera toujours avec le troisième axe principal. Il suit de là que si le corps Gommence à tourner autour d'un de ses axes principaux^ il continuera à se mouvoir uniformément autour de cet axe ^ et c'est par cette raison que ces axés ont été nommés iixes naturels de rotation. Rédproqnement^ si l'axe instantané demeure immobile ^ on est assuré qu'il est un des axes principaux du corps. En effet, pour que Taxe de rotation conserve la même portion dans l'intérieur du mobile , il fairt c|iie les trois quantités p^ q^ r soient coostantes \ ce quidonne^l^sso, ^27 = 0, e/r=:o; les trois équations (A) deviennent donc
(C — B).yr.É?/ = o, (A— •C).ip.û?/=^o,
(B — h) .pq ^dtz=ia.
Si les trois momens d'inertie A ^ B ^ C sont inégaux y 3 Êtudra ^ pour satisfaire à ces équations , supposer ^inHes deilx des quantités p^ q\ r; alors l'axe instantané oomcîde avec l'un des axes principaux. Si deux de ces momens sont égaux , si l'on suppose , par exemple^ A = B, la dernière des équations précédentes est identiquement nulle , et Ton satisfait aux deux premières en supposant r = o. L'axe de rotation est alors situé dans le plan perpendiculaire au troisième axe principal ; mais nous avons vu n^ 52 ,
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qu'alors tous les axes compris dans ce plan sont des axes principaux. Enfin , si Ton a à la fois A=B=C/ ces trois équations seront satisfaites indépendamment de toute valeur donnée kp, q, r; msâs, dans ce cas , tous les axes du corps sont des axes principaux.
La .propriété d'être des axes invariables de rotation convient donc exclusivement aux axes prind-. paux ; mais il y a à cet. égard une distinction à établir entre eux. En effet , remarquons que , pour que les valeurs de p et de q demeurent toujours très petites^ comme nous, supposons qu^elles le sont à Torigine du mouvement, il ne suffit pas qiie.les constantes h et à' soient très petites j^ il faut encore que la valeur de la constante l soit réelle;; sans cela les sinus et cosinus que renferment les quantités/^ et q se changeraient en exponentielles , dont les ex-!> posans seraient proportionnels a i, et ces valeurs par conséquent pourraient croitiçe indéfiniment avec le temps. Ainsi, dans le premier cas. Taxe instantané ne fera que de petites oscillations autour de l'axe principal } maïs , dans le second , il pourra s'en écarter considérablement, quelque rapprochés qu'aient été ces deux axes dans l'origine. Or, pour que la valeur de l soit réelle , il faut que le produit (A — C) . (3 — '. C) soit positif, c'est-à-dire que le moment d'inertie C, relatif à l'axe principal autour duquel oscille l'axe instantané, soit le plus petit ou le plus grand des trois momens d'inertie A, B, C Il s'ensuit que, si le mouvement du corps a commencé autour d'un de ses axes principaux , et qu'une force perturbatrice quelconque dérange infiniment
peu son axe de rotation ^ le corps continuera de tour-* ner à très peu près autour de Taxe principal ^ si la ({iiantité. (A — C) • (B — C) est positive j mais , dans le cas contraire ^ Taxe de rotation s'en écartera indé«^ (iniment , et il suffira alors dt la cause la plus légère pour changer totalement la nature du mouvement. Ainsi Ici^ mouvement de rotation est stable par rapport aux deux axes principaux qui répondent au plus grand et au plus petit moment d'inertie , et il ne l'est pas relativement au troisième.
35. Considérons maintenant d^une manière générale le mouvement d'un corps qui n'est animé par aucune force accélératrice ^ et qui peut se mouvoir librement autour d'un point fixe, différent où non de son centre de gravité. Reprenons les équations (A) *du n* précédent.
Adp + (C — B) .qr. dû =: o^^ B^ + (A — C)./7?,^= o, !• (h)
'^ Si Ton multiplie la première par p, la seconde par q, ^ la troisième par r, qu'on les ajoute et qu'on intègre j, leur somme ^ on aura
^ A/7*+By* + Cr»=A. (i)
Si l'on multiplie ces mêmes équations , la première par Ap, la seconde par Bif, la troisième par Cr, qu'on les ajoute et qu'on intègre l'équation résultante, on aura
. A7?*+BYH-CV = >t% (2) h et fc étant deux constantes arbitraires.
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La première intégrale est l'expression ée la force vive trouvée n"" 55 ; elle montre que cette forée est constante, conformément au principe énoncé n^ !»4'
Des deux équations précédentes, on tire
A«— BA + (B— Q.O
^'— AA + (A--C).Ci* (B— A).B
Si Ton substitue pour p et q leurs valeurs dans la dernière des équations ( A ) , et qu'on la r&olve par rapport a, dt, on aura
j^_ |/Ib . Cdr , ^j.
'■" V/îfr^irBÂHKB--C) . Cr^'j . [— Im-A Ar+<G-A).Ci*3*
Cette équation donnera par les quadratures la var leur de t en r, et réciproquement la valeur de r ea fonction de t ; cette valeur substituée dans les équations (k) fera connaître à cbaque instant les valeurs de ;? et ^, Mais l'intégration d'où dépend la valeur de t ne peut s'obtenir sous forme finie , que dans le cas où deux des trois momens d'inertie A, B, C sont égaux entre eux.
Les trois quantités p, ç, r déterminent, n** 53, les mouvemens du corps par rapport aux axes principaux. Il reste à déterminer les trois angles ç^ ^f^ l qui fixent la position de ces axes. Au lieu de recourir . pour cela aux équations (c) n*" 3o , on peut troorer trois nouvelles intégrales des équations (h) qui facili* teront cette recherche. En effet, si l'on multiplie la premièi^ de ces équations par a, la seconde par b, la
troisiènié par c; qu'on les ajoute^ et qu'on intègre
leur somme; qu'on répète la même opération par
Tapport à a\ V^ d, et par rapport à d'y è", é\ en
&isant attention aux équations (/?) n*" 29^ et aux re->
ktions {ni) y (n)^ n^ 28^ on aura
\^ r, V étant trois constantes introduites par Fintégration. Ces équations ^ qui coïncident avec les équa* tîoDS (^) n** 29, renferment le principe des aires.
Si ces trois intégrales étaient réellement distinctes entre elles, on en tirerait^ sans nouvelle intégration^ les valeurs de ^ , «sj/ , 0 , au moyen de celles de ;e; , ^, r, qu'on peut regarder comme déterminées. Mais Tune quelconque de ces équations rentre dans les deux autres^ en vertu de Téquation (2). En effet, si l'on ajoute ensemble leurs carrés, on voit que cette sonome se réduit à
éqnation qui, en la comparant à l'équation citée, donne entre les constantes ^, /, f, ï\ l'équation Je condition
Les équations (i) ne pourront donc servir qu'à déterminer deux des inconnues (p , 4 ^ ^ j îl faudra nécessak*ement recourir aux équations (^) pour déterminer la troisième, ce qui exige par conséquent une nouvelle intégration.
Pour rendre cette intégration possible, on est
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obligé de faire une hypothèse sur le choix des plans ^ coordonnés^ que nous avions jusqu'ici regardé comine arbitraire. On suppose que l'un d'entre eux se confond avec le plan que nous avons nommé invariable n® ^. La propriété qui le caractérise^ c'est que la sommé des aires décrites par les rayons vecteurs des élément ' du corps pendant le temps ^^ et multipliées par les masses de ces élémens^ est un maximmn par rapport à ce plan^ et qu'au contraire par rapport à tout plan qui lui est perpendiculaire, elle est égale à zérôf Les constantes /, l\ V répondent ici aux constantes Cf c', ç" du n' 23.; cette somme, relativement au pbuv
invariable , est donc égale à ^ / . V^Z*4-/'*-f-^"*J et en désignant par a, Q, y les angles que forme la perpendir culairQ à ce plan avec les axes des x , des^ et des z , on a
cos ot = T > cos b = T , cos 5^ =s T-«
Si l'on prend ce plan invariable pour plan des xjA on aura /=o, /^=o, /"=A, et les équations (/}] se réduiront aux suivantes \
d'où l'on tire, en vertu des équations (/w), n' 28, ou bien , en mettant pour a", i", c" leurs valeurs n* 38»
sin6,.8m^, = — ^, 8m9^.cos^,=— -^, C089^ = y. (o>
Nous désignons ièi par^^, 4/f 0/ ce que deviennent^
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, rektiyement au plan invariable^ les angles ^,'^,9 qui se rapportent à nn plan fixe quelconque.
Ces équations donneront immédiatement les valeurs des angles (p^ et 6^ en fonction du temps au moyen des valeurs connues de p, q, r. Pour déterminer le tKMsième angle 4/^ éliminons isffl entre les deux pre*^ mières équations (c) ; nous aurons
sin^ 9^ . d-^j = sîn fl^ . sin ^^ .pdê + sin 9^ . cos ^^ . (/dû; «{aation qui, en vertu des précédentes, devient
d'où, en observant que A/7'+ By* = h — Cr*, on tire
Si dans cette équation on substitue pour dt sa valeur. On trouve '
(ir*-CV). {/ [ir--BA4r(B-C) .Gr»] . [-ir-^-J-AA+CC-AJ.ÇV]
Cette formule donnera par les quadratures. 4"/^ fonction de /•, et par suite 4/ en fonction du tem^ps. •
On connaîtra donc à chaque instant les valeurs des six variables p, y, r, ^/ , 4 / * ^/ f- ^^ V^^ suffit pour déterminer, toutes les circonstances du. mouvement du corps. Ces valeurs renferment quatre constantes arbitraires, savoir, les constantes A et A:, et les deux constantes qui sont introduites par l'intégration des valeurs de dt et de ^4/* ^^^ intégrales d'où dépend la solution complète du problème devraient généralement contenir six arbitraires; mais il faut remarquer
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qu'en prenant pour plan des x et des^^ le plan pcii^* cipai de projection ^ nous avons fait disparaître den | de ces arbitraires^ puisque cette supposition a domié lz=zOf t=iO, et que d'ailleurs les angles f^, 4/f ^jî dont nous venons de déterminer les valeurs , ne sMt relatifs qu'à ce même plan. Il sera j&cile, lorsque OM valeurs seront connues^ d'avoir celles des angles f i4'l| qui se rapportent à un plan fixe quelconque , par kf formules de la Trigonométrie sphérique , et cette dé* termination introduira deux nouvelles constantes dé* pendant de la position du plan invariable par rapport au plan fixe ^ qui , j ointes aux quatre précédentes , cosa» pléterpnt le nombredesconstantes arbitraires demandA En effet , désignons par y l'inclinaison du plan invariable sur le plan fixe, par cl l'angle que foriM avec une droite menée sur le dernier de cesplaai leur commune intersection, et considérons le triangle sphérique intercepté entre ces deux plans et le |Jdf qui renferme les axes principaux des a/ et des ^à D'après la désignation donnée aux quantitees Ç , 4 > ^1
angles de ce triangle seront > , â , ^lOo^'-O , et les càm respectivement opposés ç— ^^, 4"^*^ ^* 4'/> ©ûsap^i posant que l'angle 4 9 <I^ ^ compte sur le fhn in4 variable à partir d'une ligne arbitraire, j9oit compW à partir de l'intersection de ce plan avec le plan fym On aura donc par les formules connues *'^'
cosâs cos^;cosG^ — sin^.sîn0^.cos4/j| sin(^ — ^J.sinfl = sin4/«fiÛQ^^ sin(4 — <t ) . sin ô = sin 4/ * ^^^ ^r
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es équations donneront les Tâleurs des trois angles f '^, 6^ au moyen des angles (p^, «sj/^, 6^, et de^ iiKK arbitraires a et y^ qui dép^ident de la position h corps à l'origine du mouvement.
Il ne nous reste plus ^ pour achever la solution du oUème que nous venons de traiter^ qu'à montrer aiment les six constantes qui servent à la bompléter uvent se déterminer d'après les circonstances ini-* les du mouvement. Pour cela^ supposons que le Vfs ait reçu une impulsion primitive quelconque; qui f passe pas par son centre de gravité ; soit u la vitesse le cette force imprimerait à la masse m, regardée uime un point , en sorte que mi/ soit la mesure de n intensité^ et soit de plus / la distance de sa direcm au point fixe autour duquel le corps est forcé de nmer; mp/seva. son moment par rapport au même tint. Quelles que soient les quantités de mouvement >nt sont animés les différens points du mobile^ il ; évident que l'impulsion primitive^ prise en sens ntraire de sa direction^ doit leur faire équilibre; là il suit que la somme des momens de toutes ces Qces projetées sur un même plan doit être égale à POU Or, le moment de la loiroe mi/ est le plus grand «Bible relativement au plan .qui passe par sa direc- ML.et par le poiut fixe; ce plan est donc le plan kvariable. La somme des wtes décrites pendant lé W3ps t, par les rayons vecteurs des nnd^nales du orpsy projetées sur ce plan et multipliées respective-
■eatpar œs molécules, est |«.\/Z»+/'*4-.^'*==i^.J5'. 8i Ton multiplie par jt le moment m<^ le produit doit êfare, par ce qui précède; égal à cette
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somme* On aura donc k = muf pour dëtenniner la constante k.
Si Ton suppose connue , à Forigine du mouvement, la position des trois axes principaux du corps relati* yement au plan invariable , les angles Ç^ et 8^ seront donnés , et l'on aura , par les équations (o) , les valeurs de p, q, r k l'origine du mouvement; en ks substituant dans la première intégrale (i)> la vaknc de la constante h sera déterminée.
Quant aux deux constantes qui résultent de Tinté; gration des valeurs de dt et de d^^ , la premièreutj' pendra de l'instant d'où l'on comptera le temps/ej la seconde de l'ongine de langle 4y> <ipe ronp(»l prendre arbitrairement sur le plan invariable.
Enfin, les deux constantes ol et y, qui détermines ce plan par rapport à un autre plan fixe quelconque; seront connues , puisque sa position initiale est snp posée donnée.
En rassemblant les résultats précédens^ on voit; nP. 2j, que si un corps de figure quelconque recoi une impulsion primitive qui ne passe pas par soi centre de gravité , ce point sera emporté dans l'espld comme si l'impulsion lui était directement appliqua et que le corps prendra, autour de ce centre ^ie'mêini mouvement que s'il était immobile. Ces prindiNS Servent à expliquer comment le double mouvemed de translation et de rotation des planètes , qui parti au premier abord si compliqué, a pu résulter d'iniî seule impulsion primitive qui ne passait pas par leoL centre de gravité. En supposant la Terre une ^hèi homogène , dont le rayon est R , et nommant / '
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distance de la direction de l'impulsion primitive k son centre, on trouve qu'en veftu du rapport qui existe entre la vitesse angulaire de rotation de cette [Janète, et sa vitesse de révolution autour du Soleil , l(mt qu'on ait, à très peu près, /*= t^ô «R*
36. Déterminons enfin le mouvement de rotation l'un corps solide retenu par deux points ou par un axe îxe. Au lieu d^employ er les équations (C) du n** 3o , il ist plus simple dans cette recherche de recourir aux équations primitives (^i) du n* 27. Prenons l'axe £Ue le rotation pour l'un des axes coordonnés, pour celui les AT, par exemple; supposons cet axe horizontal im que l'axe des^, et l'axe des z vertical et dirigé rers le centre de la terre; supposons de plus que le ixa desj'z, dont la position est arbitraire, passe par e centre de gravité du corps : la dernière des équaioDS (à) n* 27 suffira pour déterminer dans ce cas )ates les circonstances du mouvements On aura donc
aisons passer un plan par l'axe de rotation et par \ centre de gravité du corps; il est clair qu'il suffira e connaître la trace de ce plan sur celui des j^ pour voir, à chaque instant, la position du mobile. Pre-* ions cette ligne pour l'un des axes de nouvelles coordonnées y, 2^, et nommons 9 l'angle que forme €«t axe avec celui des z; on aura
y^ =y cos fl+ / sin fl , 2= — y sin 9 + z' cos fl.
l<é((uation (a) devient en y Substituant ces valeurs Tome I. 10
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L'iatégrale S.{y*'^z'*).dm est le moment dlncrtic du corps par rapport à l'axe des x; en désignant donc par A ce moment^ l'équation dumouyement de rotation sera simplement
A.^=— s.CrZ-zY).^. (b)
Supposons que la pesanteur soit la seule force accélératrice qui agisse sur le corps que nous considérons; il forme alors ce que l'on nomme impenduL compose^ et l'on a Y=o et Z=g^ en désignant par^ l'intensité de la pesanteur. Par conséquent
Puisque Taxe des t! passe par le centre de gravité, on a S.^'^m = o, et S,z'dm=Ma , en nommant iz la distance de ce centre à Torigine, et M la masse du corps ; l'équation (b) devient ainsi
IVlultiplipqs. les deux memb|«s de cette équation par. 2£$ et intégrons ;. nous aurons
C étant une constante arbitraire.
Cette expression est le carré de la vitesse angulaii de rotation du corps. J^ résolvant l'équation pré(^
(lente* par rapport a dt, et en l'intégrant ensuite, on aura t en fonction de G, et réciproquement 9 en fonction du temps.
Imaginons le mobile réduit à un point lié à l'axe (lésa: par une droite inflexible 2; on aura /=a et kz=zS.(j^-i-z^).dmz=:Ml^; par conséquent
*=ÎE.cos8 + C.
Cette équation coïncide avec cdle que npu$ avons donnée n^ 1 7 ponr déterminer les oscillations du pendule simple; en la comparant à la précédente, on voit que les deux corps oscilleront de la même manière si
l'on fait /:= -£- , et si Ton suppose qu^ilis ont les mêmes
vitesses initiales , lorsque leurs centres de gravité sont dans la verticale, c'est-à-dire lorsque langle 0 est nul. On pourra donc toujours déterminer, par la formule précédente, la longueur du pendule simple qui fait ses oscillations dans le même espace de temps qu'un pendule composé donné.
On peut conclure de là qu'il existe dans tout pendule composé un système de points qui oscillent comme s'ils étaient isolés et détachés du corps. Ces points sont situés dans le plan qui passe par le centre de gravité et Taxe de suspenisîon, sur une droite parallèle à cet axe. On nomme ces points centres ^oscillation.
CHAPITRE VI
De V Équilibre des fluides.
5j. Un fluide est un amas de molécules matérielles qui cèdent sans résistance au moindre effort que l'on fait pour les séparer. Cette extrême mobilité qui caractérise les fluides et les distingue des corps solides, exige de nouvelles considérations pour découvrir les lois de leur équilibre , et fait de cette partie de la Mécanique une science à part. En effet, il ne suffit plus ici que les forces appliquées au corps qui leur sert d'intermédiaire se fassent équilibre , il faut encore que chaque particule du fluide soit elle-même en équilibre, en vertu des forces qui l'animent et des résistances qu'elle éprouve de la part des molécules environnantes. Exprimons analytiquement ces conditions.
Parmi les propriétés particulières aux fluides, celle qui paraît la plus propre à s'adapter au calcul et à guider dans cette rechercbe , est la faculté qu'ils ont de transmettre également et dans tous les sens bt pression qu'on exerce à leur surface. En effet, on peut regarder la pression que supporte chaque élément de la masse fluide comme une forte qui agH sur lui ; cette force varie pour «chaque point de 1* masse, et peut s'exprimer par conséquent en fonction
des coordonnées qui déterminent sa position. La différeuce des pressions qui s'exercent sur deux faces opposées et parallèles de cet élément^ est la force qui tend à le mouvoir dans une direction perpendiculaire à ces faces, et dont lefiet doit être détruit par les forces accélératrices qui Taniment; d'où il suit que si Ton considère la masse fluide comme une infinité de petits parallélépipèdes rectangulaires, dont les trois dimensions sont les élémens infiniment petits des coordonnées qui fixent leur position; qu'on suppose tontes les forces accélératrices qui agissent sur elle décomposées parallèlement à ces axes, on aura immédiatement trois équations aux différences partielles entre ces forces et la pression qui en résulte, d'où Ton pourra déduire , au moyen du calcul intégral , la mesure de cette force, et les relations qui doivent exister entre les forces accélératrices données pour que l'équilibre soit possible.
Toute la théorie de l'équilibre des fluides est ren^ fermée dans ces trois équations générales , auxquelles Clairaut est parvenu le premier, mais qu'il avait déduites d'une manière moins directe et moins simple du principe de l'égalité de pression en tout^ns. Nous allons développer ces équations , qui nous serorit de la plus grande utilité dans la théorie de la figure des corps célestes*
On divise ordinairement les fluides en deux espèces : les uns incompressibles, comme l'eau et les autres liquides; ils peuvent changer de forme , mais sans changer de volume ; les autres , tels que l'air, les gaz , les vapeurs, peuvent changer à la fois de figure et de
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volume ; ils tendent toujours à se dilater et à occupei un plus grand espace, et rexpërience a prouvé qui l'effort qu'en vertu de cette propriété ils exercent contn les parois des vases qui les renferment est ^ pour m même fluide pris à la même température , proportion nel à la depsité; en sorte que si Ton nomme ;^ ce effort, qu'on appelle aussi \^ force élastique du fluide et p sa densité, on sl p = k.p; k étant une constant! qui dépend de la nature du fluide et de la tempéra tilre. Le principe de l'égalité de pression en tous sen s'applique également à ces deux espèces de fluides ainsi que les conséquences que nous en allons déduire
38* Considérons une masse fluide sollicitée par de forces accélératrices quelconques. Soient dm un de élémens de cette masse, que nous regarderons comm un petit parallélépipède rectangulaire ; x, jr, z, le coordonnées de l'angle solide le plus rapproché de leu origine j le volume de cet élément pourra être repré sente par dxdjdz , et en nommant p sa densité , oi aura dm^=:f. dxdjdz. Désignons par X, Y, Z, le trois forces accélératrices qui agissent sur d^n parallèlement aux axes des coordoniiées. ILdm, Yd/n^ Zà seront les forces motrices qui sollicitent ùet élémen dans la direction des mêmes axes.
Nommons p la pression* qui s'exerce sur là fac supérieure dz dy de ^élément dm , et p' la pressio qui s'exerce sur la fate opposée ; ces pressions étai rapportées à l'unité de surface, (^' — p).dzdjr sc la force qui agit sur dm parallèlement à l'axe des en vertu de la liaison des parties du fluide. Les d^
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forces p et p' sont dirigées en sens contraire ; œpendant, comme la pression qu'éprouve chaque élément da fluide est la même dans tous les sens, on peut supposer que ces forces agissent dans la même direction, et alors p' est ce que devient p lorsque x varie ^
jet J3 restant les mêmes. On a donc /?' — P'^^'d '^^ et la force totale qui sollicite dm suivant l'axe des x sera par conséquent rXp — -^j . dxdjdz. On aurait
de même ^Yp — ^ j . dxdjrdz , et ÇZp — -£) . dxdjdz ,
pour les forces qui sollicitent cet élément parallèlement aux axes des jr et des z. Pour qu'il y ait équilibre dans la masse fluide, il faut donc que tes ti^ois quantités précédentes soient égales à zéro, ce qui
donne
Telles sont les équations générales de l'équilibre dune masse fluide homogène ou hétérogène^ com-^ pressible ou incompressible, sollicitée par des forces accélératrices quelconques. Les considérations très simples par lesquelles nous, y sommes parvenus ap- ; parliennent à Euler.
Si Von multiplie ces équations, la première par dx, , «seconde par dy^ la troisième par dz\ qu'on les ajoute ^'Kuite , et qu'on intègre leur somme , on aura
dp = p .ÇLdx J^\dj + Zdz). (2) \' *^^ premier membre de cette équation est une diflfé-
rentielle exacte; il faut donc que le second le » aussi, pour que cette équation soit possible. Ce condition renferme seule les lois de l'équilibre ( fluides. Si Ton élimine par la difierentiation p ( trois équations (i), on a
d.fJi d.fï d.fX. c/.fZ djT d.pZ
dy """" dx ' dz """ dx ' dz """" dy '
Ce sont les équations de condition nécessaires pc que le second membre de l'équation (2) soit une dil rence exacte, et par conséquent intégrable. On en 1
XdY Y* û?X _mrw dX. v dZi I -^ dZt „ dY
dz dz ' dy dy dx dx
équation qui exprime la relation qui doit exiis entre les forces X, Y, Z, pour que l'équilibre pni subsister.
Si les équations précédentes sont satisfaites, Féq libre est toujours possible, et il ne reste plus à dél miner que la figure extérieure de la masse fluide l'on suppose le fluide libre à sa surface , la pressio sera nulle pour tous les points de cette surface; aura donc, pour chacun d'eux, ^=0, et l'équation deviendra
p.(X/ir + Y^ + Zdz) =0;
d'où il est aisé de conclure , n"* 4 ^ T^^ 1^ résuit des forces X, Y et Z doit être perpendiculaire surface libre du fluide; il faut d'ailleurs que c ibrce soit dirigée du dehors en dedans ; et l'on en effet h priori ^ que, sans ces deux conditions, qnilibre est impossible.
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Si le fluide est homogène, la densité p est constante , et en la prenant ^ur unité , l'équation ( a ) donne flioplemeut
dp = X^ -4- \djr -f. Tidz ;
c est-à-dire que, dans ce cas, il faut, pour Téquilibre, que la fonction ILdx^^Xdjr-^Tàdz soit une différence exacte. On a alors, pour 1 équation de la surface libre du fluide ,
fÇUx + Y Jr 4- Zrfz) = const.
Mais cette équation est non-seulement celle de la surface extérieure du fluide, elle convient encore à tous les points pour lesquels la valeur de la fonction /(Xdlr + Y^ -f- Z^fe) est la même. Les surfaces que forment ces points ont la propriété de couper à angles droits la résultante des forces X, Y, Z, et c'est par cette raison qu'on les a nommées surfaces de niveau.
Supposons le fluide Iiétérogène, et la fonction ^dx'\'\djr'^Xdz une différence exacte, ce qui a lieu toutes les fois que les forces X , Y, Z résultent des attractions des différentes parties d'un système de corps , et que leurs intensités sont des fonctions des distances mutuelles de ces corps. Faisons, pour abréger,
(p =ifÇUx + Yc^ -I- Zdz) ;
.1 pétant une fonction des trois variables x,f, z, le- Çiation (2) deviendra
dp i=: p.f/<p. (5)
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Pour que le second membre de cette équation soit^ comme le premier^ une diâerentielle exacte^ il Ëiut que la densité p soit une fonction de ^. La pression p sera donc également fonction de ^^ et l'équation de la surface libre du fluide sera fonct. ^ = const. , ou simplement ^ = const., comme dans le cas de rhomogénéité. La pression et la densité sont donc les mêmes pour tous. les points d'une même couche de niveau. La loi de la variation de la densité, en passant d'une couche à une autre ^ dépend de la fonction de ^ qui l'exprime , et lorsque cette fonction est donnée, on en conclut la pression en intégrant Téquation (3),
Il suit de ce qui précède que , pour arriver à Tétat d'équilibre, une masse fluide dont la surface extérieure est supposée libre doit se disposer de manière, i**. que la densité soit constante pour toutes les couches de niveau comprises entre deux surfaces de niveau infiniment voisines ; 2*". que la résultante des forces accélératrices qui agissent sur la surface extérieure lui soit perpendiculaire,
Sg. Il convient d'exam^iner ici un cas particulier qui a, dans la théorie du système du monde, une application très importante, et qui se déduit d'une manière fort simple des principes précédens , c'est celui où 1* masse fluide que nous considérons est douée d'titi mouvement uniforme de rotation autour d'un a:^^ fixe. Prenons, pour plus de simplicité, cet axe po"»^^ celui des z; soit co la vitesse de rotation commune * tous les points du fluide, et r la distance de Yé
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ment dm qui répond aux coordonnées x^ j e\ z^ a l'axe de rotation. La vitesse de ce point sera œr, et la force centrifuge qui en résulte , n* i6, cdV. Il faudra donc comprendre cette force parmi les forces accélératrices qui sollicitent cet élément. La fonction que nous ayons désignée par ^ , n"" 58 ^ deviendra ainsi
d(p = \.dx + Xdj -f- Zdz -f- ûd*. rdr^
et Ton aura
^dx + Xdj -f- Zdz + û»* . rdr = o ,
poui* l'équation difierentielle des couches de niveau et de la surface libre du fluide.
L'introduction de la force centrifuge n empêchera pas, par conséquent^ que la fonction d(p ne soit une différence exacte ; l'équilibre sera donc encore possible, pourvu que les conditions que nous avons éuon^ oées dans le numéro précédent soient remplies.
Telles sont donc les lois qui ont dû présider à la formation de la Terre, et^^ei plane tes, en supposant qu'elles étaient originairement fluides, et que leurs molécules ont conservé , en se durcissant , la disposition qu'elles avaient prise en vertu de leurs actions mutuelles et de la force centrifuge due au mouvement de rotation de ces corps.
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CHAPITRE VII
Du Mous^ement des fluides.
40. Les lois des mouvemens des fluides sont faciles à déduire de celles de leur équilibre , au moyen du principe de d^Âlembert, auquel nous ayons déjà ramené toute la Dynamique.
En effet ^ considérons une masse fluide dont toutes les molécules tont sollicitées par des forces accélératrices quelconques. Soient x^ j, z les trois coordonnées d'un des élémens dm à\x fluide^ X^ Y, ZIes forces accélératrices qui agissent sur lui parallèlement aux axes coonlonnés, et f sa densité. Au bootde rinstant^i^y les vitesses dont cet élément est animé
dans la direction des mêmes axes, seront -^, 3^, -r»
et au commencement de l'instant suivant ces vitesses prendront respectivement les accroissemens Hdtfïdtf lidt par l'action des forces accélératrices; les vitesses de l'élément dm parallèlement aux ax^ des coordonnées a: , j-, js , deviennent donc
i^+M,, i + ÏA, ±+Zdt;
mais au commencement de ce même instant^ les vi^ tesses de rélémeut dm sont évidemment
Ut^^'dt' dt^^'dt* dt^^'dT'
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11 faudra donc, conformément au principe énonce, qu'il y ait équilibre entre ces six vitesses ou les forces qui les produisent , en supposant les trois dernières appliquées à dm en sens contraire de leur direction. On aura donc , n* 38 ,
Ces équations ne suffisent pas pour déterminer les lois du mouvement des fluides; il reste encore à exprimer que le fluide n'a pas changé de masse pendant qu'il se meut, et cette condition, qui résulte de la continuité du fluide, fournit une nouvelle équation du mouvement. En effet, dm désignant la masse ie l'un quelconque des élémens du fluide et /> sa denùté, on a dm=f.da: dj- dzilsi Condition de la continuité du fluide sera donc exprimée par l'équation •,da: djr dz = const. ou par l'équation différentielle
d.f. {dx djr dz) = o. (2)
)ette équation, jointe aux trois équations (i), seriront à déterminer les quatre inconnues oc,jr, z etp n fonction du temps.
4t • Pour développer l'équation (2), observons que s trois dimensions du petit parallélépipède dm eviennent, au bout de l'instant dt , doc -f- d.dx y Y^ d.djy dz-^d.dz. Mais il faut faire ici une «marque essentielle , c'est que la variation de^jcne povient que de l'accroissement que reçoit la coor-
donnée x^ les variables^ elz restant les mêmes; de même , les variations de djr et de dz ne résultent que des accroîssemens que prennent respectivement ces deux dernières coordonnées. Pour exprimer ces conditions , nous écrirons de cette xxunière les trois nouvelles dimensions de dm z
Si Ton suppose que , dans le second instant , la figure de din soit encore celle d'un parallélépipède rectangulaire, ce qui est exact, aux quantités près du cinquième ordre , comme il est facile de s'en convaincre par la Géométrie, on aura pour le volume de ce parallélépipède
■ Quant k la densité f, si on la regarde comme xai
fonction de or, j*, jz et f , elle deviendra au bout de
l'instant dt
En multipliant donc la densité par le volume , et négligeant les lAfiniment petits du second ordre, on aura »
j_ft dz^o ^^p ÙL^p '^''\.
et l'equatioa (2) . deviendra par conséquent
Si le fluide est incompressible, non-seulement sa masse ne doit pas varier, son volume doit encore rester le même pendant toute la durée du mouvement; on aura donc
et relativement à la densité
Ces équations remplaceront dans ce cas Féquation (2), et, jointes aux équations (i), elles sorîront à déterminer les cinq inconnues p, p, ;r ,^, zen fonction de t. hi&n, si le fluide est à la fois inannpressible et homogène, la dernière de ces équations deviendra identique, et les quatre autres sufiiront pour déterminer les inconnues du problème.
42. On peut donner aux équations (i) et (5) une formeplus commode dans quelques circonstances.Pour cela, on prend pmir inconnues, au lieu des coordon-
nées^,^, z, de An, les vitesses ^, ^, ^ qui ani-
ment cet élément dans le sens de ces
et qu'on regarde comme des fonctions de a:,jr, z ett.
Faisons pour abréger
dx dv ds
'=Ti* «=S' "=&•
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Si Ton différencie ces équations, en snppc^nt que Xfjr^z et t varient à la fois, et qa'à la place des accroissemens dx^ djr^ dzj on substitue leurs ya* leurs sdt^ udty vdt, on aura
ds=^ ^•dt+^.sdt'+'^.udt+^.pdt,
du
dv=s. •j-.dt-\--T-.sdt-\--y-.udt'\'-^9vdt.
En mettant ces valeurs à la place de — ^ . -«^ , -/■ dans les trois équations (i) , on aura les suivantes
dp /-v ds ds de ds \
4> /fF rf^ rf<^ dv dif \
Enfin réquation (5) deviendra, par une transformation semblable
équation qui , pour les fluides homogènes et incom-^ . pressibles> se réduit à celle-ci
ds , du , du r \
Les équations (a) et (i) donneront le» valeurs de
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s, u, V eix fonction de x^jy z, t, et l'oft aura ensuite les yaleurs de a: ^ ^^ z en fonction du temps t , au moyen des trois ëqDations
dx:=isdt, djr = iidt, dz^=vdt.
43. Toute la difficulté de la théorie du mouvement des fluides se réduit donc à l'intégration des équations aux différences partielles {a) et (6). Mais cette difficulté est telle^ qu'elle a arrêté jusqu'ici^ même dans les questions les plus simples y les efforts des géomètres. n existe cependant un cas fort étendu ^ dans lequel ces épations deviennent susceptibles d'intégration : c'est celai où la quantité sdx^udj^vdzesX une différentielle exacte d'une fonction des trois variables x^ T} z, en sorte qu'en la nommant (p, on a
s dx ^udjr-^vdz^ d^.
tia fonction (p fait connaître les vitesses de chaque
tiiolécule du fluide parallèlement aux axes coordonnés^ car on a
dû dp dû
dx^ dy^ dz*
Si l'on substitue ces valeurs et leurs différentielles dans les trois équations (a), elles deviennent
ip ^^ /^ ds dp ^p dp d^tp dp d*p \
ir'~'*\ dt dx' dx*^ dy'dyds dz^dzdxj*
^ /^ £îf«.f^ -f?!?__éî ^ ^ ^*^ \ l (d\
[jr""^A de dx'dxdy d^'d^' dH ' éHTy) '] ^^
^p /y dç dp^ d^p dp d*p dp d'^s.
î~/:\ ,s di'dxdz d^'iyTz^TzdFj
TOMB I. II
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Si Ton multiplie ces équations, la première par dx^ la seconde par if^/fo tmisième*|>ar^d!s^'^W')a ajoute ensuite , et que l'on suppose la^ fiîncboii X dx'\^\djr'\^Tà dz une différence exacte, ce qui est le cas de la nature , et le seul , par conséquent, qu'il convienne d'examiner ici , en &isant , pour abréger . • * i . ,. : , ^.
on aura
({p , £b , du ^ dp .
>• rt *
d OÙ y en intégrant et observant que Ton a
on tire rdp d^_l /^ . ^ . ^'N (f\ 1
Cette intégrale devrait contenir en outre une arbi- j traire fonction de t; mais on peut la supposer corn- J prise dans la fonction ^. m
Si Ton substitue de même pour s, u, (^ leurs valears>l| dans Féquation (b) , on aura
j d^ .dp j dp
i + -x^ + -^ + -ir = *»• (s)
C'est Féquation relative à la continuité du fluide.
if
on a,
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Ainsi donc , les équations du mouyement du fluide e féduiseiit > dans le cais que nous examinons ', aiii: \eax équations ( / ) et (g). Si le fluide est homogène^
dans la première de ces équations^ / -^ = -, et la seconde se réduit à
Il ne s'agit donc que d'intégrer cette équation ; elle donnera la valeur de ^ ^ et en la substituant dans l'é^ quation (J^), on aura par de simples différenciations celle de/?.. , . ... ;
U n'y a aucun moyen de reconnaître à priori tous les cas où la fonction sdx -^udjr^uds ddit êtrô Une différence exSacte; mais on peut démontrer qu'elle le sera pendant toute la durée du mouvement^ si elle l'est pour un instant donné. En effet, supposons que> pour un instant quelconque, elle soit intégrable et égale k d(p; dans l'instant suivant, elle deviendra
t31e sera donc encore une différence exacte pendant <:et instant, si la fonction ^•<^-H;7-'^Hf-^-^ en «stune. Or, l'équation {e) donne
<U ^ dt "^^dt f 2 Kdx'' ^ dy^ dz"" J
SiVon suppose la densité p constante ou fonction de p, le second membre de cette équation est tme différente exacte ; le premier l'est donc pareillement, et la fonc-
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lion sdX'jr^T''^^^ ^^^ ^^^ différentielle complèfe dans le second instant, si elle Test dans lé premier^ et elle demeure telle, par conséquent, pendant toul le temps où le fluide se meut.
Si le fluide part de Tétat du repos , et sans qu'il lui soit imprimé de vitesses initiales, on aura sz=o, M= 0,(^=0 pour le premier instant : sdûC'+'udjr'^ udz sera donc une différence exacte pour cet instant, et elle le sera aussi, par conséquent, pendant toute la durée du mouvement.
La fonction sdx + udjr -{- udz est encore intégrabfe lorsque la masse fluide que Ton considère ne fait que de très petites oscillations , ce qui permet de négliger les carrés et les produits des vitesses s, u, p de ses molécules. Les équations (à) donnent alors simplement
^ — ^ = è-^ + :77^4r + i^dz.
dt * di -^ * de
La fonction -j-.dx'^ -j-.dy + ^"•^> ®* P^^r conséquent la fonction sdx -{^ udjr ^ vdz ^ sera donc une différentielle exacte , si l'on suppose , comme nous le faisons , f fonction de ^. En nommant comme précédemment d^ cette dernière différence, on aura .
n — rdp _^d(p
J f dt
Cette équation, jointe à l'équation (g^) relatives la continuité du fluide^ renferme toute la théorie des ondulations très petites des fluides.
44* Nous avons considéré dans le n* 59 une masse
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fluide douée d'un mouvement uniforme de rotation
autour de Taxe des js; on a, dans ce cas^
t et des équations (à) on tire
Cette équation est identique avec celle à laquelle nous sommes déjà parvenus dans le numéro cité ; les deux membres sont des différentielles complètes , et en supposant la densité. p constante , on a, en Tiu"^ tégrant,
I L'équation (c) relative à la continuité du fluide l sera également satisfaite , puisque les valeurs s, u, i^, \ donnent
f ds du ^___ dtf
dx ^ dy "^ ' dz
Les équations du mouvement des fluides sont donc . possibles dans le cas que nous considérons , et par L conséquent ce mouvement petit avoir lieu.
Il est à remarquer cependant que ce cas très simple est du nombre de ceux où la fonction sdx'\'udf^vd:i n est pas une difierentielle exacte : en efiet on a
* ctr + udjr + i^dz z=z ciu.(xdjr — ^ dx) y ^pression qni n'est pas inlégrable^
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U suit de Ui que dans la théorie des osciUatio la mer, résultant de l'action qu'exercent sur i Lune et le Soleil , on ne doit pas regarder la foi sdx + udjr -h vdz comme une différence ex puisqu'elle ne l'est pas dans le cas même où h ne serait agitée que par le mouvement de ro' qui lui est commun avec la Terre.
LIVRE DEUXIÈME
Du Moui^ement de résolution des Corps eélesies.
Après avoir développé, dans, le livre précédent , les lois générales de la Mécanique , nous allons en. faire l'application aux corps du système solaire, et entreprendre , conformément au bmt que nous nous Sommes proposé dans cet ouvrage, de nous éle* Ver, par une suite de raisonnemens rigoureux, à la théorie des phénomènes que les cieux nous présentent. Les mouvemens des cçfrps que nous observons à la surface de la Terre sont gênés par tant d'obstacles,, compliqués par tant de causes secondaires, que les plus simples surpassent souvent les forces de l'analyse; mais il n'en est pas de même dans Tespace des cieux. Une loi générale qu'il est facile de soumettre au calcul règle lesijnouvemens des corps célestes. Une force principale les anime , et l'action des forces secondaires est si petite par rapport à la sienne , qu'elle ne cause dans leur marche que de légères irrégularités dont on peut comprendre les effets dans des formules générales qui embrassent à la fois les siècles passés et les siècles à venir, et qui, devançant les observations, présentent, jusque dans leurs moindres détails, les changémens futurs du système du monde.
C'est a exposer ces formules que ce livre et les.
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suivans seront spédalement consacrés. On peutdiyîseï en trois classes les phénomènes qne nous offrent ]ei corps célestes. La première embrasse le mouvemen de révolution de ces corps autour du Soleil ; la seconde leur mouvement de rotation autour de leurs centrer de gravité ; enfin , la troisième comprend tout ce qui se rapporte à leur figure et aux oscillations des fluides qui les recouvrenL-Nous allons nous occuper dans ce livre des phénomènes de la première espèce.
CHAPITRE PREMIER
Des Forces qui produisent les Mouvemens des Corps célestes, ou Principe de la Pesanteur universelle.
I. Nous voyons chaque jour tous les corps du système solaire, transportes par un mouvement propre d'occident en orient, changer de position dans les cieux et parcourir d'immenses espaces avec d'incroyables vi'* tesses« n en faut conclure , en vertu de ce principe général de la nature que nous avons nommé l'inertie delà matière, que ces corps sont sollicités par des forces qui sont invisibles à nos yeox , mais dont Taction est permanente. Sans elles, ces corps resteraient immobiles; ils ne varieraient pas par rapport aux étoiles, et nous les verrions toujours reparahre dans les mêmes lieux du ciel où nous les aurions aperçus d'abord. Telle est donc la première idée que présentent à l'esprit de l'observateur les mouvemens d^ corps célestes, et la théorie du système du monde se rattache par conséquent à un grand problème de Mécanique, qui consiste à déterminer les mouvemens dan^ l'espace d'un système de corps soumis à des forces q;aelconques« Les élëmens des mouvemens des astres, leur figure. et leurs masses sont les arbitraires de ce problème, et des données indispensables que la
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mécanique céleste doit emprunter à l'Astronomie. Mais pour déduire de la solution de cette question générale des résultats comparables aux observations ^ il faut nécessairement connaître la nature des forces que l'op considère, il faut savoir quelle est la puissance invisible qui anime ces grands corps isolés dans l'espace, qui &it mouvoir ces masses immenses, sans jamais laisser après elle d'autres traces de son action que les effets qu^elle a produits. Pour nous guider dans cette recherche ^ et pour éviter de nous égarer dans de vains systèmes , c*est à cea effets mêmes qu'il feiut 'avoir recx>urs; c'est en. interprétant convenablement les faits qu'elle nous présente , qu'on peut deviner la nature ; c'est en examinant avec soin les phénomènes observés que l'on peut espérer de s'élever jusqu'à leur cause. Si «les résultats de cet exarmen nous ont révélé les véritable lois de la nature, il faudra qu'en les : combinant ffvec les principes généraux du mouvement, nous voyions se reproduire, non-seulement les phénomènes particuliers d'où* nous* les aurons déduites , mais encore tous les autres phénomènes du système du monde que l'observation nous a fait connaître.* Cette découverte aura, cessé alors d'être une simple bypothèse, et elle aura atteint le plus haut degré de certitude dont les vérité» physiques soient susceptibles. i
De tous les phénomènes que tious offrent les deux, le mouvement de révolution des planètes* eï des comètes autour du Soleil est* celui qui paraît 'le plttt propre à nous découvrir Ja loi'des fbnces qui les pit)duisent, La* similitude des orbttes des fartanètesF et des comètes, l'identité de leurs figurés semblent nous in-
diqoec ^d'ayance , que ces forces dériyeat toutes d'uii principe r général^ et. qu'elles ne se modifient qu'à raison de circonstances particulières au:^ corps auxquels elles sont appliquées, (considérons donc le mouvement d'une planète ou d'une comète circulant autour du Soleil 9 et déterminons la force qui doit l'animer pour produire ce mouvement.
Une observation attentive du cours des planètes a établi d'une manière positive les faits suivans, qu^en mémoire de l'astronome qui les découvrit , on a nommé les lois de Kepler.
I®. Les aires décrites par les rayons vecteurs des planètes et des comètes dans leur mouvement autour du Soleil, sont proportionnelles aux temps.
2*. Les orbes des planètes et des comètes sont des sectUfns coniques dont le centre du Soleil occupe un des foyers.
3®. Les carrés des temps de révolutions des planètes sont proportionnel àiÉt cubes des grands axes deleiirs orbites, ou, ce qpf revient au ^ même ^ et qui peut s'appliquer^ également aux planètes et aux comètes, les aires décrites en temps égal, dans différentes orbites, sont proportionnelles aux racines carrées de kurs paramètres.
.»a« Gela.ppséy formousil^. équations du mpuvement èe^k4|jbxiète qm de U comète que pou$ .qoq$i4prpns 4e iQuûi^ à s^tiislaiçe au^ ix^pditiçus précédent^. RapfQttfHi^ in 4)0Siiitioi|,- de l'astre au. f\an, niémç ,^e sofi oxblte ; soient x etjr les coordonnées de son centre de
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grayîté relatives à deux axes rectangulaires mènes le centre du Soleil ; X et Y les forces accélératrices le sollicitent parallèlement aux mêmes axes, les éf\ tions différentielles du mouvement seront , n* livre I,
Si l'on retranche ces deux équations l'une de l'ai] après avoir multiplié la première par^, et la secc par or , on aura
U est aisé de s'assurer que xdy^^ydx est le do de l'aire que décrit autour du Soleil le rayon vec de la planète pendant l'instant dt. Cette aire, d'apr première loi de Kepler, est proportionnelle à l'éléi du temps; on aura donc
xdj ^^jrdx :^ cdtf (b)
c étant une constante arbitraire.
La différentielle du premier membre de cette é tion est nulle , et l'équation (i) donne par conséq
Yo:— Xr=:o.
Il suit de là que les composantes X et Y sont k elles comme les coordonnées x etjr, ce qui inc que leur résultante passe par l'origine des coon nées, ou par le centre du Soleil. D'ailleurs la co que décrit la planète ou la comète étant concave
le Soleil , la force qui l'anime est évidemment diiîgée vers cet astre.
Déterminons maintenant les intensités de cette force à différentes distances du Soleil. Reprenons pour cela les deux équations (a). Si on les ajoute après, avoir multiplié la première par 2da:, la seconde par 2djr, et qu'on intègre leur somme , on trouvera
é étant une nouvelle constante arbitraire.
Transformons les coordonnées x eljr en d'autres variables plus commodes pour comparer cette équation aux résultats des observations. Soie r le rayon Tecteur de la planète dans son t>rbite^ v l'angle que forme ce rayon avec l'axe de «r ; on aura
xz=. r cos p, j<- = r sin s^y r^=z y/o:* -f-j^*,
d^où l'on tire
cb* -|- djr^ s=s rfr* -H r^ds^y xdy — ydx = j^dv.
Désignons de plus par R la force totale qui agit sur k planète , cette force étant dirigée suivant 'le rayon vecteur r, et tendant à diminuer les coordonnées x '■ et j, on aura
X=— R.cos.p/ Y=— R.sin.t', R=\/X.*-f-Y%
et par conséquent
Si Fon substitue ces valeurs dans réquatiou (2 qu'on élimine dt au moyen de réquation (jk) j aura
Cette équation donnera en l'intégrant la rela qui doit exister entre le rayon vecteur r et la loi tude Vy c'est-à-dire l'équation polaire de l'orb lorsque R sera donné 7 dans le cas contraire j e comparant à l'équation différentielle de l'orbite ^ s (>osée connue , elle servira à déterminer cette for
Les planètes et les comètes se meuvent dans sections coniques , dont le Soleil occupe le foyer, près la seconde loi de Kepler; l'équation général ceâ courbes rapportées aux coordonnées polaires, ] être mise sous cette forme :
a désignant le demi grand axe, ou ce que les as nomes appellent la distance moyenne; e VexcentrU ou le rapport de la distance focale au demi gi axe. Le point de Torbite le plus rapproché du S< ^'nomMe te périhélie y' et le point qui en est lé ] éloigné F aphélie; û> est Tanglé compris entre' lé gr axe, ou la ligne des apsides j et la ligne fixe d'où compte l'angle Vy ou, ce qui revient au même longitude du périhélie.
L'équation précédente est celle d'une eUipse lors a est positif, et que e est plus petit que l'unité; devient celle d'une parabole quand a est infini et qi
V ^e l'anîtë; enfin elle représente une hjperbole i loncnie *a^eét négatif et que e statuasse i'nnhë.
longue *a^eét négatif et que e stn^asse Elle donne, en la différenciant^ ■'^ -'
I dr «.sii].(i^ — 0) ^
f OÙ, en élevant les deux membres au carré , et éli- ! minant e* sin*.(<^ — a>) au moyen de Téquation (c),
OQ tire
i dr* 2 II
?'dir^~ a.ii—e^y r r* a* . (i — e^)* W
L'équation (5) devient ainsi
_3f' .1— -7I - = c' — 2. /Rrfr.
€ette équation donne, en la différenciant ,
Ainsi donc, de ce que les orbes que lefs planètes et le» comètes décrivent 'autour du Soleil somt des Sections^ coniques, il s'ensuit que la force qui les sollicite est réciproque au carré des distances du centre de êes t astres au centre du Soleil. C'est ^n vertu d^une force [* accélératrice dirigée vers le Soleil, et variable suivant cette loi, combinée avec une impulsion primitive,, (piê'ch^cuû de ces eofps** est misl*'en mouvement dans-
'^'Kédfjproiquement , si la force R est supposée e» Taison inverse du carré des distances , ou égale à — ^
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A étant nue constante, la courbe décrite est nnessction conique : en effet, si Ton remplaoe R par sa valeur, l'équation (5) devient
Cette équation est identique avec réquation(<f}, lorsqu'on suppose
Ces équations de condition détermineront les deux arbitraires a et e; Féquation (c) des sections coniques ne contiendra donc plus que la sefde constante arbn traire o) , et comme l'équation (4) n'est que du pr»* mier ordre, elle sera l'intégrale complète de cetH équation. W
Ainsi donc, ce n'est qu'en vertu d'une force attractive réciproque au carré des distances qu'un corps projeté dans ('espace peut décrire autour du SoleS une section conique ; et la plus légère variation daos cette loi produirait des orbites d'une nature toute différente.
L'intensité de la force R dépend du coefficient k '
ou de sa valeur — f-zrp^* ^^ *^^ quantités a,e,c
qui entrent dans cette fonction ont, relativement à chaque planète et à chaque comète , des valeurs paï-* ticulières, en sorte qu'on ne saurait décider d'avance si cette intensité varie d'une planète aAine autre, oa si elle est la même pour tous les corps célestes; mais la troisième loi de Kepler, dont nous n'avons poiitf
encore fait usage , ya nous fournir le moyen de ré-< sondre cette question# En effets soit T le temps, de la révolution d'une planète, cT sera le double de Faire décrite pendant, cet intervalle par son rayon vecteur, puisque les aires sont proportionnelles au temps , et que c exprime , comme nous l'avons vu , le double de l'aire décrite pendant l'unité de temps. Mais l'aire que le raycm vecteur r décrit pendant le temps T, est la surface même de l'ellipse planétaire;
elle sera donc égale à Tra* .\/i — e*, en nommant tt le rapport de la circonférence au diamètre , et l'on aura ainsi "
cT = 2^a* . V/i— e*;
tfoù Ton tire
De même, relativement à une. autre planète quel-^ conque , en nommant a', e', c% T% ce que deviennent, par rapport à cette planète , les quantités que nous
iroDs désignées par a, e,c,T, on aurait
Or^ la troisième loi de Kepler donne cette proportion
T» : T'» :: a» : a'»; pur conséquent
La troisième loi de Kepler s'observe, relativement W: comètes^ dans la partie.de leur cours que nous Tome I. 12
pouvons observer; mais, comme les grands axes de leurs orbites et la durée de leur révolution sont gé^ néralement inconnus , on «calcule leurs mouvemeos dans des orbes paraboliques. £n nommant S M àih tance du foyer au sommet de la parabole , le pantmètre qui , dans l'ellipse^ est exiHÎmé par [sià « (i -*^)y est, par ra{^rt à cette nouvelle courbe, égid k Jp; on a donc , relativement ài une comité quelconque,
h = -g. D'ailleurs les aires décrites pendant le même
intervalle de temps dans différentes orbites , sont entre elles comme les racines carrées de leurs paramètres; ce qui donne la proportion
et par suite
Le coefficient h est donc le même pour tous les corps de système solaire. Il suit de là que l'intensité de la force R est, relativement aux planètes et aux comètes , réciproque au carré de leurs distances au Soleil, et ne varie de l'une à l'autre qu'à raison de ces distances.
Deux planètes supposées également éloignées da Soleil seraient donc attirées vers cet astre par des . forces égales , et , abandonnées à leur pesanteur, ellél i s'y précipiteraient avec la même vitesse : la force qui t les sollicite est donc encore proportionnelle à leur i tuasse^ i k
Les satellites , dans leur mouvement autottr 'de fa
leurs planètes, observent ^ à quelques inégalités près, les lois de Kepler ; ils circulent d'ailleurs autour du Soleil à très peu près comme leurs planètes ellesmêmes, de sorte qu'en même temps que les satellites se meuvent autour de leur planète , le système entier de la planète et de ses satellites est emporté d'un mouvement commun dans l'espace , et retenu par la même force autour du Soleil. Il en faut conclure que les satellites sont attirés vers le centre de leur planète^ ït vers le centre du Soleil , par des forces réciproques aux carrés des distances. Le mouvement elliptique de la Lune autour de la Ter^e étant , il est vrai , sensiblement altéré par l'action des forces perturbatrices, la loi de diminution de la force attractive de cette planète ne saurait s'en déduire d'une manière aussi évidente; mais, en comparant la. pesanteur que la Terre exerce sur les corps qui l'environnent à la puissance qui retient les planètes dans leur orbite, on voit que ces forces s'exercent suivant les mêmes lois, et qu'elles ont entre elles la plus grande analogie* La pesanteur terrestre se manifeste sur le sommet des montagnes les plus élevées; il est donc naturel de supposer qu'elle s'étend jusqu'à la Lune : et, en effet, si Ton compare son mouvement avec celui d'un projectile transporté à son centre, et sollicité vers la Terre par sa pesanteur , la différence qu'on remarque dans les résultats est tellement petite , qu'on ne peut l'attiibuer qu'aux imperfections des observations et des données employées dans le calcul. La pesanteur ter- Jtstre n'est donc qu'un cas particulier d'une propriété attractive dont sont douées les autres planètes.
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5. La seule comparaison des observations aux lois du mouvement nous conduit donc , sans aucune hypothèse étrangère , à regarder le Soleil et les planètes qui ont des satellites comme lo centre de forces attractives qui s'exercent sur tous les corps qu'embrasse leur sphère d'activité , en raison directe des tnasses et inverse du carré des distances. U est naturel de supposer ^ par analogie y que la même propriété s'étend aux comètes et aux planètes qui n'ont pas de satel-^ lites; mais d'ailleurs c'est un principe de la natore généralement ^admis y que la réaction est toujours égale et contraire à l'action : les planètes et les comètes attirent donc le Soleil de la même manière qu'elles sont attirées par lui , les satellites réagissent pareille* ment et suivant la même loi , sur leurs planètes et i sur le Soleil , et la gravitation de tous les corps ce- t| lestes les uns vers les autres doit être regardée par conséquent comme une suite incontestable des lésultats que l'observation de leurs mouvemens nous présente.
Cette force d'attraction dont sont doués tous les corps du système solaire n'est pas une propriété qui leur appartienne en masse ; elle pénètre également leurs dernières molécules. En eflFet, les expériences faites à l'aide du pendule prouvent que tous les corps que nous connaissons pèsent vers le centre de la Terre en raison directe de leur niasse : chacun d'eux ,; réagit donc sur elle , et l'attire suivant la même loi. La pesanteur terrestre est d'ailleurs^ comme nous ? lavons vu , une force identiquement de même na- > ture que cette tendance générale qui pousse les corps r
ïi
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célestes les uns vers les autres ; il faut donc reconnaître comme une vérité démontrée pçir l'accord du calcul avec tous les faits observés , cette grande loi de\ là nature , savoir : que toutes les molécules de la ma^ tière s^ attirent en raison directe des masses, et. inverse du carré des distances..
4^ Le mouvement elliptique que nous avons supposé aux planètes . n'est ^ il est vrai^ qu'approximatif^ et les (XMTps célestes ne se meuvent pas rigoureusement dans les sections coniques; mais il faut considérer (p'to vertu de leurs actions mutuelles les unes sur les autres^ les planètes dbivent s'écarter des orbites elliptiqiies qu^elles décriraient si elles n'étaient sou* iDÎses qu'à la seule action du Soleil ^ comme cela ar^ rive ea effet dans la nature. Ces perturbations ne sont donc qu'une nouvelle conséquence du principe de là gravitation universelle; et ce qui caractérise éminemment cette grande loi^ dont nous devons à NeYrten ritnmortelle découverte^ c^est que toutes les anomalies qui se sont présentées dans les mouvemens des coips célestes ^ et qui ont semblé d'abord devoir en Êdre contester l'existence, ont été expliquées par elle ^mesure que l'analyse a fait de nouveaux progrès, et tfont; servi qu'à la faire ressortir avec un nouveau iegrc-d'évidence.
Une fois ce grand principe admis> on voit tous lès phénomènes célestes s'en déduire sans peine. Les perturbations des planètes, des comètes et des satellites en sont, comme nous l'avons dit, la première conséquence , et la détermination de leurs inégalités ne
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dépend plus que de causes qui nous sont connues, et dont nous pouvons par conséquent calculer les effets. Réunies par leurs attractions mutuelles, les molécules dont les corps célestes se composent ont dû former d'abord une masse à peu près sphérique; mais leur mouvement de rotation a bientôt altéré cette figure , et , en vertu de la force centrifuge , il a dû aplatir leuis pôles et élever leur équateur. La figure des. corps célestes n'étant pas sphérique , la résultaQte de leurs actions mutuelles n'a plus pas^ exactement par leur centre de gravité, et il a dû eu résulter dés mouvemens qui déplacent insensiblement leurs axes de rotation : c'est ce que l'observation confirme. Enfin l'action inégale du Soleil et de la Lune sur les eaux de l'Océan doit y faire naître des mouvemens d'oscil- lation analogues à ceux que nous présente le phénomène du flux et du reflux de la mer. Mais c'est à l'analyse qu'il appartient de développer ces grands effets de la loi de la pesanteur universelle; c'est à elle de donner à de sip^ples inductions toute l'évidence de vérités rigoureuses. ,
Nous examinerons successivement ces principaux points de la théorie du système du monde , avec tout le soin que leur importance exige. Les grands progrès qu'aiaits l'analyse dans ces derniers temps , nous mettront à même de présenter ce tableau avec un ensemble et une clarté qui peut-être lui avaient manqué jusqu'ici. Newton, par la force de son génki avait découvert le secret de la nature ; mais l'état d'imperfection où était encore de son temps le calcul algébrique^ ne lui permit pas d'en faire ressortir toutes
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les conséquences avec ce degré d'évidence qui peut seul arrêter l'envie et imposer silence à Terreur. Les géomèlres des siècles suivans consacrèrent leurs travaux à achever louvrage qu'avait si heureusement commencé le géomètre anglais. En poussant succès* sivemeat plus loin le^ approximations, ils démontrèrent l'admirable concordance qui exista entre les calculs résultans de la loi de l'attraction universelle et les phénomènes observes, et ils parvinrent à établir enfin sur des bases inébranlables le {>lus beau monument que Fesprit humain ait élevé à sa gloire.
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CHAPITRE II
Lquations différentielles du Màuuemeni tCun système de coi*ps soumis à lei&s attractions mutuelles.
5. Poar embrasser dans toate sa généralité la théôrk des moiivemens des corps célestes , noxis commencerons par former (les équations différeiiliellcB du mouvement d'un système de corps soumis à leurs attractions mutuelles, en supposant, conformément aux résultats trouvés dans le chapitre précédent^ qae ces attractions s'exercent en raison directe des masses
et en raison inverse du carré des distances. Nous restreindrons seulement l'étendue de cette question par l'hypothèse que les parties du système sont assez éloignées entre elles pour que l'on puisse faire abstraction de la figure des corps attirans , et les regarder comme des masses concentrées dans leur centre cle gravité. Cette hypothèse est conforme , comme nous . le ferons voir, à ce qui a lieu dans notre système ^ planétaire.
Soient donc m la masse de l'un quelconque des cCHrps ^ du système que nousconsidérons;x,T, z, les coordonnées de son centre de gravité relatives à trois axes rec^ tangulaires passant par une origine fixe quelconque; Xfj^fZfles coordonnées d'un des élémens dm de sa masse rapportées aux mêmes axes; nommons m'^ m% etc. , les masses des différens corps attirans que
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jQoas regardons comme des points^ et soient ^'^^'^ z' les coordonnées de m'^ od'^y^y ^\ les coordonnées de rri\ et ainsi de suite.
Désignons par r }a distance de l'élément dm au corps rrJy en sorte qu'on ait
L'action qu'^n vertu de la loi de la pesanteur univer-^ sdle ce corps exerce sur dm sera égale à — • Cette action étant dirigée suivant la droite r^ pour la décomposer parallèlement aux axes des coordonnées ^ il faudra multiplier l'expression précédente par le cosinus de l'angle que forme le rayon r avec chacun de ces axes; on aura ainsi
pubien
jn •d " m * a — m • d —
dx ' d^ ^ dz
En marquant successivement d'un accent les lettres m^ et x', j'y z' qui entrent dans la valeur de r, on trou- Tera des expressions semblables pour les actions que les corps i»'', m'^, etc., exercent sur dm^ parallèlement aux axes des x ^ des^ et des z. Soit donc
y (*' - *y + (/ -yr + (/-zy
ï/C*" -*)* + (/ -yf + («• - «)•
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Lia foDCtioa II désignant la somme des masses vnly ni\ etc.> divisées respectivement par leurs distances à la molécule dm^ les trois différentielles partielles T' y "T 9 'T' exprimeront les forces accélératrices dont cet élément est animé ^ en yertu des ac-^ ] tions réunies de tous les corps du système , décomposées parallèlement aux axes coordonnés , et dirigées en sens contraire de leur origine. Ces forces sont celles que nous avons désignées par X , Y^ Z dans le n"* 27 du premier livre. Si Ton fait donc^ pour abréger^ V s= S . Il dm , le signe intégral S se rapportant à rélénient dm^ et aux quantités qui varient avec lui et devant être étendu à la masse entière du corps ?n^ on aura
— ; — = O . -7— • CLlîh • —5 — S=; d • -f— . CUn 5 -"m " SS= O . ■ ^ '■ '■ • U/lr».
dx dx dy dy dz os.
et les trois équations (^) du n® 27 deviendront
d*x I dV #T i rfV d-« 1 dV ... rf? rn dx ^ dF m'^dy' àt m\dz' ^
Ces équations serviront à déterminer les mouvemeq* du centre de gravité du corps m dans l'espace.
Supposons maintenant que l'on désigne par jr^/;f les coordonnées de l'élément dm rapportées aux ti^u axes principaux qui se croisent en ce points et ptf ot^^ff z'^ x^\ f\ i\ etc., les coordonnées des corps -^ m', m", etc., relatives aux mêmes axes; on aura» , comme précédemmen'c ,
et les trois forces qui ' agissent sur rélément dm , plicallèlement aux axes des x, des y et des Zy et
» .en, oppose . lear or:g,ne, seront j;. aj' *•
En désignant donc^ comme dans le n^ 3o^ par N^ H', N'' la somme des momens de ces forces rapportés Tespectiyement aux mêmes axes^ on aura
Kl c / dn dp\ j dV dV [ /^v
et les trois équations différentielles (C) n* 3o deviendront par la substitution de ces valeurs
6dq+(k-.q.rp.dts=(^z.^—x.^).de,\ (B)
Ces équations serviront à déterminer les mouvemens le m autour de son centre de gravité.
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6. Les équations (Â) et (B) sont indépendantes du nombre des corps agissans du système; elles con* serreraient encore la même force dans le cas où Toa voudrait avoir égard aux dimensions et à la figure de l'un de ces corps. En effets il suffirait pour cela de supposer que m', m", etc. , dans la fonction n , représentent les élémens infiniment petits de la masse de ce corps; la valeur de V serait donnée alors |pr deux intégrations indépendantes l'une de rautrCi % s première relative à la masse du corps attiré, la seconde s à celle du corps attirant, c'est-à-dire que l'on aurait
-yr __^ Q çtf dm » dm -S
dm étant un élément de la masse de m'; \r ', y, i^ les ^ coordonnées de cet élément rapportées aux mêmes axes et à la même origine que les coordonnées Xyj^is enfin, le signe, intégral &' s<e ^rapportant à cet élément " et devant s'étendre à la msÉte entière de w! .
Les six équations précédentes déterminent conw plètement les mouvemens du corps m dan& L'espace ; les trois premières donneront à chaque instant la position de son centre de gravité par rapport à trok axes fixes pris à volonté , et les trois autres détermineront son mouvement de rotation autour db ce point supposé immobile. Nous pourrons donc, conformé' ment à ce que nous avons dit dans le n"* 27 du .premîef livre, simplifier la question dont nous nous occuponSi ^ en la divisant en deux parties. Dans la première , notf examinerons les mouvemens des centres de gravité des
corps célestes dans l'espace^ et dans la seconde^ leui^s moavemens de rotation autour de ces points.
7. Lorsqu'on ne considère que les mouvemens de translation d'un système de corps m, m', m", etc. , et <[u'on suppose les distances mutuelles de ces corps très considérables relativement à leurs dimensions respectiyes, on peut^ sans erreur sensible, faire abstraction totale de leur figure^ et regarder à la fois les corps attîrans et les corps attirés comme des points concentrés dans leur centre de gravité. Les équations (A) prennent dans ce cas une forme plus simple; en effets les coordonnées x^ jr^ z de l'élément dm sont alors identiques avec les coordonnées x, y, z du centre de gravité du corps m j si l'on fait donc^ pour abréger,
V.{*' - x)' +{y'- yy
7n 7TV
V{*'— *)•+ {y" —yy + (*" - »)'
mm"
. <ma
■Ji^ _ ■ *^— 1 _ ■ ' ■— fM~ etc
^ V («'-«o'+ck' - yy+ (-" -"ly ^ ' '
dx dV dx dV dx dV
dx dx ^ dy dy ' dz di
; et les trois équations (A) deviennent
|- . rf** 1 dx û^ 1 dx d*z I û?A " . .
fc* S m*ôS^ dt^ m'd^^ 1^ — m'Tz ^^^
I Cil marquant successivement les lettres m, x^ y, z lCqh accent, de deux accens, etc. , on aurait deséqua- Hons semblables pour déterminer les mouvemens des -^rps m!, m", etc. Le système de toutes ces équations Manies fournit un certain nombre d'intégrales rela-
tires aux principes généraux du mouTement, conformément à ce que nous ayons dit n® 22 et suivans ; c'est ce qu'il est facile de yérifier. Mais^ pour intégrer complètement ces équations , et déterminer^ par leur moyen y les valeurs des coordonnées x,jr,z, etc.; ea fonction du temps ^ on est forcé de recourir aux méthodes d'approxi mation.
8. Pour pouvoir employer avec avantage les équations {c) dans la théorie du système du monde ^ il est nécessaire de leur donner une forme plus appropria aux usages astronomiques. En effet, dans l'imposa^ bilité où nous sommes de juger de leurs mouvemeni absolus dans l'espace, c'est au centre du Soleil que nous rapportons les mouvemens des planètes et des comètes; il faut donc, pour pouvoir comparer la théorie aux observations, déterminer les mouvemens d'un ? système de corps m, m', m'^, etc., autour de l'un d'entre eux regardé comme le centre de leurs mouvemens.
Soit M la masse de ce dernier corps, ??t, m', m", etc./ celles des autres corps dont on veut déterminer leT mouvemens relatifs autour de M; 0, >î, Ç, les coordonnées rectangles de M rapportées à une origine fixe; H+^y >i+7, Ç+2, celles de m; ^+x, yi'+yr\ Ç+J, i celles de m\ et ainsi de suite; en sorte que 00^ j^t seront les coordonnées de m par rapport à M; ^1 y\ a', les coordonnées de /w'par rapport au même corjn et ainsi de suite ; faisons de plus , pour abréger,
et supposons
mm
VW — *)• + (y — y)" + C — *)•
Vtx- — *)•+ {y' —>)*+(«• — ï/ j. "*"* j_ etc
L'âction de m sur M sera exprimée par — ^ et cette
tetion décomposée parallèlement aux axes coordonnés, et dirigée en sens contraire de cette origine, Amnera , suivant chacun de ces axes , les trois forces
mx m,y m%
En marquant successivement d^un accent, de deux
accens, etc., les lettres /w, a:, j^,'z et r, on aura^
pour les actions de ni y de m'^, etc., sur M, des ex-
^ cessions semblables ; le mouvement de M sera donc
I; ^terminé par les équations différentielles
€f*Ç mx d*n my d^t, m»
\ W~^'?'' d? 1^' TF'l^'
Cela posé. Faction de M sur m, parallèlement aux ^es de ses coordonnées, et dirigée vers leur origine,
i,_ Mx My Mz 1 . • /• ^' i dx i dx
•era —r-f —^ i -^f les trois fonction^ — . t f — • j-i
j,^ ' j^ ' j^s ^ m dx ^ m dy'
^. -T- exprimeront la somme des actions qu'exercent
5ur m les autres corps m% /w", etc. , décomposées parallèlement aux mêmes axes et tendant à augmenter
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les coordonnées de m; on aura donc^ en vei actions réunies de M^ /»', /»", etc. ,
I c/a m* dx '
(^*(i+a) . MjK_ I dx d^ ^ i^ ~ m* dy^
û?. (Ç + «) j. *îf i ^^
r^ **" m* dz*
dû'
Si l'on substitue pour -^^ -Af rky leurs
h^^. ^ —--Si* j- ^-^ a. T
' -^ ' r m dy
mz ^^__^ I dx r^ m* dz'
Mz
On peut le&r donner encore une autre forme. E si pour abréger on fait M'^msss/t et qvLOn s
p_ /r ' ' »x+yy
Li/(*'— *f+0''— j')'+(*'-a)» '•'
H- etc. , elles deviennent
d^x , fcx rfR
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Lagrange est le premier qai ait présenté de cette manière les équations du mouvement des centres de gravité des corps célestes. Ce qui contribue surtout à les simplifier^ c'est la considération de la fonction R, qui a la propriété de représenter par ses différences partielles les actions perturbatrices qu'exercent les planètes 7?/, /n", etc., sur nu L'emploi de cette espèce de fonctions est également utile dans la tliéorie des mouvemens de rotation des corps célestes, dans celle des attractions des sphéroïdes d'où dépend la déler- \\\ mination de leurs figures , dans la théorie du flux et du reflux des mers, dans toutes les questions enfin où Ion a à considérer un grand nombre de f^ces de méxim nature et agissant d'une manière analogue. En réunissant sous un même point de yue des expressions qui seraient sans cela très compliquées, il rend leurs rapports plus faciles à saisir, et cette notation fort simple introduite par Lagrange dans la mécanique céleste, en contribuant aux rapides progrès qu^elle a ™ts dans ces derniers temps, a eu pour la théorie ^ système du monde tous les avantages d'une vérî- '-We découverte, -f j j ^^^'ïgreant successivement dans les équations(D) f m\ ^^^^^\ ^^ ,0Cyjr,z,r Qxx celles-ci, m\ x\f, z\ /, trois ^-^ ^ -^^^ ^% ^*^-* ^* réciproquement, on aura m' 9, * ^^^ions semblables pour chacun des corps î"atîo ' ^*^* ' ^^ ^^ forme un système d'autant d'écoord y^^Herentielles du second ordre qu'il y a de fonctîo ^^® "^^yj^ ^f ^^fy ^y etc. , à déterminer en gpep ç ^ *^iiips. Il ne s'agit donc plus que d'inté- ^qui.a.tions, pour être en état de déterminer
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à chaque instant la position des corps m , WLy etc. » danâ l'espace; malhenreusement cette intégration n'esl pas possible en général , dans Tétat actuel de Tanalyse : le système des équations (D) et des équation: semblables relatives à m\ m'y etc. , fournit seulemei^ un petit nombre dmtégrales finies ^ dépendantes d(^ lois générales qui s'observent dans toute espèce d mouvement. Comme ces intégrales sont de la plu.^ grande utilité dans la théorie des perturbations planétaires y nous allons les développer ici.
9. Si Ton multiplie l'équation différentielle en f par M-f*2/?i, et les équations en jc, x\ x' y etc., la première par m^ la seconde par rriy et ainsi du reste, qu'on les ajoute ensuite, en observant que, par la nature de la fonction A, on a
dx , dx dx
on aura
d'où l'on tire, en intégrant,
"Z.mx
^z^za-^bt —
u eXb étant deux constantes arbitraires. On aurait de même
AJ+S.m*
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II', h\ a' y i", étant des constantes arbitraires- Ces équations serviront à de'termîner le mouvement absolu de M dans lespace^ lorsque l'on connaîtra les mouvemens relatifs de w, m', m'^ etc. , autour de ce corps. Si Ton multiplie Téquation en x par
lequation en^ par
mx •+- w.
l'équation en a/ par
'»>-'»• M + iT^' l'équation en j^' par
fit » 2.I7WP
quW ajoute ensuite les différens produits ^ en obser-*vant que y par la nature de la fonction A,
dx f d\ , ^ dx , dx .
dx , dx , ^ dx . dx .
on aura
d'où Ton tire , en intégrant ,
/xdy''ydx\ , S.my ^ ^dx J:.mx ^ ^dy _.^^^ . .
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équation qui peut s'écrire ainsi :
+ X.mm. L 5- J =
On trouverait d'une manière semblable les deux au intégrales suivantes :
(«d« — xdz)
de
, r(% — z).(d^x^dx)'-ix—x)Jdz—dz)'l
dt + i.mm [^ ^ J _
c f c', c"f étant des constantes arbitraires.
Ces trois intégrales s'accordent avec les équations ( n** 38 et 26, livre I; elles renferment, comme n l'avons vu, le principe delà conservation dçs ai Si l'on multiplie les équations difiërentielles ( la première par
J 2 . mdx
2max — 2m . ,. . ^ — :
la seconde par
i f 2 . mdy
^may — 2/71 . ztjtt -^r- ;
la troisième par
/ 2 . tndz
^maz — 2/72 . -^-T-;, — ;
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qu'oo multiplie semblablement les équations différentielles en a^fjr'f z' par les mêmes facteurs^ après y avoir changé les lettres m^ Xfjf z hors du signe 2, en m', a:\y,. zf, et ainsi du reste j qu'on ajouta ensuite toutes les équations résultantes , en observant oue Ton a
dh ^ dx ^ ^ d)< , dx . ^ dx. ■ dx
on trouvera
{dxd^x + »yd^y + dsu^a), 2. X. mdx wtd'^ .:
de^
et; en intégrant ^^
— aM.X. 2A3scoii8t.^
équation qui peut s ecnre ainsi i
dx" + c?y' 4- r/g*
^ étant une constanfe arbitraire» Cette éqnatîob ^Worde avec lequatidn {p):4xi tP 26^ liv. I; elfe
rejaferine le principe de. la conservation des forces
!Ile]ilç$:sont.les seules intégrales premières qu'on ait .pu. tirer jusqu'ici du système des équations (D) réui>ies ^aux équaliaos semblahle9:relatives aux corps M^ m', m% etc. Elles indiquent des relations qui doivent tpO}Our&. exister entre les ..coordonnée de ces différens corps , et qui résultent des principes généraiix du mouvement: mais elles sont loin de suffire à leur détermination^ et Ion est réduit^ pour achever l'intégrtièîCta dëh éqtÉatîons (D) , de recourir aux méthodes d'appi^oxlmâtion. Comme ces méthodes sont principalement ibcidées sur ce que les distances dés planètes ci: des comètes au Soleil^ et leurs distances mutuelleSy sont extrêmement grandes relativement aux dimen— sîons de ces corps et à celles des systèmes partiels que forpçiçptJes planètes ; avec leui^ satelliteç,^ il est inf— portant de faire voir quels sont les avantages que présente à cet égard la constitution du système se — laire. Ces considérations Serviront d'ailleurs à mon — ^ Irer que les quantités que nous avons négligées dans^ la formation des équations différentielles ' (D) sont ers effet toujours insensibles.
10. Ne considérons, pour simplifier, que raction réciproque dedéùxJcorps m et /?/,. et..repi}ésentons généralement par Via fonction qui'ëxprime la somme des produits ^yxà.deux! d^s.élémens ^1. et dm' dont ces corps se composent, divisée par leur distance mu^ UffilU. Soiifpt %,. Vr :^. ll^i^oQ^xw^ de^dm xappor- ,(ées à ^ae origine. |^^ ^ pti^î^y'^iî l^cooiidona^^
de dirJ rapportées à la même origine, on aura
VQ Qf dm . dm
V (x'— x)* -t- (y' — y)* + (z' — zy
Le double signe intégral S se rapportant à deux intégrations indépendantes Tune de l'autre , la première relative à la masse du corps attiré ^ et la seconde à celle
du corps attirant. Les trois difTérentielles partielles dV dW dV , ^ ,,
rr 9 'T' 7 "T exprimeront, comme nous layons vu ,
les attractions qu'exerce parallèlement à chacun des axes coordonnés le corps ni sur le corps m.
Cela posé , soient x'y f , z' les trois coordonnées du centre dé gravité de m^ rapportées aux mêmes axes et à la même origine que x', y', z', et soient x'^^jr'^^ z\ les coordonnées de dm' relatives à ce centre, en sorte qu on ait
x'= .r' + x', , y' = / +jr\ , z' = z' -h z\.
Sopposons
Si Ton substitue dans cette fonction, à la place de i', y', z', leurs valeurs, qu'on développe ensidte la fonction résultante par rapport aux puissances ascendantes de x'j, y^f 2'/^ en faisant, pour abréger,
on aura
tives aux principes généraux du mouTement^ conformément à ce que nous avons dît n** aa et suiyans ; c'est ce qu'il est facile de vérifier. Mais^ pour intégrer complètement ces équations^ et déterminer^ par leur moyen, les valeurs des coordonnées x, jr^z, etc. , en fonction du temps , on est forcé de recourir aux méthodes d'approxi mation.
8. Pour pouvoir employer avec avantage les équations (c) dans la théoi'ie du système du monde, il est nécessaire de leur donner une forme plus appropriée aux usages astronomiques. En effet, dans l'impossibilité où nous sommes de juger de leurs mouvemens absolus dans l'espace, c'est au centre du Soleil que nous rapportons les mouvemens des planètes et des comètes; il faut donc, pour pouvoir comparer la théorie aux observations, déterminer les mouvemens d'un système de corps m, m! y m'', etc., autour de l'un d'entre eux regardé comme le centre de leurs mouvemens.
Soit M la masse de ce dernier corps , m, /w', rnl'y etc., celles des autres corps dont on veut déterminer les mouvemens relatifs autour de M; 0, n, ^, les coordonnées rectangles de M rapportées à une origine fixe; ^+x, y\+j, K+^9 celles de /w; ^+Xy uH^', Ç+a', celles de m'y et ainsi de suite ; en sorte que oCy jfy z seront les coordonnées de m par rapport à M; a:', y\ 2! y les coordonnées de /w'par rapport au même corps, et ainsi de suite ; faisons de plus , pour abréger,
r" = \/a;"*H./'»H.F% etc. ,
et supposons A
TJint
•*)*+ cy -7 j')* + («'-*)•
mm
L'action de m sur M sera exprimée par —, et cette
action décomposée parallèlement aux axes coordonnés^ et dirigée en sens contraire de cette origine, donnera , suivant chacun de ces axes , les trois forces
mx m,y mz
En marquant successivement d^un accent, de deux accens, etc., les lettres m, a:, y,' z et r, on aura, poor les actions de m% de m", etc., sur M, des expressions semblables; le mouvement de M sera donc déterminé par les équations différentielles
rf*Ç mx d*ti my d^K, mm
Cela posé. Faction de M sur m, parallèlement aux axes de ses coordonnées, et dirigée yers leur prigine,
Mx M y Mz 1 X • r X- i dx i dx
sera —0- , — ^ , — t- : les trois fonction^ — . tt- , — . j- •
-, -T- exprimeront la somme des actions qu'exercent
sur m les autres corps m', ni\ etc. , décomposées parallèlement aux mêmes axes et tendant à augmenter
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les coordonnées de m ; on aura donc , en verta des actions réunies de M , ni ^ ni' y etc. ,
flft. (| + J^) . JVIjg i^ dh
de^ ^ T^ ~ m'dy^
Si l'on substitue pour ^, 5?^ 3^> leurs valeurs ^ 2.^, 2.^, 2.-p^, ces équations deviendront
Mx
fllX
dx 'dx'
dt^^
my
dt^^
Mz
On peut leftr donner encore une autre forme. Eb effet, si pour abréger on fait M H- m s=: ;«. et qu'on suppoM
+ etc. ,
elles deviennent
de^ f^^ dy' ^ ^^
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Lagrange est le premier qui ait présenlé de cette manière les équations du mouvement des centres de gravité des corps célestes. Ce qui contribue surtout i les simplifier, c'est la considération de la fonction R, quia la propriété de représenter par ses di£Béreuces partielles les actions perturbatrices qu'exercent les planètes /7i', /n", etc., sur /7i. L'emploi de cette espèce de fonctions est également utile dans la tliéorie des mouvemens de rotation des corps célestes, dans celle des attractions des sphéroïdes d'où dépend la détermination de leurs figures , dans la théorie du flux et du reflux des mers, dans toutes les questions enfin où Ion a à considérer un grand nombre de f^ces de méma nature et agissant d'une manière analogue. En réunissant sous un même point de vue des expressions qui seraient sans cela très compliquées, il rend leurs rapports plus faciles à saisir, et cette notation fort simple introduite par Lagrai^ge dans la mécanique céleste, en contribuant aux rapides progrès qu^elle a £uts dans ces derniers temps, a eu pour la théorie L du système du monde tous les avantages d'une véritable découverte.
En changeant successivement dans les équations (D) les lettres m^ x^jr^Zy r en celles-ci, m\ x\j\ z'y /, ^'f ^^'fj'f ^ f ^9 Q\x:,.y et réciproquement, on aura trois équations semblables pour chacun des corps *«', m\ etc. , ce qui forme un système d'autant d'équations difierentielles du second ordre qu'il y a de coordonnées Xyyy z, x',y, z', etc., à déterminer en fonction du temps. Il ne s'agit donc plus que d'intégrer ces équations, pour être en état de déterminer
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à chaque instant la position des corps m , m% danâ l'espace ;malheareusement cette intégration pas possible en général , dans Fétat actuel de 1 lyse : le système des équations (D) et des équa semblables relatives à n/, m", etc. , fournit seule un petit nombre dmtégrales finies , dépendante lois générales qui s'observent dans toute espè( mouvement. Comme ces intégrales sont de la grande utilité dans la théorie des perturbations nétaires , nous allons les développer ici.
9. Si Ton multiplie l'équation différentielle par M-f*2/?i, et les équations en jc, ar', x', eh première par m, la seconde par m% et ainsi du i qu'on les ajoute ensuite^ en observant que^ p nature de la fonction A^ on a
on aura
(M + S.m). ^. + 2.m. ^ = oj
d'où Ton tire, en intégrant,
>* , » - 2 . mx
u eXb étant deux constantes arbitraires. On aur
même
Ai-f.S.m'
u', h\ Jy Wy étant des constantes arbitraires. Cesk eçaations serviront à déterminer le mouvement absolade M dans Fespace^ lorsque l'on connaîtra les mouvemens relatife de /w, /w', /?i% etc. , autour de ce corps. Si l'on multiplie Téquation en x par
iequation en^ par l'équation en a/ par
l'équation en j^' par
ju^on ajoute ensuite les différens produits ^ en obser^ rant que y par la nature de la fonction A,
dx f dx , ^ dx / dx
)n aura
/xdy — yd'x\ , S.my d*x S.mjr rf'y
•^- Q— ^^?? — ^j+M+i.^^'^ 5?"jvqpi:;i^-'^5?=f^ *'
où Ton tire , en intégrant ,
(xdy-ydx\ . S.TTiy _ dx 'Z.mx ^ dy
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équation qui peut s'écrire ainsi :
, dt
On trouverait d'une manière semblable les deux aut intégrales suivantes :
(«Af — xdz)
de
c f c', c'', étant des constantes arbitraires.
Ces trois intégrales s'accordent avec les équations (1 n** 38 et 26, livre I; elles renferment, comme m l'avons vu , le principe de la conservation dçs aii Si l'on multiplie les équations difiërentielles (1 la première par
, 2 . mdx
la seconde par
t f 2 . mdy
2mar — 2/71 . ^r^rr -^r^ >
la troisième par
/ 2 . mdz
amaz — 2/w . ,. :
Tu'ûD multiplie semblablement les équations différen-
lielles en 3c! ,f j z' par les mêmes facteurs, après y avoir
cbangé les lettres m^ oc^j^ z hors du signe S, en m',
x^y^ ^ j et ainsi du reste; qu'on ajoute ensuite toutes
les équations résultantes , en observant que Toii a
on trouvera
(dxd*x + dyd^y + dsui^à), 2.X..mdx ^ wutm .d^ M+S.in d^
et, en intégrant jt
— 2M.X.^ — 2AsssC0II8t.>^
Ajuation qui peut s'écrire ainsi i
dl^
- étant une constanlie arbitraire. (>étte équation i^«Me avttc l'équatîto (;») Ax «• a6, liv. 1; elle
renferme le principe de la cooserratioii des ibrce^
VÎTCS.
TdleS'soot les seules intégrales prenmres qu'on ait pn tirer jnsqo'ki dn système des ëqiutîoiis (D) réanies aox egnations semUaUes.relatÎYes aux corps M; njl^ m% etc. Elles indiquent des rdatlons qui doiyeiit tCMyonn. exister entre les coordonné^ ife ces diffé rens corps, et qm résultent des principes généraux du mouYcment; mais elles sont loin de suffire à leor détermination, et Ion est réduit, pour achever FiiH tégràiStfn déÀ équations (D) , de recourir aux médiodes d^approximâtion. Comme ces méthodes sont principalement ibodées sur ce que les distances des jJanètes et des comités au Soleil, et leurs distances mutneUes, sont extrêmement grandes relativement aux dimeo' sîons de ces corps et à celles des systèmes partiels que forment les planètes avec leurs satellites, il est infpoitant de faire voir quels sont les avantages que présente à cet égard la constitution du système solaire. Ces considérations ^rviront d'ailleurs à montrer que les quantités que nous avons négligées dans la formation des équations différentielles (Dj sont en effet toujours insensibles.
lo. Ne considérons, pour simplifier^ que Factif rédprôqne de'deùx-coips m et ni^ et.repi^enl généralement par Via fonction qui'ëxprime la somi des produits d^vx à.deubé di^a élémens dpi. et dni dot ces corps se composent , divisée par leur distance miM ta^U«. §oi^fi|: 5x,. w ^, ))if (goiM^Qm^ à^^dm .rappc*- 4ms \ H^je ,origifie.|ipcé^>tif9ur;TV s^t 1m xx)Qiiâm«S^
i&dm! rapportées à la même origine, on aura
a m, dm
t: Le double signe intégral S se rapportant à deux inté-
' grations indépendantes l'une de l'autre , la première
* relative à la masse du corps attiré , et la seconde à celle
% da corps attirant. Les trois différentielles partielles
' dV dV dV . ^ „
•r- , ^ , -^ exprimeront, comme nous layons vu ,
les attractions qu'exerce parallèlement à chacun des I axes coordoanés le corps rn sur le corps m.
Cela posé , soient x', y, z' les trois coordonnées du
centre de gravité de m' rapportées aux mêmes axes et
à la même origine que x', y', 2', et soient x'^^y^, z\ [ les coordonnées de dm' relatives à ce centre , en sorte
qu'on ait
Supposons
Si l'on substitue dans cette fonction, à la place dfe ^' x% y', z', leurs valeurs, qu'on développe enstiite la T fonction résultante par rapport aux puissances ascenr dantes de ^s,yff ^ ^ en faisant, pour abréger.
on aura
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x>-Hy,.(y-T)+«',.y-z)r
Les dimensions du corps m' étant supposées peu considérables par rapport à la distance de m à m\ les coordonnées x\, y\^ z\ seront fort petites relativement aux différences x' — T^f jr' — y^ z' — z. Ea conséquence y nous les regarderons comme des quantités très petites du premier ordre, dont on peut, sans erreur sensible, négliger les carrés et les puissances supérieures. La valeur de u se réduira ainsi à
..— ' ^^> (^^ - X) -t- y'Ay' - Y) -f- z\. (/ - z) " — ; -^ .
Si Ton multiplie cette expression par dmdm'^ qu'où l'intègre ensuite par rapport à dni^^ en remarquant quQ les quantités x ^^jr' ^^ z'^, sont les seules qui varient avec dm'f et que par la nature du centre de gravité on a
SnOù^dm! = o, S.f^dnï = o, S.z\dm' = o, on. trouvera, en remettant pour r sa valeur^
C'est la valeur que nous avioiw rapposée à la fÔDC^j
partielles -7— , -7— 9 --r- exprimeront gént^ralemeiit
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tion V dans le n* 5 ; on voit donc que cette valeur
"t^ exacte aux quantités près du second ordre , par
apport aux dimension de //i'. Les trois différentielles dY dV dV dx^ dY * dz
action totale du corps /w' sur le corps m, décom- >osee parallèlement aux axes des coordonnées, et diigée en sens contraire de leur origine. On voit donc [ue cette action est la même que si la masse entière le m' était réunie à son centre de gravité.
Soient maintenant x,jr,z les trois coordonnées du îentre de gravité de m, eix^f jr^, z^ les coordonnées le la molécule dm relatives à ce centre ; on aura
Si Fôn substitue ces valeurs dans V, et qu après avoir développé la fonction résultante on l'jntègi'e, il sera facile de démontrer par lanalyse précédente quW a y aux quantités près du second ordre ^
\/ix' — xy + (y' — y)' -h (a' — zy
C'est la valetir que nous avons supposée à la fonc-^ tion A dans le n® 7 j cette valeur est donc exacte , aux quantités près du second ordre par rapport aux diïïiensions de l'astre attirant et de l'astre attiré. D'où l'on peut conclure généralement que l'expression de U fonction V, et par conséquent l'action totale de m! «ur TO, seront les noèdles, «ux quantités près du ménae j^rdre, que si les aaises des deux corps m et m! qui
agissent l'un sur l'autre étaient des points massifs placés à leurs centres de gravité respectif.
Il suit de là que j dans la recherche des mouvemeos des centres de gravité d un système quelconque de corps dont les dimensions sont très petites par rapport à leurs distances mutuelles , on peut faire abstraction de leur figure, et que leur action réciproque les uns sur les autres est la même y à très peu près , que si la masse de chacun de ces corps était réunie à son centre de gravité.
Si le système que Ton considère était partagé en plusieurs systèmes partiels y disposés de manière que les dimensions de chacun d'eux fussent très petites par rapport aux distances mutuelles de leurs centres de gravité, on ferait
V— V TU m
\/(x' -xy + (y—yfj^ («'—*)*
m et wl représentant les masses de deux corps appsu^ tenant à des systèmes diflFérens , et x , ^, z , x'jf^i les coordonnées de leurs centres de gravité rapportées à une origine fixe. Les différentielles partielles de la fonction V exprimeraient encore les actions du premier système sur le second, parallèles aux axes coo^ donnés. Or, si l'on désigne par x, y, j» les coordonnées du^centre de gravité du premier système, et par x',^y', z'^les coordonnées du centre de gravité du second , il sera aisé de prouver par l'analyse précédente, et par les propriétés conilues du centre de gravitât qu'on aura y aux quantités près du second ordre ptf rapport aux dimensions re^>^tives de chacun dff deux systèmes,
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V Cx' - nY + Cy - y)* + (z — z)^
d'où il suit que les deux systèmes réagissent l'un sur l'autre, à très peu près comme si les corps qui les composent étaient réunis à leurs centres de gravité respectifs, el que par conséquent ces centres se meu- Tent comme si cette réunion avait lieu en effet.
II. Le Soleil et les planètes forment un système semblable à celui que nous venons de considérer, les distances des satellites à leurs planètes étant toujours peu considérables relativement aux distances de la ]danète au Soleil et aux autres planètes. II en résulte donc que le système d'une planète et de ses satellites agit y à très peu près , sur les autres corps du système solaire , comme, si la planète et ses satellites étaient réunis. à leur centre commun de gravité, et que ce centre est attiré par ces différens corps, comme il le serait dans cette hypothèse. Il s'ensuit encore que Faction du Soleil et des planètes étant à très peu près k même sur la planète et sur les satellites , ceiix-ci se meuvent à très peu près comme s'ils n'obéissaient qu'à l'action de la planète.
Enfin la constitution du système solaire permet encore d'appliquer aux planètes et aux comètes, les •considérations sur lesquelles nous avons établi les -^uartions différentielles (D) et (B), et les actions ré- ^ifnroques de ces corpS' les uns sur les autres sont à très peu près les mêmes que si leurs masses étaient concentrées dans leurs centres de gravité respectifs. Biais cette supposition, que la petitesse desdiit^ensions
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des corps célestes y comparativement à leurs distances mutuelles, rend déjà fort approchée, acquiert par la sphéricité de leurs figures un nouveau degré d'enzc^ titude. En 'effet , on peut regarder les planètes et les comètes comme étant formées de couches à très pea près sphériques^ de densités variables, et nous avons fait voir, ^"^iQf livre I , que Faction d'une couche spherique homogène, sur un corps qui lui est extérieur, est la même que si toute sa masse était réunie à son centrei*^ d ou Ton peut conclure encore que les quantités aégligées dans la formation des équations (D) et (B) sont du même ordre que l'excès du sphéroïde que Ton ccHir sidère sur la sphère concentrique. Les difTérens coqps du système solaire réagissent donc les unssur les autres à très peu près comme si leurs masses étaient réunies à leur centre de gravité, non-seulement parce que leurs distances mutuelles sont très grandes par rapport à leurs dimensions respectives , mais encore parce que leur figure s'éloigne peu de celle de la sphère»
12. Si les corps célestes n'obéissaient qu'à la seub action du Soleil, et si leur figure était exactement spbérique , les courbes qu'ils décrivent autour de cet astre seraient elliptiques , et leur mouvement de rotation au- ^ tour de leur, centre de gravité serait celui d'un corps * solide qui n'est sollicité par aucune force accélératrice^ ^ et qui à reçu seulement une impulsion primitive quel* conque, cas que nous avons examiné dans le chapitreY du premier livre. Dans cette double hypothèse > les seconds membres des équations (E) et (B) se réduisant à zéro, ces équations deviennent intégrables; et comme
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«n effet les planètes , les comètes et les satellites se meuvent à très peu près, les premières autour du Soleil , les seconds autour de leurs planètes, comme s'ils n'obéissaient qu'à l'action des forces principales qui les animent, on peut regarder les re'sultats qu'on obtient de cette manière comme une première approximation des mouvemens célestes , et les forces négligées comme des forces perturbatrices dont le seul effet est d'y produire de faibles altérations. Un beau procédé 4'aQaIysc, que l'on doit au génie de Lagrange, offre un moyen fisicile de tenir compte de semblables forces, <{Qel que soit leur mode d'action sur les mobiles., (pourvu seulement qu'elles soient supposées trts petites par rapport aux forces principales) , par de simples variations données aux constantes qui entrent dans les intégrales de la première approximation, c'est-à-dire dans les intégrales trouvées en faisant abstraction des forces perturbatrices. Les deux principaux problèmes <lu système du monde, la détermination du mouvement de translation des corps célestes et de leur mouvement de rotation autour de leur centre de gravité, *«e trouvent ainsi ramenés à une simple question analytique qui les embrasse tous deux dans sa généralité. Ifous consacrerons lé chapitre suivant à exposer cette féconde méthode d'intégration, en appliquant ensuite aux équations différentielles (E) et (B) les formules générales qu'elle nous fournira , nous parviendrons, par des. approximations successives, à déterminer de la ipanière la plus simple le double mouvement des •corps célestes avec un degré de prépision que les observations les plus exactes ne sauraient jamais atteindre.
aofl THÉORIE ANALYTIQUE
CHAPITRE III
Intégration des Equations différentielles du Mornement dun système de corps soumis à leurs attraolions mutuelles.
1 3. Nous avons donné dans le chapîtrç précédent les équations différentielles du mouvement d'un système de corps soumis à leurs actions mutuelles, et nous avons fait connaître les seules intégrales finies qu'on soit parvenu jusqu'à présent à tirer de ces équations. Nous allons développer dans celui-ci la méthode d'approximation la plus lumineuse que l'on ait encore imaginée pour suppléer à cette imperfection de l'analjse.
Pour traiter cette question d'une manière générale, considérons un système de corps m , m', m", etc. , agissant les uns sur les autres d'une manière quelconque, et sollicités de plus par des forces accélératrices dirigées vers des centres fixes ou mobiles. Les résultats que nous obtiendrons auront ainsi toute Tétendue dont la question est susceptible, et il sera facile ensuite d'en faire l'ap plication aux équations différentielles du double mouvement de révolution et de rotation des corps célestes*
Nous avons montré, dans le chapitre IV du livre Ii que la détermination des mouvemens d'un pareil système pouvait toujours être ramenée à un non^ \ d'équations différentielles du second ordre égal à celui î des variablesindépendantes que chaque question cotnr
porte. Une intégrale qui résulte dans tous les cas de ces équations , est celle qui est fournie par le principe des forces vives. Si l'on désigne par x^jyZ les coordonnées de m , par x' yy\ z\ les coordonnées de m', etc. , rapportées à trois axes rectangulaires , et que , pour ' abréger, on représente par T, la moitié de la somme des forces vives du système , en sorte qu'on ait
2 A dt^ / ^A d? ^ + etc.;
^'on nomme de plus V l'intégrale de la somme des forces dont le système est animé, multipliées respectivement par rélément de leur direction, c'est-à-dire ^'on fasse
V=/;w. ÇS.dx+Ydy'\'7dz)'\'fm\ ÇK!dx'^Ydy-\'Z'dz') + etc..
Cette intégrale devient, n* 24^ livre I^
Les coordonnées o:,^, z, x\ y\ etc. déterminent à chaque instant ]a position des corps agissans du sys- ' teme. Ces variables sont en général liées entre elles par des équations de condition qui dépendent de la nature du Système, en sorte qu'il ne reste finalement ^'un nombre de variables indépendantes égal à trois Sois le nombre des corps , moins le nombre des équations de conditions. Nous supposerons, comme cela a lieu ordinairement, le nombre de ces variables indépendantes réduit à'^trois, (p, 4> ^> ^* "^^^ désignerons, pour abréger, par ^', 4% ^y ^^^ différences de
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ces variables prises par rapport au temps t, ei divisées par 1 élément du temps, en sorte quon ait
n sera toujours possible, en ayant égard aux équa« lions de condition, d'exprimer les coordonnées or, j, z, a:% etc., et leurs différentielles, en fonction des nouvelles variables ^, >[/, 6, ^', 4'^ ®^ ^* ^^ suffira de substituer à leur place ces valeurs pour convertir dans une fonction semblable une fonction quelconque àeXf^ j', Zy Jc^y, etc. Ain'si donc, nous pourrons regarder désormais la quantité que nous avons désignée parT, comme une fonction de ^, 4, 6, ^', 4', fl', donna dans chaque cas particulier.
De même, si Ton suppose, comme cela a lieu dam la nature, que les forces dont le système est animé sont dirigées vers des centres fixes ou mobiles , et représentées en intensités par des fonctions de la distance des différens corps du système à ces centres, la valeur précédente de V sera une formule toujours intégrale, et sa valeur finie sera une fonction des coordonnées Xfj", z, x\ y\ 2', etc., et par conséquent des variables (p, 4 > ^> fonction qui sera donnée dans chaque cas particulier. Quand des centres d actions étrangers au système seront mobiles, la fonction V renfermera, en raison de leurs mouvemens, le temps tj indépendamment des variables ^, 4* ^î rx\2À% elle ne. pourra contenir, dans aucun cas, les différentielles de Cjss variables.
Cela posé, différencions , par rapport aux variables.
DU SYSTÈME DU MONDE. aog
4; 6, (ff', \' , Q', l'ëquation (a); on aura
dV , dV ,, dV ,
1 peut donner à cette équation une autre forme. En *et, puisqu'on a généralement
IF ; "+" T- V
est clair que ^ quelles que soient les valeurs qu'on sbtitue pour x^y^Zy x' y etc. y dans cette quantité , deviendra une fonction homogène de deux dimen- )as par rapport aux différences des nouvelles vaibles qu'on aura choisies. On aura donc^ par la projeté connue de ces sortes de fonctions y
du d(p ^,dT d4^^,dn M m
d(p' ' dù'^d^' • di'^db" di~^^*
ibstituons la valeur résultante de T dans l'équam (a) y et différencions ensuite; nous aurons
j djy d(p , /, dT\ d^^,/j dT\ dd
Ji de cette équation on retranche l'équation (b)y et tju'on observe que les variations d(p , ^4 9 ^f étant indépendantes entre elles, on peut égaler séparément Tome Ï. i4
dT dy
dT dV d4 d^'
SI dV
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a zéro leui^ coefliciens^ on aura les trois équations différentielles suivantes
• dt dt ""
Ces équations serviront à déterminer les VariaUcI ^^'\f9^ en fonction du temps. C'est soiis <Mte forme que Lagrange présente dans sa Mécanique amxfyii^ les équations générales du mouvement d\in sjr^lènfii de corps.
On peut leur donner une forme plus simple , en supposant
ce qui donne , en observant que la fonction V ne conr tient pas les variables ^', 4^ ^^
^~c/^'~W ^~^'~5?' ^~W^W ^^^ Les équations (c) deviennent ainsi
dt^ dip ^ dt — d'^^ di — "S"' W Et les équations du mouvement d'un sjstème de
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corps m, m', etc.^ sont ramenées à la forme là plus iimple qu'elles puissent prendre.
i4* Les trois quantités^, u, v, sont dotinées par les quations (p) en fonction de (p,*^, 6, ^', >(/', fl' ; réci^ »roquement^ on peut conclure de ces éqoatioiis les aleurs de (p\ 4^9'^ ^n fonction de(Py '^f &, s,Uf i^, t transformer par conséqueot ttne fonctiob quelonque des six premières variables en fonction des ix autres; mais on doit observer que les différences partielles de cette fonction prises relativement . à ^ ^ 1*9 0y ne seront pas les mêmes dans les deux cas. linsiy lorsqu'on regardera 13 comme fonction de ^^ 4 ^ ), s, u, Vf ses différences partielles relatives à ces trois variables ne seront pas les mêmes que les différences partielles de cette même quantité^ regardée comme fonction de ^, 4^ ^^ ^^ 4'> ^* ^^^^ l^s diâtinguer^
j ^ . d\l du dU 1 j»/¥»^
îous désignerons par -i-- , --rj , -^ y les différences
^ses dans la première hypotbèse , et .par les mêmes ^pressions entourées de parénttièses ,'lés différences elatives à la seconde. Ces dernières différences paridites forment les seconds membres des équations (d) ; *n aura dotic, conformément à cette notation^
di~\d^)' de ^\d^J' dt ~\r/8/ W
OrTéqualion U = foUct. (^^ 4> ^> ^^ 4'> ®') lionne, eu y regardant ^', 4'^ S'> comme fonctions des variables ip, 4> ^f ^> ^9 ^f
ai2 THÉORIE ANALYTIQUE
«rtI_/dU\ dO ^ , du rf£ rfU «y J^-'Kd^J'^d^ ' d^"*" dy'd^ ■*■<£«' "Ji'
dV _/dV\ dO dp' dl3 d^' du dt' If ~\'3r)'^ dp' ' W*" J^f ' W "*" W~dï-
Si l'on tire de ces équations les valeurs de (-y-) (-fr)f (~jf)f ^^ qu'on les substitue dan» les cqna
tions ({P),en mettant s^u, v^k la place de ^,«p
dV
-dF > °° '"''^
d» dXS dp' cm d)f
dt dp dç dp dp
du _dU dp' dAf ^ \ ( \
dt ^d^'^'\d4. ~'''d:^~'''df' ^ ^'^
di^ _^ dp^ ' d^/ d¥
dt ~ de *• dd ~'^"df~''"dr'
Telle est donc la forme que prendront les éqm tions différentielles du mouvement lorsqu'on choisi pour variables s, u, t^, au lieu de (p', '^\ fl'*
Si Ton différencie la première de ces équations p rapport à 4 ^ la seconde par rapport à 9 , en rega dant^; Uy Vf comme constans; qu'on les retranc ensuite Tune de l'autre^ on trouve
d^.dt dp,dt *
Nous avons sunnonté d'un trait ces différences p tielles et les suivantes, pour rappeler que dans différenciations ^'elles indiquent ?^4, 6 et ^^ «
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sont regardées comme six variables iadépendantes Tuiie de l'autre.
On aurait d'une manière semblable
d^.dt d6,dt ' dê.dt d-^.dt
Si Ion différencie par rapport à ^ la première équa- [ tioD (e ) sans, faire varier ^,4^ ^> ^^ trouvera
i^l _ ^ jy d'^' d*? d<^
ds,de ds.dç ' ds.d^ ' ds.dç ' ds.d^ d^ *
Mais si Ton prend la différence partielle de U par rapport à la variable s qui n'entre dans U qu'autant qu'elle est contenue dans les valeurs de ^', 4^ ^'^ ^* qu'on
mette à la place de ^ , grr, -jtt 9 leurs valeurs y, « VjOQ trouve
rfU _ dp' ^^ ^
dis * ds ' da * ds*
Cette équation est identique lorsqu'on y considère U, (p^, 4', fl' comme fonctions de ^, 4, ^,s,u, v; on peut la différencier par conséquent par rapport à lune quelconque de ces six variables. En différenciant par rapport à ^ , on a
dJ-iï _ rfy d^^ d^?
ds.dp ' ds.df as7dç> * ds.dp'
La valeur de ' , \ , en vertu de cette équation , se
réduit à
d^ dp'
dsM df *
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En différenciant sendilablenient la même équation par rapport k u et k u, et en considérant les yaleurs
des différences partielles , ,, ,, on aurait
dl d^' dÇ d6r , .
du. dû dç ' dif.dt d^
Les deux dernières équations (e) donnaaient, p» des considérations analogues y
d^u û5p' d^u û?4^' ûP»ir dS
ds.dt d^^ du.dt d'^ '^ dp.dt d^\
da.dt €h* du.dt ûM* d^'.A lÂ*
Enfin si Ion différencie Téquation (7^) par rapport ' SiUy et la première des équations (o) par rapport à 5, qu'on retranche ensuite les deux résultats l'un de l'autre^ on trouvera
d^,du dp.ds ^
et par conséquent
On aurait d'une manière semblable
dy """ A ' di> ""^ ûfe«* ^"^
Ces diverses relations nous seront utiles dans ce qui va suivre.
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1 5. Révélions maintenant k la qy^istion principale qui doit nous occuper ici. Supposons qu'étant parvenu à intégrer complètement les équations (c) dans Fétat oà elles se présentent , de nouvelles forces accéléra^' triées dirigées vers des centres fixes ou mobiles , et - dont les intensités sont représentées par des ^Kietion^ des distances de ces centres à leurs points d^applica^ tions respectifs , viennent à agir sur les différekis corps rn, m', etc., du système^ et qu'on se propose d'avoir égard ^ dans la solution du même problème^ à l'interventîon de ces forces. Si l'on désigne par il l'intégrale de la somme de ces nouvelles forces multipliées chacune par l'élément de sa direction (quantité que, pour abréger, nous nommerons à l'avenir la fonction perturbatrice) j comme ces forces sont absolument de même nature que celles d'où dépend la fonction V^ il suffira, pour y avoir égard, de substituer V + fl à la place de Y dans les équations (c). Les équatÎQns ^ du mouvement du système altéré par les forces per-f turbatrices , seront ainsi
dT dV da
dt
rfr dw da
dt
tJL
dT dv _da
dt
de dQ '^ d9*
__^ _dy _da > (/)
^uations qu'on peut ramener d'ailleurs à une forme itialogue à celle des équations ,(^'). En effet, il est
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aisé de yoir qu il suffira pour cela de substituer U — Q h la place de U ^ dans les équations
■Kf)""""- "'-(M)-"""- ■"-©•■"=■" "1
les valeurs des quantités représentées par s,u,v(pi ne dépendent que de la fonction T ne seront pas changées , et les équations précédentes se trouveront _ seulement augmentées d un nouveau terme , c'est-àdire que l'on aura
n est inutile d'entourer de parenthèses les diffé- ^ rences partielles de la fonction £1, comme on le fait à l'égard de celles de la fonction U (d'après la remarque du n* i4) , parce que fl ne contenant pas les variables ^\ -]/, 6', ses différences ne changent pas quand on regarde (p', •>}/', 6' comme fonctions des variables ^, 4, fl, 5, w, i^.
U s'agit donc d'intégrer les équations (2), en sup- ' posant qu^on ait complètement intégré les équations (î), c'est-à-dire ces mêmes équations (2), dans le cas où Ton fait abstraction de leurs seconds membres.
La méthode d'intégration que nous nous proposons de développer consiste à satisfaire aux équations (2) par les mêmes intégrales fournies parles équations (i),
en faisant seulement varier les constantes arbitraires qu'elles renferment, de manière à remplir cette condition.
Les équations (i) étant du second ordre par rapport aux variables ^, 4> ^f leurs intégrales finies contiendront six constantes arbitraires aï , i, ^ffyë* ^9 cl Ton pourra par leur moyen exprimer les valeurs des variables ^,4^ ^9 ^^ fonctions du temps t et de ces constantes , de sorte qu'on aura généralement
<^=fonct.(a,i,c,yîg', A, t)i '^^=iionct.{a,byCyfygy h,t),
6= fonct.(a, b, c,f, gf h, t)..
Pour satisfaire aux équations (2) par les mêmes expressions finies de ^, 4, 0, nous différencierons deux fois de suite les valeurs de ^ , 4 > ^ ^ ^^ 7 faisant varier à la fois le temps*^ et les constantes a, b, c,f, g, h ; 110US substituerons ensuite dans ces équations les valeurs résultantes, et nous aurons ainsi trois équations qui serviront à déterminer les variations que A)ivent prendre les quantités a,b, c, etc.; mais comme ces variations inconnues sont en nombre double de celui des équations auxquelles elles doivent satisfaire, nous pourrons les assujettir encore aux trois équations de condition qu'il nous plaira de leur fixer.
Ce qu'il y a de plus simple à cet égard est de. supposer que les difierentielles premières des variables P, 4* fi conservent la même forme dans le cas où Ion fait varier les arbitraires a,b,c,J,g, h y et dans te cas où elles sont regardées comme constantes ; c'esti-dire qu'on égalera à zéro la partie de chaque dif-
a 18 THÉORIE ANALYTIQUE
féreatielle d(Py d'^, d& qui résultera ide la yariatioa èû ces arbitraires. On aura de cette manière trois nou* velles équations de condition, qui ne renfermeront ^ ainsi que les trois autres , que les différentielles premières des six quantités (^f b^ c^ fj g^ h. Cest là le grand avantage de ce procédé.
Nous désignerons désormais par lacaractéristique eT, placée devant une fonction quelconque du temps / et des constantes a, by etc. , la différentielle de cette fonction prise en y faisant varier ces dernières quanri tités seulement , de sorte qu'on aura, par exemple/
Cela posé, en vertu des trois équations de conditioii
que nous nous sommes données , nous aurons d'abord
cTipsso, <r4 = o, J'Gso. (A)
Si l'on différencie une seconde fois les expressicoi de ^ , 4* ^^ ^^ y f^^i^t varier le temps t, et les tantes arbitraires qu'elles ren^HTment^ et qu on si titue leurs valeurs dans les équations ( 3 ) , les rentielles ds^ du, dv seront augmentées en vertu la variation des constantes de JV, ^u, «Tp. lies fonoif tions n et U, ainsi que leurs di^'renees partielksjii ne changeront pas, parce qu'elles ne renfeimenit, fa|i première , que les variables ^, «nI^^ 6, la seconde, qiriii ces mêmes variables et leurs différentielles premièrdM et que ces quantités' restent les mêmes, soit queTlMi traite les arbitraires^, b^e,f,g,k, comme variable
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a cpmme constantes. On aura donc ainsi
, , . /dU\ , da ,
leSi valeurs de ^ » '^ » 0^ sont supposées satisfaire à ces luations dans le cas où la fonction £1 est nulle , et Q'on les différencie seulement par rapport à ^ ; on a onc identiquement
t les équations précédentes donnent simplement
^a^^.di, i^^j^M, ^v = ^.d8. (B)
Il sont trois nouvelles équations de condition auxfaits devront satisfaire les variations différentielles ll& arbitraires a^ h, €,f,g, h. Jointes aux trois équa- Hêês (A), elles suffiront pour déterminer ces varîafbng. En effet , en les développant^ on aurait six équas du premier ordre et linéaires par rapport aux 'érentielles da, db, de, df, dg, dh ; on pourrait c obtenir par les procédés Ordinaires de 1 elimiion, les valeurs de ces différentielles; mais on arit par cette voie à des formules très compli- ^^•^n parvient à exprimer directement ces valeur*
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d'une oianicre très simple ^ par les considérations suivantes.
i6. Supposons que l'une quelconque des intégrales premières auxquelles auront conduit les équations di^ férentielles du mouvement (i) ne contienne qnune seule arbitraire a, cette équation intégrale, résolue par rapport à cette constante , sera de cette forme :
«= fonct. (ç, 4 9 fl> ?'> 4'^ ^'> 0 f
ou bien en regardant , comme nous l'avons fait pré^; ccdemment, ^^, 4', 6' comme des fonctions de f , 4^ 6^ s, u, i^, données par les équations (p)
a = fonct. (^, 4, 6, Sp u, u, t).
Cette équation étant une des intégrales premières des i équations (i), il s'ensuit que sa différentielle com-l pléte, prise en y regardant a comme constante ^dditi se réduire à zéro quand on y substitue, pour ds, ^J dtf, leurs valeurs données par ces équations. Si rofll différencie donc l'expression de a en y faisant vaiiên à la fois les constantes et les variables , et qaou substitue pour J's, J'u, Su,' leurs valeurs données] par les équations (B), en observant que cf<p=o>1 J^4^=o, cTâszso, on aura simplement
7 /da dci , da dCl , da dsi\ j^ ,,.
CettiiL. formule détermine directement la valeur de Is variation différentielle da ; 'mais on peut lui donnei
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r autre forme qui a de grands avantages , comme is le verrons, en employant, aif lieu des diSérences tielles de la fonction il prises par rapport aux vables (p, '^f 9, ses différences relatives aux constes a, b, c, y, g, hf introduites par la substîion des valeurs connues de (p, '^, ^, en fonction temps et de ces arbitraires. En effet, si Ton regarde •nJ,, 6 comme fonctions de a, b, Cy fjgy h y on
ra
dClda ^^ dci dh dQ de dCl df ^^dci dg da dh
da'd^ dô'dç dc'dç df'd^ dg'dp dà 'dp*
'''d^'dÂ^'^lb'd^'^ dc'd^^^df'd^'^dj^'d^'^
dada dadb dadc , dO, df dCi dg dCl dh " 5â'dô ''' db'di "*" d^'dê'^df'dQ "^ d^'dd'^ dh'dè'
S valeurs substituées dans Texpression de da donront
, /da da ^^ da da ^^ da da\ dQ ,
, /da db j^ da db da db\ dO, ,
^ W • 3^ *^ Ai ' 54 ^" 5;; • 5i"; • 56 -^^
/da de j^ da de j^ da dc\ d£l , . '^\4^'di'^7ûi'd^'^Tv^dQ)' 5?*^^
/da ^f i^da àf da df\ da ,
"+* V35 • 3^ "*" Si • 34; "** 3;: • 5ô y • 5/^ • ^^
'^Kds ' dp^du'dl^du' dùj'd^'^^ , /da dh ^^ da dh ^^ da dh\ dCï -
^ V3« • 3^ "^S; 'd^^d^'lij'dh'^*
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On peut faire disparaître de eette expression 1
multiplié par j-, en ôbiservant que la fonctîc
. contenant pas les yariables <f>\ 4^ ^f ^^ P^^^ mer non plus les quantités ^^ 21, ^; on aura c
Hq da da dQ db dd <^g . <^ 4f » ^^ ^ 1 ^^
di^dadi'^dydi'^dc'às^df'di'^dj^'di'^dh
da dSlda , dQdb dadc , dQ df dCidg . dtk du da'du db'du de' du df'du dg'du dh
dfà^MdajdCiMdadc^d^ d^'^d^'di^'^db'dprdc'dv'^dfdi^'^d^'di^'^Tl
$i Von multiplie ces quantités nulles, la premi
da 1 ^ j da % . • .% da
g-, la seconde par jt> la troisième par nr , c
retranche leur somme de la valeur précédente on aura
da db da db
jds'dç ^ fda de
(dadf^
d^'ds da de
dçî'ds dadf
\ds *dç df*d8
"H^^ 'df df'dê ^da 4h da dh
da db da db dadb dad ^'d^~d^'dir^d^'dê~M'd
da de da de yda de da d
■Âi*5;p""3^'sr*"^'rffl ~Wd
da df da df da df da dj d^'di$'^Z'':JS~di'di
dud^
da dg dud^
da dh dud^
da dg ^ da dg da d^ d^'dir^di^*d$~dS'd
da dh ^ da dh da d* d^'di^d^'^^^di'di
Cette
expression de da est en apparence plu
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lée que Texpression (h) d'où elle est déduite , ^ elle jouit d'une propriété bien remarquable,
que les coefficiens des différences partielles ^,
etc.^ deviennent indépendans du temps t, après
n y a substitué, pour ^, 4 r^f ^f ^f ^> leurs valeurs 3nctiôn de t et dés arbitraires ^, f>, c, f, g, h. tme c'est à cette propriété que la méthode d apimation que nous venons d exposer doit ses prinux avantages dans les applications , nous ne pou- > nous dispenser de la démontrer ici d'une manière de, quoique cette démonstration exige quelques ^loppemens.
7. Pour cela, reprenons la valeur que nous avons (K)sée à la cotistante a dans le n"* précédent.
a = fonct. (^, 'J^fBfS, w, u, t).
après avoirtiré de cette expression la valeur de -jr , la différencie par rapport à t, en observant que ^<Pf -3f = 4^ ^^ff, on aura
. d^a ds , d^a du ^ d*a du\ . "^ 5p7S • dt'^d^du • ^ "^ d(f.dp • dî) '^
ûîus, en ^renaht la différentielle complète de a par '^PPOïtiif, on a
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da , da .> , da ■ , , da . ai ., da d*
Si Ton considère dans cette équation (p\ '\/^ & connus des fonctions de ^^ %}/^ 6^ ^,2/^ p^ données par les écpifr
tions (j)) , et qu^on remplace -j- ^ -t-- , -jr par leuil
valeurs tirées des équations (2), son premier memU deviendra une fonction de t, (ff, «%[/, 6, s, u, v,qà devra être identiquement nulle. Cette équation SfM sîstera donc encore en y faisant varier séparémeq l'une quelconque de ces sept quantités.
Supposons cette substitution effectuée^ et dîfiereftj cions réquation récitante par rapport à (p ; onanl
cPa j_ d^'a , â^a . , d^a ^ d*a ds
dç.di'^d^'^ '^dç.d^''^ '^ dç.dê' d^Tds'lt
+ d*a du , d^a dp da d^ da d^ d^,du " dt^^d<p.dp ' dt dç * d^ ^^ d^' d^
da dé' da d^s. da cPi* da dV . '^lÂ ' d^^lâ' d^.dt'^'du à^.di^dv* d^.àî^\
et la valeur précédente àe d.-^- deviendra^ en yin de cette équation ^ |
, da fda dqf , da dl' da dV
'dç \dç ' dp d-^ ' dç dâ ' df
da d^B . da d^u . da
da (Ta j.da tvu , da drjf \ - "*" "3r "d(f.dt dû ' df.df'^S^ ' df.dl/\
Il •
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Oa trouverait de la même mjiaière
j da _ (da d<p' da d^' da S' •*• 5^ ~\dp ■ rf^ "*" ctj. ' <i4 + d» • 2fï"
^^da â"! da d^û- da d'y \
'*' 17 'dïTdt'^ du ' 1^^ s;:^ ^:ïït) ^ ^ ^ -
- da f da dp' da d-^' de% dV
^'d6'^\'dp'1S"^d4'dê^dê'M
, da d^8 , da d^u t^da d^v \ ,
^ "37 • ITSi ■*■ in ' dûu ■*" "ST • dTS^J • ''^• [11 faut bien remarquer que ^ dans ces expressions , °» désignons par 3^, ^, ^, etc., ks
• ^ ds du dv Y 1 11 j» •
Valeurs ^® ^>. 37* 37 ^ ^^^'^ lesquelles on fera varier
iccessirement f ^ 4' ^^ ^^ regardant s^u^ 9^ comme
;tans»
Si Fou suppose à la constante b une valeur &iinï-
))lable à celle de a, on trouvera pour ^* -gr j ^» tt > ^* ^' î
fjes expressions analogues aux précédentes ^ en changeant simplement dans ceUes-ci a en b. Cela posé , si
^ Ton multiplie Texpression de d.-j- par -^, Texpres-
ji jf "^ dh jy • ^ j dû /
sion de a. ^ par— -^ , 1 expression de rf, -^r- par
^ da 11 j ^ da db «9 • j » ^
"317 ^ ^^ ^ 537 P" "^ "ST* expression de a. -^
par ^ , celle de à.-^ par— -^ , qu'on les ajoute
ensuite^ en observant que, d après les équations im) , on a
A' 9 _^ d'u d*9 d^p d^u d^'tf
d^.di~ df.di* dk.dt ~df.di* drdt~d^di'
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on trouvera que létir ibiomfe se i^ëduit à
da .db rfè , da j^da .^db db ^da ^^da .db ^^ » de' 'dç ds' '^ du *Jj du 'd4 "^' '^ ^
Kda Mb ^^d^ db\' d^ ^ /** ^^ ^ ^N ^-V d^ ' nS da * d(p) ' dp "^ \54 * 25 ^ ' «^4/ ' 'd^ j,(da db da db\ dJS
A^(— ^^^ i^ ^jl(^ db_da db\ d^' \dp ' du ' du ' dp/ '. d^ \d4 'du du' d-^J ' cf^ , /da ^_àa db\ d^ '^\dh\4pé ,Tu'TO' rf4
, /cfa db^^da db\ dp' /da db ^da db\ rf4' "*" \dp ' âv .dif' dp) ' lÈi "*" W4 dp dv' d^) * "5r /dûç db da db\ dif^ ,
Réprlânôtis h raléut* de la constante a. Si l'oii di férencie par rapport à ^ sa différence partielle ^n relativement à la variable s^ on aura
r , <f<f ^^ip d^a • dhi -, d^à j,_^ dht ., '^''d7~\^dê.dû'^d^'^^ d^.ds'^'^dii.ds ' il^a da d*a du d*a diTl
^^ ' 3i àà.du' Idt^ ds/du' 3? J *
Mais, en faisant varier s dans Téqùation identique on a
à'a , d^a j,/., d^cL^ ir i da ^
d^t'^ dp.d^'*^d4:d's''^'^dB2r'^
cPa da^ , da du j^ da rfy "*" ds* ' dt ^ da.dû ' Jt '^ da.dp ' 1î da^ d^ àa^ d^.da dV dp ' da d^' da If ' IT
, dg da da d^u da d*v
l?r * asTdi ^' da. de "dû ' da.dt
Nous exprimons^ dans celte ëquàtiou^ par ; '
, " . , ^ > les différentielles des valeur» de -^.
^, ^ prises en y regardant ^, 4^ ?> "^ ^? comme constantes^ et divisées par ds.
dn.
L'expression de ^Z.^- se réduit ainsi à la suivante
, da /da ^ ^.da d'\^ ^, ^« dfl'
"^'d^ — ^Kd^^da '^di^'dr'^'s^'i;
j.da d^8 da d^u da rfV\ as ds .dt du ds,dt dv * ds.dtj*
On trouvera de la même manière
da (da ^ j,^ ^4^' , àa dh*
'du \dç' du d^''3u dQ ' du
da d*s da d^u da d^if \ , ds ' du.dt du ' du.dt' dp' du,dtj' '
da /da d^' ^ d^ da dh'
' dv \d^ ' dp d-J^ 'dp ^ * dp
da d^s j^ dcL d^u da d*p \ . ds ' dp.de du ' d4fM dp ' dp.de J ' ,
On aurait des expressions semblables pour les diflë** x^Dtielles ^•3- > d.-j- , ^. V, en changeant seulement « en ô dans les équations précédentes. Si l'on multîplie maintenant Texpression de d.-y- piir -y-, celle
1 7 db da 19 • ^ 7 da db 1,
<le a . -T- par -"— ;^ J 1 expression ae d^-j- par ^j ^ cel le
1 I db da «. . . 1.7 da db 1,
oe rf. j- par — jj ; 1 expression de «.^ par ^, celle
de J.-i- par — -y^f ^* qu'oa les ajoute ensuite, en observail^t que les équations (q) donac;nt
d^^_dç^ rf4/_r/8^ f^_^ ^
ds """ da ^ d%f "~" du ^ dp "*" ds ^
i_ ^«^ . à's d*s d^s cPtt
et en substituant pour ^^, -^^, __, ^^etc., ^
leni*s valeurs données par les équations (/i) et(o)y on j aura
db .da da .db db y.da da .db ^db .da da j& d^' V* d^' ds d^ *3S d^' '3îi dB' 'dp'^dn' 'iv
Kda db da db\ d^ x,fda db da db\ dp' dH' ds ds * d^J ' df * \df ' 3û'^ dm' dp) ' ïf
/da db da db\ dp'
'^\dp^dv '^d^'dp)''dQ
,fda db_da db\ d^f /da A_da çB\ Jf "^ Vrf4 * J« ds' d^J' dp ^U^ Tu dU' d^)'d\
'^\M'd'vdv'd-\)''d^
,/dadb ^ db\ ^ /da M da db\ S' '^KdB'ds"' ds' dU dp'^K^' du'^du'dS/'l^
,(da db da db\ ^5'"! , "^VSJ'S^"" Tp' diJ'Wj'^'
Le second meml^re de cette équation est égal*^ au signe près, au second membre de réquation(/) ; oaaura donc^ en ajoutant membre à membre ces deux équationsi.
da ydb db ^da db .da da .db
ds dp ds dp dp ds dp 'ds
, da ,rf6^^ ^ J^ , ctt -û^ da .db
du d-^ du d^ d4^ du d^' 'du
_,da.db db .da ^^db .da da .db
'^d^-'^d^ '^Tpdi '^di'Tp ~ di-^'dp —
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Le premier membre de cette équatioa est évidem- Mni la différentielle complète^ par rapport à t, du
'Oefficient àe-jr.dt dans l'expression de da. En effet,
a intégrant, on a
a db da db fia de da db ^^da db dit db
s'd^ df'ds dud^ d^'dû dvdê 57*i/v "~^^"^ '*
OÙ Ton peut conclure que ce coefficient ne contient as le temps t explicitement , et ne saurait être qu'une mction des constantes a et b^ et des autres arbitraires ^fermées dans les intégrales des équations différenelles du mouvement, après la sut^titution des ya- :urs Ae ^y -\f^y s^ Ut i^ en fonction de ^ et de ces 'bitraires. On prouverait de la même manière que ! temps disparaîtrait dans les autres coefficiens des
ifFérences partielles rTf-j^f ^^c- i ^^ sorte que la
aleur de la variation différentielle da se trouvera Kprimée au moyen des différences partielles de la )nction Cl prises par rapport aux constantes a, b, c^ 9 gf ^f ^^ multipliées par des fonctions de ces lémes quantités indépendantes du temps. Il en serait e même des variations des ciriq autres arbitraires b,
i8. Cet important résultat constitue i^ lui seul la léorie de la variation des constantes arbitraires^ que ^us devons tout entière à Lagrange. Son génie lui fit ûupçonner au premier aperçu que la forme très simple \ueljaplace et lui étaient parvenus, api'ès de longs travaux, à donner aux variations des élémens ellip-
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tiques des orbites planétaires , ne devait être qu une conséquence particulière d'un théorème général ie Mécanique ^ indépendant des formules de ce meuve-* ment; et bientôt après il réussit à étendre l'analyse qui l'avait si heureusement guidé dans ses premières recherches, aux équations différentielles du mouvement d'un système quelconque de corps soumis k des forces dirigées vers des centres fixes ou mobiles , €t représentées en intensités; par des fonctions des distances de leurs points d application à ces centres. Le beau théorème que nous venons d'énoncer, ainsi gé« néralisé, deyitit applicable à un grand nombre de questions de Mécanique qui n'avaient point qté jusque là complètemeîit résolues.
Nous représenterons désormais les coefficiens des différences partielles de CL dans la valeur de ^^, par les symboles {a, à)-, {à,v)y etc., de sorte qu'on aura, par exemple,
dadb ' da db' ". da'Xb ' da db da db dadb .~
La quantité (a,b) exprim^ifa ainsi géujQn^ement une certaine combinaison de^ différenc^ipartielles des y^ leurs de a et b, prises par rapport à (p, 4* !^^ ^f ^> ^' Il suffira de permuter entre elles, dans cette expression, lesTleftres ^, i, c, *f^ g, h, prîtes deux à- deux pour former les Valeurs dés quantités (èi^c), (a,f)^ (rt,g'), etc. ^ V .
D'après Cette notrftiorf, "(A, à) doit représenter ce que devient (/î,è), en y changeant les lettres a et 6 entre elles. Or, si l'on effectue cette permulatî^^
15 l'équatioa prqcétjeqte^ m yoît qyi^ &09 secoiod mbre ne fait que changer de &^imi (W ^W^ donc
In, si Ton combine la 'lettre a avec elle-même^ qu'on snbatitne dans ta même équation a à la le de b^ pour former la quantité (a,a), on aura
'expression que nous avons trouvée dans le ii* i6.
r la varîatioa différentielle de ,a_, deviendra donc,
•tes la notation que nous vén<](ns d!adppter^
)n aurait deB .expre^ipiis. sei^lafaleis^ pour déterer les variations des cinq autres arbitraires b, c,
faudra, pour af^liquerla méthode d'intégration édente , consmençer ^pikr former dan* chaque cas icùlier ^Uê quantités (^^)y '(a;!?), v(^y^i etc., en binant les différences partielles des iç^aleurs des étantes arbitraires du problème , prises par rapport variables ^ , «j/ > 6 , et aux fonctions ^ , 11 , (^ de rariables.et de leurs différentielles. Ces symboles >nt en nombre égal à celui des combinaisons diffétes qu'on peut (aire en permutant ensemble les six res tf , b, c, f, g, &, prises deux à deux, c'est-àe qu'on aura à calculer quinze quantités de cette
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espèce. La valeur de diacune d'elles sera en générai une fonction des six constantes arbitraires contenues dans les intégrales des équations du mouvement ; cependant il pourra arriver quelquefois qu'elle ne contienne que quelques-unes de ces arbitraires; dans d'autres cas elle n'en renfermera aucune , et se ré« duira à une constante déterminée. Ces quantités seront toujours faciles à former, lorsqu'on aura préalable«ment exprimé les arbitraires en fonction des variables (p, 4» ^f ^9 ^9 ^9 ainsi que nous l'avons supposé ' n"* i6. Mais^ comme cette préparation pourrait entraîner souvent dans des éliminations compliquées^ ^ il est bon d'avoir le moyen de l'éviter j or, c'est ce ' qui est facile. En efiet, si^posons la constante h y pr exemple ,. fonction des variables ^f '\y ^f Sf u^ v^A d'autres constantes e^ ffgf àe sorte qu^oa ait
b = foncl.(^, 4, ♦, 5, w, i^f c, fy^)i
il faudrait substituer pour c, /, g, leurs valeurs en fonction 'des variaUes <p^/'^^.^^,:S,p ,ii> i^, pour ramener cette valeur de b* a la foniijir.:qiie nous lai avons supposée n* i6. Mais, en prenant ses diffé^ rences partielles par'raj^rt aux mênifts yariM>l^f
on a .■;»;'■■•. ..i, ■ ;■'•-, ■ \r.
db _^/db\ dh do 'ày df: dbdg.
d^ ~ \d^) '^ 3ç '^ "^ ^' ^ * ^* Bip'
db _ /db\ .éb de db d£ \^ dg
Z ^\4^)'^ dl: Z-^ W' ^ 4g' à^^ etc.
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DOS désignons par (^)^ \z\ ^^^'^ ^^^ parenthèses,
I différences partielles de b, prises abstraction faite » oonstaitite$ c^ f^ g.
Si l'on substitue ces valeurs dans la formule (C) ^ il aisé de voir qu'on aura
ms représentons par {a^b) la valeur de (a^b) qu'on luverait en combinant les différences partielles de !t bf abstraction faite des arbitraires c^f, g que conn\b.
II sera facile de former les combinaisons (a,c), 'S)f {^^Df piiisquon suppose Uy Cyfj g donnés médiatement en fonction de ç,4^ ^f ^f ^9 ^;on ra donc sans peine, par la formule précédente, ^pression de (a^b).
Quand les valeurs des quinze quantités {n,b), {ci,c), c), etc., seront déterminées, comme nous venons le dire , on les substituera dans la formule gêné-e (D) , et les variatiMb différentielles des arbitraires trouvej'ont exprimées au moyen des différentielles la'fonction Cl , prises par rapport à ces constantes, multipliées par des coeificietis indépendans du mps t^ conformément au théorème général démonén' 17.
Bans chaque cas particulier, la forme des exprèsions auxquelles on parviendra dépendra de la macère dont les arbitraires €Z , i, c, etc., seront exprimées *n fonction des variables ^, %|/ , 9, ^, ï^, c, et par con-
sëquent des constantes arbitraires qu'on aura choisies pour compléter les intégrales de la première approximation. On obtient des formules extrêmement amples, en prenant pour arbitraires les Taleurs des six ?«*• riables p, '^^ 6, s, u, s^^k une époque déterminée, à rinstant , par exemple , d'où Ton compte le temps L En effet ^ si l'on désigne par ft,C,yp A, n, )u, ces six quantités; qu'on substitue a et f à la place de a et h dans la formule (C) , on aura
'^ ds'dç dqtds lud^ S^'Sî "^ 3v*3ï" Wî?
Or, comme on est assuré d'avance , d'après la Iration générale du n"* 1 7, que le second membre de cette équation eA indépendant du temps /^ il eçt clair qu'on n'en changera pas la valeur en y ^substituant F
simplement pour -j-f -r > etc., leurs valeurs
lesquelles on fera ti=^Q. Mais cm a évidemment dam ce cas
dç> ~ '^ 34 — '^^ H^ '' 2?^^' 3i^'' 5ï^~''
Toutes les autres différences partielles • des cons<-^| tantes a, ^, 7, etc. , soat nulles d'elles-iot^mes, d'o^j l'on peut conclure qu'en prenant deux à d^ux les à lettres a, C^y^ X, >f,ft,on aura
Tous les autres coefGciens (^,^)^ («,>), (^>^)> «*c.f seront nuls , de sorte que l'on aura , pour détermiiifir
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te vaiûaticms de a, ^^y^^f ^9 f*> les six équations îBÎvnxtes:
'*=''~"a?-^^^ t/5=~-2--•rf^ dy^-^-^.dt,
} is)
ÎAzzz -j-.dt. dviziz -Ts-.dtf duz=i -jT- .dt.
Ces formules sont les plus simples que puisse four-* ûr l'état ûe la question. Lagrange , après avoir dé- Boutré d'une manière ingénieuse, mais indirecte, iidépendance des coefficiens (a, A) , {C, n) , (>, ft), par a{Q>ort au temps t^ s'en est servi pour en déduire les exressions générales que nous avons trouvées pour les va-* ations des six constantes arbitraires a, b, c^J'^g, h. En Pfet , quelles que soient les constantes qui entrent dans s intégrales de la première approximation , elles ne savent êtr« que des fonctions des six quantités a,€, r^f ^,/^f^t il suffira pour les obtenir de supposer s o dans ses intégrales. La quantité de H peutd ailurs être considérée, soit comme une fonction des six >Qstantes primitives et, C, y, etc. , soit conunc une ^action des six constantes arbitraires a^ 3, c, etc. ; et m peut conclure par conséquent les diâerences par^ i^les de IX, relatives aux premières, des différences iflMrtielles de la même fonction , relatives aux dçr-* ^res*rSiron différencie ainsi, par rapportau temps t, es six constantes a, b,c, etc . , regardées comme fonc* tlous de a , ^, etc. , qu'on substitue pour dA,dS., etc. , kurs valeurs données pat les équations (^ )>, et que l'oQ convertisse ensuite les différences <de Cl, relatives *«>S,etc., en différences prises par rapport à /ï, i, etc.,
on retrouyera ssms peine la formule (D) et les for* rnules semblables relatives k b, c, etc., auxquelles nous sommes parvenus directement. Au reste, lesfo^ mules (g) ont paru jusquici plus remarquables par leur forme que par leur utilité.
19. Lorsque les variations différentielles des constantes a, b, c, etc., seront déterminées par ce qoi, précède , on aura par l'intégration leurs valeurs finies^; qu'on ajoutera respectivement à ces constantes danshi valeurs des variables ^, 4/^0^ trouvées en fisiisant ab-^ traction des forces perturbatrices ; on connaîtra ainsi^ les valeurs de ces variables qui satisfont aux équations^ du miouvement troublé, et qt)i doivent dans ce cn^ déterminer à chaque instant la position du système. Mais, comme les quadratures d'où dépendent les va-; leurs des variations finies des constantes arbitrairoi| a, b, eic.f ne seront pas possibles en général , on réduit à les déterminer par des approximations cessives. On commencera par n'avoir égard qu'à première puissance des forces perturbatrices ; on tiendra ainsi une première valeur approchée des tantes arbitraires regardées comme variables, à Tai de laquelle on pourra tenir compte du carré des d perturbatrices ; et en continuant de la même raani on parviendra à des valeurs intégrales aussi ap] chées que Ton voudra.
Concluons donc généralement que l'on peut t jours représenter l'action des forces secondaires qttfl agissent sur un système quelconque de corpd, etqia-s ne font que troubler les mouvemens que ces corps
auraient en vertu des forces principales dont ils sont animÀ, par les variations des constantes arbitraires qui entrent dans les équations intégrales trouvées , en Élisant abstraction des forces perturbatrices. Si l'on détermine ces variations de manière à ce que les intégrales premières soient^ comme les intégrales finies, les mêmes dans les deux mouvemens, leurs différentieUes se trouveront exprimées par des formulés très amples, au moyen des différences partielles de la fonction perturbatrice, et Ton pourra donner à ces fonoDules une forme très commode pour les appticalions, en employant, au lieu des différences partielles de cette fonction relatives aux variables du problème , les différences partielles prises par rapport aux cons^* tantes introduites par les intégrations*
Ces considérations semblent surtout applicables à la théorie du système du monde* Les perturbations causées dans les mouvemens de révolution et de ro-* tation des planètes par leurs attractions mutuelles, en offrent, comme nous 1 avons dit dans le chapitre précédent, une application directe^ celles qui dé*pendent dune cause spéciale, comme les inégalités de la Lune dues à laplatissement de la Terre ^ s'en déduisent aussi facilement. Enfin, on peut encore regurder comme une force perturbatrice la résistance du fluide éthéré que les corps célestes peuvent être obligés de traverser, et les principes précédens donneront le moyen d'avoir égard à cette action. Nous Tavous dit, (fest à Lagrange qu'est due la belle théorie que nous teaoQS d'exposer; mais il avait suivi, pour la traduire analytiquement , la marche inverse de celle que nou»
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avons adoptée. U coAimença par déterminer les cli£^ renées partielles de la fonction que nous ayons désignée par il, relatives aux constantes arbitraires lé^ sultantes des premières intégrations; il les exprima au moyen de leurs variations différentielles multipUé» par des foncticms de ces mêmes constantes^ et il p»^ vint d'une manière très simple à démontrer que cet fonctions étaient toujours indépendantes du temps. Il fallait ensuite que, par les procédés ordinaire^ lelimination, on tirât de ces formules les valeurs variations différentielles des arbitraires qu'il s' en définitive de déterminer; mais celte opéra' devait entraîner souvent dans de longs calculs , et T pouvait désirer encore une méthode directe pour venir au même but. M. Poisson entreprit de la couvrir, et il y réussit dans un beau mémoire lu TÂcadémie des Sciences , en 1 808 , et qui complète théorie de Lagrange. Cet habile géomètre avait se lui-même les défauts de la méthode qu'il avait d'aboi proposée ; il parvint à la corriger et à éviter, par d considérations ingénieuses, ses principaux incon niens, en sorte que là théorie générale de la vari tion des constantes arbitraires dans les problèmes Mécanique, atteignit, sous- les yeux mêmes de soni venteur, toute la perfection désirable* H restait à faire l'application à la Mécanique céleste, à réi ainsi sous un même point de vue les découvertes grands géomètres qui en ont fait l'objet de leurs m dotations, à faire dépendre enfin la détermination di diverses inégalités des mouvemens des corps cèles d'une même analyse, comme elles dérivent ton
dune même cause. Cest à atteindre ce but que cet onvrage est spécialement destiné. Les mouvemens de mhrolution des planètes et des comètes, les mouve- Qens de rotation des planètes autour de leurs centres le gravité, les dérangemens qu'elles peuvent éprouver [ans leur marche , par la résistance d un fluide très are, occuperont successivement notre attention dans e livre et dans les suivans^ et Ion verra tous les ùiiis lependans^de ces phénomènes dériver naturellement les principes que nous venons de développer, et qui , Uns l'état imparfait de nos connaissances analytiques ,. Ipivent désormais servir de base à la théorie matbé- Mtique du système du monde.
CHAPITRE IV
Première approximation du Mouvement de révolufion des Coips célestes^ ou Théorie du Mouvement elliptique.
!20. Si Fon n'a égard qu^à l'action réciproque des deux corps m et M^ et qu'on fasse abstraction dd autres corps m' y m", etc. , du système, les équations (^^ qui déterminent le mouvement relatif de m autour de M se réduisent aux suivantes
en supposant , pour abréger, r r=: y/x* +^* + z% jKi = M + i7i, c'est-à-dire égala la somme des m\ du corps attirant et du corps attiré.
Comme ces trois équations différentielles sontdtt' second ordre , leurs intégrales complètes devront ren* fermer six constantes arbitraires dont la détermina-! tion dépendra des circonstances primitives du mou'^' vement. Développons ces intégrales.
Si l'on multiplie la première des équation^ précé-* dentés par/, qu'on la retranche de la seconde multl^ pliée par x, et qu'on intègre l'équation résultante ,
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onaani ■■*
c étant une constante arbitraire.
On trouverait d'une manière semblable les. deux autres intégrales
zdx — xdz ^^^ f ydz — zdy „ ^ v
— di ~^^ ' dr~—^' w
c' et c" étant deux nouvelles arbitraires.
Si Ton multiplie ces trois équations ^ la première y par Zf la seconde par j^*, la troisième par :r^ et qu'on ffles ajoute ^ on a
ca-f- cy'4-c"ar = o; (i)
"^ équation d'un plan mené par l'origine des coordonnées j ce qui nous montre que la courbe décrite par m
^'j autour de M est contenue dans un plan passant par ce dernier corps. Si l'on nomme <p l'inclinaisoa de ce plan sur celui des ay et et l'angle que forme. leur tommuiflie intersection avec l'axe des Xy il est aisé de voir qu'on aura
- tangÇsmflt=— , tang^cosâ&=i= ;
d'où l'on tire
tanga=-.^, tang (p = il^^-^ \
Et en faisant , pour abréger , c* •+- c'*+ c^'^ = ^* ^ ' c= A:.cos(p, c'=r — A:,siûÇcosflfc, c''=A:.sin^sina. Tome I. 16
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Les deux angles a et ç, qui fixent la position du plsoi de la trajectoire, seront déterminés par ces équations lorsque les constantes arbitraires c, c\ d' seront connues; réciproquement, on aura les valeurs de ces constantes au nioyen des trois autres arbitraires a^ ^ et A:; on peut donc substituer ces trois dernières arbitraires aux précédentes.
L'équation ( i ) représente Fune des intégrales finies des équations (a). Pour obtenir une nouvelle intégrale, multiplions la première de ces équations par :kdx^ la seconde par ^djr^ la troisième par ^di\ ^outons4e8 ejosuite et int^rons leiae somme ; en ob- 9€arvant que xdx'\^jdj^zd^^;=:irdr^Vi!&aL% aucom
h étant une constante arbitnpre*
Mais si Ton ajoute les trois équations {b) et (c), après les avoir élevçes au carre, et qu^on fasse, comme précédemment, c*-f- c'^^c^* = A:% on a
dt* 2 . {xy.dxdy + xz . dxdz-^-yz.dydz) ,^
équation qu'on peut écrire ainsi
y+J^*+0»C^*:»-4y'+^0 {*dx^ydy+zdzy ^ ^..
ou biçn
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on élimine — J^ entre cette équation et
nation (v), et si l'on résout par rapport k ^/z Féquarésultante, on aura
\e équation donnera t en fonction de r, et réci- [|uement ren fonction de t. On aura en Tintégrant econde intégrale finie des équations (a). 'our trouver la troisième, j'observe que si Ton igné par di/ l'angle infiniment petit compris entre ot rayons consécutifs r et r + d^, le carré de Télé- Qt de la trajectoire sera égal à dr^'^r^dv^; en sorte on aura
l'on substitue cette valeur dans Téquatiôn {d)^ elle rient r^dif^ := k^dt^ ; d'où Ton tire
rfv=^. (h) .
quantité | r^di^ représente Taire élémentaire décrite • le rayon vecteur r pendant l'instant dt ; cette aire donc proportionnelle à l'élément du teopps^etpar iséquent dans un temps fini, elle est proportionile à ce temps. On voit encore par cette équation e le mouvement angulaire de m autour de M est à aque point de la trajectoire réciproque au carré de u rayon vecteur, ce qui fournit un moyen très Q^le pour calculer les mouvemensdes planètes et des
comètes dans les differens points de leurs orbites peiH dant des intervalles de temps supposes très petits.
Si dans l'équation précédente , on substitue poar dt sa valeur en r et dr, elle devient
r\/:tfér— hr*—^ ^-^ ^
Nous avons vu que la trajectoire est une courbe plane; il s'ensuit que l'angle i^ exprime la longitude du rayon vecteur r compté dans le plan de cette courbe, à partir d'une ligne fixe : Téquation précédente donnera donc en l'intégrant la relation qui doit exister entre la longitude et le rayon vecteur, c'est-à-dire l'équation polaire de la courbe décrite. Le maximum et le minimum des valeurs de r seront déterminés par l'équation
a (ter— Âr* — A:* = o }
d'où il suit que la somme de ces deux valeurs est
égale à -£ et leur produit à -r-. Si Ton désigne donc
par a.(i-f-e) lapins grande^ et par a.(i — e) la plus petite, on aura
h d'où l'on tire
^-=fl, —a\(i^e^);
La constante a est la demi-somme des valeurs ex*" trêmes de r ou la distance moyenne de m àM^^leuf demi-différence. Si à la place des constantes hett^
m substitue les valeurs précédentes dans 1 equaion ( /) , elle devient
:ette équation peut s'écrire ainsi :
dv=i
\/,Jr±::±îr
d'où l'oa tire , en lategrant,
f = «0 -^arc . y cos
^ étant une constante arbitraire.
On aui*a donc réciproquement
î + tf . cos (** — • )
Cette équatiou' est celle des sections coniques, Torigiue du rayon vecteur r étant au foyer. La consente a est le demi grand axe de la courbe ^ e son
excentricité.
Le corps m^ dans son mouvement autour de M ^ décrit donc une section conique dont ce dernier corps occupé un des foyers y et Ton voit de plus par lequa-
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tioQ (h) , que le corps m se meut de manière que ks aires décrites par les rayons vecteurs croissent comme les temps. Telles seraient donc les lois du mouvement des planètes et de^ comètes autour an Soleil , si elles n'obéissaient qu'à l'action de cet astre, et si Ton faisait abstraction des perturbations causées par leurs attractions mutuelles.
Ce résultat, d'ailleurs, dérive naturellement de la supposition. En effet, nous avons fait voir, n"" 2, qu'un corps attiré vers un centre fixe pat* une force réciproque au carré de sa distance , décrivait autour de ce point une section coniques Or, pour avoir le mouvement relatif de m autour de M, il faut supposer ce dernier corps en repos, ce qui revient à appli^foer en sens contraire à m une force égale à l'action que ce corps exerce sur M ; en sorte que dans ce mouvement relatif m est solb'cité vers M par une force égale à la somme des masses M et m , divisée par le carré de leurs distances mutuelles; le corps m doit donc décrire une section conique autour de M.
L'équation (2) donne if en fonction de r ; et comme le rayon vecteur est donné en fonction du temps par l'équation (g), il sera facile de déterminer à chaque instant la position de la planète dans son orbite , lors* que cette dernière équation sera intégrée. Si Ycfa y substitue pour h et k leurs valeurs (o), elle devient
dt=:
rdr
\/fé. v/ar— - .r* — a. (! — «•) Va
=Vl
rdr fc j/aV — (ô — r)*
Faisons â-—r=œ. COS. 2^9 ce qui donne
r=ia.(i — e.costt); (3)
oaaura
rf/=: -7=.(l — e.COS.w),^^;
ffoù l'on tire en intégrant
!•+•/=; -7=.(«— c.sinw), (4)
/étant une constante arbitraire.
Cette équation donnera u en fonction de t; èl çomine r est donné en fonction de û par l'équation (3) , on aura pour un iùstant quelconque la valeur du rayon vecteur de la planète dans son orbite.
Si Ton compare l'expression précédente de rk celle fui résulte de l'équation (2) , on aura
I— e.cosMss
Toù l'on tire
COSM— «
8in (f — ^#l=s ■: fc cos If — et) =:= — ,
t par conséquent
tangi(i; — û>)=Y/î^-taugi|i. (5)
Cette équation déterminera la valeur de l'angle (^ >rsque u sera connu en fonction du temps.
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Les trois intégrales finies (i), (2), (4), que nou§ venons d'obtenir, contiennent six arbitraires a , e,a, ç, a), l; elles sont donc les intégrales complètes des équations (a). Les constantes a et e déterminent la nature de l'orbite; les constantes €& et ^ sa position dans l'espace; enfin, les deux dernières arbitraires œ et / dépendent, l'une de la position du périhéliejt et l'autre de l'époque ou de l'instant du passage du corps m par ce point.
21. Quoique les formules précédentes satisfassent complètement aux équations difierentielles (|â ) , ces équations peuvent cependant fournil*' encore d'autres intégrales dont la forme particulière ofire des avantages dans certaines circonstances. Pour eu d[ouxier nu' exemple, reprenons les équations (a), et les trois îih tégrales premières (b) et (c), relatives à la^'ôpuserYàtion des aires, i Faisons , pour simplifier , /izs^n nous aurons
'i» — r" de r" ' ^ '
'dF~ r'', dl*
et -
xdy — ydx , zdx — xdz „ ydz—^sdy
Si l'on multiplie membre à meiQbre la première de ces équations par la cinquième , et qu'on en retranche la seconde, multipliée de la même maiiîère par ht sixième, oii aura
-^ 1 z= — . {xdz-^zdx) — -^ . («c(y— vyrfa)
_ rdz — zdr . z r^ "^ 'r
Dn trouyerait aisément pour d.— et d.- des valeurs
f^mblables^ et en les intégrant ^ on aura
z c' .dx'^c .dy ^
* cdy — c ,dz , yt
y^, y^ étant trois constantes arbitraires.
^ Si ces équations étaient réellement distinctes entre
, réunies aux équations {c), elles suffiraient
iir résoudre la question j puisqu'en éliminant entre
-âix intégrales premières les différences dx^ djr, dz,
en tirerait trois intégrales finies contenant les six iifraires^^ (/, d%fyf\f\ qui seraient par*consé-
int les intégrales complètes des équations différenfeUes (a). Mais Tune de cessix intégrales rentre dans les [oq autres; et c'est ce qu'il est facile en effet de con-
roir a prioriy car, comme elles ne renferment que lément dt du temps , on voit que les intégrales ies qui enarésulteront seront insuffisantes pour dé- ^mîner les coordonnées x^jr^ z, en fonction du
ips. Il doit donc exister quelque équation de conïîon qui lie entre elles les six constantes arbitraires
En effet, si Ton multiplie la première. de ces équams par c, la seconde par c\ et qu'on les ajoute enlite^ on aura
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On a d'ailleurs par réquation (i) cz + c3^= — é^X] par conséquent
Cette équation coïncide avec la trobième des équai*
fc + fd tîons (iw), lorsqu'on suppose /"=— '—!-J—iSk
fc +fc' +/V= o. Les constantes c, c\ d^^ff^^ n'équivalent donc qu'à cinq arbitraires distinct^y;fll| la dernière des intégrales (m) et (c) résulte des cia| autres. i
Ces intégrales cependant suffisent pour détenninel complètement la position et la nature de l'orbite qm le corps m décrit autour de M. Les trois premièni montrent que cette orbite est une courbe plane, n^ ao les trois dernières déterminent sa nature. En effet, s l'on multiplie la première par z , la second^ par/, l troisième par ;r, et qu'on les ajoute, on aura
— r — ="• dt +" •— 3r— «^ -^^V^
équation qui , en vertu des équations (c) et en faisan pour abréger c* +c'* -j- c"* ^ Â:*, donne
r— A-— /z— /:r^/'* = o- Cette équation, combinée avec les deux suivant)
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î+ c'y + c^^x = o et r* == Jp* +^* + «% conduit à équation des sections coniques, l'origine étant au ^J^er. Les courbes que décrivent les planètes et les ^mètes autour du Soleil sont donc des sections coques.
Les constantes c^ c\ d'j déterminent la position du in de l'orbite ; elles font connaître aussi son grand 3, puisqu'en nommant a la distance moyenne et e
ccentricité, on a , n** 20, A= \/a. (i — e*), équation [ donnera la valeur de a lorsque celle de e sera mue. Les constantes f^ f^ f déterminent cet ment, ainsi que la position du périhélie sur Tors. En effet , si des équations (m) on tire les valeurs fjj^f y, et qu'on les ajoute après les avoir élevées carré, on aura
fcdz^ c(fy+£dx\* \ dt ') '
is réquation (i) n"" 20, en la différenciant, donne \^ c'djr'h c^'dx^zo; l'équation précédente se rét donc à celle-d :
te équation, comparée à l'équation (e), n^ 20, ne
a5a THÉORIE ANALYTIQUE
d'où 9 en substituant pour h e\k leurs valeurs^ e posant toujours fi = i ^ on tire
Soit i l'angle compris entre la projection du | axe de l'orbite sur le plan des xjr et l'axe des nommant a/, y\ z' les coordonnées du péri on aura
tangî=^.
Aux extrémités du grand axe, dr est nul ; on a en ce point xdX'\-jrdjr^zdz:=:o. En subst pour c, c\ c", leurs valeurs (c) dans les deuî nières équations (jn) y et en les divisant ensuite par l'autre y on trouve , en vertu de la relatioi cédente ,
par conséquent
tang i = ^.
Les trois constantes/jy^,y^', déterminent dom centricité et la position du grand axe de la s conique.
On connaîtra ainsi tous les élémens qui fis position et la nature de l'orbite décrite; quar situation de la planète sur cette orbite , il faut p déterminer avoir les valeurs des coordonnées x en fonction du temps , ce qui exige une nouve tégration. Or, on a, n** 20 ,
dt
rdr
squatioo donnera la valeur de r en fonction de /; ame on peut déterminer^ par ce qui précelle àeXf àejr et de 2 en fonction de r, on i chaque instant les valeurs de ces coordonnées, rmules précédentes nous seront utiles dans la e des comètes.
Reprenons les trois intégrales (5), (4), (5), qui ut pour déterminer toutes les circonstances du ;ment de m autour de M. Si l'on fixe Torigine igle V au périhélie de Torbite, ce qui donne ûi=o, on prenne pour l'époque d'où Ton compte le t l'instant du passage de la planète par ce point,
donne /= o, en faisant pour abréger YJL zr^n^
a • nations deviennent
nt'sszu — e.sin w, , r = a.(i — e.cos u)j
tang -i;=:%/— --.tang-w.
roit par ces formules , que si l'angle u augmente % le rayon r reprend la même valeur, et l'angle v nte pareillement de 36o°;.la planète revient lors au même point de son orbite. Mais l'angle u at de quatre angles droits, le temps t est aug--
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mente de /'= jy= . Sôo**. C'est le temps que la ]
emploie à revenir au même point de son orbil faire une révolution entière. Ce temps ne dépe du grand axe 2a; il est indépendant de lexcenti et il est le même que si la planète décrivait uc ayant pour rayon la distance moyennes. On aun ce cas essso; ce qui donne r=a, u^zrUf pz par conséquent uz=zni; les arcs parcourus soi proportionnels au temps ^ et la planète se me formément sur le cercle dont le rayon est a. Ls tité nt représente généralement l'arc que dé pendant le temps ^ , un astre qui , partant du p au même instant que la planète m , parcourri une vitesse constante égale à n^ un cercle de le grand axe de l'orbite comme diamètre. C passerait au périhélie et à l'aphélie en mêmi que la planète ; mais dans une moitié de la tion, la planète précéderait l'astre^ et dans l'ai serait devancée par lui.
L'angle ne est ce que l'on appeQe le moyen ; ment de la planète m. Sj( l'on prend sa distance m au Soleil pour unité de distance, et qu^on i f*= 1 , on aura w = i et p = ^. Le temps sei alors représenté par les arcs que décrirait la sur le cercle dont l,e rayon est un, avec une égale k l'unité. C'est ordinairement au mouvei la Terre que les astronomes rapportent les mou des autres corps du système solaire; ils prei distance moyenne de la Terre au Soleil pov de distance , sa masse réunie à celle de cet asi
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tinité de masse, et en supposant le temps compté en JOQrs moyens solaires, l'unité de temps se trouve repré- ■^ûtée par Tare que parcourt dans un jour la Terre au- ^rdu Soleil, en vertu de son mouvement moyen.
L'angle auxiliaire u que nous avons introduit dans hs f<Mrmules précédentes est ce que Von nommé h^momaUe exceiUriçue, ni est V anomalie moyenne ^ et kngle V est Vanomalie vraie. Il est aisé de s'assurer, tt considérant la seconde des équations (/i), que Éngle u est formé par le grand axe de Torbite et le ftyon mené de son centre au point où la drconféreace Kcrite sur son grand axe comme diamètre, est ren-- Ihitrée par l'ordonnée abaissée de la planète m per- |ttidiculairement sur le grand axe.
î Les deux dernières équations {n) donperont les urs du rayon vecteur ret de la longitude v lorsque le u sera déterminé en fonction du temps i mais [nation qui donne uen t étant transcendante, il est ible en général d'avoir la valeur de u par une l^ession finie. Heuireusement les exceutricU^ des lies des corps célestes sont ou très petites ou très des, et 4&ns ces deux cas , on peut déterminer u fonction de t par des formules très convergentes. t ce qu'on nomme le problème de Kepler ^ parce ftle cet astronome est le premier qui se soit occupe 1^ cette question. Pour la résoudre, nous ferons usage b quelques théorèmes connus sur les développemens les fonctions que nous allons rappeler ici.
^3^. Spjit z une fonction quelconque de (t qu'il s'agit b développer par rapport aux puissances ascendantes b cette qtuititité que nous supposons très petite ; on
aura généralement , d'après la formule connue sous le nom de formule de Maclaurln ,
*=*+*'T"+ — •:rrH r * :7:s ■+• etc. : (m
' dm • i.a dW" ' 1.2.3 ûfcr * ' ^ '
z' étant ce que devient z -lorsqu'on Suppose a =o et ^ , S*" ^ ^*^* ^ désignant les différentielles successives de cette même fonction prises par rapport à a, dans lesquelles on ferait de même £& = o après les différenciations.
Cela posé , soit d'abord la valeur de z de cette forme z = ^ (jtr + a). Cette équation . donnera généralement ^ = --rj ♦ quel que soit i. La formule (m) de-^ viendra donc ainsi
zs^z'-^oL. — +—.-—.-) ..--.-f.etc. (p)
âur 1.2 a*' 1.2.3 oar ' ^'' ,
Supposons maintenant la fonction qu*on propose Ji| développer en série , de cette forme 2 = (p (jtr -fjr étant une fonction quelconque de z donnée l'équation j'=y(i5). Cherchons dans ce cas la vale
du coefficient différentiel^,. L'équation z==^(ay
donne d'abord
dz dz
Il ne s'agit plus que de différencier successivetnei par rapport à tt les deux membres de cette équation ]
et de substituer à mesure pour ^ et ^ leurs valeurs;
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ts on peut éviter cette substitution en observant I l'on a généralement
dm dx
sffet, si Ton effectue dans les deux membres de ; équation les différenciations indiquées, on trouve
dy dz _^_^ dy du det * dx """ dx * dit *
S Téquation j^* ss/z donne , en la différenciant ,
dy dy d% dy __^ dy dg
dm dz * dm ' dx "^ dz * dx*
aura donc en substituant ces valeurs dans 1 equaprécédente 9 Féquatioti identique
dy dz dz dy dz dz
dz * dx ' dm dz dx * dm*
irenons la valeur de -^^ que nous avons trouvée \ haut
dz dz
dm "^^ * "Sx'
on différencie successivement par rapport à a les K membres de cette équation , et quon rem-
e ^ par sa valeur, toutes les fois que ce coefficient
^produira , on aura
, dz , dt j . dz
dm* dm dx dx ' '
cLc
On peut aisément étendre cette formule au cas où quantité qu'on veut développer serait une foncti( quelconque 4^^ ^ valeur de s étant donnée par Té' quation 2=^(j:+fly^), daas laquelle^"==/z. Eneffe si Ton dédme par z' et y ce que deviemient zetfi lôirsqu^ôn supposé az=zOf on aura par la même analj
^ ^ V dx J^i.2 dx i.a.3 dir*
:24* Appliquons ces formules au développement da
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e^uatioiis (il)) d'où dépendent les mouyemens el-^
^tiques des planètes et des comètes. La première
détermine Tanonfialie excentrique u par l'anomalie
moyenne nt^ on peut l'écrire ainsi ù:=:nt^e.s\j\ u. 81
I on compare cette équation à l'équation z= ^(or+o;"), onaz = i^y x=:nt, a=e, ^=sintt, et par con- ^uent z^:=:ntf y :=:sm. ni; la formule (çr) donnera donc immédiatement
^^^ 1.2 ndù 1.2.3 n'^dl^ T ^ -^
II ne reste plus qu'è e:[^cttt^ les dififérençiat^ns indiquiees; mais pour obtenir des expressions plus simples , il est bon de remplacer auparavant les puissances du sinus de nt en sinus et cosinus des multiples du mênfie angle. On trouve pour cet objet des formules commode^ en faisant usage des expressions des sinus et cosinus ^n exponentielles imaginaires. £n
^ffet, c étant le nombre dont le logarithme hyperbo- ^ue ^t 1 1 ûu a
étant quelconque. Développons le second membre le la première de ces équations; nous aurons
co9^,nt
TZr- *^ -"--.+ etc.
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Mais TexpresBicm de cos' . nt peat aussi a'éen
manière
co.'.«/=^ ^ ).
Cette éqaation donne en développant son second membre
2'. cos'.»* =sc-^* V-» + ».c-{i -«)»«• i^^ 1.2 i.a.3
Ajoutons ces expressions de 3'. cos'. n^^ en observant
cpie Ton a c*"' ^^■"'+c""*^*^""»==a.C08.Aii/,i[iiel' que soit k, nous aurons
.tn*4"*«co«r(i— a)i»^— -^ 0O8.(c — 4)4
H ^^ COS. (*— 0)1»* + etc. 1
On développerait l'expression de sin^/^^par un procédé semblable; mais il faut ici distinguer deux cas, celui où i est un nombre pair, et celui où i est impair. Dans le premier cas , on aura
dz^*.sinMlss:cos^,int'—i.coa.{i — ii)ni+ co8.(t— 4)''^
— — co8.(s — o)nt'^ etc.
Le signe supérieur étant relatif au cas où i est un moK tiple de 4» 6t le signe inférieur au cas où 1 est simplement divisible par 2.
Enfip si i est un nombre impair^ en observant que
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chn,V—_^^^kni.\r=ri ^ aV^^-sîn.itn/, quel ^e soit kp on aura
^—^ — 8!n.(»— 6)/rf 4- de; j
e sigoe supérieur $e rapportant an cas où i — i est m multiple de 4 y ^t le signe inférieur, au cas où i — i 4 seulement un multiple de 2 • Substituons dans la formule (s) , à k ^ce "des {m4^ aces de sin.nf , leurs valeurs données parle#f<M>nles précédentes , et opérons ensuite les différenitîons indiquées , nous aurons
+ =-> — T- • ri^.sin.iO»^— 4*2^*sia*aii0
•4- ^ i K — 4 • I 5*«8in.5/»t— 5.3*.8iii.3;»*-f- — ^.sîo.nt |
-J- etc.
stte série est très convergente quand on Fapplique IX planètes. Elle servira à déterminer l'angle u pour n instant quelconque, et l'oii aura ensuite, par les iieux dernières équations (72), les valeurs correspondantes de r et de p* Mais il est plus simple d'exftîmer directement ces deux quantités en séries de Âûusetd^ cosinus de l'anglis^n^ et de ses mull,ipl^s.
Pour cela remarquoos que si dans la formule (r suppose z=iUf tt=«i-|- e.sin u, x=^nt,jr^zsi\ cLz=:e, ce qui donne ^^z' =:'^nt) , yt±:iAn'Mt;'{
pour abréger gtu fait 4''^'^'*' ""às^* ou aura ge ralemeut .
-^u = -^nt + e- sm ♦ /i^ . 4 «^ + . -^ —^ —
• -.-- i'\.«" .■• ■•.'-t-''-. •. .. , . Kl #
Su^pposcttis .Qlai^iiaut^M^^cœ h^ cette fora
nat i/)«3 n
+ etc. '''''•' ' '■ ' '■ ■• '■'■ •'•
Si l'on développe cette^ ex3)ine8sioli par le^; form (S) et (5^) , et qu'après avoir effeèWé les dififéren tions indiquées, bu kt substitue ' dans I9 valeur donnée par l'équation r= a . ( i ~ 6 • cos u) , on ai
-=i — ^.'cos.wf . ( i-c<w.2nO-— -=r.r3.cos.3/»/- S.co
^-5 — j-.[4*.cos.4'*^ — ^"^^ • 00s, 2nt} - '
gS 5 /
. -^ — \ . [5^. co8,5nt — 5.3^. COS. 3nt + — — ^ . cos
"■* ctc^ * ■ * • ' * * ' • *
'^ **n^ .... ^Iji ■•.fr
La froSsîèÀfe dés é^atftoAs (/i)^otfne - '»
On peùl titiei'd'e cèftè éiquatiôh la valfeur de i^etffc
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tion de u, de sin u, sin aii^ etc.; et Lagrange a donné une méthode fort élégante pour j parvenir au moyen des exponentielles imaginaires. En remplaçant ensuite ces quantités par leurs valeurs en séries ordonnées par rapport aux puissances de e, et déve^ loppées en sinus et cosinus de Vang^e ni et de ses multiples, on aura la valeur de i^ exprimée dans une filérie «emblàble. Mais il est ))eauçoup plus simple de déduire la valeur de i^ de celle de r supposée connue au moyen de Féquation (A) du ra? 20.
$D effet /9i l'on Mbràtae^ dan& ^^ette équatiMi k la
jhce de Arsà ValetÉrV^* V<i .(1 -^ e*) et (jaon ob-
fierve que V^= ^*w , on aura
du
Y/i— jf-7-'«^-
La formule (t), en supposant ^^^ss (i — e.cos w)' = j-,dpAne ^
^5r:(fl-^.eiM.»ty+».«*^tiii*.ii^<i-^ .co» nty-'
■ ■ undt
; iif^.cP;iiii«^/nfw'(i-^:6w.»«)*^ .
■4- ■ ' ^ — g . 4 ■■» ' + etc.
%^ f|Ve soift 1., *i /l'on fait i^ — p , pn ^n co^l^a
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-< r*ri 3.008.3/»^ +3.oo6.n^1
-f- — •^— r. [io3.co».4«i+8.cos.2iil + g]
•i^ -**n . [1097.006.5»^— 75.co|.3n<+i3oxot.Al]
4" etc.
Si l'oa -substitue ciette valeur dans di^ et qi:('oii iotègre ensuite nW trouvera, eu né portant l'ai^proxiinatiQO que jusqu'aux cinquièmes puissances jde e inçloai* vement j
/ .+1"^^ — r«v.(i3^am..3/*< — 3.sin.<iO ; ,, .
H r^»[ïc3 .sin . ^t — 44*^i^ i'2>ii]
-4- ^ — ^g-x-^.[iog7.siiL5/»^-^-645.«îiw3»l+5o.8inji<I
I •2 .OcQ
+ etc.
La suite des termes 2e,. sin^^ nc-i — ; e* . sin . 2nt -f- etc* >
est ce que les astronomes appellent l'équation du centre, c'est-à-dire l'angle qu'il £aut ajouter à la valeur moyenne de p pour avoir sa vraie valeur.
Les angles u, v et ni dans ces séries sont comptés dû périhélie de l'orbite ; si l'on voulait eomiptér ces angles à partir de l'aphélie, comme on le faisait
lutrefoisy il suffirait de les augmenter de la demi- ^'rconférence, ou^ ce qui revient au même, de jianger le signe de la quantité e dans les formules N'écédentes. Mais il vaut mieux adopter Tusage nonellement introduit dans nos tables astronomiques de ompter les anomalies a partir du périhëlie, afiti d'avoir es formules semblables dans le cas où les orbites yaï presque circulaires , comme celles des planètes , t dans celui où elles sont très excentriques , comme ;lles des comètes.
Si, au lieu de omipter la longitude \^ du périhélie ^ I fixe son origine à un point quelconque de Forbite, il iffira de diminuer dans les formules précédentes ingle 9j qu'on supp^era représenter ces nouvelles ngitudes, de ta constante ûi qui exprimera la longide du périhélie. De même , si , au lieu de compter le mps de l'instant du passage p^r le périhélie , on fixe m origine à un instant quelconque après ce pasge, l'angle nt devra 'être augmcqté de la constante Z=€ — cù j € désignant la longiteiie moyenne de la lanète à l'instant d'où l'on compte le temps. Nous ommerons désormais la constante e la longitude de époque; les expressions de ret de (^ deviendront ainsi
+ (-T-«'— -^.é^Y8in.a*(»l + « — •') + elc.
L'angle y est la longitude vraie de lu planète } Vangk nt + isa. longitudi» moyenne , et Fanglç n^'^ê-^M 90ia anomalie moyenne j les longitudes^ aûsicpeU rayon vecteur r, étant rapportées ati plan même d« l'orbite.
25. DétennitlOBS maintenant la position de la planète par rapport à on plan fixe que noiia su[qx>8eroii$ tm peu indiné à celui de fion ori>ite. Si l'on dési^ par ^ l'inclinaidon mutuelle de ces deux pkmsf^ par 4 la longitude y comptée sur le plan fixe> de leur com* mnne intersection que nous nommerons dtâsprmai^la j ligne des ncBuds, et par € cette longitude conpo^l dans le plan même de lorblle ,, qu'<»a nomm^ f' Il longitude du rayon vecteur projeté mt le plan 61^ 4'angle i>' -t- » sera la projection de Tangue i^ rr^ ft représente la. longitude dans rarbjstè comptée 4i ttœud> ou cercpi'on appelle Vatigummt.de la Uititvi^ et en considérant le triangle sphérique rectangle (M V — € est l'hypoléanse, m'-— «lun côtéde fan^.4iûit et ^ l'angle adjadnrt^ on: aura :
tang («/ — e() = ces 4} . tang ;( V • — ^î ^ (^)
équation qui donnera v au moyen de s^y et réciprcH quement.
Les valeurs de ces deux angles jp^uvent d'ailleni» se développer «n séries conyergeqttes d'une manièie fort simple , en faisant usage des exponentielles ima^ ginaires. Si l^on désigne par c ie nonibre dont le k)* garithme hyperbolique est l'unité, l'équation préce* dente pourra être mise sous cette forme
ou bien eu réduisant
CÔSf.
ÔÎtfreàe la
■ tk. .
(i_oosf).c^-(*'-^)V^--'-f I -»-cos(p
t en remarqà^nt que
n aura
membres eii iÉvîsant jà* 2 A^'ITT ,»«'•:
/-«= 1;— C+ .V_'. log' ^1+ tong» -L^.c-»('^- >^^ )
IvLOn réduise les logarithmes du second meiftobre en
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séries , et qu'on substitue aux exponentielles imagi* naires les sinus réels correspondans, on aura enfin la série
V — «=f^— f—tang*— ^.sin 2 (**—€)+ -.tang*- f •sin4(^— '0 — -^-.tang*— ^.8iii6(v— C) + eic,
On déduirait y par un procédé semblable^ de Tëquar tion (z) mise sous cette forme
tang(p— ff) = -^.tang(</~a>, l'expression de p en i/, et l'on trouverait
i^ — C=f' — it+ti(ng^— f .sin aCi/'— •)-^ — .tang*— ^.sinifC*^-^ +-r-. tang^ — f.iîn 6 (*/—«) +etc.
On voit que ces deux séries se transforment récipro* quement lune dans l'autre, en chang^tVftt lé ^goeèe
tang* — ^, et en substituant i^— ff à i/ — a et i/ — a à i^*
Si Ton voulait avoir Fande i^'— « en fouctiou ck sinus et de cosinus deii^;^ on observerait que l'on a., n* 2^t
F étant une fonction des sinus de ranglen^+€**^ et de ses multiples. On aura donc, quel que soiih sîn i.(p — f)=:sini.(/i^4-€— *f-<f-6P), et paf conséquent
«în i (*'— C)=rco8 ieP. sin . i {nt+ 1—^) + »in ieP, cos . i(nt+t^-^ ;
d*où Ton tire en développant
sin i(v— C)
={ 1 5-7+ — ^ o / /t g +etc. ).9m.i(nt+t—C)
En faisant successivement dans cette formule 1=2, i=:4> ^==6, etc. y et substituant les valeurs résultantes dans la série qui donne i^' — a, langle i^' se trouvera exprimé en fonction des sinus de nt et de ses multiples.
Désignons par 6 la latitude de la planète au-dessus du plan fixe y le triangle sphérique que nous avons considéré plus haut donnera
tang fl = tang ^ .sin (/ — «)•
Cette équation peut se développer comme les. précé*dentes ; mais il en résulte une série moins simple que celles qui donnent les angles i^' — et et (^ — S, On trouve par la méthode des exponentielles imaginaires
'^tang f .sîn(v'-^«)4- ^ , • [sin 3 (y — a) — 3 . sin (*''—#*)] + î|ïî^ . [sîn 5 (1/— ) — 5 . sîn 3 (v'— ) + lo.sin (v'— -)]
O.IO
+ etc.
£niin si Ton désigne par / le rayon vecteur r projeté sur le plan fixe ^ et qu'on fasse pour abréger tang fl= s^
on aura
= r. ( 1 — — .5»H r . «*-: r - «^H — ^ . s*— eta )
\ 2 2^ 2* îx7 y
Les différentes séries que nous venoùs d'obtenir ne sont convergentes qu'autant qu'on suppose très petite la valeur de e et celle de langle ^; elles ne peuvent servir par conséquent que pour les planètes dont les excentricités sont peu considérables, iet dont les orbites sont généralement peu inclinées les unes aux autres, de manière qu'en prenant pour plan fixe IW bite de l'une quelconque d'entre elles, les indinaisom
des autres orbites sur ce plan deviennent nécessaire-
ment de très petites quantités. Les li$%ronomes rap' portent ordinairement leurs observations au plan de récliptique, c'est-à-dire de l'orbite que décrit la terre dans son mouvement annuel autour du Soleil; il confient donc de choisir ce plan pour le plan fixe auquel nous rapportons les mouvemens des aulnes corps célestes, afin dé pouvoir comparer la théorie bux ol^ servations. Quant aux longftàdes, on lejs; compterl, suivant l'usage, sur ce plan à partii* de son intersection avec l'équateur, ou de la ligne des équinoxes. Od aura ainsi , par les formiiles précédentes , la valeor du rajon vecteur et de la longitude dans l'orbite lorsque leurs projections sur le plan de l'écliptique , seront connues , et réciproquement.
26. Les formules du mouvement elliptique peuveof encore se réduire en séries convergentes dans le i^ d'une orbite très *excen trique, comme cela a iieu^xM^
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les comètes. Dans ce cas ^ e diffère peu de l'unité. Si Ton nomme D la distance de la comète à son périhélie , on aura D = a . ( i — e) , et Téquation de ïellipse donnera
cos* -f^.( I ^ -— . tang* - p]
Faisons pour abréger —j- ssE , E étant une fort petite
quantité 9 et développons la valeur de r en série ordonnée par rapport à E ; nous aurons
r=: — ^— /i— E.ta^^^•i'+E^UDg♦îi^E3.tong«^ (i)
ca»*r-v
Pour avoir de même le temps f en fonction de l'anomalie f^, oii substituera pour r* sa valeur <Uins l'équation
et Von intégrera l'expression résultante. On trouve ainsi
X A — Etang^if -f- E».tang*if — £3. taiig^-«/+etc. j i/.tang-f ;
4*Ciii r^ tire , en réduisant, et en intégrant
2fe. THÉORIE ANALYTIQUE
Pour cela remarquons que si dans la formule ( suppose zz=Uf i/=/ii-|- c.sin m, j:=/i/,jr=s a=c, ce qui donne ^z =>|/(w^)> y^==^An:nt;
pour abréger qu fait ^'''^^^ Lj^ » on aura j ralemeut .
i.a.3 i>*ar
SuppoMBS «Éaiotetiaut 4<^ = <^^ f^t ^^^^ ^^^ donnçfli,
i.a mrit i.a«3 1
etc
Si l'on développe cette, «fxprçssiôii pair le^- fon (S) et (y) , et qu'après avoir efieCliié les diffère lions indiquées, bu la substitue dans 1k valeur donnée par l'équation r= a . ( i — « 6 • cos û), oni
-^i— ^.'coi.nt .(l'Cos.^Tit) -— .r3.cos.3«/-3.(
;;,-7 — ; . fS'. COS.5/2^ — 5.3^. 00&.3»t + —^ . COS
— elc^ • .. . ;
La froisîèfïife dés é^atibÀs (7») doïibe '
On peut tirei*de cette équation la valeur de ^ etff*
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tion de u, de sîn u, sin 2u]f etc.; et Lagrange a donné une méthode fort âégapte pour y parvenir au moyen des exponentielles imaginaires. En remplaçant ensuite ces quantités par leurs valeurs en séries ordonnées par rapport aux puissances de e, et déve-loppées en sinus et cosinus de Tan^e nt et de ses multiples, on aura la valeur de (^ exprimée dans une ^e «etnblàble. Mais il est ))eatiçoup plus simple le déduire la valeur de (^ de celle de r supposée :onnue au moyen de l'équation (h) du n^ 20.
iSii effet ^ $i l'on SttbMitué^ dans^ 43ett» é^tiMi k Ja Aàce de k sà Valetif >/ fi . \/à .( 1 -^ e*) et ifa'on observe que V^a/tesaW, on aura
La formule ((), en supposant ^/tf ss (i •— e.cos »)'
T— 7 — r . , ■ ■■>/ ■ + elc
W q^ soiit i^ «i 'l'on fait <>t •— p ^ 9n w cofff Vtf a «iséftient î . ..
>i74 THÉORIE ANALYTIQUE
thab la seconde dés éqaationô (o) donne
On aura donc , en mettant à la place du petit arc sa tangente ,
vit
Par conséquent^ si Toï forme tine table des log rithmes de la quantité
— .tang-i''/4 — 5.cos*^p'— 6.o6s*^f^'\
on na!ura plus qu'à leur ajbtttei' lé logarkbme de t^ pour avoir celui defanga^• Cela posé^ pouravoirrao malie v correspondante au temps i dans '<ine éHq ifort excentrique^ on cherche!^ , parafe tabfe du Aïoi vement des comètes^ Tanoeiaiie i^ <pii répond i tenips.l dans une para))0le^ dontD est ladialanoefi rihélie^ et Ton déterminera par la «féthofle jnHo dente la correction k faire à l^anomàKe f^''.pdur'aVO r«inpmàlie correspondante v dtf ns f^eUipse.
La première des équatioôas (o) donnera la vife» du rayon vecteur r lorsque ranomalie (^ sera cobb^
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On peat encore^ dans le cas de Fellipse fort excentrique, convertir en séries convergentes l'expression da rajon vecteur , du moyen mouvement y et de Tano- Balie vraie^ en fonction de lanomalie excentrique; lOQs ne développerons point ici ces formules qui ont de peu d'usage.
:27. ILexktp entre le tempsemployé à décrire un arc ^paralKde y les rajoiK vecteurs menés aux extrémités \. cet arc , et la corde qui le soutend une relation rieuse qu'il est bon de connaître^ et qui se déduit sèment des formules du mouvement parabolique. I effet, en supposait fi = i dans les équations (d), laura,
rsi= D ./ 1 •+• tang* - p ) ,
t =s V^DT^tangi « + i . tang» i p).
Soient r' et p' ce que deviennent r et p au bout du mps t' i t "^t sera le temps employé par la comète parcourir Tare de parabole intercepté par les deux lyons vecteurs r et r'* Nommons Q l'angle que ces ijQOS comprennent entr^ eux, en sorte qu'op ait
'^vz=zQl sii ^ur^ abr^er'on fait tanjg - p css u , ki^ î p'sasi/, et tfdSg i ê==±^^, ota aura
lif^jtttati^'-(p
1 — fil*
l«s fomwles (o') donnent d'ailleurs ,
t'—t = V^' . [^«' — « + 5 . (a" — a»)1. Ea substituant donc pour »' sa valeur, on aura
^ (i — «wj* L 3 I — su J
Soit maintenant c la corde qui joint les extrémité des denx rayons r et r^^ en considérant le triangle formé par ces trois lignes, et en remarquant qae
cos^=:— r—:, On aura
l-if*_/._i_,/v.^4-"'
Faisons pour abréger r-+-r'-|-c:=2/? , et r-f-r' — c=2f , d'où l'on tire r+^sis/^+y, (r+r')* — (^zzz^q^ l'équation précédente donnera
ou bien remplaçant r et / par leurs valeurs , é extrayant les racines des deux membres ,
Si dans Téquation p +7:= rH- r', ou remplace à' même r et r' par leurs valeurs, on a
13ar conséquent
où Ton tire
iubstituant cette valeur et celle de , dans la va-
\eur de t' — t, on trouve
Cette formule remarquable a été donnée , pour la première fois y par Euler : nous verrons ^ dans le chapitre suivant , comment on peut l'étendre au mou- Tement dans l'ellipse et dans l'hyperbole.
n nous reste à considérer les formules relatives aux orbites hyperboliques; mais conune cette recherche est de pure curiosité^ et que ses résultats i^e peuvent avoir aucune application dans l'état actuel dn système du monde , nous ne nous y arrêterons fi&, et nous terminerons ce chapitre en montrant comment les lois du mouvement elliptique peuvent conduire à la connaissance approximative de 1^ m^s&e des planètes.
a8. Nous avons vu, n* 22, que si l'on désigne par T h durée de la révolution sidérale d'une planète, dont a est la distance moyenne au Soleil , pn avait
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TT étant le rapport de la circonférence au diaiaètre» et /t la somme des masses de la planète et du Soleil. Si l'on néglige les masses des planètes par rapport à celle du Soleil y la quantité ft sera la même poar tons ces corps y et désignera simplement la masse du Soleil. Ainsi donc, pour une autre planète quelconque^ dont a' serait Ja distance moyenne , et T' le temps de la révolution sidérale , on aura encore
par conséquent
d^où il suit que les carrés des temps des réyoIutiœH des deiix planètes sont entré eux comme lés cofies des grands axes de leurs orbites, Cest Ténoncé j^U ' troisième loi de Kepler, On yoît que cette loi vltA pas rigoureusement exacte^ elle n'a lieu qu'autapl qu'on néglige les masses des planètes. yiis-àrVis db celle du Soleil : cependant , comme les obseryaticHK n'y font remarquer que de légères différences, 3 en faut conclure que les masses des planètes sohxé fectivement très, petites ^ relativement à la masse A cet astre.
L'équation (/) fournit un moyen très simple A déterminer le rapport des masses des planètes qui sort accompagnées de satellites li celle du Soleil. Eu effifi supposons que l'on considère le mouvement de h Terre : si l'on néglige sa masse par rapport à la m^ M du Soleil , cette équation donne -
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Soit /7i' la masse d'un satellite app^artenant à la pla-^ n^e m, ci sa moyenne distance à $a planète ^ et T^ le temps de sa révolution sidérale , on aura par Féqua-r
tioQ(Z),
diyisai;it Tune par l'autre les deux équations précédentes ^ oq en tire
$i rpn fiub^tue 4^w cette équation pour a y d^ T^
Ti l^i^syal^urs dkmnéas poff robservation , on aura le
tiKfiçQf^ da U somniie des masses de la pj^ète et du
midliite, à celle du Soleil ; et si Ton néglige la niasse
4^ satellito par rapport à celle de la planète , 011 si^
Icm spppçiB^ comra le rappoiA de cea mas^s^ on a;^ rav
le rapport de la masse de la planète à celle du Soleil.
Ap^quons cette formule à Jupiter ^ en prenant
pour Bnité la moyenne distance de la Terre au Soleil ;;
' le rayon moyen de l'orbe du quatrième sateHîteQb-^.
flenré à cette distance^ paraîtrait sous un angfe de
j aSSipy^SSy Le raypn du cercle çoptîe^t 2o6:î64"^8;
; les rayons inoyens de Forbe du quatrième satel-
; Ile et de Torbite terrestre sont donc entre eux
: Mune ces deux nombres. La durée de la révolution.
I t^^^le d« qiciatrième sateUite est de 16^^6890^ et
Taillée sidérale ^t de 365^;2i564 : on peut donc sup-
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poser dans réquation (m) ,
T'= 16,6890; et Ton en tire
pour la masse de Jupiter, celle du Soleil étant pri^e pour unité.
On a déterminé de la même manière les masses des autres planètes autour desquelles on observe des satellites. Pour la masse de la Terre, seulement, on a employé un procédé différent , parce que les nom-breuses inégalités de la Lune empêchent celui-ci d'être suffisamment exact. L'attraction que le globe terrestre exerce sur les corps placés à sa surface sur le parallèle , dont le carré du sinus de la latitude est
~, est à très peu près la même que si sa masse était
réunie à son centre de gravité. En nommant donc / le rayon mené du centre de la Terre à un point quelconque de ce parallèle^ et m sa masse, cette attrac-^
tionseraégaleà ^, et eu la désignant par g, on aura
Soit a la distance moyenne de la Terre au Soleil , et T la durée de l'année sidérale^ l'équation (^)
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onnera
n aura donc
Les quantités g ^ ^f^f sont données par les obserations; la valeur du rayon / est aussi connue; on ourra donc déterminer par cette formule le rapport e la masse m de la Terre à la masse M du Soleil. Pour i réduire en nombre, j'observe que si Ton nomme P i parallaxe du Soleil à la distance moyenne, et ir le parallèle que nous considérons , c'est-à-dire angle sous lequel on verrait à cette distance du
sntre de cet astre le rayon /, on aura sin P = -;
équation précédente devient ainsi
Les observations donnent P = 8",75* Nouç vons nommé g l'attraction de la Terre ; c'est le louble de l'espace que cette force fait» décrire aux orps dans une seconde. Sous le parallèle dont le
înus du carré de latitude est ^ , la pesanteur fait
omber les corps dans la première seconde fsexa- [ésimale ) de leur chute de 4'*> 89796 ; la force cenfifuge due au mouvement de rotation de la Terre
lïiiinue l'action de la pesanteur de -gg à l'équateur.
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et d'une quantité moindre en tout autre lieu. Sur ce même parallèle , Fattraetion âe4a Teere-est jkasr^ tite que la pesanteur des deux tiers de la force centrifuge; il faut donc augmenter Tespace précédent de sa 432"*® partie, pour avoir l'espace dû à Faction de la Terre : cet espace est ainsi de 4"99^^* Le rayon terrestre, sur le parallèle dopt il s'agit, est de 636980g mètres ; enfin Tannée sidérée est de 5 1 558 1 5a'' ; on aura donc
/ =3 656980^, g^=9-,8i86, T= 5i558i5^;^ «•= 5,14^59:^65^ log.sinP = 5,6274956.
Ces valeurs substituées dans la fbinnule (h) don-* nent
pour la masse de la Terre , ceUe du Soleil étant prise pour unité. Cette valeur varie comme le cube delà parallaxe solaire comparée à celle que nous avons adoptée.
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CHAPITRE V
Détermination des Constantes arbitraux qui entrent dans lesjormules du mouvement elliptique.
2g. Les six constantes que l'intégration introduit dans les formules du mouvement elliptique se nomment les élémens de Vorbite. Ce sont .elles qui fixent sa nature, s^ position dims l'espace , et l'instiint du pasrsage par le périhélie. Naas allons nous proposer dons ce chapitre de déterminer ces élémens d'api^ès.qi^elq^es circonstances du mouvement Sjupposées connues.
Le. cas )e plus simple est celui pù^ U position de la planète m^^ sa vitesse , et. 1^ direction de çettte vitesse sont doniiées pour un instant quelconque , pour Vépoque y par exemple, d'où l'on compte le temps ty et que nous supposerons être l'origine du mouvement. Soient x , t, z les coordonnées de m ponr cet instant, rapportées à tioî^ axes passant par le centre
de M supposé immobile j ^,, ^, ^seront les vitesses dont m est an^mé paraUçlement aux menées axes, et ces quantité^ pourront être regardées conupe connues, puisque la vites^ initiale de nk est donnée pajç hypothèse en intensité et en direction. Il nç s'agit donc plus que d'exprimer en fonction de X; y, z,
dï* di ^ dt ^^^ elemens «, e, a, ç, /et «.
Si Ton fait pour abréger 57 =x'i 57 ^^^f -j: =2i',les
équations {b) et (c) du n** 20 donneront d'abord les trois suivantes
xy' — x'y=£?, x'z — xz'=c', Yz' — y'z=c".
D'ailleurs^ en supposant c*-4-^'*+^**=i*> oa a, même n^ ,
c=A;.cos^9c'= — A:.sin^.cosa^£/'=A:.sin^,siaa.
Ces trois équations feront connaître immédiatement l'inclinaison ^ du plan de l'orbite et la longitude a de son nœud sur le plan fixe passant par le centre de M; on aura ensuite pour détenniner le demi-paramètre k
l'équation A: = V^-+.c'»+c^»=: \/jt7.a.(i— c*), d'où l'on tirera la valeur de l'excentricité e lorsque celle du grand axe aa sera déterminée. Pour cela, l'équation (e) du n"* :20 donne
On aura donc ainsi le demi-grand axe de Torbite, et il ne restera plus à connaître c[ue les deux cons*tantes leicû.
La première n'a été introduite dans les formules du mouvement elliptique que par l'intégration qui^ donné la valeur de r en ^; si l'on suppose donc ^=^0 dans ces formules y et qu'on désigne par u^ la valeur de l'anomalie excentrique qui répond au temps i^ =3 0; on aura
/=:||^— .6. sin^^^y R = é».(l— ^.coswj). t*)
Oq aara donc, en éliminant u^, la valeur de Zenn, puisque les valeurs de a et de e sont déjà déterminées parce qui précède.
La constante cô n'est introduite dans les formules que par l'intégration de l'équation entre ret s^. Si l'on compte l'angle (^ à partir de l'intersection du plan de l'orbite avec le plan fixe ou de la ligne des nœuds, ou on nomme u^ et i^^ les valeurs de f' et i/ relatives a 1 époque f=o, l'équation (z) dun"* 25 en désignant par CL la longitude de la ligne des nœuds , et faisant f== ordonnera
On a d'ailleurs , par rapport au plan fixe ,
On aura donc l'angle u^ qui se rapporte à l'origine du temps t en fonction de x , de y et des constantes et et ^, ^^à déterminées; l'équation aux section^ coniques donnera ensuite
cos (f^,— «) = ^J — . (c)
lia constante eu sera déterminée par cette équation ^ fonction de quantités connues , et l'on aura par cootséquent la position du périhélie sur l'orbite.. Les ^i élémens a, e, ol, (p, l,a> délai section conique que décrit m autour du foyer d'attraction seront donc entièrement connus.r
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L'expression précédente de a et celle de ic sont sns-
devîenl
a B fé' .
La valeur du grand axe de Forbîte , et par conséquent . le temps périodicjue ^ ne dépendent donc, que de la distance primitive de m au foyer d'attraction et de la vitesse de projection. L axe 2a est positif dans Tellipse; il est infini dans la parabole , et négatif dans ^hype^ bole. L'orbite décrite par m dans son mouvement autour de M sera donc une ellipse y une parabole on
une hyperbole, selon que Ton aura v< u f
V = y— 9 V > l/— j et il est à remarquer que la
direction de la vitesse initiale n'influe pas slit Vesfkcs | de la section conique
En substituant pour c, c\ c' leurs valeurs dans 1'^ quation ^* = c* -}" ^'* "4" ^% ^^ ^
-1^ est la vitesse dont le oortt m est anime dmis k
dt
sens du ï^yôn veirtéùr; si l'on désigtie donc (UiH Tànglë qtte'Bût la direction de la vitêSte itiltîaie'Tavec
le rayon r, on aura ^ = v • cos n ^ en su|)$tîtiiiit pour h sa valeur \J\i.a. (i — c*) danis réquâfienifre'
cédeifte, elle devient aia^
a .(il — c')= • • >
On voit donc que le demi-paramètre a.(i— a*) de Torbite ne dépend que -de ladist^oice ^nîmitive de m à M et de la partie y • sin » de la vitesse v perpendi-' cdbîre au myon vMbtvir, ^ quii tëhd à fsaré totirntr le^eorps m autoi^r de M. Si »iis=:^%'€fu si la vité^ initiale est pei^pètidiiieiilaili^e au rayoii vëcïetir'li -, Foi^ Ute décrite est un cercle ; en effet, en substituant ptittr v^ valeur, Féquation précédente donnera dans ce
So. L'équation (e) du n"" ao qui nous a servi à déter- Mâér le grand axe âé là secéoh conique , est très remarquable en ce qu'elle donne la vitesse dont le corps fn est animé dans sofHraouveinéftt Telattf autour deMy indépendamment de la forme de l'orbite elliptiqw ^^ âiéûtit. !Eti éiïét , ii i'dfil n'ommé V éàtte
Vitesse, on a généralement V*== ■ ^ , et
{Kur conséquent
Boù l'on voit que la vitesse V ne dépend que du grand axe la, et nuUement de Texcentricité de l'orbe n s'ens<iit d'abord, comme ffôÀs l'avons dit ^^22, que le temps périodique en est pareillement ^^[lëédÀntVmaîs'cé*^^ n'e^lui^toémé ^Vne '^Siiaié^jtkëi^ fiaHichilîèi^è d'tihe i^Tàtibâ géùà*âfë i(iîi Msfe ékrtre les deux rayons vedteùih^ menëfi àùx ex«»
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trëmités d'un arc elliptique , la corde ^ui soaliend cet arc y et le temps employé à le parcourir. Four développer cette propriété du mouvement elliptique, reprenons les formules de ce mouvement , savoir:
t = a . (».— '^.iin uj, r =s.a.(i — #.C06 u) , rss ---r '-'
i + e.cosv
Soient tf le temp&qui répond .à uae autre position quelconque de la planète m^etr^, u'^ s/ ce que deviennent r^ iii (^relativement à cette nouvelle position y on aura
*=a*.(M — e.$mu)f r = a.(i— tf.cosi*), i^= — ^ i-..
1 +^.COSf
Si Ton retranche Texpression de t de celle de ^^ on
aura
«'-;Tf='a*b(w'— a— e.sîn u'^ e.sin «).
C'est le temps que la planète emploie à décrîi^ Taitr elliptique compris entre les dçux rayons r et /. Si Ton fait pour abréger t' — t^^ènz 26, u'^^ u=2S, u''-^u=^ 2s', et qu'on observe que
sin u — sm uz=z 2 . sm — — . cos — - — =£:2 • sin s. cosS)
on aura
fl=a'.(5— e.sin^.cos/)* (dj
Nommons c la corde qui joint les extrémités des dent rayons rett^, (''— i^ sera l'angle qu'ils comprennent entre eux ^ et en considérant le triangle formé par
trois droites y on aura
c*=r* + /* — 2r/. cos (y' — if);
lation qu'on peut écrire ainsi
-r)' — c'=2rr'.[i-j-cos(p' — i^)]=4^r'.co8* • (e)
)stituons dans cette équation ^ à la place des angles t {!>% leurs valeurs en u et i/. Si l'on compare entre !S les deux valeurs de r, on trouve aisément
sinus=z — , cos p = ;
aurait de même
, a.i/j — e^.&inu , a.cosu — ae
lilleurs '
=fl*.(i— e.cosw).(i — ^.cosm')
=a'.[i— e.(cosw+cosw')+^*-costt.cosw'].
lobservant que cos(i^' — i;)=:cos f'cos i^'-f-sin p sinp', 1 aura donc
rr . [i + cos (v' — v)] =a*. [l 4-C08(l*'— m) — 2«.(cosw+cosi*')+***(i +cos.(u'-J-i^)] ,
u bien
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Faisons pour abréger r-|-/-|-c=2^, r^r^ — c=3y, ce qui donne (r+r)* — d^zrz^pq et r-h/ss^+jy; en vertu des équations [e) et (J^ , on aura
\/pq = a. (cas s — e.cos/).
En substituant de même pour r et r' leurs valeurs en u et u' dans l'équation p+qz=z r-f* /, on trouvera
Si Ton tire de cette équation la valeur de a.cos^' et qu'on la substitue dans la précédente, on aura
^Q3^— \^P^+ |/(aa— ri.(2a — g)
et par suite
cos 2s = (^ ~p) ' (^ "" g) + v^/^y - (^^ —p) ' (^g —y)
COS2+COS
Reprenons maintenant l'équation {d) qui exprime i le temps employé par la planète à parcourir l'arc el- j
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)tique soutendu par la corde c. Si Ton élimine :os s' au moyen de l'équation (g) , on trouve ^
uation qui ne contient déjà plus^ comme on voit, icentricité e. Si Ton y substitue pour s et tang s
irs valeurs, en observant que ^~P'^ «« cosz+cosjs', aura
t — t:=ia*.(z' — z — sinz'+siaz); (h)
pression très simple où le temps est exprimé en action de la corde de Tare parcouru, et des deux yons vecteurs menés à ses extrémités. C'est le beau iéorème cpi'Euler avait trouvé le premier pour la irabole , et que Lambert est ensuite parvenu, par des ^nsidérations géométriques , à étendre à l'ellipse et l'hyperbole.
Si l'on développe l'arc z' en série par rapport à son lus, on aura
3'.sin*2 . 3*.5.sin*z
ï*ie d'autant plus convergente que le grand axe 2 a •^^plus considérable. Si ce grand axe devenait infini , Uipse se changerait en parabole; on aurait simple- ^^t alors, en remettant pour sin z' sa valeur.
tous les autres termes de la série s'annulant par la
supposition de â = -. On aurait de même
et par conséquent
c est Texpression du temps employé à décrire lam de parabole que soutend la corde c. Nous étions dqi parvenus a cette expression n* 27 ; elle est d'un gra usage dans la théorie des comètes.
Le grand axe 2a est négatif dans Thyperbole; valeurs de cosz et cosz' deviennent alors plus grandeique Tunité , et par conséquent les arcs z et z^ auxqni ces cosinus se rapportent sont imaginaires. Si l'i nomme c le nombre dont le logarithme hyperboli
est l'unité, on a c^' V^— ' = cosz + \/ — i .sinz, d' l'on tire
z = — .= .log.(cosz + v/ — i.sînz);
on a de même
2'= — = . log . ( cos z'+ \/^^ . sin z'j.
La formulé (h), en y changeant a en ^^a, d( donc pour l'hyperbole
^r ^__^ i| K — I • sin zzç: y — i • sin z
L-lo6-Ccos«'+ V^- 1 .sin/)±log.(cos«4- [/^jm
xpression de laquelle on fera disparaître les imagilaires en substituant pour cos z et cos z' leurs vaeurs. Si l'on fait pour plus de simplicité cos 2==/ et
ros z' = j^', on aura
L— log.(/+ V<7^""i)±log.(:K+ Vy
La formule (h) , qui donne le temps indépendamment de l'excentricité , doit encore avoir lieu quançl Tellipse indéfiniment aplatie se change en une ligne ^ite ; cette formule exprime alors le temps qu'un corps mu sur le grand axe mettrait à s avancer vers le foyer placé à l'autre extrémité. Or, en considérant k chute rectiligne d'un corps attiré vers un centre fixe, ce corps partant du repos à la distance 2a ^ on Ux)uvera que le temps qu'il emploie à parcourir l'espace p'^ — f est exprimé par cette formule
i' — ^=a*.(z'— .z — sinz'-l-sinz), dans laquelle on fait pour abréger
COS2 , !- = COS
Cette expression doit être identique avec l'équation (h) ; ce qui donne
g — f' 2g — (r+r+c) a — p aa — (r+r — c)
!ia ^ a 2a ^
et par conséquent
d'où il suit que le temps que la planète emploie à parcourir Tare soutendu par la corde c est précisément le même que le corps mettrait à décrire le long du grand axe le miême espace c en partant de la distance p'. Si l'on suppose p^=^o, p'=i2a, on aura
t'— ^ = a^ . ^, en nommant tt la tiemi-circonférence, dont le rayon est i ; c'est le temps que le mobile emploie à parcourir le grand axe 2a , et il est égal à la durée d'une demi-révolution de la planète m, ce qui est conforme au théorème précédent.
On voit donc qu'il suffit de la moindre force tengentielle à l'aphélie pour changer le mouvement rec< tiligne d'un corps attiré vers un centre fixe, en an mouvement de révolution autour de ce centre ; mais le temps que le corps met à descendre vers le foyer reste le même dans les deux cas.
Il existe toutefois, comme l'a remarqué Laplace^ une différence essentielle entre ces deux mouvemens; dans le dernier , la planète m , après avoir atteint l'extrémité du grand axe , revient au point dont elle était partie. Dans le mouvement rectiligne, au contraire , le corps parvenu au foyer d'attraction , passe au-delà , et s'en écarte en vertu de sa vitesse acquise d'une distance égale à la hauteur dont il était des- [ cendu , en sorte que ce n'est qu'après deux révolulions de la planète qu'il se retrouve avec elle au point de départ.
3 1 . Supposons maintenant que l'on, connaisse deux
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Jieux de la planète dans son orbite , et le temps employé à parcourir l'espace qu'ils comprennent; on peut encore ^ dans ce cas^ en conclure tous les élémens de 'orbite. En effet , désignons par X , Y les coordonlées rectangulaires de m, rapportées au plan et au ^nd axe de son orbite ^ on aura
X = r.cos u, Y = r.sin t» ;
on a d'ailleurs
r=: -T^ ^=a.( I— .e.costt):
d'où Ton tire , n* 20 ,
Xacsa.cosii— ^^y Y = d.v/ï — e*.sinu;
équations dans lesquelles on peut substituer pour u sa râleur déterminée par Féquation (4)^ du mêm#n*.
Soient x, jr, z, les trois coordonnées de m par rapport à un plan fixe quelconque , passant par le centre de M ^ 0^ l'angle que forme le grand axe de l'orbite avec son^ intersection sur le plan fixe^ a la longitude ie cette intersection comptée de l'axe des x, etç l'indinaison mutuelle de ces deux plans ; soiept enfin X' st Y^ les coordonnées de m rapportées à la commune intersection du plan de l'orbite et du plan fixe; on aura
X's=3r.cos(f' — û>), Y'=r.sin(p — œ),
d'où l'on tire, en substituant pour r.cosi^ et r.sini' leurs valeurs,
XWX.cosa-f-Y.sin», Y=— X.sioa-j-Y.cos».
Cela posë^ on trouvera par les règles ordinaires d^ la transformation des coordonnées, en mettant pou^ X' et Y' les valeurs précédentes,
,Tf = (X. cos«+Y . sin«) • cos«4-(X. $io« — ^Y. coso») .cos^ «sin^^ j^:= (X . cos tf+Y . sin«) . sin •— (X . sin« — Y . cos a) . cos^ . cos^ «= — (X.sina» — Y.cos«).$in^.
Le second lieu de la planète fournira trois équations semblables, et en nommant oc%y, z' les coordonnées de m relatives'^à ce nouveau point, on aura six équations entre les six quantités connues x^j y z^ol^ y y js' et les six constantes a^ e, (p, a, /, û), et par l conséquent , tout ce qui est nécessaire pour déterminer ces arbitraires. Mais comme Tanomalie excentrique u est donnée en^ fonction du temps , que nous îbpposons connu , par une équation transcendante, le problème ne peut pas se résoudre dans ce cas algébriquement , à moins cependant que Ton ne suppose très petit l'intervalle de temps écoulé entre ; les passages^de la planète par les deux points donnés. Dans ce cas, les coordonnées j::',^'',^' peuvent se re'- ^ duire en suites convergentes ordonnées par rapport au temps ^; et comme nous aurons occasion d'en faire ■\ ;usdge dans la théorie des comètes , nous allons déve* lopper ici ces séries.
32. Si l'on regarde les variables or, j^, z qui déter- • minent^à chaque instantjla position de la planète ou de la comète m^ comme des fonctions du temps t, et qu'on nomme x , y , z les valeurs de ces variables relatives à l'époque oii^=o, et Xyjfy z leurs valeurs
^klives à une autre époque quelconque, on aura :o général
_,dz ,_,à'z «• j^rf-^z i^ ,
5 coeihcieas ainerentiels ^, --r^, -r, etc.,aesilaut ici ce que deviennent les différences -r-f -.-,
, etc. , lorsqu'on y fait ^ = o.
Les équations différentielles du mouvement ellip- ]ue donnent , en faisant /zz=zi,
d^ '?^ IF r^' d^ 7^*
î ron différencie successivement la première de ces ]uations, et que pour abréger on fasse
rdr ^_^ xdx + ydy + zdz
^ Ht ^ "di
>n aura
flPy 3i 1 dx
d^~T^'^^~7'''di
c^__/3 ds 3.5.g^ , i\ , 2.3.S dx^
etc.
et pour avoir de même les différences successives de^ et de j3^ il suffira de changer simplement x enjr ^ en z dans les expressions précédentes.
Si l'on suppose t:=z o dans ces équations^ ^pj'f ^p O ^
dx dy dz , • ^ rfx Ar dz ^^,
dl' Tt' 5^ se changent en X, Y, z,K, 8,^, ^, ^. S/
Ton effectue ensuite les substitutions dans les équations (g)f et que pour abréger on fasse
et
ds! / d^' , dz' dt ^' dt ^' dt '
i\ ti L
TT ï *' . 2.3.8 «* , ^
on trouve
^=XV+X'U, jr=YV+Y'U, Z=ZV+Z'U. (0
Ces expressions donneront les valeurs des coordonnées X, j', z relatives à un instant quelconque en fonction des coordonnées x , y, z , qui se rapportent à l'époque où l'on compte i s= o , des différences premières et secondes de ces quantités et du temps écoulé depuis cette époque.
35. Si l'on suppose donc, comme dans le n® 3i, que l'on connaisse deux lieux de la planète m dans son orbite, en substituant dans lés équations' précédentes , pour x , y , z , leurs valeurs relatives au premier point donné de l'orbite, et pour x,jr,zettf leurs valeurs relatives au second, en ne portant l'approximation que jusqu'aux troisièmes puissances du
ips , on aura trois équations qui donneront les eurs des trois quantités x', y'^ z', et l'on détermi- ^ celles des six constantes ^^ e, ç, a, l, coy comme is l'avons fait n* 29.
1 est bon de remarquer que les deux quantités s ' déterminent immédiatement deux des principaux nens de Torbite , le grand axe et l'excentricité. En t, les équations {é) et (rf), n** ao, en remplaçant
t k par leurs valeurs et -^ par s^ donnent i, en différenciant et divisant par rJr, on tire
lans ces équations on substitue à la place de r, s et !urs valeurs relatives à l'époque oiiiC=o, elles donont
i=:i— s', a.(i— eO==:aR— î^ — 8\(m)
aura donc ainsi les valeurs de a et de e. On voit plus que les quantités que nous avons désignées ' s et s', et qui entrent dans les valeurs de V et U, dépendent que de la figure de l'orbite et sont inpendantes de sa position. Dans la parabole , le grand 8 na est infini^ et le demi-paramètre a.(i — e*) est ublede la distance périhélie; en nommant donc D tte distance , les équations précédentes donneront ms ce cas /
ft ' 2
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54. Eafîn la figure de l'orbite peut encore élr^ déterminée par les formules du numéro préc^, dent^ dans le cas oii Ton connaît seulement 1^^ trois rayons vecteurs r, r', /', et les temps t et t' er^. ployés par le naobile à parcourir les intervalles cjui les séparent. En effet, si l'on ajoute entre elles les trois équations (/) après les avoir élevées au carr^', qu'on observe que x*^ +J^* -[- z* = /•*, on aura
r*=(x*+Y*+z»). V-f-2.(xx'+YY'+zz') •VU + (x»+V* + z'»).U*.
On a d'ailleurs, n*** 32 et 33 , ,
X*+Y*+Z' = R*, Xx' + Yy'-|-Zz' = S,
On aura donc
r*=R*.V+2s.VU+ ( i+ s').U-
Cette équation donnera la valeur de r relative à un temps t quelconque lorsque les quantités r, sets', ^ relatives à l'époque , seront déterminées. !
Supposons que l'on fixe l'origine du temps , qu'on ; peut prendre à volonté à l'instant où le rayon vecteur de m est égal à r; qu'on nomme t et ^'les intervalles de temps qui séparent les passages de la planète les trois points dont les rayons vecteurs sont don on aura ,
DU*SYSTÈME DU MONDE. 3oi
V'el U' désignant ce que deviennent V et U lorsqu'on y change / en /'.
On aura donc deux équations entre les inconnues s et /, au moyen desquelles on pourra déterminer leurs valeurs. Elles donneront immédiatement le grand axe, et Texcentricité par les formules (//i); on aura ensuite l'angle compris entre le rayon r et le périhélie parla formule (c), n* 29.
35. Cest en comparant les positions des planètes observées à différentes époques, qu'on a déterminé les élémens de leurs orbites ; et comme ces corps ne sont jamais à d'assez grandes distances de la Terre pour échapper aux instrumens astronomiques , on a pu répéter ces observations autant qu'on l'a jugé convenable, et par des corrections successives, ouest parvenu à fixer ces élémens avec toute la précision désirable. La petitesse des excentricités et des inclinaisons mutuelles des orbites planétaires a beaucoup contribué aussi à faciliter ces recherches; mais il n'en est pas ainsi par rapport aux comètes : non -seulement leurs excentricités et les inclinaisons de leurs orbifes varient à l'infini , mais encore, comme ces orbites sont en général très allongées, elles ne sont visibles pour nous que lorsqu'elles reviennent dans la partie la plus voisine du Soleil ou vers leurs périhélies; leur âoi- ||niement les dérobe ensuite à nos regards , et souvent Biles disparaissent pour toujours. C'est donc un problème d analyse fort intéressant que celui qui a pour objet de déterminer les élémens de l'orbite d'une comète d'après un certain nombre d'observations faites pendant la durée de son apparition, puisque c'est la
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seule donnée que nous ayons pour reconnaître ces astres lorsque la suite des temps les ramène vers le Soleil. Les plus grands géomètres , depuis Newton, se sont exercés sur cette question , et nous avons aujouFd'hui différentes méthodes pour la résoudre ; nous ne nous arrêterons pas ici à exposer aucune de ces méthodes ^ ce qui nous entraînerait dans une trop4ongae digression; nous reviendrons sur cet objet lorsque nous aurons achevé la théorie des planètes ^ et noos consacrerons un livre à part à la détermination des élémens de l'orbite des comètes et à la théorie de leurs perturbations.
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CHAPITÏIE VI.
Variations des Constantes arbitraires qui entrent 'i dans les formules du mouvement elliptique ^ ou il Théorie des Perturbations planétaires.
56, Nous sommes parvenus , dans le chapitre FV, a égrer complètement les équations différentielles des mvemens des centres de gravité des qprps célestes itour du Soleil , lorsqu'on n'a égard qu'à l'attraction Ife cet astre, et qu'on fait abstraction de leurs actions Mutuelles. Nous avons vu que, dans ce cas, les orbites ïu'ils décrivent sont des sections coniques dont le "Oleil occupe un foyer et dont les élémens sont les Constantes arbitraires introduites par les intégrations, ihins le chapitre suivant , nous avons montré que la létermination de ces élémens ne dépend que de la ►itesse dont le corps que Ton considère est animé dans •b point donné de l'orbite, ou, ce qui revient au ^me, des forces qui le sollicitant à une époque déminée • Or, la force qui fait décrire aux corps cé- ^s des sections coniques autour du Soleil est la sance attractive de cet astre combinée avec une ipulsion que ces corps peuvent être supposés avoir ïmie à l'origine du mouvement , dont on peut fixer |Pépoque à un instant quelconque. Il suit de là que si , ia force attractive restant la même, la force d'impul-
SB
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sîon éprouve un changement quelconque , la naloR de Torbite ne variera pas, mais ses élémens en serort plus ou moins altérés; de sorte que lorbe elliptiqne d'une planète^ par exemple ^ pourra deyenir parabo* lîque ou hyperbolique y et la planète se trouvera ainâ transformée en comète. Imaginons maintenant qn'aalij lieu d éprouver une variation finie quinagitquepeiH|c£ dant un instant , l'impulsion primitive soit soumise j des variations infiniment petites^ mais dont T soit continue , comme on peut supposer que ceU lieu à l'égard des corps célestes en vertu de actions mutuelles; l'orbite pourra encore, chaque intervalle de temps dt, être regardée coi une section conique dont les élémens sont co pendant cet instant , et varient seulement dans rins* tant suivant. Les variations de ces élémens serviront à déterminer l'efTet des forces perturbatrices.
Les obsei'vations avaient fait voir, en efiêt, depuis long-temps que les élémens des orbites planétaires n( sont pas constans, et que ces orbites doivent être gardées comme des ellipses dont les dimensionstt position dans l'espace varient par degrés insensiUâ) de sorte que l'ingénieux artifice de calcul que nW avons développé dans le chapitre III, et qui consiste* faire varier des quantités regardées d'abord comme constantes^ pour étendre la solution d'une questlooi particulière à celle d'une question plus générale, semble, dans la théorie des perturbations planétaire^ avoir été indiqué aux géomètres comme le résulW des observations, dont il n'est , pour ainsi dire , q« b* simple traduction.
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ÎKprîmons par des formules analytiques les consiations précédentes.
7. Si l'on désigne par m la masse de la planète dont [Tonsidère le mouyement relatif autour du Soleil^ M celle de cet astre ^ et par m\ rrl'f /ti"', etc. , celles planètes perturbatrices; que l'on nonxmex^j'y z coordonnées de m rapportées à trois axes rectaniires passant par le centre de M ; x'^y^xf^ les coornées de m' relatives aux mêmes axes, et ainsi de ej si de plus on fait pour abréger M+ztiss/a, {-y + 2*=r*,x'*+y*4-z'* = r'*, etc. , et qu'on pose
aura, n**8, pour déterminer les mouyemensde LUtour de M, les trois équations différentielles antes :
i dans ces équations on fait R == o , elles devient celles du mouyement elliptique que nous ayons igrées dans le chapitre IV. Supposons à l'une quel-
ToMB I. :io
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conque des intégrales premières aux(]uelles noos sommes parvenus^ cette forme
a = Fonct. {pc^jr^z^x,, jr,^ z^,t), (a)
en désignant par a une des arbitraires introdoites pur l'intégration, c'est-à-dire l'un quelconque des â&mens de l'orbite elliptique , et en faisant pour ahtégst \
_^^ dx dy ^_^ dx
Si Ton yeut que pendant l'instant dt l'elUpse dé« crite dans le cas ou R est nul , et l'orbite troublée cabKf ' cident, il faudra supposer aux variables a:^^,z, el| à leurs diflférentielles premières x^y^^ z^y les mémtfi valeurs sur les deux courbes , et par conséquent l'eipression de a ne changera pas, soit que Ton considère le mouvement elliptique ou le mouvement troublé . Mais dans ce dernier cas , les vitesses x^,jr^f i^ au bout de l'instant dt^ sont augmentées respective- j ment par l'effet des forces perturbatrices des trois qmih i
tités infiniment petites -j- .dt^ -j- •dû, -^.dt; on va
peut plus alors regarder l'élément a comme constanti et en ajoutant aux vitesses x^, jr^, z^, dans l'expression de cet élément ',' leurs variations , on aura pour déterminer la variation correspondante da,
j /da dR , da dK , da dR\ -, , ,.
Si Ton considère l'équation (a) comme une intégrât première des équations (A) dans le cas où Ton a R==:o^
il est évident qu'elle satisfera encore aux mêmes équations, dans le cas où leur second membre n'est pas nul. En effet, les valeurs des coordonnées x^ y^ z, et de leurs différentielles x^dtyyjit^ ^,à^y sont par notre hypothèse supposées les mêmes dans les deux cas, et ces quantités ne diffèrent que par leurs différentielles secondes; de sorte que si l'on désigne par {x^j {jr), (z,) les valeurs àe a:^, jr^, z^, dans le cas où R est égal à zéro, on auraar^=s(ar^),y^s=:(^^), z^s=s(z^), et en différenciant
Cela posé , différencions l'équation (a) , et désignons par fonct. {x^y^Zy x^^y^^ z, /) la différentielle du second membre dans le cas où Rsso; on aura
o==fonct.(j:,7,a;, ^i^ Jir '^,> t).
Cette même équation, en y faisant varier à la fois les constantes et les variables, pour l'appliquer au cas où R n'est pas nul, donnera
OU bien , en retranchant la prapttère différentielle de la seconde
Or, si l'on substitue à la place de •^, -^j^, ~, dans
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les équations (A), leurs valeurs (dxjy\^i {dz^)+J'z,, on a
dK
dK
dK
j^,=g,rf^ jy.=i^.^, ^z,='£.dt,
puisque les quantités {dx)^ (^/)> (^2/)> sont m effet supposées satisfaire à ces équations dans le cas oè R est nul. Si Ton remplace donc Sx^^ Sjr^ , cTz^, par leurs valeurs clans l'équation {b) , et qu'on substitut pour da la valeur que nous lui avons supposée dans l'équation (a') , on voit qu'on aura une équation identique^ et que par conséquent l'intégrale (a) satis&it également aux équations différentielles (A) ^ soit qoej l'on néglige ^ soit que l'on considère l'action des forces perturbatrices : la seule différence, c'est que dans le premier cas l'arbitraire a est constante , et que dans le second elle doit être regardée comme variable. 0 en serait de même de toute autre intégrale première des équations (A), abstraction faite de leur second membre ^ quel que soit le nombre des constantes ar« bitraires qu'elle renferme.
38. Reprenons la valeur de la variation différentielle de fl,
da
/da ^jtda ^ i^^ Ç^^N ^^
\dx/ dx'^ dy^' dy'^ dt/ dz)*
On peut donner à cette expression une autre forme^ qui a Tavantage de conduire à des expressions très simples 9 pour les variations des élémens elliptiques. Il suffit pour cela de substituer aux différentielles de la fonction R relatives aux variables Xp jr^ z^ leurs
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iffërentielles partielles prises par rapport aux consintes introduites dans R par la substitution des va- Burs de oc^y ^ z en fonction du temps et des e'iemens le l'orbite elliptique. Si Ton désigne par a^ i, c, y, fy h ces six constantes arbitraires^ en suivant la narche que nous avons indiquée dans le n^ i6^ on trouvera
Kpression dans laquelle on £ait pour abréger
^ •% dn dh da db ^^ da db . da db \
^ ' ^^^^dx^'dx dx' dx^'^ djr^ ' dy"^ dy' dy/' '
da db da db
dz^ dz dz dz^
Et Ton suppose aux quantités représentées par !,€?), {(iff)^ etc., des valeurs analogues fournies ar la même équation, dans, laquelle on substituera mplement les lettres c ^ f^g^ h^ à la place de b.
Cette expression de da est surtout remarquable en e que les coefficiens (a^b), (a, e), etc., qui multiilient les différentielles partielles de R , sont des foncions des constantes a, b, c^f^ g y A, qui ne •enferment pas le temps implicitement. Cette proposition^ que nous avons démontrée généralement ï* 17, peut se vérifier ici d'une manière fort (iDple. Il suffit pour cela de faire varier le temps dans les expressions de {(^yb)^ {ayc)^ etc.
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En effet, différencions l'expression précédente de (a, b), nous aurons
j r t\ da j db db j da db j da da j db
da m db db , da db , da da , db I
d^/ 'dy~dP/ 'Ç/ rfy* '^~^' '^.
da ^ db ^^ J da db , da da , db
dz^' ' dz dz* ' dz dz* ' dz^ dz* 'dk/
da dâ
Formons les valeurs des différentielles ^«^-^ ^'ds>
c/. -T- , ^•'JZf ^'T 9 ^*^* 9 V^ entrent dans le second
membre de cette équation.
Si l'on différencie par rapport à la variable x, l'équation
a=:Fonct. (x, jr^ z, x^y jr^, z^, t), [a]
et qu'on la différencie ensuite une seconde fois par rapport à £ , en faisant varier tout ce qui varie avec
le temps £, qu'on substitue pour -riy -^y 57' ^^^'^^ leurs x^y j^y Zjy et qu'on observe que si, pour abréger, on fait -=:V, les équations du mouvement elliptique donnent
dt'^dx' li^dy' dt~ dz' ^^
on aura
da / rf^g , d'à , d'à , <f 'a
^'di~\d^t^ d?'""^ + d^-y^^dxdz' '-
d^a dV , d^a dV , d*a dV\
•^ dxdx^ * dx dxdy^ ' dy dxdz^ d%J
.iu
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lais en difTérenciant simplement par rapport au emps t l'équation (a) , on a
da y , da j da , , da ,
e premier membre de cette équation doit devenir le fonction de ^, ^fj"} 2, ^^f J,, z^f îdentiqueent nulle ^ lorsqu'on y substitue pour dx^ , dy^^ dz^ ors valeurs tirées des équations {à), puisque l'équa- 3n {a) est une des intégrales premières de ces équa- 3ns. Cette substitution donne
da ^. da ^^ da ^^ da
da_ dV da dy da £V_ I W ^^ dx^ * dx ^^ dy^ ' dy dz^ ' dz """
ette équation étant identique par rapport h tj x, , s , x\ y, z', subsistera encore en faisant varier séarément ces quantités; je la différencie par rapport or, et je trouve
drdt'^d?'^»'^l^'^*'^d^z'^^
d'à dV d'à dV^.^a dV dxdx^ ' dx ' dxdy, * dy ^^ dxdz^ " dz
da_ d^^,da_ d'Y da £y
dx, ' dx* dy, ' dxdy ^^ dz, * dxdz *"*
da
a valeur de la différentielle de ^ se réduira^ en vertu e cette équation , à
^da (da d^Y , da d^Y . da d^Y \ .
^Tx'==^^W/'dF+'é^/'3S3:y
On trouvera de la ntéme manière
jda_ /da d^ da d'Y da rf*V\ , ^•dy~ \dx/ dxdy^ dy/ly-'^ dz/d^/^^'
, ^_ /da ^ . ^ *X.-L.^ c^V\ ,
*€& \dx/ dxds^^dy/ dydz^'Ssî'' dz*J^
Si l'on différencie la valeur de a, d'abord par rap-* port k x^, et ensuite par rapport nu temps t y on aura
, cPa rfV , d'à dV , J»a €ÎV\
mais si l'on différencie, par rapport à jc^, l'équation identique ^), en remarquait que Y ne con-' tient pas les variables x^^ y^^ ;3^, on a
rf*a , da ^^ d*a ^^ d^a ^^ d'o^
di^ù'^ di^d^/^^'^^S^/'^'^d^/^'
d'à dV , d'à dV d'à dV _
^^ Af^* ' dx dxdy^ * dy ^^ * dxjdz^ * c/a ""
On aura donc simplement, en vertu de cette équation,
j da da j
a . , - =5= — -p . ofc*
dx, dx
On trouverait de même
j da ^^ ^M j ^ ^ Js
a.-r' =s — "j"»^^» a»-T- sii ^^ -y. M.
dy^ dy ' dz^ dz
Et en supposant la constante h donnée par une équation semblable à celle qui détermine a^ on aura -
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pour les différentielles à^-jzf ^*'T ^ ^* l" ' ^*d^ >
d.jj-f ^•J'9 ^^^ expressions semblables aux pré-
cédenteSy eh y changeant seulement a en b.
Si l'on subs'dtue ces valeurs dans l'expression de d.(a, b), on verra que les termes qui contiennent
1 3'iv>" a* 11 j da db da dh da db
les dinerentielles de j-, -r-, %— ^ ,-, t-j -j--* se
dx/ dx/ dy/ dy / dz/ dz/
détruisent mutuellement, et qu'en ordonnant par rapport aux différences partielles de V les termes
qui contiennent les différentielles de ^, ^, ^, etc.,
les coefHciens de chacune de ces différences §e réduisent d^eux-mêmes à zéro.
D'où il suit que la quantité représentée par (a, b), et par conséquent les autres quantités semblables (a, c), (i, c) j etc., ne renfermeront pas le temps t et ne pourront être que de simples fonctions des constantes a, b, c, etc., lorsqu'on aura substitué, à la place de x,jr, z,x^,jr^, z^, leurs valeurs elliptiques' en fonction de ces constantes et du temps t.
Ainsi , la variation différentielle da de lun quelconque des élémens de l'orbite de m se trouve exprimée par une formule qui ne renferme que les différences partielles de R , prises par rapport aux cinq autres élémens 3, c, etc., et multipliées par des fonctions de a, b, Cf etc., indépendantes du temps.
Ce résultat remarquable n'est qu'un cas particulier de celui que nous avons obtenu d'une manière générale, dans le n*^ ij; mais, vu son importance dans la théorie des perturbations planétaires , nous
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ayons cru qu'il ne serait pas inutile de montrer comment on y peut parvenir immédiatement^ par la seule considération des formules du mouvement elliptique f et comment se vérifiait^ dans ce cas^ d'une manière très simple ^ l'indépendance des symboles (a, b), (a, c), etc., à l'égard du temps t.
Il nous eût été facile, d'ailleurs, de déduire immédiatement et indépendamment de toute autre considération, la formule (i), de la formule générale (D) du n« i8.
En effet, si l'on ne considère que le mouvement d'un seul corps m , dont les trois coordonnées rectangulaires XfjTfZne sont liées entre elles par aucune équation de condition, on poun^a prendre pour variables indépendantes ces coordonnées; on aura ainsi (p=sa:, ^^zzzijr^ 6 = z, ce qui donne ^'=0:^, '^'sszjr^f 6'= j3^ , et la valeur d^ T se réduira, dans ce cas, à
d'où l'on tire
du dT drr
Ces valeurs, substituées dans la formule générale (D) , en observant que la fonction représentée par fl doit être ici remplacée par mK , reproduisent la valeur de ^ , à laquelle nous sommes parvenus plus haut.
39. Appliquons la théorie précédente au calcul des perturbations planétaires.
Reprenons , pour cela , les diverses intégrales que
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nous ont fonrnies les équations du mouvement elliptique, et déterminons, d après la formule générale (i), les variations qu^il faudra faire subir aux constantes arbitraires qu'elles renferment , pour étendre ces intégrales aux équations différentielles du mouvement troublé. Nous sommes parvenus, dans le chapitre IV, aux huit intégrales suivantes :
^, — ^,r —c » zar,— z/c= c',jrz, —y, z— c", ^
I r^dp
r=^z.(i — e.cosï*), £-f-Z=û».(« — e.sinw).
Nous supposons , pour plus de simplicité , /t = i .
Ces intégrales contiennent sept constantes arbitraires; mais comme elles ne doivent en renfermer que six distinctes entre elles , l'une de ces arbitraires est nécessairement comprise dans les six autres.
En effet, on a, n® 20, entre les constantes c, c\ ^", «, e, l'équation de condition,
De sorte que ces cinq constantes n'équivalent réellenjent qu'à quatre arbitraires distinctes, et qu'on peut regarder l'une d'entre elles, prise à volonté, comme fonction des trois autres. Les constantes c, c', c" fixent la position du plan de l'orbite; et en aommant cp son inclinaison sur le plan des xj^ et ot
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la longitude de son nœud, comptée sur le même plan , à partir de Taxe de or , on a
tang(p = ^ y taDg(t=~^,
d'où , en faisant pour abréger A:' = c* + c'* -+- c "*, on tire
c=A:,cos^, c'=— -Ar.sin^.cosa, c'=A:,sîn^.sintf.
Ces valeurs nous seront utiles dans les recherches suivantes.
La constante où exprime la longitude àxi périhélie comptée sur le plan de l'orbite à partir d'une ligne fixe prise à volonté; nous supposerons, dans ce qui i va suivre , que cette ligne est l'intersection du plaa de l'orbite avec le plan fixe des x jr^ et nous nommerons g ce que devient dans ce cas la comtante ai; la dernière des équations (B) donnera ainsi
4o. Cela posé y les six arbitraires dont nous allons déterminer les variations d'après la théorie générale exposée au commencement de ce chapitre , sont les cinq constantes ^^ a, (p, l, g, et la constante k dont le carré représente le demi-paramètre de Torbite, et que nous emploierons de préférence à l'excentricité €, parce que les calculs qui s'y rapportent sont moins compliqués. Ces constantes , substi" tuées tour à tour à la place de a et ^ dans la formule générale, produiront quinze quantités symboliques (a,k) , {a,eL) , (k,ùL) , etc. , qu'il faudra calculer
par la formule (2). Commençons par chercher les valeurs de ces quinze quantités.
Formons d'abord les combinaisons {a,k), (a,ç)f (a,a), (k,^), (A",»), {cty(p), où n'entrent point les constantes l et g. Si l'on ajoute les carrés des trois premières équations (B) , on aura la valeur de k en fonction de x^jyZy oc^yj^y z /j cu mcttaut à la place de c, d y d'f leurs valeurs dans les expressions de « et ^ ^ on aurait de même la valeur de ces constantes en fonction de;r,^, z, x^^y^y z^. On pourrait donc ainsi déterminer directement, d après la formule (2J, les six «quantités précédentes ; mais il sera plus simple de regarder les constantes k^ a^ (p comme fonctions des constantes c, c\ c", et d'employer dans cette recherche la formule (E) du n* 18.
Si, au moyen des quatre premières équations (B), on forme les difierentielles partielles des arbitraires c, c', c"et a, prises par rapport aux variables a?, j^, 2, o:^, /^, z^y qu'on substitue ensuite les valeurs résultantes dans la formule (2), on trouvera sans peine
La constante k est déterminée en fonction de c, c\ c^, par l'équation
la formule (E), n* 18, donnera donc d'où l'on tire
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Les deux arbitraires (p et « étant déterminées par les équations
tang ^ = , tang et = —
on aura de même
(a,^) = 0, (a,et) s= o.
Pour former les deux combinaisons (k,^) et (l,a]p remarquons que Ton a par la formule citée
{c,k)^(c,cyi+(c,c^y^
^ I /^^ ^fA C
ic',k)=(</,cu+{c%cy-.
Si l'on substitue pour (c,c'), (c,c"), (c',c''), leurs Ta* leurs, en observant que l'on a, n'i8, (c',e)=— («,«')) (c",c) = — (c,c"), (c",c')= — (c',c") , on trouve
D'ailleurs
Par conséquent
(A:,(p)t=o, (Ji,a)-=io.
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r former la combinaison (a,^), remarquons que"
rnc /fJ — —
cos<p=^;
l'on déduit
S omettons le terme {(t^k) .— , parce que (a, A:) est . comme nous venons de le voir.
(ct,c) = (c',c) . ^ + (c", c) .^,;
1 substituant pour {c%c), (c^,c), -^, -^ leurs urs
(a,c) =— cos* ût.Q— — — j = ~ I ,
ir conséquent
ons au calcul des combinaisons dans lesquelles ent les constantes Z et gf, et commençons par cher les valeurs des quatre quantités («,/), (k^l)^ I y (^;/)* Si dans la septième des équations (B)^ on titue pour u sa valeur donnée par l'équation qui récède , cette équation prendra cette forme
/=: — ^ + Fonct. (a, k, r) ; (c)
Ton tire , en faisant d'abord abstraction des consK 5S aetk,
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dl
dl
dr
s dl
ds
~ dr
-'T'Tr*
dl
dl
dr
J- dl
dy-
~ dr
•Ty''
— 7'dr*
dl _
dl
g dl
dz '
— dr'
' dj.
r'dr'
La valeur de / ne contenant pas les variables x^ ^y^ , z^ j on aura ^ par rapport à une constante quelconque b.
Pour avoir égard aux constantes a et k contenues dans la valeur de l, il faudrait ajouter au second membre de cette équation la fonction
Mais on peut l'omettre, parce que b devant représenter Tune des quatre constantes a, k,(p^ a^les deux termes précédens sont toujours nuls. Il ne reste plus qu'à substituer successivement ces arbitraires à la place de b dans la valeur de (l,b).
Il est aisé de voir d'abord par les valeurs de c, c% c", que la substitution des constantes Ç et ^t ou de toute autre fonction de c, c\ c^y à la place de b, rendra nulle la fonction
db ^^ db ^^ db
^•dir^'^^'d^'^^''^;
On aura donc aussi
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^ant à la constante a , on trouve
da ^ da ^ da ,
en faisant donc £= a dans {JiJ))^ on aura
,, . 2a* , , . . dl ^ dr dl
mais Tequatîon (c) donne éyidemment 5- = ^ î par
conséquent
Faisons enfin £= A:, la constante A: étant fonction de Cy c\ (? j on aura , d'après ce que nous avons dit plus haut ,
Passons mainteltiant à 'la recherche des cinq derbières combinaisons {g, a), (g,k), (g,(p), (g,a) et (g,/) ^ui renferment la constante g. L'équation (B') donne^^ ^ la résolvant par rapport à g,
Ou aura donc, relativement à une constante quel- %nque b,
{g^^) — r • V'-dx.^'^'dy^'^^'d^J'dP /di^ db^ ^. dv db^ t^ dp db\
Tome I
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On peut omettre le dernier terme , parce que b devant représenter une des cinq arbitraires a,k,Ç,a^ /, ce terme est toujours nul*
Pour former les quantite's ^ , -7- , ^ > il faut avoî;
la valeur de l'angle s^ en fonction des variables x^jy z; or on trouve aisément
x=ir.cos{f.cos u — r.sîn p.cos ^.sin^, j- = r.cosi'.sin a-|-r.sin(^.cos ^.cosa^ z = r.sin p.sin^;
d'où Ton tire
sm p:= — T— , cos i^= -^-^ .
r.sin^ r
Nous ferons usage de la première de ces valeurs, comme étant le plus simple. Elle donne en la différenciant
dp — xz dp — yz dp r* — z*
^ r^, sin ^.cos v' dy r^.sin ^.cos p^ dz r^.sin ^.cos*''
rdz — zdr dp a.cos^ dv dt
d^ r.sin^.cosf ' dt r*.sm^.cosi^'
Substituant ces valeurs dans la formule qui donne (s^V)^ et ajoutant, à cause de la constante ^ qui
entre dans l'expression de sin Vy le ternie (^,A) . ^ ;
on aura
, i / M , db , db\ dg
M f db , db . dh\
j-.siiif.cosv dt^ * ^ * ' da ^^^ ' d^ ^ '
e reste plus qu'à substituer les constantes a, k, p, ' à la place de b dans cette formule. Faisons d'abord ■.a, nous aurons
da , da , da . rdr
^ fx.— 4-r.— 4-z.— W- ^'— '^'*
/• rdx—uir \
( dt 1 , rf*.
Vr'.siii^.coj*'/ dt
ade plus (ti,a)^o, (^,a)=îOî par conséquent
comme^^ — -^ , on aura
isons b =k î rarbitraire k étant fonction âec, t^, e*,
dh , dk , dk ^■^+^-^, + "-^=*»-
ùllears (a,k) =; o et {^,k) = o; la formule qui
donne (gTf A:) se réduit donc à
mais *• = c^-{- c^* H- c"% d'où l'on tire
-^ sssin^.{x.cosaL^jr.sineL);
OU bien, d'après la valeur de cos p trouyëe précé*
demment,
dh -^ srr.sin ^.cos 9 ;
par conséquent
Cherchons la valeur de (g,ç)f et pour abrégeriao lieu de faire b =z^ dans la formule (d) , obserYons
que Ton a cos ^ = t » par conséquent
(g,«p)=(g,*).g+(ff,c).g.
Il est aisé de se convaincre que {g,c) =o; nous avotf trouvé {g,k) = — I ; donc on a
Cherchons la valeur de {g,^); ^ étant fonction ied et c", on a •
jviais il est aisé de se convaincre que l'on a
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^O'V r.sin^.cosv ^ vr' ^ dp^
La valeur de tang â& = r donne ^ en la différen-
ciaQt
Substituons ces valeurs dans (£,ct), nous aurons
mais
par conséquent
(ff,a)= — T .( i— i ) I', . . . ^ — .
D'ailleurs les valeurs de c, c^, cf' , n"" 59 , .donnent r » , = — ?7— • d ou il resuite
COS
et comme cz + cy -j- c''jr = 0, n*^ ao , on a enfin
Déterminons la valeur de {g,l), dernière combi- 1 (Edison qui nous reste à considérer. La constante / peui
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être regardée comme fonction des variables r et ^ , et des arbitraires a et k; nous aurons donc par con-^ sëquent
et comme (gfa)=:o et (g,A:) = — i, cette valeur 8e réduit à
Puisque rne contient pas les variables ^^yj'jf z^, la valeur de (g^r) sq réduit à
Le second terme est nul dq lai-méme, puisque Ton a
et que nous avons vu que Ç étant fonction de c, c'^ è\ la quantité \r^^ -}-j-,^ ^^.-^ était nulle. Une
nous reste dônô à former que la quantité (a,r).
^ N da ^dr ^^ da *^dr ^^ da dr
^'^'^^— j^-Âï ^" 5^; ^^ dz; dz
c V. *•* ^ da da (/a dr dr .dr i
Substituons pour ^, -^^, ^, ^, ^et^ leurs valeurs, on aura
Ainsi donc
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r conséquent
dl
/ 7\ ^ dr dl àg dl « ds
^S.l)^^^'^Tt'drTa-Tk='^''^Ta-'
dk'
)ur -r et -77 on substitue leurs valeurs tirées de
aa ab
lation (B') du n* Sg , et de la septième des équa- 5(B) du même numéro^ diflFérenciées par rapport > constantes ^ et en y regardant e comme fonction et de A: ^ on trouvera, toute réduction faite ^
ar conséquent
I . Rassemblons les valeurs des quinze quantités nous venons de déterminer, nous aurons
:) = o, {a,<p) =zo,(a,a) = o, (a,g)=o, (a,/)=j2a% ) = o, (Z,(p) =o,(/,a) = o, (/,g) =o, )) = o, (k,a) =o, (k,g) —t,
^ Ar.sm ç
lans la formule générale (i), on met successiveit £Z , /, A: , g, a et ^, à la place de a et b, et qu'on ibstitue ensuite les valeurs précédentes, on aura r déterminer les variations de ces six quantités
dK
da
r-, C08 ^ û?Il , . 1 rfR t .
Jb. 8in ^ dg t.sinp dm
42* De ces formules il est aise de conclure cellesqni se rapportent à la variation des six arbitraires que nous avons considérées dans la théorie du mouve* ment elliptique ; il suffit pour cela de remplacer les constantes lyk, g par leurs valeurs en fonction de ces arbitraires. Nous avons supposé, n*' 2^ et 5g,
n étant par hypothèse égale à a"*.
On tire de là en différenciant |i^
dezzidùù^n.dl . -^^ .da.
Quant à la valeur de diw, remarquons que nous avons désigné par g, n^ Sg, l'angle compris entre la lig^^
des nœuds et le grand axe de l'orbite; cù est Fangle
<{ue forme ce même axe avec une ligne fixe menée
<}ans le plan de cette orbite : on aurait donc dûù = dg
^i la ligne des nœuds ne faisait aucun mouvement
pendant l'intervalle de temps ^^; mais cette droite
<^bangeant à chaque instant de position y il est clair
^ue dcù est égal à dg^ plus le mouvement des nœuds
projeté sur le plan de l'orbite; on aura ainsi ^ aux
q^nantités près du second ordre,
dûù^ssi dg^ cos tp.dcL.
LaquantitéRpeut être considérée, soit comme une Jonction des arbitraires a, l, k, g, a, soit comme une fonction des arbitraires a , i,e, co et ol: on a donc, en la. diflFérenclant dans ces deux hypothèses, l'équation identique
^.da+-^.dl+-.dk+^.,dg+^.d^
Substituons dans le second membre, à la place de éyde, da>, leurs valeurs précédentes, et égalons ensuite de part et d'autre les coefficiens de da,dl, dk,dg ^tdcL, nous aurons
dK __/dK\ i^ê^ f^_? (i— #) dR da \daj Txie 'de a * a * dm*
dK cm
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rfR dR dh
dg~ dt ^ dé,^
dK
dR' /dR\ , dR , ^ d
SI l'on substitue ces valeurs dans les formules (o)^ • qu'ensuite on substitue pour da^ dl, dk, dg ^^t dct leurs valeurs résultantes dans di^ de et dcù ^ f^n aura^ pour déterminer les variations des six él^ïmens de l'orbite elliptique, en observant que;z*=::a ^,
et que A= \/a.(i — e*), les équations suivantes da=i2a^n.-y-.dty (t)
an
.j/i — e* rfR
rfa= ^-T= . -zïr^dt^ (5)
rf(p= ^.=^ . --r-dt. (6)
43. Nous voici donc parvenus à exprimer les variations différentielles des élémens de l'orbite elliptique . par les différences partielles de la fonction R relatives à \ ces mêmes élémens, et multipliées par des coefficiens ^ qui ne renferment pas le temps. Il suffira donc, pour • avoir leurs valeurs finies, de différencier par rapporta
te
ces elémens chaque terme du développement de R , et
de Tintégrer ensuite ; avantage précieux qui résulte
de la forme particulière que nous avons donnée aux
expressions de ces variations.
La constante arbitraire e étant toujours jointe à
l'angle nt, on a-j- = —y-, d'où Ton tire -j-.ndt=^dfK,
^ ' dî ndr dt
la caractéristique d' désignant une différentielle relative au temps t, prise en ne faisant varier .if qu'autant qu'il est multiplié par n ; les valeurs de da et de de deviennent ainsi
da:=:2a'',d'K,
€5?€=— ^-~^*.(i_ V^i— e*).'/R-a7*. V/ w*-^- dt.
On peut employer indifféremment ces expressions ou oclles dont elles dérivent.
Nous avons supposé /ï = a" »; on aura donc en diff<erenciant
'dn=:^5an.d^R. (7)
^ette formule donnera en l'intégrant la valeur qu'il
^ut substituer à la place de n dans les formules du
^Oiouvement elliptique. Or en nommant ^ la longitude
l Moyenne de la planète m, on a 0 = /2^ + é, et par
conséquent
d^=ndt'+' tdn + de ;
expression dans laquelle il faut remplacer^^Ai, dt^ar leurs valeurs. Mais il y a ici une] observation essentielle à faire, c'est que, dans la différence partielle de R, ^lative à a ; on peut se dispenser de faire varier la ,
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quantité n qui dépend de a. En effet , R étant fouction de /!/ -f~ ^9 donnera , à raison de layariationden,
le tenue -j-. ^X > ^* valeur de ds renferme le terme
— ^a^.-^.ndt. La variation de n y introduira donc
le terme — aa* . --p • ^ j- . /irfi^ ; par conséquent la variation de la longitude moyenne sera^ à raison seulement de la variation de n,
d^z=z tdn — 2a*. -^ .-r-.ndt.
Si l'on substitue pour dn sa valeur, et qu'on re-
dn 3 /» - dK j^ jtT%
marque que ^= . - et -^./ia^=rfTl, on verra
que cette expression se réduit à zéro. D suit de là que dans la valeur de d^ on peut omettre le terme fofo, pourvu qu'on regarde n comme constant dans la dif- j férence partielle de R prise par rapport à a. On aura donc ^=fndt + 6 pour l'expression dé'la longitude moyenne dans le mouvement troublé, et toutes les formules relatives au mouvement elliptique auront également lieu dans le cas de Fellipse invariable et dans le cas de l'ellipse troublée, pourvu qu'on y chaugc nt en fndty et que l'on détermine les élémensdc l'ellipse variable par les formules précédentes. Cette manière d'exprimer le moyen mouvement a l'avantage de faire disparaître les termes qui se trouveraient sans cela multipliés par le temps t hors des signes sinus et cosinus. Si l'on fait ^ •= fndt^ on aura d^ = ndt } et en substituant pour n sa valeur tirée (te
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ition (7), et intégrant ensuite, on trouvera pour miner la variation du moyen mouvement la aie
Ç= — 5 . ffandt . d'K. (8)
. Les formules (5) et (6), qui donnent les valeurs \ et de d^, contiennent au dénominateur le sinus ngle (Pf quantité très petite lorsqu'on suppose inaison de l'orbite sur le plan fixe peu considé- , et qui devient nulle lorsqu'on rapporte la position planète au plan de son orbite primitive , comme le ferons dans la suite. On peut éviter cet incon- ,'nt en substituant aux arbitraires ^ela, qui reintent l'inclinaison de l'orbite et la longitude de lœud ascendant, les quantités tang ^.sin et et ^.cos CL qui en dépendent. En effet, si l'on fait
^=tang^.sin a, ^= tang ^«cosa,
ura en différenciant
Dn considère R comme fonction de ^ et fit, et en* \ comme fonction de p et q^ on a l'équation idene
dR , , rfR j^ dR 1 , oR f"
substituant pour dp et dq leurs valeurs, et en ant de part et d'autre les coefficiens de d^ et de ^(p, :rouve
dR _ dR dK
'SÛ-^^'lf^P' dq '
dK __^ sîn a du cos et dK dç "^ cos'* ç * dp cos* ^ * dq'
Si Ton substitue ces valeurs dans celles de dct et de d(p ; qu'ensuite on substitue les valeurs résultantes dans dp et dq, et qu'on néglige les termes du second ordre par rapporta^ y ou bien qu'on fasse ^ = o, ce qui suppose que Ton prend pour plan de projection le plan même de l'orbite de m ^ on aura
, an «R j^ ip \
Ces formules^ jointes aux quatre premières du n*^4^; sont celles dont nous nous servirons désormais pour déterminer les variations des élémens de l'orbite el* liptique, et nous en conclurons d'une manière très simple toutes les inégalités du mouvement des planètes.
Si Fon supposait enfin
^'=;sin^.sin a, ^'=:sin ^«cosa^
on trouverait , par une analyse semblable à la précédente,
, f an, cos a> dR ,, dp' = \ . -j-.dt,
, / an. cos^ dR j^
ag :=: — — == . -j-Mt.
^ V/i— e» dp
rmulessont rigoureuses, tandis que les précéne sont qu'approchées; elles se confondent les quand on suppose (p une très petite quantité, général , on peut observer que la disposition des les précédentes dépend uniquement des arbi- ; que l'on a choisies , et peut varier par conit d'une infinité de ni^nières. Si l'on prenait constantes arbitraires les cinq quantités â^, ^9 ^9 tle demi-paramètre A*au lieu deTexcentricitée, tuverait pour déterminer la différentielle de k
dk = -r- • dt + -y- • dt*
formule nous sera utile dans la suite, aurait des formules plus simples encore que que nous avons développées dans le n* 41 > et qui înt l'avantage de ne contenir qu'une seule diffépartielle delà fonction R, en prenant pour cons- > arbitraires les cinq quantités /i , ky l, a^ ^, du. , et la quantité ca du n® ^2. On trouverait sans ilté, pour déterminer les variations de cescons- }, les équations suivantes :
=z2a*. --Tj .dt , dl=i — 2a*. -r- .dt,
z=^.dt, dca^-^^^.dt,
= 7 — : •"7~»«*> a^= — r — i — . -j-.at.
Oa aurait encore ,n* i8, des formules dont chacune ne contiendrait qu'une seule différeutiell^ partielle de R, en prenant^ pour constantes ar-* bitraires , les valeurs des trois coordonnées cs^
jr^ Zf et des trois vitesses^ -^ , -4^, ^ de la
planète^ relatives à une époque déterminée, par exemple, à l'instant d'où l'on compte le temps /•
46. Considérons maintenant, d'une manière géné^ raie , les diverses formi|^es que nous venons d'obtenir. La fonctionR, dont les différences partielles entrent dans ces formules, est une fonction donnée descocMrdonnées ,r,j*, z de la planète troublée, et descoordoo' nées x^,yy z\ etc., des planètes perturbatrices. Cette fonction est du premier ordre, par rapport aux masses de ces planètes; de sorte que si, dans une pre^ mière approximation, on néglige les puissances des masses perturbatrices supérieures à la première, : il suf&ra de substituer dans R, à la place des coordoo^ x nées XyjfZjx'yj'j z', etc. , leurs valeurs relatives au mouvement elliptique. R devient alors fouctioa du temps / et des élémens a, g, e, é» , ;?, qr, a', é', é^ o)', ^', q' y etc., des orbites des planètes m, ni ^ etc., et l'on peut toujours supposer cette fonction développée en série ordonnée par rapport à t. Nous donne* rons dans le chapitre suivant le moyen d'effectuer ce développement; il suffit ici seulement d'en concevoir la possibilité. 11 suit de là que si l'on désigne par F le premier terme de cette série, c'est-à-dire le terme indépendant de ^, F étant une fonction connue des élémens de la planète troublée et des planètes
l^rturbatriceS; il en résultera dans les variations des 9emens a, è, e, etc.^ des termes proportionnels à élément du temps , lesquels produiront , par Finté- ^ation dans les variations finies de ces élémens , des jermes croissant comme le temps , et qui seront inlépendans de la position des planètes 172, m^^ m", etc., lans leurs orbites. Si l'on substitue donc F à la place le R dans les formules (i), (2), (3), (4), (g), (10), at qu'on observe que la difierentielle de F par rap- ^rt à nt est nécessairement nulle ^ on aura, pour Aétermiaer ces termes, les formules suivantes :
dazszo,
de=-f2d^J=i'.f.rf,,
y/i—é'dq '
f an dF .
Les variations déterminées par ces équations ont été nommées inégalités séculaires , parce qu'elles croissent ^Vec une extrême lenteur. Quant à l'autre partie de ai variation des élémens elliptiques de /ti , on les déter- ^oinera au moyen des formules de l'article 42 , en ne Conservant dans le développement de R que les tonnes que nous y avons négligés.
Tome I. 2a
L'introduction que nous avons proposée n*^ 44 ^^ quantités ^ et ^^ à la place des variaMes ^ et à qui déterminent la position du plan de l'orbite de fn, mérite une attention particulière. Cette transformation de variables semblables à celle dont nous avions fait usage , n® 54, livre I, et dont nous avons indiqué l'utilité pour la théorie de la libration de la Lurc, a l'avantage, dans la question qui nous occupe, de réduire les équations dififérentielles qui déterminent les inclinaisons et les longitudes des nœuds d'un système d'orbites, à la forme d'équations linéaires à coefEciens constans dont le nombre est double de celui des corps agissansdu système, ce qui facilite extrêmement leur intégration. On peut appliquer une transformatioa analogue à l'excentricité et à la longitude du périhélie et faire disparaître ainsi du dénominateur des valeurs de de et dco , l'excentricité e qui , relativement aux planètes, est toujours une très petite quantité. En effet, si l'on suppose
b=:e.sinci>, c==e . cos4»> j
on trouve , en opérant comme dans le n* 44 >
/•^— dF ; / ; dS ,,
db=an. y i-^ô^—c^.'^.dù, dc=±i^an.y i — **— c'.jj'^'
formules qui^ dans la théorie des variations sécû" laires , ont sur celles qui donnent directement tfe ^^ dco y les mêmes avantages que nous avons indiqua plus haut relativement aux équations (9) el (lo)*
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Nous développerons , dans le chapitre suivant , les annules précédentes; nous déterminerons ensuite , en fs intégrant, les variations finies des élémens des rbites planétaires, et nous en déduirons, par des pproximations successives, les différentes inégalités es mouvemens des planètes avec toute l'exactitude u'exige la précision des observations modernes .
ma..
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CHAPITRE VII
Développement des formules qui déterminent b variations des élémens des orbites planétaires y i relations qui existent entre les inégalités sécut laires de ces élémens.
47. Nous venons de voir qu'en vertu de l'action ré* cîproque des corps du système solaire , lesëlémensdes orbites des planètes étaient soumis à deux espèces de variations distinctes. Les unes^ indépendantes de la configuration de ces différens corps et de leurs positions respectives , qui reviennent les mêmes après de courts intervalles , peuvent croître indéfiniment avec 1 le temps, ou être assujetties à des périodes quileor j sont propres, mais dont la durée est toujours extrêmement longue. Les autres, au contraire, dépendent uniquement de la position des planètes, soit entre elles, soit à l'égard de leurs nœuds et de leurs aphélies, et reprennent les mêmes valeurs toutes les fois que la disposition générale du système redevient la même.
Ces dernières ont été nommées variations pério^ diques. Les élémens de l'orbite , en vertu de ces inégalités , ne font qu'osciller entre des limites qu'elles ne sauraient dépasser; leur effet est de changer i chaque instant la position' qu'aurait la planète dans son orbite supposée invariable, mais la stabilité du système du monde n'en peut être altérée.
Les premières^ qui sont en même temps les plus nportantes et les plus difficiles à déterminer , ont été ppelées variations séculaires , parce que leurs ac- *oissemens étant extrêmement lents, ce n'est qu'ares un grand nombre d'années que leur effet peut î manifester. Elles font varier de siècle en siècle , et ar degrés insensibles; la figure des orbites et leur osition dans l'espace , de sorte que , comme leur acon est permanente, et continue, il est impossible e décider à priori si la forme générale du système lanétaire n'en sera pas à la longue entièrement bouîversée.
Il faut , pour résoudre cette importante question t^ txaminer avec soin les valeurs finies de ces variations, valeurs qu'on obtiendra, comme nous l'avons dit, en ntégrant les formules du n^ 4^' Cette intégration , 1 est vrai, est impossible en général dans l'état actuel de l'analyse, et il est, par conséquent, imposable aussi d'avoir rigoureusement les valeurs finies îes variations des élémens elliptiques ; mais le peu . ^excentricité des orbites des planètes, et la petitesse « leurs inclinaisons mutuelles , permettent de détertuuer par des approximations successives leurs va- Burs approchées, aussi exactement qu*on le peut ^«sirer.
48.|Pour le faire voir, et pour calculer généralement autes les inégalités que l'action mutuelle des planètes peut produire dans leurs mouvemens , il est nécessaire de réduire en série la fonction que nous vons désignée par R. Occupons-nous donc d'abord le ce développement. En ne considérant que l'action
34a THÉORIE ANALYTIQUE
d'une seule planète perturbatrioe m' sur m, on a
L'actioi^ des autres coi'ps w'', m'", etc., introduit dans cette fonction des termes semblables.
Désignons par r, le rayon vecteur de m projeté sur le plan des xjr , et par i^^ l'angle que fait ce rayon avec Taxe des x; désignons de même par r^ le rayon vecteur de m' projeté sur le même plan ^ et par v\ Tangle que forme cette projection avec l'axe des x, nous aurons
op = r^ • cos v^ y jr ^sn F^ . sm i^^ , aî'= r/. cos «/, /'= r/. sin^^/.
Si l'on substitue ces yaleurs dans la fonction R; elle devient
Les excentricités et les inclinaisons mutuelles des orbites planétaires étant de très petites quantités, puisque ces orbites s^éloignent peu de la forme circulaire^ et que leur plus grande inclinaison à l'édiptique ne surpasse pas 7*, si Ion développe la fonction précédente en série ordonnée par rapport aux puissances et aux produits de ces deux élémens, cette série sera nécessairement très convergente. Cela posé, choisissons le plan fixe des x^jy qu'on est libre de prendre ^ VQlonté, de manière que les inclinaisons des pr- |
tes sur ce plan , soient peu considérables ; les valeurs îs ordonnées z et z' seront très petites, et en dëveppant dans cette hypothèse la fonction R^ on ira
'•/' ^'•/* 2.[r;«-.r/;.cos«-v,)+r/F'
-etc.
apposons^ pour un moment, les orbites circulaires, t couchées toutes sur le plan des xy , çn désignant ar a et a' les distances moyennes des planètes m et ni u Soleil, et par nt^-^^e et rit^j^e' leurs moyens Giouvemens autour de cet astre , nous aurons
!t si l'on nomme R^ ce que deyient, d^ns ce cas , la valeur de R, Qn a
a 5=771'. I [a'»-2aa'.cos (zi'^-n^-f 1 -i)+a*]"*- -^ . cos (7i'*-n*+ l'-i) | .
Nous démontrerons toutàlTieure que toute fonction
ie la forme (a'* — 2aa^ . cos ^ + û*)"^ ^ P^^* toujours 5e développer en une série procéiaant suivant les 'Osinus de Tangle <p et de ses multiples : soit donc
on aura
I\.= -.2.A«.cost(«'<— nf+s'—ê)-
4- (a/')- -^\ cos(n ^71^ + « -i) + A^CO . cos -iin'tr^nt + f '-i) + etc.
Si l'on observe que les arcs négatife ont mêmes cosinus que les arcs positifs correspondans^» on pourra représenter , pour abréger , par
-.2.A^*\cosi(7i'< — Tî^+e' — e)
la somme de tous les termes de cette série. Le nombre i devant prendre toutes les valeurs entières positives i
ou négatives comprises depuis /=o jusqu'à ï=:±-, \
en ayant soin de faire A^~*^ = A^'^ j et le coefficient : A^'^ étant donné par l'équation A^'*^ = A/'^ toutes les fois que i est un nombre quelconque différent de
l'unité , et par l'équation is^'^zzzh.^^ -^ quand i=:i*
Cette manière très simple de représenter une série procédant suivant les multiples du cosinus d'un arc donné et composée d'un nombre indéfini de tenneS;| est fort usitée dans toutes Içs branches de l'analyse, et elle, est d'un usage très commode dans la théorie du système du monde^ où l'on a souvent de pareilles suites à considérer.
La valeur précédente de R^ deviendra ainsi
Revenons maintenant aux orbites supposées peu xcentriques et peu inclinées les unes aux autres. On Lura dans ce cas, d'après les valeurs du rayon vecteur 5t de la longitude vraie dans l'orbite elliptique, développées n° 25,
en représentant par w, w', v, v' de très petites quandtés dépendantes des excentricités et des inclinaisons. Si Ton substitue ces valeurs dans la fonction R , et qu'on la développe par rapport aux puissances et aux produits de m, v! j Vj v\ z et z', il sqffira de remplacer ensuite ces quantités par leurs valeurs pour avoir une série ordonnée par rapport aux puissances et aux produits des excentricités et des inclinaisons, comme Dious nous le sommes proposé. Mais la substitution ^ne nous venons d'indiquer revient évidemment à ionner aux quantités a, a% nt^e, r/t^j^ a^ qui entrent dans la fonction R^ les accroissemens au, a^iê, V et V* y et à joindre à la fonction qui en résultera les termes du développement de R dépendans des variables z et z. Si l'on fait donc
[a'» — aoa' . cos (jit — ref + «' — «) ~f" ***]" ' — i . B^o) + B('>. cos (n't — nt+ «' — 0 H- B^'J . cos a (n'i — nt + t' — ê) + etc, = - . 2 , B« cos i {n't — ni + t'—f),
a dA'CO a dA'CO
-*- - . ■ t ,cos (p— - . 4 ,cos 2^ — etc.
ou bien , en mettant pour V""î et V""'""" leurs valeuis en série ,
ffC»)
i.A'CO+A'C0.cos(p+A'C*).cos2(p+etc.+(a«— a'*)/i.
+ B'CO . cos f + B'CO . cos 2^ + etc.)
I a dA'^^^ a dA'CO a dA'CO
!:i s aa H aa s da
d'où l'on tire généralement par la comparaison des termes; affectés de cosinus semblables
OU bien, en mettant pour B'^'^ sa valeur donnée par la' formule (b)^
dA da
Si l'on différencie successivement cette équation par rapport à a , et que dans les équations résultantes on
substitue pour --^ — et — ^ — leurs valeurs déterminées par la formule précédente, à mesure que o» quantités se présenteront, les différences successives de A'^'^ se tl*Ouveront toutes exprimées en fonction de ^/(O^ ^/o-+-.)^ A'^*-^»^ et nous avons déjà vu comment on déterminait ces valeurs.
Voici donc la fonction R développée en série pror^ant suivant les puissances et les produits des {miantités très petites w, //', veti/, z et z', et il ne reste >]u$ qu'à montrer comment se forment les quantités \9\ B('^ qui entrent dans ce développement ainsi que leurs différentielles successives.
49* Pour cela^ considérons généralement la fonction V"';;=(^'*-»-2aa'.cos ^-f-a*)""', et supposons que le développement de cette fonction en série suivai^t les cosinus de l'angle <p et de ses multiples soît
V-'=i A'^*^+ A'^'^cos (p+ A'^*\cos 2<p + etc
les coefficiens A'^°^, A'^*^, A'W, etc., étant des fonctions dé a, a^ et de s.
Si Ton différencie par rapport à (p chacun des termes de ce développement , on aura
2s.aa'. sin <p , V"' ^* = A'^'\ sin <p + aA'^*^. sin a^+etc.
Multiplions par V les deux membres; de cette équation, et substituons ensuite pour V^' et V leurs valeurs, nous aurons lequation identique
2s,aa'. sin (p. ( ^A'^^^+A'^'^cos (p + A'^*\ cos 2<p 4" etc.) =(a*-2««'.cos(p-|-a'*).(A'^'\sin(p-|-2A'^*\sîn2(p+etc.);
d'où Fou tire, en développant et comparant les cosinus semblables,
Oa aura par cette formule A'^*^, A'^^\ etc. , quanc^^ A'^*^ et A'^'^ seront connus.
Supposons maintenant
V-*-' =^B'^«5 +B'^'\ cos (p +B'^*^cos 2^ + etc
Si Ton multiplie par a'* — 2aa'. cos (P'+'a* les de^r^x * membres de cette équation , et que pour V""' on subs* titue sa valeur en série , on aura
1 A'W + A'f'>. cos(p4- A'W.cos 2(pH-etc.
=(a«— 2aa'.cos(p+a')(- B'^°^4-B'^'^-cosf +B'C*).co$2(p + etcA
et en comparant les coefBciens des cosinus semblables, f on trouvera ^
mais il doit exister entre les coefficiens B'^'""'^, B'^*^, B'O+0 des relations analogues à celles qui existent entre les coefBciens Af^^"''^, Â!^^, A'^*"^*\' la formule (a) donnera donc, en y changeant s en ^+i et i en i+i>
" (i — s).aa
Si l'on substitue cette valeur dans l'expression pr çédente de A'^'^, elle devient
Cette équation donne, en y changeant i en t-f- 1,
d'où Ton tire, en substituant pour B'^*"**'^ sa valeur précédente,
Si l'on élimine B'^'"*' entre cette équation et l'équation (i),, on aura
B'co = -i ;rT, — ïsr-^ ; (A)
ou bien, en substituant pour A'^*"^'^ sa valeur donnée par la formule (a),
Bco=..i — —— (^^^ir^r--^ • (^) .
On déterminera au moyen de cette formule les valeurs de B'^°^, 3'^*\ B'^»>, etc., loreque celles de A'^*\ A'^*^, A'^'^, etc. , seront connues ; et comme celles-ci i-;Mfsont données par la fortntde (a) lorsqu'on connaît les valeurs de A'^''^ et A'^'^, il ne nous restera plus que ces deux quantités à déterminer.
5o* Pour y parvenir, nous feroos usage de la méthode très simple que nonsavons déjà employée dans le n^ ^5 et qui s'applique à tous les cas analogues. Elle consiste à exprimer le cosinus qui entre datis la fonction Y en
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exponentielles imaginaires et à ]^ développer ensuit^
On a , n* 24, cos (p= ; on aura do^
Y = a'^ — aa'. {c^^~' + c"^ ^^)+a^ on peut £>^ conséquent regarder V comme le produit des! de \j:
facteurs a' — a.c^^'^^ et a'— -a.c"^^""* , de sorfe qu'on aura généralement
Si l'on développe séparément chacun des facteurs d« second membre , on aura les deux séries
"^ TîTs «'^-^-^'^ -t-etc,
^ 1.2.3 a"-*-^ -t-eic.
Si l'on multiplie ces deux séries l'une par l'autre, et qu'on ordonne leur produit par rapport aux puis^
sauces de c^' ^^^ et de c'^'^ ' ^'^^; que l'on substitue
ensuite 2 cos (p à la place de c^' ^""' +c"" ^' *^^ y et
en général 2 cos /(p à la place de &^' ^^^J^c^^^* V""'; la valeur de V""' se trouvera exprimée^ comme il est facile de s'en assure^, par une série de cette forme; ^Co)_|. 2^(0. cos ^-f- 2A:^*^. cos 2^ + etc. On aura donc ainsigénéralement A'^*^=2À'^'^j eten supposant iaso et /= I y on trouvera
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Ces séries seront convergenles toutes les fois ^e le tapport — sera moindre que lunîté. Or, comme on
Cm
peut regarder également la fonction V comme le produit des deux facteurs a' — a.c*^' ^""^ et a' — a.c""*^ *^""%
ou des deux facteurs a — a\c^' ^""' et o^ — a'.c""*^ * ^^\ il s'ensuit qu'on pourra changer dans les séries prétîédentes a en a'^ et réciproquement. On choisira donc pour déterminer A'^*"^, A'^*^, celles de ces séries où la plus grande de ces deux quantités entrera au dénoniinateur.
5 r . Pour rendre ce qui précède applicable à la question quinousoccupe , il suffira de faire ,y=- , ^= - dans
les formules que nous ayons trouvées, et de supposer que les quantités que nous avons désignées par A^^"*^, A'CO^ A'^*^ etc., deviennent A/'^^ Ay\ A/*\ et que celles que nous avons nommées B'^°^, B'^*^, B'^*^ deviennent gCo)^ B^i)^ B^o^ etc. ; mais, dans ces deux cas, les séries précédentes sont peu convergentes; elles le deviennent
davantage lorsqu'on suppose j* =±= — - ; et si l'on fait
V ^ = (^, a!) + (^^ ^)'' cos (p 4- (^, a')", cos 2(p -f- etc. ,
on trouve , pour délerminer {a^a*) et (a,a')\
a /»» /f 1\* iTr4
On aura par ces se'ries les valeurs de {a,a') et de (a,fl')' avec tel degré de précision que Ton voudra. Dans la théorie des planètes et des satellites^ il suffira de prendre la somme des onze ou douze premiers termes^ et Ton pourra négliger les suivans ; bu plus exactement^ comme ces termes approchent ensuite de plus en plus de l'égalité , on les sommera comme une pro-
gression géométrique dont la raison serait i — -7» 5
les valeurs de (a,a') et de {a,a^y qui en résulteront seront exactes, à la sixième décimale près^ ce qui est plus que suffisant dans tous les cas. Lorsqu'on aura déterminé ainsi (a,a') et (a,a!y, on aura par les fiwrmules (b) et (c) , avec le même degré de précision, les valeurs de A/**^ et A/*^ Si l'on fait dans la première
^=5;— - et 1=0, elle donnera 2 '
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tang^ s= \/p* -|- 7", tangee&s-.
Dn aura de même
tangf'= \/p'^+q'\ tangct'ss^î.
On aura ensuite
Comme la fonction R ne contient que les carrés et les produits de z et z' et que p 9 (]f p' eX (f , sont des quantités de l'ordre des inclinaisons ^ et 9' ^ il suffira de substituer à la place de x elj , x' et y dans ces équations , lèilr^ Valeurs indépendantes des excentricités et des inclinaisons : on a dans ce cas
aczsza . cos (wi «4- 6 + a), j'zssa . sin(7ii-f-€-f-A)^ ac^sr: a', cos {nft+e'+ et'\ f;=:z a' . sin (/l'^-j- g'+a');
ce qui donne par conséquent ,
q . sin (/zi -I- € -f- a) — ;? . coi(nt + € + a) ,
f-= /. sin (/»'/-+- «'-+- «t') — /?' , cos(/i'i+6'-+-ût') .
Si Fon substitue 6es diverses valeui*s dans l'expression de R du n® 48 etqu'on ne conserve que lepremier terme lu développement, c'est-à-dire le terme indépendant les angles^/ et n't^ on trouvera pour la valeur delà Quantité que nous avons désignée par F dans le n* 46
£t sironfaiU=:— -, i^ i dans U fommle (c) , ou
aura
On déterminera ensnîte par la formule (a) A*^, en ftiDction de A*"^, et de A^''^ , quel que soit le nombre î, et l'on en déduira B^'^ par la formole (c*). Si dans les expressions de B^"' et de B^'', trouvées de cette manière, on substitue pour A'"', et A'*'^ leurs valeurs précédentes, on aura les formules très simples
, ^.(»,a-) gf„^z±ktsy — (^•-«•)" («■•-«■)■•
5a. Voyons maintenant comment se formeront les ■^fférences successives des quantités A^"*^, Af^'^r etc., Wf-"'', Sf-'^f etc., que nous venons de déterminer, tant jMr rapport à a que par rapport à a'. Pour cela reprenons l'équation générale
r- V-'=- l.At''> + A'('î.cosç+AW.cos 2^ +elc.
'■ fi' on la différencie par rapporta a, en observant que
sÊ-a=sa.(a— d'j.cosf , on aura
?- (a— d'ECUs ?>.V ' «sz- . -3—- 1— ^_.o09Ç) "■ ~»^.oo8a9+etc.; ['équatiou V s= a'* — - 2<2a'. cos 9 «-f- a* donne - ■ *"" ; ou a donc ainsi
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+fC"'-(^)+i---(^')]--
+-T- . ad . Bt') . (/y>' + ç^')-
Sî dans cette expression on fait A^"' = A,W et A^''= A/'' r^, et que pour A,^°ï, A,t"î et leurs différences partielles , on substitue leurs valeurs en B'^"' t B^'^ doniiées dans le n* 5a, en remarquant qw l'on a
. fdh.yr\ , I „ /^A,f)\ /'rfA,t"\ , I , /(^A.y\i = -.i«i'.BW_(o'+o") .BW = — -.»
Revenons maintenant aux orbites supposées peu Lcentrîques et peu inclinées les unes aux autres. On ira dans ce cas , d'après les valeurs du rayon vecteur t de la longitude vraie dans l'orbite elliptique^ déeloppees n° 25,
o représentant par w, u\ v, v' de très petites quan- Ltés dépendantes des excentricités et des inclinaisons. >i Ton substitue ces valeurs dans la fonction R , et p'on la développe par rapport aux puissances et aux )roduits de u , vl, v, v', z et z\ il sqffira de remplacer msuite ces quantités par leurs valeurs pour avoir une série ordonnée par rapport aux puissances et aux produits des excentricités et des inclinaisons, comme Qons nous le sommes proposé. Mais la substitution tpe nous venons d'indiquer revient évidemment à îonner aux quantités a, a% n^-f-€, n't^ e! ^ qui entent dans la fonction R^ les accroissemens au^ a'u', ' et v'^ et à joindre à la fonction qui en résultera les îrmes du développement de R dépendans des valables z et z\ Si l'on fait donc
[a/* — saa' . cos (n't — nf + e' — e) + a»]" » — 1 .B<») + B('>. cos (n't — nt-i- i — «) H- B^'^cos 2 («'/ — ni + é' — é) -H etc^ == - . 2 . B« cos i {n't — nt + «'—«)»
le nombre i dans cette série , comme dans la préc( dente , devant s'étendre à toutes les valeurs compris entre «= — ^ et i = ^, en observant que B^~'''^=ff on trouvera par la formule ordinaire du dëvelopp ment des fonctions de plusieurs variables
R = Y-2-A«.cos i{nU — nt + e' — i) + — .tt.S»a.r-^-j,cosi(/i'^ — nt+é'-^ é) -+•— •w'.2.a'/-^7-).cosi(/z'^ — nt^s' — e)
+ ^ • wS :S • a* . (-^ï-) . cos / (n't — nt 4- e'—e) + — .«w.5.aa'.f^^J.cosi(n7 — nt+e' — é) + j.u\:2.a\(^^ycosi{n^t—nt+e'-4 — ~'(^ — v).w.2,ïa.f-^--j.smi [nt — nt+S'-i,
— j . (v'-^ v)* . 2 . i» . A^O . cos i (n't-^nt + e'— é)
77z> • 2s , 3ni . a£ * , .
_ ^l^fl' , 2 . B« . cos i (7i7— n« + 6*— e) 4- etc.
Voici donc la fonction R développée en série proédant suivant les puissances et les produits des uantités très petites w, //', i' et i/, z et z', et il ne reste lus qu'à montrer comment se forment les quantités ^(0^ gco qui entrent dans ce développement ainsi fue leurs différentielles successives.
49* Pour cela^ considérons généralement la fonction ^-'?;=(a'*-r-2aa'.cos ^-f-a*)""', et supposons que e développement de cette fonction en série suivai^t es cosinus de l'angle (p et de ses multiples soit
V-'=i A'(«>+ A'^'^cos (p+ A'^^^cos 2(p -f- etc
3s coeflSciens A'^''^, A'^*\ A'W, etc., étant des foncions dé a, a' et de s.
Si Ton différencie par rapport à (p chacun des termes e ce développement , on aura
s.(w!. sin (p . V""' ^' == A'^*\ sin (p + aA'^*^. sin 2(p+etc.
Multiplions par V les deux membres de cette équaîon, et substituons ensuite pour V^' et V leurs valeurs, ious aurons l'équation identique
î^.W. sin (p. ( -A'^°^+A'^'\cos (p + A'^*\ cos i(p 4" etc.) =5(a'-2««'.cos(p+a'*).(A'^'\sin(p+2A'^*\sin2(p-{-etc.);
où Fou tire, en développant et comparant les cosinus -mblables,
^ w .» ^ ui\
Oa aura par cette formule A'^*^, A'^^\ etc. , quand A'^*^ et A'^*^ seront connus.
Supposons maintenant
V-'-' =iB'^«5 +W^'\ cos (p +B'^*\cos 2(p+elc
Si l'on multiplie par a'* — saa'.cos ^-f*^* les deux | membres de cette équation , et que pour V"" on substitue sa valeur en série , on aura
1 A'^*^ -f- A'^*>. cos(p4- A'^*\cos 2(p+etc.
=(a«— 2aa'.cos(p-fa')(- B'^°^4-B'^'^cosf +B'C«).co$2^ + etc. j;
et en comparant les coefBciens des cosinus semblables^ on trouvera
mais il doit exister entre les coefFiciens B'^'""*^, B'^'^, B'C*+0 clés relations analogues à celles qui existent entre lescoefficiens A'^'-'^ A'^'^ A'^*"^'^: la formule (fl) donnera donc, en y changeant s en ^+i et i en /*+'>
(i — s)Ma
Si l'on substitue cette valeur dans l'expression précédente de A'^'^, elle devient
etc.
On anra ainsi les différences partielles de A^^ et de B^^^ par rapport à a' an mayen de leurs diffé-^ rences partielles relatives à a.
On pent observer encore que les valeurs de A/^ et de B^^ restant les niiémes lorsqu'on y change aena\ et réciproquement^ ces valeurs et cellea de leurs différences successives serviront k la fois dans le calcul des perturbations des deux corps m et m'« Lorsque la valeur de A^9 sera connue , on aura celle de A^^ par l'équation A^^s=: A^^^ i étant un nombre quelconque
différent de Tunité, et par l'équation A^^ssA/^— ^^
i étant ^al à l'unité.
5S. On déterminera donc par ce qui précède les dif* férentes quantités qui entrent dans le développement de R en série. Considérons de nouveau l'expression {générale de ce développement. Four cela , reprenons, la valeur de R du n^ 4^ ^
r^ et r/ étant les rayons vecteurs de m et m' projetés sur le plan des xy ^ çX v^ et vj les longitudes de ces rayons , comptées à partir de l'axe des x. Représen-^ toiis par (r,), {y), (z), et par (r/), {yl), (js!) les parties
des valeurs des variables r^, i^^, z, et r/, s^ ^ , z' qui dépendent dumouvement elliptique ou qui sont dues à la seule action du Soleil , et désignons en général par la caractéristique S" placée devant une quantité la variation finie de cette quantité due à Faction des forces perturbatrices. On aura
Telles sont donc les valeurs qu'il faudrait substituer à la place de r^, p^, 2, etc., dans l'expression de R pour avoir la valedr exacte dé cette fonction ; mais h^^ cTf^,, J^z et <f r'^, cTp';, cT»', soût nécessairement de très petites quantités de l'ordlre ^ed masses m'y m'^ etc., puisque Ces variations sont i nulles quand on fait abstraction des forces perturbatrices; il n'en saurait donc résulter dans R que des termes de Tordre du carré des masses, puisque cette fonction est elle-même du premier ordre par rapport à ces masses. Si l'on se borne donc à considérer les termes du développement de R du premier ordre relativem'ent aux masses perturbatrices, ce qui suffit presque toujours, il faudra substituer seulement dans cette fonction a la place der^, ÏÏi *'/; ^9 ^li ^1j ^ leurs valeurs elliptiques. On aura ainsi II
Désignons par r le rayon vecteur de /o dans son orbite elliptique; par v la longitude de ce ray<»
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lomptée dans le plan de l'orbite .à partir de son inersection avec le plan fixe des x j y\ «t par a la longitude de cette ligne comptée sur ce dernier plan à partir de l'axe des abcisses .5^; en sorte que (r^) représente la projection du rayon vecteur r, et 9^ — et la projection de Tangle (^; nommons enfim^lFindiaaison de l'orbite de m sur le plan fixe; nous ati*^ ions par le n*" ^^y en bornant les approximations aux termes du second ordre par rapport aux eixceD« tricités et aux inclinaisons ,
r^ =: ( r^) = r . (i — — . tang* cp . sin*p) (^^ = {y^ = p -j- et — tang* - ^ . sin 2 t^ ;
Ou bien^ en mettant à la place de r et ^ leurs valeurs données dans le n* 24, ' "*
V=:;»i-f- f+tf-J- a« sin (»<+ 1— 4») -t» -^ «".sin 2 {n^ -f- ç — •)
i étant le demi grand axe de Torbite dé my ePei^ ^ntricite, û) lalongitudedesoif pél^ihélie^€i;'/K'é*4^£ la longitude moyenne de m.
En comparant les valeurs précédentes de r et > à belles que nous leur avons supposées n** 48> savoir y
Hx aura
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Sî Fon désigne pari/, éy n\ %\ â/, a' et (p' parrapport à m' les quantités que nous avons désignées par a^ e, n, i, cùf^detç relativement à m, on trouvera de la même manière
♦^=2.e'.sin(»'/+.'-a.')+7-«'*-Mn2('»'«+«'-«)-lang»V-si«»2(»'**
Enfin on aura pour déterminer z et z' , 1
sspiry. tangç , sinCi'^ — «) et *'=:/^. tang^- • 8ÎD(i^/— •).
Telles sont par conséquent les valeui^ qu'il faudra stibstîtuer à la place de ii, ç,z,ùf, i//z' dans le déve- j loppement de R du.n** ^8, et l'on aura ainsi la valeur de cette fonction exacte^ aux quantités prés du troisième ordre par rapport aux_ excentricités et aux inclinaisons.
Si à la place des inclinaisons ^ et (p' dea orbites de i Tfietdem^ sur le plati fîxe^ et des longitudes « et^ ; de leui^nœuds^ On ve)it intix>duire dans» R les variables p et q que nous avons considérées- n^ 44 > ®* ^^"^ analogues p' et q\ on f^ra comme dans œ numéro ,
p z=z tang ^ , sin a , ^ = tang (p . cos a ^
d'où Tou tire J
If
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tang ^ = V/^P* H- ^% tangats^.
On aura de même
tang f' = Vp" + 7" , taiïg et'ss:|, .
On aura etisoite
Comme la fonction R ne contient que les carrés et les produits de z et z' et que p , q, p^ Gtq\ sont des quantités de Tordre des inclinaisons ^ et ^' , il suffira de substituer à la place de x etjr , x^ et y dans ces équations , lèUn^ Val^rs indépendantes des excentricités et des inclinaisons : on a dans ce cas
^=£ïa . cos («1 -+• ^ H" *)> ^ = ^ • sin(n«-f-€-j-«t)y a/= af, cos (ii'^-l- fi'-f- a')^ jr'ss d . sin Çn't -j- €'+ et') ;
ce qui donne par conséquent ,
-=:^ . sm(nt + €H-a)— )[? . cos (/z^ + fi -+• *) >
fv= /. sin (V^-f «'+ A>) —p' . cos(7i'«-h«'+a') .
Si Ton substitue ées divôrseô valeui*s dans l'expression de Rdun°48 etqu'on ne conserve que le premier terme du développement , c'est-à-dire le terme indépendant des angles n/ et n't^ on trouvera pour la valeur delà quantité que nous avons désignée par F dans le n* 46
36a THÉORIE ANALYTIQUE
,1 ,/éPAC'X-I , , , .
■^i^ . aa' . BO . CV + qq').
Si dans cette expression on fait A^'^zrrA/'^ct
Af 'ï= A/'> —- -^, et que pour A/*', A/'' et leurs diffé-
rences partielles , on substitue leurs Taleurs en B^*^ et B^*^ données dans le n* Sa , en remarquant cpie Ton a
'■{-irJ+i-'X-dirri-'"'-^^-
La valeut* précédente de F prend cette forme plus simple , ^
Enfin y si dans cette expression on substitue pour B^^^ et B^^^ leurs valeurs
on aura • :
On peut encore donner une autre forme à cette expression , en faisant , comme dans le n^ ^6 ,
On trouve alors En substituant à la pUcfi de la fonction F sa valeur
(n) dans les formules (ti) de l'artide 46 ou sa valeur (p) dans les formules ^12) , on aura par la dîfférentiatîon de chacun de ses termes lés variations difTërentielles des élémens de l'orbite de m , exactes aux quantités près du second ordre, par rapport aux excen* tricités et aux inclinaisons, que nous regardons comme de très petites quantités du premier ordre.
Il est bon de remarquer que A/®^ ainsi que les fonctions de a et // qui sont représentées par des parenthèses dans la valeur de F, étant symétriques par rapport à ces deux quantités , cette valeur ne varie pas lorsqu'on y change «, b, c, p, q, en a', b^ , c\ ^', ?', et réciproquement, de sorte que si Ton fait FàÈ= /w' .F', la fonction F' sera la même pour les deux planètes, et pourra servir simultanément pour le calcul de leurs perturbations. C'est d'ailleurs ce qu'on peut conclure à priori de l'expression de R. En effet on a
p^^/ r î xjf+yy'+%z"\
Il est aisé de se convaincre , et nous prouverons dans le chapitre suivant , que lorsqu'on n'a égard qu'aux termes du premier ordre par rapport aux
niasses perturbatrices , la partie — ^ '^.'^ — de
la valeur précédente ne produit dans le développement de R que des termes périodiques , eti siorte que la partie non périodique de R, que nous ftvons désignée par F=t=?n'.F', ne peut provenir que de la partie non périodique de la fonction
è!oii il suit que F^ est égal à la partie non périodique
de la fonction [(x' — ^)*+(j' — jY+i^' — ^YT^ développée en sinus et cosinus d'angles croissans proportionnellement au temps, et que par conséquent sa yaleiu* est la même pour la planète m et pour la planète m'.
54* Après cette digression indispensable sur ledéve-^ loppement de R en série, reprenons les formules générales que nous ayons trouvées dans- le chapitre précédent pîour déterminer les variations séculaires des élémens du mouvement elliptique , et développons les conséquences importantes qui en résultent relativement à la stabilité de notre système planétaire. Considérons un système composé d'un nombre quel- Conque de corps m, ni y rri^ etc. , réagissant les uns sur les autres. Nommons d j V y c\ /?', 9', e' , (a ^ a}^ (ff par rapport à /»'; a^, V y c" , p^' ^q' 9 e", eo\ *"> <p" par rapport à w!' , et ainsi de suite, ce que nous avons nommé a, b, ç, p, ç, e, a>, cl, Ç relativement à m. Substituons pour A^°^ sa valeur dans l'expression (p) de F, et faisons pour abréger ,
{a*+a'^) . (a, a^)+3^,aa .(a,ay 3 . ca' . (a,a')'
en désignant par S la somme de tous les termes semblables aux précédens qu'on obtiendra en combinant entre elles deux à deux et de la même manière les
masses m^ni y nt y etcw , et lès qaantités qai leur sont relatives.
Si Ton substitue L à la place de f* dans les fot'mules (il) et (12) du n^ 4^, on aura des équations différentielles au moyen desquelles on déterminera les variations séculaires des élémens i, Cy p^ y de Torbite de m, causées par l'action des corps /w', ïvt , etc. ; et comme la fonction L est symétrique par rapport à tous les corps du système, il suffira de marquer^uccessivement d'un accent dans ces formules les lettres /w, by Cy py q pour avoir les variations des mêmes élémens relatifs aux orbites de rrl y ni' , etc. En négligeant les carrés et les puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons, et en se rappelant que a'/î*= I , a'^n!^z=z i , etc. , on obtiendra de cette manière le système d'équations différentielles suivant :
db =: — ^ '^ .dty de =— .— ;^. -77-. dt, mya de ' mya ^fo
, I dh 7. j 1 dLt y
ap = ■■=- . -7- • aty aq :=z^^ •— , -7- . aty
mya' ^0' ' rriy d db' * "* ' ^
m" {/a" de' m'y a" dW '
dp^'z^^- , ^ . dty dq^'z:z^ ^^ .^..dty '^ m"\/a\ dq ^ ^ m'y a" dp" '
etc.
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La forme simple et symétrique de ces formules fait connaître plusieurs relations qui existent entre les variations séculaires des élémens dun système de planètes /w, ni y m" , etc. On tire d'abord des équa-* tions précédentes
^.J6+^.dc=o, -.db+-^.dc=o, ^„.db+-„.dc=o,
etc. ,
dh , . dL , dh j , . dh y f dh j g dh , „
etc.
Et comme L est une fonction des variables a, b, c, p, q, a! y Uj etc. , indépendante du temps^ et que d*ail-^ leurs a, a! j a% etc., sont constans, n** 46^ par rapport aux variations séculaires , il s'ensuit qu'on aura dL == o, et par conséquent L = constante, équation qui doit subsister quelques variations que les élémens ^j ^9^9 7> ^'1 ^'^ etc., subissent dans la suite des siècles.
Si l'on multiplie les équations (M) , la première par
m \/a . i, la seconde par, m \/a . c, la cinquième par
iri\/a' .V , la sixième par m Sjci . t?', et ainsi de suite^ qu'on ajoute entre eux ces différens produits, on aura
my/a^hdh^cdc^-irrfi- \/'^.(^b'db'+c'dc')+m" \/^.{ydb''+c''dd') dh dh * , dh f dh ,g dh I, dL ,
U est aisé de se convaincre que le second membre de cette équation est nul de lui-même par la nature de la fonction L. Si l'on observe donc que les demi
grands axes a, ci y d* etc.^ sont constans et quô j&*H- c* = e* , A'* + c'* = a'* , etc. , l'équation précédente donnera en l'intégrant
m y/a . e*+/ii' \/a! . c'*+ nf \/^ . «'••+• etc. s= const. (
C'est-4i-dire que la somme des masses des différens corps du système^ multipliées par les racines carrées des demi grands axes et par les carrés des excentricités de leurs orbites^ sera la même dans tous les temps. Si l'on suppose donc cette somme très petite
à une certaine époque et tous les radicaux \A;
s/ a! y etc., de même signe, elle demeurera toujours peu considérable. Nous Terrons bientôt que cette remarque assure relativement aux excentricités des orbes planétaires la stabilité du système du monde. Si l'on multiplie les équations (M), la troisième
par m \/a ./? , la quatrième par m \/a . ^, la septième
par ml \/d . p' j et ainsi de suitt, qu'on intègre la j somme de ces produits en observant que, par la nature \ de la fonction L, on a,
dL dL , f dL f dL , „ dLâ „ dh
on trouvera i
D'ailleurs, en nommant ^, ^', ^", etc., les inclinaisons des orbites de m ,fn^, m", etc., sur le plan fixe des xjr, on a
p*+q* = tang* ç , /)'*+^'* = tang»Ç)' , p'* + q'^^z taiigV , eto L
L'équation précédente donnera donc
m v/â.tanê*^ •\'w! v/^.tang^'+w*" l/ô^ taiigV+etc.=ooxi8t., (/)
\ équation d'où Ton tirera, relativement J aux inclîùâi-^' sons des orbites, des conséquences analogues à celles qu'a fournies l'équation (e) par rapport à leurs ex-
\ centrîcités. ^
Si Ton multiplie les mêmes équations, la troisième par Trtsja , la septième par ni S/a'^ et ainsi du reste, qu'on les ajoute ensuite; si l'on multiplie la quatrième
par m \/a , la huitième par m \/al , et ainsi de suite; qu'on ajoute les produits , et qu'on intègre les deux sommes résultantes, en observant que par la nature de la fonction L , on a - ;
on aura les deux nouvelles intégrales suivantes :
m t^a •pA'-m \/a .p+ m" ^ a" .p" -f- eta srconstjï ^ » \
Si l'on multiplie la première des équations (M) par
m s/a.Cy la seconde par — ms/a.b^ la troisième par
m s/â.q^ la quatrième par— >» \/5./?, là cinquième pltr
vi sjcl .d ^ et ainsi de suite, et qu'on ajoute entre eux les produits résultans , on aura
is\ Tome I. 34
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Or^ la quantité que représente L étant une foncdon homogène du second ordre ^ par rapport aux n" riables b, c, p, if , V, c^^ etc., on a, par la propriélc de ces s<Mrtes de fonctions ,
7 dL , «flj , rf dL , ; dh , _
On a d'ailleurs > d'après les valeurs de b, c, p, ^}^)f^ c', etc. ,
odb — bdc = e^dêà , ^^^ — i'^/c^ = e^^dm^^ c'dV^ Vdc" ^ e"^da!', etc. , ' qdp-^pdq=^taxkg* (p ida,^ q^dp'-^p^dcftsAsxï^^ M) q'^df^p'df^Xzn^^i^'.d^', etc.
L'équation précédente deviendra doz^
a^ dt ai
et comme la fonctioa L est constante y on peut , dans le seck>nd membre de cette équation , substituer sa yaleur à un instant quelconque. D'ailleurs ^ comme les yariations séculaires des etcentricitës et des inclinaisons^ tant qu'on Hâ «considère que les termes du premier ordre pair rapport à ces quantités^ sont données par des formides absolument itidépdtidantes éiitre elleâ , on peut supposer lès orbites de m ^ m% wl'f etc.^ dans le même plan^ lorsque l'on ne consi^ dère que les yàriatlons des é:sccentricités ^ ou les supposer circulaires y lorsqu'on cœisidèrd celles des idclinaisous. En faisant donc tour à tour ^fi=o > tp'=o ^ (ff'sszo, etc. , et e==:o, e'csso, e"=o, etc. , dans l'équation {^^édente , on aura séparément^
Va» -T — H'» K « •—j h*» K a •— j h etc.=coiist.,
au ai eU
Kg. ^^ h/n Ka 2^ j-m j/a". — ^- hetc.=coiist|
Leti quantités ^ , ^, etc., g^, g-, etc., ej^pn^-
ment les vitesses angulaires des nçiouvemens des périhélies et des nœuds des différentes orbites f les équations précédentes donnent par conséquent une relation qui doit toujours exister entre ces vitesses, et montrent qu^elles ne pourront pas croître indéfîhiment , si on les suppose toutes de ménàe signé ^ ainsi
que les radicaux \/a, ya', etc.
Les diverses équations auxquelles nous venons de pnrenir expriment des relations qui doivent toù-^
jours subsister entre les ëlëmens des orbites de m, m\ etc. y regardées commc| des ellipses variables à raison de Faction mutuelle de ces corps , quels que soient les changemens que ces ëlëmens éprouvent dans la suite des temps , du moins tant qu'on n'aura ëgard^ dans la dëtermination de leurs valeurs^ quala première puissance des excentricitës ^ des inclinaisoos et des forces perturbatrices. Elles fournissent par xronsëquent autant d'équations de condition ^ au moyen desquelles on pourra vërifier ces valeurs lorsqu'on les aura déterminées.
55. Considérons en particulier les mouvemens des orbites de deux planètes m et m' que nous supposerons assez éloignées des autres corps du système ;» pour qu'ils n'aient sur elles aucune influence , en sorte que ces deux planètes forment entre elles ^ avec le Soleil, une sorte de système particulier. Nous verrons dans la suite que ce cas est^ à très peu près, celui de Jupiter et de Saturne.
Si l'on prend pour plan fixe , le plan de l'orbite ! jdiQmk une époque quelconque, qu'on nomme y Tin- I clînaison mutuelle des deux orbites , que nous sup- i poserons touj ours très petite , on aura ^ = o et ^' = 3^; j d'ailleurs, d'après la remarque que nous avons £iite : dans le n* précédent , si Ton ne considère que les variations des inclinaisons, on peut supposer nulles les excentricités dans la valeur de la fonction L , qui devient siniplement alors
i/^^synlfi
La fonctîoQ L' doit demeurer constante , quelques va* riations que subissent les quantités j?' et ^'; on a d'ailleurs ;?'•+ 7'* = tang* y\ L'équation précédente donnera donc '
tang (p' = tang >= constante ,
c'est-à-dire que^ dans ce cas^ finclinaison mutuelle des deux orbites est toujours la même.
Déterminons le mouvement des nœuds de Torbite de m' sur Forbite de m. Si dans la formule (5) du
n* 42 on remplace R par —r^ L', on aura
da:=--L== ^^ dt
En substituant dans cette expression^ à la place.de L' sa valeur précédente, et en négligeant les termes du second ordre, par rapport aux excentricités et aux inclinaisons , on trouve
Jet' 3^71 • ati . (a, a')
c'est l'expression de la vitesse angulaire du mouvement du nœud de l'orbite de m sur le plan de l'orbite de m. On voit que cette vitesse est constante. Le mouvement de l'intersection de deux orbites pen-« dant le temps ^ , en vertu de l'action mutuelle de
m et de m , sera donc - — ;= — )-^ — — • t sur le plan
de Forbite de /w : le mouvement de cettç intersection pendant le même intervalle sur le plan de l'or-
bîte de rtJ sera ^ \^ -(^f^ )_ ^ ^ et leur inclinax-
soa mutuelle pendant ce temps ne variem pas.
Concevons un plan fixe intermédiaire ei^trç oeox des deux orbites^ et passant par leur commune intersection. Soit (f rinclinaisoa de Forbite de m, et (ff l'inclinaisQU de l'orbite de 771.' sur ce plan , en sorte qu'on ait (p' + ^ =.}^. L,e mouvement de§ noeuds de chacune des deux orbites sur le plan fixe sera déterminé par les équations
det _ ,1 ■ . (fLt
d^ m . y a. (i — e» ) sin ç.dç'
det I dh
L ayant la n^éme si^ification que dans le n^ 54-
Si Ton n'a égard qu'à l'actîou mutuelle de deiii^ planèteç m et m', et qu'on substitue pgur Pf^fP'9 ^ leurs valeurs n"" 53^ dans la fonction L^ on aura, aux quantités près du second ordre en <p et (^'^
dL dh
d'où l'on voit d'abord que les mouvemeins instanta-* nés dx et da- des nœuds des deux orbites sur le plan fîxe^ se font en sens contraire^ ce qui résulte en effet de ce que^ par la constraotion , le nœud ascendant de l'une d'elles coïncide avec le nqeud desoen* dant de l'autre , et réciproquement. On voit djç pliis que si l'on fait
I>U SYSTÈME DU MONM:. • 37$^
on aura, pour un instant quelconque^ dcL=i-'^da* , c'est-à-<Lire que^ dans ce cas ^ l'intersection commune des deux orbites restera toujours sur le plan que nous venons de considérer^ pourvu qu'il partage l'ai^gle y de manière à ce que les angles <p et ^' satisfassent à Féquation précédente.
Cette équation combinée avec la suivante qmn^est qu'une extension de l'équation (Z) du n** 54, et que nous démontrerons dans la suite ,
m. \/a.{i — e»).sin*^+m\ ^^'.(i — e'*).sin*(p'=:^% donne
Ces valeurs montrent que les deux angles ^ et ^' sont constans ; les inclinaisons des orbites de m et de ^' sur le plan fixe sont donc invariables , ainsi que Wrs inclinaisons mutuelles ; ces trois plans auront toujours une intersection commune^ et le mouvement fie cette intersection sera uniforme. Nous verrons dans la suite que le plan qui jouit de cette prppriété remarquable , est celui du nfoximum des aires ^ que nous avons nommé plan invariable dans le n*" ^5 iu pineniier livr^ç.
56^ Il nous reste à cpasidérer la variation de la Ioi3h gitude € de l'époque. La troisième des formules (i i) du Q* 46 qui la détermine, peut être mise sous cette ÎForme :
Si dans cette formule on substitue à la place de F ta fonction — .L du n* 54^ poui' avoir des formules symétriques pour toutes les planètes^ on aura
^ ^ ^ m da
Désignons par g', e", etc. , ce que devient e relativement aux planètes m% m', etc. , nous aui*ons , pour déterminer les variations de', dé'*, etc. , des formules analogues à la précédente , en marquant successivement d*un accent dans celles-ci, les lettres m,n,af e, û). Cela posé, si l'on multiplie ces différentes formules, la première par m s/a, la seconde par rrisfd et ainsi de suite; qu'on les ajoute en observant qu'on
a généralement a \Ja • ;i := i , on trouvera
m\/ a. dt + mf \/âf ,dt'+ m" y^T? .dt''+ etc. '=:=Lm^ a . (i — v/ 1 — «*) . A»
L étant une fonction homogène en a, a', o", etc., de la dimension — i ; on a, par la propriété de ces fonctions.
Nous ayons vu^ n^ 54^ que la fonction L €st cooistante par rapport aux variations séculaires des ëlémens de m, m', etc. ; d'ailleurs , si l'on néglige les puissances des excentricités supérieures à la deuxième^ ou a, numéro cité ^
C étant une constante invariable.
On aura donc enfin ^
'^V^- ^ + ^' ^^•%+^" V/^-^+^*^- =const., (j)
relation semblable à celle qui existe entre les longitudes des périhélies et des nœuds , et dont on peut lîrer des conséquences analogues.
Si Ton né veut considérer dans le premier membre
ie réquation précédente^ que les tenues de ^^
37, etc., qui sont proportionnels au temps, on
[)ourra faire abstraction de la, constante du second tnembre. On aura donc entre ces termes l'équation
71 s/â.de+m' S/a'.d^-i-m" y/'ëP.de"'hetc.=o, (i)
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d'où il suit qne la somme des termes des longitudes i, e', i\ «tc.^ proportionnels au carré et aux puissances supérieures du temps ^ multipliées respectivement par m\/a^ wt y/a', ni* sfd' 9 etc., est constant. On retrouve donc entre ces parties des variations séculaires dès la longitude de l'époque , les mêmes rslations qu'on remarque entre celles des carrés des vtt* clinaisons, et en général^ entre les inégalités dont les périodes sont très longues.
57. Nous avons fait voir que la fonction L, et par conséquent la fonction F du n^ 46 , ne varient pas lorsqu'on y fait varier les élémens a^ b, c^p^ g à la planète troublée et des planètes perturbatrices; en vertu de leurs inégalités séculaires ; c'est-àndire qu'on aura toujours
Nous n'avons démontré cette proposition qu'en portant l'approximation jusqu'aux termes de Tordre du carré par rapport aux excentricite^ et aux incli' naisons; mais il est facile de Tétendre à toutes h puissances de ces élémens. Ep effets si Fou substitue à la place de da, db, etc., da', db', etc. , leurs valeurs déterminées par les formules (i i) du n** 46, l'équation précédente se ^vérifiera d'elle-mêpaej d'où l'on peut conclure que la fonction F est rigoureusement constante par rapport aux variations séculaires de la pla* nète troublée et des planètes perturbatrices.
Dans le chapitre suivant, nous examinerons en particulier les inégalités séculaires de chacun des âé-
ou SYSTEME DD MONDE. 379
nens des orbites planétaires; nous développerons les brmules différentielles de leurs variations^ et nous les ntégrerons ensuite ; et comme la forme des intégrales L la plus grande influence sur la oonstitution et sur A stabilité du système solaire y nous donnerons à cet sxamen toute l'étm^ue et tous l?a développeaiws que son importance eJlJge,
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PLANÉTAIRES
F'ariations séculaires des grands axes et des moyens
mous^emens.
58. Le grand axe est, de tous les élëmens des orbites planétaires^ celui dont les variations séculaires sont les plus importantes^ parce que non-seulement il influe de la manière la plus directe sur la forme de l'oii'bite, mais encore, parce qu'il détermine le moyen mouvement, ou, pour parler plus exactement, ce qni dans l'orbite troublée répond au moyen mouvement dans l'orbite elliptique; d'où il résulte que la moindre altération dans le grand axe de Forbite d'une planète en produit une nouvelle , beaucoup plus sensible en* core , dans la durée de sa révolution.
En eflet, si l'on fait n = a"», et que l'on désigne par Ç le moyen mouvement de /ti, on a dans l'orbite elliptique d!^ = ndt. Or , nous avons vu qu'on pouvait dans le mouvement troublé , supposer que pendant chaque instant infiniment petit dt la planète m se meut dans un orbe elliptique; Inéquation précédente aura donc encore lieu dans ce cas , seulement
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la quantité n ne sera plus constante , et ce mouvement, par conséquent y ne sera plus uniforme* Nous continuerons cependant, par analogie, à appeler Ç ou l'intégrale fndt le moyen mouyement de la planète troublée, parce qu'il coi^respond, dans les fonnules du mouvement troublé, au moyen mouvement nt dans les formules du mouvement elliptique. On aura, n'^ 45, pour déterminer Ç dans l'orbite variable , la formule
t,z=,^Z.ff andt.tm, (i)
et la valeur du grand axe sera donnée par l'équation
a = a.fa\d!K. (2)
On voit donc que si la différentielle ^fR renferme un terme proportionnel à l'élément du temps , ou, ce qui
revient au même, si -^ renferme un terme constant,
9 en résultera dans l'expression du grand axe , un terme croissant comme le temps et de la forme kt ^ k étant ime fonction des élémens des orbites de m et de m'; et dans l'expression du moyen mouvement, un terme de la forme kt*^ qui , croissant comme le carré du teiAps, deviendra à la longue extrêmement sensible. Ainsi, au bout de quelques siècles, la forme des orbites et la durée des révolutions des planètes pourront se trouver sensiblement altérées. Si au contraire la différentielle ^'R n'est composée que de termes périodiques, c'est-^à-dire qui ne contiennent pas le temps ^.hors des signes sinus et cosinus, les Valeurs de a et ^ ne contiendront que des termes semblables : les grands axes des orbites et les moyens
mouvemens ne seront soumis par conséquent à aubaine inégalité séculaire^ ou snsoeptible de croître indéfiniment avec le temps , ils ne seront assujettis qu'à des inégalité périodiques dont oa pourra toih jours assigner les limites ^ et qui , dépendant uniqn»* ment de la configuration des difierens corps à système , reprendront les mêmes râleurs toutes ki fois que ces corps reviendront aux mêmes positiotti
Il est donc extrêmement important d'examiner avec soin la forme de la différentielle dfK. Nous ayons déjà yu, n^ 4^^ que cette différentielle ne pouTik contenir que des termes périodiques , lorsqu'on nV vait égard qu'à la première puissance des forces po^ turbatrices^ quelque loin d'ailleurs que l'on porte approximations par rapport aux puissances des excentricités et des inclinaisons des orbites. Mais^ pour ne laisser aucun doute âur ce point, l'un des plus inié' ressans du système du monde, nous allons reprendie ici cette démonstration , et nous retendrons ensaik au cas où Von considère les carrés et les produits di forces perturbatrices.
5g. Reprenons la formule du n"" ^5,
La caractéristique d ne se rapporte ici qu'am coordonnées de la planète troublée , en sorte qae si l'on regarde R comme une fonction des csoordonnées x^j, Zj sffjy\ z', etc.| de la planète Ikx>tLblée etdtf >^ planètes perturbatrices, on a
tfîK tîtï //n
la
*ar coaséquent^ si l'on remplace les Goordonnées ;, j-, z, a/, ^, z', etc. , par leurs valeurs en fonction la temps ^ il £audra pour avoir la différentielle d'R, aire varier le temps qui aura été introduit dans R par 9L substitution des valeurs des coordonnées de m, et r^axder comme constant celui qui provient des coordonnées de m', m", etc. ^ c'est-à-dire qu'on aura
fK =i± "27 • ^^ 9 ï^ temps t ne devant varier dans R
qu'autant qu'il est multiplié par la constante n.
Cela posé , ne considérons, pour plus de simplicité, que l'action mutuelle des deux planètes m et m' ; ce que nous allons dire pouvant d'ailleurs s'étendre, comme on le verra , à un nombre quelconque de plaiietes perturbatrices. Si dans une première approximation on néglige les puissances des masses perturbatrices supérieures à la première, il suffira de substituer dans R, à la place des coordonnées de m et de m' , leurs valeurs relatives au mouvement elliptique. Nous ayons vu que la fonction R peut toujours se réduire ^ors en une suite infiùie de sinus et de cosinus ^'angles croissant proportionnellement au temps , de sorte que chacun deg termes de ce développement sera de cette forme
n/.k.coê{i'n!t—int'^k);
^et n'i représentai lëi mio^ens mckil^^etncins de la ^atiète troublée et de la planète perturbatrice^ i et t 4es nombres entiers qui peuvent prendre toutes les Valeurs positives et négatives y compris zéro; enfin.
Â et Â:^ des fonctions des ëlémens des orbites de m et m' indépendantes du temps t.
Pour avoir la différentielle de ce terme, par rapport aux coordonnées àe m^ sans faire varier ceUes de m', il faut différencier, par rapport au moyen mouvement nt^ et regarder le moyen mouvement Tilt comme constant. Cette différentiation fera disparaître le terme constant du développement de R qui répond à i' = o , £ = o , et l'on aura, relativement au terme qui précède ,
d!K = m' . Am dt . sin {i'n't — int + k).
Le terme correspondant de da sera donc
da =5 aw! . Aina^dt . sin (i'n't *— int + A:) ,
et en intégrant , on aura
• cTa = — * -^r-; — r— • cos (r/i'^ — ine+ k) •
La différentielle ^a ne peut contenir aucun terme constant , à moins que l'on n'ait ^V — inzrzo, condition qui suppose les moyens mouvemens des planètes m et m' commcnsurables entre eux , ce qui n'a jamais lieu dans notre système planétaire. Le grand axe, et par conséquent le moyen mouvement, ne contiendront donc aucun terme croissant , comme le temps^ et ils ne seront assujettis qu'à des variations périodiques dépendant des moyens mouvemens nt et n!t, et de leurs ^i^ultiples , du moins tant qu'on n'aura égard qu'à la première puissance des masses perturbatrices.
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Si le rapport des moyens mouyemens ni et n'i^ sans ;tre exactement commensurable^ approchait beaucoup le celui de i* à /', la quantité tV — in deviendrait 1res petite , et le terme précédent de la valeur de JVï , et à plus forte raison celui qui lui correspond dans l'expression du moyen mouvement, et qui a le carré (iV — inf pour diviseur, deviendraient très considérables* Il en résulterait, dans l'expression de la longitude moyenne de la planète m , une inégalité qui , croissant avec une grande lenteur, pourrait faire penser, lorsqu'on comparera les anciennes observations mx modernes, que son moyen mouvement n'est pas aniforme , et qu'il est affecté d'uue inégalité à longue période du genre de celles que l'on nomme inégaU-' fes séculaires C'est ce qui est arrivé pour Jupiter et Saturne • Cinq fois le moyen mouvement de Saturne est k fort peu près égal à deux fois le moyen mouvement de Jupiter, en sorte que la quantité 5n' — 5n n'est ' pas la soixante-quatorzième partie den; et cette circonstance singulière produit les grandes irrégularités observées dans les mouvemeus de ces deux planètes , ^ qu'on avait regardées long-temps comme inexpli- <^ables par la loi de la pesanteur universelle.
60. Voyons si le résultat précédent subsiste encore, lorsqu'on considère les carrés et les produits des masses ^etm'. C'est une question importante à examiner , parce que si la seconde puissance dés forces perturba- •rices introduisait des termes non périodiques dans 'expression différentielle du grand axe , ces termes , |uoique multipliés par le carré des masses, en acquérant par la double intégration qu ils subissent dans
Tome L
l'expression du mouvement moyen , de très petits diviseurs du même ordre, deviendraient, après Tintégration, indépendans des masses, et produiraient des inégalités séculaires semblables à celles des autres élémens de l'orbite, qui dépendent de la pre^liè^e puissance des masses et qui sont données par une seule intégration. On sait d ailleurs qu'une inégalilé de cette espèce, si elle existe , serait du second ordre par rapport aux excentricités j elle deviendrait comparable par conséquent à l'inégalité du mouvement elliptique, dont l'argument est le double de l'anomalie moyenne , c'est-à-dire au second terme de l'équatioa du centre. U est donc essentiel de s'assurer que le carré de la force perturbatrice ne produit que des termes périodiques dans l'expression du moyen mouvement, ou que si elle y introduit quelque inégalité séculaire, son coefficient^ qui est une très petite quantité da second ordre dans la valeur différentielle de cet élément, restera encore insensible après l'intégration.
Les termes du second ordre, par rapport aox masses, sont introduits dans R par les variations des élémens elliptiques de la planète troublée et de la planète perturbatrice. Si l'on substitue donc dans R aJ^^a^ e + «Pe^etc., a'-f-cTa', e'-f-cTe', etc.,àla place de a, e, etc., a% e\ etc., la caractéristique/, désignant ici des variations dépendant seulement de la première puissance des masses /ti et m\ qu^on développe ensuite la fonction résultante que nous désignerons par R^ , en se bornant aux termes de l'ordre du carré des masses , on aura
R^=:RH-J^R + cr'R. (ri)
En supposant pour abréger
JR=^.Ja+^.^.+^.^.+5;;.^- + ^.c^y> + ^./^,
Véquation (a) donnera^ en la différenciant par rapport à d'y
On doit remarquer ici que, pour avoir la différentielle d! . tTR , il faudra , d'après ce que nous avons dit précédemment y faire varier dans SK le temps introduit par la substitution des valeurs des coordonnées de m et des variations Sa y cTc, etc., et regarder comme constant celui qui provient des coordonnées de m! i de même pour avoir d' .^R, il faudra faire varier dans J^R le temps introduit par les coordonnées Xy y y z , et regarder comme constant celui qui résulte des coordonnées od y j'y z'y et des variations cT'^'/J^ê', etc., des élémens de l'orbite de m'.
Examinons successivement les trois termes de la valeur de d*R^ , pour nous assurer qu'aucun d'^ux ne peut contenir de partie non périodique* Le terme d!R est celui que nous avons considéré dans la première approximation; pous avons prouvé qu'il /ne renferme aucun terme de cette espèce ; passons donc de suite au second. Si dans l'expression de eTR on î'emplace les variations S'a^ J^Cy par leurs valeurs résultant de l'intégration des formules différentielles du ^° 4^ , on aura
^(/i — ^* \c(pj û^7 dq J dp J
Il faut observer que la différence partielle (n-j
doit être prise ici sans faire varier n^ conformément à la remarque faite n* 45*
Pour avoir la valeur de à! .SK^ il faut différencier complètement l'expression de cTR relativement aux variations des élémens de rrij ou^ ce qui revient au même , supprimer les signes/ qui n ont été introduits que par l'intégration des valeurs différentielles de ces élémens ^ et alors cette expression est identiquement nulle. Il suffira donc^ pour avoir d'.J'R, de difierencier dans J'K, par rapporta nt, les quantités hors du signe /• Mais si Ton substitue dans JTR à la place de R sa valeur développée en sinus et cosinus d'angles multiples^ des moyens mouvemens nt et n't, les différens termes de cette fonction pourront prendre cette forme V .JX^.dt — Q^.fP.dt, en représentant par P et Q une suite de termes de la forme
A."^'- (ifnt — int + k),
i et t' étant des nombres entiers quelconques^ positifs ou négatifs.
Pour aVoit dans
d'.{V./(l.dt — Q.f?.dt)
les termes où les moyens mouvemens ni, ii'^ produisent en se détruisant des termes non périodiques, il Faut combiner ensemble Ie& termes dé F et Q. qui dé<« pendent des mêmes multiples de nt et de nft. Soit donc A.cos (i'n't — irU -+• k) un terme quelconque de P, et soit Af .cos{iWt — ini-^k) le terme de Q qui a le même argument, on aura, relativement à ces termes,
i.SK:=ikJndt.An{Sn't—int4'h).fk'dt.cos{ih't — int+k) — A' . indt. sin(i'n t-^int+ k) . fA.dt . cos{i n't — i/i/+ k) ; .
expression qui se réduit k zéro lorsqu'on effectue les intégrations indiquées. Concluons donc que les yariations des élémens de la planète troublée m ne produisent dans d'R, aucun terme non périodique.
n nous reste à considérer les différens termes de l'expression de d'.J^'K résultant des yariatioi^s dea élémens de m' ; il n'est plus possible Remployer ici la réduction précédente, parce que la fonction R n'étant pas symétrique par rapport aux coordonnées a?, 7, z, oc^,y, z', cette fonction changera de valeur relativement aux pertubations de la planète m\ Soit R^ ce que devient dans ce cas R , on aura
et par conséquent
Rs=^.R'H-/»'.(^:c'+j7'+;sz').(i-f3)»
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La variation de R produite par les variations des ëlëmens de Torbîte de m! est donc égale à la variation du second membre de cette équation relative aux variations des mêmes élémens y et par conséquent^ si la différentielle de cette variation relative à la caractéristique d! ne rénferftie aucun terme non périodique y on sera assuré que la fonction d . (fK ne saurait contenir non plus aucun terme semblable. Considérons d'abord le premier terme de ce second membre : on aura , en vertu des varations de m',
^^, dK f. , , oR ^ . . oR K / I ^R K # I ^^ K / • ^R 1^ f
'^^ -37-^^ +"S7-'' -»^-^^ -^-^^ -^df'^+d^^^
Si Ton remplace M, ^e% â'ê', J'e»', ^p\ \3'(f par leurs valeurs , on voit ^ par l'analyse précédente ^ que ^'R' pourra se décomposer en une suite de termes de la forme F./Q'.^ — Q'*/.PW^ et pour avoir la différentielle d .V^f il suffira de différencier , par rapport à n^^ les quantités hors des signes /*, celles qui sont sous le signe intégral étant relatives aux élémens- de la planète ni^ et devant par conséquent être regardées comme constantes. On prouvera ^ par la mêmef analyse ^ que cette fonction se réduit à zéro lorsqu'on n'a égard qu'aux termes non périodiques qu'elle peut renfermer. La fonction différentielle d\S^^ ne contient donc que des termes périodiques, et si des termes non périodiques peuvent exister dans d . cT'R y ils ne proviendront que de la variation de
la fonction ni .{xx^ '^ yf '^ zt!) . T^ \A.
Désignons pour abréger par L cette fonction. Si
dans la première des équations (A) du n® Sy, on substitue M^m h la place de ;t , M étant la masse du Soleil , on en tirera
on aurait pareillement
~ M* "3?" M V3"*'ivr • Wa
Les équations différentielles QnjTy z,f et z' fourtiiront des équations semblables. Si l'on multiplie respectivement par ocf jf y z\ les équations en jc,/, » ainsi obtenues^ et par x, y ^ z les équations en à/, y, z\ et qu'on retranche ensuite les secondes des premières , on aura
en nommant, pour abréger, N la fonction en or,^, a, od jj^y z' du second ordre relativement aux masses m et /»', déterminée par l'équation
1» nî*^ ^xx' +yy' + z%\ mm' fxx* + y y + zz\
L'équation (c) donnera, en la différenciant par rapport à la caractéristique d! , et ne considérant que le ' premier terme du second membre ,
j'i ^' J rd,{xdx' — x'dx+ydy' — y'dy+zdg!^z'dz)'l
cfL=^.rf. L ^dF"*-^'^ ^ J*
Cette fonction ne contient aucun terme périodique lorsqu'on substitue pour x^j y z, x' , jr\ z' leurs valeurs elliptiques. En effet^ les coordonnées x^y^i ne contiennent que des termes périodiques dépeadaDt de l'angle ni et de ses multiples , et les coordonnées x\ y\ z' ne renferment que des termes semblables dépendant de n't ; il est donc impossible que les moyens mouvemens nt et n't disparaissent dans les produits xdx\ x'dx^ etc. ; les termes non périodiques que ces produits peuvent contenir proviendront donc de la variation des coordonnées de m et de ni ^ mais ces termes disparaîtraient, s'ils existaient, par la difierentiation dans la valeur de ^L.
En n'ayant égard qu'au terme N de l'expression L| on aura
La fonction N étant de l'ordre du carré des masses, si Ion n'a égard qu'aux termes de cet ordre, il sniEra de substituer dans N , au lieu des coordonnées de m et de ni , leurs valeurs elliptiques , et il est aisé de se convaincre alors que ef N ne renferme que des quantités périodiques. En effet, des équations du mouve*' ment elliptique de m et ni on conclut
XX* +yy + zz' x'd*x +ydy + zd^z
x^' +yy + gg' xd^x' +y^y + zd^z'
r' "" (M -f- w) . rf^'^
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La fonction N devient donc ainsi
de J
mm' fx'd''x-^ydy+z'd^z\ , m' r , fdBiK /dR\
:(M+^\ di?' )^~îi-\f\di)'~''\:£?)
Les deux premiers termes du second memlH^ ne renfisrment aucun terme non périodique; car nous ayons prouvé précédemment que les produits de la forme xd^x' ^ x'd^x^ etc., ne pouvaient contenir aucun terme semblable lorsqu^on substituait simplement pour x, x', etc., leurs valeurs elliptiques. Quant au dernier terme, si Ion substitue dans R à la place des coordonnées de m et m' leurs valeurs elliptiques , cette fonction pourra se développer en une suite de cosinus d^arcs multiples de nt et de n't^ et Ton aura la
différentielle —, en ne faisant varier dans R que ce qui
se rapporte aux coordonnées de m y d'où il suit que cette différentielle pourra contenir des sinus et cosinus d'angles multiples de ntf mais jamais aucun sinus ou cosinus où entrerait isolément l'angle n!t. La valeur de x! ne contenant d'ailleurs que des termes périodiques dépendans de /z% il en résulte que les moyens inouvemens nt et n!t ne sauraient disparaître dans
-^\ On démontrerait de même que les autres produits semblables
ne peuvent contenir que des termes périodiques , et que par conse'quent la fonction N et sa différentielle eZ'N ne sont composées que de termes semblables. Il suit de là que la fonction différentielle dl . cT'R ne renferme que des quantités périodiques, du moins' tant quon ne porte l'approximation que jusqu'aux termes du second ordre par rapport aux masses.
Les résultats précédens peuvent aisément s'étendre à un nombre quelconque de planètes perturbatrices* Soit en effet nf une nouvelle planète dontjba considère l'action sur m\ elle ajoutera à la fpuÉtion R les termes^
Les variations des. coordonnées de m et de ni' , ré^ sultant de l'action réciproque de ces deux planètes, produiront dans la variation de R des termes multipliés par mm' et par m"*, et l'on prouvera par l'analyse précédente qu'aucun d'eux ne pourra donner dans d' . cT^R de termes non périodiques.
Les variations des coordonnées de m' résultant de l'action de ni' sur m' produiront une variation dans la partie de R dépendairt de l'action de m' sur tîi, et qui est représentée par
Il en résultera, dans R, des termes multipliés par m'm" et qui seront fonctions des coordonnées ellip- ^ tiques jc ,/ , z et des angles n't^ n^'t, ou bien, en rem- L
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plaçant x,^, z par leurs valeurs, des termes fondions des trois angles nt, n^t, n'^t. Les trois moyens mouvemens ne pouvant se détruire entre eux, ces termes ne produiront que des termes périodiques dans d'R. D'ailleurs sll existe ^ dans le développement de 11 , des termes indépendans du moyen mouvement nt, ils disparaîtront d'eux-mêmes par la différentiation dans ^fR, et si l'on considère au contraire les termes dépendans de cet angle seul, ces termes seront de ]a forme ni!m".dfF, P étant une fonction des coordonnées elliptiques de m. Il en résultera dans fd'K des termes de la forme /wW . /d'¥ ou m'nf . P, puisque. d'f est une différentielle exacte. Ces termes seront donc encore du second ordre après l'intégration , çt nous négligeons les quantités de cette espèce dans la valeur de cette fonction.
De même, la variation des coordonnées x, 7^, z, produite par Faction de nJ' sur m, ne peut introduire dans la partie précédente de R que des termes multipliés par /?iW et fonctions des coordonnées a:', jr', z'# et des angles nt bu n'U, ou fonctions simplement des trois angles nt, vit, riH, et ces trois angles ne pouvant se détruire entre eux, il n'ep saurait résulter dans d'R que des termes périodiques. Quant aux termes dépendant seulement de ntj ils ne produiront que dès termes non périodiques de l'ordre mW dans /fi?'R.
Les inêmes raisonnemens s'appliquent évidemment à la partie de Jl , dépendante dé l'action de ni^ sur m.
Concluons donc enfin que, quel que soit le nombre desplanètes dont on considère l'action réciproque, les Variations des élémens elliptiques de la planète troublée
et des planètes perturbatrices ne produiront dans d^ aucun terine non périodique, du moins tant quon n aura égard qu'aux carrés et aux produits des masses * perturbatrices.
Reprenons maintenant la formule
daz=z2a^ .d'K. (2)
Lorsqu'on a égard aux quantités du. second ordre * par rapport aux masses , il n'est plus permis de regarder comme constant le facteur a* dans le second . membre de cette équation : en substituant donc à sa \ place (a + cTfl)* et intégrant l'expression résultante, on aura pour déterminer la variation du grand axe de l'orbite de m, la. formule
J^a z= 2a* . /t/'R, + 8a» . /( J'R . fàTK).. (3)
Nous venons de voir que yisï'R, ne renfemie que des quantités non périodiques de l'ordre mm' ,. lors- *quW considère dans R^ les termes du premier et du second ordre par rapport aux masses perturbatrices. R étant une simple fonction des coordonnées ellip* tiques de la planète troublée e\ des planètes perturbatrices ^ peut se développer en une série de cosinus d'arcs multiples des moyens mouvemens nt , vit, etc. ■ Soit I
ni. h. . cos(i'n't — int^k)f \
l'un des termes de ce développement. Les termes correspondans de ^R et de fd'K seront
d'K == ' indt . /n'A . sîn (fn't — int + k) , /2f R —^ T-^.- • m'A . cos (i^n't — int + A:) ;
; il faudra évidemment combiner ensemble ces îrmes dans la valeur de cTa pour que ni et n't puismt s'y détruire. Mais on a de cette manière
rR ,/^m = J^^ . -— . sin n {i!n't— int + k\
K qui donne dans S'a une inégalité périodique dé* fendante de Fangle !i(J!n^t — int 4- A:).
n suit de là que la variation du grand axe de Torbite d'une planète ne peut contenir aucune inégalité séculaire du premier ou du second ordre par rap«x>rt aux forces perturbatrices^ qui puisse devenir ensible par la suite des siècles, quel que soit le lombre des planètes qui troublent son mouvement, la même résultat s'applique évidemment à la variaion du moyen mouvement; en effet, nous avons rouvé poui^ la déterminer la formule
dÇ=^5.fand!K.dt. (i)
a l'on considère les termes du second ordre, il faut garder comme variable le facteur an dans le second
Qoembre de cette équation: or, on a anz=2a'^,d!o\i l'on tire en différenciant
d.an=.'^a* . -1= — a^n.dK.
^ valeur de cTÇ deviendra donc par conséquent
jUk
Formule qui ne peut renfermer aucune inégalité séculaire, si la formule (5) n'en contient pas.
Concluons donc de l'analyse qui précède, ce beau théorème qui est de la plus haute importance dans h théorie du système du monde : Les mjojens rrunir vemens des planètes et les grands axes de leurs orbites sont invariables lorsqu'on fait abstraction des inégalités périodiques et que l'on néglige les quantités du troisième ordre par rapport aiujc forces perturba^ trices.
Ce résultat cesserait d'avoir lieu si les moyens mouvemens de la planète troublée et des planètes perturbatrices avaient entre eux des rapports com- J mensurables. Nous avons vu que ce cas n'existait pas dans la nature lorsqu'on n'a égard qu'à la première puissance des forces perturbatrices ; mais il pourrait se présenter lorsque l'on pousse plus loin les approxi- j mations. En effet , si Ion considère l'action mutuelle '-. de trois corps m, ntf , ni' circulant autour de M, où .' voit par l'analyse précédente qu'il en résultera dans d'Vi des termes du second ordre par rapport aux masses /w, m', m'', et de la forme K.sin.(in/«— irii 1 ^t'ri't-^k). Si l'on suppose donc que les rapports des \ moyens mouvemens nty n't^ ri't soient tels que b quantité in — i^n! -f- i"/i" soit une très petite fraction de 7z, il en résultera dans la valeur de Ç une inégalité qui pourra devenir considérable. Ce cas très singulier se présente dans le système des satellites de Jupiter; le moyen mouvement du premier satellite, moins
ois fois celui du second plus deux fois celui du oisième, est exactement et constamment égal à zéro^ est-à-dire que Ton a /i -— 3/i' + 2i»"c= o ; et ce hénomène, unique dans le système du monde/ prouit dans les moyens mouvemens de ces astres des ariations dépendantes de la seconde puissance des nasses perturbatrices que la théorie détermine, mais |ue les observations n ont pu jusqu'ici rendre senibles.
63. Il suit du théorème que nous venons d'énoncer :]ue, dans la suite des siècles, les orbites planétaires ne reront que s'aplatir plus ou moins en vertu des inégalités séculaires de leui's excentricités ; elles conserveront toujours les mêmes grands axes; et les moyens Qouvemens , qui s'en déduisent par la trfisième loi ^ Kepler, seront inaltérables, ou du moins, s'ils sont ^umis à quelques variations séculaires, elles seront infusibles. On ne peut pas encore en conclure rigou- Posément , il est vrai , que la durée de la révolution Ldérale moyenne des planètes sera constante aussi; en ffet, nous avons vu n'' 2a que la planète m revenait H même point de son orbite lorsque la longitude kioyeime nt-^-e était augmentée d'une circonféreuce ; te premier terme de cette expression , qui est pro-* txement ce qu'on appelle le moyen mouvement de la planète, croit uniformément avec le temps, et son Qpefficient est invariable , comme nous venons de le ^oir; mais le second terme peut être soumis, comme ^ous le démontrerons bientôt, à des inégalités séculaires contenant des termes croissans comme le temps vtdu premier ordre par rapport aux masses, et des
îi
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termes proportionnels au carrç du temps et du second ordre par rapport à ces masses. On pourra faire abstraction des premiers , parce qu'ils s'ajouteront au moyen mouvement; mais les seconds produiront dans la longitude moyenne de véritables inégalités séculaires. Heureusement ces termes^ comme nous le verrons ^ sont tout-à-fait insensibles pour la Terre ^ et pour les planètes ; mais ce sont eux qui produisent l'accélération séculaire qu'on observe dans le mouy& ' ^ ment de la Lune , et dont les astronomes avaient long-temps vainement cherché la cause.
Les résultats précédens s'appliquent à tous les corps de notre système planétaire ; mais c'est surtout dans la théorie de la Terre que leur importance se îà sentir, à 4|use de l'influence que les inégalités de sob moyen mouvement auraient sur la durée de l'année sidérale 9 élément que les astronomes ont toujours regardé comme invariable et qui sert de base aox calculs de toutes les tables des mouvemens célestes. On devait désirer qu'il ne restât aucune incertitude sur une donnée aussi essentielle; mais d'une parties observations anciennes sont trop peu exactes, et de l'autre les modernes sont comprises dans un tr(^ court intervalle de temps pour qu'on en pût condore riea de certain sur l'invariabilité de Tannée sidérale. Cette question est donc une de celles où la théorie devait devancer l'observation, et l'analyse que nous venons de développer fixe un point important du système du monde, qui n'aurait pu être établi d'une manière incontestable^ par les observations seules , qu'ûprès un grand nombre de siècles.
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Fariations séculaires des excentricités et des longi^
tudes des périhélies.
63. Après avoir démontré l'invariabilité des grands axes et des moyens mouvemens par rapport aux iné- «yalités séculaires, avec tout le soin qu'exigeait cette iqiportante question , nous allons examiner successivement les variations séculaires des autres élémens des orbites planétaires.
Commençons par les variations des excentricités et des longitudes des périhélies. Pour cela, reprenoiis les expressions différentielles de ces variations, dcmnées n** 46 >
e dm ^
e de
En différenciant par rapport à â> et par rapport à e la valeur (») de F, trouvée n** 53, on aura
dF 3m'.aa',(,a, a)'
tû~~ 4.(o"—fl»)» ■ ' '
+ â.(o-'~ay ''•^^'' ""•^'
Si par conséquent on fait pour allréger
[^-1 ___^ 3/71 • a*û n,(ji^a. ) «,«J— 4.(a'»-a»)» *
— ;-| 3m'. an . [a(/.{a,a') + (a*4- û'').(a,o')']
.ff.J = M^^:z^r "'
Tome I. a
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on aura , pour déterminer les variations séculaires ' des excentricités et des périhélies, en ne portant l'ap- i proximation que jusqu'aux premières puissances des excentricités et des inclinaisons , et en ne considérant que Faction d'une seule planète perturbatrice m', les \ deux équations
^ = la,a'^ . é. sin (a>'— û»), j
^ = [a,a'] — \cr,a!\ . — • cos (o)' — où).
L'action des planètes m", rnl'^j etc. , ne fera qu'ajouter à ces équations des termes semblables. Désignons donc \
par [^,/ï'"] y r^,iï J f ce que deviennent les fonctions j \afd ] , [«,«'1 , lorsqu'on y change al et rrJ en a" et w";
désignons semblablement par [û,yx'"] , a,a'"\f ce que
deviennent ces mêmes fonctions lorsqu'on y change a' et m^ en a'" et m'", et ainsi dé suite; on aura , en I vertu des actions réunies de tous les corps m', m'', m!", etc. ,
^ssjfaja'l . e'.sin (cù''^ûi)+\a,a'l.e''.sm (a*'—»)
-4- etc. , ^î=[a,a']+ [a,a'']+etc. — • a,(/] A. cos(û>' — t»)
— [a,^''! • — .cos (û)" — o)) — etc.
De ces expressiopsi il est facile de conclure celles de
de' dJ dé" dm" ^ , * ^ • ^
— ^ "5^^ 57' 'dt^ ' ^^ changeant successivement, dans les équations précédentes, ce qui se rapporte à la planète m dans ce qui se rapporte aux pla^* nètes 172^, v[i\ etc., et réciproquement. Soit donc-
[a^a],[aV^,[aV*],etc,,fa^,a|, ["g^ af\ [aV^'],etc. [a^g^,[a^g],[a^a'^,etc.,[^2], 123' [5?]'®*^*
etc.
ce que deviennent le$ fonctions que nous avooâ désignées par
\a,ar\y {a,a"],[a,a% etc.,[â2|, [a,a^], [â^,etc..
lorsqu'on y change successivement ce qui est relatif km en ce qui se rapporte k m!^ m", etc. , et réciproquement; nous aurpns pour déterminer les excentricités et les périhélies des orbites de m, m% ni'^ etc., le système d'équations 4iiiférentieUes suivant :
dt^
a,a'l .e'4sin(âi'- a>) -f-[^£^*«"-sin(û>*-a>}-4-etc,,
dé'
— =z jV^J.e.sin(ûi -û)') +[V^'Te^sin(ea^'W)-4-etc.i
'^=:\a!',a] .e .sin(û)-a>") +[a^an .e'.sin(û)'-û)'')+etc.ï . . etc.
^ = [a^a'] 4- la,a!^ -f- etc. — \a,a^l . j.cos («'-^û))
— { g^ g j . — . cos (o)"— ey) — • etc. ,
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— [a',^i" ] A . cos (a>" — û)') — etc., ^= [^>]+[a^a'] + etc.— [^]A.cos(a>-.fl'|
— r^V[' 1 • -^ • cos (ûi' — û)") — etc., etc.
On détermine fort simplement , au moyen de ces formules , les yariatioas annuelles des excentricités et J des périhélies. En effet , pendant ce court intervalle, t on peut supposer constans les élémens e, é^ etc. , I dùj ûû>\ etc. y qui entrent dans les équations différentielles précédentes ^ et les intégrer dans cette hypothèse^ ce qui revient à multiplier par le temps des
valeurs de ^, ^, etc., -r. -^, etc. Les expressions
qu on obtiendra de cette manière pourront ngiéme s'étendre, relativement aux planètes, à plusieurs siècles avant et après Fépoque que l'on aura choisie pour Torigine du temps. Si Ton veut avoir des valeurs plus exactes, on observera que les excentricités et la position des périhélies variant avec le temps, rexcenlricité de Torbite de m, pour un temps quelconque /, sera égale à
et la longitude de son périhélie à
^' ^^ S"' ^^'^-^ '^'^ â' S-' ^*^-^ ^'^^* ^^^*^^^ ^ 1 époque. Or les valeurs précédentes de ^ et de ^ donneront^ en les différenciant et en observant que a et a* y etc. , sont constans , les valeurs de -j^ , ^ , etc.,
"5* ' "dp* ^^ P^^w^si donc continuer aussi loin que Ton
voudra les séries qui précèdent ; mais il suffira , dans la comparaison des observations les plus anciennes qui nous soient parvenues, d'avoir égard, relativement aux planètes, aux termes de ces séries multipliées par le carré du temps.
64. Quoique cette manière de déterminer les variations séculaires des excentricités etdes périhélies suffise aux usages astronomiques, cependant la théorie de ces variations ne serait pas complète, si elle ne donnait pas leurs valeurs finies pour un temps quelconque , ce qui exige qu'on intègre rigoureusement les formules différentielles (o). Leur intégration directe est impossible ; mais par la transformation que nous avons indiquée n"" 46^ et dont l'idée ingénieuse est dixe à Lagrange, on les ramène à la forme d'équations différentielles linéaires du premier ordre que l'on sait intégrer. En effet, supposons, comme dans le n° cité,
6=6.sin â>, Z>'=e'.sinû)', è^=:e^.sinû)%etc.,1 y v c=e,cos o), c'= e' . cos a>', c'^rze'.coscê'^etc. )
£n différenciant ces expressions , .on aura
db . de , ^ ' dtt
smû).^+e.cos
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de de • <im
^=co8».3-— e.sm».^^,
db' • I de , f / dtt
•^-= sm a>' . -y- -f-e .cos a . -77 ,
dl dû ^ dt ^
dd f de' / . t d»
etc.
o- j / .• y de dci de' d» .
oi dans ces équations on remplace j-f-iif^t^ "^ * ^ '
par leurs valeurs, on aura, pour déterminer j-, . , etc.^ les équations différentielles suivantes :
5^ {[«^û^]+[«/»^rHtc.\.c--ra,a'J.c'— [ûjaM. c*— etc., ^=-^1 [a,a'] + [tf,a"] +etc, \.b+ [^ .&'+[^].ô''+etc., — = |[a>]+[a',aT+etc.|.c'— fa', fl].c— ['a',a'^.c'--etc,
etc.
On peut d'ailleurs déduire directement ces équations des formules (12), en y substituant pour F sa valeur en fonction de b, b', c, c', etc., donnée n? 53,
Les équations précédentes sont linéaires et s'intègrent par les méthodes connues. Lorsque, par leur moyen, on aura déterminé les valeurs des quantités i, c, h\ c'p V\ d'^ etc. , on obtiendra celles des excen-
trichés et des longitudes des périhélies^ en remar^ quant que les équations (a) donnent
e'=l^F+?y tang •= - , /= ^/^ »+c'% tang-»'=4,
etc.
Il ne nous reste donc plus qu'à opérer Tintégration des équations précédentes ; pour y parvenir, faisons
^ =:M. sin(A<-f-/), c =M,cos(A<+0»
è' = M', àvijit -\-l), c' = M', cos (Ai-f- ï) ,
b"=z M". sm(A<+0» c"=M".cos (Â<— Z),
etc. etc.
M y M', M", etc. y étant, ainsi que h et /, des quantités constantes indéterminées.
Si l'on substitue ces valeurs et leurs différentielles dans les équations (P), il en résultera entre les indéterminées M, M', M'% etc., A et /, les équations de -'^^ condition suivantes :
MA =1 [aSa] +[a, a^+etc. | .M — [û^ M'— [^'].M"--etc., i
M''A={[aV]+[aV]+etc. }-M"— [^].M — [^l.M'-etc. A etc.
Le nombre de ces équations sera égal à celui des coefficiens M , M', M', etc. ; mais comme chacun des termes qui les composent est multiplié par l'un de ces
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cœiEciens , il s^eusuit que Ton ne pourra dëterminer^ par les équations précédentes^ que le rapport de ces quantités entre elles , de sorte qu'il y en aura toujours une qui restera indéterminée. En éfiet , soit i, par exemple ^ le nombre de ces équations de condition ; il est aisé de voir, d'après leur forme , que si , au moyen des f — I premières , on élimine de la dernière les i — I coefHciens M', M", etc • , le coefficient M en disparaîtra de lui-même ; de sorte qu on arrivera à une équation finale en h du degré i, qui ne contiendra plus que cette constante dlnconnue, et pourra servir par conséquent à la déterminer. Cette équation sera toujours d'un degré égal au nombre des coefficiens arbitraires M, M', M'', etc., ou des corps m, m', m", etc., du système; elle aura donc un nombre égal de racines qui , substituées tour à tour dans les i—- 1 premières équations (k) , serviront à déterminer chacune un pareil nombre de coefficiens arbitraires M; M', M% etc.
Soient donc h, A, , A, , etc. , les racines de l'équation finale en h; soient M, M', M'', etc., M, , M'^, M'',, etc., M., M'., M''., etc., les difïërens systèmes de coefficiens indéterminés qui cpiTespondent respectivement à chacune de ces racines , les valeurs de i, i', b^', etc. , de c, c', c", etc. , qui en résulteront^ satisferont toutes aux équations (P). Or l'intégrale complète d'une équation différentielle linéaire est égale, comme on sait , à la somme de ses intégrales particulières; on aura donc
£>=:M.sm(A^4-/) + M,.8!n(Ai^-|-/,) + M,.sin(Aji«+/0 + etc.,
fe'=rM'.sin(/if+/)+M'i.sîn(A,i+/i)+M',.sm(7i.<+/,) + etc.,
etc.
c?=M.cos (A^+/)+M, .cos(A,«+/i)+Ma.cos(Aaf+4)+eta,
c=M'.cos(:fet+Z)+M',.cos(A,^+/i) + M^.cos (/*at+/a)+etc.,
etc.,
I9 l%9 Lf ctc.^ étant.des constantes arbitraires.
Ces équations renferment autant d'arbitraires qu il y a d'équations différentielles (P) ; car chaque système d'indéterminées M f M'^ etc. , contient une arbitraire^ et il y a de plus i arbitraires l, /,, l^, etc. Ces équations sont donc les intégrales complètes des équations différentielles proposées. Quant aux 21 constantes arbitraires qui entrent dans ces équations^ on les déterminera au moyen des observations. Elles ne donnent pas directement ces constantes , il est vrai ; mais elles font connaître , pour une époque fixée , les valeurs des excentricités et des longitudes des périhélies des orbites , et par suite les valeurs des quantités b^ Vy etc. , Cf c\ etc. ; on pourra donc toujours en déduire les valeurs des arbitraires inconnues.
65. Il résulte , de ce qui précède , que les excentricités et les longitudes des périhélies des orbites planétaires ne sont plus^ comme les grands axes, assujetties à de simples inégalités périodiques; les variations de ces deux élémens contiennent des termes indépendans de la situation mutuelle des corps du système , et par conséquent la forme des orbites et la position des grands axes peuvent éprouver dans la suite des altérations considérables ; mais les ellipticités , en vertu de leurs variations séculaires, sont-elles susceptibles de croître indéfiniment? S'il en était ainsi, les orbites, aujour-
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d'huî presque circulaires , deviendraient à la longue^ fort excentriques , et pourraient même finir par chan^ ger entièrement de nature. L'invariabilité des granc^ axes ne suffirait plus alors pour assurer la consery^^ lion de notre système solaire , qu'une pareille progression nenacerait dans la suite des siècles à!vn bouleversement total. L'équation (e) à laquelle nous sommes parvenus, n^ 54, montre heureusement que ces changemens sont à jamais impossibles; mais il ne sera pas superflu d'examiner ici avec plus de détail cette question , puisque c'est sur elle que repose l'une des conditions essentielles de la stabilité du système du monde.
Pour cela, reprenons les expressions que nous avons trouvées pour déterminer les valeurs des quantités b,elc, savoir :
i=M.sîn(Ai+/)+M. .8in(h,t+l,) +M..sin(iiat+/a) + elc , c=M . cos {ht+l) + M, . cos {hit+li) + Ma . cos (hat+h) + etc.,
les quantités^, h^ph^, etc., étant les racines d'une équation déterminée d'un degré égal au nombre des corps agissans du système, et M, M, , M., etc., /, /,, 4 , etc. , des constantes arbitraires dont la détermination dépend des valeurs de è et de c, à une époque donnée.
Substituons ces valeurs à la place de b et c dans l'expression de l'excentricité de l'orbite de to; ona e*=6*4-c*; on aura donc
^*=M»+ M,*+Ma»-f etc. +2MMj.cos [(fti — A).t + /i-^ + etc.
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t-ie premier membre de cette équation est constam- «aaent plus petit que (M+M,4-M.+ etc,)% tant que* les cosinus qui entrent dans le second membre sont tous réels; ainsi donc^ toutes les fois que les racines ^, ^1, h^y etc., sont réelles et inégales^ l'excentricité e de Forbite de m ne peut jamais surpasser la somme des, coeffîciens M ^ M, ^ M«, etc. , pris avec le même signe ; et si l'on suppose ces coefSciens fort petits à une époque donnée, comme cela a lieu en effet dans la nature^ elle demeurera toujours peu considérable.
Mais il n'en serait plus de même, si quelques-unes des racines de l'équation en A devenaient égales ou imaginaires. Ces racines introduiraient, au lieu de sinus et de cosinus , dans les expressions de b et de c, des arcs de cercle et des exponentielles , et ces quantités étant susceptibles d'augmenter indéfiniment avec le temps, il en résulterait que les valeurs de 6 et de c ne seraient plus resserrées entre des limites qu'elles ne doivent pas dépasser ; que par conséquent les orbites pourraient dans la suite des temps devenir fort excentriques, et que les résultats auxquels nous sommes parvenus jusqu'ici, fondés sur la petitesse des excentricités et des inclinaisons des orbites cesseraient d'être exacts. Il s'agit donc de montrer que les racines h^ KfKf etc., sont toutes réelles et. inégales; c'est ce que Ton peut faire d'une manière fort simple, et sans être obligé de former l'équation dont elles dépendent dans le cas où l'on suppose que les différens corps m m!, m!', etc., du système, cîrculenttous danslejmême sens.
En effet, reprenons les équations (o) du n* 63.
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Si Fon multiplie respectivement ces équations paa
m s/a.Cy ni K/cT.e^ w!' \/d.e% etc. ; qu'on les ajoute et qu'on remarque que
8in(<i»— # ) =r — sin (-»'—«»), sin («»—«»')=— Aïï{/ — «»), etc^
et qu'en vertu des valeurs de [«,^'1 ^ \a\ al etc. ^ données dans le n"* 65 , on a généralement
etc., cette somme se réduira à l'équation suivante
m s/a.ede-^m! \/a\e^de'+m' \/^.e''de''+-etc.z=:o.
Si l'on intègre cette équation , en observant que les grands axes a , af, etc. , sont constans, puisqu'on n'a égard qu'aux variations séculaires, on aura
m\/a.e*+m' \/a! .e^^+m" v/â^,e''*+etc.=const. {e)
Les corps m , m', etc. , étant supposés tourner dans le même sens, les radicaux V/a, \/a', \/c^ devront être pris positivement, et chacun des termes du premier membre de cette équation sera par conséquent positif. Nous sommes déjà parvenus à cette équation, n^ 54; mais nous avons voulu montrer comment elle résulte des équations différentielles (o) .
Supposons maintenant que l'équation qui détermine h ait des racines imaginaires, quelques-uns des sinus ou cosinus qui entrent dans les expressions de b
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île, se changeront en exponentielles^ de sorte que la iraleur de by par exemple, contiendra un nombre fini de termes de la forme Ce*', c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, et C une quantité réelle puisque b ou sa valeur e sin cù est une quantité réelle. Soient De*', C'c^', D'c*', etc., les termes correspondans de c, b\ d, etc. , D, C, D', etc., étant aussi des quantités réelles , la valeur de e* contiendra le terme (C* + D*) . c**', la valeur de e'* contiendra le terme (C'* + D'*).c***, et ainsi de suite. Le premier membre de l'équation {e) l'enfermera par conséquent le terme
+m' v/^'.(C'*4-D''0+etc.].
^î c** est la plus grande des exponentielles que renerment les expressions de b, c, b', c', etc., c**' sera ^ plus grande des exponentielles que renfermera le ^i^emier membre de l'équation (e); le terme précédent ne pourra donc être détruit par aucun autre erme de cette équation j en sorte que pour que son Premier membre se réduise à une constante , il faudra lue le coefficient de c**' soit nul de lui-même, ce qui lonne
+ 111' \/â. ((/•H-D'»)-f-etc.=o;
fquation qui ne peut être satisÊiite, à moins qu'on l'ait séparément C=o, D=o, C'=o, D'=:o, etc.,
»î Ton suppose que les radicaux sja^ \Ja\ s/d'^ etc..
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sont de même signe , c'est-à-dire que les corps m^ m\ jri'y etc.^ circulent dans le même sens; d'où suit que les valeurs de b, c, b% c\ etc. , ne renfe:^ ment pas d'exponentielles^ et que par conséque^^?. l'ëquation en h ne contient pas de racines imagi. naires.
Si cette équation avait des racines égales , il en résulterait des arCs de cercle dans les expressions de hy c, 6', d y etc. L'expression de è, par exemple^ renfermerait un nombre fini de termes de la forme Cf. Soient \ii% Ç!t\ Ji't% etc. , les termes correspondans des valeurs de c, b'^ c', etc. , C , D ^ C, D', etc. , étant des quantités réelles, le premier membre de l'équation (e) renfermera le terme
et si f est supposé la plus haute puissance de t que renferment les valeurs de è, c, b', c\ etc., /^'serala plus haute puissance de t qui entrera dans cette équation; il faudra donc, pour que son premier membre se réduise à une constante, qu'on ait
m v/â.(C*+D*)+m' v/7.(C'»-f-D'^)+in" V^?.(C''*+D''*)+etc;=:o;
ce qui est impossible lorsque les corps m, m', m", etc., circulent dans le même sens, à moins qu'on n'ait séparément C==o, D=:o> C'=:o, D'=o, etc. Lesvaleurs de b, c, b\ c\ etc. , ne peuvent donc contenir ni exponentielles ni arcs, de cercle, et l'équation en A a par conséquent toutes ses racines réelles et inégales.
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Le cas particulier que nous ayons examiné est :elui de la nature^ où toutes les planètes circulent dans le même sens autour di^ Soleil. Il suit donc^ de ce jue nous venons de démontrer, que les excentricités des orbes planétaires n'éprouveront pas par la suite des siècles d'accrois.*emens considérables^ et qu'elles resteront dans tous les temps très petites, comme elles le sont aujourd'hui.
C'est d'ailleurs ce qu'on peut conclure immédiatement de l'équation
m S/'a.e^'^ni \/â\e'*+ni' V/7'.e"* + etc, = C.
En efiet, tous les termes du premier membre de -ette équation étant positifs, lorsqu'on suppose que es corps m, m% ni' y etc., tournent dans le même ens , chacun de ces termes est plus petit que la consente du second membre. Si Ton suppose donc à une •poque donnée les excentricités e , e' , e" , etc. , très Petites , la constante C sera une fort petite quantité ; •hacun des termes de l'équation précédente restera lonc aussi fort petit , et ne sera pas susceptible par -onséquent de croître indéfiniment. Mais les considé* *ations précédentes montrent comment l'éternelle ;>etitesse des excentricités des orbites des planètes ^ésulte de la forme même de leurs valeurs, et nous ivons cru devoir les développer ici , pour ne rien laisser à désirer sur une question aussi importante.
66. Considérons maintenant les équations d'où dépend la position des périhélies. Si l'on remplace dans
l'équation tang û) = -, A et c par leurs valeurs, on
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aura
M ,8m(ft/4-/)-f M, .8in(ft,/+/0+Ma.8in(fta^4-/O+e ^"^*^M • cos(A^+/)+M, . cos(^ H- ^i) +M . . cos(A,^-f-4)+e
Si de l'angle ûù on retranche langle ht+ l, en obsey*. vant que ,
en vertu de l'expression précédente , on aura
Si le coefficient M est supposé plus grand que la somme de tous les autres coefficiens M,, M«, M3, etc., pris positivement^ le dénominateur du second membre ne sera jamais nul; tang(a) — ht — Z) ne pourra donc pas devenir infini , l'angle co — ht — / n'atteindra jamais le quart de la circonférence, et cet angle sera compris par conséquent dans les limites + go"* et — go^, entre lesquelles il ne pourra faire que des oscillations plus ou moins grandes , de sorte que ht+l exprimera le vrai mouvement moyen du périhélie!
Mais de ce cas particulier il est impossible de rien conclure en général sur la nature de l'angle a>; on doit donc regarder les mouvemens des périhélies comme n'étant pas uniformes, et comme pouvant j éprouver dans la suite des siècles des variations dont J on ne saurait assigner les limites ; on a seulement la 1 certitude qu'en vertu de la première des équations (r) n® 54, ces variations seront toujours très lentes, comme elles le sont aujourd'hui.
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67. Concluons de ce qui précède que la stabSité du ystème du inonde est assurée relativement aux exentricités comme elle l'est par rapport aux grands ixes. Les orbites des planètes , en vertu de leurs avions mutuelles, et en ne considérant que les variaions séculaires , ne font qu'osciller autour d'un état Doyen d'ellipticité dont elles s'écartent peu, de sorte pie ces orbites dans les siècles à venir conserveront oujours à peu près la forme circulaire. Les grands ues des orbites demeureront constamment de la nème grandeur , les moyens mouvemens qui en dépendent seront toujours uniformes, et la position de ^ grands axes pourra seule éprouver dans la siiilte les variations considérables; enfin les excentricités, [Uelques altérations qu'elles subissent, seront sans ^sse assujetties à la condition suivante : la somme de curs carrés, multipliés par les masses des corps du Tstème, et par les racines carrées des grands axes fe leurs orbites , restera constamment la même.
n faut bien remarquer que ces résultats, du moins [Uant à ce qui regarde les excentricités et les périhélies, ne sont exacts qu'aux quantités près du. second ^rdre par rapport aux excentricités, aux inclinaisons taux forces perturbatrices. Nous montrerons bientôt omment on peut les étendre aux secondes dimenions de ces forces et à dès excentricités et des inclilaisons quelconques.
Tome I
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Variations séculaires des inclinaisons et des longitudes des nœuds.
68. Déterminons maintenanllesyariations séculaires des noeuds et des inclinaisons* Leur théorie a la plus grande analogîe avec celle des variations séculaires des excentricités et des périhélies.
En désignant par ç Tangle que forme le plan de l'orbite primitive de m avec un plan fixe que nous supposons très peu incliné au plan de cette orbite, et par cl l'angle que fait leur commune intersection avec une droite prise à volonté dans le plan fiie, en donnant à ^' et a' des significations analogues relatives à l'orbite de m' , et en supposant , afin de , simplifier les formules ,
p sstang^ «sinA ^ ç ssstang^ .cosa, p' =s tang ^' . sîn ot% y'sss tang fi' • cos a! \
nous avons trouvé dans le n* J^6, pour déterminer les variations difierentielles des quantité p et^,\^ équations suivantes : 1 1
dp:=: -^^.^.eft, 1^
dq^ ^^= ^ A,
Si l'on différencie par rapport aux variables ;i et ^ » valeur de F du n* 53, on aura
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5F~ 4.(a'*-a»)' '^P^PJ'
dF 3m'. oif . (q/^y > /\
En faisant donc pour abréger, comme dans len® 65 ,
on âtira, en négligeant led carré» des excenindtéit et ies indinai&OQS,
U est aise de conclure de là les ranatiôii^ diffeMo^ tîelles de (p et de a. En effet, le$ valeurs que nous a?ons supposées aux q«antitës/i et 9^ dottnent •'
tang<ps= V>'-hV% tanga»!, ;.,/,
Cn différenciant, et en phierya^t que QOus nptfjjrtfiiTifr ies carres d^s inclinaisons^ ce qui dpnu^ cob^^sbz i , on trouve
^^ = sîna.494.cosa.a;7, da=:S2îîLfc!™îLuè
Si l'on substitue pour dp et rfy leurs valeurs données par les équations {a) , après y avoir remplacé p, q, P'p ff par les quantités qée ces lettres représentent,
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OQ aura
g sa [a ,<| . tang f ' . sin (« — «')»
5=-[«,<H.[^,,a'].*^ . cos(«-«0;
valeurs qu'on aurait pu d'ailleurs déduire directement des formules (5) et (6) du n* ^2, comme il estaisé de le vërifier,
' w J^UmB n'ayons considéré jusqu'ici que l'action dW seule planète perturbatrice m'; l'action des r planètes m", m"'f etc. , introduirait dans les seconds membres des équations ^précédentes des termeis semblables à ceu^ qu'ils renferment. Si dans ces équations on change ce qui. a rapport à m dans ce qui est relatif à m'p et réciproquement, on aura des expressions analogues pofeir ~ > 37 # ^* J^'^ trouverait de la même . • ■ ' * . ■ •■
manière les valeurs des différentielles 7 /-^ > ^f etc.;
relatives à m", m'", etc.; d'où Ton peut conclure qu'on aura généralement pOur déterminer les variations séculaires des inclinaisons et des lonintudes des pérHiéuesdes orbites des planètes m, ntf^nPp etc.|k SFystème- d'équations difféirentielles suivant
^==[a^a].Ung^.8m(•'-*)+^:a^a^.taIlg9^«ÎIl(«»*-«•H-etci,
^==[a^a],Ullgf,»ln(«•-*)+[a^<I.tang♦^.8m(«'-i*0+ete.:,/'(*)
etc.
Ces équations sont de forme absdiument semblable à celles qui nous ont servi k déterminer les yariations séculaires des excentricités et des périhélies; la seule différence qui existe entre elleS;^ cW que les symboles
[fl?j •* I ^> ^^n > ^*^* » ^^®* ^^^ remplacés par les symboles [a, û^ , [^#^"3 y etc.; les quantités e, e' ,e'p etc., partang^, tang^% tang^'', etc. ^ et les angles ai, ù/ , etc. , par a, a/ , etc. Nous pouvons donc appliquer aux équations précédente$ les mêmes^cônsidlérations qui nous ont guidés dans les n* GSJet^suivans , ce^qui ^régera beaucoup ce que lEious avons à dire ^ur cc^ ^bjet.
69. Nous voyons d'abord que si Ton intègre les équations Çb) en y regardant les angles (p, ^\ etc., «t^ À^, etc. , comme constàns, on aura pour les variations séculaires des inclinaisons etdesnœuds.des expressions ^ui ne sont rigoureuses que lorsque le temps t est in« iment petit, mais qui pourront cependant smmir
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pour les planètes pendant an long intervalle. Si l'on yeut avoir des valeurs pins exactes de ces variatîoiis, on réduira en séries ordonnées par rapport au temps les expressions de ^, et, (p' , af , etc., et en difieren^
ciant les valeurs précédentes àe^, -j. ^, etc., on
pourra oontinuer oes séries aussi loin que Ton voudra. Déterminons les expressions rigoureuses des inclinaisons et des noeuds. Il faut pour cela intégrer complètement les équations (b) , ce qui exige qu'on leur donne d'abord une autre forme* Faisons , comme précédeomient,
p Bstangip .sin* , ç sstang^) • cos« , ;i^8stang^.siaa% ç' zestMng^\x:maf, etc, etc.
Différencions ces expressions, et substituons ponr dç, da, d^pdA% etc., leurs valeurs, nous aurons
•J= {Cay]+[«,<I+et&}.p H;«i«']-P^— E«7«']»/--«^' ^=-{[a^a]+Ca^(0+etc.}.9''+[a^^^
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Ces expressions résultent d'ailleurs immédiatement de celles que nous avons trouvées directement pour
èpt^ n«68
On obtient aisément plusieurs intégrales du système d'équations précédentes. En effet ^ si Ton multiplie
respectivement ces équations par m\/a • p , n^Ja . tf^
wl\/d . jf , wlsjal . (f f etc. , qu'on les ajoute ensuite et qu'on intègre leur somme, en faisant attention qu'en vertudesvaleursdesquantités[a^a^y[â'^a], etc., on a
\afa''\.m\/a — ^ [a', cî\.fn! \^d = o,
etc.
on aura ,
Si l'on multiplie ces mêmes équations, la première
par m . \/a^ la troisième par rrl . V^# 1^ cinquième
par ni^ . \/^ ^ et ainsi de suite, et qu'on les ajoute, on aura, en vertu des inémes relations ,
i^V/â.J^+mV^.^+m^V^.^Vetc. ::==o,
d'où l'on tire en intégrant
m S/a.p^rrt \/ci ip^^ nf V^a". //'•+• etc. es const. On trouverait d'une manière analogue, .
m \*a .q-\-rr{ \/a' • q^'^ni' V/?. 9"+ etc. = const.--
Nous étions déjà parvenus dans le chapitre VII à ces diverses équatiotîs qui expriment des relations qui
4a4 THËORIB AKALTTIQUS
doiveot toujours exister entre les quantités /i, q^f'f
q\ etc. 9 quelques changemens quelles éprouyent|et
qui pourront servir par conséquent à vérifier leurs
valeurs.
Le système d'équations différentielles linéaires (c) étant d'ailleurs parfaitement semblable à celui des équations (P) du n^ 64^ on pourra appliquer à leur intégration la même analyse. On trouvera ainsi
p =N .sîn.(A/+/)+N, .«D.(//,«+A)+N, .8În.(*»*+4)+cte> ^ =N .oo8.(At4-0+N, .oos.(A,^^/,)+Nft .co8.(Aft^|-/•)-|-etc•j
el<5.
hfh^f h^, etc., étant les racines d'une équation d'un degré égal au nombre des corps agissans du système, et les arbitraires N, N', N", etc., /, /., /., etc., des constantes qui dépendent de la positicm des orbites à une époque dcmnée. ^
Si les racines A, K^Kf etc. , sont toutes réelles et inégales, les valeurs de /?, q^p'^q'^ etc., ne sauraient contenir ni exponentielles ni arcs de cercle« Or c'est une conséquence que l'on peut tirer dé l'équation {]^ comme nous l'avons fait voir dans le n® 65, pourvu que les corps m, ml , m', etc, soient supposés circuler dans le même sens; d'où l'on doit conclure que ks inclinaisons des orbites planétaires sur un plan fixe, si elles ont été très petites à une certaine époque i demeureront toujours peu considérables , et ne feront qu'osciller entre d'étroites limites qu'elles ne pourront jamais franchir. La position des nœuds, au
CX)D traire^ pourra éprouver dans la suite des siècles des "Variations considérables^ et leurs mou vemens devront être regardés comme n'étant pas uniformes.
La stabilité du système planétaire est donc aussi assurée relativement aux inclinaisons des orbites qu'elle l'est par rapport aux excentricités.
70. Les expressions de p et ç, données par les formules (e/) y offrent un moyen facile de construire géométriquement les valeurs de ces quantités par le moyen des épicycles.
En effet, que l'on imagine un cercle dont le rayon soit N, et fftik partir d'un diamètre fixe on prenne sur ce cercle un arc qui comprenne l'angle ht^^l, qu'à l'extrémité de cet angle on place le centre d'un nouveau cercle dont le rayon soit N„ et qu'on prenne à partir d'un diamètre mené parallèlement à celui du premier cercle un arc qui réponde à l'angle A,^ -}" '• ^ qu'on place à l'extrémité de cet arc le centre d'un nouveau cercle dont le rayon soit N„ et qu'on prenne de même sur ce cercle, à partir d'un diamètre parallèle aux précédens, un arc qui soutende l'angle A^i + Z» et ainsi de suite; si de l'extrémité du dernier arc, on abaisse une ordonnée perpendiculaire au diamètre du premier cercle, cette ordonnée sera la valeur de p, et l'abscisse correspondante , comptée à partir du centre du même cercle, sera celle de q.
En effet, ilest visible, d'après cette construction, que la première de ces deux coordonnées sera exprimée par
N . sîn(A/+/) +N. •sin(A,<+/,>+-N,.sin(A»f +/,)H-ete. ^
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et la seconde par
N . cos(A^+/)+N, .cos(A,£+/,)4-N.,cos(A,i-f-4)+ett,
On voit de plus que si du centre du premier cere7e; on mène un rayon vecteur à Textremité de l'arc pris sur la circonférence du dernier cercle , ce rayon sera l'expression de tang^, et l'angle qu'il forme avec l'axe des abscisses sera égal à l'angle a , puisqu'en effet on aura ainsi
tangç=: V)>' + 9*# tangas=-.
En appliquant la même construction aux exprès^ sions de 6 et de c du n"* 64» on déterminerait géométriquement les valeurs de l'excentricité e de Foririte et de la longitude cù de son périhélie. La première serait égale au rayon vecteur mené du centre du premier cercle à l'extrémité de Tare pris sur le dernier épicycle ^ et la seconde à l'angle que forme ce rayon avec l'axe des abscisses.
7 1 . Jusqu a présent nous avons supposé fixe le plan auquel nous avons rapporté la position des orbites pla* nélaires, mais les asti*onomes ont coutume de la rapporter au plan mobile de l'écliptique ou de l'orbite que décrit la Terre autour du Soleil dans son mouve^ ment annuel ; c'est en effet du plan de cette orbite que nous observons tous les mouvemens célestes. Il est donc nécessaire , pour rendre les formules précédentes immédiatement applicables aux usages, astronomiques, de montrer comment elles peuvent être modifiées de manière 4 détei^miner .directemeut les
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\ariatioQS des noeuds et des IncliaaîsoQS des orbites ^es corps m^ ni ^ nr ^ etc«f par rapport à Torbite mobile de Fun d'entre eux pris à yplonté , relativemept à l'orbite, de m^ par exçmple. Soient donc a/ ^ If' f^ les trois coordonnées de ni rapportées à un plan fixe quelconque; soit z l'ordonnée d'un point situé sur Torbite de m et répondant s^ux mêmes abscisses v! cty; nous aurons
Si l'on suppose très petite l'inclinaison mutuelle des deux orbites ainsi que leur inclinaison sur le plan fixe, la différence z' — ^2==>--(/?'---/^) .a/4-(/ — q).y des deux oidonnées zT et z exprimera à très peu près la bauteur de /Ti^au-dessua de l'orbite de m. Or, si l'on désigne par z/ cette hauteur, et par ^/ et ce/ l'inclinaison et la longitude du nœud de Torbite de ni sur l'orbite de /it, on a aussi , à très peu près,
z\ s= — tang ^'^ . sin a'^ . a/ •+• tang 9'^ . cos ci^ .y , d'où rpu conclura
et .par conséquent ■.■ .
On déterQiinera ai^éaient, au moyen de ces deux ^uations, le lieu du nœud commun et l'inclinaison mutuelle des deux orbites.
Si Voxx su{^se que J0 plaa fixe auquel se fappor^
tent les quantités p^p^^q^ q' soît celui de Forbite de 171 à une époque donnée y on aura pour cette époque p = Of q=^o. Mais les dîjBférentielles d^ et <^ ne seront pas nulles et en différenciant les valeurs précédentes on aura
, {dpf — dp) . coa«' — (dur' — dq) , sina'.
aet ss' 7 /^ ' ' •
' tang çr
En substituant pour dp^ dq, dp\ dq' , leurs yaleiiis précédentes y on trouvera
-^ = { [oT, a"] — [a, a^ ) . tang^* • 8În • («' — «0
+ { [ûSa*]— [a,a*] } . tang^* . sin • (ii'~ a*)*M& , ^ = _ {[a',a] + [a',a''] + Ca',û-3+etc.)-[a,fll.
On obtiendrait de la même manière des formules semblables pour déterminer les variations des inclinaisons et des nœuds des orbites de ni', m'", etc.| relativement à l'orbite de m. Quant au degré de précision de ces réductions^ il est facile de se con^ vaincre qu'elles sont exactes, aux quantités près du troisième ordre, relativement aux inclinaisons mutuelles des orbites; en sorte qu'on pourra toujours les employer comme tout-à-fait rigoureuses, tant qu'on ne voudra pas pousser au-<lelà les approxima-* tions.
De ce que nous avons démontré dans le n
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II résulte que la stabilité du système solaire .est as^ stirée relativement aux inclinaisons des orbites planétaires , comme elle l'est par rapport aux excentriités. L'action réciproque des planètes les unçs sur les autres^ k laquelle sont dus les déplacemens séculaires de leurs orbites, ne cause dans leurs inclinaisons mutuelles que des variations comprises entre d^élroites limites qu*elles ne pourront jamais dépasiser; elles resteront par conséquent toujours très petites y comme elles le sont aujourd'hui. La position des noeuds pourra au contraire éprouver dans la suite des temps des altérations considérables, et Ton ne devra pas regarder leurs mouvemens comme uniformes. Enfin , quelles que soient les altératiotis que subissent les inclinaisons des orbes planétaires , elles seront toujours assujetties à la condition suivante : La somme de leurs carrés y multiplies par les masses des corps du système et par les racines carrées des grands axes de leurs orbites j démembra constamment la même.
]^ous étendrons bientôt ces résultats , qui ne sont exacts qu'aux quanti tés près du second ordre par ràp« port aux excentricité , aux inclinaisons et aux masses perturbatrices, au cas où l'on a égard au carré de ces icnasses.et à toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons.
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yariation séctdaite de la longitude de Vépoque.
«jS. Il nous reste, pour compléter la théorie des variations séculaires , à considérer les variations du sixième élément des orbites planétaires, de celui <{ai| dans Tellipse non troublée , dépend de la position delà planète à une époque donnée , ou , ce qui revient au même , de Tinstant de son passage par le périhélie.
Pour bien concevoir Timportance de cet élément ^ il faut remarquer que c'est de la variation séculaire de la longitude £ de Fépoque, que dépend celle de la longitude vraie de la planète dans son orbite, ces^ à- dire dé la coordonnée la plus nécessaire pour la détermination exacte de sa position dans l'espace. En effet, en nommant v cette longitu(îei on a^ par les formules du n* ^4 #
vissint'^û'\^Xf
en désignant par x une suite de sinus des mtdtiples de l'anomalio moyenne ni ^ê^^ m multiplia parles puissances de l'excentricité e. Or, si ron regarde comme variables les élémens elliptiques, -et qu'on ne considère que la partie non périodique de la varia^ tion de X , il est évident que cette partie sera une fonction des élémens de la planète troublée et de la planète jierturbatrice de l'ordre rrl\ en sorte que si Ton y regarde de nouveau ces élémens comme variables, en vertu de leurs variations séculaires, les termes da second ordre contenus dans cette fonction seront sim^
ïAement proportionnels au temps t, et s'ajouteront ^u moyen mouvement ni dans la valeur de i; ; et les termes dépendant du carre du temps t, les seuls, comme nous le dirons, qu'il importe de considérer, seront du troisième ordre et pourront toujours être négligés. Nous avons vu d'ailleurs que le moyen mouvement nt n'était soumis à aucune variation séculaire; la seule variatioii de cette espèce dépendante du carré du temps p dont puisse être affectée la longitude v, est donc celle qui provient de la varialion de la longitude € de lepoque , et c'est une raison , par conséquent, de l'examiner avec soin,
74* Reprenons la valeur de di donnée par la troisième des formules (ii)^ du n^ 4^.
à===îîii»^^\ (i- VIi:r^^ Ça)
Si Ton différencie la valeur (m) de la fonction F , n** 55 , relativement aux constantes e et a^ et qu'à la place
des différentielles partielles -^j- > -j — # "T*"^
substitue leurs valeurs données en fonctipn de B^^) et . B^"^, par le n^ 52, savoir,
da^^ a'^-^a* ^ da a*— a* '
on trouvera
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si Von substitue ces valeurs dans Téquation (a),, en négligeant les puissances de e supérieures à la seconde et en faisant , pour abréger,
(^)ga TO'.a«/>.(a.BCo)-.|/.BCO), •
/ — yx m' . aVi» . (3flw'.BC<>)4.a* . BCO)
quantités que Ton peut exprïmer aussi en fonction àe(a,cr) et de (a,ay pour les avoir sous la même
forme que les quantités analogues [a^a'^y |g,aj,En
effet, il suffit pour cela de remplacer B ^*^ et B^*^, que nous n'avons introduits que pour la commodité du calcul, par leurs valeurs données n*5i.
Les quantités (£1, fl') et (a,a!y représentant, comme on sait , les coefficiens des deux premiers termes da développement de («•— r 2aa\cos ^ +^'*)^en série, de sorte que Ton a
{a* — aaa' . cosf -f* û'*)* = («/*') + («>«')' • cos ^ + etc.
-7^ m .. an . [aa* , (g, d^ + 3aa^ * (a, a"^/]
-7\ ?7i' . a» . f 1 2 . a^cl . (a ,fl^y-*'3 . (Sa^a"^ aa'^) . (a.a')']
-jx m\an.[6a*a'''. ja^a) — 3a?a\(a/iy'}
aura
+ &y\ip' -Fr' + W -qY- ^''Y \
On voit par celte expression que si dans la valeiir \ dé on n'avait égard qu'aux ternies du premier *dre par rapport aux excentricités et aux inclinai-^ ms^ comme nous lavons fait pour la détermination es variations séculaires des autres élémensde Forbitef î second membre de l'équation précédente se réduiaitàune constante, dans le cas même où l'on Consière le carré des forces perturbatrices. Il en résulsrait par l'intégration dans la valeur de 6 un terme proportionnel au temps qui s'ajouterait au moyen ïiouvement nt dans la valeur n^+ € de la longimde fioyenne, nous verrons bientôt que les termes de Çtte espèce demeurent toujours insensibles ; d'où l'on oit conclure que si la longitude € de l'époque est outoise à une variation séculaire, elle ne peut dépendre que des termes de la valeur de de, du second rdre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons; est par cette raison que nous avons conservé ces ermes dans l'équation (i).
Tome I
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Si Ton suppose ^ comme dans les n** 46 et 64 f
la formule {h) deviendra
Cette formule servira à déterminer la variation séculaire de la longitude 6 de l'époque, causée par l'action de la planète perturbatrice ni ; l'action des planètes /7i'% /«'", etc. , ne fera qu'ajouter au second membre de l'équation précédente des termes semblables , qu'on obtiendra en y marquant successivement d'un accent de plus les lettres a' , A% c% p* et /. Si dans l'expression résultante on change ce qui a rapport à la planète m en ce qui est relatif à /n% et réciproquement, on aura une formule semblable pour déterminer la variation dé^ relative à m' j et Ton aurait de la même manière les variations rfê", rfe'", etc. , qui se rapportent à wi', wl" ^ etc. Nous continuerons, pour pliâ de simplicité, à ne considérer que l'action mutuelle de deux planètes m et wl ^ ce que nous dirons pouvant aisément s'étendre à un nombre quelconque de corps /w, m', ni y etc.
Nous aurons ainsi
A' ^ (?;s)+(?;^). .(6'-+c'*)+(^), .(W'+co ]
Il est aisé de vérifier sur les équations (i) et (3) la
ation que nous avons vue exister généralement Ire les variations séculaires des longitudes d'un itème quelconque de planètes m, m' y ni' , etc. En
et, si l'on multiplie la première par m s/a, la se-
ide par mt \/a\ qu'on les ajoute en observant que
/a.nz=2 al\/al . ii'= i , et que les valeurs que nous
)posons aux quantités(fl, al) , \aly a\ etc., donnent m v/â . (^yÇjri V^.(^) = mni • A^,
—7 . mni . aa! . BCO; m y/Z. {afi\ + mV^ • {^\q)^
= - • mm' . F- . aa\ BCo)— (a* + a'*) . BCO,"!
ml/ a.(a^^^+m' y^^.(y^Yz=:^Lmm\aa .BCO^
aura, en mettant la fonction F du n** 53, à la ice de la valeur qu'elle représente
+ imii»\ ^-aû\BCo)— (a»+û'*).BCOn . (iy +cO,
nation qui, en substituant pour B^*^ et B^*^ leurs vaars, et les sjrmboles [a,a'], [ô^îj à la place des lantités qu'ils représentent , devient
• — m V/â . [^] . (éy + ce'), (c)
fonction F est constante relativement aux varrians séculaires n* 57; il en est.de même dci la fotic-^
tion
En effet, si on la diflefencie par rapport Sib^V ^Cy c', et qu'on substitue pour dby db\ dc^ de* leurs valeurs données par les équations (F) du n^ 64 > dans lesquelles on ne considérera que l'action de deux planètes /w et m', et qu'on observe que l'on a parles n*^ 65 et 69
d'où Ton tire par conséquent
on verra que cette différentielle se réduit à zéro. Ainsi donc le second membre de Téquation (c) est constant ; de sorte que si l'on ne considère dans dé et de que les ternies qui sont dépendons du temps t, ou pourra en faire abstraction, et l'on aura entre ces termes l'équation
Nous verrons, comme nous l'avons dit n** yS, qu'il est inutile d'avoir égard dans les expressions des va* riations séculaires de £et de 6^ aux termes simplement proportionnels au temps ', parce qu'ils se confondent avec les moyens mouvemens nt et nU dans les expressions des longitudes moyennes de m et de m' ^ et qu'ils demeurent d*ailleurs toujours insensibles; on aura donc immédiatement, au moyen de l'équation précé^
ente, la variation séculaire de c' lorsque celle de f 3ra connue y ou si Ton a calculé séparément ces variations y cette équation servira à vérifier les valeurs rouvées. Ces valeurs seront de signes contraires, et en
adson inverse des produits m \Ja et rrl \/cl , ce qui accorde avec le résultat auquel nous étions parvenus ar une autre voie n* 56.
75. Occupons-nous maintenant de déterminer la aleur de €; pour cela reprenons la formule (i)
5= (fZ) + (iîî'). • (*• + ^') + ^X . Q>V + ce')
Pour intégrer cette formule, il faut, dans le second membre , remplacer les quantités A , ^ , A' , c' ,/?,/?' , 1><f j par leurs valeurs en fonction du temps u Or 30US avons donné deux moyens de les obtenir, l'un lui peut servir à déterminer ces valeurs pendant plusieurs siècles avant ou après Tépoque que Ton a choisie >onr origine du temps ^ Tautre'qui embrasse un nombre d'années indéfini. En substituant donc les premières valeurs dans le second membre de Téquauon (i), on aura, pour déterminer la variation de la longitude € de l'époque, une expression qui pourra se'tendre à plusieurs siècles, ce qui suffira presque toujours aux besoins de l'Astronomie, et en employant 'es secondes, une expression qui fera connaître sa va- 'cur exacte lorsque cela sera jugé nécessaire.
Si l'on désigne par h^, c^, h\, c'„ p,, q^,p\, q\, les •valeurs de è, c , V yc\p ^q ^p' ycf relatives à l'époque * Ou Ton compte le temps, les équations (P) et Çc)y
n*' 64 et 69^ donneront^ après les avoir intégrées en y regardant les élémens elliptiques comme constans, et en négligeant les termes très petits de Tordre ^%
Qu'on substitue ces valeurs dans l'équation (i) et j qu'on fasse pour abréger \
" d< ''' dtj* 1
on aura !
d€^=iÈL.ndi'\':i.'Ridti d'où l'on tire en intégrant
C'est l'expression de la variation de la longitude et de
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turbations sont les plus considérables , ce terme est pour Jupiter^
— o'.ooôooo65oi • ^•,
d'où^ en vertu de Tequatiou (3), on conclut pour Saturne
+ o'.oooooi5ii4 • ^*#
t désignant un nombre d'années juliennes. Ces inégalités ne s'élèveraient pas, par conséquent, k un soixantième de seconde sexagésimale dans un siècle; elles sont insensibles par rapport aux plus anciennes observations qui nous soient parvenues.
Mais ce même terme devient très sensible dans la j théorie de la Lune , et sert à expliquer la variation séculaire que les observations ont fait remarquer dans l'expression de sa longitude. En eflFét ce terme est pour la Lune
De sorte que, dans un siècle, cette inégalité peut s'élever à plus de 10'', ce qui s'accorde assez bien avec lés observations qui là font ' monter à 9' à peu près. En multipliant 10', 2066 par le carré du nombre de siècles écoulés depuis l'époque d'où Ton compte le temps , on aura l'accélération du moyen mouvement de la Lune, due à son équation séculaire. 76. Déterminons maintenant, quoique cette donnée paraisse peu nécessaire dans l'état actuel de l'Astronomie, la valeur exacte de la variation séculaire de €. D faudra pour cela substituer , comme nous l'avons dit^ dansrexpression de di les valeurs des quantités &, c,b',
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^\ Pf 9 9 p' 9 ^'9 déterminées par les formules des il* 65 et 69 , et comme ces valeurs sont exprimées par des suites de sinus et de cosinus d angles croissant avec le temps t, la variation de, sera intégrable. Les termes constans qu'elle pourra contenir donneront dans £ des termes proportionnels au temps qui se confondront avec le moyen mouvement dans l'expression de la longitude moyenne y et les termes en sinus et cosinus produiront des termes semblables qui exprimeront les variations séculaires dont cette longitude peut être affectée.
Les formules du no 65 donnent , en ne considérant que Faction mutuelle de deux planètes met m',
Zr» + c» = M« + M% + 2.MM^.cos.[(A'— A).i + /— /] W'-Ha?'=:MM'+M M;+(MM;+M'M^) . C08 . [(A _A)<+/ _/].
On a , en second lieu , en nommant ^ Tinclinaison mutuelle des deux orbites, et en remarquant que cette inclinaison est invariable, n° 55,
tang«(p. = (;;'— ;;)* + (y'-7)*=N%
N étant une constante.
Si Ton substitue ces valeurs dans la formule (i) , en faisant pour abréger
A'i»=(â^')+(â2), . (M»+ M/) + (^\ .(MM'+M,M;)
B'=2. (ô^'), .MM'— 2.(^), M'M',+@), .(mm;+m;m').
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on aura
Si, dans cette équation, on néglige le premier ternie du second membre qui ne produit dans l'expression de £ que des termes proportionnels à n/, termes dont on peut faire abstraction comme nous l'ayons vu n* yS, on aura en intégrant
J^ez=: , _. . sin .[(^/'— ^) -^H-'j — /]•
C'est l'expression de la variation séculaire de la longitude de l'époque relative à un temps t quelconque.
Cette variation séculaire, comme celles des autres clémens de l'orbite elliptique, est périodique ; mais sa période , qui dépend de l'argument h^ — h, est extrêmement longue. Nous verrons, par exemple, dansla théorie des planètes, que, pour Jupiter et Saturne, elle est de 70414 années.
L'expression précédente de J^e monti^ encore comment la variation différentielle de, quoique composée de termes de l'ordre des masses m et /// , peut cependant devenir sensible dans la suite des siècles, en acquérant par l'intégration un très petit divisear ^^ — Adu même ordre. Nous montrerons toutefois; lorsque nous appliquerons les formules précédentes à la théorie des planètes, que, relativement à Jupiter et à Saturne, celles d'entre elles dont les masses sont le plus considérables, ce coefficient ne s'élèverait guère
<|u'à un millième de seconde , et que par Conséquent les variations séculaires de la longitude de l'époqiie peuvent étire regardées dans cette théorie comme al> solument insensibles > ce qui est conforme à ce que nous avons dit dans le n** jS.
Enfin la formule (d) peut servir à trouver une valeur de e plus exacte que celle que nous avons donnée dans le n^ cité , en réduisant en série ordonnée par rapport aux temps t les sinus qu'elle renferme^ et en négligeant les termes constans ainsi que ceux qui sont simplement proportionnels à ^^ et qui se confondent avec le mouvement moyen dans l'expression de la longitude moyenne.
De la stabilité du système solaire.
77. Nous avons vu, dans le n* 65, que la stabilité du système solaire reposait sur deux conditions: i "". l'invariabilité des grands axes des orbites planétaires, a"", le peu d'étendue des limites dans lesquelles doivent être constamment renfermées les variations séculaires de leurs excentricités et de leurs inclinaisons.
Nous avons démontré la première proposition en ayant égard à toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons , et en portant les approximations jusqu'aux carrés des masses perturbatrices.
Nous avons prouvé ensuite, en regardant les excentricités et les inclinaisons comme de très petites quantités dont il est permis de négliger les carrés ,
> et les produits^ que les orbites des planètes resteroi;^ dans tous les temps presque circulaires et peu îyiw clinées les unes aux autres ^ comme elles le sont aujourd'hui. Cette approximation. suffit sans doute aux besoins de l'Astronomie; mais le pdncipe de la conservation des aires fournit une démonstration nouvelle de cette proposition , qui a l'avantage d'embrasser toutes les puissances des excentricités et deà inclinaisons , et qui peut même s'étendre aux termes du second ordre , par rapport aux forces perturbatrices. Gomme un point aussi important dans la cod&! titutiondu système du monde ne saurait être établi avec trop de précision^ nous allons la développer id^ et prouver par ce moyen l'éternelle petitesse des excentricités et des inclinaisons des orbes planétaires^ en poussant les approximations aussi loin que nous l'avons fait pour démontrer l'invariabilité de leurs grands axes. ...
Reprenons, pour ceteflFet, les trois intégrales qii6 nous Ont fournies n° 9 , en vertu du principe cité , les équations différentielles d'un système de corps w, 7w% m", etc., circulant autour de MjNCes formules peuvent s'écrire ainsi
C, C, C étant de& constantes arbitraires.^^
n est aisé de retrouver,- au moyen de ces équations, les diverses relations qui existent entre les excentricités et les inclinaisons des orbites d'un système de corps, m, m', m'', etc. En eflFet, ydx — xdy est le double de l'aire que décrit pendant Tinstant dt la projection du rayon vecteur de m sur le plan des xy. L'aire décrite par ce rayon sur le plan de Torbite sup-
posée elliptique pendant l'instant dt est — \/^a.(i-e*)j
pour rapporter cette surface au plan des xj^ iliaut la multiplier par le cosinus de l'inclinaison ^ de l'orbite sur ce plan \ on aura ainsi
On aurait de même, par rapport à /w',
y'dx'-^x'dy' _ y , , , , A.a\(i— «'*)
dt r r \ ^ "^ V I +tang>' '
et ainsi de suite.
Il faut remarquer que ces valeurs déduites de la considération du mouvement elliptique subsisteront encore dans le cas du mouvement troublé ^. puisqiie "pendant chaque intervalle de temps infiniment petit de , les corps m, m% etc. , sont supposés se mouvoir dans des orbes elliptiques; seulement' il faudra alojps regarder lesélémens a, a\ e, e', <^,<p', etc., comme variables en vertu de leurs inégalités périodiques et séculaires. Nous ne nous occuperons ici que dé ces dernières variations. Cela posé, si l'on substitue les
valeurs précédentes dans la première des équations (Â)y qu'on néglige les masses m^rn! y etc. , par rapport à la masse M du Soleil prise pour unité, ce qui donne /t =s I y ft' = I y et qu'on fasse d'abord abstraction des termes qui sont de l'ordre du carré des forces pertn^ batrices, on aura j
•v/"t^+"' -v/fi^^^^"-»*:, «
G étant une constante égale à la valeur du premier membre de cette équation dans un instant donné.
Cette équation exprime donc une relation qui doit toujours exister entre les excentricités et les inclinaisons des orbites planétaires, quelques changemensqne leurs valeurs éprouvent dans la suite des temps en vertu de leurs variations séculaires.
Si l'on néglige les quantités de l'ordre e^ et e* f ; cette équation devient
m {/â+m' v/ô'+etc.-i.m v/fl.[^+tang«f]-îm' V^^.le^+Um^f'] — etc. = C.
On peut faire passer dans le second membre la partie
m \/a -f- ni \Jo!\ + etc., qui est constante puisque tf, ci y etc., sont constans séparément; on aura donc, aux quantités près de l'ordre e* et e*^*,
i»j/^(*»+taiig»fp)+w*' j/5".(/*+tang»^0+etc. =consl.(fl)
Nous avons vu , n** 54, que lorsqu'on n'a égard qu'aux premières puissances des excentricités et des
inclinaisons, les variations séculaires de cesëlémens sont données par des équations différentielles îndé* pendantes les unes des autres, c'est-à-dire que les variations des excentricités sont les mêmes que si les orbites étaient dans un même plan , et que les variations des inclinaisons sont les mêmes que si ces orbites étaient circulaires. L'équation précédente , en y supposant tour à tour ^=o, ^'=o, etc., et e=o, é:=zOy etc., donnera donc, dans ce cas,
m Va. e*-f-m'v/^' •^'*+ etc. = Constante, m \/a . tang*Ç» + m' \/? . tang* ^'4- etc. = constante ,
équations auxquelles nous sommes déjà parvenus dans Jesn®* 54, 65 et 69.
Si, dans la seconde des équations (A) , on substitue
de même, à la place de — ^ — , savaleur \/a.(i-a*)
multipliée par le cosinus de l'angle que forme le plan de l'orbite avec le plan des xz , cosinus qui est égal à sin ^.cosât, (t étant la longitude du nœud ascendant de cette orbite sur le plan des xy j en négligeant les termes de l'ordre m/»', on trouvera
Ht |/a.(i — e%fî\VL^ cos#t-f-/i»' V^a'.(i — e''').sin^'cos«'-|-etc.:=cott8t. (i)
La dernière des équations (Â) donnerait de même , en observant que sin ^ • sin a est égal au cosinus de Viaclinaison de l'orbite de m sur le plan des j^z.
m v/a.(i — tf").8În^sîii «+»*' j/a .(i— ?*).sin ^^sînee'4-'etc.=const. (c)
Si dans ces équations on néglige les quantités de
l'ordre du carré des excentricités et des inclinaisons
ce qui permet de prendre les tangentes des angles (fj <p^, etc. f k la place de leursi sinus, en faisant
p = tang (p . $m et., ? == tang (p • cos cl, p' = tang <p\ sin cl', ç'sss tang ^'4 cos a/, etc.,
on aura
m s/a.p-^-rn! \/a\p*+,rri' \/a''.;9"+etc.=const. m\/a . ^ 4- /7i' y/a' . 9'+ m" V^a" . q^'+ etc. = const . ,
équations auxquelles nous sommes déjà parvenus dans
les n* 54 et 69.^
Si Ton ne considère que l'action mutuelle de deux planètes m et m', qu'on désigne par y Finclinaison de leurs orbites l'une sur l'autre ,^ et qu'on obsene que p i q i cos ^, et p' , q\ cos (p' étant les cosinus des angles que forment les plans de ces orbites avec les trois plans coordonnés, on a
cos y = ùôs ^.cos ^' +pp' + qq^*
On trouvera , en ajoutant ensemble les carrés des trois équations (a), (b), (c)
+ 2./?*/w'. \/a.(i-e*).V/a'.Ci-tf''').cosy;==const.,j
ou bien en observant que cos y^=:ï — 2.sin*.-.j'; on aura
[m. y/aXi^^y^it'. t/a'.(i— «'«y
— 4.»»»»'. V «•Ci-«')-V^« .(i-#"').sm*.-y= court.
Si Ton néglige les quantités du quatrième ordre , par rapport aux excentricités et aux inclinaisons , et qu'on fasse passer dans le second membre les termes tout constans, on trouve
i»l/â.^+ii»V^-«'*H 7= 7=^ =C.
mya + mfya'
La constante C est égale au premier membre de cette équation à une époque déterminée ; elle doit donc être indépendante des variations des élémens e, e', y* Si l'on désigne donc par J^e, ^T^, ^y ces variations^ et quV)n observe que a et a' sont con&* tans , on aura
my a^m y a
relation qui doit toujours exister entre les variations séculaires des excentricités des deux orbites et de leur inclinaison mutuelle, et qui se vérifie en effet , lorsqu après avoir déterminé leurs valeurs , on les substitue dans cette équation.
78. Voyons maintenant comment, à Taidç des équations (A), on peut démontrer que les excentricités des orbitçs et leurs mutuelles inclinaisons resteront toujours très petites, en ayant égard au carré des masses m , /w', etc. , et à toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons.
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Reprenons les équations (A) du numéro précédent^ sans y rien négliger : si l'on substitue pour xdjr — ^dx^ ^'dy — ydx* y etc., leurs valeurs, et qu'on suppose, ce qui n^ôte rien à la généralité de la démonstration, M ^- m = I , M + //i' = I , etc. , la première de ces équations devient
m.\Ja.{\ — e^).co%(p-\-Tri .\/al .{x — e'*).cos^'-f-etc.
, /ydx '^xdy'+ Vdx — x' dy\ . ^ , ^ = /w/w' . [^ ^t J ^ ^*^* "^ ^'
Si Ton fait abstraction des variations périodiques, et si Pon néglige les quantités du quatrième brdi'e, par rapport aux masses m et m\ le premier terme du second membre de cette équation peut être regardé comme constant. En effet, le produit j-^à:' ne saurait contenir de termes non périodiques , lorsqu^on y substitue pourj* eï dx' leur valeurs elliptiques; caria valeur àejr ne contenant que des termes périodiques dépendans de /z'^, tandis que la différentielle dx' ne contient que des termes périodiques dépendant de lit, le produit/iijc' ne peut renfermer aucun terme où les moyens mouvemens nt et n't se détruisent. Si ce produit contient des termes non périodiques, ces termes sont donc du premier ordre , par rapport aux masses m et m' ; et comme ils sont fonctions des élémens elliptiques de m et de /;/, leur variation est du second ordre, et par conséquent la variation du produit mni.ydx' est du quatrième; il en serait de même des autres produits xdy , fdx , aidy.
La même observation peut se répéter à l'égard des autres termes du second membre de l'équation pré-
cedente, puisqu'ils sont tous absolumeiit de même forme que le: premier. Ce secoad membre doit donc être considéré comme une constante, indépendante des -variations: séculaires que subissent les élémens des orbites de m^ m'^ etc., du moins lorsqu'on néglige les quantités du quatrièpie ordre , par rapport aux masses m^ m', /w", etc.
Il est aisé dé voir encore que si, dans le premier membre de la même équation, on substitue à la place des élémens elliptiques la partie périodique de leur valeur ,^ les termes non périodiques qui en résulteront seront de Tordre ni^ , et pourront être regardés comme constans, aux quantités près de l'ordre m^.
La première des équations (i) devient ainsi
Les deux autres intégrales (Â) donneraient de même
jî». V^a.(x — c*).sîn^cos«e-4-OT'. V^a'.(i — /^).na^0Mi/
+ m' . x/aT.ii—e"^) . sîn ^'cos a + etc. =C, m, Ya.{i'^e*), gm^sin «e+m'. V^a'.(i— /').«în^'iîii^ -f I»' . \/a'.{i--é^y stn f «în et" + etc. == C.
Et ces équations, exactes aux quantités jHrès dn qua-trième ordre , subsisteront , quelques changemens que subissent dans la suite des temps les excentricités et les inclinaisons des orbites en verta de leurs variations séculaires , même en ayant égard , dans la détermination de ces variations , au carre des fwoes perturbatrices.
Si Ton ajoute ensemble les trois équations précédentes après ayoir éleyé au carré les deux membres de chacune d'elles; que pour simplifier on ne considère que Faction réciproque de deux planètes m et m!, et qu on nomme y l'inclinaison mutuelle de leurs orbites 9 en observant que
cosj/ = cos ^.cos ^'+ sin^ . sin ^' . cos {a! — a),
on aura
'•{-nmm. V^a,(i-^). V^a .(i -#'*). oo«y = constj
Celte équation coïncide avec Téquation (d) à laquelle nous sommes parvenus n* 77 , en n'ayant égard qu'à la première puissance des forces perturbatrices. On voit que cette équation est exacte en considérant même les termes dépendans du carré de ces forces , et Ton en peut conclure , comme dans le • numéro cité, la relation suivante.
qui se vérifie en effet lorsqu'à la place de cT^, cT^, ^y^ony substitue leurs valeurs dépendantes nonseulement de la première puissance , mais encore du carr^ des masses m et m'y et exactes aux quantités près du quatrième ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons.
Si l'on fait passer dans le second membre de Féquation (g) les termes constans , elle devient
Oa peut écrire d'une autre manière cette équation, en observant que Ton a
sin*v C08>= I — — ; — ^— ;
'^ I + cos y
d'où l'on tire
V i-**.K i-tf •.cosy=i ^^ — ,- 7~=t ^-.
i + y/i—^a i + V^i-e'- i+cosy
Substituons cette'valeur dans Féquatîon (A:), et faisons passer dans le second membre le terme constant :imm' . a^al^nn! ^ nous aurons
C étant une Constante arbitraire.
La valeur de cette constante est une très petite quantité par rapport aux carrés et aux produits des masses m et wl ^ puisque ces carrés et ces produits sont multipliés dans le premier membre de cette équation par e*, e'', sin'^, et que nous supposons <Ju'à une épocpie déterminée les excentricités et l'inclinaison mutuelle des orbites sont très petites. Il suit dé là que chacun des termes du premier membre restera très petit par rapport aux carrés et au produit de m et m', tant que ces termes seront de même signe , puisque
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chacun d*eûx sera alors nécessairement plus petit que la constante C du second membre. Or, si les planètes m et m' sont supposées tourner dans le même sens autour du Soleil, comme cela a lieu dans là nature, les moyens mouyemens nt et n^t seront de même signe ; les six termes du premier membre de l'équation (Hj seront donc positifs tant que l'angle y sera plus petit que go*; mais si l'on suppose y = 90°, on a sin 5.= i, cosj' = o. Le dernier terme de l'équation (H) n'est donc plus très petit par rapport à mm' , ce qui est impossible, puisque la constante. G est très petite par rapport au produit des masses m et /?/ et que les autres termes du premier membre sont positifs. L'angle y ne pouvant jamais atteindre 90* , il s'ensuit que l'inclinaison y et les excentricités e et e' des deux orbites demeureront toujours peu considérables; car cos j^ ne pouvant pas devenir négatif, tous les termes du premier membre de l'équation (H) seront positifs, et chacun d'eux par conséquent restera toujours très petit par rapport aux carrés et aux produits des masses m et m\ ou, ce qui revient au même, les coefhciens e*, e'*, sin*^ de ces termes seront toujoui^ de très petites quantités, comme ils le sont aujourd'hui.
Les mêmes raisonnemens s'appliqueront évidemment à l'équation (H) quel que soit le nombre des planètes m, m', m', etc., que l'on considère, puisque chacune d'elles ne fait qu'ajouter au premier' membre des termes semblables à ceux qui le composent.
Concluons de là que la stabilité du sjstème plané-
taire est assurée par rapport aux excentricités et aux inclinaisons des orbites ^ comme elle Vest par rapport aux grands axes, quelque loin que C on pousse les approximations relativement aux excentricités et aux inclinaisons , et en ajant égard aux termes du second ordre par rapport aux masses perturbatrices. ^
79. Nous avons vu , dans le n° 28 du I" livre > que dans le mouvement d'un système de corps , il existe un plan qui reste toujours parallèle à lui-même et que, par cette raison , nous avons novaxaéplan inva^ riable. La propriété remarquable qui le caractérise , c'est que la somme des masses des diflerens corps du système, multipliées respectivement par les proj ections des aires décrites par leurs rayons vecteurs dians un temps donné; est un maxinçium par rapport à ce plan, et qu'elle est nulle par rapport à tout autre plan qui lui est perpendiculaire.
La position du plan invariable se détermine au moyen des trois équations (A). En effet, si l'on nomme <S> son inclinaison sur le plan des xjr, et II la longitude de son nœud ascendant , on aura , n^ ^3 , liv. 1% pour déterminer ces deux angles, les équations
tang<&.sinn=-^, tang<&.cosn=~,
et par conséquent en substituant pourC, C , C, leurs valeurs
'.8inn= ■ = ' • ■ ■ I
m. V/a.(i-e*).cos^4-iîi . V/a'.(i-« *).cos^'+6*c.
m,v a,(i^e^),sm(^.costt'^m\t^ a Ji^e *).sin^'.cos«'+etc. J^.C08lI= — ■ -^— -^
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Nous dirons démontré que les seconds membres dès équations (A) sont constats , quelles que soient les variations séculaires qu'éprouvent les élémens elliptiques qui entrettt dans le premier membre , et lors même qu'on a égard aux termes du second ordre dans la ^ détermination de ces variations ; d'où il suit, par conséquent, que la position du plan maximum des aires demeure encore invariable lorsqu'on a égard auxperturbationâ causées dans les mouvemens elliptiques des planètes par leur action mutuelle , et qu'on porte les approximations jusqu'aux carrés des masses»
On voit par les équations (K) que, pour fixer exactement la position du plan invariable, il faudrait coù* naître les masses de tous les corps du système solaire, et les élémens de leurs orbites; c'est ce qu'on est loin encore d'avoir avec précision'; mais comme les planètes dont nous connaissons les masses sont celles qui doivent le plus influer sur la position du plan invariable, et que tés masses des comètes paraissent en général àsses^ petites pour que l'on puisse négliger leur action , il sera facile au moyen des équations (K)^ et avec les données que nous avons sur les élémens du système du monde, de déterminer d'une manière approchée là position de ce plan. En prenant pour plan fixe celui de l'écliptique au commencement de l'année i ySo , et la ligne des équinoxes pour la droite à partir de laquelle on, compte les longitudes , on a trouvé ainsi ^ pour l'époque de i ySô ,
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£a sùbstitaant ensuite dans les équations (K) poiir e,(p, a, e\ ^', a', etc. , les valeurs que ces quantités auront en 1960 , on a trouvé pour cette époque ,
Ces Valeurs diffèrent très peu des précédentes , et ce résultat peut .servir de vérification aux formules (K) et auk données employées pour les convertir en nombres.
Un géonfiètre distingué a fait dans ces derniers temps , sur la théorie du plan invariable^ quelques observations d'où il senfible résulter qu'elle n'est pas complète et que sa détermination, telle qu'elle résulte des formules pré^ cédentes, n'est pas suffisamment exacte. Il lui paraît évî^ dent que pour fixer la détermination de ce plan, on doit avoir égard aux aires engendrées par la rotation du So* leil et des planètes autour de leurs centres de gravité. La remarque est de toute justesse si l'on considéTe en général le mouvement d'un système de dorp6 stftfràb à leurs attractions mutuelles; maison va voir que la constitution du système solaire autorisée! justifie Tomi^ion que nous nous sommes permise de ces quantités.
I*. Nous remarquerons d'abord que c'est un fait confirmé par toutes les obsei^vations , que lorsqu'il s'agit des mouvemens des centres de gravité des corps célestes, les grandes distances qui les séparent ne lais* sent subsister que les effets résultant des actions prin^ cipales qu'ils exercent les uns sur les autres , et font disparaître l'influence des causes tecondaires, telles que là loi de lettr detlsité , leur fotme, lés fluides qui
les recouvrent , etc, La figure presque sphérique des corps célestes contribue encore à Texactitude de ce résultat, qui forme Tun des principaux avantages qu'ofire aux géomètres la constitution du système du monde. On peut donc^ lorsqu'on n'a en vue que de déterminer les mouvemens généraux des planètes et des comètes, considérer le système solaire comme un assemblage de points matériels réagissant les uns sur les autres , et le plan invariable , tel que nous l'avons défini jusqu'ici, est celui qui existerait dans un pareil système. Ce plan ne coïncide pas exactement, il est vrai , avec celui qui a lieu dans la nature , où les corps célestes ne sont ni homogènes ni parfaitement sphériques, mais il n'en difiere sans doute que très peu , puisque les quantités négligées dans sa détermination ont paru jusqu'ici insensibles.
2*. Dans tout système de corps de formes quelconques, et soumis à leurs atti^actions réciproques, il existe un plan invariable ^ et ce plan est unique , si l'on entend dans un sens absolu le mot im^ariable. Mais le plan invariable n'existe pas de fait dans la nature, c'est une abstraction mathématique qui résulte des lois générales du mouvement; il suffit donc aux besoins de l'Astronomie de connaître un plan dont on soit toujours certain de retrouver la position à telle époque qu'on voudra. En ce sens, il peut exister plusieurs plans invariables, selon qu'on négligera ou qu'on aura égard aux dimensions et à la nature des difierens corps du système ou de quelqu'un d'entre eux. U suffira, pour les déterminer^ d'évaluer les quantités qui servent à fixer leur pooitiou dans la
même hypothèse aux diverses époques qu'on voudra considérer. Ainsi doncles équations (K) ne doivent être regardées que comme une relation qui existe entre les élémens des orbites qu'elles renferment, sem* blables à celles qui ont lieu entre les excentricités et les inclinaisons^ et qui se vérifiera toutes les fois que ces élémens seront calculés en faisant abstraction des quantités que nous y avons négligées.
5®. D après cela, et comme Ta fort justement observé M. Poisson, on ne voit pas quel serait lavantage de faire entrer dans la théorie du plan invariable la considération de la rotation du Soleil, ce qui obligerait à avoir égard aussi à la densité de cet astre dont la loi nous est totalement inconnue , et ce qui rendrait par conséquent la détermination rigoureuse de ce plan absolument impossible. Sa position au contraire, telle qu'elle résulte de la théorie précédente, ne de*' pendant que des rapports des masses des planètes, et d autres données fournies par 1 observation, sera toujours facQe à retrouver, et Ton poorra juger aiim des changemens réels sorvenus dans les positions des orbes et des éqnatenis planétaires, œ qui rend ladé-^ couYerte du |dan dont il s'agit si prédense aux astfo*
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CHAPITRE IX
J^ariations périodiques des éléniens des orbites
planétaires.
80. Nous avons vu, n° 46» qu'en vertu de leurs attractions mutuelles , le mouvement des pianotes était soumis à deux espèces de perturbations distinctes. Les premières, dont l'accroissement est très lent , ne se rendent sensibles à l'observateur qu'après un grand nombre de siècles ; elles affectent immédiatement et d'une manière continue les dimensions et les positions des orbites; les secondes, plus rapides dans leur marche, sont simplement périodiques, et ne dépendent que du lieu qu'occupent dans l'espace les diifërens corps du système solaire. Nous venons de donner la théorie complète de celles de ces inégalités dont le calcul est le plus important et le plus difficile; il nous reste à nous occuper des inégalités de la seconde espèce, qu'on a nommées, pour les distinguer des précédentes , inégalités périodiques.
Nous supposerons, comme nous l'avons fait jusqu'ici , que la planète troublée se meut dans une ellipse dont les éléraens sont variables, et en tenant compte des termes que nous avons rejetés pour déterminer les variations séculaires des élémens de son
orbite y nous arriverons de la manière la pins simple à la détermination de leurs variations totales* En introduisant ensuite les ëlémens ainsi corrigés dans les formules du mouvement elliptique, il nous sera facile de déterminer pour chaque instant le lieu de la planète par les méthodes ordinaires.
Nous ferons observer, toutefois , que, comme les inégalités périodiques demeurent toujours très petites , et n'ont pour ainsi dire qu'un effet passager et alternatif, il est peu important, pour les besoins de l'Astronomie, de connaître en particulier les altérations qui en résultent dans chacun des élémens de l'orbite ; il suffit d'avoir l'effet total de ces variations sur le lieu de la planète , ce qui peut se faire par Fintégration directe des équations différentielles du mouvement troublé* On détermine immédiatement en effet, parce moyen, les inégalités périodiques des trois variables qui fixent à chaque instant la position de la planète : on peut donc , en regardant l'orbite comme constante par rapport aux variations périodiques , traiter ces inégalités comme de simples conrections à faire aux valeurs de ces coordonnées calculées dans l'orbite elliptique corrigée des variations séculaires. Mais cette méthode a l'inconvénient d'introduire dans les formules des termes qui renferment le temps hors des signes sinus et cosinus; on est obligé d'employer ensuite des réductions particulières pour le £ûre disparaître , et l'on n^en déduit d'ailleurs que d'une manière indirecte les variations séculaires. Celle que nous avons adoptée, au contraire, présente dans une même analyse , et sous un même
. point de vue , toutes les inégalités des mouyemens des planètes y et peut-être, à tout prendre, a-t-elle aussi le mérite de la simplicité ; car rien n'est plus aîsé, lorsqu'on a déterminé la partie périodique de la variation desélémens, que d'en conclure les inégalités du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude. On verra d'ailleurs que cette méthode estla meilleure qu'on puisse suivre lorsque, dans la détermination des inégalités périodiques , on veut avoir égard aux tenues dépendans du carré et des puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons.
8i.Les formulés du n* ^2 nous ont donné, en considérant seulement la partie non périodique du développement de R , les variations séculaires des élémens de l'orbite de m; les mêmes formules serviront à déterminer les variations périodiques de ces élémens, en ayant égard, dans le développement de R , à la partie périodique que nous avions rejetée d'abord. Reprenons donc l'expression de R du n*48; si à la place de m, u\ v, v\ on substitue leurs valeurs données n* 53, et qu'on réduise l'expression résultante, en observant qu'on a généralement
on trouvera, en ne portant l'approximation que jusqu'aux carrés des excentricités et des inclinaisons , et en rejetant les termes dépendant des inclinaisons dont nous nous occuperons plus tard.
V =^.AW.cos./(n7— ««4-6'— ê)
. M^"' . e . cos . [i(«'f — nf-f-ê' — ^,-\-nt-\-t — ùâ\
N^•^e^cos.[/(7^^^— w^+e'— 6;+2;î^+2c— 2û
-| .N^*\eô'.cos.[l('ï'/-7^/+^'"-^)+27^^+2ft-a;-û>'3
+ — • m), ee' .COS. [/(«'i-/2/4.£'.£)4-«-^'J
« étant susceptible de toutes les valeurs entières positives et négatives, en y comprenant zéro, et en ajrant soin seulement de rejeter, dans ce dernier cas, les termes tout constans.
Nous supposons, pour abréger dans cette «t pression,
^,— )+2.(i— i).AC'-0, N(o)= i.Q(4f-5).A(0+2.(a/-,).a.(^)+a'.(î^-)]. NCO =-i.r4.(i-i)«.AC'-0+2.(/-i) ,a/î^^^)
NW = ^.[(£-.).(4..3).AC<-0-3.Cai.3K.(^)+«'.(^tl')^
«cwI.[4.-.ACO-^-2)...(^)],
NCO = i.^4.(^-I)^AC'-0-2.(f-,).a.(î?^I2^ NP) = i.r4.(i+i)«A('+'>+a.(»+i).a/^^!^)
Le nombre /doit être supposé positif et plus grand que zéro dans ces trois dernières expressions , le cas de / = o ne donnant dans R que des termes non périodiques. Nous désignerons par N^"^^ ce que devient N^*^ lorsqu'on y change i en — -z ; il est aisé de voir qu'on a alors NC-s)= m\
Il est commode , pour les applications numériques, de n'avoir dans les formules que les différences relatives à l'une ou à l'autre des deux quantités a et a. On trouve alors, par le n° 62 , en transformant les différences relatives à û^ en différences relatives à a,
Si l'on substitue dans les formules des n** 42 et Zfkla place de R sa valeur , on aura , par la simple ifférentiation de chacun de ses termes, les termes corespondans des variations différentielles des élémens .e l'orbite de m, et Ton en conclura ensuite par l'inégration leurs valeurs finies. On trouve, de celte nanière, en bornant les approximations aux prenières puissances des excentricités et des inclinaisons,
Pour la variation du demi grand axe
a = — m'a* . —, . A^O . cos . i(nt — nt + 1'— 1)
— ma*e , —~^^\^ • M^*^ . cos . li(n t^nt+t"-^) +nt+ 1-*»]
Pour la variation du mouvement moyen
^= - . mfa . -r-? — ^ . • A^'^ . sîn . {(nt- ni+ l'-f )
+^.m'ae. ^I''^}'f ' . MC«). sin . [i(/i'^-7it+i'-.i)+n«+i-«]
On peut remarquer ici que la double intégration où résulte la valeur de Ç donne pour diviseur à baque terme du développement de R, le carré du oefficient qui multiplie le temps t sous les signes 5*/us ou cosinus^ ce qui rend ce terme très grand , )rsque ce coefficient est fort petit. Cette observation nportante est, comme nous le veiTons, celle qui Dnduisit Laplace à la découverte de la cause des eux grandes inégalités de Jupiter et de Saturne.
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On trouve de même ^ pour la variation de Texcentricité ,
+ m'a e , —-7 — TT .N^'*^.cos.[£(»'^-ii/+f'-i)-f-2/i^+2i-2«]
+ -.m'a e', rr-i — T": JÎÏ^*).C08.[£(7»'/-;it+i'-i)+27»t+3f-#-#'l
,ma e.TTn — : . N^'^. cos . ri(/i'^-/»<+/-i)+i»-«»'l
+ ".m'a e.-7}—, c . N^*) . cos . [i(fi'^-/i*+i'-i)-i»+»']:
Pour la variation de l'époque ,
dt=r — m a. -77—, — r-a-l -j — l.sin.w/i *-7»*+i -1) Uji'^n) \ da / ' '
'^ma^e . tti — r^j — •"~r"~ • ^^^ • W'* ^/l'+i -i)4-»^+i-«J t(»-7i)4-/» da ^ • ■•
Pour la variation de la longitude du périhélie ,
«.^•=r -,ma, -r-i — t": — • MC*>) . sin • [£(/*' /-7ïH-«'-0+w^+<-*'] 4- m'a e . -n-7 — r-jj- — . NC*») . sin . [i(7i'^-n*+i'-i)-f-2/i^+2«-2i»]
4- TJi'a e . T7-7 — X . N^^^ . sin . iin't- tï^+i -1) ' 1(7» -/i) ^ • -^
+ -. ?7i'ae'. --7-^r-î .NCO.sin.r*(7iV7i«4.i'-04-2/i/+2« •'•1
+ ^.m'ae.rj^- ..N^*^sin.[i(7*'^-/»/+i'-0+âr-#'] 2 i[n — Ti-j
+i.77i'ae'.T7-^r.N^^>.sîn.ri(7»'/-/i^+f-iW+<»'1. * 2 i\n -/O ^ * / • j
Enfin y la troisième formule du n* j^5 donnera^ pour la variation du demi-paramètre k,
JA = . -7 . A^'^ . cos . i . {nt~nt+/-t)
.ê. T7-7 — rT--M^*).cos.[J(»'/-n*+i'-i)+»^+i-#]
2 l{jl — /»J-J-7ï
.e\ TT-? — TT — • MC'Xcos. [i(/i'^-7i^+i'-i)+n^+ 1-#'].
11 nous reste à déterminer les variations des quantités petq. Nous avons trouvé , n® 55 , z — pX'^q/ ; si Ton suppose donc la fonction R développée par rapport à 2 ^ on aura
dR /dR\ dz /dK\
dp -^KdzJ'dp^ ^'\dz)'
dR /dR\ & /û^\
dq~\dlj'dq'^ ^'Kdzr
Prenons pour plan des ay le plan de l'orbite de m à une époque déterminée; l'inclinaison de son orbite mobile sur ce plan fixe , ainsi que l'ordonnée z, seront de Tordre des forces perturbatrices : on
pourra donc supposer 2=0 dans la différence -j- ^
puisqu'on néglige le carré de ces forces. L'expression de R du n"" 48 donne de cette manière^
la valeur de i s'étendant à tous les nombres positifs et négatif, depuis 1=1 jusqu'à l'infini.
Nonmions y la tangente de rinclinaison de l'or-
bîte de ni sur le plan fixe ^ Il la longitade de son nœud ascendant, et désignons, comme dans le n"* 53, par // la projection du rayon vecteur de nJ sur ce même plan, et par (^'/ la longitude de r\ comptée à partir d'une ligne fixe : on aura
z' :=ir, .y . sîn((^'/ — lî).
Substituons pour r'/Ct t^', leurs valeurs numéro cîté, et négligeons les produits des excentricités par les inclinaisons, nous aurons
%'=:a! .y. sin (/l'f 4- c'— FI) ; et la valeur de -j- deviendra par conséquent
dR ni
--J- = — ^ . > . sm . (» t + < — n)
la valeur de i devant s^étendre ici , comme dans ce qui va suivre, à tous les nombres pasitife et négatifs ^ la seule valeur i =: o exceptée.
Si dans les formulés (g) et (lo) du n* 44 ^^ substitue pour^ et ^ leurs valeurs ainsi déterminées , et que l'on néglige le produit des excentricités par les inclinaisons, ce qui permet de supposer a:=:fl.cos(7^/-^-€), 7=a.sin(7z/+6) dans ces valeurs, on aura , pour la variation de /? ,
et pour la variation de ç ,
=-.-7r-y- iniz^s-C" ^+'»H-« +«-n)+-r-~.cos.(/i /-/i^+i i-n)
•^.a*a /i.2.BC»-0.y. [_J! xos.R(w'i— n^+/— «)-n]
"•^7"? ri — *-.cos.[i(7i'/ — ni-^t — f)+2n<+2« — n] ] .
»^7I- — /lJ+2/* j
82. Nous n'avons pas ajouté de constantes aux valeurs de JW, cTe, J'co, J'e, ^p, J'q, parce que leur considération était inutile à l'objet que nous nous proposons ^ et que l'on peut d'ailleurs les supposer comprises dans les valeurs des élémens a, e, a», e, p, ^ du mouvement elliptique , qui deviendront ainsi ,
représentant par a^, e^, o)^ , e^, p^, q^ de très petites quantités de Tordre des forces perturbatrices. Les élémens de l'orbite troublée seront donc
€ H- €^ + «Tfi , p -^rPf^^Pi -y + 9, + JV*
Comme a^, e^, etc., ainsi que /^z, cTe, ete.> sont de l'ordre m', on pourra substituer dans ces dernières quantités a-+-«^, e H-e^, etc., à la place de ^, e, etc. ; ^es deviendt^onl par conséquent des fonctions du temps et des six constantes a^a^^ ^+^/> •*«• i^es Tome L *
formules du mouvement trouble ne contiendront donc en définitive y comme celles du mouvement ellip^gtle y que six constantes arbitraires , et par là dis-^ paraîtra ce que pouvait avoir d'étrange Tîntroductioi^ des six nouvelles constantes «/, ^,> 00,^ ^ly p^y 7>, dan^ une question qui, par sa nature , n'en* comportait qu^ six.
Quant à la détermination de ces arbitraires, elle se fera très simplement de la manière suivante : supposons que l'on veuille connaître les perturbations que subit la planète m pendant un intervalle de temps donné, on déterminera les constantes a y Cy etc. , daprès sa position , sa vitesse et sa direction à l'instant que l'on a choisi pour époque, et les constantes a^f e^y etc., par les équations
«; -H eTfl = o, e^ + cTc = o , etc. ,
dans lesquelles on substituera pour cTa, J^e, etc., leurs valeurs relatives au même instant.
L'effet des forces perturbatrices, pendant la période quel^on considère sur chacun deséléméns elliptiques, sera alors exprimé, tout entier, par les quantités a^-^ia^ ^yH~ ^^y ^*c-/ ^"i ^? contiendront plus rien d'arbitraire. Ce procédé est le même , comme nous le vei^ rons, que celui que Ton suit dans la théorie des CO' mètes, où l'on est forcé de calculer par des quadratures les variations que subit chaque élément de l'orbite pendant l'intervalle de temps qui s'écoule entre deux retours successifs de l'astre à son périhélie.
En réunissant les valeurs de ^a , ^ï^ , J'e, J^i, ^ù^, i'p) cT^ déterminées par les formules précédentes, à
celles qui dérivent des équations différentielles (i 1), n** 46, et que nous avons considérées avec étendue dans le chapitre précédent, on aura les deux parties dont se composent les variations des élémens de l'orbite elliptique, résultant de Faction des forces perturbatrices ; l'une de ces parties dépendant;, n^ 4? 9 ^^ ^^ configuration mutuelle des corps m, m\ etc. ,«et l'autre indépendante de cette configuration.
Variations périodiques de rayon vecteur^ de la Ion--
gîtude et de la latitude.
85. La position d'une planète dans l'espace est fixée lorsqu'on connaît son rayon vecteur projeté sur un plan fixe , sa longitude vraie ou l'angle que fait la projection de ce rajon avec une ligne fixe, et sa latitude, ou l'angle que forme le rayon vecteur de l'orbite vraie avec celui de l'orbite projetée. C'est donc à la détermination de ces trois élémens que doivent finalement aboutir toutes les recherches qui ont pour objet les mouvemens de translation des corps célestes. Nous avons donné dans le n^ 24 les expressions du rayon vecteur, de la longitude vraie ,. et de latitude dans l'orbite elliptique ,^ en séries procédant suivant les puissances ascendantes des excentricités et des inclinaisons ; il nous suffira donc de substituer à la place des élémens elliptiques dans ces formules, ces élémens corrigés au moyen de leurs variations périodiques et séculaires que nous venons de déterminer, pour avoir la vraie valeur du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude dans l'orbite
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troublée. Or, on voit par les formules du n® 25 que la valeur du rayon vecteur et de la longitude dans l'orbite projetée, ne diffère de celle du rayon vecteur et de la longitude dans l'orbite vraie, qu'aux quan--. tités près du second ordre relativement aux inclinai--, sons, quantités très petites qui ne produisent que des variations insensibles, lorsqu'on prend, comme nous le ferons , pour plan fixe , celui de Torbite de la planète à une époque donnée. Il en est de même des termes de Texpœssion de la latitude qui sont de l'ordre du produit des excentricités par les inclinaisons. Il résulte de ces observations que , dans la recherche desvariations du rayon vecteur et de la longitude, on pourra faire abstraction des inclinaisons des orbites, et dans celle des variations de la latitude faire abs^ traction de leurs excentricités, ou, ce qui revient au même , regarder dans le premier cas les orbites comme étant toutes dans le même plan , et dans le second, les regarder comme circulaires , ce qui facilitera le cal^ cul de leurs perturbations.
Reprenons les valeurs du rayon vecteur et de la longitude développées dans le n^ 25 ; on a généra-^ leuient par ces formules
r=fonc. (a, Ç, e, €, û)), i^ = fonc. (Ç, e, 6, û)).
Si à la place de a, Ç , e, e, cù on substitue dans ces équations, leurs valeurs corrigées, ^ + cr«> Ç + ZÇ? e^J'e, € -4" ^^> ^ + ^^f ^^ désignant par la caractéristique cT les variations périodiques dépendantes de la première puissance des masses , on aura , en ne considérant que les termes de cet ordre.
Pour la variation du rayon vecteur,
Pour la yariation de la longitude ^
Il ne s^agira plus maintenant que de substituer dans ces deux expressions^ à la place des variations J^a, SÇ, JW , <f 6 et J'œ , leurs valeurs développées précédemmenty pour avoir celles du rayon vecteur et de la longitude vraie , exactes aux quantités près du second ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons.
Mais^ au lieu d'effectuer ces substitutions dans l'expression de cTi^^ il sera plus commode de faire dépendre la détermination des inégalités de la longitude de celles du rayon vecteur, au moyen de l'équation (A) u? 30, que nous avons déjà employée dans un cas analogue n* 24* ^^ effet, cette équation donne pour le cas de l'ellipse invariable
Cette équation étant une différentielle du premier ordre, a encore lieu dans l'ellipse troublée, et ne doit pas changer de forme lorsque les élémens de l'orbite varient ; on aura donc en la différenciant par rapport à la caractéristique cT
d'où l'on tire , en intégrant et négligeant le carré des forces perturbatrices,
cTps — . AcTa.ûf^ -^-i.j S'e.ds^ — 2 . j —.dv, (a)
On peut donner à cette équation une forme plus simple encore. En effets k étant le demi-paramètre de
l'orbite, on a k=^a . (i — e*), d'où en différenciant on tire
fk ï f. * IN
Jb 2a I — e*
On aura donc ainsi
formule très commode qui donnera immédiatement les perturbations de la planète en longitude lorsque celles du rayon vecteur seront connues.
84* Occupons-nous donc uniquement de déterminer la valeur de JV.Nous avons trouvé n* 2^, en négligeant les cubes et les puissances supérieures des exceûtri' cités,
.1 ïH — ,e^ — e.cos(72^+« — m) .e*.cos2(n^4"« — •) y
En différenciant par rapport à la caractéristique i' cette valeur , on aura
— S^^a.cos (/î/4- < — •) + Oioei'e'^ae, (^C+ ^1). sin («*+ « — •)•
Si dans cette expression on substitue, pour ^a, h y eS'ûùf «TÇ et cTfi leurs valeurs, et qu^on n^ait égard qu'aux termes du premier ordre par rapport aux excentricités , on trouvera
.!lf!î.r_i_. ACO+ -_L._..Mt'0 l.cos.i(nt'-n«+,'-,) . a La —I» t(n-it)4"'» J ,
N('>_" JL..ACO+!. 7^,AC0. ^-..a^n J.[i(/i'^— fii + 1'— i)+n^+i — •]
L*(n -/i)4-'» a *(/i -/i)+î^'» 2i(ri-/i) 2i(«-7i) _J
Si Ton remplace dans cette expression M^'\ M^'\ NCo)^ NC.y NCs)^ nc4)^ NC-s)^ par leurs valeurs , on
aura , après les réductions convenables ,
^== — .2:.CC0.cos.i(/i'« — n«+«'— 0
-f m'. e.l.DCO. COS. [*•(»'« — n«+ •'—•) + n^+f—ar] fW
En faisant pour abréger
~i,(7i'-n)+n'* rfa '^^ Ai» J*
Le signe intégral Z devant s étendre dans Texpres* sien de cTr à toutes les valeurs positives et négatives de if la seule valeur £== o étant exceptée , parce que nous examinerons ce cas séparément «
Après avoir ainsi déterminé la valeur* de J^r, on aura celle de ^v au moyen de la formule (a')* Eu faisant pour abréger
F(0= -^-A - Jl-,.aACO .t- ^"T-,,, ,:'^-^ . ».(n-n)l n-n n.'—i*.(n — »)" \
GC
fr; .^» -.[/.(«'-«)-n]+3n'
i.(jt-n)+n l n-n n» — »".(»' — n)'
on trouvera pour cTp la formule suivante
+ m'éî.S.GC0.sî».[/(7i'<— m-l-t'— 0 + n^+i — •] +mV.S.HC0.8iîi.[i(/i'^— n^+i'— i)+/ïf+i— i»'].
Le signe 2 devant s'étendre comme précédemment à toutes les valeurs entières positives et négatives de i , la valeur i = o exceptée.
Il est bon de remarquer que les expressions de - et
de JV deviennent convergentes dans le cas même où la série représentée par S.A^'^.cos i{n^t — /2^+é'— ^ l'est peu, par les diviseurs qu'elles acquièrent. Cette observation est surtout importante pour la détermination des perturbations des planètes dont les rappcMis des distances au Soleil diffèrent peu de l'unité.
' 8S . Déterminons maintenant en particulier les termes es valeurs de /ret de cTp qui naissent de la supposiîon de /=o. Reprenons l'équation (a), et ne consiérons d'abord que la partie non périodique de son îcond membre. Si l'on fait z=o dans la valeur de la >nction R n* 81 , en ayant soin de rejeter, comme ous l'avons dit I la partie constante de cette valeur, n verra aisément que la seule partie semblable qui
n résulte dans J'r est celle-ci : — ^'("J"}- ^^ cousante jointe à la valeur de l'intégrale S'a introduira in nouveau terme constant dans cette même expresîon , en déterminant cette arbitraire d'après les prin- 'îpesdu n^'S^; et supposant, afin de fixer les idées, que 3our l'époque où commence le temps, c'est-à-dire pour l'origine de la période pour laquelle on veut -alculer les perturbations causées par m' sur le mou- (^ement de m, ou choisisse l'instant d'une conjonction ^eces deux planètes, ce qui donne alors
/i'^— n/ + i'— 6 = 0, >H trouvera
^ signe intégrale Z s'étendant à toutes les valeurs ositwesàe i depuis £= i jusqu^à e = 00. On aura donc, en vertu des deux termes précédens,
2 \ da / Th'-^n
\ l'on substitue cette valeur et celle de ^a àatis Vé-
quation (a) y on en tire
En joignant à ces valeurs les parties non périodiques de r et de i^, relatives au mouvement elliptique , on aura pour la partie non périodique du rayon vecteur et de la longitude dans l'orbite troublée,
^lifz=:znt'\'i + ma.\ -7— -.S.A^ — a.f ^ \ \.nL)
Telles sont les expressions de la distance et de la longitude moyennes qui résultent directement de nos formules ; mais on peut leur donner une forme plus simple qu'il est bon de connaître. En effet, d'après les suppositions précédentes , Jes constantes a^ n, e^î^t» sont celles qui répondent à l'époque où l'on compte ^=0, et qui seraient les élémens de l'orbe elliptique décrit parla planète m, si à cet instant les forcés perturbatrices cessaient leur action; supposons que Ton désigne par n^t le moyen mou vement de /ti , tel qu'il résulte de l'observation , d après la seconde des équations (o), on aura
Soit a^ , la valeur du demi-grand axe correspondant au moyen mouvement n^^ et qui se déduit de l'équatioa
si Ton substitue dans cette équation n^n^-^n et a +«, — âj à la place de /i^, et de a^ , en négligeant les carrés des quantités très petites 7^^— /î eta^ — a, on en conclura
d'où en substituant pour n^ sa valeur , on tire "-'»'= -3- l^^» .2.AC0_-« . (_-)J.
Les deux équations (o) deviendront donc^ en observant qu'on peut remplacer a par a^ dans les termes multipliés par m' ,
I /dA?\
r+-crr= a,— g . m'a/- (j^Ji i^-hJ'^=n,t+é. (d)
Ces valeurs de la distance et de la longitude moyenne dans l'orbite troublée ne sont qu'une transformation de celles que donnent les équations (o) ; mais l'introduction des constantes a^ et n^, à la place des constantes a et rif fait que la partie cTt^ de la longitude vraie ne contient plus aucun terme proportionnel au temps , en sorte que le moyen mouvement de la planète troublée est contenu tout entier dans la partie p de cette longitude, ce qui est un avantage.
Pour déterminer les termes de la valeur de J^r qui dépendent de la première puissance des excentricités,
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et quî résultent de l'hypothèse /=o, il sufGra de calculer les valeurs correspondantes de cTa, «Te, etc., avant de les substituer dans l'équation (a); en se conformant à ce que nous avons dît n® 8i, on trouvera ainsi
et l'équation (a') donnera pour la partie correspondante de cTi'
En réunissant les dîflFérentes parties des valeurs de JV et de S^if que nous venons de déterminer, et faisant pour abréger
on aura enfin, pour la variation du rayon vecteur
— 771 .ef, COS. (n/-Kf — ») — mjef^cos. (nt+ t — §/')> (A)
+ w'.r.S.DCO.cos.[i(r/^— 7i/-l-f'— 0 + «^+«— *'J + w'./.S. ECOccos . [/(/l'^— 77/ + i'— i) -|- 71^ -|- f — «'].
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et ponr fca variïLtion de la longitude
ni
+ ai»'.«/.8m.(n<+ 1— •) + ai»V/'.8m.(»H^4 — »')\. (B) -I- i»'e.S.GrC0.8m. [i («'*— nt +«' — «)+'»'+•-- «îl + mV.Z.H(0.sin.|:»(n'<— n«+ •'--•) +nt+ 1 -i -I-)
Les formules (A) et (B) senriront à dëtermiaer les inégalités périodiques d'une planète quelconque m troublée par Faction d'une autre planète m'} chaque planète perturbatrice introduira dans ces deux formules des termes semblables auit |^rëcédénS| * 'et la somme de tous ces tecmes. exprimiera reffet Wttîl'des perturbations. ' ' • •
Si Ton veut que «Tp et ^r expriment les effets produits par la force perturbatrice pendant un' temps donné sur la longitude et le rayon vecteur de la planète troublée , on déterminera les constantes arbitraires qui doivent servir à compléter les valeurs de cTe , cTw , «Tg et que nous désignerons par e^, ^,f ^,, de manière à ce qu'on ait
e^H-cTéssso, e»,4-era>==o, e^-f^J^e=:o,
en même temps que < = o. C'est ce que notas avons déjà pratiqué à l'égard de la constante jointe à l'intégrale ^a.
On substituera ensuite ces quantités à la place de cTe, cTû), cTé, dans l'équation (a), et les valeurs qui en résulteront serviront à compléter celles de cTr et de J^p , qui ne contiendront plus rien d'arbitraire et qui exprimeront alors les augmentations totales de la Tome I. 5i
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longitude et de la distance aa Soleil résoltnt de l'action des forces perturbatrices.
En ajoutant ensuite les valeurs de cTr et de J^p à celles du nyon vecteur (r) et de la longitude (t*); calculées obos l'orbite elliptique , corrigée au mojea des variations oculaires de ses élémens , on aura les valeurs totales du rayon vecteur de la planète et de stfn mouvement èit lopgitude. On trouvera ainsi,
rc=£ (r) -f- eTr, <; sÈ±i (p) -f. cTf .
66* Il nous reste à détetlniner les pertorbationi | doOMiTeittelit en latitude. Noounons s la tangentedi I la latitude de m au-dessus du plan fixe des xy, âoa aurons j=s r,^^ en désignant par r, la projection du rayon vecteur de m sur le knéiiie {dan i on tirera delà
et l'équation ft ±:zqf^pdc dObbe poiït àétetïàioet h
Supposons^ comme nous l'avons fait jusqu'ici, quel'oB prenne pour plan ûxe celui de lorbite de m à nne époque donnée; l'ordohhée z et les quMitités p Bi^ seront de l'ordre des forces perturbatrice) ^n ûé^ géant donc le carré de ces forces , les deux équâticM précédentes donneront
Les coordonnées âf et^ se rapt)ortènt an HkôfiYémeni
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eIlî{Stîqnae; oii peut donc substituer à leuf place leurs valeurs a: î=r^.coè i^ etj"=:r^.rià«Jî ël si Ton néglige, comme nous le ferons, lë prodtdt des ercentricità par les inclinaisojas, il suffira de faire x:=iif.,co8(nt^€) et ^t=:^. sîn (nt+d); on aura ainsi
^^zzzj'q. sîn («i + 6 — û)) — /p.COS (nt -|-6 — ^û)).
Si pour Sp et cT^ on substitue leurs valetirs dimnëeS
n*^ 8i, on trouvera
= -— . .-^. -, — .—-y—. .5, . nu . (n'<4--/---49'
y d«go.n. 1. ..ogenje i. .Minais» de l'orbite , de 2/ï' sur Forbite primitive de m , Il la longitude de son nœud ascendant comptée $ur ce plan , et i désignant un nombre entier quelconque positif ou négatif, la seule valeur i se o étant exceptée.
Si Ton réduit cette expression, et que l'on observe qu'en négligeant lés produite desètcentricités par les inclinaisons on a J^is = aS's , on en tirera
^j= . • - . -7- . V .sm. {n't + f — nj
Supposons, qu'au lieu de prendre pour plan fixe celui de l'orbite primitive de m, on rapporte âOn mouvement à Un plan très peu incliné an plan de
cette orbite. Soieat (p et ^' les inclinaisons, des orbites de m et de ut' sur le plan fixe, a et a/ les longitudes de leurs nœuds ascendans sur le même plani les tangentes des latitudes de ces deux planètes ^ correspondantes à une même longitude i^, seront tang tp . sin (v — a) et tang ^' . sin (p — a^) ; la latitude de /»'. au-dessus de l'orbite de m, correspondante à la longitude t^, sera y . sin {y — II). D'aillenrs les inclinaisons des trais plans que nous considérons^ étant très petites y les tangentes des latitudes peuvent être prises pour ces latitudes elles-mêmes; on aura donC' à très. peu près
tang^' . sin ((^ — a')— tang^ . sin {y — a)= y • sin {y — Itj.
Si l'on développe cette équation et qu'on compare séparément les termes multiplia par sin v ^cmvy on aura
y . sinll =: tang <p' • sin af— tangHp . sina , y • cosn= tang^' • cosa' — 'tangi^ . cosa;
et si l'on fait comme précédemment
tang^ . sin a=;7^ tang^'. sin a!i=:p\ tang^ . cosa^= y, tang^' . cos«'=^' ,
tin aura
y.smU^^^p'^^p et 5/.cosn = ^' — q.
Si l'on désigne donc par ^==(^)+Ér^ la latitude de m au^lessus du plan fixe , on aura à très peu près
f . sîn (12/ 4- 0 — P • cos (jii + «)
•'.TiVaVa-'- , .^ BC'-O • r •//..•/» . ! •. H^^
Les deux premiers termes dé cette expression , c'esj-à-dire la partie indépendante de m\ représentent
la latitude de m au-dessus du plan fixe dam le cas oir m ne quitterait pas le plan de son orbite priihitîv'ë ;en remplaçant ces deux termes par la yaleuf exacte de cette latitude^ la formule en aura plus de précision.
Chacune des planètes perturi>atrices m* , m'", etc., introduirait dans les expressions précédentes des termes semblables.
87. Les trois formules (A), (B), (C)que nous venons de trouver renferment toute la théorie des perturbations du mouvement des planètes, en portant la précision jusqu'aux quantités de l'ordre des excentricités et des inclinaisons, ce qui suffit dans les cas ordinaires.
Si Ton voulait pousser plus loin les approximations, il faudrait conserver dans R les termes dépendant des cubes et des puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons que nous avons négligés. Mais à mesure que l'on considère dans le développement de R , un plus grand nombre de termes , les opérations se compliquent, et les rédxxclîons précédentes deviendraient bientôt in:^pra\.\cab\es , si You
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était forcé de suivre cette recherche dans toute sa ri-gueur. Heureusement on peut observer que tous les termes qui dépendent du carré et des puissances sujpérieures des excentricités et des inclinaisons sont très petits dans la valeur de R^ en sorte que si quelques-uns d entre eux doivent devenir sensibles par l'intégration dans la valeur du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude , il est aisé d'en connaître ^avance la cause , et l'on facilitera le calcul des inégalités des ordres supérieurs en le bornant à celui de ces termes. Nous développerons ces considérations dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE
Inégalités périodiques du rayon secteur ^ de ht longitude et delà latitude dépendantes des puis^ sances supérieures des excentricités et des incli-^ naisons.
88. Quoique là méthode que nous avons suivie jus- ^'ici dans la théorie des perturbations planétaires , et qui consiste à regarder l'orbite troublée comme Une ellipse dont les élémens varient à chaque instant> loît extrêmement ingénieuse^ et semble résulter nn-turellement des phénomènes observés ^ on ne peut disconvenir cependant que^ lorsqu'on se propose simplement de déterminer les inégalités périodiques E[ai résultent dans le mouvement des planètes de leurs actions mutuelles^ il ne soit plus exjpéditif de les déduire directemeni; des équations différentielles du mouvement troublé. Les varisrtioTis des trois coordonnées , d^où dépçnd à chaque instant la position de la planète ^ sont alors données immédiatement sous leur fdrmo la pjlus simple , sans qu'on soit obligé de recourir aux réductions pénibles tfu'exigent les autres méthodes, et il ne ineste plus.
qu'à appliquer ces corrections au rayon vecteur, à la longitude et à la latitude calculés dans l'orbite elliptique. Comme ce procédé est très en usage yjparmi les géomètres , et qu'il peut être utile dans beaucoup d'occasions p nous allons en développer ici les formules.
Désignons par r, v^ s les trois coordonnées qui déterminent dans l'orbite elliptique la position de la planète m , c'est-à-dire son rayon vecteur , sa longitude et sa latitude', et par r 4- J^r, p + cT^ , s + S's ce que deviennent ces trois quantités en vertu des perturbations qu'éprouve cet astre dans son mouvement autour du Soleil. Nous avons trouvé , j>ar une première approximation , les valeurs du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude, en faisant abstraction des forces perturbatrices ; dans une se* conde approximation , nous aurons simplement égard aux termes du premier ordre, par rapport à ces forces, et nous négligerons tous les autres* JV^ J'Vf cT^ seront alors de très petites quantités du même ordre , et ce sont ces quantités qu'il s'agit de déterminer.
8g. Reprenons pour cela les trois équations diffé^ rentielles (A) , n** 57 ,
" dz*
de^ r^'
dR. -dy*
dR
T — TîZff (^)
Si l'on multiplie ces équations, la première par
2dXy la seconde par î^dy, la troisième ptr âdki quW les ajoute ensuite^ et qu'on intègre leur somme 1 on trouve
a étant une constante arbitraire qui représente le demi grand aie de l'orbite dans le mouvement elliptique; et ^'R désignant, comme précédemment, la différentielle de la fonction R prise par rapport aux seules coordonnées de m, ou au temps introduit par la substitution de leurs valeurs, en sorte que l'on a
Si l'on ajoute les mêmes équations après avoir nral' tîplié la première par x, la seconde par j", la troi^ sièmeparz, on aura
2? ^r—'^' Kir} W
En observant qu'aux quantité près du second ordre^ par rapport aux îndinaisotis, on a
et qu'en prenant pour plan fixe dea x, y tthi dr rotbhe primitive de m, 00 peut n^i^^ee^ifMMH' tîtés qui sont de Tordre da carre dea foreea pertodbi^ tries», ce qui donne, dafBsee cas.
Si Von ajouts entre elles les équations (i) et (s) ^ en
observant que l'on a
xd^x -{-ydy + zd^z + ^•+ dj^ + dz^
on trouve
Si Ton désigne par ds^ l'angle comprît entre les deux rayons vecteurs consécutifs r et r+ dr, on aura ^•+tiy-*+rfz' =5 r*rf^'+rfr*, et par conséquent,
xd*x+fdy+zd*z=d.(xdx+jd/+zdz)^(la:*'i^^ L'équation (2) peut donc prendre cette fbrme
1? •" ; ~ ^'\dfJ'
d'où l'on tire
■5? "■ rd^» ■" r'^'^r* \dr)' ^^^
Si l'on suppose nuls les seconds membres des équar tions (5) et (4), on aura l^s valeurs du rayon vecteur et de la longitude qui se rapportent au mouvement elliptique; en y substituant donc r-f-cTr et p + «^^ à la place de r et u, et en effaçant la partie relative à ce mouvement qtd serait nulle d'elle-même , d'après l'hypothèse , la partie restante servira à déter* miner les valeurs de J'r et de J'i^. Nous ne nous occuperons ici; comme nous l'avons dit, que des in^-^
lit» da premier ordre, par rsj^rt imx niasses perturbatrices; en effectuant donc la substitution précédente et négligeant les puissances de JV et dis cTi^ supérieures à la première, ce qui revient à différencier , par rapport à la caractéristique cT" , les équations (5) et (4)^ on aura les deux formules suivantes :
La première déterminera la variation du ^ rayon vecteur r, et la seconde donnera celle de l'angle ç, lorsque J^r sera connu. On peut faire prendre à cette dernière équation une forme plus simple. En effet, si
Ton élimine à l'aide de la [première la quantité -3- ,
et qu'on remarque que par les formules du mouvement elliptique on a r*rf^ = \/fia.(^i — €*).dt et jx= a^n*, on trouve
d.jfàrd.if+dr.ir) an P. . /^<^M
d'oii , en intégrant, on tire
Nous avons nommé di^ l'angle compris entre deux positions consécutives du rayon vecteur r, cet
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angle doit se compter par conséquent dans le phn même de l'orbite troublée ; mais il est aisé de voir qu'il ne diffère de sa projection sur le plan fixe des X, y qu'aux quantités près du second ordre , par rapport aux inclinaisons; nous pouvons donc ^ puisque nous négligeons ces quantités, le prendre pour cette projection même. L'angle ^ représentera alors la longitude de la planète m comptée sur le plan fixe , et réquation (6) donnera aisément ses perturbations, lorsque celles du rayon vecteur seront déterminées. Il nous reste à considérer les inégalités du mouvement en latitude. Supposons que l'on prenne pour plan fixe celui de Torbite primitive de. m, et qu'on nomme J^s la latitude au-dessus de ce plan résultante des perturbations ; on aura z = rJ^s, et en substituant cette valeur dans la troisième des équations (A), elle donnera
Cette équation servira à déterminer J's : si ron veut rapporter ensuite la position de la planète à un plan très peu incliné à celui de son orbite primitive, en joignant à la valeur de <^s celle de la latitude de la planète dans le cas où elle ne quitterait pas le plan de si première orbite , on aura , à très peu près , l'expression de sa latitude au-dessus de ce nouveau plan.
go. Il ne s'agit donc plus que d'intégrer les formules (5) et (7). Occupons-nous d abord de la première. On verra plus bas qu'en ordonnant l'équation (5) par
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rapport aux puissances et aux produits des excentricités et des inclinaisons y on peut toujours faire dépendre la détermination de la valeur de rJV de l'intégration d'équations de cette forme :
-^;r + ri'^ràr — P = o,
P représentant une fonction rationnelle et entière de sinus et de cosinus d'angles proportionnels au temps t. Si Ton intègre cette équation linéaire par les méthodes ordinaires, on aura (Lacroix, Élémens de calcul différentiel , n** 28a )
rh-sr^c sin nt + e co&nt-^ ^— /Pd/cos nt . /Pûft sin ni .
c et c' étant deux constantes arbitraires.
Il suit de là que chacun des termes de P étant de la forme H • sin {mt + ^ ^ il en résultera , dans la yaleâr de r^r , le terme suivant :
m* — n* cos
Si m = /^ , le terme H sin (m^+ €) produira dans
ri'ry 1°. le terme — ^ 7-^ . {nt + &) qui se trouve
compris dans ceux qu'ajoutent à la valeur de rJV les constantes introduites par l'intégration, et qui par conséquent peut être négligé ; o!^. un terme de la
foitne rfc — . * (71^ + ^), le signe supérieur se rapportant au cas où le terme de l'expression de P est
un sinus, et le signe inférieur, au cas où ce terme est un cosinus. On voit ainsi comment s'introduit dans la valeur de r^r le temps t^ hors des signes sinus et cosinus 9 quoiqu'il ne se trouve pas sous cette forme dans réquation différentielle qui la détermine. La considération de ces termes, proportionnels au temps ^ , a d'abord embarrassé les géomètres ; mais ils ont bientôt reconnu qu'ils n'existaient pas réellement dans la valeur rigoureuse de rS'r, et qu'ils n'étaient que le développement en séries d'une certaine classe de sinus et de cosinus qui y sont contenus. Les termes de cette espèce, quelle quô soit la lenteur avec laquelle ils croissent, rendraient à la longue fautive l'expression des variables qui déterminent la position des planètes ; aussi a-t-on cherché à les faire disparaître, et Ton a imaginé pour y parvenir plusieurs moyens ingénieux, qui conduisent par une voie nouvelle à la détermination des variations séculaires des élémens de l'orbite elliptique. Comme nous avons donné, dans le chapitœ VIII, la théorie complète de ces inégalités , nous n'y reviendrons pas ici, et nous ferons abstraction, dans l'expression de rSt^ de l'espèce de termes dont nous venons de parler , ce qui revient à supposer que, Côtifonnément aux Usages astronomiques, lès élément de l'orbite elliptique qu'elle renferme, sont déjà corrigés de leurs variations séculaires.
L'équation (7) étant absolument de même forme que l'équation (5), ce que nous venons de dire relativement au rayon vecteur s'applique identiquement à la Valeur de la latitude.
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91 . Gela pofiëi déterminons les variations du rayon vecteuri de la longitude et de la latitude de m, en portant l'approximation comme nous l'ayons fait n^' 84 et 86, jusqu'aux termes de l'ordre, du carré des excentricités et des inclinaisons. Reprenons d'abord l'équation (5) ,
D'après les formules du mouvement elliptique , on a
3=39»^ , rs=Ba.[l— tfCOs(/i/-|-é— a)].
L'é(]aation précédente ^ au moyéïi de ces valeurs, devient
de
En ne. poussant fappfoximation que jusqu'aux termes -'du premier ordre , par rapport aux excentricités et aux încliûaisons , on a, n^ 81 >
î.^,ùôs[i()k
H .:EM^'^.e'.ços[i(nft — iï^+é'— g)+m+€ — «H,
i étant susceptible de toutes les valeurs positives et négatives y compris zéro. Pour avoir la valeur de f(fli, il fiiùt différëilCiei^ l'expression précédente.
par rapport ant, en y regardant n't comme constant^ et intégrer ensuite l'expression résultante. On a d'ailleurs^ en substituant dans R au lieu de r sa valeur a(i+u),xi? 48,
Kî) = ^-
D'après cela^ on trouvera aisément
+— .S. 77rT7fT:-MH^-;?r- Uco8[i(/i'^-7»^+i'-i)+7ii+H
2 1 Un— yz )—n aa J •
m'g étant une constante arbitraire ajoutée à l'intégrale fd'K.
Le signe intégral 2 doit s'étendre ici à toutes les valeurs entières, positives ou négatives, de i^ la valeur z=o exceptée, parce que nous avons fait sortir de dessous le signe 2 tous les termes , corréspondans à cette supposition, qu'il nous sera utile de considérer, d'après ce qui a été dit n° 90. L'équation (8), en y substituant cette valeur et en faisant d'abord abstraction des termes qui dépendent des excentricités, deviendra
ar n da n L?*-;» da J
X cos Hnft — 7i^+f'— c) = o,
et l'on satisfera à cette équation , eu^ supposant
Considérons maintenant dans la valeur de rS'r les termes de Tordre des excentricités et des inclinaisons.
Si Ton substitue dans l'équation (8)pour 2/2'R+r/^\
les termes de cette fonction qui sont du même ordre,
et pour — sa valeur tirée de l'équation précédente ,
valeur que pour abréger nous écrirons ainsi
on aura
r ^ 2 L *t/i— /»') — n ■ da J
Si, pour abréger, on suppose
'KCO = 5CC0— ./^'~'^" .aMCo)^^ -j-,
i(/i — n) — n da '
et quW observe que a^n*:=i i , on verra aisément qu'on satisfait à cette équation en faisant
w^ f+KCOec^gj-£(„'t— iit4./--%^+nt + «--«ll
Tome L L^^ ^a
11 faut maintenant, d'après la théorie des équations linéaires, pour avoir la valeur complète de —^ joindre
aux différentes parties de cette valeur que nous venons de déterminer, celle qui a lieu lorsqu'on suppose nuls les trois derniers ternies de l'équation (8); on a, dans ce cas,
5jP^ + n*.r/r = o, -
et Ton satisfait k cette équation , en supposant
-^= m'.fe. cos {nt'^i — a>)+ni.f^e'. cos (»/-f-g — »') ,
yet y étant deux constantes arbitraires.
En réunissant donc toutes les parties de la valeur de
^•, et en remplaçantrparsa valeur ^.[T-ecos(«i-f-6-û>)],
on aura
a ° n aa 2 n^^i \n -n)* ^ ' '
+m'.yè.cos(7i/+i-#)4-7n'.yV.cos(7ii+f-i»')
On a, n^ 8i
]>iw = __2.-.ivw — a^.
MO) = (a,'-,).AC'-)+«^\
d'où, en différenciant, on tire
Si l'on substitue ces valeurs dans K^*^ et L^*^, et qu'ensuite, dans l'expression de -, on remplace C^^, K^'^, j^co par les fonctions que ces lettres représentent, on retrouvera identiquement la valeur de — à laquelle
nous sommes parvenus par une autre voie , n** 64 f ce qui peut servir à confirmer l'exactitude de ces résultats.
Reprenons maintenant la valeur de «Tv , n° 89. Si l'on néglige les termes du second ordre , par ra{^rt aux excentricités et aux inclinaisons, et qu'on observe que nous supposons fji = a?n^ 1= i , on aura
A l'aide de cette formule et des valeurs précédentes, on .trouvera aisément
t/ACO"
-4- ni.f^e.smint+t'0)+m\/le\Atk (Hl-^t^')
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£a faisant , pour abréger,
r T .«'AW , .<?AW . ,
•^ ' a % da da^ -^ '
et en désignant par G^*^ et H^'^ les mêmes fonctions que ces lettres représentent dans le n° 85; le signe intégral 2 devant d'ailleurs s'étendre dans cette ex-^
pression , comme dans celle de —, a toutes les valeurs positives et négatives de /^ la valeur de f=:o exceptée.
92, Les équations qui déterminent S'r et cTt' renferment quatre constantes arbitraires , savoir : les trois constantes g , f^ f\ et la constante qui devrait être ajoutée à la valeur de /c^ et que nous supposons, pour plus de simplicité, égale k zéro; ces équations sont donc les intégrales complètes des équations différentielles (5). Nous allons nous occuper de la détermination des constantes arbitraires introduites par rintégration.
Si l'on ne considère que la partie non périodique du rayon vecteur et de la longitude , en joignant aox valeui^ précédentes de J'r et de Sv , celles de r et de p qui dépendent du mouvement elliptique de m^ on aura
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p ^ J^i^ représente la longitude moyenne de la pla-* nète au bout du temps ij elle résulte directement des observations. Si l'on yeut donc , comme cela se pratique ordinairement, que cette longitude soit la même dans Torbite elliptique de la planète et dans l'orbite qu'elle décrit réellement, cette condition déterminera la constante g; on aura ainsi •
et il en résultera
On voit que, dans l'hypothèse précédente , la distance moyenne de la planète au Soleil, dans l'o^lji^tç troublée , n'est plus représentée par a , comme ij^fis l'orbite elliptique; cette dernière quantité sedéduit tou-i
jours du moyen mouvement nt par Téquation -3 = «•,
mais il faut la diminuer de la quantité -^. a* -^ —
pour avoir la distance moyenne.
93. Il est essentiel de prévenir ici une difficulté qui peut naitre de ce que les astronomes et les géomètres ne définissent pas de la même manière le moyen mour vement d'une planète et de ce que ces mots sont etnployés souvent dans des acceptions différentes* Les premiers comprennent à la fols, dans le moyen mouvement , toute la partie de la longitude moyenne qui varie avec le temps, et les seconds, la partie seulement (le cette longitude qui dépend du grand axe de l'orbite, II en résulte une diffcrence esscnfîcl'e : le moyen
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mouyement , tel que le défixiisseQt les astronomes ^ n'est plus invariable , sa valeur peut changer dans les differcîns siècles à raison des termes^ proportionnels au carré du temps, qui résultent de la variation sé-« culaire de l'époque, n° 76; tandis que le moyen mou-» vement des géomètres, qui- se déduit du grand axe par la troisième loi de Kepler, est inaltérable ainsi que cet axe, conformément à ce que nous avons démontré n' 61. Nous nous sommes donc conformé à l'usage adopté par les astronomes dans la détermination de la constante g , parce qu'il est en effet le plus commode dans la pratique , en ce que la valeur de la constante n se déduit alors immédiatement des observations, sans leur faire subir aucune correction; màli^ li est aisé de voir que l'on peut déterminer d-itn^ itaanière quelconque la constante^ sans que la position de la planète , telle qu'elle résultera des tables construites sur les formules précédentes , en soit altérée. Supposons, par exemple, que l'on fasse g" = o , on aura
r + err = .i^+iw'.«î-jp— ,
et il sera facile , d'après les nouvelles valeurs de a^ et n^, qui résulteront de ces équations, de montrer, comme dans le n** 85, qu'elles sont identiques avec les précédentes. La variation du grand axe de Forbite se détermine ^ n* 4' , par la formule
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Ija constante ajoutée à l'intégrale fd'R étant supposée nulle f il s'ensuit que la valeur de J^a ne se compose que de quantités périodiques ^ et que par conséquent , si l'on en fait abstraction , le grand axe de l'orbite pourra être l'egardé comme inaltérable j c'est d'après cette hypothèse que nous avons démontré, dans le n^ 6i , l'invariabilité des grands axes des orbes planétaires.
94- 1^ nous reste maintenant à déterminer les com^ tantes^^et f , ou, ce qui revient au même, les cons*^ tantesy^' el y*'^. Ce qu'il y a de plus simple à cet égard , c'est d'en disposer de manière que les termes qui dépendent de sin («^ -{- 6 — rjû) et sin (/z^ -f- e '— co') disparaissent dans la valeur de JV, en sorte que l'équation du centre soit tout entière comprise dans la valeur de p. On aura ainsi y^ = o et y'^=:0; et l'on en conclura
Les valeurs de — et de J'i^ deviendront donc enfin ,
'•^m ,fe. C08 (nt+ 1 — m^-^-ni . f'e . cos (jit-^-î — c/)
+ m!e . 2 . ÉCOcos[£(/j'/— w/4-/— i)+7i/+ 1— /] , \ ( A ) ip=:i — .2.FC0sîn£(tt'/ — nt+t — t)
+ II» e . S . G^O si n [* (|^'^-.^^+•/— «) +#*i+i— »]
5o4 THÉORIE ANALYTIQUE
les lettres C^*^ D^, E^ F^O, G^>, H'O ayant ici la même signification que dans le n* 84^ et le signe intégral 2 devant embrasser toutes les valeurs en<« tières positives et négatives de i, la seule valeur t =o exceptée.
95. Considérons maintenant les inégalités de la latitude. Reprenons l'équation différentielle (7). Si Ton néglige le produit des excentricités par les inclinaisons des orbites^ elle devient
— '^«•.rJ^5~î^ = o. (9)
En prenant pour plan fixe celui de l'orbite prirai^ tive de m, et en désignant par y l'inclinaison de l'orbite de /»' sur la première orbite, et par n la longi*' tude de son nœud ascendant, on a, n"* 81 ,
^=-— .y.sin(/i'^fe'-n)+2..û\s.BC'-'VsiiiR»'/-«^+/^^
I représentant un nombre entier quelconque y compris zéro.
L'équation (9), en y substituant cette valeur, devient
—-r +n\Ti8+ ^ . 5/ . sin {n't+ î—U)
d'où, en intégrant et en observant que «'«' = i , on tire
~ = — — - . _.ysin(«'^+f' — n) 1
DU SYSTÈME DC MOUDE. 5o5
le nombre i devant s'étendre à toutes les valeui-s entières positives et négatives de i, la seule valeur I = o exceptée, parce que les termes qui en résulteraient seraient compris dans ceux qni dépendent des constantes que l'intégration ajoute à l'équation (B).
à laquelle nons sommes parvenus par uoe^ -antre voie, n" 86. Nous n'avons point eu égard aux constantes arbitraires que l'intégration introduit dans cette valeur, ou du moins nous les avons supposées nulles, ce qui est plus commode pour la pratique. Cette hypothèse n'altère en rien l'exactitude de la formule (B). Eu effet, si l'on rapporte, comme on le fait ordinairement , le mouvement de m à un plan très peu incliné à celai de son orbite primitiTe^ qu'on désigne comme dans le n° 86 , par (s), la latitude de m relative au mouvement elliptique, toua les termes qui ont pour argument la longitude moyenne n£ -f- * — n se trouveront renfermés dans (s), d'après notre hypothèse ; mais de quelque manière que l'on détermine les constantes arbitraires qui entrent dans ^s, la quantité (s) ~i-^s , calculée par les tables, exprimera toujours la latitude de m au-dessus du plan fixe.
Les trois formules (A) et (B), sont celles dont on fait ordinairement usage pour calculer les inégalités du rayon vecteur , de la longitude et de la latitude dans l'orbite troublée ; en les réduisant en nombres et eu les ajoutant aux parties de ces valeurs qui dépendent du mouvement elliptique ^ on pourra
eu former des tables qui donneront à chaque iostant la positioa dans l'espace des diffërens corps du système solaire.
96. La me'thode par laquelle nous venons de déterminer, au mojen des équations différentietles di mouvement troublé, les perturbations planétaires dépeadantes de la première puissance des excentricités et des inclinaisons, suffit pour montrer comment, par des approximations successives, et en employant à chaque approximation nouvelle les y> leurs du rayon vecteur et de la latitude qui résultent des approximations pfiiccdentes, on peut calcoler les inégalités de ces deux quantités dépendantes d'aoe puissance quelconque des excentricités et des indinaisons, et arriver ainsi à déterminer leurs valeurs aussi exactement qu'on voudra.
Lorsqu'on ne porte l'approximation que jusqu'au termes de l'ordre des excentricités et des inclinaisons, ce procédé est, comme nous l'avons dit, le plus simple que l'on puisse employer pour déterminer les inégalités périodiques des niouvemens des planètes; mais quand ou veut étendre les appi-oxitnatiousaui inégalités dépendantes des carias et des puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons, les opérations numériques se compliquent de plus en plus, et elles de^'iendraîent bientôt impraticables si l'on voulait calculer rigoureusement toutes ces inétralités. Heureusement, la détermination de celles qui tlépendent de la première puissance des excentricités et des inclinaisons snflit en général pour les planètes , el loi-squ'il devient iiidispensable d'avoir égard aux ine*
galités d'un ordre supérieur, les considérations mêmes qui obligent d'en tenir compte servent à faciliter leur calcul. Ces inégalités, en effet, ne deviennent sensibles que par les petits diviseurs, dépendans des rapports qui existent entre les moyens mouvemens des dîfférens corps du système, que l'intégration leur fait acquérir ; on peut donc prévoir aisément la circonstance qui rendra sensibles quelques-uns des termes de ces inégalités, et se borner à les calculer , en négligeant tous les autres.
Considérons , par exemple , dans R un terme quelconque de la forme
M.cos {i[n't — n^+e' — g)] -(- i^nt -f-K] ,
i et f représentant des nombres entiers quelconques et K une quantité constante , fonction des élémeos des orbites de metmf.
Il en résultera dans — r le terme suivant :
Le dénominateur de cette expression peut se mettre sous la forme
et l'inégalité qui précède pourra acquérir une valeur sensible, si l'un de ces deux facteurs est peu considérable.
Il suffira donc de calculer les inégalités du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude qui ont l'une
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des deux quantités précédentes pQur diviseur ; tûzk alors il est plus comoiode d employer » poui^lear détermination , la méthode de la variation des constantes arbitraires. En effet , il suffît de considérer dans R les termes dépendans de l'argument auquel on vent avoir égard, et au moyen des formules du u*42, on aura immédiatement les inégalités correspondantes des élémens de Tôrbite elliptique; en les substituant ensuite dans les formules de ce mouvement , on aura , de la manière la plus simple , toutes les inégalités du mouvement de la planète qui peuvent devenir considérables.
La plus grande difliculté de la détermination des perturbations planétaires , de l'ordre du carré et i& puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons , consiste donc dans le développement de la fonction perturbatrice R. Mais plusieurs géomètres zélés se sont déjà occupés de cette recberclie. M. Burkardt a poussé ce développement jusqu'aux termes du sixième ordre (*); M. Binet Ta depuis étendu jusqu'aux septièmes puissances des excentricités et des inclinaisons. Ces approximations sont plus que suffisantes pour toutes les recherches que peut présenter la détermination théorique du mouvement des centres de gravité des corps célestes. : .
- (*) Mémoires de l'Institut , année i8oS.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/thorieanalytiqu04pontgoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières
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