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MIKONOMY
Depviis longtemps les sciences mathématiques et vistroiiomiques réclamaient un ouvrage où les grandes découvertes faites depuis Newton, dans la théorie du système du monde, fussent exposées, d'une manière claire, simple et à la portée de tous ceux qui ont. suivi un cours élémentaire de calcul différentiel et de méconique. Laplace, dans la Mécanique céleste, a présenté ce tableau sous des formes plus savantes ; il s'est attaché surtout à mettre en relief les méthodes qui lui étaient personnelles, et qui Font conduit aux grandes découvertes qui ont rendu son nom immortel. Mais ces méthodes ont déjà subi le sort réservé d'ordinaire aux procédés des inventeurs dans les sciences et dans les arts (*). Des voies plus courtes et pJiis faciles ont été imaginées pour arriver au but qu'avaient atteint avec tant de difficulté ceux qui marcliaient les premiers. Je crois donc que la publiai
f*\ a. Je suis du nombre de ceux qui pensent .que le même sujet peut élre traité maintenant avec beaucoup plus d'élégance et plus de c-larté. » ( Voir la Lciire de Le gendre ^ tome III , page viij .)
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cation de cet ouvrage, quand elle n'aurait pour objet que l'utilité, sera profitable à ceux qui voudront faire une étude spéciale de la Mécanique céleste, en leur facilitant la lecture souvent pénible de cette grande œuvre, que Ton peut regarder comme le traité le plus complet et le plus sublime d'astronomie théorique que nous possédions, en même temps que ceux qui n'auraient pas le loisir d'en approfondir toutes les parties, trouveront dans le nôtre le moyen d'en éviter les principales difficultés et de se mettre rapidement au courant de l'état de perfectionnement où la science des mouvements célestes est aujourd'hui parvenue.
Les deux premiers volumes que Ton réimprime aujourd'hui, forment un traité de Mécanique céleste à peu près complet, les autres volumes comprennent les applications des théories exposées dans les deux premiers aux dififérents corps du système solaire- Le. troisième renferme la théorie des mouvements planétaires ; le quatrième, celle des satellites et de la Lune en particulier; le cinquième, qui sera mis incessamment sous presse, la théorie des satellites de Jupiter, celle du flux et du reflux de l'Océan, une théorie nouvelle des réfractions astronomiques, et quelques éclaircissements sur différents points traités dans les volumes précédents; enfin un tableau exact de l'état de la science à l'époque où nous nous arrêterons, formera la conclusion de l'ouvrage.
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Ou trouvera, à la fin de chaque volume, des Notes destinées à développer quelques-unes des questions traitées dans le texte, et que la crainte de nous écarter par de trop longues digressions de Tordre que nous nous étions tracé, ne nous a pas permis d'y comprendre. Enfin deux suppléments, l'un au livre II, l'autre au livre V, contiennent, le premier, une méthode remarquable pour faire disparaître les arcs de cercle introduits par les méthodes ordinaires dap^ proximation dans les formules des moui^ements planétairesj et le second une solution très-intéressante du problème des attractions des sphéroïdes elliptiques
. sur les points extérieurs, que l'on doit à M. Poisson, et où il a surmonté avec beaucoup d'adresse une difficulté de calcul intégral qui avait arrêté les plus illustres géomètres.
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INTRODUCTION
O9 homini sablidae dédit, cœluniqae lueri Jiusit, eteroclos ad aidera tollere valtiis. OviDB, Mélam y Ut. I.
Uedia inter prœlia semper
Stella rum 4 colique plagls, superisque vacavi. LocAiif, Phare , iir. X.
Il n'y a guère plus d'un siècle que nous ignorions encore les IcMs éternelles qui règlent les mouvements des astres que nous contemplons dans les cieux. Les anciens astronomes ne nous avaient rien appris sur cet important objet, si digne de fixer les méditations des hommes. Quelques faits isolés , d'ingénieuses hypothèses pour expliquer les irrégularités apparentes des corps célestes^ composaient alors toute la théorie physique du système du monde. Hipparque à Samos , plus tard Ptolémée à Alexandrie, se montrèrent observateurs habiles ; plusieurs points délicats de l'Astronomie pratique furent saisis par eux , et peut-être devraiton s'étonner que des esprits aussi éclairés n'aient pas tenté de remonter des effets aux causes, si l'on ne songeait que ce n'est qu^après des siècles d'observations qu'on peut espérer de saisir les grandes lois de la nature dans les phénomènes qu'elle nous présente, et que c'eût été construire un édifice sans base, que de fonder un système sur un assemblage de faits incohérents et sans liaison entre eux, tel qu'étaient au temps d'Hipparque et de Ptolémée les connaissances astronomiques. Enfin , ce qui surtout a manqué aux savants de l'antiquité pour ravir à notre âge l'hon neur d'avoir découvert les vrais principes de l'univers, c'est ce guide infaillible de l'esprit humain, la Philosophie, création des temps modernes, qui portant partout sa lumière, écartant les illusions de nos sens, méprisant les préjugés de l'habitude et de l'erreur, soumet à l'analyse de la raison toutes les idées reçues, tous les faits regardés jusque-là comme démontrés , et ne s'arrête , dans sa marche irrésistible, que lorsque l'accord de ses théories
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avec les phénomènes observés lui montre qu'elle a enfin atteint la vérité , noble but de toutes ses recherches.
Les astronomes arabes se contentèrent de nous transmettre avec fidélité le dépôt des connaissances qu'ils avaient reçues des Grecs ; et tandis que le despotisme éteignait le flambeau des sciences dans les belles contrées qui en furent le berceau, ils recueillirent les débris épars de ce grand naufrage, et l'Europe leur dut les premiers rayons de lumière qui dissipèrent les ténèbres de douze siècles d'ignorance et de barbarie. •
Copernic , vers le milieu du seizième siècle , ouvrifune route nouvelle ; il ne chercha pas dans son propre génie rexplicacion des mouvements , en apparence si bizarres , des corps célestes ; il se borna à comparer aux phénomènes observés les hypothèses que les anciens avaient proposées pour les expliquer, et reconnut que la plus probable était celle de l'école de Pythagore, qui enseignait le mouvement de la Terre et des planètes autour du Soleil, immobile au centre du monde. Après lui Tycho, l'un des plus grands observateurs qui aient existé, séduit par l'ambition de donner son nom à un nouveau systt me , voulut modifier celui qu'avait proposé Copernic , et en revenant aux erreurs des anciens', qui faisîiient de la Terre le centre des mouvements , il faillit replonger la science dans le chaos dont elle venait de sortir. Plus heureux*, son disciple Kepler, doué d'une patience à toute épreuve et d'un esprit de combinaison qui lui fait chercher des rapports secrets entre les mouvements divers de toutes les planètes , guidé enfin par un instinct admirable de la simplicité des moyens que la nature emploie pour arriver à ses fins , découvre, après dix-sept années de recherches , les véritables lois des mouvements des corps célestes , et laisse un nom immortel dans l'Histoire de l'Astronomie théorique et pratique. Galilée marche sur les traces de Copernic et de Kepler ; il invente un merveilleux instrument qui porte jusqu'aux limites de l'espace les regards de l 'astronome , et avec ce puissant auxiliaire il fait dans les cieux de Bouvelles découvertes. Il reprend la science de la Mécanique au point où l'avait laissée Archimède , et comble en un jour le vide qui les sépare , en découvrant les lois de l'accélération des corps pesants au milieu des phénomènes compliqués qui les ca-
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cheiit à la perception de nos sens. Enfin , pour que rien ne manque à la gloire de ce grand homme , il soutient , dans les cachpts même de Tlnquisition , le mouvement de la Terre sur son axe , et créant, par son exemple, de nouveaux sectateurs au système qu'il a embrassé, il a Thonneur d'en être le martyr. Descartes, ce vaste génie, qui peut-être n'a été trahi que par la fortune, s'empare à la fois de l'Algèbre, de la Mécanique et de la Philosophie pour en reculer les limites. Il fait enfin un pas immense dans l'Astronomie physique, il imagine le système des tourbillons; système erronô sans doute, vulnérable sur tous les points, qui se refuse aux spéculations de l'analyse, qui n'explique qu'imparfaitement quelques faits isolés, et qui certes n'a dû qu'à l'autorité du nom de son inventeur la séduction qu'il exerça quelque temps sur des esprits d'ailleurs éclairés, mais qui fera époque dans l'histoire de la science, parce qu'il est le preinier effort qu'on ait tenté peur remonter des effets aux causes qui les produisent, et pour déduire des phénomènes le grand principe qui met en mouvement la matière. Il fallait un profond génie pour concevoir seulement l'idée de cette entreprise , et Descartes a mérité la reconnaissance des siècles à venir, en ouvrant une carrière nouvelle aux méditations de l'esprit humain, et en montrant la route que ses successeurs devaient parcourir avec tant de gloire.
Enfin Newton parut , et dès ses premiers pas dans l'empire des sciences, on reconnut l'empreinte du grand homme, tncessi^- pàtuitDeus! Galilée avait découvert les lois de la chute des graves, Huygens celles des mouvements du pendule et la théorie des forces centrales; il ne restait (plus qu'à appliquer ces principes généraux au système du monde, pour en déduire la loi de la pe> santeur universelle. Dans les limites où elle était maintenant ren fermée, celte grande vérité ne pouvait phis échapper au premier effort que l'on ferait pour la saisir, et peut-être doit-on dire que Newton n'a eu que le bonheur d'y arriver le premier. Un hasard singulier, mais un de ces hasards dont le génie seul sait profiter, en fixant sa pensée sur un phénomène qui se passe journellement sous nos yeux, le conduisit à étendre à la Lune les lois de la chute des corps à la surface de la Terre ; il reconnut que l'espace qu'elle décrit, pendant un court intervalle de temps,
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dans le sens de son rayon vecteur, pour s'ék>igDer de la direction qu^elle avait au commencement de cet instant, est égal à trèspeu pi*ès à la hauteur dont la Lune tomberait vers la Terre dans le même temps , si elle n'obéissait qu^à l'attraction de cette planète supposé^ étendue jusqu'à la Lune et décroissant proportionnellement au carré des distances. Mais cette grande découverte , qui dévoilait aux géomètres un point si important de la constitution du monde, n'était rien encore pour ce génie entreprenant : en généralisant ses idées, il vit que la pes&nteur terrestre dont la Lune subir l'influence , n'est elle-même qu'un cas particulier d^une force répandue dans tout Tunivers , et en vertu de laquelle toutes les molécules de la matière s'attirent mutuellement en raison directe des masses et en raison inverse du carré des distances. C'est en vertu de cette puissance ^ que les planètes sont retenues dans leurs orbites autour du Soleil, et les satellites dans leurs orbites autour des planètes principales , tandis que le système entier de la planète et des satellites est lui-même emporté autour du Soleil en vertu de son action prédominante. En combinant cette force attractive du Soleil avec l'impulsion primitive qui a lancé les corps célestes dans l'espace, Newton en vit découler les lois si belles et si simples que l'observation avait révélées à Kepler : alors il lie lui resta plus de doute qu'il n'eut en effet découvert le grand secret de la nature ; mais étonné lui-même du pas immense qu'il allait faire faire à l'espnt humain , il médita vingt ans cette grande idée avant d'oser la confier à son siècle.
Comme si les méthodes usitées jusque-là parmi les géomètres n'eussent plus été dignes de s'associer aux grandes découvertes qu'il venait de faire , et qu'il fallut un nouveau langage pour exprimer tant d'idées nouvelles , Newton jeta en même temps tes premiers germes du calcul infinitésimal , cet admirable auxiliaire de l'intelligence humaine, sans lequel peut-être le géomètre serait resté devant la grande découverte de la gravitation universelle , comme un homme courbé sous le poids d'un trésor qu'il n'a pas la force de soulever. Cependant, pour rendre plus claires les vérités qu'il allait énoncer, pour ne pas éblouir par trop d'éclat à la fois les yeux de ses contemporains, pour mettre enfin à l'abri d^ toute controverse étrangère son système du monde , qu'il
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s'agissait surtout de faire adopter, Newton ne fit point servir la féconde méthode d'analyse qu'il venait d'imaginer, à déduire du principe de la pesanteur universelle les lois des mouvements des eorps célestes, il eut recours aux méthodes synthétiques des anciens. L'évidence de ses démonstrations en devint plus frappante ; mais la savante théorie du mécanisme des cieux se refuse à ces méthodcsi vulgaires, et Newton lui-même, à peine entré dans la carrière, Ait arrêté par des difficultés insurmontables. Cependant on n'en doit pas moins admirer le jprodigieux génie de ce grand homme: ce que l'insuffisance de l'Analyse l'empêche de démontrer, ille devine, et peut-être n'est- on pas plus étonné, lorsqu'il expose à nos* yeux le principe général du mouvement de la matière, que lorsqu'on le voit en saisir k la fois d'un coup d'ceil d'aigle toutes les conséquences, et prévoir les phénomènes qu'il dcHt produire dans les siècles les plus reculés.
La pesanteur universelle, ou cette tendance qu'ont toutes les molécules de la matière à se rapprocher les unes des autres, est surtout admirable dans la constitution générale du système du monde , parce que les grands intervalles qui séparent les corps célestes font disparaître les effets des causes secondaires qui embarrassent si souvent les mouvements à la surface de la Terre, et ne laissent subsister que ceux qui proviennent de leurs attractions mutuelles. Cette loi n'est point une hypothèse arbitraire que l'on modifie à son gré pour l'appliquer à telle classe particulière de phénomènes, elle est unique, elle est invariable ; combinée avec les principes généraux de la Mécanique , elle rend compte des plus petites irrégularités que l'observation a fait découvrir dans les mouvements des corps célestes ; la simplicité est son premier mérite ; la facilité avec laquelle elle se plie aux calculs mathématiques, est un avantage non moins précieux. Les planètes et les comètes , poussées par l'impulsion qui leur fut donnée à l'origine des temps, s'éloigneraient indéfiniment du Soleil , si aucune autre force n'agissait sur elles; mais l'attraction de cet astre fait fléchira chaque instant la direction recliligne qu'elles prendraient, en vertu de la force centrifuge et de l'impulsion primitive qu'elles ont reçues : unies au Soleil par ce lien puissant , elles circulent autour de lui dans des orbites rentrantes, comme un projectile
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circulerait autour de la Terre , si la force qui l'a lancé dans Tespace était assez grande pour contre-balancer la pesanteur terrestre. Il suffit donc de supposer une force arbitraire au centre du Soleil, pour expliquer les mouvements de révolution des planètes autour de cet astre; la Mécanique montre ensuite que si cette force croît en raison des masses et réciproquement au carré des distances y les orbites seront des courbes elliptiques, et les
. lois du mouvement telles, que le» aires décrites seront proportionnelles aux temps employés à les engendrer, jet les carrés des temps des révolutions sidérales des différentes planètes , proportionnels aux cubes des grandes axes de leurs orbites. Mais Taction
^ du Soleil n'est pas la seule force qui anime les corps célestes ; ils tendent aussi les uns vers les autres , en vertu de leurs attractions mutuelles. Ces secondes forces, il est vrai, sont très-petites par rapport à la première, parce que les masses des planètes et des comètes sont généralement peu considérables par rapport à la masse du Soleil , mais elles suffisent pour expliquer les irréguarités qui affectent les mouvements elliptiques des planètes^ et qui les empêchent de satisfaire rigoureusement aux lois de Kepler. Il en est de même des satellites relativement aux planètes principales; leurs mouvements ont été observés par Galilée, Cassîni, Herschel qui ont aussi reconnu par l'observation Taplatissement des principales planètes. Les corps célestes sont doués d'un naouvement de rotation autour de leur centre de gravité , ce qui tieut à ce que l'impulsion primitive, qu'ils ont reçue, n'était pas dirigée vers ce point ; si l'on suppose que ces corps étaient originairement fluides , et que la matière qui les compose s'e$t ensuite graduellement refroidie, hypothèse que tous les phénomènes observés à la surface de la Terre rend plausible , on concevra que les éléments fluides s'écartant du centre de rotation en vertu de la force centrifuge, ces corps ont pris la forme de sphéroïdes aplatis vers les pôles et renflés à leur équateur, comme ils le sont aujourd'hui. La figure des planètes n'étant plus celle de la sphère, la résultante des forces qui les animent n'a plus passé par leur centre de gravité , et il en doit naturellement résulter des dérangements dans leurs axes de rotation et dans la position de leurs équateurs : la précession des équinoxes, la nutation de l'axe ter-
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restre^ et la lib ration de la Lune en sont la conséquence nécessaire. La mer, soulevée par Faction du Soleil et de la Lune, lorsque ces astres dominent son horizon, abandonnée ensuite à elle-même lorsqu'ils s abaissent au-dessous, doit avoir un mouvement de flux et de reflux semblable à celui que l'observation nous présente.
Ainsi, tout s'explique dans le système de l'attraction : les inégalités des mouvements planétaires, la forme particulière des corps célestes , les balancements dé leur axe de irotation, les oscillations des fluides qui les recouvrent, ne sont qu'une conséquence de cette loi universelle, et ces phénomènes si divers, qui paraissent, au premier coup d*œil, avoir si peu d'analogie entre eux, sont enchaînés Tun à l'autre par ce principe général, et ne pourraient exister séparément. Il ne faut pas croire cependant que les lois compliquées de tous ces phénomènes soient faciles à déduire du principe très-simple que nous venons d'énoncer: Newton reconnut bien qu'elles en sont la conséquence immédiate; mais de ce premier aperçu du génie à des preuves rigoureuses, la distance était immense ; l'analyse la plus profonde pouvait seule la franchir, et du temps de Newton à peine elle venait d'éclore ; aussi la plupart des recherches de ce grand homme sur le système du monde brillent- elles beaucoup plus par la sagacité des déductions, que par la rigueur des démonstrations; souvent même il fut conduit à de graves erreurs. On s'étonnera moins*, toutefois, qu'il ait laissé un si grand ouvrage incomplet , si l'on songe que les génies des Euler, des Bernoulli, des Clairaut, des d'Alembert, n'ont pas suffi pour l'achever. Mais la nature, pour récompenser l'homme de reffort qu'il venait de faire, ne voulut point qu'une si grande découverte demeurât stérile en résultats, et, par une prodigalicl sans exemple, elle dota, dans un court espace de temps, les sciences mathématiques de plus d'hommes de génie que n'en avaient produit les cinquante siècles qui précédèrent la naissance de Newton. Aussi l'intervalle qui séparait la découverte de la démonstration , a-t-il été comblé, et la postérité s'étonnera sans doute que tant de sublimes travaux aient été accomplis en moins de cent ans. Arrêtons un moment avec orgueil nos regards sur cette nouvelle époque ; nous y verrons les géomètres français rem» plir les premiers rôles, et, tandis que l'Angleterre se reposait d'à-
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voir produit Newtoa, la France remonter au rang que cette nation> tant de fois sa rivale , venait de lui ravir dans l'empire des sciences. Euler, moins grand philosophe que Newton, mais doué de tomes les facultés intellectuelles qui font le grand géomètre, enrichit TAnalyse de méthodes précieuses , et donna le premier le moyen de calculer les inégalités planétaires. Content d^avoir ouvert des voies nouvelles à T Analyse, il s'embarrassa peu, dans la réduction de ses formules en nombres, de l'exactitude des calculs; aussi les résultats auxquels il parvint s'accordent assez mal avec les observations. Mais il ne faudrait que corriger quelques erreurs faciles à découvrir^ pour leur rendre l'exactitude convenable , et ses méthodes contiennent le germe de toutes les grandes idées qui sont devenues, entre les mains de ses successeurs, la base de la théorie analytique du système du monde. D'Alembert, auquel on n'a pas rendu toute la justice qu'il méritait comme l'un des plus beaux génies qu'aient produits les sciences mathématiques, peut-être parce qu'ambitionnant trop de gloires à la fois , il n'apporta pas dans ses ouvrages analytiques la même clarté et la même correction de style qui distinguaient ses œuvres purement littéraires, fit pour la Mécanique ce qu^Ëuler avait fait pour l'Analyse : il agrandit son * domaine. En donnant un moyen simple de ramener aux lois de la statique celle du mouvement des corps, il rendit facile la réduction en formules de toutes les questions de la Dynamique, et ce fut désormais à l'Analyse à achever la solution des problèmes. Ce grand géomètre entreprit d'assujettir au calcul les phénomènes de la précession des équinoxes et de la nutation de l'axe terrestre^ dont Newton avait entrevu la cause sans pouvoir réussir à en déterminer la loi , et il eut l'honneur d'arriver à des résultats exacts et concordants avec les observations , dans une question qu'on peut regarder comme Tune des plus difficiles que présente la Mécanique céleste. Clairaut , esprit judicieux , et qui , par ses belles découvertes dans la théorie de l'équilibre et du mouvement des fluides ^ a mérité d'être nommé après Euler et d^ Alembert, donna une solution particulière du problème des trois corps quUl appliqua au mouvement lunaire, le plus difficile problème de toute la théorie des perturbations planétaires, à cause des nombreuses inégalités de notre satellite.
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On lui doit aussi une théorie mathématique de la figure de la Terre, et ii fit partie de ces belles expéditions que, pour 1* honneur éternel des sciences, F Académie de Paris envoya, vers le milieu du dernier siècle, chercher, jusque dans les régions glacées du pôle » des notions exactes sur la forme de notre globe. Il couronna tant de travaux, en fixant, par des calculs rigoureux, Tinsfinnt du retour périodique de la comète de Halley à son périhélie en 1759 ; détermination très-importante à cette époque , parce qu^en montrant que les comètes ne diffèrent des planètes que par la longueur des gi'ands axes de leurs orbites, et qu'elles circulent autour du Soleil suivant les mêmes lois que les aiftres icorps du système, elle derenait la preuve la plus irréfragable du principe de la pesanteur universelle. Enfin, l'Académie des Sciences de Paris et, à son exemple, les autres Académies savantes de l'Europe, en prenant successivement pour sujet des grands prix de mathématiques, qu'elles décernaient dans leurs solennités annuelles', les questions les plus épineuses de la théorie du système du monde, contribuèrent, plus que tout le reste, à appeler sur cet important objet l'attention des plus illustres géomètres, et à faire disparaître successivement les didicultés dont il était encore iiérissé.
Tel était l'état de la science vers la fin du dix-huitième siècle , tels étaient les progrès qu'on avait faits dans la Mécanique céleste depuis les grandes découvertes de Newton. Des méthodes difficiles et sans liaison entre elles avaient été proposées pour la détermination des inégalité^ planétaires ; des ébauches informes de calcul avaient été tentées; elles avaient conduit à des résultats souvent inexacts, presque toujours incomplets; mais, au milieu de ce chaos de formules et de nombres , on voyait percer une lueur de la vérité. Les géomètres n'avaient point encore élevé sur la base posée par Newton un édifice régulier, mais leurs travaux faisaient naître de grandes espérances; il suffisait qu'ils eussent montré que le problème n'était pas insoluble, pour qu'on put assurer qu'il serait un jour complètement résolu. C'est à cette époque, déjà grande du passé et pleine d'avenir, qu'on vit tout à coup apparaître, presque en même temps, sur l'horizon des ^ sciences, deux génies également hardis dans leurs conceptions, (gaiement heureux dans leurs efforts, Lagrauge et Laplace, qui
xxviii INTRODUCTION.
achevèrent Touvrage commencé par leurs devanciers, et portèrent la Mécanique céleste au degré de perfection qu^elle a atteint aujourd'hui. Pendant leur longue carrière , ces deux grands géomètres présentèrent à l'Europe savante le spectacle d'une noble lutte, où chacun- des deux adversaires déployait tour à tour toutes les ressources de son génie , sans que Tautre jamais s'en laissât ébranler, et sans qu*on pût soupçonner auquel des deux resterait la victoire. Si Tune de ces grandes pensées, inscrites en lettres d'or , dans Kes annales des sciences, était énoncée par Laplace , elle s'emparait aussitôt de toutes les facultés de Lagrangc , et elle n'échappait plus à son examen qu'après avoir produit tous les fruits dont elle contenait le germe. On eût dit que la nature, pour Tavancement de la science , s*était plu à donner à ces deux génies supérieurs des directions absolument différentes. Lagrangeest, avant tout, géomètre; à ses yeux l'Analyse est la première des sciences; qu'il traite une simple question de nombres, ou qu'il s'agisse de T-un des phénomènes les plus intéressants du système du monde, on le voit occupé d'abord du soin de faire briller, dans tout son jour, l'éclat de sa méthode, et de donner à ses formules toute la généralité et toute l'élégance qu'elles peuvent atteindre. Pour lui, la Mécanique céleste n'est qu'une vaste carrière ouverte à la Géométrie, et la théorie l'attache toujours plus par elle-même que parles résultats qu'elle produit. Laplace, au contraire, semble avoir pour but unique de surprendre les secrets de la nature, et l'Analyse entre ses mains n'est qu'un instrument qu'il plie avec ime admirable adresse aux applications les plus variées. La Mécanique céleste est redevable à Laplace de ses plus beaux résultats ; aucune des inégalités planétaires les plus difficiles à saisir n'a échappé à ses méditations; il en a assigné les causes, il en a calculé les effets, et ses formules ont enfin donné aux Tables astronomiques le degré de précision qu'elles ont acquis de nos jours. Ce savant géomètre, par tant d'heureux efforts, a mérité la première place à côté de Newton ; mais sans les théoiies de Lagrange, la grande œuvre analytique du système du monde aurait-elle été accomplie? Il est [iermis d'en douter, et Lagrange n'a rien dû qu'à son génie. Analysons en peu de mots les travaux de ces deux hommes égakuîcnt illustres, et réunissons-les pour mieux en juger l'ensemble.
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On les voit (l*abord occupés à donner aux formules .qui déterminent les mouvements des corps célestes, une forme aussi simple que générale-^ et à substituer une analyse uniforme aux méthodes diverses cpie Ton avait employées jusque-là pour résoudre le problème difficile de leurs perturbations. Ce travail préparatoire a pour premier résultat ({e conduire Lagrange h la découverte de Tun des plus beaux théorèmes de la Mécanique céleste , Tin variabilité des grands axes et des moyens mouvemetits planétaires. Expliquons en quoi consiste cette propriété si importante pour FAstrononiie. La place avait reconnu , par un calcul numérique, que l'action mutuelle de Jupiter et de Saturne ne produit aucune inégalité séculaire dans Texpression de leurs moyens mouvemi nts. Lagrange, à l'aide des formes nouvelles qu'il était parvenu à introduire dans le calcul des perturbations, généralisa ce résultat , et montra que si Ton regarde les éléments du mouvement elliptique comme variables en vertu des forces perturbatrices, l'expression du grand axe et celle du moyen mouvement ne contiendra que des inégaiités périodiques et ne sera soumise à aucune inégalité séculaire que la suite des temps puisse rendre considérable. Les grands axes et les moyens mouvements planétaires seront donc toujours invariables relativement aux inégalités de celte espèce.
Lagrange, par un heureux choix de variables, avait ramené la détermination des variations des inclinaisons et des longitudes des nœuds des orbites à un système d'équations différentielles linéaires dont l'intégration peut toujours s'effectuer par les méthodes connues. Laplace étend la même transformation aux excentricités et aux longitudes des périhélies , il en déduit l'expression exacte des variations séculaires de ces divers éléments, et il est conduit à ce second résultat non moins remarquable que le premier, c'est que les changements que subiront, dans la suite des temps, les excentricités et les inclinaisons des orbes des planètes, seront toujours peu considérables, en sorte que les orbites auront éternellement la forme à peu près circulaire qu'elles ont aujourd'hui et que leurs inclinaisons à l'écliplique demeureront toujours peu considérables. Il suffit pour cela que les planètes se meuvent toutes dans le même sens autour du Soleil , et comme cette condition est
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également -remplie dans chacun des systèmes des satellites , qui tournent tous dans le même sens autour de leur planète principale, on en peut conclure que les systèmes de satellites sont stables comme celui des planètes. La stabilité du système solaire est donc à jamais assurée ; les orbites des planètes et des satellites y dans les âges futurs, ne pourront que s'aplatir légèrement, en conservant les mêmes grands axes, et les plans de ces orbites ne feront que de petites oscillations autour d'une position moyenne : immenses pendules de réternité qui battent les siècles comme les nôtres battent les secondes.
Cependant, malgré les simplifications que Lagrange était parvenu à introduire dans les formules générales des mouvements planétaires , la détermination des perturbations des planètes et des satellites présentait encore de grands obstacles, par la difliculte de distinguer dans le nombre infini de ces inégalités, celles qui, quoique très-petites dans les équations différentielles, acquièrent par rintégration des diviseurs qui les rendent considérables et donnent ainsi Texplication d'anomalies singulières , que les Astronomes avaient remarquées dans les mouvements de quelques-unes des principales planètes, sans en pouvoir démêler la cause. Ce genre de recherches convenait surtout au génie de Laplace , dont la patience et la sagacité étaient les qualités distinctives. Aussi ne laissa-t-il aucune de ces questions, si longtemps controversées , sans être soumise à un nouvel examen et sans être définitivement résolue. L'accélération du mouvement de la Lune avait longtemps occupe les géomètres et l'on avait cru indispensable , pour l'expliquer, de modifier sur ce point la loi de la gravitation universelle. Laplace en trouve la véritable cause dans la variation séculaire de l'excentricité de l'orbe terrestre, qui, peu importante par elle-même, produit un effet très-sensible en se réfléchissant, pour ainsi dire , dans le mouvement de notre satellite. — Parmi les nombreuses inégalités du même astre, Laplace calcule, avec un soin nouveau , celles qui dépendent de la parallaxe solaire , et il distingue le premier celles qui ont pour cause l'aplatissement du sphéroïde terrestre, en sorte que, sans sortir de son cabinet, l'astronome peut désormais, par la seule observation des mouve ments lunaires, déterminer la figure de la Terre et sa distance au
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Soleil. -— La cause des deux grandes inégalités remarquées par les astronomes dans les mouvements de Jupiter et de Saturne , et en vertu desquelles le mouvement dû premier de ces astres se ralentit quand celui de Pautre s'accélère , et réciproquement , était encore ignorée malgré les efforts souvent renouvelés que les géomètres les pins distingués avaient tentés pour la découvrir. La direction particulière que Laplace avait donnée à ses travaux la lui fait découvrir. Il la trouve dans un rapport presque commensurable qui existe entre les moyens mouvements de ces deux planètes , et qui rend considérables des inégalités qui, sans cette circon-^ stance, demeureraient éternellement insensibles. — Une circonstance analogue se reproduit dans la théorie des satellites de Jupiter, Laplace la saisit avec la même perspicacité D'autres inégalités singulières sont également reconnues par lui dans les mouvements des différents corps de notre système planétaire, et il s'attache à déterminer avec plus d'exactitude celles qui avaient déjà été calculées avant lui. C'est alors , comme il le dit lui-même, qu'on vit enfin les observations anciennes et modernes représentées par la théorie avec toute la précision qu'elles peuvent atteindre. Celles qui semblaient auparavant inexplicables par la loi de la pesanteur universelle , en sont devenues maintenant l'une des preuves ?es plus convaincantes. Tel a été le sort de cette brillante découverte, que chaque difficulté qui s'est présentée, est devenu^ pour elle un nouveau sujet de triomphe, ce qui est le plus sûr caractère du système de la nature.
Les comètes forment dans la constitution de l'univers une espèce d'astres à part : non-seulement elles se distinguent des planètes par leurs apparences physiques, les irrégularités de leur marche, la courte durée de leurs apparitions , mais elles en diffèrent encore, pour la plupart, par les grandes excentricités de leui« orbites, et les inclinaisons considérables des plans de ces orbites sur leplandel'écliptique d'où nous les observons. Il en résulte que les méthodes employées pour calculer les mouvements planétaires , généralement fondées sur des développements en séries que la petitesse des excentricités et des inclinaisons rend très-convergentes , ne peuvent plus être appliquées avec succès à la détermination du mouvement elliptique ou du mouvement troublé des comètes. La
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recherche de nouvelles méthodes, pour soumettre ces astr calcul, occupa sérieusement Lagrange; dès Tannée 1778, il senta successivement à l'Académie de Berlin deux Mémoiref la détermination de l'orbite d'une comète, d après trois obs< tions^ et il revint en Tannée 1788 sur le même sujet, ce qui pr> combien il y attachait d'importance. Sa méthode sous le rajj analytique ne laisse rien à désirer, elle est simple et ressoi*t d tement de la question comme tous les ouvrages de ce grand . mètre; mais ayant négligé d'en faire l'application à quelque coi connue , les essais qu'on tenta sans sa participation ne pa ruj point heureux. Laplace, amené dans son traité .de Mécanique leste à traiter la même question, Tenvisagea sous un point vue tout différent, et sa solution se recommande non-seulem par son originalité, mais encore par la facilité avec laquelle elle prête aux applications numériques et la sécurité qu'elle offre a calculateurs qui l'emploient. D'autres procédés, basés sur dif rentes propriétés du mouvement parabolique, ont été propo< depuis, en sorte que nous n'avons aujourd'hui que l'embarras ( choix entre des méthodes d'un usage également sur et facii< mais les solutions primitives de Lagrange et de Laplace n'en resti ront pas moins des œuvres très -remarquables , comme les types c toutes celles que Ton a imaginées depuis, et surtout comme portai l'empreinte, distinctive du génie de leurs auteurs, l'un toujours se duit par les attraits de la théorie, l'autre préoccupé avant tout de besoins de la pratique.
Glairaut, le premier, avait abordé la question des perturbalioni du mouvement elliptique d'une comète qui passe prés d'une planète, et nous avons vu qu'il était parvenu, après d'immenses calculs, à prédire d'avance, à une vingtaine de jours près, l'époque du retour de la comète de Hall^y à son périhélie en 1759. Ce résultat suffisait pour confirmer la loi de la gravitation universelle; mais le grand nombre de quantités négligées par ce géomètre dans son calcul , l'imperfection des méthodes analytiques , et l'incorrection des valeurs encore mal connues des masses planétaires qu'il avait- employées, devaient faire penser que l'approximation de Glairaut serait aisément dépassée lors des apparitions futures de la comète , à mesure que les procédés de l'Analyse
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et que la précision des observations feraient de nouveaux progrès. C'est principalement au calcul des perturbations des comètes que s'applique la belle méthode de la variation des constantes arbitraires introduite par £u1er dans la théorie des inégalités planétaires; cette méthode permet de calculer chacun des éléments de Torbite troublée par des quadratures mécaniques , qui n'exigent que des substitutions numériques et qui se simplifient encore lorsque la comète s'éloigne à de grandes distances de la planète perturbatrice. Lagrange développa cette méthode dans un beau Mémoire qui remporta le prix que l'Académie des Sciences avait proposé sur ce sujet pour l'année 1 780 , et il ne resta plus qu'à en faire Fapplication aux divei^es comètes périodiques dont notre système solaire allait successivement s^enrichir^ L'approche du . retour de la comète de Halley ayant engagé l'Académie des Sciences de Paris à provoquer de nouvelles recherches sur cet objet en proposant pour sujet du prix quelle devait décerner en 1826, et qui fut depuis remis au concours pour 1829, l'exposé des méthodes les plus propres au calcul des perturbations des comètes , avec des applications à la détermination du prochain passage au périhélie de la comète de Halley, et aux différentes révolutions connues de la comète de 1 200 jours , qui venait d'être rangée récemment au nombre des comètes périodiques^ le désir de m'assurer par moimême de la précision qu'on devait attendre des nouvelles méthodes, me détermina à répondre à cet appel. J'appliquai successivement à ces deux comètes, si différentes par les éléments de leurs orbites et la durée de leurs périodes, les belles formules de Lagraogey et, après avoir vérifié la plupart des résultats obtenus par M. Encke, le savant directeur de l'Académie de Berlin , sur la théorie de la comète à courte période , dont il avait fait une étude particulière, je réussis à prédire à quelques heures près l'instant du passage de la comète de Halley à son périhélie de i835. Les éphémérides construites d'avance par M. Bouvard sur mes éléments et répandues dans les différents observatoires de l'Europe , permirent aux astronomes d'épier sans fatigue son retour, qui fut signalé, sous l'heureux climat de Rome, à l'instant même où la comète s'y montra et lorsqu'elle était encore invisible pour les l. f
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recherche de nouvelles méthodes , pour som*' '«oins favorable», calcul, occupa sérieusement Lagrange; d^ ^/r /'apparition en 1759 senta successivement à r Académie dç '^ ^^''^vitation universelle, la détermination de l'orbite d'une '' j^tte époque, a servi , par son tions, et il revint en Tannée 178" .'^jiumenses progrès que l'applicacombien il y attachait d'iro»- ^^ pâture aux mouvements célestes analytique ne laisse rien 'J' ^je soix^inte et seize ans qui séparait ces tement de la question,. '^y-*^
mètre ; mais ayan^ ^^^^ ^y^ théorie de la Lune avait été pour Laplace connue , les ''. .^^'"^^ jbWi/antes découvertes; après avoir trouvé point heu*" '■*''^^ je /a gravitation la cause inconnue de toutes leste > <^r/"*^^^^«/ières que cet astre nous présente , et en avoir vur "^'^/^^ts inégalités nouvelles qui n'avaient point encore été
/^/ ^"^'^ ,gr /'observation, il restait à résoudre, un problème jtf^^^^jjjais important pour l'honneur de l'Analyse : c'était de Jf'^^ fj'^f par ses seuls moyens toutes les perturbations du mou- ^^^ ,/unaire, de manière à former, par la théorie seule, des hks de la Lune aussi exactes que celles qu on avait construites • aue-^^ ^^^ '^ double secours de la théorie et des observations, riairaut et Euler avaient déjà tenté cette entreprise, mais ils s'étaient arrêtés aux premiers termes des approximations, qui demandent dans la théorie de la Lune à être poussées beaucoup plus loin que dans celle des planètes , à cause du peu de convergence des séries et du nombre infini d'inégalités très-sensibles dont la marche de notre satellite est affectée. Laplace, stimulé par l'impor> tance de l'objet, en fit de nouveau le sujet de ses méditations; il proposa des formules dont il calcula les premiers termes , et dont le développement, achevé depuis par MM. Damoiseau et Plana dans deux Mémoires qui ont partagé le prix proposé sur ce sujet ^ar l'Académie des Sciences en 1820, a complètement résolu la question que les géomètres avaient longtemps regardée comme au-dessus des forces de l'Analyse. Les Tables que M. Damoiseau a construites sur les résultats de ses calculs , sont aussi exactes que les meilleures Tables lunaires formées à l'aide d'observations réunies depuis l'origine des sciences astronomiques jusqu*à nos jours. Cependant une lacune restait à combler : on remarquait avec peine que Laplace eût emprunté à Clairaut et aux géomètres qui l'avaient
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Vs formules fondamentales de sa théorie, où la longitude ^june est prise pour Ja variable indépendante au lieu mme on le fait ordinairement. Ce choix avait l'in- '<^er, pour ramener les expressions de la longitude, et de la latitude à la forme qu'il convient de >ar la construction des Tables, des conversions d'au- ^ .us pénibles que les approximations sont poussées plus loin, et un travail supplémentaire qu'il eût été à désirer qu'on pût éviter. La théorie de la'Lune, d'ailleurs , traitée ainsi par des formules particulières, formait comme une exception dans la théorie générale des perturbations planétaires ; il était nécessaire de faire disparaître cette anomalie et de montrer que toutes les inégalités des différents corps du système solaire, planètes, comètes et satellites, peuvent se déduire des mêmes formules comme elles dérivent de la même cause. C'est ce qui m'a décidé à entreprendre, pour atteindre ce but, une nouvelle théorie de la Lune , qui forme le IV* volume de cet ouvrage et où les approximations ont été poussées aussi loin qu'il était nécessaire pour rendre complet Faccord des résultats de la théorie et des observations les plus anciennes qui nous soient parvenues. J'ai apporté aussi dans ce travail UQ soin particulier au calcul des inégalités séculaires que Laplace désirait qu'on vérifiât, et à celui des inégalités à longues périodes y qui constituent une classe particulière d'inégalités dans le mouvement de la Lune, et dont le calcul n'avait pas été exécuté jusqu'ici d'une manière suf6samment rigoureuse.
Le mouvement de rotation des corps célestes autour de leur centre de gravité nous offre une nouvelle classe de phénomènes noo moins intéressants que le mouvement de translation autour du Soleil, mais que leur éloignement rend beaucoup plus difficiles à observer. Aussi ce n'est que par rapport à deux d'entre eux, la Terre et la Lune , que Ton a pu réunir jusqu'ici un assez grand nombre de faits suffisamment constatés pour comparer à cet égard les résultats de la théorie et de l'observation. D'Alembeft, comme nous l'avons vu, appliqua le premier l'Analyse à la question de \ai précession des équinoxes et de la nutation de Vaxe terrestre: il montra que ces deux phénomènes ne sont qu'un résultat nécessaire du principe de la pesanteur universelle ; il par-
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vint par la théorie aux formules exactes qui en dérermioent les lois , et il en déduisit même les dimensions de la petite ellipse que le grand astronome Bradley avait imaginée pour représenter le double mouvement de Taxe de la Terre. Mais sa méthode, empruntée plutôt aux formes de la synthèse qu'à celles de Tanalyse, rendait la lecture de son Mémoire extrêmement laborieuse. Eoler, en adaptant à cette question les belles formules qu'il avait trouvées pour déterminer la rotation des corps solides, confirma par une analyse aussi élégante que facile les résultats de d'Alembert, et compléta la solution de toute la partie de cet important pn>— hlème qui concerne le mouvement de Taxe et de réqnateur terrestres par rapport aux étoiles. Mais il restait encore à examiner une question que les géomètres semblaient jusque-là avoir regardée comme une vérité acquise à la science , et qui cependant infcéressait, au plus haut point , l'exactitude de nos Tables astronomiques et la sécurité même des races futures appelées à nous succéder sur ce globe. L*axe terrestre, dans la position duquel les observations les plus précises n'ont pu faire reconnaître de variations sensibles à rintérieur du globe, conservera-t~il toujours son immobilité? Enfin , les pôles seront-ils à jamais invariables à la surface de la Terre , et Tuniformité de la rotation diurne se uiaintiendra-Irelle dans tous les temps comme elle existe aujourd'hui ? On conçoit, en effet, qu'une variation très-lente, mais progressive dans la position des pôles ou dans la vitesse du mouvement de rotation , altérerait à la longue toutes les latitudes géographiques, menacerait la permanence des continents, et Tin variabilité de la durée du jour sidéral qui sert de base à la construction de toutes les Tables astronomiques. C'est à une belle analyse de M. Poisson que Ton doit la solution de ces deux importantes questions, qu'il eût été impossible de résoudre par le seul secours de l'observation. Il a montré que les oscillations de Taxe de rotation de la Terre , par rapport à un axe supposé fixe dans son intérieur, seront toujours insensibles , et que par conséquent les mêmes forces qui produisent la précession et la nutation de Taxe terrestre, sont impuissantes à produire la moindre altération dans la position des pôles à lasurÊice de la Terre, non plus que dans l'uniformité de la durée du jour. Le Mémoire qui renferme ce^ important résultat , ainsi qu'un
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Mémoire publié précédemment et dans lequel M. Poisson a ^ré de nouveau Vinmriabiliié des grands axes planétaires , ^ portant l'approximation jusqu'au carré des masses, ce qui éuit indispensable pour s'assurer que les moyens mouvements , qui s'en déduisent par la troisième 1(h de Kepler, ne renferment aucune inégalité qui puisse devenir sensible par la double intégra* tion que subit leur expression différentielle, ont mérité que son nom fât placé , après les noms illustres de Lagrange et de Lapiace , parmi ceux des géomètres qui ont le plus contribué, dans le siècle actuel , aux progrès de TAstronomie théorique. Dans un troisième Mémoire, non moins remarquable que les précédents, M. Poisson a donné Tapplicaiion aux équations du mouvement de rotation de la nouvelle théorie des constantes arbitraires, fruit des derniers travaux de Lagrange , ce qui établit une analogie complète entre les mouvements des corps solides et les mouvements d*nn système de points libres , et permet de traiter ainsi par la même analyse les deux principales questions de la Mécanique céleste.
D'Alembert avait échoué en essayant d^étendre à la Lune les considérations qui lui avaient si bien réussi dans le problème de la précessioD des équinoxes. Lagrange, par im choix de variables adroitement appropriées au sujet, parvint à triompher des difficultés qui avaient arrêté ses devanciers, et à vérifier par la théorie toutes les belles observations de Cassini sur la libration de la Lune et les mouvements singuliers du plan de son équateur. Lagrange prouva que ces divers phénomènes sont tons liés les uns aux autres par la loi de la jgravitation , et ce beau travail , par Télégancedela forme et par l'importance des résultats, a été justement considéré comme l'un des plus beaux monuments de son génie. Si l'on conçoit que les corps célestes , originairement fluides , ont pris, en se durcissant , la forme qu'ils ont aujourd'hui , hypo* thèse qui semble s'accorder d'ailleurs, comme nous l'avons dit, avec tous les phénomènes que leur observation nons présenté , la détermination de leur véritable figure ne sera plus qu'une question de mécanique dépendante des lois générales de l'Hydrostatique. Glairaut, qui s^était beaucoup occupé de cette partie de la Mécanique rationnelle, montra le premier que la figure elliptique satisfait aux lois de l'équilibre d'un fluide homogène doué d^uri
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mouvement de rotation autour d*un axe fixe. La question , dans ce cas , est susceptible d'une solution complète ; mais le problème dans toute sa généralité surpasse les forces de l'analyse, et les géomètres , pour le résoudre , ont été obligés de le restreindre par des hypothèses que du reste les phéomènes observés rendent plausibles. Us ont supposé à la masse fluide à Torigine une figure peu différente de la sphère y et ils sont parvenus à démontrer que dans ce cas la figure elliptique est en effet la seule qui convienne à l'équilibre de cette masse supposée homogène ou composée de couches superposées dont la densité varie du centre à la surface. On détermine encore^ dans ce cas, la loi de Paccroissement des degrés du méridien et celle des variations de la pesanteur de Téquateur aux pôles, et les résultats se sont trouvés d'accord avec ce que nous observons sur la Terre. Toutefois, la question de la figure des corps célestes, restreinte même dans d'étroites limites , présente de telles difficultés , que , bien qu'elle soit Tune de celles qui ont le plus occupé les géomètres , elle n*a pu , malgré les travaux persévérants de Clairaut, d'Aiembert, Maclaurin, Legendre et Laplace , atteindre encore à l'état de perfection des autres parties de la théorie du système du monde.
La surface de la Terre , et sans doute celle des autres planètes, est en partie recouverte d'un fluide en équilibre, et le phénomène du fiux et du reflux, qui se renouvelle chaque jour sous nos yeux , nous présente une vérification si simple et si facile de la loi de la pesanteur universelle, que ce spectacle, sans doute, éveillerait davantage encore notre attention , s'il se répétait moins souvent, Les géomètres, aussitôt après la découverte du grand principe des mouvements célestes , tentèrent de soumettre aux lois de la gravitation les oscillations périodiques de TOcéan , en supposant que les actions du Soleil et de la Lune sont les seules qui troublent son état d'équilibre. Malgré la difficulté du problème, Beruoulli en donna une première solution satisfaisante , et quoique uu grand nombre de quantités aient été négligées dans ses calculs , ses formules approximatives sont encore celles que Ton emploie aujourd'hui pour la prédiction des hautes marées dans nos ports, si utile à la navigation. Laplace a repris depuis le même sujet par nnt* analyse plus savante, et les lois du flux et du reflux que le
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grand nombre d'arbitraires dont elles dépendent semblait sous^ traire à une évaluation exacte, ont enfin été réduites à des formules analytiques qui représentent, avec une précision merveilleuse, des observations séparées par un intervalle de plus de cent ans.
Telles sont les principales questions que nous présente la théorie do système du monde, tel est l'exposé succinct des travaux des géomètres qui en ont fait , depuis Newton , Tobjet constant de leurs méditations. La Mécanique céleste , par la grandeur des objets qu*elle embrasse , par la fécondité des résultats qu'elle produit , par la perfection enfin des méthodes qu'elle emploie , est devenue le plus sublime ouvrage qui soit sorti de la main des hommes. Le géomètre exprime maintenant dans ses formules tous les mouvements du système solaire et leurs variations successives. Il remonte aux siècles écoulés pour comparer les résultats de ses théories aux observations les plus anciennes qui nous soient parvenues, et repassant de là aux siècles à venir, il prédit les états futurs du système et les changements que des raillions d'années suffiront à peine pour dévoiler aux regards des observateurs. Pour produire un si brillant résultat , il a suffi d^appliquer aux lois générales de la Mécanique le principe de la pesanteur universelle; la théorie est devenue alors pour l'Astronomie un moyen de découvertes aussi certain que l'observation même. Toutes deux se prêtent un mutuel appui; la théorie a souvent devancé l'observation dans la recherche des lois de la nature : mais toutes les fois que le temps l'a permis, celle-ci a pleinement confirmé les phénomènes que la première avait annoncés, et elle a enfin établi le principe delà gravitation sur un genre de preuves qu'on chercherait en vain dans tous les autres systèmes, l'accord rigoureux du calcul et des phénomènes.
Le développement analytique des conséquences du principe de la pesanteur universelle constitue la théorie du système du monde ; mais ce n'est d'aboj-d qu'avec le secours des plus savantes méthodes , et souvent par des voies tellement laborieuses et difficiles, qu'il pouvait en rester quelques doutes dans les esprits les plus éclairés , que les géomètres sont parvenus à surmonter les grandes difficultés qu'il présentait. Cependant les progrès qu'ont faits depuis cinquante ans les sciences mathématiques , nous ont permis d'aplanir aujourd'hui ces obstacles et de ramener aux for-
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mes d'un simple traité de Mécanique rationnelle les principaux résultats de la Mécanique céleste. La diéorie du système du monde peut être présentée maintenant avec une clarté et un ensemble qui lui avaient manqué jusqu'ici » et qui permettent d'en saisir d'un regard toutes les parties. Les méthodes qu'elle emploie ont subi ces heureuses amélioi'ations que le temps et Texpérience apportent toujours dans les ouvrages des hommes; elles sont devenues plus simples en se généralisant. Nous avons essayé de réunir dans un même corps d'ouvrage les résultats de tant d'utiles travaux épars dans des Mémoires divers ; nous avons donné aux théories assez de développements pour en bannir toute obscurité, et les exemples numériques que nous y avons ajoutés, suffiront pour en rendre les applications faciles.
La plus sublime des sciences naturelles verra croître le nombre de ses admirateurs à mesure que ses abords deviendront moins pénibles : c'est donc encore travailler à ses progrès que de coucou* rir à cette œuvre. Une seule chose, peut-être, reste encore à désirer pour ramener à toute la perfection qu'elle comporte : c'est que les données qu'elle emprunte à l'observation soient détermi* nées avec une exactitude toujours croissante. Mais ce soin appartient à l'Astronomie pratique, dont l'étude et le culte ont été mal heureusement négligés et presque entièrement abandonnés dans notre pays pendant les trente dernières années. La cause en est sans doute dans la direction à la fois inhabile et perfide donnée aax travaux de l'Observatoire de Paris , où de misérables préoccupations personnelles avaient fait trop longtemps sacrifier à la recherche d'une vaine popularité les intérêts sacrés de la science. La nouvelle organisation, introduite dans cet important établissement, empêchera sans doute de pareils abus de se reproduire; la France fait pour la science de trop nobles sacrifices , pour qu'ils puissent être détournés de leur but pour servir les passions d'une ambition particulière. L'Astronomie pratique, nous l'espérons , réparera bientôt le temps qu'elle a perdu, elle marchera désormais du même pas que l'Astronomie théorique : en réunissant leurs efforts, elles se prêteront l'une à l'autre un mutuel appui; sépaurées d'intérêts, elles ne feraient dans la carrière scientifique que des pas incertains.
DES LOIS GÉNÉRALES DE L'ÉQUILIBRE ET DU MOUVEMENT
Tous les corps de la nature sont soumis à des lois immuables qui règlent leurs mouvements ou les maintiennent dans l'état de repos. La connaissance des lois du mouvement, malgré son importance, avait longtemps échappé à l'esprit humain par la difficulté de les démêler au milieu de la complication et de la variété des phénomènes que la nature nous présente. Doué d'un esprit aussi vaste que pénétrant, Galilée, au commencement du xvii® siècle, tenta le premier cette entreprise, et jeta, par ses belles découvertes sur la chute des corps, les fondements d'une science nouvelle qu'on a nommée Mécanique. Tout dans la nature obéit à ses lois, et elle règle d'une manière aussi précise les mouvements imperceptibles d'un atome de matière que ceux gui transportent les corps célestes mx extrémités de l'espace. Les géomètres qui sont
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veuus après ce grand homme, ont successivement reculé, par leurs travaux, les bornes de cette science, et ils ont enfin réduit la Mécanique entière à un petit nombre de formules générales qui n*offrent plus dans leur listage de difficulté» que celles qui résultent de l'impeifection de l'analyse. Nous nous prc^osons, dans ce livre, de rappeler d'une manière succincte les lois fondamentales de l'équilibre et du mouvement, pour appliquer ensuite ces principes généraux à la .théorie du système du monde.
CHAPITRE PREMIER
des forces, de leur composition et de l'équilibre d'un point matériel.
1 . Un corps est en repos lorsqu'il ne change pas de position par rapport à d'autres points regardés comme fixes; il est en mouvement lorsqu'il occupe successivement différents lieux dans l'espace.
Toute cause motrice qui tend à faire passer un corps de l'état de repos à Tétat de mouvement, ou à altérer d'une manière quelconque le mouvement que ce corps a reçu, s'appelle /orce ou puissance.
La nature des forces nous est généralement inconnue, et nous ne pouvons juger de leur grandeur que par les effets qu'elles produisent. Ainsi, nous disons qu'une force est double, triple ou quadruple d'une autre, lorsque les effets qui en résultent dans des circonstances semblables, sont entre eux dans le même rapport.
En comparant de cette manière toutes les forces de la nature à l'une d'entre elles prise pour unité ou pour terme de comparaison, ces forces se trouveront exprimées par des nombres abstraits qui marqueront leur rapport à une unité commune, et elles ne seront plus pour nous que des quantités mathématiques ordinaires.
Le rapport 'que nous venons de déânir est ce qu'on
aLppeWeV intensité de la force; son point (inapplication est le point sur lequel elle agit immédiatement; sa direction^ la ligne droite qu'elle tend à faire décrire au point matériel auquel elle est appliquée.
Un point matériel soumis à l'action de plusieurs forces qui ne se font pas équilibre tend à se mouvoir dans une direction quelconque, et cette direction est unique, puisqu'il ne peut se mouvoir à la fois dans deux sens différents. Si Ton imagine une force dirigée suivant la ligne que le point tend à décrire, et dont l'effet équivaille à l'action combinée des autres forces qui le sollicitent, il est évident. que l'on pourra remplacer par cette force unique le système de forces que Ton avait considéré d'abord, et en faire désormais abstraction. La force ainsi déterminée s'appelle la résultante de celles -qui ont mis le corps en mouvement, et celles-ci sont nommées les composantes de la première,
La résultante de deux forces dont les directions sont sur la même ligne droite, est égale à leur somme ou à leur différence, selon qu'elles agissent dans le même sens ou dans des sens opposés : c'est une conséquence de ce que nous avons dit qu'on devait entendre par l'intensité d'une force. Mais si les directions de ces deux forces forment un angle entre elles, la direction et l'intensité de la résultante sont liées à celles des composantes par une relation que nous allons nous proposer de déterminer.
Soient X et Y deux forces dont nous supposerons les directions perpendiculaires entre elles, et soit M leur point d^application. Désignons par îl leur résul-
tante et par x l'angle qu'elle forme avec la direction (Je la force X. Les intensités des deux forces X et Y étant données, il est clair, d'après ce que nous avorîs dit, que la résultante R sera complètement déterminée de grandeur et de direction. On aura donc généralement
d'où, en éliminant Y, on tire
Dans cette équation X et R sont les seules quantités dont l'expression numérique varie selon l'unité de
force qu'on a choisie : leur rapport — doit être indé*
pendant de*cette unité ; il faut donc qu'il soit exprimé par une simple fonction de jc, ce qui exige que (p (R, .r) soit de la forme R x <p.r. On aura donc ainsi
X = Rxipx,
équation dans laquelle on peut changer X en Y pourvu
qu'on y change en même temps x en - — ^, t: étant
égal à la demi-circonférence dont le rayon est Tunité.
Cela posé, déterminons d'abord la valeur de la résultante R. Pour cela, remarquons que l'on peut considérer la force X comme la résultante de deux forces X' et X!\ dont la valeur est inconnue, et qui agissent, la prenaière suivant la résultante R, et la seconde dans une direction perpendiculaire à cette résultante. La force X, qui provient de la composition de ces deux nouvelles forces, formant l'angle x avec la direc-
tion de X' et Tangle - — x avec la direction de X", on aura
X' = Xx?a: = Ç, X"=:Xx9(^-^)=~
On peut de même regarder la force Y comme la résultante de deux forces Y' et Y" dirigées, la première suivant la résultante R, la seconde perpendiculairement à cette force ; et pour déterminer les intensités de ces deux composantes, on aura
Y' = Yx?(j-x) = ^, Y" = Yx?x = H.
On pourra ainsi, aux deux forces données X et Y, substituer les quatre suivantes :
X» Y^ XY XY
Lés deux dernières agissent en sens contraire et se détruisent ; les deux premières agissant dans le même sens, s'ajoutent, et leur somme forme la résultante R. On aura donc
d'où Ton peut conclure que la résultante des deux forces X et Y est représentée en grandeur par la diagonale du rectangle construit sur les droites qui représentent ces forces.
Déterminons maintenant la forme de (fX. Pour cela considérons une nouvelle force Z agissant sur le point matériel M, et dont la direction soit perpendiculaire au plan des forces X et Y. Pour avoir la résultante des
trois forces X, Y, Z, on composera d'abord en une seule deux quelconques d'entre elles; on composera ensuite leur résultante avec la troisième, et il est évident que Ja force qui en résultera sera la même dans quelque ordre que cette composition se soit opérée. Soient donc, comme précédemment, R la résultante des forces X et Y, X Tangle que forme cette force avec la direction de X. Soient S la résultante des forces R et Z, et^ Tangle que forme sa direction avec la force R ; on aura
X = Rx9:r, R = Sxy7.
Mais si, après avoir composé en une seule les forces Y et Z, on regarde S comme provenant de la composition de leur résultante et de la force X, et qu'on désigne par z Tangle que forment entre elles les forces X et S, on aura
X = Sx(pz.
Cette équation, comparée à celles qui précèdent, donne
• (fz = (fxy< (fjr. {a)
Pour déduire de cette équation la valeur de (px, je remarque que les angles a: et jr devant être absolument indépendants l'un de l'autre, on peut faife varier des deux angles séparément; si Fou différentie donc par rapport à x l'équation précédente, qu'on la difiFérentie ensuite par rapport' à j^, et qu'on divise les deux résultats l'un par l'autre; en faisant, pour abréger.
on aura
équation de laquelle la fonction inconnue f z a déjà disparu.
Considérons maintenant le triangle sphérique rectangle intercepté entre les directions des trois force» X, R, S; on aura entre les trois côtés x, y^ % de ce triangle, la relation
cos z = coso: cosj^ j
d'où, en différentiant, on tire
dz sinxcos/ dt cosxsin/
dx sinz dy sia2
En substituant pour 3" ^^ — leurs valeurs dans Té-^ quation (6), on en déduit
cos J?. y' 4? cosy.ff'jr
ûax , <fx sin^- . <ff
Puisque les deux angles x et ^ sont indépendants Tun de Tautre, il est clair que Tun quelconque des deux membres de cette équation peut demeurer constant, quelque valeur que Ton donne à la variable contenue dans l'autre membre j on aura donc généra-' lement
cosa;.o';i;
A8TI*OWOA'i J i A« . SOCIETY OFÏHâè^ACJrlC
c étant une constante indépendante de Tangle x. Cette équation, après y avoir substitué pour 9' a: sa valeur
*? ^ donne, en l'intégrant,
ffXzizCcOS^X^
C étant une constante arbitraire. Cette valeur, substi* tuée dans l'équation
donne
X = RC cos-^ jsr.
11 ne s^agit plus que de déterminer les deux constantes C et c. Or, si l'on suppose Y nul, on a évidemment R=X et x = o; donc cosar= i et C=: i. Si l'on suppose Y = X, on a R = VX^ -i- Y^ = X. v/â et Jî=45*^; on aura donc X = X . \/â . cos"^ 45®; mais C0S4Ô® = -7=9 donc c = — i , et, par conséquent,
X = Rcosa'.
Cette équation détermine l'angle a:; elle fait voir que la résultante des deux forces X et Y est dirigée suivant la diagonale du rectangle dont les côtés représentent ces forces.
Concluons donc enfin que la résultante de deux forces rectangulaires appliquées à un même point matériel M, et dont les intensités sont représentées par des lignes prises sur leurs directions, est repré-
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sentée en grandeur et en direction par la diagonale du rectangle construit sur ces droites.
Il suit de là qu'à une force donnée on peut toujours substituer deux autres forces qui forment les côtés^d'un rectangle dont elle est la diagonale. Soient R la force donnée, X et Y ses deux composantes, et a l'angle que forme la force R avec la force X ; les trois forces R, X, Y et l'angle a seront liés par les équations de condition
X = R cosa, Y = R sin^i, R == v/X» + Y^
Ces équations, qui n'équivalent réellement qu'à deux équations distinctes, serviront à déterminer deux des quatre quantités X, Y, R et a, lorsque les deux autres seront données.
Iki étendant à trois dimensions le théorème précédent, il est aisé d'en conclure que la résultante de trois forces rectangulaires appliquées à un même point matériel est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parai lélipipède dont les arêtes représentent ces forces. Soient donc X, Y, Z ces trois composantes, R leur résultante, et «, 6, c les trois angles que fait sa direction avec celle des forces X, Y et Z ; on aura
R = VX^ -h Y^ 4- ZS X = Rcosrt, Y = Rcosft, Z = Rcosc,
équations qui s'accordent entre elles, puisque les trois angles a, ^, c sont liés par la cotklition
cos^a 4- cos^A -f- cos^c = I.
Les équations précédentes serviront à déterminer trois des six quantités X, Y, Z, R, a et 6 lorsque les trois autres seront connues. Elles détermineront la valeur et la direction de la résidtante lorsque les trois composantes X, Y et Z seront données; et réciproquement on pourra, par leur moyen, décomposer une force donnée R en trois autres perpendiculaires entre elles, et formant avec sa direction des angles donnés.
2. De là résulte une manière très-simple de déterminer la grandeur et la direction de la résultante d'un nombre quelconque de forces appliquées à un même point matériel M. En effet, soient P, P', P'', etc., les intensités de ces forces; a, a', a'\ etc. ; &, è', />', etc.; c, ^', d' ^ etc. , les angles que font respectivement leurs directions avec les trois axes coordonnés; on décomposera chacune des forces données en trois autres parallèles à ces axes. Désignant ensuite par X, Y et Z la somme de toutes les composantes, respectivement parallèles aux axes des x^ des y et des z, en sorte qu on ait
X = 2.Pcos«, Y=2.Pcos*, Z = 2.Pcosc,
toutes les forces qui agissaient sur le point M se trouveront ramenées à trois forces l'ectangulaires X, Y, Z, et, si Ton désigne par R la résultante de ces trois forces, et par Ay B, C les angles que fait sa direction avec les trois axes coordonnés, on aura,
pour déterminer ces quatre inconnues, les équations
X = RcosA, Y = RcosB, Z=RcosC.
Si Ton place l'origine des coordonnées au point M; qu'on désigne par x^ /, z les coordonnées de Textrémité de la force P ; par j?', f^ z les coordonnées de Textrémité de la force P', et ainsi de suite; on aura
a:=Pcosa, ^=PcoSi6, z = Pcosc, a:'=P'cosa', ... ,
et, par conséquent,
dans ce cas, X, Y, Z représentent les coordonnées de rexfrémité de la résultante, dont le carré sera la somme des carrés de ces coordonnées : on aura donc ainsi immédiatement la grandeur et la direction de la résultante.
Si le point M est en équilibre, en vertu des forces qui le sollicitent, leur résultante doit être égale à zéro ; mais la fonction \/X* -f- Y^ -h Z^, valeur de cette résultante, ne peut être nulle, à moins qu'on n'ait séparément
X = o, Y = o, Z = o, ou bien
Pcosa==o, 2.Pcos6 = o, 2.Pcosc = o
C'est-à-dire que, dans le cas de l'équilibre d'un point matériel M sollicité par un nombre quelconque de forces, la somme des composantes de ces forces
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parallèles à trois axes coordonnés rectangulaires, doit être séparément égale à zéro . .
3. Ce théorème offre un moyen curieux de construire géométriquement la résultante d'un nombre quelconque de forces appliquées à un même point, où de vérifii^r Téquilibre qu'on supposerait exister entre ces forces. En effet, soient P, P', P '',..., P^''^ les forces données, que nous supposerons en nombre /i-l- 1, et représentées par des lignes prises sur leurs directions; soient a, i, c, à h\ c\ etc., les angles qu'elles forment respectivement avec les trois axes coordonnés. Si Ton ajoute toutes ces droites à l'extrémité l'une de l'autre, dans un ordre quelconque, mais dans des directions parallèles à celles qu'elles ont autour de leur point commun d'application, on formera un polygone d'un nombre ti 4- i de côtés, ces côtés pouvant être situés ou non situés dans le même plan . Plaçons l'origine des coordonnées à l'origine de l'une quelconque des forces P, P', etc., à l'origine de la force P par exemple, et désignons par x% Y% z^; X*, Y*, Z%..'., X^''^ Y^"^ z^"^, les coordonnées des différents sommets de ce polygone; il est aisé de vérifier qu'on aura généralement
X^^^rnP COS<ï 4- FcOSa' -f- ... -f-P^''> COSrt^"^,
Y^"J = P cos^^ 4- F cos^^' 4- ... 4- V^'!^ cosb^''\
2(«)_pcosC 4- P'C0S{/ 4- ...^4-P^''^ COSC^''^
Si les forces P, P',..., P^"^ sont en équilibre, on a
xW = o, yW = o, z^"J = o,
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et, par conséquent, le polygone est fermé. Si l'équilibre n'a pas lieu, les coordonnées x^"\ Y^"\ z^"^ étant égales respectivement aux trois coordonnées de l'extrémité de la résultante des forces P, P',..., P^"^ (n^ 2), cette résultante se confond avec la ligne menée de l'origine pour fermer le polygone; elle est donc représentée en grandeur et en direction par cette ligne. Quant à son sens d'action, il n'est pas équivoque, puisqu'elle doit toujours tendre à augmenter les coordonnées xW^ y(«)^ 2^5 d'où Ton peut conclure encore que cette résultante est égale et directement opposée à la force qu'il faudrait ajouter aux forces P, P',..., P^'*^ pour établir l'équilibre dans ce système, ce qui d'ailleurs est manifeste.
Il suit aussi de là, comme corollaire, que si le système de forces que l'on considère se réduit à deux forces P, P% formant entre elles un angle quelconque, la résultante est la diagonale du parallélogramme construit sur les deux forces, et que, si ce système se compose de trois forces P, P', P" non situées dans le même plan, leur résultante est représentée par la diagonale du parallélipipède construit sur ces trois forces.
4. Supposons maintenant que le point M sur lequel agissent les forces P, P', etc., ne soit pas libre et qu'il soit assujetti à rester sur une surface donnée, il en éprouvera une résistance que nous désignerons par N, et qui s'exercera suivant la perpendiculaire à cette surface. S'il en était autrement, cette résistance pourt^it se décomposer en deux autre10erces, l'une diri-
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oée suivant la normale à la surface, et qui empêcherait le point de la pénétrer, l'autre parallèle à cette surface, et qui s'opposerait à ce que le point pût s'y mouvoir librement, ce qui est contre la supposition. Si l'on considère la résistance N comme une force nouvelle dont le point M est animé, il est clair qu'on pourra le regarder ensuite comme parfaitement libre, et faire abstraction de la surface donnée. Soient donc a, ê, 7 les angles que forme la direction de la normale au point M avec les axes coordonnés; soient X, Y, Z la somme des composantes, respectivement parallèles à ces axes, des forces qui sollicitent le point M; on aura, pour les conditions d'équilibre,
Ncosa-f-X=o, Ncos6-i-Y = o, Ncpsy-f-Zsc. (m) De ces équations on tire d'abord
N = VX^H-Y»4-Z
c'est la mesure de la résistance dont la surface doit être capable pour n'être pas pénétrée par le point M : elle est égale à la résultante des forces qui agissent sur ce point, ou à la pression qu'il exerce contre la surface, suivant la direction de sa normale.
Soient L = o l'équation de la surface donnée; ar, j\ z les coordonnées du point M situé sur cette surface; on aur^, par les formules connues,
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«n faisant, pour abréger,
Si Ton substitue à la place de cosa, cosê, cosy leurs valeurs dans les équations (m), et qu'on élimine entre elles l'arbitraire N, les conditions d'équilibre du point M se réduiront aux deux équations suivantes :
Pour voir ce qu'expriment ces équations, désignons par R la résultante des trois forces X, Y, Z; les cosinus des angles que forme R avec les axes coor-
donnés seront exprimés par ^' ^9 «^- En nommant
donc A, B, C ces trois angles, les équations précédentes donneront
D'ailleurs
cosA cosê= cosB cosa, cos A cosy = cosC cosa.
cos* A 4- cos^B 4- cos'^C = 1 , cos'^a + cos* S + cos* 7 = i .
On aura donc
cos A = cosa, cosB = cosê, cosC = cosy.
C'est-à-dire que, pour assurer l'équilibre du point M,
il ne sera plus nécessaire, comme dans le cas général, que la résultante des forces qui le sollicitent soit nulle; il suffira que la direction de cette résultante soit normale à la surface donnée, afin que le point M ne puisse glisse*» en aucun sens sur cette surface.
Si la position du point M n'était pas fixée sur la surface, et qu'il s'agît au contraire de déterminer ce point de manière à ce qu'il se maintînt sous l'action des forces X, Y, Z, les deux équations (w), jointes à l'équation L =: o, serviraient à faire connaître les coordonnées du point cherché.
Supposons actuellement le point M assujetti à rester sur deux surfaces données ou sur la courbe de leur intersection. 11 éprouvera de la part de chacune de ces surfaces une résistance dont l'action s'exercera suivant les directions de leurs normales; en comprenant ces nouvelles forces, dont la grandeur est arbitraire, parmi celles qui sollicitent le point M, on pourra faire abstraction de la courbe donnée, et regarder ce point comme entièrement libre. Désignons donc par N et N' les résistances que le point M éprouve, par a, 6, y et a', ê', y' les angles que forment les normales aux deux surfaces avec les axes coordonnés, et par X, Y, Z les sommes des composantes, respectivement parallèles à ces axes, des forces qui sollicitent le point. Les conditions générales d'équilibre deviendront
N cosa -I- N' cosa' -f- X = o,
N cos6 4- N' cosê' + Y = o, [ {p)
N C0S7 -h N' cosy' -F Z =^ o.
Ces équations, en désignant par gj l'angle que for* ment entre elles les deux forces N et N', et observant que
cosa cosa' H- cosê cosS' -f- cosy cosy' = coso),
donnent
N= -f. N/^ + 2NN'cos w = X^ + Y^ -f- Z^
Le premier membre de cette équation représente le carré de la diagonale du parallélogramme construit sur les deux forces N et N', c'est-à-dire le carré de leur résultante, laquelle est nécessairement comprise dans le plan normal à la courbe donnée. La fonction y/X* -4- Y* -f- Z* exprime donc la résistance dont cette courbe doit être capable pour n'être pas pénétrée par le point M, ou, ce qui revient au même, elle exprime la pression normale que ce point exerce sur la courbe donnée.
Soient
L = o et L' = o
les équations des deux surfaces dont l'intersection forme la courbe que le. point M ne peut quitter, et désignons par Xj jr.y z les coordonnées de ce point; nous aurons
cosa = K-j-, cosS = K-T-î cos7 = K— -; cosa'=K'^, cosg'=K'^, cos/=K'^;
dx dy * dz '
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Substituant ces valeurs dans les équations (/}), et éliminant ensuite N et N', les conditions d'équilibre du point M se réduiront à cette équation unique,
Xcùx: + Yclj-hZdz=i o, {q)
Si Ton désigne par ds l'élément de la courbe sur
dx d')r d%
laquelle le point M est assujetti, — ? -^t — seront respectivement les cosinus des angles que forme cet élément avec les axes des a*, des j et des js; les cosinus des angles formés par la résultante R et par les mêmes
X Y Z axes, sont -g ' 5' j* L'équation précédente exprime
donc que cette résultante et l'élément de courbe forment un angle droit entre eux. D'où il résulte que la somme des composantes, tangentes à ce même élément, est égale à zéro, condition nécessaire, en effet, pour que le point M ne puisse glisser sur cette courbe.
Si la position du point M n'était pas fixée, et qu'il s'agît de la déterminer de manière que les forces X, Y, Z fussent en équilibre, l'équation de condition (<jf), jointe aux équations de la courbe
donnée, suffirait pour déterminer les coordonnées de ce point.
Quelles que soient d'ailleurs les données el les inconnues du problème, la fonction
sera toujours la mesure de la pression normale que le point M exerce sur la courbe qu'il parcourt.
CHAPITRE II
DE l'Équilibre d'un système de points matériels liés
ENTRE EUX d'uNE MANIÈRE QUELCONQUE.
5. Considérons d'abord un système de forme invariable, et commençons par le cas le plus simple, celui où le système se compose de deux points seulement, et où les forces qui lui sont appliquées se réduisent à deux, agissant dans le même plan.
Si Ton prolonge les directions de ces forces, que nous désignerons par P et P', jusqu'à ce qu'elles se rencontrent en un point O, on ne changera rien à l'état du système, en supposant les forces P et P' appliquées immédiatement à ce point. En désignant donc par R leur résultante, et par a, a\ A les angles cfdei forment respectivement avec Taxe des x les {orQ.es P, P', R, on aura
R cos A = P cosa -h P' cosa', \ RsinA=Psina -f-P'sin^'. ;
Ces deux équations donneront la valeur et la direction de la résultante R. La position de cette force serait donc parfaitement déterminée, si Ton connaissait un seul point de sa direction ; or nous savons qu'elle doit passer par le point de concours des deux forces P et P'. Pour exprimer analytiquement cette condition, menons de l'origine des coordonnées au point O une
ligne L^ et soit a l'angle que forme cette droite avec Taxe des x. Abaissons de cette même origine une perpendiculaire sur chacune des forces P, P', R; si Ton désigne par /?, p' et r les longueurs de ces droites, il est aisé de voir qu'on aura
/? = L sin (a — a), /)'= L sin (a — «'),)
/• = Lsin(a~A). j ^^^
Si, au moyen des deux premières équations, on élimine de la troisième les deux quantités L et a, on aura la valeur de r exprimée en fonction de quantités connues, et la résultante R sera entièrement déterminée de grandeur et de position. Mais à l'équation qui résulterait de cette élimination, on peut en substituer une qui a Tavantage d'être plus simple, et dont la conséquence est la même; en effet, remarquons que si l'on retranche l'une de l'autre les équations (i ), après avoir multiplié la première par sin a, la seconde par cosa, on a
R sin(a — A) = P sin(a — a) H- P' sin (a — al).
Substituons, dans cette équation, pour sin (a — A), sin (a — a), sin (a — a'), leurs valeurs tirées des équations (o), et multiplions tous les termes par L; nous aurons
Rr=Pp4-Py. (2)
Cette équation donnera la valeur de r, et fera connaître par conséquent à quelle distance la résultante passe de l'origine des coordonnées.
S'il y avait équilibre dans le système, la résul-
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tante R serait nulle; les équations (i) montrent qu'il faut, dans ce cas, que les forces P et P' soient égales et agissent dans des directions parallèles, mais en sens inverse; l'équation (a) montre qu'elles doivent être, de plus, directement opposées, ce qui d'ailleurs est évident.
La fonction Rr que nous avons introduite dans l'équation (2), et généralement le produit d'une force par la perpendiculaire abaissée de l'origine des coordonnées sur sa direction, est ce qu'on appelle le moment de la force par rapport à cette origine. Ce produit peut s'exj3rimer d'une autre manière, qui a l'avantage de rendre manifeste le signe des perpendiculaires Pj /?', /*. En effet, si l'on désigne par x^ y et x!^ y les coordonnées des points d'application des forces P et P', et par x, y les coordonnées d'un point quelconque de leur résultante, il est aisé de voir qu'on aura
pzzzjrco^a—xsma^ />' = ^' cosa' — .r'sina',
et
r = Y cosA— ' xsinA,
réquatiojQ (2) deviendra ainsi R(y cosA — X sinA) = P(^ cosa — orsina), | ^.
Considérons maintenant un système composé d'un nombre quelconque de points matériels liés entre eux d'une manière invariable, et sollicités par des forces que nous supposerons toujours agir dans le même plan. Soient P, P', P",. . . , P^"^, les intensités de ces
forces; a, a\ a", . . . , a^"^, les angles qu'elles forment avec Taxe des a:; /?, /?%/>",... , p^'^^ les perpendiculaires abaissées de l'origine sur leurs directions. Composons d'abord en une seule deux de ces forces P et P' prises à volonté; soit R' leur résultante, A' l'angle qu'elle forme avec l'axe des x^ et f la perpendiculaire abaissée de l'origine sur sa direction ; composons ensuite cette résultante avec la force suivante P"; soient R" leur résultante, A" l'angle qu'elle forme avec l'axe des JT, et r" la perpendiculaire abaissée de l'origine sur sa direction ; composons cette nouvelle résultante avec la force P''', et ainsi de suite : de celte manière nous réduirons finalement le système à deux forces R""* et P^''^ dont nous déterminerons la résultante en grandeur et en direction, d'après ce que nous avons dit précédemment. Désignons par R cette résultante finale, par A l'angle quelle forme avec l'axe des x^ par ria perpendiculaire abaissée de l'origine sur sa direction, et déterminons par le même numéro la valeur des quantités R'cosA', R'sinA', RV, R'^cosA", etc., nous aurons, par de simples substitutions,
RcosA = 2.Pcos^, RsinA = 2.Psin/z, ) ,,.
Rr=2.P;,, ) (^'^
le signe 2 désignant généralement la somme des quantités qu'on obtient en marquant successivement d'un accent les lettres P, a, />.
Les deux premières équations déterminent l'intensité et la direction de la résultante ; la troisième, la distance à laquelle elle passe de l'origine. Cette der-
nière équation montre que le moment de la résultante d'un nombre quelconque de forces est égal à la somme des moments des composantes. Si Ton désigne par X, Y les coordonnées d'un point quelconque de la direction de R, et par x, j^ x\ j\ etc., les coordonnées des points d'application des forces P, P', etc.; cette équation pourra s'écrire ainsi :
R(ycosA — X sinA) = 2.P(^cosa — jcsin^). (5)
Si le système que l'on considère est en équilibre, en vertu des forces qui le sollicitent, la résultante de ces forces sera nulle ; on aura donc, dans ce cas,
Pcosa = o, 2.Psina = o, 2.Pj9 = o
Équations d'où il est facile de conclure que toutes les forces du système peuvent se réduire à deux forces égales et directement opposées.
Ainsi donc, pour qu'un nombre quelconque de forces agissant dans le même plan puissent se faire équilibre, il faut : i® que la somme des composantes de ces forces, par rapport à deux axes rectangulaires menés arbitrairement dans le plan, soit respectivement égale à zéro ; a^ que la somme des moments de ces forces, par rapport à un point quelconque du plan, soit nulle.
Si le plan dans lequel agissent les forces P, P', etc., contenait un point fixe, il ne serait plus nécessaire que leur résultante fut nulle; il suffirait que la direction de cette force passât par le point fix^e pour assurer l'équilibre du système. Si Ton place donc en ce point l'origine des coordonnées, les conditions d'équilibre
se réduiront à Téquation unique 2.P/i = o, et la valeur y'CS-Pcosa)' -i-(2.Psina)* de la résultante, dont le point fixe annule TefFet, exprimera refFort que supporte ce point. Il est à remarquer que cet effort est le même que celui que le point fixe aurait à supporter si toutes les forces du système lui étaient immédiatement appliquées.
On déduit de ce que nous venons de dire, d'une manière très-simple, et comme un cas particulier, toute la théorie du levier.
6. Il peut arriver que les directions des forces P, P', P", etc., soient toutes parallèles entre elles; il convient d'examiner ce que deviennent alors les équations (4)* On aura, dans ce cas,
et les équations (4) donneront
R cosA=cosrt 2.P, RsinA = sinrt 2.P, Rr=2.P/^;
d'où l'on tire
cosA = cosa, sinA = sina et R = 2.P,
c'est-à-dire que la résultante est parallèle aux composantes, et qu elle est égale à leur somme. La troisième équation devient ainsi
P = o, l.Vp = o
D'où il suit que pour Téquilibre d*un système de forces agissant dans le méfne plan et dans les directions parallèles, il faut : i*^ que la somme de ces forces soit égale à zéro ; 2^ que la somme de leurs moments, par rapport à un point quelconque du plan, soit nulle.
7. Considérons enfin un système de points de forme invariable, sollicités par des forces dirigées d'une manière quelconque dans l'espace, et déterminons les conditions à remplir pour qu'un pareil système soit en équilibre. Soient P, P', P", etc., les intensités des forces appliquées au système; x, jr^ z^ x\ y y s', etc., les coordonnées respectives de leurs points d'application; a, 6, c, les angles que forme la direction de la force P avec les axes des jc, des jr et des z; a\ b\ c'y les angles que forme avec les mêmes axes la direction de P', et ainsi de suite. Je décompose chacune des forces P, P', P", etc., en trois autres, Pcosri, Pcosi, Pcosc, Fcosa', P'cos6', etc., respectivement parallèles aux axes des coordonnées. Je prolonge la direction de la force Pcosa jusqu'à ce qu'elle rencontre le plan des jz en un point dont jet z sont les coordonnées ; je décompose ensuite cette force en deux autres égales entre elles et parallèles à sa direction, a^ssant, l'une dans le plan des xjTj l'autre dans le plan des xz. Chacune de ces composantes sera, n^ 6, égale à \^cosa; la première agira
perpendiculairement à Taxe des y^ à une distance ^xj de Taxe des jc, la seconde perpendiculairement à Taxe des z, à une distance 2 z du même axe.
J'opère une décomposition semblable sur les forces P'cosrt', P"cos«", etc., en sorte que le groupe de forces Pcosrz, P'cosrï', elt., parallèles à Taxe des x^ se trouve ainsi remplacé par deux groupes de forces, ^Pcos«, -P'cosa', etc., agissant parallèlement au même axe, l'un dans le plan des xy^ l'autre dans le plan des xz^ aux distances respectives 2^', aj^, etc., 2 s, a z', etc., de l'axe des X.
Je remplace de même le groupe des composantes Pcosi, P'cosi', etc., parallèles à Taxe des y^ par deux groupes de forces -^Pcosô, |Pcos6', etc., agissant parallèlement au même axe, l'un dans le plan des xy^ l'autre dans le plan des /z, à des distances respectives, a^r, ajr', etc., 2z, az', etc., de Taxe des j*, et le groupe des composantes P cosc, P' cosc', etc., parallèles à l'axe des z, par deux groupes de forces \ P cosc, \ P' cosc', etc., agissant parallèlement au même axe, l'un dans le plan des xz^ l'autre dans celui des yz^ aux distances respectives ajc, ix\ etc., iy^ aj-', etc., de l'axe des z.
Ainsi donc, toutes les forces qui agissaient dans des directions quelconques sur le système que nous considérons, se trouvent remplacées par des forces agissant dans les trois plans coordonnés, et partagées sur chacun d'eux en deux groupes de forces respectivement parallèles aux axes que renferment ces plans.
Il est clair, d'après cela, que si l'équilibre a lieu sur chacun des plans coordonnés, il aura lieu dans le
système entier. Or les conditions d'équilibre sur chacun des plans des xy^ des xz^ et des ^2, seront exprimées, n** 5, par les équations respectives
|2.Pcosa = o, ^2.Pcosè = o, \ 2.[P(a/cosa — aoccosi)] = o, \ 2.P cosa = 0, 1 2.P cosc = o,
Y2.[P(acrcosc — 2z cosa)] = o, ^ 2.P cosA = 0, "1^ 2.P cosc = o,
|2.[P(2zcos6 — ijr cosc)] = o.
Ces neuf équations n'en forment véritablement que six différentes entre elles; l'équilibre du système sera donc assuré, lorsque les forces P, F, etc., satisferont aux équations suivantes :
2.Pcos« = o, 2.Pcos^ = o, 2.Pcosc = o, 2. [P ( j- cosa -^ X cost) ] = o,
2. [.P( or cosc — z cos€i)] = o, 2.[P ( ;3 cosô — ^cosc)] = o.
C'est-à-dire qu'un système de forme invariable, sollicité par des forces dirigées d'une manière quelconque dans l'espace, est en équilibre toutes les fois que la somme des composantes de ces forces respectivement parallèles à chacun dés axes coordonnés est nulle, et que la somme de leurs moments sur chacun àt^ plans perpendiculaires aux mêmes axes est respectivement égale à zéro.
Ces conditions suffisent pour assurer l'équilibre du
système, et il est aisé de démontrer que cet équilibre ne saurait avoir lieu sans elles. En effet, il existerait nécessairement sur celui des plans coordonnés pour lequel les équations d'équilibre (7) ne seraient pas satisfaites, une force libre. Si les trois plans coordonnés se trouvent dans ce cas, le système sera nécessairement mis en mouvement, parce que trois forces situées dans des plans différents ne peuvent jamais se faire équilibre. Si les équations d'équilibre sont satisfaites sur Tun des plans coordonnés, sans l'être sur les deux autres, les résultantes des forces agissant sur ces plans ne sauraient se faire équilibre, à moins d'être situées toutes deux sur leur intersection commune, égales et de direction contraire ; ce qui est impossible d'après la transformation précédente. Enfin^ si les conditions d'équilibre étaient satisfaites sur deux des plans sans l'être sur le troisième, les forces situées dans ce plan mettraient nécessairement le système en mouvement.
Si le système n'est pas en équilibre, et si les forces P, P', etc., qui le sollicitent ont une résultante R, il est clair que l'on rétablira l'équilibre dans le système en ajoutant aux forces P, P', etc., une force égale et directement opposée à la force R, Soient donc A, R, C, les angles que forme avec les axes coordonnés la direction de R; soient x, y, z, les coordonnées d'un point quelconque prissur cette droite ; désignons de plus, pour abréger, par X, Y, Z, la somme des composantes des forces P, P', etc., respectivement parallèles aux axes coordonnés, et par L, M, N, la somme de leurs moments relatifs aux mêmes axes. Les six
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équations de condition (7) devront être satisfaites en y introduisant la force R en sens inverse de sa direction ; on aura donc
X — RcosA= o. Y — RcosB = 0,
Z — RcosC = o;
L-(Yz-Zy) = o, M-(Zx-Xz) = o
N-(Xy-Yx) = o.
Les trois dernières équations, qui appartiennent aux moments, expriment aussi une relation qui doit exister entre les coordonnées d'un point quelconque delà résultante R; elles peuvent être regardées par conséquent comme les équations des projections de cette force sur les trois plans coordonnés. Si Ton élimine entre ces équations les variables x, T, z, on aura
LX-4-MY + NZ = o
€'est Téquation de condition nécessaire pour que les trois dernières équations (8) puissent appartenir à une même droite, et par conséquent pour que les forces P, P*, etc., aient une résultante unique. Lorsqu'on sera assuré que cette équation est satisfaite, les trois premières équations (8) serviront à déterminer immédiatement la grandeur et le sens d'action de cette force.
Si les forces P, P', etc., n'ont pas une résultante unique, on pourra toujours les réduire à deux forces, mais ces forces seront indéterminées de grandeur et de direction. Soient en effet R', R", R* les trois résultantes partielles que l'on obtient par la composition
de toutes les forces qui agissent sur chaque plan coordonné ; par les directions des forces R" et R"*, menons deux plans parallèles à la direction de la troisième force R' ; menons ensuite par cette dernière un nouveau plan qui coupe à la fois les directions des forces R" et R'" : la force R' pourra se décomposer en deux autres agissant dans les plans parallèles à sa direction que nous avons menés suivant les forces R'^ et.R"'. Les trois forces R', R'\ R** se trouveront ainsi réduites à deux couples de forces agissant dans le même plan, lesquels pourront par conséquent se réduire à deux forces agissant dans des plans différents.
Si le système que nous considérons n'était pas libre, s'il était, par exemple, retenu par un point fixe autour duquel il serait obligé de pivoter, les six équations (8) ne seraient plus nécessaires pour assurer l'équilibre de ce système. Il suffirait, dans ce cas, que la résultante des forces P, P', etc., passât parle point fixe. Si l'on prend ce point pour l'origine des coordonnées, la projection de R sur les trois plans coordonnés passant par l'origine,. on aura
Ce sont les seules conditions nécessaires pour assurer dans ce cas l'équilibre du système, et la valeur \/X^ + Y^ -4- Z^ de la résultante sera la mesure de la pression que supporte le point fixe.
Si le système était retenu par deux points ou par un axe fixe, toutes les forces perpendiculaires et parallèles à cet axe seraient détruites par sa résistance. En prenant donc cet axe pour l'un des axes coor-
donnés, pour Taxe des 2, par exemple, tout l'effet des forces qui agissent dans les plans des j-z et des xz sera annulé; il suffira donc, pour assurer l'équilibre du système, que la résultante des forces qui agissent dans le plan des ûcj- soit dirigée sur Taxe des z, ou passe par Torigine des coordonnées, ce qui réduit les conditions d'équilibre à l'équation unique
N=xo.
C'est-à-dire qu'il faut simplement, dans ce cas, que la somme des moments relatifs à l'axe fixe soit nulle.
8. Supposons maintenant que toutes les forces qui agissent sur le système soient parallèles entre elles ; si Ton fait dans les équations (8), a = af = a" = etc., b =b^=b" = etc,y c = c' ^=c'' = etc. , on aura, pour déterminer la valeur et la direction de la résultante, les équations suivantes :
R = 2.P, cosA[z2.P — 2.Pz] =:cosc[y2.P — 2.Pjr], cosc[x2.P — 2.Pj:] = cosa[z2.P— 2.Pz], cosa[Y2.P — 2.Pj] = cosè[x2.P — 2.P.r].
D'où il suit : i^ que la résultante est parallèle aux composantes, et égale à leur somme ; 2^ que les moments de la résultante, par rapport à chaque axe coordonné, sont égaux à la somme des moments des composantes relatifs à cet axe.
On satisfait aux trois dernières équations précédentes, indépendamment de toute valeur donnée aux I. 3
angles <f , />, c, en faisant
Ce sont les coordonnées d'un point situé sur la résultante, et ce point est remarquable en ce qu'il est indépendant de la direction des forces P, P', etc., et que par conséquent il ne varie pas, quelles que soient les positions de ces forces dans l'espace, pourvu qu'elles restent parallèles entre elles, et que leurs points d'application soient les mêmes. Ce point s'appelle centre des forces parallèles; c'est la commune intersection de toutes les lignes suivant lesquelles la résultante peut être dirigée lorsque les intensités de ces forces et leurs points d'application ne changent pas.
Si le système contenait un point fixe, il suffirait que la direction de la résultante passât par ce point pour assurer l'équilibre. Le point que nous venons de nommer centre des forces pai'allèles jouit donc encore de cette propriété remarquable, qu'étant soutenu, le système reste en équilibre, quelque situation qu'on lui donne autour de ce point, et quelle que soit d'ailleurs la direction des forces qui le sollicitent.
Supposons que le système ne soit soumis qu'à l'action de la pesanteur; cette action étant la même pour tous les corps, et les directions de la pesanteur pouvant être supposées les mêmes dans toute l'étendue du système, les forces dont les différents points qui le composent sont animés, pourront être regardées comme parallèles, et comme proportionnelles aux masses m, m\ mf\ etc., de ces points. On aura donc,
par ce qui précède, R = 2 . ///, c'est-à-dire que la résultante e$t égale au poids du système. On aura ensuite, pour déterminer le point qtie nous avons nommé généralement centre des forces parallèles, et qui, dans ce cas, prend le nom de centre de granité ^ les équations
La propriété caractéristique du centre de gravité consiste en ce que, s'il est supposé fixe, le système animé par la pesanteur reste en équilibre, quelque situation qu'on lui donne autour de ce point, parce que dans toutes ces positions, la résultante des forces qui agissent sur le système vient passer par le point fixe. Si l'on place l'origine des coordonnées en ce point, on aura
m:jc = 0, 2 . mjr = 0, 2 . wz = o
Ija position du centre de gravité est donc déterminée par la condition que, si l'on fait passer par ce point un plan quelconque, la somme des produits de chacun des points du système par sa distance à ce plan est nulle; car cette distance est une fonction linéaire des coordonnées jOj j% z de ce point, en la multipliant donc par la masse du point, la somme de ces produits sera nulle en vertu des équations précédentes.
Cette propriété sert à fixer d'une manière trèssimple la position du centre de gravité. En effet, soient X, Y, z ses trois coordonnées, rapportées à des axes et à une origine quelconque ; soient Xj j, z les coor-
données de m par rapport aux mêmes axes, af^ jr\ z' celles de /r/, et ainsi de suite ; x — x, jr — Y, et z — z, seront les coprdonnées de m par rapport au centre de gravité, x' — x, ^' — Y, ;s' — z celles de m', et ainsi de suite; on aura donc
On a d'ailleurs
mx 1 . mr 1 . mz
Ces coordonnées x, y, z ne déterminant qu'un seul point, on voit qu'il n'y a aussi qu'un seul point qui jouisse de la propriété d^être le centre de gravité du système.
Les valeurs précédentes donnent
X +Y -HZ - ^j^^ ,
équation que l'on peut écrire ainsi :
l'intégrale finie
l.mm' [{oc' - ocY + {f -j-y + (z' — zf]
désignant la somme de tous les produits semblables à celui renfermé sous la caractéristique 2, que l'on peut
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former en considérant deux à deux tous les points du système.
On aura dc^c ainsi la distance du centre de gravité à un point donné au moyen des distances des différents pointa du système à ce point, et de leurs distances mutuelles. En calculant de cette manière la distance du centre de gravité à trois points fixes quelconques, on aura sa position dans l'espace, ce qui fournit un nouveau moyen de la déterminer.
9. Il est aisé d'étendre à un corps solide de figure quelconque les résultats précédents, et del déterminer ainsi les conditions de son équilibre. Il suffit, pour cela, de le considérer comme un assemblage de points pesants liés entre eux d'une manière invariable. Soient donc dm un des éléments de la masse M du corps, X, j, z les coordonnées de cet élément, X, Y, Z les trois forces qui agissent sur Tuiiité de masse parallèlement aux axes des a% des j et des z ; les trois forces qui sollicitent l'élément dm dans la direction des mêmes axes, devant être proportionnelles à sa masse, seront Xrf/w, Ydm^ Z<i/n, et les équations (7 ) du n® 7 deviendront
S.Xr/w = o, S.Yr//7i = o, S,Z dm = o\
S. (Xj — Yx) dm = o, S. {Zx — Xz) dm = o,
S. {YZ'-Zr)dm = o'^
le signe intégral S se rapportant à la molécule dm^ et devant s'étendre à la masse entière du corps. Si le corps était assujetti à tourner autour de l'ori-»
gine des coordonnées, les trois dernières équations suffiraient pour assurer l'équilibre.
S'il n'était soumis qu'à l'action de la pesanteur, on aurait, pour déterminer son centre de gravité, en nommant M la masse entière du corps, et en remarquant que S.dm = M, les équations
S.xdm S.fdm S.zdm
Enfin, si le système que Ton considère est composé d'un nombre quelconque de corps solides m, m', etc., sollicités par des forces quelconques, on cherchera, d'après ce que nous venons de dire, les résultantes partielles des forces qui agissent sur chacwi de ces corps, et l'on n'aura plus à considérer que des forces de grandeur donnée agissant sur des points liés entre eux d'une manière invariable, dont on déterminera l'équilibre paroles considérations précédentes.
10. Nous n'avons considéré jusqu'ici que des systèmes de forme invariable; mais, quel que soit le système qui se présente, il est évident que l'on ne changera rien à son état d'équilibre, en joignant par des droites inflexibles les différents points dont il se compose, de manière à rendre invariables leurs distances mutuelles. Les forces qui lui sont appliquées doivent donc, s'il est libre, satisfaire toujours aux six équations générales (7) n*^ 7, quel que soit d'ailleurs le mode de liaison de ses différentes parties.
Mais ces équations, sans lesquelles l'équilibre ne saurait avoir lieu, ne suffiront plus dans ce cas pouV assurer son existence. Les forces qui animent le sys-
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tème de forme variable devront, en outre, satisfaire à certaines équations de condition qui dépendront de sa nature. Voici comment on pourra, dans tous les cas, parvenir à les former de la manière la plus facile.
On observera que l'équilibre du système n'est pas troublé lorsqu'on suppose invariable un nombre quelconque de ses parties ; l'équilibre subsistera donc encore en rendant fixes tous les points qui le composent, moins un. On exprimera ainsi les équations d'équilibre de chacun des points du système, eu ayant égard à leur liaison mutuelle, et les équations de condition qui résulteront de leur combinaison ou de l'élimination des arbitraires qui dépendent du mode de liaison des parties du système, seront celles que les forces qui le sollicitent doivent remplir pour assui^r son équilibre.
Ces considérations générales serviront à faciliter la mise en équation de tous les problèmes que peut présenter l'équilibre d'un nombre quelconque de forces appliquées à un système de forme variable, quelle que soit sa nature. On en déduit d'une manière très, simple la solution de deux questions de ce genre, fort remarquables, celles de l'équilibre du polygone funiculaire et de la lame élastique. Nous regrettons que les bornes de cet ouvrage ne nous aient pas permis de les développer ici.
4o THÉORIE ANALYTIQUE
CHAPITRE m
DCr MOUVEMENT D*UN POINT MATÉRIEL.
11. Un point matériel ne peut se donner à luimênie aucun mouvement ; il est également incapable d'altérer de quelque manière que ce soît le mouvement qu'il a reçu. Cette tendance de la matière à persévérer dans son état de repos ou de mouvement, se nomme inertie. C'est la première loi du mouvement des corps.
L'inertie doit être regardée comme une loi de la nature, et l'expérience vient sans cesse la confirmer soUs nos yeux. En effet, nous voyons sur la terre les mouvements des corps se prolonger de plus en plus, à mesure qu'on diminue les obstacles qui s'y opposent, ce qui nous porte à croire que sans eux ces mouvements dureraient toujours. La marche des corps célestes, qui depuis un si grand nombre de siècles se conserve sans aucune altération sensible, nous offre de cette loi une preuve plus manifeste encore.
Il suit de là que toutes les fois qu'on observe une altération quelconque dans l'état de repos ou de mouvement d'un corps, c'est à l'intervention d'une puissance étrangère qu'il faut en attribuer la cause.
Si un point matériel, après avoir obéi à l'aclion de la force qui le sollicite, est ensuite abandonné à luimême, il continuera à se mouvoir d'un mouvement
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uniforme dans la direction de cette force, s'il n'éprouve aucune résistance. Il doit se mouvoir en ligne droite, puisqu'on effet il n')^ a aucune raison pour qu'il s'écarte plutôt dans un sens que dans un autre de sa direction primitive. Son mouvement doit être uniforme, puisque, par la loi de l'inertie, il est incapable, sans le secours d'une nouvelle force, d'accélérer ou de ralentir le mouvement qu'il a reçu.
Nous entendons par mouvement uniforme, celui où le mobile décrit des espaces égaux dans les mêmes intervalles de temps. Dans ce mouvement, les espaces parcourus sont donc proportionnels aux temps employés à les parcourir, en sorte que si s représente r^pace, t le temps, on a généralement ^ = v^. La quantité v est ce qu'on nomme la vitesse dans le mouvement uniforme ; c'est le rapport de l'espace au temps employé à le décrire, ou, ce qui revient au même, l'espace parcouru dans Tunité de temps.
Cette simple définition du mouvement uniforme nous montre comment sont introduites dans les recherches relatives au mouvement des corps, trois nou* velles quantités dont nous n'avions pas eu à nous occuper lorsque nous les avons considérés à l'état de repos : l'espace, la vitesse et le temps. Ces quantités sont hétérogènes, et nous devons répéter à leur égard l'observation que nous avons faite dans le n° 1 . Pour les comparer entre elles, il faut les supposer respectivement divisées par la quantité de même espèce qu'on a choisie pour unité ou pour terme de comparaison ; en sorte qu'elles ne sont plus alors que des nombres abstraits. Ainsi, par exemple, si l'on prend pour unité
de temps la seconde, et le mètre pour unité de mesure, l'espace et le temps seront deux nombres abstraits qui désigneront combien chacun d'eux contient d'unités de son espèce. La vitesse, qui dans le mouvement uniforme est, comme nous l'avons vu, égale à l'espace divisé par le temps employé à le parcourir, devient alors un nombre abstrait qui marque le rapport de deux nombres de même nature, et son unité est la vitesse du corps qui parcourt un mètre dans une seconde. Cette observation est générale, et il ne faut jamais la perdre de vue, lorsque, par la nature d'une question quelconque de Mécanique, on est conduit à considérer des quantités de nature différente, telles que l'espace, le temps, la vitesse, les forces, les masses ou les volumes des corps. En réduisant, comme nous l'avons dit, toutes ces quantités à des nombres abstraits, leur comparaison ne donnera plus aucun embarras, et leur présence dans la même équation n'offrira plus aucune idée choquante.
IjC temps que met un corps à décrire un espace déterminé est plus ou moins long, suivant la grandeur de la force qui le met en mouvement : la vitesse constante pour un même mouvement imiforme varie donc aussi avec la force motrice; mais, dans l'ignorance où nous sommes sur la nature de ces forces, il ne nous est pas possible d'assigner à priori la loi de ces variations. En effet, dans le mouvement d'un corps, nous ne voyons clairement que deux choses, l'espace parcouru, et le temps employé à le décrire; la cause du mouvement, ou ce que nous avons généralement appelé jorcCy nous est presque toujours inconnue, et
nous n'avons d'autre moyen de l'apprécier que par leseffetsqui en résultent. L'hypothèse la plus simple que Ton puisse faire sur le mode d'action des forces motrices, est de supposer les effets proportionnels aux causes qui les produisent, ou, ce qui revient au même, d'admettre que plusieurs forces agissant dans le même sens et dans la même direction, feront parcourir au corps qu'elles sollicitent, un espace égal à la somme desespaces que chacune d'elles lui aurait fait parcourir séparément ; en comparant ensuite aux observations les résultats qui dérivent de cette hypothèse, on peut s'assurer par leur accord avec elles, que c'est en effet la loi de la nature. Au reste, cette hypothèse, et celle de l'inertie, que nous avons regardée comme une propriété de la matière, sont les deux seules données que la Mécanique emprunte à l'expérience, et leur constant accola avec les observations leur a donné la certitude de vérités rigoureuses.
Dans le mouvement uniforme, les vitesses sont proportionnelles aux espaces parcourus dans les mêmes intervalles de temps; les espaces, d'après ce que nous venons de dire, sont proportionnels aux forces motrices; les vitesses sont donc aussi proportionnelles à ces forces. Dans ce mouvement, la vitesse et la force peuvent donc servir de mesure l'une à l'autre, et par conséquent toutes les règles que nous avons données sur la composition des forces peuvent s'appliquer à la composition des vitesses. Ainsi, lorsque Ton connaîtra les vitesses que deux forces communiquent séparément à un mobile, on déduira par la règle du parallélog^rarnme des forces, la vitesse qui serait due à la
résultante de ces forces. Réciproquement, lorsque la vitesse imprimée à un mobile par la résultante de deux forces sera connue, on pourra, en la décomposant, déterminer Tintensité de chacune d'elles. Cette manière de mesurer les forces ne donne pas, il est vrai, leurs valeurs absolues, elle indique seulement leurs rapports entre elles; mais c'est la seule chose qu'il soit important de connaître en Mécanique.
Considérons maintenant le mouvement d'un point sollicité par une force qui agit sur lui d'une manière continue, comme la pesanteur, par exemple. Il nous est impossible de savoir si cette force et les forces semblables que neus observons dans la nature, agissent en effet sans interruption sur les corps qui leur sont soumis, ou si leurs actions sont séparées par des intervalles de temps dont la durée est insensible ; mais quoi qu'il en soit de ces deux suppositions, il est facile de voir que les résultats doivent être les mêmes dans les deux cas; car si l'on représente les vitesses d'un corps sollicité par une force sans cesse agissante, par les ordonnées d'une courbe dont les abscisses représentent les temps, cette courbe, dans le second cas, se changera en un polygone d'une infinité de côtés, et qui pourra par conséquent être censé se confondre avec elle. Nous adopterons la seconde hypothèse, comme la plus conforme aux principes du calcul différentiel; et surtout parce qu'elle fournit le moyeg de ramener d'une manière très-simple aux lois du mouvement uniforme celles du mouvement varié que nous considérons. En effet, si l'on désigne par dt l'intervalle de temps infiniment petit qui sépare les actions successives d'une
force motrice quelconque, le mouvement pendant cet intervalle pourra être regardé comme uniforme, et en nommant ds Fespace parcouru pendant cet instant,
la vitesse de ce mouvement sera représentée par — •
Si Ton suppose donc le temps <, pendant lequel la force motrice, dans le mouvement varié, agit sur le point qu'elle anime, divisé en une infinité d'intervalles infiniment 'petits, le mouvement qui en résultera se trouvera partagé en une infinité de mouvements uniformes dont les vitesses constantes pendant chacun de ces intervalles, varieront seulement d'un intervalle à l'autre.
Quant à la force qui produit ce mouvement, et que nous nommerons désormais Jorce accélératrice ^ son effet étant de faire varier continuellement la vitesse, ces variations instantanées doivent naturellement lui servir de mesure. Or, pendant l'instant infiniment petit dt^ on peut regarder l'action de la force accélératrice comme constante. Si l'on désigne donc par d\> l'accroissement de la vitesse au bout de l'instant dt, et par P la force accélératrice, on aura dv = Vdt puisque l'accroissement de vitesse engendré pendant l'instant dt doit être le même que celui qui aurait eu lieu si l'action de la force accélératrice n'avait pas été interrompue pendant la durée de cet
instant. On aura donc ainsi P = -- ; et comme on a
at
déjà v=— , on aura P = — • C'est-à-dire que la
force accélératrice, dans le mouvement varié, sera mesurée par la différentielle seconde de l'espace.
divisée par le carré de l'élément du temps supposé constant. On pourra d'ailleurs étendre à cette quantité ce que nous avons dit sur la composition des vitesses dans le mouvement uniforme.
Ces considérations sur les lois du mouvement suffisent pour résoudre toutes les questions relatives au mouvement d'un point matériel sollicité par des forces quelconques. En général, tout problème relatif au mouvement doit avoir d'abprd pour objet de déterminer à chaque instant la position du mobile, sa vitesse et sa direction. Ce qu'il y a de plus simple, pour y parvenir, c'est d'établir une relation entre les accroissements de ses coordonnées et les forces dont ils dérivent, en sorte qu'on puisse ensuite remonter, par l'intégration de ces valeurs infiniment petites, à leurs valeurs finies, ce qui n'est plus qu'une question d'analyse. Aussi la Mécanique a-t-elle ftiit de rapides progrès à mesure que cette branche de nos connaissances s'est développée.
12. *Soit donc M un point matériel que nous regarderons comme entièrement libre; supposons les forces qui le sollicitent réduites à trois forces X, Y, Z, respectivement parallèles aux trois coordonnées rectangles x^ y^ z, qui déterminent sa position ; supposons, de plus, que ces forces agissent en sens contraire de l'origine des coordonnées, et tendent à les accroître. Les directions des trois composantesX, Y, Z, étant perpendiculaires entre elles, chacune d'elles est indépendante de l'action des deux autres, et peut être regardée comme si elle agissait seule. Elles auront
donc pour mesure la différeutielle seconde de l'espace qu'elles feraient parcourir séparément au point M, divisée par le carré de l'élément du temps, et l'on aura, par conséquent,
S = ^MA
ce sont les équations générales du mouvement du point M ; elles expriment la relation qui doit exister entre les accroissements différentiels des coordonnées qui fixent sa position, et les forces accélératrices qui les produisent; elles suffisent pour déterminer à chaque instant toutes les circonstances de son mouvement dans l'espace.
Si ce point est libre, les trois intégrales premières des équations (A) feront connaître à chaque instant la vitesse dont il est animé, et leurs intégrales finies donneront la valeur des coordonnées x^ j^ 2, en fonction du temps ^. Si l'on élimine t entre les équations d'où ces valeurs dépendent, il en restera deux entre les variables x^ y^ z, qui seront les équations de la courbe décrite par le point M dans l'espace; cette courbe sera généralement à double courbure : c'est ce qu'on nomme la trajectoire du mobile.
Si le point M n'est pas libre, s'il est assujetti, par exemple, à se ti'ouver sur une surface ou une courbe donnée, au moyen des équations de cette surface ou de cette courbe, on éliminera, de l'équation entre :r^^ et 2, résultant de l'intégration des équations (A), autant de ces variables qu'il y aura d'équations données, et iJ en résultera, entre les forces X, Y, Z, des équa-
tions de condition nécessaires pour que le mobile puisse remplir les conditions demandées.
13. Si Ton ajoute les équations (A) après avoir multiplié la première par ndx^ la seconde par 11 dy^ la troisième par ndz^ et qu'on intègre leur somme, on aura
'^"'^^^^'^''^ = c^<iS{iLdx^xdj^zdzy, (î)
C étant une constante arbitraire.
Le premier membre de cette équation est le carré
de la vitesse dont le point M est animé, puisque —9
^j j sont les composantes de cette vitesse, relatives
à trois axes rectangulaires, et que nous avons vu qu'on pouvait appliquer aux vitesses les mêmes principes que nous avons démontrés pour la composition des forces. En désignant donc par v cette vitesse, on aura
v^ = C -^ if [ILdœ -^Ydjr -^Zdz).
Supposons que la fonction ^dx+Ydjr-\-Zdz soit la différence exacte d'une fonction des trois variables ^•i Jt ^9 qu^ nous désignerons par/ (jc^ ^, z); on aura, en intégrant,
Cette équation est remarquable en ce qu'elle donne 1^ vitesse du mobile en un point quelconque de la trajectoire, au moyen seulement des coordonnées de ce point, et sans qu'il soit besoin de connaître la
nature de cette courbe. Si Ton désigne par A la vitesse qui répond au point dont les coordonnées sont d, bj Cj on aura, pour déterminer la constante C,
e\, par conséquent,
d'où l'on voit que la vitesse que le mobile acquiert en passant d'un point dont les coordonnées sont a, h, Cj à un autre point quelconque, est la même, quelle que soit la courbe qu'il ait parcourue dans l'intervalle.
La courbe que décrit dans ce cas le mobile jouit d'une propriété particulière qu'on déduit aisément des équations précédentes par les premiers principes du calcul des variations. Cette propriété consiste en ce que l'intégrale J^ds^ prise entre deux points donnés, est moindre sur cette courbe que sur toute autre courbe menée entre les deux mêmes points, si le mobile est libre; et que s'il est assujetti à se mouvoir sur une surface donnée, cette intégrale est moindre par rapport à la courbe qu'il trace sur cette surface en passant d'un point à un autre, que par rapport à toute autre courbe menée entre ces deux points sur la même surface.
Il suffit, pour le faire voir, de démontrer que la variation i.fsfds est nulle entre ces limites. Or on a
â.fi^ds = fâ.ifds et â.s^ds = ds .&i^ -}- i^.^ ,ds,
ds désignant l'élément de la courbe décrite, et dt l'é-
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lément du temps, on a d'ailleurs
ds = s/dx^ -^dj^-h dz^, ds = vdt ; d'où Ton tire
d , ds = ^ù . da: + -j^- â , dy -h 4 ^ 'dz^
ds ds -^ ds '
dsâv = i>&i>dt.
Si dans la première de ces équations on substitue pour ds sa valeur vdt, elle donnera
vè.ds = — d,dx^ -f&.dr-h 4^dz.
dt dt «^ dt
Si Ton différentie par rapport à la caractéristique $ l'équation (i), elle donne
ou bien, en mettant pour X^ Y, Z leurs valeurs,
dt dt ^ dt
Réunissant les deux parties de la valeur è . vds, on trouve
D'où, en intégrant par rapport à la caractéristique rf, on tire
d .jvds = ^^ h constante.
Si Ton suppose fixes les deux points extrêmes de
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la courbe, les variations $x, dj^ âz seront milles par rapport à ces points, on aura donc entre ces limites d .Jvds^= Oj et, par conséquent, l'intégrale fvds sera un minimum.
Si le mobile n'est soumis à Taction d'aucune force accélératrice, sa vitesse v est constante, et l'on a f^^ds = w, en sorte que Tare de courbe décrit par le mobile est alors le plus court que l'on puisse mener du point de départ au point d'arrivée; et comme les espaces sont dans ce cas proportionnels au temps^ ii en résulte encore que le mobile parvient du premier point au second dans un temps moindre que s'il était obligé de suivre toute autre courbe.
Ces résultats, très-remarquables, supposent que la fonction ^dx -{-Ycly -{- Zdz est une différentielle exacte- Il existe dans la nature un cas fort étendu, où cette condition est remplie, c'est celui où toutes les forces accélératrices qui agissent sur le mobile sont dirigées vers des centres fixes, et où l'intensité de chacune d'elles est une fonction de la distance du mobile à son centre d'action.
En effet^ si l'on représente par P l'intensité d'une de ces forces, par a, &, c les coordonnées du point fixe vers lequel elle est dirigée, par /i la distance de ce point au mobile dont les variables jr, j", z déterminent à chaque instant la position, en sorte qu'on ait
p^ = [X - af -+- ( J^ - hf + (^ - c)\
les cosinus des angles que forme la droite p avec les
axes coordonnés seront respectivement > 1
y OU, en différentiant Téqualion précédente, -—»
y^9 -^- Les composantes de la force P, parallèles aux mêmes axes, seront donc
ax dy dz
On aura, par conséquent, en vertu des actions réunies des forces P, P', P", etc., qu'on supposera toutes de la même nature que la force P,
dx dy dz
Si Ton multiplie respectivement par dx^ dj^ dz ces valeurs, et qu'on les ajoute, on a
Xair 4- Xdj 4- Zdz = 2. Prf^.
Les forces P, P', etc., étant fonctions des distances />, //, etc., chacun des termes du second membre de cette équation est une différentielle ^exacte ; son premier membre l'est donc pareillement.
Il n'en serait pas de même si quelqu'une des forces P, P', etc., était dirigée vers des tîentres mobiles; dans ce cas, les coordonnées a, 6, c deviendraient variables, et la différentielle de dp qui entre dans la valeur de Xcte -+- Yr/y 4- Zr/z n'étant plus complète, cette formule ne serait pas une différentielle exacte.
14. Lorsque les forces qui agissent sur le mobile se réduisent à une force unique dirigée vers un centre fixe, le mouvement qui en résulte jouit d'une pro-
priété très-importante dans la théorie du système du monde, et qui se déduit d'une manière très-simple des équations différentielles (A). Elle consiste en ce que les aires décrites autour du centre fixe par la droite menée de ce point au mobile, sont proportionnelles au temps employé à les parcourir.
Pour le faire voir, multiplions la première des équations (A) par y^ la seconde par :t, et retranchons-les ensuite Tune de l'autre; nous aurons
On trouverait d'uue manière semblable les deux autres équations
^ = (ZX — xZ)l1t, J
Si Ton prend pour origine des coordonnées le point fixe vers lequel la force accélératrice P est constamment dirifirée, on a X = P -, Y = P -> Z = P -; en
faisant, pour abréger, r= v/ar^-H^* -H z*, on tire delà
xY =jrX, zH — xZ, yZ = zX.{c)
Les seconds membres des équations (a) et (J) sont donc nuls, en vertu des équations précédentes, et ces équations donnent, en les intégrant,
xdy—ydx=zcdt^ zdx — xdz'zzzc' dt^ ydz — zdy=.c" dty (2)
c, c', c" étant trois constantes arbitraires.
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Si l'on ajoute ces intégrales après avoir multiplié
la première par z^ la seconde par j-, la troisième
par Xj on a
cz -h c'j- 4- c'\x = o,
équation qui nous montre que la trajectoire décrite par le mobile est contenue dans un plan passant par l'origine des coordonnées.
Il est aisé de s'assurer que les premiers membres des équations (a) représentent le double de Faire élé* mentaire tracée pendant l'instant dt par la projection du rayon vecteur du mobile sur chacun des plans coordonnés; cette aire est donc une quantité constante ; par conséquent l'aire décrite par les projections du inême rayon pendant un temps fini t sera proportionnelle à ce temps. La direction des plans coordonnés étant arbitraire, on peut prendre pour l'un d'eux le plan même de la trajectoire du mobile, d'où il suity par conséquent, que les aires décrites par le rayon vecteur autour du centre des forces sont proportionnelles au temps.
Réciproquement, si les aires, tracées par le rayon vecteur autour du point fixe, croissent comme les temps, on en peut conclure que la force qui les fait décrire est constamment dirigée vers ce point. En effet, les équations (2) étant satisfaites d'après cette hypothèse, leurs différentielles, et par suite les premiers membres des équations [a) et (6), seront nulsf on retrouvera donc ainsi, entre les forces X, Y, Z et les coordonnées a:, ^, z du mobile, les équations (c);; d'où Ton tire
La résultante des forces X, Y, Z est, par conséquent, dirigée suivant la ligne droite menée du mobile à Yo* rigine des coordonnées.
Les propriétés du mouvement d^un point matériel, que nous venons de développer, sont générales, et s'appliquent à une classe très-étendue de forces accélératrices. Nous allons faire maintenant, sur la nature de ces forces, quelques suppositions particulières, et résoudre plusieurs problèmes qui sont d'un grand intérêt dans la théorie du système du monde.
15. Proposons-nous d'abord de déterminer le môuyement d'un point matériel sollicité par l'action de la pesanteur, et qui se meut dans un milieu résistant.
La pesanteur nous offreTexemple d'une force qui exerce une action continue sur les corps qu'elle anime. Elle agit d'une manière semblable sur toutes les molécules de la matière, soit dans l'état de repos, soit dans l'état de mouvement, et paraît tendre à les attirer vers le centre de la terre. L'action de la pesanteur varie suivant les différents points que nous occupons sur le globe, et suivant les distances où nous sommes de son centre. Sa direction change avec l'horizon du lieu auquel elle est toujours perpendiculaire; mais comme les courbes que l'on considère dans le mouvement des projectiles, ont infiniment peu d'étendue comparativement aux dimensions de la terre, nous regarderons, dans ce qui va suivre, l'action de la pesanteur comme constante, et nous la supposerons dirigée suivant des droites parallèles. La résistance que le mobile éprouve de la part du milieu qu'il traverse
dépend à la fois et de la densité de ce milieu et de la vitesse dont il est animé.
Cela posé, désignons par g* l'intensité de la pesanteur, et par 6 la résistance du milieu, que nous regarderons comme une force dirigée suivant la tangente à la courbe que le mobile décrit, et agissant en sens contraire de son mouvement, son intensité dépendant de* la vitesse du mobile. Supposons le plan des x et des^ horizontal^ et plaçons Torigine des coordonnées au point le plus élevé de la trajectoire. Si Ton désigne
par ds un élémeinf quelconque de cette courbe, -j-»
^? -^y seront les cosinus des angles que forme sa tangente avec les axes coordonnés, et la force 6 donnera parallèlement à ces axes les trois composantes suivantes : ê -^? 6^9 %4-' Ces forces tendent à diminuer
as ds ds
les variables ar, y^ z. L'action de la pesanteur au contraire, qui s'exerce tout entière suivant l'axe des s, tend à augmenter cette coordonnée; en désignant donc par X, Y, Z les forces accélératrices dont le mobile est animé parallèlement aux trois axes coordon-
ds ds ds °
Les trois équations du mouvement (n° 12) deviendront donc
d^x ^dx d^y ^dy d^ z ^dz
IF'^ " Ih^ lîF ~^ "^ ds' HÔ ~'~' 7s
Si l'on multiplie la première par dj^ la seconde par djCj et qu'on les retranche l'une de Tautre, on aura
dx d^x dy d^x
dt Ift Tîï dt '
d'où l'on tire, en intégrant,
a eXb étant deux constantes arbitraires.
Cette équation y qui appartient à une ligne droite, est celle de la projection sur le plan des xj^ de la courbe décrite par le mobile ; cette courbe est donc entièrement contenue dans un plan vertical. En prenant, par conséquent, ce plan pour celui des coordonnées X et z, on aura généralement j* = 0. Si de plus on suppose, comme on le fait ordinairement, la résistance du milieu proportionnelle au carré de la vitesse
dont le mobile est animé, ce qui donne 6 = m —9
m étant une quantité qui dépend de la densité du milieu, et qui varie avec elle, les équations du mouvement se réduiront aux suivantes :
d*x ds dx d'^ z ds dz , >.
La première s'intègre immédiatement, et il en résulte
tlx
dt
= Cc~7% [b)
C étant une constante arbitraire, et c la base des logarithmes dont le module est l'unité. Pour intégrer la seconde, faisons dz =jdxj y étant une fonction
quelconque de ce, en différentiani par rapport à t, il en résultera
d^ z djr dx d^x
"dF ^ Itdî'^^^dF'
Substituant cette valeur dans la seconde des équations (a), elle se réduit, en vertu de la première, à
dr dx
.jL — cr •
dt dt O '
ou bien, éliminant dt au moyen de l'équation (è), et
faisant, pour abréger, a ==: -^» on aura
dx
Cette équation différentielle du premier ordre donnera, en Tintégrant, la valeur de^ en fonction de jc; cette valeur, substituée dans l'équation dz z=jrdx^ fournira une nouvelle équation du premier ordre entre z et x sans ^, qui sera, par conséquent, l'équation différentielle de la trajectoire.
Si l'on suppose nulle la résistance du milieu, on a /w = o, et l'équation précédente donne, en intégrant,
j=i lax -4- h.
Mettant pour/ sa valeur ^^ et intégrant de nouveau, on aura
js== ax^ + bx+ A,
h et h étant deux constantes arbitraires.
Cette équation est celle d'une parabole dont le
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grand axe est vertical ; c'est la courbe que décrirait
UD corps pesant projeté dans l'espace avec une vitesse
quelconque, si Tair ne lui opposait aucune résistance.
L'équation {b) donne, en supposant m = o, et en
l'intégrant, t=:x y — -f- A:, A: étant une constante
arbitraire. Si l'on suppose a: = o, ^ = o quand / = o, on aura A = o, A: :^ o, et, par conséquent,
t=ixy~^ z=^ ax^ -h bx; (i) d'où l'on lire
La première de ces équations montre que le mouvement est uniforme dans le sens horizontal, et il résulte de la dernière, que, dans le sens vertical, il est le même que si le corps tombait suivant la verticale.
On déduit de ces trois équations toutes les lois du mouvement des projectiles dans le vide. Elles comprennent aussi, comme cas particulier, le mouvement accéléré ou relardé d'un corps pesant suivant la verticale. En effet, si l'on suppose l'impulsion primitive dirigée verticalement, la parabole, qui résultait dans le cas général d'une vitesse initiale quelconque combinée avec la pesanteur, se change en une ligne droite et se confond avec la verticale. Si le corps part de l'état du repos, 6 = 0, et l'on a simplement
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La vitesse croît donc comme le temps, et l'espace comme le carré du temps. Si Ton imagine mi triangle rectangle dont un côté représente le temps, l'autre côté pourra représenter les vitesses; et la surface de ce triangle, égale à la moitié de la base multipliée par la hauteur, représentera l'espace que la pesanteur fait décrire au mobile. Si, après le temps t, la pesanteur cessant son action, le corps était abandonné à lui-même, il continuerait à se mouvoir uniformément, et décrirait, en vertu de sa vitesse acquise, dans un temps égal à celui de sa chute, un espace gt^ double de celui qu'il a parcouru. Telles sont les lois de la chute des graves dans le vide, découvertes par Galilée.
16. Considérons maintenant le mouvement d'un point matériel assujetti à demeurer sur une surface ou une courbe donnée. Désignons par N la résistance qu'il éprouve dans le sens de la normale de la part de cette surface ou de cette courbe; en ajoutant cette résistance aux forces accélératrices dont il est animé, nous pourrons le regarder ensuite comme entièrement libre, et faire abstraction de la surface ou de la courbe qu'il doit parcourir. En nommant donc a, ê, y, les angles que fait la normale avec les axes coordonnés, les équations du mouvement deviendront
-^ = X -H N cosa, --^ = Y -4- N cosS, J
— =:Z4-NC0S7, )
Si l'on ajoute ces équations après avoir multiplié
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la première par *idXy la seconde par 'xdj^ la dernière par 2(lzj et qu'on intègre leur somme, on aura
:^^J±^' = C-i-a/(Xd:r-+-Yrfj4-Z^^)
+ ïi / N (cosa dx + cosS djr 4- cosy dz).
Mais, en représentant par L = o Téquation de la surface sur laquelle le mobile est assujetti, et en substituant pour cosa, cosê, cosy, leurs valeurs données
n^'l, on a
cosactr -h cosS djr -h cosy dz = K.dL = o.
L'inconnue N disparaît donc de l'équation précédente, et l'on a simplement
''É±^+^ =C+^f{Xdx + Ydr + Zilz).
Supposons que Xdx H- Ydj 4- Zrfz soit la différentielleexacte d'une fonction de trois variables/^(a:, j, z)/ on aura
Soient a^ b^ c^ les coordonnées d'un point connu de la courbe décrite, A la vitesse du mobile en ce point, en nommant v la vitesse qui répond aux coordonnées x^ jr^ z, on aura
Cette équation est analogue à celle que nous avons trouvée n" 13, poiu' le cas d'un point matériel libre;
concluons de même, i^ que si aucune force accélératrice n'agit sur le mobile, sa vitesse est constante : c'est ce qu'il est facile de concevoir, d'ailleurs, en observant que la diminution de vitesse qu'un point qui se meut sur une surface ou une courbe donnée, éprouve à la rencontre de chacun des plans de cette surface ou des éléments infiniment petits de cette courbe, est une quantité infiniment petite du second ordre; t>P que si les forces accélératrices n'étant pas nulles, la formule Xrfor -h Yrf/ ■+- Zr/z est intégrable, la vitesse du mobile n'est plus constante, mais qu'elle est indépendante de la surface ou de la courbe sur laquelle il est forcé de rester; il suffit, pour déterminer cette vitesse en un point quelconque de la trajectoire, de connaître les coordonnées de ce point et la vitesse du mobile au point de départ.
Enfin ces propriétés remarquables subsistent par rapport aux courbes qu'un point matériel peut tracer sur la surface à laquelle il est assujetti, comme par rapport à celles qu'il peut décrire dans l'espace lors* qu'il est libre, ainsi que nous l'avons annoncé dans le numéro cité.
Déterminons actuellement la pression que le point exerce contre la surface ou la courbe sur laquelle il se meut. Supposons d'abord qu'aucune force accélératrice n'agit sur le mobile, sa vitesse inséra constante; et si Ton désigne par ds l'élément de la courbe décrite, ou l'espace parcouru pendant l'instant dtj on aura
ds = vdti d'où l'on tire dt = — . L'élément ds est
donc aussi constant, et les équations du mouvement
^n substituant pour dt sa valeur, deviendront
p'.g=Ncos«,p''.^ = Ncos6,i.«.g*Ncosy; d'où l'on tirera
Mais ds étant constant, si l'on nomme p le rayoi)/^? osculateur de la courbe décrite par le mobile, on a / p
s/id'xY + ^d'j-y + id'zy^ L'eipression de N devient donc ainsi
c'est-à-dire que la pression exercée par le point contre la surface ou la courbe, est égale au carré de sa vitesse divisé par le rayon de courbure de la trajectoire qu'il décrit. Cette pression, qui est uniquement due à l'état de mouvement du point, et qui est indépendante des forces qui agissent sur lui, se nomme ^rcc centrifuge.
Si le point se meut sur une courbe et qu'il soit sollicité par des forces accélératrices quelconques, leurs composantes tangentielles à la courbe détermineront les variations de la vitesse qui cessera d'être constante, leurs composantes, dans le sens de la normale, détermineront la pression que la courbe éprouve indépendamment des circonstances du mouvement. En ajoutant à l'expression de la force centrifuge celle de \a pression due à l'action des forces accélératrices, on
aura la pression totale que le point exerce contre la courbe.
Si le point se meut sur une surface, la pression due à Isi force centrifuge sera égale à celle qu'il exercera contre la courbe qu'il décrit, décomposée suivant la normale à la surface en ce point, c'est-à-dire au carré de la vitesse divisé par le rayon du cercle osculateur, et multiplié par le sinus de l'angle que fait le plan du cercle osculateur avec le plan tangent à la surface. On aura la pression totale que le point exerce contre la surface, en ajoutant à cette expression celle de la pressidh due à l'action des forces qui le sollicitent.
Lorsque le point n'est sollicité par aucune force accélératrice, la. force centrifuge est, comme nous l'avons vu, égale au carré de la vitesse, divisé par le rayon du cercle osculateur de la trajectoire; le plan qui contient ce cercle est donc alors toujours perpendiculaire à la surface donnée. Cette propriété appartient à la courbe la plus courte qu'on peut mener d'un point à un autre sur cette surface; c'est donc aussi celle que décrit le mobile comme nous l'avons d'ailleurs démontré directement au n® 13, et cette loi remarquable du mouvement d'un point matériel dépend d'un principe général de Mécanique qu'on a nommé principe de la moindre action.
Si un point matériel qui n'est animé d'aucune force accélératrice, se meut dans l'intérieur d'un cercle, la pression qu'il exerce contre la circonférence sera égale, d'après ce qui précède, au carré de sa vitesse divisé par le rayon de cette circonférence.
Au lieu de supposer le point renfermé dans un cercle, on peut imaginer qu'il soit attaché à l'extrémité d'un fil inextensible, et qu'il se meuve circulairemenl autour d'un point fixe ; la tension qu'éprouvera le fil remplacera la résistance que le point exercerait contre la circonférence du cercle, et équivaudra par conséquent à la force que nous avons désignée par N. L'effort que fait le point pour tendre le fil et pour s'éloigner du centre de la circonférence, est ce que Huyghens, qui le premier en adonné la mesure exacte, avait originairement nommé la force centrifuge; on a depuis étendu cette dénomination au mouvement d'un point matériel sur une courbe quelconque. La force centrifuge dans le cercle est égale au carré de h vitesse du mobile divisé par le rayon de la circonférence qu'il décrit. En désignant donc par f cette force, et par r le rayon du cercle, on a
Comparons la force centrifuge à la pesanteur. Pour cela, supposons que la vitesse s^ soit celle qu'acquerrait le corps en tombant de la hauteur A; on aura, 11° 15, p' = 2gA, et l'équation précédente donnera
Sih= ^ r, la force centrifuge devient égale à la pesanteur, en sorte que la tension que le fil éprouve par l'action du corps qui se meut circulairement dans un plan horizontal, est la même que si ce corps était suspendu verticalement à son extrémité. Il suffit, pour
cela, que la vitesse dont il est animé soit celle qu'il acquerrait en tombant d'une hauteur égale à la moitié de la longueur du fil.
Supposons que le mobile emploie le temps T à décrire la circonférence dont le rayon est r, et soit n le rapport de la circonférence au diamètre, on aura
i;z=-^, dou /=^;
c'est-à-dire que lai force centrifuge est proportionnelle au rayon, et en raison inverse du carré du temps employé à décrire la circonférence.
La. force centrifuge qui résulte du mouvement de rotation de la terre, doit donc aller en augmentant des pôles à l'équateur, et elle tend à diminuer de plus en plus l'action de la pesanteur. En réduisant en nombre la seconde des équations précédentes, on a trouvé que le rapport de la force centrifuge à la pesanteur qui aurait lieu si la terre était immobile, était à l'équateur à
fort peu près égal à -g- ou j — - • Il suit d'ailleurs de
l'expression de f que les forces centrifuges dans le même cercle sont entre elles en raison inverse des carrés des durées des révolutions ; d'où Ton peut conclure que si le mouvement de la terre était 1 7 fois plus rapide, la force centrifuge serait égale à la pesanteur, et les corps resteraient en équilibre sous l'action de ces deux forces à l'équateur. La diminution de la force centrfuge de l'équateur aux pôles est proportionnelle au carré du cosinus de la latitude.
PoiH- mieux montrer l'usage des formules pré
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cédentes, nous allons en faire l'application à quelques problèmes très-simples de Mécanique théorique.
Considérons d'abord comme une application intéressante des formules générales (A), n*^ 16, le mouvement d'un point matériel pesant dans l'intérieur d'une surface sphérique.
Nommons /• le rayon de la sphère, et fixons à son centre l'origine des coordonnées ;• l'équation de la surface sur laquelle le mobile est forcé de rester, et que nous avons représentée généralement par L= o, deviendra dans ce cas ,
et Toti aura, par conséquent,
dL x dL y dL 2
ce qui donne
R = i, cosa = -j côsê=: — 5 cos7 =
La pesanteur étant la seule force accélératrice qu'on suppose agir sur le mobile, on aura X = o, Y = o, Z = g, et les équations générales du mouvement (A) donneront, par la substitution de ces valeurs, les trois suivantes :
d^X T^T^ ^y TWtJ ^'* -KT^ /T,\
7F=^r iF = ^r iF=^r-^ë- (B)
Si l'on multiplie respectivement ces équations par a dx, "^djr^ idz^ qu'on les ajoute, et qu'on intègre ]evir somme en observant que l'équation de la sphère
donne, en la différentiant,
xdx + ydj -h zHz^=zo^ (i)
on aura, pour déterminer la vitesse dont le mobile est animé,
^i = agz + c, (a)
c étant une constante arbitraire.
La vitesse du corps est donc la même que s'il était tombé verticalement de la hauteur z, ce qui est conforme à ce que nous avons dit n® 16.
Déterminons la pression que le mobile exerce contre la surface. Pour cela, multiplions les équations (B), la première par x, la seconde par j", la troisième par z ; ajoutons-les ensuite, en observant que l'équation de la sphère donne jc* 4- j"* -H z* = r*; nous aurons
Ij'équation de la sphère différentiée deux fois donne
xd*x -h yd^y -f- zd^z rf^ + dy^ -h dz^
dt^ ~ ^**
L'équation précédente donne donc, en vertu de l'équation (2),
Il nous reste à connaître à chaque instant la situation du mobile sur la surface qu'il parcourt. Pour y parvenir, observons qu'on obtient aisément une nouvelle intégrale première des équations (B) ; en effet, si l'on multiplie la première par jr^ la seconde par â?,
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qu'on les retranche l'une de l'autre, et qu'on intègre l'équation résultante, on trouve
jdx --xdjr = c'dt, (3)
c' étant une constante arbitraire.
On a donc entre les variables x^ jTj z et /, les trois équations différentielles du premier ordre (i), (a), (3); il ne s'agit plus, par conséquent, que d'intégrer ces équations pour déterminer les coordonnées du mobile en fonction du temps. La première a pour intégrale l'équation de la sphère; les deux autres, il est vrai, ne sont pas intégrales sous forme finie, mais on parvient aisément à séparer les variables, et l'intégration est ramenée aux quadratures.
En effet si, après avoir mis l'équation (i) sous cette forme xdx -^ jdjr =:^ — zdz^ on l'élève au carré, ainsi que l'équation (3), et qu'on les ajoute ensuite, on trouve
[x^ H- j^) {dx^ 4- rfj") = Z»c?z» 4- c'^dt^.
Substituons pour x^ 4- j^* sa valeur r^ -- z^^ et pour
— ) sa valeur agz -+■ c — — » nous aurons une
équation entre 2, cfe, dt^ d'où il est aisé de conclure
— rdz
dt
sj(^r^ _2î)(2^3 4-c) — c'^
Nous donnons au second membre le signe — , parce que le corps étant supposé s'éloigner de la verticale, z diminue quand t augmente.
Cette formule donnera, en l'intégrant par approxi-
matioD, le temps t en fonction de a, et réciproquement z en fonction de t.
On connaîtra ainsi à chaque instant le plan horizontal dans lequel se trouve le mobile; il suffira donc, pour assigner sa position sur la sphère, d'avoir un second plan sur lequel il doive se rencontrer dans le même instant.
Pour cela, soit w Tangle que forme le plan vertical qui passe par le mobile et le centre de la sphère, avec le plan vertical des x et des z ; on aura
X = \/r' — z^ cos w, ^ = sjr^ ■— z^ sin o) ,
d'où Ton tire
xdjr — jrdj = (r' — z*) rfw.
L'équation xdy — jrdx = c'dt donnera donc ainsi
c'dt
dtù =
Si l'on substitue pour dt sa valeur précédente en z, et qu'on intègre ensuite par approximation l'équation résultante, on aura l'angle w en fonction de z. On connaîtra ainsi pour un instant quelconque les deux variables z et Cl), et la position du mobile sera par conséquent entièrement déterminée.
Au lieu de supposer que le point se meut dans l'intérieur d'une surface sphérique, on peut imaginer qu'il soit suspendu à l'extrémité d'un fil inextensible dont l'autre extrémité est fixe, et dont la longueur est égale au rayon de la sphère : les mouvements dans les deux cas seront parfaitement les rpémes. I^e fil et le point
qu il supporte forment alors un pendule simple, et l'on nomme demi-oscillation le temps que met le mobile à revenir de la plus petite à la plus grande valeur de z. On en déterminera la durée en développant en série Texprêssion de dt^ et en Tintégrant ensuite entre ces limites.
Pour y parvenir, reprenons la valeur derf/, et supposons
En comparant dans les deux membres les coefficients des mêmes puissances de 2, on aura pour déterminer a, bj kj ces trois équations :
On peut aux arbitraires c et c ' substituer les deux nouvelles arbitraires a et by dont la première répond à la plus grande, et la seconde à la plus petite valeur de z, puisqu'en effet la supposition de 2 = u et z = i donne dz = o.
Cela posé, faisons
L'expression de dt deviendra
en faisant, pour abréger, oc" = ^^^l^7^^,_ f,,-
Cette expression, intégrée depuis £=a jusqu'à z =A, ou depuis 1^ = 0 jusqu'à x = 1, donnera le temps que le pendule emploie à faire une demi-oscillation. Nommons | T ce temps, développons en série la fonc-
tion (i — a^x^) * ^, ce qui donne
Multiplions chacun des termes de ce développement
dx ,
par ^> et mtegrons ensuite ; nous aurons
x[-ar--(^)'-*-(^p--}
71 étant la demi-circonférence dont le rayon est Tunité.
Si, lorsque 2 = è, on suppose nulle la vitesse du mobile, ce qui revient à prendre le commencement d'une oscillation pour origine du mouvement, on aura c = — 2g&, c' = o, ce qui donne « = constante ; c'est-à-dire que le mobile oscille alors dans un plan vertical : les équations (o) donnent ensuite
a = r; d'où à? = "" > L'ordonnée z divisée par r
exprime le cosinus de l'angle que forme le pendule avec l'axe des s; le cosinus de son plus grand écart
de la verticale sera donc ~» et la fraction -^^ expri-
mera le carré du sinus de la moitié de cet angle ; la
durée totale de roscilJation sera alors
Si le pendule s'écarte peu de la verticale, est
une très-petite quantité que Ton peut négliger; on aura donc^ dans ce cas.
La durée des petites oscillations est par conséquent indépendante de leur amplitude ; ces oscillations sont donc isochrones ou de même durée, quelle que soit leur étendue, et cette durée ne dépend que de la longueur du pendule et de Fintensité de la pesanteur.
L*expression précédente de T donne le moyen de déterminer, à Taide du pendule, les variations de la pesanteur dans les divers lieux de la terre, d'une manière beaucoup plus exacte qu'on ne pourrait le faire par des expériences directes sur la chute verticale des corps. En effet, en l'élevant au carré, on en tire
g= ^'î g représentant (n*^ 15) la vitesse que la pesanteur imprime aux graves, ou le double de l'espace qu'ils parcourent dans la première seconde de leur chute. En faisant donc osciller un pendule de longueur donnée r pendant un intervalle de temps connu, on aura la valeur de T en divisant ce temps par le nombre d'oscillations du pendule, et l'équation précédente^
dont le second membre sera entièrement déterminé, donnera la valeur de g ou de l'intensité de la pesanteur. A robservatoire de Paris, dont la latitude est de 48^ 5o' 1 4", la longueur du pendule à secondes, mesurée avec beaucoup d'exactitude par Borda, et réduite au niveau des mers, est de o°*,993855, on a de plus TT* = 9,8696 : ce qui donne g = 9^,80896 ; d'où il suit que la pesanteur y fait tomber les corps de 4^790448 dans la première seconde sexagésimale. Des expériences précises ont montré que cette valeur est la même, quelle que soit la substance dont est formé le pendule que l'on fait osciller; il en faut conclure que la pesanteur agit également sur tous les corps de la nature dans un même lieu de la terre, et que, par conséquent, sans la résistance dé l'air, elle leur imprimerait à tous, dans le même temps, une vitesse égale. Quant aux variations de la pesanteur sur les différents parallèles, on observe que son intensité diminue en allant du pôle à l'équateur : cette diminution est proportionnelle au carré du cosinus de la latitude, et la variation totale que la pesanteur subit
entre ces deux points extrêmes s'élève à environ — ^ de sa valeur moyenne.
Nous venons de voir que l'isochronisme des oscillations du pendule circulaire n'a lieu qu'en supposant leur amplitude très-petite; il est curieux de déterminer quelle est la courbe sur laquelle un corps pesant doit se mouvoir pour arriver dans le même temps au point le plus bas, quel que soit l'arc qu'il ait décrit depuis son point de départ. Pour résoudre
celte question^ plaçons l'origine d^s coordonnées au poiqt le plus bas de la trajectoire; nommons ds un quelconque, des éléments de cette courbe, et désignons toujours par g l'action de la pesanteur. La force accélératrice, le long de Tare de la courbe, sera la nteur décomposée suivant sa tangente; elle sera
égale, par conséquent, àg j- Cette force tend à diminuer l'arc s que nous supposons compté, ainsi que 2, du point le plus bas ; on aura donc
d^ ^ dz
dt^ ~ ^Is
Si Ton multiplie les deux membres de cette équation par arfy, et qu'on intègre, on trouve
ds^
c étant une constante arbitraire.
Soit h l'ordonnée du point où le mouvement commence, et supposons nulle en ce point la vitesse du mobile; on aurac= a g A, et l'équation précédente, résolue par rapport à dt^ donnera, en observant que l'arc s diminue quand t augmente,
ou bien, en développant le radical du second membre,
dt= —
, / iz 1.3 z» 1.3.5 z^ \
Quelle que soit la nature de la courbe cherchée, s est
une fonction de z, et l'on peut supposer que cette fonction développée et difiérentiée ensuite, donne
dz
En substituant pour ds sa valeur dans rexpression de dt^ on aura
S^g hi\ ^^ 2.4 A' 2.4.6 A^ /
iA'"*"2â-*-ï4>?"*"m:6/7"»---J^*
\/âi
Si l'on intègre cette expression depuis z = A jusqu'à z = o, on aura le temps que le mobile emploie à parvenir au point le plus bas. Ce temps, d'après les conditions du problème, doit être indépendant de la hauteur h dont le corps est descendu, ce qui exige que l'on ait £ + i = |^, et que tous les termes de la valeur de dt soient nuls, a l'exception du premier. Or il est évident que cette condition ne peut être satisfaite à moins de supposer ft = o, etc. ; l'équation différientielle de la courbe tautochrone devient donc ainsi
-± ^= az"^ dz;
d'où Ton tire, en intégrant, s= aaz^^ équation d'une cycloïde à base horizontale. La cycloïde est donc la seule courbe tautochrone dans le vide.
Soit rie double du diamètre du cercle générateur
de la cycloïde, ce qui donne, d'après les propriétés connues de cette courbe, r = 20^ et substituons la /jMûBk valeur de ds dans l'expression (n) dedt; nous aurons
dt = - 1 i/l -jL=i
d'où l'on tire, en intégrant^
Nous n'ajoutons pas de constante, parce que nous supposons que l'on compte le temps t de l'origine du mouvement, ce qui donne / = o quand z=:h.
Si Ton nomme ^ T le temps que le mobile emploie à descendre au point le plus bas de la courbe, z étant nul en ce point, on aura
T= y^arcCcos = ^ i) =7r y/^.
Le temps de la chute par l'arc de cycloïde est donc égal à la demi • oscillation du pendule dont la longueur serait r, et dont l'écart de la verticale serait très-petit. C'est ce qui doit résulter en effet de ce qu'au point le plus bas l'arc dt de la cycloïde se confond avec l'arc infiniment petit du cercle osculateur dont le diamètre est vertical et égal à 2 r.
Il est un autre problème du même genre que celui que nous venons de résoudre, et qui a longtemps exercé la curiosité des géomètres du dernier siècle, c'est de déterminer la courbe que doit suivre un corps pesant pour parvenir d'un point donné àun autre dans
le temps le plus court. Ils ont trouvé que cette courbe, qu'on a nommée hrachjrstochrone^ ou ligne de plus vite descente j était encore une cycloïdedontrorigine était au point le plus élevé.
18. Considérons maintenant le mouvement d'un point parfaitement libre qui est soumis à Faction de forces accélératrices données, et proposons-nous de déterminer l'expression de la force centrifuge dans les différents points de la trajectoire.
Supposons, pour plus de simplicité, que l'orbite décrite est une courbe plane, et que les forces qui agissent sur le mobile se réduisent à deux y et tt dirigées, l'une suivant le rayon vecteur r, l'autre perpendiculairement à ce rayon. Soit V la vitesse du mobile en un point donné de l'orbite, p le, rayon de courbure qui lui correspond, et è l'angle que forme le rayon vecteur ravec la direction de la normale; les deux forces (f et TT, multipliées respectivement par le sinus et le cosinus de l'angle e^, exprimeront les composantes de ces forces suivant le rayon de courbure, et comme le point est entièrement libre, ces deux composantes devront faire équilibre à la force centrifuge, puisque son action ne peut être détruite par la résistance de la trajectoire. Il faudra donc (n** 16) égaler la somme de ces deux forces, dont la plus grande doit toujours être supposée dirigée vers le centre de courbure, à \dL force centrijugey c'est-à-dire au carré de la vitesse divisé par le rayon de courbure, on aura ainsi :
9 cos(? -I- TTsinc? = — [a)
Si Ton nomme ^^ l'élément de la courbe décrite par le mobile dans Tinstant df^ ^ sera le carré de sa vitesse, et si Ton désigne par v Tangle que forme le rayon r avec une droite fixe, il est aisé de voir qu'on aura
H dr ^ rdu
smc? = 3-9 COSC? = -ras as
L'expression du rayon de courbure, en coordonnées polaires, donne d'ailleurs, en supposant ds constant,
I _ dv^ / j 2c//'» rd^r\ J~d?y "^~S^ dt^j'
En substituant ces valeurs dans l'équation (a), on aura
Si les forces ç) et tt sont données, cette formule, en y substituant pour dt sa valeur déduite des équations du mtmvement, fera connaître la relation qui doit exister entre le rayon vecteur r et la variable p, et par conséquent l'équation polaire de l'orbite décrite par Je mobile. Si au contraire la nature de l'orbite est déterminée d'avance, on pourra en conclure]laloi de la force accélératrice en vertu de laquelle cette[|courbe est décrite.
Supposons, par exemple, que la trajectoire soitfune
courh^ elliptique, et que la force qui la fait décrire
soit dirigée vers le foyer de la courbé et varie avec la
distance du point mobile au centre d'attraction. H
s'agit de déterminer la loi de ces variations.
On aura d'abord, dans Thypothèse précédente, 7r = o. La quantité^ r^dif exprimant le petit secteur décrit par le mobile dans l'instant dt, on aura ensuite, par la théorie des forces centrales, rdv=zc dtj en désignant par c une constante arbitraire qui dépend des circonstances initiales du mouvement. La formule {b) deviendra ainsi
L'équation de l'ellipse, en désignant par a le demigrand axe, et par e l'excentricité, donne
I I -h e COSt'
r fl(i — c»)
Si l'on difïérentie cette équation, en regardant ds^ comme constant, on trouve aisément
I idr"^ d^r i
La valeur précédente de y, en faisant, pour abréger, h = -7 ;rî devient ainsi
c'est-à-dire que la force centrale qui fait décrire au mobile une courbe elliptique, croit en raison inverse du carré de sa distance au foyer d'attraction. Cette loi est, comme on sait, celle qui préside aux mouvements des corps célestes, et c'est par un calcul semblable au précédent que Newton la démontra le premier d'une manière rigoureuse. Nous montrerons,
DU SYSTÈME DU MONDE. Si
dans le livre suivant, comment on peut parvenir, par une analyse plus directe et plus simple, à déterminer la loi des forces qui maintiennent les planètes, les comètes et les satellites, dans leurs orbites autour du Soleil ou des planètes principales, mais nous avons voulu faire voir en passant combien les théorèmes d'Huyghens sur la force centrifuge avaient aplani les voies de cette grande découverte.
Après avoir considéré le mouvement d'un point
matériel dans les trois cas qui peuvent se présenter,
c'est-à-dire lorsqu'il est libre, et lorsqu'il est astreint
à demeurer sur une courbe ou une surface donnée,
nous allons, pour terminer ce chapitre, résoudre une
question très-importante dans la théorie du système
du naonde: Nous nous proposerons de déterminer
rattraction qu'une couche de figure sphérique exerce
sur un point situé dans l'intérieur ou à l'extérieur de
sa surface, en supposant cette action en raison inverse
du carré des distances.
Soit a la distance du centre de la couche au point attiré; si Ton joint par une droite ces deux points, il est évident que tout étant symétrique autour d'elle, Taction totale du sphéroïde sur le point attiré sera nécessairement dirigée suivant cette ligne. Nommons " r/m l'un quelconque des éléments du sphéroïde, et
soit f sa distance au point attiré ; -7^ exprimera l'action que l'élément dm exerce sur ce point suivant la droite f, et en nommant y Fangle que forment entre
elles les deux droites f et a, -^ cosy sera la com- 1. 6
posante de cette action parallèle à cette dernière droite. Soit donc A l'attraction totale que le sphéroïde exerce sur le point attiré, on aura
/dm
cosy;
le signe intégral se rapportant à Télément dm et aux quantités qui varient avec lui, et devant être étendu à la masse entière du sphéroïde.
Cela posé, soit r le rayon mené du centre du sphéroïde à l'élément rf/n, ô l'angle que forme ce rayon avec la droite a, et « l'angle que forme le plan passant par ces deux droites, avec un plan fixe quelconque passant par la droite a. L'élément dm peut être considéré comme un petit parallélipipède rectangulaire dont les trois dimensions sont rfr, vdQ et rsinôrfw; en supposant donc, pour plus de simplicité, la densité du sphéroïde constante, et égale à Tunité, on aura dm =/•* dvd^ dtù sin0; on aura ensuite, en considérant le triangle formé par les trois droites a, /i r,
j^ z=i ar -^ aarcosô -h r*, cosy = j
L'expression précédente de A deviendra donc ainsi A =/r» dr dus de sin ô- "LzJ:^.
Pour étendre la valeur de A à la masse entière de la couche, il faut intégrer, i** par rapporta r, depuis la valeur de ce rayon à la surface intérieure, jusqu'à sa valeur à la surface extérieure; t? par rapport à w,
depuis 0) = o jusqu'à « égal à la circonférence ; 3® enfin relativement à 6, depuis 0 = o jusqu'à Q égal à deux angles droits.
On peut donner une autre forme à l'expression précédente. En eflfet, si l'on différentie par rapport à a la valeur de/, on a
on aura donc
A = —Sr*drdtùdQ%inQ-r-.,
OU bien, comme les variables r, <*) et 6 sont indépendantes de a^
j r r^drdtùdBsïnB
di '
d'où il suit qu'on aura l'action entière du sphéroïde sur le point attiré, en différentiant, par rapport à a^
r^drdvidB smB T
tielle par da.
Faisons, pour abréger,
l'intégrale i — ^-^^ — ' — ? et en divisant sa différen
dB sin 0
Si l'on intègre celte formule par rapport à q, depuis «= 0 jusqu'à fù = niZj n étant la demi-circonférence
dont le rayon est l'unité, on aura
r r^ dr ilB sinB V = 2;rj y
Pour intégrer maintenant par rapport à 0, remarquons que la valeur de ^difFérentiée relativement à cette variable, donne
/ ar ^ ^
d'où il résulte, par conséquent,
L'intégrale relative à 6 doit être prise depuis 0 = 0 jusqu'à 9 = 7r; à ces deuf limites on a^^ = {a — r)^ ety^* = (a + r)^ , ce qui donne, en remarquant que/ doit toujours être positif, y = r — a et y= a -h r, dans le cas où l'on a r> a, c'est-à-dire dans le cas où le point attiré est placé dans l'intérieur de la couche sphérique; y=a — rety=^-hr, dans le cas où l'on à r < rt, c'est-à-dire dans le cas où le point attiré est extérieur au sphéroïde. Ainsi dans le premier cas on aura
V = l\n Jrdr^
et dans le second
La différentielle de V, prise par rapport à a, et divisée par da^ donnera, comme nous l'avons vu, en
changeant son signe^ Tattraction du sphéroïde sur le point attiré; or la première des formules précédentes, étant indépendante de a, donne
d'où il faut conclure qu'un point placé dans V intérieur dune sphère creuse n'en éprouve aucune action^ ou, ceqmremnt au même, qu'il est également attiré de toutes parts.
La seconde des mêmes formules, difïérentiée par rapport à a^ donne
da If* ''
Soient / et V les rayons des surfaces intérieures et extérieures du corps attirant; en intégrant Texpression précédente depuis r=/ jusqu'à r=/', on aura
rfV __ 47r_ , .,3 ,3. ^
c'est la mesure de la force attractive qui agit sur un point extérieur au sphéroïde, suivantla droites. Mais» si Ton désigne par M la masse de la couche sphérique dont l'épaisseur est /'— /, M sera évidemment égal à la différence des deux sphères dont les rayons sont / et /'; on aura donc
et, par conséquent,
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D'où il suit que Vattraction qu'une couche sphérique exerce sur un point extérieur, est la même que si toute sa masse était réunie à son centre.
Si Ton suppose nul le rayon / de la surface intérieure de la couchey le sphéroïde se changera en une sphère dont le rayon est /'; l'attraction qu'une sphère homogène exerce sur un point placé à sa surface ou au delà, est donc la même que si sa masse était réunie à son centre.
Ces théorèmes subsisteraient encore dans le cas où le corps attirant serait composé de couches concentriques d'une densité variable, suivant une loi quelconque, du centre à la surface; en effet, ils auraient lieu pour chacune de ces couches, et seraient vrais, par conséquent, pour le corps entier.
CHAPITRE IV
DU MOUVEMENT D'uN SYSTÈME DE CORPS.
20. Jusqu'ici, les corps dont nous avons déterminé les mouvements ont été regardés comme des points matériels, et nous avons vu que la force motrice avait alors pour mesure la vitesse qu'elle produit dans un temps donné, divisée par ce temps. Mais, lorsqu'on veut comparer entre elles des forces qui agissent sur des corps différents^ il n'est plus possible défaire abstraction de leur nature, et leurs masses doivent entrer nécessairement dans l'évaluation des forces qui les sollicitent. Considérons, en effet, un corps que nous supposerons se mouvoir en ligne droite, comme un assemblage de points matériels qui forment les éléments de sa masse ; tous ces points seront animés de vitesses égales dirigées suivant les droites parallèles ; les forces qui les produisent seront donc aussi égales et parallèles entre elles, leur somme représentera la force totale qui agit sur le mobile : d'où il suit que cette force est égale à la masse entière du corps, multipliée par la force qui anime chacun de ses élémeots. Si le mobile se meut uniformément, la vitesse de chacun de ses éléments est constante, et peut représenter la force qui la produit; ainsi les forces
dont l'action est instantanée ont pour mesure le produit de la masse par la vitesse du corps sur lequel elles agissent Ce produit est ce qu'on nomme la quantité de mouvement du corps , parce que c'est en effet la somme des mouvements de toutes les parties matérielles qui le composent. Si le mobile se meut d'un mouvement varié quelconque, la force accélératrice qui sollicite chaque élément de sa masse, est représentée par la différentielle de la vitesse, divisée par l'élément du temps ; les forces qui agissent d*une manière continue sur un corps matériel, ont donc pour mesure le produit de la masse du mobile par l'élément de la vitesse qu'elles lui impriment, divisé par l'élément du temps. Ce produit est ce qu'on nomme spécialement force motrice; on réserve le nom àe force accélératrice à celle qui agit sur l'unité de masse. Cette même quantité prend le nom de pression quand la force motrice agit sur un corps qui se trouve arrêté par un obstacle, et qu'elle ne produit qu'une simple tendance au mouven»ent.
Lorsque l'on considère dans l'état de mouvement plusieurs corps liés entre eux d'une manière quelconque, on voit que le mouvement de chacun d'eux dépend à la fois de la force qui le sollicite, et de la réaction que les autres corps du système lui font éprouver. Il suit de là qu'en général aucun de ces corps ne prend le mouvement qu'il aurait, s'il était libre, en vertu de l'impulsion primitive qu'il a reçue, et des forces accélératrices qui l'animent. Il faut donc connaître les variations que ce mouvement subit par la liaison du corps au système dont il fait partie, pour
déterminer le mouvement réel qui doit avoir lieu. Cette appréciation délicate a longtemps embarrassé les géomètres, et ils s'étaient contentés de résoudre cette difficulté dans quelques cas particuliers, par des considérations trop restreintes pour rien apprendre sur les lois générales du mouvement, lorsque d'Alembert établit le premier un principe applicable à toute espèce de système, quel que soit le mode de liaison des parties qui le composent, et propre à rendre facile la mise eu équation de tous les problèmes relatifs à ses mouvements. Voici renoncé de ce principe.
<c Si Ton imprime aux différents corps d'un système des mouvements qui se trouvent modifiés par leur liaison mutuelle, il est clair qu'on pourra regarder ces mouvements comme composés de ceux que les corps prendront réellement, et d'autres mouvements qui sont détruits; d'où il suit que ces derniers doivent être tels, que les corps du système animés de ces seuls mouvements se fassent équilibre. »
Ce principe a également lieu, soit que le mouvement soit produit par des forces qui agissent instantanément sur les corps, ou par des forces dont l'action est continue ; et toutes les questions de mouvement peuvent ainsi être réduites à de simples questions d'équilibre. Cette manière de ramener les lois de la Dynamique à celles de la Statique, imaginée par d'Alembert, est extrêmement ingénieuse; maiô la difficulté de déterminer les forces qui doivent être détruites^ et les conditions d'équilibre entre ces forces, rendait souvent l'application de son principe embar-
rassante. Pour éviter cet inconvénient, les géomètres, qui se sont empressés de l'adopter, Tont modifié d'une manière heureuse en l'énonçant ainsi :
« Si l'on imprime a chaque corps d'un système un mouvement égal, mais dirigé en sens contraire de celui qu'il doit prendre, le système entier sera réduit au repos; par conséquent il faut que ces mouvements détruisent ceux que les corps avaient reçus, et qu'ils auraient suivis sans leur liaison mutuelle. Ainsi il doit y avoir équilibre entre ces différents mouvements, ou entre les forces qui peuvent les produire. »
Ce second énoncé du même principe a l'avantage d'éviter les décompositions de mouvement que le premier exigeait, et d'établir immédiatement l'équilibre entre les forces qui agissent sur le système et qui sont les données du problème, et les mouvements engendrés qui en sont les inconnues. Nous avons donné, dans le chapitre deuxième, les conditions d'équilibre d'un nombre quelconque de forces appliquées à un système de forme arbitraire ; il suffira donc d y introduire les forces qui animent le système, et les mouvements qui en résultent, pris dans des directions contraires, pour former les équations de son mouvement. Ces équations, jointes aux conditions dépendantes de la nature du système, fourniront toutes les données nécessaires à la détermination du mouvement de chaque corps, et il ne restera qu'à intégrer ces équations, ce qui n'est plus qu'une simple question d'analyse.
Ces notions admises, considérons un système
de corps réagissant d'une manière arbitraire les uns sur les autres^ et sollicités par des forces accélératrices quelconques.
Soient m^ m!j m", etc., les masses des différents corps du système; x, /, z, a:', y^ z', etc., les coordonnées rectangulaires qui déterminent leur position respective; soient X, Y, Z, les trois forces accélératrices qui agissent sur l'unité de la masse m, parallèlement aux axes de ses coordonnées; mX, /»Y, ttiZ, seront les forces qui sollicitent le corps m dans la même direction. Soient m'X', m' Y', m'Z\ les forces qui sollicitent ni parallèlement aux mêmes axes, et ainsi de suite ; désignons par t le temps dont nous supposerons l'élément dt constant. Les vitesses qui animent le corps iw, à la fin d'un instant quelconque, seront représentées P^^'T';^»^"^ ^^s forces qui le sol-, licitent, suivant les axes des a:, des j" et des z, seront donc tn-^im -j-j m-^yet ces forces, en vertu de l'action des forces accélératrices, deviendront, dans Tînstant suivant,
m-^-hmXdt. m-^-\-mXdt. m-:^ -hmZdt.
dt ' at dt
Mais les accroissements véritables que prend parallèlement aux axes coordonnés la vitesse du corps m, à cause de sa liaison avec les autres parties du système,
et qu'il s'agit de déterminer, sont -^> -z^^ -^\ les
^ ^ ' dt dt dt ^
forces motrices effectives qui sollicitent le corps /n, à
la fin de Finstant dtj sont donc
dx (Px dy dW dz d^z
En supposant donc les trois premières forces appliquées au corps m, en sens contraire de leur direction, les forces motrices qui agissent sur ce corps seront
en marquant successivement d'un accent, de deux accents, etc., les lettres //i, Xy jr, 2, X, Y, Z, on aura les expressions des forces semblables qui proviennent des variations du mouvement de chacun des corps m', m'\ etc.
Or, en vertu du principe de d'Alembert, le système entier est en équilibre sous l'action de toutes ces forces réunies ; il suffit donc, pour exprimer cette condition, de substituer leurs valeui's dans les six équations générales du n** 7. En remplaçant ainsi respectivement par les forces (A) les trois composantes P cosa, P cosby P cosc, on aura
dt^ ^ dt* dt* le
l,m{ — j =2./n(2;X — xZ)j
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Telles sont les équations du mouvement d'un système quelconque de corps /w, wl m!% etc., qui ne contient aucun point fixe. Si quelqu'un de ces corps était astreint à se mouvoir sur une surface ou une courbe donnée, en comprenant parmi les forces qui lui sont appliquées la résistance qu'il éprouve de la part de cette surface ou de cette courbe, on pourrait le regarder ensuite comme entièrement libre, et les équations précédentes seraient encore, dans ce cas, celles du mouvement du système.
22. Les six équations (B) renferment plusieurs principes généraux de mouvement que nous allons successivement développer. Faisons d'abord abstraction des trois dernières.
Si Ton désigne par X, Y, z, les trois coordonnées du centre de gravité du système de corps /w, m', m", etc. , on aura, n® 8,
WX 2./wr 2./W
d'où l'on tire, en différentiant deux fois par rapport à t^
d^X ^ de d}iL dt^ d^t dt^
dor' 2./II rfT» 2.171 ' "dÔ ~2./îî
On aura donc, en vertu des trois premières équations (B),
cPx___2.mX ff'Y _ 2./wY flPz _ 2.wZ ^ .pv rfF"" 2./W ' HÔ "" 2./» ' "^ ~" 2. m ' '^ ^
c'est-à-dire que le centre de gravité du système se
meut dans l'espace comme si toutes les masses m^ m', m'\ etc., y étaient réunies, et comme si toutes les forces qui sollicitent ces corps, lui étaient directement appliquées.
Si Faction mutuelle des différents corps du système est la seule force accélératrice qui agit sur ces corps, les trois quantités 2 . m X, 2 . m Y, 2 . m Z, seront nulles. Il suffit, pour s'en convaincre, de considérer quej dans la nature, l'action devant toujoure être égale à la réaction, la somme des actions et des réactions qu'un nombre quelconque de corps exercent les uns sur les autres se réduit nécessairement à zéro. En effet, désignons par P Faction qu'exerce un élément de la masse m' sur un élément quelconque de ni : quelle que soit la nature de cette action, m'V sera la force accélératrice dont m est animé par l'action de m'; en nommant donc p la distance mutuelle de ces deux corps, on aura, en vertu de cette action seule,
L'action de m sur m! donnerait de même
d'où l'on conclura
TwX + m'X' = o, mY -H m'Y'= o, mZ + m' Z' = o.
On trouverait des équations semblables en considérant les actions réciproques de m et m", de m! et m'\ etc.
DU SYSTÈME DU MONDE. gS
Si \e système n'est sollicité par aucune force étrangère, on aura donc
îX = o, l.mY=Oy 2.?wZ = o
Les équations (C) deviennent, dans ce cas,
^X (PX €pz
d'où Ton tire, en intégrant,
fl, bj a', A', af\ b'\ étant les constantes arbitraires introduites par l'intégration.
Si Ton élimine le temps t entre ces équations, il en résultera une équation linéaire, soit entre x et Y, soit entre x et z, soit entre y et z; d'où il suit que le mouvement du centre de gravité se fait en ligne droite, et la vitessQ dont ce point est animé est égale à
J^JL±:^jt^on à s/¥^hW+F^. Cette vitesse est
donc constante, et le mouvement est à la fois rectiligne et uniforme.
Ainsi donc, de même que par la loi d'inertie un point matériel ne peut, sans l'intervention d'une cause étrangère, changer le mouvement qu'il a reçu, de même un système de corps ne saurait altérer le mouvement de son centre de gravité, par la seule action de ses parties les unes sur les autres. Ce résultat remarquable constitue une loi générale du mouvement que Ton a nommée principe de la conservation du centre de gramté.
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23. Considérons maintenant les trois dernières équations (B).
Si l'on multiplie par dt^ et qu'on intègre ensuite par rapport au temps t ces équations, on trouve
2./n — =^*=:c' -^ 2./ m (zX - xZ) dt, [(D) 2.m-?2?î:^=c'' + 2,/m {jZ^zX)di',
c, c\ c'\ étant trois constantes arbitraires.
Lorsque le système n'est soumis qu'à l'attraction mutuelle des corps qui le composent, et à une force dirigée vers l'origine des coordonnées, les seconds membres des équations précédentes sont nuls. Pour le faire voir, désignons, comme précédemment, par P l'action réciproque de deux éléments des masses m et m\ et parp leur distance mutuelle, on aura, en vertu de cette action seule,
m (xY — ^X) = — mm' P
L'action mutuelle des corps du système disparaît donc de l'intégrale finie Lm[xY — ^X).
Nommons F la force qui sollicite m vers l'origine des coordonnées, ety*= \Jx^ +^^ + ^^ la distance de ce corps à cette origine; on aura, relativement à la
force F,
X=-F£. Y = -Fi. Z=-Fl.
Substituons ces valeurs dans les expressions xY — J'X, zX — xZy jZ — jbY, la force F en disparait évidemment; il en serait de même des forces F', F", etc., relatives à iriy nf^ etc. Ainsi donc, lorsque les différents corps du système ne sont sollicités que par leur attraction réciproque et par des forces dirigées vers l'origine des coordonnées, on a
l.m (xY ~ 7-X) = o, 2. m (zX — xZ) = o,
l.m (yZ — zY) = o.
Les équations (D) deviennent donc, dans ce cas,
l.m [xdy — ydx) =r cdty 2 . m [zdx — xdz) = c'dty |
m [xdz -^zdx)T=z cUt
La différentielle xdj — jdx représente le double de Taire décrite autour de Torigine des coordonnées pendant l'instant dt par la projection du rayon vecteur de m sur le plan des x et des y ; les différentielles Tdx — xdz et ydz — zdj sont le double des aires décrites pendant le même instant par les projections de ce rayon vecteur sur les plans des xz et à&&yz. Les premiers membres des équations précédentes représentent donc la somme des aires tracées par les projections, des rayons vecteurs des différents corps du système sur chacun des plans coordonnés, multipliées respectivement par les masses de ces corps; cette I. 7
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somme est par conséquent proportionnelle à rélément du temps, et dans un temps fini, elle est proportionnelle au temps. Ce théorème constitue la loi générale du mouvement qu'on a nommée principe de la conserwztion des aires.
Lorsque la seule force qui agit sur le système, est f attraction mutuelle des corps qui le composent, et que par conséquent la force F est nulle, on peut choisir arbitrairement l'origine des coordonnées, et le théorème que nous venons d'énoncer a lieu pour tous les points de l'espace. Dans les deux cas, le principe des aires subsiste pour tous les plans que l'on peut mener par le point que l'on a pris pour Torigine des coordonnées.
Les aires décrites par les projections des rayons vecteurs de w, m\ m", etc., sur chacun des plans coordonnés, sont évidemment les projections sur ces plans des aires décrites dans l'espace par ces mêmes rayons. Ces projections changent de valeur selon la direction des plans coordonnés; et comme nous venons de voir qu'on pouvait choisir ces plans à volonté, il y en a nécessairement un pour lequel la somme de ces projections, multipliées respectivement par les masses m, m', m", etc., est un maximum. Proposonsnous de déterminer ce plan.
Soient /, /', Z", les angles qu'il forme respectivement avec les trois plans coordonnés ; désignons par L la somme des aires tracées sur ce plan pendant l'unité de temps, par les projections des rayons vecteurs des différents corps du système, et multipliées respectivement par leurs massés, somme que nous supposons
être la plus grande possible. On aura, par les pro* t priétés connues des projections,
2, m [xdjr — jdx) = Ldt cos/^ I.m{zda: — jcdz) = Ldt cosl\ l.m{jdz — zd)r) = Lrf/ cos/".
£0 substituan t aux premiers membres de ces équations leurs valeurs cdt^ c'dt^ c" dt^ on aura trois nouvelles équations^ d'où l'on tirera d*abord
et ensuite
cos/ = » co^V =
fe)
Les angles /, V ^ l\ sont donc constants par rapport au temps /, et le plan principal de projection reste toujours parallèle à lui-même pendant toute la durée du mouvement, quels que soient les changements survenus dans les positions respectives des corps du système. C'est à cause de cette propriété remarquable que ce plan a été nommé plan ins^ariable. Il existe un plan semblable dans tout système de corps qui ne sont soumis qu'à leurs actions mutuelles et à une force dirigée vers le centre des coordonnées. La considération de ce plan peut donc être de la plus grande utilité dans la théorie du système du monde, parce qu'il sera kc\\e de retrouver dans tous les siècles sa position^ et
qu'on aura ainsi un plan stable auquel on pourra rapporter celle des corps célestes.
Il est aisé de fixer à chaque instant la position du plan principal deprojection, lorsqueTon connaît, pour cet instant, les coordonnées de tous les corps du système, et les vitesses dont ils sont animés, suivant les axes de ces coordonnées. En efFet, soient x, y^ z, les
coordonnées de m dans un instant donné ; -^> -^, -4,
^ dt dt ^ dt^
les composantes de la vitesse dont ce corps est animé, dans le même instant; x'. r', ^y -r-' -r-? -r-» les
' ^ •/ ' ^ dt dt dt
coordonnées et les vitesses correspondantes de m', et ainsi de suite ; on aura, pour les valeurs des trois constantes c, c', c".
Si Ton prend le plan invariable déterminé par les équations (g), pour Tun des plans coordonnés, pour celui des x et des jr par exemple, les angles /' et V seront chacun de 90** ; on aura donc alors cos/' = o, cosZ" =0, ce qui exige que & et c" soient nuls. Les deux quantités \ c', \ d\ multipliées par le temps t^ représentent les sommes des aires tracées par les projections des rayons vecteurs des différents corps du système sur les plans des xz et des/2, et multipliées respectivement par leurs masses. Le plan invariable jouit donc encore de cette propriété singulière, sa-
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voir : que cette somme est nulle par rapport à tout plan qui lui est perpendiculaire, puisque la direction des aïes des x et des jr est arbitraire. Il est donc naturel de choisir ce plan pour Tun des plans des coordonnées, de même qu'on rapporte ordinairement leur origine au centre de gravité du système, l'égalité à zéro ' des deux constantes & et c" devant rendre en effet les équations dans lesquelles entrent ces constantes beaucoup plus faciles à traiter. Nous en verrons bientôt des exemples.
24. Les principes de la conservation des aires et du mouvement du centre de gravité dérivent naturellement des équations (B), dont ils ne sont, pour ainsi dire, qu'une simple traduction ; , mais i] existe une autre loi générale de mouvement, nommée principe de la conservation des forces vives ^ qui, n'étant plus comprise dans ces équations, exige que, pour la démontrer, on considère sous un nouveau point de vue le mouvement d'un système de corps.
A cet efifet, nous remarquerons que si, aux forces qui sollicitent l'un quelconque des corps qui le composent, on ajoute les réactions qu'il éprouve de la part des autres parties du système, considérées comme des forces qui agissent sur lui, on pourra faire ensuite abstraction du reste du système, et les mouvements de ce corps seront déterminés par les équations que nous avons trouvées pour les mouvements d'un point matériel libre.
Soient donc mX, /wY, mZ, les composantes des
forces qui agissent sur m, ces forces étant estimées comme nous venons de le dire; soient de même/n'X', m'Y', m'Z', les forces qui agissent sur m', et ainsi de suite. O» aura, pour déterminer les mouvements des corps iw, m', m'*^ etc., le système d'éçiatîons différentielles suivant :
d^x dy d'^z
Maintenant^ si Ton multiplie Téquation en a: par adx^ l'équation en j" par ^djTj l'équation en z par 2dzy puis l'équation en x* par a^ir', et ainsi de suite, qu'on ajcHite ensuite les équations résultantes, et qu'on intègre leur somme, on aura
l,m .\. = c-h22.//»(Xd:r4-Trf/ + Zrf2), (p)
c étant une* constante arbitraire.
Si la quantité 2. rw (Xrfx -h Yrf/ -h Zcfe) est la différentielle exacte d'une fonction des coordonnées jCj jr^ z, a/j jr\ z', etc., que nous désignerons par f (jc, jr^ Zj xf^j'j z'j etc.), le second membre de l'équation précédente s'intégrera immédiatement ; et en nommant v la vitesse du corps f/i, on aura
mv^=:c -h a(p(.r, j, z, ar',y, z% etc.). [q
Cette équation est semblable à celte que nous avons
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trouvée n^ 13 en considérant le mouvement d'un point matériel isolé, elle conduit à des résultats analogues.
On appelle yôrce vive d'un corps le produit de sa masse par le carré de sa vitesse. Il résulte de l'équation précédente que si le système que l'on considère n'estsollicité par l'action d'aucune force accélératrice, la somme des forces vives des corps qui le composent, ou la force vive totale du système, est constante, et que, s'il est sollicité par des forces quelconques, l'accroissement de la force vive du système, en passant d'un point à un autre, est indépendant des courbes décrites par ces différents corps ; cet accroissement est nul, et la force vive totale redevient la même toutes les fois que le système reprend la même position. Ce théorème constitue la loi de mouvement qu'on a nommée principe de la conservation des forces vives.
L'équation (^), d'où l'on déduit le principe que nous venons d'établir, suppose que la fonction 2.nî(X//ar-f- Yrff--+- Zcfe)estunedifFérentielleexacte. . Cette condition est remplie, ainsi que nous l'avons fait voir n** 15, lorsque les composantes X, Y, Z, etc. , proviennent de forces attractives dirigées vers des centres fixes, et représentées en intensité par des fonctions de leurs distances à ces centres. Elle le serait encore si ces composantes résultaient de l'attraction mutuelle des diflik'ents corps du système, cette attraction étant supposée s'exercer proportionnellement aux masses, et suivant une fonction quelconque de la distance.
Pour le faire voir, soit p la distance des deux corps
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m et m* du système, en sorte qu'on ait
/^' = ( ^ - ^r H- (y - jr -f. (z' - z)\
Soit P une fonction donnée de /?, représentant Faction réciproque de deux éléments des masses meinf, cette force étant dirigée suivant la droite qui joint ces points; m'P sera la force accélératrice de m provenant de l'action m'; r/iP, la force accélératrice de m' provenant de l'action m, La première donnera, suivant les axes des Xj des jr et des z, les trois composantes
dx dy dz
la seconde, les trois composantes
-mV%. -inP% -mV^r .
dx! dy dz'
En ne considérant donc que l'action mutuelle de m et m\ on aura ^
'L.m[XdX'^Ydf'\'Zdz) = ^mm! Pdp,
quantité qui est une différentielle complète, puisque P est fonction de p.
Ainsi l'équation (ç), et le principe des forces vives que nous en avons déduit, ont lieu dans le mouvement de tout système de corps soumis à leurs actions mutuelles et à des attractions dirigées vers des centres fixes^ ce qui comprend à peu près toutes les forces de la nature, et notamment celles qui animent les corps célestes. Le principe des forces vicies ne subsis-
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terait plus si quelques-uns de ces corps se mouvaient dans des milieux résistants^ ou s'ils étaient attirés vers des centres mobiles.
25. Il nous reste à démontrer une dernière loi gé* nérale qui s'observe dans le mouvement d'un système de corps, et qu'on a nommée principe de la moindre action. Pour cela, reprenons l'équation (/?); en la différentiant par rapport à la caractéristique (?, on aura
Wi;(Ji; = 2.771 (X(?x-f-Y(?j -hZtJz
Mais si, après avoir multiplié les équations (771), la première par ixj la seconde par d^, la troisième par iz^ et ainsi de suite, on les ajoute, on trouve
Partant,
Soient ds l'élément de la courbe décrite par m^ ds' 1 élément de la courbe décrite par 771', etc., on aura
ifdt=idsy ds= sjdx^ -h dj^ -f- éfe*.
v'dt = ds', ds'= sjdx'^ + df^ -+- dz'^y Par conséquent
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M^is en diiïerentiant Texpressioo de dsy ou a
dt dt dt ^ dt
Et comme les caractéristiques â et d sont indépendantes,
Ajoutons les deux équations (r?) et (è), en remarquant que
on aura
2, m â,vas = l.mdJ -.-^ j ;
et en intégrant, ce qui revient à supprimer la caractéristique rf devant la parenthèse.
Les points extrêmes des courbes décrites par les corps du système étant supposés fixes, les valeurs de ùx^ iy^ &Zj qui s y rapportent, 'sont égales à zéro; on a donc alors
2 ^.ffnvds = o;
c'est-à-dire que la fonction 2./ mi^rf^ ou 2./ mi'^rf^ est un minimum; ce qui constitue le principe de la
moindre action dans le mouvement d'un système de corps. Ce principe, qu'on avait longtemps cherché à déduire de considérations métaphysiques, résulte directement, comme on voit, des équations différentielles du mouvement, et Ton peut l'énoncer ainsi : La sommedes forces vives d'un système decorps, pendant le temps qu'il emploie à passer d'une position à une autre, est un minimum. C'est-à-diré que dans la nature un système de corps est transporté d'un point à un autre en dépensant la moindre quantité possible de forces vives. Si les corps ne sont sollicités par aucune force accélératrice, la force vive du système, pendant un temps déterminé, est proportionnelle à ce temps; ce système parvient donc alors d'une position donnée à une autre, dans le temps le plus court.
26. Nous avons, jusqu'ici, regardé comme fixe l'o-^ rigine des coordonnées auxquelles nous rapportions la position des corps du système, dont nous considérions les mouvements; mais il est aisé de démontrer que le principe de la conservation des aires, celui de la conservation des forces vives, et celui de la moindre action, auraient encore lieu en supposant à cette origine un mouvement rectiligne et uniforme dans l'espace. En effet, soient x, Y, z, les coordonnées de cette origine mobile, par rapport à un point invariable quelconque, pris pour l'origiae des coordonnées x^ 7, 2, x\ f, 2', etc.; si l'on désigne par J:„jr,, z,, oc'^^ y,, z'p etc., les coordonnées des corps m, m'y m", etc.,^
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relatives à la première origine , on aura
Différentions deux fois ces valeurs, et substituons les valeurs résultantes dans les six équations (B). Les trois premières deviendront
(dH + dW
Mais en vertu du mouvement rectiligne et uniforme supposé à Torigine des coordonnées, on a
d^\ ûPy d^z
Les trois équations précédentes se réduisent donc à celles-ci :
d^JC, „ dW, ^ d% „
dt* ' dt^ ' di^
Effectuons les mêmes substitutions dans la quatrième des équations (B). On aura d'abord
— ■ ■ ■ -f- Ji , Tii r—
de* dt*
— l.m{Yx^ — Xjrj + x2./7iY — Y2.mX;
équation qui , en vertu des trois précédentes, se réduit à
On trouvera de même
Les six équations qui déterminent le mouvement dun système de corps, conservent donc absolument la même forme, soit qu'on suppose fixe ou mobile Vorigine des coordonnées; il en serait de même des équations (m) du n^ 24; on pourra donc, dans les deux cas, en déduire par les mêmes raisonnements, les principes de la conservation des aires et des forces vives, ainsi que le principe de la moindre action.
Voyons maintenant ce que devient, par cette transposition de l'origine des coordonnées, le plan que nous avons nommé plan ins^ariable. Pour cela, reprenons les trois équations (E) n** 25^ dont la considération nous a conduits à la découverte de ce plan ; si, dans ces équations, on substitue pour jc, j^ 2, leurs valeurs (o), en remarquant que par Thypothèse du mouvement rectiligne de l'origine, on a
xrfY — Yrfx = 0, XC?Z — Zrfx = 0, zrfY — Ye/z = o; on trouvera
l.m {z^ dx^ — x^ dz^) = & dt, l.m[r,dz,-^z,djr,) =c'dt.
Les trois constantes c, c', c", déterminent la posi-
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tion du plan invariable; d'où Ton peut conclure que ce plan conservera toujours des directions parallèles pendant le mouvement de l'origine des coordonnées.
Nous avons vu que lorisque le système n'est soumis à l'action d'aucune force étrangère, le centre de gravité était transporté dans l'espace d'un mouvement rectiligne et uniforme; il suit donc de ce qui précède, que si l'on fixe à ce centre l'origine des coordonnées, les principes de la conservation des aires et des forces vives auront encore Heu par rapport à cette origine, et le plan invariable, passant constamment par ce point, sera emporté avec lui dans le mouvement général du système, en restant toujours parallèle à luimême.
Le principe de la conservation des aires et celui des forces vives peuvent se réduire à de simples relations entre les coordonnées des distances mutuelles des différents corps du système. En effet, prenons pour origine des coordonnées le centre de gravité du système; les trois équations (E), n^ 23, peuvent s'écrire ainsi :
:^.mm^[{y ^X)(dz^ ^ dz) ^(z^ ^ z)idy ^dy)] _
équations qui ne dépendent que des coordonnées des distances mutuelles des corps.
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Les premiers membres de ces équations représentent la somme des aires tracées sur chacun des plans coordonnés par les projections de la droite qui joint deux corps du système, dont Tun est supposé se mou* voir autour de l'autre regardé comme immobile; chaque aire étant multipliée par le produit des deux masses que l'on considère, et divisée par la somme des masses du système.
Il suit encore de ces équations, que le plan qui passe par l'un quelconque des corps du système, et par rapport auquel la fonction précédente est un maximum, est parallèle au plan passant par le centre de gravité, et que nous avons uornixié plan maximum des aires. Ce nouveau plan reste également toujours parallèle à lui-même pendant toute la durée du mou^ vement, et les seconds membres des équations précédentes sont nuls par rapport à tout plan passant par le même corps, et qui lui est perpendiculaire.
On peut donner à l'équation (p)-du n^ 24 cette forme,
= const. — 2l.m,l.jmm'Fdj, )
Le premier membre de cette équation exprime le carré des vitesses relatives des corps du système les uns autour des autres, en les considérant deux à deux, et en regardant l'un des deux comme immobile, chaque carré étant multiplié par le produit des deux masses que l'on a considérées.
Nous terminerons ce chapitre par une remarque
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importante sur rextension à donner aux quatre principes que nous venons de développer. Celui de l'uniformité du mouvement du centre de gravité et celui de la conservation des aires subsistent quelle que soit Faction que les corps du système exercent les uns sur les autres, même en se choquant, ce qui les rend très-utiles dans beaucoup de circonstances. Mais il n'en est pas de même du principe de la conserva* tion des forces vives, et de celui de la moindre action ; pour qu'ils puissent subsister, il faut que les variations des vitesses des différents corps du système s'opèrent par des nuances insensibles ; ils n'auraient plus lieu si le système éprouvait quelque brusque changement dans ses mouvements, soit par l'action mutuelle des corps qui le composent, soit par la cencontre d'obstacles extérieurs.
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CHAPITRE V
DU MOUVEMENT d'DN CORPS SOLIDE.
27. Les six équations que nous avons trouvées dans le chapitre précédent, pour déterminer les mouvements d'un système de points matériels liés entre eux d'une manière quelconque, peuvent aisément s'étendre au cas où ce système forme un corps solide. En effet, il suffit alors de supposer que les distances mutuelles des parties du système sont inaltérables, et de substituer aux masses /n, m\ m!\ etc., les éléments infiniment petits du corps que Ton considère.
Soit donc fi?/w un de ces éléments; désignons par X, Y, Z, les forces accélératrices qui agissent sur lui, parallèlement aux trois axes de ses coordonnées rectangulaires Xj y^ Zj et remplaçons dans les équations (B) du n° 21 , le signe 2, qui désigne des intégrales finies, par le signe S, relatif aux intégrales ordinaires ; ces équations deviendront
S.'^dm = S.Xdm,
S.^cim^S.Ydm, S,^dm=S.Zdm,
S.Ç^^f^jJ^^ dm = S.\{zX ~ xZ) dm, ^(^Z£l=j£l.\^dm^%,{yZ-zX)dm',
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a^ by c^ a'j If y d^ d\ b'\ c\ les équations de condition suivantes :
h^ 4. è'* -4- b""" = 1, ac H- dd + aV = o, c« + c'» H- c'» = I, *c -H A'c' H- 6V = o.
Réciproquement, pour déterminer x\ y\ z\ en fonction de jc, j, z, on aura
x' = ax-^ay -^ a"Zj \
y^zbx-^by-hb'x ! (2)
2' = ca: -h c^ -4- c"z. ]
U'où il est aisé de conclure que les coefficients a, a\ a!\ etc., sont encore liés entre eux par les six équations
a* -+- A' -+• c* = I , aa! -^ bV + cd = o, j a'^^b'^^d^ = 1, aa'+bb'' ^cd' = o, Un)
a'^^^b^^-hd^^^^i, i^a"^b'b''hdd' = o. ]
Ainsi donc, des neuf quantités a^ by c, a% b\ c\ a% b"y d'j trois seulement sont arbitraires, et les six autres peuvent être regardées comme déterminées par les équations de condition (m), ou les équations (/i) qui leur sont équivalentes.
Enfînç ^, par le procédé ordinaire de l'élimination, on tire des équations (i) les valeurs de x'^ y' et z', en fonctityn de jc, y et z, et qu'on les compare à celles de ces coordonnées qui résultent des équations (a).
on aura, entre ces mêmes quantités, ces nouYelles relations,
a = b'c' ^ h"c', cC = b"c - bc% a" = bc' - b'c, \ b = d"c'-'a'c", h=ac"^a"c, b" = a'c--ndA (/) c = a'b"-a"b\ c' = a"b'^ab\ c"=zab'^a'b. ]
Comme il n'y a que trois des coefficients a, 6, c, a\ b\ c\ a*"^ b'\ c'\ d'indéterminés, il est souvent plus commode d'expfimer ces neuf quantités en fonction de trois autres indépendantes entre elles. En effet, la position des trois plans que forment les axes des nouvelles coordonnées, est déterminée lorsqu'on connaît l'inclinaison d'un de ces plans, de celui desi af y par exemple, sur celui des xjr^ et les angles que forme avec les axes des x et des x' l'intersection de ces deux plans. En désignant donc par 0 le premier de ces angles, le second par (}^, et le troisième par ç, on trouvera aisément, par les formules de la Trigonométrie sphérique,
cosO sin t|^ sin ç -H cos(|» cosç,
cosÔ sintJ*cos(p — cosij; sin y,
sin d siui{),
cos 6 costj; sin ç — sintj; cos y,
cosô costj» cosç ■+■ sin ^ sinç ,
sin 9 co&iL, -smôsinç, -sin 0 cosç,
cosô.
NO A -4> -Ifbcr
:frwl.
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Si Ton substitue ces valeurs à la place de a^ b, Cj etc., dans les équations de condition précédentes, on verra que ces équations sont identiquement satisfaites, et qu'il n'en résulte aucune relation entre les angles ç, tj/ et ô.
29. Cela posé, reprenons les trois dernières équations (a). Si, après les avoir multipliées par ^/, on les intègre, et que, pour abréger, on représente par M, M% M^ la somme des moments des forces qui agissent sur chacun des éléments du corps, et qui se rapportent respectivement aux axes des or, des y et des z, ce qui donne
M = S .(jZ - zY) dm, M' = S . (zX - xZ) dm,
m' = S,{xY-^jlL)dm, on aura
S.(^-±^)dm = SWdt',
le signe S se rapportant à l'élément dm^ et le signe/ uniquement au temps t.
MaitiLeiiaiit, de ce que les axes des x'^ des y et fies z' sont supposés coftserver pendant toute la durée du mouvement la méma position dans l'intérieur du corps, il résulte que les coordonnées x\ y, :i seront Indépendantes du temps /, tandis que les quantités «, h^ c, a\ //, (/, a", V\ c", au contraire, varieront
avec lui. Si Ton difFérentie donc, dans cette hypothèse, les équations (i), et qu'on substitue ensuite
pour 7, ^'•57'^» leurs valeurs dans la première des équations (A), on aura
+i — it — j^ +( jt yy
, (a! de' — e" d(^ + (^ da" — a" d</\ , , + 1 di ■ j^^
Si, dans cette équation, on remplace a\ a*\ h\ etc. , par leurs valeurs (/) données n*^ 28, qu'on fasse, pour abréger, f nC^hel^
càh^ddb'^d'dh"^ - bdc'^ydd^h"dd'—pdt, 1 A^-m^ àjÊ. cidc^a'dc''Vo:'dd'='^cda'^dda'^d'dd'=qdt\[p) ^^^ ^' hda^lyda'+b"da"= '-'adb---a!db^—ardb"=rdt, \ >V# Ai
qu'on suppose de plus,
A=S.(/>-*-2'»)^, B=rS.(x"-Hz'»)^/w, C=S.(a/»4-y»)rfiw, ^=S.rVrf/w, Oz=:^.a/zf dm, H = S.*yrf/ii,
on trouvera, après quelques réductions,
«(A/,-Gr-H9) + i(B9-Fr-H;,)l_
On aurait, par une analyse semblable,
c"(Cr-Fqr-Gp)j ^ £n faisant, pour simplifier
Ap~Gr-.H7 = P, B7-Fr~H/j = Q,
Cr—F9-Gp=R,
ces équations deviennent
aV-^ /;Q+cR=/M dt, \
, Pour faire disparaître les quantités a, A, c, etc., je
-^^^^i*» ^diflférentie ces équations, et je les ajoute après avoir ^-C V^^^oj^ multiplié la première par rt, la seconde par a', la *\ *' ^^^\ troisième par a" ; je trouve ainsi,
$f^ <C\ dv
!^-,QH-<yR = aM + a'M'-Hrz"M^ (i)
Je multiplie les mêmes équations différentielles, Ja première par i, la seconde par b\ la troisième par A" ; je les ajoute ensuite, et j'oKtiens
^H-rP~/?R=6M-}-^'M'-H*"M". (2)
Enfin , j'ajoute les mêmes équations , après avoir multiplié la première par c, la seconde par c\ la
troisième par d\ et je trouve
^_yP + pQ = cM + c'M'-+-c"M". (3)
Ces trois équations, qui ne sont qu'une simple transformation des équations. (A), serviront à déterminer complètement le mouvement de rotation du corps. Leur intégration donnera les valeurs des quantités ^, q^ r, et en les substituant dans les équations (/9), ces équations, réunies aux six équations de condition (m), donneront, par une nouvelle intégration, les valeurs des neuf variables ^, i, c, a', h\ c', a", h'\ c" . On connaîtra donc, à chaque instant, la direction des axes mobiles des ,r', des j*' et des £'; et comme leur situation dans l'intérieur du corps est supposée donnée, la position du mobile sera entièrement déterminée.
50. Nous avons, jusqu'ici, regardé la position décès trois axes dans Tintérieur du corps, comme entièrement arbitraire, et nos formules ont, à cet égard, toute la généralité possible; mais les équations (i), (a), (3) prennent une forme beaucoup plus simple, et qui facilite leur intégration dans un grand nombre de cas, lorsqu'on dispose des quantités a, h^ c, a\ b\ c\ «", è", c" ^ dont trois sont restées indéterminées, n^ 28, de manière à satisfaire aux équations suivantes :
ce qui est toujours possible, comme nous le verrons tout à l'heure. La position des axes des ^', des y et
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des 2' est alors entièrement fixée, et ces axes s'appellent axes principaux du corps. Dans ce cas, les trois quantités F, G, H, étant nulles, on a,P = A/?, Q = Bqj R = Cr, et les équations (i), (a), (3) se réduisent aux suivantes :
A ^ -H (G - B) ^r = rz IVH- a' M'H- a''M''
B^ + (A--C)rp = *M-h6'M'-f-^"M", [ (B)
C J ^- (B - A)/^=:cM H- c'W-hc^W
Nous avons désigné par M, M', M'', la somme des moments respectivement relatifs aux axes des x^ des jr et des z, des forces accélératrices qui agissent sur chacun des éléments du corps. Par une propriété connue, on aura la somme de ces mêmes moments rapportés aux axes des x\ des y et des z', en ajoutant les trois quantités M, M', M*", après les avoir multipliées par les cosinus des angles que forment respectivement les nouveaux axes avec les premiers. En nommant donc N, N', N", ces trois sommes, on aura
Les trois équations (B) deviendront ainsi, Adp'h{C — B)qrdt = TH rît, \ Bdq-h{k^C)rpdt = '!i'dt, j (G)
G'est sous cette forme que nous emploierons ces
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équations, dans la recherche des mouvements de rotation des corps célestes.
Ces trois équations donneront, en les intégrant, les valeurs des trois inconnues /?, ç, r, et celles-ci feront connaître ensuite, comme nous l'avons dit n^ 29, la direction dans l'espace des trois axes principaux qui passent par l'origine des coordonnées, et, par conséquent, la position du corps. Mais, au lieu de recourir, pour cela, aux équations (p), et aux équations de condition (m), il est plus simple de substituer dans les premières pour a, by c, etc., da^ dby etc., leurs valeurs eu fonction des trois quantités indépendantes 9, ^^ 0, données n® 28, de manière à n'avoir plus qu'un seul système d'équations à considérer. On trouvera ainsi, après quelques réductions,
sinç sin0 rftj^ — cos<p rfô =/7r/^, j COS9 sinô dif -H sinç dô = qdt^ > (c) d(f — cosô d^ = /y//, J
et Ton déterminera par ces équations les valeurs des trois angles y, i|^, 0, lorsque celles de p, ç, r seront connues.
En substituant les mêmes valeurs dans les expressions des trois quantités N, N', N", elles deviendront des fonctions des angles ç, 4'? 6- I^^ recherche du mouvement d'un corps solide, de figure quelconque, autour d'un point fixe conduit donc finalement à six équations différentielles du premier ordre entre les six indéterminées p, 9, r, ç, ^|^, B et la variable t. En
éliminant les trois premières quantités, au moyen des équations (c) et de leurs diflérentielles, on n'aurait plus à considérer que trois équations différentielles du second ordre entre les trois angles ç, i'» ^ et le temps t. C'est souis cette forme que d'Alembert a donné les équations du mouvement de rotation ; mais il est plus simple de s'en tenir aux six équations du premier ordre (C)et(c).
Les trois équations (C) supposent que l'on a
S.ûc'y dm = o^ S.j'z' dm=zo^ S.a:'z' dm = o. (o)
Nous allons démontrer qu'il est toujours possible de déterminer les trois angles 9, ^^ d qui fixent la position des axes des x% des y et des z' par rapport aux axes fixes des .r , des jr et des 2, de manière à satisfaire à ces trois conditions. En effet, si dans les équations (2) qui donnent les valeurs des coordonnées x\ f et 7! en fonction des coordonnées x, jj z^ on substitue pour a, Z>, c, etc., leurs valeurs en qp, tj^, 0, on aura
x' =1 X (cos6 sinij; siny -4- cos^j^ cosç) -i- j* (cosô cos^psinip — sini|; cosç) — zsinôsin y,
y •=.x (cosô sincj^ cosf — cosij^ sinç) -h y (cos0 cos({; cosç -f- sini|; sin ç) — z sinô cosq?, 7I z=z X sin 6 sin 4» 4-/ sin ô cos^ -f- z cosô.
Si Ton substitue ces valeurs dans les trois équations (o), et qu'on fasse, pour abréger,
A=:S.(r'H-»')e//n, B=S.(x' + zV«^ C = S.{a:=' -l-rV'w,
les six quantités A, B, C, F, G, H étant des constantes qui dépendent de la nature du corps et de la direction des axes des x, des y et des z, que Ton a choisis arbitrairement, il est facile de se convaincre que ces équations prendront la forme suivante :
sin2f.L-f-cos2ç.M = o, \ cos ç.N — sin 9 . P = o, ( (9) sin 9.N+ cosç.P = o; j
L, M, N, P représentant des fonctions des angles i|;, 5, et des constantes A, B, G, F, G, H, indépendantes de l'angle ç>.
La première de ces équations détermine l'angle y, et il est évident que les deux autres ne peuvent avoir lieu en même temps, indépendamment de toute valeur donnée à ç, à moins qu'on n'ait séparément
Si l'on met à la place de N et de P les valeurs que ces lettres représentent, on aura les deux équations suivantes :
2 sin 2 0 (A sin' ^ — 2H sin\p cos^l/ -h B cos' ^ — C) \
— cos2 0(FcosiI;-f- G sin \p) = o, ( / v
sin0[(A— B)sin^^cos^(;--H(cos'^^ — sin^Ap)] \ ^ ^
-+- COS0 (F sin\|* — Gcosi(;)=r o. J
Ces équations serviront à déterminer les angles ô et ^|^. Si l'on tire de la première la valeur de tangaô, de la seconde celle de tangd, et qu'on les substitue dans la
formule
^ 2 tang Ô
que, pour abréger, on fasse tang<|; = «, ce qui donne
sin <b = , ) cos<l;= , »
après les réductions convenables, on trouvera Féqua- .tion suivante du troisième degré :
[(A-B)w-H(i - w»)][(AF-CF-+.GH)m - BG -+- CG - FH] - (Gtt -H F) {Fu - G)^ = o.
Cette équation donnera au moins une valeur réelle pour 2/; on en tirera une valeur semblable pour l'angle i|;, et en la substituant dans Tune des deux équations (r), on aura la valeur correspondante de 0. Concluons de là qu'il est toujours possible de trouver pour les angles y, tj;, 9 un système de valeurs réelles qui satisfassent aux équations (ç), et que par conséquent il existe dans tout corps solide un système d'axes par rapport auxquels on a
S.x'y dm = o, S.arV dm = o, Syz' dm = o.
L'équation qui détermine u étant du troisième degré, on pourrait croire qu'il existe dans chaque corps trois systèmes d'axes semblables; mais il faut observer que u représente généralement la tangente de l'angle compris entre l'axe des a: et les intersections du plan des xjr^ avec les plans relatifs aux coordonnées x\ y et z% puisque rien n'indique en effet lequel de ces angles on a considéré, et que les équations précédentes sont également satisfaites lorsqu'on change les uns dans les autres les trois axes des a:', des jr' et
des 2'. La valeur de u doit donc être donnée par une équation du troisième degré dont toutes les racines sont réelles, et il n'en résulte généralement qu'un seul système d*axes.
Ces axes, dont on doit la connaissance à Euler, ont été nommés, comme nous l'avons dit, axes principaux; on les appelle aussi axes naturels de rotation^ à cause d'une belle propriété du mouvement qui leur est particulière, et que nous ferons bientôt connaître.
52. On nomme moment d inertie d'un corps par rapporta un axe, la somme des éléments dont ce corps se compose, multipliés respectivement par le carré de leur distance à cet axe. Ainsi les trois quantités que nous avons désignées n® 29 par A, B, C, représentent les moments d'inertie du corps qui se rapportent respectivement aux axes des a:', des y et des z', La valeur du moment d'inertie varie avec la position de Taxe auquel on le rapporte ; mais lorsqu'on connaît les moments d'inertie relatifs aux axes principaux, il est facile d'en conclure le moment d'inertie relatif à un axe quelconque.
En effet, soient comme précédemment a:', y et z'
les coordonnées de l'élément dm relatives aux trois
axes principaux, et soient x^jetz les coordonnées
du même élément rapportées à des axes quelconques
ayant la même origine. Proposons-nous de déterminer
le moment d'inertie relatif à l'un de ces nouveaux
axes, à celui des z par exemple. Si l'on désigne par C
ce moment, on aura
C — S.[x^ -{-y) dm.
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Si Ion substitue dans cette formule pour x eïy leurs valeurs (i), on aura, en vertu des équations (m),
C = (f - a""") S . x'^ dm'i-{j'' b"^) S .y^ dm
-h {i - c"^) S . z'^ dm.
Maisrt"^ 4- b''^ -4- c''^ = i; en substituant pour I — a"^, I — i"^, I — c''^j leurs valeurs, l'équation précédente donnera
Les trois quantités n'\ b'\ c" représentent les cosinus des angles que forme Taxe des z avec les axes des a*', desj*' et des z' : le moment d'inertie d'un corps par rapport à un axe quelconque passant par un point donné, est donc généralement égal à la somme des moments d'inertie relatifs aux axes principaux qui se croisent en ce point, multipliés respectivement par le carré du cosinus que forme avec eux l'axe donné.
Le plus grand et le plus petit des trois moments d'inertie A, B, G seront un maximum et un minimum relativement à tous ceux qui se rapportent à des axes passant par l'origine des coordonnées ^', /', z'. Eu effet, soit A la plus grande et C la plus petite des trois quantités A, B, C ; en mettant i — b"^ — c"^ i\ la place de a"^ dans la valeur de C, on aura
Les différences A — B, A — C sont positives par hypothèse ; donc C! est plus petit que A, quelle que
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soit la valeur de 6' et c^. Si I oo doQiK' i b >^)eiir de C cette forme,
on voit au contraire que G est toujours plus grand que C.
Si les deux mometits d'inertie A et B étaient ég;iux« on aurait
Cette valeur ne dépendant que de c\ le moment d'inertie est le même par rapport à tous les axes foi^ mant un même angle avec Taxe des z\ Ia^s momonts d'inertie relatifs à tous les axes compris dans lo plan des ocf y ^ qui font un angle droit avec Taxe des r', sont donc alors égaux entre eux; mais, dans ce cas, tout système d'axes composé de l'axe des 2! et do doux axes perjîendiculaires entre eux et à cet axe, forme un système d'axes principaux, c'est-à-dire quo Ton a, j)ar rapport à ce système,
S.xjr dm = o^ S ,oczd/n = o^ S.^2rf/n=o.
En efifet, si Ton substitue pour JOy y^ z^ leurs valeurs n^ 28 dans ces équations, on a
aa' S.x'^dm -^bb^ Sy^dm-hcc' S.«"^m = o, \ aa" S.x''dm-\-bb"^.yuim-+-cc"S.z''dm:=io, \ {$) a'a" S a:" dm -f- b'b" S j" dm -f- i/c" S.z''dmz=o. )
La supposition de A = B donne
S.x'^dm = S.f^dm.
Les trois équations précédentes, en vertu de» n;la-
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lions (n), peuvent donc s'écrire ainsi :
c& {S.x'^'dm'-S.z'^dm) = o, ce"" {S.x'^dm^ S.z'^dm) = o, c'c"" (S . x'^ dm^S.z'^dm) = o.
On satisfait à ces équations en supposant c = o, c' = o, ce qui donne c" = i . Tous les axes situés dans le plan des x'y sont donc des axes principaux, et le corps a une infinité de systèmes d'axes semblables qui ont tous pour axe commun l'axe des z'.
Enfin, si l'on a en même temps A = B = C, l'équation (A) donnera généralement C = A : tous les moments d'inertie sont donc égaux, et tous les axes du corps sont des axes principaux. En effet, les équations [s) sont alors satisfaites, indépendamment de toute valeur donnée aux quantités a, b^ c, etc. On a donc, par rapport à tout système d'axe rectangulaire passantpar l'origine des coordonnées x\f ^ z\
S.xjdfn= Oy S.xzdm = Oj S.jzdm = o.
Cette propriété appartient à la sphère, l'origine des coordonnées étant au centre; mais elle convient encore à une infinité d'autres solides.
Désignons par x, Y, z les coordonnées du centre de gravité du corps, par x^y ^,, z^ les coordonnées de l'élément dm par rapport à ce point, en sorte qu'on ait x = x,-hXj jr =jr^ -f- Y, z = z, -f- z ; on aura
C = S .[(^, -t- x)^ -H Cr, + ^Y\dm = ^.{x^ ^.J^») dm -^ 2xS.jr,rf//i-|-2YS./,r//?i-f- (x*-f-Y*}S.e/m.
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Mais, parla propriété du centre de gravité, S,x^dm=:Oj S ^jr^ dm = o; en désignant donc par m la masse du corps, par a la distance de Taxe des z, à Taxe des z, on aura simplement
C = S.(jr,^ -f-j,^) dm -+- a^m.
Cette équation donnera immédiatement le moment d'inertie d*un corps par rapport à un axe quelconque, lorsque le moment d'inertie relatif à un axe mené parallèlement au premier par le centre de gravité sera connu. Elle fait voir aussi que le plus petit de tous les moments d'inertie d'un corps se rapporte à l'un des trois axes principaux qui se croisent à son centre de gravité.
33. Les quantités /?, ç, r, introduites pour la première fois par Euler dans les équations du mouvement de rotation, jouissent de plusieurs propriétés qu'il faut faire connaître, parce qu'elles montrent clairement de quelle manière ce mouvement s'effectue.
Les différentielles 3"' ^' 5: expriment, comme on
sait, les composantes parallèles aux axes des a:, des^ et des z de la vitesse dont l'élément dm est animé. Cette vitesse est nulle par rapport aux points du corps qui restent immobiles pendant l'instant dt; en difFérentiant donc les équations (i) n® 28, on aura, pour déterminer les coordonnées a:\ j*', z' de ces.
points,
a/ da -{-j'db -f- z' de — o,
œ' da! -t- j' db' 4- t! de' = o, a:' da" -hf db" -h z' de" = o.
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Si l'on multiplie la première de ces équations par c, la seconde par c\ la troisième par c", et qu'on les ajoute, on aura
Si Ton multiplie ces mêmes équations, la première par i, la seconde par h\ la troisième par V\ qu'on les ajoute ensuite, on aura
TX' — /7Z'=: O.
Enfin, si l'on ajoute ces mêmes équations, après avoir multiplié la première par «, la seconde par a' et la troisième par a!\ on aura
Ces trois équations, dont la dernière résulte des deux autres, sont celles d'une ligne droite passant par l'origine ; tous les points situés sur cette droite restent donc immobiles pendant l'instant rft, et le corps, pendant cet intervalle de temps, tourne autour d'elle comme autour d'un axe fixe.
Cette propriété a fait nommer cette droite axe instantané de rotation. Sa position par rapport aux axes principaux des or', des y et des z\ est déterminée par les trois quantités p^ q^r^ et les cosinus des angles qu'elle forme avec chacun de ces axes sont respectivement exprimés par
V'^Nh^M^ V^^M^^M^' V^/?'4-^'-t-r»'
La vitesse angulaire de rotation autour de Taxe instantané est la même pour tous les points du corps : proposons-nous de déterminer cette vitesse. Pour cela,
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considérous le point situé sur Taxe des z' à une distance de l*origine égale à Tunilé. Nous aurons pour les coordonnées de ce point ar'= o, ^^'=o, z'= i : sa vitesse absolue sera donc
En divisant celte vitesse par la distance du point à l'axe instantané de rotation, on aura la vitesse angulaire de rotation du corps; cette distance est égale au sinus de l'angle que fait l'axe de rotation avec Taxe
des z\ angle dont "7====== exprime le cosinus; la
vitesse angulaire cherchée sera donc
S/{dc^-^dc'^^dv"') /r-Y~ â"^; r- ,j-^ = jr
de.^ip^^ç-^) ^^P 4- ^^ + /-) = V(/>^ + 7^ + n. en observant que par les équations dé condition (p),
et que l'équation c^ -f- c'^ 4- c"^ = i donne en différentiant cdc -f- c'dc' H- c"dc"=z o.
Si Ton nomme donc a, ê, 7 les angles que l'axe instantané de rotation fait avec les axes des x\ des jr\ et des z' j et p la vitesse de rotation , on 'aura
p = pco&ay 7 = jO cosê, r=pcosy.
Les trois quantités^, ç, r expriment ainsi Igs composantes respectives de la vitesse de rotation p, suivant chacun des trois axes principaux.
On peut encore, au moyen des quantités p, 9, r, donner une forme très-simple à l'expression de la force
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vive du corps. En efFet, si Ton désigne par aT cette quantité, on aura
T=is.(^:±f±^')<fc..
Si l'on substitue dans cette équation, pour ^ï -^
et — > leurs valeurs tirées des équations (i), n® 28, en
observant qu'on a, comme nous venons de le dire,
(ç» 4- r^ ) dt^ = do" 4- da'^ + rfn''«,
{p^ H- r» ) dt^ = db^ -f- dy^ 4- db"\
{p^ -H 7^) r/^* = dc^ 4- ^C'> 4- dc'\
on trouvera
j_A/?'+B^^4-Cr»
Cette expression nous sera utile dans la suite.
Il suit de ce qui précède, que, quel que soit le mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe, ou supposé tel, ce mouvement peut être regardé comme un mouvement de rotation autour d'un axe fixe pendant l'instant dt^ mais dont la position varie d'un instant à l'autre Les trois variables p, q^ r déterminent cet axe par rapport aux axes principaux ; elles font connaître aussi la vitesse de rotation du corps. Quant à la position des ^xes principaux dans l'espace , on la déterminera, comme nous l'avons dit, au moyen des équations (c), quand les valeurs dep, q^ r seront connues, et la situation du corps sera ainsi complètement fixée.
Donnons quelques applications des formules
précédentes. Proposons-nous d'abord de déterminer le mouvement de rotation d'un corps qui n'est soumis à l'action d'aucune force accélératrice, et qui tourne à très-peu près autour d'un de ses axes principaux, comme cela a lieu pour la Terre et les planètes. L'analyse de cette question nous fera découvrir de nouvelles propriétés très-importantes des axes principaux. Dans ce cas, les seconds membres des équations (C) sont nuls, et Ton a d'abord à intégrer les trois équations suivantes :
Adp H- (C — B)qrdt = Oy \ «
Bdq -i- {A -^ G)rpdt = o, ( {h) Cdr + (B — A)pqdt = o. ]
Supposons que le troisième axe principal soit celui autour duquel le mouvement s'efFectue à très-peu près, le sinus de Tangle que forme avec lui l'axe instantané
de rotation sera . ^ ^— -, et comme cet angrle doit
toujours demeurer très-petit par la supposition, p et q seront aussi de très-petites quantités. Si Ton néglige donc leur produit dans la dernière des équations précédentes, elle se réduit à C£ir= o; d'où l'on tire r=/ï, en désignant par n une constante arbitraire. La vitesse angulaire de rotation est Vp* + 7^ H- /^ ; en négligeant le carré de p et de 9, elle est donc égale à /ï, et par conséquent elle est à très-peu près constante. Les deux premières équations {h) deviennent ainsi
Adp -I- (C — B) nqdt = o, Bdq 4- ( A — C) npdt = o.
i38 THÉORIE ANALYTIQUE
Pour satisfaire à ces équations, faisons
p = hsm{n't'h V\ q = A'cos(w'^H- /');
la substitution de ces valeurs donnera
An'h +(C-B)/iA'=o, Bn'^'-H(C-- A)nA = o; d'où Ton tire
les deux constantes «' et /i' seront donc déterminées par ces équations, et les constantes het l' demeureront arbitraires.
Les valeurs de/?, ç, r étant connues, il ne reste plus à trouver que celles des angles y, t|;, 9 qui déterminent la position des axes principaux dans l'espace.
Pour cela reprenons les trois équations (C) du n**50, on en tire aisément les suivantes :
d(p = rdt -f- cos5^(|i, \
dS =^ sixKpqck — cos^ppr/t^ ) {k) sindd^ = cos fqdt -f- sin opdt. )
Si Ton substitue pour /?, ç, r leurs valeurs, qu'on intègre les équations résultantes, en faisant d'abord abstraction des termes multipliés par le coefficient A, on aura
(p z= nt -¥- l^ 6 = 7 et tj; = a,
/, y et a étant trois constantes arbitraires.
Si, dans une nouvelle approximation, on tient compte des quantités dépendantes de la première puis-
sauce de //, on trouve
dO = h'sm[nt+ /)cos(/2'^4- V)dt — hco^[nt -f- /) sin {n' t -^ l')dt,
siw'^d^ = ^'cos(n^-t- /)cos(n'^ h- V)dty -h h sin(/i^-f- /) sin(//'^ -hl')dt.
En intégrant ces équations et en ayant égard aux valeurs précédentes de h! et de n\ on trouvera, toute réduction faite,
0=7-+- g— cos(«^-f-/)cos(w'^-f- /')
Ah
— — sin(/2^ 4- /)sin(n'i4- /'),
BA
J^ = a— - — : — sin (72^ H- /) cos(n't-h V) ^ C/ismy ^ ' ^ ^
— ;; : COSf^^ + /) COSfw'^ -|- /')•
C/ismy \ / \ /
On peut d'ailleurs vérifier ces valeurs par la différentiation.
Si l'on substitue pour tj; sa valeur précédente dans l'expression de d(f et qu'on intègre l'expression résultante, on trouvera de même
ffl = 72^ H- /— -- — ^^sin(7i^4-/)cos(n'^ -h /')
— -TT-^^cosint 4- /) sin(w'^ -4- /')• C/2 sin7 ^ ^ ^ ^
Les formules précédentes contiennent six constantes arbitraires 72, A, Z, /', a et 7, elles sont donc les intégrales complètes des équations {h) et (A); mais les valeurs de ç et de ij^ ont l'inconvénient de contenir au dénominateur sin 7, qui devient une très-petite quan-
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tité lorsqu'on suppose l'angle y, ou l'inclinaison du plan des deux premiers axes principaux sur le plan fixe de projection, peu considérable. Il faut, dans ce cas, substituer aux angles 9 et 6 deux nouvelles variables convenablement choisies.
Pour cela, observons que d'après la seconde des équations (k) l'angle $ est toujours une quantité du même ordre que/; et ç, et demeure, par conséquent, peu considérable si on le suppose très-petit à l'origine du mouvement. Si l'on néglige le carré et les puissances supérieures de 0, la dernière des équations (c) du n® 30 donnera
d'où, en intégrant, on tire
Ip = 9 — 71^ -^ /,
en désignant par l la constante arbitraire. Supposons maintenant
s = sinô COS9, u = sinô siny.
On pourrait développer les expressions des variables ^ et M en fonction du temps t par la simple substitution des valeurs trouvées plus haut pour les angles Q et fj mais il est plus simple de recourir pour cela aux équations différentielles [h). En effet, les deux premières, en substituant pour d\^ sa valeur, et négligeant toujours les termes du second ordre par rapport à 0, donneront
ds -t- rudt = — pdtj du — rsdt = qdt, ( l)
Si dans ces équations on remplace pj ç, r par leurs
U . rt •. A, p ir
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valeurs, on aura deux équations linéaires du premier ordre entre les inconnues s et w, et Ton y satisfera en faisant
S z=fcos{nt "\- g) — -^cos{n't -h /'),
Ah u =Jsin{nt + g) — ô~ ^^^{^'^ "^ ^')>
y et g étant deux nouvelles constantes arbitraires.
La question est ainsi complètement résolue, puisque les quantités s et u étant connues en fonction du temps, on aura à chaque instant les valeurs des angles y et 0, et, par suite, celle de ^ qui est déterminé en fonction de (p et de t. L'introduction des variables s et u qui sont toujours de très-petites quatités du même ordre que sin0, fait donc disparaître les inconvénients que présentait la solution directe de ce problème lorsque l'angle 6 est supposé peu considérable à l'origine du mouvement; elle est due à Lagrange, et l'on verra qu'elle est de la plus grande utilité dans la théorie de la Lune.
Les valeurs de /?, y, r, ç, 0, ij;, que nous venons d'obtenir, ne sont qu'approchées et supposent les écarts de Taxe instantané de rotation et du troisième axe principal assez petits pour que l'on puisse négliger le carré et les puissances supérieures du coefficient arbitraire h qui en dépend. Si l'on voulait pousser plus loin l'approximation, il faudrait substituer, dans la troisième des équations (A), à la place de p et y leurs valeurs trouvées plus haut, et en intégrant l'équation résultante, on obtiendrait une valeur de r exacte jusqu'aux quantités de l'ordre du carré de A, valeur qui, substituée dans les deux premières formules (A),
donnerait pour p et q deux nouvelles expressions exactes jusqu'aux quantités de Tordre /?*, et, en continuant ainsi, on déterminerait par des substitutions successives les valeurs des trois quantités /?, ç, r, avec toute la précision qu'on voudrait atteindre. Ces valeurs, substituées dans les équations [k) ou (/), feraient connaître les valeurs des angles (p, (j;, 9, j, n avec le même degré d'approximation.
On voit donc qu'en général on peut, au moyen de simples substitutions, développer les valeurs des trois quantités /?, ç, r en séries ordonnées par rapport aux puissances ascendantes du coefficient h. Il est facile de s'assurer d'ailleurs que les quantités p et q ne contiendront que les puissances impaires de h et la quantité r que les puissances paires. Les valeurs précédentes de p^ q et r sont donc exactes, les premières aux quantités près de l'ordre h^y et la troisième aux quantités près de l'ordre h^; nous ne tenterons pas, pour le moment, de pousser plus loin l'exactitude, il nous suffira d'avoir indiqué comment on pourrait y parvenir par des approximations successives, si cela devenait nécessaire.
La forme des valeurs de ^ et gf donne encore lieu à une remarque importante. La constante h dépend, comme nous l'avons vu, de l'angle que fait, à l'origine du mouvement, l'axe instantané de rotation avec le troisième axe principal : si cet angle, au lieu d'être très-petit, est supposé nul, on aura pour cet instant ^ = o et ^ = o, et par conséquent h = oeth' = o. Les quantités p et q seront donc nulles pendant toute la durée du mouvement, et l'axe de rotation coïncidera
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toujours avec le troisième axe principal. Il suit de là que si le corps commence à tourner autour d*un de ses axes principaux, il continuera à se mouvoir uniformément autour de cet axe, et c'est par cette raison que ces axes ont été nommés axes naturels de rotation, Réciproqueawent, si Taxe instantané demeure immobile, on est assuré qu'il est un des axes principaux du corps. En effet, pour que Taxe de rotation conserve la même position dans l'intérieur du mobile, il faut que les trois quantités^, ç, r soient constantes, ce qui donne dp=z o, dq = Oj dr=^ o; les trois équations (A) deviennent donc
(G — B) qrdt = o, (A — G) rp dt = o, (B — A)/77rf^ = o.
Si les trois moments d'inertie A, B, G sont inégaux, il faudra, pour satisfaire à ces équations, supposer nulles deux des quantités /?, ç, r; alors l'axe instantané coïncide avec l'un des axes principaux. Si deux de ces moments sont égaux, si l'on suppose, par exemple, A = B, la dernière des équations précédentes est identiquement nulle, et l'on satisfait aux deux premières en supposant r = o. L'axe de rotation est alors situé dans le plan perpendiculaire au troisième axe principal; mais nous avons vu n^ 52, qu'alors tous les axes compris dans ce plan sont des axes principaux. Enfin, si l'on a à la fois A = B = G, ces trois équations seront satisfaites indépendamment de toute valeur donnée à/?, ^, r; mais dans ce cas tous les axes du corps sont des axes principaux. La propriété d'être des axes invariables de rota-
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tion convient donc exclusivement aux axes principaux ; mais il y a à cet égard une distinction à établir entre eux. En efiet, remarquons que, pour que les valeurs de p et de ^f demeurent toujours trèspetites, comme nous supposons qu'elles le sont à l'origine du mouvement, il ne suffit pas que les constantes h et h' soient très-petites, il faut encore que la valeur de la constante n! soit réelle ; sans cela les sinus et cosinus que renferment les quantités/? et q se changeraient en exponentielles, dont les exposants seraient proportionnels à f, et ces valeurs par conséquent pourraient croître indéfiniment avec le temps. Ainsi^ dans le premier cas, Taxe instantané ne fera que de petites oscillations autour de Taxe principal; mais, dans le second, il pourra s'en écarter considérablement, quelque rapprochés qu'aient été ces deux axes dans l'origine. Or, pour que la valeur de n! soit réelle, il faut que le produit (C — A) (C — B) soit positif, c'est-à-dire que le moment d'inertie C, relatif à l'axe principal autour duquel oscille l'axe instantané, soit le plus petit ou le plus grand des trois moments d'inertie A, B, C. Il s'ensuit que , si le mouvement du corps a commencé autour d'un de ses axes principaux, et qu'une force perturbatrice quelconque dérange infiniment peu son axe de rotation, le corps continuera de tourner à très-peu près autour de l'axe principal, si la quantité (C — A) (C — B) est positive; mais, dans le cas contraire. Taxe de rotation s'en écartera indéfiniment, et il suffira alors de la cause la plus légère pour changer totalement la nature du mouvement.
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Ainsi le mouvement de rotation est stable par rapport aux deux axes principaux qui répondent au plus grand et au plus petit moment d'inertie, et il ne Test pas relativement au troisième.
55. Considérons maintenant, d'une manière générale, le mouvement d'un corps qui n'est animé par aucune force accélératrice, et qui peut se mouvoir librement autour d'un point fixe, différent ou non de son centre de gravité. Reprenons les équations {h) du numéro précédent :
kdp -4- (C — B ) çr rf^ = o, \ Brfç H- ( A — C) r/i e// = o, ( [h) Cdr -h {B-^A)pqdt= o. )
Si l'on multiplie la première par p, la seconde par y, la troisième par r, qu'on les ajoute et qu'on intègre leur somme, on aura
A/>*-f-B9^H-Gr» = A. (i)
Si l'on multiplie ces mêmes équations, la première par kp, la seconde par B^, la troisième par C r, qu'on les ajoute et qu'on intègre l'équation résultante, on aura
AV'-f-B^<jr^-hC^r^ = A% (2)
h etk étant deux constantes arbitraires.
La première intégrale est l'expression de la force vive trouvée n^ 53; elle montre que cette force est constante , conformément au principe énoncé if 24.
Des deux équations précédentes, on tire
2_/-^ — AA4-(A— C)Cr^ j ^ ^ ^ ~ (B — A)B * )
Si Ton substitue pour p et q leurs valeurs dans la dernière des équations (A), et qu'on la résolve par rapport à r//, on aura
^[P_BA + (B — C)Cr»][— X'-f-AA-f-(C~A)C7^]
Cette équation donnera par les quadratures la valeur de t en r^ et réciproquement la valeur de r en fonction de t; cette valeur substituée dans les équations {k) fera connaître à chaque instant les valeurs de/? etc. Mais l'intégration d'où dépend la valeur de /, ne peut s'obtenir sous forme finie que dans le cas où deux des trois moments d'inertie A, B, C sont égaux entre eux.
Les trois quantités />, 9, r déterminent (n^ 33) les mouvements du corps par rapport aux axes principaux. Il reste à déterminer les trois angles ç, ^, d qui fixent la position de ces axes. Au lieu de recourir pour cela aux équations (c) (n^ 30), on peut trouver trois nouvelles intégrales des équations (//) qui facilite-^ ront cette recherche- En effet, si l'on multiplie la première de ces équations par a^ la seconde par ft, la troisième par e, qu'on les ajoute, et qu'on intègre leur somme; qu'on répète la naême opération par rapport à a\ b\ c\ et par rapport à n"j b'\ c'\ en faisant attention aux équations [p) ( n® 29) et aux rela-
lions (#w), {n)j n®28, on aura aAp 4- bBq ■+- cCr= /, a'Ap 4- b'Bq ■+- c'Cr= /',
/, /', Z" étant trois constantes introduites par l'intégration. Ces équations, qui coïncident avec les équations (^) (n*^ 29), renferment le principe des aires.
Si ces trois intégrales étaient réellement distinctes entre elles, on en tirerait, sans nouvelle intégration, les valeurs de y, tj^, 0, au moyen de celles de/?, ^, r, qu'on peut regarder comme déterminées. Mais Tune quelconque de ces équations rentre dans les deux autres, en vertu de l'équation (2). En effet, si Ton ajoute ensemble leurs carrés, on voit que cette somme se réduit à
équation qui, en la comparant à l'équation citée, donne entre les constantes A, /, /', l'\ l'équation de condition
Les équations (Z) ne pourront donc servir qu'à déterminer deux des inconnues y, tj^, ô; il faudra nécessairement recourir aux équations (c) (n**31), pour déterminer la troisième, ce qui exige, par conséquent, une nouvelle intégration.
Pour rendre cette intégration possible, on est obligé de faire une hypothèse sur le choix des plans coordonnés, que nous avions jusqu'ici regardé comme arbitraire. On suppose que l'un d'entre eux se confond avec le plan que nous avons nommé invariable, n^ 25.
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La propriété qui le caractérise, c'est que la somme des aires décrites par les rayons vecteurs des éléments du corps pendant le temps t, et multipliées par les masses de ces éléments, est un maximum par rapport à ce plan, et qu'au contraire par rapport à tout plan qui lui est perpendiculaire, elle est égale à zéro. Les constantes Z, /', l" répondent ici aux constantes c, c', c" du n*^ 23 ; cette somme, relativement au plan invariable, est donc égale k\t, \jl^ + l'^ -h /"* ; et en désignant par a, 6, 7 les angles que forme la perpendiculaire à ce plan avec les axes des x^ àesy et des z, on a
cosa=79 cosê = 7i COS7 = -7-
Si Ton prend ce plan invariable pour plan des xy^ on aura / = o, /' = o, /" = A:, et les équations (/) se réduiront aux suivantes,
aA/>+ èB^H- cCr= o, a'kp -h b'Hq -h c'Cr = o,
d'où l'on tire, en vertu des équations {^^ (n*" 28),
„ _ Kp ,„ Bgr Cr
OU bien, en mettant pour rt'^, b'\ c" leurs valeurs n*' 28,
sinG, sin<p, = f- 1 sin0, cos<p,=: j^ , cosO, = — • {o)
Nous désignons ici par ?,, ij^,, ô, ce que deviennent, relativement au plan invariable, les angles y, t|;, 6 qui se rapportent à un plan fixe quelconque.
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Ces équations donneront immédiatement les valeurs des angles ç, et 0^ en fonction du temps au moyen des valeurs connues de /;, gr, r. Pour déterminer le ti'oisième angle ij;,, éliminons dQ entre les deux premières équations (c) ; nous aurons
sin' d^ d^^ = sinô, siny^ pdt -f- sin B^ cos(p^ qdt ;
équation qui, en vertu des précédentes, devient
(A^ - CV^) rf(j;, = - [kp'^l^q^) kdt:,
d'où, en observant que A/?'* -f- Bqf^ = A — Cr*, on tire
Si dans cette équation on substitue pour dt sa valeur, on trouve
^' (^'— CV) y'[;x.»_B//-h'{B-C) C/-'][~>^'4- A/*-h(C- A)C r^] ^ ^ ^
Cette formlile donnera, par les quadratures, ^^ en fonction de r, et par suite ^^ en fonction du temps.
On connaîtra donc à chaque instant les valeurs des six variables /7, ^, r, (p,, ij^^ 0,, ce qui suffit pour déterminer toutes les circonstances du mouvement du corps. Ces valeurs renferment quatre constantes arbitraires, savoir, les constantes ^ et A', et les deux constantes qui sont introduites par l'intégration des valeurs de dt et de t/^,. Les intégrales d*où dépend la solution complète du problème, devraient généralement contenir six arbitraires ; mais il faut remarquer qu'en prenant pour plan des x et des jr le plan principal de projection, nous avons fait disparaître deux de ces arbitraires, puisque cette supposition a donné
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Z z= o, /' = o, et que d'ailleurs les angles ç^, ij;,, ô,, dont nous venons de déterminer les valeurs, ne sont relatifs qu'à ce même plan. Il sera facile, lorsque ces valeurs seront connues, d'avoir celles desanglesç,^);,©, qui se rapportent à un plan fixe quelconque,- par les formules de la Trigonométrie sphérique, et cette détermination introduira deux nouvelles constantes dépendant de la position du plan invariable par rapport au plan fixe, qui, jointes aux quatre précédentes, compléteront le nombre des constantes arbitraires demandé.
En effet, désignons par 7 rinclifiaison du plan invariable sur le plan fixe, par a l'angle que forme avec une droite menée sur le d#rnier de ces plans leur commune intersection, et considérons le triangle sphérique intercepté entre ces deux plans et le plan qui renferme les axes principaux des j:' et des^'. D'après la désignation donnée aux quantités y, ij/, ô, fn ^,j ^n a, 7, il est aisé de voir que les trois angles de ce triangle seront 7, 0^, 180*^ — 9, et les côtés respectivement opposés f — (p,j ^ — a, et ij^^ en supposant que l'angle i]^,, qui se compte sur le plan invariable à partir d'une ligne arbitraire, soit compté à partir de l'intersection de ce plan avec le plan fixe. On aura donc par les formules connues :
cosô = cos7 COS0, — sin7 sinô^ cos^p^, sin(ç — <p^) sinô = sin^j^^ sin7, sin(ij; — a) sinS = sint];^ sinS,.
Ces équations donneront les valeurs des trois angles ç, ^^ 6y au moyen des angles 9,, i|^,, 0^, et des deux
JbuK.<nk4,^
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arbitraires a et y, qui dépendent de la position du corps à l'origine du mouvement.
Il ne nous reste plus, pour achever la solution du problème que nous venons de traiter, qu'à montrer comment les six constantes qui servent à la compléter, peuvent se déterminer d'après les circonstances initiales du mouvement. Pour cela, supposons que le corps ait reçu une impulsion primitive quelconque, qui ne passe pas par son centre de gravité ; soit s^ la vitesse que cette force imprimerait à la masse m, regardée comme un point, en sorte que mi^ soit la mesure de son intensité, et soit déplus f la distance de sa direction au point fixe autour duquel le corps est forcé de tourner; mvfsersi son moment par rapport au même point. Quelles que soient les quantités de mouvement dont sont animés les différents points du mobile, il est évident que Fimpulsion primitive, prise en sens contraire de sa direction, doit leur faire équilibre; d'où il suit que la somme des moments de toutes ces forces, projetées sur un même plan, doit être égale à zéro. Or le moment de la force /wp est le plus grand possible relativement au plan qui passe par sa direction et par le point fixe; ce plan est donc le plan invariable. La somme des aires décrites pendant le temps t par les rayons vecteurs des molécules du corps, projetées sur ce plan, et multipliées respectivement par ces molécules, est y t \/t^ -f- r^ -h /"* = ^ tk. Si l'on multiplie par -^ ^ le moment myfj le produit doit être, par ce qui précède, égal à cette somme. On aiu'a donc k = mifj pour déterminer la constante k.
Si l'on suppose connue, à l'origine du mouvement.
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la position des trois axes principaux du corps relativement au plan invariable, les angles cp^ et 6^ seront donnés, et Ton aura, par les équations (o), les valeurs de p^ q^ r k l'origine du mouvement; en les substituant dans la première intégrale (i), la valeur de la constante h sera déterminée.
Quant aux deux constantes qui résultent de l'intégration des valeurs de dt et de d^^^ la première dépendra de l'instant d'où l'on comptera le temps, et la seconde de l'origine de l'angle tj;,, que Ton peut prendre arbitrairement sur le plan invariable.
Enfin,' les deux constantes a et y, qui déterminent ce plan par rapport à un autre plan fixe quelconque, seront connues, puisque sa position initiale est supposée donnée.
En rassemblant les résultats précédents, on voit ( n® 27) que si un corps, de figure quelconque, reçoit une impulsion primitive qui ne passe pas par son centre de gravité, ce point sera emporté dans l'espace comme si l'impulsion lui était directement appliquée, et que le corps prendra, autour de ce centre, le même mouvement que s'il était immobile. Ces principes servent à expliquer comment le double mouvement de translation et de rotation des planètes, qui paraît au premier abord si compliqué, a pu résulter d'une seule impulsion primitive qui ne passait pas par leur centre de gravité. En supposant la Terre une sphère homogène, dont le rayon est R, et nommant f la distance de la direction de l'impulsion primitive à son centre, on trouve qu'en vertu du rapport qui existe entre la vitesse angulaire de rotation de cette planète,
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et sa vitesse de révolution autour du Soleil, il faut qu'on ait, à très-peu près, y = j^.R.
36. Déterminons enfin le mouvement de rotation d'im corps solide retenu par deux points ou par un axe fixe. Au lieu d'employer les équations (C) du n® 30, il est plus simple dans cette recherche de recourir aux équations primitives (a) du n^ 27. Prenons Taxe fixe de rotation pour Tun des axes coordonnés, pour celui des x par exemple ; supposons cet axe horizontal ainsi que Taxe des j^ et Taxe des z vertical et dirigé vers le centre de la Terre; supposons de plus que le plan des /z, dont la position est arbitraire, passe par le centre de gravité du corps : la dernière des équations (a) (n° 27) suffira pour déterminer dans ce cas toutes les circonstances du mouvement. On aura donc
faisons passer un plan par Taxe de rotation et par le centre de gravité du corps ; il est clair qu'il suffira de connaître la trace de ce plan sur celui des j^^ pour avoir, à chaque instant, la position du mobile. Prenons cette ligne pour l'un des axes de nouvelles coordonnées jr'j z\ et nommons Q l'angle que forme cet axe avec celui des z ; on aura
jrzny cosO H- z'sinô, z= — ^'sin5 -f- z' cosO.
L'équation (a) devient, en y substituant ces valeurs,
^S.(y^ + z'^)^/w = - S.( jZ - zY)dm,
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L'intégrale S (7'*-+- a'^)é/m est le moment d'inertie du corps par rapport à Taxe des or; en désignant donc par A ce moment, Téquation du mouvement de rotation sera simplement
A.^ = -S.(jZ-zY)rfm. (*)
Supposons que la pesanteur soit la seule force accélératrice qui agisse sur le corps que nous considérons; il forme alors ce que Ton nomme un pendule composé^ et Ton a Y = o et Z = g ; en désignant par g l'intensité de la pesanteur. Par conséquent
S.(^Z — aY) dm = S.^Z dm = g cosô S.y dm-^ g sïnB ^,z dm.
Puisque Taxe des z' passe par le centre de gravité, on a S.ydm = o, et S.z'dm = Ma, en nommant a la distance de ce centre à l'origine, et M la masse du corps; l'équation (è) devient ainsi
A. -^ =-Magsm9.
Multiplions les deux membres de cette équation par 2 dQ et intégrons; nous aurons
^ = --^cosÔ + C, (c)
C étant une constante arbitraire.
Cette expression est le carré de la vitesse angulaire de rotation du corps. En résolvant l'équation précédente par rapport à dt^ et en l'intégrant ensuite, on aura t en fonction de 0, et réciproquement 0 en fonction du temps.
Imaginons le mobile réduit à un point lié à l'axe
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des X par une droite inflexible /; on aura /= a et
A = S.(j'^ -h js'^) <f/n = M Z^ ; par conséquent
_.._cosô-f-C.
Cette équation coïncide avec Téquation (2) que nous avons donnée n^ 17 pour déterminer les oscillations du pendule simple; en la comparant à la précédente (c), on voit que les deux corps oscilleront de la même
manière si l'on fait / = — > et si Ton suppose qu'ils
ont les mêmes vitesses initiales^ loi^sque leurs centres de gravité sont dans la verticale, c'est-à-dire lorsque l'angle ô est nul. On pourra donc toujours déterminer, par la formule précédente, la longueur du pendule simple qui fait ses oscillations dans le même espace de temps qu'un pendule composé donné.
On peut conclure de là qu'il existe dans tout pendule coçfiposé un système de points qui oscillent comme s'ils étaient isolés et détachés du corps. Ces points sont situés dans le plan qui passe par le centre de gravité et l'axe de suspension, sur une droite parallèle à cet axe. On nomme ces points centres doscillation.
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CHAPITRE VL
DE l'équilibre des FLUIDES.
37. Un fluide est un amas de molécules matérielles qui cèdent sans résistance au moindre effort que l'on fait pour les séparer. Cette extrême mobilité qui caractérise les fluides et les distingue des corps solides, exige de nouvelles considérations pour découvrir les lois de leur équilibre, et fait de cette partie de la Mécanique une science à part. En effet, il ne suffit plus ici que les forces appliquées au corps qui leur sert d'intermédiaire, se fassent équilibre, il faut encore que chaque particule du fluide soit elle-même en équilibre, en vertu des forces qui l'animeqt et des résistances qu'elle éprouve de la part des molécules environnantes. Exprimons analytiquement ces conditions.
Parmi les propriétés particulières aux fluides, celle qui paraît la plus propre à s'adapter au calcul et à guider dans cette recherche, est la faculté qu'ils ont de transmettre également et dans tous les sens la pression qu'on exerce à leur surface. En effet, on peut regarder la pression que supporte chaque élément de la masse fluide, comme une force qui agit sur lui; cette force varie sur chaque point de la masse, et peut s'exprimer, par conséquent, en fonction des coordonnées qui déterminent sa position. La différence
des pressions qui s'exercent sur deux faces opposées et parallèles de cet élément, est la force qui tend à le mouvoir dans une direction perpendiculaire à ces faces, et dont Teffet doit être détruit par les forces accélératrices qui l'animent; d'où il suit que si l'on considère la masse fluide comme une infinité de petits parallélipipèdes rectangulaires, dont les trois dimensions sont les éléments infiniment petits des coordonnées qui fixent leur position ; qu'on suppose toutes les forces accélératrices qui agissent sur elle, décomposées parallèlement à ces axes, on aura immédiatement trois équations aux différences partielles entre ces forces et la pression qui en résulte, d'où l'on pourra déduire, au moyen du calcul intégral, la mesure de cette forcé, et les relations qui doivent exister entre les forces accélératrices données pour que l'équilibre soit possible.
Toute la théorie de l'équilibre des fluides est renfermée dans ces trois équations générales, auxquelles Clairaut est parvenu le premier, mais qu'il avait déduites d'une manière moins directe et moins simple du principe de l'égalité de pression en tous sens. Nous allons développer ces équations, qui nous seront de la plus grande utilité dans la théorie de la figure des corps célestes.
On divise ordinairement les fluides en deux espèces : les uns incompressibles, comme l'eau et les autres liquides ; ils peuvent changer de forme, mais sans changer de volume ; les autres, tels que l'air, les gaz, les vapeurs, peuvent changer à la fois de figure et de volume ; ils tendent toujours à se dilater et à
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occuper un plus grand espace, et Fexpérience a prouvé que l'effort qu'en vertu de cette propriété ils exercent contre les parois des vases qui les renferment, est, pour un même fluide, pris à la même température, proportionnel à la densité; en sorte que si Ton nomme p cet effort, qu'on appelle aussi \dL force élastique du Jluide^ et p sa densité^ on a /? = A:p; A: étant une constante qui dépend de la nature du fluide et de la température. Le principe de l'égalité de pression en tous sens s'applique également à ces deux espèces de fluides, ainsi que les conséquences que nous allons en déduire.
38. Considérons une masse fluide sollicitée par des forces accélératrices quelconques. Soient dm un des éléments de cette masse, que nous regarderons comme un petit parallélipipède rectangulaire; x^ y y r, les coordonnées de l'angle solide le plus rapproché de leur origine ; le volume de cet élément pourra être représenté par dxdjdz^ et en nommant p sa densité, on aura dm = p.dxdjrdz. Désignons par X, Y, Z, les trois forces accélératrices qui agissent sur dm parallèlement aux axes des coordonnées; Xrfm, Yrf/w, Zdm seront les forces motrices qui sollicitent cet élément dans la direction des mêmes axes.
Nommons /? la pression qui s'exerce sur la face supérieure dzdjr de l'élément r//n, et p' la pression qui s'exerce sur la face opposée, ces pressions étant rapportées à l'unité de surface; {p-^p)dzdy sera la force qui agit sur dm parallèlement à l'axe des x^ en vertu de la liaison des parties du fluide. Les deux forces p et />' sont dirigées en sens contraire ; cepen-
dant, comme la pression qu'éprouve chaque élément du fluide est la même dans tous les sens, on peut supposer que ces forces agissent dans la même direction, et alors p' est ce que devient p lorsque a: varie,
j etz restant les mêmes. On a donc p' — p z=^ -~ dx ;
et la force totale qui sollicite dm suivant Taxe des x^
sera par conséquent IXp — ~-\ dxdjrdz. On aurait
de même ( Yp — -jA dxdjrdz^ et (Zp — ^ ) dxdjdzy
pour les forces qui sollicitent cet élément parallèlement aux axes des jr et des z. Pour qu'il y ait équilibre dans la masse fluide, il faut donc que les trois quantités précédentes soient égales à zéro, ce qui donne
TeDes sont les équations générales de l'équilibre! d une masse fluide homogène ou hétérogène, compressible ou incompressible, sollicitée par des forces accélératrices quelconques. Les considérations trèssimples par lesquelles nous y sommes parvenus appartiennent à Euler.
Si l'on multiplie ces équations, la première par dx^ la seconde par dj^ la troisième par dz, et qu'on les ajoute ensuite, on aura
dp = p{Xdx -^Ydjr ^Zdz). (2)
Le premier membre de cette équation est une différentielle exacte; il faut donc que le second le soit aussi, pour que cette équation soit possible. Cette
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condition renferme seule les lois de l'équilibre des fluides. Si l'on élimine par la différentiation p des trois équations (i), on a
d.pX __ d.pY d.p-yj _d.pZ d.pY _d,pZ df dx dz dx dz dy
Ce sont les équations de condition nécessaires pour que le second membre de l'équation ( 2 ) soit une différence exacte, et par conséquent intégrable. On en tire
-^dY ^ dX dX _. rfZ û?Z dY
dz dz dy dy dx dx ^
équation qui exprime la relation qui doit exister entre les forces X, Y, Z, pour que l'équilibre puisse subsister.
Si les équations précédentes sont satisfaites, l'équilibre est toujours possible, et il ne reste plus à déterminer que la figure extérieure de la masse fluide. Si Ton suppose le fluide libre à sa surface, la pression p sera nulle par tous les points de cette surface; on aura donc, pour chacun d'eux, /? = o, et l'équation (2) deviendra
p (X^x -h Xdy -f- Zdz) = o ;
d'^où il est aisé de conclure (n^4) que la résultante des forces X, Y et Z doit être perpendiculaire à la surface libre du fluide; il faut d'ailleurs que cette force soit dirigée du dehors en dedans; et Ton voit en effet, à priori^ que, sans ces deux conditions, l'équilibre est impossible.
Si le fluide est homogène, la densité p est constante, et en la prenant pour unité, l'équation (2) donne
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simplement
dp = Xdx + Xdj -h Zdz)
c'est-à-dire que, dans ce cas, il faut, pour Téquilibre, que la fonction ^dx -^Ydj -\-Zdz soit une différence exacte. On a alors, pour Téquatioij de la surface libre du fluide,
f{Xda: -+- Ydj -4- Zdz) = const.
Mais cette équation est non-seulement celle de la surface extérieure du fluide, elle convient encore à tous les points pour lesquels la valeur de la fonction / i^dûc + Ydjr •+- Zdz) est la même. Les surfaces que forment ces points ont la propriété de couper à angles droits la résultante des forces X, Y, Z, et c'est par cette raison qu'on les a nommées surfaces de niveau. Supposons le fluide hétérogène, et la fonction Xcfcr -H Yû^ -+- Zûte une différence exacte, ce qui a lieu toutes les fois que les forces X, Y, Z résultent des attractions des différentes parties d'un système de corps, et que leurs intensités sont des fonctions des distances mutuelles de ces corps. Faisons
(f = fiXdx -h Ydjr 4- Zdz);
(p étant une fonction des trois variables .r, j-, z, l'équation ( 2 ) deviendra
dp = pdf. (3)
Pour que le second membre de cette équation soit, comme le premier, une différentielle exacte, il faut que la densité p soit une fonction de ç). La pression p sera donc également fonction de (p, et l'équation de la
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surface libre du fluide sera fonct. (p = const., ou simplement 9 = const,, comme dans le cas de Thomogénéité. La pression et la densité sont donc les mêmes pour tous les points d'une même couche de niveau. La loi de la variation de la densité, en passant d'une couche à une autre, dépend de la fonction de g> qui l'exprime, et lorsque cette fonction est donnée, on en conclut la pression en intégrant l'équation (3).
Il suit de ce qui précède que, pour arriver à l'état d'équilibre, une masse fluide, dont la surface extérieure est supposée libre, doit se disposer de manière, 1^ que la densité soit constante pour toutes les couches de niveau comprises entre deux surfaces de niveau infiniment voisines; a*' que la résultante des forces* accélératrices qui agissent sur la surface extérieure lui soit perpendiculaire.
39. Il convient d'examiner ici un cas particulier qui a, dans la théorie du système du monde, une application très-importante, et qui se déduit d'une manière fort simple des principes précédents : c'est celui où la masse fluide que nous considérons, est douée d'un mouvement uniforme de rotation autour d'un axe fixe. Prenons, pour plus de simplicité, cet axe pour celui des z; soit w la vitesse de rotation commune à tous les points du fluide, et r la distance de l'élément dm qui répond aux coordonnées .r, j* et r, à l'axe de rotation. La vitesse de ce point sera wr, et la force centrifuge qui en résulte (n^ 16) w^/\ Il faudra donc comprendre cette force parmi les forces accélératrices qui sollicitent cet élément. La fonction que
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nous avons désignée par <p (n^ 38) deviendra ainsi
df = Xdx -h Ydj -h Zdz -h w" rdr, et l'on aura
Xda: -^Ydj -h Zdz -h w* rdr = o,
pour l'équation différentielle des couches de niveau et de la surface libre du fluide.
L'introduction de la force centrifuge n'empêchera pas, par conséquent, que la fonction dcp ne soit une différence exacte ; l'équilibre sera donc encore possible, pourvu que les conditions que nous avons énoncées dans le numéro précédent soient remplies.
Telles sont donc les lois qui onirdu présider à la formation de la Terre et des planètes, en supposant qu'elles étaient originairement fluides, et que leurs molécules ont conservé, en se durcissant, la disposition qu'elles avaient prise en vertu de leurs actions mutuelles et de la force centrifuge due au mouvement de rotation de ces corps.
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DU MOUVEMENT DES FLUIDES
40. Les lois des mouvements des fluides sont faciles à déduire de celles de leur équilibre, au moyen du principe de d'Alembert, auquel nous avons déjà ramené toute la Dynamique.
En effet, considérons une masse fluide dont toutes les molécules sont sollicitées par des forces accélératrices quelconques. Soient x^ jr^ z les trois coordonnées d'un des éléments dm du fluide, X, Y, Z les forces accélératrices qui agissent sur lui parallèlement aux axes coordonnés, et p sa densité. Au bout de r instant dt^ les vitesses dont cet élément est animé
dans la direction des mêmes axes, seront -^» -^, -^ ,
' dt dt^ dt
et au commencement de l'instant suivant ces vitesses prendront respectivement les accroissements Xrf^, Ydt^ Zdt par Faction des forces accélératrices; les vitesses de l'élément e/w parallèlement aux axes des coordonnées .r, j^, z, deviennent donc
mais au commencement de ce même instant, les vitesses de l'élément dm sont évidemment
dx , dx dr , dy dz , d
dt de dt dt dt dt
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Il faudra donc, conformément au principe énoncé, qu il y ait équilibre entre ces six vitesses ou les forces qui les produisent, en supposant les trois dernières appliquées à dm en sens contraire de leur direction. On aura donc (n^ 38)
d^-py^-'-dF)' d^-p[^-"dF)'
Ces équations ne suffisent pas pour déterminer les lois du mouvement des fluides ; il resté encore à exprimer que le fluide n'a pas changé de masse pendant qu'il se meut, et cette condition, qui résulte de la continuité du fluide, fournit une nouvelle équation du mouvement. En effet, dm désignant la masse de l'un quelconque des éléments du fluide et p sa densité, on a dm = p.dxdydz : la condition, de la continuité du fluide sera donc exprimée par l'équation p.dxdjrdz = const. ou par l'équation différentielle
d,p{da:dj'dz) = o, (2)
Cette équation, jointe aux trois équations (i), servira à déterminer les quatre inconnues .r, j*, zet p en fonction du temps.
41. Pour développer l'équation (2), observons que les trois dimensions du petit parallélipipède dm deviennent, au bout de l'instant dt^ doc •+• d.dx^ df -h d . dj^ dz -+- d, dz. Mais il faut faire ici une remarque essentielle, c'est que la variation de dx ne provient que de l'accroissement que reçoit la coor-
donnée x^ les variables j etz restant les mêmes; de même, les variations de d/ et de dz ne résultent que des accroissements que prennent respectivement ces deux dernières coordonnées. Pour exprimer ces conditions, nous écrirons de cette manière les trois nouvelles dimensions de dm :
Si l'on suppose que, dans le second instant, la figure de dm soit encore celle d'un parallélipipède rectangulaire, ce qui est exact, aux quantités près du cinquième ordre, comme il est facile de s'en convaincre par la Géométrie, on aura pour le volume de ce parallélipipède
Quant à la densité ^, si on la regarde comme une fonction de a:, ^, z et t^ elle deviendra, au bout de l'instant dt^
p + in^^'-^i^-^t^-r+^dz.
En multipliant donc la densité par le volume, et négligeant les infiniment petits du second ordre, on aura
dm = dxdjrdz[p + ^l dt -h^dx -^"^djr
dû . d'x d-'Y d^z\
et réquation ( 2 ) deviendra p,ir conséquent
dx j ^X , dz
dp S dt ^ dt ' dt /o,
Si le fluide est incompressible, non-seulement sa masse ne doit pas varier, son volume doit encore rester le même pendant toute la durée du mouvement; on aura donc
et, relativement à la densité,
Ces équations remplaceront dans ce cas T équation (2), et, jointes aux équations (i), elles serviront à déterminer les cinq inconnues p, p, x, j", aen fonction de t. Enfin, si le fluide est à la fois imcompressible et homogène, la dernière de ces équations deviendra identique, et les quatre autres suffiront pour déterminer les inconnues du problème.
42. On peut donner aux équations (i) et (3) une forme plus commode dans quelques circonstances. Pour cela, on prend pour inconnues, au lieu des coor-
1 f 1 / 1 • dx dy dz .
données .r, ^, z, de am, les vitesses — ? -^5 -j qui
animent cet élément dans le sens de ces coordonnées, et qu'on regarde comme des fonctions de x^ j^ z et t. Faisons, pour abréger,
dx dy dz
dt dt dt
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Si Ton difFérentie ces équations, en supposant que jc, ^, z et / varient à la fois, et qu'à la place des accroissements dx^ djr^ dz^ on substitue leurs valeurs sdt^ udt^ vdt^ on aura
ds = -^dt -h -^ sdt -h -^ udt -\- -T- vdt^
dt dx dy dz
du = -j-dt -^ —sdt -h- -T-udt 4- -^ \>dt.
dt dx dy dz ^
ds> = ^d-t 4- -r-^dt H- -^udt -h-^^dt.
dt dx dy^ dz
En mettant ces valeurs à la place de -t-> — r^> -r^
^ d^. dt dt
dans les trois équations (i), on aura les suix{^ntes :
dp [^ ds ds ds ds \
dp [rw d^ ^^ dv dv \
Enfin l'équation (3) deviendra, par une transformation semblable 9
dû d.ûs d.pu d,ûv .,v
équation qui, pour les fluides homogènes et incompressibles, se réduit à celle-ci
ds du dv .V
dx dy dz ' \ /
Les équations [a) et [b) donneront les valeurs de s^ w,
V en fonction de x^ jr^ z, t^ et l'on aura ensuite les valeurs de x^ jr^ z en fonction du temps t^ au moyen des trois équations
dx = sdt^ djr = udt^ dz = vdt,
43. Toute la difficulté de la théorie du mouvement des fluides se réduit donc à l'intégration des équations aux différences partielles {a) et [h). Mais cette difficulté est telle, qu'elle a arrêté jusqu'ici, même dans les questions les plus simples, les efforts des géomètres. Il existe cependant un cas fort étendu, dans lequel ces équations deviennent susceptibles d'intégration : c'est celui où la quantité sdx + udj ■+- vdz est la différentielle exacte d'une fonction des trois variables x^ jr^ Zj en sorte qu'en la nommant ç, on a
sdx-h udjr -h i^dz=d(p.
La fonction <p fait connaître les vitesses de chaque molécule du fluide parallèlement aux axes coordonnés, car on a
dx dy dz
Si l'on substitue ces valeurs et leurs différentielles dans les trois équations (a), elles deviennent
dp / ds dff ûf'ç dff flf'ç d(f d^tf \ \
dx \ dt dx dx^ dy dydx dz dzdxj à
dp / du, d^ d^ff d(f d^^ dff d^rf \ I • tv
dx \ dt dx dxdjr dy dy"^ dzdzdy/^i^ ^
dp / dsf dff d^^ d^ d*(f dtf d^(f\ 1
dz '~^'\ de dx dxdz dy dydz dz dz^ ) 1
Si Ton multiplie ces équations, la première par dx^ la seconde par dj^ la troisième par rfz, qu'on les ajoute ensuite, et que Ton suppose la fonction Xctr -^Ydjr -\-Zdz une différence exacte, ce qui est le cas de la nature, et le seul, par conséquent, qu'il convienne d'examiner ici, en faisant, pour abréger,
Xr/x-4- Yr/r-hZrfe=:^n, on aura
p di dt ^ dt
2 \dx^ dy^ '^ dz^ )'
d'où, en intégrant et observant que l'on a
ds , du f dv t j do
-T cix -+- -y-dr -h ^ az = a. -7-7
dt dt ^ dt dt
on tire
/^ ___ rf^ __ I id^ . fîV . f[?'\ [ f) p ^ dt 2 \dx' "*" df' '^ dz' )' ^^ ^
Cette intégrale devrait contenir en outre une arbitraire fonction de t ; mais on peut la supposer comprise dans la fonction ç.
Si l'on substitue de même pour s^ w, v leurs valeurs dans l'équation (ft), on aura
rf(p , d(f , ^?
d^p—L fin—L cl,p — -
dp ^ ^ dx dy ^ dz , ^
C'est l'équation relative à la continuité du fluide.
Ainsi donc les équations du mouvement du fluide se réduisent, dans le cas que nous examinons, aux deux équations (/) et [g). Si le fluide est homogène,
on a, dans la première de ces équations, / — = -? et la seconde se réduit à
dx' ^ dy ^ dz' ^^
Il ne s'agit donc que d'intégrer cette équation ; elle donnera la valeur de y, et en la substituant dans l'équation (y), on aura par de simples difFérentiations celle de p.
Il n'y a aucun moyen de reconnaître à priori tous les cas où la fonction sdx + udjr -^ s^dz doit être une diflférence exacte ; mais on peut démontrer qu'elle le sera pendant toute la durée du mouvement, si elle Test pour un instant donné. En effet, supposons que, pour un instant quelconque, elle soit intégrable et égale à c/ç; dans l'instant suivant, elle deviendra
Elle sera donc encore une différence exacte pendant cet instant, si la fonction j da; -h -^ dj + -^ dz en est une. Or l'équation (e) donne
ds ^ du . dv ^ ,„ dp I , /rfœ' dfù^ rf©'\
Si Ton suppose la densité p constante ou fonction de p, le second membre de cette équation est une différence exacte; le premier l'est donc pareillement, et la fonc-
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tion sdx -^ udy-^-vdz est une différentielle complète dans le second instant si elle l'est dans le premier, et elle demeure telle, par conséquent, pendant tout le temps où le fluide se meut.
Si le fluide part de l'état du repos, et sans qu'il lui soit imprimé de vitesses initiales, on aura j=o, «=o, i^ = o, pour le premier instant : sdx + udjr -\- vdz sera donc une différence exacte pour cet instant, et elle le sera aussi, par conséquent, pendant toute la durée du mouvement.
La fonction sdx -+- udj" -{- vdz est encore intégrable lorsque la masse fluide que l'on considère ne fait que de très^petites oscillations, ce qui permet de négliger les carrés et les produits des vitesses ^, m, s> de ses molécules. Les équations (a) donnent alors simplement
La fonction -j dx + — dj- -i- -j dz^ et, par conséquent, la fonction sdx -h udy -^ vdz^ sera donc une différentielle exacte, si l'on suppose, comme nous le faisons, p fonction de p. En nommant comme précédemment d(f cette dernière différence, on aura
Cette équation, jointe à l'équation (g), relative à la continuité du fluide, renferme toute la théorie des ondulations très-petites des fluides.
Nous avons considéré dans le n*^ 39 une masse
fluide douée d'un mouvement uniforme de rotation autour de l'axe des z; on a, dans ce cas,
s = — (ùjr^ u-=^tMïX^ p = o,
et des équations [a) on tire
^ = rfn + w^ {xdx + fdj).
Cette équation est identique avec celle à laquelle nous sommes déjà parvenus dans le numéro cité ; les deux membres sont des différentielles complètes, et en supposant la densité p constante, on a, en l'intégrant.
L'équation (c), relative à la continuité du fluide, sera également satisfaite, puisque les valeurs ^, «, i^, donnent
ds du dv
^ = 0. ^ = 0, âz = 0.
Les équations du mouvement des fluides sont donc possibles dans le cas que nous considérons, et, par conséquent, ce mouvement peut avoir lieu.
Il est à remarquer cependant que ce cas très-simple est du nombre de ceux où la fonction sdX'^udjr-\-sfdz n'est pas une différentielle exacte : en effet on a
sdjc -^ udj -h s^dz=:(ô{xdjr — jrdx)^
expression qui n'est pas intégrable.
Il suit de là que dans la théorie des oscillations de la mer, résultant de l'action qu'exercent sur elle la Lune et le Soleil, on ne doit pas regarder la fonction sdx'\-udy -{- sfdz comme une différence exacte, puisqu'elle ne l'est pas dans le cas même où la mer ne serait agitée que par le mouvement de rotation qui lui est commun avec la Terre.
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DU MOUVEMENT DE RÉVOLUTION DES CORPS CÉLESTES
Après avoir développé, dans le livre précédent, les lois générales de la Mécanique, nous allons en faire ' Fapplication aux corps du système solaire, et entreprendre, conformément au but que nous nous sommes proposé dans cet ouvrage, de nous élever, par une suite de raisonnements rigoureux, à la théorie des phénomènes que les cieux nous présentent. Les mouvements des corps que nous observons à la surface de la Terre, sont gênés par tant d'obstacles, compliqués par tant de causes secondaires, que les plus simples surpassent souvent les forces de l'analyse; mais il n'en est pas de même dans l'espace des cieux. Une loi générale, qu'il est facile de soumettre au calcul, règle les mouvements des corps célestes. Une force principale les anime, et l'action des forces secondaires est si petite par rapport à la sienne, qu'elle ne cause dans leur marche que de légères irrégularités dont on peut comprendre les effets dans des formules générales qui embrassent à la fois les siècles passés et les siècles à venir, et qui, devançant les observations, présentent, jusque dans leurs moindres détails, les changements ftiturs du système du monde.
C'est à exposer ces formules que ce livre et les sui-
vants seront spécialement consacrés. On peut diviser en trois classes les phénomènes que nous ofifrent les corps célestes. La première embrasse le mouvement de révolution de ces corps autour du Soleil; la se- .conde leur mouvement de rotation autour de leurs centres de gravité; enfin, la troisième comprend tout ce qui se rapporte à leur figure et aux oscillations des fluides qui les recouvrent. Nous allons nous occuper dans ce livre des phénomènes de la première espèce.
CHAPITRE PREMIER
DES FORCES QUI PRODUISENT LES MOUVEMENTS DES CORPS CÉLESTES, OU PRINCIPE DE LA PESANTEUR UNIVERSELLE.
1. Nous voyons chaque jour tous les corps du système solaire, transportés par un mouvement propre d'occident en orient, changer de position dans les cieux et parcourir d'immenses espaces avec d'incroyables vitesses. Il faut en conclure, en vertu de ce prin- 'cipe général de la nature que nous avons nommé l'inertie de la matière, que ces corps sont sollicités par des forces qui sont invisibles à nos yeux, mais dont l'action est permanente. Sans elles, ces corps resteraient immobiles ; ils ne varieraient pas par rapport aux étoiles, et nous les verrions toujours reparaître dans les mêmes lieux du ciel ou nous les aurions aperçus d'abord. Telle est donc la première idée que présentent à l'esprit de l'observateur les mouvements des corps célestes, et la théorie du système du monde se rattache par conséquent à un grand problème de Mécanique, qui consiste à déterminer les mouvements dans l'espace d'un systèmede-corps soumis à des forces quelconques. Les éléments des mouvements des astres, leur figure et leurs masses sont les arbitraires de ce problème, et des données indispensables que la mécanique céleste doit emprunter à l'Astronomie. Mais pour déduire de la solution de cette
question générale des résultats comparables aux observations, il faut nécessairement connaître la nature des forces que Ton considère, il faut savoir quelle est la puissance invisible qui anime ces grands corps isolés dans l'espace, qui fait mouvoir ces masses immenses, sans jamais laisser après elle d'autres traces de son action que les effets qu'elle a produits. Pour nous guider dans cette recherche, et pour éviter de nous égarer dans de vains systèmes, c'est à ces effets mêmes qu'il faut avoir recours; c'est en interprétant convenablement les faits qu'elle nous présente, qu'on peut deviner la nature; c'est en examinant avec soin les phénomènes observés que l'on peut espérer de s'élever jusqu'à leur cause. Si les résultats de cet exa-' men nous ont révélé les véritables lois de la nature, il faudra qu'en les combinant avec les principes généraux du mouvement, nous voyions se reproduire, non-seulement les phénomènes particuliers d'où nous les aurons déduites, mais encore tous les autres phénomènes du système du monde que l'observation nous a fait connaître. Cette découverte aura cessé alors d'être une simple hypothèse, et elle aura atteint le plus haut degré de certitude dont les vérités physiques soient susceptibles.
De tous lés phénomènes que nous offrent les cieux, le mouvement de révolution des planètes et des comètes autour du Soleil, est celui qui paraît le plus propre à nous découvrir la loi des forces qui les produisent. T^a similitude dos orbites des planètes et des comètes, l'identité de leurs figures semblent nous indiquer d'avance que ces forces dérivent toutes d'iui
principe général, et qu'elles ne se modifient qu'à raison de circonstances particulières aux corps auxquels elles sont appliquées. Considérons donc le mouvement d'une planète ou d'une comète circulant autour du Soleil, et déterminons la force qui doit l'animer pour produire ce mouvement.
Une observation attentive du cours des planètes a établi d'une manière positive les faits suivants, qu'en mémoire de l'astronome qui les découvrit, on a nommés les lois de Kepler.
I**. Les aires décrites par les rayons vecteurs des planètes et des comètes dans leur mouvement autour du Soleil^ sont proportionnelles aux temps.
1^, Les orbites des planètes et des comètes sont des sections coniques dont le centre du Soleil occupe un desfoyers.
3®. Les carrés des temps de rés^olutions des planètes sont proportionnels aux cubes des grands aa:es de leurs orbites^ ou, ce qui revient au même, et qui peut s'appliquer également aux planètes et aux comètes, les aires décrites en temps égal, dans différentes
orbites j sont proportionnelles aujc racines carrées de
leurs paramètres .
2. Cela posé, formons les équations du mouvement de /a planète ou de la comète que nous considérons, de manière à satisfaire aux conditions précédentes. Rapportons la position de l'astre au plan même de son orbite; soient a: et ^ les coordonnées de son centre jgoi'avité relatives à deux axes rectangulaires menés parle centre du Soleil; X et Y l(*s forces accélérais.
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trices qui le sollicitent, parallèlement aux mêmes axes, les équations différentielles du mouvement seront, (n« 12, livre I),
Si Ton retranche ces deux équations Tune de Vautre, après avoir multiplié la première par y^ et la seconde par x^ on aura
Il est aisé de s'assurer que xdy — jrdx est ie double de Taire que décrit autour du Soleil le rayon vecteur de la planète pendant Finstant dt. Cette aire, d'après la première loi de Kepler, est proportionnelle à l'élément du temps; on aura donc
xdj — jdx ^=. cdt^ [b)
c étant une constante arbitraire.
La différentielle du premier membre de cette équation est nulle, et l'équation (i) donne par conséquent
Ya:-Xj=:o.
Il suit de là que les composantes X et Y sont entre elles comme les coordonnées jr et jr^ ce qui indique que leur résultante passe par l'origine des coordonnées, ou par le centre du Soleil. D'ailleurs la courbe que décrit la planète ou la comète étant concave vers le Soleil, la force qui l'anime est évidemment dirigée vers cet astre.
Déterminons maintenantes intensités de cette force
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à dififèrenles distances du Soleil. Reprenons pour cela les deux équations (rt). Si on les ajoute après avoir multiplié la première par arfjr, la seconde par idy^ et qu'on intègre leur somme, on trouvera
c' étant une nouvelle constante arbitraire.
Transformons les coordonnées x ^t y en d'autres variables plus commodes pour comparer cette équation aux résultats des observations. Soient r le rayon vecteur de la planète dans son orbite, s> Tangle que forme ce rayon avec Taxe de ^ ; on aura
a: =.r cosi^, y = rsinf^, r = yjx^ + j**,
d'où Ton tire
dx^ '^dy^= dr^ + r* cfif^, xdy — ydx = r^ di^.
Désignons de plus par R la force totale qui agit sur la planète, cette force étant dirigée suivant le rayon vecteur r, et tendant à diminuer les coordonnées x et y ; on aura
X = — Rcos<>, Y= — Rsini^, R = VX^ + Y^
et, par conséquent,
Xdx'^Ydy= -^Rdr.
Si Ton substitue ces valeurs dans l'équation (2) et qu'on élimine dt au moyen de l'équation (/;), on aura
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Celte équation donnera, en Tintégrant, la relation qui doit exister entre le rayon vecteur r et la longitude i^, c'est-à-dire T équation polaire de T orbite, lorsque R sera donné ; dans le cas contraire, en la comparant à Téquation difFérentielie de Torbite, supposée connue, elle servira à déterminer cette force.
Les planètes et les comètes se meuvent dans des sections coniques dont le Soleil occupe le foyer, d'après la seconde loi de Kepler; Téquation générale de ces courbes, rapportées aux coordonnées polaires, peut être mise sous cette forme :
I i-f-^cos(t' — w) / V
n désignant le demi-grand axe, ou ce que les astronomes appellent la distance moyenne', e V excentricité, ou le rapport de la distance focale au demi-grand axe. Le point de l'orbite le plus rapproché du Soleil se nomme le périhélie, et le point qui en est le plus éloigné Vaphélie\ w est l'angle compris entre le grand axe, ou la ligne des apsides, et la ligne fixe d'où l'on compte l'angle v^ ou, ce qui revient au même, la longitude du périhélie.
L'équation précédente est celle d'une ellipse lorsque a est positif, et que e est plus petit que l' unité ;^ elle devient celle d'une parabole quand a est infini et que e égale l'unité; enfin elle représente une hyperbole lorsque a est négatif et que e surpasse l'unité.
Elle donne, en la différentiant,
I dr cftm[v — «)
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d'où, en élevant les deux membres au carré, et éliminant e^sin*(p— w) au moyen de Téquation (c), on tire
L'équation (3) devient ainsi
.^^ ,v rr^ — n = ^ — a/Rr/r.
Celle équation donne, en la différentiant.
Ainsi donc, de ce que les orbes que les planètes et les comètes décrivent autour du Soleil sont des sections coniques, il s'ensuit que la force qui les sollicite est réciproque au carré des distances du centre de ces aslres au centre du Soleil. Cest en vertu d'une force accélératrice dirigée vers le Soleil, et variable suivant cette loi, combinée avec une impulsion primitive, que chacun de ces corps est mis en mouvement dans l'espace.
Réciproquement, si la force R est supposée croître en raison inverse du carré des distances, ou égale à
-? h. étant une constante, la courbe décrite est une
section conique : en effet, si l'on remplace R par sa valeur, Téquation (3) devient
Cette équation est identique avec l'équation (r/)
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lorsqu'on suppose
Ces équations de con^iition détermineront les deux arbitraires a et e; l'équation (c) des sections coniques ne contiendra donc plus que la seule constante arbi« traire w^ et comme Téquation (4) n'est que du premier ordre, elle sera l'intégrale complète de cette équation.
Ainsi donc, ce u^est qu'en vertu d'une force attractive réciproque au carré des distances, qu'un corps projeté dans l'espace peut décrire autour du Soleil une section conique; et la plus légère variation dans cette loi produirait des orbites d'une nature toute différente.
L'intensité de la force R dépend du coefficient A,
ou de sa valeur . ^ • Les trois quantités a^ e^ c
qui entrent dans cette fonction, ont, relativement à chaque planète et à chaque comète, des valeurs particulières, en sorte qu'on ne saurait décider d'avance si cette intensité varie d'une planète à une autre, ou si elle est la même pour tous les corps célestes; mais la troisième loi de Kepler, dont nous n'avons point encore fait usage, va nous fournir le moyen de résoudre cette question. En effet, soit Tle temps de la révolution d'une planète, cT sera le double de l'aire décrite pendant cet intervalle par son rayon vecteur, puisque les aires sont proportionnelles au temps, et que c exprime, comme nous l'avons vu, le double de Taire décrite pendant l'unité de temps. Mais l'aire que
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le rayon vecteur r décrit pendant le temps T, est la surface même de Tellipse planétaire; elle sera donc égale knà^ \li — e^^en nommant n le rapport de la circonférence au diamètre, et Ton aura ainsi
d'où l'on tire
De même, relativement à une autre planète quelconque, en nommant a', ef^ d ^ T', ce que deviennent, par rapport à cette planète, les quantités que nous avons désignées par a, e, c, T, on aurait
_ 4 ff^ a''^
Or, la troisième loi de Kepler donne cette proportion par-cOnséquent
La troisième loi de Kepler s'observe, relativement aux comètes, dans la partie de leur cours que nous pouvons observer; mais, comme les grands axes de leurs orbites et la durée de leur révolution sont généralement inconnus, on calcule leurs mouvements dans des orbes paraboliques. En nommant D la distance du foyer au sommet de la parabole, le paramètre qui, dans l'ellipse, est exprimé par 2<2.(i — e^) , est par rapport à cette nouvelle courbe égal à 4 D 5
on a donc, relativement à une comète quelconque,
h = A:r- D'ailleurs les aires décrites pendant le même
intervalle de temps dans différentes orbites, sont entre elles comme les racines carrées de leurs paramètres, ce qui donne la proportion
c \ c' \\ yfia [\ — e^) \ 7, VD, et, par suite,
Le coefficient h est donc le même pour tous les corps du système solaire, Il suit de là que Tintensîté de la force R est, relativement aux planètes et aux comètes, réciproque au carré de leurs distances au Soleil, et ne varie de Tune à Tautre qu'à raison de ces distances.
Deux planètes, supposées également éloignées du Soleil, seraient donc attirées vers cet astre par des forces égales, et, abandonnées à leur pesanteur, elles s'y précipiteraient avec la même vitesse : la farce qui les sollicite, est donc encore proportionnelle à lefUr masse.
Les satellites, dans leur mouvement autour de leurs planètes, observent, à quelques inégalités près, les lois de Kepler; ils circulent d'ailleurs autour du Soleil à très-peu près comme leurs planètes elles-mêmes, de ^rte qu'en même temps que les satellites se meuvent autour de leur planète, le système entier de la planète et de ses satellites est emporté d'un mouvement commun dans l'espace, et retenu par la même force
autour du Soleil. Il en faut conclure que les satellites sont attirés vers le centre de leur planète, et vers le centre du Soleil, par des forces réciproques aux carrés des distances. Le mouvement elliptique de la Lune autour de la Terre étant, il est vrai, sensiblement altéré par laction des forces perturbatrices, la loi de diminution de la force attractive de cette planète ne saurait s'en déduire d'une manière aussi évidente; mais la comparaison des mouvements lunaires au phénomène de la chute des corps à la surface de la Terre nous offre pour reconnaître cette loi un moyen plus simple et aussi exact. En effet, en comparant la pesanteur que la Terre exerce sur les corps qui l'environnent à la puissance qui retient les planètes dans leur orbite, on voit que ces forces ont entre elles la plus grande analogie. La pesanteur terrestre se manifeste sur le sommet des montagnes les plus élevées, et les expériences du pendule prouvent que son action s'affaiblit à mesure que Ton s'éloigne du centre du globe, il est donc naturel de supposer qu'elle s'étend jusqu'à la Lune en suivant la loi de diminution de la gravité. Comparons, dans cette hypothèse, la hauteur dont un corps pesant, placé au centre de la Lune, tomberait vere la Terre dans la première seconde de sa chute, à l'espace dont la Lune s'approcherait de la Terre, dans le même intervalle, sans la vitesse de projection qui la retient dans son. orbite.
Désignons par tp l'intensité de la pesanteur sous le parallèle dont le carré du sinus de la latitude est | : nous choisissons ce parallèle parce que l'attraction de la Terre sur les points placés à sa surface, est à très-peu
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près la même, comme cela a lieu à la distance de la Lune, que si la masse entière du globe était réunie à son centre de gravité. Si Ton suppose que la pesanteur terrestre diminue proportionnellement au carré des distances, qu'on nommer le rayon de la Terre correspondant au parallèle que nous considérons, et r' la moyenne distance de la Lune à la Terre, la quantité
^ exprimera la force qui solliciterait vers le centre de
cette dernière planète un corps placé au centre de la Lune. La pesanteur sous le parallèle dont le carré du sinus de la latitude est ■^, a pour mesure 9^,79386; mais la gravité est diminuée sous ce parallèle des deux tiers de la force centrifuge due au mouvement de rotation de la Terre : cette force est le -^ de la gravité (n** 16, livre I). if faut donc augmenter dans le même rapport la quantité 9^,79386 pour avoir la mesure de la force totale due à l'attraction de la Terre ; on aura ainsi
La distance moyenne de la Lune à la Terre, d'après les observations les plus exactes, est égale à 6o,36?;5 fois le rayon terrestre correspondant au parallèle dont nous nous occupons : on a donc tout ce qui est néces-
saire pour l'évaluation de la fonction ^ 9 et comme
cette quantité, par les lois de la chute des graves, doit être égale au double de la hauteur dont un corps placé au centre de la Lune tomberait vers la Terre dans la première seconde de sa chute, en nommant h cette hau-
teur, on aura
Comparons cette quantité à la hauteur dont la Lune descendrait vers la Terre dans le même intervalle, en vertu de la force attractive de cette planète, sans la vitesse de projection qui la maintient dans son orbite. Cette hauteur est évidemment égale au sinus verse de l'arc que laLune parcourt sur son orbite en une seconde de temps; si Ton désigne par T le temps d'une révolution sidérale de laLune exprimée en secondes, par /*' le rayon moyen de Forbe lunaire, et par n le rapport de la circonférence au diamètre, cet arc sera égal à
' -^) et comme il est nécessairement très-petit, son
Sinus verse sera a tres-peu près égal a — 7 ( — - — 1 ?
ou a -— —
Nous verrons, dans la théorie de la Lime, que sa pesanteur vers la Terre est diminuée par l'action du Soleil d une quantité dont la partie constante est la ytï partie de cette pesanteur; de plus, la force qui maintient la Lune dans Forbite qu'elle décrit autour de la Terre, est égale à la somme des masses de la Terre et de la Lune divisée par le carré de leur distance mutuelle. Il faut, d'après cela, introduire une double
correction dans l'expression précédente ? pour
avoir l'espace dont la Lune descend verslaTerreenune seconde de temps en vertu de la seule action de la Terre. Or il est aisé de voir que la première correction re-
nature que cette tendance générale qui pousse les corps célestes les uns vers les autres ; il est donc présumable que ces deux forces ont le même niode d'action. Cest d'ailleurs ce que Texpérience confirme de la manière la plus évidente. Ainsi nous ferons voir dans la théorie de la Lune qu'une légère différence supposée dans les actions du Soleil sur la Terre et sur la Lune, troublerait sensiblement l'accord qui existe entre les résultats de la théorie et des observations; et Ton verra dans la théorie des marées, que si les attractions que le Soleil et la Lune exercent sur la partie solide du sphéroïde terrestre, et sur les molécules aqueuses de l'Océan, n'étaient pas idejitiquement les mêmes, les phénomènes du flux et du reflux seraient très-différents de ce qu'ils sont aujourd'hui.
La théorie de la Lune a servi encore à démontrer que la transmission de la gravité, si elle n'est pas instantanée, doit être supposée au moins cinquante millions de fois plus grande que celle de la lumière, qui est, comme on sait, de 70000 lieues par seconde. On peut donc, sans erreur sensible, regarder comme on l'a fait jusqu'ici, cette vitesse comme infinie. Enfin il résulte de l'accord du calcul et des phénomènes observés, que la pesanteur terrestre et la gravitation des corps célestes n'éprouvent aucune altération de l'interposition de corps étrangers entre les points attirés et le foyer d'attraction. Il faut donc désormais reconnaître comme une vérité démontrée par l'accord du calcul avec tous les faits observés, cette grande loi de la nature, savoir : que toutes les molécules de la matière s'attirent en raison directe des masses ^ et ins>erse du
carré des distances. Cette attraction mutuelle agit instantanément, et n'est modifiée ni par la nature des molécules, ni par F interposition de corps étrangers.
4. Le mouvement elliptique que nous avons supposé aux planètes n'est, il est vrai, qu'approximatif, et les corps célestes ne se meuvent pas rigoureusement dans des sections coniques; mais il faut considérer qu'en vertu de leurs actions mutuelles les unes sur les autres, les planètes doivent s'écarter des orbites elliptiques qu'elles décriraient si elles n'étaient soumises qu'à la seule action du Soleil, et comme les masses des planètes sont toutes très-petites relativement à celle de cet astre, ces écarts ne doivent qu'altérer légèrement la forme des orbites elliptiques, et la durée des révolutions planétaires qui leur correspondent ; c'est en effet ce qui a lieu dans la nature. Ces perturbations ne sont donc qu'une nouvelle conséquence du principe de la gravitation universelle; et ce qui caractérise éminemment cette grande loi, dont nous devons à Newton l'immortelle découverte, c'est que toutes les anomalies qui se sont présentées dans les mouvements des corps célestes, et qui ont semblé d'abord devoir en faire contester l'existence, ont été expliquées par elle à mesure que l'analyse a fait de nouveaux progrès, . et n'ont servi qu'à la faire ressortir avec un nouveau degré d'évidence.
Une fois ce grand principe admis, on voit tous les phénomènes célestes s'en déduire sans peine. Les perturbations des planètes, des comètes et des satellites en sont, comme noua l'avons dit, la première con- I. i3
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séquence, et la détermination de leurs inégalités ne dépend plus que de causes qui nous sont connues, et dont nous pouvons par conséquent calculer les effets- Réunies par leurs attractions mutuelles, les molécules dont les corps célestes se composent, ont dû former d*abord une masse à peu près sphérique ; mais leur mouvement de rotation a bientôt altéré cette figure, et, en vertu de la force centrifuge, il a du aplatir leurs pôles et élever leur équateur. La figure des corps célestes n'étant pas sphérique, la résultante de leurs actions mutuelles n'a plus passé exactement par leur centre de gravité, et il a dû en résulter des mouvements qui déplacent insensiblement leurs axes de rotation : c'est ce que l'observation confirme. Enfin Faction inégale du Soleil et de la Lune sur les eaux de rOcéan doit y faire naître des mouvements d'oscillation analogues à ceux que nous présente le phénomène du flux et du reflux de la mer! Mais c'est à l'analyse qu'il appartient de développer ces grands effets de la loi de la pesanteur universelle; c'est à elle de donner à desimpies inductions toute la certitude de vérités rigoureuses.
Nous examinerons successivement ces principaux points de la théorie du système du monde, avec tout le soin que leur importance exige. Les grands progrès qu'a faits l'analyse dans ces derniers temps, nous mettront à même de présenter ce tableau avec un ensemble et une clarté qui peut-être lui avaient manqué jusqu'ici. Newton, par la force de son génie, avait découvert le secret de la nature ; mais l'état d'imperfection où était encore de son temps le calcul algé-
"^^^^ue, ne lui permit pas d'en faire ressortir toutes \es conséquences avec ce degré d'évidence qui peut seul arrêter Tenvie et imposer silence à l'erreur. Les géomètres des siècles suivants consacrèrent leurs travaux à achever l'ouvrage qu'avait si heureusement commencé le géomètre anglais. En poussant successivement plus loin les approximations, ils démontrèrent Fadmirable concordance qui existe entre les calculs résultants de la loi de l'attraction universelle et les phénomènes observés, et ils parvinrent à établir enfin sur des bases inébranlables le plus beau monument que l'esprit humain ait élevé à sa gloire.
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CHAPITRE IL
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU MOUVEMENT D'uN SYSTÈME DE CORPS SOUMIS A LEURS ATTRACTIONS MUTUELLES.
5. Pour embrasser dans toute sa généralité la théorie des mouvements des corps célestes, nous commencerons par former les équations différentielles du mouvement d'un système de corps soumis à leurs attractions mutuelles, en supposant, conformément aux résultats trouvés dans le chapitre précédent, que ces attractions s'exercent en raison directe des masses et en raison inverse du carré des distances. Nous restreindrons seulement l'étendue de cette question par l'hypothèse que les parties du système sont assez éloignées entre elles pour que l'on puisse faire abstraction de la figure.des corps attirants, et les regarder comme des masses concentrées dans leur centre de gravité. Cette hypothèse est conforme, comme nous le ferons voir, à ce qui a lieu dans notre système planétaire.
Soient donc m la masse de l'un quelconque des corps du système que nous considérons; x, Y, z, les coordonnées de son centre de gravité relatives à trois axes rectangulaires passant par une origine fixe quelconque; oc y y y z, les coordonnées d'un des éléments dm de sa masse rapportées aux mêmes axes; nommons m', rri\ etc.*, les masses des différents corps attirants que nous regardons comme des points, et soient
jc\ y f 2' les coordonnées de m'; x'\ j% z'\ les coordonnées de ni'\ et ainsi de suite.
Désignons par r la distance de l'élément dm au corps /-^i? en sorte qu'on ait
/• = ^{cC - xf -t- [f -■ jf + (z' - zf. L'action qu^eu vertu de la loi de la pesanteur universelle ce corps exerce sur dm^ sera égale k—^ Cette ac-
tion étant dirigée suivant la droite r, pour la décomposer parallèlement aux axes des coordonnées, il faudra multiplier l'expression précédente par le cosinus de l'angle que forme la droite r avec chacun de ces axes; on aura ainsi
OU bien .
dx dy dz
En marquant successivement d'un accent les lettres m' et si^ y ^^ qui entrent dans la valeur de r, on trouvera des expressions semblables pour les actions que les corps m", m", etc. , exercent sur dm^ parallèlement aux axes des x^ des y et des z. Soit donc
+ ! + etc.
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La fonction V désignant la somme des masses /»', iifj etc., divisées respectivement par leurs distances à la molécule rfm, les trois différentielles partielles
— , __-_ , —— exprimeront les forces accélératrices dx djr dz ^
dont cet élément est animé, en vertu des actions réunies de tous les corps du système, décomposées pa- • railèlement aux axes coordonnés, et dirigées en sens contraire de leur origine. Ces forces sont celles que nous avons désignées par X, Y, Z dans le n** 27 du premier livre. On aura donc ainsi
_. dr „ dr rj dr
A = -T~9 JL = —7-*' ^ ^= ""T"' dx ay dz
et les trois équations (/>) du n® 27 deviendront
dr
le signe intégral S se rapportant à Télément dm et aux quantités qui varient avec lui, et devant être étendu à la masse entière du corps m. Ces équations serviront à déterminer les mouvements du centre de gravité du corps m dans Tespace.
Sapposons maintenant que Ton désigne par a:, /, z les coordonnées de l'élément rfm, rapportées aux trois axes principaux qui se croisent en ce point, et par ^'t j\ ^'> x'\ f\ ^\ etc., les coordonnées des corps m', m", etc. , relatives aux mêmes axes, on aura^ comme
précédenanieiit,
■ zy
-zy
etc.,
elles trois forces qui agissent sur rélément dm parallèlement aux axes des Xy des jr et des 2, et en sens
opposé a leur origine, seront -^, —, — •
En désignant donc, comme dans le n^ 30, par N, N',N" la somme des moments de ces forces rapportées respectivement aux mêmes axes, on aura
c, I dY dY\ , \
elles trois équations différentielles (C) (n°30), deviendront, par la substitution de ces valeurs,
.j-.(.-c„,=s.(.^^-,'ir),„„, (B)
le signe intégral S se rapportant, comme précédemment, à la molécule dm et devant être étendu à la masse entière du corps attiré. Ces équations serviront
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à déterminer les mouvements de m autour de son centre de gravité.
6. Les. équations précédentes sont indépendantes du nombre des corps agissants du système; elles conserveraient encore la même forme dans le cas où Ton voudrait avoir égard aux dimensions et à la figure de quelques-uns de ces corps. En effet, il suffirait pour cela de supposer que m', m'', etc., dans la fonction V, représentent les éléments infiniment petits de la masse du corps que Ton veut considérer; on aura ainsi
.' V( x" —xf -h [y" ^xY -f- {z" — zy
dm' étant un des éléments de la masse de m'; jc', y y z\ les coordonnées de cet élément rapportées aux mêmes axes et à la même origine que les coordonnées jc^ y^ z; enfin, le signe intégral S' se rapportant à cet élément et devant s'étendre à la masse entière , de w', et de même relativement à drri' ^ dni\ etc. Les seconds membres des équations (A) et (B) dépendront alors de deux intégrations indépendantes Tune de Tautre, la première relative à la masse du corps attiré, la seconde à celle du corps attirant.
Nous désignerons désormais, pour abréger, par V la fonction qui représente la somme des produits deux à deux des éléments du corps attiré par. les éléments des corps attirants du système, divisés respectivement
par leurs distances nuituelles, en sorte qu'on ait V = S,\'dm, ou bien en remplaçant \' par sa valeur, et ne considérant, pour simplifier, que l'action mutuelle des deux corps m et m'
V(x'— jr)'-h(7' — jy^H-(3' — z)^
le double signe intégral S et S' se rapportant, le premier à la molécule ^m, et le second à la. molécule dwl^ et devant s'étendre respectivement Tun à la masse entière du corps attiré, Tautre à la masse entière du corps attirant. La fonction V, ainsi définie, est d'un fréquent usage dans toutes les parties de la théorie du système du monde, et elle jouit de plusieurs propriétés remarquables que nous développerons dans la suite.
Les six équations (A) et (B) déterminent donc complètement les mouvements du corps m dans Tespace ; les trois premières donneront à chaque instant la position de son centre de gravité par rapport à trois axes fixes pris à volonté, et les trois autres détermineront son mouvement de rotation autour de ce point supposé immobile. Nous pourrons donc, conformément à ce que nous avons dit dans le n** 27 du premier livre, simplifier la question dont nous nous occupons, en la divisant en deux parties. Dans la première, nous examinerons les mouvements des centres de gravité des corps célestes dans l'espace, et dans la seconde, leurs mouvements de rotation autour de ces points.
7. Lorsqu'on ne considère que les mouvements de translation d'un système de corps w, /w', iri\ etc., et
qu'on suppose les distances mutuelles de ces corps très-considérabl.es relativement à leurs dimensions respectives, on peut, sans erreur sensible, faire abstraction totale de leur 6gure, et regarder à la fois les corps attirants et les corps attirés comme des points concentrés dans leur centre de gravité. Les équations (A) prennent dans ce cas une forme plus simple; en effet, les coordonnées x^ j^ z de l'élément dm sont alors identique^ avec les coordonnées x, Y-, z du centre de gravité du corps m; si Ton fait donc
mm" m'm'"
etc.,.
on a
dx
et les trois équations (A) deviennent
d'^x ^ d\ fîV _J ' ^^ ^'^^ 1 ^^'^ {é^\
de m dx^ dO '^ .17i ' df^ df lîi dz' ^ *^
En marquant successivement les lettres /n, x^ j^ z d'un accent, de deux accents, etc., on aurait des équations semblables pour déterminer les mouvements des corps m', m", etc. Le système de toutes ces équations réunies fournit un certain nombre d'intégrales relatives aux principes généraux du mouvement, confor-
DU SYSTÈME DÛ MONDE. 2o3
mément à ce quenous avons dit n*** 22 et suivants : c'est ce qu'il est facile de vérifier. Mais, pour intégrer complètement ces équations, et déterminer, par leur moyen, les valeurs des coordonnées or, j^ z,.etc., en fonction du temps, on est forcé de recourir aux méthodes d'approximation .
8. Pour pouvoir employer avec avantage les équations (C) dans la théorie du système du monde, il est nécessaire de leur donner une forme plus appropriée aux usages astronomiques. En effet, dans Fimpossibililé où nous sommes de juger de leurs mouvements absolus dans l'espace, c'est au centre du Soleil que nous rapportons les mouvements des planètes et des comètes; il faut donc, pour pouvoir comparer la théorie aux observations, déterminer les mouvements d'un système de corps m, w', m", etc., autour de l'un d'entre eux regardé comme le centre de leurs mouvements. . Soit M la masse de ce dernier corps, wi, m', w", etc. , celles* des autres corps dont on veut déterminer les mouvements relatifs autour de M; Ç, y}, Ç, les coordonnées rectangles de M rapportées à une origine fixe ; ?-f-^, Ty-f-j^', Ç-hz, celles de /7i; ?H-^, >? 4-^', Ç+2;', celles de m'^ et ainsi de suite; en sorte que ;r, j^ z seront les coordonnées de m par rapport à M; jc', ^', z% les coordonnées de m' par rapport au même corps, et ainsi de suite; faisons de plus, pour abréger,
r = V P'^ +y''- +^'% etc. ,
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et supposons
mm^
rn' m'"
-h =r -h etc.
L'action de m sur M sera exprimée par -^> et cette
action décomposée parallèlement aux axes coordonnés, et dirigée en sens contraire de leur origine, donf nera, suivant chacun de ces axes, les trois forces
mx mj ms
^3 ^3 jri
En marquant successivement d'un accent, de deux accents, etc., les lettres m, or, ^, z et r, on aura, pour les actions de m\ de m", etc., sur M, des expressions semblables; le mouvement de M sera donc déterminé par les équations différentielles
^'Ç y mx d^n my^ d^l, mz
"dF ~ '7^' IF' ~ ' ry IF ^7^'
Cela posé, l'action de M sur w, parallèlement aux axes de ses coordonnées, et dirigée vers leur origine, sera
Mx M/ Mz , - . ^ ,. i d\ 1 d\ i d\
— T? -^ï -7- ] les trois fonctions — • -r » — * ^r-' —zr
r^ r^ r^ m dx m djr rn dz
exprinieront la somme .des actions qu'exercent sur m les autres corps m\ m", etc., décomposées parallèlement aux mêmes axes et tendant à augmenter les coordonnées de m\ on aura donc, en vertu des actions
^^^^ïïies de M, m\m\ etc.,
d\{n^y) dt^
d\[K,^z) df"
d\ ' dx
Mr ^ 1
Mz _ I
d\ ' dz'
' -TT'* -TT' leurs valeurs
Si Von substitue pour ^^, . ^^ , ^^^
ces équations deviendront
y.mx ^ my ^ mz
d'^x ^ Mx ^ ^ mx I dt^ ' r' "^ r^ ~" w
d\ "di'
d^z Mz -, wz 1
dt^ "^ r^ ' r^ ^ m
d\ "dz'
0» peiit leur donner encore une autre forme. En ^«.
effet, si pour abréger on fait M -h m = [i et qu'on* '^^"^ > suppose ^"^ • R
-V-nt -V-etc,
elles deviennent
d'x ~dF
dt^
IF
lix dK
r' ilx
Lagrange est le premier qui ait présenté de cette manière les équations du mouvement des centres de gravité des corps célestes. Ce qui contribue surtout à les simplifier, c'est la considération de la fonction R, analogue à la fonction V dont nous avons fait usage (n** 5), et qui a la propriété de représenter par ses différences partielles les actions perturbatrices qu'exercent les planètes 7n', m'\ etc., sur m. L'emploi de cette espèce de fonctions est également utile dans la théorie des mouvements de rotation des corps célestes, dans celle des attractions des sphéroïdes d'où dépend la détermination de leurs figures, dans la théorie du flux et du reflux des mers, dans toutes les questions enfin où l'on a à considérer un grand nombre de forces de même nature et agissant d'une manière analogue. En réunissant sous un même point de vue des expressions qui seraient sans cela très-compliquées, il rend leurs rapports plus faciles à saisir, et cette notation, fort simple en apparence, introduite par Lagrange dans la mécanique céleste, en contribuant aux rapides progrès qu'elle a faits dans ces derniers temps, a eu pour ^^ s la théorie du système du monde tous les avantages d'une véritable découverte.
En changeant successivement dans les équations (D) les lettres m, a:, j^ z, r en celles-ci, w', x\ y' ^ z', r', m", x'\ jr'\ z", r", etc., et réciproquement, on aura trois équations semblables pour chacun des corps m\ m", etc., ce qui forme un système d'autant d'équations différentielles du second ordre qu'il y a de coordonnées ;r, jr^ z, x'^ y\ z', etc., à déterminer en fonction du temps. Il ne s'agit donc plus que d'intégrer
. ar~^
rw»
ces équations, pour être en état de déterminer à chaque instant la position des corps m, m', etc., dans l'espace ; malheureusement cette intégration n'est pas possible en général, dans l'état actuel de J'analyse : le système des équations (D) et des équations semblables relatives à /»', /n", etc., fournit seulement un petit nombre d'intégrales finies, dépendantes des lois générales qui s'observent dans toute espèce de mouvement. Comme ces intégrales sont de la plus grande utilité dans la théorie des perturbations planétaires, nous allons les développer ici.
9. Si l'on multiplie l'équation différentielle en ^ par M H- 2/71, et les équations en x^ œ'j x'\ etc., la première par w, la seconde par m'^ et ainsi du reste, qu'on les ajoute ensuite, en observant que, par la nature de la fonction X, on a
dk d\ d\ dx "^ dx' "^ dx"
on aura
d'oui
on tire, en intégrant, ^z=z a-^ bt -
l.mx
atlh
étant deux constantes
arbitraires.
On
aurait
de
même
l.mz
a'j b'j a'\ b"j étant des constantes arbitraires. Ces
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équations serviront à déterminer le mouvement absolu de M dans l'espace, lorsque Ton connaîtra les mouvements relatifs de m, m\ m'\ etc., autour de ce corps.
Si ron multiplie l'équation en x par
wr ^ M 4- Z./7I
l'équation en jr par
l..mx
— mx H- m -- , ^ -,
1 équation en x' par
l'équation en j-' par
M-1-2./71' qu'on ajoute ensuite les différents produits, en observant que, par la nature de la fonction X,
dl , dl dl , ^X
on aura
(xd^Y—rd^x\ l,mY d"^ x l.mx d^y ^^—r^ H-t; '^—^'^^-TT—ir. 2./?/ -74=0; dt' y M-f-Z./w dt^ M+2.m dt'
d'où Ton tire, eu intégrant,
(xdy — ydx\ ^»my dx l,mx dy
l.m — ^-— ^^ + =^ 2.m . 2.772 -f- =:const.,
\ dt J M+2.7/1 é/r Mh-2.771 dt
équation qui peut s'écrire ainsi :
^« trouverait d'une manière semblable lesdeux autres intégrales suivantes :
M^^^(xdz^zdy)
c, c\ c" étant des constantes arbitraires.
Ces trois intégrales s'accordent avec les équations (E) (n^ 25 et 26, liv. I); elles renferment, comme nous l'avons vu-, le principe de la conservation des aires.
Si l'on multiplie les équations différentielles (D), la première par
intox — *im-
M-f-S./w' la deuxième par
, l^.mdy
la troisième par >
, l.mdz
qu'on multiplie semblablement les équations différentielles en jc', jr'j z' par les mêmes facteurs, après y avoir changé les lettres m, x\ y^ z hors du signe 2, en m\ x' ^ y* ^ z', et ainsi du reste; qu'on ajoute ensuite toutes les équations résultantes, en observant que l'on a
di d'k d\ , d\ d\ d\
on triiuvèra
(dxd^x-hdrd^f'^dzd^z) nl^.m dx md^x
nl.m ^ r— — — 2 . — 7— -
dt^ M -h 2.W dt^
M-f-2./ii dt^ M-h2./iï dt^ '* '
et, en intégrant,
dx^ -h dy'' -h dz* {l.mdxy-h {l.mdj'y-^'{l.mdzY ^•'" :^7ÏP (M-hl.m)dr
— aM2. 2A = const. ^
équation qui peut s'écrire ainsi :
h étant une constante arbitraire. Cette équation s'accorde avec Téquation (p) du n^26, livre Ijelle renferme le principe de la conservation des forces vives.
Telles sont les seules intégrales premières qu'on ait pu tirer jusqu'ici du système dés équations (D) réunies aux équations semblables relatives aux corps M, m', 7?ï", etc. Elles indiquent des relations qui doivent toujours exister entre les coordonnées de ces différents corps, et qui résultent des principes généraux du mouvement; mais elles sont loin de suffire à leur détermination, et l'on est réduit, pour achever l'intégration des équations (D), à recourir aux méthodes d'approximation. Comme ces méthodes sont princi-
paiement fondées sur ce que les distances des planètes et des comètes au Soleil, et leurs distances mutuelles^ sont extrêmement grandes relativement aux dimensions de ces corps et à celles des systèmes partiels que forment les planètes avec leurs satellites, il est important de feire voir quels sont les avantages que présente à cet égard la constitution du système solaire. Ces considérations serviront d'ailleurs à montrer que les quantités que nous avons négligées dans la formation des équations différentielles (D ), sont en effet toujours insensibles.
10, Ne considérons, pour simplifier, que Faction réciproque de deux corps m et /w', et représentons généralement (n** 6^ par V la fonction qui exprime la somme des produits deux à deux des éléments cUn et dm* dont ces corps se composent, divisés par leur distance mutuelle. Soient x, y, z les coordonnées de dm rapportées à une origine fixe, et x', Y', z' les coordonnées de din! rapportées à la même origine, on aura
dm dm'
le double signe intégral S se rapportant à deux intégrations indépendantes l'une de l'autre, la première relative à la masse du corps attiré, et la seconde à celle du corps attirant, et devant être étendues respectivement aux masses entières de ces deux corps.
Cela posé, soient x', jr'^ z' les trois coordonnées du centre de gravité de m', rapportées aux mêmes axes et à la même origine que x', y', z', et soient œ^^ j\^ z
les coordonnées de dm! relatives à ce centre^ en sorte qu'on ait
Supposons
Si Ton substitue dans cette fonction , à la place de X', y', z', leurs valeurs, qu'on développe ensuite la fonction résultante par rapport aux puissances ascendantes de x\ , jr\ , z, , en faisant, pour abréger,
on aura.
Les dimensions du corps m' étant supposées peu considérables par 4*apport à la distance de m à. m'y les coordonnées x\ , jr\ , z, seront fort petites relativement aux différences or' — x, ^' — Y, z' — z. En conséquence, nous les regarderons comme des quantités très-pelites du premier ordre, dont on peut, sans erreur sensible, négliger les carrés et les puissances supérieures. La valeur de u se réduira ainsi à
Si l'on multiplie cette expression par dmdin'j qu'on l'intègre ensuite par rapport à din\ en remarquant
que les quantités x\ , jr\^ z^ sont les seules qui varient avec dm\ et que, par la nature du centre de gravité, on a
S,x\ din! = o, S'.j] dm' =: o, S'.z dm' = o, on trouvera, en remettant pour r sa valeur,
y __ ^ m' dm ^
"" * ^^(x' — x)» H- (_^' — y)» -h («' — z)»* C'est la valeur que nous avions supposée à la fonction S.Y'dm dans le n** 5, comme il est facile de s'en convaincre en substituant pour V sa valeur dans Texpression V = S.Y' dtn; on voit donc que cette valeur est exacte, aux quantités près du second ordre par rapport aux dimensions de m'. Les trois coordonnées x\ y\ z' étant indépendantes de la position de la molécule rfw?, et le signe intégral S ne se rapportant qu'à cet élémeqt et aux quantités qui varient avec lui, il eçt aisé de voir d'ailleurs qu'on a
Les trois différences partielles — ;t-;ï ~ 5^' "" 5^
exprimeront donc généralement l'action totale du corps f»' sur le corps /n, décomposée parallèlement aux axes coordonnés et dirigée en sens conti'aire de leur origine. On voit donc que cette action est la même, aux quantités près du second ordre, que si la masse entière de m' était réunie à son centre de gravité; les seconds membres des équations (A) et (B) sont donc exacts aux quantités près du njême ordre.
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Soient maintenant ûc^ j^ z les trois coordonnées du centre de gravité de m, et a?,, jr^^ z^ les coordonnées de la molécule (im relatives à ce centre ; on aura
Si Ton substitue ces valeurs dans V, et qu'après avoir développé la fonction résultante on Tintègre, il sera facile de démontrer, par l'analyse précédente, qu'on a, aux quantités près du second ordre,
C'est la valeur que nous avons supposée à la fonction X dans le n^ 7; cette valeur est donc exacte, aux quantités près du second ordre par rapport aux dimensions de l'astre attirant et de l'astre attiré ; d'où l'on peut conclure généralement que l'expression de la fonction V, et par conséquent Faction totale de m' sur /7î, seront les mêmes, aux quantités près du même ordre, que si les masses des deux corps m et m', qui agissent l'un sur l'autre, étaient des points massifs placés à leurs centres de gravité respectifs.
Il suit de là que, dans la recherche des mouvements des centres de gravité d'un système quelconque de corps dont les dimensions soht très-petites par rapport à leurs distances mutuelles, on peut faire abstraction de leur figure, et que leur action réciproque les uns sur les autres est la même, à très-peu près, que si la masse de chacun de ces corps était réunie à son centre de gravité.
Si le système que l'on considère était partagé en plusieurs systèmes partiels, disposés de manière que
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les dimensions de chxicuu d'eux fussent très^petites par rapport iBiux distances mutuelles de leurs centres de gravité, on ferait
m et m' représentant les masses de deux corps appartenant à des systèmes différents, et jc, jr, 55, x% y\ tI les coordonnées de leurs centres de gravité rapportées à une origine fixe. Les différentielles partielles de la fonction V exprimeraient encore les actions du premier système sur le second, parallèles aux axes coordonnés. Or, si Ton désigne par x, y, z les coordonnées du centre de gravité du premier système, et par x', y', t1 les coordonnées du centre de gravité du second, il sera aisé de prouver par l'analyse précédente, et par les propriétés connues du centre de gravité, qu'on aura, aux quantités près du second ordre par rapport aux dimensions respectives de chacun des deux systèmes,
V^(x'-x)*-h(V-YrH-(z'-2}^
d'où il suit que les deux systèmes réagissent l'un sur l'autre, à très-peu près, comme si les corps qui les composent étaient réunis à leurs centres de gravité respectifs, et que par conséquent ces centres se meuvent comme si cette réunion avait lieu en effet.
H. I^ Soleil et les planètes forment un système semblable à celui que nous venons de considérer, les distances des satellites à leurs planètes i tjtit toujours peu considérables relativement aux distances de* la {
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planète au Soleil et aux autres planètes. Il en résulte donc que le système d'une planète et de ses satellites agit, à très-peu près, sur les aiitres corps du système solaire, comme si la planète et ses satellites étaient réunis à leur centre commun de gravité, et que ce centre est attiré par ces différents» corps, comme il le serait dans cette hypothèse. Il s'ensuit encore que l'action du Soleil et des planètes étant à très-peu près la même sur la planète et sur les satellites, ceux-ci se meuvent à très -peu près comme s'ils n'obéissaient qu'à l'action de la planète.
Enfin la constitution du système solaire permet encore d'appliquer aux planètes et aux comètes les considérations sur lesquelles nous avons établi les équations différentielles (D) et (B), et les actions réciproques de ces corps les uns sur les autres sont à très-peu près les mêmes que si leurs masses étaient concentrées clans leurs centres de gravité respectifs. Mais cette supposition, que la petitesse des dimen-^ sions des corps célestes, comparativement à leurs distances mutuelles, rend déjà fort approchée, acquiert par la sphéricité de leurs figures un nouveau degré d'exactitude. En effet, on peut regarder les planètes et les comètes comme étant formées de couches à trèspeu près sphériques, de densités variables, et nous avons fait voir (n*^.19, livre I) que l'action d'une couche sphérique homogène, sur un corps qui lui est extérieur, est la même que si toute sa masse était réunie à son centre; d'où Ton peut conclure encore que les quantités négligées dans la formation des équations (D) et (E), sont du même ordre que l'excès du
sphéroïde attirant et du sphéroïde attiré sur la sphère concentrique. Les différents corps du système solaire réagissent donc les uns sur les autres, à très-peu près comme si leurs masses étaient réunies à leur centre de gravité, non-seulement parce que leurs distances mutuelles sont très-grandes par rapport à leurs dimensions respectives, mais encore parce que leur figure s'éloigne peu de celle de la sphère.
Il n'est plus permis, lorsqu'on considère les perturbations du mouvement de rotation d'un corps, de faire abstraction de sa figure; en effet, les seconds membres des équations (B) dans cette hypothèse se réduiraient d'eux-mêmes h zéro, ce qui est la conséquence nécessaire de ce que la résultante des attractions qui agissent sur le corps, étant supposée passer par son centre de gravité, elles ne sauraient exercer aucune influence sur son mouvement de rotation. Les fofces qui troublent le mouvement de rotation des corps célestes, sont donc du même ordre que l'aplatissement du sphéroïde sur lequel elles agissent, et comme leurs figures s'écartent en général très- peu de la figure sphérique, on en doit conclure par cette seule raison que les forces qui troublent le mouvement de rotation, sont très- peu considérables relativement à celles qui troublent le mouvement de translation. Une analyse trèssimple nous permettra d'ailleurs de comparer ces forces.
En effet, plaçons l'origine des coordonnées au centre de gravité de m, nommons x, jr, z les coordonnées de la molécule dm par rapport aux trois axes principaux qtti se croisent en ce point, et .r', j^ z' les coor-
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données de m' relatives aux mêmes axes et à la même origine, supposons
et faisons, pour abréger,
x^-^ j^'hz'z^ r% x'2 -h y -h js'* = r'^ ;
-en substituant ces valeurs dans celle de V et développant, par rapport aux puissances descendantes de r', Texpression résultante, on aura
H ^ ~ -+- etc.
Si Ton forme les trois différences partielles -7- ? -^)
-^» et qu'on substitue leurs valeurs dans les seconds
membres des équations (B), (n^5), après les avoir multipliées par rf/ii, on verra que le premier terme de la valeur de V disparait de lui-même de ces expressions ; le second terme disparait également après Tintégration par la propriété du centre de gravité qui donne
S.jc^//w = o, S.jrcim = 0^ S.zdni = o. On peut donc, lorsqu'il s'agit du mouvement de rotation, supprimer d'avance ces deux termes et supposer la fonction V réduite à son troisième terme, ce qui donne
Or le premier terme de cette valeur, qui dépend du
carré des dimensions du sphéix)ïde attiré divisé par le cube de sa distance au corps attirant, est précisément du même ordre que ceux que nous avons négligés dans levaluation des forces perturbatrices du mouvement de translation, comme étant très-peu considérables relativement à ceux que nous avons conservés. On peut , juger par là de la petitesse des forces qui ti'oublent \\ le mouvement de rotation des corps célestes et de la ' difficulté de déterminer par l'observation les inégalités qui en résultent. Jusqu'ici, en effet, elles n'ont pu être rendues sensibles que pour deux de ces corps, la Terre et son satellite.
12. Si les corps célestes n'obéissaient qu'à Faction du Soleil, et si leur figure était exactement sphérique, les courbes qu'ils décrivent autour de cet astre seraient elliptiques, et leur mouvement de rotation autour de leur centre de gravité serait celui d'un corps solide qui n'est sollicité par aucune force accélératrice, et qui a reçu seulement une impulsion primitive quelconque, cas que nous avons examiné dans le cha-> pitre V du premier livre. Dans cette double hypothèse, les seconds membres des équations (E) et (B) se réduisant à zéro, ces équations deviennent intégrables; et comme en effet les planètes, les comètes et les satellites se meuvent à très-peu près, les premières autour du Soleil, les seconds autour de leurs planètes, comme s'ils n'obéissaient qu'à l'action des forces principales qui les animent, on peut regarder les résultats qu'on obtient de Cette manière comme une première approximation des mouvements célestes, et les forces négli-
gées ôomme des forces perturbatrices dont le seul effet est d'y produire de faibles altérations. Un beau procédé d'analyse, dont la première idée est due à Euler, et qui a été ensuite perfectionné par I^agrange, permet de tenir compte de semblables forces, quel que soit leur mode d'action sur les mobiles (pourvu seulement qu'elles soient supposées très-petites par rapport aux forces principales), par de simples varia- Il tions données aux constantes qui entrent dans les in^ tégrales de la première approximation, c'est-à-dire dans les intégrales trouvées en faisant abstraction de$ forces perturbatrices. Les deux principaux problèmes du système du monde, la détermination du mouvement de translation des corps célestes et de leur mouvement de rotation autour de leur centre de gravité, se trouvent ainsi ramenés à une simple question analytique qui les embrasse tous deux dans sa généralité. Nous consacrerons le chapitre suivant à exposer cette féconde méthode d'intégration; en appliquant ensuite aux équations différentielles (E) et (B) les formules générales qu'elle nous fournira, nous parviendrons, par des approximations successives, à déterminer de la manière la plus simple le double mouvement des corps célestes avec un degré de précision que les observations les plus exactes ne sauraient jamais atteindre^
CHAPITRE m
INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU MOUVEMENT d'uN SYSTÈME DE CORPS SOUMIS A LEURS ATTRACTIONS MUTUELLES.
15. Nous avons donné dans le chapitre précédent les équations différentielles du mouvement d'un système de corps soumis à leurs actions mutuelles, et nous avons fait connaître les seules intégrales finies qu'on soit parvenu jusqu'à présent à tirer de ces équations. Nous allons développer dans celui-ci la méthode d'approximation la plus lumineuse que l'on ait encore imaginée pour suppléer à cette imperfection de l'analyse.
Pour traiter cette question d'une manière générale, considérons un système de corps m, m', m'\ etc., agissant les uns sur les autres d'une manière quelconque, et sollicités de plus par des forces accélératrices dirigées vers des centres fixes ou mobiles. Les résultats que nous obtiendrons, auront ainsi toute l'étendue dont la question est susceptible, et il sera facile ensuite d'en faire l'application aux équations différentielles du double mouvement de révolutipn et de rotation des corps célestes.
Nous avons montré, dans le chapitre IV du livre I, que la détermination des mouvements d'un pareil système pouvait toujours être ramenée à un nombre d'équations différentielles du second ordre égal à celui
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dès variables indépendantes que chaque question comporte. Une intégrale qui résulte dans tous les cas de ces équations, est celle qui est fournie par le principe des forces vives. Si Ton désigne par Xj jj z les coordonnées de w^parx', j^, z' les coordonnées de w', etc., rapportées à trois axes rectangulaires, et que, pour abréger, on représente par T la moitié de la somme des forces vives du système, en sorte qu'on ait
^=^\ df^ )-*-TV dF^ )-+-etc.;
qu'on nomme de plus V l'intégrale de la somme des forces dont le système est animé, multipliées respectivement par l'élément de leur direction, c'est-à-dire qu'on fasse
cette intégrale devient (n^ 24, livre I) 'T- V = A, [a]
h étant une constante arbitraire.
Les coordonnées j:, jr^ z, ^'\ f\ etc., déterminent à chaque instant la position des corps agissants du système. Ces variables sont en général liées entre elles par des équations de condition qui dépendent de la nature du système, en sorte qu'il ne reste finalement qu'un nombre de variables indépendantes égal à trois fois le nombre des corps, moins le nombre des équations de condition. Nous supposerons, comme cela a iieu ordinairement, le nombre de ces variables indépendantes réduit à trois, ç, ij^, 5, et nous désignerons, pour abréger, par ç ', ^\ 6\ les différences de
ces variables prises par rapport au temps t^ et divisées pai- l'élément du temps, en sorte qu'on ait
U sera toujours possible, en ayant égard aux équations de condition, d'exprimer les coordonnées JC',^^ z^ a:', etc., et leurs différentielles, en fonction des nouvelles variables 9, ij;, 0, (f\ ^'^ 6\ et il suffira de substituer à leur place ces valeurs pour convertir dans une fonction semblable une fonction quelconque de j, j, z, or', j', etc. Ainsi donc, nous pourrons regarder désormais la quantité que nous avons désignée parT, comme une fonction de 9, ij/, 6, ç', ^j^', 6\ donnée dans chaque cas particulier.
De même, si Ton suppose, comme cela a lieu dans la nature, que les forces dont le système est animé sont dirigées vers des centres fixes ou mobiles, et représentées en intensité par des fonctions de la distance des différents corps du système à ces centres, la valeur précédente (le V sera une formule toujours intégrale,, et sa valeur finie sera une fonction des coordonnées ar, j, r, jr', jr\ z\ etc., et par conséquent des variables y, ^j;, 5, fonction qui sera donnée dans chaque cas particulier. Quand des centres d'actions étrangers au système seront mobiles, la fonction V renfermera, en raison de leurs mouvements, le temps /, indépendamment des variables ç, ^j/, ô; mais elle ne pourra contenir, dans aucun cas, les différentielles de ces variables.
Cela posé, différewtions, par rapport aux variables.
9, ^j;, 6, ç', ij;', ô', réquatioii [a) ; on aura
rfT , rfT .. é/T^, ^T^, ^T _,. ûTT ..,
^v^ rfV^, rfV^^ ^
On peut donner à cette équation une autre forme. En effet, puisqu^on a généralement
^ - 2 \ dT- ; "^T V dT^ J +etc.,
il est clair que, quelles que soient les valeurs qu'on substitue pour Xy jr^z^ x\ etc., dans cette quantité, T deviendra une fonction homogène de deux dimensions par rapport aux dififérences des nouvelles variables qu'on aura choisies. On aura donc, par la propriété connue de ces sortes de fonctions,
dff'dt'^ dy dt '^\lB'dt'^ ^ ^'
Substituons la valeur résultante de T dans l'équation {a)j et différentions ensuite; nous aurons
dT , . ^T ,., dT ,^,
Si de cette équation on retranche l'équation (i), et qu'on observe que les variations r/y, r/^j;, dQ, étant indépendantes entre elles, on peut égaler séparément à zéro leurs coefficients, on aura les trois équations
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différentielles suivantes :
dt
rfT
rfV
dt
dt
dT
~ rfô
rfV
Ces équations serviront à déterminer les variables 9, i|^, 9, en fonction du temps. C'est sous cette forme que Lagrange présente dans sa Mécanique analytique les équations générales du mouvement d'un système de corps.
On peut leur donner une forme plus simple, en supposant
ce qui donne, en observant que la fonction V ne contient pas les variables 9\ ^', 6',
rfT dV dT dV dT dV . .
' = df = d^' " = rff = 5+'' ""=7^=7^'' ^Pf
Les équations (c) deviennent ainsi
di~ dff' di~ d^' S ~~ rfô ' ^^
et les équations du mouvement d'un système de corps m, m% etc., sont ramenées à la forme la plus simple qu'elles puissent prendre.
Les trois quantités s, u, i^, sont données par les I. i
équations {p) en fonction de 9, <{;, ô, f% i|;', d' ; réciproquement, on peut conclure de ces équations les valeurs dey', tj^', ô', en fonction de ç, cj;, 6, ^, w, (;, et transformer par conséquent une fonction quelconque des six premières variables en fonction des six autres; mais on doit observer que les différences partielles de cette fonction prises relativement à fy t|;, 6, ne seront pas les mêmes dans les deux cas. Ainsi, lorsqu'on regardera U comme fonction de f^ i|/, 6 y Sy M, i^, ses différences partielles relatives à ces trois variables ne seront pas les mêmes que les différences partielles de cette même quantité regardée comme fonction de 9, ^j;, 6, f% i^\ 0\ Pour les distinguer,
nous désignerons par — > — > ^r' les différences
prises daiis la première hypothèse, et par les mêmes expressions entourées de parenthèses, les différences relatives à la seconde. Ces dernières différences partielles forment les seconds membres des équations {d); on aura donc, conformément à cette notation,
Or l'équation U =fonct. ((p, ^j;, 6, 9', ij^', 6') donne, en y regardant f\ ^'^ B' comme fonctions des variables 9, ^ify 6, Sy «, Vy
flTU _ /rfU\ rfU d^ dff \^?/ *^?' ^?
d^ _ /£U\ du dff' IL ^ dVdB^
JU
dV
df
dU dB' dB' df^ '
dV
r/U dB' dB' d^'
Si Ton tire de ces équations les valeurs de ij-)^ |— ], (i^jj et qu'on les substitue dans les équations (rf')> ^" mettant s^ Uj ^ k la place de — ,i ^-jy>
on aura
ds dt ~
du_
dt" dv^_ dt '
^f dB'
rfu _ . rff _ li! __ li'
e/ij/ c/\|; </^|f ^Tp
dV do' d^' dB'
dO d9 dQ dO
Telle est donc la forme que prendront les équations différentielles du mouvement lorsqu*on choisira pour variables j, w, v, au lieu de y', ^\ 6'.
Si Ton différentie la première de ces équations par rapport à ij^, la seconde par rapport à 9, en regardant s^ M, V comme constants ; qu'on les retranche ensuite l'une de l'autre, on trouve
d^f dt
dfû.dt
Nous avons surmonté d'un trait ces différences partielles et les suivantes, pour rappeler que dans les ^^i^^ntiations qu'elles indiquent ç), ^j^, 6 et s^ w, u /•^gardées comme six variables indépendantes ^ de l'autre.
qx:b sturait d'une manière semblable
d^v df.dt
dQ.dt dQ.dt d^.dt
Si Ton difFérentie par rapport à ^ la première équation (e) sans faire varier qp, ^^ ô, on trouvera
d'<f' - ^ ds.d^
d^^ d^' ds.dtf d(f
ds.dt ■"
ds.dff
** ds,dff
Mais si Ton prend la différence partielle de U par rapport à la variable s qui n'entre dansU qu'autant qu'elle est contenue dans les valeurs de f\ ^'^ 6\ et qu'on
mette à la place de ^,9 ^-,> ^,» leurs valeurs Sy u
Vy on trouve
£U __ ^' rff rfe'
ds ds ds ds
Cette équation est identique lorsqu'on y considère U, (f\ ij;', 6' comme fonctions de q>, ^j 6, s, Uy v; on peut la différentîer par conséquent par rapport à l'une quelconque de ces six variables. En différentiant par rapport à ^ , on a
as,aff as^aff ds.dff > as»aff
La valeur de ^-j^ en vertu de cette équation^ se réduit à
d'7 _ _ ^ / X ds.dC~ dff' ^"^
En différentiant sembUblement la même équation par rapport à 1/ et à i^^ et en considérant les valeurs
des différences partielles - — r-» . ^ > on aurait
* du,di^ dv,dff
d^s _ _ ^ rf»7 __ _ ^' / X du.dt dff'^ dif.di dif'^ ^
ds,dt ^ d\ *
d'u du.dt
dy
dsJt "" dB '
d'^ du.dt
dy
ii^P dB' dç.dt ^ f/ô
Les deux dernières équations {e) donneraient, par des considérations analogues,
io)
Enfin, si Ton différentie l'équation {n) par rapport à M, et la première des équations (o) par rapport à s^ qu'on retranche ensuite les deux résultats Tun de Tautre, on trouvera
rf'y^ __ d^y d(f,du df,ds
et par conséquent
dit ds ^^ ^
On aurait d'une manière semblable
dv ds dv du ^'■'
Ces diverses relations nous seront utiles dans ce qui
va suivre.
15. Revenons maintenant à la question principale qui doit nous occuper ici. Supposons qu'étant parvenu à intégrer complètement les équations (c) dans l'état où elles se présentent, de nouvelles forces accélératrices dirigées vers des centres fixes ou mobiles, et dont les intensités sont représentées par des fonctions des distances de ces centres à leurs points d'applications respectifs, viennent à agir sur les différents corps oij, m\ etc., du système, et qu'on se propose d'avoir
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égard, dans la solution du même problème, à Tintervention de ces forces. Si Ton désigne par il l'intégrale de la somme de ces nouvelles forces multipliées chacune par l'élément de sa direction (quantité que, pour abréger, nous nommerons à l'avenir la fonction perturbatrice)^ comme ces forces sont absolument de même nature que celles d'où dépend la fonction V, il suffira, pour y avoir égard, de substituer V -+- û à la placede V dans les équations (c). Les équations du mouvement du système altéré par les forces perturbatrices, seront ainsi
dt
dT
rff _ ^ _ ^ — Ifî } (/) dt '
dt
dT
dV
da
dJ d^
dy ^
dci " d^'
d% dO
dy ^ dB "
da
équations qu'on' peut ramener d'ailleurs à une forme analogue à celle des équations (rf'). En effet, il est aisé de voir qu'il suffira pour cela de substituer U — û à la place de U, dans les équations
les valeurs des quantités représentées par ^, «, p qui ne dépendent que de la fonction T ne seront pas changées, et les équations précédentes se trouveront seulement augmentées d'un nouveau terme, c'est-à-dire
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^^leVon aura
""-(Ty)"-^-?"'-}
Il est inutile d^entourer de parenthèses les difFéreijces partielles de la fonction £î, comme on le fait à regard de celles de la fonction U (d'après la remarque du n*''l4), parce que ii ne contenant pas les variables y', ij^', 6', ses différences ne changent pas quand on regarde ç', tj;', 5' comme fonctions des variables (pi ^, 9, J,*«, if.
l\ s'agit donc d'intégrer les équations (a) en supposant qu'on ait complètement intégré les équations (i), c'est-à-dire ces mêmes équations (2), dans le cas où Ton fait abstraction de leurs seconds membres.
La méthode d'intégration que nous nous proposons de développer consiste à satisfaire aux équations (a) parles mêmes intégrales fournies par les équations (i), en faisant seulement varier les constantes arbitraires qu'elles renferment, de manière à remplir cette condition.
Les équations (i) étant du second ordre par rapport aux variables y, <|<, ô, leurs intégrales finies contiendront six constantes arbitraires a, 6, c^fjgj //, et l'on pourra par leur moyen exprimer les valeurs 4es variables qp, ij/, 9, en fonctions du temps t et de
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ces constantes; de sorte qu'on aura généralement
<p = fonct. («, b, c,f, g, k, r); 4» = fonct. {a, b, c,f, g, h, r),
6 = fonct. (a, b, c, /, g, h, t).
Pour satisfaire aux équations (a) par les mêmes expressions finies de ç, ^^ 6, nous difFérentierons deux fois de suite les valeurs de y, i(/, 6, en |y faisant varier à la fois le temps t et les constantes a, 6, c, fjg^h} nous substituerons ensuite dans ces équations les valeurs résultantes, et nous aurons ainsi trois équations qui serviront à déterminer les variatidiis que doivent prendre les quantités a^ b^ c, etc.; mais comme ces variations inconnues sont en nombre double de celui des équations auxquelles elles doivent satisfaire, nous pourrons les assujettir encore aux trois équations de condition qu'il nous plaira de leur fixer.
Ce qu^l y a de plus simple à cet égard est de supposer que les différentielles premières des variables ç, tp, Q conservent la même forme dans le cas où Ton fait varier les arbitraires a^ ft, c,/, g", h^ et dans le cas où elles sont regardées comme constantes; c'està-dire qu'on égalera à zéro la partie de chaque différentielle rf(p, r/(|>, dQ qui résultera de la variation de ces arbitraires. On aura de cette manière trois nouvelles équations de condition, qui ne renfermeront, ainsi que les trois autres, que les différentielles premières des six quantités a, ^, c,/, g, h. C'est là le grand avantage de ce procédé.
Nous désignerons désormais par la caractéristique d^, placée devant une fonction quelconque du temps t et des constantes a^ A, etc., la différentielle de cette
fonclion prise en y faisant varier ces dernières quan tités seulement, de sorte qu'on aura, par exemple,
Cela posé, en vertu des trois équations de condition que nous nous sommes données, nous aurons d'abord
â(p = Oy â^ = o, &9 = o. (A)
Si Ton différentie une seconde fois les expressions deç), ^|/, 6, en y faisant varier le temps /, et les constantes arbitraires qu elles renferment, et qu'on substitue leurs valeurs dans les équations (a), les différentielles dsj cfuj dv seront augmentées en vertu de la variation des constantes de cf^, àu^ âv. Les fonctions ù et U, ainsi que leurs différences partielles, ne changeront pas, parce qu'elles ne renferment, la première, que les variables y, cj^, ô, la seconde, que ces mêmes variables et leurs différentielles premières, et que ces quantités restent les mêmes, soit que l'on traite les arbitraires a, è, c^fj g. A, comme variables ou comme constantes. On aura donc ainsi
Les valeurs de ç, ^^ 6, sont supposées satisfaire à ces
équations dans le cas où la fonction Q est nulle^ et qaôn les différentie seulement par rapport à / ; on a donc identiquement
*-(^)'''=°' '"'-(^)*=°' ''•'-(5?)*=«' et les équations précédentes donnent simplement
fiff ^ d^ ^ dB ^ ^
Ce sont trois nouvelles équations de condition auxquelles devront satisfaire les variations différentielles des arbitraires a, bj c,J^ g y h. Jointes aux trois équations (A), elles suffiront pour déterminer ces. variations. En effet, en les développant, on aurait six équations du premier ordre et linéaires par rapport aux différentielles da^ dh^ de, dj^ dg, dh] on pourrait donc obtenir par les procédés ordinaires de l'élimination, les valeurs de ces différentielles ; mais on arriverait par cette voie à des formules très-compliquées. On parvient à exprimer directement ces valeurs d'une Hianière très-simple, par les considérations suivantes.
16. Supposons que Tune quelconque des intégrales premières auxquelles auront conduit les équations différentielles du mouvement (i), ne contienne qu'une seule arbitraire a, cette équation intégrale, résolue par rapport à cette constante, sera de cette forme :
ou bien, en regardant^ comme nous l'avons fstit précédemment, (p, y, ô' comme dçs fonctions de y, ^^ G,
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Sr li^ f, données par les équations (p),
a = fonct. (y, (J;, 6, ^, w, p, ^).
Cfef^e équation étant une des intégrales premières des équations (i), il s'ensuit que sa difFérentielle comp/ète, prise en y regardant a comme constante , doit se réduire à zéro quand on y substitue, pour ds^ du^ dv^ leurs valeurs données par ces équations. Si l'on différentie donc l'expression de a en y faisant varier à la fois les constantes et les variables, et qu'on substitue pour isy duj &v^ leurs valeurs données par les équations (B), en observant que ^f = o, â^ = o, J9 = o, on aura simplement
, [dada da d£l da da\ , .,.
Celte formule détermine directement la valeur de la variation différentielle da; mais on peut lui donner une autre forme qui ade grands avantages dans plusieurs questions du système du monde, en employant au lieu des différences partielles de la fonction iî prises par rapport aux variables ç), ^j;, ô, ses différences relatives aux constantes a, A, c,J\ g, A, introduites par la substitution des valeurs connues de 9, ij/, Ô, en fonction du temps et de ces arbitraires. En effet, si l'on, regarde 9, ^j;, 6 comme fonctions de «, 6, c^fy g, A, on aura
da __ da da da db da de d-a df da dg da dh
d^ da d^ db dtf de d<f djTd^ dg dff dh d<f
da __ da dd da dh da de da df dCl dg da dh
d^ da d-^ dh d^ de d-^ df d^ dg d^ dh d^
fia ^da da dadh da de da df dadg dad/i
dê'^d^ di'^ dh W^ 'd^dB'^dfTê'^d^Jé'^dhdB'
Hr'^^-V-
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équations dans le cas où ' ^^'r^s^jssionyderfa don-
quôn les différentie «^ j^*^
donc idenliqueme . -'^ >> j- — îî^\ — dt
et les éq»
y^ //i3 de ,da dc\ dû, ,
fdadj^ da^dj[^ da^df\d^.
'^dff '^ dad-if"^ dp dBj df
da dg da dg\ dû. , liid^ '^dJd~B]dg
/à [ds
(da dh da dh da dh\ dû , dsd^'^diid^'^di^ Tb) 'dh ^'*
Qn peut faire disparaître de cette expression le terme
miiitiplié par j-j en observant que la fonction û ne
contenant pas les variables y', 4^', 0'^ ne peut renfermer non plus les quantités J, w, P; on aura donc
dû dûda dûdb dû de dûdf dûds dûdh
ds da ds dh ds de ds df ds dg ds dh ds '
dû _ dû da dû db dû de dû df dû dg dû dh __ du da du db du de du dfdu dg du dh du '
dû^dûda dûdb dû de dûdf dûdg dûdh^ dv da dff db dv de dp df d» dg dp dh d»
Si Ton multiplie ces quantités nulles, la première par — » la seconde par -j^t la troisième par — r et qu'on retranche leur somme de la valeur précédente de da,
^ da db da db da db da db da db\ da \ds df df^ds dud^ d-^ du dv dB dBdvJdb
(da de da de da de da de ila de da dc\ da ds dif d(fds dud^ d^ da dv dB dé do J de (^<f_^^ ^çÇ/__rfflû^ dadf^da_d/\da '^\dsdif dfds'^dud^ d^ du"^ dp dB^dUv/df '
(dadg dadg da dg da dg da dg da dg\ dû. ds dtf dtfds dud^ d^ du dç d9 d9 du ) dg
^(— — ^^^^ rf/irfA^darf/* dadh dadh\da \ds d(f d^ds dud^ d^ du dv dB dB dv ) dh
Cette expression de da est en apparence plus compliquée que l'expression {h) d'où elle est déduite, mais elle jouit d'une propriété bien remarquable,
da ' ' ^ / c'est que les cofficients des différences partielles ^» i
— > etc., deviennent indépendants du temps t^ après
qu'on y a substitué, pour y, ^^ 6, s^ m, ^, leurs valeurs en fonction de t et des arbitraires a, ô, c^J\ g, h. Comme c'est à cette propriété que la méthode d'approximation que nous venons d'exposer doit ses principaux avantages dans les applications, nous ne pouvons nous dispenser de la démontrer ici d'une manière directe, quoique cette démonstration exige quelques développements.
1 7. Pour cela, reprenons la valeur que nous avons supposée à la constante a dans le numéro précédent :
a = fonct. (9, (j;, ô, Sj w, i^, t).
Si, après avoir tiré de cette expression la valeur de — >
:, fV ^ -^^
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on la différentie par rapport à t^ en observant que
ë=?'' S = ^'' 2 = 0', on aura
j da _ / d^a d^ a , d^ a d^a ^,
' df \d(f.dc dif' » dif.d^'^ d(f,dB
d^a ds d^a du .rf'a dv
d ff ,ds dt dff,dudt dt^.dv
mais, en prenant la différentielle complète de a par rapport à ^, on a
\ da da f da , da r^t da ds
da du da dif _^ \ ^ '
du dt dv dt
Si l'on considère dans cette équation ^\^' y 0' comme des fonctions de y, ^^ 9, j, m, v^ données par les équations (/?), et qu'on remplace -r? jj — par leurs valeurs tirées, des équations (a), son premier membre deviendra une fonction de t^ (p^ ij;, 0, s, «, t^, qui devra être identiquement nulle. Cette équation subsistera donc encore en y faisant varier séparément Tune quelconque de ces sept quantités.
Supposons cette substitution effectuée, et différentions Féquation résultante par rapport à 9; on aura
d^a d^a , d^a , d^a ^, d^ a ds
d^t'^ d^^ '^ d<f.d^^ "*" d^7d9 "^ d^sJt
d^a du d*a dp da dm' da d'if'
dtf,du dt d(f.d(f dt d<f dt^ d^ dtf
da d^' da d^s da d^u da r/»T
d9 df^ ds d<f,dt du dtf.dt dv d<f,dt ^
OFTHEFACJ.
récéd de cette équation,
et la valeur précédente de d.— deviendra, en vertu
. da _ fdadff' da d^ da dQ' * d<f \d^ d<f d^ d<f dQ dff
da d^s da d^u
da d'v^.
dv dff.di)
ds d(f,dt du d<f,dt
On trouverait de la même manière :
^ da _ /da d^ ^ ^ da dB^ d^~ ^ [d^d^ '^ d^d^ "^ dBd^
da d^s da d^u^ da d^v \ 1.,
"^ 57 d^,dt ^ dû d^t "^ d^ d^.dt) '
j da _ _^ /da d^ da dj/^ dad^
' dB ~ \df dB "^ d^'dB"^ dBlB
da d^s da d^u
ds dB.di du dB.dl
dv dB.diJ
Il faut bien remarquer que, dans ces expressions, nous désignons par ^^, ^^, ^^, etc., les va-^ leurs de -^> -7-9 -r» dans lesquelles on fera varier snc-
dt dt dt *
cessivement y, ij^, 6, en regardante, «, (^, comme constants.
Si Ton suppose à la constante h une valeur sembla-
ble à celle de a^ on trouvera pour ^.^î ^-^^ ^•"To'
des expressions analogues aux précédentes, en changeant simplement dans celles-ci «en h. Cela posé, si
Ton multiplie l'expression de d,— par — ? l'exprès-
y . da dh y, 11 db da
sion de a, -j- par — ^' 1 expression de a. — par — *
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celle de t/.— par — — ; Texpression de ^/. — par —^^
celle de à,— par — — > qu'on les ajoute ensuite, en observant que, d'après les équations (m), on a
d^T _ d*u d^s _ rf'p" </'<7 __ rf'7
d^.dt~ dff.dt'' dB.dt'^ df.dt^ TfÔ^di "" J^/.^/r'
on trouvera que leur somme se réduit à
ila j db db . da da m db db , da da , db db » da
-7- ".3 T""»-; — l-"7~"«TT — "i-"*"r; +"t-"-'t;: — T" "•"ï;:
as df^ as a<f du anp au ay ne ad dv dB
_ r/^ db^dadb\d^ (^^^^^\ \^\df ds ds d<fjd(f \d^ ds ds d^ )
dff
dadb^^da_db\d^ dBds '^ dsdQj dff
(^^_da elb\ d^ /da db da db \ d^ \df du du d^j d'if \rf>p du du d^J di^
il)
dadb__dadb\dB^ ^dû du dBj d-^
dV dB
fdadb^_dadb\d^ (^^_dadb\ \d^ dv du dtfJdB \d^ dt^ dp d^J
[dBdf^ dPdBJdB]
Reprenons la valeur de la constante a. Si Ton différentie par rapport à ^ sa différence partielle prise relativement à la variable s^ on aura
M da r d^a d^a , d^a , d^u ^,
57 ■" {di^t "^ d^s ^ '^ dJTdi T "^ 5ô7S
+ d^a ds d^a du d^ a dv~] .
ds' dt^ ds.du dt^ ds.dv dt\
Mais, en faisant varier s dans Téquation identique (5),
on a
T ^^ ^,L ^c T ^ dfi dx
ds.dt dff.ds^ d^.ds^ d^.ds
d^ads d^a du d*a dv •
'^'dFde ds.du "di ds.dv di
da dff' da dj/^ da dB'
'^ d^'di "^ 7^ ir '^ Tè'ds
da d^s da d^u da d^v
ds ds . de du ds .dt d» ds.dt
rf'7 d^u
Nous exprimons, dans cette équation, par , , ' d. d "
^-^ y les différentielles des valeurs de -;-? -^y -j prises
en y regardant y, tj;, 6, m, i^, comme constantes, et divisées par ds.
L'expression de cl. -j- se réduit ainsi à la suivante :
, //tf __ _^ Ida^ d^[ da d^' da dB' ' ds \^^ ^^ d^ €ls 'dB ds
da d^s da d^u da d^tf \ ,
"^ ds ds.dt "^ lit dsTdt "^ dv ds.dt) '
On trouvera de la même manière :
dafl£ dady dadB^ d(f du d^ du dB du
da d^s da d^u da d^v
.da ^ fdadff[ ^ da d^' , da dB'
' dv \rfflp (h
ds du . dt du du . dt dv du . da^d^' dadB^ d^'É^'^ dB dç
da rf'T \ , ds dv.dt ' du dp.dt ^ dv dv . dt)
da d^s da d^ u
On aurait des expressions semblables pour les différentielles rf.^ 5 d.—'i d,j-y.en changeant seulement a en b dans les équations précédentes. Si Ton multiplie maintenant l'expression de d. -^ par — ? celle de
d,— par — -^\ l'expression de d.— par —9 celle de ^•Ê P^"^ ~ %^' rexpression de r/. J par '-, celle de d,— par — -Ti-i et qu'on les ajoute ensuite, en observant que les équations (ç) donnent
d^_d^ ^__d^ dff' _ d^ ds du dv du dv ds
u * * * ^'^~ d^^ d~s (rZ
et en substituant pour 3— r? -; — r' -, — r' -r—r^ ^^c-^ *^ ds.dt du.dt 'dv.dt ds.dt
leurs valeurs données par les équations («) et (o), on aura
db da da db db da da db db da fia db f/(p ' ds d<f ' ds d^ du d^ du dB ' dv dO ' di^
— __ [Y— — — — — \ ^' i——^ — ^-\ ^"^^ L\^7 ^^ ^^ c/ç/ É^(p \d<fdu du d(f j'd-if
'^[d^dv d^d'^jdB
-H /^ûf^__^^6\ rff /dja^db__dadb\dy \d'^ ds ds d-^J dff \^
d"^ du du d-^ ) rf^J# /da_db dadb\dj/_ \d^lh'"di d'^l "rfF
db\d<^ dBJ 71^
'^ [dQds ds de) d^'^ \dO du du
dadb ^dadb\ d^ .
diid^'^dçdBI ~ *'^'
^ second membre de cette équation est égal, au signe pfès, au second membre de Téquation (/); on aura donc, en ajoutant membre à membre ces deux équations,
da j db db j da db , da da , db ds d(f as dtf acp ds dff as
da 1 db ^^ ^ ^^ ^^ W ^^ da , db du ' d"}^ du ' d-^ d-i^ ' du d'^ * du
da * db db J da db t da da j db
^^ dv dO dv d9 dQ dv dO dv
Le premier membre de cette équation est évidemment I^ différentielle complète, par rapport à t^ du
coefficient de -^ dt dans l'expression de da. En effet,
en intégrant, on a
• ^if da db da db da db da db da db __
■jT'J© riffds du d'if d^ du dv dB dB dv *'
^Qi\ Von peut conclure que ce coefficient ne contient pg^ste temps t implicitement, et ne saurait être qu'une fonction des constantes a et A, et des autres arbitraires ^-enfermées dans les intégrales des équations différentieWes du mouvement, après la substitution des valeurs de (p, t^j 9, ^, w, if en fonction de t et de ces arbitraires. On prouverait de la même manière que le temps disparaîtrait dans les autres coefficients des
. ^, 11 da da ,
différences partielles -^> ^j etc.; en sorte que la va-
Jear de la variation différentielle c{a se trouvera exprimée au moyen des différences partielles de la fonction n prises par rapport aux constantes a^ />, c, /, g, //, f ijiultipJiées par des fonctions de ces mêmes quan-
tités indépendantes du temps. Il en serait de même des variations des cinq autres arbitraij-es è, c^f^ g, h,
18. Cet important résultat constitue le principe fondamental de la nouvelle théorie de la variation des cojistantes arbitraires^ que nous devons aux derniers travaux de Lagrange. Son génie lui fit soupçonner au premier aperçu que la forme très-simple que Laplace et lui étaient parvenus, après de longs efforts, à donner aux variations différentielles des éléments des orbites planétaires, ne devait être qu'une conséquence particulière d'un théorème général de Mécanique, indépendant des formules du mouvement elliptique, et bientôt après il réussit à étendre l'analyse qui l'avait si heureusement guidé dans ses premières recherches, aux équations différentielles du mouvement d'un système quelconque de corps soumis à des forces dirigées vers des centres fixes ou mobiles, et représentées en intensités par des fonctions des distances de leurs points d'application à ces centres. Le beau théorème que nous venons d'énoncer, ainsi généralisé, devint applicable à un grand nombre de questions de Mécanique qui n'avaient point été jusque-là complètement résolues.
Nous représenterons désormais les coefficients des différences partielles de £î dans la valeur de da^ par les symboles (n, i), {ajC)y etc., de sorte qu'on aura, par exemple,
^ da db da db da db da db da db da db
"^^^ ^^7hd^''d^ds~^di^'^d^dri'^d^d9'~dÔdi^^ ^ '
La quantité (rt, b) exprimera ainsi généralement une
certaine combinaison des différences partielles des valeurs de a et A, prises par rapport à y, cj^, 6, 5, w, v. Il suffira de permuter entre elles, dans cette expression, les lettres a^ è, c^f^ g, A, prises deux à deux, pour former les valeurs des quantités (a, ^), {^yj\ [a, g), etc.
Diaprés cette notation, {b^ a) doit représenter ce que devient (a, è), en y changeant les lettres a tlb entre elles. Or, si Ton effectue cette permutation dans réquation précédente, on voit que son second membre ne fait que changer de signes ; on aura donc généralement
Enfin, si l'on combine la lettre a avec elle-même, ou qu on substitue dans la même équation a à la place de ft, pour former la quantité (^, a), on aura
IjVxpressiou que nous avons trouvée dans le n" 16, pour la variation différentielle de a, deviendra donc, d'après la notation que nous venons d'adopter,
-=(.,ft)_+(«.c)-+(«,/)_+K^)_+(«,A).-;(D)
et Ton aurait des compressions semblables pour déter-.. miner les variations des cinq'autres arbitraires ft, c, Jrg,h.
Il faudra, pour appliquer la méthode d'intégration précédente, commencer par former dans chaque cas particulier les quantités [Oyh)^ (rt, c), {byC)j etc., en
combinant les différences partielles des valeurs des constantes arbitraires du problème, prises par rapport aux variables 9, 4^, 5, et aux fonctions s^ u, s^ de ces variables et de leurs différentielles. Ces symboles seront en nombre égal à celui des combinaisons différentes qu'on peut faire en perinutant ensemble les six lettres a, A, c^ f^ ^', //, prises deux à deux, c'est-àdire qu'on aura à calculer quinze quantités de cette espèce. La valeur de chacune d'elles sera en général une fonction des six constantes arbitraires contenues dans les intégrales des équations du mouvement; cependant il poiu*ra arriver quelquefois qu'elle ne contienne que quelques-unes.de ces arbitraires; dans d'autres cas elle n'en renfermera aucune, et se réduira à une constante déterminée. Ces quantités seront toujours faciles à former, lorsqu'on aura préalablement exprimé les arbitraires en fonction des variables ç, cp, 6, s^ Nj i^, ainsi que nous l'avons supposé n*^ 16. Mais, comme cette préparation pourrait entraîner souvent dans des éliminations compliquées^ il est bon d'avoir le moyen de l'éviter; or, c'est ce qui est facile. En effet, supposons la constante h^ par exemple, fonction des variables 9, d^, 0, ^, w, i^, et d'autres coustaotes c^J] g, de sorte qu'on ait
h = fonct. (9, (];, 9, s, M, M, c, f, g) ;
il faudrait substituer pour c, J\ g, leurs valeurs eu fonction des variables ç, tj;, 6, 5, w, i^, pour ramener cette valeur de è à la forme que nous lui avons supposée n°16. Mais, en prenant ses différences par-
tielles par rapport aux mêmes variables, on a
db _ (db\ . db dc^ dh^df db dg ^~" \d<f) de d(f d/df dg d(f*
db _ /^\ db (k db^df dbilg ds \ds ) de ds df ds dg ds
etc.
Nous désignons par (^Jj (^)' ^^c? ^^^^ parenthèses, les dififérences partielles de 6, prises abstraction faite des constantes c^fj g.
Si Ton substitue ces valeurs dans la formule (C), il est aisé de voir qu'on aura
/ ; \ / N db . , ^ db , , db , ^ .
Nous représentons par (a, b) la valeur de (a, b) qu'on trouverait en combinant les différences partielles de a et fc, abstraction faite des arbitraires c^f, g que contient b.
Il sera facile de former les combinaisons (a, c\ (d, g), (^,/), puisqu'on suppose a, c^ f^ g donnés immédiatement en fonction de qp, ip, 0, f, w, i>; on aura donc sans peine, par la formule précédente, Texpression de (rz, A).
Quand les valeurs des quinze quantités (a, -b)^ (a, c), [hjC)j etc.^ seront déterminées, comme nous venons de le dire, on les substituera dans la formule générale (D), et les variations différentielles des arbitraires se trouveront exprimées au moyen des différentielles de M fonction Û, prises par rapport à ces constantes, et multipliées par des coefficients indépendants du
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t6mps t^ conformément au théorème général démon* trén<>17.
Dans chaque ca$ particuher, la forme des expressions auxquelles on parviendra, dépendra de la manière dont les arbitraires a^ by c, etc., seront exprimées en fonction des variables ç, i|;, 0, j, «, (/, et par conséquent des constantes arbitraires qu'on aura choisies pour compléter les intégrales de la première approximation. On obtient des formulas extrémemeni simples, en prenant pour arbitraires les valeurs des six variables ç, t|^, 0, j, m, v^ à une époque déterminée, à Tinstant, par exemple, d'où Ton compte le temps t. En effet, si l'on désigne par a, S, 7, X, y?, |x, ces six quantités; qu'on substitue a et g à la place de a et ^ dans la formule (C), on aura
dcLd^ dcnd^ doLdZ dot. dt dad^ dadQ
^^' ^'^ dsdf ^ds dud-^ d^ du d^d9 dldp'
Or, comme on est assuré d'avance, d'après la démons-» tration générale du n^l7, que le second membre de cette équation est indépendant du temps t,^ il est clair qu'on n'en changera pas la valeur en y substituant
simplement pour V' ^» etc., leurs valeurs dans lesquelles on fera ^ = o. Mais on a évidemment dans ce cas
da. dt df d\ dyi dfn,
d^"^^' d^"^^' Te^^' ^""^' ^""'^ ^ = '-
Toutes les autres différences partielles des constantes a, ê, 7, etc., sont nulles d'elles-mêmes, d'où l'on peut conclure qu'en prenant deux à deux les six lettres a.
è,yAj^y[^-> on aura
(a,X) = - I, (g, >?) = - I, (7, fx)= — I.
Tous les autres coefficients (a, 6), (a, 7), (X, S), etc., seront nuls, de sorte que l'on aura, pour déterminer les variations de a. S, 7, X, y?, jul, les six équations suivantes :
da , , _ ûfa , , d£i , \
rfX= :t- «^', ^>î= -jjdt, dy^=z -j-dt,] ac!. 00 ay /
Ces foru^ules sont les plus simples que puisse fournir Fétat de la question. Liigrange, après avoir démontré d'une manière ingénieuse, mais indirecte. Tindépendance des coefficients (a, X), (6, 13), (y, jtx), par rapport au temps <, s'en est servi pour en déduire les expressions générales que nous avons trouvées pour les variations des six constantes arbitraires a, by c^f^ gy h. En effet, quelles que soient les constantes qui entrent dans les intégrales de la première approximation, elles ne peuvent être que des fonctions des six quantités a, 6, 7, X, yi, jul, et il suffira pour les obtenir de supposer t = o dans ces intégrales. La quantité û peut d'ailleurs être considérée, soit comme une fonction des six constantes primitives a, S, 7, etc., soit comme une fonction de^ six constantes arbitraires a, i, c, etc.; et Ton peut conclure par conséquent les différences partielles de û, relatives aux premières, des différences partielles de la même fonction, relatives aux dernières. Si l'on différentie ainsi, par rapport au temps ^, les six constantes a, A, c, etc. , regar-
25o THÉORIK AiNALYTIQUE
dées comme fonctions de a, ê, etc., qu'on substitue pour r/a, ^ê, etc., leurs valeurs données par les équations (g\ et que l'on convertisse ensuite les différences de (î, relatives à a, S, etc. , en différences prises par rapport à a^ 6, etc., on retrouvera sans peine la formule (D). et les formules semblables relatives à 6, c, etc., auxquelles nous sommes parvenus directement. Au reste, les formules (g) ont paru jusqu'ici plus remarquables par leur forme que par leur utilité.
19. Lorsque les variations différentielles des constantes rt, /?, c, etc., seront déterminées par ce qui précède, on aura par l'intégration leurs valeurs finies, qu'on ajoutera respectivement à ces constantes dans les valeurs des variables ç, ^^ 0, trouvées en faisant abstraction des forces perturbatrices; on connaîtra ainsi les valeurs de ces variables qui satisfont aux équations du mouvement troublé, et qui doivent dans ce cas déterminer à chaque instant la position du système. Mais, comme les quadratures d'où dépendent les valeurs des variations finies des constantes arbitraires rt, 6, etc., ne seront pas possibles en général, on sera réduit à les déterminer par des approximations successives. On commencera par n'avoir égard qu'à la première puissance des forces perturbatrices; on obtiendra ainsi une première valeur approchée des constantes arbitraires regardées comme variables, à l'aide de laquelle on pourra tenir compte du carré des forces perturbatrices ; et en continuant de la même manière, on parviendra à des valeurs intégrales aussi approchées que l'on voudra.
Concilions donc généralement que Ton peut toujours représenter Taction des forces secondaires qui ag'issent sur un système quelconque de corps, et qui ne font que troubler les mouvements que ces corps auraient en vertu des forces principales dont ils sont animés, par les variations des constantes arbitraires qui entrent dans lès équations intégrales trouvées en faisant abstraction des forces perturbatrices. Si Ton détermine ces variations de manière à ce que les inrégrales premières soient, comme les intégrales finies, les mêmes dans les deux mouvements, leurs différentielles se trouveront exprimées par des formules trèssimples, au moyen des différences partielles de la fonction perturbatrice, et Ton pourra donner à ces formules une forme très-commode pour les applications, en employant, au lieu des différences partielles de cette fonction relatives aux variables du problème, les différences partielles prises par rapport aux constantes introduites par les intégrations.
Ces considérations semblent surtout applicables à la théorie du système du monde. Les perturbations causées dans les mouvements de révolution et de rotation des planètes par leurs attractions mutuelles^ en offrent, comme nous l'avons dit dans le chapitre précédent, une application directe; celles qui dépendent d'une cause spéciale, comme les inégalités de Ja Lune dues à l'aplatissement de la Terre, s'en déduisent aussi facilement. Enfin, on peut encore re-* garder comme une force perturbatrice la résistance du fluide éthéré que les corps célestes peuvent être obligés de traverser, et les principes précédents donneront le
moyen d'avoir égard à cette action. Nous Tavons dit, c'est à Lagrange qu'est due la belle théorie que nous venons d'exposer ; mais.il avait suivi, pour la traduire analytiquement, la marche inverse de celle que nous avons adoptée. Il commença par déterminer les différences partielles de la fonction que nous avons désignée par û, relatives aux constantes arbitraires ré-» sultantes des premières intégrations; il les exprima au moyen de leurs variations différentielles multipliées par des fonctions de ces mêmes constantes, et il par-^ vint d'une manière très-simple à démontrer que ces fonctions étaient toujours indépendantes du temps. Il fallait ensuite que, par les procédés ordinaires de l'élimination, on tirât de ces formules les valeurs des variations différentielles des arbitraires qu'il s'agissait en définitive de déterminer; mais cette opération devait entraîner souvent dans de longs calculs, et Ton pouvait désirer encore une méthode directe pour parvenir au même but. M. Poisson entreprit de la décou^vrir, et il y réussit dans un beau Mémoire lu à l'Académie des Sciences en 1808. Si l'analyse qu'exige le problème abordé ainsi directement, est plus compliquée que celle de Lagrange, cet inconvénient est plus que compensé par l'avantage d'arriver à des formules qui résolvent immédiatement, et sans avoir besoin d'aucune transformation, la question qu'on s'est proposée. Au reste, ce grand géomètre avait senti luimême les défauts de la méthode qu'il avait d'abord suivie ; il parvint à la corriger et à éviter par des considérations ingénieuses ses principaux inconvénients , en sorte que la théorie générale de la variation des conr
stantes arbitraires dans les problèmes de Mécanique atteignit, sous les yeux mêmes de son inventeur, toute la perfection désirable. Il restait à en faire Tapplica-r tion à la Mécanique céleste, à réunir ainsi sous un même point de vue les découvertes des grands géomètres qui en ont fait l'objet de leurs méditations, à faire dépendre enfin la détermination des diverses inégalités des mouvements des corps célestes d'une même analyçe^ comme elles dérivent toutes d'un même cause. C'est à atteindre ce but que cet ouvrage est spécialement destiné. Les mouvements de révolution des planètes, des comètes et des satellites, les mouvements de rotation des planètes autour de leurs centres de gravité, les dérangements qu'elles peuvent éprouver dans leur marche par la résistance d'un fluide trèsrare, occuperont successivement notre attention dans ce livre et dans les suivants, et Ton verra tous les faits dépendants de ces phénomènes dériver naturellement des principes que nous venons de développer, et qui, dans l'état imparfait de nos connaissances analytiques, doivent désormais servir de base à la théorie mathé«^ matiqne du système du monde.
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CHAPITRE IV
PREMIÈRE APPROXIMATION DU MOUVEMENT DE RÉVO- LUTION DES CORPS CÉLESTES, OU THÉORIE DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE.
20. Si Ton n'a égard qu'à raction réciproque des deux corps m et M, et qu'on fasse abstraction des autres corps m', m'\ etc. , du système, les équations (E), qui déterminent le mouvement relatif de m autour de M, se réduisent aux suivantes :
rf^ + 7^=«' ^+T'=°' rfT' + 7ï = *>' («)
en supposant, pour abréger, r= >Jx^ 4-/^ H- z^, et juL = M 4- m, c'est-à-dire égal à la somme des masses du corps attirant et du corps attiré.
Comme ces trois équations différentielles sont du second ordre, leurs intégrales complètes devront renfermer six constantes arbitraires dont la détermination dépendra des circonstances primitives du mouvement. Développons ces intégrales.
Si l'on multiplie la première des équations précédentes par jTy qu'on la retranche de la seconde. multipliée par jr, et qu'on intègre l'équation résultante, on aura
€ étant une constante arbitraire.
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Oh trouverait d'une manière semblable les deux autres intégrales
c' ^\d' étant deux nouvelles arbitraires.
Si Ton multiplie ces trois équations, la première par 2, la seconde par y^ la troisième par Xy et qu'on ies ajoute, on a
cz-^- dy '\- d" x=.Oy (i)
équation d'un plan mené par Torigine des coordonnées ; ce qui nous montre que la courbe décrite par m autour de M, est contenue dans un plan passant par ce dernier corps. Si l'on nomme q? Tinclinaison de ce plan sur celui des xj et a l'angle que forme leur comnaime intersection avec l'axe des x^ il est aisé de voir qu'on aura
c" c' tang(p sina = — ? tt-ingç cosa = ;
$0^v\ontire
tanga = - ^, tang 9 = ^— ^
Et en faisant, pour abréger, c^ -4- c'^ 4- c"^ = A:^,
c = /r cos 9, dz=z -^ k sin <p cos a, c" = /: sin (p sin a.
Les deux angles a et ç>, qui fixent la position du plan de la trajectoire, seront déterminés par ces équations lorsque les constantes arbitraires Cy c', c" seront connues; réciproquement, on aura les valeurs de ces constantes au moyen des trois autres arbitraires a, (f eî
k : on peut donc substituer ces trois dernières arbitraires aux précédentes.
L'équation (i) représente Tune des intégrales finies des équations (a). Pour obtenir une nouvelle intégrale, multiplions la première de ces équations par a dx^ la seconde par 2 rlj^ la troisième par 2 i1z\ ajoutons-les ensuite et intégrons leur somme; en observant que xdx •+-jrdjr -+- zdz = rdr^ nous aurons
h étant une constante arbitraire.
Mais si l'on ajoute les trois équations [b) et (c), après les avoir élevées au carré, et qu'on fasse, comme précédemment, c^ -f- c'^ h- c"* = A*, on a
x^df^ H- dz^) -hx^ (^^^^ -^dz^) -^ z" [dx^ -f- df^)
di* 7,{xy dxdjr -f- xz dxdz + yz drdz) . j
équation qu on peut écrire ainsi ou bien
i^x^^y^^ z^){dx^ ^ dy^ H- dz") ^ (x^J?H-r^r4-zrfz)« _ , ,
dt^ dr ~ ^
r'jdx'-^dy^dz') r'dr' ., , ,.
dT^ dt^ - ^ • ^^^
Si 1 on elnmne ^^--^ — entre cette équation et
Téquation (c), et si Ton résout par rapport à dt l'équation résultante, on aura
dt = ^ ^^- {g)
\/:ifir—hr'—A\ ^°'
Cette équation donnera t en fonction de r, et réciproquement r en fonction de t. On aura en l'intégrant la seconde intégrale finie des équations {a) .
Pouf trouver la troisième, j'observe que si Ton désigne pat" ds^ l'angle infiniment petit compris entre deux rayons consécutifs r et r -h dr^ le carré de l'élément de la trajectoire sera égal à dr^ -\- r^ d\r^\ en sorte qu'on aura
dx^ -h dy^-^ dz^ = dr^-^ r^dv^.
Si Ton substitue cette valeur dans l'équation (r/), elle devient r* dv^ = A:* di^ ; d'où l'on tire
La quantité ^ r* ds^ représente l'aire élémentaire décrite paf^le rayon vecteur r pendant l'instant dt ; cette aire est donc proportionpelle à l'élément du temps, et par conséquent dans un temps fini elle est proportionnelle à ce temps. On voit encore par cette équation que le mouvement angulaire de m autour de M est à chaque point de la trajectoire réciproque au carré de son rayon vecteur, ce qui fournit un moyen trèssimple, pour calculer les mouvements des planètes et des comètes dans les différents points de leurs orbites pendant des intervalles de temps supposés très-petits. Si dans l'équation précédente on substitue pour ^/^ sa valeur en r et dr^ elle devient
di>= , ""- =. (/)
Nous avons vu que la trajectoire est une courbe plane ;
il s'ensuit que l'angle v exprime la longitude du rayon
vecteur r comptée dans le plan de cette courbe, à partir d*une ligne fixe : l'équation précédente donnera donc en l'intégrant la relation qui doit exister entre la longitude et le rayon vecteur, c'est-à-dire l'équation polaire de la courbe décrite. Le maximum et le minimum des valeurs de /• seront déterminés par l'équation
2 fxr — hr^ — A:^ = o ;
d'où il suit que la somme de ces deux: valeurs est
égale à -y et leur produit à t- Si l'on désigne donc
par rt (i -h e) la plus grande, et par ^ (i — e) la plus petite, on aura
d'où l'on tire
A=:e, k=yJixs/a(i'-e^). (o)
La .constante a est la demi-somme des valeurs extrêmes de r ou la distance moyenne de /n à M, ae leur demi-différence. Si à la place des constantes h et Aon substitue les valeurs précédentes dans l'équation (/), elle devient
dv = — V^^ ^ ; (A)
cette équation peut s'écrire ainsi :
d'où Ton tire, en intégrant,
p = « -+- arc
|^eos = J.
« étant une constante arbitraire.
On aura 3onc réciproquement
I -f- e COS ( P — w
Cette équation est celle des sections coniques, l'origine du rayon vecteur r étant au foyer. La constante a est le demi-grand axe de la courbe, e son excentricité.
Le corps w, dans son mouvement autour de M, décrit donc une section conique dont ce dernier corps occupe un des foyers; et Ton voit de plus par l'équation [h)j que le corps m se meut de manière que les aires décrites par les rayons vecteurs croissent comme les temps. Telles seraient donc les lois du mouvement des planètes et des comètes autour du Soleil, si elles n'obéissaient qu'à Faction de cet astre, et si l'on faisait abstraction des perturbations causées par leurs attractions mutuelles.
Ce résultat, d'ailleurs, dérive naturellement de la .supposition. En effet, nous avons fait voir, n^ 2, qu'un corps attiré vers un centre fixe par une force réciproque au carré de sa distance, décrivait autour de ce point une section conique. Or, pour avoir le mouvement relatif de m autour de M, il faut supposer ce dernier corps en repos, ce qui revient à appliquer en sens contraire à m une force égale à l'action que ce
corps exerce sur M; en sorte que, dans ce mouvement relatif, m est sollicité vers M par une force égale à la somme dçs masses M et w, divisée par le carré de leurs distances mutuelles; le corps m doit donc décrire une section conique autour de M.
L'équation (2) donne v en fonction de f; et comme le rayon vecteur est donné en fonction du temps par l'équation (g), il sera facile de déterminer à chaque instant la position de la planète dans son orbite, lorsque cette dernière équation sera intégrée. Sx l'on y substitue pour h et k leurs valeurs (o), elle devient
rdr
dt =
rdr
Faisons a — r = «te cos/i, ce qui donne r = a{i — ecosu); (3)
on aura
"^ = -r=(i — ecosu)du;
d'où Ton tire, en intégrant,
/ -h / = -p(« — esinw), (4)
Vf*
l étant une constante arbitraire.
Cette équation donnera u en fonction de / ; et comme rest donné en fonction de u par l'équation (3), on aura pour un instant quelconque la valeur du rayon vecteur de la planète dans son orbite.
Si l'on compare Texpression précédente de /• à celle
qui résulte de réquation (2), on aura
I -h e cos ( «^ — w ) d'où l'on tire
, sin a ^ I — e^ , , cos u — e
sm(i' — ») = 1 cosfp — ») = -
^ ' I — e cos u ^ ' I
e cos «
et par conséquent
taog^'(^ - w) = V f^ tangi M. (5)
Cette équation déterminera la valeur de Tangle «^ lorsque wsera connu en fonction du temps.
Les trois intégrales finies (i), (2), (4), que nous venons d'obtenir, contiennent six arbitraires a^ e, oc, f, w, /: elles sont donc les intégrales complètes des équations {a). Les constantes a et e déterminent la nature de Torbite; les constantes a et 9 sa position dans l'espace; enfin, les deux dernières arbitraires w et / dépendent, l'tine de la position du périhélie, et l'autre de l'époque ou de l'instant du passage du corps /«parce point.
21 . Quoique les formules précédentes satisfassent complètement aux équations différentielles (a), ces équations peuvent cependant fournir encore d'autres intégrales dont la forme particulière offre des avantages dans certaines circonstances. Pour en donner un exemple, reprenons les équations (a), et les trois intégrales premières (ô) et (c), relatives à la conservation des aires. Faisons, pour siitiplifier, fji = i ; nous
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aurons
dO r^' d^
7^' ^ = "~7î' (^^ et
xdx — X^^ / «^-^ — ^^* // X^^ — *^ / v
r= ; ? c = ^? c = ; . iei
dt dt dt ^ ^
Si l^on multiplie membre à membre la seconde de (?es équations par la quatrième, et qu'on en retranche la troisième, multipliée de la même manière par la cinquième, on aura
cd*r — c'd^z « , , ,x y , ,
-^j, = y, (^dx^xdz) - - {xdjç^fdx)
rdx — xdr X
On trouverait aisément pou,r d.- et d.- des valeurs semblables, et en les intégrant on aura
X y. cdy — d dz \
.^j = — dt — ' 1
y ,. ^"flfe — cdx \ f .
z ^„__c'dx — c"dx ] r •^ dt I.
jf,/',y" étant trois nouvelles constantes arbitraires.
Si ces équations étaient réellement distinctes entre elles, réunies aux équations {ç) elles suffiraient pour résoudre la question, puisqu'en éliminant entre ces six intégrales premières les différences ûtr, djr^ dz^ on en tirerait trois intégrales finies contenant les six arbitraires c, c\ c", f^ /' , J** ^ qui seraient par consé-
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quent les intégrales complètes des équations différentielles (a). Mais Tune de ces six intégrales rentre dans les cinq autres ; et c'est ce qu'il est facile en effet de concevoir <i priori ^ car, comme elles ne renferment que l'élément dt du temps, on voit que les intégrales finies qui en résulteront, seront insuffisantes pour déterminer les coordonnées x, jr^ z, en fonction du temps* Il doit donc exister quelque équation de condition qui lie entre elles les six constantes arbitraires c,C,c"JJ\f".
En effet, si Ton multiplie la première de ces équations par c", la seconde par c\ et qu'on les ajoute en^ suite, on aura
r J ' J fil
On a d'ailleurs, par Téquation (i), d" x-\- d y = — cz\ par conséquent
^ c"f^ c'f _c' dx-^ c" dy
r c dt , ^'
Cette équation coïncide avec la troisième des équa-
lions (/7i), lorsqu'on suppose 7"= — ou
f'c-\-fd+fd'z=^ o. Les constantes c, c', d\j,j\f" n'équivalent donc qu'à cinq arbitraires distinctes, et la dernière des intégrales (m) et (c) résulte des cinq autres.
Ces intégrales cependant suffisent pour déterminer complètement la position et la nature de l'orbite que le corps m décrit autour de M. Les trois premières^ montrent que cette orbite est une courbe plane, n*^ 20;
les trois dernières déterminent sa nature. En effet, si Ton multiplie la première par x^ la seconde par jr^ la troisième par z^ et qu'on les ajoute, on aura
J?'-l-r*-ha' xdy — ydx ,zd£ — xdz „Ydz — zdy
r dt dt dt
équation qui, en vertu des équations (c) et en faisant pour abréger £?* -h c'* -h c"' = A**, donne
r - k^ ^fx ^fjr-^f^z = o.
Cette équation, combinée avec les deux suivantes, cz -h (fj -v-c^'x zzzo et r^ = a:^ -h j^^ + z', conduit à l'équation des sections coniques, l'origine étant au foyer. Les courbes que décrivent les planètes et les comètes autour du Soleil sont donc des sections coniques.
Les constantes c, c\ c'\ déterminent la position du plan dç l'orbite; elles font connaître aussi son grand axe, puisqu'en nommant a la distance moyenne et e l'excentricité, on a, n*^20, A:= y^^ (i — c^)J équation qui donnera la valeur de a lorsque celle de e sera connue. Les constantesy,^',/"" déternûnent cet élément, ainsi que la position du périhélie sur l'orbite. En effet, si des équations {ni) on tire les valeurs de f^f\ f\ et qu'on les ajoute après les avoir élevées au carré, on aura
_ tcdz + c' dy + d' dx'y
Mais l'équation (i), n**20, en la différentiant, donne cdz 4- c'df -f- c'^dx = o; l'équation précédente se réduit donc à celle-ci :
dr 7"^ A^ —^'
Cette équation, comparée à l'équation (e), n**20, donne
d'où, en substituant pour A et A: leurs valeurs, et supposant toujours fx = i , on tire
Soit / l'angle compris entre la projection du grand axe de l'orbite sur le plan des xj et l'axe des x, en nommant x' ^ y y z' les coordonnées du périhélie, on aura
tangixzrj;.
Aux extrémités du grand axe, dr est nul ; on a donc en ce point xdx-^ jrtfy -¥ zdz = o. En substituant pour c, c', c", leurs valeurs {c) dans les deux dernières équations (w), et en les divisant ensuite l'unepar l'autre, on trouve, en vertu de la relation précédente,
par conséquent
tangi:^^.
Les trois constantes yi y, y", déterminent donc Tex^
centricité et la position du grand axe de la section conique.
On connaîtra ainsi tous les éléments qui fixent la position et la nature de l'orbite décrite; quant à la situation de la planète sur cette orbite, il faut pour la déterminer avoir les valeurs des coordonnées x, y, z^ en fonction du temps, ce qui exige une nouvelle intégration. Or, on a, n^ 20j
dt = '^'
Sj^r^l.
Cette équation donnera la valeur de r en fonction de i\ et comme on peut déterminer, par ce qui précède, celle de x^ de j^ et de z en fonction de r, on aura à chaque instant les valeurs de ces coordonnées. Les formules précédentes nous seront utiles dans la théorie des comètes.
22. Reprenons les trois intégrales ( 3), (4), ( 5), qui sussent pour déterminer toutes les circonstances du mouvement de m autour de M. Si l'on fixe l'origine de l'angle (^ au périhélie de l'orbite, ce qui donne w = o, et qu'on prenne pour Tépoque d'où l'on compte le temps t l'instant du passage de la planète par ce point,
ce qui donne / = o, en faisant pour abréger ^ = /j,
a' ces équations deviennent
72< = M — esinw, r = /z(i — écosw),
tang-i^ = y-;-^tang-«.
On voit, par ces formules, que si Taugle u augmente de 36o degrés, le rayon r reprend la même valeur, et l'angle p augmente pareillement de 36o degrés; la planète revient donc alors au même point de son orbite. Mais l'angle u croissant de quîttre angles droits,
le temps i est augmenté de ^' = -= Sôo*', C'est le temps
Vf*
que la planète emploie à revenir au même point de
son orbite ou à faire une révolution entière. Ce temps
ne dépend que du grand axe 2 <7 ; il est indépendant
de l'excentricité e, et il est le même que si la planète
décrivait un cercle ayant pour rayon la distance
moyenne a. On aurait dans ce cas e = o ; ce qui donne
r= a, u = nty v = «, et par conséquent v = nt; les
arcs parcourus sont donc proportionnels au temps,
^* la planète se meut luiiformément sur le cercle dont
^6 rayon est a, La quantité nt représente générale-
^eot j'^j,^ qy^ décrirait, pendant le temps /, un astre
, ^ /fartant du périhélie au même instant que la pla-
^^t6//dy parcourrait, avec une vitesse constante égale à
^, U(j cercle décrit sur le grand axe de l'orbite comme
diamètre. Cet astre passerait au périhélie et à l'aphélie
en ra&me temps que la planète ; mais dans une moitié
de la résolution la planète précéderait l'astre, et dans
l'autre elle serait devancée par lui.
L'angle nt est ce que l'on appelle le moyen mouvement de la planète m. Si l'on prend sa distance moyenne au Soleil pour unité de distance, et qu'on suppose /^ = ^ -> on aura « = 1 et p = <. Le temps sera donc alors i^^présenté par les arcs que décrirait la planète
sur le cercle dont le rayon est un, avec une vitesse égaleàTunité. C'est ordinairement au mouvement de la Terre que les astronome^ rapportent les mouvements des autres corps du système solaire; ils prennent la distance moyenne de la Terre au Soleil pour unité de distance, sa masse réunie à celle de cet a$tre pour unité de masse, et, en supposant le temps compté en jours moyens solaires, Tunité de temps se trouve représentée par Tare que parcourt dans un jour la Terre autour du Soleil en vertu de son mouvement moyen.
Il suit de là que le temps étant exprimé en arcs de cercle, il faudra, pour le convertir en joiu^, diviser sa valeur par le nombre de r/egrés^ minutes et secondes que la Terre parcourt en un jour en vertu de son mouvement moyen, et réciproquement multiplier par la même quantité le temps, exprimé en jours moyens solaires, pour le convertir en arcs de cercle.
L'angle auxiliaire ix, que nous avons introduit dans les formules précédentes, est ce que Ton nomme Vanomalie excentrique^ ni est Vanomalie moyenne^ et Tangle v est Vanomalie vraie. Il est aisé de s'assurer, en considérant la seconde des équations (/î), que Tangle u est formé par le grand axe de l'orbite et le rayon mené de son centre au point où la circonférence décrite sur son grand axe comme diamètre, est rencontrée par l'ordonnée abaissée de la planète m perpendiculairement sur le grand axe.
Les deux dernières équations {n) donneront les valeurs du rayon vecteur r et de la longitude v lorsque Tangle u sera déterminé en fonction du temps ; mais l'équation qui donne u en t étant t^auscendanl^, il est
impossible en général d'avoir la valeur de u par une expression finie. Heureusement les excentricités des orbites des corps célestes sont ou très-petites ou trèsgrandes, et dans ces deux cas on peut déterminer u en fonction de t par des formules très-convergentes. Cest ce qu'on nomme le problème de Kepler, parce que cet astronome est le premier qui se soit occupé de cette question. Pour la résoudre nous ferons usage de quelques théorèmes sur les développements des fonctions que nous allons rappeler ici.
25. Soitz une fonction quelconque de a qu'il s'agit de développer par rapport aux puissances ascendantes de cette quantité que nous supposons très-petite ; on aura généralement, d'après la formule connue sous le nom de formule de Maclaurin,
da. 1.2 da^ 1.2.3 da^ ' ^ ^
z' étant ce que devient z lorsqu'on suppose a = o et -^» -r-^j etc., désignant les coefficients différentiels
doc da} ' ^
successifs de cette même fonction pris par rapport à a, dans lesquels on ferait de même a = o après les différentiations.
Cela posé, soit d'abord la valeur de z de cette forme z= y(:r-i- a). Cette équation donnera généralement
j4 = ^> quel que soit 1. La formule [m) deviendra
donc ainsi
, dz 0} d^z' a? d^z ^ , v
z.= z'-ha-T-H --^H 5 -7:t + etc. [p]
dx 1.2 dx^ 1.2.3 dx^ ^' ^
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Supposons maintenant* la fonction qu'on propose de développer en série, de cette forme z = y (jc -h o^), y étant une fonction quelconque de z donnée par l'équation y=.j\z). Cherchons dans ce cas la valeur du
coefficient différentiel — .. L'équation z = ç(a'4- a^),
en la différentiant tour à tour par rapport à x et à a, et en éliminant la fonction dérivée entre les deux équations résultantes, donne d'abord , ,^ -
i '^ X ' dz dz . ' ,. * #
J ,^ da, ^ dx .'> / -^ ^
Il^nfl s'agit plus que de différentier successivement ; -^ .^pïr rifpj^ort à a les deux membres de cette équation,
- et de substituer à mesure pour -r- et -^ leurs valeurs ;
- , ^ da da '
,7^H«iais on peut éviter cette substitution en observant que l'on a généralement
.dz , .dz
da dx
En effet, si l'on effectue dans les deux membres de cette équation les différentiations indiquées, on trouve
dy dz dy dz da dx dx^ da
Mais l'équation^ -^fz donne, en la différentiant,
dy dy dz dy dy dz
da dz da dx dz dx
On aura donc en substituant ces valeurs dans l'équation précédente, l'équation identique
dy dz dz dy dz dz dz dx da dz dx da
la plus haut,
Reprenons la valeur de — ? que nous avons trouvée
dz dz
dcf."^ *^ dx
Si l'on différentie successivement par rapport à a les deux membres de cette équation, et qu'on remplace
— par sa valeur, toutes les fois que ce coefficient se
reproduira, on aura
£fo j dz j ^dz
d^z_^ dx _^ ^ dd __ dx
dat,^ dd dx dx
dz dz dz
d^z *" dx doL '^ dx
da^^ dx.da. dx^ dx^
etc., d'où l'on conclura généralement
.dz d*z -^ dx
d(à dx'-'
Soient maintenant j*' et :d ce que deviennent les valeurs des quantités ^ et z lorsqu'on suppose a = o, on aura
dd
d^_J_ -^ dx ^
da} ■"■ dx^-' '
et la formule générale [m) donnera par conséquent
\ dx) 1.2 dx 1.2.3 dx*
^+etc. {q)
On peut aisément étendre cette formule au cas où la quantité qu'on veut développer serait une fonction quelconque ij^z, la valeur de z étant donnée par Téquation z= (p(a: -4- a/), dans laquelle j* i^i^z. En effet, si l'on désigne par z' et^' ce que deviennent z et j", lorsqu'on suppose a = o, on aura par la même analy^
24. Appliquons ces formules au développement des équations («), d'où dépendent les mouvements elliptiques des planètes et des comètes. La première détermine l'anomalie excentrique u par l'anomalie moyenne nt ; on peut l'écrire ainsi w = «jç -f- e sin u. Si Ton compare cette équation à l'équation z=^(a:+a7"), on a z = w, X •=^nt^ a=^ Cy y = sin a, et par conséquent z[ = nt, y' -=. sin 72/ ; la formule (ç) donnera donc immédiatement
e' d.%\xi^nt é^ d^,sin^ne , ,
u=znt-^e%\Xint'\ — 1 — , . , 4- etc. (.?)
i.a ndt 1.2.3 n^dt^ ^ '
Il ne reste plus qu'à exécuter les différentiations indiquées ; mais pour obtenir des expressions plus simples, il est bon de remplacer auparavant les puissances du sinus de nt en sinus et cosinus des multiples du même angle. On trouve pour cet objet des formules commodes en faisant usage des expressions des sinus et cosinus en .exponentielles imaginaires. En effet, c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique
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est l'unité, on a
I étant quelconque. Développons le second membre de la première de ces équations; nous aurons
2' co%'nt = c'»' ^'^-f- ici'-'') n'^^-f. lliZll c('-<) «' '^
Mais l'expression de cos'/if peut aussi s'écrire de cette manière
cos'«r=(^ ±^ — j.
Cette équation donne, en développant son second membre,
Ajoutons ces expressions de a'cos'w^, en observant que l'on a c*'"*^""*-^ ^-knt^-\ __ ^ cosAt/^, quelque soit Â*, nous aurons
2*cos*wr = cosi/if-f- f cos(i — 7.)nt cos(/ — ^pit
H 5 C05(l — b)/îf-f- ....
On développerait l'expression de sipfnt par un procédé semblable ; mais il faut ici distinguer deux cas, !.. 18 .
celui où / est un nombre pair, et celui où i est impair. Dans le premier cas, on aura
±2' sin* nt=co% int — i cos (/ — 2 ) nt -f- cos( / — ^)nt j
... "'"^ (6) TTS cos(i— 6)/if-f....; I
le signe supérieur étant relatif au cas où /est un multiple de 4, et le signe inférieur au cas où / est simplement divisible par a .
Enfin, si i est un nombre impair, en observant que ^A/if vC7_ ^-.*«£«^-4 «. 2 y/«_ , sin i^jii^ quel que soit À*, on aura ± 2' sin* nt = sin int — f sin ( / — 2 ) /if -+- sin [i — 4 ) '^^ j
3 — ^sin(i — o)«/-f-...; j
le signe supérieur se rapportant au cas où / — i est un multiple de 4 , et le signe inférieur au cas où i — i est seulement un multiple de 2.
Substituons dans la formule (^), à la place des puissances de sinntj leui^ valeurs données parles formules précédentes, et opérons ensuite les différentiations indiquées, nous aurons
u =z nt -i-e sin nt-j 2s>a2/?r
«I — -[S'sinS/îr — Ssinnt]
e* ■^ 1.23.4.2^ f ^* *^"*"' "" 4-2'sin2/i^]
H o r it A I 5* sinS /îf — 5.3*sin 3 »f -h — sin nt
Celte série est très-convergente quand on l'applique aux planètes. Elle servira à déterminer l'angle u pour un instant quelconque, et l'on aura ensuite^ par les deux dernières équations (n), les valeurs correspondantes de r et de v. Mais il est plus simple d'exprimer directement ces deux quantités en séries de sinus et de cosinus de l'angle nt et de ses multiples.
Pour cela remsu^quons que si dans la formide (r) on suppose s = w, « = 71^ -f- e . sin «5 ce =^nty jr/=z siti ii, a = e, ce qui donne t}iz'= ^[nl\ y' = ^xnnty et si,
pour abréger, on fait ^'nt = ^ ? on aura généralement
ita = J; 72/ "1- ^ sin /i/.-J/' /?r -I-
^ ' ^ 1.2 ndt
ndt 1.2.3 /îW
Si l'on développe cette expression par les formules (ê) et (y), et qu'après avoir effectué les différentiations indiquées, on la substitue dans la valeur de r donnée par l'équation r= a(i — ccosw), on aura
- = I — e cosnt-j (i —cos 2 nt) F 3 cos 3 /?/ — 3 coswf 1
e* 5 — 5 [4' cos4 nt — 4«2' cos 2 nt]
=— ï — - S'^cosS/ir-— 5.3'cos3rt^-+-— ^cos/?r 1
I-^a troisième des équations [n) donne
tang-^=Y/^— ^tang-i/.
On peut tirer de cette équation ia valeur de i^ en fonction de u^ de sinw, sinnu^ etc.; et Lagrange a donné une méthode fort élégante pour y parvenir au moyen des exponentielles imaginaires. En remplaçant ensuite ces quantités par leurs valeurs en séries ordonnées par rapport aux puissances de e, et développées en sinus et cosinus de Tangle /// et de ses multiples, on aura la valeur de v exprimée dans une série semblable. Mais il est beaucoup plus simple de déduire la valeur de i^ de celle de r supposée connue au moyen de l'équation (A) du n^20.
En effet, si Ton substitue dans cette équation à la place de k sa valeur s[^^a[i — e^) et qu'on observe que \laiï.:=^ a^ n^ on aura
dv = v'i — 6^ -T ndt
La formule (^), en supposant i{^w = (i — ecosw)'=--> donne
-r = ( I — c cos nty H- / <?' sin' nt{\ — e cosn/)*"'
i <?* û?'.sin* nt[i — e cos ntY~^ 7..Zn'dt^
quel que soit /. Si Ton fait i = — 2, on en conclura aisément
— =1 -4- 2ecùsnt'\ ^ (I -f. 5 COS2 ni)
H -[i3cos3 nt -f- 3cosnt]
H j~r [io3cos4«^4-Bcos2/i/ -4-9]
H r~ti[*^97 cos5/i^ — 75cos3«^4- i3ocos«/]^
Si l'on substitue cette valeur dans di^ et qu'on intègre ensuite, on trouvera, en ne portant l'approximation que jusqu'aux cinquièmes puissances de e inclusivement,
(/ = «f -f- 2 € sin /îf + -rr <?' sm 2«/-
-\ —-= (i 3 sin 3 /7r — 3 sin nt)
[io3sin4 ^t — ^^sm2nt]
, [i 097 sin Snt — 645 sin 3 /i/ H- 5o sin /if ],
La suite des termes %esinnt -{- —e^sini ni -h etc. , est
ce que les astronomes appellent F équation du centre^ c'est-à-dire l'angle qu'il faut ajouter à la valeur moyenne de p pour avoir sa vraie valeur.
Les angles w, p et nt dans ces séries sont comptés du périhélie de l'orbite; si l'on voulait compter ces angles à partir de l'aphélie, comme on le faisait autre-
fois^ il suffirait de les augmenter de la demi-circonférence, ou, ce qui revient au même, de changer le signe de la quantité e dans les formules précédentes. Mais il vaut mieux adopter Fusage nouvellement introduit dans nos Tables astronomiques de compter les anomalies à partir du périhélie, afin d'avoir des formules semblables dans le cas où les orbites sont presque circulaires, comme celles des planètes, et dans celui où eH^s sont très-excentriques, comme celles des comètes. Si, au lieil de compter la longitude i^ du périhélie, on fixe son origine à un point quelconque de Torbite, il suffira de diminuer dans les formules précédentes l'angle i^, qu'on supposera représenter ces nouvelles longitudes, de la constante (ù qui exprimera la longitude du périhélie. De même, si, au lieu de compter le temps de l'instant du passage par le périhélie, on fixe son origine à un instant quelconque après ce passage, l'angle nt devra être augmenté de la constante nl = B — «,6 désignant la longitude moyenne de la planète à l'instant d'où Ton compte le temps. Nous nommerons désormais la constante ê la longitude de l'époque; les expressions de ret de «^deviendront ainsi
r=«.| 1-+--C'— (^ — 7T^)cos(/«r-f-«-— 6>)
— (~£f' — -^eM C0S2(/l^-t- 6 — w) — ..h
»^=r«f4-«-h Itie — y e^\ s\n{nt ^ s — w)
-+- ( -7 e^— —T e*) siQ2( fit 4-6 — *>)-!-....
L'angle i^ est la longitude vraie de la planète; l'angle
ru+ 6 sa longitude moyenne, et Tangle w^ -f- € — w son anomalie moyenne; les longitudes, ainsi que le rayon vecteur r, étant rapportés au plan même de Forbite.
25. Déterminons maintenant la position de la planète par rapport à un plan fixe que nous supposerons très-peu incliné à celui de son orbite. Si Ton désigne par (f Finclinaison mutuelle de ces deux plans, par a la longitude, comptée sur le plan fixe, de leur commune intersection que nous nommerons désormais la ligne des nœuds, et par ê cette longitude comptée dans le plan même de l'orbite; qu'on nomme (^' la longitude du rayon vecteur projeté sur le plan fixe, Tangle v'— a sera la projection de l'angle i' — S qui représente la longitude dans l'orbite comptée du nœud, ou ce qu'on appelle l'argument (te la latitude; et en considérant le triangle sphérique rectangle dont i> — 6 est l'hypoténuse, i^' — a un côté de l'angle droit, et <p l'angle adjacent, on aura
tang(t^' — a) = cosç) tang(i/ — • g) ; (z)
équation qui donnera i^' au moyen de i^, et réciproquement.
Les valeurs de ces deux angles peuvent d'ailleurs se développer en séries convergentes d'une manière fort simple, en faisant usage des exponentielles imaginaires. Si Ton désigne par c le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, l'équation précédente pourra être mise sous cette forme
___ = COS cp z=. ?
vl8o théorie analytique
ou bien en réduisant
On tire de là
^2 (p'-a) v/=T = 1-4- co»y)c^C^~^)V'-'-H I — cosy ^ (r — cosf ) c^ (♦'~^)V'=^4- I 4- cos(f '
et en remarquant que
sin* - ®
^ = = tang* -<p,
on aura
d'où Ton tire, en prenant les logarithmes des deux membres et en divisant par 2 y^— i ,
Qu'on réduise les logarithmes du second membre en séries,. et qu'on substitue aux exponentielles imaginaires les sinus réels correspondants, on aura enfin la série
ff' — a =:c — 6 — tang'-(psin2(t'7-6) -h-iang' -*y sin4(*' — 6) "^ - tang*' - <p sin'' (♦' — 6)4-
On déduirait, par un procédé semblable, de Téquation (z) mise sous cptte forme
tang(i^ - 6) = ^tang(p'- a), Texpression de 1^ en i^', et Ton trouverait ç — 6 = /— a-h tang» - ^ sin 2 {1/ — a) -f- - tang* ~ ^ sin4 {«''-^ a)
+ ^tang«-(psin6(<'' — a)-+*.. ..
On voit que ces deux séries se transforment réciproquement Tune dans l'autre, en changeant le signe de
tang*-y, et en substituant (^ — 6 à t^' — a et (^' — a à
t' — S. Si Ton voulait avoir Fangle (^' — a en fonction de sinus et de cosinus de nt^ on observerait que Ton a, n«24, .
P étant ime fonction des sinus de Tangle nt -h s — w et de ses multiples. On aura donc, quel que soit /, sin/(i> — ê) = sini («^ + ê — 6 -h eP), et par conséquent
sini (f — 6) = cosfVP.sini (/ir-f- g — €) -f-sin/^P.cost (w/^ -h e — 6) ;
d'où Ton tire, en développant,
sini {if — 6)
En faisant successivement dans cette formule 1 = 2,, / = 4> « = 61 etc., et substituant les valeurs résul-
tantes dans la série qui donne i^' — a, Tanglef' se trouvera exprimé en fonction des sinus de nt et de ses multiples.
Désignons par B la latitude de la planète au-dessus du plan fixe, le triangle sphérique, que nous avons considéré plus haut, donnera
tahgd = tangf sin(t'' — a).
Cette équation peut se développer comme les précédentes; mais il en résulte une sérié moins simple que celles qui donnent les angles <^' — a et i^ — S. On trouve par la méthode des exponentielles imaginaires
e = tang<p siu (/— a) 4- -^^ [sin 3 (p' — a) — 3 sin( i'' — a) ] 0.4
î|^[sin5(«'' — a)~5sin3(p'---a)+iosin(p'---a
Enfin, si Ton désigne par r' le rayon vecteur r projeté sur le plan fixe, et qu'on fasse, pour abréger, taagd=:y, on aura
r'=rcos9 = r(i -+-^^) *^
Les différentes séries que nous venons d'obtenir, ne sont convergentes qu'autant qu'on suppose très-petite la valeur de e et celle de l'angle ç; elles ne peuvent servir par conséquent que pour les planètes dont les excentricités sont peu considérables, et dont les orbites sont généralement peu inclinées les unes aux autres, de manière qu'en prenant pour plan fixe l'orbite de
Tune quelconque d'entre elles, les inclinaisons des autres orbites sur ce plan deviennent nécessairement de très-petites quantités. Les astronomes rapportent ordinairement leurs observations au plan de 1 ecliptique, c'est-à-dire de l'orbite que décrit la Terre dans son mouvement annuel autour du Soleil; il convient donc de choisir ce plan pour le plan fixe auquel nous rapportons les mouvements des autres corps célestes, afin de pouvoir comparer la théorie aux observations. Quant aux longitudes, on les comptera, suivant l'usage, sur ce plan à partir de son intersection avec l'équateur, ou de la ligne des équinoxes. On aura ainsi, par les formules précédentes, la valeur du rayon vecteur et de la longitude dansl'orbile lorsque leurs projections sur le plan de l'écliplique seront connues, et réciproquement.
26. Les formules du mouvement elliptique peuvent encore se réduire en séries convergentes dans le cas d'une orbite très-excentrique, comme cela a lieu pour les comètes. Dans ce cas, e diffère peu de l'unité. Si l'on nomme D la distance de la comète à son périhélie, on aura D == a (i — e), et l'équation de l'ellipse donnera j.^ D(i-f"g) D(i4-g)
(i-+-^)cos'-f»-f-(i — <?)sin--<'
cos'
Faisons, pour abréger, ^^ = E, E étant une fort pe-
tite quantité, et développons la valeur de /en série ordonnée par rapport à E; nous aurons
r= f I — E rang'- P-f-E' Ung^i c— Enang«- p -h . . . j • (/)
COS*- P
Pour avoir de même le temps t en fonction de l'anomalie v^ on substituera pour r^ sa valeur dans Téquation
\llJM[i'-e^)dt = r^ds^,
"et Ton intégrera l'expression résultante. On trouve ainsi
dt= ■ I + tang» - P
V/fA«(l— ^') \ '^ I
X ( I — E tang' - v-^-W lang* - v—E^ tang® -<;+...) r^ tang - v ;
d'où Ton tire, en réduisant et en intégrant,
2D» / I aE — I I
^ = , = tang- (^ 5 — lang^ - v
H ^^ — ^ ^ tang*- i> ^ tang' - 1^ -+-... J .
Si l'orbite dégénérait en une parabole, on aurait c = i , E = o, et
on aura donc, dans ce cas,
COS* - V
Ces formules sont celles que Ton emploie ordinairement dans la théorie des comètes. La dernière donnera aisément le temps t lorsque l'anomalie v sera connue ; mais la valeur de v en t^ qui est généralement la quantité cherchée, dépendra d'une équation du troisième degré qui n'est susceptible que d'une racine réelle. Pour éviter l'embarras de résoudre cette équation, on forme une Table des valeurs de t correspondantes à celles de v dans une parabole dont la distance périhélie est l'unité des distances. Cette Table fait connaître le temps correspondant à l'anomalie v dans une parabole quelconque dont D est la distance
périhélie, ert multipliant par D% le temps qui répond à la même anomalie dans la Table. On aura donc réciproquement l'anomalie v correspondante au temps t^
en divisant t par D' et en cherchant dans la Table Fanooialie qui répond au quotient de cette division. Enfin la même Table pourra servir pour toutes les comètes, en remarquant que les masses des comètes étant très-petites par rapport à celle du Soleil, on peut les négliger et supposer que la valeur de |ul, qui exprime la somme des masses du Soleil et de la comète, est la même pour tous ces corps, et exprime simplement la masse du Soleil.
Comparons l'anomalie i^, qui répond à un même temps (, dans une ellipse fort excentrique et dans la parabole. Si l'on néglige les quantités de l'ordre
(i — e)*, et que l'on remette pour E sa valeur ^-^^t
en observant qu'on a \/a (i — e') = \/âDi/ t — ( -^^^ ) ?
l'expression de < en i^ dans Tellipse donnera
Soit (^' Tanomalie qui répond au temps t dans la parabole dont D est la distance périhélie, et i' = i/+ x l'anomalie qui répond au même temps dans l'ellipse, X étant un très-petit angle. Si l'on substitue v' -^ x k la place de «^ dans l'équation précédente, et que l'on réduise le second membre en série ordonnée par rapport aux puissances de jc, on aura, en négligeant le carré de x et son produit par la quantité très-petite
^tangi.'4-itang^^.')
VI» I ,_e 1 ,/ ,1,4 ,1 A
\ + -^ »ang 2 " (^' - '""g 2 " 5 '""6 i " j mais la seconde des équations (o) donne
On aura donc, en mettant à la place du petit arc x sa tangente,
tang:r=: — (i — ejlang-j'' (^'~ 3 cos'-p'— 6cos*- *»' i- Par conséquent, si l'on forme une Table des loga-
rithnies de la quantité
— tang ~ p' ( 4 — 3 cos^ - i^' — 6 cos* - p' j ?
on n'aura plus qu'à leur ajouter le logarithme de 1 — ^ pour avoir celui de tang^. Cela posé, pour avoir Tanomalie (^ correspondante au tenips t dans une ellipse fort excentrique, on cherchera, par la Table du mouvement des comètes, l'anomaUe v' qui répond au temps t dans une parabole dont D est la distance périhélie, et Ton déterminera par la méthode précédente la correction à faire à l'anomalie v' pour avoir l'anomalie correspondante v dans l'ellipse.
La première des équations (0) donnera la valeur du rayon vecteur r lorsque l'anomalie v sera connue.
On petit encore, dans le cas de l'ellipse fort excentrique, convertir en séries convergentes l'expression du rayon vecteur, du moyen mouvement, et de lanomalie vraie, en fonction de l'anomalie excentrique; nous ne développerons point ici ces formules qui sont de peu d'usage.
27. Il existe entre le temps employé à décrire un arc de parabole, les rayons vecteurs menés aux extrémités de cet arc, et la corde qui le sous-tend, une relation curieuse qu'il est bon de connaître, et qui se déduit aisément des formules du mouvement parabolique. En effet, en supposont /x = i dans les équations (o), on aura
r = D ( iH- tang* - v] ,
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Soient r' et i^' ce que deviennent ret <; au bout du temps f'j t' — t sera le temps employé par la comète à parcourir l'arc de parabole intercepté par les deux rayons vecteurs r et r'. Nommons ê l'angle que ces rayons comprennent entre eux, en sorte qu'on ait
<^'— <^ = 6; si, pour abréger, on fait tang-i^= w, tâng- {f' = lify et tang-ê = ^, on aura
w' = tanff- («^ -!-§) = —^ —
I SU
Les formules (o' ) donnent d'ailleurs,
En substituant donc pour u' sa valeur, on aura
^ ^^ (l — 5tt)*
^ (i — jii)^ L 3 1 — ^« j
Soit maintenant c la corde qui joint les extrémités des deux rayons r et r\ en considérant le triangle formé par ces trois lignes , et en remarquant que
cosê = Il on aura
Faisons, pour abréger, rH-r'H-c= 2/;, et r-hr'—c=^^, d'où l'on tire r'hr' = p-h<], [r -h / ')* — c^ = 4/'7>
réquation précédente donnera
rr'
OU bien, remplaçant r et r' par leurs valeurs, et extrayant les racines des deux membres,' r ; \ ^
Si dans l'équation p ^"q =z r -h r'f on remplace de même r et r' par leurs valeurs, on a a. -'z ' -, 3* //w m\ . / ^
« ' I — ^^* (i — suy . v -^ .
et par consé<juent ' - ^ *
p-^q = ^yJ'^ + s^Pl^^
d'où l'on tire
substituant cette valeur et celle de dans la va-
I — su
leur de t* — <, on trouve
4/2/ -i A\ I il -i
Cette formule remarquable a été donnée, pour la première fois, par Euler : nous verrons, dans. le chapitre suivant, comment on peut l'étendre au mouvement dans. l'ellipse et dans l'hyperbole.
Il nous reste à considérer les formules relatives aux orbites hyperboliques; mais comme cette recherche est de pure curiosité, et que ses résultats ne peuvent
avoir aucune application dans Tétat actuel du système du monde, nous ne nous y arrêterons pas, et nous terminerons ce chapitre en montrant comment les lois du mouvement elliptique peuvent conduire à la connaissance approximative de la masse des planètes.
28. Nous avons vu (n^ 22) que si Ton désigne par T la durée de la révolution sidérale d'une planète^ dont a est la distance moyenne au Soleil, on avait
Vf*
n étant le rapport de la circonférence au diamètre, et /x la somme des masses de la planète et du SoleiL Si Ton néglige les masses des planètes par rapport à celle du Soleil, la quantité |x sera la même pour tous ces corps, et désignera simplement la masse du Soleil. Ainsi donc, pour une autre planète quelconque, dont n' serait la distance moyenne, et T' le temps de la révolution sidérale, on aura encore
rw^ 2 TTC
par conséquent
d'où il suit que les carrés des temps des révolutions des deux-planètes sont entre eux comme les cubes des grands axes de leurs orbites. C'est l'énoncé de la troisième loi de Kepler. On voit que cette loi n'est pas rigoureusement exacte ; elle n'a lieu qu autant qu'on néglige les masses des planètes vis-à-vis de celle du
Soleil : cependant, comme les observations n'y font remarquer, que de légères différences, il en faut conclure que les masses des planètes sont effectivement très-petites, relativement à la masse de cet astre.
L'équation (/) fournit un moyen très-simple de déterminer le rapport des masses des planètes qui sont accompagnées de satellites à celle du Soleil. En effet, supposons que Ton considère le mouvement de la Terre : si Ton néglige sa masse par rapport à la masse M du Soleil, cette équation donne
vis
Soit m! la masse d'un satellite appartenant à la planète 7w, a' sa moyenne distance à sa planète, et T' le * temps de sa révolution sidérale, on aura par l'équation (/),
divisant Tune par l'autre les deux équations précédentes, on en tire
Si l'on substitue dans cette équation pour a, a\ T, T', leurs valeurs données par l'observation, on aura le rapport de la somme des masses de la planète et du satellite, à celle du Soleil; et si l'on néglige la masse du satellite par rapport à celle de la planète, ou si Ton suppose connu le rapport de ces masses, on aura le rapport de la planète à celle du Soleil.
Appliquons cette formule à Jupiter, en prenant
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pour Unité la moyenne distance cïe la Terre au Soleil. Le rayon moyen de Torbe du quatrième satellite observé à cette distance, paraîtrait sous un angle de 258o'',58; le rayon du cercle contient ao6264'S8; les rayons moyens de Torbe du quatrième satellite et de Torbite terrestre sont donc entre eux comme ces deux nombres. I^a durée de la révolution sidérale du quatrième satellite est de 1 0,6890, et Tannée sidérale est de 365^^2 564 • o" peut donc supposer dans l'équation (/w),
T'= 16,6890; et Ton en tii^
pour la masse de Jupiter, celle du Soleil étant prise pour unité. Cette valeur est celle qui avait été adoptée par Newton d'après les observations de Pound. Nous donnerons dans la suite une valeur plus exacte de cette masse, corrigée d'après les observations modernes.
On a déterminé de la même manière les masses des autres planètes autour desquelles on observe des satellites. Pour la masse de la Terre, seulement, on a employé un procédé différent, parce que les nombreuses inégalités de la Lune empêchent celui-ci d'être suffisamment exact. L'attraction que le globe terrestre exerce sur les corps placés à sa surface sur le parallèle, dont le carré du sinus de la latitude est
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-, est à très-peu près la même que si sa masse était réu-
nie à son centre de gravité (n*^ 3). En nommant donc / le rayon mené du centre de la Terre à un point quelconque de ce parallèle, et m sa masse, cette attraction
sera égale à — 5 et en la désignant par g, on aura
Soient a la distance moyenne de la Terre au Soleil, etT la durée de Tannée sidérale, Téquation (/) donnera
on aura donc
Les quantités g, T, a, sont données par les observations; la valeur du rayon / est aussi connue; on pourra donc déterminer par cette formule le rapport de la masse m de la Terre à la masse M du Soleil. Pour la réduire en nombre, j'observe que si Ton nomme P la parallaxe du Soleil à la distance moyenne, et sur le parallèle que nous considérons, c'est-à-dire Tangle sous lequel on verrait à cette distance du centre de cet
astre le rayon /, on aura sinP = -•, Téquation précédente devient ainsi
Les observations donnent P= 8'',75. Nous avons nommé j[} l'attraction de la Terre ;'"cViil Ife double de'
l'espace que cette force fait décrire aux corps dans une seconde. Sous le parallèle dont le sinus du carré de
latitude est ^5 la pesanteur fait tomber les corps dans
la première seconde (sexagésimale) de leur chute de 4™î 89796; la force centrifuge due au mouvement de rotation de la Terre diminue l'action de la pesanteur
de -gô à Téquateur, et d'une quantité moindre en tout
autre lieu. Sur ce même parallèle, l'attraction de la Terre est plus petite que la pesanteur des deux tiers de la force centrifuge ; il faut donc augmenter l'espace précédent de sa [\ii^ partie, pour avoir l'espace dû à Faction de la Terre: cet espace est ainsi de 4™?9093. Le rayon terrestre, sur le parallèle dont il s'agit, est de 6369809 mètres ; enfin l'année sidérale est de 3 1 558 1 52''; on aura donc
log.sinP = 5,6274836.
Ces valeurs substituées dans la formule («) donnent
pour la masse de la Terre, celle du Soleil étant prise pour unité. Cette valeur varie comme le cube de la parallaxe solaire comparée à celle que nous avons adoptée.
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CHAPITRE V
DÉTERMINATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES QUI ENTRENT DANS LES FORMULES DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE.
29. Les six constantes que l'intégration introduit dans les formules du mouvement elliptique, se nomment les éléments de Corbite. Ce sont elles qui fixent sa nature, sa position dans Tespace, et Tinstant du passage par le périhélie. Nous allons nous proposer dans ce chapitre de déterminer ces éléments d'après quelques circonstances du mouvement supposées connues.
' Le cas le plus simple est celui où la position de la planète m, sa vitesse, et la direction de cette vitesse sont données pour un instant quelconque, pour Tépoque, par exemple, d'où l'on compte le temps, ^, et que nous supposerons être l'origine du mouvement. Soient x, Y, z les coordonnées de m pour cet instant, rapportées à trois axés passant par le centre de M supposé immobile; -r» -r5 -7- seront les vitesses dont m * ^ dt dt dt
e3t animé parallèlement aux mêmes axes, et ces quantités pourront être regardées comme connues, puisque la vitesse initiale de m est donnée par hypothèse en intensité et en direction. Il ne s'agit donc plus que
d'exprimer en fonction de x, Y, z, — ? ^ ? ^ les six éléments a, ^, a, <p , / et oa.
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Si l'on fait, pour abréger, ^ = x', -^ :^ y', ^ = z%
les équations (b) et (c) du n*^ 20 donneront d'abord les trois suivantes :
XY'— X'Y=C, X'Z — X^'=C', XZ' — Y'Z=^C".
D'ailleurs, en supposant c^ -h c'^ -h c"^ = â^j on a, même numéro,
c = Arcosy, 6*'= — ^sin^p cosa, c"=: Arsin ç sina.
Ces trois équations feront connaître immédiatement Tinclinaison (p du plan de l'orbite et la longitude a de son nœud sur le plan fixe passant par le centre de M ; ou aura ensuite pour déterminer le demi-paramètre k^ l'équation k = \jc^ + d^ + c"^ = yJiia (i — e*), d'où l'on tirera la valeur de l'excentricité e lorsque celle du grand axe 2 a sera déterminée. Pour cela, l'équation (e) du n® SjO donne
an ^
On aura donc ain$i le demi-grand axe de l'orbite, et il ne restera plus à connaître que les deux constantes /et (ô.
La première n'a été introduite dans les fornaules du mouvement elliptique que par Vintégration qui a donné la valeur de r en <; si l'on suppose donc ^ =: o dans ces formules, et qu'on désigne par u^ la valeur de Tanomalie excentrique qui répond au temps ^ = o, on aura
«/=: «^ — esini/^, R = ût(i — ecoswj. [b)
Ou aura donc, en éliminant u, la valeur de / en ^
puisque les valeurs de a et de e sont déjà déterminées par ce qui précède.
La constante w n'est introduite dans les formules que par Tintégratiôn de l'équation entre r et i^. Si Ton compte l'angle i^ à partir de l'intersection du plan de l'orbite avec le. plan fixe ou de la ligne des nœuds, qu'on nomme v^ et p) les valeurs de i' et i/ relatives à l'époque / =; o, l'équation {z) du n*^ 25, en désignant par a la longitude du nœud ascendant et faisant S = o, donnera
tanffi' = — ^^^ -•
^ ' COSÇ
Ou a d'ailleurs, par rapport au plan fixe, tang^^; = I.
On aura donc l'angle i^^ qui se rapporte à l'origine du temps t en fonction de x, de Y et des constantes a et (p, déjà déterminées; l'équation aux sections coniques donnera ensuite
, . ail: ff») H / X
COS(i^, ~ G)) = ^J {C)
La constante w sera déterminée par cette équation eu fonction de quantités connues, et Ton aura par conséquent la position du périhélie sur l'orbite. Les six éléments <7, e, a, ^, /, w de la section conique que décrit m autour du foyer d'attraction, seront donc entièrement connus.
L'expression précédente de a et celle de k sont sus-v ceptibles de prendre une forme plus simple; en effet, si l'on désigne par v la vitesse initiale de m, il est
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clair que Ton a v* = x'* + y" 4- z'*, et l équation {a) devient
La valeur du grand axe de l'orbite, et par conséquent le temps périodique, ne dépendent donc que de la distance primitive de m au foyer d'attraction et de la vitesse de projection. L'axe 2 a est positif dans l'ellipse; il est infini dans la parabole, et négatif dans l'hyperbole. L'orbite décrite par /«, dans son mouvement autour de M, sera donc une ellipse, une parabole
ou une hyperbole, selon que* l'on aura ^ < \/—>
y z=:i/^, v > \/—\ et il est à remarquer que la
direction de la vitesse initiale n'influe pas sur l'espèce de la section coniquç.
En substituant pour c, c*', c" leurs valeurs dans l'équation h} = c^+c'^ -^ c''*, on a
-p est la vitesse dont le corps m est animé dans le sens
du rayon vecteur; si l'on désigne donc par/j l'angle que fait la direction de la vitesse initiale v avec le
rayon r, on aura-^ = v cos>3, en substituant pour k
sa valeur sl^ia[\ — e^) dans l'équation précédente, elle devient ainsi
, «v R'v'sin'Tj
Ou voit doqc que le demi-paramètre a(i — e*) de Torbite ne dépend que de la distance primitive de m à M et de la partie vsinyj de la vitesse v perpendiculaire au rayon vecteur, et qui tend à faire tourner le corps m autour de M. Si rj = 90®, ou si la vitesse initiale est perpendiculaire au rayon vecteur R, et si
l'on a en même temps v == i/^? l'orbite décrite est
un cercle. En effet, en substituant pour v sa valeur dans réquation précédente^ et remplaçant a par sa valeur tirée de l'équation (g), on trouve dans ce cas fl= R et 6 = o. Ce résultat, d'ailleurs, est conforme à la théorie des forces centrales, puisque dans ce cas la
force centrifuge — est égale à la force d'attraction —^ comme cela doit avoir lieu dans le cercle.
30. L'équation (e) du n*^ 20, qui nous a servi à déterminer le grand axe de la section conique, est trèsremarquable en ce qu'elle donne la vitesse dont le corps m est animé dans son mouvement relatif autour de M, indépendamment de la forme de l'orbite ellip-^^ tique qu'il décrit. En effet, si l'on nomme V cette
vitesse, on a généralement V* =^ -~-^ 5 et par
conséquent
D'où l'on voit que la vitesse V ne dépend que du grand axe a a, et nullement de l'excentricité de l'orbite. Il s'ensuit d'abord, comme nous l'avons dit n*'22^ que le temps périodique en est pareillement indépen-
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dant; mais ce résultat n*est lui-même qu'unct conséquence particulière d'une relation générale qui existe entre les deux rayons vecteurs menés aux extrémités d'un arc elliptique, la corde qui sous-tend cet arc, et le temps employé à le parcourir. Pour développer cette propriété du mouvement elliptique, re})renons les formules de ce mouvement, savoir :
Soient t' le temps qui répond à une autre position quelconque de la planète /?ï, et r', u\ v' ce que deviennent r, «, {^ relativement à cette nouvelle position; on aura
t ail c»)
r'= «' (a' -^esina'), r'=«(i — <?cos«'), /•' = — ^^ —-
I + ^COS
Si Ton retranche l'expression de t de celle de ^', on aura
t' — t = à" {u! — u -— esina'4- esinw).
C'est le temps que la planète emploie à décrire l'arc elliptique compris entre les deux rayons r et r'. Si Ton fait, pour abréger, t* — 7 = 2Ô, u! — ii r=z *iSj w' -h w == 2 j', et qu'on observe que
' sin u — sin w = a sin cos = 2 sm s co^s\
on aura
ô = a'(^ — esin^cos^), [d)
Nommons c la corde qui joint les extrémités des deux rayons r et r', s^* — v sera l'angle qu'ils comprennent entre eux, ej^fen considérant le triangle formé par ces
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trois droites, on aura
c* = r' -f- r'* — 2 /r' cos(('' — v) ; équation qu'on peut écrire ainsi :
(r+7"')^— c^=!2rr'[n-cos(t''— p)]=4rr'cos*(î!^^j. [e)
Substituons dans cette équation, à la place des angles V et p', leurs valeurs en u et u\ Si Ton compare entre elles les deux valeurs de r, on trouve aisément
•^,. as/i— e^sinu acosu-^ae ^- ' ' '''*•''• '*» smi^ = .» 5 cosi^= ; ,...., , ,>**-.
on aurait de même
, a i/.i — e' sin a' , a ces u' — ae sm/=-^^^^ -, , COSi>'= -, j
d'ailleurs
rr' = a^ (i — e cosw) (i — e cosz/')
= a^[i — e(coswH-cosw') + e^coswcosw'].
En observant que cos(i^' — i')= cos(^ cosi^'-f- sin v sin v\ on aura donc
rr' [i + co^[v' — pj] =fl' ji-l- cos{a' — u)— 2 e (cosm H-cos w')-|- ^^[i-i- cos(a'-|- //)]} , OU bien
=a' ces' 2£cos ces l-^'cos' |( ^ '
=fl' (cos j — e cos / )'.
Faisons pour abréger /•-+- r'-hc = 2p, r4-r'--c=a7,
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ce qui donne (r-f- r')*— c^= ^pq et r-h /'=/> H- q; en vertu des équations {e) et (/), on aura
^Jpq = a [coss — ccos^).
En substituant de même pour r et r' leurs valeurs en u et u' dans l'équation p 4- 9 == r + r', on trouvera
^4- qz=ia\7. — e(c08«-|-C0Sw')] = 2flr(l — £cOS5COS5'). {g)
Si Ton tire de cette équation la valeur de ecoss' et qu'on la substitue dans la précédente, on aura
et, par suite,
• ___ [a ^ p){a^ g) + ylpq{^a ^ p){ia'-^ eus ^ s — ^ -
^-^^ Si l'on suppose donc
= cosz, ^ = cosz ,
COS2-+-COS
* Reprenons maintenant l'équation {d) qui exprime le temps employé par Ja planète à parcourir l'arc elliptique sous*tendu par la corde c. Si l'on élimine ecos^
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au moyen de Féquation (g), on trouve
équation qui ne contient déjà plus, comme on voit, l'excentricité e. Si Ton y substitue pour ^ et tangj leurs
valeurs, en observant que — ^ = cosr-hcosz',
on aura
«'— t = ^'(z'— 2 — sinz'-h sinz); {h)
expression très-simple où le temps est exprimé en fonction de la corde de Tare parcouru, et des deux rayons vecteurs menés à ses extrémités. C'est le beau théorème qiï'Euler avait trouvé le premier pour la parabolej'et que Lambert est ensuite parvenu, par des considérations géométriques, à étendre à Fellipse et à l'hyperbole.
Si l'on développe l'arc z' en série par rapport à son sinus, on aura
3«sinV 3^5sin*z' 4.5 "^ 4-6.7
série d'autant plus convergente que le grand axe 2 a sera plus considérable. Si ce grand axe devenait infini, l'ellipse se changerait en parabole; on aurait simplement alors, en remettant pour sins' sa valeur^
tous les autres termes de la série s'annulant par la siip-
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position de rt = — On aurait de même
et par conséquent
c'est l'expression du temps employé à décrire Tare de parabole que sous-tend la corde c. Nous étions déjà parvenus à cette expression (n** 27); elle est d'un grand usage dans la théorie des comètes.
T^ grand axe ia est négatif dans l'hyperbole; les valeurs de cosz et cosz' deviennent alors plus grandes que l'unité, et par conséquent les arcs z et z\ auxquels ces cosinus se rapportent, sont imaginairQ3. Si Ton nomme c le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, on a c^*^~^= cosjz -h sj—i sinr, d'où l'on tire
on a de même
log(cosz-4- y/— I sinz);
z' = --= log (cos z' -f- V — I sin z!).
La formule (A), en y changeant a en — a, donne donc pour l'hyperbole,
^__^_^|r >/=Tsinz'±v/=Tsinz 1
[_ — log(cos3'-+- V^— I sinz')itlog(cosa-+- v^ — i smz)j
expression de laquelle on fera disparaître les imaginaires en substituant pour cosz et cos 2/ leurs va-
DU SYSTEME DU MONDE. 3o5
leurs. Si l'on fait pour plus de simplicité cos z = ^ et cosz'=^', on aura
L- iog(y-h v^/*- i)±iog(r -f- v^r»- i)J
La formule {h)j qui donne le temps indépendam* ment de l'excentricité, doit encore avoir lieu quand Tellipse indéfiniment aplatie se change en une ligne droite; cette formule exprime alors le temps qu'un corps mû sur le grand axe mettrait à s'avancer vers le foyer placé à l'autre extrémité. Or, en considérant la chute rectiligne d'un corps attiré vers un centre fixe, ce corps partant du repos à la distance 2 ^, on trouvera que le temps qu'il emploie à parcourir l'espace p' '— p est exprimé par cette formule
t' — t = a' {zf -- z — sinz'-f- sinz), . dans laquelle on fait, pour abréger,
i- = COSJ5', ' = COSZ.
Cette expression doit être identique avec l'équation (A); ce qui donne
a — p' na — (r-f-r'-f-c) a — p aa — {r-+-r' — c)
et par conséquent
, r-f-r'rl-c r-l-r' — c
d'où il suit que le temps que la planète emploie à parcourir l'arc sous-tendu par la corde c, est préciséement le même que le corps mettrait à décrire le long
âo
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du grand axe le même espace c en partant de la distance p'. Si Ton suppose p = o, p' m ^a^ on aura
f '— / = a^ TT, en nommant n la demi-circonférence, dont le rayon est i ; c'est le temps que le mobile emploie à parcourir le grand axe sa, et il est égal à la durée d'une demi-révolution de la planète /n, ce qui est conforme au théorème précédent.
On voit donc qu'il suffit de la moindre force tangentielle à l'aphélie pour changer le mouvement rectiligne d'un corps attiré vers un centre fixe, en un mouvement de révolution autour de ce centre; mais le temps que le corps met à descendre vers le foyer reste le même dans les deux cas.
Il existe toutefois une différence essentielle entre ces deux mouvements; dans le dernier, la planète m, après avoir atteint l'extrémité du grand axe, revient au point dont elle était partie. Dans le mouvement rectiligne, au contraire, le corps parvenu au foyer d'attraction, passe au delà, et s'en écarte en vertu de sa vitesse acquise d'une distance égale à la hauteur dont il était descendu, en sorte que ce n'est qu'après deux révolutions de la planète qu'il se retrouve avec elle au point de départ {*).
51 . Supposons maintenant que Ton connaisse deux lieux de la planète dans son orbite, et le temps employé à parcourir l'espace qu'ils comprennent; on peut encore, dans ce cas, en conclure tous les éléments de l'orbite. En effet, désignons par X, Y les coordonnées
(*) roir les Notes à la fin du volume.
rectangulaires de m, rapportées au plan et au grand axe de son orbite, on aura
X — rcos^, Y = rsin(^;
on a d^ailleurs
tf (l— e') f y.
r= — ^ '■ = ail — €cosw):
d'où Ton tire (n« 20)
X =r rt cosM — ae^ Y = a \/i — e* sin u ;
équations dans lesquelles on peut substituer pour u sa valeur déterminée par Féquation (4), du même numéro . Soient œ^ jr^ z, les trois coordonnées de m par rapport à un plan fixe quelconque, passant par le centre de M, tù Tangle que forme le grand axe de Torbite avec son intersection sur le plan fixe, a la longitude de cette intersection comptée de Taxe des jc, et 9 Tinclinaison mutuelle de ces deux plans ; soient enfin X' et Y' les coordonnées de m rapportées à la commune intersection du plan de Torbite et du plan fixe; on aura
X'= rcos(p — «), Y'= rsin((^ — w),
d'où Ton tire, en substituant pour rcosi^ et rsini^ leurs valeurs,
X' = Xcos« H- Ysinw, Y'= — Xsinw-4^ Ycoso.
Cela posé, on trouvera par les règles ordinaires de la transformation des coordonnées, en mettant pour X' et Y' les valeurà pt'écédentes,
J^= (X cosw -h Y sin») cosa -+- (Xsinw — Y cos») cosy sina, J = (Xcosw -f- Ysinw)sina — (Xsino) — Ycosw)cosçcosa, z = — (X sin« — Y GOsa>) sinç.
Le second lieu de la planète fournira trois équations
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semblables^ et en nommant x\y\ z' les coordonnées de m relatives à ce nouveau point, on aura six équations entre lessix quantités connues jc, y^ z, od ^y\ z' et les six constantes r?, e, f ^ a, /, d), et par conséquent tout ce qui est nécessaire pour déterminer ces arbitraires. Mais comme l'anomalie excentrique u est donnée en fonction du temps, que nous supposons connu, par une équation transcendante, le problème ne peut pas se résoudre dans ce cas algébriquement, à moins cependant que l'on ne suppose très-petit l'intervalle de temps écoulé entre les passages de la planète par les deux points donnés. Dans ce cas, les coordonnées x\y\ z' peuvent se réduire en suites convergentes ordonnées par rapport au temps ^; et comme nous aurons occasion d'en faire usage dans la théorie des comètes, nous allons développer ici ces séries.
32. Si l'on regarde les variables x, y^ z qui déterminent à chaque instant la position de la planète ou de la comète 7n, comme des fonctions du temps <, et qu'on nomme x. Y, z les valeurs de ces variables relatives à l'époque où < = o, et x^ y^ z leurs valeurs relatives à une autre époque quelconque, on aura en général
dt dr 1.2 dt^ 1.2.3
dY ^ . d^Y /» rf»Y i' I ,,x
^ (U rfr» 1.2 ^'1.2.3 1
dz ^ d^z r d^z t^
dt ' dr 1.2 dr^ 1.2.3 les coefficients différentiels^? -^-j? —? etc., désignant
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ici ce que deviennent les différences ^5 -^pi -f- y etc. , lorsqu'on y fait t=zo.
Les équations différentielles du mouvement elliptique donnent, en faisant jx = i ,
'dF~^7^^ "^"~~r^' dF'^^'P'
Si Ton différentie successivement la première de ces équations, et que, pour abréger, on fasse
rdr x€ix -{' jrdf -^ zdz
^'^'dt~ di '
on aura
d^x 3f l €lx
aMx _ /3_ «^ __ 3.5.52 l\ 2.3.sdx
dt* ~ \r^Jt 7' "^ r7 ^ ^ r* di '^
et pour avoir de mên^e les différences successives de j* et de z, il suffira de changer simplement x en j- et en z dans les expressions précédentes.
Si Ion suppose <=o dans ces équations, o:,^, z, r, s^
dx dy dz y dx dY dz ^.
H' Yt' dt ^^ cl^^«ge«t en X, Y, z, R, s, ^, ^, -• & Ton effectue ensuite les substitutions dans les équations (A:), et que, pour abréger, on fiasse
dx , dY , d^ , ds ,
HF — ^' 'di—^' ^"-^' "Sf""^'
et
V=i— i.-il-+-i?-lL /3s^ 3.5.S' i\ t'
R' 1.2"*" R* 1.2.3"*" \ii*' K' "*"?/ 1.2.3.4"^*"'
" Jk' 1.2.3"^ K* 1.2.3.4 ■^••'
on trouve
jc = X V -h x'U, j = yV + Y'U, a = zV + z'U. (/)
Ces expressions donneront les valeurs des coor-données x, j^ z relatives à un instant quelconque en fonction des coordonnées x, Y, z, qui se rapportent à répoque où Ton compte < = o, dès différences premières et secondes de ces quantités et du temps écoulé depuis cette époque.
33. Si l'on suppose donc, comme dans le n^5i^ que l'on connaisse deux lieux de la planète m dans son orbite, en substituant dans les équations précédentes, pour X, Y, z, leurs valeurs relatives au premier point donné de l'orbite, et pour ;c, j-j z et t^ leurs valeurs relatives au second, en ne portant l'approximation que jusqu'aux troisièmes puissances du temps, on aura trois équations qui donneront les valeurs des trois quantités x', y', z', et l'on déterminera celles des six constantes a^ e, ç, a, Z, «, comme nous l'avons fait n^ 29.
Il e^t bon de remarquer que les deux quantités s et s' déterminent immédiatement deux des principaux éléments de Torbite, le grand axe et l'excentricité. En effet, les équations (e) ^t (rf), n** 20, en remplaçant h
et k par leurs valeurs et — par 5, donnent
d'où, en difiPérentiant et divisant par rdfy on tire
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Si dans ces équations on substitue à la place de r, s et / leurs valeurs relatives à Tépoque où < = o, elles donneront
- = s', a(i — e*) = aR s^. (m)
On aura donc ainsi les valeurs de a et de e. On voit de plus que les quantités que nous avons désignées par s et s', et qui entrent dans les valeurs de V et U, . ne dépendent que de la figure de l'orbite et sont indépendantes de sa position. Dans la parabole, le grand axe *xa est infini, et le demi-paramètre /i (i — e^) est double delà distance périhélie; en nommant donc D cette distance, les équations précédentes donneront dans ce cas
1 = 8', D = R-is^
54. Enfin la figure de l'orbite peut encore être déterminée par les formules du numéro précédent, dans le cas où l'on connaît seulement les trois rayons vecteurs r, r\ r'\ et les temps tett^ employés par le mobile à parcourir les intervalles qui les séparent. En effet, si Ton ajoute entre elles les trois équations (/) après les avoir élevées au carré, qu'on observe que x^ + J"^ -^ z^ = r^j on aura
r^ = (X^ 4- Y* + Z^) V^ + 2 (XX' 4- YY' -H ZZ') VU H-(X'*-4'Y'^-+-Z'»)U^
On a d'ailleurs (n^* 32 et 33)
X^ + Y^ -+- Z^ = R% XX' -+- YY' -f- ZZ' = S,
^ a Si
On aura donc
H = R^ V^ -h 2sVU + (; + s") U».
Cette équation donnera \a^ valeur de r relative à un temps t quelconque, lorsque les quantités R, s et s' relatives à l'époque, seront déterminées.
Supposons que Ton fixe l'origine du temps, qu'oin peut prendre à volonté, à l'instant où le raybn vecteur de m est égal à r ; qu'on nomme t et t\ les intervalles de temps qui séparent les passages de la planète par les trois points dont les rayons vecteurs ^ont doi\né$, on aura
i'^= H V- -h asVU + (7 + s') U%
V et U' désignant ce que deviennent V et U lorsqu'on y change t en /'. .
On aura donc deux équations. entre les inconnues s et s', au moyen desquelles on pourra déterminer leurs valeurs. Elles donneront immédiatement le grand axe, et l'excentricité par les formules (w); on aura ensuite l'angle compris entre le rayon r et le périhélie par la formule (c)(no 2»).
35. C'est en compara^nt les positions des planètes observées à différentes époques, qu'oji a déterminé les éléments de leurs orbites ; çt comme ces corps ne sont janiais à d'assez grandes distances de la Terre pour échapper aux instruments astronomiques, on a pu répéter ces observations autant qu'on l'a jugé convenable, et par des corrections successives, on est parvenu
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à fixer ces éléments avec toute la précision désirable. La petitesse des excentricités et des inclinaisons mutuelles des orbites planétaires a beaucoup contribué aussi à faciliter ces recherches; mais il n'en est pas ainsi par rapport aux comètes : non-seulement leurs excentricités et les inclinaisons de leurs orbites varient à Tinfini, mais encore, comme ces orbites sopt en général très-allongées, elles ne sont visibles pour nous que lorsqu'elles reviennent dans la partie la plus voisine du Soleil ou vers leurs périhélies ; leur éloigne^ ment les dérobe ensuite à^ios regards, et souvent elles^ disparaissent pour toujours. C'est donc un problème d'analyse fort intéressant que celui qui a pour objet de déterminer les éléments de l'orbite d'une comète d'après un certain nombre d'observations faites pendant la durée de son apparition, puisque c^est la seule donnée que nous ayons pour reconnaître ces astres lorsque la suite des temps les ramène vers le Soleil. Les plus grands géomètres, depuis Newton, se sont exercés sur cette question, et nous avons aujourd'hui différentes méthodes pour la résoudre ; nous ne nous arrêterons pas ici à exposer aucune de ces méthodes, ce qui nous entraînerait dans une trop longue digres^ sion; nous reviendrons sur cet objet lorsque nous aurons achevé la théorie des planètes, et nous consacrerons un livre à part à la détermination des éléments de l'orbite des comètes et à la théorie de leurs pertur-n bâtions.
CHAPITRE VI
VARIATIONS DES CONSTANTES ARBITRAIRES QUI ENTRENT DANS LES FORMULÉS DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE, OU THÉORIE DES PERTURBATIONS PLANÉTAIRES.
36. Nous sommes parvenu, dans le chapitre IV, à intégrer complètement les équations différentielles des mouvements des centres de gravité des corps célestes autour du Soleil, lorsqu'on n'a égard qu'à l'attraction de cet astre, et qu'on fait abstraction de leurs actions mutuelles. Nous avons vu que, dans ce cas, les orbites qu'ils décrivent sont des sections coniques dont le Soleil occupe un foyer et dont les éléments sont les constantes arbitraires introduites par les intégrations. Dans le chapitre suivant, nous avons montré que la détermination de ces éléments ne dépend que de la vitesse dont le corps que l'on considère est animé dans un point donné de l'orbite, ou, ce qui revient au mém^, des forces qui le sollicitent à une époque déterminée. Or, la force qui fait décrire aux corps célestes des sections coniques autour du Soleil est la puissance attractive de cet astre combinée avec une impulsion que ces corps peuvent être supposés avoir reçue à l'origine du mouvement, dont on peut fixer l'époque à un instant quelconque. Il suit de là que si, la force attractive restant la même, la force d'impul-
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sio» épreuve un changement quelconque , la nature de l'orbite ne variera pas, mais ses éléments en seront plus ou moins altérés; de sorte que Torbe elliptique d'une planète, par exemple, pourra devenir parabolique ou hyperbolique, et la planète se trouvera ainsi transformée en comète. Imaginons maintenant qu'au lieu d'éprouver une variation finie qui n'agit que pendant un instant, Timpulsion primitive soit soumise à des variations infiniment petites, mais dont l'action soit continue, comme on peut supposer que cela a lieu à regard des corps célestes en vertu de leurs actions mutuelles; l'orbite pourra encore, pendant chaque intervalle de temps dt^ être regardée comme une section conique dont les éléments sont constants pendant cet instant, et varient seulement dans l'instant suivant. Les variations de ces éléments serviront à déterminer l'effet des forces perturbatrices.
Les observations avaient fait voir, en effet, depuis longtemps que les éléments des orbites planétaires ne sont pas constants, et que ces orbites doivent être regardées comme des ellipses dont les dimensions et la position dans l'espace varient par degrés insensibles, de sorte que l'ingénieux artifice de calcul que nous avons développé dans le chapitre III, et qui consiste à faire varier des quantités regardées d'abord comme constantes, pour étendre la solution d'une question particulière à celle d'une question plus générale, semble, dans la théorie des perturbations planétaires» avoir été indiqué aux géomètres comme le résultat des observations, dont il n'est, pour ainsi dire, qu'une simple traduction.
3i6 THÉORIE ANALYTIQUE
Exprimons par des formules analytiques les considérations précédentes.
37. Si Ton désigne par m la masse de la planète dont pn considère le mouvement relatif autour du Soleil, par M celle de cet astre, et par m', 7?i'', m*', etc., celles des planètes perturbatrices; que Top nomme x^ y^ z les coordonnées de m rapportées à trois axes rectan-r gulaires passant par le centre de M ; x\y\ :^j les coor-. données de m! relatives aux mêmes axes, et ainsi de suite; si de plus on fait pour abréger M -h m = fx, x^^j^^ z^z= r% af^-^-j'^"^ z'^= r'% etc., et qu'on suppose
Vv^{x"-J^)»-^(/'-/)»-^(^"-2)» • p''* ;
pn aura, n^ 8, pour déterminer les mouvements de m autour de M, les trois équatioxis différentielles sui-; vantes ;
d^x ^^^x rfR
r* dx
lit' ^ r»
_dR
~ dz'
Si dans ces équations on fait R = o, elles devien* nent celles du mouvement elliptique que nous avons intégrées dans le chapitre IV. Supposons à l'une quelconque des intégrales premières auxquelles nous som^
mes parvenu, cette forme
a = Fonct. {x, y, z, x^, jr,, ^,, 0, («)
en désignant par a une des arbitraires introduites par l'intégration, c'est-à-dire l'un quelconque des éléments de l'orbite elliptique, et en Élisant, pour abréger,
dx dy dz
^' = ;57' J''=di' ^'=di'
Si Von veut que pendant l'instant dt l'ellipse décrite dans le cas où R est nul, et l'orbite troublée coïncident, il faudra supposer aux variables or, ^, z, et à leurs différentielles premières x^^ j^^ z,, les mêmes valeurs sur les deux courbes, et par conséquent l'expression de a ne changera pas, soit que l'on considère le mouvement elliptique ou le mouvement troublé. Mais dans ce dernier cas, les vitesses J?,,/,, 2,, au bout de l'instant dt^ sont augmentées respectivement, par l'effet des forces perturbatrices, des trois quantités infiniment petites — di^ — dt^ — éi^; on ne peut plus
alors regarder l'élément a comme constant, et en ajoutant aux vitesses or,, ^,, z,, dans l'expression de cet élément, leurs variations, on aura pour déterminer la variation correspondante da^
, (da rfR da dK , da dK\ . , ,.
Si l'on considère l'équation [a) comme une intégrale première des équations (A) dans le cas où l'on a R = o, il est évident qu'elle satisfera encore aux mêmes équations, dans le cas où leur second membre
3i8 THÉORIE ANALYTIQUE
n'est pas nul. En efFet, les valeurs des coordonnées jr, y^ Zj et de leurs différentielles jc^dt, J'f^^t ^,^^j sont par notre hypothèse supposées les mêmes dans les deux cas, et ces quantités ne diffèrent que par leurs différentielles secondes ; de sorte que si Ton désigtie par (jcj, (/J, (;«;) les valeurs de or,, /,, z,, dans le cas où R est égal à zéro, on aura x^ = (orj, j-^ = (j^J, z, = ( zj, et en différentiaut
Cela posé, différentions l'équation (a), et désignons par fonct. (x, j-, z, a:,, /,, z , t) la différentielle du second membre dans le cas où R = o ; on aura
o == fonct. {x,jr, z, ar,,x^ ^,» 0-
Cette même équation, en y faisant varier à la fois les constantes et les variables, pour Fapphquer au cas où R n'est pas nul, donnera
ou bien, en retranchant la première différentielle de la seconde.
Or, si Ton substitue à la place de -r^j -—? -7^, dans
* tlt dt at
les équations (A), leurs valeurs {dx^-^dx^j (^J"*-<^X^ {dz) -f- c^z,, on a
puisque les quantités (WlrJ, l^,), (^zj, sont en effet
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supposées satisfaire à ces équations dans le cas où R est nul. Si Ton remplace donc âûc^, &jr^^ &z,^ parleurs valeurs dans l'équation (i), et qu'on substitue pour da la valeur que nous lui avons supposée dans Féquation (a'), on voit qu'on aura une équation identique, et que par conséquent l'intégrale {a) satisfait égale-* ment aux équations différentielles (A), soit que l'on néglige, soit que l'on considère l'action des forces perturbatrices : la seule différence, c'est que dans le premier cas l'arbitraire a est constante, et que dans le second elle doit être regardée comme variable. Il en serait de même de toute autre intégrale première des équations (A), abstraction faite de leur second membre, quel que soit le nombre des constantes arbitraires qu'elle renferme.
Reprenons la valeur de la variation différentielle de a
, _ f^o dR da çfft da dR\ , \dXf dx djr^djr dZf dz /
On peut donner à cette expression une autre forme, qui a l'avantage de conduire à des expressions trèssimples, pour les variations des éléments elliptiques. Il suffit pour cela de substituer aux différentielles de la fonction R relatives aux variables a:, y^y z, leurs différentielles partielles prises par rapport aux constantes introduites dans R par la substitution des valeurs de a:, jr, z en fonction du temps et des éléments de l'orbite elliptique. Si l'on désigne par £ï, ô, Cjf\ g, h ces six constantes arbitraires, en suivant la marche que nous avons indiquée dans le n^i6, on
trouvera
expression dans laquelle on fait, pour abréger,
/ f V da db da db da db da db \ .
àXf dx dx dx^ dy, dy ^y ^^tX r \ da^db^dadb^ i
ilz, dz dz dz^ 1
Et l'on suppose aux quantités représentées par (a, c), {ciyf\ etc., des valeurs analogues fournies par la même équation, dans laquelle on substituera simplement les lettres c, /j g, A, à la place de b.
Cette expression de da est surtout remarquable en ce que les coefficients (a, 6), (a, c), etc., qui multiplient les différentielles partielles de R, sont des fonctions des constantes a, ô, c,y, g, A, qui ne renferment pas le temps implicitement. Cette proposition, que nous avons démontrée généralement n** 17, peut se vérifier ici d'une manière fort simple. Il suffit pour cela de faire varier le temps t dans les expressions de f^, ô), (a, c), etc.
En effet, différentions l'expression précédente de (a, ô), nous aurons
, , da , db db , da db , da da db
dJa» ^ ) = — d, d, 1 d, d, —
^ ' dXf dx dx^ dx dx dx^ dx dx,
da db d^ j ^^ ^b da da db
dy, ' dy dy, ' dy dy ' dy, dy ' dy,
da db ^^ . ^^ ^^ ^ d^ da db
dz, ' dz dz, * liz dz ' dz. dz ' dz.
Formons les valeurs des difFérentielles ^.-7-5 d.^^
ax dXf
d.-r^d,-T-^ d,-yy etc., qui entrent dans le second
dx dx, dy ' ^
membre dé cette équation.
Si Ton différentie par rapport à la variable x Féqualion
a = Fonct. (.r,^, z, x^,j^, 2,, /), (a)
et qu'on la différentie ensuite une seconde fois par rapport à /, en faisant varier tout ce qui varie avec
le temps t^ qu'on substitue pour -£^ -j-y ^j leurs valeurs jr,,^,, z,, et qu'on observe que si, pour abréger, on fait t = V, les équations du mouvement elliptique donnent
dt ~ dx' dt~ d/ dt'^ dz'^ ^^^
on aura
jda_^/d^a d^a d^a d^a
'dx "~ \dxde "^ "^ '^' "^ dxdx ^' "^ dxdz ^'
d^a d\ d^a dY d'à
dxdx^ dx dxdjTf dy dxdz^
dt.
Mais en différentiant simplement par rapport au temps t l'équation (a), on a
da j^ da » da > da «
da J da t da ,
Le premier membre de cette équation doit devenir
une fonction de t^ .r, j^ z, x,^ j,^ z,, identiquement
nulle, lorsqu'on y substitue pour dx^^ djr^^ dz^ leurs valeurs tirées des équations (a), puisque l'équation (a) est une des intégrales premières de ces équations. Cette substitution donne
da da da da \
dt^ dx '^ dx'^' dz ' r
da^ dY da^ dV d^ dV_ ( ^ ^ dx^ dx dy^ dy dz^ dz '
Cette équation étant identique par rapport à I, x^ j^ z, x^jj-^^ z^j, subsistera encore en faisant varier séparément ces quantités; je la diiférentie par rapport à x^ et je trouve
Ixdt "*" ^ '^' "*" ^i^^' "^ Ixdz ^'
d^a ^V d\a dW d'à dV
dxdXf 'dx ^^Xt> dy dxdZf dz da^ d^ da d'Y da^ d'\ dx^ dx' dy^ dxdy dz^ dxdz
La valeur de la différentielle de -p se réduira, en vertu
dx 7
de cette équation, à
d——-^i— —ju^ €/^V da^ d'y\ . ' dx \^/ dx' dy, dxdy dz^ dxdz)
On trouvera de la même manière
d —— ^ (— ^'^ da_ d^ da^ d'Y \ , . ' dy \d^% dxdy dy^ dy' dz, dydzj '
d — -^ ^ (— '^'^ — ^^^ — ^1^\ dt * dz \d^t dxdz dy^ dydz dz^ cfe* /
Si Ton différentie la valeur de a, d'abord par rapport
à JC, et ensuite par rapport au temps t^ on aura
[dt;
da^ _ l d^a d'à d'à
^ dx, "" \dx,dt ^ dxdx^ ^' "^ dydx^ ^' dzdx, ' d'à d\ . d'
dxj dx dx,
'a dV^ d'à d\\
^djr/ dy dx^dz^ dz )
mais si Ton différentie par rapport à x^ l'équation identique (6), en remarquant que V ne contient pas les variables j:,,^^, 2^, on a
d'à da d'à d'à d'à
dXfdi ' dx ' dxdXf ' dydx^*^ ' dzdx^^'
d'à d\ d'à dS d'à dV _
€lx' dx dXfdy^ dy tlx^dz^ dz
On aura donc simplement, en vertu de cette équation,
, da da ,^
«.-7- = — -y-at.
dx, dx
On trouverait de même
j da da j. t da da «^
a. 3— = — -7- ai. a. —- = — -j-at,
dy, dy dz, dz
Et en supposant la constante b donnée par une équation semblable à celle qui détermine a, on aura
pour les différentielles rf. -7- ? ^. — » d.—^ </._., ^. --. ,
'- dx dy dz dx^ dy,
rf.— j des expressions semblables aux précédentes,
en y changeant seulement aen b.
Si Von substitue ces valeurs dans l'expression de d.(a^ b), on verra que les termes qui contiennent les
, ^, . 1^ :, da db da db da db , .
différentielles de ^ , ^, ^, ^, -, ^, se détriii-
sent mutuellement, et qu'en ordonnant par rapport aux différences partielles de V les termes qui contiennent les différentielles de -7-î -7-) -r-5 etc., les coef-
dx dx dy
ficients de chacune de ces différences se réduisent d'eux-mêmes à zéro.
D'où il suit que la quantité représentée par (a, h\ et par conséquent les autres quantités semblables (a, c), (6, c), etc.^ ne renfermeront pas le temps ^ et ne pourront être que de simples fonctions des constantes a, 6, c, etc., lorsqu'on aura substitué^ à la place de Jt*, y^ 2, x^^ /^ 2^, leurs valeurs elliptiques en fonction de ces constantes et du temps t.
Ainsi, la variation différentielle da de l'un quelconque des éléments de l'orbite de /?2, se trouve exprimée par une formule qui ne renferme que les différences partielles de R, prises par rapport aux cinq autres éléments é, c, etc., et multipliées par des fonctions de n, ^, c, etc., indépendantes du temps.
Ce résultat remarquable n'est qu'un cas particulier de celui que nous avons obtenu d'une manière générale dans le n*^ 17; mais, vu son importance dans la théorie des perturbations planétaires, nous avons cru qu'il ne serait pas inutile de montrer comment on y peut parvenir immédiatement, par la seule considération des formules du mouvement elliptique, et comment se vérifiait, dans ce cas, d'une manière trèssimple, l'indépendance des symboles (a, h\ («, c\ etc., à l'égard du temps i.
Il nous eut été facile, d'ailleurs, de déduire immédiatement et indépendamment de toute autre consi-
dération, la formule (i) de la formule générale (D) du
En effet, si Ton ne considère que le mouvenient d'un seul corps m, dont les trois coordonnées rectangulaires a:, ^, z ne sont liées entre elles par aucune équation de condition, on pourra prendre pour variables indépendantes ces coordonnées; on aura ainsi y = x, ij; = j^, 9 = 2, ce qui donne y' = jr^, (j;' = j^, 9' = jz,, et la valeur de T se réduira, dans ce cas, à
d'où Top tire
dT dT </T
Ces valeurs, substituées dans la formule générale (D), en observant que la fonction représentée par ù doit être ici remplacée par mR, reproduisent Ja valeur de da^ à laquelle nous soinmes parvenus plus haut.
39. Appliquons la théorie précédente au calcul deî^ perturbations planétaires.
Reprenons, pour cela, les- diverses intégrales que nous OQt fournies les équations du mouvement elliptique, et déterminons, d'après la formule générale (i), les variations qu'il faudra faire subir aux constantes arbitraires qu'elles renferment, pour étendre ces intégrales aux équations différentielles du mouvement troublé. Nous sommes parvenus, dans le chapitre IV?
aux huit intégrales suivantes :
^r. - ^, J = ^' zx — z,x—c!, jz, -j,z = c\ \
r=:a(i — ccosm), < 4- / = «'(« — csin«),
i4-ecos(«' — w)
Nous supposons, pour plus de simplicité, |x = i .
Ces intégrales contiennent sept constantes arbitraires; mais comme elles ne doivent en renfermer que six distinctes entre elles, l'une de ces arbitraires est nécessairement comprise dans les six autres.
En effet, on à, n® 20, entre les constantes c, c\ c", a, e, réquation de condition,
c»-Hc'2^c"» = fl(i — e*).
De sorte que ces cinq constantes n'équivalent réellement qu'à quatre arbitraires distinctes, et qu'on peut regarder l'une d'entre elles, prise à volonté, comme fonction des trois autres, T..es constantes c, c\ d' fixent la position du* plan de l'orbite'; et en nommant ç son inclinaison sur le plan des xy^ et a la longitude de son nœud, comptée sur le même plan, à partir de l'axe de a:, on a
tangç = ^—^ , tanga = - 7 '
d'où, en faisant pour abréger A* = c* -+- c'* -h c"^, on tire
C = AcQsç, c'== — Asinycosa, c"= A;sinf sina.
Ces valeurs nous seront utiles dans les recherches suivantes.
La constante oi> exprime la longitude du périhélie comptée sur le plan de l'orbite à partir d'une ligne fixe prise à volonté; nous supposerons , dans ce qui va suivre, que cette ligne est l'intersection du plan de l'orbite avec le plan fixe des x,y^ et nous nommerons g ce que devient dans ce cas la constante cù; la dernière des équations (B) donnera ainsi
cos(p-g)=.^'-. (BO
40. Cela posé, les six arbitraires dont nous allons déterminer les variations d'après la théorie générale exposée au commencement de ce chapitre, sont les cinq constantes a, a, y, /, g, et la constante k dont le carré représente le demi-paramètre de l'orbite, et que nous emploierons de préférence à l'excentricité e, parce que les calculs qui s'y rapportent so/it moins compliqués. Ces constantes^ substituées tcyir à tour à la place de a et 6 dans la formide géiyrale, produiront quinze quantités symboliques (aJA"), (a, a), [kj(x)j etc.^ qu'il faudra calculer par la rormule (2). Commençons par chercher les valeurs de ces quinze quantités.
Formons d'abord les combinaisons [a^ A), {a^ 9), (^, a), (A:, ç), (A:, a), («,9), où n'entrent point les constantes Zet g. Si l'on ajoute les carrés des trois premières équations (B), on aura la valeur de k en fonction de x^jr^ z, x^^ y,^ z. ; en mettant à la place de c, c', c'\ leurs valeurs dans les expressions de a
et 9, on aurait de même la valeur de ces constantes en fonction de x^ jr, 2, ^,^7^ ^r On pourrait donc ainsi déterminer directement, d'après la formule (2), les six quantités précédentes; mais il sera plus simple de regarder les constantes A:, a, y comme fonctions des constantes c, c', c'% et d'employer d^ns cette recherche la formule (E) du n° 18.
Si, au moyen des quatre premières équations (B), on forme les différentielles partielles des arbitraires c^ c% c" et tty prises par rapport aux variables x^ jr^ z, x^^ jr,, z , qu'on substitue ensuite les valeurs résultantes dans la formule (2), on trouvera sans peine
(ajC) = o^ (^, c')=:o, (<2, c") = o.
La constante k est déterminée en fonction de c, c', c'% par récjliation
la formule (E), n*^18, donnera donc
d'où l'on tire
Les deux arbitraires ç et a étaqt déterminées par les équations
tangy = 3L_ , tanga = - ^>
pn aura de même
Pour former les deux combinaisons (A*, y) et (A, a), I remarquons que Ton a par la formule citée :
\ Si Ton substitue pour (c, c'), (t^, c"), (c', c"), leurs valeurs, en observant que l'on a, n^'lS, (c', c)=--(c, c'), (c", ^) = - (c, c"), (c", c') = - (c', c"), on trouve
D'ailleurs
Par conséquent
Pour former la combinaison (a, 9), remarquons que l'on a
cosy = T; d'où Ton déduit
Nous omettons le terme («^ ^) ^' parce que (a, A) est nul, comme nous venons de le voir,
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de' ^
et en substituant pour (c', c), (c", c\ -jji -rj, leurs
ce*
valeurs
(a, c) = - cos'a (^— p7— j = - i, et par conséquent ^i^hL^f z -^
(a, ©)=T-î — • tc
Passons au calcul des combinaisons dans lesquelles entrent les constantes / et gj et commençons par chercher les valeurs des quatre quantités (a, Z), (A-, /), (?9 0' (^1 0* ^^ ^^"^^ ^^ septième des équations (B), on substitue pour u sa valeur donnée par l'équation qui la précède, cette équation prendra cette forme,
/= — i-l-Fonct.(rt, A, r); (c)
d'où Ton tire, en faisant d'abord abstraction des constantes a et A:,
dl dldr xdl
dx drdx'
dl _^dl dr lfy~ drdf'
dl _ dldr dz drdz'
zdl ~ 7dr'
La valeur de l ne contenant pas les variables J^,,/,, 2,7 on aura, par rapport à une constante quelconque 6,
,, ,, i ( db db db\dl
dl
dr'
Pour avoir égard aux constantes a et A contenues dans la valeur de /, il faudrait ajouter au second mem-
bre de cette équation la fonction
Mais on peut Tomettre, parce que b devant représenter Tune des quatre constantes a^ k^ (fy a, les deux termes précédents sont toujours nuls. Il ne reste plus qu'à substituer successivement ces arbitraires à la place de b dans la valeur de (Z, 6).
Il est aisé de voir d'abord par les valeurs de c, (/, d'j que la substitution des constantes ç et a ou de toute autre fonction de c, c', c'\ à la place de 6, rendra nulle la fonction
db db db
dx, ^ dy, dz,
On aura donc aussi
Quant à la constante a^ on trouve
da ^ da * da «
en faisant donc b-=^ a dans (/, b\ on aura
, , V 2 fl* / \dl ^drdl
(Z, a) = ^ — [a:a:^+jjr,+ zz,)j^=^ ^""didr"^
mais l'équation (c) donne évidemment — = — ; par
conséquent
Faisons enfin 6 = A:, la constante A* étant fonction de c, c'j c'\ on aura5 d'après ce que nous avons dit
plus haut,
il,k) = o.
Passons maintenant à la recherche des cinq dernières combinaisons (g, a), (g, A), {g, ç), (g, a), et {gj l) qui renferment la constante g". L'équation (B') donne, en la résolvant par rapport à g,
On aura donc, relativement à une constante quelconque 6,
, , . I / db db db \ dg
di^db\ dzdzj
(dp db dv ilb tcf %A,w \ dxdx, djr df, "^
On peut omettre le dernier terme, parce que b devant représenter une des cinq arbitraires a, A, (p, a, /, ce terme est toujours nul.
Pour former les quantités ^ ' ^ ' ;7" ' ^^ f^^^^ avoir
la valeur de l'angle v en fonction des variables oc,jr^ z] or on trouve aisément
JC =
rcosi'cosa —
rsint^cosipsina.
rcosi^sina + rsini^cosycosa,
rsini^sinç;
d'oui
on tire
sin V =
= — !— , COSi^
arcosaH- j^ sin a
Nous ferons usage de la première de ces valeurs,
comme étant la plus simple. Elle donne, en la différentiant,
dv — xz dv — yz dp r^ — z'
:> zr.-— ^^.1 >
dx r*sinçcost> df r^sin^cosp dz r^sin^cosc
rdz — zdr
dif z cosy dtf dt
dif r sin' y cosV dt r* sin y co^p
Substituant ces valeurs dans la formule qui donne [gj t^\ et ajoutant, à cause de la constante 9 qui
entre dans l'expression de sinv, le terme (y, b)--r-^ on
I i aura
, , V i I db db db\dg
z . I db db db\ \ ,,.
r' sin 7 cos p \ dx^ ^ df, dzj ( ^ '
I db f M \dg f my.dv
rsin^ cospi/z, ^ ' ' da ^^^ ' dt^
Il ne reste plus qu'à substituer les constantes rt, A:, f , a, Z à la place de h dans cette formule. Faisons d'abord b^=.a^ nous aurons
da da da • rdr
dx, -^ dy, dz, dt
et
I da
(da , da da\
r^sinycosp\ dz, *^ dy, dz,) rsiny cosp c^z,
/ rdz — zdr \
~dt 1 2 d^
^r'sin<]pcost'/ dt
On a de plus (a, a) = o, (ç, a) = o; par conséquent
dg dv
et comme -f- = — -75 on aura
at fit
(g,fl) = 0.
Faisons 6 = Ar; l'arbitraire A: étant fonction de c, c\ d\ on a
dk dh dk
dx, ^ dx, dz,
D'ailleurs (^, A:) = o et (9, A) = o; la formule qui donne (g^ A:) se réduit donc à
/ i\ i dk
^^^ ^ rsiUffCOSP dz^
mais A* = c* + c'* -H c"*, d'où l'on tire
^ = -^^-7 = smç(arcosa H-/sma);
ou bien, d'après la valeur de cosi' trouvée précédemment,
dk
-y = rsm(pcosp;
par conséquent
Cherchons la valeur de (g, ç), et pour abréger, au lieu de faire 6 = ç dans la formule (rf), observons que
Ton a cosç = 7» par conséquent
Il est aisé de se convaincre que (g, c) = a; nous avons trouvé (g, A:) = — i; donc on a
/ s COScp
M ÀÊ
Cherchons la valeur de {gf, a); a étant fonction de & et c^, on a
mais il est aisé de se convaincre que Ton a
La valeur de tanga = — ^ donne, en la difïérentiant.
^ • i^b^tuQps ces valeurs dans (g, a), nous aurons
cos'a lc"3e-\-c'y\ di>[ „rfa . ^^rfal
mais
par conséquent
(a a:\= ^^^'^ lc'^ + ^'x\ _î îÇ
^^' ' rsin^ cosf» \ c" / ^sin^rsin'
COSf
D'ailleurs les valeurs de c, c', c'' (n®59) donnenE , . , = — t; — 5 d OU 11 resuite
^^' ^^ "" rsinrcosP \ 7'^ /'
et comme cz -h cy H- c"ar = o (n^ 20), on a enfin (g, a) = o.
Déterminons la valeur de (g, /), dernière combinaison qui nous reste à considérer. La constante l peut être regardée comme fonction des variables r et t^ et des arbitraires a et A*; nous aurons donc par conséquent
(g, l) = {g. 0 J' -^ (ff. «)^ + (g, ^) ^î
et comme (g, a)=zo et (g, A) = — i, cette valeur se réduit à
Puisque r ne contient pas les variables x^j y^^ z,, la valeur de (g, r) se réduit à
Le second terme est nul de lui-même, puisque Ton a
et que nous avons vu que y étant fonction de c, c', c\ la quantité x-^ -^J-j- "*" ^^ ^^^^^ nulle. Il ne nous reste donc à former que la quantité (^, r),
, V da dr da dr da dr
^ ' ' dx^ dx dy^ dy dz^ dz
ry ^ '. da da da dr dr dr i
Substituons pour t-' -7-' 1-^ 3-' "r et — leurs va- î
* aXf djr^ dZf dx dy dz
leurs, on aura
/ \ 2 «* , V ^dr i
Ainsi donc
et par conséquent
. ,v ^ dr dl dg dl « dg dl
^o^ J dt dr da dk da dk
Si pour -j- ^^-yi on substitue leurs valeurs tirées de
l'équation (B') du n° 39, et de la septième des équations (B) du même numéro, difFérentiées par rapport à ces constantes, et en y regardant e comme fonction de a et de Ar, on trouvera , toute réduction faite,
et par conséquent
41. Rassemblons les valeurs des quinze quantités que nous venons de déterminer; nous aurons
{a^k)r=o, (a,ç}=o, (rt,a)=o, (rT,g)=o, (n,/)=î2a% {l^k)=o, {/,f)=o, (/, a)=o, (/,g)=o, (X:,9)=o, (A:,a)=o, (A:,g)=i,
Si dans la formule générale (i), on met successivement a^ /, A:, g, a et y, à la place de a et é, et qu'on y substitue ensuite les valeurs précédentes, on aura
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pour déterminer les variatiaDs de ces six quantités :
Annf \dfj ^ ksukf\dgj Âsinf\daJ
43l. De ces formules il est aisé de conclure celles qui se rapportent à la variation des six arbitraires que nous avons considérées dans la théorie du mouvement elliptique; il suffit pour cela de remplacer les constantes Ij kj g par leurs valeurs en fonction de ces arbitraires. Noos avons supposé (n** IMt et 59)
n étant par hypothèse égale à a ' ^ On tire de là, en différentiant.
dt.
de =
an ^i —V
dk
2ae
dar.
Quant à la valeur de d(ù^ remarquons que ncRis avon» désigné par g (n^39) l'angle compris entre la ligne des noeuds et le grand axe de Torbite;. gj est l'angle
que forme ce même axe avec une ligne fixe menée dans le plan de cette orbite : on aurait donc dtô = dg si la ligne tles uceiids ne faisait aucun mouvement pendant l'intervalle de temps dt; mais cette droite changeant à chaque instant de position, il est clair que dQ est égal à dg^ plus le mouvement des nœuds, pendant Tinstant dt, projeté sur le plan de l'orbite ; on aura ainsi, aux quantités près du second ordre, d(ô zzzdg-h cos ff doL.
La quantité R peut être considérée, soit comme une fonction des arbitraires a, Z, A:, g, a, soit comme une fonction des arbitraires a, £, e, ca et a : on a donc, en la difiérentiant dans ces deux hypothèses, l'équation identique
Substituons dans le second membre, à la place de dij de, d(ùy leurs valeurs précédentes, et égalons ensuite de part et d'autre les codBBcients de da, dl, dk^ dg et doL ; nous aurons
^_/^\ i»-g'r/R 3(6 — tajrfR da \da 1 ^ae de 2 a dg ^
dR dR dl dz
dR an ^i — e^ dR
dk — e de'
dR _ dR dR
dg dt d(ù
dR /dR\ 'dR dR
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Si Ton substitue ces valeurs dans les formules (o); qu'ensuite on substitue pour da^ dl, dkj dg et da leurs valeurs résultantes dans de, de et ^«, on aura, pour déterminer les variations des six éléments de l'orbite elliptique, en observant que n^ = a"*, et que k= ^a(i — e^), les équations suivantes :
da = :ta^ndt^^^y (i)
andt^Ji^
_ andt l^^\ ia\
45. Nous voici donc parvenus à exprimer les variations différentielles des éléments de l'orbite elliptique par les différences partielles de la fonction R relatives à ces mêmes éléments, et multipliées par des coefficients qui ne renferment pas le temps. Il suffira donc, pour avoir leurs valeurs finies, de différentier par rapport à ces éléments chaque terme du développement de R, et de l'intégrer ensuite; avantage précieux qui résulte de la forme particulière que nous avons donnée aux expressions de ces variations.
La constante arbitraire s étant toujours jointe à
1 angle w^, on a -7- = -x > d ou 1 on tire -7- « dt =rf'R,
^ ' at nat a% '
la caractéristique r/' désignant une différentielle relative au temps t^ prise en ne faisant varier t qu'autant qu'il est multiplié par n ; les valeurs de da el de de deviennent ainsi *
tf ^ e \dtù )
On peut employer indifféremment ces expressions ou celles dont elles dérivent.
Nous avons supposé /i = « ' ; on aura donc^ en différentianty
dn:^---'iand'Vi. (7)
Cette formule donnera en l'intégrant la valeur qu'il faut substituer à la place de n dans les formules du mouvement elliptique. Or, en nommant Ç la longitude moyenne de la planète m, on a | = w^ 4- ç, et par conséquent
rf| = ndt -h tdn h- di ;
expression dans laquelle il faut remplacer dn et d^ par leurs valeurs. Mais il y a ici une observation essentielle à faire, c'est que, dans la différence partielle de R, relative à a, on peut ce dispenser de faire varier la quantité n qui dépend de rz. En effet, R étant fonction de nt + 6, donnera, à raison de la variation de n,
le terme -r- t-y^ la valeur de dt renferme le terme
dt da^
--la^-j- ndt, La variation de n y introduira donc.
le terme •— aa*— t-^-ndt; par conséquent la variation de la longitude moyenne sera, à raison seulement de la variation de /i,
d^ = tdn — a ^i' -r- -r- ndt.
da as
Si Ton substitue pour dn sa valeur, et qu'on re-
marque que j- = ^* "7" ^"^ = " ^» ^^ verra
que cette expression se réduit à zéro. Il suit de là que dans la valeur de d^ on peut omettre le terme tdn^ pourvu qu'on regarde n comme constant dans la différence partielle de R prise par rapport à a. On aura donc Ç =1 Jndt -4- £ pour l'expression de la longitude moyenne dans le mouvement troublé, et toutes les formules relatives au mouvement elliptique auront également lieu dans le cas de l'ellipse invariable et dans le cas de l'ellipse troublée, pourvu qu'on y change nt en fndtj et que l'on détermine les éléments de l'ellipse variable par les formules précédentes. Cette manière d'exprimer le moyen mouvement a l'avantage de faire disparaître les termes qui se trouveraient sans cela multipliés par le temps t hors des signes sinus et cosinus. Si Ton fait Ç=zfndty on aura dÇ = ndt ; et en substituant pour n sa valeur tirée de Téquation (7), et intégrant ensuite, on trouvera pour déterminer la variation du moyen mouvement la formule
!; = •-• 3 ffandt.d'R. (8)
44. Les formules (5) et (6), qui donnent les va- ' leurs de dd. et de dcp^ contiennent au dénominateur
le sinus de l'angle tp, quantité très-petite lorsqu'on suppose l'inclinaison de l'orbite sur le plan fixe peu considérable^ et qui devient nulle lorsqu'on rapporte la position de la planète au plan de son orbite primi* tive, comme nous le ferons dans la suite. On peut éviter cet inconvénient en substituant aux arbitraires (f et a, qui représentent Tinclinaison de l'orbite et la longitude de son nœud ascendant, les quantités tangfsina^t tangç)cosa qui en dépendent. En effet, si l'on fait
/ = tangç) sina, q = tangtp cosa, on aura, en difierentiant^
dq = ^— ^ dm ^ p da.
■* COS*ç ^ ^
Si l'on considère R comme fonction de y et a, et ensuite comme fonction de p et ç, on a l'équation identique
£n substituant pour dp et dq leurs valeurs, et en égalant de part et d'autre les coefficients de rfa et de d(p^ en trouve
da
dR 1-d^
dR Pd^'
dK df
sina cos'y
dp
cosa COS'ç
dR
dq'
Si l'on substitue ces valeurs dans celles de daetâe'dip^
qu'ensuite on substitue les valeurs résultantes dans dp et ilq^ et qu'on néglige les termes du second ordre par rapport à y, ou bien qu'on fasse y = o, ce qui suppose que l'on prend pour plan de projection le plan même de l'orbite de m^ on aura
. andi [ dK\ , .
, mandi fdK\ , .
Ces formules, jointes aux quatre premières du n** 42, sont celles dont nous nous servirons désormais pour déterminer les variations des éléments de l'orbite elliptique, et nous en conclurons d'une manière trèssimple toutes les inégalités du mouvement des planètes.
Si l'on supposait enfin
p' = sinf) sina, q' = sinç cosa,
on trouverait, par une analyse semblable à la précédente,
Ces formules sont rigoureuses, tandis que les précédentes ne sont qu'approchées; elles se confondent avec elles quand on suppose y une très-petite quantité.
En général, on peut observer que la disposition des
formules précédentes dépend uniquement des arbitraires que Ton a choisies, et peut varier par conséquent d'une infinité de manières. Si Ton prenait pour constantes arbitraires les cinq quantités rz, s, w, p, q^ et le demi-paramètre A:* au lieu de l'excentricité e, on trouverait pour déterminer la différentielle de k^
Cette formule nous sera utile dans la suite.
On aurait des formules plus simples encore que celles que nous avons développées dans le n° 41 , et qui auraient l'avantage de ne contenir qu'une seule différence partielle de la fonction R, en prenant pour constantes arbitraires les cinq quantités «, A, /, a, y, dun**40, et la quantité w du n*^ 42. On trouverait sans difficulté, pour déterminer les variations de ces constantes, les équations suivantes :
/■sm^\ûf(p/ * Aismy\rfa/
On aurait encore, n*^ 18, des formules dont chacune ne contiendrait qu'une seule différentielle partielle de R, en prenant, pour constantes arbitraires, les valeurs des trois coordonnées x, j", z, et des trois
vitesses ;^' ^» ;^ ^^ '^ planète, relatives à une épo-
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que déterminée, par exemple, à Finstaiit d'où Ton compte le temps /.
46. Considérons maintenant, d'une manière générale, les diverses formules que nous venons d'obtenir. Ija fonction B, dont les di£Férences partielles entrent dans ces formules, est une fonction donnée des coordonnées or, jr^ z de la planète troublée, et des coordonnées or^, jr% ^^ etc., des planètes perturbatrices. Cette fonction est'du premier ordre, par rapport aux masses de ces planètes; de sorte que si, dans une première approximation, on néglige les puissances des masses perturbatrices supérieures à la première, il :suffira de substituer dans R, à la place des coordonnées Xy y^ z, x', /', z', etc., leurs valeurs relatives au mouvement elliptique. R devient alors fonction 4lu temps t et des éléments a, £, 6, cj, p^ q, a\ c', e', fù\ //, q\ etc., des orbites des planètes m, m', etc., et il'on peut toujours supposer cette fonction développée ^n série ordonnée par rapport à t. Nous donnerons dans le chapitre suivant le moyen d'effectuer ce développement; il suffit ici seulement d'en concevoir la possibilité. Il suit de là que si l'on désigne par F le premier terme de cette série, c'est-à-dire le terme indépendant de tj F étant une fonction connue des éléments de la planète troublée et des planètes perturbatrices, il en résultera dans les variations des éléments éUf 6, e, etc., des termes proportionnels à l'élément du (temps, lesquels produiront, par Tint^ation dans les variations finies de ces éléments, des termes croissant comme le temps, et qui seront indépendants de la
position des planètes m, ni^ nfj etc., dans leurs orbites. Si Ton substitue donc F à la place de R dans les formules (i), (2), (3), (4), (9), (10), et qu'on observe que la différentielle de F par rapport à nt est nécessairement nulle, on aura, pour déterminer ces termes, les formules suivantes :
/fe=-.
andt^i-^é^ ( d¥
andisji — e^ (dY\
Les variations déterminées par ces équations ont été nommées inégalités séculaires ^ parce qu'elles croissent avec une extrême lenteur. Quant à l'autre partie de la variation dés éléments elliptiques de nij elle constitue ce qu'on appelle les inégalités périO" diquesy et on la détermine au moyen des formules du n^ 42, en ne conservant dans le développement de R que les termes que nous y avons négligés. On voit parles formules précédentes que l'expression du grand axe n'est soumise à aucune inégalité de la première espèce, en sorte qu'on peut le considérer conune mvariable lorsqu'on fait abstraction des inégalités pé-riodiques. Cette importante propriété constitue l'ua
des phénoiHènes les plus remarquables de la disposition du système du monde.
L'introduction que nous avons proposée, n*' 44, des quantités p et q, à la place des variables 9 et a qui déterminent la position du plan de l'orbite de m, mérite une attention particulière. Cette transformation de variables, semblable à celle dont nous avions fait usage, n*^ 54, livre I, et dont nous avons indiqué l'utilité pour la théorie de la libration de la Lune, a l'avantage, dans la question qui nous occupe, de réduire les équations différentielles qui déterminent les inclinaisons et les longitudes des noeuds d'un système d'orbites, à la forme d'équations linéaires à coefficients constants dont le nombre est double de celui des corps agissants du système, ce qui facilite extrêmement leur intégration. On peut appliquer une transformation analogue à Texcentricité et à la longitude du périhélie et faire disparaître ainsi du dénominateur des valeurs de de et rfo, l'excentricité e qui, relativement aux planètes, est toujours une trèspetite quantité. En effet, si l'on suppose
b = esino), c = ecosw,
on trouve, en opérant comme dans le n^ 44,
formules qui, dans la théorie des variations séculaires, ont sur celles qui donnent directement de et r/o, les mêmes avantages, que nous avons indiqués plus haut relativement aux équations (9) et (10).
Nous développerons, dans le chapitre suivant, les formules précédentes; nous déterminerons ensuite, en les intégrant, les variations finies des éléments des orbites planétaires, et nous en déduirons, par des approximations successives, les différentes inégalités des mouvements des planètes avec toute l'exactitude qu'exige la précision des observations modernes.
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CHAPITRE VIL
DÉVELOPPEMENT DES FORMULES QUI DÉTERMINENT LES VARIATIONS DES ÉLÉMENTS DES ORBITES PLANÉ- TAIRES, ET RELATIONS QUI EXISTENT ENTRE LES INÉGALITÉS SÉCULAIRES DE CES ÉLÉMENTS.
47. Nous venons de voir qu'en vertu de l'action réciproque des corps du système solaire, les éléments des orbites des planètes étaient soumis à deux espèces de variations distinctes. Les unes, indépendantes de la configuration de ces différents corps et de leurs positions respectives, qui reviennent les mêmes après de courts intervalles, peuvent croître indéfiniment avec le temps, ou être assujetties à des périodes qui leur sont propres, mais dont la durée est toujours extrêmement longue. Les autres, au contraire, dépendent uniquement de la position des planètes, soit entre elles, soit à l'égard de leurs nœuds et de leurs aphélies, et reprennent les mêmes valeurs toutes les fois que la disposition générale du système redevient la même.
Ces dernières, comme nous l'avons dit n® 46, ont été nommées variations périodiques. Les éléments de l'orbite, en vertu de ces inégalités, ne font qu'osciller entre des limites qu'elles ne sauraient dépasser; leur effet est de changer à chaque instant la position qu'au-
rait la planète dans son orbite supposée invariable^ mais la stabilité du système du inonde n'en peut être altérée.
Les premières , qui sont en même temps les plus importantes et les plus difficiles à déterminer, ont été appelées variations séculaires^ parce que leurs accroissements étant extrêmement lents, ce n'est qu'après un grand nombre d'années que leur effet peut se manifester. Elles font varier de siècle en siècle, et par degrés insensibles, la figure des orbites et leur position dans l'espace, de sorte que, comme leur action est permanente et continue, il est impossible de décider à priori si la forme générale du système planétaire n'en sera pas à la longue entièrement bou* leversée.
Il faut, pour résoudre cette importante question, examiner avec soin les valeurs finies de ces variations,, valeurs qu'on obtiendra, comme nous l'avons dit^ en intégrant les formules du n*^46. Cette intégration, il est vrai, est impossible en général dans l'état actuel de l'analyse, et il est, par conséquent, impossible aussi d'avoir rigoureusement les valeurs finie» des variations des éléments elliptiques; mais le peu d excentricité des orHtes des planètes, et la petitesse de leurs inclinaisons mutuelles, permettent de déterminer par des approximations successives l^urs valeurs approchées, aussi exactement qu'on le peut désirer.
48. Pour le faire voir^ et pour calculer généralement toutes les inégalités que l'action mutuelle des planètes peut produire dans leurs mouvements, il est
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nécessaire de réduire en série la fonction que nous avons désignée par R. Occupons-nous donc d'abord de ce développement. En ne considérant que l'action d'une seule planète perturbatrice m' sur m, on a
L'action des autres corps rïi\ m*', etc., introduit dans cette fonction des termes semblables.
Désignons par r, le rayon vecteur de m projeté sur le plan des xy^ et par s^^ l'angle que fait ce rayon avec l'axe des x ; désignons de même par r\ le rayon vecteur de m' projeté sur le même plan, et par p l'angle que forme cette projection avec l'axe des x\ nous aurons
X =1 r^ cost^,, jr =^r^ sini^,,
x^z=, r\ coss>\ , ^'= K sini'' .
Si l'on substitue ces valeurs dans la fonction R, elle devient
r,r\ cos(f^|— pj-f zz' '
Les excentricités et les inclinaisons mutuelles des orbites planétaires étant de très-petites quantités, puisque ces orbites s'éloignent peu de la forme circulaire, et qUe leur plus grande inclinaison à l'écliptique ne surpasse pas sept degrés, si l'on développe la fonction précédente en série ordonnée par rapport aux puissances et aux produits de ces deux éléments, cette série sera nécessairement très-convergente. Cela posé,
choisissons le plan fixe des x^ jr, qu'on est libre de prendre à volonté, de manière que les inclinaisons des orbites sur ce plan soient peu considérables ; les valeurs des ordonnées z et z' seront très-petites, et en développant dans cette hypothèse la fonction R, ort aura
*[v^[r;»-2r,r;cos(p;^p')+>'»] r''' J /«V Zm'r,z''co%{v\-^t>^) _. m'[z'-^zy
+ etc.
Supposons, pour un moment, les orbites circuliaires, et couchées toutes sur le plan des xj\ en désignant par a et a' les distances moyennes des planètes m et m! au Soleil, et par nt -f- 8 et n' if -f- e' leurs moyens mouvements autour de cet astre, nous aurons r=a,, (;^=72/-h£, z=o, ?'[ = a', t^)::^ w'^H-e', s'=o;
et si Ton nomme R ce que devient, dans ce cas, la valeur de R, on a
R,i;:w'. j [fl'*— 2 aa^ co5(«'/— w/4-«'— ej-t-^^]"^ r^ cos(/2'/— «/-4-e'— e) |.
Nous démontrerons tout à l'heure que toute fonc-
tion de la forme {a'^ — i aa' cos<f -h a^) ' peut toujours se développer en une série procédant suivant les cosinus de l'angle ç et de ses multiples : soit donc
ffl'--
+ A'(»)cos2 («'/ — nt -^ e' — e) +. . ., I. 23
on aura
[«'»— 2 aa' cos (n't^nt-h «'— e) 4- «M ' — ^a cos(/i' /— nt H- e'— 6)= ^ A'O
+ ( A'<»)— ^ j cos(«'^ — /i/H- e'— 8>4-A'(»^ C0S2 («' ^ — «/-f«'— e)4- etc.
Si Ton observe que les arcs négatifs ont mêmes cosinus que les arcs positifs correspondants, on pourra représenter^ pour abréger, par
-l.A^'^cosiln't — m -h e'— e)
la somme de tous les termes de cette série. Le nombre i devant prendre toutes les valeurs entières, positives
ou négatives, comprises depuis î = o jusqu'à i = ±: - ,
en ayant soin de faire A<""'> = A^'>; et le coefficient A^'^
étant donné par l'équation A^'^ = A/'^ toutes les fois
que i est un nombre quelconque différent de l'unité^
et par l'équation A^'^ = A'^'^ — ~ quand 1 = 1.
Cette manière très-simple de représenter une série procédant suivant les multiples du cosinus d'un arc donné et composée d'un nombre indéfini de termes, est fort usitée dans toutes les branches de l'analyse,^ et elle est d'un usage très-commode dans la théorie du système du monde, où l'on a souvent de pareilles suites à considérer.
La valeur précédente de R, deviendra ainsi
R, = ^2.Aî*)cosi(/2'^- w^ + £'-e).
Revenons maintenant aux orbites supposées peu
elCentriques et peu inclinées les unes aux autres. On aura dans ce cas, d'après les valeurs du rayon vecteur et de la longitude vraie dans l'orbite elliptique, développées n^ 25,
en représentant par a, u\ v, v' de très-petites quantités dépendantes des excentricités et des inclinaisons. Si Ton substitue ces valeurs dans la fonction R, et qu'on la développe par rapport aux puissances et aux produits de w, w', v, v', z et z', il suffira de remplacer ensuite ces quantités par leurs valeurs pour avoir une série ordonnée par rapport aux puissances et aux produits des excentricités et des inclinaisons, comme nous nous le sommes proposé. Mais la fubstitution que nous venons d'indiquef revient évidemment à donner aux quantités a, a\ nt + è^ nft + e', qUi.entrent dans la fonction R les accroissements aw, a'u\ v et v% et à joindre à la fonction qui en résultera les termes du développement de R dépendants des variaÊles z et z'. Si l'on fait donc
[a'^— 2aa'cos(n'« — nt -hé'-- e) -h a^]'^
= - B<«J + B(*> cos(7i'^ - n^ -+- é' — £)
-h B<^> COS2 (w'< — w^ -h e' — £) -f- . . .
== i2.B<'> cosi{n't — né: -f. s'— £),
le nombre i dans cette série, comme dans la précédente, devant s'étendre à toutes les valeurs comprises
entre i = — ^ et / = ^, en observant que B^~*^ = B^'>, on trouvera par la formule ordinaire du développement des fonctions de plusieurs variables :
R = — 2. A<'^ cosi{n't - «t 4- c' - £)
H M 2. a l— — j cosi[n t — w^ -f- e — €)
4- — w'2.a'( -^V) cos i{nft — wt-i^s'— s) -^ ^(v''^v)l.iA^'^sini{n't - wi h- £'- g) 4- -7-w"2.a^ ( , ^ J cosi{n t — «^ -h Ê — ê) H m/'2.aa ( , . , 1 cosf(7i^ — n^ H- s'— s)
+ J w'^I.a'^ (^îê?) cos/C^'^ - /i^ 4- s' - s)
(v'— 1;) wl.za ( --7 — I sini[n t — w/ + r — e)
_ ^(^,' _ v)i/l.ia' (^) sin/(j;/^ - w^ 4- s'- g)
_ J-(v'- v)^ 2./» A^'J cos/(w'< ^nt-hs'-s)
TT H jr- COs( n't — Ht 4- s' — £)
~ ^^'(''-^)'2.B^') cos£(w'/ - W/ + £'-- £)
Si Ton nomme s ^t s' les latitudes de «i et de m au-dessus du plan fixe de projection, ce qui donne z = r5, z' = r'/, on pourra remplacer, dans l'expression précédente, ces deux dernières quantités par leurs
valeurs, et Ton aura ainsi la fonction R développée en série procédant suivant les puissances et les produits des quantités très-petites «, «', v et î>', s et y. En substituant ensuite à la place de ces six quantités leurs valeurs en séries déduites des formules du mouvement piliptique, la fonction R se trouvera développée en une'suite de sinus et de cosinus d'angles proportionnels aux moyens mouvements des planètes troublées et des planètes perturbatrices, multipliés par des coefficients ordonnés par rapport aux puissances ascendantes des excentricités et des inclinaisons qui sont supposées également de très-petites quantités. Il ne reste plus qu'à montrer comment se forment les quantités A^'\ B^'^quî entrent dans ce développement ainsi que leurs différentielles successives.
49. Pour cela, considérons généralement la fonction V~* = (a'^ — a aa' cosç -+- a^)~^, et supposons que le développement de cette fonction en série sui-r vaut le cosinus de l'angle ç et de ses multiples soit
V~* = i A^"^+ A^'^ cosf -+- Af ^ COS5I 9 4- . . . ,
les coefficients AJ*^, A^'\ Af\ etc., étant des fonctions
de a^ a\ et de s.
Si Ton différentie par rapport à f chacun des termes de ce développement, on aura
as.aa'.Siintp.Y"^^* = A^^ sinç 4- a Af ^ sin 2 y h-
Multiplions par V les deux membres de cette équation, et. substituons ensuite pour V~* et V leurs va-
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leurs, nous aurons l'équation identique
a^.aa'.sinç.f - A^'^-^ A]''cosf H- A^'^cosaç) +• . • |
=(a^ — aaa'cosç-f-a'^) ( Ay^sinç4-2A^'^sinaf+. .. ] ;
d'où l'on tire, en développant et comparant les cosinus semblables,
Ay> = .-;. ^-, —. (a)
' (i — s)aa ^ ^
On aura par cette formule A^'\ Al^\ etc., quand A^
et Aj'^ seront connus.
Supposons maintenant
V-'-^ = l Bl'^+ B^^ cos(p H- Bf ^ cosaf -h
Si l'on multiplie par a'^ — s^/z'cosf -f- a* les deux membres de cette équation, et .que pour V"* on sub- ' stitue sa valeur en série, on aura
-AJ*^4-A^'^cos(p4-A|'^co8 2f H- ..
=:(û'»--2ûû'co5y-*-a») f-B^*^H-B^'^co5<p-f-B^^*^cosîïf H-. . . j;
et en comparant les coefficients des cosinus semblables, on trouvera
mais il doit exister entre les coefficients Bj;"^'^ y B^'^ y Pi*"*"'^ des relations analogues à celles qui existent
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entre les coefficients A/'-^ A/'^ , AÎ'^'^ : la formule (a) donnera donc, en y changeant j en ^ + 1 et î en i -t- 1 ,
Si l'on substitue cette valeur dans l'expression précédente de A,^' V elle devient
Cette «quation donne , en y changeant / en î + i,
d'où l'on, tire, en substituant pour Bi*"*"'^ sa valeur précédente,
(i — *)(/ — * +i)aû'
Si Ton élimine Bi'"'^ entre cette équation et l'équation (i), on aura •
ou bien, en substituant pour A^*^'^ sa valeur donnée par la formule (a\
On déterminera au moyen de cette formule les va-
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leurs de B["\ b['\ B^;\ etc., lorsque celles de A^^^ A^'\
Al^\ etc., seront connues; et comme celles-ci sont données par la formule [a] lorsque Ton connaît les valeurs de A^*^ et A^'^, il ne nous restera plus que ces deux quantités à déterminer.
50. Pour y parvenir, nous ferons usage de la méthode très-simple que nous avons déjà employée dans le n^ 25 et qui s'applique à tous les cas analogues. Elle consiste à exprimer le cosinus qui entre dans la fonction V en exponentielles imaginaires et à la déve-
lopper ensuite. On a, n**24, cos9 = ^ — -,
on aura donc V = a** — aa' (c^ ^H- c"^^ ^) -h a^ ; on peut par conséquent regarder V comme le produit
des deux facteurs a'— ac^^^ et a'— ac""^^""\ de sorte qu'on aura généralement
Si l'on développe séparément chacun des facteurs du second jnembre, on aura les deux séries
^(^H-i)(^ + 2) «3 ,-3Vi/i:r,
Si l'on multiplie ces deux séries l'une par l'autre.
et qu'on ordonne leur produit par rapport aux puis- *
sances de c^^-» et de c""^^""'; que Ton substitue
ensuite acosf à la place de c^^^'h- c""^^""', et
en général acos/f à la place de c'^^^'-f- c""'^^~'; la valeur de V"^ se trouvera exprimée, comme il est facile de s'en assurer, par une série de cette forme, k^^-i- aA^*^ cosç 4- aA^^^ cosa^ -h etc. On aura donc
ainsi généralement AÎ'^ = a k^'^ ; et en supposant i = a et / =' I , on trouvera
• Ar>=^,[,+.-fi+('Ji±i>)'=i
, j(fH-i) *(5-î-i)(j4-2) a* , \
Ces séries seront convergentes toutes les fois que le rapport -7 sera moindre que l'unité* Or, comme on peut regarder également la fonction V comme le produit des deux facteurs a' — ^^c^^"' et a'— ac''^^~\
ou des deux facteurs a — a' c^^""' et « — a' c""^^""', il s'ensuit qu'on pourra changer dans les séries pré* cédentes a en a', et réciproquement. On choisira donc
pour déterminer A^^"^, A^^\ celles de ces séries où la plus grande de ces deux quantités entrera au dénomi-. pateur.
51. Pour rendre ce qui précède applicable à la question qui nous occupe, il suffira de faire ^= i,
s ==- dans les formules que nous avons trouvées, et de supposer que les quantités que nous avons désignées par AÎ"\ Ai' \ Ai'\ etc., deviennent A'<<>VA'«*\ A'^^\ etc.,- et que celles que nous avons nommées B|*^
Bi'\ B<*^ etc., deviennent B(^\ B^*>, B^*>, etc.; mais, dans ces deux cas, les séries précédentes sont peu convergentes; elles le deviennent davantage lorsqu'on suppose ^ = — -: et si Ton fait
V = (a, a') -h («, a)' cos(p -h (^, a'Y cos 29 + . . . on trouve, pour déterminer (rt, a') et (a, a')\
""4.6.8.2.4.6.8.io^~"'*7'
On aura par ces séries les valeurs de [a, a') et de (^z, a')' avec tel degré de précision que Ton voudra. Dans la théorie des planètes et des satellites, il suffira de prendre la somme des onze ou douze premiers termes, et Ton pourra négliger les suivants; ou plus exactement, comme ces termes approchent ensuite de plus en plus de l'égalité, on les sommera comme une pro-
gression géométrique dont la raison serait i ;^-,
les valeurs de (a, a') et de (a, a'/ qui en résulteront seront exactes, à la sixième décimale près, ce qui est plus que suflfisant dans tous les cas. Lorsqu'on aura déterminé ainsi (a, a') et (rt, a')', on aura par les formules (6) et (c), avec le même degré de précision, les valeurs de A'^^^ et A'^*^ Si Ton fait dans la première
s = et / = o, elle donnera
Et si l'on fait s = ? i = i dans la formule (c), on
aura
On déterminera ensuite par la formule (a) A'^'^ en fonction de A'^^^ et de A'^*\ quel que soit le nombre /, et Ton en déduira B^'^ par la formule (c). Si dans les expressions de B^**^ et de B^^\ trouvées de cette manière^ on substitue pour A'^°^ et A'^*^ leurs valeurs précédentes, on aura les formules très-simples
52. Voyons maintenant comment se formeront les différences successives des quantités A'^^\ A'^*\ etc., B^^^, B^*>, etc., que nous venons de déterminer, tant par rapport à a que par rapport à a\ Pour cela reprenons Téquation générale
V-^ = i Af^-f- A,^'^ cosy H- Af^ cosîiy
Si on la différentie par rapport à a, en observant que
-v- = a (a — rt cosf ), on aura
— a j (a — a cos(p)y~^~* = - i_ -h i-cosç
-h-^cosay-H...; mais l'équation V = a'* — a^^' cosç -4- n* donne a — a cos © = ; on a donc anisi
* .la
^ ' 7.S da
adk\'^ adk^:^
3 — COS© 1 — cosa©— ...,
s da ^ s da *
OU bien, en mettant pour V"'* et V"**~* leurs valeurs en série,
^ Ai*^H- AÎ'^ cos (p 4- Ai'^ ços 2 (p + ...-*-(«'- ^") f^ Bi*^
-f- Bf'^ cosy H- B?^ cosi^ 4- . . . ]
xadP^:^ adk['^ adk!^:^
= ; ; COS q> ;; COS 2 ® — . . .1
2 S da S da ^ s da
d'où l'on tire généralement, par la comparaison des termes affectés de cosinus semblables,
dA^!^
f(fl^«— fl')g(0_^^(/)
da a 'a'
OU bien, en mettant pour B^'^ sa valeur donnée par la formule (è),
Si Ton différenlie successivement cette équation par * rapport à rr, et que dans les équations résultantes on
substitue pour - ' et --^ — leurs valeurs déterminées par la formule précédente, à mesure que ces quantités se présenteront, les différences successives
de Ai'^ se trouveront toutes exprimées en fonction de
Ai'\ Ai"^'\ Af"*^'^, et nous avons déjà vu comment on déterminait ces valeurs. *
Si dans la formule (D) on suppose ^ = -j elle devient
équation qui donne, en y faisant successivement i = o
et/=i,
da
1^ = ^^ A' (0) - ^^^ A' (^ ) - ^ ^^ da a'^-^a^ a(û'^— û») a da '
da^ -^[a'^^a^Y ^ a[a'^'^a^y^ '
dJJ^ _ la^^^l^a-^a'- ^,^ _ a'[a'--^Za^) ,3
etc.
On peut donner à ces formules une forme plus simple en substituant à la place de A'^^^ et A'^^^ leurs valeurs en B^^^ et B'^^, valeurs qu'on obtiendra aisément par les formules (i) et (2), en faisant dans ces
^formules i = o, j = — On aura de cette manière :
etc.
/fLA_\=:2.iB(»)-«'B('), «'(^^j=3«a'B(«)-2fl'«B0),
Lorsqu'on aura ainsi déterminé les différences successives de A'^^ et de B^'^ par rapport à <t, il sera facile d'en conclure les différences successives des mêmes quantités par rapport à o! , Pour cela on remarquera que le coefficient A'^'^ résultant du développement par rapport à ç d'une fonction homogène de a et à de la dimension — i, est lui-même nécessairement une fonction semblable en a et ci de la même dimension ; par la propriété connue de ce genre de fonction, on a donc
d'où Ton tire, en différentiant,
etc.
De même, le coefficient B^'^ résultant du développement d'une fonction homogène en a et a' de la di-
mension — 3, on aura
et en différentiant,
etc.
On aura ainsi les différences partielles de A'^'^ et de B^*^, par rapport à a' au moyen de leurs différences partielles relatives k a.'
On peut observer encore que les valeurs de A'^'^ et de B^'^ restant les mêmes lorsqu'on y change a en a\ et réciproquement, ces valeurs et celles de leurs différences successives serviront à la fois dans le calcul des perturbations des deux corps m et m\ Lorsque iâ valeur de A'^'^ sera connue, on aura celle de A^'^ par l'équation A^'^=A'^'\ / étant un nombre quelconque
diflférent de l'unité, et par l'équation A^'^=A'^'^— -^>
I étant égal à l'unité.
53. On déterminera donc par ce qui précède les différentes quantités qui entrent dans le développement de R en série. Considérons de nouveau l'expression générale de ce développement. Pour cela, reprenons
la valeur de R du n^ 48,
[v^r;»-27-,r; cos(c/-i.J-hr;H-(z'-zj' (r^'+z'^f J
r, et r' étant les rayons vecteurs de m et m' projetés sur le plan des xjr^ et i^, et v^[ les longitudes de ces rayons, comptées à partir de Taxe des x. Représentons par (r ), (i;,), (z), et par (r;), (i^;), (z^) les parties des valeurs des variables r,, i^,, z, et r' , ^[ ^ 2' qui dépendent du mouvement elliptique ou qui sont dues à la seule action du Soleil, et désignons en général par la caractéristique â placée devant une quantité, la variation finie de cette quantité due à l'action des forces perturbatrices. On aura
^, = {r,) -hc?r, i>;--= ((;,.) 4- c?i>,, 2 = (2) 4- (Jz,
Telles sont donc les valeurs qu'il faudrait substituer à la place de r, i^,, z, etc., dans l'expression de R pour avoir la valeur exacte de cette fonction; mais c?r^, c?i^^, d^z et d^r, , cî^t', , (Jz', sont nécessairement de très»petites quantités de Tordre des masses m', m", etc., puisque ces variations sont nulles quand on fait abstraction des forces perturbatrices ; il n'en saurait donc résulter dans R que des termes de l'ordre du carré des masses, puisque cette fonction est elle-même du premier ordre par rapport à ces masses. Si l'on se borne donc à considérer les termes du développement de R du premier ordre relativement aux masses perturbatrices, ce qui suffit presque toujours pour les planètes,
il faudra substituer seulement dans cette fonction, à
la place de r,^ i^,, z, r', v , z' leurs valeurs elliptiques. On aura ainsi
Désignons par r le rayon vecteur de m dans son orbite elliptique ; par v la longitude de ce rayon comptée dans le plan de l'orbite à partir de son intersection avec le plan fixe des x, jr] et par à la longitude de cette ligne comptée sur ce dernier plan à partir de l'axe des abscisses x, en sorte que ( rj représente la projection du rayon vecteur r, et 1^, — a la projection de l'angle Vy nommons enfin <p l'inclinaison de l'orbite de m sur le plan fixe : nous aurons par le n**25, en bornant les approximations aux termes du second ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons,
^» = (^,) = t' -f- a — tang* - (p sin !i i^;
ou bien, en mettant à la place de r et i> leurs valeurs données dans le n** 24,
/;=r:a|i-ccos(/f/-hfi-«)-f--^^'[i-cos2(«f-h8-w)]| i~ Ung'y sin»(/ir+e-a) L
<»^=y7r-H 8-f- 2es\n{nt H- s — ta) -i- j e^ sin 2 (nt -h s — «)
tang'-«psin2 (/?/ H- e — a),
/i étant le demi-grand axe de l'orbite de/w, e l'excentricité, Cl) la longitude de son périhélie, et nt -h e la I. 24
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longitude moyenne de la planète comptée de la même origine que F angle a.
En comparant les valeurs précédentes de r^ et i^^ à celles que nous leur avons supposées n*^ 48, savoir,
r, = fl (i ■+■ «), p^ = wi -+- £ + V, on aura
uziz — tf co8(/ï^+ 8— w)-4- - <?»[i — C0S2 {/îf-ï-*— m)] tang' ^ sin' («r-j-e— a)^
vc= 2 ff »iii-(/i^-4-e— <»)-t- j ^' sina («r-hs— w) — tang' - 9 sin 2 («/ -+- e — a).
Si Ton désigne par a% e', w', €% w', a' et ç' par rapport à m' les quîintités que nous avons désignées par a, e, w, s, Gi), a et f relativement à m, on trouvera de la même manière
m'= — ^ co»(/i'^-h£'-w')-f- - <?"[i -cos2'(/?'f+Ê.'-«')] - - tang'y' sin*(/i'/+8'-a'),
v'=2«e' si!i(/î'r4- «'-«')■+• T <?"sin2(/i'r+«'— «')— tang' -y siii2 («'f+s'— a').
Enfin on aura pour déterminer z et z^,
z = r, tangf sin (p^ — a) et .2' = r tang y' sin («'' — «')•
Telles sont par conséquent les valeurs qu'il faudra substituer à la place de m, v, z, m', v', s' dans le développement de R du n*^ 48, et Ton aura ainsi la valeur de cette fonction exacte, aux quantités près du troisième ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons.
Si à la place des inclinaisons ç et y' des orbites de m et de m' sur le plan fixe, et des longitudes a et a! de leurs nœuds, on veut introduire dans R les varia-
blés p etq que nous avons considérées n*^ 44, et leurs analogues p' et ç', on fera comme dans ce numéro,
p = tangoDsina, q = tangfcosa,
d'où Ton tire
tangç = Vf^ + 7% tanga =^.
On aura de même
tang9' = V/i'^4-7'», tanga = ^.
On aura ensuite
z = qjr- pXy z'=q'y — p'x\
Comme la fonction R ne contient que les carrés et les produits de z et js' et que p^ ç, p' et q% sont des quantités de Tordre des inclinaisons y et y', il suffira de substituer à la place de x et^, x' etjr' dans ces équations, leurs valeurs indépendantes des excentricités et des inclinaisons : on a dans ce cas
a: =: a cos[nt -H e), y '=■ cl î^x\{nt -f- s),
• jc:'=a'cos(«'<+ e'), y' = a! ^\w{v! t '\- e');
ce qui donne, par conséquent,
- = ^sin(n« 4-e) — pcos(n< + s), ~=:9'sin(/i'^ + 6') —//cos(w' / + £').
Si l'on substitue ces diverses valeurs dans Texpression de R du n^ 48 et qu'on ne conserve que le premier terme du développement, c'est-à-dire le terme indépendant des angles ni et rit^ on trouvera pour la valeur de la quantité que nous avons désignée par F
dans le n^ 46,
Si dans cette expression on fait A^*^^ = A'^®^ et AM) - A'(*) - J' ^^ q^^ Po^'' -^'^""^ ^'^*^ ^t l^^ï's différences partielles, on substitue leurs valeurs en B^®^ et B^*^ données dans le n*^ 52, en remarquant que l'on a
= -«a'B(«)— (a'4- a")B(') = — 1 aa'BO,
Ja valeift* précédente de F prend cette forme plus simple, •
Enfin, si dans cette expression on substitue pour p(^) et B^*^ leurs valeurs
B(o) _ M^XI B^^) - Hli^l',
on aura
*<?.^cps(»' — w)
On peut encore donner une autre forme à cette expression, en faisant, comme dans le n^ 46,
6 = esino, 6* = ecos(«), è'=e'sinw', c'=e'cosG.)S
On trouve alors
En substituant à la place de la fonction F sa valeur [n) dans les formules (i i) de l'article 46, ou sa valeur (/?) dans les formules (i a), on aura par la différentiation de chacun de ses termes les variations différentielles des éléments de l'orbite de /n, exactes aux quantités près du second ordre, par rapport aux
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excentricités et aux ioclinaisons, que oous.r^ardons comme de très-petites^ quantités du premier ordre.
Il est bon de remarquer que A^^^ ainsi que. les fonctions de a et a' qui sont représentées par des parenthèses dans la valeur de F, étant symétriques par rapport à ces deux quantités, cette valeur ne varie pas lorsqu'on y change a^ i, r, p, ç, en a', b% c\ p\ q\ et réciproquement, de sorte que si Ton fait F = m' F', la fonction F' sera la même pour les deux planètes, et pourra servir simultanément pour le calcul de leurs perturbations. C'est d'ailleurs ce qu'on peut conclure à priori de l'expression de R. En effet, on a
Il est aisé de se convaincre, et nous prouverons dans le chapitre suivant, que lorsqu'on n'a égard qu'aux termes du premier ordre par rapport aux masses per-
turbatrices, la partie "^^ de la valeur précédente ne produit dans le développement de R que des termes périodiques, en sorte que la partie non pé-^ riodique de R, que nous avons désignée par F= m' F', ne peut provenir que de la partie non périodique de ta fonction
d'où il suit que F' est égal à la partie non périodique
de la fonction [(a:' -. xf + ( j'- j)' + (z' - z)^]'^ développée en sinus et cosinus d'angles croissants proportionnellement au temps, et que par conséquent
sa valeur est la même pour la planète m et pour la planète m!.
54. Après cette digression indispensable sur le développement de R en série, reprenons les formules générales que nous avons trouvées dans le chapitre précédent pour déterminer les variations séculaires des éléments du mouvement elliptique, et développons les conséquences importantes qui en résultent relativement à la stabilité de notre système planétaire. Considérons un système composé d'un nombre quelconque de corps m, m% Tn!\ etc., réagissant les uns sur les autres. Nommons a', //, c\ /?', g', e\ w', a', f' par rapport à m'; a!'^ h\ d\ p\ ç", e^, «", a", tf par rapport à Vfi\ et ainsi de suite, ce que nous avons nommé a, A, c, /i, 7, e, «, a, ç relativement à m. Substituons pour A^^^ sa valeur dans l'expression (/?) de F, et faisons, pour abréger,
' ;"{«'«-«')' (ùt^-hcc),^
en désignant par 2 la somme de tous les termes semblables aux précédents qu'on obtiendra en combinant entre elles deux à deux et de la même manière les masses m, wi', m'\ etc., et les quantités qui leur sont relatives.
Si l'on substitue L à la place de F dans les formules (11) et (12) du n** 46, on aura des équations
différentielles au moyen desquelles on déterminera les variations séculaires des éléments b^ c, /?, q de Torbite de m, causées par l'action des corps m\ m'\ etc.; et comme la fonction L esr symétrique par rapport à tous les corps du système, il suffira de marquer successivement d'un accent dans ces formules les lettres m, b^ c, p, q pour avoir les variations des mêmes élément^ relatifs aux orbites de m\ m'\ etc. En négli-^ géant les carrés et les puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons, et en se rappelant que a*«^= I, a'^n'^z=i i, etc., on obtiendra de cette manière le système d'équations différentielles suivant :
db =
d$ dh
de
fa
, dt dL
dp = F^"7-5
db' =
m si a ^y dt dL
ït dL
'Sl^dq!''
de = dq=, dc'=^ dq^ =
dd'^
dt dL
dt dL msfâ^P ' dL
dt
1 ,:__ dt dL ^ ;„' J7? da*
etc.
dt dL
d{ dL
m"sj^db"'
dt dL
La forme simple et symétrique de ces formules fait connaître plusieurs relations qui existent entre les variations séculaires des éléments d'un système de planètes /w, m', wl\ etc. On tire d'abord des équa-
tions précédentes,
etc.,
dlu ^^, dL ^^
^L ^,„ dL ^ „
dL . , . d,L , , dL . „ dL _ -,
^dL dL
^ de' ^ db'^^ dc^' ' dh"
Et comme L est une fonction des variables «, A, c, p^ 1/, a', i', etc., indépendante du temps, et que d'ailleurs^, a\ à'j etc., sont constants, n**46, par rapport aux variations séculaires, il s'ensuit qu'on aura dh = o, et par conséquent L =;= constante, équation qui doit subsister, quelques variations que les éléipents i, c, p, 9, b\ c\ etc., subissent dans la suite des siècles.
Si l'on multiplie les équations (M), la première par msjabj la seconde par msJaCj la cinquième par m! ^a'b\ la sixième par m! sja'c\ et ainsi de suite, qu'on ajoute entre eux ces différents produits, on aura
ms[i[hdb^cdc]-h m' sl7'[b'db' -h c'dc') + m" s[7' {b" db" 4- ç" dd')
Il est aisé de se convaincre que le second membre de cette équation est nul de lui-même par la nature de la fonction L. Si l'on observe donc que les demigrands axes a, a', à\ etc., sont constants, et que h'^c'^^é', A'^ -h c'^ = e'% etc., l'équation précédente donnera, en l'intégrant,
m yjae^ h- m' y(â'e'^ 4- w!' yjâre"^ H- . . . = const. (e)
C'est-à-dire que la somme des masses des différents corps du système, multipliées par les racines carrées des demi-grands axes et par les carrés des excentricités de leurs orbites, sera la même dans tous les temps. Si Ton suppose donc cette somme très-petite à une certaine époque et tous les radicaux yja^ y/af^ etc., de même signe, elle demeurera toujours peu considérable. Nous verrons bientôt que cette remarque assure relativement aux excentricités des orbes planétaires la stabilité du système du monde.
Si l'on multiplie les équations (M), la troisième par m \jap^ la quatrième par myjaq^ la septième par m! >(]a' p\ et ainsi de suite, qu'on intègre la somme de ces produits en observant que, par la nature de la fonction L, on a
dlu dL ,dL ,d'L ,,dL „dla
on trouvera
m V^(/>'-4- q') 4- m'sf^[p"^q'^)^m''^f^[p"^+ q'"') -i-...= coast. (/)
D'ailleurs, en nommant ç, ç)', y", etc., les inclinaispns des orbites de m, m% m", etc., sur le plan fixe desorj, on a
p^-k- q^ = tang'cp, ;?'>4- q'^ = tang'cp', /?"»+ q"^ = lang'<p", etc.
L'équation précédente donnera donc
m V^tang'ç H- m' ^tang*<p'-f- /w" ^a" lang'ç''-h. . . = const., (/)
équation d'où l'on tirera, relativement aux inclinaisons des orbites, des conséquences analogues à celles qu'a fournies l'équation (e) par rapport à leurs excentricités.
Si Ton multiplie les mêmes équations^ la troisième par m sja^ la septième par m' \/a', et ainsi du reste, qu on les ajoute ensuite; si Ton multiplie la quatrième par77iv/«, la huitième par m' sja', et ainsi de suite; qu on ajoute les produits, et qu'on intègre les deux sommes résultantes, en observant que par la nature de la fonction L, on a
rfL rfL ^L _ e/L £/L rfL _
on aura les deux nouvelles intégrales suivantes :
m sfâp 4- m' sfS p'-^mf' s[a" p'' -^ . . .= const., I
Si Ton multiplie la première des équations (M) par m>Jac^ la seconde par — myjab^ la troisième par m\jaq^ la quatrième par — m\lap^ la cinquième par m'sfa'c'^ et ainsi de suite, et qu'on ajoute entre eux les produits résultants, on aura
rfL rfL ..rfL ,rfL .„rfL „dL
rfL dL ,dL , dh „ dL „ dL
•^Pd^-^'^w-^'d?'^'^'-^'' w^'W^----
Or, la quantité que représente L étant une fonction homogène du second ordre, par rapport aux variables />, c, /?, 9, ^, c', etc. , on^a, par la propriété de ces
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sortes de fonctions,
, dh dit widL fdh
rfL dL ,dL ,dL ,
On a d'ailleurs, d'après les valeurs de b, c, p, q, b', (fy etc.,
cdb - bdc = e*da, d dlf - hdcf^ e'^'dtù',
(fdb'-b"d(fz= ë"^d(ù\ etc.,
qdp -r- pdq = tang* ç c?a, q' dp'— p' dq!-=z tang' <f' da!,
qfdp" — p"dp" = tang» ç" da.\ etc.
L'équation précédente deviendra donc
et comme la fonction L est constante, on peut, dans le second membre de cette équation, substituer sa valeur à un instant quelconque. D'ailleurs, comme les variations séculaires des excentricités et des inclinaisonSy tant qu'on ne considère que les termes du premier ordre par rapport à ces quantités, sont données par des formules absolument indépendantes entre elles, on peut supposer les orbites de m, /n', m'\ etc., dans le même plan, lorsque Ton ne considère que les variations des excentricités, ou les supposer circulaires, lorsque Ton considère celles des inclinaisons. En faisant donc tour à tourç = o, ç)'^= o, ç>"= o, etc., et e = o, e'== o, e"= o, etc., dans l'équation précé-
dente, on aura séparément,
m(a-^ H- m' 0?-^— + m" s^a" — ^— ■+■• • . = const.
mfa--^ h/w V^ — ^^ hm^s/a'' —^ |-...=const.
^ tu - at dt
Les quantités "^ » "^ ' ^^^- ^ ^ ' "^ ' ^^c. , expriment
les vitesses angulaires des mouvements des périhélies et des nœuds des dififérentes orbites ; les équations précédentes donnent par conséquent une relation qui doit toujours exister entre ces vitesses, et montrent qu'elles ne pourront pas croître indéfiniment, si on les suppose toutes de même signe^ ainsi que les radicaux v'a, \[â\ etc.
Les diverses équations auxquelles nous venons de parvenir expriment des relations qui doivent toujours subsister entre les éléments des orbites de m, m', etc., regardées comme des ellipses variables à>raison de l'action mutuelle de ces corps, quels que soient les changements que ces éléments éprouvent dans la suite des temps, du moins tant qu'on n'aura égard, dans la détermination de leurs valeurs, qu'à la première puissance des excentricités, des inclinaisons et des forces perturbatrices. Elles fournissent par conséquent autant d'équations de condition, au moyen desquelles on pourra vérifier ces valeurs lorsqu'on les aura déterminées*
S5. Considérons en particulier les mouvements des orbites de deux planètes m et m' que nous supposerons assez éloignées d|es autres corps du système, pour
qu'ils n'aient sur elles aucune influence, en sorte que ces deux planètes forment entre elles, avec le Soleil, une sorte de système particulier. Noiis verrons dans la suite que ce cas est, à très-peu près, celui de Jupiter et de Saturne.
Si Ton prend pour plan fixe le plan de l'orbite de m à une époque quelconque, qu'on nomme y l'inclinaison mutuelle des deux orbites, que nous supposerons toujours très-petite, on aura ç = o et 9'= 7; d'ailleurs, d'après la remarque que nous avons faite dans le numéro précédent, si l'on ne considère que les variations des inclinaisons, on peut supposer nulles les excentricités dans la valeur de la fonction L, .qui devient simplement alors
La fonction U doit demeurer constante, quelques variations que subissent les quantités pf elq' *j on a d'ailleurs p'^+ q'^ = tang^ / . L'équation précédente donnera donc
tangy' = tangY = constante,
c'est-à-dire que, dans ce cas, l'inclinaison mutuelle des deux orbites est toujours la même.
Déterminons le mouvement des nœuds de l'orbite de m' sur l'orbite de m. Si dans la formule (5) du
n® 42 on remplace R par -7 L', on aura
En substituant dans cette expression, à la place de
L' sa valeur précédente, et en négligeant les termes du second ordre, par rapport aux excentricités et avix inclinaisons, on trouve
do! ___ ^maa' [a, a')'
c'est Texpression de la vitesse angulaire du mouvement du nœud de Torbite de m! sur le plan de Torbite de /w. On voit que cette vitesse est constante. Le mouvement de l'intersection de deux orbites pendant le temps t, en vertu de Faction mutuelle de m et de m\
sera donc — ^—^ ^^^^ ' t sur le plan de Torbite de
m: le mouvement de cette intersection pendant le même intervalle sur le plan de Torbite de mf sera
maa [a^ ^ ^ ^et leur inclinaison mutuelle pendant ce
temps ne variera pas.
Concevons un plan fixe intermédiaire entre ceux des deux orbites, et passant par leur commune intersection. Soit (f l'inclinaison de Torbite de wi, et ç' l'inclinaison de l'orbite de m' sur ce plan, en sorte qu'on ait qp' 4- y = y. Le mouvement des nœuds de chacune des deux orbites sur le plan fixe sera déterminé par les équations
rfa I dL
^' _ I dlu
d^ '^ w' sla'{i—e'^) sin y' df^' ' Layant la même signification que dans le n*' 54..
Si l*on n'a égard qu'à Taction mutuelle de deux planètes m et m\ et qu'on substitue pour/?, ç, />', ç' leurs valeurs n*^ 53, dans la fonction L, on aura, aux quantités près du second ordre en y et y', r
d'où Ton voit d'abord que les mouvements instantanés da, et dcx! des nœuds des deux orbites sur le plan fixe, se font en sens contraire, ce qui résulte en effet de ce que, par la construction, le nœud ascendant de l'une d'elles coïncide avec le nœud descendant de l'autre, et réciproquement. On voit de plus que si l'on fait
m \Jn{i — e*) sinç> = m' \la'{\ — e'^) sinç)',
on auraj pour un instant quelconque, da= — da\ c'est-à-dire que, dans ce cas, l'intersection commune des deux orbites restera toujours sur le plan que nous venons de considérer, pourvu qu'il partage l'angle 7 de manière à ce que les angles y et y' satisfassent à l'équation précédente.
Cette équation combinée avec la suivante qui n'est qu'une extension de l'équation (Z) du n® 54, et que nous démontrerons dans la suite,
mslaix -e^)sin*î)+ w! yja' [i - e'^) sin^Qp' = c% donne
sin»© = — r , — ; T>
m^a[i — e^){m sja (i — c») + m' V«' (i — ^'^ ) J
mJaii — e^)c^
sin^9'= -F — ^. V ^ -T-
Ces valeurs montrent que les deux angles y et ç' sont constants; les inclinaisons des orbites de m et de m' sur le plan fixe sont donc invariables, ainsi que leurs inclinaisons mutuelles; ces trois plans auront toujours une intersection commune, et le mouvement de cette intersection sera uniforme. Nous verrons dans la suite que le plan qui jouit de cette propriété remarquable, est celui du maximum des aires, que »ous avons nommé plap. itwariable dans le p^ 23 du premier livre.
56. Il nous reste à considérer la variation de la longitude g de Fépoque. La troisième des formules (ii) du n^ 46 qui la détermine, peut être mise sous cette forme :
Si dans cette formule on substitue à la place de F la fonction — L du ii^ 54, .pour avoir des formules symétriques pour toutes les planètes, on aura
_f / / ô\ 1 za'^ndt eiL
^ ^ ' m da
Désignons par s', £", etc., ce que devient e relativement aux planètes m\ m", etc., nous aurons, pour déterminer les variations rfg', r/s", etc., des formules analogues à la précédente, en marquant successivement d'un accent dans celles-ci les lettres //2, A^, «, e, G). Cela posé, si l'on multiplie ces différentes formules, la première par m \/a^ la seconde par m' \^a'
et ainsi de suite; qu'on les ajoute en observant qu'on
a généralement an\la:= i^on trouvera
m sja dt + /w' v^é/s'4- m" ^7'dt"-\-. . .. z=:m^a (i — ^i — ^') fl?w
-f. iw' V«^(i— v/î"^^^^) ^«'-+- m" sJ7' (i - v^7=V^0 ^«"H
/ rfL ,rfL „iiL \-
L étant une fonction homogène en a, a', a'\ etc., de la dimension — ï -^^ on a, par la propriété de ces fonctions,
dL ,dL ^ „dh
Nous avons vu (n®54) que la fonction L est constante par rapport aux variations séculaires des éléments de /n, m'y etc.; d'ailleurs, si Ton néglige les puissances des excentricités supérieures à la deuxième, on a, numéro cité,
m v^(i— \/i-— e') d(ù -H m- s]a' (ir- \/i— 4?'») dtù'
+ m'' sl'^' (i - s/ï^^^^') ^«''•+- . . .
C étant une constante invariable.
On aura donc enfin,
msla-^^ m' yja' -^ -\- m" yja'' ^ + • • =const, {^)
relation semblable à celle qui existe entre les longitudes des périhélies et des nœuds, et dont on peut tirer des conséquences analogues.
Si l'on ne veut considérer dans le premier mem-
bre de réquation précédente que les termes de — ?
dt
— 5 etc., qui sont proportionnels au temps, on pourra
faire abstraction de la constante du second membre. On aura donc entre ces termes Téquatipn
myjâdi 4- m' y/a'dz'-h m!' \fà' dz" -^^ . . . = o, [t)
d'où il suit que la somme des termes des longitudes s, e', ^\ etc., proportionnels au carré et aux puissances supérieures du temps, multipliés respectivement par myjaj m*>Ja\ m" yja'\ etc., est constante. On retrouve donc entre ces parties des variations séculaires de la longitude de l'époque, les mêmes relations qu'on remarque entre celles des carrés des inclinaisons, et, en général, entre les inégalités dont les périodes sont très» longues.
57. Nous avons fait voir que la fonction L, et par conséquent la fonction F du n**46, ne varient pas lorsqu'on y fait varier les éléments a^ ô, c, ^, q de la planète troublée et des planètes perturbatrices, en vertu de leurs inégalités séculaires; c^est-à-dire qu'on aura toujours
y- da -^ -yr- db -^ ^e +-— ûf/> H- -j- </^ -+-..= O, da do de dp dq
Nous n'avons démontré cette proposition qu'en portant l'approximation jusqu'aux termes de l'ordre du carré par rapport aux excentricités et aux inclinaisons; mais il est facile de l'étendre à toutes les puis-
sauces de ces éléments. En effet, si l'on substitue à la place de da^ db, etc., da\ db', etc., leurs valeurs déterminées par les formules (ii) du n^ 46, l'équation précédente se vérifiera d'elle-même; d'où l'on peut conclure que la fond ion F est rigoureusement constante par rapport aux variations séculaires de la planète troublée et des planètes perturbatrices.
Au reste, cette propriété de la fonction F n'est qu'un cas particulier d'une propriété plus générale dont jouit la fonction R, et qui consiste en ce que si, après y avoir substitué à la place des coordonnées x, y, a de la planète troublée, leurs valeurs elliptiques, on regarde cette quantité comme une fonction du temps t et des six éléments «, £, ^, o, ç et a de Torbite de /w, qu'on la différentie ensuite par rapport à ces mêmes éléments, la fonction résultante sera identiquement égale à zéro. Ce qui doit résulter, en effet, de ce que la quantité que nous avons représentée par R étant une fonction finie des trois variables a% jTy z qui déterminent à chaque instant la position de la planète /w, la différentielle première de R, conformément aux principes généraux de la variation des constantes arbitraires, doit conserver la même forme, soit qu'on y fasse varier les éléments elliptiques introduits par la substitution des valeurs de ces coordonnées, soit qu'on les traite comme des quantités constantes. On aum donc ainsi l'équation de condition suivante :
^R , ^R , rfR . dK t (l^ j dR ,
-r-da-t -y- «2-f- ~j-de-\' ^-««4- -r-dcp-h -r- rfa=o,
ela "6 ne "w ««p ' fia
équation qui se vérifie en effet lorsqu'on y substitue
pour da^ r/g, de, etc, leurs valeurs données par les formules du n^ 42, et qui peut servir, soit à contrôler ces valeurs lorsqu'on les â calculées séparément, soit à déterminer Tune quelconque d'entre elles lorsque les cinq autres sont connues.
Dans le chapitre suivant, nous examinerons en particulier les inégalités séculaires de chacun des éléments des orbites planétaires; nous développerons les formules différentielles de leurs variations, et nous les intégrerons ensuite ; et comme la forme des inté** grales a la plus grande influence sur la constitution et sur la stabilité du système solaire, nous donnerons à cet examen toute l'étendue et tous les développements que son importance exige.
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INÉGALITÉS SÉCULAIRES DES ÉLÉMENTS DES ORBITES PLANÉTAIRES
yariations séculaires des grands axes et des moyens mouvements,
58. Le grand axe est, de tous les éléments des orbites planétaires, celui dont les variations séculaires sont les plus importantes, parce que non-seulement il influe de la manière la plus directe sur la forme de Torbile, mais' encore parce qu'il détermine le moyen mouvement, ou, pour parler plus exactement, ce qui dans l'orbite troublée répond au moyen mouvement dans l'orbite elliptique; d'où il résulte que la moindre altération dans le grand axe de l'orbite d'une planète en produit- une nouvelle, beaucoup plus sensible encore , dans la durée de sa révolution.
En effet, si l'on fait n =z a *, et que l'on désigne par Ç le moyen mouvement de w, on a dans l'orbite elliptique rfÇ = «rf/. Or, nous avons vu qu'on pouvait dans le mouvement troublé, supposer que pendant chaque instant infiniment petit dt la planète m se meut dans un orbe elliptique; l'équation précédente aura donc encore lieu dans ce cas, seulement la quantité n ne sera plus constante, et ce mouvement, par conséquent, ne sera plus uniforme. Nous conti-
nuerons cependant, par analogie, à appeler Ç, ouTiniégralejndtj le moyen mouvement de la planète troublée, parce qu'il correspond, dans les formules du mouvement troublé, au moyen mouvement nt dans les formules du mouvement elliptique. On aura (n** 43) pour déterminer raccroissement de Ç dans Torbite variable, la formule
H = -^fJandtci'R, (i)
et la variation du grand axe sera donnée par Téquation
âa = ^Ja^d'Vi, (a)
On voit donc que si la différentielle (t R renferme im terme proportionnel à Télément du temps, ou, ce
qui revient au même, si — renferme un terme constant, il en résultera dans l'expression du gi^and axe, un terme croissant comme le temps et de la forme kt^ k étant une fonction des éléments des orbites de m et de/w'; et dans l'expression du moyen mouvement, un terme de la forme kû^ qui, croissant comme le carré du tendps^ deviendra à la longue extrêmement sensible. Ainsi, au bout de quelques sièles, la forme des orbites et la durée des révolutions des planètes pourront se trouver sensiblement altérées. Si au contraire la différentielle ^'R n'est composée que de termes périodiques, dépendant des moyens mouvements nt et n! t de la planète troublée et des planètes perturbatrices, cW-à-dire de termes où le temps / est toujours renfermé sous les signes sinus ou cosinus , les va-
leurs de âa et de d^Ç ne contiendront que des termes semblables. Les grands axes des orbites et les moyens mouvements ne seront soumis par conséquent à aucune inégalité séculaire à longue période ou susceptible de croître indéfiniment avec le temps, u^ 47 ; ils ne seront assujettis qu'à des inégalités périodiques dont on pourra toujours assigner les limites, et qui, dépendant uniquement de la configuration des différents corps du iystème, reprendront les mêmes valeurs toutes les fois que ces corps reviendront aux mêmes positions. Il est donc extrêmement important d'examiner avec soin la forme de la différentielle rf'R. Nous avons déjà vu (n^ 46) que celte quantité ne pouvait contenir que des termes périodiques, lorsqu'on n'avait égard qu'à la première puissance des forces perturbatrices, quelque loin d'ailleurs quQ Ton porte les approximations par rapport aux puissances des excentricités et des inclinaisons des orbites. Mais, pour ne laisser aucun doute sur ce point, Tun des plus intéressants du système du monde, nous allons reprendre ici cette proposition, et nous la généraliserons en l'étendant au cas où l'on considère les carrés et les produits des forces perturbatrices.
Reprenons la formule du n** 43, daz= 2aVR
La caractéristique d' ne se rapporte ici qu'aux coordonnées de la planète troublée, en sorte que si Ton regarde R comme une fonction des coordonnées jc, ^, Zy x', y y z\ etc. , de la planète troublée et des pla-
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iiètes perturbatrices, on a
dx dy ^ dz
Par conséquent, si l'on remplace les coordonnées x^ jTj z^ x\ jr\ z', etc., par leurs valeurs en fonction du temps, il faudra, pour avoir la différentielle r/'R, faire varier le temps qui aura été introduit dans R par la substitution des valeurs des coordonnées de m, et regarder comme constant celui qui provient des coordonnées de m\ m", etc., c'est-à-dire qu'on aura
r/'R= —Tulty le temps t ne devant varier dans R
qu'autant qu'il est multiplié par la constante n.
Cela posé, ne considérons, pour plus de simplicité, que l'action mutuelle des deux planètes m et m! ; ce que nous allons dire pouvant d'ailleurs s'étendre, comme on le verra, à un nombre quelconque de planètes perturbatrices. Si dans une première approximation on néglige les puissances des masses perturbatrices supérieures à la première, il suffira de substituer dans R, à la place des coordonnées de m et de m\ leurs valeurs relatives au mouvement elliptique. Nous avons vu que la fonction R peut toujours se réduire alors en une suite infinie de sinus et de cosinus d'angles croissant proportionnellement au temps, de sorte que chacun des termes de ce développement sera de cette forme
m' A cos [i'n't — int -f- A),
nteXn't représentant les moyens mouvements de la planète troublée et de la planète perturbatrice, / et V
des nombres entiers qui peuvent prendre toutes les valeurs positives et négatives y compris zéro; enfin, A et A", des fonctions des éléments des orbites de m et m' indépendantes du temps t.
Pour avoir la différentielle de ce terme, par rapport aux coordonnées de m y sans faire varier celles de m\ il faut différentier, par rapport au moyen mouvement nt^ et regarder le moyen mouvement n't comme constant. Cette différentiation fera disparaître le terme constant du développement de R qui répond à /' = o, f = o, ainsi que les termes périodiques qui ne dépendraient que du moyen mouvement n! t de la planète m\ et Ton aura, relativement au terme qui précède,
r/'R= rn! kindtsm^i'n' t — int -h k).
Le terme correspondant de da sera donc
da = *iin! kina^ dt^\\\[i' n! t — //li-t- k)^
et en intégrant, on aura
(f a = — -77— r — cosii n t — int + A).
La différentielle da ne peut contenir aucun terme constant, à moins que Ton n'ait V n' — in = o, condition qui suppose les moyens mouvements des planètes TîK et m' commensurables entre eux, ce qui n'a jamais lieu dans notre système planétaire. Le grand axe, et par conséquent le moyen mouvement, ne contiendront donc aucun terme croissant comme le temps, et ils ne seront assujettis qu'à des variations pério-
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cliques dépendant des moyens mouvements nt et n! tj et de leurs multiples, du moins tant qu'on n'aura égard qu'à la première puissance des masses perturbatrices.
Si le rapport des moyens mouvements nt et n't^ sans être exactement commensurable , approchait beaucoup de celui de ik i\ la quantité i' n' — in deviendrait très-petite, et le terme précédent de la valeur de 9a^ et à plus forte raison celui qui lui correspond dans l'expression du moyen mouvement, et qui a le carré [i'n' — iny pour diviseur, deviendraient très-considérables. 11 en résulterait, dans l'expression de la longitude moyenne de la planète m, une inégalité qui, croissant avec une grande lenteur, pourrait faire penser, lorsqu'on comparera les anciennes observations aux modernes, que son moyen mouvement n'est pas uniforme, et qu'il est affecté d'une inégalité à longue période du genre de celles que l'on nomme inégali^ tés séculaires. C'est ce qui est arrivé pour Jupiter et Saturne. Cinq fois le moyen mouvement de Saturne est à fort peu près égal à deux fois le moyen mouvement de Jupiter, en sorte que la quantité Sw'— in n'est pas la soixante-quatorzième partie de n ; et cette cir-. constance singulière produit les grandes irrégularités observées dans les mouvements de ces deux planètes^ et qu'on avait regardées longtemps comme inexplicables par la loi de la pesanteur universelle.
60. Voyons si le résultat précédent subsiste encore, lorsqu'on considère les carrés et les produits des masses ?/îetm'. C'est une question importante à examiner,
♦Ai m;v#?c.
parce que si la seconde puissance des forces perturbatrices introduisait dans l'expression différentielle du grand axe des termes proportionnels à l'élément du temps, ou des termes périodiques indépendants des moyens mouvements de la planète troublée et de la planète perturbatrice, les inégalités qui en résulteraient, quoique multipliées par le carré des masses, pourraient à la longue devenir très-sensibles dans l'expression du mouvement moyen, les premières en s'y trouvant multipliées par le carré du temps, les secondes en acquérant par la double intégration qu'elles subissent, de très-petits diviseurs du même ordre que leurs coefficients, cequi les rendrait après l'intégration indépendantes des masses, et semblables, par conséquent, aux inégalités séculaires des autres éléments de l'orbite, qui dépendent de la première puissance des masses et qui sont données par une seule intégration. On sait d'ailleurs qu'une inégalité de cette espèce, si elle existe, serait du second ordre par rapport aux excentricités; elle deviendrait comparable par conséquent à l'inégalité du mouvement elliptique, dont l'argument est le double de l'anomalie moyenne, c'està-dire au second terme de l'équation du centre. Il est donc essentiel de s'assurer que le carré de la force perturbatrice ne produit que des termes périodiques dans l'expression du moyen mouvement, ou que si elle y introduit quelque inégalité séculaire, à longue pé^ riodej c'est-à-dire dont l'argument soit indépendant des moyens mouvements de la planète troublée et de la planète perturbatrice, son coefficiept, qui est une très-petite quantité du second ordre dans la valeur
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différentielle de cet élément, restera encore insensible après r in tégration .
Les termes du second ordre, par rapport aux masses, sont introduits dans R par les variations des éléments elliptiques de la planète troublée et de la planète perturbatrice. Si Ton substitue donc dans R, Ç 4- c?Ç, (f-^.^ay e-hâe^etc, Ç'n- d'Ç', a'-i-âa', e'-h âe\ etc.^ à la place de Ç, a, e, etc., Ç', a\ e\ etc., la caractéristique â désignant ici des variations dépendantes seulement de la première puissance des masses m et m\ et qu'on développe ensuite la fonction résultante que nous désignerons par R^ en se bornant aux termes de Tordre du carré des masses, on aura
En supposant, pour abréger,
ndt da ai de «w dp dq ^
« rt/ r/ût d€ de' r/w' cl'/?' '^ dq' ' '
l'équation (a) donnera,^en la différentiant par rapport
flf'R, = ^'R + rf'.(jR4-^'.(?'R. {h)
On doit remarquer ici que, pour avoir la différentielle rf', d^R, il faudra, d'après ce que nous avons dit précédemment, faire varier dans d^R le temps introduit par la substitution des valeurs des coordonnées de m et des variations d^Ç, ^ciy ài^ etc., et regarder comme constant celui qui provient des coordonnées de m'; de même pour avoir r/'.(?'R, il faudra faire
varier dans â'R le temps introduit par les coordonnées a:, jr^ Zj et regarder comme constant celui qui résulte des coordonnées a:\ f ^ z\ et des variations ù^\ âa\ âe\ etc., des éléments de Torbite de m!.
Examinons successivement les trois termes de la valeur de d' R,, pour nous assurer qu'aucun d'eux ne peut contenir de partie non périodique. Le terme d'R est celui que nous avons considéré dans la première approximation ; nou» avons prouvé qu'il ne renferme aucun terme de cette espèce; passons donc de suite au second. Si dans l'expression de (ïR on considère d'abord le premier terme en faisant abstraction de tous les autres, et qu'on le différentie par rapport à la caractéristique d', on aura, en vertu de ce terme seulement,
ou bien en substituant pour c?Ç et d.âÇ leurs valeurs données par la formule (1), n^ 58,
Cette fonction n'introduit dans d\âR que des termes périodiques. En effet, supposons qu'on ait réuni en un seul tous les termes de R dépendants du même argument i'n't — int^ et soit A cos{i^n' t — int H- A) ce terme, il en résultera dans d', âR les deux salivants :
3 ai ^ n^ A* dt
TTry^f^—T^cos^i'n't — int ■+- k) sm[i'n't — in( 4- A)
Zai^n}A}dt . , ,, , . ,v / ., , . .n
.; ;_ . sui(i'/?7 — lut 4- A)cos(i'w'^— mt + k)^
expression qui se réduit en sinus dépendants du double fie l'angle 1 ' n' t -^ int.
Considérons maintenant les termes de l'expression de (^R dont nous avons dlabord fajt abstraction. Si I*on remplace les variations âa^ c?€, etc., parleurs valeurs résultantes de l'intégration des formules différentielles du n*^ 4^, on aura A
e \d(ù J de de J dt^ ]
— j doit
être prise ici sans faire varier n, conformément à la remarque faite n*^ 45 .
Pour avoir la valeur de d' .à^^ il faut différentier complètement Texpression de c?R relativement aux variations des éléments de nij ou, ce qui revient au même, supprimer les signes /qui n'ont été introduits que par l'intégration des valeurs différentielles de ces éléments, et alors cette expression est identiquement nulle. Il suffira donc, pour avoir d' , c?R, de différentier dans ^R, par rapport à nt^ les quantités hors du signe/. Mais si l'on substitue dans (?R à la place de R SSL valeur développée en sinus et cosinus d'angles rauitiples desmoyens mouvements w( et n'if, les différents ternaes de cette fonction pourront prendre cette
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forme VfQdt — QfPdtj en représentant par P et Q une suite de termes de la forme
A\ ' (Vn — int-h k).
-sm . ^ • ' '
/ et i' étant des nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs.
Pour avoir dans
d'.{PfQdt-QfPdt)
des termes où les moyens mouvements ntj n' t produisent en se détruisant des termes i\on périodiques, il faut combiner ensemble les termes de P et Q qui dépendent des mêmes multiples de nt et de n't. Soit donc kco^[i n' t — int h- k) un terme quelconque de P, et soit A' cos(/' n' t -^ int h- A') le terme de Q qui a le même argument, on aura, relativement à ces termes,
d', dK = A indtsin(i' n't— int 4- ^ )fA.'dt cos (i' /i' t—int-\-k') — A' in dt sin [i' n' t -—int -hk')fA dt cos (i ' n' t^int-\-k),
expression qui se réduit à zéro lorsqu'on effectue les intégrations indiquées. Concluons donc que les variations des» éléments de la planète troublée m ne produisent dans tf'R^ aucun terme non périodique.
Il nous reste à considérer les différents termes de l'expression de d' , &' R résultant des variations des éléments de m'; il n'est plus possible d'employer ici la réduction précédente, parce que la fonction R n'étant pas symétrique par rapport aux coordonnées x, j, 2, x'y y, z\ cette foncrion changera de valeur relative-
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nient aux perturbations de la planète m! . Soit R' ce que devient dans ce cais R ; on aura
\sjx'-xy-\-{y-yY+{z'- zy »•' )
et par conséquent
La variation de R, produite par les variations des éléments de l'orbite de m\ est donc égale à la variation du second membre de cette équation relative aux variations des mêmes éléments, et par conséquent si la différentielle de cette variation relative à la caractéristique d' ne renferme aucun terme non périodique, on sera assuré que la fonction d', (^'R ne saurait contenir non plus aucun terme semblable.
Considérons d'abord le premier terme de ce second membre. La variation du moyen mouvement Ç' pro-
duit dans <?'R' le terme "73-^'?', et l'on prouvera,
comme on l'a fait pour le terme analogue — c?Ç, qu'il
n'en saurait résulter que des termes périodiques ; on peut donc en faire abstraction, et, en vertu des variations des autres éléments de l'orbite de m', on aura ^
Si Ton remplace ùa\ âe\ (Je', cJw', c?/?', âq' parleurs
valeurs, on voit, par l'analyse précédente, que &'K
pourra se décomposer en une suite de termes de la
forme VfQ'dt — Q'fP'dt; et pour avoir la différentielle d'. â'R\ il suffira de différentier, par rapport à nt^ les quantités hors des signes/, celles qui sont sous le signe intégral étant relatives aux éléments de la planète m% et devant par conséquent être re-gardées comme constantes. On prouvera, par la même analyse, que cette fonction se réduit à zéro lorsqu'on n'a égard qu'aux termes non périodiques qu'elle peut renfermer. La fonction différentielle d\â'R' ne contient donc que des termes périodiques, et si des termes lion périodiques peuvent exister dans d'. ^'R, ils ne proviendront que de la variation de la fonction
Désignons, pour abréger, par L celte fonction. Si dans la première des équations (A) du n** 37, on substitue M -f- /n à la place de ^, M étant la inasse du Soleil, on en tirera
m' X w' d^x mm* x m^ (^^\
1^ '^ ~"m IF sr P ^ m" \dx) '^
on aurait pareillement
Les équations différentielles en j^ z, jr' et z' four-^ niront des équations semblables. Si l'on multiplie respectivement par or', j^% z',. les équations en x^ jr^ z ainsi obtenues, et par jc, j^ z les équations en x\jr\ z', et qu'on retranche ensuite les secondes des premières, on aura
iw' V d\{xdx' — x' dx+ydy' — jr' df'{'zdz' — z'cfe)"! .
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en nommant, pour abréger, N la fonction en x^ j-j Zj ^', J^'^ z' du second ordre relativement aux masses m et m\ déterminée par l'équation
L'équation (c) donnera, en la différentiant par rapport à la caractéristique rf', et ne considérant que le premier terme du second membre,
[xdx' — j/ dx -H ydy' — y' dy •+- zdz' — z'cfe) '
~' dF'
Le second membre de cette équation ne renferme aucun terme constant, puisqu'un pareil terme disparaîtrait de lui-même par la différentiation. La fonction fd' L ne peut contenir par conséquent aucun terme simplement proportionna au temps t. Elle ne peut renfermer non plus aucune inégalité séculaire susceptible d'acquérir une valeur sensible par la suite des temps, parce que la valeur de rf'L étant une différentielle exacte, les termes qui contiennent sous le signe sinus ou cosinus le temps t indépendamment des angles nt et n* t^ n'augmenteront pas par l'intégration dans l'expression de la fonction /rf'L.
En n'ayant égard qu'au terme N de l'expression L, on aura
rf'L = rf'N.
L»a fonction î( étant de l'ordre du carré des masses, si Ton n'a égard qu'aux termes de cet ordre, il suffira
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de substituer dans N, au lieu des coordonnées de m et de in\ leurs valeurs elliptiques, et il est aisé de se convaincre alors que d' N ne renferme que des quantités périodiques. En effet, des équations du mouvement elliptique de m et m', on conclut
xx' -t yy' -h zz^ x' il'x -h jr^ d^y -h z d^ z
7^ "~ (M^^^mydP '
xx' -\- fy^ -i- zz' xd^x' -{-yd^y^-hzd^z'
La fonction N devient donc ainsi
fxd^ xf -t- jd'^y ' 4- zd"" z' l
fx'd'x-hyd^f-^z'd'z\ w'r,/rfR\ [dW\
dK\ /dK'\ JdK\ /dK'\-]
Les deux premiers termes du second membre ne renferment aucun terme non périodique, si l'on y substitue pour JT, /, r, oc'jj', z' leurs valeurs elliptiques, ce qui suffit dans Tordre d'approximation où nous nous arrêtons. En effet, les coordonnées a:, ^, z ne contiennent que des termes périodiques dépendants de Tangle nt et de ses multiples, et les coordonnées x' ^ y'^ z' ne renferment que des termes semblables dépendants de Tangle n' t'^ il est donc impossible que les moyens mouvements nt et n'/ disparaissent dans les produits xd^ x\ x'd^Xy etc.
Quant au dernier terme, si Ton substitue dans —
à la place des coordonnées de m et -de m' leurs valeurs elliptiques, cette fonction pourra se développer
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en une suite de cosinus d'arcs multiples de nt et de rit^ et comme la valeur de x' ne contient que des termes périodiques dépendants de l'angle n't^ il ne
faudra considérer dans — que les termes où n'entre pas le moyen mouvement nt pour que leur combinaison puisse produire dans ^* -r- des termes indépen-
(lants à la fois des moyens mouvements nt et n' t. Or ces teraies disparaissent d'eux-mêmes dans la valeur de la différentielle rf'N qui ne doit être prise que par rapport aux coordonnées de la planète m; le produit
x' — n'introduit donc danK cette expression aucun
terme non périodique. Il en serait de même relativcr
, ,^ ,dK ,rfR ment aux produits j* — ^ z — •
(^uant aux trois autres produits «^"y^'T;/"?' '^w^' on prouverait par un raisonnement contraire que*, pour avoir dans N des termes non périodiques, il ne faut
considérer dans les trois différences -7— ,? ~ti^ -n ^^^
dx dy dz' '■
les termes dépendants du moyen mouvement nt de la planète m. Soit mnïX l'un des termes indépendants (le w^ que leur combinaison avec les valeurs elliptiques des trois coordonnées .r, ^r, z introduit dans N, il en résultera dans /rf'N le terme mm' f cl' X ou mm'Xy parce que d'X est alors une différentielle exacte: ces termes seront donc encore de l'ordre mm' après l'intégration et par conséquent insensibles. Il suit de là que la fonction /r/'.(î'R ne renferme que des quau-
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tués périodiques, du moins lorsqu'on néglige les iWgalités séculaires qui seraient de Tordre du carré et des puissances supérieures des masses, et qui par conséquent ne pourraient s'abaisser qu'au premier ordre dans l'expression du moyen mouvement.
Les résultats précédents peuvent aisément s'étendre à un nombre quelconque de planètes perturbatrices. Soit en effet nï^ une nouvelle planète dont on considère l'action sur m; elle ajoutera à la fonction R les termes
Sl{x"^ xY-\- ( j--^)»H- (a"— zY '^'
Les variations des coordonnées de m et de m", résultant de l'action réciproque de ces deux planètes, produiront dans la variation de R des termes multipliés par mm" et par m"^^ et l'on prouvera par l'analyse précédente qu'aucun d'eux ne pourra donner dans fd'.&^B. de termes non périodiques.
Les variations des coordonnées de /»', résultant de l'action de m" sur m\ produiront une variation dans la partie de R dépendant de l'action de m' sur //i, et qui est représentée par
v^(^'- xy-h (r'-rr-f- {3'- zf ^'
Il en résultera, dans R, des termes multiplies par m^m" et qui seront fonctions des coordonnées elliptiques x^jTy z et des angles /i'^, n"t^ ou bien, en remplaçant x^jr^ z par leurs valeurs, des termes fonctions des trois angles nt^ ri t^ n" t. Ces trois moyens mouve-
ments ne pouvant se détruire entre eux, ces termes ne produiront que des termes périodiques dans rf'R, D'ailleurs s'il existe, dans le développement de R, des termes indépendants du moyen mouvement nt^ ils disparaîtront d'eux-mêmes par la différentiation dans rf'R, et si l'on considère au contraire les termes dépendants de cet angle seul, ces termes seront de la forme m' m"d' P, P étant une fonction des coordonnées elliptiques de m. Il en. résultera dans /r/'R des termes de la forme m!m"fd'¥ ou m!m"Vj puisque r/'P est alors une différentielle exacte. Ces termes seront donc encore du second ordre après l'intégration, et nous négligeons les quantités de cette espèce dans la valeur de cette fonction.
De même, la variation des coordonnées jc, j^ z, produite par l'action de m" sur m, ne peut introduire dans la partie précédente de R que des termes multipliés par m' m"* et fonctions des coordonnées x\y' y z' et des angles nt ou rft^ ou fonctions simplement des trois angles nt^ n'i, n"t^ et ces trois angles ne pouvant se détruire entre eux, il n'en saurait résulter dans rf'Rque des termes périodiques. Quant aux termes dépendant seulement de nt^ ils ne produiront que des termes non périodiques de Tordre m!nf dans fd'R,
Les mêmes raisonnements s'appliquent évidemment à la partie de R dépendante de l'action de m'' sur m.
Concluons donc enfin que, quel que soit le nombre des planètes dont on considère l'action réciproque, les variations des éléments elliptiques de la planète troublée et des planètes perturbatrices, ne produiront diws ffl'R aucune inégalité séculaire croissant indé-
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finiment avec le temps, ni aucune inégalité séculaire à longue période susceptible de devenir considérable par la suite des siècles , du moins tant qu'on n'aura égard qu'aux carrés et aux produits des masses perturbatrices.
6 1 . Reprenons maintenant la formule ( 2 )
da=:^a^d'R, (2)
Lorsqu'on a égard aux quantités du second ordre par rapport aux masses, il n'est plus permis de regarder comme constant le facteur a* dans le second membre de cette équation : en substituant donc à sa place {a -f- àaYj négligeant les termes d'un ordre supérieur au second et intégrant l'expression résultante, on aura, pour déterminer la variation du grand axe de l'orbite de //i, la formule
&a = 2a^fd'R^8a^f{d'^fd'R). (3)
Nous venons de voir que la fonction /rf'R, ne renferme que des quantités non périodiques de l'ordre mm\ lorsque l'on considère dans R, les termes du premier et du second ordre par rapport aux masses perturbatrices, R étant une simple fonction des coordonnées elliptiques de la planète troublée et des planètes perturbatrices, peut se développer en une série de cosinus d'arcs multiples des moyens mouvements nt^ n' ty etc. Soit
m'Acos(/'/2'^ — int 4- ^), l'un des termes de ce développement. Les termes cor-
respondants de rf'R et de fd'R seront
^'R=: indtm'h.ûn{i' n't — int + k\
/^'R= - J!L^,n'kco%U'rn - int 4- A);
el il faudra évidemment combiner ensemble ces termes dans la valeur de $a pour que ni et w' t puissent s'y détruire. Mais on a de cette manière
r/'R./rf'R= ^'^,^^\in2(r/î'f-m^H->f),
•^ in — l' n 2 ^ '^
ce qui donne dans da une inégalité périodique dépendante de Fangle 2 {i^iït ^ int + A).
Il suit de là que la variation du grand axe de Torbite d une planète ne peut contenir aucune inégalité séculaire du premier ou du second ordre par rapport aux forces perturbatrices, qui puisse devenir sensible par la suite des siècles, quel que soit le nombre des planètes qui troublent son mouvement. Le même résultat s'applique évidemment à la variation du moyen mouvement ; en effet, nous avons trouvé pour la déterminer la formule
r/Ç = - 3/^/i^^rf'R. (i)
Si Ton considère les termes du second ordre, il faut regarder comme variable le facteur an dans le second
membre de cette équation : or, on r an ^= a % d'où l'on tire, en différentiant,
d.an = - a^—^ = - a^'nd'R.
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La valeur de â'Ç deviendra donc, par conséquent,
^Ç=^3a7iffd'R^dt-h^a^ff{ndtd'}{fd'R\ (4)
formule qui ne peut renfermer aucune inégalité non périodique si la formule (3) n'en contient pas de semblable.
Concluons donc de l'analyse qui précède, ce beau théorème qiiî est de la plus haute importance dans la théorie du système du monde : Les mojcns mouvements des planètes et les grands axes de leurs orbites sont invariables lorsqu'on fait abstraction des inégalités périodiques et que ton néglige les quantités du troisième ordre par rapport aux Jorces perturbatrices.
Ce résultat cesserait d'avoir lieu si les moyens mouvements de la planète troublée et des planètes perturbatrices avaient entre eux des rapports coramensurables. Nous avons vu que ce cas n'existait pas dans la nature lorsqu'on n'a égard qu'à la première puissance des forces perturbatrices; mais il pourrait se présenter lorsque l'on pousse plus loin les approximations. En effet, si l'on considère l'action mutuelle de trois corps m, m\ m" circulant autour de M, on voit par l'analyse précédente qu'il en résultera dans rf'R des termes du second ordre par rapport aux masses m, m', m'\ et de la forme Ksin(i«< — i'n' t -+- i"n"t -f- k). Si Ton suppose donc que les rapports des moyens mouvements nt^ n' i^ ri't soient tels, que la quantité in — V n' -\-i"nL' soit une très-petite fraction de /z, il en résultera dans la valeur de Ç une inégalité qui pourra devenir considérable. Ce cas très-singulier se présente dans Ir système des satellites de ]u])iter; le moyen mouve-
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ment du premier satellite, -moins trois fois celui du second, plus deux fois celui du troisième, est exactement et constamment égal à zéro, c'est-à-dire que l'on a « — 3/*' 4- 2 /i"= o; et ce phénomène, unique dans le système du monde, produit dans les moyens mouvements de ces astres des variations dépendantes de la seconde puissance des masses perturbatrices que la théorie détermine, mais que les observations n'ont pu jusqu'ici rendre sensibles.
62. Il suit du théorème que nous venons d'énoncer que, dans la suite des siècles, les orbites planétaires ne feront que s'aplatir plus ou moins en vertu des inégalités séculaires de leurs excentricités ; elles conserveront toujours les mêmes grands axes, et les moyens mouvements, qui s'en déduisent par la troisième loi de Kepler, seront inaltérables, ou du moins, s'ils sont soumis à quelques variations séculaires, elles seront insensibles. On ne peut pas encore en conclure rigoureusement, il est vrai, que la durée de la révolution sidérale moyenne des planètes sera constante aussi; en effet, nous avons vu, n® 22, que la planète m revenait au même point de son orbite lorsque la longitude moyenne /i^ -h s était augmentée d'une circonférence ; le premier terme de cette expression, qui est proprement ce qu'on appelle le moyen mouvement do la planète, croît uniformément avec le temps, et son coefficient est invariable, comme nous venons de le voir; mais le second terme peut être soumis, comme nous le démontrerons bientôt, à des inégalités séculaires contenant des termes croissants comme le temps • er du premier ordre par rapport aux masses, et des
termes proportionnels au carré du temps et du second ordre par rapport à ces masses. On pourra faire abstraction des premiers, parce qu'ils s'ajouteront au moyen mouvement; mais les seconds produiront dans la longitude moyenne de véritables inégalités séculaires. Heureusement ces termes, comme nous le verrons, sont tout à fait insensibles pour la Terre et pour les planètes ; mais ce sont eux qui produisent l'accélération séculaire qu'on observe dans le mouvement de la Lune, et dont les astronomes avaient longtemps vainement cherché la cause.
Les résultats précédents s'appliquent à tous les corps de notre système planétaire ; mais c'est surtout dans la théorie de la Terre que leur importance se fait sentir, à cause de l'influence que les inégalités de son moyen mouvement auraient sur la durée de Tannée sidérale, élément que les astronomes ont toujours regardé comme invariable et qui sert de base aux calculs de toutes les Tables des mouvements célestes. On devait désirer qu'il ne restât aucune incertitude sur une donnée aussi essentielle; mais d'une part les observations anciennes sont trop peu exactes, et de l'autre les modernes sont comprises dans un trop court intervalle de temps pour qu'on en pût conclure rien de certain sur l'invariabilité de l'année sidérale. Cette question est donc une de celles où la théorie devait devancer l'observation, et l'analyse que nous venons de développer fixe un point important du système du monde, qui n'aurait pu être établi d'une manière in- .contestable, par les observations seules, qu'après un grand nombre de siècles.
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J^ariations séculaires des excentricités et des longitudes des périhélies.
65. Après avoir démontré Tinvariabilité des grands axes et des moyens mouvements par rapport aux inégalités séculaires, avec tout le soin qu'exigeait cette importante question, nous allons examiner successivement les variations séculaires des autres éléments des orbites planétaires.
Commençons par les variations des excentricités et (les longitudes des périhélies. Pour cela, reprenons les expressions différentielles de ces variations, données n° 46,
rfw:
andt^i — e^ (d¥
En différentiaut par rapport à w et par rapport à e la valeur (n) de F, trouvée n® 53, on aura
de " "^(«'»~«»)» ^
Si par conséquent on fait, pour abréger,
, „ _ lm'an\aa'{a,a')-v{à'-\-a'^){a,a')'\ ^
on aura, pour déterminer les variations séculaires des excentricités et des périhélies, en ne portant Tapproximation que jusqu'aux premières puissances des excentricités et des inclinaisons, et en ne considérant que l'action d'une seule planète perturbatrice /w', les deux équations
de rz ^ , . f , V
e sni(c«) — w),
dt d
-^=:[rt, a']~ 1^^ Jcos(«'-«).
L'action des planètes m", m*', etc., ne fera qu^^ajouter à ces équations des termes semblables. Désignons
donc par [«, a"], g, a"\ , ce que deviennent les fonctions [a^a'\ a^ a' \ , lorsqu'on y change a' et m' en à'
et m" ; désignons semblablement par [a, à"]^ |^y a
ce que deviennent ces mêmes fonctions lorsqu'on y change a' et m! en a!" et m"', et ainsi de suite ; on aura, en vertu des actions réunies de tous les corps m' ^ m", w"', etc.,
de I— — I f— — I
— = \ay a'\ ef sin («'— w) -h \a^.a" \ e" sin («" — w) + etc.,
— =[û, «'] + [«, II"] -4- .. . — l'fl, a' I -C09(w' — «)
— I ^y ^" I — cos ( &)'' — w ) — etc.
De ces expressions, il est facile de conclure celles de
de* rf«' de" dtù" ^ , ^ . ,
^^^ "5"' 7~' "T"' ^*^*' ^^^ changeant successivement, danSfJes équations précédentes, ce qui se rapporte
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à la planète m dans ce qui se rapporte aux planètes m'y ni\ etc., et réciproquement. Soit donc
\a\ a\ [a', a"\ [a\ a-], etc., RT^, f^^, pT^^^etc, \a"yi K, al K, «-], etc., FT^ . RT^ , FV^ , etc.,
ce que deviennent les fonctions que nous avons désignées par [û, tf'], [a, a''\ [«, a"'], etc., | g, g' | , |g, g'' | , |g, a"'\, etc.,
lorsqu'on y change successivement ce qui est relatif à m en ce qui se rapporte à rn\ m", etc., et réciproquement; nous aurons pour déterminer les excentricités et les périhélies des orbites de m, m\ rri\ etc., le système d'équations différentielles suivant :
j = [g, a' \ e* sin(w'— «) H- [g, a" \ e" %\n[vi" — w)H- etc., dé
— = I a% g I esin(w— w')4- |</, a" \ ^"sin(w''— to')+etc.,
— = \a"y fl|gsin(ft)— M'')-f- |fl'', a'I ^'$ia(w' — w")H-etc., etc.,
— = [«, «']-h[«, a"]+ .. — |a,g^| -cos(6)'-w)
— I ^> ^*' I "" cos(w" — w) — etc.,
— = [a\ «]+[«', «'1 H RT^ ^ cos(« - 0)')
— |a', a"| — cos (<»" — w' ) — etc.,
!^ = [«",«] + K, «']+...- [53 -jcos(«-m")
F77] ^, cos (»'—«") — etc.
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On détermine fort simplement, au moyen de ces formules, les variations annuelles des excentricités et des périhélies. En effet, pendant ce court intervalle, on peut supposer constants les éléments e^ c', etc., «, Cl)', etc., qui entrent dans les équations différentielles précédentes, et les intégrer dans cette hypothèse, ce qui revient à multiplier par le temps t les valeurs de
de def ^ dtA dtJ -. , .
-jrf 'T"> ^^c., -J-» -j-' ©te. Les expressions qu on obtiendra de cette manière pourront même s'étendre, relativement aux planètes, à plusieurs siècles avant et après Tépoque que Ton aura choisie pour l'origine du temps: Si l'on veut avoir des valeurs plus exactes, on observera que les excentricités et la position des périhélies variant avec le temps, l'excentricité de l'orbite de /», pour un temps quelconque /, sera égale à
^de r' d'^e
et la longitude de son périhélie à
de d^e ^ dta d^<o , , .^ . iw
^'^' "^' ^^'^ "' TS"' "dF^ ^*^' ^^^"^ relatifs a lepoque. Or les valeurs précédentes de ~ et de ^ donneront, en les différentiant et en observant que a eta\ etc., sont constants, les valeurs de -:^, -4^, etc.,
dC^^ dt^
lïF'^li^^ pourra donc continuer aussi loin que
Ton voudra les séries qui précèdent; mais il suffira,
dans la comparaison des observations les plus anciennes qui nous soient parvenues, d'avoir égard, relativement aui planètes, aux termes de ces séries multipliées par le carré du temps.
64. Quoique cette manière de déterminer les variations séculaires des excentricités et des périhélies suffise aux usages astronomiques, cependant la théorie de ces variations ne serait pas complète, si elle ne donnait pas leurs valeurs finies pour un temps quel-: conque, ce qui exige qu'on intègre rigoureusement les formules différentielles (o). Leur intégration directe est impossible ; mais par la transformation que nous avons indiquée n® 46, et dont l'idée ingénieuse est due à Lagrange, on les ramène à la forme d'équations différentielles linéaires du premier ordre que Ton sait intégrer. En effet, supposons, comme dans le numéro cité,
6 = e sin w , è' = e' sin w', b" = e" sin w", etc . , {?=:ecos&), e'=^'cosû.)', c"=:e"cosa)", etc.
En différentiant ces expressions, on aura
db . . de dtii
-r- = sni w -T -+- ecosw --7-»
dt dt dt
de de . d(ti
— =cosw3- — esmw-T-j
dt dt dt
db' , ,d€' , ,dt^'
-r- = sm « -^ -h e coso) -7-?
dt dt dt
de' „.j^^ ^1^1 f*^^'
etc
-— = COSW -; 6 smw -y-y
dt dt dt
4i6 THÉORIE ANALYTT'""
On détermine fort x :£? , ^ , £^ , etc
' " ' ^ dt dt ^ ^ y
formules, les variî» .^''-^ ^, ,
, do de
des périhélies. F ^^^âerminer ;^' ^» etc. ^
on peut suppo' ^ -T'^ivantes :
w', etc., qui ^.^^'^
précédente .,^./' - f^T^g — f^T^c^-etc.,
qui revie
tien
y /-f /iy', «'1+ etc., [*'-{- \a',a\ h-h \a'y fl^ ^"4- elc,
re ,^
On peut d'ailleurs déduire directement ces équations des formules (la), en y substituant pour F sa valeur en fonction de fc, b\ c, c', etc., donnée n^SS.
Les équations précédentes sont linéaires et s'intègrent par les méthodes connues. Lorsque, par leur moyen, on aura déterminé les -valeurs des quantités ô, c, b', c\ y\ c^j este, on obtiendra celles des excentricités et des longitudes des périhélies, en remarquant que les équations (a) donnent
é* = ^ô'-f- c% tango.) = - 9 <?' = sjb'^ -+- «'% tang w' = -77 etc^ Il ne nous reste donc plus qu'à opérer l'intégration
.ions précédentes; pour y parvenir, faisons
^ = M sin{kt -4- Z), c = M cos{ht -4- /),
b' = M' sin(A^ + /), c' ^ M'cos(A^ -f- Z),
h''= W'sin {ht -4- /), e"i= M^'cos(A^ 4- /),
etc., etc.,
M, M', M", etc., étant, ainsi que h et /, des quatltités constantes indéterminées.
Si Ton substitue ces valeurs et leurs différentielles dans les équations (P), il en résultera^Jentre les indéterminées M, M', M", etc. , A et /, les équatiotts de condition suivantes :
MA =t[fl, «']+[«, «'']-!- etc.) M - f^T^ M^— [^TZ] M"~etc.J
M'A = {[ii',û]-l-[«', a"]-f-elc. } M^>-> RT^M — pT^ M"— ete., j
M"A= { [a", a]-^[a% «']-♦- etc. } M"— J^l\a\ M- |77^ M' - etc., |
Le nombre de ces équations sera égal à celui des coefficients M, M', M'', etc.; mais comme chacun des termes qui les composent est multiplié par l'un de ces coefficients, il s'ensuit que Von tie pourra déterminer, par les équatiotis précédentes, que le rapport de ces quantités entre elles, de sorte qu'il y en aura toujours une qui restera indéterminée. En effets soit £, par exemple, le nombre de ces équations de condition; il est aisé de voir, d'après leur forme, que si, au moyen des i — I premières, on élimine de la dernière les z — I coefficients M^ M", etc., le coefficient M en disparaîtra de lui-même ; de sorte qu'on arrivera à une
équation finale eu h du degré i\ qui ne contiendra plus que cette constante d'inconnue, et pourra servir par conséquent à la déterminer. Cette équation sera toujours d'un degré égal au nombre des coefficients arbitraires M, M% M", etc. , ou des corps m, m', m", etc. , du système ; elle aura donc un nombre égal de racines qui, substituées tour à tour dans les i -—\ premières équations (A:), serviront à déterminer chacune un pareil nombre de coefficients arbitraires M, M', M", etc. Soient donc //, A,, A^, etc., les racines de Féquation finale en A; soient M, M', M", etc., M|, M',, M',, etc., Ma, M 2, M'j, etc., les différents systèmes de coefficients indéterminés qui correspondent respectivement à chacune de ces racines, les valeurs de A, A', b", etc., de c, d, d\ etc., qui en résulteront, satisferont toutes aux équations (P). Or l'intégrale complète d'une équation différentielle linéaire est égale, comme on sait, à la somme de ses intégrales particulières, on aura donc
ft = M sin ( A/ 4- /) + M, sin(A, r 4- /,) 4- Mjsiii (A,/4- /*) 4- etc., 6'=M'sin(A/+ /) 4-M', sin(A,r4-/,)4-M', sin(A,/4-/0+«tc.,
c =Mcos(^r4-0 4- M, cos(^,/4- /,) 4- M,cos(A,/4-/0-+-etc., c't= M' co$( A/-I- /) 4- M', cos (A, r 4- /, ) 4- M', cos (A,f 4- U) 4- etc., etc.,
/, /,, /j, etc., étant des constantes arbitraires.
Ces équations renferment autant d'arbitraires qu'il y a d'équations différentielles (P) ; car chaque système d'indéterminées M, M', etc., contient une arbitraire, et il y a de plus /arbitraires /, /,, /j, etc. Ces équa-
lions sont donc les intégrales complètes des équations différentielles proposées. Quamt aux 2 i constantes arbitraires qui entrent dans ces équations, on les déterminera au moyen des observations. Elles ne donnent pas directement ces constantes, il est vrai ; mais elles font connaître, pour une époque fixée, les valeurs des excentricités et des longitudes des périhélies des orbites, et par suite les valeurs des quantités A, 6', etc., Cj c\ etc.; on pourra donc toujours en déduire les valeurs des arbitraires inconnues.
63. Il résulte de ce qui précède que les exceutricilés et les longitudes des périhélies des orbites planétaires ne sont plus, comme les grands axes, assujetties à de simples inégalités périodiques; les variations de ces deux éléments contiennent des termes indépendants de la situation mutuelle des corps du système, et par conséquent la forme des orbites et la position des grands axes peuvent éprouver dans la suite des altérations considérables ; mais les ellipticités, en vertu de leurs variations séculaires, sont-elles susceptibles de croître indéfiniment? S'il en était ainsi, les orbites, aujourd'hui presque circulaires, deviendraient à la longue fort excentriques, et pourraient même finir par changer entièrement de nature. L'invariabilité des grands axes ne suffirait plus alors pour assurer la conservation de notre système solaire, qu'une pareille progression menacerait dans la suite des siècles d'un bouleversement total. L'équation (e) à laquelle nous sommes parvenus (u^ 54) montre heureusement que ces changements sont à jamais impossibles ; mais il ne
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sera pas superflu d'examiner ici avec plus de détail cette question, puisque c'est sur elle que repose lune des conditions essentielles de la stabilité du système du monde.
Pour cela, reprenons les expressions que nous avons trouvées pour déterminer les valeurs des quantités b et c, savoir ;
^ =. M sinfjit -h /) -h M, sïn{hj-\- /,) -t- M^ siu{h,t -h /,)+ elc,
C = M COs(ht -h 0 -*- M| OQs{àtt~h /,) -f' M, COS(Aar-J- /a)-|- CtC,
les quantités A, h^y Aa, etc, étant les racines d'une équation déterminée d'un degré égal au nombre des corps agissants du système, et M, M,, M^, etc., /, /|, /a, etc., des constantes arbitraires dont la détermina-^ tion dépend des valeurs de b et de c, à une époque donnée.
Substituons ces valeurs à la place de A et c dans l'expression de l'excentricité de l'orbite de m ; on a e^ = ô' -h c* ; on aura donc
e^=z W-hM] 4- MJ + . . .-^ aMM, cos[(A, — h) t + /,— i] -h 2MM2Cos[(A2— /i)/4-/2— /]-{r2M,M2 cos[{^2— ^,)r + /2— /.] H- etc.
Le premier membre de cette équation est constamment plus fetit que (M -h M, -4- Ma -4- . . .)^, tant que les cosinus qui entrent dans le second membre sont tous réels; ainsi donc, toutes les fois que les racines A, A^, Aa, etc., sont réelles et inégales, l'excentricité e de l'orbite de m ne peut jamais surpasser la somme des coefficients M, M, , Mj, etc. , pris avec le méoie signe ;
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et si l'on suppose ces coefficients fort petits à une époque donnée, comme cela a lieu en effet dans la nature, elle demeurera toujours peu considérable.
Mais il n'en serait plus de même, si quelques-unes des racines de l'équation en h devenaient égales ou imaginaires. Ces racines introduiraient, au lieu de sinus et de cosinus, dans les expressions de b et de c, des arcs de cercle et des exponentielles, et ces quantités étant susceptibles d'augmenter indéfiniment avec le temps, il en résulterait que les valeurs de i et de c ne seraient plus resserrées entre des limites qu'elles ne doivent pas dépasser; que par conséquent les orbites pourraient dans la suite des temps devenir fort excentriques, et que les résultats auxquels nous sommes parvenus jusqu'ici, fondés sur la petitesse des excentricités et des inclinaisons des orbites, cesseraient d'être exacts. Il s'agit donc de montrer que les racines A, 7zi,^2>6tc., sont toutes réelles et inégales; c'est ce que l'on peut faire d'une manière fort simple, et sans être obligé de former l'équation dont elles dépendent, dans le cas où l'on suppose que les différents corps w, m\ rri\ etc. , du système, circulent tous dans le même sens.
En eflfet, reprenons les équations (o) du n** 63. Si
Ton multiplie respectivement ces équations par m yja e, vfis[cè e\ m"\la"e"^ etc.; qu'on les ajoute, et qu'on remarque que
sin («—«') = — sin(«' — »), sîn («-—&>'') = — sin(w'^ — «), etc.,
et qu'ea vertu des valeurs de
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données dans le n^ 63, on a généralement
rn! \la' = o.
m si a — m\ja —
in"^'a''=o,
etc.
cette somme se réduira à Téquation suivante :
m \lâede -h m! sja'efde^ 4- m" y]â^é'dé'-
Si Ton intègre cette équation, en observant que les grands axes a, a\ etc., sont constants, puisqu'on n'a égard qu'aux variations séculaires, on aura
m yjae^ -^ m' \lâ' e'* -h m" sfcC e*'^ -h . . . = const . (e) Les corps m, m\ etc. , étant supposés tourner dans le même sens, les radicaux s^a^ ^a', y^cC' devront être pris positivement, et chacun des termes du premier membre de celte équation sera par conséquent positif. Nous sommes déjà parvenus à cette équation, n^ 54; mais nous avons voulu montrer comment elle résulte des équations différentielles (o)
Supposons maintenant que Téquation qui détermine h ait des racines imaginaires ; quelques-uns des 5iinus ou cosinus qui entrent dans les expressions de h et 17, se changeront ^ exponentielles, de sorte que la valeur de ft, par exemple, contiendra un nombre fini de termes de la forme Gc^', c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, et C une quantité réelle puisque h ou sa valeur e sin ca est une quantité réelle. Soient Dc^S C'c^S D'c^% etc., les termes correspondants de c, h\ c\ etc. D, C, D', etc., étant
aussi des quantités réelles; la valeur de e* contiendra le terme (C* 4- D^) c^^^^ la valeur de e'^ contiendra le terme (C'^4- D'^) e^^', et ainsi de suite. Le premier membre de Téquation [e) renfermera par conséquent le terme
Si c^' est la plus grande des exponentielles que renferment les expressions de i, c, b\ c\ etc., c^^' sera la plus grande des exponentielles que renfermera le premier membre dé l'équation (e ) ; le terme précédent ne pourra donc être détruit par aucun autre terme de cette équation ; en sorte que pour que son premier membre se réduise à une constante, il faudra que le coefficient de c^^' soit nul de lui-mêine, ce qui donne
équation qui ne peut être satisfaite, à moins qu'on n'ait séparément G = o, D == o, C := o, D' = o, etc., si Ton suppose que les radicaux sja^ sja!^ sja'\ etc., sont de même signe, c'est-à-dire que les corps m, m\ m"^ etc., circulent dans le même sens; d'où il suit que les valeurs de è, c, i', c', etc., ne renferment pas d'exponentielles, et que par conséquent l'équation en h ne contient pas de racines imaginaires.
Si cette équation avait des racines égales, il en résulterait des arcs de cercle dans les expressions de A, c, b\ c\ etc. L'expression daô, par exemple, ren-
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fermerait un nombre fini de termes de la forme Cf. Soient D^**, Cf, jyf^ etc., les termes correspondants des valeurs de c, bj c'y etc., C, D, C, D', etc., étant des quantités réelles, le premier membre de l'équation (e) renfermera le terme
et si /'* est supposé la plus haute puissance de t que renferment les valeurs de fc, c, b\ c\ etc., t'^^ sera la plus haute puissance de t qui entrera dans cette équation; il faudra donc, pour que son premier membre se réduise à une constante, qu'on ait
/w\/^(C'-f.D^)-h/w'\/«^(CM- D'')-4-m'\/7'(C"»-f-D"')-f-. . .=o;
ce qui est impossible lorsque les corps m, W, ni\ etc., circulent dans le même sens, à moins qu'on n'ait séparément C =: o, D = o, C = o, D' = o, etc. Les valeurs de 6, c, h\ c\ etc., ne peuvent donc contenir ni exponentielles ni arcs de cercle, et l'équation en A a par conséquent toutes ses racines réelles et inégales.
Le cas particulier que nous avons examiné est celui de. la nature, où toutes les planètes circulent dans le même sens autour du Soleil. 11 suit donc, de ce que nous venons de démontrer, que les excentricités des orbes planétaires n'éprouveront pas par la suite des siècles d'accroissements considérables, et qu'elles resteront dans tous les temps très-petites, comme elles le sont aujourd'hui.
C'est d'ailleurs ce qu'on peut conclure immédiatement de l'équation
m sjaé" + m' yâv^ + ni's[àé"' + . . . = C.
En eSet, tous les termes du premier membre de cette équation étant positifs, lorsqu'on suppose que les corps m, m', vfi\ etc., tournent dans le même sens, chacun de ces termes est plus petit que la constante du second membre. Si l'on suppose donc à une époque donnée les excentricités e, e', e!\ etc., très-petites, la constante C sera une fort petite quantité; chacun des termes de l'équation précédente restera donc aussi fort petit, et ne sera pas susceptible par conséquent de croître indéfiniment. Mais les considérations précédjentes montrent comment l'éternelle petitesse des excentricités des orbites des planètes résulte de la forme même de leurs valeurs, et nous avons cru devoir les développer ici, pour ne rien laisser à désirer sur une question aussi importante.
66. Considérons maintenant les équations d'où dé^ pend la position des périhélies. Si l'on remplace dans
l'équation tango =?-» ô et c par leurs valeurs, on
aura
M sin (ht-Ji-l) -fr M, sin (//, r-f-/, ) -4- M, sin (//,/ -f-7 Jh- . . .
UlDfTO) = ^ ■ ■ ■ ^ ■ ■ . ■ . ...,., •
^ Mcos(A^-f-/)4-M,cos(/i,i-h/,)-f-M2COs(/i2r-h/,)4-. . •
Si de l'angle w on retranche l'angle ht -\- /, en obser-. vant que
tang(« -ht-l)^ tanga,-tang(A.+ /) ^^ ' I -t- tangwtang(Ar-h/)
en vertu de l'expression précédente, on aura
\ ( ^It^ts— ^' sm[(A.— h) ^-h/.— /] H-M, sin[ (^2— h) i-^ /,— /] + .,. m^(^ Ht /;_ M-|-M'cos[(A,~A)r+/,— /jH-M,cos[(Â2— A)/4-/,-/]+../
Si le coefficient M est supposé plus grand que la
somme de tous les autres coefficients M « , M29 M^ , etc. , pris positivement, le dénominateur du second membre ne sera jamais nul; tang(o — ht — l) ne pourra donc pas devenir infini, l'angle (ù — ht — / n'atteindra jamais le quart de la circonférence, et cet angle seracompris par conséquent dans les limites -4- 90® et — go**, entre lesquelles il ne pourra faire que des oscillations plus ou moins grandes, de sorte que ht + / exprimera le vrai mouvement moyen du périhélie.
Mais de ce cas particulier il est impossible de rien conclure en général sur la nature de l'angle o ; on doit donc regarder les mouvements des périhélies comme n'étant pas uniformes, et comme pouvant éprouver dans la suite des siècles des variations dont on ne saurait assigner les limites; on a seulement la certitude qu'en vertu de la première des équations (r) n^ 54, ces variations seront toujours très -lentes, comme elles le sont aujourd'hui.
67. Concluons de ce qui précède que la stabilité du système du monde est assurée relativement aux excentricités comme elle l'est par rapport aux grands axes. Les orbites des planètes, en vertu de leurs actions mutuelles, et en ne considérant que les variations séculaires, ne font qu'osciller autour d'un état moyen d'ellipticité dont elles s'écartent peu, de sorte que ces orbites dans les siècles à venir conserveront toujours à peu près la forme circulaire. I^es grands axes des orbites demeureront constamment de la même grandeur, les moyens mouvements qui en dépendent seront toujours uniformes, et la position de ces grands
axes pourra seule éprouver dans la suite des varialions considérables ; enfin les excentricités, quelques altérations qu'elles subissent, seront sans cesse assujetties à la condition suivante : la somme de leurs carrés, multipliés par les masses des corps du système, et par les racines carrées des grands axes de leurs orbites, restera constamment la même. •
Il faut bien remarquer que ces résultats, du moins quant à ce qui regarde les excentricités et les périhélies, ne sont exacts qu'aux quantité^ près du second ordre par rapport aux excentricités, aux inclinaisons et aux forces perturbatrices. Nous montrerons bientôt comment on peut les étendre aux secondes dimensions de ces forces et à des excentricités et des inclinaisons quelconques.
Variations séculaires des inclinaisons et des longitudes des nœuds.
68. Déterminons maintenant les variations séculaires des nœuds et des inclinaisons. Leur théorie a la plus grande analogie avec celle des variations sécu-: laires des excentricités et des périhélies.
En désignant par ç Tangle que forme le plan de Torbite primitive de m avec un plan fixe que nous supposons très-peu incliné au plan de cette orbite, et par u l'angle que fait leur.commune intersection avec une droite prise à volonté dans le plan fixe, en donnant à f' et a! des significations analogues relatives à l'orbite de w', et en supposant, afin de simplifier les
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formules,
p = tangy sina, q = tangç cosa, p' = tang 9' sin a', 9' = tang 9' cos a',
nous avons trouvé dans le n® 46, pour déterminer les variations différentielles des quantités p et q^ les équations suivantes :
Si Ton difierentie par rapport aux variables /? et ç la valeur de F du n° 55, on aura
dp — 4(€i"— fl»)» ^P p f*
dF_3m'aa'{a,aJ. .
dq ~ 4 («'«—«»)» V9 ^ r
En faisant donc, pour abréger, comme dans le n^ 63^
on aura, en négligeant les carrés des excentricités et des inclinaisons,
dt
do ' ('^^
11 est aisé de conclure de là les variations difiFéren*tielles de 9 el de a. En effet, les valeurs que nous
avons supposées aux quantités p etq donnent
tangç? = s/p^ -h 9% tanga = ^.
En difïérentiant, et en observant que nous négligeons
les carrés des inclinaisons, ce qui donne cosç = i , on
trouve
I • ^ . j ^ cosa. dp — sina^47 df = sinaap -{- cosaoijf, da = i.
Si l'on substitue pour rfp et dq leurs valeurs données par les équations (a), après y avoir remplacé />, q^ p'j q' par les quantités de ces lettres représentent, on aura
J = [a, a'] tângç' sin(a - a'),
valeurs qu'on aurait pu d'ailleurs déduire directement des formules (5) et (6) du n® 42, comme il est aisé de le vérifier.
Nous n'avons considéré jusqu'ici que l'action d'une seule planète perturbatrice m' ; l'action des planètes w", m'", etc., introduirait dans les seconds membres des équations précédentes des termes semblables à ceux qu'ils renferment. Si dans ces équations on change ce qui a rapport à m dans ce qui est relatif à m', et réciproquement, on aura des expressions analogues pour ^ ' "^ ' ^*^ ^'on trouverait de la même manière les valeurs des différentielles -—- ? -^^ -r-? etc.,
dt dt de '
relatives à m'% nfy etc.; d'où Ion peut conclure qu'on
aura généralement, pour déterminer les variations séculaires des inclinaisons et des longitudes des périhélies des orbites des planètes m, m'^ m", etc., le système d'équations différentielles suivant :
— ? := ^ay a'] tang(p' sin(a — a') -+- [a, a"] tangep" sin(a — a") -h. . ,
^±=-{[«,«']+[«,«"]+...|H-[«,«']|^COs{«-a')
* -H[a,«"]îiîî8î!cOS(a-«")-H..., ^ tangf ^ '
-^ = [a', a] tang(]. sin(«'— a) 4- [«', a"] tang<p"sin(a'— a" )+ . . .,
^ = _|K«]4-K,«"]H-...}+K,«]^cos(a'-a)
-^t«',«"]S^'cos(a'-«")+..., ^= [a", a]tangçsin(a" — a) -<- [a", a'] tangç' <iin(a" — a') + . • ^=-{K,«] + K,«'J + ...|-»-K,«]|^cos(a"-«)
etc.
Ces équations sont de forme absolument semblable à celles qui nous ont servi à déterminer les variations séculaires des excentricités et des périhélies ; la seule différence qui existe entre elles, c'est que les symboles
1^, a'\ , \a^ a"\ , etc., sont ici remplacés parles symboles [a,- a'], [^, a"]^ etc.; les quantités e, e", e", etc., partangy, tang(p', tangç", etc., et les angles w, w', etc., par a, a', etc. Nous pouvons donc appliquer aux équations précédentes les mêmes considérations que nous
avons développées dans les n^' 65 et suivants, ce qui abrégera beaucoup ce que nous avons à dire sur cet objet.
69. Nous voyons d'abord que si Ton intègre les équations (i) en y regardant les angles y, ç', etc., a, a', etc. , comme constants, on aura pour les variations séculaires des inclinaisons et des nœuds des expressions qui ne sont rigoureuses que lorsque le temps t est infiniment petit, mais qui pourront cependant servir pour les planètes pendant un long intervalle. Si Ton veut avoir des valeurs plus exactes de ces variations, on réduira en séries ordonnées par rapport au temps I les expressions de y, a, ©', a', etc., et en différentiant
I les valeurs précédentes de ~^? ^? ^? etc., on pourra
continuer ces séries aussi loin que Ton voudra.
Déterminons les expiassions rigoureuses des inclinaisons et des nœuds. Il faut pour cela intégrer complètement les équations (ô), ce qui exige qu'on leur donne d'abord une autre forme. Faisons, comme précédemment,
p =:tang9sina, q = tang(pcosa, ^'= tangy'sina', 9'= tangç'cosa', etc., etc.
Différentions ces expressions, et substituons pour rfy, é/a, c/ç', rfa', etc., leurs valeurs, nous aurons
^= \la,a^\^\a,a"\^.\p^\a,a'\p^-\a,a"\p"^...
lb3>
^= i [«", «1 + [«", a'] + ... Ip"- [a", a]p- [a", a']p'-... ,|
etc.
Ces expressions résultent d'ailleurs immédiatement de celles que nous avons trouvées directement pour
On obtient aisément plusieurs intégrales du système d'équations précédentes. En efifet, si Ton multiplie respectivement ces équations par m^ap, myjaqy m' \la^p\ m' %ja^q'^ etc., qu'on les ajoute ensuite et qu'on intègre leur somme, en faisant attention qu'en vertu des valeurs des quantités [û, a'], [a', a], etc., on a
[a, a'^msja — [a% n]^' \la' = o, [aja!'\m\la — [rt*', a]m"v/a^= o,.
on aura,
m \Jâ(p'^q') -4- iw' ^ (p^^^g'^)^m" y^' (/'>^-ç"»)4- . . . = const. (;>} Si l'on multiplie ces mêmes équations,. la première par m\/a, la troisième par m' yja\ la cinquième par m" sfâi!\ et ainsi de suite, et qu'on les ajoute^ on aura^ en vertu des mêmes relations ^
m v/â^ + m^ylâ''^ + nfslâ"^^. . . = o.
d*où l'on tire, en intégrant,
my/ap -{- in! sja' p' -\- m" \Ja" p'' 4- . . . = const.
On trouverait d'une manière analogue,
m\laq-\- m' s^a'q' h- m">[ïfq"'^- . . . = const.
Nous étions déjà parvenus dans le chapitre VII à ces diverses équations qui expriment des relations qui doivent, toujours exister entre les quantités p, 9, p\ q\ etc., quelques changements qu elles éprouvent, et qui pourront servir par conséquent à vérifier leurs valeurs.
Le système d'équations différentielles linéaires (c) étant d'ailleurs parfaitement semblable à celui des équations (P) du n*^ 64, on pourra appliquer à leur intégration la même analyse. On trouvera ainsi
/; = Nsin(A/H- /)^-N, sin(^,r-+- /,)-+- Nj 5111(^2^ 4- /a) +• • • 4] =Ncos(^f 4-/) + N,cos(Â,r-f-/,)H-N2Cos(Âar + /2) 4-. . . /=N'sin(^/-h/)-+-N',sin(^,r-h/.)4-N',sin(^,r-f-/0-t----» ) ^^^
€tc.,
h, A|, ^2, etc., étant les racines d'une équation d'un degré égal au nombre des corps agissants du système, et les arbitraires N, N', N", etc., /, /,, /g? etc.-, des constantes qui dépendent de la position des orbites à une époque donnée.
Si les racines A, A,, h^j etc., sont toutes réelles et inégales, les valeurs de /?, ç, p% q\ etc., .ne sauraient contenir ni exponentielles ni arcs de cercle. Or c'est une conséquence que l'on peut tirer de l'équation (/?),
comme nous Tavons fait voir dans le n° 65, pourvu que les corps m, m', m", etc., soient supposés circuler dans le même sens; d'où l'on doit conclure que les inclinaisons des orbites planétaires sur un plan fixe, si elles ont été très-petites à une certaine époque, demeureront toujours peu considérables, et ne feront qu'osciller entre d'étroites limites qu'elles ne pourront jamais franchir. La position des noeuds, au contraire, pourra éprouver dans la suite des siècles des variations considérables, et leurs mouvements devront être regardés comme n'étant gas uniformes.
La stabilité du système planétaire est donc aussi assurée relativement aux inclinaisons des orbites qu'elle l'est par rapport aux excentricités.
70. Les expressions de p et ç, données par les formules (û?), offrent un moyen facile de construire géométriquement les valeurs de ces quantités par le moyen des épicycles.
En effet, que Ton imagine un cercle dont le rayon soit N, et qu'à partir d'un diamètre fixe on prenne sur ce cercle un arc qui comprenne l'angle ht -+- /, qu'à l'extrémité de cet angle on place le centre d'un nouveau cercle dont le rayon soit N| , et qu'on prenne, à partir d'un diamètre mené parallèlement à celui du premier cercle, un arc qui réponde à l'angle ^, ^ -f- /, , qu'on place à Textréniité de cet arc le centre d'iin nouveau cercle dont le rayon soit Na, et qu'on prenne de même sur ce cercle, à partir d'un diamètre parallèle aux précédents, un arc qui sous*tende l'angle h^ t -+- 4, et ainsi de suite; si de l'extrémité du dernier arc, on
abaisse une ordonnée perpendiculaire au diamètre du premier cercle, cette ordonnée sera la valeur de p^ et J abscisse correspondante, comptée à partir du centre du même cercle, sera celle de (j.
En effet, il est visible, d'après cette construction, que la première de ces deux coordonnées sera exprimée par
Nsin(A/4-/)-hN|Sin(/i,«4-/«)-+-NîjSin(A2^-l-/2)-4-...,
et la seconde par
N cos(A/-4-Z)-t-N| c6s(A, ^-{-Z, )-î-N2 cos(//j ^4-/3) 4- ... .
On voit de plus que si du centre du premier cercle on mène un rayon vecteur à l'extrémité de l'arc pris sur la circonférence du dernier cercle, ce rayon sera l'expression de tangç, etTangle qu'il forme avec l'axe des abscisses sera égal à l'angle a, puisqu'en effet on aura ainsi
tang9 = v^P"h^% tanga = |.
En appliquant la même construction aux expressions de b etde c du n*^ 64, on déterminerait géométriquement les valeurs de l'excentricité e de l'orbite etde la longitude « de son périhélie. La première serait égale au rayon vecteur mené du centre du premier.cercle à l'extrémité dq. l'arc pris sur le dernier épicycle, et la seconde à l'angle que forme ce rayon avec Taxe des abscisses.
yi. Jusqu'à présent nous avons supposé fixe le plan auquel nous avons rapporté la position des orbites
planétaires, mais les astrononies ont coutume de la rapporter au plan mobile de Técliptique ou de l'orbite que décrit la Terre autour du Soleil dans son mouvement annuel ; c'est en eftet du plan de cette orbite que nous observons tous les mouvements célestes. Il est donc nécessaire, pour rendre les formules précédentes immédiatement applicables aux usages astronomiques, de montrer comment elles» peuvent être modifiées de manière à déterminer directement les variations des nœuds et des inclinaisons des orbites des corps /7J, wl ^ m'\ etc., par rapport à l'orbite mobile de Tuq d'entre eux pris à volonté, relativement à l'orbite de /w, par exemple. Soient donc x'j jr', z\ les trois coordonnées de m' rapportées à un plan fixe quelconque; soit z l'ordonnée d'un point situé sur Torbite de m et répondant aux mêmes abscisses x' et y^ nous aurons
Si 1 on suppose très-petite l'inclinaison mutuelle des deux orbites ainsi que leur inclinaison sur le plan fixe, la différence z' — z == — - {p'— p)x'-\- (7'-— q)y des deux ordonnées' ?' et z exprimera à très-peu près la hauteur de m' au-dessus de l'orbite de /«. Or, si l'on désigne par z cette hauteur, et par y' et a l'inclinaison et la longitude du nœud de l'orbite de irt sur l'orbite de m, on a auissi, à très-peu près,
z= — tangy' sina' x' -h tang(p| cosa' jr\
d'où l'on conclura
tang?»; sina = p' - p, tangip; cosa = q' — q^
et par conséquent
On déterminera aisément, au moyen de ces deux équations, le lieu du nœud commun et Tinclinaison mutuelle des deux orbites.
Si Ton suppose que le plan fixe auquel se rapportent les quantités />, p\ (jf, q' soit celui de Torbite de m à une époque donnée, on aura pour cette époque p= Oy q = 0. Mais les différentielles dp et dq ne seront pas nulles, et en différentiant les valeursjprécédentes on aura
d<f, = ( dp' — dp ) sin a'-+- ( dq'-— dq ) cos a',
, [dp^ — dp) CO& a' — [dq' — dq) sin a'
tangf
En substituant pour dp, dq, dp', rfy', leurs valeurs 11° 69, on trouvera
^^\W, a"] - [«, a"] I Ungf «n(«' ~ «")
a', a"] — [a, a'] | tangç'* sin (a' — cl") + etc
+ {[«'.."]-[«. «"U^cosCa'-a")
+ {[«', a-] - {a, a']] '^"co»(«' -«"')+....
. On obtiendrait de la même manière des formules semblables pour déterminer lés variations des inclinaisons et des nœuds des orbites de m'\ m^ ^ etc., relativement à Torbite de m. Quant au degré de préci-
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sion de ces réductions, il est facile de se convaÎDcre qu'elles sont exactes, aux quantités près du troisième ordre, relativement aux inclinaisons mutuelles des orbites; en sorte qu'on pourra toujours les employer comme tout à fait rigoureuses^ tant qu'on ne voudra pas pousser au delà les approximations,
72. De ce que nous avons démontré dans le n® 69, il résulte que la stabilité du système solaire est assurée relativement aux inclinaisons des orbites planétaires, comme elle l'est par rapport aux excentricités. L'action réciproque des planètes les unes sur les autres, à laquelle sont dus les déplacements séculaires de leurs orbites, ne cause dans leurs inclinaisons mutuelles que des variations comprises entre d'^étroites limites qu'elles ne pourrqnt jamais dépasser; elles resteront par conséquent toujours très-petites, comme elles le sont aujourd'hui. La position des nœuds pourra au contraire éprouver dans la suite des temps des altérations considérables, et l'on ne devra pas regarder leurs mouvements comme uniformes. Enfin, quelles que soient les altérations que subissent les inclinaisons des orbes planétaires, elles seront toujours assujetties à la condition suivante : La somme de leurs carrés y muU tipliés par les masses des corps du système et par les racines carrées des grands aa^es de leurs orbites, de^ meure ra constamment la même.
Nous étendrons bientôt ces résultats, qui ne sout exacts qu'aux quantités près du second ordre par rapport aux excentricités, aux inclinaisons et aux masses perlurbatriceç, au cas où l'on a égard au carré de ces
masses et à toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons.
Fanadon séculaire de la longitude de V époque.
75. Il nous reste, pour compléter la théorie des variations séculaires, à considérer les variations du sixième élément des orbites planétaires, de celui qui, dans l'ellipse non troublée, dépend de la position de la planète à une époque donnée, ou, ce qui revient au même, de Tinstant de son passage par le périhélie.
Pour bien concevoir l'importance de cet élément, il faut remarquer que c'est de la variation séculaire de la longitude s de l'époque, que dépend celle de la longitude vraie de la planète dans son orbite, c'està-dire de la coordonnée la plus nécessaire pour la détermination exacte de sa position dans l'espace. En effet,* en nommant v cette longitude, on a, par les formules du n^ 24,
en désignant par P une suite de sinxis des multiples de l'anomalie moyenne nt -^ z — w multipliés par les puissances de l'excentricité e. Or, si l'on regarde comme variables les éléments elliptiques, et qu'on ne considère que la partie non périodique de la variation de P, il est évident que cette partie sera une fonction des éléments de la planète troublée et de la planète perturbatrice de Tordre m' ; en sorte que si Ton y regarde de nouveau ces éléments comme variables, en verUi de leui*s variations séculaires, les termes du second ordre contenus dans cette fonction
seront simplement proportionnels au temps i, et s'ajouteront au moyen mouvement nt dans la valeur de V) et les termes dépendant du carré du temps t, les seuls, comme nous le dirons, qu'il importe de considérer, seront du troisième ordre et pourront toujours être négligés. Nous avons vu d'ailleurs que lé moyen mouvement nt n'était soumis à aucune variation séculaire; la seule variation de cette espèce dépendante du carré du temps, dont puisse être affectée la longitude Vy est donc celle qui provient de la variation de la longitude s de l'époque, et c'est une raison, par conséquent, de l'examiner avec soin.
74. Reprenons la valeur de rfe donnée par la troisième des formules (i i), du n® 46,
1 andtsli — <
de
Si l'on différentie la valeur {m) de la fonction F, n**53, relativement aux constantes e et a, et qu'à la
place des différentielles partielles -5— ^ ";/""' ~7 — '
on substitue leurs valeurs données en fonction de B^^^ et B^*^, par le n*^ 52, savoir,
da
da a'^'-a^ ' da a'^ — à" '
on trouvera
llzr — (a'B('>— flB(*»))-H-7 -^ 1- e^'cosfw'— w)
da 2 ^ ' 4 « L a'^—a^ J ^
si Ton substitue ces valeurs dans Téquation (a), en négligeant les puissances de e supérieures à la seconde et en faisant, pour abréger,
(^). = /w'.a»/i(aB^«) — a'BC)),
/ — r. m'a^a'n [6aa'B(»)+ (3a'— a') B(0 ] (!^)' = 24{a-^a^) '
, — ^v __ iy/g/i[(3fl^g^— i5flfl^^)B(«>)— (2<?^4-i2fl^fl^'— loa^^)B(')]
y — r\ /7i'û*«'/i(3ûû'B(») + û»B('))
quantités que l'on peut exprimer aussi en fonction de {a^a') et de (a, a')' pour les avoir sous la même
En
forme que les quantités analogues [a, a'], |^y a^
effet, il sufBt pour cela de remplacer B^*^^ et B^*^, que nous n'avons introduits que pour la commodité du calcul , par leurs valeurs données n® 51 ,
les quantités (a, a'), et (a, a')' représentant, commet on sait, les coefficients des deux prehiiers termes du
développement de {a^ — aaa'cos^ -+- a'^Y en série, de sorte que Ton a
(r?'— 2.aa' coS(p 4- (t'-y = («, «') -f- («, rt'/cos^ -!-....
On trouve ainsi :
/ y\ /w'«/2[2fl'(a, a') 4- 3«rt'(«, a')']
> y _ //l'«/2[l2fl»fl'(û,fl') — 3(3 «=»«'— «fl'3) («,«')']
. ^. m an[6a^a'^{a, a') ^3 a' a' {a, a'Y\
on aura
= (flr, fl^) -+■ (g, <3t^)ig' 4- (f>f')a ^^' C0S(«' — «)
On voit par cette expression que si dans la valeur de de on n'avait égard qu'aux termes du premier ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, comme nous l'avons fait pour la détermination .des variations séculaires des autres éléments de l'orbite, le second membre de l'équation précédente se réduirait à une constante, dans le cas même où l'on considère le carré des. forces perturbatrices. Il en résulterait par l'intégration "dans la valeur de e un terme proportionnel au temps qui s'ajouterait au moyen mouvement nt dans la valeur nt + g de la longitude moyenne : nous verrons bientôt que les termes de cette espèce demeurent toujours insensibles.; d'où l'on doit conclure que si la longitude £ de l'époque est soumise à une variation séculaire, elle ne peut dépendre que des termes de la valeur de dE du second ordre jpar rapport aux excentricités et aux inclinaisons; c'est
par cette raison que nous avons conservé ces ternies dans Téquation (6).
Si Ton suppose, comme dans les n**' 46 et 64,
6 = e sin w, 6' = e' sin w', c = e cos w, c' = e' cosw',
la formule {b) deviendra
Cette formule servira à déterminer la variation sér culaire de la longitude £ de l'époque, causée par Tactioi) de la planète perturbatrice m'; Faction des planètes m"^ m'", etc., ne fera qu'ajouter au second membre de l'équation précédente des termes semblables, qu'on obtiendra en y marquant successivement d'un accent de plus les lettres a\ b\ c\ p et 9'. Si dans l'expression résultante on change ce qui a rap* porta la planète iwen ce qui est relatif à m', et réciproquement, on aura une formule semblable pour déterminer la variation rfs', relative à //i'; et l'on aurait de la même manière les variations di\ di\ etc., qui se rapportent à m", }ri\ etc. Nous continuerons, pour plus de simplicité, a ne considérer que l'action mutuelle de deux planètes m et m', ce que nous dirons pouvant aisément s'étendre à un nombre quelconque de corps /n, m', w!\ etc.
Nous aiiroiis ainsi
Je'
Il est aisé de vérifier sur les équations (i) et (a) la relation que nous avons, vue exister généralement entre les variations séculaires des longitudes d'un système quelconque de planètes w, m\ m'\ etc. En efFet, si Ton multiplie la première par m \jay la seconde par m! \/a% qu'on les ajoute en observant que a si an = a' \[â' «' = i , et que les valeurs que nous supposons aux quantités (a, a'\ , (a\ a\ , etc., donnent
m \[a (g, a') 4- m'sfâ' (a\ a) = mm' A(^\
m sfâ {a y a')^ '- m' sfâ' (a\ a)^ = m' s/a' {a\ a)^ ^ m sfâ {a^ a' ja
= — ymm'aa'BO^'y m sfâ [a^ <^)a4- m' sja' [a' y a)^ 2.4
= - mm' r^ aa'^W — (a' -h a"^) Bol , m s/a [a, a' )^ -+- m' si a' («% a )^ = — i mm' aa'h^)^
on aura, en mettant la fonction F du n^55, à la place de la valeur qu'elle représente,
dt ^ dt 2.4-
mm' r - aa' B(») — ^«'4- «'») B^')! [bh' ■+■ ce
équation qui, en substituant pour B^^^ et B^*^ leurs va-
leurs, et les symboles [«, a'], |^, a\ à la place des quantités qu'ils représentent, devient
La fonction F est constante relativement aux variations séculaires n*^ 57; il en est de même de la fonction
[a, «'] {^'-f.c»-4- b'^-h c'»} — 2 \a, a' \ [bb'-Jhcc').
En effet, si on la différentie par rapport à 6, b\ c, c', et qu'on substitue pour rfô, db\ dc^ de' leurs valeurs données par les équations (P) du n** 64, dans lesquelles on ne considérera que l'action de deux planètes m et m', et qu'on observe que l'on a par les n«» 65 et 69
m\la[a^ a' ] = m' ^J"^ [a' , û], msja \a, a' \ =zm sfâ* \a\ a\ ^
d'où l'on tire par conséquent
on verra que cette différentielle se réduit à zéro. Ainsi donc le second membre de l'équation [c) est constant ; de sorte que si l'on ne considère dans de et rie' que les termes qui sont dépendants du temps ^, on pourra en faire abstraction, et l'on aura entre ces termes l'équation
m yjads -f- m' \la'di' = o. (3) Nous verrons, comme nous l'avons dit n*^ 75, qu'il est inutile d'avoir égard, dans les expressions des va-
riafions séculaires de s et de s', aux termes simplement proportionnels au temps, parce qu'ils se confondent avec les moyens mouvements nt et rit dans les expressions des longitudes moyennes de m et de m', et qu'ils demeurent d'ailleurs toujours insensibles; on aura donc immédiatement, au moyen de l'équation précédente, la variation séculaire de s' lorsque celle de g sera connue, ou si l'on a calculé séparément ces variations, cette équation servira à vérifier les valeurs trouvées. Ces valeurs seront de signes contraires, et en raison inverse des produits m yja et rri sjà ^ ce qui s'accorde avec le résultat auquel nous étions parvenus par une autre voie, n^ 56.
73. Occupons-nous maintenant de déterminer la valeur de e; pour cela, reprenons la formule (i)
Pour intégrer cette formule, il faut, dans le second membre, remplacer les quantités 6, c, h\ c% /;, p', ç, q\ par leurs valeurs en fonction du temps t. Or nous avons donné deux moyens de les obtenir, l'un qui peut servir à déterminer ces valeurs pendant plusieurs siècles avant on après l'époque que l'on a choisie pour origine du temps, l'autre qui embrasse un nombre d'années indéfini. En substituant donc les premières valeurs dans le second membre de l'équation (i), on aura, pour déterminer la variation de la longitude s de l'époque, une expression qui pourra
s'étendre à plusieurs siècles, ce qui suffira presque toujours aux besoins de l'Astronomie, et en employant les secondes, une expression qui fera connaître sa valeur exacte lorsque cela sera jugé nécessaire.
Si l'on désigne par 6,, c,, 6; , c , /?,, q^, p,,q\, les valeurs de 6, c, ô', c', /?, 7, /)', 9' relatives à l'époque d'où l'on compte le temps, les équations (P) et (c), n®* 64 et 69, donneront, après les avoir intégrées en y regardant les éléments elliptiques comme constants, et en négligeant les termes très-petits de l'ordre <^,
Qu'on substitue ces valeurs dans l'équation (i) et qu'on fasse, pour abréger,
I rfA / TV ( ^ db, dc\
^(SZ).[,M-,.)(!g~*)+(,:-,,)(!^-*) I. 29
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ou aura
dB = kndt -h i^ldt\
d*où Ton tire, en intégrant,
C'est l'expression de la variation de la longitude s de répoque qui doit être ajoutée à celte longitude dans l'expression de la longitude moyenne nt h- £.
Le terme A nt ne fait qu'augmenter le moyen mouvement primitif dans le rapport de i à i -}- A, de sorte que le moyen mouvement, tel qu'il doit résulter des observations, sera (i -h A) tit^ et semblera répondre par
conséquent à une distance moyenne égale à ?•
Ainsi, connaissant cette distance qui est celle qui provient de la comparaison des temps périodiques, on pourra déterminer la distance primitive a qui entre comme élément dans le calcul des perturbations; mais la quantité A étant une fraction infiniment petite, puisqu'elle est de l'ordre des masses m et m\ il ne résultera de là qu'une correction insensible et de nulle considération dans les distances moyennes. On peut donc n'avoir aucun égard à l'effet du terme dont il s'agit.
Mais il n'en est pas de même. du terme B/^qui, croissant comme le carré du temps, produit dans l'expression de £, et par conséquent dans celle de la longitude moyenne de /w, une véritable inégalité séculaire. Il ne restera plus qu'à savoir si la valeur du coefficient B est assez grande pour que cette inégialité
puisse devenir sensible par lés observations. Comme ce coefficient est du second ordre par rapport aux masses m et m', il est à présumer qu'il sera toujours fort peu considérable. En effet, dans la théorie des planètes, le terme Bt^ est insensible et l'on peut le négliger; dans la théorie de Jupiter et de Saturne, par exemple, celles de toutes les planètes dont les perturbations sont les plus considérables, ce terme est pour Jupiter,
— o", oooooo325o t^j
d'où, en vertu de Téquation (3), on conclut pour Saturne,
-f- o%oooooi5ii4^^,
t désignant un nombre d'années juliennes. Ces inégalités ne s'élèveraient pas, par conséquent, à un soixantième de seconde sexagésimale dans un siècle; elles sont insensibles par rapport aux plus anciennes observations qui nous soient parvenues.
Mais ce même terme devient très- sensible dans la théorie de la Lune, et sert à expliquer la variation séculaire que les observations ont fait remarquer dans l'expression de sa longitude. En effet, ce terme pour la Lune, troublée par l'action du Soleil dans son mouvement autour de la Terre , est
De sorte que, dans un siècle, cette inégalité peut s'élever à plus de 10 secondes, ce qui s'accorde assez bien avec les observations qui la font monter à 9 secondes à peu près En multipliant 10'', 2066 par le carré du nombre de siècles écoulés depuis l'époque
d'où Ton compte le temps, on aura l'accélération du
moyen mouvement de la Lune, due à son équation
séculaire.
La cause de cette inégalité, dont la découverte est due à Laplace, dépend, comme on voit, de la variation de Texcenlricité de Torbe solaire qui, peu considérable par elle-même, produit cependant un effet très-sensible en se réfléchissant, pour ainsi dire, comme les rayons solaires au foyer d'un miroir, dans le mouvemeiit de notre satellite.
76. Déterminons maintenant, quoique cette donnée paraisse peu nécessaire dans l'état actuel de l'Astronomie, la valeur exacte de la variation séculaire de £. Il faudra pour cela substituer, comme nous l'avons dit, dans l'expression de de les valeurs des quantités hj c, b\ c', Pj q^ p\ q\ déterminées par les formules des n*** 65 et 69, et comme ces valeurs sont exprimées par des suites de sinus et de cosinus d'angles croissant avec le temps /, la variation dt sera intégrable. Les termes constants qu'elle pourra contenir donneront dans z des termes proportionnels au temps, qui se confondront avec le moyen mouvement dans l'expression delà longitude moyenne, et les termes en sinus et cosinus produiront des termes semblables qui exprimeront les variations séculaires dont cette longitude peut être affectée.
Les formules du n'* 63 donnent, en ne considérant que l'action mutuelle de deux planètes m et /»',
^^+ r' = M'-h m; -h 2 MM, cos[(Ji,— A) ^ -f- /, — /], b'^ -4- c'»= M'^'-h m; ^-h 2 M' m; cos[(A,— h) t -h /,-;• 0» bb' -h ce' z=lMW-^ M,M; -4-(MîV1; -hM'MJ cos[(/i,— A) t-h/, — /].
On a, en second lieu^ en nommant 9 rinclinaison mutuelle des deux orbites, et en remarquant que celte inclinaison est invariable, n** 55,
tang'f = {p'- PY + {<f- qY = JH*, , ',.-V^<^/
N étant une constante.
Si Ton substitue ces valeurs dans la formule (1), en faisant, pour abréger, -
A'n^ja, a')^{a,a')^ (m»+M;) 4- (^),(MM'H-M,M; j
B'=2(^rf5,MM'— 2 (^7^1)3 M' m; + (/i, ^^)^(MM; + M, M'), on aura ^6 = A'/ï^/ 4-B'cos[(A, — A)«-|- / —/]t/^ (d)
Si, dans cette équation, on néglige le premier terme du secopd membre qui ne produit dans l'expression de £ que des termes proportionnels à nt, termes dont on peut faire abstraction comn^e noiis l'avons vu n^ 75, on aura, en intégrant,
C'est l'expression de la variation séculaire de la longitude de l'époque relative à un temps / quelconque.
Celte variation séculaire, comme celles des autres éléments de l'orbite elliptique, est périodique; mais sa période, qui dépend de l'argument h^ — A, est extrêmement longue. Nous verrons, par exemple, dans la
théorie des planètes, que, pour Jupiter et Saturne,
elle est de 704 1 4 années.
L'expression précédente de &s, montre encore comment la variation différentielle dî^ quoique composée de termes de l'ordre des masses m et m', peut cependant devenir sensible dans la suite des siècles, en acquérant par l'intégration un très-petit diviseur A'— h du même ordre. Nous montrerons toutefois, lorsque nous appliquerons les formules précédentes à la théorie des planètes, que, relativement à Jupiter et à Saturne, celles d'entre elles dont les masses sont le plus considérables, ce coefficient ne s'élèverait guère qu'à un millième de seconde, et que par conséquent les variations séculaires de la longitude de l'époque peuvent être regardées dans cette théorie comme absolument insensibles, ce qui est conforme à ce que nous avons dit dans le n^ 75.
Enfin la formule [d) peut servir à trouver une valeur de s plus exacte que celle que nous avons donnée dans le numéro cité, en réduisant en série ordonnée par rapport aux temps t les cosinus qu'elle renferme, " et en négligeant les termes constants ainsi que ceux qui sont simplement proportionnels à <, et qui se confondent avec le mouvement moyen dans l'expression de la longitude moyenne.
De la stabilité du système solaire^
77. Nous avons vu, dans le n** 65, que la stabilité du système solaire reposait sur deux conditions : i^ l'invariabihté des grands axes des orbites plané-
taires ; ^^ le peu d'étendue des limites dans lesquelles doivent être constamment renfermées les variations séculaires de leurs excentricités et de leurs inclinaisons.
Nous avons démontré la première proposition en ayant égard à toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons, et en portant les approximations jusqu'aux carrés des masses perturbatrices.
Nous avons prouvé ensuite, en regardant les excentricités et les inclinaisons comme de très-petites quantités dont il est permis de négliger les carrés et les produits, que les orbites des planètes resteront dans tous les temps presque circulaires et p^u inclinées les unes aux autres, comme elles le sont aujourd'hui. Cette approximation suffit sans doute aux besoins de l'Astronomie ; mais le principe de la conservation des aires fournit une démonstration nouvelle de cette proposition, qui a l'avantage d'embrasser toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons, et qui peut même s'étendre aux termes du second ordre, par rapport aux forces perturbatrices. Comme un point aussi important dans la constitution du système du monde ne saurait être établi avec trop de précision, nous allons le développer ici, et prouver par ce moyen l'éternelle petitesse des excentricités et des inclinaisons des orbes planétaires, en poussant les approximations aussi loin que nous l'avons fait poiu' démontrer l'invariabilité de leurs grands axes.
Reprenons, pour cet effet, les trois intégrales que nous ont fournies, n^ 9, en vertu au principe cité, les équations différentielles d'un système de corps w.
m', m'\ etc., circulant autour de M. Ces formules peuvent s'écrire ainsi :
C, C, C étant des constantes arbitraires.
Il est aisé de retrouver, au moyen de ces équations, les diverses relations qui existent entre les excentricités et les inclinaisons des orbites d'un système de corps, m, m\'m'\ etc. En effet, jdx — xdj ^^i le double de Taire que décrit pendant Tinstant dt la projection du rayon vecteur de m sur le plan des xjr. L'aire décrite parce rayon sur le plan de l'orbite supposée elliptique, pendant l'instant dty est — \Jii,a[i — e*);
pour rapporter cette surface au plan des xjr^ il faut la multiplier par le cosinus de l'inclinaison (f de l'orbite sur ce plan ; on aura ainsi
ydx — xdy , — /a«(i— -<?')
dt "^ ^ f ^ y i-t-tang'(p
On aurait de même, par rapport à m',
^ ^ = ^Ju!a! (i— e") cos»' = l/ — -^ r-T>
dt >r \ / r y i-t- tang»/
et ainsi de suite.
Il faut remarquer que ces valeurs déduites de la considération du mouvement elliptique subsisteront
encore dans le cas du mouvement troublé, puisque pendant chaque intervalle de temps infiniment petit dt^ les corps m, m', etc., sont supposés se mouvoir dans des orbes elliptiques ; seulement il faudra alors regarder les éléments a, a'j e, e', y, ç', etc., comme variables en vertu de leurs inégalités périodiques et séculaires. Nous ne nous occuperons ici que de ces dernières variations. Cela posé, si Ton substitue les valeurs précédentes dans la première des équations (A), qu'on néglige les masses m, jn% etc.*^ par rapport à la masse M du Soleil prise pour unité, ce qui donne jUL = I , |x' = I , et qu'on fasse d'abord abstraction des termes qui sont de Tordre du carré des forces perturbatrices, on aura
C étant une constante égale à la valeur du premier membre de cette équation dans un instant donné.
Cette équation exprime donc une relation qui doit toujours exister entre les excentricités et les inclinaisons des orbites planétaires, quelques changements que leurs valeurs éprouvent dans la suite des temps en vertu de leurs variations séculaires.
Si l'on néglige les quantités de l'ordre e* ete^ç^, cette équation devient
m ^-h m^ sfâ' H- . . . m v'^ [ e' H- tang'y]
— - /»' Vâ^[^*-f- tang><p'] — . . .= C. On peut faire passer dans le second naembre la partie
ni\Ja -f- m' \ja* -h etc., qui est constante puisque a, a\ etc., sont constants séparément; on aura donc, aux quantités près de Tordre e* et e^ ç?*,
m \Ja (é^ -h tang'f ) -h m' \[{P [e'^ -f- tang'tp' ) + ...== const. (a)
Nous avons vu, n® 54, que lorsqu'on n'a égard qu'aux premières puissances des excentricités et des inclinaisons, les variations séculaires de ces éléments sont données par des équations différentielles indépendantes les unes des autres, c'est-à-dire que les variations des excentricités sont les mêmes que si les orbites étaient dans un même plan, et que les variations des inclinaisons sont les mêmes que si ces orbites étaient circulaires. L'équation précédente, en y supposant toiir à tour ç? = o, ç?' =o, etc., et e = o, ef = o, etc., donnera donc, dans ce cas,
ni sjae^ -\- m' sja' e'^ -f- . . . = constante,
m y/ a tang^ f -h m' \]a' tang* ç?' + . . . = constante,
équations auxquelles nous sommes déjà parvenus dans les n*'^ 54, 65 et 69.
Si, dans la seconde des équations (A), on substitue
de même, à la place de -z ? sa valeur v/<7 (i — e*)
multipliée par le cosinus de l'angle que forme le plan de l'orbite avec le plan des xz^ cosinus qui est égal à sinç? cosa, a étant la longitude du nœud ascendant de cette orbite sur le plan des ocy ; en négligeant les termes de l'ordre m/w', on trouvera
m sja (i — e^)sin(pcosa -H rn' ^a' [i— e'') siny' cosa' +-..,== const. (b)
La dernière des équations (A) donnerait de même, en observant que sin f sina est égal au cosinus de Tinclinaison de l'orbite de m sur le plan des^z,
in\la{i— e^)smtf%inoL -{-m' sja' {i — ^*)sin<p' sioa'-f-.. .= const. (r)
Si dans ces équations on néglige les quantités de Tordre du carré des excentricités et des inclinaisons, ce qui permet de prendre les tangentes des angles (p, f', etc., à la place de leurs sinus, en faisant
p = tangf sina, q = tangç cosa, p' = tangç' sina', q' = tangç' cosa', etc., on aura
m sjap + m' sfâ' p' h- m" \la" p" -h . . . = const. , m sjaq -f- m' s/a'q'-^ m" sfÔ!' q" -h . . = const.,
équations auxquelles nous sommes déjà parvenus dans lesn«»54et 69.
Si Ton ne considère que l'action mutuelle de deux planètes m et m', qu'on désigne par y l'inclinaison de leurs orbites l'une sur l'autre, et qu'on observe que /?, q^ cosç, et/?', q\ cosç?' étant les cosinus des angles que forment les plans de ces orbites avec les trois plans coordonnés, on a
C0S7 = C0S9 cosç'-f- pp' '\' qq'-
On trouvera, en ajoutant ensemble les carrés des trois équations (n), (è), (c)
-H nmm' >]a (i— f') sja' (i — c'")cos7 ~ consl., )
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ou bien 9 en observant que 0087= 1—2 sin'- y, on aura
[m s/a (i — e^) + /»' v/«'(i — ^')]' — ^mm' ^a{i — e*) ^«'(i — e" ) sin* - 7 = const.
Si Ton néglige les quantités du quatrième ordre, par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, et qu'on fasse passer dans le second membre les termes tout constants, on trouve
4 mm' ^àa* ain' - 7
sfâe^-hm' ^a e" H p =- = C.
La constante C est égale au premier membre de cette équation à une époque déterminée; elle doit donc être indépendante des variations des éléments e, e', 7. Si l'on désigne donc par ùe, àe\ ây ces variations, et qu'on observe que a et a' sont constants, on aura
/- • / r-7 j * / 2 mm' Jaa' 7 ^7
relation qui doit toujours exister entre les variations séculaires des excentricités des deux orbites et de leur inclinaison mutuelle, et qui se vérifie en effet, lorsqu après avoir déterminé leurs valeurs, çn les substitue dans cette équation .
78. Voyons maintenant comment, à l'aide des équations (A), on peut démontrer que les excentricités des orbites et leurs mutuelles inclinaisons resteront toujours très-petites, en ayant égard au carré des masses
?72, m\ etc., et à toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons.
Reprenons les équations (A) du numéro précédent, sans y rien négliger : si Ton substitue pour xdjr-^jrdûc^ afdy — y da/^ etc., leurs valeurs, et qu'on suppose, ce qui n'ôte rien à la généralité de la démonstration, .M-hm = i, M-h/îi'=i, etc., la première de ces équations devient
/n V«(i--e*) cos ç -h m'v^a'(i— e'*)cosç'+ . . .
, l rdjd — xdY'-^y'dx — xf dyX ^
^mm'{^- '-^ ^:j+... + C.
Si Ton fait abstraction des variations périodiques, et si Ton néglige les quantités du quatrième ordre, par rapport aux masses m et m', le premier terme du second membre de cette équation peut être regardé comme constant. En effet, le produit ydaf ne saurait contenir de termes non périodiques, lorsqu'on y substitue pour y et dx' leurs valeurs elliptiques ; car la valeur de y ne contenant que des termes périodiques dépendants de ni, tandis que la différentielle dx* ne contient que des termes périodiques dépendant de n'^, le produit^^jc' ne peut renfermer aucun terme où les moyens mouvements nt et v!t se détruisent. Si ce produit contient des termes non périodiques, ces termes sont donc du premier ordre, par rapport aux masses //i et m' ; et comme ils sont fonctions des éléments elliptiques de m et de ///, leur variation est du second ordre, et par conséquent la variation du produit min'jdx' est du quatrième; il en serait de même des autres produits xdj' , fdx, x'dy.
La même observation peut se répéter à l'égard des autres termes du second membre de Téquation précédente^ puisqu'ils sont tous absolument de même forme que le premier. Ce second membre doit donc être considéré comme une constante, indépendante des variations séculaires que subissent les éléments des orbites de m, m\ etc., du moins lorsqu'on néglige ' les quantités du quatrième ordre, par rapport aux masses tw, m', m", etc.
Il est aisé de voir encore que si, dans le premier membre de la même équation, on substitue à la place des éléments elliptiques la partie périodique de leur valeur, les termes non périodiques qui en résulteront seront de Tordre m', et pourront être regardés comme constants, aux quantités près de Tordre m*.
La première des équations ( i) devient ainsi
m ^a (i — e^) costf -h /w' ^a^ (i— c") coS(p'
+ m" v/a"(i— e''») cos.p"-f- ... = €.
Les deux autres intégrales (A) donneraient de même
m ^a (i — ^') sin(p cosa -h m' sfa' (i — e'^) sin (p' cos a'
m sla[i — é^) sin (p sin a ■+■ m' sja' (i — e'').sinf sina' -^ m" sja"{i--e"') sin (p" sin a" H- . . . = C".
Et ces équations, exactes aux quantités près du quatrième ordre, subsisteront, quelques changements que subissent dans la suite des temps les excentricités et les inclinaisons des orbites en vertu de leurs variations séculaires, même en ayant égard, dans la déter-
mination de ces variations, au carré des forces perturbatrices.
• Si l'on ajoute ensemble les trois équations précédentes après avoir élevé au carré les deux membres de chacune d'elles; que pour simplifier on ne considère que Taction réciproque de deux planètes m et w', et qu'on nomme 7 Tinclinaison mutuelle de leurs orbites, en observant que
cosy = cos(p cosy'-f- sinç sinç?' c6s(a'-- a), on aura
-h 2 mm' ^a (i — é^) ^a! (i — ^' ) COS7 = const. J
Cette équation coïncide avec l'équation {d) à laquelle nous sommes parvenus n** 77, en n'ayant égard qu'à la première puissance des forces perturbatrices. On voit que cette équation est exacte en considérant même les termes dépendants du carré de ces forces, et l'on en peut conclure, comme dans le numéro cité, la relation suivante,
m sfacèe + m' sla' e! Be''\ -=A ^-pi = o,
m sfa -^ m* sf^
qui se vérifie en effet lorsqu'à la place de èe^ âe\ c?y, on substitue leurs valeurs dépendantes non-seulement de la première puissance, mais encore du carré des masses m et m\ et exactes aux quantités près du quatrième ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons.
Si Ton fait passer dans le second membre de l'équa-
tion (g) les termes constants, elle devient
n^ ae^ -\- m'^ a' e^^ — n mm' a} a'^ nn' sj i — é^ s/i — e'* 0057 = const. (k)
On peut écrire d'une autre manière qette équation, en observant que Ton a
vr--ê^=i
sin* 7
cosv = 1
d'où Ton tire
t ; I r é^slx — e'*cos7 e''co57 sin»7
VI — €^>I\ — <?"coS7 = I ' ■ y ' ^•
Substituons cette valeur dans l'équation (A), et faisons passer dans le second membre le terme constant imrn! a^ a:^ nri ^ nous aurons
^* cos*y sin**y
+ 2 mm' a^a'^ nn' ' -h 2 mm' a} a''^ nn' *— = C,
COS
C étant une constante arbitraire.
La valeur de cette constante est nne très-petite quantité par rapport aux carrés et aux produits des masses m et m', puisque ces carrés et ces produits sont multipliés dans le premier membre de cette équation par e*, e'^, sin^y, et que nous supposons qu'à une époque déterminée les excentricités et l'inclinaison mutuelle des orbites sont très-petites. Il suit de là que
chacun des termes du premier membre restera trèspetit par rapport aux carrés et au produit de m et m'^ tant que ces termes seront de même signe, puisque chacun d'eux sera alors nécessairement plus petit que la constante G du second membre. Or, si les planètes m et m' sont supposées tourner dans le même sens autour du Soleil, comme cela a lieu dans la nature, les moyens mouvements nt et n't seront de même signes les six termes du premier membre de Téquation (H ) seront donc positifs tant que l'angle y sera plus petit que 90 degrés ; mais si l'on suppose y =3: go^, on a siny = 1 , cosy = o. Le dernier terme de l'équation (H) n'est donc plus très-petit par rapport à mm\ ce qui est impossible, puisque la constante G est trèspetite par rapport au produit des masses m et m! et que les autres termes du premier membre sont positifs. L'angle y ne pouvant jamais atteindre 90 degrés, il s'ensuit que l'inclinaison y et les excentricités e et e' des deux orbites demeureront toujours peu considérables; car cosy ne pouvant pas devenir négatif, tous les termes du premier membre de l'équation (TI) seront positifs, et chacun d'eux par conséquent restera toujours très-petit j>ar rapport aux carrés et aux produits des masses m et m\ ou, ce qui revient au même, les coefficients €^, e'^, sin^y de ces termes seront touj<jurs de très-petites quantités, comme ils le sont aujourd'hui.
Les mêmes raisonnements s'appliqueront évidemment à l'équation (H)^ quel que soit le nombre des planètes w, m', m"^ etc., qiie l'on considère, puisque chacune d'elles ne fait qu'ajouter au premier L 3o
membre des termes semblables à ceux qui le composent.
Concluons de là que la stabilité du système planétaire est assurée par rapport aux excentricités et aux inclinaisons des orbites, comme elle Vest par rapport aux grands axes, quelque loin que Von pousse les approximations relatis^ement aux excentricités et aux inclinaisons y et en ayant égard aux termes du second ordre par rapport aux masses perturbatrices.
79. Nous avons vu, dans le n^ 25 du Y^ livre, que da^ns le mouvement d*un système de corps, il existe un plan qui reste toujours parallèle à lui-même et que, par cette raison, nous avons nommé plan inmriable. La propriété remarquable qui le caractérise, c'est que la somme des masses des différents corps du système, multipliées respectivement par les projections des aires décrites par leurs rayons vecteurs dans un temps donné, est un maximum par rapport à ce plan, et qu'elle est nulle par rapport à tout autre plan qui lui est perpendiculaire.
La considération de ce plan pourrait être surtout utile dans la théorie du système du monde, parce que Técliptique, les orbes planétaires et la position des étoiles elles-mêmes, variant à la longue d'une manière sensible, nous n'avons dans le ciel aucuns points fixes auxquels nous puissions rapporter celle des autres parties du système.
La position du plan invariable se détermine aisément au moyen des trois équations (A) n*^ 77. En effet, si l'on nomme <b son inclinaison sur le plan des
xj, et n la longitude de son nœud ascendant, ce qui
donne (n^ 25, livre P^)
cos/ = cosa>, cos/'=:sin$cosn, cosZ"=sin$sinri,
on aura, pour déterminer ces deux angles,, les équations
tang$sinn = ^, tangOcosO = ~,
et par conséquent, en substituant pour C, C, C'Meurs valeurs,
t3Dj;t3inn-'"^''^^Z!ll!î^y^^°°^"^^^V^^'^^""^^')^^ '
m \ja (i— <?') COS7 4- m' sja' (i— e"") cos<p'-f-. . . ' ^
Nous avons démontré que les seconds membres des équations (A) sont constants, quelles que soient les variations séculaires qu'éprouvent les éléments elliptiques gui entrent dans le premier membre, et lors même c^'on a égard aux termes du second ordre dans la détermination de ces variations; d'où il suit, par conséquent, que la position du plan maximum des aires demeure encore invariable lorsqu'on a égard aux perturbations causées par les mouvements elliptiques des planètes par leur action mutuelle, et qu'on porte les approximations jusqu'aux carrés des masses.
On voit par les équations (R) que, pour fixer exactement la position du plan invariable, il faudrait connaître les masses de tous les corps du système solaire, et les éléments de leurs orbites : c'est ce qu'on est loin encore d'avoir avec précision ; mais comme les planètes dont nous connaissons les masses sont celles qui
doivent le plus influer sur la position du plan invariable, et que les masses des comètes paraissent en général assez petites pour que l'on puisse négliger leur action, il sera facile au moyen des équations (K), et avec les* données que nous avons sur les éléments du système du monde, de déterminer d'une manière approchée la position de ce plan.. En prenant pour plan fixe celui de l'écliptique au commencement de l'année i75o, et la ligne des équinoxes pour la droite à partir de laquelle on compte les longitudes, on a trouvé ainsi, pour l'époque de 1760,
n = ioa«57'3o".
En substituant ensuite dans les équations (K) pour e, (fy a, e', 9', a', etc., les valeurs que ces quantités auront en iqSo, on a trouvé pour cette époque,
€>= i«35'3i% n= io2'>57'i5^
Ces valeurs diffèrent très-peu des précédentes, et ce résultat peut servir de vérification aux formules (K) et aux données employées pour les convertir en nombres. La théorie du plan invariable ne laisse donc rien à désirer sous le rapport de l'exactitude, et l'on pourra dans tous les temps retrouver sa position par rapport à un plan mené arbitrairement par le centre du Soleil, du moment que l'on connaîtra les masses des différents corps du système solaire, les paramètres de leurs orbites , leurs inclinaisons et leurs nœuds relatifs au même plan, quantités que Ton peut toujours regarder comme. des données fournies par l'observation. Mais
pour que la- considération de ce plan puisse être véritablement utile aux astronomes, et servir à reconnaître les changements survenus dans la position des orbes et des équaleurs planétaires, ou dans celle des étoiles, il faudrait avoir le moyen de déterminer réciproquement à une époque quelconque la position du plan de l'écliptique, d'où nous observoiis tous les mouvements célestes, par rapport à ce rtiéme plan invariable. Or les formules précédentes font simplement connaître Tinclinaison mutuelle des deux plans, et pour déterminer complètement la position de Torbite solaire, il faudrait connaître encore sur le plan invaf riable une ligne fixe à laquelle on puisse rapporter la direction de leur mutuelle intersection. M. Poisson a proposé de choisir pour cette ligne la projection sur le plan invariable de la droite que décrit, en vertu des lois générales de la riiécanique (n** 22, livre I), le centre de gravité du système solaire, en supposant qu'il ne soit soumis qu'à l'action mutuelle des corps qui le composent. Mais la direction de cette droite est trop imparfaitement connue, et trop difficile à déterminer, pour que cette idée, très-ingénieuse d'ailleurs, puisse passer de longtemps des spéculations de la théorie dans le domaine de la pratique. Heureusement les mouvements des corps célestes sont observés aujourd'hui avec assez de régularité pour que la considération du plan invariable soit inutile à leur exacte détermination , et tout en regardant sa découverte comme un théorème d'anaivse extrêmement intéressant, les astronomes, que je sacUç^tî'en ont fait jusqu ici aucun usage.
i^o THÉORIE ANALYTIQUE
VARIATIONS PÉRIODIQUES DES ÉLÉMENTS DES ORBITES PLANÉTAIRES
80. Nous avons vu, n^ 46, qu'en vertu de leurs atti*actions mutuelles, le mouvement des planètes était soumis à deux espèces de perturbations distinctes* Les premières, dont l'accroissement est très-lent, ne se rendent sensibles à l'observateur qu'après un grand nombre de siècles; elles affectent immédiatement et d'une manière continue les dimensions et les positions des orbites; les secondes, plus rapides dans leur marche, sont simplement périodiques, et ne dépendent que du lieu qu'occupent dans l'espace les différents corps du système solaire. Nous venons de donner la théorie complète de celles de ces inégalités dont le calcul est le plus important et le plus difficile; il nous reste à nous occuper des inégalités de la seconde espèce, qu'on a nommées, pour les distinguer des précédentes, inégalités périodiques.
Nous supposerons, comme nous l'avons fait jusqu'ici, que la planète troublée se meut dans une ellipse dont les éléments sont variables, et en tenant compte des termes que nous avons rçjetés pour déterminer les variations séculaires des éléments de son orbite^ nous arriverons de la manière la plus-simple à la détermination de leurs variations totales. En in-
troduisant ensuite lés éléments ainsi corrigés dans les formules du mouvement elliptique, il nous sera facile de déterminer pour chaque instant le lieu de la planète par les méthodes ordinaires.
Nous ferons observer, toutefois, que, comme les inégalités périodiques demeurent toujours très-petites, et n'ont pour ainsi dire qu'un effet passager et alternatif, il est peu important, pour les besoins de l'Astronomie, de connaître en particulier* les altérations qui en résultent dans chacun des éléments de l'orbite; il suffit d'avoir l'effet total de ces variations sur le lieu de la planète, ce qui peut se faire par l'intégration directe des équations différentielles du mouvement troublé. On détermine immédiatement en effet, par ce moyen, les inégalités périodiques des trois variables qui fixent à chaque instant la positipn de la planète : on peut donc, en regardant l'orbite comme constante par rapport aux variations périodiques, traiter ces inégalités comme de simples corrections à laire aux valeurs de ces coordonnées calculées dans l'orbite elliptique corrigée des variations séculaires. Mais cette méthode a l'inconvénient d'introduire dans les formules des termes qui renferment le temps hors des signes sinus et cosinus; on est obligé d'employer ensuite des réductions particulières pour le faire disparaître, et l'on n'en déduit d'ailleurs que d'une manière indirecte les variations séculaires. Celle que nous avons adoptée, au contraire, n'est sujette à aucune difficulté de ce genre; elle présente dans une même analyse, et sous un nicnie point do vue, toutes les inégalités des mouvements des planètes, et rien
n'est plus aisé, lorsqu'on a déterminé la partie périodique de la variation des éléments, que d'en conclure les inégalités du rayori vecteur, de la longitude et de la latitude. On verra d'ailleurs que cette méthode est la meilleure qu'on puisse suivre lorsque, dans la détermination des inégalités périodiques, on veut avoir égard aux termes, dépendants du carré et dès puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons, que quelques circonstances particulières peuvent rendre sensibles.
81. Les formules du n*^42 nous ont donné, en considérant seulement la partie non périodique du développement de R, les variations séculaires des éléments de Torbite de m ; les mêmes formules serviront à déterminer les variations périodiques de ces éléments^ en ayant égard, dans le développement de R, à la partie périodique que nous avions rejetée d'abord. Reprenons donc l'expression de R dun*^48; si à la, place de w, w', i;, v', on substitue leurs valeurs données n*^ 55, et qu'on réduise l'expression résultante, en observant qu'on a généralement
COS
{gt -4- (ô)l.cosi{n't— nt-h e' — s)
= ^-Ts ['('^'^ - nt-hs'-s) + g« + co],
on trouvera, en ne portant l'approximation que jus^ qu'aux carrés des excentricités et des inclinaisons, et en rejetant les termes dépendant des inclinaisons doi^t nous nous occuperons plus tard,
^ M(^^ ecos[i{n' i — w/ -+- g' — g) + «^ -J- g •— w] '"^fT. '^ V^
H M(»Vco5[i(/i'r — /2^H-g' — g)-+-/îf +g — w'I Cy^^/ /
2 •■ ^ ''yf. ^
H NC»)e»cos[/(/ï'r — 72^4- g'~ g) + 2/?r-h a« — 2w]
-f NC) ^e' cos[ i[n' t-r-nt-^- g'— g) -+- 2 «/ + 2 g — w — w']
H Nf')e'*cos[/(7î'^ — «r-H g'— g) -+- int-^ 2g — 2«']
H jNO) (e'+e'^)cos[/(//lf — /2/-hg'— g)] ,;
H N(<) t'^' cos[/(fi'f — «^ -h e' — e) + w — w'J,
- i étant susceptible de toutes les valeurs entières positives et négatives, en y comprenant zéro, et en ayant soin seulement de rejeter, dans ce dernier cas, les termes tout constants.
Nous supposons, pour abréger, dans cette exprès-^ sien,
Le nombre / doit être supposé plus grand que zéro dans ces trois dernières expressions, le cas de / = o ne donnant dans R que des termes non périodiques.
Il est commode, pour les applications numériques, de n'avoir dans les formules que les diflférences relatives à Tune ou à l'autre des deux quantités a et a'. On trouve alors, par le n° 52, en transformant les différences relatives à a' en différences relatives à a^
Si l'on substitue dans les formules des n°' 42 et 45, k la place de R sa valeur, on aura, par la simple différentiation de chacun de ses termes, les termes correspondants des variations différentielles des éléments de l'orbite de /w, et l'on en conclura ensuite par l'intégration leurs valeurs finies. On trouve, de cette manière, en bornant l(»s approximations aux premières puissances des excentricités et des inclinaisons :•
Pour la variation du demi-grand axe,
'3a = — m'a' -7 A(') coS£(/i'/-- ni ^ s'— s)
— m'a'c , ,'^ ^--- M<«) cosfi («'^ — /z^ + g'— «) + «^ -4- £ — wl
Pour la variation du mouvement moyen ,
^^= --m' a , ,^ • A('^sini(«'A-«^-+- s'— e) 2 I { /ï' — /ï )'
+ --m! ae^ ., \ "~ V^ — =-M(Osin[i(/i'r — /î^ + e'— e)+^/ir + « — wl
-H -m'ae\ ., V"" V^ ^ MO sinf/C/i'r — m -f-e'— e) 4- w^-f s — w'I.
On peut remarquer ici que la double intégration, d'où résulte la valeur de Ç, donne pour diviseur à chaque terme du développement de R, le carré du coefficient qui multiplie le temps t sous les signes sinus ou cosinus^ ce qui rend ce terme très-grand, lorsque ce coefficient est fort petit. Cette observation importante est, comme nous l'avons dit n® 59, celle qui conduisit Laplace à la découverte de la cause des deux grandes inégalités de Jupiter et de Saturne.
On trouve de même, pour la variation de l'excentricité,
oe=-^m' a -rr—, x M^*) cosT iin' t — /if -H s' — g ) + wf -f- s — w ]
-^-ffu' ae -, — T- A(*)co8/(«'/ — nt -^ s'^ — s) 4 /ï' — n ^
4- m'ac -,-,- ^. N(") cosr / in' t — nt -h e'— s) H- 2 /?/ 4- 2 s — 2 w]
——, r NC) cos[/ («' ^— /i^-fe'— g)-f 2 nt-i- 2 g— w— w' 1
m^ae -m :N(*) cos[/(/i'r — nt -{- e' — «) + w ^-w'I;
Pour la variation de Tépoque,
Ss=z — m' a
n /rfA(')\ . ., , , ,
TT—, r « I -- — I smi(/2'f — /2^-f-e' — g)
I (/i' — n) \ da ) ^ '
-h-jm'ae ., ■ % M^") sinf/ (/i'^ — /ir-r|- e'— g) -f- w^-f- g — w)
— m a}e-rr-, î ; — sinfff/i'r — /i^ -H e -^ «) -h w^ -H « — wl
i(«' — n)'\- n da ^ ^
— /w'rtV ^-j—, r '. — sin[/(/i'f — «^-h g'— s) + /!/ + g — «'];
I («' — n) ^n da ^
Pour la variation de la longitude du périhélie,
eS<ù=;=-^m'a -—, î W^^HinU in' t — nt -^ g' — g)-f- /?r+s— w]
N(«> sin [/ (/ï' t — nt-^ g' — g) -H 2 /i^ -t- 2 g — 2 w]
£(«'— /t) -+- -m' ad -m ^^ NO) sîn[/(/2'r--/?/-f-g'— g)H-2/i/-i-2g— w—w]
-h-m'ae' ti-^ -N(*) sinfi (/i'^ — /ir 4- e'— s) 4- w — <»']■
Enfin, la troisième formule du vP 43 donnera, pour la variation du demi-paramètre A:,
^it == — — -ri— Ai' ) cos / ( «' f — /?/ + e' — g )
c-n~i ^ M(«')cosri(/2'f — /?f-he'— g)-+-/^^-+-6--û>]
c' , , ""> Mi')cos[/(«'r— ///4-g'— g)4-/»r4-€— w'].
2 /(/?'— /Ij-h/Z •■ ^ / ■
Il nous reste à déferininer les variaticnis des deux quantités p et r/, d'où dépend la position de l'orbite mobile. Si l'on regarde les trois variables t\ v et z comme des fonctions connues de ces deux éléments, on aura généralement
dp
dK\ ■ dz^ /^\
dK __^/£R\ ±_l
dq dq\dr] dq \ dv
Prenons pour plan des x, j^ le plan de l'orbite de m à une époque déterminée, l'inclinaison de son orbite mobile sur ce plan fixe, ainsi que les quantités qui en dépendent, seront de l'ordre des forces perturbatrices, et comme les expressions de r et de i^ ne contiennent que le carré de cette inclinaison, les deux premiers termes des valeurs précédentes seront des quantités du second ordre dont on pourra faire abstraction, puisque nous négligeons les quantités de cet ordre. Nous avons trouvé d'ailleurs, n° 55, z=z — px + qj^ on aura donc simplement ainsi
dK_ (dK\ dK_ /dK\
dp" ^\dz)' dq'^'^\dz)'
L'ordonnée z est une quantité du même ordre que l'inclinaison de l'orbite mobile sur l'orbite fixe, c'està-dire de l'ordre des forces perturbatrices. On pourra
donc supposer z = o dans la différence — > puisqu'on
néglige le carré de ces forces. L'expression de R du n° 48 donne, de cette manière,
-T~= ttH 2.B^'^COSf(/i'lf — A2^4-£' — g),
la valeur de7s'étendant à tous les nombres positifs et négatifs, depuis i= i jusqu'à l'infini.
Nommons y la*tangènte de Tinclinaison de l'orbite de n/ sur le plan fixe^ FI la longitude de son nœud ascendant, et désignons, comme dans le n**55, par r' la projection du rayon vecteur de mf sur ce même plan, et par i>| la longitude de r' comptée à partir d'une ligne fixe, on aura
z'=5 / 7sin(p' — n).
Subtituons, pour t\ et v] leurs valeurs numéro cité, et négligeons les produits des excentricités par les inclinaisons, nous aurons
z' = a'ysin(n'<H-«'— II); et la valeur de — deviendra, par conséquent,
H a' 2 . BC-') 7 sin[ I («'r — nt + e'—e) -t- «^ -h e — H ] ,
la valeur de / devant s'étendre ici, comme dans ce qui va suivre, à tous les nombres positifs et iiégatifs, la seule valeur 1 = 0 exceptée.
Si dans les formules (9) et (10) du n^44 on substitue pour T" ^t j- leurs valeurs ainsi déterminées, et
que l'on néglige le produit des excentricités par les inclinaisons,ce qui permet de supposer jc=a cos(/i/-h€), y = a siïï{nt 4- s) dans ces valeurs, çn aura, pour la
variation de /^,
^ art' L/i -/i ^ n'-^n J
+ !^ fl'û'/iX.BO-Oy ! -— i . sin[/(/2'< — «r + «' — e) - ri]
-.-;-^ ^T sm[i(/i'^— -^/H-i' — s) H- a«/-f-2e— n)i;
et pour la variation de ç,
m'a^n V ^ '- i , , s i / . , vT
= 77 7 —, cos(/i'/-h/ir4-e -hs-n)-f- ~7— cos(«'/— 7ï/-|-€'-s-n)
+ -r-; ^ cosff (/ï-7 — - /i^ -h s' — e) + int -{- 2e— ni >•
82. Nous n'avons pas ajouté de constantes aux valeurs de da^ c?e, c?w, c?e, c?/7, c?^^ parce que leur considération était inutile à l'objet que nous nous proposons, et que l'on peut d'ailleurs les supposer comprises clans les valenrs des éléments a^ e^ q, ê, p^ q du mouvement elliptique, qui deviendront ainsi a-ha^^ ^-H^,? w 4- &),, 6 -H s,, P"^ P,9 7 + 7#î ^" représentant par n^j e^j cOp 6,, p^, gr^ de très-petites quantités de l'ordre (les forces perturbatrices. Les éléments de l'orbite troublée seront donc
Comme a^, e,, etc., ainsi que c?rt, cî^^, etc., sont de l'ordre m', on pourra substituer, dans ces dernières quantités, a 4- a^^ e 4- e , etc., à la place de a, p, etc.; elles deviendront, par conséquent, des fonctions du
temps et des six constantes «H-a, ^ + ^,? etc. Les formules du mouvement troublé ne contiendront donc en définitive, comme celles du mouvement elliptique, que«six constantes arbitraires, et par là disparaîtra ce que pouvait avoir . d'étrange l'introduction des six nouvelles constantes à^^ e^ ,«,, s^, />^, q^ dans une question qui, par sa nature, n'en comportait que six. Quant à la détermination de ces arbitraires, elle se fera très-simplement de la manière suivante : Supposons que l'on veuille connaître les perturbations que subit la planète m pendant un intervalle de temps donné, on déterminera les constantes a, e, etc., d'après sa position, sa vitesse et sa direction à l'instant que l'on a choisi pour époque, et les constantes a^^ e,^ etc., par les équations
a, H-(fa=o, e^-h ^e = Oy etc.,
dans lesquelles on subtituera, pour &a^ &e^ etc., leurs valeurs relatives au même instant.
L'effet des forces perturbatinces, pendant la période que l'on considère, sur chacun des éléments elliptiques, sera alors exprimé tout entier par les quantités a, -f- âa^ e -4-e?e, etc., qui ne contiendront plus rien d'arbitraire. Ce procédé est le même, comme nous le verrons, que celui que l'on suit dans la théorie des comètes, où l'on est forcé de calculer par des quadratures les variations que subit chaque élément de Torbite pendant l'intervalle de temps qui s'écoule entre deux retours successifs de l'astre à son périhélie.
En réunissant les valeurs de âa, c?u, âe, c?c, c?w,
(?/?, &<j déterminées par les formules précédentes, à celles qui dérivent des équations' différentielles (ii), n® 46, et que nous avons considérées avec étendue dans le chapitre précédent, on aura les deux parties dont se composent les variations des éléments de l'orbite elliptique, résultant de Taction des forces perturbatrices; Tune de ces parties dépendant, n** 47, delà configuration mutuelle des corps w, wi',.etc. , et l'autre indépendante de cette configuration.
f^ariations périodiques du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude':
S3. La position d'une planète dans l'espace est fixée lorsque l'on connaît son rayon vecteur projeté sur un plan fixe, sa longitude vraie, ou l'angle que fait la projection de ce rayon avec une ligne fixe, et sa latitude, ou l'angle que forme le rayon vecteur de Torbite vraie avec celui de l'orbite projetée. C'est donc à la détermination de ces trois éléments que doivent finalement aboutir toutes les recherches qui ont pour objet les mouvements de translation des corps cé^^^^e^ -^ lestes. Nous avons donné, dans le n*^ 24^^e5"'êxpiessions du rayon vecteur, de la longitude vraie et de la latitude dans l'orbite elliptique, en séries procédant suivant les puissances ascendantes des excentricités et des inclinaisons; il nous suffira donc de substituer à la place des éléments elliptiques, dans ces formules, ces éléments corrigés au moyen de leurs variations périodiques et séculaires que nous venons de déterminer, pour avoir la vraie valeur du rayon vecteur, de la lon- L 3t
gitiide et de la latitude dans Torbite troublée. Or on voit, par les formules du n^ 25, que la valeur du rayon vecteur et de la longitude dans Tcn'bite projetée, ne diffère de celle du rayon vecteur et de la longitude dans Torbite vraie, qu'aux quantités près du second ordre relativement aux inclinaisons, quantités très-petites, qui ne produisent que des variations insensibles lorsqu'on prend, comme nous le ferons, pour plan fixe, celui de l'orbite de la planète à une époque donnée. Il en est de même des termes de l'expression de la latitude qui sont de l'ordre du produit des excentricités par les inclinaisons. Il résulte de ces observations que, dans la recherche des variations du rayon vecteur et de la longitude, on pourra faire abstraction des inclinaisons des orbites, et dans celle des variations de la latitude faire abstraction de leurs excentricités, ou, ce qui revient au même, regarder, dans le premier cas, les orbites comme étant toutes dans le même plan,^ et dans le second les regarder comme circulaires, ce qui facilitera le calcul de leurs perturbations.
Reprenons les valeurs du rayon vecteur et de la longitude développées dans le n^ 25 ; on a généralement par ces formules
r= fonc. («, Ç, e, £, «), V = fonc. (Ç, e, s, w).
Si, à la place de a^ Ç^ e, 6, w, on substitue dans ces équations leurs valeurs corrigées a-4-(?rt, Ç-I-(?Ç, e -I- âe^ î-h as, w -h c?w, en désignant par la caractéristique â les variations périodiques dépendantes de
la première puissance des masses^ on aura, en ne considérant que les termes de cet ordre : Pour la variation du rayon vecteur,
^ fir ^ dr ^^ dr ^ dr ^ dr ^
Pour la variation de la longitude,
,. dv f.^ di> m. dif ^ dv ^
Une s'agira plus maintenant que de substituer dans ces deux expressions, à la place des variations ef a, c?Ç, <ïe, âe et (îw, leurs valeurs développées précédemment, pour avoir celles du rayon vecteur et de la longitude vraie, exactes aux quantités près du second ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons.
Mais, au lieu d'effectuer ces substitutions dans l'expression de ^v^ il sera plus commode de faire dépendre la détermination des inégalités de la longitude de celles du rayon vecteur, au moyen de l'équation (A) n® 20, que nous avons déjà employée dans un cas analogue n*^ 24. En effet, cette équation donne, ^ pour le cas de l'ellipse invariable.
Cette équation, étant une différentielle du premier ordre, a encore lieu dans Tellipse troublée, et ne doit pas changer de forme lorsque les éléments de l'orbite varient; on aura donc, en la différentiant par
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rapport à la caractéristique c?,
tUi>=^dtK/ — — dtU 2rf/V^(i — tf')-T ;
d'où Ton tire, en intégrant et négligeant le carré des forces perturbatrices,
On peut donner à cette équation une forme plus simple encore. En effet, k étant le demi-paramètre de l'orbite, on a k == \/a{ï — e^), d'où en différentiant
on tire
SA 1 j. e ^
— z=L—da ; âe.
On aura donc ainsi
formule très-commode qui donnera immédiatement les perturbations de la planète en longitude lorsque celles du rayon vecteur seront connues.
84. Occupons-nou^ donc uniquement^ de déterminer la valeur de $ r. Nous avons trouvé n® 24, en négligeant les cubes et les puissances supérieures des excentricités, •
r=a I i4--ff' — ecos{ni-h s — &>) e' cos 2 ( ;?/ 4- e — «) \*
En difîérentiant par rapport à la caractéristique â cette valeur, on aura
5r=[^«— a^«cos(/i/-He— «)— flre5wsin(/i^4-e— 6>)][n-2<?cos(/z/4-s — »)] J
Si dans cette expression on substitue, pour âa^ âe^ eà(ô^ âÇ et c?ê leurs valeurs, et qu'on n'aitégard qu'aux termes du premier ordre par rapportaux excentricités, on trouvera
h- m'anV 2 ^,., i ,,, ,1 , , , v
— = -, AO-f.-— ^^ M(«^ cos/(«'i— /Î/+8'— e)
,m'ane\-f^—k(^^)-\--r~A-\ ^1^*M- ., ' "" f MC)+ — ,— i ]
[_n — n i{ji' — n)+n i[n—n)-\-n i(n'n)-\-:in'
i ^,, , II I w^ 3 n ,,., I rfA^'H
-— NO)— — -, A(')+-— ^ A(0— -_ a -,-
/(/î'—w) 4 « — ^ 2i(« — /îp i(n' — n) {la J
Xcos[i{n' t — 72^4- e'— e) -f- w/ + 8 — «]
«„/a;,e' [rr-r^^^^^T — MO)+i— ^-i- n(') — I / ■ n(o1
L/{/2' — /î)-+r/i 2i(/i' — n)^in 2l(/i — Tl) J
X co»[/(/i'^ — w/ + e'— g) H- «^ 4- e — w'].
Si Ton remplace dans cette expression M^"^, M^*\ jj(o)^ N^*^ N^'^ N^^^ par leurs valeurs, on trouvera, après
les réductions convenables,
— = — 2.C(''Cos«(/i7— -«^-h s'— g)
-|-/w'^2.D(*)cos[/(/î'^— /i^-4- g'— ê)-I-/i^H-£ — w] ' ^^'' +• 7«' e' I . EO cos[/ («' / — «^ 4- g'— g ) -f- /If + g — »')
En faisant, pour abréger,
f(«'-_;2)4.« ,é/A('-'> I rf'A('-«)1
/ (n' — n)-f-/i rfa 2 da^ J
Le signe intégral 1 devant s'étendre dans l'expression de âr à toutes les valeurs positives etnégativesde /, la seule valeur / ^= o étant exceptée, parce que nous examinerons ce cas séparément.
Après avoir ainsi déterminé la valeur de âi\ on aura celle de âi^ au moyen de la formule (a'). En faisant, pour abréger _,
F(0=—JL " ^yn ■ L"-" da J ,
i(n'— n) + n{ n! — n n}—i^{n'—nf
on trouvera pour ds^ la formule suivante :
4- //i'e2.G(0 sin[/ («'^ — «r + s' — e) + /ir -f- ç — »] ^^^ -f- /w'e'2,H(0sin[/(/ï'^ — /zf H- ç' — g) 4- ,ir + e — «'].
Le signe 5 devant s'étendre comme précédemment à toutes les valeurs positives et négatives de /, la valeur z = o exceptée.
Il est bon de remarquer, que les expressions de —
et de âsf deviennent convergentes, dans le cas même où la série représentée par I.A^'^ cosi{n't -^nt-he^—e) Test peu, par les diviseurs qu'elles acquièrent. Cette
remarque est surtout importante pour la déterminatioï\ des perturbations des planètes dont les rapports des distances au Soleil diffèrent peu de Tunité.
8S. Déterminons maintenant en particulier les termes des valeurs de &r et de ây qui naissent de la supposition de i = o. Reprenons l'équation (a) et ne considérons d'abord que la partie non périodique de son second membre. Si l'on iait / = o dans la valeur de la fonction R, n^81, en ayant soin de rejeter, comme nous l'avons dit, la partie constante de cette valeur, on verra aisément que la seule partie semblable qui en résulte dans &r est celle-ci : —a' l— — V
La constante jointe à la valeur de l'intégrale &a introduira un nouveau terme constant dans cette même expression; en déterminant cette arbitraire d'après les principes du n° 82, et supposant, afin de fixer les idées, que pour l'époque où commence le temps, c'est-àdire pour l'origine de la période pour laquelle on veut calculer les perturbations causées par m' sur le mouvement de w, on choisisse l'instant d'une conjonction de ces deux planètes, ce qui donne alors
n't — nt -h b' — e == o, on trouvera
le signe intégrale 1 s'étendant à toutes les valeurs positwes de / depuis i = i jusqu'à i = 00 .
On aura donc, en vertu des deux termes précé-
dents,
2 \ da ] n' — n •
Si Ton substitue cette valeur et celle de àa dans l'équation (a), on en tire
En joignant à ces valeurs les parties non périodiques de r et de p, relatives au mouvement elliptique, on aura, pour la partie non périodique du rayon vecteur et de la longitude dans l'orbite troublée,
r-^^rz=ia — im' a^ — 2.A(')H;- - m' a^ -— — ), 1
n' — n 2 \ da / I .
v+ §pz= nt-\-6-hm'a —, 2.A(') —.a {— — j nt.\
Telles sont les expressions de la distance et de la longitude moyennes qui résultent directement de nos formules; mais on peut leur donner une forme plus simple qu'il est bon de connaître. En effet, d'après les suppositions précédentes, les constantes ciy w, e, s, w sont celles qui.répondent à l'époque où Ton compte ^ = o, et qui seraient les éléments de l'orbe elliptique décrit par la planète rn, si à cet instant les forces perturbatrices cessaient leur action ; supposons que l'on désigne par nt le moyen mouvement de f7^, tel qu'il résulte de l'observation, d'après la seconde des équations (o), on aura
n=zn\\-^ m
Soit a,, la valeur du demi-grancf axe correspondant au moyen mouvement n,, et qui se déduit de Féquation
si Ton substitue dans cette équation 71 4- w^ — /* et a H- a, — fl à la place de n^ et de a^, en négligeant les carrés des quantités très-petites w, — n et a^ — a^ on en conclura
d'où, en substituant pour n^ sa valeur, on tire
Les deux équations (o) deviendront donc, en observant qu'on peut remplacer a par a^ dans les termes multipliés par wi'.
Ces valeurs de la dislance et de la longitude moyennes dans l'orbite troublée ne sont qu'une transformation de celles que donnent les équations (o); mais l'introduction des constantes a^ et «^, à la place des constantes a et w, fait que la partie $v de la longitude vraie ne contient plus aucun terme proportionnel au , temps, en sorte que le moyen mouvement de la planète troublée est contenu tout entier dans la partie v de cette longitude et peut se conclure mmédiatement des observations sans leur foire subir aucune correction ;
ce qui est un avaptage^pour la construction des Tables astronomiques.
Pour déterminer les termes de la valeur de&r qui dépendent de la première puissance des excentricités, et qui résultent de l'hypothèse / = o, il suffira de calculer les valeurs correspondantes de <?a, &ey etc., avant de les substituer dans l'équation (a) ; en se conformant à ce que nous avons dit n^ 81 , on trouvera ainsi
§r m' r^ /dA(^)\ , ï ,/^^A(")\l , , \
''^''Jo.u, 5 /t/A(«)\ I /rf»A(')\l , ,A^'^
_^.e|3AO)-3a^-^)--.^(^-^)Jcos(..+.-.');)
et l'équation (a') donnera, pour la partie correspondante de &v,
, m' r„ /rfAW\ , I ,/rf"A(«)\-| . , ,
H._«^^3A0)_.«(^-^)--..(^-^jJ«„(« + ._„').
En réunissant les différentes parties des valeurs de âr et de âif que nous venons de déterminer, et faisant, pour abréger,
on aura enfin, pour la variation du rayon vecteur,
— m^ rf cos {nt -\- e — w) — m' e'f co^[nt -^ i — «') \ (A) -4- m'e S.DC ) cos[/(«'f — nt-^ e' — s) + wt +8 — w] -hm'e'S.EC) cos[?(«'f — /î^-f-»'— s) + /2fH-« — »'],
et pour la variation de la longitude,
$v = — 2.F(') sin/(«'f— /z^-Hê' — g)
+ 2w'^sin(/2r-hs — w)4- a^'^'/"sin(«r-t-8 — w') ) (b) 4- iw'el.GO sin [1 («'r — /z^ H- «'—«)-+- /îf -h s — w + /n'e'2.H(*^sin[/(/î'^— «^ -h s'— e) -h w^-hs— w'
Les formules (A) et (B) serviront à déterminer les inégalités périodiques d'une planète quelconque m troublée par l'action d'une autre planète m';* chaque planète perturbatrice introduira dans ces deux formules des termes semblables aux précédents, et la somme de tous ces termes exprimera l'effet total dèt perturbations.
Si l'on veut que ùv e\. $r expriment les effets produits par la force perturbatrice pendant un temps donné sur la longitude et le rayon vecteur de la planè.te troublée, on déterminera les constantes arbitraires qui doivent servir à compléter les valeurs de (?e, (?«, (?s, et que nous désignerons par e^, w^, s^, de manière à ce qu'on ait
e^ + de = o, w^ + (?C0 î:=: o, Ê^ -h (?Ê = o,
en même temps que if = o. C'est ce fjue nous avons
déjà pratiqué à Tégard de la constante jointe à l'intégrale âa.
Ou substituera ensuite ces quantités à la place de âe^ &(ùy &e dans l'équation (a), et les valeurs qui en résulteront serviront à compléter celles de âret de âif^ qui ne contiendront plus rien d'arbitraire et qui exprimeront alors les augmentations totales de la longitude et de la distance au Soleil résultant de Tactiou des forces perturbatrices.
En ajoutant ensuite les valeurs de âr et de cJp à celles du rayon vecteur (r) et de la longitude (p), calculées dans l'orbite elliptique, corrigée au moyen des variations séculaires de ses éléments, on aura les valeurs totales du rayon vecteur de la planète et de son mouvement en longitude. On trouvera ainsi
86. Il nous reste à déterminer les perturbations du mouvement en latitude. Nommons j la tangente de la latitude de m au-dessus du plan fixe des xj-y nous aurons z = r^s^ en désignant par r la projection du rayon vecteur de m sur le même plan ; on tirera de là
et l'équation z =: qjr — px donne, pour déterminer âZy
âz = jrâq — xùp -f- qùy — pdx.
Supposons, comme nofts l'avons fait jusqu'ici, que l'on prenne pour plan fixe celui de l'orbite de m à une époque donnée; l'ordonnée z et les quantités/?
et q seront de Tordre des forces perlurbatrices ; ennégligeant donc le carré de ces forces, les deux équations précédentes donneront
as = —t c?z = j-âq — ûcâp.
Les coordonnées ^ et j" se rapportent au mouvement elliptique ; on peut donc substituer à leur place leurs valeurs x= r cosi^ et j = r sin if; et si Ton néglige, comme nous le ferons, le produit des excentricités par les inclinaisons, il suffira de faire oc = a cos {nt -hé) et / = a sin [nt 4- s) ; on aura ainsi
— :=i èq sin(/i^ -+- s) — c?p cos(/i^ H- s).
Si pour èp et ^q on substitue leurs valeurs données n®81, on trouvera
= 7; -, r-; — 7Sin /2'fH-g'— n)
-^«'«' 2.1 -4— V— ., / N . ^ 7B('-')sin[/(/i'r— /îr+6'-6)^-/^r-^e-^],
y désignant la tangente de l'inclinaison de l'orbite de m* sur Torbite primitive de //z, Il la longitude de son nœud ascendant comptée sur ce plan, et i désignant un nombre entier quelconque positif ou négatif, la seule valeur 1 = 0 étant exceptée.
Si Ton réduit cette expression, et que Ton observe qu en négligeant les produits des excentricités parles inclinaisons, on a &z=z a&s^ on en conclura
m'n'a'a' BC'-' ■ ■ r-, , , x . », „i
' Supposons qu'au lieu de prendre pour pian fixe celui de Torbite primitive de m, on rapporte son mouvement à un plan très-peu incliné au plan de cette orbite. Soient (p et cp' les inclinaisons des orbites de m et de m' sur le plan fixe, a et a' les longitudes de leurs nœuds ascendants sur le même plan, les tangentes des latitudes de ces deux planètes, correspondantes à une même longitude i', seront tangç sin(i' — a) et tangy' sin (i* — a') ; la latitude de m' au-dessus de Torbite de m, correspondante à la longitude v^, sera ysin(p — • II). D'ailleurs les inclinaisons des trois plans que nous considérons, étant trèspetites, les tangentes des latitudes peuvent être prises pour ces latitudes elles-mêmes; on aura donc à trèspeu près
tangy'sin((^ — a') — tangy sin(i^-- a)=7sin(i^ — II).
Si Ton développe cette équation et qu'on compare séparément les termes multipliés par sinv et cosi>, on aura
y sin n = tangç)' sina' — tangç sin a,
ycosn = tangip'cosa'— tang<pcosa;
et si l'on fait, comme précéde*mment,
tang qp sin a = /:>, tang ç' sin a' = p\ tangycosa =: 9, tangç)' cosa' = 9',
on aura
ysinll=p'—p et y cosll = (y' — gr. Si Ton désigne donc par s = {s)-{- as la latitude
de m au-dessus du plan fixe, on aura à très-peu près
s =z q s\n{nt -+- s) — /?cos(/ilr-h s)
Les deux premiers termes de cette expression, c'està-dire la partie indépendante de m\ représenteut la latitude de m au-dessus du plan fixe dans le cas où m ne quitterait pas le plan de son orbite primitive ; en remplaçant ces deux termes par la valeur exacte de cette latitude, la formule en aura plus de précision.
Chacune des planètes perturbatrices m", m*", etc. y introduirait dans les expressions précédentes des termes semblables.
87. IjCS trois formules (A), (B), (C) que nous venons de trouver, renferment toute la théorie des perturbations du mouvement des planètes, en portant la précision jusqu'aux quantités de Tordre des excentricités et des inclinaisons, ce qui suffit dans les cas ordinaires.
Si Ton voulait pousser plus loin lesapproximationsy il faudrait conserver dans R les termes dépendant des cubes et des puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons que nous avons négligés.
Il faut remarquer, en effet, que par rabaissement que subit la fonction perturbatrice dans les trois for-
mules (2), (4) et (5), ri^ 42, on est obligé de porter le développement de cette fonction à un ordre d'approximation supérieur d'une unité à celui que Ton veut obtenir dans les formules finales. Ainsi , par exemple, il faudrait dans le développement de R cal* culer les termes dépendants des cubes et des produits de trois dimensions relativement aux excentricités et aux inclinaisons, pour obtenir dans les expressions du rayon vecteur^ de la longitude et de la latitude les termes simplement proportionnels aux carrés et aux produits de ces quantités. Cet inconvénient, joint à ce que les opérations se compliquent de plus en plus, à mesure que Ton considère dans R un plus grand nombre de termes, rendrait bientôt les réductions précédentes impraticables et la méthode tout à fait impossible, si Ton était forcé de suivre cette recherche dans toute sa rigueur. Heureusement dn peut observer que tous les termes xjui dépendent xlu carré et des puissances supérieures<les excentricités et des inclinaisons, sont très-petits dans la valeur de R, en sorte que si quelques-uns d'entre eux doivent devenir sepsibles par l'intégration dans la valeur du rayon vecteur, de la longitude et de ,1a latitude, il est aisé d'en connaître d'avance la cause, et l'on facilitera le calcul des inégalités des ordres supérieurs en le* bornant à celui de ces termes. Nous développerons ces considérations dans le chapitre suivant.
CHAPITRE X
^SÉGaLIXÉS périodiques DU RAYON VECTEUR, DE LA tONGJTUDE ET DE LA LATITUDE DÉPENDANTES DES PUISSANCES SUPÉRIEURES DES EXCENTRICITÉS ET DES INCLINAISONS.
88. Quoique la.méthode que nous avons suivie jusqu'ici dans la théorie des perturbations planétaires, et qui consiste à regarder Torbite troublée comme une elKpse dont les éléments varient à chaque instant, soit extrêmement ingénieuse, et semble 'résulter naturellement des phénomènes observés, on ne peut disconvenir cependant que, lorsqu'on se propose simplement de déterminer les inégalités périodiques qui résultent dans le mouvement, des planètes de leurs actions mutuelles, il ne soit plus expéditif de les déduire directement des équations différentielles du mouvement troublé. Les variations des trois coordonnées, d'où dépend à chaque instant la position de la planète, sont alors données immédiatement sous leur forme la plus simple, sans qu'on soit obligé de recourir aux réductions pénibles qu'exigent les autres méthodes, et il ne reste plus qu'à appliquer ces corrections au rayon vecteur, à la longitude et à la latitude calculés dans l'orbite elliptique. Comme ce procédé est très en usage parmi les géomètres, et qu'il L 32
peut être utile dans beaucoup d'occasions, nous allons en développer ici les formules.
Désignons par r, i^, s les trois coordonnées qui déterminent dans Torbite elliptique la position de la planète m, c'est-à-dire son rayon vecteur, sa longitude et sa latitude, et par r -h &r^ i^ H- d^i% s + as oe que deviennent ces trois quantités en vertu des perturbations qu'éprouve cet astre dans son mouvement autour du Soleil. Nous avons trouvé, par une première approximation, les valeurs du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude, en faisant abstraction des forces perturbatrices ; dans une seconde approximation, nous aurons simplement égard aux termes du premier ordre, par rapport à ces forces, et nous négligerons tous les autres. (Jr, &Vj as seront alors de très-petites quantités du même ordre, et ce sont ces quantités qu'il s'agit de déterminer.
89. Reprenons pour cela les trois équationS différentielles (A), n** 37,
dt'
d^y dt^
dVi
d^z dO
= dz'
Si l'on multiplie ces équations, la première par arfor, la seconde par idjr, la troisième par atfe, qu'on les ajoute ensuite, et qu'on intègre leursomme, on trouve
dx"
a étant une coostante arbitraire qui représente le demi-grand axe de ToAite ^ans le mouvement elliptique, et rf'R désignant, comme précédemment, la diffirentieHe de la fonction. R prise par rapport aux seules 'coordonnées dé m, ou au tenips introduit par la substitution de leurs valeurs, en sorte que l'on a
d'R = -p- dûc: -^ -y- dr + -r dz.
dx ' dy '^ dz
Si Ton ajouté les mêmes équations après* avoir mult ylié la jlremièfe par .r , la seconde par jr, la troisième par 2, on aura
dt^ *"r
=KS)-.w
en observant qu'aux quantités pilès du second ordre, paf rapport aux inclinaisons, on a (n^ 86)
ar=rcosi^, ^=rsint', z=zrs^
et qu'^i prenéint pour plan fixe des xjr celui de l'orbite prinitive de m, on peut négliger ces quantités qui sont de l'ordre du carré des forces perturbatrices, ce qui donne, dans ce cas,
dK ^ £R_ /£R\
dx *^ dy dz \ ^^'^ /
Si Ton ajoute entre elles les équations (i) et (a), en observant que Ton a
xd'^x-\'j'd^j + jzrf^ JB -+- dx'^ ■^dj'^'^r dz^ = d{xdx -^ fdj -f- zdz):=:^\d^r^^ on trouve
.e = .KR + r(f).(3)
â ~dr* r
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Si Ton désigne par ûfpJt'angle compris entre les deux rayons vecteurs consécutifs r et r + rfr, on aura.
et, par conséquent, *^
arrf» X -hyd^x -^zd^z^ d(xdx +X^X + ^^) — («^^ ûÇr'-f- dz^)
L'équation ( 2 ) peut donc prendre cette forme,
dF' ^7'^^'\dr)'
d*où Ton tire
dt^ rdr r' r\drj' ^^ ^
Si Ton suppose nuls les seconds membres des équations (3) et (4), on aura les valeurs du rayon vecteur et de la longitude qui se rapoortent au mouvement elliptique; en y substituant donc r-h&retv-h^sf/à la place de r et ^,et en effaçant la partie, relative à ce mouvement qui serait nulle d'elle-même, d'après l'hypothèse, la partie restante slervira à déterminer les valeurs de c^r et de &v. Nous ne nous occuperons ici, comme nous l'avons dit, qife des inégalités du premier ordre, par rapport aux masses perturbatrices ; en effectuant donc la substitution précédente et négligeant les puissances de (Jr et de âv supérieures à la première, ce qui revient à différentier, par rapport à la caractéristique (J, les équations (3) et (4), on aura d'abord
d^rSr ^ ur8r
df
^^-^^-.KR^r(5)=o.(5)
DU SYSTÈME DU MONDE. Soi
Cette forftiule servira à déterminer la variation du rayon vecteur.
L'équation (4) donnera ensuite
dû . dt'
ZarBr /rfRX
formule au moyen de laquelle on déterminera la variatioa de l'angle p, lorsque celle du rayon vecteur sera coonue. On peut faire prendre à cette dernière équation une forme plus simple : en effet, si
rSr
l'on élimine, à l'aide de la première, la quantité -^—r
et qu'on remarque que, par 4es formules du mouvement elMptique, on a r^dv = \/iia{ï — e^)dt et /x=ï:a*7i% on trouve
d'où, en intégrant, on tire
^rdSr -^drSr ytn
às^= ^i^ f^L__ : \-/ J. (6)
Nous avons nommé ds^ l'angle compris entre deux positions consécutives du rayon vecteur r, cet angle doit se compter, par conséquent, dans le plan même de l'orbite troublée ; mais il est aisé de voir qu'il ne diffère de sa projection, sur le plan fixe des Xj y^ qu'aux quantités près du second ordre, par rapport aux inclinaisons ; nous pouvons donc, puisque nous négligeons ces quantités, le prendre pour cette pro-
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jection même. L'angle v représefntera alors la longitude de la planète m comptée sur le plan fixe, et l'équation (6) donnera aisément ses pertuAations lorsque celles du rayon vecteur seront déterminées.
Il nous reste à considérer les inégalités du qjpuvement en latitude. Supposons que l'on prenne pour plan fixe celui de l'orbite primitive de m, et qu'on nomme &s la latitude au-dessus de ce plan résultante des perturbations, on aura z = r&s^ et e» substituant cette valeur dans la troisième des équations (A), elle donnera
Cette équation servira à déterminer c3^^. Si Ton veut rapporter ensuite la position.de la planète à un plan très-peu incliné à cfelui de/son orbite primitive, en joignant à la valeur de as celle de la latotude de la planète dans le cas où elle ne quitterait pas le plan dé sa première orbite, on aura, à très-peu près, l'expression de sa latitude au-dessus de ce nouveau plan.
90. Il ne s'agit donc plus que d'intégrer les formules (5) et (7). Occupons-nous d'al^rd de la première. On verra plus bas qu'en ordonnant Féquation (5) par rapport aux puissances et aux produits des excentricités et des inclinaisons, on peut toujours faire dépendre la détermination de la valeur de râ r de l'intégration d'équations de cette forme,
H- n^râr--- P =; o.
DU SYSTÈME DU MONDE. 5o3
P représentant une fonction rationnelle et entière de
sinus et de cosinus d'angles proportionnels au temps t,
■ Si Ton intègre cette équatioil linéaire par les méthodes
or(^paires, on aura (Lacroix, Éléihents de calcul dij^
féréniiel, u<' 2^) *
*. • / ^^^^^ r^j cosne ^^ , .
c et& étant deux constantes arbitraires.
•Il suit de là que chacun des termes de P étant supposé de la forme H {mt-^ ê), il en résultera, dans la valeur de rc?r, le terme suivant :
H sin , ^ ^v V'
m* — /i' cos ^ '
Si m = Uj le terme H sin(/?i^ -4- ê) produira, dans rdr : 1° le terme 7-7 {nt -h S), qui se trouve compris dans ceux qu'ajoutent à la valeur de r&r les constantes introduites par l'intégration, et qui, par conséquent, peut être négligé; 1^ un terme de la
forme zp — [nt -f- ê), le signe supérieur se rapportant au cas où le terme de réimpression de P est uncosinus, et le signe inférieur au cas où ce terme est un sinus. On voit ainsi comment s'introduit dans la valeur de r^r le temps tj hors des signes sinus et cosinus, quoiqu'il ne se trouve pas sous cette forme dans l'équation différentielle qui la détermine. La considération de ces termes, proportionnels au temps ^, a d'abord etnbarrassé les géomètres; mais ils ont bientôt reconnu qu'ils n'existaient pas réellement dans la
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valeur rigoureuse de rc?r, et qu'ils n'étaient que le développement en séries d'une certaine classe de sinus et de cosinus qui y sont contenus, l^es termes de cette espèce, quelle que soit la lenteur avec laquelle ils croissent, rendraient à la longue fautive l'e^^esr sion des variables qui déterminent la position des planètes; aussi a-t-on cherché à les faire disparaître, et l'on a imaginé, pour y parvenir, plusieurs moyens ingénieux qui conduisent par une voie nouvelle à. la détermination des variations séculaires des éléments de l'orbite elliptique. Comme nous avons donné, dans le chapitre VIII, la théorie complète de ces iné-^ galités, nous n'y reviendrons pas ici(*), et nous ferons abstraction, dans l'expression de rc?r, de l'espèce de termes dont nous venons de parler; ce qui revient à supposer que, conformément aux usages astronomiques, les éléments de l'orbite elliptique qu'elle renferme sont déjà corrigés de leurs variations sécur laires.
L'équation (7) étant absolument de même forme que l'équation (5), ce que nous venons de dire relativement au rayon vecteur s'applique identiquement à la valeur de la latitude.
91 . Cela posé, déterminons les variations du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude de m, en portant l'approxinaation comnae nous l'avons fait n*** 84; et 86, jusqu'aux ternies de Tordre du carré des excentricités et des inchnaisons. Reprenons d'abord
(* ) IToix \e supplément au livre II.
DU SYSTÈME DU MONDE, l'équation (5),
_,/rf.K-r(^)=„.
de' f»
D'après les formules du mouvement elliptique, on a
L'équation précédente, au moyen de ces valeurs, devient
En ne poussant l'approximation que jusqu'aux termes du premier ordre, par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, on a, n*" 81, '
R = S-.2.A('Jcasî(y2'/ ^ n^ + £'- ê)
-h — 2.M(^>eCOs[t(w'^— /t^+6'— 6)-+-/I^+6— «]
+ - 2.M^*>e' côs[z(/i'<-7i<-t- £'-£)+ 71^ -*-£^w']^
/ étant susceptible de toutes les valeurs positives et négatives y compris zéro. Pour avoir la valeur de fd'Ry il faut différentier l'expression précédente, par rapport à nt^ en y regardant ii^t comme constant, et intégrer ensuite Texpression résultante. On a d'ailleurs, en substituant dans R au lieu de r sa valeur
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D'après cela, on trouvera aisément
X cos/ {n!t -^nt-^i- e'— e )
ecos\i [n't — nt-^ s' — e)+«^-f- e— w]
MC)W
/(/i — n) — n da
2 Li(/z — n) — n iSa
m' g étant une constante arbitraire ajoutée à l'intégrale/ûf'R.
Le signe intégral 2 doit s^étendre ici à toutes les pâleurs entières, positives ou négatives, de «, la valeur f =z o exceptée, parce que nous avons fait sortir de dessous le signe 2 tous les termes, correspondants à cette supposition, qu'il nous sera utile déconsidérer, d'après ce qui a été. dit n^ 90. L'équatîtftl.(8), en y substituant cette valeur et en faisant d'aboçd ab^racfton des termes qui dépendent des excentricilfe, deviendra
d'rSr , ^. , w' dAW m' .fin ,,., rfA^l
df^ ^ 1 da 2. L^—'^ da J
X cos i [n't — nt-+- e'— s) = o,
et Von 'Satisfera à cette équation, en supposant
p^r , m' ,rfÀ(») m'n' n-^n'""^ ^"^ da
a' ^ 1 da 2 ' n^ — £'(«ft — ny \ '
Considérons ikiaintemjnt xlans la valeur de râr les termes de Tordre des excentricités et des iriclinaiaons.
Sil'on substitue dans l'équation (8) pour a/rf Rh- aÏ ^ j »
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les termes de cette fonction qui sont du même ordre, et pour — sa valeur tirée de Téquation précédente, valeur que, pour abréger, nous écrirons ainsi :
'^=2m'ag-\ a^ — ; 1 2.C(*) cosi(/i'r— «r 4- s'— s),
on aura
[-n^rSr-^ 2. 3«*flr'Cf'^ — -i^-^ — ,J~ MC»)— -a— — I
Si, pour abréger, on suppose
«(« — n) — n da
ï(« — n') — n da
et qu'on observe que ^ n^ = i , on verra aisément qu'on satisfait à cette équation en faisant
m'n^l + K('>^cos[/(/î'/ — nt -^ s'— =.6) +nt-h£-r<^]\
rSr 2 I H- L(0é?'cos[/(/2' f -^.i?^ -H e'— e) + /ir 4- g — w'] i
Il faut maintenant, d'après la théorie des équation^
linéaires, pour avoir la valeur complète de —;■.? joindre
aux différentes parties de .celte valeur que nous venons de déterminer, celle qui a lieu lorscfli'on suppose nuls les trois derniers termes de Téquation (8);
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on a 9 dans ce cas,
et Ton satisfait à cette équation, en supposant -^=m'^cos(7i^*t-e — ci))+/n'/Vcos(/i^-4-£— w'),
f et y*' étant deux constantes arbitraires.
En réunissant donc toutes les parties de la valeur de
^î et en remplaçant r par sa valeur
a [i — ecos(/2t -f- 6 — w)], on aura
in . ,^A|0 Sr , m' dA(') m'n\ n^n* '^'^ da ., , , ,
a ^ 2 da ^ ft^^i^{n''—ny ^ '
-f- m'fo cos (nt-^e — w)-h /w'/' e' cos («/-+-£ — «')
On a, n*^ 81,
d'où, en différen liant, on tire
dU('^ i . ^. dk.^) •rf'ACî
. SMC) . rfA(*-') « rf»A(*-'>
a -3 — == 2 ifl — 3 h rt^ —7-. —
da da d^^
Si Ton substitue ces valeurs dans K^'^ et U^\ et qu'ea-
suite, dans l'expression de — » on remplace C^,R^'^,
U'^ par les fonctions que ces lettres représ^tent, oi\
retrouvera identiquement la valeur de — > à laquelle
nous sommes parvenu par une autre voie, n** 84, <îfe *|ui peut servir à confirmer l'exactitude de ces résultats.
Reprenons maintenant la valeur de Jp, n^89. Si Ton néglige les termes du second ordre, par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, et qu'on observe que nous supposons |x :^ a* /i^ == i , on aura
A l'aide de cette ibrmule et des valeurs précédentes^ oh trouvera aisément
2/lM ;flA(04-«»— — (
-f- jw'yj esin(nt-h s — w) + m^f] ^ sin («r + « — «' ) -f- iw' £? 2.GC'> sin[j (/l' ^ — wf A- g' — . e) -f- «^ 4- s — «] H- ///' e' I.HC) si9[i (/l'r — 72^ + «' — «) -h «f -h s — «'],
formule dans laquelle bu fait, pour abréger,
da da}
2 7^ da da^
5io . THÉORIE ANALYTIQUE
et où l'on désigne par G^'^ et H^'^ les mêmes fonctions que ces lettres représentent dans le n® 85 ; le signe intiégral 2 devant d'ailleurs s'étendre; dans cette expression, comme dans celle de — ^ à toutes les valeurs positives et négatives de i, la valeur de / = o exceptée.
92. Les équations qui déterminent âr et &{f renferment quatre constantes arbitraires, savoir, les trois constantes g, y, f' et la constante qui devrait être ajoutée à la valeur de c?i^, et que nous supposons, pour plus de simplicité, égale à zéro ; ces équations sont donc les intégrales complètes des équations différentielles (5). Nous allonsnous occuper de la détermination des constantes arbitraires introduites p^r l'intégration.
Si' l'on ne copsidère que la partie non périodique du raygn vecteur et de la longitude, en joignant aux valeurs précédentes de &r et da âv celles de r et d^, qui dépendent du mouvement elliptique de m, on aifra *
i;+ ài}:=nt-h g — m'a 3g -¥- a—^ — J nty
v-h âv représente la longitude moyenne de la planète au bout du temps t ; elle résulte directement des observations. Si l'on veut donc, comme cela se pratique ordinairement, que cette longitude soit la même dans l'orbite elliptique de la planète et dans l'orbite
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qu'elle décrit réellement, celte condition déterminera la constante g; on aura, ainsi
et il en résultera
. m' .dX(')
r -\- ir = a — -^a^ —, — o (la
On voit que, dans l'hypothèse précédente, la distance moyenne de la planète au Soleil, dans l'orbite troublée, n'est phis représentée par a, comme dans l'orbite elliptique. Cette dernière quantité se déduittoujours du moyen mouvement nt par l'équation
— = «^ ; mais il faut la dirriinuer de la quantité -T-d — — - pour avoir la distance moyenne.
95. Nous nous sommes conformé ici à Tusage des astronomes en supposant à la planète m la même longitude moyenne dans son orbite elliptique et dans son orbite troublée. C'est, en effet, ce qu'il y a de plus commede pour la pratique, comme nous Pacvons re- Hiarqué n® 85, parce que la valeur de la constante n se déduit alors immédiatement des observations sans leur faire subir aucune correction. Mais il est aisé de voir que l'on peut déterminer d'une manière quelconque la constante g sails que la position moyenne de la planète en soit altérée.
Supposons, par exemple, que l'on fasse g = o, en désignant par a et n ce que deviennent, dans cette
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hypothèse, les deux constantes a et n, on aura
r -h &r= a^-^- -ma^-^z — ?
' 2 / da,
et il sera facile, d'après les nouvelles valeurs de a, et Wp qui résulteront de ces équations, de montrer, comme dans le n° 85, qu'elles sont identiques avec les précédentes.
Si l'on s'imposait pour condition que la distance moyenne de la planète au Soleil fiit la même dans l'orbite elliptique et dans l'orbite troublée, on ferait
g ■== — jw! a —-Z — 5 on aurait pour déterminer la constante 7î^, qui convient à ce cas, l'équation *
et l'on démontrerait encore que les valeurs de la dis- ' tance inoyeune et du moyen mouvement qui en résulteraient, coïncideront avec les précédentes. Ce résultat tient évidemment à ce que, n'ayant qu'une seule équation' pour déterminer les deuit constantes n et g^ on peut s'imposer à volonté une seconde concfttiou à laquelle devront satisfaire leurs valeurs. Les paftîës de la distance et de la longitude moyennes, qui appartiennent à l'orbite elliptique et aux perfurbatioûs, se trouveront ainsi différemment divisées; mais leur somme, qui entre seule dans la comparaison de la théorie aux observations, demeurera toujours la même.
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Au reste, quelque valeur que Ton suppose à la constante g", comme il n en résultera, par ce qui précède, dans l'expression du grand axe, que des termes constants et, par suite, dans l'expression du moyen mouvement, que des termes proportionnels au temps <, ces deux éléments demeureront inaltérables dans les différents siècles, conformément au théorème du n® 61; mais il n'en serait pas de même si l'on essayait de porter plus loin les approximations. Il en résulterait alors, dans l'expression du grand axe, des termes proportionnels au carré des excentricités et des inclinaisons qui, à raison de la variabilité de ces deux éléments, pourraient produire, dans les expressions du grand axe et du moyen mouvement, des inégalités séculaires très-sensibles, ce qui serait contraire au théorème général établi n° 61 . Mais cette contradiction n'est qu'apparente, et tient simplement à ce que les astronomes et les géomètres ne définissent pas toujours de la même manière le moyen mouvement d'une planète, et de ce que ces mots sont employés souvent dans des acceptions différentes. Les premiers comprennent à la fois, dans le moyen mouvement, tous les termes de la longitude moyenne qui varient avec le temps, et les seconds la partie seulement de cette longitude qui dépend du grand axe de l'orbite, et qui s'en déduit par la troisième loi de Kepler. Or c'est à cette partie seulement de la longitude moyenne que s'applique le théorème du n** 61 sur l'invariabilité des grands axes et des mojens mouvements Aes planètes, tandis que le moyen mouvement, tel que le définissent les astronomes, n'est plus invariable; sa valeur peut changer I. 33
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dans les différents siècles à raison des termes proportionnels au carré du temps qui résultent de la variation séculaire de Tépoque (n** 7o), et qui correspondent aux termes de même espèce qu'introduit, comme on vient de le dire, dans la seconde approximation, l'intégration directe des formules du mouvement troublé dans l'expression de la longitude vraie.
C'est dans ce sens que l'on doit entendre les mots d'accélération du moyen mouvement lunaire, locution vicieuse souvent employée, mal à propos, pour désigner la variation séculaire de là longitude moyenne de notre satellite, puisque le grand axe et le moyen moui^emefit de la Lune sont rigoureusement invariables, comme ceux de tous les autres corps du système planétaire.
94. Il nous reste maintenant à déterminer les constantes y et /', ou, ce qui revient au même, les constantes y, et y^. Ce qu'il y a de plus simple à cet égard, c'est d'en disposer de manière que les termes qui dépendent de sin («^ -f- g — w) et sin^nt + s — w') disparaissent dans la valeur de 9\^] en sorte que l'équation du centre soit tout entière comprise dans la valeur de 9. On aura ainsi /' = o et J[ = o^ et l'on en conclura
J = -|-ûA^*^ a^—z a^ . , •
•^ 2 L2 n da da} J
Les valeurs de — et de è\^ deviendront donc.
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enfin,
i 2.C'' ) cos j (/l' f — /?^ -h c' — s)
a 6 da . 1
+ /w'/ccos(w/+e— w)-f-w'/'e' cos(/?^-he^w')
-H m'cî.DO cos[/ (/î'r— /?/+e'— e)H-/ir-+-«— «] 1
-H wV 2.E(0 cos[/ (/!'/-- «r-t-ê'— e)-f-«f 4-e— w'], } ( A )
^v = — 2.F(') sin / (n't — «^ -j- «' — g)
les lettres O'^ D^'^ E^'^ F(^>, G^'\ H^'> ayant ici la même signification que dans le u? 84, et le signe intégral 2 devant embrasser toutes les valeurs entières positives et négatives , de /, la seule valeur / = o exceptée.
95. Considérons maintenant les inégalités de la latitude. Reprenons Téquation différentielle (7). Si Ton néglige le produit des excentricités par les inclinaisons des orbites, elle devient •
En prenant pour plan fixe celui de Torbite primitive de 7w, et en désignant par y Tinclinaison de Torbite de m' sur la première orbite et par fl la longitude de son nœud ascendant, on a (li*^ 81)
i représentant un nombre entier quelconque, y compris zéro.
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L'équation (9), en y substituant cette valeur, devient
__ + nySs 4- ^7Sin(/i'f + e'- n) m'
«'y 2,B('-0sin[i(/i'/— /î^-^-e'— £)+/2f-4-«— n]=ro;
d'où, en intégrant et en observant que a^ n' = i , on tire
2 a rO — \i\n — n)-\-nY I
le nombre / devant s'étendre à toutes les valeurs entières positives et négatives de /, la seule valeur 1 = 0 exceptée, parce que les termes qui en résulteraient seraient compris dans ceux qui dépendent des constantes que l'intégration ajoute à Téquation (B).
La valeur précédente de e?^ est conforme à celle à laquelle nous sommes* parvenus par une autre voie, n® 86. Nous n'avons point eu égard aux constantes arbitraires que l'intégration introduit dans cette valeur, ou dû moins nous les avons supposées nulles, ce qui est plus commode pour la pratique. Cette hypothèse n'altère en rien l'exactitude de la formule (B). En effet, si l'on rapporte, comme on le fait ordinairement, le mouvement de m à un plan très-peu incliné à celui de son orbite primitive, qu'on désigne, comme dans le n^ 86, par (^), la latitude de m relative au mouvement elliptique, tous les termes qui ont pour argument la longitude moyenne //jf -h 6 — U, se trou-
-veroDt renfermés dans {s\ d'après notre hypothèse; mais de quelque manière que Ton détermine les constantes arbitraires qui entrent dans âsj la quantité {s) + âsj calculée par les Tables, exprimera toujours la latitude de m au-dessus du plan fixe.
Les trois formules (A) et (B) sont celles dont on £ait ordinairement usage pour calculer les inégalités du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude dans Torbite troublée ; en les réduisant en nombres et en les ajoutant aux parties de ces valeurs qui dépendent du mouvement elliptique, on pourra en former des Tables qui donneront à chaque instant la position dans l'espace des différents corps du système solaire.
96. La méthode par laquelle nous venons de déterminer, au moyen des équations différentielles du mouvement troublé, les perturbations planétaires dépendantes de la première puissance des excentricités et des inclinaisons, suffit pour montrer comment, par des approximations successives, et en employant à chaque approximation nouvelle les valeurs du rayon vecteur et de la latitude qui résultent des approximations précédentes, on peut calculer les inégalités de ces deux quantités dépendantes d'une puissance quelconque des excentricités et des inclinaisons, et arriver ainsi à déterminer leurs valeurs aussi exactement qu'on voudra.
Lorsqu'on ne porte l'approximation que jusqu'aux termes de Tordre des excentricités et des inclinai-
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sons, ce procédé est, comme nous l'avons dit, le plus simple que Ton puisse employer pour déterminer les inégalités périodiques des mouvements des planètes ; mais quand on veut étendre les approximations aux inégalités dépendantes des carrés et des puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons, les opérations analytiques se compliquent de plus en plus, et elles deviendraient bieptôt impraticables (n**87) si Ton voulait calculer rigoureusement toutes ces inégalités. Heureusement, la détermination de celles qui dépendent de la première puissance des excentricités et des inclinaisons, suffît en général pour les planètes, et lorsqu'il devient indispensable d'avoir égard aux inégalités d'un ordre supérieur, les considérations mêmes qui obligent d'en tenir compte, servent à faciliter leur calcul. Ces inégalités, en efSfet, ne deviennent sensibles que par les petits diviseurs, dépendants dès rapports qui existent entre les moyens mouvements des différents corps du système, que l'intégration leur fait acquérir; on peut donc prévoir aisément la circonstance qui rendra sensibles quelques-uns des termes de ces inégalités, et se borner à les calculer, en négligeant tous les autres.
Considérons, par exemple, dans R un terme quelconque de la forme
Mcos[/(w'/~n^ -h £'— ê) -h i'nt'-\- K],
i et i' représentant des nombres entiers quelconques et K une quantité constante, fonction des éléments des orbites de m et m'.
Il en résultera dans — ;- le terme suivant :
r = „2 T' f\f 'f M 1, cos[z «'^ — «/ -+. e' — g) + 1' /ïf -f- K]
Le dénominateur de cette expression peut se mettre sous la forme
et l'inégalité qui précède pourra acquérir une valeur sensible, si l'un de ces deux facteurs est peu considérable.
Il suffira donc de calculer les inégalités du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude qui ont l'une des deux quantités précédentes pour diviseur; on peut d'ailleurs, dans ce cas, employer avec avantage la méthode de la variation des constantes arbitraires. En effet, il suffît de considérer dans R les termes dépendants de l'argument auquel on veut avoir égard, et au moyen des formules du n^ 42, on aui*a immédiatement les inégalités correspondantes de chacun des éléments de l'orbite elliptique; en les substituant ensuite dans les formules de ce mouvement, on aura, de la manière la plus simple, toutes les inégalités du mouvement de la planète qui peuvent devenir considérables. •
La plus grande difficulté de la détermination des perturbations planétaires, de l'ordre du carré et des puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons, consiste donc dans le dévelpppement de la fonction perturbatrice R. Mais plusieurs géomètres zé-
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lés se sont déjà occupés de cette recherche. M. Burckhardt a poussé ce développement jusqu'aux ternies du sixième ordre; et M. Binet, dans un Mémoire présenté à l'Académie des Sciences en 18 r a, mais qui malheureusement n'a pas été imprimé, a donné la préparation des quantités nécessaires pour le porter jusqu'au septième. Le travail de Burckhardt, comme il rannonce lui-même dans le préambule de son Mémoire (*), laissait beaucoup à désirer sous le rapport de la correction; nous Tavons donc repris de nouveau avec tout le soin qu'exigeait son importance, nous l'avons étendu et corrigé, et l'on trouvera, dans le livre VI de cet ouvrage, l'expression complète et exacte de la fonction perturbatrice, développée jusqu'aux quantités du sixième ordre par rapport aux puissances ascendantes des excentricités et des inclinaisons. Cette approximation est plus que suffisante pour toutes les recherches que peut présenter la détermination théorique du mouvement des centres de gravité des corps célestes.
(*) Mémoires de l'Institut^ année 1808.
NOTES
NOTE I (page 119).
Sur le mouvement de rotation.
Les relations (/) peuvent s'obtenir de différentes manières; celle que nous indiquons est la plus simple. On trouve ainsi
Y.y' = [a" cf ---a' c")x -^^ {ac'' -^ a''c)y -^{a' c ^ ûc^)z, ¥.z'z=z{a'b"'--a"b')x-^{a''b'-ab")x'^[ab'^a'b)z\. .
en supposant, pour abréger,
K = a[b'c''^b"c') ^a'{b"c--- bc'') -h «" {bc['^b'c). *
Ovy par la comparaison des équations précédentes aux équations ( 2 ) , on trouve
Si L'on ajoute les carrés de ces trois valeurs, on aura, en vertu des relations (m ) et (/i ) ,
par conséquent,
■ a == 6'c" — b" ç\ a' z=ib" c^ bc", a" r=z bc' -- b' c ,
( f^o/r page 1 24 , ligne 19.) Cette belle propriété des moments est facile à démontrer par ce qui précède. En effet, on a, par le
n° 29 et par la supposition ,
M' = S.(2X-xZ) dm, N'=:S.(;3'X'-x'Z').r/m, M''=S.{arY— ^X).e/m, W'=S,{x'T ~yx').dm.
Substituons pour j/, /', a', X', Y', Z', leurs valeurs , en observant que les forces X', Y', Z' résultent de X , Y, Z , par la même transformation que les coordonnées a?', j', z' des coordonnées Xy y y z. On aura, en vertu des formules (2}, n°28,
N-s r (^^+^>+^''^)(^XH.c'Y-hc^Z) -| - ^- L-. (ex + c'r -4r c"z) (6X -H 6' Y + r Z) J '
ou bien, en réduisant et observant que l'intégrale S se rapporte uniquement à rélément dm et aux quantités qui varient avec lui ,
N = (^'r"--^''c')S.(^Z~zY)^yw-f(Z»''c~^c'')S.{zX — xZ)^/iii , H-(6c'— ^'c)S.(a;Y — ^X)£//7î.
On trouverait pour N' et N" des expressions semblables, ei en v^rtu des relations (/) , n*» 28, on aura
N"=cM-f-c'M'4-tf"lVr.
Il existe donc entre, les coordonnées, les forces, les moments et les projections, rapportés à deux systèmes d'axes rectangulaires, des relations analogues , et leur transformation s'opère de la même manière, en multipliant chacune de ces quantités « relatives aux trois premiers axes , par les cosinus des angles qu'ils forment respectivement avec le nouvel axe que l'on considère.
NOTE II (page 254).
Sur r intégration des équations différentielles du mouvement elliptique.
Les géomètres ont combiné de toutes les manières imaginables les équations [a) pour en déduire, sous des formes variées, les diverses intégrales qu'elles peuvent fournir. Les méthodes les plus savantes de l'Analyse ont été prodiguées en cette occasion d'une manière très-superflue, et ces intégrales, sous quelque forme qu'elles se présentent , peuvent aisément se déduire des équations (6) et (c) jointes aux deux suivantes, qui résultent très-simplement des équations {a) :
dxd^x-{-dyd^jr + dzd^z ^{xdx -^ ydy '\' zdz) \
xd^x -hrd^r -{- zd*z a (x' -f- r»-H z') i
dt* r» /
Ainsi , par exemple , si Ton observe que
xd*x-\-yd^jr -^zd^z=: d.[xdx-^ydx -h s^/z) — dx^^dy^-^dz^y
la seconde de ces équations devient
dx^ -+- dy"* -H dz^ d, rdr p
On a d'aSIeurs, en faisant c'-f- c'' -H c"''z=zk''^
^ (dx'^dy'^di'\ (rdry_
dx^-\- dr^-\- dz^ Si entre ces deux équations on élimine -~ ? on trouve
dt^
et en faisant '
s = [ir — X%
cettei^quation prend cette forme :
d'^s , as , ,
rfF + i^ = °'-('') •
équation abso>lument semblable aux équations (a); et de même qu'on satisfait à l'équation en z en faisant z = mx 4- /zj, on satisfera à l'équation (^) en faisant s:=px -hqy: c'est une nouvelle intégrale finie des équations (a) y et dont Tes géomètres ont fait un fréquent usage.
Si l'on multiplie la première des équations (p) par x, et la seconde par dxy et qu'on les retranche Tune de l'autre, on aura
d^X xdy — ydx ' d^ z xdz — zdx rdx — xdr
équation qui, en vertu des intégrales [h) et {e)^ devient
dt r
En .rintégrant et en opérant de la même manière relativement à ^ età z, on aura
^x cdy — d dz
ff/ c'*dz — cdx .
r ~ It '^^ '
pa _ c'dx^c"dy
"7 "" Jt ^^ '
équations très-utiles, auxquelles nous sommes parvenu, n** 21, livre II , et que nous avons employées dans la Théorie des perturbations des comètes, chap. III, liv. III.
NOTE III (pageai3).
Sur un principe du Calcul différentiel et intégral.
Le procédé qui permet de différentier sous le signe J* une fonction intégrale, alors même qu'on ne saurait obtenir sa valcnr sous forme finie par les méthodes connues, est dû à Leibnitz, et comme il est d'un fréquent usage dans la théorie du système du monde, il ne sera pas inutile d'en rappeler ici les principes.
ion I /(j7, a),
Représentons par Y la fonction i /{x^ a), <fj: dans laquelle le
signe intégral f se rapporte uniquement à la variable x regardée comme une quantité indépendante de «. Supposons d'abord les limites b eia également indépendantes de cette quantité , on aura
v= r f[x,^)dx,
et si Ton suppose l'intégration effectuée, Vsera une fonction de a; en donnant à cette quantité Taccroissement c/a, on aura dont, pour la variation correspondante de Y :
dV ^ r^d./(x,oL)^ , ,.
-7-rfa= I \ dxdct. (i)
dot • Ja doL
On peut faire sortir da de dessous le signe intégral qui en est indépendant, et l'on trouve ainsi
doL
=jf'i^..,.,
Supposons maintenant que les limites a et ^ de l'intégrale définie / y(j:, a) <1f soient fonctions de a.
Faisons généralement j /(x,ol) dx = fXy on aura, entre les
limites données : «
V = (p ^ — yû.
En supposant que les limites b et a varient avec a et en n'ayant égard qu'à la variation de ces quantités, on aura donc
da |_ dd dx da r/aj
L'équation i f{xy a) dx=:ffx donne d^ailleurs, en la différentiant et substituant ensuite 6 et a à la place de x, d,ob ^, , , d,9a ^, .
On aura donc, en vertu de la variation des limites a et b^
dy
V , Vdb ^, , , da ^, . 1 , -rfa = [_/(6,„)--/(«,a)Jrfa.
ci en ajoutant cette partie de la variation de V à celle qui résulte directement de la variation de a dans la fonction /"{xyct) et qui Q|t donnée par Tcquation (i), on aura sa variation totale ;ea divisant l'expression résultante par da , on trouve ainsi en vertu de réquation (2),
dV f^d,/{x,a)^ .^^r/A X ''^/•z ^
X-= / J dx-^ —/(b,(x)^—/{a,ai
doL J^ da da da
II suit de là que lorsque les limites a et é de l'intégrale
b f(xy a) dx seront des quantités indépendantes de a, pour avoir
le coefficient différentiel de cette fonction par rapport à a, il suffira de différentier sous le signe f la fonction f{xy a) par rapport à a. Dans le cas contraire, on ajoutera à ce résultat, ainsi obtenu, la partie de la variation de ce coefficient qui dépend de la variation des limites.
Si la quantité par rapport à laquelle on veut avoir le coefficient différentiel de V, était l'une des deux limites b eia qu'on suppose
indépendantes Tune de Tautre et n'entrant pas dans /(x, a), on aurait simplement :
Les remarques précédentes s'étendront aux intégrales multiples dont les coefficients différentiels, relatifs à une quantité regardée d'abord comme constante, s'obtiendront en différentiant sous le signe intégral et en ajoutant au résultat les termes provenant de la variation des limites^ lorsque ces limites dépendront d'une manière quelconque de cette quantité.
NOTE IV (pagea66).
Sur le développement en séries des formules du moux^ement elliptique,
La théorie du mouvement dans TelHpse nous a conduit, n"* 22, livre II , aux trois formules suivantes :
/2f = w — e sin « , r=:«(i — ecosu),
lang-P=y/— — Ung-ie,
dans lesqoelles nt représente la longitude moyenne de la pla> ncte, 9 sa longitude vraie, r son rayon vecteur, u l'anomalie excentrique, a la demi-grand axe de l'orbite et e l'excentricité.
Nous avons employé pour développer ces formules par rapport à l'excentricité e , supposée très-petite , la formule connue sous le nom àe série de Lagrange, et nous en avons déduit les expressions des trois varîables ic , r et p en fonction de la longitude moyenne nt. Mais on peut obtenir ces mêmes expressions par une autre méthode, qui est d'un usage utile dans un grand nombre de questions de physique et de mécanique , et qui a l'avantage d'être indépendante de la grandeur de l'excentricité <?, en sorte
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qu'elle peut s^appliquer aux anciennes planètes comme à celles «l'une* découverte plus récente.
Représentons, pour abréger, par or la longitude moyenne /if /et supposons les trois variables u, ret p développées en séries périodiques des sinus et cosinus de Tangle x et de ses multiples, en sorte que l'on ait u — ;r = A| sin;r + A,sÎQ2x-f- A3 sinSx +. . ., \
r = B, -4-B, cosj?-f- Bjcosax-h BaCOsSxH-.. ., > (2),
^ — j? = C| sina?-4*C,sin2x-+-C, sinSo: -i- ;
Dans ces séries A| , A, , . . . , B, , B, , . • . , Ci , C2, etc., représentent des coefficients indéterminés indépendants de l'angle a?, et qu'on pourra exprimer au moyen d'intégrales dé&nies de la manière suivante.
On observera d'abord que i et 1' désignant deux nombres entiers quelconques, et it la demi-circonférence dont le diamètre est l'unité, on a généralement
Jr»w /»7r
' cosixcosi'xdxz^Oj I siDixsini'x^a? = o, O ft/o
pour le cas où / et /' sont deux nombres différents l'un de l'autre, et
I cos'rj:</^ = -îr, / sin*/></a: = -7r, o ^ Jo 2 •
pour le cas où l'on suppose «= i\
Enfin, si l>Dn suppose / = o dans ces deux dernièses formules, la première sera égale à tt et la seconde à zéro.
Celapo6é,sî l'on multiplie respectivement les trois formules (2), la première et la dernière par sinijfdx^ la seconde par cos/>rfjr, et qu'on intègre les équations résultantes, en vérin des relations précédentes , on aura
A«==- I (« — xjsinixdxj
B| = - î rcosixdxy ^ (3)
Cj = - / (p — or) sin ix dx ,
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i étant un nombre entier quelconque; pour le cas particulier, où Ton suppose / r= o, on a«ra
On pourra, au moyen de ces formules, calculer les valeurs des coefficients A,-, B/, C,- soit par la méthode des quadratures mécaniques lorsque l'excentricité e est supposée d'une grandeur quelconque , soit par des développements ordonnés par rapport aux puissances ascendantes de cette quantité lorsqu'elle est supposée très-petite, comme cela alieu^pour les planètes principales.
Pour rendre ce calcul plus facile, il convient de substituer dans les formules précédentes à la variable ^ et à sa différentielle dx les angles u et du. La première des équations (i), en la différentiant et en observant que dœ = ndt^ donne
r/jF = ( ï — e cos u ) du.
Les deux premières formules ( 3), en y substituant cette valeur, ainsi que celles de a:jet de r, tirées des équations (i), et en observant que les limites x = o et a; = tt répondent aux limites u-=.o et w = TT, deviennent
'^ Jo
rftt ( I — e cos u) sin u sin i {u — csinu),
B,- = — I du(i — e cosMJ* cosi {u — ^ sin «),
ou bien, en intégrant par parties et observant que Ton a sin u = q et sin< ( i« — ^ sina) = o, aux limites de l'intégrale,
Ai= - — I du cos u cos i{u — e sin u) , 1 '^ Jo I
:tae n ^ . . ., .1
B, = : — I du sm u smi (u — c sinu). \
'^ Jo ^ ' /
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Dans le cas particulier de / = o, on a
Bo = - j fiii(i-^ ecosuy=a li-{-^eA-
La valeur de Bo est alors donnée sous forme finie, mais c'est la seule des valeurs des coefficients des trois séries (2) qui puisse s'exprimer de cette manière.
On peut donner aux formules précédentes une forme encore plus simple ; en effet , la valeur de A, peut s'écrire ainsi :
''^ Jo
ffa oos / ( Il — e sin u )
du[\ — e cos u ) cos/ [u — e sin a).
La seconde de ces intégrales est égale à — sin<(/£ — esmu)^
.quantité toujours nulle aux limités w = o et « = tt , puisque Ton suppose / un nombre entier différent de zéro , on aura donc simplement
du cos / ( M — <? sin <^ ).
Quant à la valeur de B,, elle est liée à celle de A, par une relation très-simple. En effet, si Ton différenlie par rapport à e la valeur précédente, on aura
de '
: — I dusinusini (u — tfsinw)..
En comi)arant cette expression à la deuxième des formules (4), on trouve
pour toutes les valeurs de / différentes de zéro.
On aura immédiatement, au moyen de cette équation , la valeur de Bt du rftoment que celle de A, sera connue.
La troisième des équations (3), en rintégranl par parties et en observant que v = nt=^x aux deux limites de Tintégrale, donne
La troisième dqs formules (i), en la différentiant, donne d'ailleurs
av= — ' î
•I — e cosM
et, par conséquent,
dv v^i — e^
dx (i — e cosa)'
En substituant cette valeur, ainsi que celle de dx et de cos/\r, dans Texpression de C,, et en observant que l'intégrale /cos /a: </j: est nulle aux deux limites ^ = o et j; = tt pour toutes les valeurs de I différentes de zéro, on trouve
\/i — €?' r '^ du cos i (u — esuiu)
I — e cos u
Les coefficients A,-, B,, C< sont ainsi exprimés sous une forme très-commode pour le calcul, soit qu'on veuille les déterminer par des quadratures mécaniques ou par la méthode des séries. Il ne s'agira plus , dans ce dernier cas , que de développer les formules précédentes en suites ordonnées par rapport aux puissances de Texcentricité e, après qu'on les aura disposées de manière que les différents termes de ces séries puissent être aisément ramenés à des intégrales que Ton sache obtenir par les formules connues.
La méthode précédente peut s'appliquer encore à un grand nombre de questions du système du monde, et Ton pourra l'employer avec avantage toutes les fois qu'on aura à développer une fonction donnée en série dont la forme est connue d'avance. Ainsi, par exemple, dans la théorie des perturbations planétaires, où Ton a, comme nous l'avons vu n*" 49, livre II, à déve
lopper une fonction de celte forme (i — 2 a cos^ + a')~* en série ordonnée suivant les cosinus de Tangle ^ et de ses multiples , on posera
r- = - h^'^ ^i'^COS© 4- /^^''cOS2y. .
(ï — 2 a COSÇ -h CL^f 2 * ' ^ ' ' \ ,n\
et l'on pourra^ en lui appliquant l'analyse précédente , exprimer chacun des coefficients indéterminés ^^ , ^^'\ etc., d'une manière très-simple au moyen d'une intégrale définie. En effet , si Ton multiplie par cos/7^7 ^^^ deux membres de cette équation , et qu*on intègre l'équation résultante depuis f =0 jusqu'à ^=2 w,
J/»27r I dr^ COS / 9 COS « ' (p=r O,
o toutes les fois que i est un nombre entier différent de /', en effec ♦ tuant les intégrations indiquées, on trouvera généralement
^^0_il p^ f/ycos/y
' '^ Jç) (I — 2acosy-f- a').
En faisant successivement / = o, / = i, / = 2, etc., dans celte expression, on aura les valeufs des divers coefficients h^\ ^^ ,
A^'\ etc., exprimés de la même manière. C'est par ce moyen que
d'Alembert, Clairaut et les premiers géomètres qui s'occupèrent de la théorie des perturbations planétaires, déterminèrent les valeurs numériques des deux premiers coefficients de la série (6), que Ton a trouvé ensuite le moyen de calculer d'une manière plus expéditive par les développements en suites récurrentes (n®8l, livre II).
Enfin, en étendant à des fonctions de deux variables le même procédé , on détermine par des intégrales doubles les coefficients des différents termes de la fonction perturbatrice R développée en série de cosinus des moyens mouvements de la planète troublée et de la planète perUirbalrire, et de leurs multiples, et l'on
peut obtenir les Valeurs de ces coefficients par les méthodes du calcul intégral avec plus d'exactitude que l'on n'en doit'espérer de la méthode ordinaire des développements en suites ordonnées par rapport aux excentricités et aux inclinaisons des orbites, moyen d'ailleurs qui devient insuffisant lorsque les valeurs des excentricités et des inclinaisons ne sont plus renfermées dans des limites assez étroîtea, comme dans le cas des nouvelles planètes , pour assurer la convergence des séries {*).
L'étendue' de cette Note nous force à supprimer l'application que nous nous proposions de donner ici des formules précédentes à la détermination analytique des trois coefficients généraux A/, B, , C,- en suites ordonnées par rapport aux puissances de l'excentricité e, et à montrer, par la comparaison des résultats avec les expressions obtenues n®24, livre II , le parfait accord des deux méthodes; nous renverrons donc pour les détails de ce calcul à un Mémoire très-intéressant de M. Poisson , inséré dans la Connaissance des Temps pour 1829.
NOTE V (page3o6).
Sur le mou^^ement d*un point matériel attiré vers un centre fixe.
Le défaut d'espace nous oblige à supprimer la Note que nous avions préparée sur cet objet; nous renverrons à un Mémoire de IVi. Plana, sur le même sujet, inséré dans le tome VIII de la Co/- /r^/?o/i</^7/?ré? Quetelet, et où toutes les difficultés que peiit présenter le mouvement d'un point matériel attiré vers un centre ^ML^y autour ducjnel il oscille, ont été longuement discutées et habilement aplanies.
(*) On trouvera de plus amples dcveloppemeuls sur ce sujet, n» 18, livre VI.
NOTE VI (page 466).
Sur le plan im^an'abfc du système planétaire.
Pions avons développé , d^ins le n^ 79 du second livre, la théorie du pian invariable: nous avons démontré que ce plan pouvait être regardé comme fixe, même lorsqu'on avait égard dans sa détermination au carré des forces perturbatrices ; mais nous avons présenté en même temps des observations tendantes à restreindre Futilité pratique dont ce plan peut être pour les besoins futurs de l'astronomie. Nous avons montré que pour qu'il pût sei*vir, comme l'espérait l'illustre géomètre auquel on en dpit la découverte, à déterminer exactement les changements survenus par la suite des siècles dans les positions des orbes planétaires, et dans celles des étoiles mêmes que nous appelons iixes , il faudrait connaître également une ligne fixe d'où Ton pût compter les longitudes des nœuds des orbites planétaires sur ce plan , en même temps qu'on mesure leurs mutuelles inclinaisons , puisque ces deux éléments sont nécessaires pour Oxer d'une manière certaine leur position dans l'espace. M. Ppisson avait proposé de choisir pour cette ligne la droite que décrit par son mouvement rectiligne le centre de gravité du système solaire et qui semble se diriger vers Tétoile a de la constellation d^Hercule , mais cette ligne est encore trop imparfaitement connue pour que cette idée ingénieuse puisse être réalisée avant un grand nombre de siècles, et la théorie du plan invariable , par conséquent , doit être regardée comme un beau résultat d^analyse, mais jusqu'ici de peu d'utilité pour la pratique.
Telle est donc l'idée précise que Ton peut se faire de ce plan dont l'introduction dans la théorie du Système du Monde est due à Laplace: ses avantages pratiques sont contestables, mais sa détermination analytique est exacte et sa découverte fait honneur au génie inventif de son auteur. Cependant un géomètre distingué, M. Poinsot, membre de l'Institut et du Bureau des Longitudes, a cru pouvoir élever quelques doutes sur l'exactitude même de la détermination analytique de ce plan telle que nous l'avons présentée, dans le n? 79 du livre II, d'après les idées de Laplace et en
portant l'approximatioD jusqu'aux quantités du second ordre. II a prétendu qu'une partie des quantités qui doivent concourir à \a. détermination du plan invariable , telles que celles qui résultent des aires engendrées par la rotation du Soleil et des principales planètes autour de leur centre de gravité , avaient été omises dans l'analyse de Laplace , et que leur existence même avait échappé à Tesprit clairvoyant de ce grand géomètre. Ces observations , qui d^ailleurs ne sont appuyées sur aucun calcul numérique qui seul ppurrait leur donner quelque valeur, ne supportent point un examen sérieux. En effet, si des variations appréciables, dues aux causes que nous venons de mentionner, pouvaient exister dans la position du plan invariable , c'est aux équations mêmes du mouvement de translation des corps célestes qu'il faudrait recourir pour les déterminer. Nous avons montré , dans le n° 10 du livre cité , que les circonstances inhérentes à la constitution de notre système planétaire , autorisent à négliger dans ce mouvement tous les termes provenant de la figure non sphérique du Soleil et des planètes^ c'est ce qu'a fait Laplace, c'est ^e qu*ont fait tous les géomètres qui Font précédé ; bien plus , nous nous sommes assuré par un calcul direct que ces termes étaient en effet insensibles, et nous ferons voir, n° 81$, livre YI, que la. stabilité du système du monde n'en pourrait être altérée. S'il en était autrement, nous en serions avertis par l'observation, et ce ne seraient pas alors les changements peu importants du plan invariable , qu'il nous faudrait considérer d'abord , ce seraient les inégalités nouvelles que nous apercevrions dans les mouvements planétaires ainsi que dans les expressions de leurs excentricités et des quantités qui fixent la position de leurs orbites. Pour les déterminer, il suffirait d'introduire dans le développement de la fonction perturbatrice les termes dus a la non-sphéricité des planètes et du Soleil. On arriverait ainsi de la manière la plus simple aux formules d'où dépend la position du plan invariable dans ce nouveau système [*). Leur réduction en nombres ne serait pas aussi facile , il est vrai , parce qu'elle dépendrait des trois moments d'inertie du Soleil , qui nous
(*) Yores Livre VI, chapitre IX.
sont totalèmeot inconnus; mais heureusement ces quantités sont inutiles à considérer, parce qu'elles n'ajouteraient aux équa> tions (K) du n°79, que des termes absolument insensibles. Il en est donc de la ihéorie du plan inçariable comme de la plupart des questions de la Mécanique céleste , on ne doit pas entendre ces mots dans un sens trop absolu , mais admettre seulement que le plan invariable , tel que nous Tavons défini n® 79» livre II , ne diffère du plan qui serait rigoureusement invariable dans un système quelconque de corps soumis à leurs actions mutuelles» que de quantités tout à fait insensibles et que la constitution du système solaire nous permet de négliger» de même que Ton dit que les pôles terrestres sont invariables à la surface du globe, parla raison que l'on s'est assuré que si leur position subit quelques variations» elles seront, dans tous les temps» inappréciables aux observations les plus précises. Le plan invariable ^ dont nous devons la découverte à Laplace, en supposant sa théorie complétée comme nousTavons dit plus haut» suffira donc à nos besoins; l'invariabilité de ce dernier plan consiste en ce que » à toutes les époques » dans les siècles les plus reculés » les astronomes le retrouveront à la même place que nous lui assignons aujourd'hui. Il leur suffira, {jour déterminer sa position relativement à un plan quelconque mené arbitrairement par le centre du Soleil » de reconnaître par l'observation les masses des planètes, les grands axes et les excentricités de leurs orbites , ainsi que les inclinaisons et les longitudes des nœuds de ces orbites rapportées au même plan. Dans Tétat actuel du système solaire, deux causes peuvent seules faire éprouver à ce plan des dérangements sensibles. La première serait le cas où quelque planète , jusqu'ici inconnue, ou bien les comètes dont nous n'avons pas considéré l'action, influeraient d'une manière appréciable sur sa position; la seconde, le cas oii, par quelque grande catastrophe de la nature, quelqu'une des plus grosses planètes serait tout à coup anéantie, et cesserait de participer, par son action , au mouvement général du svstcnie.
NOTE VII (pkge3i4).
Sur la théorie de la ^variation des constantes arbitraires.
Euler, le grand analyste, avait imaginé le premier cet ingénieux artifice de calcul y qui consiste à faire varier les constantes arbitraires introduites par l'intégration d'un nombre quelconque d'équations différentielles , pour étendre les intégrales à des termes supposés très-petits par rapport aux autres et que Ton n'avait pas considérés dans une première approximation. Laplace et Lagrange, en appliquant ce procédé au mouvement troublé àei . planètes autour du Soleil , étaient parvenus ensuite à donner aux variations des éléments de l'orbite elliptique une forme particulière , trés-propré à faciliter le calcul des diverses inégalités tant périodiques i\\xe séculaires . Lagrange, toujours porté à généraliser' les méthodes , couronna sa carrière scientifique en étendant au mouvement d'un système de corps , liés entre eux d'une manière quelconque, les mêmes formules qu'il avait trouvées pour le mouvement d'un point libre, et en établissant ainsi entre tous les pro-. blêmes de la Mécanique une corrélation qui les unit entre eux. U est curieux de voir par quels moyens très-simples il parvint à cette découverte , l'une des plus belles et des plus utiles qu'on ait faites dans l'analyse.
I. En conservant toutes les notations du «° 13, livre II, les trois équations différentielles du mouvement d'un système de corps , réagissant les uns sur les autres d'une manière quelconque, prendront cette forme :
ds d\J _dil du dV _dCl d^ î^ — ^ / \ Jt"^ d^~d^' dt'^d^'^d^^ 7t'~d9'^dÔ'^^^
Soient a , bjC^f^g, A les six constantes arbitraires qui entrent dans les intégrales de ces équations obtenues en faisant abstraction de leurs seconds membres. Si l'on désigne généralement par la caractéristique 5 , placée devant une quantité , sa variation différentielle duc «Via variation des constantes arbitraires que son ex-
pression renferme, d'après les principes de la théorie de la varia tion des constantes arbitraires, qui permet desMmposer, outre les conditions du problème, celle que les coordonnées y, \j/, 9, et leurs premières différences conservent les mêmes valeui^ dans le mouvement troublé et dans celui qui aurait lieu sans Taction des forces perturbatrices, on aura entre les quantités ^, \p, d, j, «, p les six équations suivantes :
_ da ^ ^ da _^ , da , \ {^)
df d"^ dO I
Ces équations, en y substituant pour S(f, S^y 59, Ss^ Su et di* leurs valeurs, suffisent pour déterminer les variations différentielles des six constantes a^byC^ etc.; mais les procédés ordinaires de l'élimination conduisant à des formules trop compliquées pour être d'aucun usage, on les en déduit d'une manière indirecte mais très-simple par les considérations suivantes.
La fonction perturbatrice II étant supposée une fonction donnée des trois variables f, i|/, 9, si à la place de ces quantités, on substitue leurs valeurs en fonction du temps t et des constantes a^ ^y ^y/y gy ^ introduites par l'intégration; et qu'ensuite on différentie par rapport à l'une d'elles , par rapport à la constante a par exemple , l'expression résultante, on aura
d£i _^ ldQ,\ dff
dù.\df^ ldO\djf^ l^\±^, T^jlÛi'^ \d^) da "^ \d^jda'
équation qui , en vertu des formules (2), peut s'écrire ainsi :
/da'x , dfo . d^ . r/9 ■ ds ^« dv
\da ) da da da da ^ da da
on aurait des formules semblables pour chacune des constante^ arbitraires h^ c^ f^ g^ h.
Si dans l'expression précédente on substitue pour 3. ç, 5m, etc., leurs valeurs on observant que 5, 11 , v^ tp, if, 0 étant supposés des fonctions du temps t vi des c<mstantes « , b^c^f^ g, //, on a gêné-
ralement :
-, ds , ds ,. ds , ds ,^ ds , ds ,,
et ainsi des autres ; que , pour abréger, on fasse^
P , , dff ds dff ds d-^ du d-^ du 1
^^' ^^didb'^dbd^'^d^db'^dbdii
d9 dp d9 dv
da dh dh da
et qu'on représente généralement par le symbole [ /, /] une combinaison des deux constantes / et A-, formée de la même manière , notation suivant laquelle on aura
on trouvera
^ dt=\a, h\ rfé+[«, c\ dc^\a, f\ df^ [«, s\ dg^\a, K\ dh. {Ê, )
On formerait des équations semblables relativement, à chacune des constantes h^ c^fy gy h, et Ton en déduirait ensuite, par l'élimination, les valeurs des variations différentielles da, dby etc., exprimées en fonction des différences partielles de la fonction a prises par rapport à ces mêmes constantes.
C'est de cette manière que Lagrange a le premier présenté la nouvelle théorie de la variation des constantes arbitraires dans les problèmes do Mécanique. Ses formules sont, comme on voit, inverses de celles auxquelles nous sommes parvenu dans le n° 18 du livre II , et qui donnent directement l'expression des variations différentielles de chacune des constantes arbitraires du problème, sans que l'on soit obligé de recourir à aucune élimination pour les obtenir. Mais outre que cette élimination n'offre par ellemême aucune difficulté dans la pratique , les formules de Lagrange permettent de démontrer d'une manière très-simple Timportanle projiriété qui rend ce procédé d'analyse si utile dans la théorie des inégalités planétaires.
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On sait, en efTet, que son principal avantage consiste en ce que les variations différentielles des constantes arbitraires sont exprimées en fonction des différences partielles de la fonction perturbatrice prises par rapport à ces mêmes constantes et multipliées par des coefficients indépendants tlu temps. Pçur vérifier ce résultat, il suffit de démontrer que chacune des quantités [a, b], [a y c]y etc., est en effet une constante absolue, ou une fonction des arbitraires a, b^ c, etc., qui ne renferme pas explicitement le temps t.
Or la quantité que nous avons représentée par U, étant tCne fonction connue des six variables y, Np, 0, 9', i|^', 0', si on la différentie par rapport à la constante a introduite par la substitution des valeurs de ces quantités , on aura
da'^Xdtf) da"^ \e/>p ) da'^XdBJ d^
■^ \d<f') da "^ \d^') da "*" \dB') da'
En observant que nous avons supposé^ n® 15, livre If ,
dV dV dl]
'=^' '' = d^[ '=dB''
et que les équations (i), en faisant abstraction de leurs seconds membres, donnent
ds^j^dt, du=-dt, d.= -dt,
celte formule peut s'écrire ainsi :
(W_^(hdrf du dj^ du dB d^' d-^' r/ô'
da dt da de da dt da da da da '
on trouverait de même par rapport à la constante ^,
d\^__ds(l^ du dj^ di^ dQ dff' d^' dO'
'Tîb'^deTlb'^dt db^Jt'db'^^~db^"''db'^'' db"
Cela posé, si Ton différentic la première do ces valeurs par rap-
port ù la constante by et qu'on en retranche la seconde différentiée par rapport à la constante.- a, en effaçant les termes qui se détruisent mutuellement dans le résultat, et en observant que Ton a
^^U _ rfMLJ
dn db db da
on trouvera la formule suivante :
. \ds d(f ds dif du d-^ du d-^ dv ciQ du dQ {db dâ^dâTîb db dâ "^Tiâdi '^ Hb^'^dâdb
On aura donc , en intégrant ,
ds d^ . dx d(f du d-^ du d-^ dv d$ dv dB db da da db db da da db db da da db
Or le premier membre de cette équation est précisément la valeur de la quantité que nous avons représentée par le symbole [a, b]; cette quantité est donc une fonction indépendante du temps f , ce qu'il s'agissait de démontrer.
II est facile de conclure de là que Félimination n'introduira que des coefficients pareillement indépendants du temps dans les valeurs des variations différentielles des constantes arbitraires , exprimées en fonction des différences partielles de la fonction perturbatrice , prises par rapport à ces mêmes constantes.
Nous étions déjà parvenu à cet important résultat dans le n® 17 du livre II , mais la démonstration directe de cette proposition exige une analyse compliquée et très- délicate. C'est par cette raisoDy sans doute , que Lagrange^ pour bien faire ressortir le principe fondamental de sa nouvelle théorie de la variation des constantes arbitraires, avait préféré une route détournée à celle qui devait le conduire plus directement, mais d'une manière plus pénible, au but qu'il se proposait d'atteindre.
Les quantités [a, b], [a, c], etc., qui entrent dans les formules précédentes , ont avec celles que nous avoiis désignées par les symboles (a, b), {a, c), etc., dans le n® 18 du livre II, la plus grande analogie, mais leurs valeurs sont, pour ainsi dire, ren-
versées. Les premières supposent les variables exprimées en fonction du temps t et des constantes introduites par rintégration , ce qui est, en effet, le but final de tous les problèmes de mécanique, mais ce qu'on ne pourrait obtenir le plus souvent sous forme finie que par des éliminations très - compliquées et quelquefois même impraticables à cause des fonctions transcendantes introduites par l'analyse'. Les secondes, au contraire , supposent les constantes exprimées en fonction des variables du problême et de leurs différences premières , ce qu'on obtient aisément dans les deux principales questions du système du monde : celles des mouvements de translation et de rotation des corps célestes. Les formules directes du n" 18, livre II, semblent donc encore sous ce rapport avoir de l'avantage sur celles de Lagrange; mais il est bon d'avoir des formules applicables aux différents cas qui peuvent se présenter : c'est ensuite aux géomètres à choisir entre elles, selon les circonstances.
fi. Pour montrer l'usage des formules précédentes, faisons^n d'abord l'application au mouvement de translation d'une planète/» troublé par l'action de la planète m\ Si l'on désigne par .r, y, z, les coordonnées de m. dans son orbite elliptique, rapportées à trois axes rectangulaires passant par le centre du soleil, on pourra supposer .r, Xy z exprimés en fonction du temps t et des six constantes introduites par l'intégration des formules du mouvement elliptique.
On peut prendre, dans ce cas, les trois coordonnées rectangulaires X, jTy ^ pour les variables indépendantes du problème, et
en supposant x'= — ,^'= -7-93' = — , la formule générale {3}
deviendra
, - dx da/ dx dx' dy dy
^^' ^"'di'db^dbTa'^d^'db
_dj^dy_ dz^dz!^__dz^d^
db da da dh dh da
Cela posé, si l'on désigne par u \* anomalie excentrique de la planète, par /!/ + ^ sa longitude moyenne au bout du temps /, par e l'excentricité de l'orbite et par a le demi-grand axe, lié à la
constante « p*ar l'cquation n= a % on aura par les formules du
mouveraent dans Tellipse ,
nt-\'C = u — e sin u.
Si l'on désigne ensuite par X et Y les -deux coordonnés rectangulaires dem , rapportées au plan et au grand axe de son orbite , Torigine étant au foyer de la courbe, on aura (n° 31, livre II)
X = S cos u — aey Y = « yf i — e^ sinu.
Désignons maintenant par g Tangle que le grand axe de Forbite fait avec la ligne d'intersection du plan de cette orbite et du plan fixe des a:j, pair a l'angle compris entre cette intersection et une droite fixe que nous prendrons pour l'axe desar, et par <p l'inclinaison mutuelle des deux plans ^ par les règles ordinaires de la transformation des coordonnées, on aura (n° 51, livre II)
x= (Xcosg' — Ysin^»') cosu— (Xsin^-h Ycos^) costp sina, y = (Xcos^ — Y sin g) sina H- (Xsing.4- Ycosg') cosç cosa, z = (X sing H- Y cosg') sinç.
Ces valeurs sont sous une forme très-commode pour l'usage de la formule (5), parce que les constantes s'y trouvent séparées en deux groupes ; les variables X et Y ne renfermant que les constantes a, e^ c qui dépendent de la forme de l'orbite et de la position de la planète sur cette courbe à un instant donné et étant indépendantes des trois constantes g, a, (^ qui fixent la position dii grand axe et du plan de l'orbite.
A l'aide de ces valeurs et de leurs différentielles substituées dans la formule ( 5 ), on formera celles des quinze symboles [a, c], [« , e] , etc. , et par un calcul facile , on trouvera les valeurs suivantes :
ri ^^ r 1 \/a(l— >) j. -, ae
r T cosaJaii — èM - . . aecosff
f<p,a] = sin<p v/<af(i^e').
Les valeurs des neuf autres symboles [a y e], [a, ç], [e^ c], [e, a], [f, (p], [c, a], [a, g], [r, g], [<j>, g] sont égales à zéro.
On substituera ces valeurs dans la formule générale (2) , et en y faisant R = n , on trouvera
\da I 1 ' 2a "^ -20
\de) v/fl(i-^') ^•" y/rt(i~^j.
/rfR\ ^ an ,
— -p== a^ — sin(p V«(i — e^)d(ff
>Ja[\ — e^)
= sin (|p \[a[i — é*) da.\
(rfj
d'où, par une élimination facile, et en observant qu'on a «^ /i*=: i , on tire
da=: ^a^ndt i— U
îdt^ i-^eWdKX andt
\d^ / sin? si i—e^ \ ^? /
sincp v^
^ andtcos^ (dl^\ andt /dh\
sin <p si \ —e-" \dg } sin 9 y/ j — g» \ ^« /
formules qui seront identiques avec celles du n° 41, livre H, lorsqu'on y aura introduit à la place des constantes c, g ^a. les constantes s, &> et a que nous avons considérées dans ce numéro.
5. Appliquons maintenant les formules générales du n® 1 à Tintégration des équations différentielles du mouvement de rotation. La formule ( 3 ) suppose que Ton a déterminé les variables du problème en fonction du temps et des constantes arbitraires que la question comporte. Il serait difficile de les obtenir sous cette forme en employant les formules rigoureuses données par Tintégration des équations du mouvement de rotation, lorsqu'on fait abstraction des forces perturbatrices, mais elles s'y réduisent pour ainsi dire d'elles-mêmes lorsqu'on emploie pour intégrer ces équations, la méthode ordinaire des approximations successives, comme nous en avons fait un essai dans le n® 54 du livre I ; seulement, pour l'application de la formule ( 3 ), on est obligé de pousser l'approximation plus loin que nous .ne l'avons fait dans le numéro cité.
Reprenons donc les équations différentielles du mouvement de rotation d'un corps qui n'est soumis à l'action d'aucune force perturbatrice. On a, n? 54, liv. I",
Bdq + {A^C)rpdt = oA (7) C r/r 4- (B — A)pqdtz= o . )
Les lettres /?, ^, r, A, B, C ayant ici la même signification que dans ce numéro, et dt représentant l'élément du temps.
Supposons , comme dans le numéro dont il s'agit, que l'axe de rotation s'écarte toujours très-peu du troisième axe principal, c'est-à-dire de celui auquel se rapporte le plus grand moment d'inertie C, les deux quantités/? et q devront toujours demeurer très-petites, et en négligeant leurs carrés et faisant, pour simplifier les formules.
on trouvera {n'Si, liv. P') que l'on satisfait aux équations (5) I. 35
en supposant
/? = — ae sin ab (ni -^ c)
q=z be co% ab [nt-^-c)
eeic étant deux constantes arbitraires, dont la première, dépendant des écarts de Taxe instantané de rotation, est tdujours nécessairement une très-petite quantité, dont nous supposerons qu'il est permis de négliger les carrés et les puissances supérieures.
Cependant l'approximation précédente, comme nous l'avons dit plus haut, ne suffirait pas dans la question qui nous occupe, parce que les termes de Tordre e* i*enfermés dans les valeurs des variables p, q, r, s'abaissant par la différentiation au premier ordre dans les formules de la variation des constantes arbitraires, il est nécessaire d'avoir égard à ces termes pour obtenir dans les formules finales tous les termes qui dépendent de la quantité e.
Nous avons vu (n® 54,liv. P'} qu'on peut, en général, par des substitutions successives, obtenir les valeurs des trois quantités p, Çi r ordonnées en séries procédant par rapport aux puissances ascendantes de la quantité très-petite e, les valeurs de p et 7 ne contenant que les puissances impaires de ^, et la quantité r que les puissances paires.
En efTet, si Ton substitue les valeurs de p et q dans la troisième des équations ( 7 ), on en tire
r=z n — — j — -^ — cos i^ab [ni -h c). ^nC
En substituant cette nouvelle valeur dans les deux pi*emières équations (7 ), on en tirerait des valeurs plus approchées de p et de q, mais les termes qui résulteraient de ce calcul , étant tous multipliés par le cube de la quantité tf, nous pouvons nous dispeftser de reffectuer puisque nous omettons les quantités de cet ordre.
Cela posé, pour déterminer les trois angles 9, ^|^ et d, d'où dépend à chaque instant la position des trois axes principaux du
corps, on a (n® 54, Hv. I) les équations suivantes :
dB^zzSÏBffqdt — COStfpdtyS (8) sin 9d-^=z costf qdt H- sin f pdt. j
En substituant pour/?, g, r leurs valeurs et intégrant leséqua* tions résultantes, on aura par une première approximation
ffzzznt-^ly 6 = 7, ^=ei,
/y 7 et a étant trois constantes arbitraires.
En ayant égard , dans la seconde approximation , à la première puissance de la quantité ^, on aura
dB = besin(nt -^ l) cos ab (nt-i-c) -\- aecos(nt-^ l) sin ab [nt -\-c)y sin yd^z= be cos («/ H- /) cos ab {nt -+• c) — ae sin { nt -^ l) sïn ab {nt -\- c).
En intégrant et faisant , pour abréger,
-^ cos {ni -h /) cos ab (nt -t- c ) — — sin (nt ■+• l) ûnab (ne -|- c) =r ;^,
-— - sin {nt -h /) cos ab {nt -h <?) -h -77- cos {ni -h 0 sin ab {nt -f- c)= ;^,
on trouvera (n*> 54, liv P')
' n nsiny
Ces valeurs introduisent dans Texpression de //<p le ternie suivant :
nsmy ^
On aura donc, en intégrant,
e y' cos 7
ff = nt-hl^^ ^ -'
nsmy
Par une nouvelle approximation et en désignant par S<f, ^^ et SO les termes des trois variables o, -^ et 0 qui dépendent du carré de
la trùs-pelite quantité e^ faisant de plus, pour abréger,
"=8C'r'*'^^''''-L+(B'*'+A'«')cos.«*(«.+.)J*='*"l"'+^' -h(B'^'--A»a')cos2fl^(yîf-|-c) -f-2ABi76sin2(/?/ + /)sin2fl^(/if + r)| ,
8C»|L-f-(B'£>'-*-A»û')cos2flr^(/îf+c) J ^ . ^
-f-2ABii^cos2(/ir+/)sin2fl^(»r-f-c)| , on a trouvé
rie*cos7 ^. 2n'^'cos7 /i'sin7 /l'^sin'Y
_(2C--A--B)g'/ ny(i-f-cos'7) ^ 4 '^ c ' '*' s^°' 7
En continuant ainsi, il est clair qu*on développerait les variables ^, >|/, G en séries ordonnées par rapport aux puissances ascendantes de Cy mais nous nous contenterons, comme dans ce qui précède , d*avoir égard au carré de cette quantité.
Pourtfïomprendre dans un seul terme tous ceux qui multiplient r en
dehors du signe sinus ou cosinus, on substituera n — ^ — --j —
à la place de n dans les formules précédentes, ce qui altérera les valeurs des variables r et ^ sans changer celles de /?, 7, >|/ et d. En réunissant ensaite les valeurs précédentes, on aura
/7=: — ae€\wah[nt-\'c\ q = ^ecosa^(/ir + c),
4'îC 4/ic
COS2â^ (/!/ ■\-c)y
ye Ile^cosv X , .
' n ii'»sin7 ' ^^^
y' e 2 n' é* cos 7 n sin 7 «* sin' 7
- „/ -i_ /^ x'^g»S7 nV'(i4-cos^7) ^ wsin7 /î*sin'7
Ces formules contiennent six constantes arbitraires, /i, e, r, /, a, y, elles {représentent donc les intégrales complètes des six équations (7) et (8).
Il s'agit maintenant d'étendre ces six intégrales au cas oti Ton a égard aux forces perturbatrices, en faisant varier les constantes arbitraires qu'elles renferment et en déterminant leui-s variations au moyen de la formule (4), n° i.
Si l'on désigne par V la fonction perturbatrice ou la quantité qui représente l'intégrale de la somme de tous les éléments du sphéroïde divisés respectivement par leur distance au centre de Tastre L et multipliés par la masse de cet astre, qu'on nomme T la demi- somme des forces vives de tous les points du corps, et que, pour abréger, on I
dff_ , d^ '^®— n/
il faudra d'abord, conformément à ce qu'on a vu n° 15, liv. I, former les valeurs des trois quantités
_dT _rfT _dT
Or, on a, n** 55, liv. I, T
__Ap^-\-Bq^^Cr'
et les équations (8) donnent
/? =r rp* sin B sin f — ô' cos y, g = ^' sin 6cosç-4- ô' sin y, r=:ç' — \p'cos0.
En substituant ces valeurs dans T et en différentiant ensuite, en aura (n*»4, liv. IV)
sz=Cr,
u = kp sin Ô sin 7 + B ^ sin d cos y — C rcos 0,
(^ =: B ^ sin 9 — kp cos «p.
En remplaçant dans ces formules ^^By p^ q^ r par leurs valeurs précédentes, on aura celles des trois quantités s, it, v exprimées en fonction du temps t et des six constantes n^ c^ c, l^ oLy^.
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.En négligeant toujours les puissances de e supérieures à la seconde, on a trouvé ainsi :
(aC— A — B)e» /B— A\ ,
s=Cn — ' 7 —7 — e^cos2ab(nt'i-n9
(C — A) (C — B)e'cos7
' 2/îC
2Cn'e'C0S7
v = Cex'-\ : -•
'^ 77 sm 7
On peut remarquer que la quantité u est elle-méra^ une constante indépendapte du temps t, ce qui tient à ce que u représente, comme on le verra n^ ô, liv. IV, le double de la somme des aires tracées sur le plan perpendiculaire à Taxe des 2, par les projections des rayons vecteurs de tous les éléments du sphéroïde et multipliées respectivement par leurs masses, quantité qui doit être constante d'après le principe de la conservation des aires (n*' fiS, liv. I").
U ne s'agit plus maintenant que de substituer dans la formule générale ( 3 ) à la place des six quantités ^ , ^y 0, s^ Uy v leurs valeurs précédentes pour former celles des différents symboles (/î, a) (», /) etc. La différentiation relative à la constante e de-, vant abaisser dans les expressions de «p, rp, 6, s^ u^ v d'une unité l'ordre des termes qui la renferment, il en résulte que les valeurs des symboles (/z, e\ (/, e)y etc., ne seront exactes qu'aux quantités près du second ordre par rapport à e, quoique l'on ait poussé l'ap^ proximation jusqu'aux termes de l'ordre e^ dans les expressions de ces variables. On pourra donc négliger également les termes de Tordre du carré et des puissances supérieures de e dans le calcul de toutes les quantités symboliques [n^ g)^ (/i, /), etc, ce qui en facilitera la détermination.
Cela posé, calculons d'abord les dix symboles (/z, <?), (yi, /), («, a), (/î, 7), (/, c), (/, a), (/, 7), (c, a), (c, 7) et (7, a) qui ne renferment pas la constante e.
Il suffira de supposer, d'après l'observation précédente,
e y' cos 7 . ey' ^ ey
/? sm 7 w sin 7 ' n
sz= Cn, 11= — C n cos 7, i^= Ce x-
£n différentiant ces valeurs et faisant abstraction dans les résultats obtenus des termes qui contiennent le temps /, puisqu'on est assuré d'avance que ces termes doivent disparaître d'eux-mêmes dans les quantités (n, c), {n, /), etc., qu*il s'a^t de calculer, on trouvera
drf d^ dB dm d^ dB
d<p d'h dB do d^ dB
di = '^ 11=''^ 5r=^' 5^=^' rv="' ^=''
dff d^ dB
aoL da doL
ds ^ du ^ dv ds du dv
Tn = ^' Â, = -^'^'>^ rf^ = "' ^=*>' 5?='*' dc = '''
ils du dp ds ^^ r^ ' ^^
— ■ =o, —- = 0, ■r,= o, — =ro, -r-=C/îsm7, 3- = o
dl dl dl dy dy ^7 '
ds du du
di^^' di~^' d^^^'
La substitution de ces quantités dans la formule (3) a donné
(/i, c) = o, (/i, 7) = O, (/i, /) = — C, (/i, a) = C COS7,
(c,a) = o, (c,7) = o, (a,7) = C«8in7.
Calculons maintenant les cinq symboles (e^ /), (e, c), (/, e)y (7, e) et (a, e) où entre la lettre e. Considérons d'abord le symbole (<?, /). £0 difîérentiant par rapport à e les valeurs des quantités^, ^|», 9, 5, /i, v et faisant abstraction des^termes qui ne produiraient que des quantités périodiques ou de l'ordre du carré de e que nous négligeons, on aura
dff dB X ^^ ^^X.
5/"~"** dë^'^n^ dî^'^TTl'^ ds _ _ (aC — A — B)g dv _ Cedx' ^ _ ^ / ^ "" 2/1 ' dl" dl ' de"^'
En substituant ces valeurs dans la formule
d(f ds dB dv dB dv
^^' ' '~ '* Il Hr'^ Te Jl "ITt Jr"
on trouve
(^'')= — ^n — --^t( di y
ou bien, en substituant pour y^y xS ^X ^^ ^x' ^^^^ valeurs et omettant les termes périodiques ,
, „ (aC— A — B^ (A'a' + B'^Mef (^'')= ï^ ^n '
expression qui^ en vertu des valeurs de a et 6, donne
La quantité (f, c) se calcule par la formule
d^ dv dB dif
or, on a
d*^ « dy' dB dy
oc de de . nde
et , par suite ,
En substituant pour x^ x' ^^ \e\^r^ différentielles leurs valeurs, on trouve
y^dx — x^x' _ _ ABfl'A'
et par conséquent
ABfl'é^^
ou bien, en remplaçant a^ et 6' par leurs valeurs,
le c)- (C-A)(C-B).
Le symbole (e, a) est donné par la formule
d^ du
^ ' da de
dans laquelle il faut substituer pour -r^ ^^-j- ^eurs valeurs
d^_ </tf _ (C — A) (C — B) g C0S7 ^
r/a""*' de"^ C/i '
on aura ainsi
(C~-A)(C — B)gcos7
En calculant, de la même manière, les deux symboles (/z, e) et (7» ^)» ^^ ^ trouvé
En réunissant les valeurs que nous venons de calculer, on trouvera les neuf quantités symboliques suivantes égales à zéro, savoir :
et les six autres seront déterminées par \eé formules suivantes :
(«,/) = _C, («,«) = Ccos7, (c,0 = ^^~^ii^~°^^ (C-A)(C-B)e x_(C-A)(C-B,)ecos7
(*'')- c^ ' ("'^^- ôi '
(a, 7)= C/i sin7.
Au moyen de ces valeurs la formule générale (4 ) » n" I , en sup-
posant V = O , dooDera
(Ç'\dt=Z'^Cdl'hC COS7 rfa,
• /rfV\ , _ (C--A)(C— B)e^^ (C~A)(C~B)gcos7 \de) ^"^ C/î
da
fd\
edly
Cn ^^'
(C!—A)(C — B)cos7 Cn
cde^
dy\ ^ -d^)'' =
C/i sin7 e/7, ( — \dt =: — C/î sin7rfa
d*où Ton dre , par rélimination , , dt(dV , dy\
"" C \dn) (C — A)(C~B)
_ C/î€// fdY\
"""(C-AllC-B) U^ /
"" C \l£//ï j C/isin7 \dy)^
C/2Sin7 \a7 /
Cnsiny \dlj Cn siny \d(Kj
ede
Cndt
On peut donner à c-es équations différentes formes diaprés la signification des constantes que Ton aura considérées. Si à la place
de^ constantes n,e^CylyOL^y on voulait introduire , clans les formules précédentes, les constantes A, X- , etc., qui entrent dans les intégrales finies du mouvement de rotation (n°5!>, livre I), on observerait d'abord que si dans les expressions des constantes h et X- (numéro cité) on «ubstitue pour p^ q et r leurs valeurs précédentes, en négligeant les puissances de e supérieures à la seconde, on trouve
h = C/i% A'= C'/i' — (C — A) (C — B) €\ d'où Ton tire , en différentiant ,
dh = iiCncin, dk = C^/i -- ^^ "^ ^1^^ "^ ^^ ede, (ii)
On a d'ailleurs , en désignant par / et ^ les deux constantes qui doivent compléter les intégrales des fqrmules (3) et (4) (n® 53, livre I), et en comparant leurs valeurs à celles des constantes c et l,
nlzncy nl-^g = ly et, par suite,
ndl =: dCy dgzn dl — de, (12)
En regardant successivement V comme une fonction des constantes ^i ^'y ^i g ^^ comme une fonction des constantes n^e^ r, /, on trouve ensuite
€/V__(C — A)(C~-B) dW^ ^ — ^__1X ede C/i dk de ndl dg
dV d\ d\ ^ d\ dW
'd[ = 'Tg' -d^i^^^^dh-^^dî'
Si Ton substitue ces valeurs dans les quatre premières formules (10) et qu'on remplace ensuite dn , cdcj dl et de par leurs valeurs dans, les équations (i i) et (i 2 ), on trouvera
, ((iy\ cosy dt /dV\
Ces formules coïncident complètement avec les quatre premières formules (P), qu'on trouvera n° 7, livre IV, en supposant dans celles-ci A = Cn. Quant à la cinquième et à la sixième , elles coïncident avec les deux dernières formules (lo), parce que les constantes a et 7 ont la même signification dans les deux cas.
Il faut observer, toutefois , que les formules précédentes ne sont qu'approchées, tandis que les formules (P) du n® T, livre V, sont générales et s'étendent à toutes les puissances de la quantité e dont nous avons ici négligé le carré et les puissances supérieures à la seconde. Mais lorsqu'il s'agit du mouvement de la Terre, cette approximation est suffisante , parce qu'on peut alors regarder la constante e qui dépend des oscillations de Taxe de rotation autour du troisième axe principal , comme une quantité très-petite de l'ordre des forces perturbatrices (n° 15, livre V). On pourrait donc déduire des formules précédentes toutes les lois des phénomènes qui dépendent du mouvement de rotation de la Terre, tels que celui de la précession des équinoxes et de l«i natation de taxe terrestre , mais nous renvoyons au livre V le développement de ces importants résultats : nous avons voulu seulement montrer ici comment on pouvait déduire des formules de Lagrange les expressions différentielles des variations des constantes arbitraires qui entrent dans les formules du mouvement de rotation. Ce grand géomètre avait indiqué lui-même cette application dans le beau Mémoire où il jeta les premiers fondements de la nouçelle théorie de la variation des constantes arbitraires [*) y mais il ne Pavait pas développée , le temps lui ayant manqué sans doute pour terminer son travail.
(*) Mémoires de V Institut pour les années i8o8 et 1809.
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