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ERRATA
Page 78, ligne 8, an lieu de Ç~~ ■ co’ > 1 lisez
cos >
tat, 5, en remontant , au lieu de «in 9 , lisez «in
Ibid. 6, en remontant, au lieu de asin ô sin ^ , lisez z sin 8 cos <p
■ 4a, a, en remontanl , an lieu de «in (# — «,), lisez »iu («, — e)
198, 3, en remontanl, au lien de divisc'e, lisez divises
35a, a, en remontant, au lieu de 3a' .(a,a'ar), lisez3aa' .(a,a')'
3Ga, a, en remontant, an Heu de Os) “*■ (33 ■
385, 18, au lien de 5n — 3n , lisez M — an
43a, au bas de la page , ajoutez on trouve de cette manière 433, ligne 3, au lieu de a’a', lisez n’a'*
438, 1, en remontant, au lieu de longitude et de. . ., lisez lon-
gitude de. . .
LIVRE TROISIÈME
Théorie des Comètes.
Jusqu’ a la fin du dix-septième siècle, on avait regardé les comètes comme des phénomènes particuliers dans le système du monde : Newton montra qu’elles sont, comme les planètes, soumises aux lois de la gravitation universelle ; et il rendit un éminent service à l’Astronomie en les rattachant par ce lien au reste de notre système solaire, et à la Philosophie en dissipant pour jamais les vaines terreurs qu’inspirait leur apparition.
Lathéorie des comètes peut se diviser endeux points principaux. Le premier a pour objet la détermination de leurs orbites d’après les données fournies par l’observation ; le second , celle des perturbations qu’elles peuvent éprouver par 1 action des planètes. Nous allons examiner successivement dans ce livre ces deux grandes questions.
CHAPITRE PREMIER
Détermination approchée des orbites des Comètes.
j . Les comètes sont des astres qui diffèrent des planètes , non-seulement par leurs apparences physiques, mais encore par la marche irrégulière qu’ils affectent. Elles parcourent au hasard toutes les régions de l’espace , les unes dans un sens , les autres dans la direction opposée. Les plans de leurs orbites ne sont plus compris dans une zone étroite de la sphère céleste , ils peuvent avoir entre eux des inclinaisons quelconques; mais les comètes sont, comme les planètes, assujetties à la loi de la pesanteur universelle, et elles décrivent en vertu de ce principe des courbes rentrantes dont le Soleil occupe un des foyers. Probablement , et l’analogie nous porte à le croire, les orbes des comètes, sont, comme ceux des planètes, des courbeselliptiques ; mais ces ellipses sont très allongées, et leurs grands axes presque infinis, puisque nous n’apercevons ces astres que dans une partie de leur cours lorsqu’ils approchent du Soleil, et qu’ensuite ils disparaissent totalement à nos yeux armés de tous les instrumens que l’esprit humain inventa pour en prolonger la portée. Ce ne serait donc qu’une question de pure curiosité, intéressante sous le point de vue analytique,
mais peu importante aux besoins de l’Astronomie, que celle qui aurait pour but de déterminer les élémens de l’orbite d’une comète, d’après les observations faites pendant la courte durée de son apparition, si nous ne devions plus l’apercevoir dans la suite, et si elle avait abandonné pour toujours les limites de notre système planétaire. Mais il faut observer que c’est le seul moyen que nous ayons de reconnaître cet astre lorsque, après avoir accompli sa révolution, il reviendra vers le Soleil. Il ne faut pas en effet compter pour cela sur ses propriétés optiques; l’étendue du noyau , la chevelure , la disposition de la queue , l’éclat de sa lumière , toutes ces données varient à chaque instant de forme , de grandeur et d’intensité , à mesure que les comètes approchent du Soleil ou de la 'J erre , et les circonstances enfin dans lesquelles elles se trouvent changent à chaque révolution , parce que la matière si rare qui compose leur chevelure et leur queue se dissipe graduellement dans l’espace.
C’est donc en comparant les élémens de la comète que l’on observe , à ceux des comètes qui ont été observées précédemment, que l’on peut s’assurer si cet astre apparaît en effet pour la première fois, ou si ce n’est qu’une comète déjà connue qui revient à son périhélie. Il devient donc indispensable de calculer ses élémens. Newton le premier, dans son admirable ouvrage des Principes, a donné une solution de ce problème, fondée sur des considérations géométriques très ingénieuses. Halley, par des calculs immenses, l’appliqua à toutes les comètes connues de son temps. Ce travail porta son fruit , et ce grand astro-
nome reconnut le premier l’identité des comètes observées en i456, i53i, 1607 et 1682 ; résultat important , et qui valut un nouveau triomphe à la théorie de la pesanteur universelle, en montrant que la marche des comètes, si irrégulière en apparence, est aussi certaine que celle des planètes, et en mettant les géomètres à même de suivre le cours, et de prédire les retours futurs de ces astres, qu’on avait regardés jusque là comme des phénomènes à part, et en dehors de toutes les lois qui régissent les autres corps du système du monde.
La question que nous allons traiter intéresse donc non-seulement les géomètres comme un bel exercice d’analyse, mais encore les astronomes comme un point de théorie qui peut avoir d’importantes applications. Aussi beaucoup d’entre eux en ont fait l’objet de leurs méditations, et nous avons aujourd’hui pour résoudre ce problème plusieurs méthodes qui conduisent par des voies différentes à des résultats également satisfaisans. Deux de ces méthodes méritent surtout d’être distinguées, comme étant pour ainsi dire les types originaux sur lesquels la plupart des autres ont été construites ; ce sont celles que nous devons à Lagrange et à Laplace. Elles portent chacune le cachet particulier qui caractérise l’esprit de ces deux grands géomètres. Celle de Lagrange semble ressortir plus analytiquement du fond de la question, et sa simplicité n’exclut pas l'élégance ; celle de Laplace parait plus recherchée, et résulter plutôt de considérations fondées sur les observations que de la théorie. Elles ont l’une et l’autre de grands avantages.
leur application numérique est facile, et leur usage est aujourd’hui justement adopté. Comme l’illustre auteur de la Mécanique céleste a pris soin lui-même d’indiquer les nombreux perfectionnemens que l’expérience a introduits dans sa méthode, et qu’elle est suflisamment exposée dans cet ouvrage, nous présenterons ici sous des formes analytiques nouvelles une méthode qui dérive fort simplement de celle de Lagrange , mais qui évite une partie des inconvéniens que celle-ci entraînait dans les applications, et que ce grand géomètre aurait sans doute donné le moyen d’aplanir, si, toujours plus occupé des vastes questions de la théorie que des embarras de la pratique , il n’avait dédaigné d’adapter ses formules à quelques calculs numériques.
•On sait qu’il suffit en général de trois observations pour déterminer toutes les circonstances du mouvement d’une comète. Cette question est même susceptible d’une solution rigoureuse; mais les équations finales auxquelles elle conduit sont tellement compliquées, et d’un degré si élevé, qu’il serait absolument impossible d’en faire usage; aussi a-t-on pris le parti de recourir aux méthodes d’approximation. Celle qu’on a généralement adoptée est fondée sur la supposition que les observations qu’on emploie sontpeuéloigne'es l’une de l’autre , ce qui permet de traiter comme de très petites quantités les intervalles de temps qui les séparent. On peut alors, au moyen de trois longitudes et de trois latitudes observées , déterminer tous les élémens de l’orbite, savoir : l’excentricité, la longitude du périhélie, et celle de l’époque, l’inclinaison,
la longitude du nœud, et le grand axe. Ce dernier élément est le seul qui puisse laisser de l’incertitude, parce qu’il faudrait, pour le déterminer exactement, connaître la durée d’une révolution de la comète , ce qu’on ignore presque toujours : mais on peut remarquer que lorsque la comète est près de son périhélie, et c’est alors seulement que nous l’apercevôns, l’ellipse quelle décrit se confond sensiblement avec la parabole qui a son sommet en ce point, et qui est décrite du même foyer, en sorte que le mouvement apparent de l’astre et les résultats de l’observation sont les mêmes que s'il avait lieu sur cette courbe. On suppose par cette raison, pour faciliter le calcul des élémens, que l’orbite est parabolique. La solution du problème contient alors une équation de plus que d’inconnues, et l’on peut en profiter pour choisir, entre les diverses combinaisons de ces équations, celle qui doit conduire à des résultats plus exacts. Lorsqu’on est parvenu de cette manière à une première connaissance approchée de l’orbite, en employant trois nouvelles observations séparées par des intervalles de temps plus considérables, on rectifie les élémens que l’on a obtenus de manière à satisfaire le plus exactement possible à l’ensemble des observations connues. Plusieurs méthodes ont été imaginées dans ce butj celle que nous exposerons ici mérite d’être adoptée définitivement par les astronomes qui s’occupent de ces recherches , et qui doivent désirer d’éviter les longueurs de calcul et la perte de temps , que les autres méthodes occasionent trop souvent.
Après ces notions nécessaires sur la solution générale du problème, nous allons en développer l'analyse; nous donnerons ensuite des exemples numériques qui faciliteront l'application de la méthode que nous exposons.
2. Soient x, y , z les coordonnées de la comète dans son orbite autour du Soleil, rapportées à un plan fixe que nous supposerons être celui de l’écliptique ; soit r=v/saH-j»+ z* sa distance au Soleil.
Soient X et Y les coordonnées de la Terre dans
l’écliptique, et R = \/X*-f- Y* sa distance au Soleil ou son rayon vecteur.
Enfin désignons par £, », £ les trois coordonnées de la comète rapportées à trois axes passant par le centre de la Terre , et par / = »*-f- £* la dis-
tance de la comète à la Terre, en sorte qu’on ait
Soient maintenant a la longitude géocentrique de la comète, et b sa latitude ; soit A la longitude de la Terre dans le même instant; il est aisé de voir qu’on aura
X = R.cosA, Y=R.sinA, £ = y .cosa .cosb,
» = f . sin a . cos b , £ = y . sin b.
Ces valeurs substituées dans les équations (x) donneront
x = R . cos A -f- f . cos a . cos b, 1 jr = R . sin A -J-/ . sin a .ces b A (2) z = / . sin b. j
Chaque observation fournira trois équations semblables; si l’on ajoute ensemble les carrés de ces équations, on en tire
r*= Ra-f- aRf • cos(A — a) . cos b -j- />* ,
équation que donne d’ailleurs immédiatement le Triangle rectiligne formé par le Soleil , la comète et la Terre. En effet , si l’on nomme c l’angle entre le Soleil et la comète, ou ce que les astronomes appellent son élongation , R et f seront les côtés qui comprennent cet angle , et r le côté opposé ; on anra donc
r*=R* — 2R/> . cosc-J- f*. (3)
Or l’angle c a pour mesure l’hypoténuse d’un triangle sphérique rectangle dont b et i8o°— -A-f-a sont les deux autres côtés ; on aura donc
cosc = — cos (A — à) . cos b,
et les deux valeurs de r* sont par conséquent identiques.
Les observations font connaître les deux angles a et b ; l’angle A et le rayon R se calculent par les tables du Soleil; les équations (2) renferment donc encore quatre incontlueS, x , y , z et f> , et ne peuvent suffire par conséquent pour les déterminer. Il faut, pour y parvenir, faire quelque hypothèse sur la nature de l’orbite que décrit la comète ; la plus simple est de supposer cette Orbite parabolique. Dans ce cas, on peut, n° 3a , liv. H, exprimer les coordonnées de la comète relatives à une époque quelconque, ensériesordonnées
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par l'apport au temps, et ne dépendant que de six quantités supposées connues, qui sont les trois coordonnées de la comète à une époque donnée et les trois coefliciens différentiels de ces coordonnées. Si l’on substitue donc ces valeurs dans les équations (a), elles renfermeront sept inconnues , savoir, les six quantités dont nousvenonsde parler, et l’indéterminée /; maischaque observation donnant trois équations semblables , si l’on choisit trois observations faites à des intervalles de temps connus, il est clair que les neufs équations qui en résulteront ne renfermeront plus que neuf inconnues, et su diront par conséquent pour en déterminer la valeur. On aura même, en y joignant l’équation du mouvement parabolique, une équation de plus que d’inconnues, et le problème pourra être, avec ces données, complètement résolu.
Prenons donc trois observations séparées par des intervalles de temps 0 et 0' assez courts pour que les séries ( k ) du n* 32, livre II, soient convergentes. Prenons pour l’époque cl’où nous comptons le temps t, et qu’on est libre de choisir arbitrairement, celle qui répond à l’observation moyenne; désignons par x , y, z les coordonnées de la comète à cet instant, rapportées au centre du Soleil , et par x^'—, yt=^t
2,= leurs trois coefficiens différentiels; désignons
par x° ,y°, z°, les coordonnées de la comète qui répondent à l’époque — 0 de l’observation qui a pré-
cédé, et par x' , y' , a' celles qui répondent à l’époque t=0' de l’observation suivante. Si l’on développe par
la méthode du numéro cité , ces six quantités suivant les puissances de G et de G', on aura pour les déterminer des expressions de cette forme
x®= vx -f- ux, , x'= v'x 4- u'x( ,
y°= yy + u r, , y = v> -f- u ’jr, ,
z®= vz -j- tj z/ , z' = v's + u'z,;
les lettres v, 0,7', u', exprimant des fonctions ordonnées par rapport aux puissances de G et de G', qui renferment en outre le rayon vecteur r et les
quantités s — r^ et ^ relatifs à l’époque t=o. Les
valeurs de v, u, v', u' se détermineront en faisant successivement tz= — G et t=Q' dans les fonctions que nous avons représentées par V etüdansle n® 32,liv.II, 3. Cela posé, soient a°, a, a' les trois longitudes géocentriques de la comète, b* , b, b' ses trois latitudes, et />°, f, y'ies distances de la comète à la Terre dans chacune des trois observations. Soient de plus A0, A, A' les trois longitudes héliocentriques de la Terre, R°, R, R' ses trois rayons vecteurs correspondans , et enfin X°, Y®, X,Y, X', Y' ses coordonnées rapportées au centre du Soleil, et relatives aux mêmes instans , en sorte qu’on ait
X°= R° cos A®, X= R cos A, X'=R'cosA',
Y0 = R® sin A®, Y = R sin A, Y'=R'sinA'.
En supposant de plus pour abréger :
m° = cosa®cosi®, «®= sin a* cos b*, p* — sin b* , m =cosa cos£, n — sin a cos b, p z=sinb, m = cos a cos b', n' = sin a' cos b' t // = si» b' .
Les équations (2) donneront pour les trois observations faites aux époques où l’on compte t — o, lz= — 0, * =0'le système d’équations suivant :
Pour la première époque ,
x = X-i-mf, j
z=pf, '
Pour la seconde ,
vx -f- ux t = X° 4- mcf",
vz -f- vZj =p°f° ;
Pour la troisième ,
v'x + v'xl = X' + m'f,
Il ne s’agit plus que d’éliminer entre ces équations les inconnues quelles renferment pour avoir les valeurs de celles de ces inconnues qui sont, nécessaires à la détermination de l’orbite de la comète. Or nous avons vu n° 34 , livre II , qu’il suffisait pour cela de connaître les trois distances f°, f, f et les trois rayons vecteurs correspondans r°, r, r'; en éliminant donc des neufs équations précédentes les six inconnues x,y, z , xnX**zt on parviendra à trois équations finales entre f°, f, /, au moyen desquelles on déterminera leurs valeurs. Celles de r*, r, r' seront données chacune par une équation semblable à l’équation (3) que fournira
- applic
chaque observation, et l’on pourra par conséquent résoudre ainsi complètement la question. C’est de cette manière que Lagrange a traité le premier le problème de la détermination des orbites des comètes d’après trois observations ; mais cette méthode , qui semble d’abord la plus simple, est sujette dans les lications, surtout quand on veut pousser un peu loin la précision , à quelques difficultés qu’il nous a paru convenable d’éviter, ce qui est aisé en choisissant pour déterminer l’orbite de la comète les six quantités x, y , z , xt , y t , zt, au lieu des six quantités /»% />, , r°, r, /•'. Nous avons vu en effet qu’au moyen de ces valeurs l’orbite pouvait être parfaitement fixée de grandeur et de position, et que c’étaient même les données les plus commodes qu’on pût choisir pour cet objet; nous prendrons donc ces quantités pour les inconnues dont il s’agit de trouver la valeur, et nous éliminerons des équations précédentes les distances p°, f> , f qui ne feraient qu’embarrasser notre marche. Nous parviendrons de cette manière à la solution la plus simple et la plus exacte peut-être qu’il soit possible de donner du problème qui nous occupe. Si des équations ( a ), ( b ), (c) on élimine les trois incounues f°, f , p', on aura
mz=p. (x — X), nz—p.{y — Y), .
me . (vs -f - vzt) —p° . (vx -f- vxt — X°) , /
. «°. (vz -f- uz,) =p°. (vj + xsy, — Y8), ^ (4) m'.(v'z+ v'z)=p'.(\'x-\-v'xt— X') , \
Si dans ces quatre dernières équations on substitue
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pour xety leurs valeurs en z, qu’on élimine ensuite xt et yt entre les équations résultantes, qu’on fasse vu' — v'u = u', et que, pour abréger, on suppose
X' U — XV+Xü"= L, Y'u — Y°u'-(- Yu"=L',
on aura les deux équations suivantes
du' . (jrip0-m°p) . z/=[vu' . (m°p-mp°) p'-v'v . ( m'p-mp') .p0'] .
uu ' .(n’p° -n°p'). z, — [vu' . (n°p - np°) .p' -vu. (np -np’) -p0}-
Si de ces équations on tire les valeurs de z et de zt , et que pour simplifier on fasse
ù==~0.[(mop—mp',).(np0 — n°p’) — (mp° — m°p').(n°p — ///>")] = (rn'n — mri) . p° -j- (m°n — mrn°) .p -f- (mn° — m°n) . p',
on trouvera
Au "z = (rip° — n°p’).p . L — (>rip° — map').p . L' , (5)
^.uy,ü".a,= [vu' . (n°p-np°) .p'-v’v. (n'p-np') ,p°~\ .L }
— [xv .(m°p-mp°)p'-v'v. (m'p-mp' ).p°~\.U . Ç '
Si l’on élimine entre les six équations (4) les quatre inconnues x, y , y t , z/ , et que pour abréger on fasse
XuX,
XV
+x-(w- S-Vo-â=M> +x-(w- £•- ,'0-é)=M'>
o n aura les deux équations suivantes
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uu'.(m0/»'- m'n°) .x^fvu'. (mn°-m°n) . m — y'v.(m.n-m'n') . m°]
v m'p° ) .xy— [ vu' . (mp0-m0p) . m — y xs .{mp -m p).m°~\.^
Si l’on élimine entre elles l’inconnue z, on aura pour déterminer xt
A.uu'u".x — [vu'.(/n/i°— m°n).m' — v'u.Qran' — m'n).m°].M' 1
— [vu' . ( mp°-m°p ) . m—yv . (mp'-m'p) . /re°] . (M-L') J ' ^
De même en changeant dans cette équation xt en yt , ma ,m, m' en n° , n , n' , et réciproquement , et en faisant pour abréger
Tl
y'üA —
yv.£+y.(w.
YV.g+Y.(W. £ - ,'üÂ)=N',y
on trouvera pour déterminer ^ ,
A.uu'u".j(=[vu'.(/ren° — m°n).n — v'u.(h*i»'— /»'n).n°].N' i .
— [vu . (n°p — np°) . n — Vu. {np — np') . n°].(N-L). J ^
4. Nous voici donc parvenus à exprimer sous forme linéaire les six quantités x, y, z, x,, y,, zt, qui doivent servir à fixer l’orbite de la comete en fonction des quantités v, v* , u , et de quantités
toutes connues. Les valeurs de v, ü( v , u , sont, comme nous l’avons vu , données par des séries qui procèdent suivant les puissances ascendantes du temps et qui renferment de plus les trois indéterminées
r,s='-^ et Il faut donc connaître encore les
valeurs de ces quantités avant de pouvoir faire usage des formules précédentes. Or la première peut aisément se déterminer au moyen de l’équation (5) du n° 2; en effet, si l’on substitue dans cette équation pour f sa valeur en z donnée par la troisième des équations (a), qu’on compare ensuite lequation résultante à l’équation (5), on aura deux équations entre les deux inconnues r et z, d’où l’on pourra toujours conclure par l’élimination la valeur de chacune d’elles. Quant aux deux autres indéterminées s et ~ , nous donnerons le moyen de faire
disparaître la première de ces formules , et la seconde n’y sera pas introduite par la substitution des valeurs de v, u, v', v1 , lorsqu’on ne poussera les approximations que jusqu’aux carrés du temps, ce qui suffira dans presque toutes les circonstances; nous pouvons donc ne pas nous en occuper ici , et regarder les formules précédentes comme très propres à résoudre entièrement la question que nous traitons.
Pour développer ces formules, reprenons les valeurs deV et de U données n° 52, livre II. En ne poussant l’approximation que jusqu’aux quatrièmes puissances du temps t , on a
Ôr3
St 4
5si , 1 \ <4
En faisant successivement t =; — 6 et t = Ô', on aura
les valeurs des quantités que nous avons représentées par v, u, v' , u'. On trouve ainsi, en rejetant les termes inutiles,
fl -u 03 — 0 +6
et comme u"= vu' — v'u, on aura
s. (8' — 6). (8' -f fl)5
Pour donner à nos formules toute la simplicité quelles sont susceptibles d’acquérir, il convient d’exprimer les coordonnées X°, Y®, X', Y' de la Terre, qui se rapportent aux observations extrêmes, en fonction du temps, et des coordonnées X, Y relatives à l’époque où l’on compte t = o. Nous supposerons donc
X°=VX-f-UX,, X^V'X+.U'X,,
Y» = y Y + UY„ Y' = V'Y -f- U'Y,,
en faisant, pour abréger, X/ = <^, Y, = ^ et
en désignant par V, U, V', U' des fonctions semblables à celles que nous avons nommées v, u, v', u', et qu’on obtiendra en faisant successivement 1=. — S, t = B' dans les équations (m), après y avoir changé/1 en R et s en S ; on aura ainsi
— 2R3 2Rs’
Pour abréger, nous supposerons dans ce qui va suivre
ü"=Vu'— v'u, u;=Uuy^u'u.
Ijes valeurs précédentes donneront donc U=5+9 _ 6rr+UlÜ+ 4^
et par suite
8'.(fl'+8) /.
Nous supposerons de plus
vu'+v'ü=v% Vü'+y,u=y'/, Uü,+ü'u=v;.
Mais dans ces quantités nous n’aurons besoin que de considérer les termes du troisième ordre ; on trouvera ainsi
d’où l’on tire
11 ne s’agit plus que de substituer à la place de X°, Y°, X', Y' et des quantités v, n, Y , etc., leurs valeurs dans les fonctions que nous avons désignées par L, L', M, M', N et N'. *
5. Nous considérerons d’abord le cas particulier où ToMe II. 2
les observations sont supposées faites à des intervalles de temps égaux, parce que les formules qui résultent de cette hypothèse acquièrent une grande simplicité, et qu’on peut d’ailleurs y ramener le cas général en calculant trois observations équidistantes par des interpolations faites entre les observations données.
Si l’on remplace X°, X' , Y® , Y' par leurs valeurs , les expressions de L et L' deviennent
Dans le cas particulier où fl = 0', on a
et ü/= o. Si pour abréger on fait ~ ^ = a, on
aura par conséquent
L== — Ô3ffX, L'= — 03crY.
On trouverait de la même manière
1 TTl TTL I \ fît
Si dans cette équation on met pour V, V', U, U', v, v', u, v' leurs valeurs et qu’on néglige les termes du cinquième ordre et des ordres supérieurs , on trouve aisément
On aurait semblablement
Si Ton substitue pour L et 1/ leurs valeurs dans l’équation (5), qu’on remplace ensuite z par sa valeur dans les deux premières équations (4) , on aura
,r=X-f--^. [(n°p' — ni p°) . m.\ — (m°p' — m'p°) . m . Y], J = Y + ^ • [(»°//— n>°) . n.X—(m0p'—m'p0 ) . », Y],
Les trois équations(6) , (7), (g}, en substituant pour L , L', M, M', N, N', leurs valeurs, donneront de même
x =x _J_ — V) • m°+(n9p — np°) . m'] . x|
( — [(ni p — mp') .m°-j-(m°p — mp°) . m'] . Y j
_ ^ \[(n’p — np) . n°-f (n°p — np°) . n'] . x)
y< oa * ) ( »
f — [(m'p — mp') . n°4- (m°p — mp ”) . n'] . Y J
r — fl [[(«> — np').p°-f-(n°p — "P°) -P'] -X
’ — [{m’p—mp') .pa-\-(m°p — mp°) .p'] . Y
Si l’on remplace# maintenant dans ces formules les lettres m°, n° , p°, m, n, p , m', n', p' par les valeurs quelles représentent , et que pour abréger on fasse
c° = tang b . sin (A — « ) — tang ^ • sin(A a) , )
C = tangi' .sin (A— a0)— tangi0. sin (A — «'),KC) C = tang b° . sin (A — a) — tang b . sin(A — fl0},)
et
D=tang£>* . sin(a'-fl) 4- tangfr . sin(a°-a )+tang&' . sin(a-«°) , (D) ce qui donne
A — — cos b* cos è cos b' . D ; qu’on substitue pour X et Y leurs valeurs X = R • cos A , Y = R . sin A , on trouvera apres des réductions faciles
Rri1 aD ‘
, C cos a ,
Rr«*
aD
.Csinn,
Rrf1
. Ctang£ ,
Rcr$
.(C°cosn°-
-C'cosa'),
Rirâ
aï)
. (C° sin fl° -
- C'sina'),
R<rt>
aO
. (Otang b*~
— C'tangZ»') ;
formules d’une simplicité remarquable. En leur joignant l’équation (3) du n° 2 , on aura tout ce qui est nécessaire à la détermination des valeurs des six
quantités x ,y , z, xt , J ,, zr 6. Si l’on substitue dans la troisième pourz sa valeur
psin b, et pour <7 la quantité quelle représente , cette formule donnera
R«SC /i 1 \ , x
p~^Dc ^î’Vr3 RV' ^
En faisant donc, pour abréger,
L_ Bl»C zDcosft*
on aura pour déterminer les inconnues p et r les deux équations
F —h.fe — 55), / Qÿ
r* =R* — p.(2R cosC)+p*. ;
On pourrait éliminer entre ces équations l’une des inconnues qu’elles renferment; en substituant, par exemple, dans la deuxième à la place de p sa valeur, on parviendra à une équation finale du huitième degré en r, mais qui s’abaissera d’elle-méme au septième. Cette équation, résolue par approximation, donnera la valeur de mais il est plus commode dans les applications de conserver les deux équations (B) , et de déterminer simultanément la valeur de p et de r par la méthode ordinaire des fausses positions. .
Quand les valeurs de p et de r seront connues , on aura aisément celles des six quantités x, y ,zy cct tyiX z/ par les formules (A) , et l’on en conclura celles des élémens dé l’orbi te par les formules du n° 29 , livre ll.
Legrand axe est donné par l’équation
Si l’on suppose que l’orbite de la comète est une parabole, on aura ^ = o, et 1 équation précédente deviendra
On aura ainsi une nouvelle équation qui pourra servir à déterminer le rayon vecteur r ou à vérifier les valeurs obtenues par les formules précédentes. Il sera bon de l’employer à la place de l’équation (io), parce qu’elle a l’avantage de ne pas contenir la quantité D qui est très petite du troisième ordre par rapport à l’intervalle de temps 6 , comme nous le ferons voir plus bas, de sorte que les erreurs des observations peuvent avoir sur elle une influence sensible. Pour la faire disparaître de même des formules (A) „ je remarque que l’équation (io) donne
R#0 ( . cos b
aD ~ CÔ ’
Les trois premières équations (A) deviendront donc ainsi
x = X ■+• y.côs b*cos a ,
J ■ J — Y -j- p.cos i.sin a ,
Z 5= f.sin b,
valeurs qui coïncident d’ailleurs avec celles du n° a* et les trois dernières donneront
X, === X, -f- cos a0 — C'cos a')t j
y, = 4- • (C° sin a0 — C' sin a') , >(i3)
3/ = . (O tâng b* — C' tang b') . \
Si, pour abréger, on suppose
F = ^.(C°cos *• — C' cos a!),
G= ^.(C-siHeo-C'sina'),",
.H=*^L* . (Otang b°~ Ctang b') , ; les valeurs précédentes deviennent
Si l’on élève au carré chacune de ces valeura, et qu’on la substitue ensuite dahs l’équation ( 1 1) , on aura
?=XvfYvh2f .(FX+GY)+r.(F*+G*+H*)f («5) ■
Cette équation, jointe à 1 équation
/■* = R* — p.(2Ïlcosc) ■+• p* , (16)
que l’on obtient en ajoutant de même les carrés des valeurs de oc, y, z, servira à déterminer les deux inconnues f et r. < - r* •! ■ • ...r ;i:
Si entre ces deux équations on éliminait r ou f, l’équation résultante serait du sixième degré ; mais , comme nous l’avons dit, il vaut mieux, pour les ap* plications, laisser ces équations sous cette forme , et les résoudre par les méthodes ordinaires d’approximation. î • : •
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Pour diriger les premiers calculs , remarquons que la seconde de ces équations peut se mettre sous cette forme ,
/•* = R1 sin*,C -f-(p — R cos c)* ;
par conséquent r est toujours plus grand que R sin c. Désignons par S la valeur minimum de la fonction qui forme le second membre de l'équation (i5) , (valeur
qui répond à la supposition de f =
fraction * sera plus grande que S ; on aura donc à la
fois r > R et r < Il suffira, avec ces limites, de
quelques essais pour satisfaire aussi exactement qu on voudra aux équations (x5) et (i6).
Lorsque les valeurs de r et de f seront connues , on aura immédiatement celles des six quantités x,jr, z , Z,, au moyen des équations (12)
et (i3); et c’est un des principaux avantages de. la méthode que nous venons d’exposer, quelle réduit au plus petit nombre possible les équations qu’on est obligé de résoudre par tâtonnement , de manière que les inconnues qui y entrent une fois déterminées , le§ autres inconnues du problème s’en déduisent d’une manière facile par des formules rigoureuses, . j ' ■ t 8. 11 ne nous reste plus, pour faciliter l’usage des formules précédentes, qu’à montrer comment se calculent les différentes quantités connues quelles renferment ,' et qui dépendent , soit des lieux du ,Soleil dans lecliptique , soit des données l’observation^
Commençons par les premières. Les tables du Soleil feront connaître le rayon vecteur R, et la longitude de cet astre pour l’instant qui répond à l’observation moyenne. Si de cette longitude on retranche deux angles droits, on aura la longitude correspondante de la Terre ou l’angle A. Quant aux quatre quantités X , Y, Xx , Yx , qui dépendent du mouvement de la Terre dans son orbite, les deux premières se calculent sans difficulté, puisqu’on a
X = R . cos A , Y = R . sin A. ( h )
Soient maintenant, pour une époque quelconque, peu éloignée de celle de l’observation, e l’excentricité de l’orbite terrestre et a> la longitude de son périhélie; désignons par v la longitude héliocentrique de la Terre , par r son rayon vecteur, et par x et j ses deux coordonnées rectangulaires. L’origine de ces trois dernières quantités étant au centre du Soleil, on aura . _ . ,
x — r . cos v , y = r . sin v , d’où l’on tire, en différenciant ,
dx_ dt~~ ‘
dé -
r a cl T
smt,. — -J- COSf.^ ,
j- e. cos (t
et en différenciant
dr £ . sio (<•’ — «) r“dv
dt i — el dt
On a d’ailleurs , par la nature du mouvement elliptique n° 20, livre II,
dv \/ 1 — e%
dt r* *
par conséquent
dr e . si n ( v — «) rdv [/ 1 — e‘
dt ' y' , g» 7 dt r
Si l’on substitue ces valeurs dans les équations (A) , et qu’on suppose ensuite t = o , ce qui donne v = A , /•=R, on aura
l/ 1 — £*. sin A
t/ 1 — . cos A
e . sin (A — •) . cos A
e . sin (A — *») . sin A
Ces équations jointes aux équations (A), donneront les valeurs des quatre quantités X, Y, Xy, Y,; on en tire aisément
XX . -f- YY
relations qui nôus seront utiles dans ce qui va suivre, et qui d’ailleurs résultent directement des formules différentielles du mouvement elliptique.
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Si l’on néglige le cube de l’excentricité de l’orbe terrestre, qui est une très petite quantité, oit aura
X = — ( 1 • sinA-|-e.sinfA — a>).cos A,)
Y, = f — J .cos A -f-e. sin(A — aJ.sinA.j
Ces formules donneront avec une exactitude suffisante les valeurs de X/ et Y(, lorsqu’on y aura substitué pour e et cü les nombres que ces lettres représentent , et qui dépendent de lathéoriedelaTerre. Ainsi, parexemple, l’excentricité de l’orbite terrestre au commencement de 1801 était de o,oi6853i8, et la longitude du périhélie à la même époque était de gg°3o'5"; on aura donc pour les temps voisins de cette époque
"=99°3o'5"> loS • Ç-jr~) = 9 • 9999384 — log R .
L’excentricité e diminue de 0,000041809 par siècle, et la longitude a> augmente de l 'a" à peu près par an » Enfin, on peut observer qu’en vertu des équations
— — Jet e. sin(A — * a)
la relation suivante ,
(~“Tr~“) +• e*-sin*(A — ®)=-g — 1.
Si l’on voulait négliger le carré de l’excentricité de l’orbite terrestre, ce qu’on peut se permettre sans erreur sensible, le calcul des quantités X, et Y, en
deviendrait encore plus simple, et pourrait même se faire imfnédiatement en n’employant que les données des tables. En effet, soit R' le rayon vecteur de la Terre lorsque sa longitude A augmente d’un angle droit, on aura
i — e . sm . [y — *)
d’où l’on tire
e . sin [v — co) = .
On aura doue simplement, en omettant les termes de l’ordre e*,
X, = — -g . sin A -J- (^L-) • cos A,
\\ — ^ . cosA-f-^— gî--) • sinA. .
La détermination des quantités C°, C, C', F, G, H, qui dépendent des observations , n’offrira aucune difficulté d’après la forme très simpleque nous leur avons donnée; il suffira d’y substituer pour a" , b°, a, b, a', b' les valeurs des trois longitudes et des trois latitudes observées.
Quant à l’expression du temps qui entre dans les formules précédentes, il faut remarquer qu’ayant pris pour unité la moyenne distance de la Terre au Soleil, le temps doit être représenté par les arcs du moyen mouvement solaire, conformément à ce que nous avons dit n° 22, livre II. Si l’on suppose donc que les intervalles 9 sont donnés en jours et en parties déci-
males du joui' temps moyen, comme cela a lieu ordinairement, il faudra, pour l’homogénéité des formules, multiplier 0 par l’arc que parcourt en un jour le Soleil en vertu de son mouvement moyen, cet arc étant lui-même, réduit en parties du rayon. L’année sidérale est de 365', 25638; si l’on représente par tt le
rapport de la circonférence au diamètre
SP
sera
l’arc du moyen mouvement du Soleil en un jour, par lequel on doit multiplier le temps , c’est-à-dire qu’il faudra ajouter au logarithme de 0, exprimé en jours moyens, le logarithme constant 8,2355821.
g. La forme des valeurs précédentes de X, et de Yy, permet de faire subir aux formules (i4) et (i5) quelques modifications qui rendent leur usage encore plus commode. En effet, si l’on suppose
P = ^ . [C°sin (A — a») — C' sin (A — a')] , Q = ^ . [C°cos (A — a?) — C'cos(A — a')] , H = ?ÿ.[C“tangê’_C'tangê'],
les valeurs de xn y ,, z/ , pourront prendre cette forme
xt = X, -f- (P sin A Q cos A) . p, j/ = YJ — (P cos A — QsinA). p , z, = H.p.
En substituant dans ces expressions, à la place de X, et Y,, leurs valeurs données par les équations (/), on aura
P-€ jp— L«in A+[Q.g — e.sin(A— *)].cos A, J
y, — — (v ■ « — + [Q • t~~e • S'n( A— *)3 . sin A . K 1 7)
*, = Hf- )
Si l’on élève an carré ces valeurs, et qu’on les ajoute, l’équation (i i) deviendra
-I-a^^P.^ÿl*4Q esin(A-*)]]+f*.(P,+Q*+H‘). (18}
Cette équation, jointe à, la suivante ,
r*=R* — ^.(aR cos c) + /*, (19)
donnera la valeur des inconnues , d’où dépend la détermination des six quantités x , y, z, xf , y t , z,.
C’est à ces dernières formules qu’il convient de s’arrêter, comme étant les plus simples que l’on puisse employer pour les applications numériques.
Les quantités P et Q sont, comme on voit, aussi Yaciles à former .que les quantités F et G que nous avions introduites dans les formules (14) et (1 5), et leur emploi offre l’avantage qu’il dispense de faire un nouveau calcul pour déterminer X, et Y,. Au reste, comme ces formules ne diffèrent entre elles que par leur forme , ce que nous avons dit sur l’usage des premières s’applique identiquement aux secondes.
Enfin, pour faciliter autant que possible les opérations du calculateur , nous remarquerons que , comme on est libre de choisir à volonté la ligne d’où l’on compte les longitudes sur le plan de l’é-
cliptique , on peut prendre, pour cette droite, le rayon mené de la Terre au Soleil à l’époque de l’observation moyenne ; on aura la longitude de la cqmète, par rapport à cette ligne, en retranchant l’angle A. de chacune des longitudes a0, a, a'. On déterminera , au moyen de ces longitudes factices , les valeurs de x, y, z, x/y yn zt, et il suffira, pour en déduire les élémens de l’orbite relatifs l’équinoxe vraie, d’ajouter l’angle A à toutes les longitudes qui en» résulteront. Or, l’hypothèse précédente donne A = o , et par conséquent , sin A = o et cos A = i . Les valeurs des six quantités x, y y z, xt, y t, zt, se réduiront ainsi à cette forme très simple.
x = R -f- f . cos (A — a), cos b , y — — f . sin (A — a) . cos b,
z = p . sin b , x'= [Q.p — e.sin(A — a)],
Quant aux fonctions que nous avons désignées par C°, C, C', D, et aux quantités F, G, H, ou P, Q, H qui s’en déduisent , il est visible quelles ne changent pas de valeur par la transformation précédente, et qu’elles pourront servir, dans tous les cas, de quelque manière qu’on les calcule.
10. Voici donc, en résumant ces-différens résultats, la marche la plus simple à suivre pour déterminer, d’après trois observations équidistantes, l’orbite d’une comète. Connaissant les trois longitudes a0, a, a' et les
trois latitudes correspondantes b°, b, b' de la comète , ainsi que la longitude A de la Terre dans son orbite , et le rayon vecteur R, relatifs à l’observation moyenne, on commencera par calculer les trois quantités C°, C , C' par les formules (C) , et l’on déterminera , par leur moyen, les trois quantités P, Q, II. On formera ensuite les équations (18) et (ig), et en les résolvant par .approximation , on aura les valeurs de r et de f , à l’aide desquelles on trouvera celles des six quantités z, xlt yt, z/f par les formules ( 1 7)
.ou (20). Ces quantités, une fois connues, les élémens de l’orbite seront donnés par les formules du n*2g, livre II.
Il ne faudra pas perdre de vue, lorsqu’on fera usage des formules précédentes, qu’elles ne sont exactes qu’aux quantités près de l’ordre ô3, et que par conséquent les intervalles de temps doivent être assez courts pour que les séries ( m ) soient convergentes , sans cependant être trop resserrés , parce que, dans ce cas, le mouvement géocentrique de la comète étant trop petit, les erreurs des observations ont une plus grande influence sur les résultats. En prenant généralement des observations dont les deux extrêmes soient séparées par un intervalle de temps qui n'excède pas dix à douze jours, on satisfera à la première condition sans tomber dans l’inconvénient d’opérer sur des observations trop rapprochées.
1 1 . Puisque le problème de la détermination de l’orbite parabolique des comètes contient en général plus d’équations que d’inconnues, il est clair qu’on pourra donner, pour le résoudre, une infinité de méthodes
en combinant de différentes manières ces équations entre elles. Toutes ces méthodes donneraient des résultats également exacts, si l’on pouvait compter sur les données fournies par l’observation ; mais comme leur précision n’est jamais rigoureuse, il faudra, parmi les combinaisons qu’on peut faire des équations primitives du problème, choisir celle qui emploie le moins de ces données , et qui , par conséquent , est plus exempte que les autres des erreurs des observations. Il est bon, pour éclairer cette question, de faire quelques remarques sur la signification des quantités que nous avons désignées par D, C°, C, C'. Considérons, pour cela, le triangle sphérique formé par les arcs de grand cercle qui joignent les lieux de la comète dans les trois observations données ; soient C°C , C°C' , CC' , les trois côtés de ce triangle, et désignons par C', C, C° les angles respectivement opposés. Les trois quantités m°, n°, p° représentent les cosinus de l’angle que fait le rayon f° mené de la Terre à la comète avec les trois axes coordonnés; les quantités m, n, p et m! , n',p' représentent les mêmes cosinus, relatifs à la seconde et à la troisième observation; on aura donc par les théorèmes connus ,
cos (C°C) = m°m -f -n°n-i-pap , cos (C°C') = m°m! n°n -\-p"p cos (CC') = mm pp' )
ou bien , en remplaçant dans ces équations rn°, n •, p°, etc. , par leurs valeurs n° 3,
Tome II
cos (C°C) = cos (a° — a )cosb°cosb -f-sin ô'sinÆ, cos (CC ) = cos (a — a') cos b cos Æ'-J-sin b s\nb', cos(C'C#) = cos ( a ! — a0) cos b° cos b’- f- sin b° sin b1.
Reprenons maintenant la valeur de A , numéro cité,
A=(m'n — mri) (jn°ri — m' n°) .p -f- (mn° — m°n) .p’.
Si l’on élève au carré cette quantité, on pourra écrire ainsi le résultat .
A* = noi+j}at) »'“+/>'*) (w9+ n’+ p‘)
m-\-na n -\-p°p) ■ {m°ni -\-n°n -\-p°p') . (mm'-\-nn -f-pp')
— (wioa+ «oa+ p01) (mm-\-nn pp')%
— n*+ jo*)-. n°ri- f- p0p'Y
équation qui se vérifie, en effet, en la développant. Or, on a, entre les quantités m", n% />°, etc., ces équations de condition
7raoa-f-rtoa-t-/>°*= I , ma-f-«a-|'p9= i , =i;
on aura donc simplement ,
A* = i -f- 2 . cos (C"C) . cos (0(7) . eos(CC' )
— cos*(C°C) — cosa(C°C') — cosa(CC').
On a d’ailleurs, n° 5, D = — ^-r r,- On
' cos l>°. co« b. cos b
voit donc que la quantité D n’est qu’une combinaison particulière des élémens du triangle C0CC' intercepté sur la surface de la sphère par les trois lieux de la comète, et qui résulte entièrement des observations. On peut donner à la valeur de A une autre forme
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qui a l’avantage de montrer de quelle manière cette quantité participe aux erreurs dont elles sont affectées. Pour cela , remarquons que l’angle C° du triangle
C°CC' étant opposé au côté CC', on a
cos (CC') =eos (C°C) . cos(C0C*)-f- sin (C°C) .«in (C°C') . sin C°.
Si l’on substitue cette valeur dans l’expression de A* et qu’on extraie la racine carrée , on trouve
A = sin (C°C) . sin (OC') . sinC°,
équation où l’on peut d’ailleurs changer C° eh C ou C° en C', et réciproquement.
Il est évident maintenant que si les observations sont très rapprochées, comme on est obligé de le supposer pour faciliter la détermination des orbites des comètes, les arcs C°C et C“C' seront fort petits et l’angle G° différera peu de deux angles droits. La quantité A, et par conséquent D, sera donc une très petite quantité du troisième ordre sur laquelle les erreurs des observations auront la plus grande influence ; il faudra donc, comme nous l’avons déjà dit, éviter autant que possible l’emploi de cette quantité. On peut remarquer encore que la valeur de D serait rigoureusement nulle, si O était égal à deux angles droits, c’est-à-dire si le lieu de la comète dans la troisième observation, se trouvait dans le plan du grand cercle mené par les lieux de la première et de la seconde observation; et l’on sait en effet que pour que trois points dont les longitudes respectives sont a °, a , à', et les latitudes b °, b , b' f soient situés dans le plan d’un même
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grand cercle, il faut qu’on ait l’équation de condition
tang b . sin (a0 — a)-Hang b° . sin(a' — a) -f-tang b' . sin(« — a*)=o.
Passons aux quantités que nous avons nommées C, C°, (7, et commençons par la première. Si l’on considère le triangle sphérique SC°C' formé par les arcs de grand cercle qui joignent les lieux du Soleil dans l’observation moyenne, et ceux de la comète dans les observations extrêmes, il sera facile de voir que C est une fonction composée des élémens de ce triangle , de la même manière que D se forme des élémens du triangle C°CC'. Il suffit, pour s’en convaincre, d’observer que la valeur de C se déduit de celle de D en remplaçant , dans cette dernière, les quantités qui se rapportent à l’observation moyenne de la comète par celles qui dépendent de la position du Soleil à la même époque. Si l’on suppose donc
T =sin(SC) . sin (SC') . sin S ,
C sera du même ordre que T, et l’on aura
on aurait des expressions semblables pour C° et C', en considérant les triangles sphériques SCC' et SC°C.
On voit, par conséquent, que les quantités C°, C, C' sont simplement du premier ordre; elles dépendent d’ailleurs en partie des lieux du Soleil, qui peuvent être regardés comme exacts, puisqu’ils sc calculent par
les tables : on doit donc les employer de préférence à la quantité D qui est du troisième ordre, et qui ne dépend que des données de l’observation, et c’est par cette raison que nous l’avons tout-à-fait rejetée dans la méthode exposée plus haut.
1 2. Il faut observer cependant qu’il y a des cas où cette méthode elle-même peut conduire à des résultats incertains? ce sont ceux où les lieux de la comète, dans deux des trois observations, sont situés à peu près dans le même plan que le Soleil à l’époque de l’observation moyenne. On voit, ren effet, que cette circonstance rend très petite l’une des quantités C°, C , C', et elles ne peuvent plus alors être déterminées avec assez de précision. Le seul moyen de remédier à cet inconvénient , qui est surtout très grave relativement à la quantité C qui entre dans les dénominateurs des valeurs de F, G, H, P, Q, serait de recourir aux équations primitives (4) et de chercher à en former une combinaison nouvelle par* laquelle on pût éviter de faire usage de ces quantités j mais les formules qu’on obtient ainsi conduisent à des calculs beaucoup trop longs et trop compliqués pour que la pratique puisse s’en accommoder. Ce qu’il y a donc de plus simple à faire dans ce cas, c’est de choisir trois nouvelles observations pour déterminer l’orbite, ou si l’intervalle qui sépare les observations extrêmes sur lesquelles on opère ne permet pas, par son peu d’étendue, d’éviter l’embarras dont il s’agit, de regarder les élémens obtenus par la méthode précédente comme une première approximation des vrais élémens, et de les
rectifier ensuite, d’après l’ensemble des observations ,
par les méthodes ordinaires.
1 3. Nous allons maintenantconsidérer le cas général où les observations données sont séparées par des intervalles de temps quelconques, mais que nous supposerons toujours peu considérables. Reprenons les quatre équations (5, 6, 7 et 9), n° 3 : si pour simplifier les calculs on suppose
Z° =cotZ>*.cosa0, Z = cot b .cos a, Z'=cotZ/ .cos a', A°=cotZ>e.sina*, A = cotZ>.sin«, h' z= cot&'.sin a',
= tanga”.
/ = tanga,
/= tanga',
_ tang b° co s a° *
tang b
S cos a *
, __ tang'6'
® co s a' *
— cot a°.
C = COt a,
c' =cota'.
tang b°
d=^ si.
d, __ tang_6'^
sina® *
sm a
sm a
ces
équations
pourront s’écrire
ainsi ,
/ il
. (IÜU •ZJ =
[vü' . (h° — h) — v'i
u.p'-Afl.L 1
[vu' . {1° — Z) — v'u
.w'v" .xj—
[vu. (/“ — /)— V
(/'-/)] -M' Ni
[vi/ .(g0— g) — v'u.
— éOJ * (M — I/),J
.mivP .y,=
[vu' . (c® — c) — v'c
[vu' . (<Z° — d) — v'u.
en
faisant, pour abréger,
pJpp' * m°mm' * n°nn'
Développons ces formules pour en déduire les valeurs des six quantités x, y, z, xlf y zr Afin d’éviter toute opération inutile, nous remarquerons d’abord
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que le produit uu'u" étant du troisième ordre par rapport aux intervalles 0 et 0', si l’on veut avoir seulement dans les valeurs d ex, jr, etc. , les termes du premier et du second ordre par rapport au temps, il suffira de conserver dans le développement des équa- ' tions précédentes les termes du cinquième ordre inclusivemen^qui,par ladi vision, s’abaisseront ausecond, et l’on pourra négliger tous les autres. Or, les coefficiens des quantités représentées par L, L/, M, M', N, N' étant au moins du premier ordre, il suffira d’avoir égard dans le développement de leurs valeurs aux termes du quatrième ordre. Cela posé , si pour abréger on fait
et qu’on suppose
X, =Ç-8/'Ç).X+if.X(,
Y, =(î-8/ç).Y + if\Y„
on trouvera par les valeurs de L et L', données n° 5 , L = — a . 00'0* . X, , L'= — a . 00'0". Y,.
La première des équations (21), en y substituant ces valeurs et en divisant les deux membres par 20", deviendra
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Quant à la seconde , remarquons que les quantités L et L' étant du troisième ordre, il suffira de conserver dans leurs coefficiens les termes du premier et du second ordre en Q et fl'; ou trouve ainsi
vu' . (A0 — A) — v'u. (A' — A) = 8' . (A0 — A) -f- * * (A' — A)
=8* . (A'+A'— aA)+0/ .{A°— A'),
vu' . (/<* — t) — v'u . — l) = 6' . (/» — /) + fl . (/ — /)
=6* . {P + ï — ii) + « / . {1°— /') .
Eu observant donc que tjo'u" = — 209'ù'1, on aura
- ÿ . [(A' - A°) . X, - V - P) . TJ.
La valeur de M donnée n* 5 , en ayant égard à la signification que nous avons supposée aux lettres U7, V", u*, v", U/', V;*, peut prendre cette forme
Pour simplifier les résultats, nous observerons que la différence f' — f° est une quantité très petite de l’ordre de l’intervalle de temps 0 -f- 0' qui sépare les observations extrêmes, en sorte qu’on peut dans la valeur de xt négliger son produit par des quantités dépendantes de la cinquième puissance du temps. En substituant pour tj", U", etc. , leurs valeurs, on aura ainsi
M=-G9'e".(/'+/“).X,-ôô'.(/'-/°) • (X,-K- <' . X),
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on trouverait par des réductions semblables aux précédentes ,
va . . (/'-/)=«" • ■ ( f-n
w'.(g°—g) — v'v.(g—g)—8''.(g0+g—ig)—d". (g—g*) ; on aura par conséquent '
-f. • { (A 0 — /V) • X.+ (g—S°) • Y. } + k . «rfl/. X.)
Enfin, on obtiendrait d’une manière analogue
N = — flfl'ô* . (c'.+ c°) . Y, — 66' . (c—c°) .(Y +i .«-3/. Y),
N'= — B6' 6" . (d ■+■ d°) . Y, — BB' . (d' — d° ) . (Y, + j . <r9/ . Y) ,
vu'.(c° — c) — v'u. (c' c)=6".(c°+c' 2c)—ù" . (c — c°),
vu' . (d°— d) — Va. {d‘ — d)= 6" . (d°-f-d'— 2 d)—B’ . [d’— d°),
et par suite
{ UC>d-cd°) + (cd- cd! )] . Y, + (d°+d'-2d) . X, } )
-p . ((c'd° -c°dr) . Y,+ {d- d°) . X, } + i . •*; . Y.J
14- Pour réduire les formules précédentes à une forme semblable à celle des formules (A) n° 5, nous observerons d’abord que l’on a par hypothèse
Or, si lou fait
le facteur Q*<r pourra être représenté par 26*%; car la différence de ces deux quantités ou A(ô' — 6)*. Ç se trouve de l’ordre des quantités que l’on est en droit de négliger. On peut donc mettre les valeurs de X, et Y, sous cette forme plus simple
Remarquons encore que les quantités X, , Y, se trouvent multipliées dans ces expressions par la quantité très petite 6/, en sorte qu’on peut, dans leurs valeurs, négliger les termes très petits dépendans de l’excentricité de l’orbite terrestre, ce qui donnera Xy= — sinA, Yyz=-{— cos A , ou encore X/= — R.sinA, Y^R.cosA; on aura donc par conséquent
X , =R g . (cos A — § 8'sin A), Y,=R£.(sin A-f-f 9 ,'cosA) .
Si l’on substitue ces valeurs dans les expressions de z, z,> xnJ,> qu’on y remplace y; g, h, l,c,d, etc., par les quantités que ces lettres représentent , qu’on suppose pour abréger
0/= tangô . cos (A — a') — tang b' . cos (A — a) ,
C, = tangi' . cos(A — a°) — tang b° . cos (A — a'), C/= tang b°. cos (A — a) — tang b . cos (A — a° ),
en faisant attention aux valeurs de A, A', A", n° i3,
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s = . tangi.(C + 50,". C,),
et les formules (22) (23) (24) donneront ensuite
xt— X,-}- 5^-. £C°cosa° — C cos a -f- 38/ • (C/cosa® — C/cosa')] +Ç^.(C+|«;.C/)cosa + R?«;.cosA,
Y, -f- -jg-— ■ [C°sina° — C'sina'-}- §0/ . (Casino® — C/sina')] +®.(C + 38/ • Cy) sin a + Rf ♦/ ■ sin A, z = ^^-.[C0tang&0-C'tangè'+*9/*(Cj°tangi9-C/tangi')] + -^;(C + |8/.C,).tang*.
Si dans ces formules on suppose 0==0', ce qui donne 0*=.0, 0^=0 et ^=^(7, on retrouve les formules (A) du n° 5 , ce qui peut servir à confirmer leur exactitude. On peut d’ailleurs faire prendre aux formules précédentes une forme plus simple encore; en effet, si l’on suppose . r
cm-;9,'.c,"=c,°, c+|8;.c,=c„ e+j«,'.c/=c.',
la valeur de z devient
z__ .c,.tang b,
et les trois formules (A') donnent
X,-| — .(C,0coso°-Cl'cosa')+— .Qcosa-f-R^S^'.cosA , . YJ+^^-.(Cl°sina0-G/sina,)4-— jjp .C,sina-j-R£«/''.sin A, V(D)
~q~ ■ (C,° lang 6° — C/tang b') +
HK
C, tang b.
Pour éliminer du dénominateur de ces formules le coefficient D, dont l’inexactitude doit faire autant que possible éviter l’emploi, observons que la valeur
de z donne = stttt— r» ou, comme z=/sin b.
D 0j G,, tang b’ ’ 1
Si l’on substitue donc cette valeur dans
JL> C,
les formules (D) , en faisant pour abréger
F, . [<" . (C,°cosa° — C/cos û'J+l/.C, cos a+fl/.D cos A] ,
• [â" • (C,° sina° — C,' siu a') +9/.C, sin a+«,".D sin A] , H7 • P* • «V tangi0 - C/ tang b') + C, tang b] ,
on aura simplement
<tf, = X,+ F' . p,
z,= II' . /.
Si l’on forme les carrés de ces trois valeurs, et qu’on les ajoute en observant que leur somme est égale à - , u° 7 , on aura
;=|-' 4-af.(F,X + G/V) (F, -+G, •+»,•).
Cette équation jointe à l’équation
r* = R* — /. (aRcosc) -f- P1,
servira à déterminer les valeurs de r et de f .
Enfin si l’on veut faire prendre aux valeurs de xt , yl , zif la forme que nous leur avons donnée n° 9 , on fera
P<=^.{6".[c<0Mn(A-û->)-c/sin(A-a')]+«;.cl8m(A-0)}1 )
Q/==^.{^.[CI«cos(A-û»)-C/cosCA-a')] + fl;.ClTOs(A-a)+a;.D}i(25)
H,=^ . [«" . (C,°tang b° — C/tang b') + */ . C, tan g i] . )
En substituant ensuite pour X; et Y; leurs valeurs dans les expressions de xn yp zlt on trouvera
P, • ( jf- -l.sinA-f[Q,. ç— e . sin ( A— «)] . cos A ,
y, — — (P, • Ç — • cosA+[Q, . ç— e . sin ( A— «)] . sin A,
Si l’on ajoute les carrés de ces valeurs, on aura
;=îT,“2f-[P'> ,J^+Q<«in(A--)]+e‘.(P/+Q;+H/)> (“)
cette équation , jointe à l’équation ordinaire
r*=R* — /.(aRcosc) + />*, (£)
fournira toutes les données nécessaires pour la détermination des deux inconnues r et />.
i5. Les formules qui servent à déterminerles valeurs des six quantités x,y, z, xt,ylt at, sont donc parfaitement semblables, soit que l’on considère desobservations équidistantes, ou des observations séparées par des intervalles de temps quelconques. Les coefficiens F; , G,, II, ou P,, Q,, H, seront seulement dans le second cas un peu plus compliqués que leurs analogues F , G , H ou P, Q , H. Quant aux quantités que nous avons désignées par C,°, C, , C,', leurs valeurs peuvent se former très simplement; en effet, si dans la valeur de C,°, par exemple, on met pour O et C/ les fonctions que ces lettres représentent, on a
C,° = tang i.[sin (A — a) -f- *<!/. cos(A — a')]
— tang A'.[sin{A — a) -f- cos (A — «)[].
Or , il est évident que cette expression peut prendre cette forme
C,° = tang b . sin ( A-f- \t’ — a) — tang b' . sin(A-f- — c) > (a6)
puisque nous négligeons les termes dépendans du carré et des puissances supérieures de 9/. La même observation s’applique aux valeurs de C, et C/; il suffira donc de substituer A-f- 10/, au lieu de A dans les équations (C),n°5, qui donneront alorsiramédiatement les valeurs des trois quantités C,°, C, , C,'. Quant à la partie ^0*ou A.(0' — 0), elle doit être exprimée en parties de l’arc que décrit dans un jour le moyen mouvement du Soleil. Pour faire cette réduction, on n’aura qu a multiplier la quantité -j.(0' — 0), donnée en jours et fractions décimales du jour temps moyen, par le
nombre
ou, ce qui revient au même, au
logarithme de - .(0' • — 6), on ajoutera le logarithme constant 3. 55oooj2, et l’on aura la partie |.(ô' — 9), exprimée en secondes.
Il est superflu de répéter ici l’observation que nous avons déjà faite sur la convergence des séries (ni) ; nous ajouterons seulement que comme, dans les formules précédentes, nous avons regardé G' — 0 comme une très petite quantité, il faudra que les intervalles de temps qui séparent les observations que l’on a choisies, quoique inégaux , ne soient pas très diflerens entre eux; on satisfera à cette condition et à celle du n° io, en prenant des observations faites à cinq ou six jours de distance l’une de l’autre.
On pourra donc, pour former lesdonnées nécessaires à la détermination de l’orbite des comètes, se servir, selon qu’on le jugera convenable , de la première ou de la seconde méthode que nous venons d’exposer. Si la dernière entraîne dans des calculs plus compliqués, cet inconvénient est peut-être compensé par lesopérations préliminaires d’inlerpolationsauxquelles il faut recourir, lorsqu’on fait usage de la première, pour calculer des observations équidistantes. Il faut remarquer encore que, comme les observations factices qu’on obtient ainsi sont toujours moins exactes que des observations réelles , on doit attendre de la première méthode des résultats toujours plus incertains que ceux que donnera la seconde, qui a l’avantage de s’appliquer immédiatement aux données de l’observation.
« 6. Quelle que soit au reste la méthode que l’on emploie pour déterminer les six quantités x, y , a, x/y zn il sera facile d’en conclure par les formules du
chap. V, livre II , les élémens de l’orbite de la comète'. Pour cela, on commencera par former les trois quantités xy/ — xtjr , xzt — xtz, y1, — Jtz- La première qui, multipliée par dt, représente Faire que trace pendant cet instant la projection du rayon vecteur de la comète sur leplati de l’écliplique , fera connaître, selon qu’elle sera positive ou négative, si le mouvement de cet astre est direct ou s’il est rétrograde. On calculera ensuite la quantité xxt-\-yyt-{- zzJ , ou du moins on s’assurera du signe qu’elle doit avoir, parce que ce signe fait connaître si la comète a déjà passé par son périhélie ou si elle s’avance vers ce point. En effet, on a .
dt r
Si la quantité xxt +77,+ zs, est négative, le rayon vecteur va en diminuant , et par conséquent la comète tend vers le périhélie; elle s’en éloigne au contraire si cette quantité est positive.
Si l’on nomme i l’inclinaison de l’orbite sur l’écliptique, et a la longitude de son nœud ascendant, le mouvement de la comète étant supposé direct, on aura , n° 29 , livre II ,
xï, — x,r = cosi . VàD, j .
xzt — xtz — sin i .cos a. y/dD, > (27) yz, — y,z -=sin i . sin a , VaD. J
On déterminera immédiatement par ces formules les valeurs de la distance périhélie D et les angles <p et a. On aura d’abord
tang a = ,
xzt — xtz
yzj — y »%
tang i =
■:-,r£ÿ ■\ HI * «îpIPv
(jy, — x„y) . sin*‘
La tangente déterminée par la première formule convient également aux angles et et 1809 4- «• Pour savoir lequel des deux on doit choisir, on observera que les astronomes supposent que l’inclinaison i des orbites ne varie que depuis zéro jusqu a 90°, c’est-àdire que l’on compte cet angle dans des sens opposés, selon que le mouvement est direct ou rétrograde; l’angle i devant toujours par conséquent être positif et plus petit qu’un angle droit, cette condition détermine Je signe de sin a., et par suite la valeur de et. Cet angle est la longitude du nœud ascendant si le mouvement de la comète est direct; c’est celle du nœud descendant si la comète se meut danslesens contraire, et il faudra , dans ce cas, l’augmenter de deux angles droits pour avoir la longitude du nœud ascendant.
Lorsque les angles i et a seront connus, on aura la distance périhélie par la formule
2 cos" i
On pourrait d’ailleurs la déterminer indépendamment de ces angles par la formule
2D = (xjr—xjy+ (xz, — x/Zy+ (jz, — jr,Zy ,
qu’on obtient en ajoutant entre elles les trois équations (27) après avoir élevé chaque membre au carré. Tome IL 4
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Connaissant la distance périhélie D et le rayon vecteur r, on calculera l’anomalie vraie v de la comète au moment de la seconde observation par l’équation
cos*^t» = — .
On cherchera dans la table des comètes le temps T qui l’épond à cette anomalie , et en faisant ensuite
on aura le temps t employé par la comète à parcourir l’anomalie v. Ce temps ajouté à l’époque de l’observation moyenne si la comète s’avance vers son périhélie , ou en étant retranché si elle s’en éloigne , donnera b’instant du passage par le périhélie. Il sera même encore plus simple de calculer directement le temps t par la formule du n° 26, livre II ,
t = (2D3)* . (tang 'xv 4- j . tang3 ±v), (28)
en observant d’ajouter au logarithme de t le logarithme constant 1 , 7644 1 79 » qui est le complément de 8,2355821 pour que le temps t soit exprimé en jours moyens.
Enfin, pour déterminer la position du périhélie, on calculera d’abord la longitude héliocentrique <p de la comète par la formule ,
tang <p =
en ayant soin de chqisir entre les deux angles <p et
DU SYSTÈME DU MONDE. 5i
auxquelscette tangente convient également, celui qui rend sin <p de même signe que y et cos <p de même signe que x.
Ensuite , en désignant par ë la distance angulaire de la comète au nœud dont la longitude est a, ë sera l'hypoténuse d’un triangle sphérique dans lequel i est l’angle adjacent au côté <p — a. On aura donc, pour la déterminer,
et la distance du périhélie au nœud ascendant augmentée de la longitude de ce nœud , ou ce que les astronomes appellent le lieu du périhélie sur l’orbite, sera ct-\-ë -f- e si la comète s’avance vers son périhélie, ou a -j- ë — v si elle l’a déjà dépassé.
17. Tous les élémens de l’orbite se trouveront ainsi déterminés; maiscommeonn’a employé pour cela que trois observations peu distantes entre elles, et que d’ailleurs beaucoup de termes ont été négligés dans les formules pour faciliter les calculs, on ne doit regarder ces élémens que comme une première approximation , et chercher à les corriger de manière à satisfaire le plus exactement possible à l’ensemble des observations connues. On a proposé pour y parvenir plusieurs méthodes dont l’esprit est le même, mais qui diffèrent en ce quelles emploient divers élémens de l’orbite supposée connue approximativement ; celle que nous allons développer, et qui nous semble la plus simple, suppose que les premiers calculs ont donné d’une manière approchée la distance périhélie et l’ins-
5a THÉORIE ANALYTIQUE
tant du passage de la comète par ce point. Il est utile par cette raison d’avoir le moyen de déterminer ces deux quantités indépendamment des autres élémens de l’orbite; c’est ce qu’on peut faire très simplement •de la manière suivante. On a , n* 4 »
• «fr i .
s~-dt =
Cette équation, en substituant pour x, xt,y ,yt, z et z è leurs valeurs n° 9 , donnera
s— {*. [P . sin (A — a) -f- Q • cos (A — a) + H . tang A] . cos b , — .sin(A — o)-(-e.sin(A — *).cos( A-«) l.cos A-QR — R . e . sin (A — »).
Si le signe de s est positif, la comète s’éloigne du périhélie; elle marche vers ce point si s est une quantité négative.
La valeur de s étant connue, on aura la distance périhélie D par l’équation
On en conclura l’anomalie v par lequation de la parabole,
et l’on déterminera, au moyen de la table du mouvement des comètes, le temps employé à décrire l’angle v. On ajoutera ce temps à celui de l’époque si la comète s’approche de son périhélie, ou bien on l’en retranchera si elle s’en éloigne, et l’on aura l’instant du passage par le périhélie. •
’ ri *
CHAPITRE U
Correction des élémens de l’orbite déterminés par ime première approximation.
18. Après avoir développé, avec tout le détail nécessaire , une méthode très simple pour arriver à une connaissance approchée des élémens de l’orbite de la comète, nous allons donner le moyen de corriger ces élémens avec toute la précision que les observations comportent. ,
Pour cela, on choisira trois observations éloignées entre elles, et au moyen des élémens résultant de la première approximation, on déterminera les trois anomalies t>°, r, v' et les rayons vecteurs r°, r, r', qui se rapportent respectivement à l’époque de chaque observation. Il su fiira, pour cela, de connaître à peu près la distance périhélie et l’instant du passage de la comète par ce point, et c’est en quoi consiste le principal avantage de cette méthode, qui n’emploie que detix des élémens de l’orbite pour les rectifier tous. Ou désignera par V et Y' les angles que comprennent entre eux les rayons r% r, r', en sorte qu’on aura Y= v- — v0,. e\.y'z=.v' — u"; .et en comparant ces quantités aux mêmes angles résultant de l’observation directe, de la comète, la différence sera l’erreur due à l’incorrection des élémens employés.
Les observations, il est vrai , ne font pas connaître immédiatement ces angles , mais on peut les déduire très aisément des données qu’elles fournissent. En effet, on a, par chaque observation de la comète, sa longitude etsa latitude géocentriques, c’est-à-dire relatives à la Terre; on en conclura aisément, par la Trigonométrie, ses longitudes et ses latitudes héliocentriques, c’est-à-dire relatives au Soleil. Pour cela, désignons par S le Soleil , par T la Terre et par C la comète , et soit C' la projection de C sur le plan dé l’écliptique. Si l’on considère la pyramide triangulaire interceptée entre ces quatre points, on aura d’abord STC'= long. Q — long, comète. En nommant, comme précédemment; b la latitude géocentrique de la comète, ce qui donne CTC'=ô, on en conclura cos CTS = cos SC'T . cos b. Maintenant , dans le triangle rectiligne CTS, on connaît les deux côtés TS = R. et CS = r qui sont les distances respectives de la Terre et de la comète au Soleil ; ou connaît de plus l’angle CTS opposé à /•; on pourra donc calculer Taugle SCT par la formule
sin SCT = — .sin CTS, »• *
uJéinoa si eb
loqhrirKT
et l’on en conclura le troisième angle CST du même triangle.
Cela posé, nommons A la latitude et <p la longitude héliocentrique de la comète : en considérant la pjrrartiide triangulaire CC'ST, on aura A = CSC' et l’on trouvera aisément
-•lOjnïT
. sin b sin CST r/c'r cos CST . \
sin A = — .— . — , et cos C SI 5= — (2J
L’angle C'ST étant donné par la dernière de ces formules , si l’on nomme A la longitude héliocentrique de la Terre, on aura
<p = A + C'ST. • * (5)
On déterminera, de cette manière , les latitudes et les longitudes héliocentriques de la comète pour les trois époques données; voyons comment on eu conclura les angles V et V'. Désignons par C“, C, C les lieux respectifs de la comète correspondant aux trois observations , par C;% C, , C/, les projections de ces points sur l’écliptique, et considérons le triangle sphérique formé par les deux lieux C , C°, et par le pôle de l’écliptique. On connaît dans ce triangle les deux côtés de l’angle au pôle qui sont les comçlémensdes latitudes héliocentriques Ü’SC0, et CSC, , ainsi que l’angle compris qui a pour mesure l’arc C°,C) décrit du centre du Soleil ; on aura donc pour déterminer le côté opposé C°C, que nous désigneront par U, la formule
■ i.:...: . i * ..i •!>..< ; .î .^.icqq uü
cos U = cos(<p-~p#).cos A cos sin A sin À° ; (h) de même en supposant C'C° = TP, on apra
cos 11'= cos (<p' — «p*). cos A* cos A'-f*sitt A*sin A^;>i
Les deux angles U et U', correspondant à ceux que nous avons nommés V et V' et que 'nous avons obtenus par les formules directes du mouvement elliptique , on aura , si les élémens employés sçnt
exacts,. ;,r.j V > i r.: -«.ô . .. . t :.»• , (>
V=U et V'==TJ', ,
Ml
Mais, comme ces élémensne sont qu’approchés, ces équations n’auront pas lieu rigoureusement, et pour que les valeurs de V et U, Y' et U' puissent être égales, il faudra faire subir quelques corrections à ces élé— mens. Soient efV, «TV' «TU et «TU' les variations correspondantes des angles V, V', U, U', on aura
VH-dNv=u-f <w, v'+<fv'=u'+<fu'.
Voici donc deux équations au moyen desquelles on pourra déterminer les corrections à faire à la distance périhélie et à l’époque du passage de la comète par ce point, pour satisfaire aux observations données; il ne s’agit que de développer ces équations.
19. Pour cela, reprenons lès formules du mouvement parabolique
cos jv
fUï:.: * = D* y/â • (tangi o -f- ï • tang3». !
Supposons que l’on fasse subir à la distance périhélie D, et à l’instant du passage par le périhélie, de très petites variations que nous désignerons par la caractéristique <f , en différenciant logarithmiquement les formules précédentes, on trouvera. -, ■. .. ; * : ,
’7: = qj+tang^. <JV,
- ) v ' ; ' fv. •• 1 - - / ;
On aura par ces équations les variations du rayon
vecteur et de l’anomalie correspondantes à celles que
subissent D et t. Il s’agit de déterminer maintenant les variations qu’éprouvent simultanément la latitude héliocentrique X et la longitude héliocen trique <p. En différenciant logarithmiquement l’expression de sin À trouvée plus haut, et en observant que les angles b et CTS ne varient pas , on aura
cf A = tang A . COt CST .J' . (CST) ;
en différenciant de même l’équation (a) on trouve
«f .(SCT) = — tang SCT.
el par suite
cT. (CST) = — J'. (SCT) = tang SCT.y;
on aura donc enfin
A = tang A . tang SCT . cot CST . ^ . (a)
La longitude <p dépend de la formule
cosTSC' = ;
COS A
en différenciant logarithmiquement , on en tire «T . (TSC')=cotTSC' . [tangCST . «P. (CST)-tangX . tfA]; d’ailleurs eJ\ (TSC') = cf<p ; on aura donc enfin
ïtp = cotTSC'. (tangCST . tang SCT . — — tang a. «T'A). (6)
On déterminera par les formules (a) et ( b ) les varia-
ji
lions de la latitude et de la longitude héliocentriques, relatives aux époques des trois observations que l’on a choisies pour corriger l’orbite. Maintenant si , pour faciliter le calcul de l’angle U , on suppose un angle auxiliaire A déterminé par l’équation
sin* t A = cos* { (<p — <p°) . cos A° . cos A, ce qui donne en différenciant
<IA=— tangiA. [tangK?^”M^-Ap°)+tangA^A0+tangA.«lA], (g) on aura
sin* v U = cos j (A -j- A0 -f- A) . cos î ( A -f- A° — A) , et par suite
tangi(A+A»4-A)(/A+/A°-f dA) i +tangi(A4-A°-A)(<h+i>’-«I'A).l W
En substituant dans cette équation pour «T A , «TA* et «TA, leurs valeurs précédantes, on aura celle de «TU exprimée en fonction de <f D et de J't. On déterminera de la même manière «TV , en observant que l’on a J V — Sv — cJV°, et que «Te et JV° sont données par la seconde des formules (o'). On aura donc entre les variations S' D et S't deux équations de cette forme ;
■ ~ <TU = m.J'D n.JV, i .v
fY.= p.fD+_ç.fi; I , . y}
d’où, en observant qu’on a «PU — J'V = V— -U, on tire
■i (irt— -p}. cTD-H(n — ÿ).«T/=V— U. (e)
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On trouvera une équation semblable en combinant
la première observation avec la troisième; on aura donc deux équations qui ne renfermeront d’inconnues que les variations SD et St, et qui suffiront par conséquent pour les déterminer. Si le calcul était exact , on aurait ainsi immédiatement les valeurs de la distance périhélie et de l’époque du passage qui satisfont le plus exactement possible aux trois observations données; mais comme ou a négligé dans la formation de l’équation (e) les quantités du second ordre, il faudra, à l’aide des élémens corrigés, recommencer les calculs précédens , et l’on déterminera ainsi les corrections de ces nouveaux élémens. Dans certains cas, on sera même obligé de répéter une troisième fois ces opérations; mais elles n’ont rien d’embarrassant, et le calcul des premières corrections facilitera celui des suivantes.
20. Quand on sera ainsi arrivé à une connaissance suffisamment exacte de la distance périhélie et du temps du passage, voici comment on déterminera avec le môme degré de précision les autres élémens de l’orbite. On substituera dans les équations (à) et (Z>) pour St et «TD leurs valeurs résultantes des dernières opérations, et l’on en conclura les valeurs exactes de la longitude et de la latitude héliocentriques de la comète pour les époques des observations données.
Si l’on compare ensuite entre elles la première et la dernière , on aura pour déterminer l’inclinaison i de l’orbite de la comète et la longitude a de son nœud sur le plan de l’écliptique , les deux formules
Go
sin ÿ — 9°)
COS l = -T— 7 ^ . COS A . COS A*.
sin(f> — v )
sin (<p — - a) == tang A . cot i.
Dans la première de ces formules, il faut avoir soin de prendre l’angle v — de même signe que <p — p°, parce que l’inclinaison i est toujours supposée moindre que go°. La seconde donnera pour l’angle <p — cl deux valeurs comprises entre o et i8o°, et il en résultera par conséquent deux valeurs de a. Pour déterminer laquelle il faut choisir, on remarquera que par la première observation , on a pareillement sin ( <p° — a) = tan'g A° . cot i ; on prendra donc la moyenne entre les valeurs correspondantes de a , et l’on saura, par ce qui a été dit n* 1 6, si c’est au nœud ascendant ou au nœud descendant de l’orbite que cette longitude se rapporte.
Le signe de <p — <p° indiquera, selon qu’il sera positif ou négatif, si le mouvement de la comète est direct ou s’il est rétrograde. Enfin on aura le lieu du périhélie sur l’orbite par la formule (29) du n° 16.
21. La méthode que nous venons de donner pour corriger, par les formules différentielles, lesélémensde l’orbite qui résultent d’une première approximation, est très exacte et très sûre, mais les calculs quelle exige demandent quelque attention ; celle qu’on trouve dans la Mécanique céleste a l’avantage d’être pour ainsi dire mécanique , les mêmes calculs se reproduisant toujours pendant toute l’opération. Voici en quoi elle consiste. On suppose connus à peu près la distance
Oigitizecrtiy Goq^Ii
périhélie et l’instant du passage par ce point, et en partant de ces élémens et des observations , on détermine, comme on l’a vu plus haut, les différences d’anomalies de la première à la deuxième observation, et de la première à la troisième. Soient U et U' ces deux angles ; en les comparant aux mêmes différences d’anomalies que donnent immédiatement les deux élémens approchés, et que nous désignons par V et Y', on aura
On fera varier d’une très petite quantité la distance périhélie , et l’on calculera les mêmes résultats dans cette seconde hypothèse. Soient n et n! ce que deviennent alors les quantités met m'; enfin, en conservant la distance périhélie de la première hypothèse, on altérera un peu l’instant du passage au périhélie, et l’on calculera encore les angles U — V et U' — V'. Dans cette troisième hypothèse , désignons par p et p' ces angles, et soient u et t les nombres par lesquels il faudrait multiplier les deux variations supposées dans la distance périhélie et dans l’instant du passage pour avoir les véritables , on aura les deux équations suivantes
(m' — n') . «+ \m' — p') . t=zm'. J
On tirera de là les valeurs de u et t, et l’on aura par conséquent les corrections de la distance périhélie et de l’instant du passage de la comète en ce point. Si les valeurs qui en résulteront n’étaient pas suffisamment exactes, on recommencerait avec ces deux
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élémens corrigés les calculs précédens, et, après quelques essais , on parviendrait à connaître la vraie distance périhélie et l’instant du passage au périhélie qui répondent aux observations données.
22. Si l’on voulait déterminer l’orbite avec encore plus de précision, au lieu d’employer dans le calculdes corrections de la distance périhélie et de l’instant du passage, trois observations seulement, on choisirait, parmi les observations de la comète, celles que l’on supposerait les plus exactes, et en les comparant deux à deux, on formerait un système d’équations semblables aux équations ( d ) ou aux équations (e). On combinerait ensuite ces équations de la manière la plus avantageuse pour en tirer les valeurs des quantités qui doivent servir à la correction des élémens de la première approximation, et l’on déterminerait ainsi l’orbite qui satisfait le plus exactement possible à l’ensemble des observations connues de la comète.
Il peut arriver dans certains cas que, malgré les précautions que nous venons d’indiquer, l’orbite corrigée ne représente qu’assez imparfaitement encore les résultats de l’observation; c’est qu’alors sans doute le mouvement de la comète n’a pas lieu dans une parabole, comme nous l’avons supposé, et que son orbite est elliptique ou hyperbolique. Cette dernière espèce d’orbites intéresse peu l’Astronomie.
. Quant aux élémens de l’orbite elliptique, on peut les déterminer par une méthode d’approximation semblable à celle du u° 21 , lorsqu’on a déterminé par les méthodes précédentes la parabole qui représente à à peu près le mouvement de la comète. Pour cela,
Dlgitiza
on choisit quatre observations exactes qui embrassent toute la partie visible de l’orbite , et 1 on calcule les angles Y et U relatifs à ces observations dans quatre hypothèses, d’abord en employant les élémens approches de l’orbite parabolique, ensuite en faisant varier la distance pe'rihélie; troisièmement en changeantseulement l’instant du passage, et enfin, en conservant la distance périhélie et l’instant du passage de la première hypothèse et en supposant une orbe elliptique très allongée, en sorte que la différence i — e de son excentricité à l’unité soit une très petite fraction. Les formules du n° 26, liv. II, serviront, dans ce cas, à déterminer le rayon vecteur/1 et l’anomalie v correspondans à chaque observation. Cela posé, en nommant respectivement u, t, s les nombres par lesquels il faut multiplier les variations supposées dans la distance périhélie dans l’instant du passage, et la quantité 1 — e, pour avoir leurs véritables valeurs, on formera trois équations semblables aux équations ( à ’) qui renfermeront chacune ces trois inconnues, et qui serviront à les déterminer.
Nous ne faisons qu’indiquer ici cette méthode, parce que les résultats qu’elle donne laisseront toujours beaucoup d’incertitude sur la durée de la révolution de la comète qui est surtout importante à connaître, et que le seul moyen certain de la déterminer est d’attendre que l’on ait observé un nouveau passage de cet astre à son périhélie.
Pour faciliter l’usage des méthodes que nous venons d’exposer, nous allons en faire l’application à deux comètes, dont l’apparition a été assez longue pour
fournir un nombre d’observations suffisant à la détermination exacte de leurs orbites.
Détermination de l’orbite de la comète de 1824.
a3. Parmi], les observations connues de cette comète, nous avons choisi les suivantes. Les époques sont évaluées en temps moyen à Paris, compté de minuit.
Août. Longitndes observer**. Latitudes observées.
i6'933o8, a8 237° 27' 12", b°55° 19' 4?>" B. 22,qoi53, a 23o.5i.33, b 57.42.22, 28,87972, 224. 6.3o, 59.33.58.
On a calculé au moyen des tables du Soleil la longitude et le rayon vecteur de cet astre pour l’époqufe de l’observation du 22 août , et l’on a eu
long, du O -f- 1800, log. R,
Ensuite, pour faire usage de la méthode exposée n85, et avoir des observations équidistantes, on a déterminé la longitude et la latitude de la comète pour l’époque du 28,8i“, 86998, au moyen de la formule d’interpolation connue
Z — ———————— . (I . Cl -f- — . Cl .
mn m(m-j-n)
dans laquelle a0, a , a sont trois longitudes ou trois latitudes observées aux temps t — m, t, t-{-n respectivement, et z la longitude ou la latitude cQrres^
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pondante à un temps quelconque t -\-p intermédiaire entre ceux-là.
On a trouvé ainsi, en employant les trois observations précédentes,
Août. Longitude interpolée. Latitude interpolée.
Au moyen de ces valeurs et de celles que renferme le premier tableau , on aura les suivantes
6 = 5^,96845, A — 92* ii' 25",
A — o'= io5.3i .3i .
Au logarithme de 6 on ajoutera le logarithme constant 8.2355821 , ce qui donne
log . 6 ==9.01 i44^7-
Cela posé, ôn commencera par calculer les trois quantités C°, C et C' au moyen des formules (C), n°5. On aura d’abord
sin(A — a'). . .9.9838575 sin(À — a). . .9.994 1776 tang b. .. o. 1992660 taug b' 0.2309648
nombres -f- 1.52448 5 — 1.680476
On trouverait de la même manière , Tome 11.
0 = 0.507764, C' = — o. i536oa.
A l’aide de ces valeurs, on formera celles des quantités P, Q, H, qu’on calculera par les formules du n° 9 ; on aura d’abord
et ensuite
; log C°i . .9. 1930996 log C' 9.1865969
sin(A-û'). . .9.9996826 sin(A-a'). . .9.9838573
log . . . . 1 . 2280986 log . -çg- . • • 1 • 2280986
nomb. — 2.6556o8 4-2.5o2377
On calculera de même les quantités Q et H, et l’on aura P— — o.i33^3i, Q3=— 0.594359, H=o. 607135.
Les quantités et gsin (A — ®) se détermineront
par la méthode exposée n° 8 , et cos c par l’équation cos c = — cos (A — a) . cos b. On aura ainsi
inif!==o.989249, esin(A-*0=-o.o) 28622, cosc... 8.9276863; R ,
et les deux équations (18) et (19) deviendront en y
substituant ces valeurs
^=(1 .o2i56£) — ai +{’
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Pour résoudre ces équations, on fera sur les valeurs de p et de r une première hypothèse, dans laquelle on sera dirigé par les remarques du n° 7; on substituera ensuite r-j-ef/' et f-f-J'f dans les équations précédentes , et en négligeant les carrés des corrections très petites JV et J'f, on aura entre ces quantités deux équations du premier degré qui serviront à les déterminer ; on parviendra ainsi, après quelques essais, aux vraies valeurs de r et de f. On a trouvé de cette manière
d’où l’on a conclu, au moyen de la formule du n* 17, s = — 0.565382.
Cette valeur étant négative, il s’ensuit que le 22 août la comète n’avait pas encore atteint son périhélie. Il en résulte pour la distance périhélie
ce qui donne pour l’anomalie correspondante à l’observation moyenne
cos* * v = - = 9 . 9090009 ,
et par conséquent v = 42" 20' 82”.
On trouvera par la table des comètes ou par la formule (28) que le nombre de jours que met la comète à décrire cet ‘angle est de 36,8269, et ce tcidps ajouté à l’époque de l’observation moyenne, donnera pour l’instant du passage au périhélie, sept. a8',7284«
G8 • THÉORIE ANALYTIQUE
Connaissant ainsi à peu près la distance périhélie et . l’instant du passage delà comète en ce point, on pourra s’occuper immédiatement de la recherche de sa véritable orbite, par les méthodes des n0’ 19 et ai.
Détermination de l’orbite de la seconde comète de i8o5.
24 • Nous nous proposons de calculer l’orbite de cette comète en employant trois observations séparées pâr des intervalles de temps inégaux , afin de donner un exemple de l’emploi des formules contenues dans le n° 1 4* Nous avons choisi la comète de 1 8o5, parce que son orbite a déjà été calculée par plusieurs autres méthodes, et qu’en comparant leurs résultats aux nôtres, on pourra mieux juger du degré de précision auquel nous atteindrons.
Voici trois observations de cette comète, corrigées de l’aberration et de la parallaxe , et évaluées en temps moyen compté de minuit à Paris :
Epoques. Longit. observées. Lath. observées.
Novemb. 23^2241 <^0.24®4,, 4" ô°. 27° 25' 35" 3o,5iog5 a. 15.3g. 40 b. 1g.25.28
Décemb. 5,2g58i a. 2. 7 . 1 1 b'. 3.20-45.
Les tables de Delambre ont donné la longitude et le rayon vecteur du Soleil correspondant à l’observation moyenne , et l’on a trouvé
lieu du ©-f- 1800, log. R,'
Dans cet exemple, on a 0 = 7 . 1 8854, ô' = 4 • 78486, en ajoutant aux logarithmes de ces quantite’s, le logarithme constant 8.2355821 , on forme les suivantes :
log.tf =9.0922228, log.C = log.-y- =9.0127696, log. «' = 8.9154514, log.«" = log . = 8 . 3 1 54287 .
Si au logarithme de Ô' — 0 on ajoute le logarithme constant 3. 5500073, on aura l’arc correspondant du moyen mouvement du Soleil exprimé en seconde»;
on trouve ainsi -y- =— 4/ — 23". En joignant
cette valeur aux quantités renfermées dans le tableau précédent , et en faisant, pour abréger, A+$0"y=A„ on formera les suivantes :
Cela posé, on commencera par calculer les trois quantités C0,, C,, C',, comme nous l’avons expliqué n° x5, c’est-à-dire au moyen des formules (C), dans lesquelles on changera simplement A en A, ; on trouvera ainsi
C°1=o. 2748775, C,=-o.432444i,C'i=+o.i685Io5;
d’où l’on conclura
cos b / r* o
Wct — 214*2618.
La quantité D se calcule par la formule (D), et l’on
trouve
Si l’on substitue ces valeurs dans les équations (2 5), on aura . ;
on forme d’ailleurs aisément les quantités suivantes qui entrent dans les équations (a) et (£), n° 14,
r s- x .oi4545 , e sin (A — &») — o.oo86865
(2R cos Cj= — 1.124717.
Au moyen de ces valeurs , les deux équations à résoudre pour la solution du problème deviendront
d’où l’on tire, après quelques essais ,
Les formules (20) donneront ensuite
x= i.o45256, x,= — o.43oi53,
z= 0.034812, zt = — 0.377434,
d’où l’on conclura
log . (xy,—xj) =0.1071 562 , log-(^z — JTZ/) == 8.i48763i , ,
log.^Z XZt) = 9.5792535.
Le signe de la quantité xyt — xj étant positif, on en conclut d’abord que le mouvement de la comète est direct. Si l’on nomme a, la longitude de son nœud et i l’inclinaison de son orbite sur l’écliptique, on aura
tang et = ^ — — = 8 . 5695048 ,
xz, x,z
ce qui donne a = 2e 7' 5 1 ", ou bien a = 1 82° 7' 5 1 on trouvera ensuite
xz, — xz . .
tang / =; — . = q. 4724010,
& {xj, — ^*y)*cos I V
et comme tang i doit toujours être une quantité positive, on aura
i — i6°3i'45', tt = i82°7,3i',
et a sera, n® 16, la longitude du nœud ascendant de l’orbite sur le plan de l’écliptique. La distance périhélie se déterminera par la formule
D=i(2sfj;y=“-89— • ...
En calculant directement cette valeur par la formule (5o), on a trouvé 0=0.891121 , résultat qui diffère très peu du précédent.
De là on conclut l’anomalie correspondante à l’observation moyenne par la formule
COS*ïl» = — = 9. 9290507 , ce qui donne v = 4^° ^7' 32".
Le temps* que la comète emploie à décrire cette anomalie se détermine par la formule
* = (2D*)ï . (tangio + i . tang3 { v) . [1 .7644179].
En substituant pour D et v leurs valeurs , on trouve
(2D3)*.... 0.0754208 tang a v. . . 9 . 6258938
-jtang*^ v... 8.7706665
Le temps t est l’intervalle qui s’écoule entre l’instant de l’observation moyenne et celui du passage de ' la comète au périhélie. Pour savoir quelle est celle des deux époques qui a précédé l’autre, il faut calculer la quantité s ou seulement déterminer son signe par la formule
j = xx, +jjrt + zz,.
Ici s est négatif, et il en résulte par conséquent que la comète s’avance vers son périhélie. En ajoutant donc à l'époque de l’observation moyenne, c’est-àdireau 3o,5iog5 novembre, l’intervalle de 5o^,8o456, on aura, pour l’instant du passage au périhélie, le 5j,3i55i décembre.
Déterminons enfin la position du périhélie sur l’orbite; on aura
tang <p = — (8.8761980), d’où l’on conclut , n® 16,
on aura ensuite
ce qui donne ar = 173° 18', et l’on aura; par conséquent, pour le lieu du périhélie sur l’orbite
En réunissant les diverses quantités que nous venons de trouver, et ajoutant 68°25'4i,,> ou l’angle A , à la longitude du nœud et à celle du périhélie, pour que ces longitudes soient rapportées comme à l’ordinaire à la ligne des équinoxes, on t- aura, pour les élémens de l’orbite,
Passageau périhélie.,., décembr. 3i;,3i55i,
Distance périhélie 0.8911 22,
Lieu du nœud ascendant 25o°33' 12',
Inclinaison 16. 3 1.43,
Lieu du périhélie 109. 28.44»
Sens du mouvement direct.
Rectification des élémens de l’orbite de la comète de 1824.
25. Nous nous proposons maintenant d’appliquer à la comète de 1824» la méthode que nous avons donnée pour arriver à une connaissance exacte des élémens de l’orbite d’une comète, lorsqu’on connaît à peu près la distance périhélie et le temps du passage au périhélie.
Nous avons choisi , pour corriger ces deux élémens, les trois observations suivantes :
Époques.
Longitudes observées.
Latitudes observées.
Août. . .
Septembr. 5,9100
Les lieux du Soleil correspondant aux
mêmes
époques et calculés par les tables de Delambre donnent
Longitude O - l»g. R.
l52°2l'*Ï8'' O.OO60678
Supposons que par les premiers essais on ait trouvé pour la distance périhélie 1 . 04698 et pour l’époque du passage le 285,,”,5i55; calculons avec ces élémens approchés les angles U, V, U' et V' par la méthode exposée n° 18. Voici le détail de ce calcul :
Pas. pér. sept. 28, 3 1 53 t. . » i-7355oi5 v°=58° 3o' i3"8
Ep.don.addt. 4>927^ D®. o.o2gi35i cos'j.tf. 9.9407553
tr.
- • !• . ii
. l:.v üuJ
, . long- ©•
eos* £v°. .
g.88i5io6
long.comèt. 25a. 32. 28
o.i37gra8 ’ - -
élong. C*TS— i2o° iô' 3o"
cosC'TS..
cos b°.. . .
cos CTS. .
CTS..
iog°36' i4"
sîn CTS..
SCT..
1 • • 1 CST..
sin SCT. .
sin CST. .
gin 5®.
OinCTS.
sin A®. .
cos CST. .
îat. iiélio. 2°..
COS A
. comraut. C'ST.
cos C'ST..
long, de la Ter.
it '
long, hélio. £0 .
Nous venons de déterminer, parce calcul, l’anomalie, la longitude et la latitude hélioçentriques de la comète relatives à l’instant de l’observation du 4 août; eu répétant les mêmes opérations, par rapport aux époques du aa août et du 3 septembre ,
on parviendra aux résultats suivans :
• u . • •<• ■ ■ »•>. Tr ’ •• ' .'r ^ •• »
4>°= 58°3o'i3"8, v = 4a°56/ ,7”3, = 3o° ig' ao'3,
Ces valeurs donneront , en comparant les deux dernières observations à celle du 4 août,
et au moyen de la formule (4) , on en conclura
cos(0— 0°). 9.9911888
nomb
sin A°. . 9.544923o sinA.. g. 7212730
On aura donc
cos U -+• o , 964862 log. 9 . 9844662 .
On trouverait de même U'.. . 27038' 16"
26. Supposons maintenant que l’on fasse varier d’une petite quantité la distance périhélie et l’instaut du
passage, et déterminons les variations correspondantes des angles U, V, U', V\ Les calculs qui ont servi à former ces angles fourniront toutes les données nécessaires à cette nouvelle recherche. On aura d’abord par la seconde des formules (o'),
JV° =; (27i8").JV — ,
JV = (35 1 3") . J' t — (i83a5o").«fD ,
«JV = (4069"). — (142464"). cTD,
et par la première des mêmes formules , en convertissant tous les termes en secondes,
7? = (i522 ”)M + (78470' ).«fD, •
~ = (i583 ").JV 4- (i25i65").efD ,
~ = (no3 ,r)Jt 4. ( r 5864o"). cfD.
La formule ( a ) donnera ensuite
et par la formule (b) , on aura
cfp = — (1.1059 ).^,
cf<p' = — (1.2466
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Par la formule ( 'b ), on formera les variations des angles auxiliaires A et A' ; 'on trouvera ainsi
TA
«TA' =‘ — (0.60734). y — (1.44098). y.
En substituant ces valeurs, ainsi que celles de «TA0, eTA, <TÀ' dans la formule (c), et en remplaçant ensuite % , - , par leurs valeurs , on trou-
ver a
. «TU = - ( 4- ( 8759").«fD,
_ (68").<ft 4- ( 1 3025") . J'D.
Les valeurs de JV, JV, JV donnent d’ailleurs
cfV = - (795*).ds< - (2881 7"). <TD ,
J'V'ss — (i35i").cft — (69603"). cTD.
On aura donc enfin, pour déterminer les variations £t et cTD , les deux équations suivantes :
1283. «Tt -h 82628. «TD = 1958,
d’où l’on tire
On trouve , par conséquent , pour la distance périhélie et pour l’instant du passage de la comète par ce point , d’après ces premières corrections ,
D = 1 .04844, inst. du pass. sept. 29', 6829.
Avec ces nouveaux élémens, on recommencera les calculs précédens, et l’on arrivera bientôt aux valeurs de D et de t qui satisfont le plus exactement possible aux trois observations données.
27. Pour montrer comment on procéderait à la correction des élémens de l’orbite par la méthode des variations déterminées, exposée n°2i, reprenons les trois observations du n° 25, et après avoir calculé les angles U, V, U', V' avec les valeurs que nous avons supposées à la distance périhélie et .à l’instant du passage, nommons m et m' les différences V — U et V' — U' ; on aura , par ce qui précède ,■ 1
Faisons subir maintenant une légère variation à la distance périhélie, sans altérer l’époque du passage. Supposons, par exemple,
D = 1.00598, inst. du pass. sept. 28',3i55.
En calculant de nouveau, avec ces données, les angles U, V , U', V', on trouve
V— U = ïçfw, V'— U' = i° 22' Iff.
« = -}- 2389" tt' = -f- 492l".
Faisons varier enfin l’instant du passage, en conservant la distance périhélie employée dans la première opération ; supposons par exemple ,
D = 1. o45g8, inst. du pass. sept. 2^,5i55.
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En recommençant avec ces données les calculs précédens, on trouvera
V-lT: 6' 23' V'— U
Au moyen des valeurs de m , m', n , n', p et p' , on formera les suivantes :
et l’on aura à résoudre ces deux équations
— » 1212. u 4- 794** = II77>
d’où Fon Tire
En multipliant respectivement , par ces deux quantités, les variations — 0.04 et -f- i>, que nous avons supposées à la distance périhélie et à l’époque du passage , on aura , pour les variations véritables du ces élémens,
<TD = + o.oo388i6, *fz = -F- i/,33425 ,
d’où l’on conclura, pour la distance périhélie et l’instant du passage au périhélie corrigés,
D = 1 .049862 , inst. du pass. sept. 29*, 6495.
En calculant avec ces élémens les angles U, V, U', V', on aura
V. .. 1 5 . 14. jo , V
U— ŸTTi 34~, U'~ V7^ 1' 18".
On ferait disparaître entièrement ces différences, en augmentant un peu la distance périhélie et en avançant l’époque du passage; mais comme elles ne s’élèvent guère à plus d’une minute, nous ne pousserons pas plus loin cette recherche, et nous déterminerons, d’après la distance périhélie et l’instant du passage précédent, tous les élémens de l’orbite. Le calcul que nous venons de faire des angles U, V, U', V' a donné
En combinant entre elles les valeurs qui se rapportent à la première et à la dernière observation , parce que ce sont celles qui donnent aux numérateurs et aux dénominateurs des formules du n° 20, les plus grands nombres et dont on doit attendre, par conséquent, le plus, d’exactitude , on trouve
i est l’inclinaison de l’orbite, et le mouvement de la comète étant direct, a est la longitude du nœud ascendant. En nommant a la distance de la comète à ce nœud , à l'époque de la première observation , on trouve parla formule (29), n° 16,
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«l’où l’on conclura, pour le lieu du périhélie sur l’orbite ,
Les éléniens de l’orbite de la comète de 1824 sèront
donc
Passage au périhélie , septembre. . . 29^,6495
Distance périhélie 1.049862
Lieu du périhélie sur l’orbite 4* 35' 5gw
Longitude du nœud ascendant. . . . 279.15 ‘44 Inclinaison de l’orbite. . » 54*56. 6.
Sens du mouvement direct.
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CHAPITRE III
Perturbations du mouvement elliptique des Comètes.
28. Les comètes Sont, comme les planètes, assujetties à des perturbations qui altèrent leur mouvement elliptique autour du Soleil, et qui font varier par degrés les élémens de leurs orbites. Ces perturbations sont en général beaucoup plus considérables pour les comètes que pour les planètes, et elles sont surtout sensibles dans la durée des révolutions. Leur détermination doit dépendre évidemmeut des mêmes principes que celle des inégalités planétaires, puisqu’elles dérivent de la même cause, et la méthode exposée n° i:3, livre II, qui consiste à exprimer l’effet des forces perturbatrices par la variation des constantes arbitraires qui entrent dans les formules du mouvement elliptique, parait être encore dans cette question la plus appropriée à la nature du problème. On dé*termine, en effet, très simplement de cette manière les variations différentielles de chacun des élémens de l’orbite, et il ne s’agit plus que 'd’intégrer ces formules pour avoir tons les élémens du mouvement de la comète dans son orbite troublée. Malheureusement cette intégration présente de grandes diffi ■
cultes. Les excentricités des orbites des comètes étant en général très considérables, et leurs inclinaisons à l’écliptique Variant à l’infini, il n’est plus possible de développer la fonction perturbatrice en série convergente ordonnée par rapport aux puissances ascendantes de ces quantités, et il faut renoncera l’avantage d’avoir, pour déterminer les inégalités des comètes, des formules qui, comme celles des perturbations planétaires, embrassent un nombre indéfini de leurs révolutions et ne demandent que des substitutions numériques pour donner les résultats cherchés. Pour intégrer les formules différentielles des élémens de l'orbite troublée, on est obligé ici de recourir aux méthodes d’approximation connues sous le nom de quadratures mécaniques. Ces méthodes consistent à partager la courbe décrite par la comète en portions très petites, par rapport auxquelles on détermine les altérations produites par les forces perturbatrices sur chacun des élémens de l’orbite; différentes formules donnent ensuite le moyen d’en conclure les variations totales de ces élémens dans l’intervalle compris entre les deux extrémités de l’arc de trajectoire que l’on a considéré. On peut déterminer de cette manière les altérations des élémens de l’orbite elliptique pendant une révolution entière de la comète, c'est-à-dire dans l’espace de temps qui s’écoule entre deux passages de cet astre au périhélie; mais les calculs que cette méthode exige dans les applications sont immenses, et il convient de les restreindre autant que possible, pour éviter tout travail inutile au calculateur. Cest ce qu’on peut faire
très simplement lorsque la comète est dans la partie supérieure de son orbite , et que sa distance au Soleil devient très grande, relativement à celle de la planète perturbatrice au même astre. La fonction dont les perturbations dépendent peut, dans ce cas, se développer en série ordonnée par rapport aux puissances descendantes de cette distance, et les expressions différentielles des altérations des élémens elliptiques se partagent alors en deux parties dont l’une est intégrale par elle-même, et dont l’autre, beaucoup moins considérable que la première, peut se déterminer par des approximations successives , aussi exactement que l’on veut.
La théorie des perturbations des comètes peut donc être regardée comme complète, et les travaux de Lagrange sur ce sujet, exposés dans un beau Mémoire qui remporta le prix proposé par l’Académie des Sciences, en 1780, n’ont presque rien laissé à faire à ses successeurs. Sans doute on pourrait désirer, pour déterminer ces perturbations, une méthode dont l’application numérique fût plus simple; mais, par la nature même des difficultés que présente la question, il me paraît douteux qu’on y parvienne, et il est probable que long-temps encore ce sera à la patience du calculateur à suppléer sur ce point aux imperfections de l’analyse.
Nous présenterons, dans ce chapitre, les expressions différentielles des élémens de l’orbite troublée des comètes , sous la forme particulière qu’il convient de leur donner, pour faciliter l’application de la méthode des quadratures mécaniques à leur intégra-
tion. Nous développerons ensuite ces formules pour le cas où la comète est dans la partie supérieure de son orbite , et en considérant les termes de ces expressions qui peuvent s’intégrer rigoureusement , nous donnerons des formules analytiques qui exprimeront, sous forme finie, la partie la plus considérable des perturbations. Nous exposerons enfin le moyen de déterminer par approximation l’autre partie avec toute la précision désirable. Dans le chapitre suivant, nous présenterons, avec autant de détails que le permettront les bornes de cet ouvrage , l’application de ces formules aux trois comètes dont le retour périodique est maintenant constaté.
29. Soient rn la masse de la comète x ,jr, z ses coordonnées rectangulaires rapportées au centre du Soleil dont la masse est représentée par Mj soient x' , y', z' les coordonnées de la planète perturbatrice ni' , rapportées aux mêmes axes et à la même origine que les premières. Si l’on désigne par r et /•' les rayons vecteurs de m et de m', et que pour abréger on fasse
? 1 = (*' — ■ *)• + (/ —jrY H- (3' — s)» ,
et
R ~ m' • (i — -ff-* **) ,
les trois equatious différentielles du mouvement de m autour de M, en négligeant, pour plus de simplicité , la masse de la comète devant celle du Soleil prise pour unité, ce qui suppose = seront,
n*8, livre II,
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d*x , x dR }
dt7 r5 dx’ !
dy ■ y l
dt * r1 dy * f
d‘z z dR \
~dF ~ ~dl’ }
Lorsque R est nul, ou lofsqu’on fait abstractiou des forces perturbatrices, ces équations son! celles du mouvement elliptique : nous avons développé leurs intégrales complètes dans le chapitre IV du livre cité.
Supposons donc que x, y , z soient les trois coordonnées de la comète dans l’orbite elliptique, et x-\-Jx,f-{-<} y, z + tfz, ce que deviennent ces valeurs dans l’orbite troublée, Jx , Jj et J'z étant de très petites quantités de l’ordre des forces perturbatrices ; en substituant x-{-Jx, y-{-Jy, z + éAz , à la place de x,j, z dans les équations précédentes, et négligeant, comme on le fait ordinairement dans la théorie des comètes, les termes du second ordre par rapport à ni, on aura
d\ïx
_I_ tx
dR
dt
— dx ’
3 yïr
dR
dt*
dy’
d\iz
dR
dt *
~ dz’
Si ces équations étaient intégrables, elles donneraient immédiatement les valeurs des variations Jx, J'y et Jz, et eu les joignant aux valeurs des trois
coordonnées x , jr, z relatives au mouvement elliptique, on pourrait déterminer à chaque instant le lieu de la comète dans son orbite troublée.
On peut satisfaire aux équations (B) dans deux cas qu’il convient d’examiner, parce qu’il en résultera des considérations qui nous seront utiles dans la suite. Supposons d abord que la comète s’approche beaucoup du Soleil; les coordonnées x , y , z deviennent
alors très petites , ainsi que les quantités ^ ^ ;
ax dy * dz*
en effet, en développant R, on a
{xx'+y/+uy
-h etc.^ ,
d’où l’on voit que si l’on suppose que x , y, z soient de l’ordre m' , les trois différentielles partielles de R seront de l’ordre du cairé des forces perturbatrices, et les altérations qui en résulteront seront insensibles. 11 est permis, par conséquent, de supposer nuis les seconds membres des équations (A) , d’autant plus
que dans ce cas les termes p, ~ deviennent
très grands. I.e mouvement peut donc être alors regardé comme elliptique, et l’on satisfait en effet aux équations (B), en y faisant «flr, J'y et J~z égaux à zéro.
Concevons maintenant la comète dans la partie opposée de son orbite, et supposons que son rayon vecteur /• devienne très grand relativement au rayon vecteur r de la planète perturbatrice. On pourra développer R en suite convergente par rapport aux puissances- descendantes de /•; on aura ainsi
R—nï. Q+ (xx'+jr'-i- zz') (p — p,)[] + R' ;
en supposant , pour abréger,
En différenciant cette expression de R, abstraction faite de R', on trouve
(fll f F™ X X X 3 r / / | a - n " I
di=m‘\J~? 73 — -^-.{ocx +jry’ +«') J ,
valeur exacte, comme il est aisé de s’en assurer, aux
quantités près de l’ordre — ; la première des équations^) devient donc
d'S'x . i'x 3 xS'r , x' — r x 3x , , , ~1
_=m ___.(XX +yy + zz ) J.
dt 1 r3 r*
Si l’on observe que l’on a
jy __ xïx+yty+stz
et que, négligeant le carré des forces perturbatrices, on peut supposer dans les termes multipliés par m!,
æx
di‘
x crx
on verra aisément que cette équation peut s’écrire
ainsi
dt *
dt*
.¥=(^-mx).(7-p)
+ (.h- m'y) • ÿ + (fz - mz ') . ~
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Les e'quations différentielles en Jy et cfz fourniront deux équations semblables. On satisfait à ces équations, abstraction faite du dernier terme de leur premier membre , en supposant cf x= mx' , Jy= m'jr' et J z = ni' z'. Soient donc
Jx=m'x- b£, cfjr= Sz=mz -f-£>
l’équation précédente deviendra
dl*
, d*x y. /3x* i \ , 3ry , _ 3 xs
et l’on y satisfera en prenant %=j .m'x, n = j . m'y, .m'z. Il en serait de même des équations différentielles relatives à yi et à Ç ; on aura donc enfin
tx—m , fy=m'y' -^-~.m'y , iz~m!z -j-j.m'z.
Telles sont les valeurs de Jx, Jy et Jz qui résultent des équations (B), abstraction faite des termes que nous y avons négligés , et qui sont d’autant plus exactes que la comète s’éloigne davantage du Soleil. Si l’on voulait avoir des intégrales de ces équations plus approchées, on désignerait par J'x, J'y, J'z, les quantités très petites qu’il faut ajouter aux précédentes, pour avoir les valeurs exactes de Jx, Jy, Jz, et changeant dans les équations (B) Jx, Jy, Jz en J'x , J'y, J'z et R en R', on aurait trois nouvelles équations qui serviraient à déterminer ces quantités.
3o. Proposons-nous maintenant de déterminer les variations qu’il faut faire subir aux constantes qui entrent dans les formules du mouvement elliptique, pour satisfaire généralement aux équations (A), au
moyen des mêmes intégrales. En supposant R nul, nous sommes parvenus, dans le chapitre IV du livre II, aux sept intégrales suivantes ,
xj, — xj = c , xp — xz, = d, 1
yz, — zj, = c", -r= cj, — dz, — f, I
ï = c\-cx,-f, î=cV- <!>,-/', |(C)
En nommant, pour abréger, x, , j,, z,, les trois quantités Tl,-£, Z-
La constante a représente, dans ces équations , le demi grand axe de l’orbite.
Les trois constantes c , d, d fixent sa position. En effet, si l’on nomme <p l’iuclinaison du plan de cette orbite sur le plan fixe des x,j, et a. la longitude de son nœud ascendant comptée sur le même plan , on aura
2 = tang <p cos a . y tang <p sin a. . x.
Cette équation , étant comparée à lequation cz -j— dy -f* dx 2= o , qui résulte des intégrales (C), donne
1/P'2 ddj* r"
tang<p = 7 , tanga = — 7.
Les constantes f, f',/1' déterminent l’excentricité et le lieu du périhélie. En effet, soient e le rapport de l’excentricité au demi grand axe, et i la longitude du périhélie projeté sur le plan des x,j, ou
aura, nQ 21 , livre II,
e =>//*+/'*-+-/'* , tang i = •£.
Pour simplifier les formules suivantes, nous prendrons, pour le plan fixe auquel on rapporte la position de la comète et celle des planètes perturbatrices, le plan de l’orbite primitive de la comète; dans ce cas, l’angle <p est nul à l’origine de la période que l’on considère, en sorte que les constantes c' et c' seront de l’ordre des forces perturbatrices. On a d’ailleurs , par le numéro cite',
. r- f'c'+ft0
d’où l’on voit que f" est du même ordre que c* et c"- 11 suit de là que si l’on n’a e'gard , comme nous le ferons , qu’à la première puissance des forces perturbatrices , on pourra négliger le carré de f"; si de plus on nomme co la longitude du périhélie sur l’orbite comptée à partir de l’axe des x , on aura , aux quantités près du second ordre, par rapport à l’inclinaison <p, i=œ; on aura donc simplement, pour déterminer les deux constantes e et co ,
vTW' Vf'+f*
ou , ce qui revient au meme ,
e . sin co = j 7 , e . cos &> =f
Déterminons maintenant les variations des six
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constantes a, c, c' , c", f et f. Comme les grandes excentricités et les grandes inclinaisons des orbites des comètes ne permettent pas d’nppliquerai ces astres les formules que nous ayons développées dans la théorie des inégalités planétaires, nous ne suivrons pas ici l’analyse du chapitre VI du livre If, et nous exprimerons les altérations des élémens de l’orbite elliptique par des formules qui contiendront la quantité R et ses différentielles sous la forme où elles sont données immédiatement, c’est-à-dire en fonction des coordonnées de la comète et des planètes perturbatrices. Les intégrales (C), où les constantes arbitraires se trouvent exprimées au moyen des coordonnées de la comète et de leurs différences premières divisées par l’élément du temps, sont très commodes pour cet objet. En effet, nous avons vu n° 37, livre cité, que si l’on suppose à l’une quelconque des intégrales du mouvement elliptique cette forme
a = fonct. (x , y, 2, x,, yt, zt) ,
la même intégrale conviendra aux équations différentielles du mouvement troublé, pourvu qu’on y regarde comme variable la constante a , et qu’on détermine sa variation par l’équation
da
La caractéristique cf désignant ici des différentiations relatives aux constantes seulement, les variations de ces constantes étant lices entre elles par les équa-
tions
llf.Jr
J\r = o, cTj'= o , cTs=o,
* » rfR « rfR . « f/R -
— dx‘dl> °y> — dÿ-* ^z> — lz'dt”
Si l’on substitue successivement a, c, c'y c"’f> f et leurs différentielles dans la formule générale (D) , et qu’on remplace les trois quantités J\r(, Jÿ/f j'zf par leurs valeurs, en observant que z est de l’ordre des forces perturbatrices et que nous négligeons leur carré, on aura d’abord
et ensuite
?.V1. ÎJlO.:
de — ^
XTy-yf*)-dl>
dc'z= dc" =
t:r> frtvr , •ùfct «A «u
dz
df =-(x -Jy -y S) • dj+(xdy-ydx) .
-(r £ 7 * ^ + {rdx-xdy) . g.
Les variations des constantes y, y*', c', c" étant déterminées, on en conclura aisément celles des constanstes e, co, <p et et. En effet, en différenciant les équations [b), on aura
de = sin i o .df -j-cos co.dj, exla = cos co.df — sin a> . df.
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Nous avons nommé eo la longitude du périhélie comptée de l’axe des x ; si l’on prend pour cette droite le grand axe de l’orbite de la comète , a> sera de l’ordre des forces perturbatrices, et les équations précédentes donneront simplement
de — df, edcù = d f.
Si l’on suppose, comme dans le n# 44» livre II,
tang tpsin a.—p, tang <p cos a = q f
et qu’on remarque qu’on a, n° 20 du même livre,
+ = 1 — e*) , ce qui donne, en négli-
geant le carré des forces perturbatrices c—\/ a.( 1 — e“), on aura
J de" J de'
dp = , , dq = tt= .
Ces formules serviront à déterminer la position de l’orbite troublée de la comète par rapport au plan de son orbite primitive; il sera facile ensuite d’en conclure la position de cette orbite par rapport à un plan fixe quelconque.
5 1 . Il nous reste à trouver la variation de la sixième arbitraire qui entre dans les formules du mouvement elliptique, et que nous avons nommée la longitude de l’époque. Reprenons, pour cela, les formules de ce mouvement ; en faisant, pour abréger, n = a — » , ou a, n° 22, livre II ,
ni -f- e — a> — u — e sin u ,
= — ; — - — — — - = — ecosnj.
I -j- f COS (f et
Dans ces équations , nt + e représente la longitude moyenne de la comete , nt -J- e — eo est son anomalie moyenne , u son anomalie excentrique , et v — ca son anomalie vraie.
Soient x et y les coordonnées rectangulaires de la comète rapportées au plan et au grand axe de son orbite , les abscisses x étant comptées du foyer vers le périhélie, on aura
x = r cos ( v — *>), jz=r sin (o — a) ; on a d’ailleurs, en comparant les deux valeurs de r.
i -j- e cos {y — *) d’où l’on tire
sin(v — cd) =
\/ i-e’ .sin u 1 — e co s u
i — ecos u ,
COS (e — Ci>)
cosm — e i — e co s u
En substituant ces valeurs dans les expressions de x et dey', on trouve
x = a. cos u — ae , y = 1 — e*.sin u.
Cela posé, si l'on différencie la première des équations {a), on aura, dans le cas de l’ellipse invariable ,
ndt =. du. — *e cos u).
Cette équation doit encore subsister dans le cas de l’ellipse troublée, c’est-à-dire lorsqu’on regarde ses élémens comme variables; on aura donc ainsi
rfc— du) = du.(i — ecos u) — de . sin u, (3)
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l’anomalie u ne variant ici qu’à raison de la variation des constantes que sa valeur renferme.
Si l’on différencie l’expression de cos ( v — a>) en y faisant varier les constantes e et <w, et qu’on y substitue ensuite pour sin ((> — a) sa valeur, on trouvera aisément
j sin u ,
du — . de
i — e cos u
. da.
Cette valeur, substituée dans l’équation (3), donne
j __ de.sin u{ a — e cosu — e») da.(i — e costz)*
formule qui déterminera la variation de g , lorsque celles de e et de a> seront connues. On peut écrire ainsi cette équation
— de.ûmi.Ca-ecosu—S)
, Ct/*.[C0SM.(2— g CQS U) e]
et si l’on remplace, dans le second membre, de et edjù par leurs valeurs df et df\ et qu’on observe que les valeurs de x et y, en les différenciant et substituant pour du sa valeur tirée de l’équation ndl = du.( i — ecosw), donnent
rfj. andt . sin u . __ andt. \/ 1 — e*. cos u
i— «cosk’ J i— ecos n
Il est facile de voir qu’on pourra lui donner cette forme
Tome II
( h — r da.(i
-•( y-df—x.df )
1 (1 — ecosu)* fdx jj., dy , r,\
Maintenant, si dans cette équation on substitue pour df et df leurs valeurs déterminées précédemment, en remarquant que l’on a
x df — y dx — a* \J \ — e*. ndt , a*.( 1 — e cos «)*=/•* = x* -\-f ,
on trouvera
de=.da>.(i — N/^ë1)— (5)
Cette équation donnera la valeur de au moyen de celle de da> supposée connue. En remplaçant da> par sa valeur, on aurait, pour déterminer de, une formule directe ; mais il est plus commode de lui laisser cette forme.
On peut observer qu’en différenciant la première des équations (a), nous avons regardé n comme invariable ; la variation de cette constante introduirait dans l’expression précédente de d=. le terme — tdn; mais ce terme disparaîtrait dans l’expression différentielle de la longitude moyenne nt-\~ e qui serait en effet
ndt -f- tdn — tdn -f- de.
Il est donc inutile d’y avoir égard, puisque l’expression de cette longitude est la seule qui contienne la constante e dans les formules du mouvement elliptique, ou, ce qui revient au même, on peut supposer
que le moyen mouvement est exprimé par f ndt dans le mouvement elliptique et dans le mouvement troublé, la valeur de n étant, dans ce dernier cas , celle qui résulte des perturbations. Pour la dé-
terminer, observons que l’équation n = a • donne, en la différenciant, \
du —
-.an .a -.
En substituant donc pour d ^ sa valeur, on aura dn = — 5an.Ç^ . dx -4- djr^.
Cette équation donnera , en l’intégrant et en y ajoutant une constante, le moyen mouvement dans l’orbite troublée.
52. Rassemblons les différentes formules que nous venons de trouver. Si, pour simplifier, ou fait
v _*-* îl y _ y -y y_ 7 i(2. IN
ce qui donne
rfR ryr dit /y dR t rj
— dï=mY>
dz
et que l’on substitue dans ces formules pour ^ ,
^ , les valeurs précédentes, et pour x et y , leurs vadz*
leurs en fonction de u , on aura •
({a — -irridu . a? sin 'du a3 V i-«*.cosm.Y,
de =m'.du.aV'T^t.cosu.{xY-Y'K)+mdu.a[/ i-e\rY,J edtt = m’du. a%\nu.{xY-yK)-mdu.a\/ i-e'.rS.^ ,
dt =(i -\ZT^ë').d*—2rridu.r.(x'X.+ y'Y), }(6)
771 dl£ 7
En joignant à ces équations la suivante , dn — "indu . a'n .sin u .X — Zmdu.a^nX/ i — «VcoswY, (7)
qui donne directement la variation du moyen mouvement, on pourra déterminer par de simples quadratures les altérations de chacun des élémens qui fixent les dimensions et la position de l’orbite de la comète, ainsi que la situation de cet astre à un instant donné. ‘ . ,
Dans les applications numériques des formules
précédentes, on sera obligé de déterminer les valeurs des différentes variables quelles renferment, correspondantes à une valeur donnée de l’anomalie excentrique u. On a, par le n» 3i, l’expression des coordonnées x, J, et du rayon vecteur r de la comète en fonction de u ; on pourra donc en déduire immédiatement leurs valeurs, et il ne restera plus qu’à calculer les valeurs simultanées des coordonnées x , r< z’ de la planète perturbatrice. Pour cela , observons que le grand axe de l’orbite de la comète ayant été pris pour axe des x, si l’on nomme y l’inclinaison dé^k’orbe de la planète sur celui de la comète, K la
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longitude de son nœud ascendant, comptée sur ce dernier plan, à partir delà ligne des absides, qu’on désigne de plus par l’angle que fait le rayon vecteur /avec la ligne des nœuds , on aura, par une construction très simple ,
x' = rJ cos v . cos A — r' sin /. sin A . cos y , y = r cos v . sin A •+■ r' sin v . cos A . cos y , s! =/ sin v' . sin y.
Il sera facile, d’après les positions connues des orbites de la comète et des planètes perturbatrices, de calculer les constantes A et y qui entrent dans ces valeurs. Quant au rayon vecteur r' et à l’angle /, on observera que le temps écoulé depuis le passage au périhélie est donné, en fonction de u, par l’équation
t = a% .(u — e. sin u).
En joignant la valeur qui en résultera à l’instant du passage, on aura l’époque qui se rapporte à la variation supposée dans l’arc de l'anomalie excentrique u ; les tables astronomiques fourniront ensuite toutes les données nécessaires pour déterminer les valeurs correspondantes de /•' et de
53. Un des points les plus importans de la théorie des comètes est l’altération du temps périodique; elle dépend de l’altération de l’anomalie moyenne, et celleci se détermine aisément au moyen des formules précédentes.
En effet , si l’on nomme f l’anomalie moyenne de la comète, on aura, dans l’orbite elliptique,
Ç = fndt-{-e — u.
Cette e'quation conviendra encore au mouvement troublé, pourvu qu’on y regarde e et u comme variables et qu’on y substitue pour n sa valeur
n ■=. N -I- fdn,
N étant une constante qui représente la valeur de n, ou le moyen mouvement de la comète dans l’unité de temps, au commencement de la période que l’on considère, et fdn étant déterminé par la formule (7). On aura donc, en différenciant la valeur de par rapport aux constantes seulement ,
d £ — dt.fdn -f- dt — du ; d’où l’on tire, en intégrant,
f (lÇ= fdtfdn + fdè — f du.
Cette équation servira à déterminer la variation de l’anomalie moyenne; on peut la simplifier en faisant disparaître la double intégrale quelle renferme j en effet, on a
fdtf dn = tfdn — f tdn ; 1 c>
on aura donc
fd( = tfdn — f tdn fdt — f dce,
valeur qui ne dépend plus que de simples quadratures, comme celle des altérations des autres élémens de l’orbite.
Cela posé, on aura généralement pour l’expression
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de l’anomalie moyenne dans l’orbite troublée , après un temps quelconque t ,
Si l’on suppose que l’on commence à compter le temps t de l’instant du passage au périhélie , l’angle t — a sera nul pour cette époque, puisque, par cette hypothèse, on a £ = o en même temps que * = o. On aura donc simplement
Ç = Ni -{-fdÇ.
Soit T le temps qui s’écoule entre deux passages consécutifs de la comète à son périhélie , lorsqu’elle aura achevé sa révolution ; on aura
fd^z=. T/dn — f tdn -f- fde- — fda>. (8)
Les intégrales devant s’étendre depuis t — o jusqu’à i=T, l’anomalie augmente dans cet intervalle de 3Go° ; on aura donc , pour le même instant , *
*r = NT +/«, (9)
ir étant la demi-circonférence dont le rayon est V ... •! ’
1 unité.
Prenons, pour fixer les idées, la comète de 168a, revenue à son périhélie en 1 7^9, et dont il s’agit de fixer le prochain retour. On calculerait immédiatement l’instant de ce passage au moyen de l’équation (g) , si la valeur de la constante N, relative au périhélie de 1759, était connue; mais cette valeur ne saurait se conclure directement , comme celle des autres élémens de l’orbite, des observations faites pendant l’apparition de 1759, elle se déduit du temps qu à
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employé la comète à faire sa révolution anomalis— tique de 1682 à 1 j5ç), et cette donnéê est affectée des pertubalions qu’a éprouvées cet astre durant cette période. Pour la déterminer, supposons que T soit 1 intervalle de temps qui sépare les passages de 1683 et de iy5g, et que N soit la valeur de n qui répond à 1 origine de cette période; à l’instant du passage au périhélie de i?5g, par l’équation (9), on aura
Les intégrales /"devant commencera l’instant du passage au périhélie de 1682, où nous fixons l’origine du temps t , et s étendre depuis t=o jusqu’à t = T; et les valeurs des constantes e , t , u> se rapportant aux observations du même passage.
Cette équation donnera la valeur de N relative au péçihelie de 1682, et Ion en conclura celle de N’, relative au périhélie de l'jSg, par 1 équation
N' = N +fdny
l’intégrale commençant,! comme les précédentes , à 1 instant du passage au périhélie de 1682, et devant s elendre depuis t = o jusqu’à t = T. t)n aura ensuite les valeurs du grand axe de l’orbite qui se rapportent aux mêmes époques par les équations
Soit maintenant T’ l’intervalle de temps inconnu qui s’écoulera entre le passage au périhélie de 1 759 et le prochain retour qu’il s’agit de déterminer. On
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aura , pour cette époque ,
f(ÏÇ = tfdn — ftdn -f- fdi — fdco , ( i o)
et par suite ,
25T= N'T' fd^‘, (il)
les intégrales f commençant ici à ficstant du passage au périhélie de 1759, et s’étendant depuis / = o jusqu’à Z = T'; les valeurs des constantes e, «, u> qu’elles renferment étant d’ailleurs celles qui résultent des observations de la comète faites à la même époque.
L’équation (1 1), qui ne renferme que l’inconnue T', servira à déterminer sa valeur. Ou connaîtra ainsi l’intervalle de temps qui doit s’écouler entre le passage de la comète au périhélie effectué en 1 7 5g, et le passage suivant; on pourra par conséquent fixer d’avance l’époque de son prochain retour au même point de son orbite.
34. Toute la difficulté de la théorie des perturbations des comètes se réduit donc à intégrer les formules (6). Cette intégration, comme nous l’avons dit, n’est pas possible en général ; on ne peut l’effectuer que par le moyen des quadratures mécaniques. L’analyse fournit différentes formules pour cet objet ; nous allons présenter celle que l’on a généralement adoptée, et qui résulte fort simplement des premiers principes du calcul aux différences.
Soit y une fonction quelconque de x y et soient jr(.o^ jr(.0) JW. _ , f f')' ce que devient successivement cette fonction, lorsqu’on suppose x — o, x = a , x=s 2*. . . ., x—ia; désignons par AjrCo), etc.,
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les différences finies de ces quantités prises deux à deux, par A^-(o), Ay^ leurs différences secondes et aiusi de suite, en sorte qu’on ait
j,(0-yC<0 —
y»_yO) =AyO), yî)_y*) ==AjC-) }
yW)—yO— 0=Ay y — i
etc.
Ay(')-AyC<0 =4^(0),
Ay(O-AjO) = A^COj
AytO — AyO 1 ) A aj/ 0 ~ 1 ^
A’yCO-A’j/C») — Ay°)| AayCO-Aa^tO — A y CO ^
De ces équations on tire, par des substitutions faciles ,
yO — jy(°) —J— Ajv-C°) ^
y.*) _ yo 2^y») _j_ ^y°),
yî) ==y°> 3Ay^ y s^y°) _t_ A^0^,
etc. ;
d’où l’on conclut généralement
. A^W-j-eUr. (">)
formule qui sera très convergente, si les différences Ay°, Ayo), A3y*}, etc., décroissent avec beaucoup de rapidité.
Cela posé, on peut regarder^ = f(x) comme l’équation d’une courbe parabolique dont^* représente l’ordonnée et x l’abscisse ; cette courbe passera par les extrémités des ordonnées équidistantes ya\ y^t etc., et l’on aura d’autant plus de facilité pour
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la tracer, que ces coordonnées seront plus rapprochées sera donc l’ordonnée qui répond à l’abscisse quelconque x = ia. et fywdx l’aire indéfinie comprise entre la courbe et l’axe des x. Si dans l’équation (m), on substitue pour i sa valeur ^ , on aura
+etc.
Multiplions cette valeur par dxe t intégrons-la depuis x = o jusqu’à x = a , l’expression résultante sera celle de l’aire comprise entre les ordonnées y° ety*3; on trouvera
De même , pour l’aire comprise entre les ordonnées y0) cty(,J, on aura
et ainsi de suite.
En prenant donc la somme de tontes ces valeurs , on aura pour l’aire totale comprise entre les ordonnées y^' ï3 etjr(n),
fydx = a. . [y*03 -f-jc a) . ....
+ ^.[A/w -f- A/03 -f- A/c*3. . ,-f- Ay*-0]
— . [A'/"3 + A Y0 + Ay3 ...-{- A'; c"^,)]
-f- etc.
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On a d’ailleurs
Aj**5 +A7rtl> W 0
A ‘/W-f-A'/W+A’j W. . .-f-A^'— >=AjW— A?*», etc.
L’expression précédente devient donc ainsi fjdxz=a. . [J 1 >+ J w
— n-ÜAr*0 — Ar<0]
+ — . oy-î — a/°î]
i ii:; 1
,2Q [ASrco — Arw] + ^.[4-/-- a/->] — etc.
La détermination des différences A/w, A*/w, etc., qui entrent dans cette formule, dépend des quantités te., tandis qu’on n’est supposé avoir calculé ces ordonnées quedepuis^w jusqu’à_7rW. Ce serait un inconvénient pour la pratique, mais on peut l’éviter en donnant une autre forme à cette expression. Pour cela, remarquons que des équations (k) , on tire
A/(n) = Aj0*-0 + A*jc*-l) -f- a3/("-3) + etc., AyC*)= A*^(»-»)-f- 2.A3j(.m~ 3)-j~ 3. A^’-4)+etc., Ayc»)— Ay*-3)-f- 3. °-f-2 . 3. As^*— w-f-etc. etc.;
d’où l’on peut conclure généralement
. A'+‘ 1 ) . A^C’-i-O+etc.
Si l’on substitue ces valeurs, qui ne dépendent plus que des quantités ja, y“~l, etc., dans la formule (G) , on aura
J}dx = a . Q . . +J*T'
-^.[Ay-o+Ayj]
— etc.
‘Le premier terme de cette série représente, comme il est facile de s’en convaincre, la somme -des petits trapèzes compris entre les ordonnées
somme qui approchera d’autant plus de l’aire de la courbe parabolique , que les ordonnées seront plus rapprochées, et leurs variations plus petites.
35. Pour appliquer la série précédente à l’intégration des formules (6), représentons par P du la variation différentielle de l’un quelconque des élémens de l’orbite de la comète, et regardons P comme l’ordonnée de la courbe parabolique dont l’anomalie excentrique u est l’abscisse. On fera varier u de degré en degré ou de deux degrés en deux degrés, etc. , selon qu’on le jugera convenable, et l’on détermi-
nera les valeurs correspondantes de P qu’on dé— signera par P(o), P0), Pc0, etc., et l’on aura par la formule (P) la valeur de /P du correspondante à un arc donné d’anomalie excentrique. On pourra presque toujours s’arrêter au premier terme de cette formule , les autres termes ne donnant qne des corrections de l’ordre des quantités négligées. Le seul cas où il deviendrait nécessaire de considérer ces termes, est celui où la comète approche beaucoup de la planète perturbatrice, ce qui rend
très grande la fraction ÿ3, et par suite la valeur de
P. Mais alors il sera encore plus exact, pour que les ordonnées P ne subissent pas de trop grandes variations, de diminuer l’intervalle qui les sépare et de faire croître l’anomalie excentrique de demi-degré en demi-degré, ou de degré en degré , etc., selon les circonstances.
36. On pourrait déterminer, par cette méthode, les variations des élémens de l’orbite elliptique pendant une révolution entière de la comète ; mais nous avons vu que lorsque cet astre est dans la partie supérieure de son orbite, et que la comète s’éloigne beaucoup de la planète perturbatrice, la partie la plus considérable de ses perturbations pouvait s’exprimer par des formules analytiques qui n’exigent plus que des substitutions numériques, ce qui facilite beaucoup le calcul de ces perturbations. Développons donc dans l’hypothèse précédente les variations des élétnens de l’orbite.
Reprenons la valeur de R ,
in
» » xx' -f yÿ + «'
Si l’on suppose la distance r de la comète au Soleil très considérable par rapport à /■', distance de la planète perturbatrice à cet astre , on pourra réduire l’expression précédente en série convergente, par rapport aux puissances descendantes de r, et l’on aura , n° 29,
R = ni • [) 4- (**' +jf +zz) (p — pjj] + R',
R' représentant une suite de termes dont le plus
tf* *
élevé est de l’ordre
L’avantage qu’il y a à décomposer ainsi R en deux parties, c’est que la fonction R' est essentiellement
très petite lorsque le rapport - est une très petite
fraction, tandis qu’au contraire R conserve toujours une valeur finie, quel que soit l’éloignement de la
comete, a cause du terme —1ï <îul ne dé-
pend que de la distance de la planète au Soleil. Il en résulte qu’on peut, dans une première approximation, négliger tout-à-fait la seconde partie de R ; les formules (6) deviennent alors intégrables par ellesmêmes, en sorte que la partie la plus sensible des perturbations des comètes peut toujours être expri-, mée analytiquement par des formules finies , lorsque la comète est dans la partie supérieure de son orbite. Dans l’approximation suivaute , on considérera la
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fonction R/f mais il suffira le plus souvent de s’arrêter aux premiers termes, de son développement.
Faisons donc d’abord abstraction de R'; si l’on désigne par la caractéristique d de* différentielles uniquement relatives aux coordonnées de la comète, on aura
d'R = m! . Qf . i + (x'dx +/<*,) .(-L -1 )+ {xx>+ J'jV-tQ
On peut, dans cette valeur, remplacer ^ par
** ~ Z-Z. Z. Z. nar 'LjL " J - l’pr—
de ’ de r* ’ r'3 p de * de » er reur que l’on commet étant de l’ordre du carré des forces perturbatrices. On trouve ainsi
dR=m'.d.Ç; + +
Si l’on substitue cette valeur dans la formule (il, n° 3o, et qu’on Tintègre, on aura
J» = + d“‘*+ W) -f-const.
Si l’on détermine la constante que cette équation renferme par la condition que Sa soit nul au point de l’orbite où l’on a commencé à considérer séparément les deux parties de R, l’expression résultante sera celle de l’altération du grand axe après un temps quelconque , compté à partir de ce point, due à la partie de R indépendante de R'.
On peut obtenir, d’une autre manière, la valeur de Sa. En effet, si l’on différencie, par rapport à la
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caractéristique , qui aura ici la signification que nous lui avons donnée n° 29, l’équation
1 2 dx' -f- dy' -f- dz*
a r dt*
On aura
£a zfr ndxd.fx -J- zdyd.t'y
ôF ~T “ ~ ' d/’
Nous avons trouvé , dans le numéro cité , par l’intégration directe des équations différentielles du mouvement troublé,
cTx = -3 . m’x -f- m!x' , J/ =-j . m'j + m'y ,
<Tz = j . ni z -f- m'z'.
En substituant ces valeurs et leurs différentielles dans l’équation précédente , on aura
ou bien en remplaçant — par sa valeur ^ — i , « 2 , , , /I . xx'+jry', , dxdx -|- dydy\
On voit que cette expression coïncide avec celle que nous avons déduite directement de la formule (1),
en supposant dans celle-ci const. = — ^ m'a, la constante arbitraire étant déterminée , dans ce cas, de manière à satisfaire aux équations
Tome II
Sx-*-- j.m'je*— m'x' é=o, Syr—^.irij — m'yzxxo,
1 cTz — f./n's — mV — o.
L’ëquation »* = — 3 donne, en la différenciant par rapport à S ,
Sn = — -.-.cTa.
En substituant donc pour Sa sa valeur pre'ce'dente, on aura v . 1 .•
In — m'n- 3m' an J
xx-f yj'' t dxdr
de
d.Ydy\
Cette valeur, augmentée d’une constante, donnera l’altération du moj’eq mouvement duc à la partie de R indépendante de R'._
Déterminons, d’une manière semblable, la variation de l’excentricité et du périhélie due à la même partie de R.
La quatrième des équations (C), en remplaçant f et c' par leurs valeurs et négligeant le carré de z, donne
f * dy.jxdy —ydx)
J r ~r df
En différenciant, par rapport à la caractéristique S , celte équation > on aura , :
jy~— x*r ~~ r^x ydx )
dt*
, rfy. (xd. iy — -yd.ix -f- dyïx — dxJy) H ^ ~ »
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et en substituant dans cette e'quation, pour J'x, Sy,
<fz, leurs valeurs précédentes, elle donnera
^ , rdy .{xds — ydx') y.{xy’—x y) , df .{xdy—ydx)
tf=Zm 1 3? + r5 + ft'
, dy.(xdy—ÿdx+xdy — ydx')\
•V 1+ — ée — y
Si l’on ajoute une constante arbitraire au second membre de cette équatiod , et qu’on la détermine par la condition que «T/7 soit nul à un point donne de l’qrbite, l’équation résultant^ donnera l’altération de J à. partir de ce point, due à la partie de R indépendante de R'. Cette valeur doit être identique avec celle qui résulterait de l'intégration directe de l’expression de df, n° 3o; c’est en effet ce qu’il est facile de vérifier en la développant dans l’hypothèse précédente ,
et en observant qu’on peut y substituer — ^ ,
— SF a ,a Place de ? et dc et - ^ jL.
à la place de £ et de ^L.
Si l’on substitue pour ~ sa valeur
f -\r- dans l’expression de «f/, elle devient
jr ±j (xy' — xy> df\xdy—yix)
if=m.y+-+y. ? + — — 57-
, dy . ( xdy — y'dx -4- x dy — ydx')~ |
+ _ ■ dt' J’
En changeant, dans cette formule , x en f, x' en y', et réciproquement, on aura , pour déterminer l’alté-
ration de f due à la partie de R indépendante de R',
x. (xy' — jr'y) dx' . ( xdy — ydx)
r1"1 dt%
dx . ( xdy ' — y dx -+- x' dy — ydx ' )~|
Connaissant les variations de f et de f \ on aura celles de e et de co , par les équations
cPe = df et e«Tû> = «T f .
* Considérons les variations de l’inclinaison et du nœud de l’orbite due à la même partie de R. En la différenciant , on a
P»— ^ jt03
Si l’on substitue cette valeur dans les valeurs de de' et de* , n° 5o, et qu’on néglige les termes de l’ordre du carré des forces perturbatrices , on trouve
de = m'.yz. (~ — ^)-dlK de" = m' .xz' . Çy3 Ar^.dt.
Remplaçons , dans ces équations , p » ^ \ par .
d‘x d‘y dld . , , , .
— , et intégrons les équations
résultantes, nous aurons
jy = ;
,\ at \ J • « . -
kes valeurs de J'c et de Je' étant ainsi connues, on aura celles de J'p et de J'y , dues à la partie de R inde'pendante de R' par les équations
te' ft __ te'
q ' \Zâ7(ï^7?)’
et il sera facile d’en conclure les altérations correspondantes de l’inclinaison et du nœud.
En retranchant les valeurs de d'à, dn, df, df, de', de*, à un point donné de l’orbite, de leurs valeurs à un autre point donné, on aura les altérations dans l’intervalle, de a, n, f, f, c', c *, dues à la partie de R indépendante de R'.
5y. On pourrait exprimer, par une formule semblable aux précédentes, la variation de la longitude de l’époque due à la même partie de R ; mais cette formule est inutile à la détermination de l’altération de l’anomalie moyenne, qui peut se faire très simplement ‘de la manière suivante : supposons que l’on fixe l’origine du temps au poiut de l'orbite où l’on commence à diviser en deux parties la fonction R, et nommons N le moyen mouvement de la comète en ce point , c’est-à-dire la valeur de n qui résulte des perturbations précédentes ; on aura, après un temps quelconque t , compté du même point ,
fndt — f— J'e — d&> = Nf “1— fd'n • dt -f* J e — — J'en,
En désignant par d'n la variation de n due à la partie de R indépendante de R', on aura donc , pour détermina,' l’altération correspondante de l'anomalie
moyenne,
SÇ = fS'n.dt-\- Se. — S'a).
Si l’on différencie cette expression et qu’on y substitue pour d.Se — d.Sa, sa valeur donnée par l’équation (4) , n° 5 1 , on aura
d.tÇ = S<n.dt
d.ïe. sin w.(2-«*-e cosu) — p
d.^W.(i-ecosw)*
, équation qu’on peut écrire ainsi :
/'e.sin?f.(2-ea-?cos u) <iV ( i - e cos u)
■e cos m)*~ |
, n . Il (îcosa+e) . ,, sin u \ .
+ ( — - 4-<îe.— — + zef'*. — J.ntA.
En observant que l’on a, n° 3i, ndtz= du.(i-ecosu), nous avons trouvé plus haut
Se = SJ, eSo> = Sf.
Si l’on désigne par nil ce que devient la valeur de Sn donnée par la formule ( g ), au point de l’orbite d’où nous comptons maintenant le temps t, il est clair qu’on aura
S' n = Sn — nil.
Les valeurs précédentes de Sn, SJ , S'f dônnent d’ailleurs cette relation très simple,
i'n . 2cosu-f-e ... 2 sin k .
fxdy~ ydx'-\-y' dx-x'dy\ _
tt ; J
‘équation qu’il est facile de vérifier en remplaçant Sn, Sf, Sf, par leursT valeurs et en comparant
dans les deux membres les coefficiens de x' , y , et ^ après les avoir préalablement exprimés en fonction de u.
L’expression de d.J'Ç deviendra donc, en y substituant pour <T'«, «Te, eS'ca leurs valeurs , et en l’intégrant ensuite
j,, m,f Æ | m.(xy — xy) «t/.sin u. (a — e*- «cosa)
.(1 — e co, s u)*
-f- const.
On aura l’altération de l’anomalie moyenne , depuis un point de l’orbite jusqu’à un autre point donné, due à la partie de R indépendante de R', en retranchant la valeur de «T£ au premier de ces points de sa valeur au second.
38. Considérons maintenant les altérations des élémens de l’orbite dépendantes de R'. Lorsque la comète se trouve dans la partie supérieure de son orbite, R' étant une très petite quantité , les valeurs de ces variations sont aussi très peu considérables. Si pour les obtenir, on substitue R' à la place de R dans les formules (r) et (2), ce changement n’altérant en rien leur forme , il est clair qu’elles s’intégreront encore par la méthode exposée n° 34. Mais dans le cas où la comète s’éloigne beaucoup de la planète perturbatrice, et où il est avantageux de partager ainsi R en deux parties, ces formules peuvent se développer en suites convergentes, et l’on obtient leurs intégrales par une méthode d’approximation beaucoup
plus expéditive que celle des quadratures mécaniques.
Pour le faire voir, reprenons la valeur de R', n“ 39,
5(jr sS+yy+zx-lr'*)3
■etc.
Si l’on différencie cette valeur par rapport aux variables x, jr, z, et que pour abréger, on fasse
p 3 r* i5 (xx +y/+zz' -{/')' 35 (xx+yy'+zj'-y*)3
p._ 3(**'+y /+**-{*") _ ï5 (xx' +yÿ+zz-\i'‘)% _ etc r* 2 ’ r7 ’
il est aisé de s’assurer qu’on aura ^=ro'.(Px+PV), ^=»'.(Py+Fy'), ^=m'.(P*+PV).
Substituons ces valeurs dans les formules (x), (2), (5), après y avoir changé R en R', nous aurons
da = — 2 m'a* . [P . (xdx +ydy ) -J- F . (x’dx +y'dy)’\ , df = ni' .Y .[x'y—xy' ) . dy+m . (xdy—ydx) . (Py -f P'y') ,
df'= m' . F.( r y — x/) . dx+rn (ydx — xdy) . (Py+ P y' ) , I
r' ^ — ^-zandt. [P. (x*4- y’ ) + P'- (xx'-yy ')] ,[
dp =5
.Y.yz.dt.
•.F.xs'.d/.
Si l’on remplace dans ces formules P et P' par les
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séries que ces lettres représentent; qu’on substitue ensuite pour x , y, z, et;. /■ leurs valeurs
x = r cos v . y = r sin v, z = o, r = — ^
7 J 7 7 i -f- e cos v
et pour .r', j', z', r', leurs valeurs données , n°52, en fonction des sinus et cosinus de v'; qu’on observe que par les formules du mouvement elliptique, on a
r'dv — dt. V7«-(i — e%)> |
r'*dv = dt . V*), K
il est évident que chacune des expressions précédentes pourra se développer en une suite de termes de cette forme
II . cos . fiv -j- t’V -j- K) . dv , (p
i et ï étant des nombres entiers, H et K des constantes fonctions des élémens des orbites de la comète et de la planète perturbatrice.
Ces termes s’intégrent sans difficulté dans le cas où i' — o; ils ne sont plus intégrables généralement lorsque i' n’est pas nul ; mais quand la comète est dans la partie supérieure de son orbite, les termes de cette espèce sont considérablement plus petits que les précédens, en sorte qu’on peut presque toujours les négliger sans scrupule. Au reste, si l’on juge convenable de pousser plus loin l’approximation, on pourra le faire de la manière suivante.
Les deux équations ( n ) donnent
«■ ÿa'-ii — « )
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Le terme qu’il s’agit d’intégrer devient, en .substituant cette valeur, ,-M
„ \/a(i — e‘) f'r’dd .. v , t
H. — . / — — . cos (w -4- * v -j- K).
Va\i — e") ,J f V '
Si, dans cette intégrale, on met pour — , sa valeur
a'*.(i — «'*)*.(! -f-e.cosv)* aa.( i — [i + e'.cos (*/ — *')]* *
et qu’on remarque que e' est une très petite quantité, il est clair qu’on pourra la développer en une suite de termes de cette forme
H' cos {h + ZV + K') . dv'.
Ce terme peut encore s’écrire ainsi :
y-./cos(^ + K/).d.sin l'v + ^-./ sin(/v -f- K'J.d.cos tv' ;
on aura donc, en intégrant,
H' ./cos . {lv + td + R') • dv' — y • sin . (lu + lv + K')
— yV-cos ( Iv + tv' -h K ').dv.
Si dans le dernier terme on substitue pour dv sa valeur, il devient
H7 Va( t — e‘) //W „ , „ , ,
Çe terme est beaucoup plus plus petit que l’inté-
grale
H' . /cos (lv -+- ZV + K') . dv\
, ia3
puisque - est supposé une très petite
le facteur est aussi très petit; car a.(i-e)
est la distance périhélie de la comète , et cette distance est beaucoup moindre que a' relativement aux trois planètes supérieures, les seules dont on ait ordinairement à considérer l’action. On pourra donc supposer l’intégrale H'./:os(/v K'), dv , à très
peu près égale à y . sin . Vv -f- K') , et négliger
l’autre partie de sa valeur. Si l’on voulait cependant y avoir égard, comme cette partie est absolument de même forme que l’intégrale H/cosi/'-f-tV-J-K).^, on pourrait la développer comme elle en une suite de termes semblables au suivant ,
H" ./cos. (5^ + K').^' ,
que l’on intégrerait par la méthode que nous venons d’indiquer, lin continuant ainsi , on diminuera à volonté l’erreur résultante des intégrales négligées, et l’on approchera d’aussi près que l’on voudra de la valeur de l’intégrale
H ./ :os (iV -f* tV -f- K) . dv.
Il ne s’agit donc, pour appliquer aux équations (F) la méthode d’intégration précédente , que de développer ces formules, ce qui ne demande plus que des subs- \
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titutions faciles. En joignant les valeurs de i a, if, i f, ip, iq qui en résulteront à celles qui se rapportent à la partie de R .indépendante de R/, on aura les altérations totales des élémens elliptiques de la comète dans la partie supérieure de son orbite.
5g. Voici donc, d’après les résultats précédens, la marche qu’il faudra suivre pour déterminer généralement les perturbations d’une comète et fixer à l’avance l’époque de son retour au périhélie. Prenons pour exemple la comète de 175g. Les observations faites pendant ses apparitions en 1682 et en 1759, ont fourni toutes les données nécessaires pour déterminer les élémens de son orbite à ces deux époques. Elles ne donnent point directement, il est vrai, la valeur du grand axe; celte valeur dépend , comme nous l’avons vu , des perturbations que la comète a subies pendant la révolution de 1682 à 1759; mais on peut , dans le calcul de ces perturbations , regarder l’orbite comme une ellipse dont le grand axe répond à la durée observée de cette révolution ; les quantités négligées seront de l’ordre du carré des forces perturbatrices. Partant donc des élémens de 1682 , on déterminera leurs altérations ainsi que celle de l’anomalie moyenne, pour les six premiers signes d’anomalie excentrique, c’est-à-dire depuis u = o jusqu’à u — 1800; pour les six autres signes, il sera préférable de fixer l’origine de l’angle u au périhélie de 1 759, et de remonter vers 1682 , en faisant u négatif et en employant les élémens déduits des observations de 1759. Dans le troisième et le quatrième quarts de; son ellipse, la comète étant beaucoup plus
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éloignée des planètes perturbatrices que dans les deux autres, on pourra prendre cette seconde moitié de l’orbite pour ce que nous avons nommé la moitié supérieure , et employer avec sûreté les formules qui s’appliquent à ce cas. Dans les deux autres quarts on fera usage, pour calculer les altérations des élémeris de l’orbite, de la méthode des quadratures mécaniques. • *
On déterminera, par ce moyen,' le grand axe de l’orbite qui répond au périhélie de 1682, et l’on en conclura celui qui se rapporte au périhélie de iy5g. On recommencera ensuite les mêmes opérations depuis 1759 jusqu’au prochain retour de la comète au périhélie; mais comme l’époque de ce passage est inconnue, on pourra, pour plus d’exactitude, rectifier l’orbite de 3o en 3o degrés, en employant pour chaque signe les élémens de l’ellipse qui résulte des calculs précédens. Lorsqu’on aura ainsi déterminé les variations de l’anomalie moyenne et des autres élémens de l'orbite depuis u = o jusqu’à u= 36o°, on en conclura l’époque du prochain retour de la comète à son périhélie et les élémens de son orbite à celte époque.
THÉORIE ÀNALïTIQUE
CHAPITRE IV
Application de la théorie précédente aux comètes périodiques de 1682, de 1819 et de 1825.
4n. Le système du monde renferme aujourd’hui trois comètes dont le retour périodique est constaté. La plus anciennement connue est la comète de 1682. llalley , qui avait le premier remarqué son identité avec les comètes aperçues en i53i et 1607, par une évaluation approximative et purement conjecturale des altérations qu’elle devait éprouver dans la période suivante, èn vertu de l’action de Jupiter et de Saturne, annonça son relour pour la fin de l’année 1 ou le commencement de ij5ÿ. Clairaut tenta de soumettre à des calculs rigoureux cette importante question; il appliqua à la détermination des perturbations de cette comète la solution qu’il avait donnée du problème des trois corps, et après un travail immense qui embrasse trois révolutions delà comète, il fixa l’époque de son passage par le périhélie au 4 avril 175g. On sait que la prédiction du géomètre se réalisa à quelques jours près; et encore l’écart des résultats de l’observation et de la théorie aurait-il été diminué sans doute , si Clairaut eût employé dans ses calculs la
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valeur de la masse de Saturne , telle que nous la connaissons^ aujourd’hui, et s’il avait eu e'gard à l’action de la planète Uranus, dont on ignorait de son temps l’existence.
Les deux autres comètes, à 1 egard desquelles s’est reproduit de .nos jours le phénomène si remarquable de leur réapparition au périhélie après une ou plusieurs révolutions , parcourent des ellipses beaucoup moins allongées que la précédente. La première accomplit sa révolution en 1204 jours à peu près. Ce fut en 1819 qu’elle fut reconnue, pour la première fois, comme comète périodique. En examinant les élémens d’une comète qu’on venait d’observer au commencement de cette année, M. Arago remarqua qu’ils avaient une grande analogie avec ceux d’un astre de mctne nature aperçu en i8o5. La même observation fut faite, en Allemagne, parM. Olbers, qui reconnut en outre que cette comète avait déjà été vue précédemment en 1759 et 1789. D’après cela, le temps périodique de cet astre ne pourrait être que d’un petit nombre d’années. M. Enke, astronome de Gotha, entreprit de représenter par une orbite elliptique les observations de i8o5 et 1819, et les élémens qu’il détermina se trouvèrent avoir entre eux plus d’analogie encore que les élémens paraboliques ; alors il ne resta plus de doute qu’ils n’appartinssent à une même comète, dont la période était de trois ans et trois mois à peu près, et qui, dans l’intervalle de i8o5 à 1819, avait accompli quatre révolutions entières pour revenir à son périhélie. D’après la rapidité de cette révolution, on aurait pu considérer cet astre comme
«ne nouvelle planète ;,mais on a continué à le ranger parmi les comètes , tant à raison de ses apparences physiques que parce qu’il n’est pas visible pour nous dans toutes les parties de son orbite. Depuis cette importante decouverte, plusieurs géomètres se sont occupés de la détermination des dérangemens que cette comète a dû éprouver dans ses diverses révolutions depuis i8o5 jusqu’à 1829, époque de sa dernière apparition , et ils sont parvenus à représenter sa marche dans cet intervalle avec une précision à laquelle il paraissait difficile que la théorie pût atteindre. Mais le même succès n’a pas couronné leurs efforts lorsqu’ils ont tenté de remonter aux passages antérieurs à i8o5, et les orbites elliptiques résultant du calcul des perturbations n’ont pu que satisfaire imparfaitement aux observations de 1795 et 1786. M. Enke a pensé que pour représenter la marche de la comète dans cet intervalle, il fallait recourir à l’hypothèse d’un milieu élhéré dont la résistance altère insensiblement les élémens de son orbite, et cette idée a donné encore à la théorie de cet astre un plus haut degré d’intérêt. Sans doute si les corps célestes étaient soumis à cette nouvelle force perturbatrice dont aucun autre phénomène ne nous a révélé l’existence, son influence serait beaucoup plus sensible sur les comètes que sur les planètes, à cause du peu de densité de la matière qui les compose, de même que nous voyons à la surface de la Terre la résistance de l’air altérer d’autant plus les mouvemens des corps pesans , que leur densité est plus petite, mais les résultats des calculs qu’on a faits à cct égard , et
DU SYSTÈME DU MONDE. »2g
les hypothèses sur lesquelles ils sont fondés, nous paraissent, les premiers trop peu concluans, et les secondes trop arbitraires pour décider une pareille question , et ce n’est qu’après un grand nombre de révolutions de la comète de 1819 et lorsque sa théorie aura été suffisamment approfondie , .qu’un point aussi important de la Physique céleste pourra être établi avec quelque certitude.
Enfin, c’est dans ces derniers temps seulement que le système du monde s’est enrichi d’une nouvelle comète périodique dont la révolution est de six ans trois quarts à peu près. Elle fut aperçue d’abord le 27 février i8a5, en Bohême, parM. Biela ; le 9 mars suivant, à Marseille, par M. Gambart, et le 10 à Alfona, par M. Clausen. Les élémens paraboliques conclus des premières observations de cet astre avaient une ressemblance remarquable avec ceux de deux comètes observées en 1772 et 1806. MM. Clausen et Gambart, qui paraissent se partager l’honneàr d’avoir fait simultanément ce rapprochement, tentèrent alors de calculer le mouvement de ces trois comètes en leur appliquant une orbite elliptique, et après quelques essais, ils trouvèrent, chacun de leur côté, une ellipse qui en représentait les observations assez exactement pour ne plus laisser aucun doute sur leur identité.
\Tel est letat actuel de l’Astronomie relativement au.v comètes dont la révolution est connue. Il n’est pas douteux que l’attention assidue qit’on apporte maintenant aux observations astronomiques n’en augmente encore le nombre dans la suite ; mais il est Tome II. 9
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à présumer que la découverte des comètes à longue période, comme celle de 1683, sera toujours très rare, surtout si l’on remarque qu’on n’observe ces astres avec assez de soin et assez de précision que depuis deux siècles. Les incertitudes dont les observations précédentes sont affectées doivent même souvent tromper les conjectures qu’elles ont fait naître; c’est ce qui est arrivé, en effet, pour la comète de i532, observée par Appien. Les rapports qui existent entre ses élémens et ceux d’une comète observée en 1661 , par Ilévélius, avaient fait penser qu’ils appartenaient à un même astre dont la révolution était de 138 années environ, et en conséquence on attendait le retour de cette comète vers 1789; mais elle n’a pas reparu. • ; , L
Nous regrettons que les bornes de cet ouvrage ne nous permettent pas de développer, dans toute leur étendue, les résultats de l’application de la théorie exposée dans le chapitre précédent aux trois comètes dont nous venons de tracer l’histoire ; mais du moins, en présentant le résumé de ces calculs, nous en indiquerons la marche avec assez de détails pour éviter tout embarras à ceux qui voudraient les vérifier ou les pousser plus loin, en considérant de nouvelles révolutions de ces comètes.
Détermination du prochain retour au périhélie de la comète de iy5g.
4i. Les premières observations un peu certaines qu’on aitdecette comètese rapportent à sou apparition
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en 1 53 1 ; elle repassa depuis à son périhélie en 1607, 1682 et 1759. Les durées de ces trois révolutions sont, comme on voit, très inégales. La première période, en effet, était de 76 ans et deux mois à<peu près, ou de 2781 1 jours; la seconde , de 27552 jours, et plus courte par conséquent de 4^9 jours que la précédente ; enfin , la dernière , la plus longue des trois , était de 27957 jours. 11 serait donc impossible de rien conclure sur les retours futurs de cette comète à son périhélie sans le secours de la théorie , et la détermiuation des perturbations qu’elle éprouve par l’action des planètes peut seule nous mettre en état de prédire l’instant de sa prochaine apparition.
Il faut, pour cela, commencer, commenous l’avons vu n° 3g, par déterminer le moyen mouvement diurne de la comète au périhélie de 1 759 , ce qui exige que l’on calcule les altérations qu’ont subies les élémens de son orbite pendant la période de 1682 à 1759. Les seules planètes dont l’action sur la comète ait pu être sensible dans cette révolution 9ont Jupiter, Saturne et Uranus. Les mêmes planètes ont encore influé sur son mouvement dans la révolution subséquente; mais dans l’année 1759, la comète s’étant beaucoup approchée de' la Tetre, il est devenu indispensable d’avôir'é^ird à cette nouvelle planète dans le calcul des perturbations , et l’on verra, en effet, qu’il en résulte une diminution de quelques jours dans la durée de la période que nous nous proposons de déterminer. Nous n’aurons donc à nous occuper, dans ce qui va suivre, que de l’action perturbatrice de ces quatre planètes : les calculs qui en
résulteront exigeraient des développemens très étendus; mais comme ils ont été laits avec beaucoup de soin par M. Damoiseau, et que nous avons eu récemment l’occasion de les reprendre en entier et d’en vél’ifier l’exactitude, nous nous bornerons ici à indiquer la marche et les résultats de ces calculs, et nous renverrons, pour les détails, au Mémoire de M. Damoiseau, qui a mérité le prix que l’Académie de Turin avait proposé en 1812 sur ce sujet, et qui est imprimé dans les Mémoires de cette Académie , pour l’année 1820.
42. Dansle calcul des perturbations qui se rapportent à la révolution de 1682 à 1759, nous regarderons l’orbite de la comète comme une ellipse dont le grand axe répond à la durée observée de cette révolution, que nous supposerons de 27937 jours. En nommant donc
2 a cet axe, et N = le moyen mouvement diurne
qui lui correspond , on aura
Les autres élémens de l’oi;bite qui se rapportent tant au périhélie de 1682 qu’à celui de 17 5g, résultent directement des observations faites à ces deux époques. Nous supposerons, pour partir des mêmes données que M. Damoiseau ,
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En 1682.
Instantdu passage au périhélie 1682. i5"fl-,24oo2(*) Rapport de l’excentricité au demi
grand axe, 0.967629
Lieu du périhélie 3o2°53'
Longitude du nœud.- 5i.i6
Inclinaison de l’orbite 17 .56
Sens du mouvement, rétrograde.
En 1759.
Instant du passage au périhélie 1769 . 1 3""', 08976 Rapport de l’excentricité au demi
grand axe 0.967554
Lieu du périhélie 5o3° 8'
Longitude du nœud ascendant 53.38
Inclinaison de l’orbite 17 .40
Sens du mouvement , rétrograde.
Pour apporter dans les calculs le plus de précision possible , il sera bon d’employer, dans la première moitié de la révolution de 1682 à 175g, les élémens de l’orbite relatifs au périhélie de 1682, et dans la seconde , les élémens qui se rapportent au périhélie de 1759.
Il ne s’agit plus maintenant, pour déterminer le prochain retour au périhélie de la comète de 1 759 , que de substituer, dans les formules du chapitre
(*) Le temps est partout exprimé en jours moyens comptés île minuit au méridien de Paris.
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troisième, les valeurs numériques précédentes, à la place des quantités qui les représentent, ainsi que celles qui se rapportent uniquement aux planètes perturbatrices, et qui seront données par les tables astronomiques. Lorsqu’on aura ainsi déterminé les altérations différentielles qu’éprouve chacun des élémens de l’orbite par l’action des forces perturbatrices, on aura, par la formule (P), les altérations totales de ces élémens , correspondantes à une variation donnée de l’anomalie excentrique. Dans l’application de cette formule,, on fera varier l’anomalie excentrique de degré en degré pour Jupiter ; mais comme les autres planètes que nous considérons exercent sur la comète des actions beaucoup moins sensibles, nous écarterons davantage, dans ce cas, . les ordonnées de la courbe parabolique, et nous ferons varier cette anomalie de deux degrés en deux degrés pour Saturne et de six degrés en six degrés pour Uranus.
43. Pour donner un exemple de ces calculs, proposons-nous de déterminer les altérations des divers élémens de l’orbite résultant de l’action de Jupiter sur la comète pendant la période de 1682 à iy5g, et correspondant à un arc donné de l’anomalie excentrique. Par les tables de Delambre, on aura
Anomalie moyenne de qp au montent
du périhélie de la comète en 1682. 291° 17'
Lieu de l’aphélie.. 189.16.46"
Longitude du nœud 97 . 1 3 . 54
Inclinaison de l’orbite 1 . 19. i5.
En considérant le triangle intercepté sur la sphère celestc, par l’écliptique et les orbites de Jupiter et de la comète , on trouvera aisément , d’après les données précédentes ,
Lieu du nœud ascend. de jp sur
l’orbite de la comète 54° ia' io"
Lieu du nœud ascend. de la comète
sur l’orbite de 54.10.37
Inclinaison mutuelle des deux orbit. 18.52.29;
d'où l’on conclura d’abord
A... ni0 19' 10", >... i8°52' 29".
Si de la longitude de l’aphélie de Jupiter, on retranche l’angle 54° 10' 37", la différence sera la quantité qu’il faut ajouter aux anomalies vraies de cette planète, comptées de l’aphélie, pour avoir sa longitude comptée du nœud ascendant de son orbite sur celle de la comète; cet angle sera donc ainsi de i35°6'9".
Cela posé , on aura pour déterminer les coordonnées de la comète rapportées au plan et au grand axe de son orbite, ainsi que le temps écoulé depuis le
passage au périhélie de 1682, les formules suivantes :
x— 1 8.0 1 86 . cosu — 1 7.43532 , y = 4-54747 • sin w, t = (444/, 6307 1 ) - (u — o . 967629 . si n u) ;
et pour déterminer les coordonnées de la planète perturbatrice, rapportées au ipême plan et au même axe, on aura
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x' — (o . 365567) ./ cosv — (0.881476)./ sia /,
j' = — (o . g3 1 568) . r'cos / -f- (0 . 344° 18)./ sin /, z' '= (o.3235oo).r'sin /.
Ces formules donneront les valeurs des coordonnées x , y, x', y, z' et du temps t correspondant à un arc quelconque d’anomalie excentrique compris entre o et 1800. Supposons qu’il s’agisse de déterminer ces valeurs relatives à l’époque qui répond au dixième degré de cette anomalie, en faisant u— io°, dans les premières formules, on aura d’abord
On calculera ensuite le lieu de la planète relativement à la même époque.
On aura, par lés tables de Delambre, en n’ayant égard qu’à l’équation du centi’e et à la variation séculaire ,
Anomalie moy. T£ au périh. 291 0 1 7'
Mouv. m. p. io° d’ano.exc. 2.24
Ano. moy. 7C pour l’ins. don. 293.41 /. . . 5.3o63g
Équation du centre +4-^
Anomalie vraie de "l£ 298.36
Const. àajout.auxanom.vr. i35. 6
Si dans les formules qui déterminent les coordonnées de la planète perturbatrice, on substitue ces valeurs, on trouvera
A l’aide de ces valeurs et de celles de x et y , on formera aisément les suivantes :
Il ne s’agit plus maintenant que de substituera la place de x, y, X et Y leurs valeurs numériques dans les formules du n° 82, après les avoir réduites en nombres. Reprenons d’abord la formule (7) qui détermine l’altération du moyen mouvement, rri désignant ici la masse de Jupiter ; on aura
et cette formule, en y substituant i° ou 0.017455 à
la place de du, et multipliant tous les termes par
36o x 36oo 1 .j . 1 j * j
365 2~5638~ Pour *es ret“ure en secondes , deviendra
dn = (o", 7 5668) . sin u . X — (o", i85g2). cos u . Y .
Si l’on fait les mêmes substitutions numériques dans les formules qui donnent les altérations du périhélie et de l’époque, et qu’on réduise en secondes tous les termes , on aura
du> = (1 5*, 77075) .y . (xY — yX) — ( 1 5",8o456) . /X ,
de — du= — (o . 2.5i'ï>&).doû — (6*, 7 2585).r.(xX-f7yY).
Au moyen de ces formules, en faisant io°, on trouve
dn = -f-o*ooo5868i , tdn = -f- 0*0 16975, dcù = — 0,089833, di — ek>=+o,o586 {6.
44- On pourra calculer, de cette manière, les valeurs successives de dn, da>,di , depuis o jusqu’à 180 degrés d’auomalie excentrique ; en partant ensuite des élémens de 1759, et faisant u négatif, on calculera les mêmes valeurs depuis u—o° jusqu a u= — 1790; ou substituera ensuite ccs quantités dans la formule (P), et des résultats ainsi obtenus on formera le tableau suivant :
Résultats de l’intégration par quadratures des altérations différentielles du moyen mouvement , du périhélie y et de V anomalie moyenne , présentant les altérations totales de ces élémens , depuis 1682 jusqu'à 175g.
Planèt.
/dn.
T fdn.
f tdn.
fdlfdn.
fdu.
fdt—f de».
+o.oi3i38
+ i4io9"3a + i5G,o5 + 339,39
+20-8"Sç) + 36«,68 + 94.9»
Total..
-f-o.36ogi7
SB
A l’aide de ces valeurs, il est facile de déterminer le moyen mouvement diurne de la comète à l’instant du passage au périhélie de 1759. En effet, si dans l’équation
on suppose
£ = 1296000", *=T= 27937', fdÇ=+ 17029*, 93, on aura
C’est la valeur du moyen mouvement diurne au périhe'lie de 1682; en nommant N' cette valeur au périhélie de 1759, on aura
De là il est aisé de conclure les valeurs des demi grands axes a et a' qui répondent aux mêmes époques; on trouvera ainsi
45. Avec cette valeur de a, on pourrait recommencer le calcul des altérations des élémeus de l’orbite pendant la période de 1682 à 1759, et l’on obtiendrait sans doute des résultats plus exacts encore que les précédens ; mais la longueur de ces opérations et le peu d’effet qu’on en doit attendre font qu’il y a bien peu de calculateurs qui soient tentés de l’entreprendre. La valeur de a' , jointe aux valeurs des autres élémens de l’orbite relatifs au périhélie de 1759, fournit toutes les données nécessaires à la détermination des perturbations de la comète pendant la période qui s’écoulera de 1759 jusqu’à sa prochaine apparition. M. Damoiseau est parti, pour ce calcul, des élémeus
suivans, qu’il a sans doute jugés plus exacts que ceux que nous avons rapportés plus haut. Cette précision, qui est peu importante lorsqu’on se propose seulement de fixer le retour futur d’une comète à son périhélie, le devient beaucoup lorsqu’il s’agit en même ternes de déterminer les élémens de son orbite à cette époque.
Elémens de l’orbite en ij5g.
Temps de passage au périh. 1759. i3B",r,,x6 Rapport de l’excentricité au demi
grand axe 0.967705
Lieu du périhélie 3o3° 14/
Longitude du nœud ascendant. . . . 53.48
Inclinaison de l’orbite 17.40
Demi grand axe 18.08327.
En déterminant ensuite les altérations de ces élémens, pendant la période commencée en 1759, par des opérations semblables à celles qui ont servi à calculer leurs valeurs pendant la période de 1682 à ij5g, et en rectifiant, pour plus d’exactitude, l’ellipse de la comète de 3o en 3o degrés d’anomalie excentrique, le même astronome est arrivé aux résultats suivans s
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Résultats de l'intégration par des quadratures des altérations différentielles du moyen mouvement, du périhélie et de l’anomalie moyenne, présentant les altérations totales de ces élémens depuis iq5g jusqu’au prochain retour de la comète.
46. Il est facile maintenant de fixer 1 epoque du prochain retour de la comète à son périhélie; en effet, si dans l’équation
ï = m + fdr, v ,
on suppose *
£=36o°, l—T, N'=46"> i 4 i et/^=+37i4,,43,
on aura « . • * • • . i.i •
< • :■ l' o 1 . »;1 :m .."loq h
Ainsi l’intervalle compris entre le passage au périhélie en 1 759 et le passage suivant sera de ^8oof^6,
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ce qui, à compter du i3 mars 175g, donne le 17 novembre pour l’instant de ce passage.
Nous n’avons point eu égard dans la détermination précédente à l’action de la Terre qui, par sa proximité de la comète en 1759, parait devoir influer sur la durée du temps périodique pendant la révolution suivante. Burckart a fait ce calcul ( Connaissance des Tems pour 1819) , et il a trouvé que cette action altérait de-f-o'/,02(i79 à peu près le moyen mouvement diurne de Ja comète au périhélie de 1759; en sorte qu’en corrigeant d’après ce résultat les valeurs que nous avons supposées au mouvement moyen et au grand axe de l’orbite à cette époque, on aurait
Telles sont donc les valeurs qu’il aurait fallu employer dans le qdeuldes perturbations de 1759 a i835; mai^ le^ différences qui en proviendraient dans les résultats que nous avons présentés seraient sans doute peu considérables. En substituant pour N' sa valeur précédente , on aura
Ainsi l’action de la Terre aura pour effet de diminuer de 16 jours à peu près la durée de la révolution que. la comète accomplît edfèé moment, et son passage au périhélie aura lieu le 3 1,2 octobre i835.
-i'8i4’on câstrptnîe la dffrée dtplarévolution que nous veto©ns''d?exantiner à' celle de la 'révolution qui l’a
précédée, on voit qu’elle la surpasse de 54 jours à peu près , en sorte que la révolution actuelle de la comète est la plus longue de celles qui ont été observées depuis i53i.
47. Déterminons maintenant les élémens de l’orbite à l’époque du passage de la comète au périhélie en i835.
En désignant par N" le moyen mouvement diurne à cette époque, et par a" le demi grand axe qui lui correspond, on aura d’abord
N"=N' + fdn = 46",52585 ; 1 7,98355.
En calculant ensuite d’après les principes précçdens les altérations de l’excentricité, de l’inclinaison et du nœud, dues à l’action des forces perturbatrices pendant la période de 1769 à i835, on forme le tableau suivant.
Altérations de V excentricité et des quantités qui déterminent la position de l’orbite } pendant la période de 1759 a i835. •• . ,
Planètes
perturbatrices.
/de.
/dp.
fdq.
— o.ooo3^6at
O.OOI67888
— o.oooiooji
— o.ooooa4°7
Alterations total..
o.oooa5i58
En partant donc des élémens relatifs au périhélie de 1709 qui ont été rapportés n° 45, et en nommant e' le rapport de l’excentricité au demi grand axe en i835, on aura
e' — e -f- f dez=z o. 967453 ,
et la distance périhélie sera o. 5855a, à la même époque.
Les deux équations *
tang Ç sin a.—p, tang<pcosa = <7,
donneront ensuite, en observant que sin a. doit être de mçme signe que p et cos a de même signe que q ,
<p = 8'i4f,> a = ai5044'o'.
Les angles <p et a représentent l’inclinaison de l’orbite vraie de la comète et la longitude de son nœud ascendant sur le plan de son orbite en 1759; pour en conclure la position de cette orbite, par rapport à l’écliptique , considérons le petit triangle fonné par les plans de l’écliptique, de l’orbite de la comète en 1759, et de son orbite vraie; désignons par A , B , 1 8o° — C les trois angles de ce triangle, et par a , b , c les côtés opposés à ces angles, C étant l’inclinaison de l’orbite vraie de la comète à l’écliptique, et 5, l’arc compris sur ce plan entre cette même orbite et l’orbite fixe de 1 769- On aura dans ce triangle
cos C == cos A cos B — cos b sin A sin B.
L’angle B représentant, d’après l’hypothèse, l inclinai-
son de l’orbite vraie sur l’orbite fixe, B sera une très petite quantité, et l'on aura, à très peu près,
cos C = cos (A -f~ B cos c),
et par conséquent
C = A -f- Beos c;
on aura ensuite
sin b =
Bsin c sinTT"
Observons maintenant que l’angle a, déterminé précédemment est supposé compté du périhélie de la comète et dans le sens de son mouvement; la longitude du nœud ascendant de l'orbite vraie de la comète, sur son orbite fixe, comptée du même point dans l’ordre des signes sera donc Si l’on
ajoute cet arc à la longitude du périhélie en 1759, et qu’on en retranche la longitude du nœud à la même époque, l’angle qui en résultera sera la longitude du nœud ascendant de l’orbite vraie de la comète sur son orbite fixe, comptée du nœud ascendant de cette dernière orbite sur l’écliptique, angle que nous avons désigné par c ; on aura ainsi
A=i7°4o', c = 33°42', B = 8'i/|', d’où l’on conclura
Inclinaison de l’orbite sur l’écliptique, en i855 ou C. ........ . 5o",' 1
Mouvement direct du nœud ascendant, sur l’écliptique ou b 14' 58".
Tome II
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Eu ajoutant à l’altération du nœud i‘4' i"y pour la précession des équinoxes dans l’intervalle de 76 ans, on aura sa variation par rapport à l’équinoxe mobile.
Nous avons trouvé précédemment pour la variation de la longitude du périhélie
fda> = — 941 ",7.
Cet angle est compté, comme l’angle a, du périhélie de la comète et en sens inverse des signes; la longitude du périhélie, comptée du nœud ascendant de l’orbite, est donc augmentée de 941", 7 par le mouvement propre de ce point pendant la période de 1759 à i835; mais dans cet intervalle la ligue des nœuds se rapproche du périhélie , et la même longitude est diminuée du mouvement du nœud ascendant sur l’écliptique projeté sur l’orbite primitive de la comète. En désignant donc par g la variation totale du périhélie par rapport au nœud, et en employant les dénominations précédentes, on aura
g — f do» — b . cos A ,
d’où l’on conclura .
Distance du nœud ascendant au périhélie a49° 27' 20' •
Au moyen des valeurs précédentes, et en partant des élémens de la comète relatifs au périhélie de *759» on a formé le tableau suivant.
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Elémens de la comète en 1 855.
Instant du passage au périhélie 3i ,2 octobre t 835.
Demi-grand axe . 17.98355
Rapport de l’excentricité au demi
grand axe 0.967453
Lieu du périhélie sur l’orbite 3o4°34' 19"
Longitude du nœud ascendant. .. . 55. 6.59
Inclinaison 17.46.50.
Sens du mouvement rétrograde.
Détermination des perturbations de la coinète périodique de 3""’, 3.
48. Cette comète paraît avoir été aperçue pour la première fois dans les années 1786 et 1796; mais les observations faites à ces déux époques ont été ou trop inexactes ou trop peu nombreuses pour en conclure ' l’orbite. Nous partirons donc ici des observations relatives à i8o5, et nous; examinerons les perturbations de la corqète depuis spn passage au périhélie en i8o5 jusqu’à l’époque actuelle.
Dans la première période, cest-à-dire dans l’intervalle écoulé entre les passages au périhélie en i8o5 et en 1819, on peut regarder l’orbite comme une ellipse dont le grand axe répond à la durée moyenne des quatre révolutions que la comète a accomplies dans cët intervalle, et que nous supposerons de 120^,687. On aura ainsi, en nommant a le demi grand axe de l’orbite et N le moyen mouvement diurne , au périhélie de i8o5
Dans le calcul des perturbations de 181g à 182a, on peut regarder l’orbite comme une ellipse dont le grand axe répond à la durée observée de cette révolution , qui est de 1212*, 742 , et l’on aura pour cette période
Nous ferons observer toutefois qu’il serait plus exact d’employer à la place de ces valeurs celles du moyen mouvement et du grand axe résultant du calcul des perturbations précédentes.
Le tableau suivant présente les autres élémens des orbites elliptiques conclues des observations de i8o5 et de 1819.
‘ Passage
Longitude
Longitude
Inclinaison
an
Kxccntricit.
du
du
de
Périhélie.
Perihelie.
Wœncl.
l’orbite.
i8o5, novenab . . m , 006
1619, janvier.. . 27,75s
Les valeurs que renferme ce tableau, jointes à celles qui dépendent des planètes perturbatrices, et qu’on trouvera dans les tables, fournissent toutes les données nécessaires pour déterminer les perturba-
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lions du mouvement de la comète, de i8o5 jusqu a 182a. On partagera à cet effet, comme précédemment, la courbe décrite par la comète en parties pour chacune desquelles on déterminera l’effet des forces perturbatrices, sur chacun des élémens de son orbite, et l’on aura ensuite par la formule (P), n° 34, les altérations totales deces élémens correspondantes à l’arc d’anomalie excentrique que l’on aura considéré.
Dans l’application de cette formule à la comète dont il s’agit, il suffira de faire varier l’anomalie excentrique de io° en io°; dans le cas cependant où la planète perturbatrice s’approchera beaucoup de la comète, comme cela est arrivé dans la révolution de 1819 à 1822, relativement à Jupiter, il sera bon de resserrer ces intervalles et de faire varier l’anomalie excentrique de 5* en 5°.
Jupiter, la Terre et Vénus sont les seules planètes qui aient pu avoir quelque influence sur le mouvement de la comète pendant la période de i8o5 à 1822 j encore pourra-t-on se contenter de considérer l’action de ces deux dernières planètes dans la partie seulement de cette période où la proximité de la comète a rendu leur influence plus sensible.
49. Le tableau suivant présente les résultats .du calcul que nous venons d’indiquer.
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Altérations du moyen mouvement et de l’anomalie moyenne pendant la période de i8o5 à 1822.
fJK-
6’4,di
5yi4
Intervalles Planètes observes. perturbatrices.
Îlf
$ en 180g en 1818 8 en 1809 en 1818
| Total. . . .
I S en if
Désignons respectivement par n, n' , n" le moyen mouvement diurne de la comète aux périhélies de i8o5, iSiÿet 1822, et par T et T' les intervalles de temps qui séparent ses trois passages en ces points. Par le calcul des perturbations de la période de i8o5 à 1819, on aura
b^36oJ>x4-:5436 -5a— I076«>6925.3»j2o6|== 1073s^86^ d’où l’on conclura
n' = 1075*, 4864 H-3*,29i4 = 1076^7778, n"= iq75", 4864+ 3*, 2914— 7",3635=ioG9',4i45.
Par la période de 1819 à 1822, on aura
Si l’on réunit les deux périodes précédentes, en remarquant qu’au périhélie de 1819 on avait /i'= n-j-3",29i4> on trouve d’abord pour l’altération de l’anomalie moyenne , dans l’intervalle qui sépare les périhélies de i8o5 et 1822,
et l’on en conclura
ri = 1 073*4868 -f- 3", 291 4 = ^076*, 7782, n = 1 073*4868 -f- 3 ",29 1 4 — 7 ",3833 = 1 069 , 4 » 49-
En rassemblant les valeurs précédentes de chacune des quantités n, n', n", conclues des trois passages observés , on aura
Périodes.
1 07 5*4864 1073,4899 io73,4S68
• / ti j
Les différences 0^,00 35 , valeurs sont de l’ordre des
o",oo3 1 ét o",ooo4 dé ces
quantités négligées. ;
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Au moyeu des résultats précédens , concluons des> passages observés en i8o5 et 1819, l’époque du retour de la comète en 1822. On a, relativement à cette période, n! = 1076", 7 7 7 8, par conséquent.
360°+ 9858 ",ia ri
1203^591 -f-cp, 1 5 5= 1212^746.
Les observations ont donné T' = 12121,742; on ne pouvait attendre de la théorie une plus grande précision.
Les perturbations de la comète pendant la période de 1819a 1822 ont été, comme on voit, très considérables, puisqu’elles ont retardé de neuf jours son passage au périhélie. M. Enke est le premier parvenu à ce résultat, qui l’a mis à même de fixer à l’avance l’époque du retour de la comète à son périhélie en 1822. 11 annonça en mênrie temps que, d’après ses déclinaisons, elle ne serait pas visible en Europe, et que, pour l’observer, il faudrait se transporter dans l’hémisphère austral. La comète, en effet, revînt au périhélie èn mai 1822 , et c’est d’après les observations faites à Paramatta, dans la Nouvelle- Hollaude, qu’on a conclu les élémens de son orbite à cette époque.
5o. Èn partant de ces élémens, que l’on trouvera pluà bas, nous avons calculé les altérations du moyen mouvement et de l’anomalie moyenne, pendant les deux périodes suivantes. Dans Cet iutervalle, la comète n’éprouve que de très légères perturbations, et l’on doit, par conséquent, attendre d’autant plus de précision des résultats qui s'y rapportent.
Altérations du mojcn mouvement et de l'anomalie moyenne de 1822 à 1829.
Périodes.
Intervalles
observes.
Planètes
perturbatrices.
fdn.
SJK-
182a ti t8a5. .
i ai i/,3Qu
S en 182a
Total,.
1 et f.i;
S en J 828.
Total.
En nommant n" et ra” les valeurs du moyen mouvement diurne aux périhélies de 1825 et 1829, T", T"1 les durées des révolutions de 1822 à 1825 et de i8s5 à 1829, et prenant pour n" la valeur moyenne 1069", 4' 58 qui résulte de la comparaison des trois périodes calculées précédemment, on aura
Les observations de M. Valz donnent T"— 1 2 1 1^,290. Pour concilier ces deux résultats, il faudrait presque doubler l’altération de l’anomalie moyenne pendant la période que nous considérons , ce qui parait inadmissible.
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Ii s’agit maintenant de déterminer l’époque du retour de la comète en 1829. On aura d’abord pour le moyen mouvement diurne au périhélie de 1825,
nm = x 069", 41 58 -f- o",6552 = 1070", 0690, et par conséquent
T*=36o" + 6p8",8g_ ïail/ l36^ + 0/>653l _ l2II;j78g5,
Cet intervalle compté à partir du 16,7856 sept. 1825, époque du passage au périhélie, l’épond au 10,5751 janvier 1829, <ïui sera l’instant du prochain retour de la comète en ce point.
On aura pour cette époque
Quant aux autres élémens de l’orbite, le tableau suivant contient les altérations qu’ils éprouvent dans les quatre périodes que nous venous de parcourir.
Altérations de l’excentricité , du périhélie } du nœud et de l’inclinaison de l’orbite de i8o5 à 1829.
Alteration
de
l’excentricité.
Altération delà longitud.
du périhélie.
Alteration de la 1001*1101].
du nœud.
Altération de l'inclinais, de l’orbite.
— o.oo3go38
-4- o.ooo:{3o5
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Les alterations des longitudes du périhélie et du nœud sont comptées d’une équinoxe fixe ; si on leur ajoute i i'o"pour la première période et 2' 46* pour les autres , on aura leurs valeurs par rapport à l’équinoxe mobile.
En partant des élémens calculés d’après les observations de Paramatta, on a formé, à l’aide des résultats qui précèdent, le tableau suivant qui présente les élémens elliptiques qui répondent aux cinq passages au périhélie, observés dans l’intervalle de i8o5 à 1829.
Passage
au
Périhélie.
Moyeu
mouvcm.
diurne.
Demi
grand
axe.
Exccntric.
Lieu
du
périhélie.
Lieu
du
nœud.
Inclinai».
1 8o5, nov . 33,006
>Si2,janv. 37,-53
1833, mai. a], 494
i3.aa.a5
i8a5,scpt. 16,784
1819, janv. 10,573
i3.aa.34
Si l’on compare les élémens relatifs aux périhélies de i8o5 et 1819 à ceux qui résultent des observations faites à ces deux époques, on voit qu’ils s’accordent d’une manière satisfaisante, les plus grands écarts étant d’une minute sur la longitude du périhélie, de cinq sur celle du nœud, et de deux sur l’inclinaison de l’orbite. Mais on pourrait juger encore mieux leur
précision en calculant , d’après ces élémens , quelques lieux de la comète à diverses époques , que l’on comparerait ensuite à des lieux qui auraient été directement observés.
Comète périodique de 6‘"',7.
5 1 . Les perturbations de cette comète, depuis sa dernière apparition en 1826, et l’époque de son prochain retour au périhélie, ont été déterminées par M. Damoiseau ; nous nous contenterons de rapporter ici le résultat de ses calculs.
M. Gambart a fixé les élémens elliptiques de l’orbite pour les époques de 1806 et de 1826, en supposant la révolution moyenne de la comète dans cet intervalle de 2460', ainsi qu’il suit :
Pass. au périb., janv.
Excentricité
Lieu du périhélie . . .
Long, du nœud asc. . .
Inclinaison
Demi grand axe
2,4807 mars. 18,9088
i"5ggi 4- i
Si l’on désigne donc par n et ri les moyens mouvemens diurnes de la comète aux périhélies de 1806 et de 1826, l’intervalle entre les deux passages é'.vat de 7380^ 4881 , on aura
36o°x 3 —yJi£“j7± _ 2 65^ ,
ri— 8 '46", 2652 + iw,5ggt = 8'47,,,8643.
En calculant ensuite les altérations des mêmes élémens pour la période commencée en 1826, le même astronome a trouvé
Aller, du moy. a>ouv.
TP 4- 5" 5745 ê 4- o, o552 b — o, o3i 1
Anomalie moy.
Soit T l’intervalle de temps inconnu qui s’écoulera entre le passage de la comète à son périhélie en 1806 et son prochain retour au même point de son orbite , et soit n' le moyen mouvement diurne à cette époque , on aura
L’effet des forces perturbatrices diminuera donc de
cy, 66421a durée delà révolution actuelle de la comète, et si l’on suppose qu’elle ait passé au périhélie le 18,9688 mars 1826, son prochain retour à ce point aura lieu le 27,4808 novembre i85a, année qui sera remarquable par les réapparitions des deux comètes à courte période de 1819 et de 1826.
Voici le tableau des altérations qu’éprouveront les divers élémens de l’orbite pendant la période actuelle.
Vaciat. •
de la long, du nœud sur l’écl. — 3° i3' 45'' de la longitude du périhélie. . -f- 5.i3
de l’inclinaison de l’orbite. .. . — 20. 2
de l’excentricité. + 0.0047388.
On voit que l’action des forces perturbatrices est surtout sensible sur le mouvement des nœuds de l’orbite. La grandeur des altérations que subissent les divers élémens de l’orbite pendant cette période , tient à ce que Jupiter s’approchera beaucoup de la comète en mai x85i , etqu’il exercera, pendant quelque temps sur elle une influence considérable.
En partant des élémens de 1826, rapportés plus haut, on a formé, à l’aide des résultats précédens, le tableau suivant :
Élémens de la comète en i832.
Passage au périhélie 1882 novembre. 27^,4808
Excentricité 0.7517481
Lieu du périhélie 109" 56' 45"
Longitude du nœud ascendant 248- 12.24
Inclinaison i3.i3.i3
Demi grand axe 3.55683.
LIVRE QUATRIÈME
Du mouvement de rotation des corps célestes.
Si la figure des corps célestes était celle de la sphère, ils tourneraient uniformément autour d’axes invariables; mais nous avons dit que la force centrifuge, due à leur mouvement de rotation, abaisse leurs pôles et relève leur équateur. Les forces qui les animent ne passant plus par leurs centres de gravité , il en résulte, dans leurs axes et dans leurs vitesses de rotation, des variations qui fixeront spécialement notre attention dans ce livre. Ici la loi de la pesanteur universelle ne se manifeste pas par des effets aussi précis et aussi sensibles que dans le mouvement de translation; elle est subordonnée à la figure du corps sur lequel elle agit, à la matière qui le compose, aux aspérités mêmes qui hérissent sa surface. Son action est difficile à saisir au milieu de tant d’obstacles qui la modifient, tandis que dans le mouvement des centres de gravité des corps célestes autour du Soleil , des effets de toutes ces causes secondaires se perdent dans les espaces immenses qui les séparent, pour ne plus laisser apercevoir que ceux qui dépendent de leur tendance mutuelle les uns vers les autres. Ce-
pendant l'influence, de cette grande loi de la nature n’en est pas moins admirable dans la question qui va nous occuper; elle lie entre eux des phénomènes qui sans elle paraîtraient n’avoir aucune analogie. Ainsi, comme nous l’avons dit, les mouvemens des axes de rotation des planètes ne sont qu’une conséquence de l’ellipticité de leurs figures, et l’on verra que les rapports qui peuvent exister entre les durées de leurs mouvemens de révolution et de leurs mouvemens de rotation les modifient encore d’une manière particulière. La pesanteur universelle, appliquée à cette nouvelle classe de phénomènes, non -seulement explique d’une manière très simple plusieurs points imporlaus du système du monde , que l’observation avait de tout temps révélés aux hommes, mais dont ils avaient jusque là vainement cherché les causes; elle donne encore le moyen de calculer les lois de ces phénomènes, avantage précieux, parce que, comme ils procèdent avec une extrême lenteur , on ne pourrait les déterminer directement que par des observations séparées par des milliers de siècles. Enfin, la théorie du mouvement des corps célestes autour de leur centre de gravité a pour nous cet intérêt spécial qui s’attache à tout ce qui nous touche de près; elle fournit plusieurs données importantes sur la figure et la nature du globe terrestre, et des renseignemens précieux sur sa stabilité.
L’analyse que nous allons présenter est générale et peut s’appliquer à tous les corps du système solaire; elle n’est que le développement des considérations exposées dans le chapitre III du livre II, et par les-
Dig
quelles nous avons ramené à un seul et même principe la détermination de toutes les inégalités planétaires. Malheureusement, dans la question qui nous occupe, les observations sont bien en arrière de la théorie. On conçoit , en effet, combien elles demandent de précision et combien , à la distance où nous sommes des corps célestes, il est difûcile de saisir des phénomènes qui se passent pour ainsi dire à leur surface; aussi ce n’est encore que par rapport à la Terre et à la Lune que l’on est parvenu à rendre les observations assez certaines pour les comparer à la théorie. Nous examinerons en particulier les phénomènes relatifs aux mouvemens de rotation de ces deux planètes, et ils serviront d’application aux formules générales qui seront développées dans le chapitre suivant.
CHAPITRE PREMIER
Intégration des équations différentielles qui déterminent les mouvemens des corps célestes autour de leurs centres de gravité.
' 1. Reprenons les trois équations (B) que nous
avons trouvées n° 5, livre II, pour déterminer le mouvement des corps célestes autour de leurs centres de gravité :
A^+(c-B)-?r==s- (>• ■%)■ dm » )
B <9> rP=s- (z- S“x-S)- dm ’
Csr+(B“A)*/,?“S-0C* r-d£) dm- )
Dans ces équations, A, B, C représentent les trois momens d’inertie principaux du corps, respectivement relatifs aux axes des x , des^ et des z; en sorte qu’on a
A=S B=S.(x1-f-z,).dm, C=S
Les trois quantités p, q, r déterminent à chaque instant la position de l’axe instantané de rotation par rapport aux axes principaux, et Ta vitesse de rotation
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autour de cet axe ; en sorte que si l’on désigne par et,
£, y , les trois angles que forme respectivement l’axe instantané avec les axes des x, des^- et des z, on a
cos a— — - — ? — , cos£= . . . 9 , cosy= -■ r . ,
\/p'+q'+r * Vp'+q'+e* yV+îH-r*
et exprime la vitesse de rotation au-
tour du même axe.
Enfin n représente la somme des masses des corps agissans du système , divisées respectivement par leur distance à l’élément dm du corps attiré; le signe intégral S se rapportant au même élément et aux quantités qui varient avec lui, et devant être étendu à la masse entière du corps attiré.
Les trois équations (A) suffisent pour déterminer à chaque instant les mouveraens du corps m par rapport aux trois axes principaux qui se croisent à son centre de gravité; mais pour connaître sa position absolue dans l’espace, il faut déterminer encore la position de ces axes mobiles par rapport à trois axes fixes, ce qui exige l’intégration des trois nouvelles équations suivantes :
dtp — cos ô.ckj, = rdt, \
d9 = si ntp.qdt — cos Q.pdt, > (a) sinâ.^4 == cos tp.qdt -f- s\n<p.pdt. )
Dans ces équations , 6 représente l’inclinaison du plan des xj sur un plan fixe, 4 est l’angle que forme l’intersection de ces deux plans avec une ligne fixe menée dans le second, et <p l’angle compris entre cette in tersection et l’axe des x. Ainsi , les angles 9 et 4 déterminent
ia position du plan des xy, que, pour abréger, nous appellerons désormais l’équateur du corps, et l’angle <p fait connaître la position de l’axe des x dans ce plan.
2. On peut faire subir aux seconds membres des équations (A) plusieurs transformations qu’il est bon de connaître, parce quelles nous seront utiles par la suite. r
Supposons, comme dans len°5, livrell, \=S.Udm, et ne considérons, pour simplifier, que l’action d’un’ seul astre L; si l’on nomme x\y\ z' les coordonnées de cet astre, rapportées, ainsi que les coordonnées x, y, z, de l’élément cfrw aux trois axes principaux qui se croisent au centre degravité du sphéroïde, on aura
y __ q hdm
1/ {ÿ^-x y+(S—jry+ (z'^Tzÿ *
Les trois coordonnées x',y , z' ne dépendant que de la position de l’astre L, et le signe intégral S ne portant que sur lelément dm et les quantités qui varient avec lui, l'équation précédente donnera
dn
,dn\
" dy y li'
s/zÿ_^W'^-_2^y
' dx dz) X dz Z dx dn
dn\
dz ,d\
dx
jdV
S'(“'<r ^ dx j j dx' ~ dÿ-
Les équations (A) deviennent par conséquent
Kde + (C-B g).*, '
+ (A -Q.).rpM={x'di - z"£).dt, ‘
Crf,-+
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Les trois quantités p, q, r sont données en fonction des angles <p , ^ , 6 et de leurs différentielles au moyen des équations («). Pour introduire les mêmes variables dans les seconds membres des équations pré-** cédentes, transformions les coordonnées af , y' , z', qui se rapportent ?ux axes mobiles des x, des y et des z eu d’autres coordonnées x, y, z, relatives à des axes fixes ; prenons pour plan fixe des x et des y le plan de l'écliptique à une époque déterminée, et pour axe des z une ligne perpendiculaire à ce plan. On aura d’après les formules du n° 3i , livre I®r,
x'r=x.(cos8.sin4'.sinp-j-cos4'-cosp)-f-Y. (cos8.cos$isinç-sm4>cosp)
— z . sin 0 . sinip,
y' =x.(cos0.sin4-cos^-cos4-sinî>)-f-Y.(cosS.cos4.cos<p-+-sin4'-sinip)
— z . sin 6 . cosip ...
z = x . sin 0 . simè -b Y . sin 8 . cos4 + ft . cos 0.
Si l’on substitue dans l’expression de V, à la place des coordonnées x' ,y , z', leurs valeurs, elle devient dra fonction des angles <p, •*[/, 0 et des variables x, y, z , x ,y , z, et comme ces dernières sont indépendantes de ces angles, en prenant la différentielle 4®
V par rapport à <f> , -v}/ , 0 , on aura
dV . . dV , . , dV dV , dV _ , . dV
iÂ d3= di'-d x + dÿ-** + Tr*y
en désignant par d'x' , d'y' et d'd les différentielles des coordonnées x' ,y' , z' prises en ne faisant varier* que les trois angles <p, -v}, et 0. Si dans cette équation on remplace d'x', d'y d'z' par leurs valeurs ainsi déterminées, et qu’ensuite on compare de part et
d’autre », les eoefficicns de dq>, de ds\ et de dâ, ou trouvera dV’.. •• t
dV , dV, . dv dp^y ' dx'^* ' dÿ' dV „ f , dV , 'dV Hé dv
y , dv ; dv\ , / , dv , dv\
sinH*’^e'-d?) + cos
dV ( , dV . » dVN . . / . dV , dV\
SI = «• 6. (* • - y • ^ ) + sm fl.cos^. (* . - s . ^ )
... dV , dV\
+ «n8.sin
d’où il est aisé de conclure
dv
y dx'~
dÿ'~
dp ’
,dV
, dV
CO S
rdy , A
dv>
, dV
x dz'~
"S dx'~
sin 6
U} + cosâ'
l+ dâ
. sin <p ,
, dV
, dV
sin
dv
a dy'~
-y di'=
sin 6
t4+cosS*
df»;
1 dâ
. ('.OS p.
Si l’on substitue ces valeurs dans les équations (B), elles deviendront
A ^+(C— B) .qr= B ^+(A-C ).pr =
cæ+cb~a >•«=
sin fi sin â
COS (p
sin 6
dV
dfd
II est inutile d’observer que ces équations conserveraient la même forme, quel que soit le nombre des corps agissans du système , et quand bien même on voudrait avoir égard à la figure de quelqu’un de ces corps, n° 6, livre U. L«es nouveaux astres que l’on
considérera ne feront qu’ajouter à la fonction V des termes semblables à ceux qu’a introduits l’action de l’astre L, et il suffira dans le second cas de remplacer leurs masses L, L', L", etc., par les élérnens infiniment petits de ces masses. La fonction V sera donnée alors par deux intégrations indépendantes l’une de l’autre, la première relative au sphéroïde attiré, la seconde aux astres qui agissent sur lui. En faisant subir aux coordonnées des astres L', L", etc., la transformation précédente, on introduira dans l’expression de V les trois angles <p , 4>> 0 , et en prenant les dif-
dV 9 d±>
on formera les seconds membres des équations (C).
On doit donc regarder généralement V comme une fonction donnée des angles <p, 4', 0, qui renferme en outre le temps à raison du mouvement des astres qui agissent sur le sphéroïde; et l’on peut par conséquent supposer cette fonction développée en série de sinus et de cosinus d’angles multiples de <p; on conçoit en effet que si l’on fait
Y l*' _ xy + (/ — yy + y - zy *
et que l’on substitue pour x' ,ÿ , z' leurs valeurs n° 2, on pourra développer V' en une série semblable; en multipliant ensuite pàr dm chacun des termes de ce
développement et en l’intégrant, on aura
V = S . Y dm ; et comme le signe S 11e se rapporte qu’à la molécule dm, et que les variables <p, 4,, 0 sont les mêmes pour toutes les molécules du corps.
férences partielles ^
dV
relatives à ces angles.
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cette intégration n’altérera pas la forme de la série.
Nous donnerons dans la suite l’expression du développement de V ainsi effectué; il suffira pour le moment d’en concevoir la possibilité. On verra alors
que les différences partielles de V sont de l’ordre
L étant la masse de l’astre attirant et r' sa distance à la molécule dm ; il est facile de juger par là l’influence de l’action des forces perturbatrices.
On peut observer encore que les différences partielles de V sont de l’ordre de l’aplatissement du sphéroïde que l’on considère. 11 est évident en effet que , si le corps était sphérique, la fonction V se réduirait à une quantité indépendante des angles <p, 0; et
comme la figure des corps célestes est peu différente delà sphère, cette circonstance contribue encore à rendre très petits les seconds membres des équations (C). Il suit de là que l’on doit regarder généralement comme très petites les forces qui troublent le mou» vement de rotation des corps célestes.
4. Si l’on multiplie les équations(Ç), la première par p, la seconde par q , la troisième par qu’on les ajoute ensuite, et que dans le second membre des équations résultanteson substitue pour/7, q etr, leurs valeurs tirées des équations (a), on trouvera
A pdp 4- R qdq+ C rdr — . dtp -f ^ ^ • dl (b)
Le second membre de cette équation serait une différentielle complète, si les astres qui agissent sur Iq sphéroïde étaient fixes; mais comme ils changent dq
position, la fonction V contient, outre les variables 4 , 0 , les variables x , v , z , qui dépendent du mouvement de ces astres ; soit donc
la caractéristique d se rapportant uniquement, aux variables <p, 4> relatives aux déplacemens des trois axes principaux du sphéroïde. Eu intégrant l'équation ( [b ), on aura
[A/?*-}- By’-f- C r*= const. + 2 .fd'Y. (c)
Cette équation renferme le principe des forces vives: nous avons fait voir en effet, n#33, livre I*r, que la fonction Ap*-\-Bq%-\-Cr* exprimait la force vive du sphéroïde dont les trois momens d’inertie principaux sont A, B, C, et dont V/7” “1“ <7* + r* est la vitesse de rotation autour de l’axe instantané.
Si l’on suppose donc
T_ V±_V±Cr*
l’équation (c) devient
T — f . d'y = constante.
En appliquant à cette équation l’analyse du n* i5, livre II, on en tirera trois équations analogues aux équations (c) du même numéro. En effet, p, q, r étant donnés en fonction des variables <p, 4» ® et de leurs différentielles par les équations (<i), on peut regarder T
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comme une fonction de ces variables, et si pour abréger on fait ^ = <p', jjr = 4^ f en différenciant
on aura
rfT , , , rfT rfT . rfT , rfT , . . a i'
dÿ- ** + dï ■ + rf7 • rfj + -^+51 rfâ
rf+'
rfT
rfT rfâ '
rfT
rfT
===-J-p-dp+dï'd'l+-dr Les équations (a) donnent
dr.
/ï == -4^' . siri 0 . sÎekP — 6'.cos<p, y ÿ = <\J/ • s*n® • cosp + fl' . sin<p, [ (a) r= <p' — 4'.cos0. ^
Si après avoir différencié ces valeurs, on les substitue dans le second membre de l’équation précédente, et qu’on compare ensuite les coefficiens de dtp', dy etc., cette équation donnera
rfT rfT rfT
dp’ dr ’ rf4'
. . . rfT , . .
= sin 8 . sin © . -j — f- sin B . cos p . dp
rfT
dq'
rfT . rfT rfT rfT rfT rfT
— . — —coip. d^ ^—(l-dp~P'~dqy
rfT
rf4
rfT r „ / . rfT , rfT\ .
rfJ=L \S'n? ^ + cos«I). ÿ+smS.
La valeur précédente de T donne d’ailleurs
rfT
dp
. rfT n rfT „
:hP> ^ = *=c'”
les équations (c) du n° i3, livre II, deviennent donc ainsi
C.*+CB-A
d , [sinfl . (A/> sin <p -+- Bycosp) — cos8. Cr] _dV dt ~~d^
^■4%ii?^^cos^-[cos9.(A/?sinft-b%cosft)-psin9.Cr].4'='~jjQ«
Ces équations sont identiques avec les équations ( f ) du n° i5, livre II, lorsqu’on suppose dans cellesci V=o, n=V, et qu’on y remplace les différences partielles de la fonction T par leurs valeurs ; on peut par conséquent intégrer ces équations par le même procédé , et comme elles ne sont qu’une transformation des équations différentielles (C), il est clair que leurs intégrales conviendront également à ces dernières, et réciproquement. Nous supposerons donc , conformément aux principes de la méthode générale d’intégration développée dans le chap. III du livre II, les équations précédentes, ou, ce qui revient au même, les équations (C) intégrées dans le cas où leurs seconds membres sont nuis, et nous avons vu n° 35, livre Ier, que cette intégration est toujours possible ; nous ferons varier ensuite les constantes introduites par l’intégration , de manière à satisfaire encore aux mêmes équations dans le cas où l’on considère l’action des forces perturbatrices.
Il est bon de remarquer ici que nous avons supposé dans le chapitre cité que D., qui représente l’intégrale de la somme des forces perturbatrices multipliées respectivement par l’élément de leur direction, est en effet une fonction toujours intégrable; mais cette condition , qui n’est remplie ni dans la question dn
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mouvement de translation , ni dans celle du mouvement de rotation des corps célestes , n’est nullement nécessaire et ne doit limiter en rien la généralité de cette analyse. Il suffit en eflfet , pour son exactitude, que les différences partielles de la fonction £1, qui représentent les forces perturbatrices, soient une fonction finie des variables <p, <\J,, 0, puisque ces différences partielles entrent seules dans les formules des variations dçs constantes arbitraires.
5. Reprenons les diverses intégrales auxquelles nous sommes parvenus dans le n° 35, du I" livre, savoir
A ap -f- B bq -f- C cr = /S, A a'p+ B b'q+ CcV= /S', Aa"p -f- M"q + C c'r= /3", Ap* -f- By* + Cr* == h, A y + By + CV = k*;
V/AB.Cdr
J B/i + (R-C;.Cr*j (— A*-f-AA+(C— Aj.Cr*}’
J, +g3= f *.(&■- A). l/ÂB.Crfr . ‘
' J (fts-C“r*). V\ A*-BA+(R.C).C»*){-**+AA4<C-A).C»* }
Ces sept équations n’équivalent qu’à six intégrales distinctes, et les quatre constantes /3, /3', /3';, k sont liées entre elles par l’équation de condition
Les Irois arbitraires /3, /£', /3" déterminent la position du pla u principal de projection , en sorte que si l'on appelle y son inclinaison sur un plan- fixe quel*
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conque, et a la longitude de son nœud comptée d’une origine arbitraire, on aura
tang a=— , tang y = .
La constante k est celle qui sert à compléter l’intégrale des forces vives; la constante l dépend de la position du corps à un instant déterminé ; enfin , relativement à la constante g-, nous observerons que 4, représente la longitude du nœud de l’équateur du corps, surle plan principal de projection, comptée à partir de l’intersection de ce dernier plan avec le plan fixe , n# 35, livre 1er. On peut donc, pour fixer les idées, supposer que — g est la valeur de cette longitude à l’origine du mouvement , puisqu’il suffit pour cela de le faire commencer à l’instant où l’intégrale de la valeur de 4/ s’évanouit.
Les intégrales (cl) suffisent pour déterminer à chaque instant la position du corps par rapport au plan invariable , en sorte que si l’on désigne par <p, et 0„ relativement à ce plan , les angles que nous avons nommés <p et B par rapport au plan fixe , on connaîtra par les formules précédentes les valeurs des angles <p(, 4,> 7 et a> et l’on déterminera celles
des trois angles <p , 4» 9, par les formules du n° 35, livre Iw.
Cela posé, concevons que l’on veuille étendre les intégrales précédentes aux équations (C), où l’on considère l’action des forces perturbatrices. Les trois arbitraires jS, /3', /S", ne seront plus constantes; le plan principal de projection que nous avions considéré
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comme invariable n° 35, livre cité, cessera de l’être, mais il conservera toujours la propriété d’être à chaque instant le plan par rapport auquel la somme des projections des aires décrites par les ray.ons vecteurs des élémens du sphéroïde, multipliées par les masses de ces élémens, est un maximum; les quatre constantes h , k,J, g, deviendront également variables, et l’on déterminera les variations de ces différentes quantités par la formule générale (D), n® 18, livre II.
Pour cela, il est nécessaire d’exprimer préalablement ces constantes en fonction des variables indépendantes du problème et des quantités s, u, v, qui sont, comme on sait, des fonctions de ces variables et de leurs différences premières. Dans la question qui nous occupe, comme dans celle du mouvement de translation , les variables indépendantes sont au nombre de trois : nous avons pris les trois angles <p , •vp, G, pour ces variables; nous avons désigné, pour abréger, par <p', 4', G' les différentielles 4 1 divisées par dl, et par T la moitié de la force vive du sphéroïde; on aura par conséquent, n° 1 3 , livre II,
_dT
S—dï''
dl
Nous avons trouvé, n° 4, pour l’expression de T,
X = Ap' + Bg'-f-Cr»
on aura donc, en vertu des valeurs de données dans le même numéro,
dT dl dV • do' *
jt =Cr,
u=(Ap. sin <p4-Bç. cos<p). sin0 — C r. cos0, i- = — A p . cos <p -h B^r . sin <p ,
d’où l’on tire
a / • A\ sin 0
A^=(w+^cos 0). — i^coscp,
B q =(«-Mcos0). ^ + i,si»p,
Si dans les expressions des constantes (2, j8", on
substitue ces valeurs, et qu’on remplace en même temps les quantités a , b, c,a', b', c', a", b ", c", par leurs valeurs données n° 28, liv. Ier, on trouvera
j3 rril'j + WCOsG). — OCOsd/,
' sin 6 T
/3' = (^-f-«cos0). ^-f-^sin^,
En mettant pour j8, 0', /3", leurs valeurs dans les équations (/), on exprimera les constantes et et y en fonction des mêmes variables. On pourrait exprimer de même les constautes h et h en fonction des six variables <p, 0, s, u , 0, mais il sera plus simple de
les regarder comme déterminées par les équations (d) et (e), en y considérant les quantités p, q, r, /3, 1 3', jS" comme des fonctions données de ces variables. Enfin, on substituera sous le signe intégrai s à la place de O dans les deux dernières équations (d), et en supposant les intégrations effectuées, 011 pourra regarder les six constantes h, k, a, y, l, g, comme
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exprimées en fonction des six variables <p, 4, 0, s, u, v. Il ne restera donc plus qu’à substituer leurs différentielles partielles prises par rapport à ces quantités dans la formule générale
. . da db da db da db du db du db da db
ds dtp dp ds du * rAj' d^/' du du * dQ dO'dv*
pour avoir les valeurs des quinze symboles ( A , a), [k, y), etc.
6. Pour suivre ici la même marche que dans la recherche des variations des élémens elliptiques, commençons par déterminer les valeurs des quantités (A- , a), (A , y) ,{a,y ) , (A , A) , (A, a), (h, y) , où n’entrent point les lettres / et g; et, afin de simplifier ce calcul , formons d’abord les trois combinaisons (/3, /3'), (/S, 0"), (/S', /3"); on trouvera sans peine
Si l’on regarde a et y comme des fonctions de /3, /0', /3", données par les équations
tanga =
ta„g >».üî££,
on aura
rf/S'
D’ailleurs, A étant une fonction de /3, /3', /3", donnée par l’équation A*=/S*-{-/8,, + /S,;*, on a
et par conséquent ( k,fs) — o ; on aufrait de même {k, (à') = o, (A-, /3') = o, d’où l’on conclura
La valeur précédente de tang y donne cos y =s -j- • ■
en observant donc que (a, Æ) est nul par ce qui précède, on aura simplement
7 ■ r . . îütjrio !
jjc.'lsfipb on ,0 , '• ! 1 ' : I I . jquti iio l iü
Si l’on combine la constante h avec les trois constantes /3 , /3', /S* ,A on trouver^ ' — ''
- {h> {htft'ï'T 70) ÆOSr*.^?;»! nO
En effet, la constante /3", par exemple, ne contenant que la variable u, la formule (C) nb 18, livre II, donnera ■ bnov'é el I ry’în.
'dfcjîdftiiiQJ Jioqq//!
M ai je »;i '‘TnTjoIiSb -b 'iij-jIbv i»il Tome IL 1 2
Or, la constante h est fonction de p , q , r, et les valeurs ( ces quantités ne contiennent pas la
dh ,
— = o, et par conséquent
(h, /S) — o. On peut en conclure par analogie que (h, /3') et ( h , (à*) sont nuis pareillement ; il est facile d’ailleurs de le vérifier en calculant directement leurs valeurs. .
11 suit de là que si l’on regarde k, a, y comme fonctions de /3, jô', /3', on aura
variable 4,:> on a donc
- V,q ** rXhf.*) =.<>■> (/b >)==°- ti
Formons maintenant les quatre combinaisons (Z, h), (/, k ), (Z, fi), Cl, y) qui renferment la constante Z sans contenir la constante g'. ; • ^ '
La sixième des intégrales ( d ), en mettant s à la place; de O sous le signe intégral , devient 5 * — *•{ . j c), t r ^ c' * . " \ ’•
t/AB.CiZs
V [C-t*- BC/i-f-(B-C).s“l . [-C/<“-t-AC/i-f-(C-A).s*]'
Si l’on suppose l'intégration effectuée , cette équation
-d/onpe-àx I ir‘l ’j-j I L> ‘J tu v<:IOJ 1.1 r I : ; ; 1 ; rj u, ;( |r’
l — — t-*? foncti P.-J hi;;>
m;\'£ {fis Jf ^ __ /(y ' v
On aura ainsi j t=j y et pour avcrir les différences
ds ds dt uiA‘J a
lni;:iuj2io’> apq - 6UÜ«.- ’ "»g-, -• -
partielles .^rr , -j-., u sumra acdinerencier sous le signe
, FI vml . # '.lav-i) u. . ui s! tu . / ::l -:P
intégral le second membre de l’équation, (4T) par rapport aux constântea./i et k. ,,,
La valeur de Z-né cdntenant que la variable s, en
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la combinant avec une constante quelconque b, et en faisant d’abord abstraction des constantes h et k quelle renferme, on aura
Pour avoir égard aux constantes h et k , il faudrait ajouter au second membre les deux termes
(h,t).di+(k,b)4L.
’dk
Mais on peut s’en dispenser, parce que b devant représenter l’une des quatre constantes h, k, *, y, ces deux termes sont toujours nuis.
Substituons d’abord la constante h à la place de b} on a
% = * % + aB? ’ 2Cr* %'
Or , les valeurs de Ap , Bq, Cr donnent
A|=B?- Bg=-v. câ=0i
on aura par conséquent dh
dr
dq>
— a. (B A) . p<fr==* — 2 . C — ,
en vertu de la troisième des équations (A). On aura donc, en observant que C ^
r dt d
ia.
et par conséquent
Les trois constantes /3, /3', /3* ne renfermant pas la variable <p , il s’ensuit que si la lettre b représente une fonction quelconque de ces arbitraires, (/, b) sera nul; on aura donc ainsi
(Z, Æ)=o, (Z,ct) = o, (Z, 5') = o.
Passons enfin au calcul des cinq combinaisons (g , h), ( g, k), {g, cl), (g, y), {g, l) qui renferme la constante g.
La dernière des équations (d), en substituant s à la place de Cr, devient
k. (s* — Ch). t/AB .ds
(&*—«’) V' [C£a— t3CA-f-(B-C).s:'][-Gfc“-f-AC/i-f-((J— A)..y*}
Si l’on suppose l’intégration effectuée, cette équation donnera g en fonction de 4/> s > b, k, en sorte qu’on aura
g = — fonet- (Æ, k, 5).
En la différenciant , on a d’ailleurs
dg _ _ k(s'-Ch) dt ds ds ~~ ~ C. (A* — «“) * da‘
On obtiendrait les différences partielles de g, par rapport à h et à k, en différenciant sous le signe intégral par rapport à ces constantes.
Cela posé, on aura relativement à une constante quelconque b,
Nous omettons le terme (A:, i) . parce que £ devant
représenter l’une des quatre constantes a, y, h, l, ce terme est toujours nul.
Pour former la quantité (4, , b), il est nécessaire de connaître la valeur de 4/ en fonction des variables <p , 4 , 9 , s , u , v. Or nous avons trouvé n° 35 , liv. II,
cos 6 = cos^< . cos 0/ — sin y . sin0/ . cos 4, sin (4 — «) • sin 0 = sin 4, • sin 9r
On a d’ailleurs, n° 35, livre II, •
k . cos y — fi" = — k, et k. cos0y= Cr~s ;
les deux équations précédentes donneront donc
cos^ = — — r-
£*. cos$-f- us . , fc.sin(4 — «).sin# — , sin4, = • — -
Si l’on différencie la valeur de cos 4/» par rapport aux variables s , u, 0 qu’elle renferme, et qu’on substitue dans le résultat pour sin 4/ > sa valeur, on trouvera
44, u ~h « cos S
ds (A* — s') . sin y. sin t . sin (4 — *) *
c?4, * 4- «cos ê
du t% . sin3 y . sin fl . sin (4 — «) ’
dt sin>'.sio(4 —
par conséquent
u -f- s . co si n» , s + u cos t db
{k‘— «‘j.sinj/.sinJ.sin^-» ' <iq> , .sin9.sin(4-«) ’^4'
i db
sin y . sin (4 — “) dy ‘
Substituons maintenant successivement dans (g, b) et (4,, b) à la place de la lettre b , les quatre constantes h , k , a, y.
On trouve aisément
dh ds dh dh , . .
Tv = -*-dt' 54 = °’ ^ = -a-(PC0S*-*s‘n*}i par conséquent
ik . (Ji — ci*)
(4/!^) iiliyiln(4~oj'|_V
Les équations (g) donnent
— = Ap . sin <p + Bg . cos <p , sm 0
k . sin y ■ sin(4— *)=& ■ sin4— £ . cos4= —A p cos p+B? sin <p.
L’expression de (4,> ^') > au nioycn de ces valeurs et en observant que k * — s*=A*y9 + B’^*, se réduit à
,, „ aA.(AP»4-Bvn afe.(A — cr»)
Si l’on substitue cette valeur daus l’expression de (g, h) , on aura
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Si l’on combine la constante g avec chacune des trois constantes /3 , /3', j3", et qu’on observe qu’en vertu des équations (h) , on a
— ^ — = /3sm4+ /3 cos4 ?1 ■.
sin
on trouvera sans peine /8
(4, 0 = = n&ï • <4, « = rér; > <4- « =
La constante A’ étant regardée comme une fonction de /3 , /S', /3' donnée par l’équalion
on a
r sin2 5, »
par conséquent,
;; < ...tll : \
. -J ■ t : \ rjl. . • ' > »
La constante y étant donnée par l’équatiou
tang y :
on aura
(4„»=(+^.$+(4,. n%= Æf-
dP k sin* y ’ fc"
par conséquent.
(4,*) = raV
Enfin, la contante a, étant déterminée par l’équation
i84 THÉORIE ANALYTIQUE
' ' tanga = -^,
on aura
(4>*)=<' h.P>%+à,,PYu
dff
COS* a /&_ 0@\
i sin* y* v3' j8'V
c’est-à-dire
Ces valeurs substituées dans la formule ( k ) donneront, en remarquant que les constantes /3, /S', ne contiennent pas la variable <p ,
te,A) = — i, = , &>«) = <>•
Il ne nous reste plus à former que la combinaison (g1, /) ; mais au lieu de substituer la constante / à la lettre b, dans la formule (A:) , il est plus simple de considérer cette constante comme fonction des variables s, t et des constantes h, k; on aura ainsi,
valeur qui, en observant que (g, h)= o, (g, A)= — r, (g, 5) = — se réduit à
/ t// rf/
\g> l)=— dî‘ds~~ dk'
D’ailleurs £•= fouet. (5, -\f,y, h, k) -, et comme s, k ne contiennent pas la variable <p , on a
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dg dg dh
dg> = Jh'dQ*
par conséquent,
- p. dh dl dg , dl dg dl
Kg> l)— Tfy’ds * dh^dk “ 3'dh dk>
, a dh dl
en observant que ^
Pour avoir les différences partielles il faut
différencier , sous le signe intégral , par rapport à h et a k , les valeurs de ces deux constantes ; on aura ainsi
dg _ Ç kdt , r A.k. (s* — Ch) . dl
dh~J W=?+Z’J (P-/s).[CP-ACP^-C).«a]
, , r BP (P — Ch).dt
+ V (**—«*) . [CP— BCA + (B— C).P] ’
valeur qui peut se mettre sous cette forme
dg_ , r C k.dt , r C k.dt
dh CP-ACÀ+(A.-C).P V CP-BCA+(B-C).P'
En différenciant de la même manière , par rapport à k , la valeur de l, on trouve
dl p C kdt r C kdt
dk J CP— ACA-KA— C).«* J CP— BCA+(B— C).P‘
Ces valeurs, substituées dans l’expression de (g, Z), donnent
7. En réunissant les valeurs des quinze quantités que nous venons de calculer, on trouve
Toutes les autres sont nulles, en sorte qu’on a
(h,k)= O, (h,y) = o, (A, a) = 0, (7i,£) = o, (Z, A) = o, (Z, y) — o, (Z, «) = o, (Z, #) = o, (*»>)= O» (A,a) = 0, fe,*)=0.
Au moyen de ces valeurs, il est aisé de conclure, en vertu de la formule générale^)) , n° 18, livre II,
dh = dl — dk — dg = daz=.
dV
di • dt
- 2 . -TT. al.
—r . dt,
dg
dV j co s y
' jj %Clt “ " 7 •" ah h sia y
dy =
i rfV ,
i sin y' dy' 7 cosy .£.*+
i sin y ’ <%
/t $in y " da.
dl.dt.
Ces équations serviront à déterminer les variations que produit sur les six constantes arbitraires qui entrent dans les équations du mouvement de rotation , l’action des forces perturbatrices.
8. Ce qu’on observe d’abord en considérant les formules précédentes, c’est la singulière analogie qu’elles ont avec celles qui déterminent les variations des élémens elliptiques des orbites planétaires. Ou voit en effet que pour les rendre identiques avec les formules (o) du n* 4T > livre II , il suffit de
changer dans ces dernières, ^ en — h, <p en y, et de
prendre , au lieu de l’angle a , son supplément. Ce résultat remarquable tient à ce que les constantes dont nous avons fait choix ont une signification semblable dans les deux problèmes. Ainsi , dans le
mouvement de translation — -, et dans le mouve-
ment de rotation h , sont les constantes qui équivalent à la force vive du système. Dans ce dernier cas, y est l’inclinaison du plan principal de projection sur un plan fixe , et la longitude de son nœud comptée sur ce plan à partir d’une ligne fixe; de même dans le mouvement de translation <p est l’inclinaison sur un plan fixe du plan de la trajectoire , qui est évidemment le plan principal de projection, et a la longitude de son nœud comptée sur ce plan, seulement cet angle n’est pas compté dans le même sens dans les deux cas , d’où résulte la différence de signe qu’on remarque dans les formules qui dépendent de la variation de cet angle ; l est la constante ajoutée au temps t, et provient de ce que les équations différentielles du mouvement ne renferment, dans les deux questions , que l’élément de cette variable ; k représente l’aire décrite pendant l’unité de temps, sur le plan principal de projection par le rayon vecteur de chacun des élémens du corps en mouvement, multipliée par la masse de cet élément. Enfin, la constante g représente des quanti tés analogues dans les deux cas.
Ainsi donc les expressions des variations des constantes arbitraires sont identiquement les mêmes dans
le mouvement de translation et dans le mouvement de rotation, et les perturbations qu’éprouvent les corps célestes dans leurs mouvemens, soit autour du Soleil, soit autour de leur centre de gravité, se trouvent ainsi exprimées par les mêmes formules , comme elles dérivent de la même cause. Cet important résultat n’est pas sans doute ce qu’offre de moins remarquable la belle méthode que nous avons employée pour déterminer toutes les inégalités des planètes. Cette méthode, qui réunit dans une même analyse les deux principaux problèmes du système du monde, a de plus l’avantage de présenter sous un même point de vue les différens effets que produisent dans les mouvemens de ces corps leurs attractions mutuelles. On voit que ces effets, qui, au premier aspect, paraissent avoir si peu d analogie entre eux, se bornent à faire varier par degrés insensibles les arbitraires du mouvement; de sorte qu’en introduisant ces arbitraires ainsi corrigées dans les formules du mouvement qui aurait lieu, abstraction faite des forces perturbatrices, on aura celles qui conviennent au mouvement troublé, et l’on pourra déterminer ainsi , de la manière la plus simple , la valeur des variables qui doivent fixer à chaque instant la situation du corps que l’on considère. Nous ne craignons pas de l’affirmer, cet ingénieux procédé d’analyse , par sa généralité et par la clarté nouvelle qu’il répand sur toutes les parties de la mécanique céleste, est la plus belle conception dont se soit enrichie la théorie du système du monde, depuis les immortelles découvertes de Newton. Ce grand géomètre nous avait montré quelles sont les
forces pi’incipales qui donnent le mouvementaux différens corps du -système solaire ; Lagrange nous a appris à calculer l’effet plus compliqué des forces perturbatrices, et peut être il a posé la limite où devait s’arrêter l’esprit humain dans ces sublimes recherches.
9. On peut donner aux formules (P) différentes formés en substituant aux constantes h, /, k, g , a, y , de nouvelles arbitraires, et en exprimant leurs différentielles au moyen des différences partielles de la fonction V, prises par rapport à ces mêmes quantités. Remarquons d’abord que g désigne dans ces formules, l’angle compris à l’origine du mouvement entre les intersections du plan principal de projection avec le plan fixe et avec le plan qui contient les deux premiers axes principaux du corps; dg est donc l’accroissement de cet angle pendant l’instant dt, mais l’intersection du plan principal de projection avec le plan fixe est mobile, et cos y.dx exprime son mouvement pendant l’instant dt projeté sur le premier de ces plans. En désignant donc par co la longitude de l’intersection de l’équateur du corps avec le plan principal de projection , cette longitude étant comptée sur ce dernier plan à partir d’une ligne fixe, on aura
dco — dg — cos y . da.
En considérant d’ailleurs Y comme fonction des arbitraires co et a , on trouve
dV d\ dV /</V\ dV
dg^~ dm’ d* — \d.) C0S y ‘ d. ’
Les trois dernières formules (P) deviendront, ainsi
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, rfV dt'dk>
dt
ks'm y ^ £sin y ‘ dm
dV dy * dW
En joignant ces expressions aux trois premières équations (P), les variations de toutes les arbitraires se trouveront exprimées par des formules qui ne contiennent qu’un seul terme , ce qui contribue à les simplifier. Si le corps tournait rigoureusement autour de son troisième axe principal , le plan principal de projection coïnciderait avec son équateur; les deux dernières formules précédentes suffiraient donc pour déterminer dans ce cas les mouvemens de ce plan. C’est ce qui a lieu , comme on le verra , relativement à la Terre.
Enfin, si l’on suppose
loi
p=.l&xiay . sina, on trouvera
q = tang . cos a,
rfV
TV
nr.f
) 'Jl
ii'1 u!
inur.
et par suite
dm *1 * dp P dq ’
(TV sin* d\ cos«
dy cos*^ " dp cos“ y
dt dV
P t da *
t.cosfy ' dq
dt dV
dV 1 dq*
biî»Gon ri! :
t. cos ’ y dp *
formules qu’il est avantageux de substituer aux deux dernières équations (Q) , lorsque y est un très petit
angle.
10. Il nous suffira maintenant de développer chacune des formules (P), pour en voir résulter tous les phénomènes que cause, dans le mouvement de rotation des planètes , l’action des forces perturbatrices ; mais comme la situation initiale du corps , sa figure et ses dimensions ont sur ce mouvement la plus grande influence, il serait inutile d’examiner d’une manière générale ces formules , comme nous l’avons fait dans le problème de la translation des corps célestes , et nous déterminerons séparément les inégalités du mouvement de rotation de la Terre et de la Luné, qui sont les seules planètes pour lesquelles l’elat de l’Astronomie ait permis jusqu’ici de comparer sur ce point la théorie à l’observation. Cependant, parmi les arbitraires du mouvement de rotation, il en est une dont la variation donne lieu à des remarques importantes c'est celle qui entre dans l’équation des forces : vives nous allons par cette raison la considérer ici en particulier, n La- première des formules (P) donne, pour déterminer la variation de la constante h , l’équation
dli — 3.^ . dt.
On peut faire prendre à cette expression une autre forme. En effet, l étant la constante qui est jointe au temps t dans les expressions finies des variables <p,
0, il est clair que si l’on regarde Y comme une fonction donnée de ces variables , on aura
dl '
dV : dt :
dV dtp j dV dj> | dV dl ' chp' dt + df dt + da'üi'
par conséquent
dh = + ï*^)
ou bien simplement
dh=2.crY, (l)'
Tüiiii(
en désignant par la caractéristique d', la différentielle de Y prise en y faisant varier lé temps t introduit par la substitution des valeurs des coordonnées <p, 4> 0 du corps dont on considère la rotation, et en regardant comme constant celui que cette fonction peut contenir à raison du mouvement des astres v.attirans. '.a.-; : i;.i< q ; > sfu
On doit observer d’abord que cette formule peut s’obtenir directement et indépendamment de celles qui déterminent les variations des autres constantes; elle résulte immédiatement, en effet, de la quatrième des équations (d), différenciée par rapport aux variables et aux constantes qu’elle renferme, pour avoir égard aux forces perturbatrices, en observant qu’on a , n° 4 ,
kpdp -f- B qdq -f- C rdr = d'\ .
La même remarque s’applique au mouvement de translation , et en général au mouvement d’un système de corps, quelle que soit leur liaison entre eux, puisque l’équation des forces vives a lieu dans toute espèce de système qui n’est sollicité que par l’action mutuelle de ses différentes parties et par des forces dirigées vers des centres fixes. Nous allons maintenant
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démontrer une propriété importante qui résulte de la formule ( k ), et qui consiste en ce que la constante h , devenue variable par l’action des forces perturbatrices, ne peut contenir le temps t que sous la forme périodique, lorsque la fonction perturbatrice V ne le contient que sous cette forme.
En effet, lorsqu’on n’a égard qu’à la première puissance des forces perturbatrices, ce qui permet de regarder comme constantes les arbitraires qui entrent dans V, si cette fonction ne contient le temps que sous les signes sinus ou cosinus, il est clair qnb la différenciation relative à t fera disparaître tous les termes indépendans du temps , ou qui le contiendraient simplement à raison du mouvement des astres attirans ; et par conséquent, l’intégration ne pourra donner, dans la valeur de h, aucun terme non périodique ou de la forme N t qui croisse avec Je temps t. , ' ; ’ - .
Il existe cependant une circonstance où ce résuli tat cesserait d’avoif lieu et qu’il est important d’examiner, parce que le système planétaire en ofTre un exemple. Pour cela,) supposons la fonction V développée en série dont les diôérens termes soient de cette forme ,
H et K étant des fonctions des arbitraires h k etc. • l’angle nt étant le moyen mouvement de rotation du sphéroïde autour de son centre de gravité et l’angle
n'tle moyen mouvement de l’astre attirâut, t et i' des Tome II.
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nombres entiers quelconques. Il est aisé de voir que ce ternie produira, dans dh, le suivant
aH u in . (int J— i'n't K) ; : . .
srn v ' '
et en l’intégrant, il en résultera un terme périodique dans A, à moins que l’on n’ait int— i!rit~o , ce gui exige que les coefficiens n et n soient commensurables entre eux. Or , ce cas particulier a lieu; dans 4e mouvement de rotation de^ la Lune, altéré par i’action de la Terre. Le moyen: mouvement de rotation de la Lune est exactement égal à son moyen mouvement de révolution autour de la Terre ,■ et ce rapport singulier produit, comme on le verra, le phénomène de sa libration.
1 1 . Démontrons que le résultat précédent subsiste encore dans la seconde approximation , où l’on tient compte des termes dépendans du carré des forces perturbatrices En effet, pour avoir égard à ces termes, il faut à la place des constantes h , k, l, g , y', a., substituer ces arbitraires augmentées de leurs variations déterminées par l’intégration des formules (P); .on aura ainsi
_ dV .. , dV , dV . , , d\ . , dV . , dV . ^V= dhM+ 1iM+ T*-**’
et , en ne considérant que les termes de l’ordre du carré des forces perturbatrices > , .. ;*; ..
• >,li /BTjj ‘jb ‘
Substituons, d^ftsTexpression précédente de «TV, pour
Cl • J! .
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Jh, Jl, Jh, etc., leurs valeurs, on aura
1 Asm y \ay J ag * dg J dy J
Pour avoir la différentielle d' . JY, il faut différencier cette expression par rapport au temps t contenu dans les valeurs de tp -f - cf<p, 4 + <^4 r 6 + c^ô» c’çst-à-direqu’il faut, i°. différencier totalement les quantités renfermées sous les signes intégrales, ce qui revient à efïàcer les signes f, et alors cette expression seréduità zéro ; 20. différencier seulement par rapport au temps t contenu dans les valeurs des variables <p , 4> les quantités hors du signe f. L’expression de JY est composée de termes de la forme
; . , V AfBdt.— Bf A-fU, : - ,
A et B pouvant,- par l'hypothèse, se développer eii une suite dé termes de la -ferme Hsm\; (il -j- ft K) ,
dans-lesquels ^ iK.sont, des fonctions des constantes hf k, l, etc. , et ft des angles qui ^roviénïr nent des mouvemens des astres attirons. Soit donc U . cos (ft -f- mt -f- K), «n terme quelconque de A, et soit H'cos(/t -j- mt 54? K') .le terme correspondant de B qui a le même argument, il faudra que l’on combine ensemble ces deux termes pour avoir dans d’ . (A .J Bdl — B .fkdt) des quantités non périodiques.
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Or , on trouve ainsi
B./Ad*) =
— X C-sin(/<+mf+K) , sin (/ É-f/nt-f K”)
quantité qui se réduit à zéro.
Il suit de là , par conséquent , que si l’expression de V est périodique, la valeur de cT/j ne contiendra que des termes semblables, du moins tant qu’on n’aura égard, dans les approximations, qu’aux premières et secondes puissances des forces perturbatrices.
On voit que le résultat auquel nous sommes parvenus dans le chapitre VIII, livre II, sur l’invariabilité des giands axes des orbites planétaires, n’était qu’un cas particulier d’une propriété générale dont jouit la variation de là constante arbitraire qui entre dans l’équation des forces vives.
Dans le mouvement de rotation, h représente la force vive du corps en mouvement, et l’on a /
fyr • > \ - Ap* -f- B q% -j- C i* = h.
tes trois quantités p , q, r, sont les vitesses de rotation du corps autour des trois axes principaux qui se croisent à son centre de gravité, en sorte que si l’on nomme f la vitesse du corps autour de son axe instantané de rotation et a, b, c lès angles qu’il forme avec les trois premiers axes , on a , ,;r\ «lut f. - = - /> / W Of M
pz=zf.CQ$a, qz=f.cosb, r===/.co&c? / ,
,,ci
DU SYSTÈME Dü MONDE, l’équation des forces vives deviendra donc ainsi
p* . (A cos* a + B cos* b -f- C cos* c) s= h.
Le second membre de cette équation ne contenant aucun terme croissant, comme le temps t, le premier ne peut renfermer non plus aucun terme pareil , et comme tous les termes du premier membre sont de même signe, il s’ensuit que chacun d’eux n’est composé que de termes périodiques.
On peut conclure de là que la vitesse de rotation et la position de l’axe instantané ne sauraient être affectées d’aucune inégalité croissant comme le temps , et que l’action des forces perturbatrices ne peut y causer que des altérations alternatives dont la période dépendant du mouvement du sphéroïde autour de son centre de gravité, ou de celui des astres attirans dans leur orbite, sera toujours assez courte.
Il faut remarquer ici que nous n’avons pas eu égard, dans la valeur de V, aux termes qui proviennent de la variation des élémens des orbites des astres attirans; il faut donc restreindre, en ce sens, la généralité des résultats précédens.
Après ces résultats généraux, applicables à tous les. corps du système solaire , nous allons examiner en particulier les mouvemens de rotation de la Terre et de la Lune. On verra qu’ils présentent tous deux des phénomènes extrêmement imporlans qui , quoique très différens, peuvent se déduire directement des formules que nous venons de développer.
CHAPITRE II
Du mouvement de la Terre autour de son centre de
gravité.
12. Hipparque parait être le premier, parmi les astronomes, qui ait remarqué que les étoiles ne sont pas fixes, relativement à nous, et que leur position rapportée au plan de l’équateur varie dans les différens siècles. En comparant ses propres observations à celles de Tymocharis, faites i55 ans auparavant, il s’aperçut que, dans ce mouvement, leur hauteur au-dessus du plan de l’écliptique restait la même, en sorte que leurs latitudes n’étaient point altérées, tandis que leurs longitudes, rapportées à l’équinoxe, augmentaient chaque année d’une quantité à peu près constante pour toutes les étoiles. Il conclut de là que la sphère céleste a un mouvement autour des pôles de l’écliptique, d’où- résultent les changemens observés dans les ascensions droites et les déclinaisons des étoiles, et l’invariabilité de leurs distances à ce plan, comme l’observation l’indique. Copernic, occupé toute sa vie à substituer aux mouYemens apparens des astres , leurs mouvemens réels et à redresser des erreurs nées des illusions de nos sens et d’un sentiment exagéré de notre importance, reconnut que les mêmes
Dü SYSTÈME DU MONDE. 199
phénomèmes pouvaient s’expliquer en supposant aux pôles de la Terre un mouvement circulaire de rotation autour des pôles de l’écliptique. Pendant ce mouvement, l’inclinaison de l’équateur à l’écliptique reste la même, mais ses nœuds, ou les équinoxes, rétrogradent uniformément de 5o" environ par an , d’où résulte par conséquent un accroissement égal des longitudes des étoiles rapportées à ces points. C’est en cela que consiste lé phénomène désigné sous nom de la précession des équinoxes.
L’hypothèse de Copernic suffirait donc pour expliquer de la manière la plus simple les variations observées par Hipparque dans la position des étoiles , et confirmées par tous les astronomes qui sont venus après lui. Mais les rapides progrès de l’Astronomie depuis l’inveution des lunettes firent bientôt découvrir de nouveaux phénomènes dans ces variations; il fallut , pour les expliquer, supposer divers mouvcmens à l’axe de la Terre, et c’est ainsi que Bradley fut conduit à la connaissance de leurs véritables lois.
Ce grand astronome , par la précision de ses obser- , vations, reconnut dans la position des étoiles une variation annuelle qu’il suivit pendant une période de dix-huit années , après laquelle elles lui semblèrent revenir à la même position. La coïncideuce de cette période avec celle du mouvement des nœuds de la Lune ïui fit penser que l’axe de la Terre avait, par rapport aux étoiles, un mouvement périodique dépendant de la longitude de ces nœuds ; et pour représenter en conséquence le vrai mouvement de
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l’axe terrestre, il suppose que l'extrémité de cet axe prolongé jusqu’au ciel, se meut sur la circonférence d’uue petite ellipse tangente à la sphère céleste, et dont le centre, qu’on peut regarder comme
le lieu moyeu du pùle de l’équateur, est situé sur un petit cercle de la sphère parallèle à l’écliptique , et décrit annuellement d’un mouvement uniforme un arc de 63" sur ce cercle. L’observation fait connaître les dimensions de cette ellipse, et les lois du mouvement du pôle sur sa circonférence , d’où résulte dans l’axe terrestre cette espèce de balancement qu’on a nommée sa nutation.
Ainsi , l’observation devança, sur ce point , la théorie, et tous les phénomènes qui dépendent des déplacemens de l’axe delà Terre étaient parfaitement connus avant qu’on cul tenté d’en approfondir les causes. Képler avait avoué l’inutilité de scs recherches à cet égard, et c’est à Newton qu’il était réservé de nous montrer comment ils se lient, par la loi delà pesanteur universelle, aux autres phénomènes du mouvement des corps célestes, avec lesquels, jusque là, ils ne semblaient avoir aucun rapport. 11 fit plus, il essaya d’en déterminer les lois par la théorie. Considérant la Terre comme Un sphéroïde renflé à son équateur, il la suppose composée d’uue sphère dont le diamètre est l’axe des pôles , et de l’excès du sphéroïde terrestre sur cette sphère disposé sous la forme d’un anneau autour de son équateur. Il regarde ensuite chaque molécule de cet anneau comme un astre adhérent à la Terre et qui fait sa révolution autour d'elle oq vingt-quatre heures, et de là il couclut que l’aç-.
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tion du Soleil sur chacun de ces astres , et par conséquent sur l’anneau entier , devait produire le même effet que celui qu’il produit sur la Lune , et faire rétrograder les nœuds de son orbite sur le plan de l’écliptique. Le mouvement rétrograde se communique à la Terre entière, à cause de l’adhérence de l’anneau à la sphère qu’il entoure, et il s’ensuit que l’intersection de l’équateur terrestre et de l’écliptique , ou la ligne des équinoxes, doit avoir, par l’action du Soleil, un mouvement rétrograde comme les observations l’indiquent; mais, quelque ingénieux que soit cet aperçu, il y avait encore loin de là à une théorie approfondie et complète des lois du mouvement de l’axe terrestre. Newton lui-même se trompa en voulant les en déduire par des considérations purement rationnelles, et l’analyse, ce puissant auxiliaire de l’esprit humain, pouvait seule montrer,dans cette question délicate, l’accord parfait de la théorie et de l’observation ; mais il fallait auparavant en reculer les limites. D’Alembert eut la gloire d’y réussir, et la solution qu’il donna le premier du problème de la pré-, cession des équinoxes doit être regardée comme une des plus belles conceptions de son génie inventif, si l’on considère l’insuffisance des moyens qu’offraient alors pour cet objet l’Analyse et la Mécanique.
D’Alembert explique par la théorie les divers mouvemens de l’axe terrestre, par rapport aux étoiles, et montre que la nutation observée par Bradley en est une conséquence immédiate. Il détermine le rapport exact des deux axes de la petite ellipse que décrit le pôle, et la loi de sou mouvement sur son el-
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lipse. En comparant ensuite ses expressions de la nutation et de la précession aux observations, il en conclut le rapport de la masse de la Lune à celle du Soleil; mais il observe, en même temps, qu’il suffirait d’un très petit changement dans ce rapport , pour altérer considérablement les lois de ces phénomènes. Enfin , il donne, d’après le§ mêmes expressions, la loi de décroissement de densité des couches de la Terre el détermine son ellipticité.
Tels sont les principaux résultats de la théorie établie par d’Alembert. L’Analyse , en se perfectionnant, a depuis permis de la présenter d’une manière plus simple et de l'étendre à des points qui n’avaient point été abordés par ce géomètre.
Le premier de tous, par son importance , est la détermination des mouvemens de l’axe instantané de rotation de la Terre dans l’intérieur du globe. Cette question , comme il est aisé de le concevoir , est pour le moins aussi intéressante pour nous que celle qui a pour but de déterminer les mouvemens de cet axe, par rapport aux étoiles , la seule dont d’Alembert se soit occupé. En effet, si l’axe de rotation variait dans l’intérieur de la Terre, chacun de ces mouvemens déplacerait son équateur, et toutes les latitudes géographiques en seraient, à la longue, sensiblement altérées ; il y a plus,’ les mers, troublées dans leur équilibre, suivraient les mouvemens de l’équateur , et descendant vers la partie de la Terre qui s’est abaissée sous elles, laisseraient dans la partie opposée de nouvelles régions à découvert. Les observations, il est vrai, montrent bien que l’axe terrestre n’est soumis à au-
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cune variation sensible dans l’intervalle d’un jour et même de plusieurs années ; mais s’il était sujet à quelque inégalité à longue période du genre de celles que nous avons nommées inégalités séculaires, les observations astronomiques, qui ne comprennent encore qu’un assez coui't intervalle de temps, ne suffiraient pas pour rassurer sur les conséquences de ces variations , et ne sauraient rien nous apprendre sur leur marche. C’est donc à la théorie seule qu’il -était réservé d’éclairer cette grande question , et M. Poisson est le premier qui l’ait traitée avec tout le soin que sou importance exigeait.
Il a montré, par une savante analyse, que l’action du Soleil et de la Lune n’introduisait dans l’expression des variables qui fixent la position de l’axe terrestre dans l’intérieur du globe , aucune inégalité à longue période que la suite des siècles puisse rendre sensible , même lorsqu’on a égard à la seconde puissance des forces perturbatrices. 11 en est de même de l’expression de la vitesse de rotation de la Terre autour de cet axe. Il en résulte que cette vitesse est constante , et que les pôles de rotation et l’équateur terrestre sont inaltérables à la surface de la Terre.
Nous confirmerons , d’une manière nouvelle , ces deux résultats importans; nous examinerons ensuite les mouvémens de l’axe terrestre par rapport aux étoiles, et nous déduirons des formules exposées dans le chapitre précédent , les équations très simples d’où dépendent les lois de sa nutation et de la pvécession des équinoxes.
La durée de l’année , qui se mesure par le retour
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du Soleil au même équinoxe ou au même tropique, serait constante si le mouvement des équinoxes était uniforme, mais ses inégalités doivent le faire varier dans les difTérens siècles. Cette longueur est plus courte lorsque le mouvement s’accélère ; c’est ce qui arrive actuellement, et la durée de l’année tropique est de nos jours moindre d’environ io" qu’au temps d’IIipparque. La même cause, jointe aux variations de l’obliquité de l’écliptique et de la précession des equinoxes, introduit des inégalités dans la durée du jour moyen solaire, et leur détermination serait importante si elles pouvaient devenir sensibles, parce que toutes les tables astronomiques étant calculées dans l’hypothèse d’un jour moyen constant , les longitudes et les latitudes qu’on en déduirait ne s’accorderaient bientôt plus avec celles qui résultent de l’observation directe. Il était donc important de s’assurer par la théorie de l’invariabilité du jour.moyen solaire, et nous verrons, en effet, que ces inégalités ne s’élevant pas à quelques secondes en plusieurs millions de siècles, leur considération est à peu près inutile aux astronomes.
Enfin, pour compléter l’exposition analytique des phénomènes de la précession et de la nutation , nous réduirons en nombres les formules qui les déterminent , en employant les données les plus exactes q ue nous ayons sur les masses des planètes , et nous les comparerons ensuite à quelques observations anciennes, qui , par leur accord avec les résultats de Ces formules , montreront la précision de la théorie.
Les phénomènes de. la précession et de la nuta-
tion dépendant de la figure et de la constitution du sphéroïde terrestre , il en résulte qu’on peut, au moyen de l’observation de ces phénomènes , établir le rapport qui doit exister entre les lois de la densité et de l’ellipticité des couches de la Terre. On verra que l’ellipticité qui en résulte s’accorde très bien avec celle qu’on a conclue des observations du pendule à differentes latitpdes et des autres phénomènes qui en dépendent. Les lois de la précession indiquent de|plus une diminution dans la densité des couches du sphéroïde terrestre , en allant du centre à la surface; résultat qui s’accorde avec les expériences de Cavendish , sur l’attraction des montagnes, et avec les principes de l’hydrostatique qui exigent que si la Terre est supposée avoir été originairement fluide, les parties les plus denses soient en même temps les plus rapprochées de son centre. L’admirable concordance de tous ces phénomènes si étrangers l’un à l’autre , montre évidemment qu’ils ont tous pour principe la même cause, etl’on doit la regarder comme la preuve la plus irrécusable de la loi de la pesanteur universelle.
i3. Pour traiter dans toute sa généralité la question du mouvement de la Terre autour de son centre de gravité , nous supposerons d’abord qu’aucune force accélératrice ne trouble le mouvement de rotation résultant de l’impulsion primitive qu’elle a reçue, et nous verrons quelles ont du être, dans ce cas, les circonstances initiales du mouvement, pour que les résultats de la théorie s’accordent avec les phénomènes observés. Nous considérerons ensuite l’action pertur-
batrice du Sbleil' et de la Lune , et nous déterminerons les altérations qu’elle doit produire dans les mouvemens de l’axe de rotation de la Terre, soit dans l’intérieur du sphéroïde, soit relativement aux étoiles.
Les intégrales (cl), n° 5, s’appliquent évidemment au cas que nous allons considérer, et les résultats qui s’y rapportent pourraient sien tirer directement; mais il est plus simple de les déduire des équations différentielles dont ces intégrales dérivent. Reprenons donc les trois équations (A) ; en faisant abstraction des forces perturbatrices, c’est-à-dire en regardant comme nuis leurs seconds membres, on aura
Adp 4- (C — B).çr.dt = o, )
B dcj -f- (A — C ).rp.dl = o, r (a)
Cdr -f-(B — •&).?(] .dt = o. '
L’axe instantané de rotation de la Terre s’éloignant toujours très peu de son troisième axe principal , comme les observations l’indiquent , /? et <7 sont de très petites quantités dont on peut, sans erreur sensible, négliger le produit dans la dernière des équations précédentes , ce qui d’ailleurs est d’autant plus permis , que la figure de la Terre étant à très peu près celle d’un sphéroïde de révolution, la différence B — A des deux momens d’inertie B et A est aussi une fort petite quantité. Cette équation se réduit ainsi à dr— o, d'où l’on tire r—n, n étant une constante qui représente ra vitesse moyenne angulaire de rotation de la Terre autour de son troisième axe principal. Si l’on substitue cette valeur dans les
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Adp+(C — B) .nq.dt—o, Bc?<7-{-(A. — C) .np.dt—o.
On satisfait à ces deux- équations, n° 34» livre Ier, en prenant
p = K..sin g) , q = fK.cos(ra'f -f-g) ,
K et « étant deux constantes arbitraires , et n' et i deux quantités données par les équations
AB
Déterminons les mouvemens de l’axe de rotation dans l’espace. La seconde des équations (a) du n° i, donne
dè
— = q sm <p — p cos <p.
Si l’on néglige, comme nous le faisons , les quantités très petites du second ordre , par rapport à p et à qi il suffira de substituer pour <p, dans cette équation, sa valeur indépendante de ces quantités. La première des équations (a) donne, dans ce cas, dtp = ndl , et par conséquent (p = nt~j- l, l étant une constante arbitraire. L’équation précédente , en y mettant pour p et q leurs valeurs, deviendra donc ..n
dt 2
sin -f — 1 ■ . sin(nt—Ti' A«) ;
d’où l’on tiré, en intégrant,
A+R;(l'~4j • cos(rti+n'/-f /+i)— ^^l.cos(nt-n' t+l-tl ,
h étant une constante arbitraire.
Il suit de celte analyse , que si la constante K avait une valeur sensible, les pôles feraient à la surface de la Terre des oscillations d’une étendue arbitraire, dont la période dépendrait des momens d’inertie du sphéroïde terrestre, et serait, d’après les données que l’on a sur les valeurs de A , B , C , d’environ deux années. L’angle 0 changerait aussi de valeur durant cet espace de temps ; il aurait de plus des inégalités dépendantes de l’angle nt, c’est-à-dire qu’il varierait même dans le court intervalle d’une journée : or , les observations les plus précises n’ayant jamais fait apercevoir dans la hauteur du pôle aucune variation de ce genre , il en faut conclure que K est insensible, et que, par conséquent, on peut supposer que les oscillations de l’axe terrestre qui dépendent de l’état initial du mouvement sont depuis long-temps anéanties, et qu’il ne subsiste maintenant que celles qui ont une cause permanente.
i4; Comme les valeurs que nous avons trouvées, n# 34, livre Ier, pour p et q, ne sont qu’approchées , il pourrait rester quelque doute sur l’exactitude du résultat précédent ; mais il est facile de la démontrer d’une manière tout-à-fait rigoureuse par les considérations suivantes. En intégrant directement les équations
(ah* nous, avons obtenu, n° 35, livre Ier, ces deux in- V /* £ tegrales y
A p'-\- B q' 4-Cr*= h , < A y 4- B Y + C V ss k*.
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Si, après avoir multiplié la première par C, on la retranche de la seconde , on aura
en représentant, pour abréger, par D* la quantité constante CA — k%.
On voit, par cette équation , que si les valeurs de p et q sont supposées très petites à un instant quelconque , la constante du second membre sera aussi très petite; les quantités p et q demeureront donc toujours peu considérables, puisque chacune d’elles sera moindre que la constante D. Par conséquent, si ces quantités n’ont que des valeurs inappréciables, comme cela a lieu à l’époque où' nous sommes, où peut être assuré qu’elles resteront éternellement insensibles; on aura, dans tous les temps,
P y' A .(C — A) * V V/BÎ(C — Bj ’ '
et l’axe de rotation de la Terre coïncidera toujours à très peu près avec son troisième axe principal.
Ce résultat suppose tous les termes du premier membre de l’équation (/n) de même signe, ce qui exige que C soit le plus grand ou le plus .petit des momens d’inertie relatifs aux axes principaux qui se croisent au centre de gravité du corps. C’est, en effet, ce qui a lieu pour la Terre , sa figure étant celle d’un sphéroïde aplati vers ses pôles, l’axe autour duquel elle semble tourner, à très peu près, est le plus pé'lit de ses trois axes principaux, et par conséquent celui auquel se rapporte le plus grand moment d’iner- Tome II. . t
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tie. Dans le cas contraire, on ne pourrait rien conclure de l’équation (m) relativement aux quantités p et q ; mais on voit aussi qu’alors les sinus et cosinus que renferment les valeurs de p et q se changent en exponentielles; elles pourraient donc croître indéfiniment avec le temps, et l’équilibre du globe terrestre en serait à la longue entièrement bouleversé.
Nous n’aurons donc plus à nous occuper désormais que de l’action des forces perturbatrices sur le sphéroïde terrestre : nous examinerons dans les chapitres suivans leur influence sur les déplacemens des pôles à la surface de la Terre, sur les variations de sa vitesse de rotation, et enfin sur les mouvemens de ses axes principaux autour du centre de gravité. Ces différentes questions renferment des résultats extrêmement importans pour la théorie du système du monde. Des deux premières dépendent la permanence des latitudes géographiques; l’inv?riabilité du jour sidéral , cette donnée si précieuse pour tous les calculs astronomiques ; enfin , la stabilité même de l’univers. La dernière comprend tous les phénomènes relatifs aux mouvemens de l’équateur, par rapport aux étoiles, c’est-à-dire la précession des équinoxes et la nutation de l’axe de rotation de la Terre. On verra la solution de ces questions, qui avait exigé jusqu’ici tous les efforts de l’analyse la plus compliquée , résulter de la manière la plus simple et la plus complète des formules générales que nous avons développées dans le chapitre précédent ; ces formules, comme nous l’avons dit, s’appliquent également au mouvement de la Lune troublé par l’ac-
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tion de la Terre ; mais les conséquences que nous allons en tirer ne doivent pas s’étendre à cet astre , à cause du rapport commensurable qui existe entre le moyen mouvement de rotafcion de la Lune et le moyen mouvement du centre de la force perturbatrice. ......
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. « CHAWTRE IV.
Déplacement des pôles à la surface de la Terre et variation de la vitesse de rotation.
t5. Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que sans l’action du Soleil et de la Lune, la Terre tournerait rigoureusement autour de son troisième axe principal , en sorte que les écarts de l’axe instantané de rotation ne peuvent être attribués qu’à l’action des forces perturbatrices. Cette hypothèse est fondée sur les résultats du chapitre précédent, où nous avons démontré que les oscillations de l’axe de rotation de la Terre, dues à l’état initial du {mouvement, demeureront toujours insensibles.
11 suit de là que les quantités p et q sont de l’ordre des forces perturbatrices , puisque la fonction
— !{=====■, qui exprime le sinus de l’angle formé V pl +?“ + r“
par l’axe instantané avec le troisième axe principal , doit être nulle en même temps quelles.
Cela posé, la troisième équation (C), n° a, donne, en l’intégrant et en négligeantles quantités de cet ordre, r=ra. La constante n exprime, aux quantités près du premier ordre, la vitesse de rotation de la Terre,’
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car cette vitesse est égale à \/p% -f- <7* ■+•/■*, qui ne diffère de r qu’aux quantités près du second ordre.
Les deux dernières équations (a), n° i, montrent que les différentielles dQ et d-\, sont du même ordre que p et q ; jes angles'!! et 4 sont donc constans quand on néglige les quantités du premier ordre. Dans ce cas,: la première de ces trois équations se réduit à d<p=ndt, d’où l’on tire <p = nt -f- e, t étant une constante arbitraire.
Les équations (o), n° 35, livre l", qui déterminent la position de l’équateur, par rapport au plan principal de projection, ou au plan qui serait invariable sans l’action des forces perturbatrices, donnent
sin 9t sin <py == — ^ , sin ôy cos <pt = — ^ ; on tire de là ' ;
L’angle 6, représente l’inclinaison de l’équateur sur le plan principal de projection : cet angle est, comme on voit, de l’ordre des forces perturbatrices ; on pourra donc le supposer nul , lorsqu’on néglige les quantités de cet ordre, et l’on aura alors, n° 35, livre Ier, . _
ce qui doit, en effet, résulter de la coïncidence de l’équateur et du plan principal de projection.
Reprenons maintenant l’équation (rn) à laquelle
nous sommes parvenus n° 14, savoir :
A . (A — C) .p» + £ . (B — C) . = fr — CA. O)
Cette équation étant une intégrale première des équations (a) , doit encore subsister dans le. cas où l’on a égard aux forces perturbatrices. Si on la différencie en y traitant h et k comme variables , on aura >' — - ■; i.-
A. (A — C),ptf/H-B.(B — C ) .qdq=kdk — £.C dh.
Pour abréger, faisons l% — Ch = 2K; en différenciant et en substituant pour dk et dh leurs valeurs, on aura
dKz=(k. ^ — C.d'Vydt. („)
Si l’on néglige les quantités du second ordre par rapport aux forces perturbatrices, et qu’on regarde V comme une fonction donnée des variables <p, 4, , 0, il suffira, dans l’équation précédente, de substituer dans V, qui est déjà du premier ordre, pour <p, -sjx , 0 , leurs valeurs indépendantes des forces perturbatrices; on pourra donc mettre <p, — a la place de <p, et et et y à la place de 4 et de 0. Or, on voit, d’après les valeurs de <p, et de 4/ données n° 55, livre Ier, que la différence <p/ — 4/ est égale à la constante g augmentée d’une certaine fonction de pf q , r, h, k\ et comme les valeurs de p, <7, r ne renferment aucune des trois constantes a, y, g> il s'ensuit qu’on aura
dv __ rfV dV _ dV_ dV dV
dg dtp * dot d^fs ’ tîy di *
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D’ailleurs , en négligeant les forces perturbatrices , on a <p == nt -f- g ; par conséquent ,
dV dV
Quant à la constante k qui multiplie une quantité du premier ordre dans l’équation («), nous remarquerons que si l’on néglige les quantités de cet ordre, p et cj sont nulles , et l’on a r — n ; l’équation k * = A *p* -f- B*<y* -f- C*r* donne donc , dans ce cas , k = C». L’équation («) deviendra , par la substitution de ces valeurs,
dK — C.^-.ndt — C.d'Y = o.
nat
En observant que dY désigne la différentielle de V prise en ne faisant varier que le temps t introduit par la substitution de la valeur de <p , c’est-à-dire qu’autant qu’il est multiplié par la constante n.
La quantité K est donc constante , tant qu’on n’a égard qu’à la première puissance des forces perturbatrices ; voyons maintenant ce que devient la variation dK, lorsqu’on considère le carré de ces forces. Dans ce cas , il faut , dans l’équation (n) , substituer Cn -j~ Jk a la place de k, et Y -}- JY à la place de V , Sk désignant une quantité du premier ordre et J'Y une quantité du second j on aura ainsi , en négligeant les quantités du troisième ordre,
dK = S‘k.'^.dt + Cn.~,~.dt — C.d\J'V.
dg dg •
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Nous avons trouvé, na 1 1 , en négligeant les quantités d’un ordre supérieur au second,
dV ,, , dV , rfV , dV . , rfV . . dV .
= Th ■ ' Sh + ~di - *' 1 + Tk • ' n + dè • + ~dy ■' **• ■
Dans les différences partielles de V, on peut substituer ni -f» é à la place de <p , et regarder -vJ. et 0 comme constans; il faut aussi avoir soin , en prenant la différence partielle de J V par rapport a g, de ne point faire varier la quantité g introduite par la substitution des valeurs de Sh, SI, etc. Si l’on différencie de
cette manière , et si 1 on observe que ^ , on
aura évidemment
d.w rf.«rv i v «.T
dg udt n
dV
L’éqûation (n), en remarquant que d.Skz=~^.dtf donnera donc simplement
dK = Sk.d.Sk,
d’où, en intégrant, l’on lire
K = i . Sk\
La quantité K sera donc toujours une quantité du second ordre. L'équation ( m ), en y substituant cette valeur, devient
Il en résulte que quelques variations qu’éprouvent dans la suite des siècles les valeurs de p et de q , ces
quantités resteront toujours du même ordre que cfA, c’est-à-dire de l’ordre des forces perturbatrices, et par conséquent insensibles.
Nous avons prouvé, d’une manière générale , dans le n° 1 x , que les inégalités séculaii’es que renferment les valeurs de p et q sont de l’ordre des forces perturbatrices; nous voyons ici que dans le cas particulier où l’on considère le mouvement de rotation de la Terre, toutes les inégalités périodiques que ces quantités contiennent sont aussi du même ordre, d’où l’on doit généralement conclure qu’elles ne peuvent être sujettes à aucune espèce d’inégalités qu’un long intervalle de temps puisse rendre sensibles.
• 17. Nous n’avons, il est vi’ai, considéré dans la va-
leur de dk que les termes dépendans du carré des forces perturbatrices; mais il est aisé d’étendre la même analyse , et les conséquences que nous en avons tirées, à toutes les approximations suivantes. En effet , désignons en général par J', Y les termes de la valeur de Y qui sont de l’ordre i -f- 1 , par rapport aux foi’ces perturbatrices; par A les ternies du même ordre de la valeur de k, en sorte qu’on ait
d.fi+tk = ±4^.dt.
dâ
L’équation («), en ne considérant que les termes de l’ordre 1- f-i, donnera J i- v
dK = Cn . . dt — C . <r . K V
dg
•j- J" ,£ . d . ih .d, -4- k . d ,
”f- f .d.i i+,ki
Il est aisé de prouver, comme nous l’avons fait n° 16, que l’on a , généralement, quel que soit i,
Cn.^l-.dt = C.d'.W.
dg
L’équation précédente, en vertu de cette relation, donnera donc, en l’intégrant ,
K = ÇJ' tk . eT £ Jt . d| , Ar . . . . -j— a .
On voit que tous les termes du second membre sont de l’ordre i+i , que par conséquent la valeur de K n’augmente pas par l’intégration, et quelle reste toujours du même ordre que sa différentielle.
Concluons donc que l’axe de rotation de la Terre coïncidera toujours, à très peu près, avec son troisième axe principal, et que les pôles et lequateur répondront, dans tous les temps, aux mêmes points de sa surface.
18. Considérons maintenant la vitesse de rotation de la Terre; si l’on nomme f cette vitesse, f fdt sera le nombre de degrés que décrit dans le temps t l’un quelconque des méridiens du sphéroïde terrestre; il en résulte que si f contenait un terme proportionnel au temps t, l’intégrale /fdt eu renfermerait un croissant comme le carré du temps, et la longueur du jour en serait à la longue sensiblement altérée. Il est donc extrêmement important d’examiner, avec le plus grand soin , la valeur de df, et de démontrer qu’elle ne renferme aucune inégalité séculaire susceptible de s’abaisser au premier ordre, par la double
intégration que subit cette quantité dans l’expression fdtfdf.
On a, par ce qui précède,
? = VV + f 4- r*-
Nous venons de voir que pet q n’auront jamais de valeurs appréciables; la vitesse angulaire de rotation de la Terre sera donc toujours, à très peu près, égale à r, et si elle subit quelques altérations, elles ne proviendront que des variations auxquelles cette quantité peut être assujettie. Nous allons donc examiner quelles sont les inégalités que doit contenir l’expression de r.
Reprenons , pour cela , l’équation A p* -j- B q* -f- Cr* = h.
Si l’on différencie cette équation en y faisant varier à la fois les variables et les constantes qu’elle renferme, on en tirera
A pdp -f- Bqdq -f- C rdr = 7 . dh. (p)
Si l’on néglige les quantités du second ordre par rapport aux forces perturbatrices, les différentielles dp, dq , dr étant déjà du premier ordre, on pourra, dans cette équation, supprimer les deux premiers termes, puisque p et q sont de l’ordre des forces perturbatrices ; faire r—n dans le troisième, et substituer pour dh sa valeur donnée par la formule (/). On aura ainsi
dr = ±.ê.y; (,) :
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et dans le second membre , il faudra mettre ni -f- e à la place de <p, et regarder 4 et 0 comme des constantes. Si l’on suppose donc la fonction V développée en série de sinus et de cosinus des multiples de l’angle <p ou de l’angle ru ~j- e , les termes du développement qui ne le renfermeront pas disparaîtront
par la différenciation dans la valeur dr ne contiendra donc que des termes périodiques dépendant de l’angle , et par conséquent l’expression de
r ne renfermera que des inégalités journalières qui resteront toujours insensibles et de l’ordre des forces perturbatrices.
19. Voyons- maintenant quelles sont les inégalités qui peuvent résulter, dans l’expression de la vitesse r, de la considération des quantités dépendantes du carré des forces perturbatrices. De lequation (p) on tire
Crdr z=\.dh — | . d. (A p* -j- Bÿ*).
Si l’on substitue dans cette équation n-f-JVà la place de r, Jr étant une quantité du premier ordre déterminée par l’intégration de l’équation {g) , ou aura
dr :
Examinons successivement les différentes inégalités que peuvent renfermer chacun des termes de la valeur de dr, en rejetant toutes celles qui dépendront de l’angle nt -f- e , puisque nous sommes assurés d’avance qu’elles ne peuvent devenir sensibles.
Pour que l’angle nt -{- e puisse disparaître dans le premier terme de cette valeur , il faut combiner ensemble les termes de ses deux facteurs qui renferment le même multiple de cet angle. Or, si dans l’expression de la fonction V développée en série de cosinus d’angles proportionnels à f , on considère deux termes dépendans du même multiple if , on aura
V = H . cos (if -\-ft +g) 4- H' . cos ( if+ft 4- g'),
H, H', i,f, f, g, g ' étant des constantes arbitraires dont les deux premières sont de l’ordre des forces perturbatrices. Si l’on substitue nt 4-6 à la place de<p, on aura
d?V—-indt . H . sin {int-\-if^~ft-\-g)—indt . H'.sin(m/q-ii ~\~f fàV— H- cos +g)+-n "y, ■ H' • cos (int+i,+ft +g).
Si l’on combine ensemble ces deux expressions , on aura , •
(i/i-fy*). (m+y-')
en rejetant tous les termes dépendans de l’angle ant 4- 2é dont la période serait à peu près d’un demijour.
Les deux termes que nous avons considérés dans V produiront donc, dans la valeur de dr, le terme
, - — f\.dt • r r " , 1 1
rf''=,-c^+774^71's,n [(/ -
qui n’est pas susceptible de s’abaisser au premier
ordre, dans la valeur de r; car en l’intégrant, on a
HH
r — 2C an . (»«+/). * C0S * K/ g]i
quantité du second ordre, puisque H et H' sont dù premier.
Le premier terme de la valeur de dr ne produit donc , dans la vitesse r, aucune inégalité du premier ordre indépendante de l’angle ni -f- e.
Nous avons fait voir, n° n , que tous les termes de la valeur ’de dh pouvaient être mis sous cette forme :
d'.ÇM.fNdt—N.fMdt).
Soit II cos (int -f- (£-{— un terme quelconque du développement deM, et soit H'cos(i»H”Ze-l- /’Q-f-g''), le terme du développement de N qui contient le même multiple de l’angle nt-{-£. On aura , en vertu de ces deux termes seulement ,
en rejetant l’inégalité périodique dépendante del’angle Il en résultera , dans la valeur de dr, le terme
dr= icT(sy/).(.W/-) • cost (/'-/)< + e1- - ff] •
.et en intégrant , on aura
HH't
quantité du même ordre que le produit Hll'.
Enfin, le dernier terme de la valeur de dr étant une différentielle exacte, on aura, en l’intégrant,
« AP‘ + Dg*
quantité du second ordre, puisque p et <7 sont du premier.
20. On peut conclure de ce qui précède, que si l’on néglige les quantités du second ordre , par rapport aux forces perturbatrices, l’expression de r ne contient que des inégalités périodiques dépendantes de langle nt- f-ê et de ses multiples: de sorte que si sa valeur rigoureuse renferme des termes multipliés par les sinus ou les cosinus d’angles croissant avec une grande lenteur, leurs coefficiens sont au moins du second ordre. La vitesse de rotation de la Terre n’éprouvera donc, dans la suite des temps, que des variations du même ordre , et l’on pourra toujours regarder son mouvement comme uniforme. En effet, la vitesse de rotation de la Terre autour de son axe instantané étant, n° 1, f + r% , l'intégale
V/7* + <7“ +*** ,dt exprimera le nombre de degrés décrits par la Terre dans un temps quelconque t; et si l’on développe le radical suivant les puissances de p et g , on aura
J' V P*+ 9* + r*.dt=Jrdt-{-{.
Or, les inégalités séculaires que renferme r étant toutes du second ordre , il s’ensuit quelles ne peuvent s’abaisser qu’au premier dans la valeur de l’intégrale frdt. De même, puisque les inégalités que contiennent p et q sont toutes de l’ordre des forces perturbatrices, comme nous l’avons démontré n° 16,
sj JL et — renferment des inégalités séculaires , elles
sont du second ordre et ne pourront s’abaisser qu’au
premier dans les intégrales J'^ .dt ,
Les inégalités séculaires dont peut être affecté le mouvement de rotation de la Terre sont donc toutes de l’ordre des forces perturbatrices; on peut, par conséquent, en faire abstraction sans erreur sensible, et considérer ce mouvement comme parfaitement uniforme.
2 1 . Concluons donc, enfin, que l’action du Soleil et de la Lune sur le sphéroïde terrestre ne produira jamais dans la 'position des pôles a sa surface, aucun déplacement appréciable, ni aucune variation sensible dans la vitesse et dans l’uniformité de son mouvement diurne de rotation ; résultats importans qui assurent à jamais la stabilité des latitudes terrestres et l’invariabilité du jour sidéral.
On verra, dans le chapitre suivant, que ces mêmes astres, qui sont impuiasans pour produire aucun dérangement dans la position de l’axe terrestre dans l’intérieur du globe, font varier au contraire, d’une manière très sensible , sa position dans l’espace, en sorte qu’il ne correspond pas , dans tous les siècles , aux mêmes points du ciel ; d’où résultent , comme
nous l’avons dit, les phénomènes de la nutation et de la précession des équinoxes. On peut se rendre raison de cette différence, en remarquant que les oscillations de l’axe instantané de rotation , par rapport au troisième axe principal de la Terre , dépendent simplement des quantités p et q , tandis que les mouvemens de ce dernier axe, par rapport aux étoiles , dépendent des angles 0 et *>J, qui résultent , comme on le voit par les équations [a) , n" i, d’une double intégration des valeurs différentielles de p et q. On conçoit donc comment ces quantités, d’abord insensibles , peuvent ensuite devenir considérables par les très petits diviseurs que l’intégration leur fait acquérir.
CHAPITRE V
Mouvemens de Taxe de rotation de la Terre dans T espace , ou nutation de Taxe terrestre et précession des équitioxes.
22. La position, par rapport au plan principal de projection, de l’axe de rotation de la Terre ou du plan qui lui est perpendiculaire , et qu’on nomme V équateur, dépend des deux angles 0, et 4/> dont l’un détermine l’inclinaison de 1 équateur sur le plan de projection qui serait invariable sans l’action des forces perturbatrices, et l’autre, la longitude de son nœud, comptée sur ce plan, à partir d’une ligne fixe; l’angle <ç, détermine la longitude du même nœud , comptée sur l’équateur. Lorsque les valeurs des angles ®/> 4» ?, sont connues, on détermine celles des angles analogues 0 , 4» ?» qui se rapportent à un plan fixe quelconque , au moyen des trois équations suivantes :
cos 0 = cos y cos 0, — sin y sin 0, cos 4/,
sin (4 — a) = sin (<p, — <p) =
sin sin 4 sin t
sin y sin sJ/ sin 6
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Pour déterminer les angles 0/ et <p, , nous avons les deux équations
sin Qt cos <p, = —
sin 0, sin^srr —
Ap
d’où l’on tire
L’angle 0( est du même ordre que les déplacemens des pôles à la surface de la Terre, et si l’on fait abstraction des forces perturbatrices, on aura 0/ = o, et les trois équations ( h ) donneront
0=>> 4 = a> <pz=z<p, — 4/-
Ainsi donc, sans l’action des forces perturbatrices, l’inclinaison 0 de l’équateur sur le plan fixe serait constante, et la longitude 4 Je son nœud ne changerait pas ; mais l’attraction du Soleil et de la Lune sur le sphéroïde terrestre fait varier d’une manière très lente les angles 0 et 4 > et ce sont ces variations qui constituent le phénomène; de la nutation de l’axe terrestre et de la précession des équinoxes.
Dans les recherches qui ont pour objet la détermination des mouvemens de l’axe de rotation de la Terre, on a coutume de négliger les carrés et les puissances supérieures des forces perturbatrices ; il suffit, dans ce cas, de conserver dans les valeurs de 0 et de 4 les termes dépendans de la première puissance de ces forces. Or, puisque Bt est du premier ordre, on aura d’abord cos 0^=1, et ensuite, en
vertu des e'quations (o) , n° 35, livre I",
*inô/ sin 4,= *^ 6, sin (py — p)=ï sinfl, cos4/=s>nfl/ cos (p, — ç>)= —
Bÿ sin p A p cos ç> k t '
Bç cos p A p sin ^
Eu substituant ces valeurs dans les deux premières équations ( h ) , on aura
cos 0 = cos y -j — . (B q cos <p -J- Ap sin <p) ,
. , • s Bo sin tp — A p
sin (4 — a) = — V-- r -
' T ' t sin 6
cos (p
La première de ces expressions, en négligeant les quantités du second ordre, peut s’écrire ainsi.
„ / B<7 cosp -t- A p sin œ\
cos 0 = cos (y — ^ — — -J ;
on aura donc, aux quantités près de cet ordre,
- By cos <f> + A/j sin <p
, V>q sin Ç — ApcoiÇ
■vL <t -J , — : — “ .
T 1 K sin *
Nous avons vu, n° i5, que lorsqu’on néglige le carré des forces perturbatrices , on a
dX dX dX dX dX dX
du d\ |, r dy di y dg dç
Que l’on substitue ces valeurs, et qu’on fasse de plus A = Crc dans les deux dernières formules (Q) du n° g,
ou aura
cos t.dt d\ dt dV
Cn.sin# dtpu C/i.sin 6 ' dÿ’
dx=7^t-.a,
C/i.sin 0 dl *
formules qui ont sur celles du numéro cité, l’avantage d’employer la quantité V sous la forme où elle est donnée immédiatement, c’est-à-dire en fonction des variables <p , ^ , 0.
Différencions maintenant leâ expressions précédentes de 07 et de ^ , substituons pour dy et dx leurs valeurs, et faisons k = Gra dans les termes qui sont du premier ordre par rapport aux forces perturbatrices ; nous aurons
dl
cos 9. dt (TV dt d\
C/i.sin 6 dtp C/i. sin 9 ’ d-J, d.(Ap sin Ç> -t- By cos 0)
dt dV d-(Ap costp — Rgsin<p)
C/i.sinÛ'ùi C/i. sin £
a3. Ces formules serviront à déterminer les valeurs des angles 0 et qui fixent la position de l’équateur terrestre, par rapport à uti plan fixe quelconque. Elles s appliquent également à tous les corps célestes, et l’on en peut faire usage dans la théorie de la Lune. On voit quelles dérivent naturellement des formules du mouvement de rotation qui n’est troublé par l’action d’aucune force étrangère, en supposant variables les constantes que ces formules renferment, et en déterminant leurs variations conformément aux
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principes généraux de la variation des constantes arbitraires. On peut d’ailleurs déduire fort simplement les équations (Z) des équations différentielles (C) du mouvement troublé. En effet, si l’on multiplie la première par sin < p, et qu’on l’ajoute à la seconde multipliée par cos <p, qu’on multiplie ensuite les mêmes équations, la première par cos <p , la seconde par sin <p, et qu’on les retranche l’une de l’autre, on aura les deux équations suivantes :
Adp sin tp+'Rdq cos p-f-(A/> cos <p—\îq sin tp).rdt-\-Cr.(sm<pqdt-zosç pdt)
__ cos t.dt dV dt dv.
sind ' dç sin 0" d$’
A dp cos ç — B dq sin ç-(A p sin ç-f-By cosi p) . rde-j-Cr . (cos Çqdt-\- sin <p pdt )
dd dV \
sin 6 dt "
Si l’on néglige les carrés des forces perturbatrices, on peut supposer r = n et rdt = dtp dans ces équations, en observant, de plus, qù’en vertu des formules (a) , n* i , on a • _ r .
sin <p . qdt — cos tp .pdt = (Ê ,
cos (p.qdt^ûh tp.pdt =s sin <
On voit qu’elles sont identiques avec les équations (Z), auxquelles nous sommes parvenus par une analyse moins directe, mais qui nous a servi à démontrer l’invariabilité des pôles à la surface de la Terre, et qui nous sera encore utile pour réduire, daus ce cas, ces formules à une forme plus simple.
24. En effet, tous les termes des valeurs de dû etd^ sont insensibles en eux-mêmes, puisqu’ils sont de l’ordre
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des. forces perturbatrices; mais il se peut que quelquesuns d’entre eux deviennent sensibles dans les valeurs de 0 et » soit Pai’ce qu’ils s’y trouveront multipliés par le temps t hors des signes sinus et cosinus , soit à cause des petits diviseurs que l’intégration leur fera acquérir. C’est donc à ces ternies seuls qu’il faut avoir égard, et l’on peut rejeter tous les autres des valeurs de r/0 et de d\. Or, il est évident que L’on doit supprimer d’abord la partie de ces valeurs qui est une différence exacte, parce que les termes qui la composent sont encore après l’intégration de l’ordre des quantités p et q , et par conséquent insensibles. Si l’on substitue ensuite, dans la fonction V, qui est du premier ordre, à la place de <p, sa valeur nt- f-e, indépendante des forces perturbatrices, il faudra rejeter des valeurs de r/0 et de r/4 tous les termes qui dépendront des sinus et des cosinus de cet angle, puisqu’il n’en résulterait daus 0 et -4 que des inégalités dépendantes du mouvement diurne de la Terre, et qui, par conséquent, seront toujours inappréciables. Supposons donc qu’on ait développé la fonction V en une série de sinus et de cosinus de l’angle <p et de ses multiples ; soit F le premier terme du développement, ou la partie indépendante de l’angle <p, on pourra substituer F à la place de V dans les expressions de r/0 et de r/4, ce qui les réduit, en supprimant en outre les différentielles exactes , à
dt dF
Crt.sin 8 ’ d\ J/ dt dF
. Cn.siu i ’ d'i
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Ces formules, les plus simples que l’on puisse employer pour déterminer la nutation de Taxe terrestre et la précession des équinoxes, sont dues à M. Poisson. Elles dérivent directement , comme on voit , de la discussion des formules (P) du n° 7, de sorte que les lois des mouvemens de l’axe de la Terre , soit dans l’intérieur du globe, soit par rapport aux étoiles, sont toutes contenues dans ces formules.' >b - J a5. Pour développer les équations ( m ), reprenons la valeur de Y du n° 1 , nous aurons -'if y;
y == £ L dm
* V [ (*' —xy + (y —yy + (f — Tp] *
x', y'* z' étant les coordonnées de l’astre L relatives aux trois axes principaux qui se croisent au centre de gravité de la Terre, x r y, z les coordonnées' de l’élément dm rapportées aux mêmes axes ; enfin, le signe intégral S étant relatif à la molécule dm et à' ses coordonnées, et devant s’étendré à la masse entière de la Terre.
Si dans cette expression on fait, pour abréger, x'* + + «'* = r'% x* -f- y-» -f- s* = /•*,
on aura
y __ ^ Ixdm
V/ [r'»— 2 {xJ -f y y' -f-tz') -f- /•'']'
Les distances des centres des forces perturbatrices au centre de la Terre étant fort grandes, relativement aux dimensions de cette planète, il en résulte qu’on peut réduire la fonction V en une série très conver-
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gente , en la développant suivant les puissances descendantes dè /*'. Si l’on observe en outre que les six intégrales S xdrn, Sjdni , S zdm, Sxjdm , Sxzdm , S yzdm sont nulles par les propriétés du centre de gravité et des axes principaux, on aura, de cette manière ,
V =^r.$.dm —
r rs
or
(«*'*. S. x‘dm -\~y% .S.y'dm-^-z'* .S.z'dm).
Nous omettons, comme on le fait ordinairement, les termes de ce développement qui dépendent du produit de trois ou d’un plus grand nombre de dimensions en x , y y z, lesquels termes sont du' même ordre que le cube et les puissances supérieures du rapport -, , c’est-à-dire de la parallaxe de l’astre L : de
r rr,\. '
sorte que , relativement aux puissances de cette parallaxe , l’approximation suivante est bornée au carré inclusivement.
Nous avons désigné par A, B, C les trois momeiis d’inertie principaux du sphéroïde terrestre respectivement relatifs aux axes des x , des^- et des z; on aura donc
S.Cy,4-z*).^n=A. , S . (x’+z1) . dm— li , S.(x1+y)-dm=C,
d’où l’on tire
S x*dm —
S. z‘dm —
S.y'dm = A+B— C
La fonction V deviendra donc, en y substituant ces valeurs ,
+ p ^'•■(B+C-A)+y.(A+C-BH-=-.(A+B-C)].
Pour introduire, dans cette expression, les angles <p , 4» 6, il faut transformer les coordonnées z! de l’astre L, en trois autres x , y , z relatives à des axes fixes. Nous prendrons, pour plan fixe des x, y, le plan de l’écliptique à une époque déterminée; l’angle 6 sera, par conséquent, l’inclinaison variable de l’équateur sur l’écliptique, l’angle 4 la longitude de l’intersection de ces deux plans, ou de la ligne mobile des équinoxes , et ç l’augle compris entre cette intersection et l’axe principal des x ; on aura, par les formules du n° 2,
a'=(x cos ■«î'-ysin ■<}')• cosp+[Xxsin4'+YCOS4')cos?-zsin$].sinp, J’'=( y si tuf-s cos 4)-S'n<P+ [(xsin^+Y cosrf) cosS-zsinJ] .cosç, i'rrÇxsinif 4~YCOS\f).sin ô+z c°s 6.
Avant de substituer ces valeurs dans l’expression de V, remarquons que le rayon vecteur r' de l’astre L doit être indépendant des angles <p , 4> 6 : ^es termes qui ne contiendront que ce rayon vecteur disparaîtront donc dans les valeurs des différences partielles de la fonction V relatives à ces angles ; on peut donc les supprimer d’avance et donner à l’expression de V cette forme
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V=-^.(Ax'- + B/*+C2'*)-
Si l’on élève au carré les valeurs de oc', y', z', el qu’on les substitue dans cette équation, en faisant, pour abréger,
x' = x cos 4- — y sin 4 , y' = x sin -f- y cos 4/ ,
et en observant que la relation x'% + y'* -f- s'*= r'* donne
x'*-f- (y' cos 0 — z sin 0)*=r” — (y'sîu 0+z cos 0)*, on aura
(y'cos 6-z sin 9)s] . cos 20-f-2x'.(Y'cosfl-z sin3) . sin2j]
+ ^75.CA+B— 2C). (y' sin 8-f-zcosfl)\
Si l’on rejette les termes dépendans de l’angle <p, la fonction V se change dans la fonction que nous avons désignée par F ; on aura donc simplement
F = ^5.(A-f-B — aC). (y'sîu 9 -f-zcosG)*.
En différenciant cette expression, on formera les
valeurs des quantités ^ et ~ qui entrent dans les
formules (m) ; mais pour rendre possible l’intégration de ces formules , il sera nécessaire d’exprimer les coordonnées x, y, z, de l’astre L, en fonction du temps t.
Pour cela , nommons y l’inclinaison du plan de l’orbite que décrit l’astre L dans son mouvement autour de la Terre sur le plan des xy ou sur l’écliptique fixe; soient de plus a la longitude de son nœud et t>' la longitude de son rayon vecteur comptées sur le même plan à partir de l’axe des x; eu désignant par s la latitude, on aura
x =/•' . cos v' . cos s', Y=r'.sinv'.coss', z=/'.sin/.
On a d’ailleurs tang^'=tang^.sin ($>'— a); en observant donc que y est généralement un très petit angle dont on peut négliger les puissances supérieures à la seconde, on trouvera
-rcosv'. V/ t— y‘.sin2(v'— *),
on tire de là
=/cos(«/+4). ÿ i-y>.sin,(t'1-*), y'— rsin(</4-4) V-sin^iTITj",
et au moyen de ces valeurs, on trouve
d»fl + p .ces 6 J =sin*â.sin,(»''+4H-2y-sia9.cos9.siii(v'-l-4).sin(«-,-«) -f -y' • sin*(v'-*).[cos,,fl-sin*fl.sin*(v +4)].
Si 1 on substitue cette valeur dans l’expression de b , qu ori remplace ensuite r et v par leurs valeurs reélatives au mouvement elliptique de l’astre L, et développées en séries de sinus et de cosinus des multiples de son moyen mouvement mt, il sera facile de réduire en séries semblables la valeur de F, et par suite celles
de ~ et de ~ ; les expressions différentielles dè 8 et
Y=/sin/. 1/ 1 -y\sin*(v z-=r.yMn{y~xy
4 se trouveront donc développées en une suite de termes dont chacun sera intégrable séparément.
Soient e l’excentricité de l’orbite de L, et a sa moyenne distance à la Terre; désignons par e et u> les longitudes de l’époque et du périhélie, comptées de la même origine que 4» on aura, par les formules du mouvement elliptique, n° a5, livre II ,
-= I -f-ï-e’ — e.coà(ire<-f-i — 4») — »)-f-etc.,
v'—mt -f « -f- 2e.sin(m*-|-f — *>) -f- § <?* . sîu 2(/7ii-f- « — «). ..... — j.y>.sin2(mi-(-« — «) -f-etc.
L’excentricité de l’orbite de L et son inclinaison sur l’écliptique fixe étant toujours peu considérables, e et y sont de très petites quantités ; nous négligerons en conséquence le carré de la première et le cube de la seconde, ainsi que leurs produits de trois dimensions. Nous observerons, de plus, que les termes de la valeur de V qui dépendent du mouvement de l’astre L dans son orbite , ne produisant dans les valeurs de 9 et de 4 que des inégalités périodiques qui sont nécessairement très petites, comme les observations l’indiquent, on peut n’avoir égard qu’aux plus considérables d’entre elles; en conséquence, nous ne considérerons parmi ces termes que ceux qui sont indépendans de l’excentricité e et de l’inclinaison y. Cela posé, il est facile de se convaincre qu’il suffira de faire dans l’expression de V
r'— a et v' = mt -f- g ;
on trouvera ainsi
I .(A-J-B-2C){sin’i+2y.sin0.cos0.cos(£t-I'4)+>'*-[cosa*_sini*- cos5(*+4)
— sinsi.cos2(wf + i+4)}> d’où en différenciant, on lire
dj
=^.(A+B-2C). |sin9.cos9. { i -y*, [i 4-cos,(<t-H4)]-cos2('”*+ ( +4) } 4-(cos*6-iin’8).ycos(a+4)| ,
'^=-^.(A4-B-2C).{sin9.[cosS.y.sin(a+4)-sin8.sin2(mf4-i4-4)
Cly 4e* V
— î.sin0.y’.sin2(i*4-4) }.
Ces valeurs , substituées dans les équations ( m ) , en négligeant dans une première approximation les termes périodiques et ceux qui dépendent du carré
de y, et en faisant, pour abréger, ^,= m%, donneront
3m* dt /2C — A — B'
3m* dt (.
3m' dt /2C — A — B\
. 3mdt /:
d^=-JrT\
co» 9.ysin(«+4)>
!\ n e . — sin’fl / , > v I
J.l cos 6 H .ycos(«+4) J.
26. Considérons les quantités y sin ( a -f- 4 ) > y cos (a + 4) eQtrent dans ces expressions. Elles représentent, comme il est facile de le voir, les produits de l’inclinaison de l’orbite de L sur l’écliptique fixe, par lesinuset le cosinus de la longitude de son nœud, comptée sur ce plan à partir de son intersection avec l’équateur, ou de la ligne mobile des équinoxes. Si l’on développe le premier de ces produits , on a
y sin (a+4) — >s'na,cos4*4“>COSiX' sin4* (°)
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Dans cette valeur , y sin a et y cos a sont les produits de l’inclinaison de l’orbite de L sur l’écliptique fixe, par le sinus et le cosinus de la longitude de son nœud, comptée à partir d’une ligne fixe. Ces quantités ne sont pas constantes , elles sont sujettes à des variations séculaires qu’il n’est pas permis de négliger, parce qu’elles peuvent devenir très sensibles par l’i ntégration dans les valeurs de 6 et de 4'- Or, nous avons vu, dans le n° 69 du livre II, que si l’on nomme y l’inclinaison de l’orbe d’une planète quelconque L sur un plan fixe , et a la longitude de son nœud ascendant , comptéeà partir d’une ligne fixe, le produit tang^ sin a est exprimé par un nombre fini de termes de la ' forme, B sin (bt-^Ç) et le produit tangj. cos a par la même suite de termes dans lesquels on change le sinus en cosinus. Nous représenterons la première suite par 2. B sin (£>/-{-£), et la seconde par 2.Bcos(&-f-£). En observant donc que l’inclinaison y étant supposée très petite, on peut prendre cet angle pour sa tangente, on aura
2,sina=2.Bsin(ê£-f-6), ^cosa=2 .Bcos(fo-{-£).
Ces valeurs, substituées dans l’équation (o), donnent
j'Sin(a-}-'\|-)= 2.Bsin(è£-f-'\J,-f-£),
d’où l’on voit que pour avoir y siu(a-}--4.), il suffit d’augmenter de la quantité v}/ les angles des diflférens termes de l’expression de j/sina, c’est-à-dire qu’il suffit de rapporter ces angles à la ligne mobile des équinoxes. Nous verrons que la valeur de se compose d’un terme croissant comme le temps t, et d’une
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suite d’inégalités à longue période du même ordre que la quantité B ; on pourra donc , si dans les valeurs de 0 et ■sp on néglige les quantités très petites de l’ordre B% substituer à l’angle dans l’expression précédente, le moyen mouvement des équinoxes. La valeur de y sin(a-f- -vJ,) sera exprimée alors par un nombre fini de termes de la forme B sin(c/-f-£), qui ne différeront des termes de l’expression de sin^ sin a, qu’en ce que les angles bt seront augmentés du moyen mouvement des équinoxes. On prouverait, de la même manière, que y cos(a.-\- sera composé de la même suite de termes, dans lesquels on changera seulement le sinus en cosinus; d’où il suit qu’on aura généralement
y sin(a — j— -vp) =: 2 . Bsin(c£ -f" £) , y cos(œ + 4) = 2 . B co s(cf + £).
Substituons ces valeurs dans les équations (»), elles deviennent
rfa =-J-{ ç j.cos<.2.Bsin(c<-f-£), 1
d*= -4n{—C ~ >|_cos< + — J.)
37. On peut, dans la valeur de dô, regarder cos 0 comme constant, parce que les termes qui résulteraient de sa variation seraient des quantités de l’ordre B* que nous négligeons ; on aura donc en intégrant
Q=zh'~ f- ^ ^p-2— )-eos 8.2.^ cos (ci —j— ê) ,
h' étant une constante arbitraire. Pour la déterminer.
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désignons par h l'inclinaison de l 'équateur à l’écliptique fixe, lorsque t est égal à zéro, on aura, pour cet instant
h — h ^ j.cos/i.2.— cosb.
En faisant donc pour abréger
on aura , aux quantités près de l’ordre B1 ,
0 = Æ — 2.”. [cos (cv-f- £) cos£]. (j)
Passons à l’expression de d-\,. Il n’est plus permis ici de regarder comme constant l’angle 0 qui entre dans cette différentielle, parce que ses variations peuvent devenir sensibles dans la valeur de On voit, en effet, qu’elles y produisent des termes qui sont du second ordre par rapport aux forces perturbatrices , mais seulement du premier par rapport à la quantité B. Si l’on n’a égard qu’à ces termes, et si l’on néglige, comme nous le faisons, les quantités de l’ordre B% c’est uniquement dans le premier terme de la valeur de d-\> qu’il sera nécessaire de considérer la variation de l’angle 0. Nommons donc eT0 cette variation déterminée par la première des formules ( p ), en sorte qu’on ait 0 = h -f- «f0 ; en
négligeant les quantités de l’ordre <^*0, on aura
# i- - * * l ” t “ .lt~
i ii:> i .cos 0 = cos h . (i — tang A.<f0), !
Tome II
mn
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ou bien, en mettant pour «T0 sa valeur,
cos 0 = cos • + tan g h . 2 .^.cos (et -f- £)^j.
Si dans le premier terme de l’expression de d-\>, on substitue cette valeur, et si l’on remplace par l la quantité que cette lettre représente, on trouvera
= |^/ + 2.B/.cot A.^i + ^.tang* A^.cos(c/+^)^]*^
d’où l’on tire , en intégrant ,
4=/M-J'+2.^.cot A.^i + ~.tang*ù^ .sin(c/-f-£) ,
l étant une constante arbitraire. Nous prendrons pour origine de l’angle 4 et des autres longitudes comptées sur le plan de l’écliptique fixe , lcquinoxe du printemps, à l’époque d’où l’on compte le temps, en sorte que 4 sera nu^ en mème temps que t ; on aura ainsi
o = 1' + 2.~.cot/».(i-f-^p -tang* ù^.sin 6 ,
aUutii al twuü a: .u. j .* .? yj t aouriAt
et par conséquent
4 = Z/+2.^.cot h. ( i + ^.tang1^ .[sin(cH-6)-sin£].(2)
* r] -, . . .üirî. sitwicnr.7 tjîibj tio ’Jûüu
Ces valeurs de 0 et de 4 serviront à déterminer les mouvemens de l’axe terrestre par rapport aux étoiles; jointes à la valeur <p = nt- \-e, elles fournissent toutes les données nécessaires pour fixer a chaque
instant la position de la Terre autour de son centre de gravité.
38. Il est important de remarquer que l’on serait parvenu àdes formules très différentes des précédentes, si l’on avait négligé de tenir compte, dans les valeurs de et d\ {✓ , des variations séculaires des quan-
tités yVina et y cos a. En effet, il est aisé de voir que si l’on désigne par II le moyen mouvement des équinoxes, en sorte qu’on ait
les produits de la tangente de l’inclinaison du plan de l’orbite de l’astre L sur l’écliptique fixe, par le sinus ou le cosinus de la longitude de son nœud, comptée de l’équinoxe mobile, seront dans ce cas;;
y sin £) , yCos(«-f-4)=ï:2.Bcos(&-l-ff)i.
En substituant ces valeurs dans les équations ( n ) du n° 25 , et en leur appliquant ensuite l’analyse précédente, on trouve
0 = h — 2 ,B[cos(Z<-t-^)‘i*-cos 6]
^ = It — j— 2 . B cot h [shi(/f — j— C) —
Ces formules ont été, données d’abord par Lagrange dans les Mémoires de Berlin pour l’année 1800, et on les retrouve dans plusieurs ouvrages d’Astronomie qui ont paru depuis ; on voit quelles dérivent natu- , Tellement des valeurs de 0 et de <\J,, n° a5, en supposant qu’on a égard, dans ces valeurs, à l’aplatisse- • ment de la Terre , en tant qu’il produit la précession
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moyenne It des équinoxes, mais qu’on peut négliger l’effet de cet aplatissement combiné avec le déplacement séculaire du plan de l’orbite de l’astre L. Or, cette hypothèse n’est pas suffisamment exacte, et l’on verra plus bas que les formules (q) ne peuvent servir que pendant un siècle au plus, à partir de l’époque d’où l’on compte le temps t, mais qu audelà elles donneraient des résultats fort différens des phénomènes observés.
29. Nous avons rapporté jusqu’ici les angles 0 et 4/ à un écliptique fixe ; mais pour comparer la théorie aux observations, il faut avoir les valeurs de ces angles par rapport à l’écliptique mobile, puisque c’est en effet de ce plan que nous les observons. Supposons que l’astre L, dont nous avons considéré l’action sur le sphéroïde terrestre, soit le Soleil , et considérons le triangle formé sur la surface d’une sphère décrite du centre de gravité de la Terre avec un rayon arbitraire, par l’écliptique fixe, l’équateur et le plan mobile de l’orbe solaire, ou l’écliptique vraie. Si l’on désigne par 0' l’inclinaison de l’équateur à l’écliptique vraie, les trois angles de ce triangle seront 0, y , j8o° — 0', et l’arc a -}- 4 sera le côté opposé à l’angle ,8oa — 0'; on aura donc, pour déterminer cet angle,
cos 0' = cos0 cosy — sin 0 sin y cos (a-f~4 ).
Cette équation donne, aux quantités près de l’ordre y, ô' = 0; si l’on néglige seulement les quantités de l’ordre y*, on a
COS0' =COS0 — sin 0.7 cos (a -f- 4), d’où l’on tire, en substituant pour y cos (a + 4')» sa
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valeur, et en négligeant toujours les quantités du second ordre,
6' = 9 + 2. B cos (cf + 6). (3)
Désignons, dans le même triangle sphérique, par x , le côté opposé à l’angle y, nous aurons
sin x ;
sinj/ sin(«t — 4) sin a'
Nommons 4 ; la distance de l’intersection de l’équateur et de l’écliptique vraie, projetée sur l’écliptique fixe, à l’origine invariable d’où l’on compte l’angle 4 sur ce dernier plan, et considérons .le triangle sphérique rectangle dont x est l’hypoténuse, et dans lequel fl est l’angle adjacent au côté 4 — 4 » nous aurons
tang (4 — 40 — cos 9 tang x‘
La supposition de y= o donne x—o, et par conséquent 47 = 4* Si l’on substitue pour tang x sa valeur tirée de l’équation (/’), et qu’on néglige seulement les quantités de l’ordre y *, ou trouvera
tang (4 — 40 = cot 0 . y sin (et + 4) >
d’où l’on tire, en mettant pour y sin(« + 4) sa valeur et négligeant les quantités du second ordre ,
4'= 4 — cot /i 2. B sin (et +£). (4)
Nous avons représenté par y l’inclinaison de l’écliptique vraie sur l’écliptique fixe; par les équations ( k ), on a généralement
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y' = [2 . B sin {et- f- £)]* 4* [2 . B cos (c<+ £)]*.
Prenons pour plan fixe celui de l’écliptique au commencement du temps t ; y sera nul pour cette époque , puisque alors l’écliptique vraie coïncide avec l’écliptique fixe ; on aura donc
Bsin£ = o, 2.Bcos£=o
Cela posé , si dans les équations (3) et (4) , on remplace 0 et 4 par leurs valeurs données par les formules (i) et (a), on aura, pour déterminer 0' et 4/, les deux formules suivantes :
0'=A — 2 . c\[cos(c< + &) — cos£], ]
4'=&+2.?^^.cotZi.^i-l- ^.tang‘A^[sin(cH-£y-sinë], |
les constantes h et l ayant la même signification que dans le n° 27.
“ 3o. Ces formules sont celles que nous emploierons pour déterminer les variations d’obliquité de l’écliptique vraie , et la précession des équinoxes relatives à ce plan. Pour les comparer à celles qu’on obtiendrait en négligeant l’effet de l’aplatissement de la Terre combiné avec le déplacement séculaire de l’écliptique, substituons dans les équations (3) et (4) pour 0 et 4, , leurs valeurs données par les équations (9), et nqmmons, comme précédemment, h l’obliquité 4^ l’écliptique lorsque t est nul ; nous aurons ainsi
= A-J-2,B[cos(ci-|-êj*— cos(//-f*fj], |
4'= lt — 2 . Bcot /<[sin {ct-\-£) — sin (Zt-j- £). J 's'
Ces formules s’accordent assez bien avec les precedentes , lorsque le temps t , que l’on suppose exprimer un nombre d’années tropiques, n’excède pas cent; elles donnent également en effet, en les développant par rapport à t, et en négligeant les termes de Tordre t *, pour la variation de l'obliquité de l’écliptique ,
J 6 ' = <. 2.(Z — c) JB sin £ ;
mais ces formules diffèrent beaucoup lorsque le nombre t est de plusieurs mille , parce qu’il n’est plus permis alors de négliger les termes dépendans du carré du temps.
Si la Terre était sphérique, les actions des autres corps du système n’auraient aucune influence sur les mouvemens de son axe de rotation, puisque leur résultante passerait exactement dans ce cas par son centre de gravité. Les trois momens d’inertie principaux du sphéroïde terrestre seraient alors égaux entre eux; on aurait par conséquent Z = o, ce qui donne c = b , et les valeurs de 6' et 4* se réduiraient aux suivantes :
6' = A+2.B[cos(^f-f- Ç) — cos£],
4' = — 2.Bcot/i[sin (bt-\-£)\ — sin£].
Ces équations déterminent la variation de l’obliquité de l’écliptique et la précession des équinoxes qui auraient lieu par le seul effet du déplacement de l’orbe
solaire , résultant de l’action mutuelle des différens corps du système. En les comparant aux formules (5), on voit que l’action du Soleil et de la Lune sur le sphéroïde terrestre change considérablement les lois de ces deux phénomènes ; mais celte différence ne devient sensible qu’après un grand nombre d’années. En effet, la valeur précédente de 0' donne, pour la variation de l’obliquité de l’écliptique , en négligeant les quantités de l’ordre t%,
ef Ô' = — t . 2 . êB sin G.
Cette valeur, en observant que l’on a — b=l — c, coïncide avec celle que nous avons tirée des formules (5) et (s). La variation séculaire de l’obliquité de l’écliptique est donc la même pour les temps voisins de lepoque, que la Terre soit supposée s’éloigner ou non de la figure sphérique; mais cette variation est fort différente dans les siècles suivans, et dans les suppositions les plus vraisemblables sur les masses des planètes , l’étendue entière de la variation de l’o- Lliquité de l’écliptique est réduite par l’action du Soleil et de la Lune sur le sphéroïde terrestre , à peu près au quart de la valeur qu elle aurait sans cette action.
3 1 . Nous n’avons considéré jusqu’ici que l’influence du Soleil sur les déplacemens de l’équateur terrestre ; considérons maintenant celle de la Lune. 11 est clair, d’après l’analyse précédente, que l’action de la Lune ajoutera aux valeurs de 6 et de •>]/ des termes semblables à ceux que produit l’action du Soleil ; mais une circonstance particulière au mouvement de cet
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astre contribuera à simplifier ces expressions. L’observation montre que l’inclinaison moyenne de l’orbe lunaire à l’e'cliptique vraie est à peu près invariable; il y a donc de l’avantage à introduire cet angle à la place de l’inclinaison sur l’écliptique fixe dans les formules (i), (2) et (5). Pour y parvenir, désignons par y' l’inclinaison de l’orbite de la Lune sur l’écliptique fixe, et par et' la longitude de son nœud, comptée de la ligne fixe qui sert d’origine à l’angle 4 , en sorte que a! -f- -\J, sera cette même longitude comptée de l’équinoxe mobile. Soit s la longitude de la Lune comptée de la même ligne fixe sur l’écliptique invariable. 11 est aisé de voir que les latitudes, par rapport à l’écliptique fixe et à l’écliptique mobile , seront respectivement , aux quantités près du second ordre, tang y' sin (s — a.') et B' sin (s — et'), en désignant par B' la tangente de l’inclinaison moyenne de l’orbe lunaire sur l’écliptique vraie ; mais si la Lune était en mouvement sur le plan même de cette écliptique, sa latitude au-dessus de l’écliptique fixe correspondante à la même longitude s , serait tang y sin (s — a). Cette dernière latitude est à très peu près égale à la différence des deux premières ; on aura donc
tangy- sin(.y — x)=tangy sin(s — a') — B'sin(.y — a/), *
d’où , en supposant successivement s égal à zéro , et s égal à un angle droit, et substituant les angles y et y' à la place de leurs tangentes, on tire
}/sin a,' —y sin at-\- B' sin a!,
ycosx'= y cos a -f- B' cosa'.
a5o THÉORIE ANALYTIQUE
Cela posé, les quantités y sin (a' -f> 4)> et ÿ cos (a' -f- 4) représentant les produits de l’inclinaison de l’orbe lunaire sur l’écliptique fixe multipliée par le sinus et le cosinus de la longitude de son nœud, comptée sur le même plan à partir de l’équinoxe mobile; on aura, en les développant,
^'sin(a.'-{-4) = >,sina,.cos4 -f- 3/cos st'.sin4, y' cos (a'-{-4) =3/ cos a' . cos ^ — y' sin a! . sin <\t.
Si l’on substitue, dans ces expressions, pour y ' sin a.' et pour y' cos a.' leurs valeurs, on trouvera
y' sin =y sin (a + 4) -f-B'sin (a'-f- 4/),
3/ cos (a' -j- 4/) = y cos (a -f- 4) +B'cos(a'-{- 4).
Désignons par L' la masse de la Lune, et par a' sa
moyenne distance à la Terre, et faisons ^ = A/n*,
en sorte que A désigne le rapport de l’action de la Lune à celle du Soleil. Il est clair qu’il suffira, pour avoir égard à l’action de la Lune , de substituer Am * à la place de m% , et les seconds membres des équations précédentes, à la place de y sin (a-f-4)etde y cos (a -j- 4) dans les formules (n). Qu’on désigne par cQ + C' la valeur moyenne de la longitude du nœud de l’orbite lunaire, comptée de l’équinoxe mobile, la seule à laquelle il soit nécessaire d’avoir égard, ce qui donne a! -f- 4 = c't -h C; qu’on intègre ensuite les équations résultantes, en remarquant qu’on peut , dans la partie relative aux déplacemens de l’orbe lunaire, regarder 9 comme constant et égal à h; qu’on change de plus l en (1 A)/, ou.
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comme l est arbitraire, qu’on suppose que cette constante représente désormais cette quantité , ce qui donne
j 3ma (i + a) /2C — A — B\ ,
1 — — — 1 ■ C — c — )■ cos k< W
on aura , en vertu des actions combinées de la Terre et du Soleil,
6 — h — 2.— .[cos (c<-f-£) — cos o] T - . cos (c' ,
6' —h — 2 . £cos(ci-f 6) — cos £] rr~-- — .cos(c'f-f-C) ,
iJ/ • cot — .tang^^ [sin(c< + — sinC]
+ 7ô+Â)'C0l2A'sin (ct+k,)>
■>} ,'=//-{- 2 cotA.^i-j-- . tanga/i^[sin(ci-t-£) — sinC]
+ -7— .cotaA .sin
Dans ces formules, h représente l’inclinaison moyenne de l’équateur à l’écliptique, ou l’obliquité apparente de l’écliptique à l’éjAque où l’on fait commencer le temps, et l le moyen mouvement des équinoxes à la même époque.
D’après le sens dans lequel est compté l’angle ^ , n° 1 , on voit que le mouvement des équinoxes sera rétrograde, si cetangle croit avec le temps t ; or, le premier terme de sa valeur surpasse tous les autres, et C étant le plus grand des trois momens d’inertie du sphéroïde terrestre, l est nécessairement une quantité positive; le mouvement des équinoxes est donc rétrograde à la fois sur l’écliptique fixe et sur l’écliptique vraie.
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Telles sont les valeurs de 8 , 4> > 0', 4/ qui résultent de l’action du Soleil et de la Lune sur le sphéroïde terrestre, et les formules précédentes sont celles qu’il faudra employer pour déterminer les déplacemens de son équateur. La première partie de ces formules donne la variation séculaire des angles 0 , 4- > 0’ et 4/ ; leur dernier terme est périodique et dépend du mouvement des nœuds de l’orbe lunaire ; sa période est d’environ dix-huit ans. C’est lui qui constitue spécialement ce balancement particulier de l’axe terrestre que Bradley a le premier découvert, et qu’il a nommé sa nutation.
5a. Examinons l’influence du mouvement des équinoxes et des déplacemens de l’équateur sur la longueur de l’année tropique et sur la durée du jour moyen. L’espace de temps qui s’écoule entre les retours du Soleil au même équinoxe ou au même solstice, forme l’année tropique ; l’intervalle compris entre deux de ces retours aux mêmes étoiles forme l’année sidérale. Si les équinoxes étaient fixes, l’année tropique serait %ale à l’année sidérale; mais comme ils ont sur l’écliptique un mouvement rétrograde ou contraire au mouvement propre du Soleil , ils s’avancent au-devant de cet astre, et resserrent l’espace qu’il avait à parcourir pour accomplir sa révolution. On aura la durée de l’année tropique en retranchant de l’année sidérale l’arc parcouru pendant ce temps par l’équinoxe sur l’écliptique vraie réduit en temps , à raison de la circonférence entière pour une année. Soit donc T l’année sidérale , la longueur de l’année tropique sera
dt. 36oV*
L’année sidérale est de 565^,256384; le moyen mouvement des équinoxes dans ce siècle est de ;
l’année sidérale surpasse donc l’année tropique de o7,oi4i97> Ma's comme le mouvement des équinoxes est variable, la longueur de l’année tropique change dans les difierens siècles ; elle est maintenaut d’environ 9" plus courte qu’au temps d'IIipparque.
On distingue en Astronomie trois espèces de jours : le jour sidéral , le jour solaire et le jour moyen. Le jour sidéral est l'intervalle de temps qui s’écoule entre les retours d’une même étoile à un méridien donné. Le jour solaire se mesure parles passages successifs du Soleil par le même plan. Si l’on imagine dans le plan de l’écliptique un Soleil fictif qui se meuve d’un mouvement uniforme et passe au périgée et à l’apogée en même temps que le Soleil véritable; que l’on imagine ensuite dans le plan de l’équateur un troisième Soleil qui passe par l'équinoxe du printemps en même temps que le second, et qui se meuve uniformément, de manière que les distances angulaires de ces deux astres fictifs au même équinoxe soient constamment égales entre elles, l’intervalle de deux retours consécutifs de ce troisième Soleil au méridien sera ce qu’on appelle le jour moyen. Le mouvement de rotation de la Terre autour de son axe étant uniforme, n° 20, et le moyen mouvement du Soleil dans son orbite étant invariable, n® 61 , liv. II, la durée du jour moyen serait constante, si l’obliquité
de l’écliptique était toujours la même et si le mouvement des équinoxes était uniforme : les variations auxquelles elle peut être assujettie ne dépendront donc que des variations séculaires de l'obliquité dé l’écliptique et de la précession des équinoxes.
Pour les déterminer, considérons la marche du Soleil fictif que nous avons supposé en mouvement sur le plan de l’équateur. Soit v la vitesse dont cet astre est animé , s sa longitude comptée de l’intersection de l'équateur avec l’écliptique fixe. La position de cette ligne varie, et son mouvement rétrograde projeté sur le plan de lequateur sera d*\ . cos ô pendant l’instant dt ; on aura donc , à la fin de cet instant,
ds = v. dt -{- .cos G.
Nommons s' la distance du même Soleil à l’équinoxe réel, c’est-à-dire à l’intersection de l’équateur avec l’écliptique vraie ; s — / sera l’arc compris sur l’équateur entre l’équinoxe réel et l’équinoxe relatif à l’écliptique fixe. Nous avons désigné par x ce même arc dans le n° 29; on aura donc, à très peu près,
j 2. B «in (et + S).
S S ta— « . 9
sm 6 *
d’où, en différenciant et mettant pour ds sa valeur, On tire
d4 = v + ÿ. cos 0 - i-Bc.-c05-(ci±9-.
dt dt sin 6
Soit ml le mouvement angulaire du second Soleil , ou
de l’astre fictif qui se meut uniformément sur le plan de l’écliptique vraie; la vitesse de ce Soleil, par rapport à une ligne fixe, sera m. L’équinoxe réel a, relativement à la même ligne , une vitesse rétrograde
; la vitesse du second Soleil, par rapport à cet
équinoxe, sera donc m -f- -jy. Or, d’après la définition du temps moyen, il est clair que cette vitesse doit être égale à ^ ; on aura donc, pour déterminer v, l’équation
dl'
dt
— S*cos9+
B c . cos (ct + Q) sia
Nous avons, par le n° 39,
d-lf d 1/
-yyy = COS 0 . 2 . Bc . COS (cl -f- £) ,
on aura donc
v = m -K 1 — cos 1 sip°s9) . 2 . Bc . cos. (et -f- 0).
Si l’on substitue dans cette équation pour dy J, sa valeur , et si l’on met h à la place de 0 , on trouve
v = m + ( 1 — cos h).l — sin A. S. — .cos(cf-fC)
4* ( > — cos A) . 2 . — ïj . tang A -f- /cot A^J . Bcos(c/-j-ff)
. I — cos A _ , . „
+ — : — r — .Z.Bc. co*(c< 4- C).
sin A ' '
Nous avons désigné par n la vitesse de rotation de la Terre, et nous avons vu que cette vitesse était invariable ; il s’ensuit que n — v est la vitesse relative dont un méridien quelconque de la Terre est animé par rapport au Soleil moyen qui se meut sur l’équateur; si l’on nomme donc £ la longitude de ce méridien comptée de ce point, on aura £:=/(» — \).dt, ou bien en substituant pour v sa valeur et en effectuant l’intégration indiquée ,
Ç = [ra — m — (i — cos A) . h. 2. — S.sin (et -f- £)
— (1 — cos — /^.tangA + / coIaTJ . — .sin(ct-f-C)
i — cos h
— .S.B.sin
sin h
L’intervalle de tejnps pendant lequel cet angle croit de 3üo® forme le jour moyen solaire ; on aura donc sa variation séculaire, en retranchant la valeur de£, déterminée pour une époque donnée, de sa valeur à une autre époque. On verra que cette variation ne s’élèverait pas à quelques minutes dans une période de plusieurs millions d’années, et que par conséquent on peut se dispenser d’y avoir égard.
53. Réduisons en nombres les précédentes formules, pour les comparer aux observations. Pour cela, considérons d’abord les quantités 2. B sin (bt -f- G) et 2.Bcos(£<-f-£) qu’elles renferment et qui représentent l’inclinaison de l’écliptique vraie sur l’écliptique fixe, multipliée respectivement par le sinus et le cosinus de la longitude de son nœud. Ces quantités
correspondent à celles que nous avons désignées par
p et q dans le n° 6g du livre II ; on aura donc
p zz: 2 . B sin (bt — j , q = 2 . B cos Çbt — ë).
La détermination exacte des valeurs de p et q dépend d’un calcul très compliqué, et suppose une connaissance parfaite des masses planétaires j il reste encore trop d’incertitude à cet égard, pour qu’on puisse employer la méthode que nous avons présentée n° 6g , livre II , dans la recherche qui nous occupe. Mais comme les inégalités séculaires de ces quantités croissent avec une extrême lenteur , on peut les supposer développées suivant les puissances du temps , conformément à ce que nous avons dit dans le n° cité, et les résultats que l’on obtiendra ainsi pourront s’étendre à mille ou douze cents ans avant ou après l’époque que l’on aura choisie, ce qui suffit aux besoins de l’Astronomie. En prenant pour plan fixe celui de l’écliptique au commencement de iy5o, et fixant à cette époque l’origine du temps t, M. Bouvard a trouvé, d’après les données les plus exactes que nous ayons sur les masses des planètes ,
p = t. o",o663i4 -f- t*.o",ooooi8658, q = — f.o",456gi7 + t*. o", 00000574
t exprimant un nombre quelconque d’années juliennes.
Si l’on développe les valeurs de p et <7 , par rapport au temps , on aura
Cela posé, développons les valeurs de ô
4' en ayant égard aux termes dépendans du carré du temps. Prenons, pour plan fixe, celui de l’écliptique en 1 750 , l’origine du temps étant fixée au Ier janvier de la même année , ce qui donne 2 . B sin C = o , et 2. B cos £ = o. Si pour abréger on fait c*t-\-ë'— A, et qu’on observe que c = l + h > en négligeant dans une première approximation les quantités de l’ordre du carré des forces perturbatrices , ce qui revient à regarder 6 comme constant dans les équations différentielles du n° 26 , on aura
6 —h-\ — .X.BZAcosÉ — 777T7 ;.cosA,
2 c (.i+Aj
6' =h~t . X . B£ sin S .2. B. (/+e) . b cos s — , - v . cosA,
4,=/*— cota A. 2. B/à. sin £ + -^-^.cot aA.sinA,
4/ ==/<—*. cot A.X.Bà cosf-f^.^r^^.S B/AsinC+îcot A.2.B6“.sini^ 2B U ^ eQt aA.sin A.
11 ne reste plus qu’à substituer dans ces formules,
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à la place des constantes qu elles renferment , leurs valeurs résultantes des observations. Si l’on fait abstraction de la partie périodique , h désigne l’obliquité de l’écliptique à l’équateur, au commencement de 1750; la constante l dépend des trois momens d’inertie du sphéroïde terrestre. La figure et la constitution du globe sont loin d’être assez bien connues pour qu’on puisse déterminer directement cette constante; mais en différenciant la valeur de «\j/ , et supposant t = o dans sa différentielle , on a
= / _ cot h.Z.Bb cos 6;
c est 1 expression de la precession moyenne des équinoxes pendant une annee julienne, pour l’époque où commence le temps t : on peut -donc, au moyen de l’équation précédente , déduire la valeur de l de celle de cette precession donnée par les observations. La précession annuelle était en i75o de 5o", 37572, par conséquent,
^ cot h . 2 . Bicos £ — 5o", 37572.
L obliquité de l’écliptique à la même époque était de 23° 28' 18"; on aura donc
Le rapport —, de 1 action de la Lune à celle du So-
leil est, d’après les observations des marées, 2.35533, par conséquent ,
a6o THÉORIE ANALYTIQUE
La constante B' est la tangente de l’inclinaison moyenne de l’orbe lunaire sur l’écliptique vraie. Cette inclinaison est de 5° 8' 49^ J on a \
log B' = 8 . 9545973 ;
c1 est le moyen mouvement des nœuds de la Lune pendant l’unité de temps , c’est-à-dire pendant une année julienne ; ce mouvement est rétrograde et de i9°2i'2i", d’après les observations. En réduisant cet arc en parties du rayon , on aura
Enfin, m étant* le moyen mouvement du Soleil pendant l’année sidérale de 36ÿ, 25638, pour le rapporter à la même unité de temps que les valeurs précédentes, on fera la proportion
365^,25638 : 36o° :: 365', 25 : m, d’où l’on Aire
D’après ces données, on trouvera pour les valeurs de 0, 6', ^ et 4/*, après un nombre quelconque t d’années juliennes comptées de 1750 ,
fl = 23°28' 1 8"—}— t' . o", 0000080978 +g",426 • cos A ,
6' =23°28' 18" — f.o', 456917-*-/’. o",ooooo2357-f-g',426.cosA, 4" —t.S o" ,5a844 — **■<>*, 0001 0427 — i7"6i5.sinA,
■JS —t 5o", 37572 -f- 1 *. o",ooo 109758 — 17", 61 5. sin A.
Ces formules serviront à déterminer l’obliquité de l’écliptique et la précession des équinoxes dans l’intervalle de mille ou douze cents ans à partir de l’époque de 1750, en ayant soin de faire t négatif pour les temps antérieurs à cette époque.
35. On peut, par les variations observées dans l’ascension droite et la déclinaison des étoiles, déterminer directement celles de 9 et de 4 ; c’est ainsi que Bradley a trouvé le coefficient de cos A ou de la nutation : ce coefficient, selon lui , serait de 8", 997. Maskelyne, en discutant avec plus de soin les observations qui avaient servi à l’établir, l’a trouvé de. 9'',449> et> suivant M'. Brinkley, il est de 9",25o. Ces derniers nombres se rapprochent beaucoup du coefficient de la théorie, et la différence est dans les limites des erreurs des observations. 11 suffirait , pour la faire disparaître, de changer un peu la valeur de A, que nous avons supposée égale à 2.35333. taplace , d’après les observations des marées, avait d’abordtrouvé cette valeur égale à 3; il a été obligé ensuite de la diminuer beaucoup, ce qui la rend plus concordante avec celle qui résulte de plusieurs autres phénomènes. La valeur de A* que nous avons adoptée d’après lui , donne pour la masse de la Lune yj de celle de la Terre ; elle est peut-être encore un peu trop forte.
L’une des observations les plus anciennes qui nous soient parvenues , est l’observation chinoise citée dans la quatrième édition de YExposition du Système du Monde , et qui se rapporte à l’an 1 100 avant l’ère chrétienife. Selon cette observation , l’obliquité de l’écliptique était alors de 23° 5^ 2"; c’est la valeur
tBx théorie analytique
de 0', abstraction faite de la partie périodique. Pour remonter à cette époque , il faut faire t^= — 285o dans les formules précédentes ; on trouve alors , en ne considérant que la variation séculaire ,
La différence entre la théorie et l’observation est donc de ^ 19*; elle semble indiquer, dans l’obliquité de l’écliptique, une diminution plus rapide que nous ne la supposons. Au reste, cette différence paraîtra bien petite, si l’on considère l’incertitude de l’époque précise de cette ancienne observation, et l’inexactitude des résultats du gnomon qui lui ont servi de base.
On a, par les observations
Cette valeur, jointe à celle de l, h, A, m, B' et c' du n° 34, donnera
8', = o",5ig.cos2i'-f-o",OQ2 .cosacé — 0", 09167. cosaA, •>}//= — i",ig6.sin2t> — o",2i 1 .sin 2t''-f-o",84445-sin 2 A,
valeurs qu’il faudra joindre à celles de 9 et de -\J*pour avoir les valeurs complètes de ces quantités.
Les deux premiers termes de 8'y et de 4^ dépendent du mouvement du Soleil et de la Lune dans leurs orbites. Les astronomes ne les avalent pas considérés jusqu’ici , mais la précision des observations modernes oblige d’y avoir égard. Ils avaient pareillement négligé les inégalités de la précession et de la nutation qui dépendent du double de la longitude du
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nœud de la Lune ; ou voit quelles sont en effet très petites , par rapport aux inégalités qui dépendent de la longitude du même nœud. M. Bessel a le premier considéré, dans la valeur de 6, l’inégalité dépendante de l’angle 2 A; il n’y a aucun motif pour négliger l’inégalité correspondante de la precessioa qui a , comme on voit, un coefficient neuf fois plus con-i sidérable.
37. Rien u’est plus facile que de déterminer, d’après les résultats précédens, les dimensions de la petite ellipse que Bradley avait imaginée pour) représenter les inégalités du mouvement de l’axe de la Terre. En effet, on peut regarder la précession 4 des équinoxes, sur l’écliptique fixe, comme produite par le mouvement rétrograde du pôle de l’équateur sur un cercle parallèle à cette écliptique ; ce mouvement est égal
a 4 sim h ou a U sm h + * SID A » en
ne considérant que la principale inégalité périodique
de 4. L’inégalité ^ .Cos A de la valeur de 0, indique d’ailleurs dans l’axe terrestre un mouvement qui se fait dans le plan du cercle de latitude qui passe par cet axe. Ce doubla mouvement peut être représenté de la manière suivante : on suppose le pôle terrestre mu sur la circonférence d’une petite ellipse dont le centre, qu’on peut considérer comme le lieu moyen du pôle, est situé sur le cercle mené parallèlement à l’écliptique fixe, et décrit uniformément chaque année 5o", 52844 de sa circonférence. Le plan de cette ellipse est tangent à la spltè're céleste, et son
grand axe, toujours compris dans le plan d’un cercle de latitude, sous-tend un arc de i8",85a. Le petit axe est au grand axe comme le cosinus du double de l’obliquité de l’écliptique est au cosinus de cette obliquité, c’est-à-dire comme cos 2 h esta cos h ; cet axe sous-tend un arc de i4f,,o32. Pour déterminer la position du pôle sur la circonférence elliptique, on imagine, dans le plan de l’ellipse, un cercle décrit du même centre, avec son grand axe pour diamètre. On conçoit ensuite qu’un rayon de ce cercle le parcourt d’un mouvement uniforme et rétrograde, pendant une période des nœuds de la Lune, de manière qu’il coïncide avec la moitié du grand axe la plus voisine de l’écliptique , toutes les fois que le nœud moyen ascendant de l’orbe lunaire coïncidé avec l’équinoxe du printemps. Enfin, de l’extrémité de ce rayon, on abaisse une perpendiculaire sur le grand axe de l’ellipse , et le point où cette perpendiculaire rencontre sa circonférence est le vrai lieu du pôle terrestre.
38. Déterminons maintenant les variations de l’année tropique , du jour moyen et du temps exprimé eu jours moyens solaires.
La valeur de ^ ' donne, en la différenciant,
^- = 5o", 37572+ t. o", 0002 ig5 16.
Cet arc réduit en temps , à raison de la circonférence entière pour une année sidérale de 365», 25638 , donne
— = o',oi4iQ7 + t.p', 000006 1.868,
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i désignant un nombre quelconque de siècles dont l’origine est en iy5o. La longueur de l’année tropique sera donc
Il s’ensuit que cette longueur diminue d’une demiseconde à peu près par siècle. Si l’on lait i=z — 18,78, on aura la longueur 4e l’année tropique qui avait lieu au temps d’Hipparque, ou cent vingt-huit ans avant l’ère chrétienne. . *
Si l’on développe la valeur de Ç du n® 32, qu’on néglige les termes de l’ordre et qu’on arrête l’approximation au carré du temps, on trouvera
K—[_n — m— (1— cos &)■(/+ -î* * +H*V
en faisant, pour abréger,
H=|^î.2.BiasinS-f-2. B/è.sinC.^i -f- tangi h.
Le jour moyen est l’intervalle de temps qui répond à une augmentation de 36o° de l’angle (; en appelant donc u sa longueur , on aura
36o® =[«—/»—( i —cos A).(/+ ff)].u+aHto (a).
Si Ton prend pour unité de temps le jour moyen à l’époqne où commence le temps t, en faisant dans l’équation précédente a = 1 , t = o , on aura , pour cet instant,
36o® = „ _ » - ( 1 — cos *).(/ +
a66 THÉORIE ANALYTIQUE
Pour rapporter à la nouvelle unité de temps le dernier terme de cette équation , il faut y substituer , pour /et 2.Bê sin C, leurs valeurs précédentes, après les avoir divisées par 365, a5, parce que tes valeurs sont relatives à une année julienne. Ce terme devient alors inutile à considérer. La valeur de m donnée par l’observation et rapportée à la même unité, est
on aura donc
et la longueur du jour sidéral, exprimé en jours moyens, était par conséquent de 0,997263 à l’époque de 1760.
Si, après avoir divisé les valeurs de 2. B b* sin £ et de 2. B Ib sin £ , par le carré de 365,2 5, pour les rapporter à la nouvelle unité de temps, on les substitue dans l’expression de H , on trouvera
JJ. o“, 00002803 I
L’équation (a) donne
aH t 36o°’
Soit donc i un nombre quelconque de siècles écoulés depuis 1700, on aura, par la grandeur du jour moyen à cette époque,
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d’où l’on voit que sa diminution séculaire sera toutà-fait insensible.
Si l’on fait u= r.36o°, la variable r sera la mesure du temps en jours moyens, et d’après les valeurs précédentes de « et de H , on aura
Le temps t n’est donc pas rigoureusement proportionnel à t; mais comme le second terme de l’équation précédente est insensible , sa considération est inutile aux astronomes , et l’on peut continuer , sans inconvénient, à prendre le jour moyen solaire pour servir de mesure au temps.
5g. La théorie donne le moyen de déterminer les rapports qui existent entre la précession et la nutation, et les lois de la densité* et de l’ellipticité des couches de la Terre, de sa surface au centre. En effet , si dans . l’équation (6), n° 3i, on substitue pour /, A, h , leurs valeurs n° 34, en observant que la valeur de m rapportée à la même unité de temps que l donne
et que l’on a en outre
on tirera, de cette équation ^
et comme on a, à très peu près, A = B , il en ré-
sultera
^ c ^ = o.oo3(>95o6.
Nous reviendrons sur les conse'quences de cette équation, quand nous nous occuperons de la figure des corps célestes.
4o. Nous 'avons jusqu’à présent regardé le sphéroïde terrestre comme entièrement solide ; cette supposition n’est point parfaitement exacte, et pour que les résultats de la théorie précédente fussent rigoureusement applicables à la Terre, il faudrait avoir la certitude qu’ils ne sont pas altérés par les oscillations et les frottemens du fluide qui la couvre en très grande partie. C’est ce que Laplace est parvenu à démontrer par une* savante analyse qui l’a conduit à cet important théorème que nous nous contenterons de rappeler ici : Les phénomènes de la précession des équinoxes et de la nutation de l’axe de la Terre, sont exactement les mêmes que si la mer formait une masse solide avec elle.
JL . - . -
CHAPITRE VI
Mouvement de rotation de la Lune , autour de son centre de gravité.
4i • Un phénomène extrêmement remarquable dans le système du monde , et qui parait avoir été connu de tout temps , c’est que la Lune , dans son mouvement de révolution autour de la Terre, nous présente toujours la même face. L’explication que les anciens astronomes avaient donnée de ce singulier phénomène était erronnée ; c’est à Hévélius et à Newton que l’on doit la connaissance de sa véritable cause. Ils montrèrent que pour en rendre raison , il fallait supposer une égalité parfaite entre le mouvement de révolution et le mouvement de rotation de la Lune; d’où il résulte qu’à mesure que son centre de gravité s’avance sur l’orbite qu’il décrit autour de la Terre , l’axe du sphéroïde lunaire qui est tourné vers nous décrit par un mouvement contraire le même nombre de degrés , en sorte que ce second môuvement , ramenant sans cesse vers le centre de la Terre le même hémisphère de la Lune, toutes les autres parties de sa surface nous restent à jamais cachées. Bientôt après, Dominique Cassini, par une observation plus attentive encore des taches de la
a7o THÉORIE ANALYTIQUE
Lune , découvrit, dans son mouvement de rotation
de nouveaux phénomènes; il reconnut, i°. que l’inclinaison de l’axe de rotation de la Lune à l’écliptique est invariable ; 2°. pie les nœuds de son équateur coïncident constamment avec les nœuds de son orbite, c’est-à-dire que les plans de l’équateur et de ï orbite lunaire coupent toujours celui de l’écliptique suivant la même ligne droite . Ces deux importantes découvertes, les plus belles peut être dont nous soyons redevables à ce grand astronome , et que les observations de Tobie Mayer et de Lalande ont depuis confirmées, complètent la théorie astronomique du mouvement de rotation de la Lune , et ont permis aux géomètres de chercher, avec le secours de l’analyse, l’explication physique des singulière phénomènes que ce mouvement nous présente.
D’Alembert tenta le premier celte entreprise. Il essaya d’appliquer à la Lune ses formules de la précession des équinoxes; mais la lenteur du mouvement de rotation de cet astre , et surtout la circonstance particulière de l’égalité de ce mouvementé celui de révolution, exigeait, pour traiter cette question, une analyse toute nouvelle, et celle qu’employa d’Alembert le conduisit à des résultats inexacts. Lagrange eut plus de succès , et son Mémoire, qui remporta le prix proposé par l’Académie des Sciences pour 1764, joint à celui qu’il publia en 1780 dans les Mémoires de Berlin , renferme la théorie complète du mouvement de rotation de la Lune autour de son centre de gravité.
Lagrange donne d’abord l’explication du phéno-
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mène que l’on a nommé la libration en longitude ; il montre qu’il est dû à ce que l’égalité du mouvement moyen de révolution et de rotation de la Lune n’ayant point été rigoureusement exacte à l’origine des temps, ce qui paraîtrait en effet infiniment peu vraisemblable, il en est résulté une espèce de balancement dans l’axe du sphéroïde lunaire dirigé vers la Terre qui le fait osciller de part et d’autre du rayon vecteur mené du centre de la Terre à celui de la Lune, comme un pendule oscille sans cesse autour de la verticale dont on l’a légèrement écarté. Après avoir développé les lois de la libration en longitude, ainsi que les petites inégalités qui résultent dans le mouvetnent de rotation des inégalités du mouvement de révolution , passant à libration de la Lune en latitude, par un choix de variables extrêmement ingénieux , et qui a été utile dans un grand nombre de questions de la Mécanique céleste , il parvient à déterminer les lois du mouvement de l’équateur lunaire. Il montre que l’inclinaison de l’axe de rotation de la Lune est constante, et que le singulier phénomène de la coïncidence des nœuds de son équateur et de son orbite , en est une conséquence immédiate. Pour que cette coïncidence existe, il n’est pas nécessaire quelle ait eu lieu rigoureusement à l’origine du mouvement , il suffit que la différence qui existait à cette époque entre les positions des nœuds de l’équateur et de l’orbite lunaire ait été très petite; l’attraction de la Terre a établi ensuite et maintiendra éternellement la coïncidence de leurs nœuds moyens.
37a THÉORIE ANALYTIQUE
Cette belle analyse , comme la plupart de celles que nous a laissées Lagrange, a presque épuisé la question quelle avait à traiter, et les géomètres qui s’en sont depuis occupés, n’ont fait que la simplifier et ajouter aux inégalités de la libration en longitude et en latitude déterminées par lui, quelques inégalités nouvelles qui sont très petites en elles-mêmes , mais auxquelles la précision des observations modernes obligera désormais d’avoir égard. C’est ainsi que M. Poisson, en discutant avec un nouveau soin les inégalités de la libration en latitude , en a reconnu une qui dépend de la différence en longitude du nœud et du périgée lunaire, et qui peut devenir sensible ; mais il s’est assuré en même temps quelle était la seule de cette espèce qui eût été omise dans l’analyse de Lagrange et de Laplace, en sorte que toutes les autres inégalités auxquelles ils s’étaient dispensés d’avoir égard pouvaient en effet être négligées.
On doit donc regarder comme complète la théorie physique de la libration de la Lune; la seule chose quelle laisse encore à désirer, c’est un assez grand nombre d’observations pour fixer avec précision les données que l’analyse emprunte à l’Astronomie, surtout celles qui déterminent les rapports des momens d’inertie des trois axes principaux du sphéroïde lunaire , et qui fournissent par conséquent des notions exactes sur sa figure. M. Nicollet a déjà exécuté un travail de ce genre , en y employant 1 74 observations faites par lui ou par MM. Bouvard et Arago; espérons qu’une plus lpBgue suite encore
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d’observations confirmera les résultats auxquels il est parvenu et ajoutera à leur précision.
On pourrait déterminer les inégalités du mouvement de rotation de la Lune troublé par l’action du Soleil et de la Terre, au moyen des formules contenues dans le chapitre Ier; mais il est plus simple de reprendre pour cela les équations différentielles du mouvement troublé, données n° 2. On verra aisé* ment d’ailleurs comment les résultats que nous allons développer se concluraient des formules générales (P) , n° 7, qui s’appliquent au mouvement de rotation de toutes les planètes.
42. Nous placerons l’origine des coordonnées au centre de la Lune, que nous supposerons immobile, et nous regarderons le Soleil et la Terre commecirculant autour d’elle. Soient donc L la masse de la Terre, x , y , z ses trois coordonnées relatives à un plan fixe mené par le centre de la Lune parallèlement au plan de l’écliptique à une époque donnée , r son rayon vecteur compté du même point; en ne poussant les approximations que jusqu’aux termes du troisième ordre par rapport aux dimensions du sphéroïde lu* nairc , on aura
V= — ^-t-.(A-B).{ [x',-(Y'cosÇ-zsin5)î].cos2p+2x'.(Y'cosf-zsin0).sin2p}
— — aC). [x'*-f-(Y'cos 6— zsinô)*].
Dans cette expression, A, B, C représentent les trois momens d’inertie principaux de la Lune. Nous continuerons à donner le nom à'équateur au plan qui renferme les deux premiers axes principaux. Tome 11. 18
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c’est-à-dire ceux auxquels se rapportent les momens d’inertie A et B. Ce plan n’est plus ici, comme dans le mouvement de rotation de la Terre, perpendiculaire à l’axe instantané de rotation ; cet axe varie dans l’intérieur du sphéroïde lunaire, en sorte que les pôles de rotation se déplacent à la surface de la Lune , circonstance q ui établit une différence essentielle entre le mouvement de rotation de ce satellite et celui du sphéroïde terrestre.
Cela posé, 0 représente l’inclinaison de l'équateur lunaire sur le plan fixe parallèle à l’écliptique, <p est l’angle compris entre le premier axe principal de la Lune et le nœud descendant de son équateur; nous supposerons l’angle <p compté à partir de ce nœud dans le sens du mouvement de rotation delà Lune; enfin , nous nommerons 4 l’angle compris entre le nœud descendant de l’équateur lunaire et une droite fixe menée dans le plan de l’écliptique, et nous supposerons cet angle compté à partir de cette droite, en sens inverse de l’ordre des signes.
Si l’on différencie la fonction V par rapport aux trois variables <p, 4> en observant que l’on a, n° a5,
dx’ , (h' , M _
on aura
dV_3L dtp 2 r/J
.(A-B).{ [x/!,-(y'cos«- zïint)*].sin2f-2x'.(Y'cos«-zsinfl).cos2?},
(A-B).{[Y,.(Y'cos9-zsin9)-x'*cos8)].sin2ip-{-x'.[T'-|-(Y,eos%zsin8).cos«].cosJt
.(A-f-B — 2C).[x'.(y' sinfl+zeos <).»in«] ,
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-^=^7y(A-B).[x'.(Y'sin0-f-zcos0).sin2p-(Y'cos0-zsin0).(Y'sin0-f-zcos9).cos2p]
-f- ^/-.(A+B-2C).[(y' cos 6-z sin S).(y' sin Ô-f-xcos S)J , et par suite ,
siuvGâJ'"^08 )==^.75-('^“®^[(Y,cos®“Z5*n®),fT,s‘n,+*cos^)-s'n2^
-f-x/ . (y/ sin 9-}-z cos 9). cos 2p]
-f- — 75. ( A -f-B-aC) . [x' . (y's în9 + zcos 6)] .
Les trois équations (C) du n° 2 deviendront ainsi
3L dt \
Ao^> + (C— B) .ynft= -pj-.(C-B). [y'cos 6— zsin9).(Y' sin 9-f-zcos9).cos f J
— x'.(Y'sin0+zcos0).sin p], I
bdq -f-(A-C) .prdt= -^-^.(Â-Q.fx'^Y'sinJ+z cos 0) .cos <p \ ^
+(y' cos 0-z sin 0) . (y' sin 0 -J- z cos 0) .sinip],
Cdr +{B-A).pg<fr=^^.(B — A).{2x'.(y'cos £ — zsin9).cos2p 1
— [x'* — (y' cos 9 — z sin 9)*]. sin 29}. '
Il est bon de remarquer qu’on peut arriver très simplement aux mêmes équations de la manière suivante ; en ne poussant l’approximation que jusqu’aux termes du troisième ordre, nous avons trouvé, n° 25,
V = - ^.(Ax-+By + <V),
x',y, z1 représentant les coordonnées de l’astre L, rapportées aux trois axes principaux du sphéroïde attiré.
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Cette expression donne, en la différenciant ,
J yl- Y ËX (C Ti'| y','
rfy ^ V*' — r'4 * ‘T
f dV _» dV 3L , i p» i l
dz' Z‘dx — ra ’ ' Cj.X-.,
r' V XX — IX (R Al xV'
J X ’dy' — ’i.15 'V,ÆJ' *
Si l’on substitue ces valeurs dans les équations (B), n8 2, et qu’on remplace ensuite les coordonnées x' , y' , z' par leurs valeurs en fonction des angles <p, 4> 9» données n° a5, on retrouvera identiquement les équations (1).
L’observation ayant montré que l’inclinaison de l’équateur lunaire sur l’écliptique est toujours peu considérable, 6 est un fort petit angle dont nous négligerons le carré et le produit par le carré de l’inclinaison de l’orbite lunaire, qui est aussi une très petite quantité. En observant que z est du même ordre que cette inclinaison, les trois équations (1) deviendront
Adp -f-(C-B) ,qrdt= —,y- . (C-B) . [(y'â-f-z) . (y' cos ç-x' sin 9)] ,
B dq +(A-C ).prdt= (A-C) . [(y'0-f z) . (x'cos tp -J-y'sin p)]f
Cdr +(B-A)./7ÿ</fc=^^.(B-A).[2x'y/co82f — (x'*-y'*).sinaf].
On peut encore aux coordonnées x', x', z de L , substituer d’autres variables qui rendent l’intégration plus facile. Soit v la longitude de la Terre vue de la Lune , cette longitude étant comptée du nœud
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ascendant de l’équateur lunaire ; soit a. la longitude du nœud descendant de l’orbe lunaire comptée du même point , et y l’inclinaison de cette orbite sur l'écliptique fixe; en désignant par s' la latitude de la Terre au-dessus de ce dernier plan, on aura
tang s' = tang ^.sin(t» — a).
La longitude de la Terre , comptée d’une droite fixe sur le plan parallèle à l’écliptique , sera i> — >{, J en suivant donc l’knalyse du n° 25, et en observant que y est un très petit angle dont on peut négliger les carrés dans la recherche qui nous occupe, on' trouvera
x' = r cos v , y' = r sin v, z = ry sin {y — » a.) ,
valeurs exactes, aux quantités près de l’ordre y*.
Lès équations précédentes deviennent ainsi
or J*
sint'-f-^ sin(<.'-<t)].sin(^-|>) , )
Bdq+(A-C)./}rd/=:^^.(A-C).[((sin v -f-y sin (v-»)].cos(«.'Hp) , ^,(2) C dr 4 ( B-A) .pqdi— ■ (B- A) .sill 2(1-'-?) .
43. Occupons-nous d’intégrer ces équations; considérons d’abord la troisième , d’où dépend le mouvement du sphéroïde lunaire autour de son axe de rotation.
Si la Lune était un solide de révolution , on au-i rait B = A, et par conséquent r= constante. Ce cas n’a pas lieu dans la nature , mais on peut toujours regarder la quantité B — A comme peu considérable»
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et comme p et q sont aussi très petits, puisque l’observation a prouvé que l’axe de rotation de la Lune s’écarte toujours très peu de son troisième axe principal, on pourra négliger le produit (B — A ).pq à cause de la petitesse de ses trois facteurs. La dernière des équations (a) deviendra donc
dr = )• ; sin ^ — *)•
L’observation ayant fait voir que la Lune nous présente toujours à peu près le même hémisphère, on en a conclu que son moyen mouvement de rotation est exactement égal à son moyen mouvement de révolution; en sorte que si ce mouvement est sujet à quelques inégalités, elles doivent être peu considérables.
Or, si l’on néglige, comme nous le supposons, les quantités de l’ordre 6*, l’arc <p — -xj, représentera le mouvement de rotation de la Lune autour de son troisième axe principal, mouvement qui serait uniforme sans l’action des forces perturbatrices. Si l’on désigne donc par u les inégalités quelles peuvent y produire, par la longitude moyenne de la
Terre vue de la Lune et correspondante au temps ty longitude qui est égale à celle de la Lune vue de la Tprre plus une demi-circonférence , on aura
<p — -xj. = mt -J- c-f-u,
et l’angle « représentera la libration de la Lune , ou l'excès de son moyen mouvement de rotation sur son moyen mouvement de révolution. Il ne s’agit* donc, pour, déterminer la libration, que de connaître
la valeur de l’angle u. Or, il est facile d’y parvenir en introduisant cette nouvelle variable à la place de /• dans l’e'quation (3) , et en intégrant ensuite l équation résultante. . r . u .
En effet , on a , aux quantités près de l’ordre Ô*,
dtp — d-J/
di 1
et par conséquent
Nous faisons ici abstraction des inégalités séculaires qui affectent le moyen mouvement de làLune , parce qu’il n’en résulte aucun terme appréciable dans la valeur de u, et nous regardons par conséquent m et c comme des quantités constantes.
L’angle v représentant la longitude de la Terre vue de la Lime et comptée à partir du nœud descendant de l’équateur lunaire, v — ^ sera même longitude comptée à partir d’un équinoxe fixe, l’angle 4 devant être compté , comme nous l’avons dit, en sens inverse de l’angle v. Cette longitude est égale à mt -j-c, plus à une suite de sinus et de cosinus d’angles multiples du moyen mouvement mt ; on aura par consçqyeut
v mt — j— c — f— 4 — {— , H sin {ht —f- /i
en représentant par 2. llsiti (kt-\-K), les inégalités de v ordonnées par rapport a mt.' ' ' *
Cette valjjyr, copiparéeà celle de $ — -y > donne
. r v. — $ • IJsm
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et par conséquent
sin jl(v — <p)= — sin 2w-|-2COs 2u.2.Hsin(fa-f-Zt') — etc. L’équation (3) devient ainsi , eu y substituant
dr
pour Tt,
dF==’~'^/i\~C“ J sin 2u+-77.^-^-j.S.Hcos2i/.sin(Af+A ).
L’angle u étant toujours une très petite quantité, si l’on néglige son carré et ses puissances supérieures , on pourra supposer dans cette équation sin 2ü=2m et cos 2« 1 j de plus, comme on a, à très peu
près, ^ = *w% l’équation précédente deviendra
» ' J f iMMIV
Si I on fait d’abord abstraction des termes sans u , on satisfera à cette équation en supposant
u = K sin ( kt -f- k') ,
et l’on aura, pour déterminer k, ; < iii:
m é mIüv"»
K et k! étant deux constantes qui demeurent arbitraires.
Si ensuite on désigne par L sin ( [ht -f- h!), le terme de la valeur de u qui doit correspondre au terme
3/n* • • H sin [ht + h') de l’équation (5) , en y
substituant cette valeur et en comparant les termes
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qui ont même sinus ou même cosinus, on aura
— LA*+ 3 m' .(^) . (L — H) = o , d’où l’on tire
Ainsi , d’après la théorie des équations liuéaires, la valeur complète de u sera
u — Ksin(Aj-j- A')-f-2.Lsin(At -{- h’)y
K et tétant les deux constantes arbitraires qui doivent entrer dans l’intégrale finie de l’éqnation du second ordre (5), et le signe désignant une suite de termes semblables au terme L sin (ht -f- h1), et déterminés de la même manière.
44- Examinons les conséquences qui résultent de cette expression. Le premier terme de la valeur de u restera toujours peu considérable si l’arbitraire K est supposée très petite, et par conséquent la partie de la libration de la Lune qui dépend de l’état initial du mouvement sera toujours insensible. Jusqu’ici, les observations les plus précises ne paraissant indiquer aucune trace de cette inégalité, il en faut conclure, ou que la constante K était nulle à l’origine du mouvement, ou que du moins son influence a été annulée depuis par l’effet de quelque cause étrangère. Cette remarque est analogue à celle que nous avons faite dans le n° i3, relativement à la Terre.
On a , par ce qui précède , k — ni .
m représentant le moyen mouvement de la Lune dans l’unité de temps; la durée de la période de l’argument dont il s’agit sera donc d’un mois sidéral
divisé par \J 5.^-ç Nous verrons bientôt que
ce diviseur est une très petite quantité, et que des observations récentes sur lesquelles on peut compter donnent, à très peu près, 0.0018 pour sa valeur. Cette durée, dans ce cas, n’excéderait pas deux années ; il sera donc facile, par des observations faites à des intervalles de temps assez grands pour que la variation de l’angle kt soit sensible , de reconnaître si le coefficient K a ou non une valeur appréciable.
Au reste, il faut observer que ce premier terme de la valeur de u sert à expliquer, par la théorie, comment il se fait que la Lune nous présente toujours le même hémisphère , sans qu’il soit besoin de supposer que la vitesse primitive de rotation , imprimée à cet astre, a été exactement égale à sa vitesse de révolution autour de la Terre, ce qui paraît en effet infiniment peix vraisemblable. Pour le faire voir, remarquons qu’en faisant abstraction de l’inclinaison de l’équateur lunaire à l’écliptique, on a, par le ,n° 43 ,
dtp — cLJ, = rdi , /• = — - f • m ;
r représente la vitesse de rotation de la Lune autour de son troisième axe principal; on aura, par suite ,
. • .• ..ij; • .M <■ i •'
J'idl tut + c u. ' ; .
Cette intégrale exprime le mouvement de rotation de la Lune ; et comme u n’est composé que de ternies périodiques, on voit que le moyen mouvement de rotation etcelui de translation sont parfaitement égaux entre eux, sans qu’il soit pour cela nécessaire que les mouvemens de rotation et de révolution de la Lune aient été égaux à l’origine du mouvement. En
etfet, en différenciant et substituant pour ~ sa valeur, on a
c A^.cos(&l -f- k') -f- 2 . L/.cos(/l -f
En sorte que comme K est arbitraire, la vitesse primitive de rotation de la Lune peut être supposée quelconque; et il suffit, pour que les moyens mouvemens de rotation et de révolution aient dans la suite toujours coïncidé, que cette vitesse ait été comprise entre
»i+/nK. A) et 1/1 — wK. sJ
Ces limites sont très resserrées, il est vrai, et elles s’éloignent peu de la valeur moyenne m , à cause de la petitesse de la constante K et du coefficient
y 5 . (--ç mais elles suffisent pour faire disparaître l’invraisemblance qu’il y a à supposer, à l’origine du mouvement, une parfaite égalité entre le moyen mouvement de rotation de la Lune et son moyen mouvement de révolution.
Pour que la libration en longitude demeure tou-
jours peu considérable, comme l'observation l’indique, il faut que les coefficiens L, etc., des différens termes de la valeur de u, soient supposés très petits , ainsi que le coefficient K; mais cette condition ne suffit pas, il faut de plus que les valeurs des constantes k, h , etc., soient toutes réelles; car autrement quelques-uns des sinus ou cosinus qui entrent dans l’expression de u se changeraient en arcs de cercle ou en exponentielles, et la valeur de u pourrait croître indéfiniment, ce qui est contre l’hypothèse. Les valeurs de h et des autres coefficiens semblables son t réelles de leur nature ; mais pour que celle de k
le soit aussi, il faut que — qj— soit une quantité positive, c’est-à-dire que l’on ait B>A. Or, A est le moment d’inertie qui se rapporte à l’axe principal de l’équateur lunaire, qui est constamment dirigé vers la Terre; en effet, cet axe est celui qui forme l’angle <p avec l’intersection de l’équateur lunaire et de l'écliptique , tandis que la projection du rayon vecteur mené de la Lune à la Terre , forme l’angle v avec la même ligne, v — tp est toujours , par ce qui précède, un très petit angle; le premier axe principal de la Lune est donc toujours, à très peu près, dirigé vers la Terre; et il est naturel par conséquent de supposer que l’équateur lunaire s’est allongé dans ce sens par l’effet de l’attraction de la Terre, en sorte que le moment d’inertie A, qui se rapporte à l’axe de l’équateur dirigé vers la Terre, doit être plus petit que le moment d’inertie B, relatif au second axe principal situé dans le même plan.
Quant aux coefficiens K, L, etc., comme le premier K est arbitraire, sa valeur peut être supposée aussi petite qu’on voudra ; mais pour rendre en même temps très petite celle de L , il faudra supposer une
valeur très petite à la quantité — ç— . On voit, en
effet, d’après l’expression de L, que ce coefficient pourrait devenir sensible si H avait une valeur assez grande, ou si la valeur de h était peu différente de
m. \J , ce qui rendrait très petit le dénominateur de cette expression.
45. Nous avons désigné par 2. H sin (hl-\-h') la somme des termes périodiques de la longitude vraie de la Lune : le premier de ces termes , ou l’équation du centre, est celui qui a le plus grand coefficient; en le supposant représenté par Hsin(fo-f-/i') , on a, p3r la théorie de la Lune, H =■ 22682", h*=m* . 0.9831 7; on aura donc, en vertu de ce terme,
d’où l’on tire
La valeur de L doit être peu considérable, puisque le terme de la valeur de u qui en dépend n’a pu être reconnu par l’observation. 11 est probable, vu la précision des observations modernes, qu’elle n’excède guère un demi -degré ; si l’on suppose donc L=q=5a' ou 1920", on aura
Ij vu
La valeur de B — A devant d’ailleurs être nécessairement positive, il en résulte qu’elle est audessous de 0.025570, et que L est négatif.
Parmi les termes de l’expression de u qui peuvent devenir sensibles eu acquérant de très petits diviseurs, le plus considérable est celui qui dépend de l’équation annuelle; il suffira donc d’examiner l’effet de ce terme. Si l’on suppose que II sin (ht-{-h') représente cette équation, ht-\- h' étant ici l’anomalie moyenne du Soleil , on aura , par la théorie de cet astre, 11=669" et h = 02.0.0748, et par conséquent h* = /«a. o.oo55ç)5; on aura donc, en vertu de ce terme ,
L vüMi
o . oo55g5 — 3 .
d’où l’on tire
B — A o",ooi865.L
Puisque les observations n’ont point fait reconnaître le terme de la valeur de u proportionnel à L, ce coefficient doit être peu considérable; si l’on suppose en conséquence L = 13=1920*, on aura
Ainsi, dans le cas de L négatif, les deux limites
Dfeitized tjy Ca
de ^7;— sont zéro et o. 001 383 1, et, dans le cas de L
positif, 0.002862 { et 00 ou o. 0028624 et 0.025575,
puisque nous venons de voir que — ^ — ne pouvait
pas dépasser cette dernière limite. Nous verrons
tout à l’heure que la valeur de — ^ — est moindre que
0.0006 ; elle est donc comprise entre zéro et o. 00 1 383 1, et par conséquent L est négatif.
Si l’on substitue dans la valeur précédente de L,
- pour —fT— la dernière limite que nous venons d’as-
signer à cette quantité, on trouvera, relativement à lequation du centre, L== — /^i", et relativement à l’équation annuelle, L— — 317*. Ce sont les limites de ce coefficient, et par conséquent celles des argumens qui en dépendent dans la valeur de u. Or, le dernier arc, vu de la Terre sur la surface de la Lune, ne s’élèverait pas à i",5; c’est la seule partie de la libration qu’on puisse espérer de rendre sensible par les observations; et si l’on parvenait à la déterminer , on en déduirait la valeur de 5__— qui n’est
pas encore connue -d’une manière positive ; mais sa petitesse rend cette appréciation très difficile.
MM. Bouvard et Nicollet, par la discussion de 174 observations de la libration de la Lune en longitude, ont trouvé le coefficient de l’inégalité dépendante de l’équation annuelle, de d’où l’on conclut
15 — A -rr
— — = O.OOQOOÜ7.
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Si l'on détermine, d’après cette valeur, le coefficient du terme de u qui dépend de l’équation du centre de la Lune et qu’on joigne ce terme à celui de l’équation annuelle déterminé par l’observation, on aura
u = — 285" sin Z — 39" sin Z' ,
Z étant l’argument de l’équation annuelle de 1^ Lune et V celui de son équation du centre.
La valeur précédente de — s’accorde avec la
limite que nous avons fixée à cette quantité, et qui a été conclue de la libration de la Lune en latitude, plus facile à observer que la libration en longitude. Cependant, il reste encore de l’incertitude sur ce résultat, et il est à désirer que de nouvelles observations ajoutent à son exactitude.
46. Occupons-nous maintenant du mouvement des nœuds et des variations de l’inclinaison de l’équateur lunaire. Pour déterminer les mouvemens de ce plan , il faut connaître les angles 4^10 d’où dépend à chaque instant sa position par rapport à l’écliptique fixe : or, l’angle 4 est donné en fonction de <p et du temps t, au moyen de l'équation (4) ; il ne nous reste donc à déterminer que les angles 0 et <p. Pour y parvenir, il convient de leur substituer de nouvelles variables qui facilitent l’intégration des équations d’où leurs valeurs dépendent. On conçoit en effet que si l’on choisit ces variables de manière à ce qu’elles soient astreintes, par la nature même de la question, à demeurer constamment très petites, on pourra, dans la première approximation , négliger les termes
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où elles se trouveraient multipliées entre elles ou par leurs différences, et l’on n’aura plus à considérer que des équations linéaires, les seules qui puissent, comme on sait, s’intégrer dans tous les cas, quel que soit le nombre des variables qu’elles renferment et le degré de leur différence. Ces conditions sont faciles à remplir dans la question qui nous occupe; car, comme nous avons supposé l’inclinaison 0 de l’équateur lunaire à l’écliptique fixe toujours peu considérable, il suffira , pour y satisfaire, de substituer aux variables <p et 0, des variables analogues à celles que nous avons déjà employées dans un cas semblable, n° 34 , livre l*r.
Soient donc
s = tang 0 . sin , s' = tang ô.cos f.
En différenciant et négligeant le carré de 0 , on aura
ds
dd
as . ao . «
— = sin <p .-t ; -f- « cos <p.
dt
ds'
dt
dô
US UtJ A . _ aa>
di = cos ~ 6 s,n
dtp
dt
dtp
dt
dt'
Les équations (a) du n° i donnent dQ
— — P cos <p -f- q Sin <p ,
Tome IL ig
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d’où , en différenciant , on tire
d3s ds' ,dr dq
dt' rdt S dt ~ dt* d's' . ds . dr dp
+ 5 Ji = — jT-
Si l’on remplace dans ces équations et ~ par leurs
valeurs tirées des équations (2), et qu’on observe qu’on peut supposer /’ constant et égal à m dans les termes multipliés par les quantités très petites s et /, et par leurs différences , et qu’on peut négliger par la même raison les différentielles , dt
s . y, on aura dt *
ds'
ou bien, en mettent pour p et y leurs valeurs tirées des équations (6)
m\7Ts
).mp= — .|
d's /A-|-B-C\ ds /A-C\ 3L/A-C\ -, . . .
d?~X H B~) m s=—{^}Vsw+vMv-*)Uos(^),
•i,Y »_’• • •»!> < !» <>«»/>»; cm.
ÜV , /A+B-C\ ds f B-C\ , ^(\
v est la longitude de la Terre vue de la Luné1, etrappoVïéé au nœud desteehdant de l’équateur lunaire j v — a est la même longitude comptée du U’oedd és- . Cendant de l’orbite lunaire» en sorte que y sin (p> — a) est la latitude de la Terre vue de la Lune. Si l’on
. s li ;
remplace par m* dans ces équations et qu’on observe que
tang 0 sin v = tang t cos <p si n (f — <p) + tang â sin ç cos(v — <p)
= s'sin^ — (p)-bscos(t' — f),
elles deviendront
rf*s /A-f-B — C\ ds' fk — C\ /'A— C\
dF~ V — >*3* }•*•=*”*{—)
X [s' sin(*> — <p) + s cos(i/ — p) — *)].cos(p — <p ),
dt
X {Ysin(*; — ç) -f- *cos(t>< — sp) +^sin (<■> — <*)] .sin(v — ç).
I/angle v — <p étant toujours, par ce qui précède, peu considérable, sin(t» — <p) est une très petite quantité dont on peut , sans erreur sensible dans les seconds membres de ces équations, négliger le carré multiplié par les quantités très petites s et s' ; on aura ainsi *
d3s /A + B — C\ ds , /A— C\ _ /A— CM
X ■ [/ sin (v — q>) + y sin (t> — *)] . eos(*> — tp) ,
d*s , /A-fB — C> de + \ A
X [s cos‘(t> — p) -l->sin(v — <*)].sin(t'— p).
47. Occupons-nous d’intégrer ces équations. Si l’on fait d’abord abstraction de leurs seconds membres , elles deviennent simplement
rf*« ,
<A + B — Cn
. ds'
)‘m-di
dV ,
m+b- Cn
. ds
)-m dt
m's — 0, mts's= o.
Pour satisfaire à ces équations , supposons
s = M sin (Z£ + Æ) , s' =M' cos (lt *4- h).
Ces valeurs, substituées dans les équations précédentes, donnent
mz* — (“b ~ (^ïr)-7"^ ==0>
De la seconde de ces équations , on tire
fA+B-C^
.ml
va;
/B — CV l A y
Cette valeur, substituée dans la première, donne
(A + B— cy
Les équations (g) , (10) serviront à déterminer les constantes M' et l; les deux autres constantes M et k demeureront arbitraires.
Si l’on ordonne l’équation (10) par rapport à l , on aura
aq3
équation qu’on peut résoudre comme une équation du second degré, et qui donnera pour / deux valeurs. Désignons la première par / et la seconde par /' ; on aura , par la théorie des équations linéaires ,
s = M sin ( ht -j- 1') -f- N sin (l't -f- £') , s'= M'cos \lt + *) + N' cos + k),
en supposant , pour abréger ,
Ces valeurs de s et s' renferment quatre arbitraires, M, N, k, k elles sont donc les intégrales complètes des équations (8).
48. Reprenons maintenant les équations (7). La quantité ^sin(p — a) représente, comme nous l’avons dit, la latitude de la Terre vue de la Lune, latitude qui est égale et de signe contraire à celle de la Lune vue de la Terre. Sa valeur peut se développer, d’après les formules du n° 2 5, liv. II, en une suite de sinus et de cosinus des multiples du moyen mouvement mt ; il en est de même des trois quantités sin v, sin(t> — <p) et cos (y — <p); en substituant donc ces valeurs dans les équations (7) , leurs seconds membres se trouveront composés d’une suite de termes semblables , et chacun d'eux produira, dans les valeurs de s et
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sr, un terme correspondant qu’on déterminera de la manière suivante :
Soit Hsin(fo -f- h') un terme quelconque du développement de [rf'sin(v — <p)-f-^sin(v — a)].cos(v — <p), ht désignant ici un multiple quelconque de mt, et H et h ' étant des fonctions données des élémens de l’orbite lunaire ; et soit H' cos {ht -J- h') le terme du développement de [scos(v-<p)-f-^sin(v-a)].sin(v-<p) qui lui correspond , c’est-à-dire qui a même argument ht ; on aura , en ne considérant que ces termes ,
ÿ'+ (-f5)” I- (¥>",v=3m'-(!x^)H'“st4‘ + *'>•
On satisfait à ces équations, en supposant
s = P sin(A<-f- h'), s' = P'cos(ht-f-h').
Si l’on substitue ces valeurs dans les équations précédentes , on trouve, pour déterminer P et P',
_PA.4.(*±5=S).mp71-(^£).m.MP+5H)=o, — P7i-+(A+[‘~C).»iPA— (!^).m-(P-f-ÔII')=o, d’où l’on tire
3,r^).„-]<^)„.H+3<é±B^),(n^C).„w , 3 ■ mkll
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en faisant pour abréger ,
Chacun des termes des produits
[s'sin (v — ^)-{-5/sin(v •—«)]. cos (v — <p) et
[$cos(p — <p)-j-^sin(^ — a)],sin (p — <p)
introduira dans les valeurs de s et s1 des termes seni'blables, et Ton aura les valeurs complètes de ces quantités en prenant la somme de tous ces termes , et en y joignant les valeurs de s et s' qui ont lieu lorsqu’on suppose nuis les seconds membres des équations (7). On trouve, de cette mafiière,
s =M sin(/t-f-Æ)-4-Nsin(Z^-j-A:,)-f-Psin(/i«-f-/i')-}-etc., s^==M'cos(^+À-)-{-Ncos(Y/-f-Æ')-f-Pcos(/jH-Æ')-f-etc.,
M, N, k, k! étant des constantes arbitraires.
4g. Ces valeurs satisfont aux équations (7)dans toute leur étendue ; elles doivent donc renfermer les lois de la précession des équinoxes lunaires et de la nutation de son axe de rotation. Mais avant d’en examiner les conséquences, il est bon de faire quelques observations qui en restreindront la généralité.
Nous avons dit, n°45, que — ^ — était toujours une quantité très petite ; on verra bientôt qu’il en est de même de C en sorte que si l’on fait C— A C — B
—'q — WH • , — Ç — W* I
ce qui donne A = C.(i — i) et B=C.(ï — i ') , i et ï seront de très petites quantités dont on pourra négliger les carrés et le produit. Si l’on substitue ces valeurs dans l’équation (n), elle devient
( : — ) . m*l% -f r,. mM sss o ,
\i — 1 — ij 1 — 1 — 1 ’
ii
équation qui donne, en la résolvant par approximation.
!+at— f ±(l +2»— Ï— 8iï)
On tire de là ces deux valeurs , l* = m% -f- 5 im% et l* = 4 iïm*; on aura donc, en prenant pour l et V les deux racines positives de ces équations,
V = im \J ii' ,
ou bien , en remettant pour i et i 1 les valeurs que ces lettres représentent,
Z=ra-5m.(*=ï), ES.
Ces valeurs substituées dans les équations (12) donneront, en observant que i et i1 sont de très petites quantités ,
Les valeurs de s et s1 deviendront ainsi
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« = M sin (& -J- /t) -f- N sin (/*{ + & ) + P sin (Af -f- A') + etc.
* — Mcos(/t-f-A)-f- 2.^/ ^.NcosCÜ-j-i'J+PcosCAt+AO+etc.
Si, dans une première approximation, on néglige dans les équations différentielles (7), les produits de l’angle v — < p par les quantités s, s' et y , le second membre de la première de ces équations se réduira à g— ).>sin(i> — x) et celui de la deuxième
à zéro ; Hsin(Af-j- h') -f- etc. représentera donc dans ce cas la latitude de la Lune développée en fonction des sinus et des cosinus du moyen mouvement mt.
Le terme le plus considérable de cette valeur est celui qui dépend de l’argument de la latitude : en ne considérant que ce seul terme et en le supposant représenté par H sin(fo-f-A'), on aura les valeurs qui en résultent dans s et s', en faisant H' = o dans les équations du n°48, d’où l’on conclura P et F j les valeurs de s et s 1 se. réduiront ainsi aux suivantes : s =M sin (/{+ k) -J- N sin (tt + &')-{- P sin (ht •+• h') ,
s'=Mcos(Û + i)q-2.y^/ ^-—^.Ncos^ f-t-i,)+P,cos(At-f-A').
5o. Examinons maintenant ce qui résulte de ces intégrales par rapport aux déplacemens de l’équateur lunaire.
On a , par le n° 46 ,
s = tang 0 sin <p , s' = tang 0 cos <p , d’où l’on tire
tang <p = j, , tang 0 = \/s * -f- 7*.
Si, à la place de s et s' , on substitue leurs valeurs, on aura ainsi
Mcos(/t-ffc)+2.y/ ^£.NcosÇrt+A’)4-P'cos(At+A') * et en supposant pour abréger
N-(i-Vëi)=L. »-(i+v/ra)=K-
il est aisé de voir , n° 66 , livre II, que la valeur précédente pourra prendre cette forme
tang(ip — ht - h') =
Mûn[(i-h)t+k-h'i+Lswr(r-h)t+k'-jn+Ks\nur+h)t+k'+h'-\
V+Mcos[(l-h)t+k-h'l+Uos[tf-h)t+k'-hî+Kœs[{r+h)t+k'+h'y
Si l’on suppose d’abord nulles les deux constantes M et N, cette équation donnera
<p = ht + h' ou <p = 1 8o° -f- ht 4~ h',
selon que P sera une quantité positive ou négative. Voyons quelle est celle de ces deux valeurs qui s’accorde avec les observations.
L’angle mt-\- est la longitude du rayon vec-
teur mené de la Lune à la Terre, comptée à partir du nœud descendant de l’équateur lunaire;
1 8o° -f- ht -f- h' est l’argument de la latitude de la Lune, et par conséquent ht-{-h' \z distance de la Terre au nœud ascendant de l’orbe lunaire;
— ht — h' exprime donc l’angle compris entre le nçeud ascendant de l’orbite et le nœud descendant de l’équateur de la Lune. Or, on a, par ce qui précède.
<p = ht h' et <p — • -vf. = mt -f- c -f- u,
u étant une très petite quantité qui exprime la libration de la Lune en longitude , et qui u’est composée que de termes périodiques. Si l’on néglige ces termes, on aura
mt — {- — ht — — h' = mt -f- c -f- -vJ/ — cp = r o ;
d’où il suit que le lieu moyen du nçeud descendant de l’équateur de la Lune coïncidera exactement avec le lieu moyen de l’orbite , résultat qui s’accorde aved’la théorie fondée sur les observations faites par Cassini et répétées ensuite par Mayer et Lalande.
Dans le second cas, on a
<P = 1 8o° -f- ht -f- h' ;
ou aura donc
mt-\- c-f-4. — ht — h1 = 180%
et le nœud ascendant de l’équateur lunaire coïncidera par conséquent alors avec le nœud descendant de l’orbite. Ce cas pourrait, comme on voit, avoir également lieu ; il suffirait pour cela que P fut une quantité négative ; mais comme le premier résultat s’accorde exactement avec les observations, il faut en conclure que la valeur de P est positive.
Considérons actuellement l’expression générale de tang(p — ht — h'). Il est aisé de voir que l’angle (p — ht — h' ne pourra jamais atteindre l’angle droit en plus ou en moins, si le dénominateur de cette expression est constamment de même signe et plus
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grand que zéro. En sorte que <p sera dans ce cas égal à ht-\-h! plus ou moins un angle toujours moindre que go°, et par conséquent la valeur moyenne de <p sera encore alors ht-\-h'. Si, au contraire, ce dénominateur pouvait devenir nul, la valeur de tang (<p — ht — h') deviendrait infinie; l’angle cp — ht — h' dépasserait alors 90% il pourrait même, par la suite, devenir égal à une ou plusieurs circonférences, et il ne serait plus possible par conséquent d’assigner dans ce cas aucune limite à ses accroissemens.
Or, les observations ayant fait voir que le nœud descendant de l’équateur de la Lune ne s’éloigne jamais que très peu du nœud moyen ascendant de son orbite, et qu’ainsi cp — ht — h! est toujours un angle peu considérable, il en résulte que l’expression
P+M.cos[(Z-A).i+A-;i']+L.cos[(r-A).<+it'-A,]-fK.cos[^+A).i+A'+A,l
ne doit jamais devenir nulle, quels que soient les angles (/ — h)t-\-k — h', etc., ce qui exige que cette quantité ne change pas de signes, et que par conséquent la valeur de P soit plus grande que la somme des coefliciens M, L’, K, abstraction faite des signes de ces quantités. Nous avons vu que lorsque M , L, K sont nuis, P doit être une quantité positive; il faut donc, dans le cas général, que P ait une valeur positive plus grande que la somme des valeurs de M, L, K, pour que <p — ht — Ti soit un angle toujours moindre que l’angle droit; et il faut en outre que les quantités M, L, K, et par conséquent M et N, soient très petites par rapport à P, pour que l’angle
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<p — ht — h! soit toujours fort petit, comme l’observation l’indique. Or, comme M et N sont arbitraires, cette dernière condition est toujours facile à remplir, et doit être considérée comme une donnée fournie par les observations.
Si l’on fait <p — ht — h'=Ç, en sorte que on aura
•\J. = <p — mt — c — u=.ht~\~ h' — ml — c — u-
pour la longitude du nœud descendant de l’équateur lunaire. Or, mt-\-c — ht—hr est le lieu moyen du nœud ascendant de l’orbite ;#on aura donc le lieu vrai du nœud descendant de l’équateur lunaire, en retranchant le lieu moyen du nœud ascendant de l’orbite de l’angle Ç — u, u étant la libration réelle de la Lune en longitude, et Ç un très petit angle déterminé par l’équation
rrr_M.sin[(/-A)./4.i-/i']4-L.sin[(r-À).H-t'-A']4K.sin[(^4-/t').<4-^+A'] • P-t-M.cos[(/-A).«+it-A']+L.coS[(/'-A).f+/c'-A']+K.coS[(r+A').t+it'+A/]-
Considérons maintenant l’expression de l’inclinaison de l’équateur lunaire sur l’écliptique fixe. Si l’on ajoute les carrés des valeurs de s et s', en observant que
N = K + L et 2 V|^.N=:K— L, on aura
ng*«=P'+M*+L*+K*+2.MP.co8[(/-A)^q-/i-A,]±2.ML.cos[(f-0/4--tVA]
— 2.MR.cos[(r4-/)#4./t'4-/t]+2.PL.cos[(/'-A)t+it,-A']
— a.PK.cos[(^+A)<-f /t'4-A']-2.LR.cos 2 (?+*').
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Nous venons de voir que pour que <p — ht — h , soit constamment un très petit angle, les constantes M, L et K doivent être très petites, par rapport à P ; l’inclinaison 6 est donc, à très peu près, constante et égale à P. Ainsi donc, la coïncidence des nœuds de l’équateur et de l'orbite lunaire et l’invariabilité de l’inclinaison du premier de ces plans à l’écliptique ne sont pas deux phénomènes isolés dans le système du monde ; ils résultent l’un de l’autre par la théorie de la pesanteur, comme ils sont donnés simultanément par l’observation.
Ou voit, par ce qui précède et par ce que nous avons dit n° 44 > que dans la théorie de la libration de la Lune, on peut regarder comme uulles, ou du moins comme insensibles, les constantes arbitraires qui dépendent de l’état initial du mouvement. Nous avons remarqué semblablement, dans le n° i5, que les observations les plug précises n’indiquaient, dans le mouvement de l’équateur terrestre, aucune inégalité dépendante de la même cause. Ce l'ésultat doit sans doute être étendu à toutes les planètes; et l’on conçoit en effet que l’influence de l’impulsion primitive qu’ont reçue 4es corps célestes, sur les perturbations de leur mouvement uniforme de rotation autour de leur centre de gravité, a dû être depuis long- temps anéantie par les frottemens et les résistances qu’ils éprouvent; en sorte qu’il ne subsiste plus aujourd’hui que celles qui ont une cause permanente.
5 1 . Nous allons maintenant reprendre en détail les différens termes des expressions générales de s et s'
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et en déduire, comme nous l’avons fait relativement à l’expression de la libration en longitude , les données qu’elles fournissent sur la constitution du sphéroïde lunaire. Il est évident d’abord que pour que les valeurs de s et sr demeurent constamment très petites, comme les observations l’indiquent, il faut que les coefficiens M, N, M', N', P et P' soient très petits, et que de plus, les coefficiens /, Z', h, etc., soient réels. Or, les quantités h, etc., sont réelles de leur nature; mais pour que les valeurs de l et Z' le soient aussi , il faut que les racines de l’éqüation (io) soient non-seulement réelles, mais encore positives, ce qui donne les trois équations, de condition suivantes :
( A+B-C)s-4 . ( A-C) . A-f-(A-B) . B > 1 6 . (A-C) . (B-C) AB, (A — C).(B — C) > o.
Si l’une de ces conditions n’était pas satisfaite, les valeurs de s et s' renfermeraient le temps t hors des signes sinus et cosinus, et pourraient augmenter indéfiniment, ce qui est contraire aux phénomènes observés, La dernière montre que le produit (A— C).(B — C) doit toujours être positif, ce qui exige que C soit le plus grand ou le ■ plus petit des trois momens d’inertie A, B, C. Or, C est le moment d’inertie qui se rapporte au troisième axe principal de la Lune , celui autour duquel elle tourne; il est donc naturel de supposer qu’il est plus grand que les momens d’inertie A, B, qui se rapportent aux axes principaux situés dans lequateur.
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puisque la Luue a dù nécessairement s’aplatir dans le sens des pôles par l’effet du mouvement de rotation. Nous avons déjà vu, n* 44 > S116 ® — A doit être une quantité positive pour que la libration de la Lune en longitude soit toujours peu considérable; C est donc le plus grand, et A le plus petit des trois momens d’inertie du sphéroïde lunaire.
5a. Reprenons les équations (S), n# 46; en remarquant que a est un fort petit angle, on peut les écrire ainsi :
>-ms=-pr-(
<B-Cn
•m*=-pr\
Ki 3)
Les seuls termes de ces expressions qui puissent devenir sensibles sont ceux qui dépendent de l’argument moyen de la latitude, à raison de leur grandeur, et ceux qui acquièrent par l’intégration de très petits diviseurs, circonstance qui peut les rendre considérables, quoique très petits par eux-mêmes. Voyons ce que deviennent dans ces deux cas les quantités que nous avons désignées généralement par P et P'. Si, dans une première approximation, on néglige les termes des seconds membres des équations précédentes qui dépendent des angles 0 et v— <p qui sont de très petites quantités , le second membre de la première des équations ( 1 3) se réduit à
3,”*(nên ) • y sin {? — *) »
et celui de la seconde à zéro.
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On a vu, n8 48» que >sin(v — a) représente la tangente 8e la latitude de la Terre vue de la Lune , et a la longitude du noeud ascendant de l’orbe lunaire comptée d’une ligne fixe. Ce point a un mouvement rétrograde sur le plan de l’écliptique fixe, et en désignant par — amt-\-g la partie moyenne de ce mouvement qu’il nous suffira de considérer ici, et substituant pour v la longitude moyenne ml-\-c de
la Terre vue de la Lune, on aura
>sin(v — a) = y sin[(i + £].
Nous avons représenté, n° 48, par 2.Hsin(fa-f-A',) la somme des termes périodiques du second membre de la première des équations (7); en supposant donc que H est le terme de cette
suite que nous considérons , on aura
a étant une très petite quantité dont on peut négliger le carré. Si l’on substitue cette valeur de h dansD, et 'qu’on néglige les termes de l’ordre a*, on pourra lui donner cette forme
D=— A-±^b— . [aCH-3 . (A — C)] . — 6A . • «m4-
On peut négliger le dernier terme de cette expression, à cause de la petitesse de ses deux facteurs, et en faisant H' = o dans les valeurs de P et F, on aura, à très peu près ,
’*r’ aCa — 3.(C— - A)'
Touf. II. 30
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Tous les termes des valeurs de s et s' qui acquièreut de petits diviseurs par l’intégration , ont été discutés avec soin , en tenant compte des principales inégalités de la Lune du premier et du second ordre, par rapport à l’inclinaison et à l’excentricité de son orbite , et l’on a reconnu que le seul d’entre eux qui puisse devenir sensible est celui qui dépend de la longitude du périgée lunaire. L’inégalité qui en résulte a une période d’environ six années ; elle dépend de la seconde approximation, c’est-à-dire quelle est du second ordre par rapport aux quantités 0, y et e, en désignant par e l’excentricité de l’orbe lunaire. *Pour la déterminer, reprenons les équations (i3) ; en remarquant que et, désignant la longitude du nœud ascendant de l’orbite de la Lune, comptée du nœud descendant de son équateur, est un très petit angle dont on peut faire abstraction’, on aura
cl1 s
dF
et
dt*
(8+y).sine.sin(^). !
Par les formules du mouvement elliptique , on a
- = i — e cos(ml -f- c — a),
; ■! = mt^ c -^->üI -f- 2e 5ïin(n/f-f.c — a),
. j -. ’î) ‘ YtJ • * . “! Oli '»'■* '• ^ J r * -• 1 ’ k i
e étant l’excentricité etTI la Iqngitnde du nœud ascendant de l’orbe lunaire, ml-\-c la longitude moyenne de la Terre vue de la Lune, et a> la longitude du périgée de l’orbite qu’elle est supposée décrire, ces trois
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longitudes étant comptées sur le plan de l’écliptique à partir d’une ligne fixe. De ces équations , en n ayant égard qu’aux termes qui dépendent de la première puissance de e, on tire
[ 1 4-3e cos(mt -f- c — - «)] ,
sini>=sin(m/-f.c-n)+2ecos(mJ+c-)sin( mt-\-c-u>) .
On peut d’ailleurs, comme v — <p est un très petit arc, négligerson carré dans les seconds membres des équations (14), ou, ce qui revient au même, le substituer à la place de son sinus , et supposer son cosinus égal à l’unité. Or, l’expression de cet arc contient, d’après le n° 43 , le terme ae sin(w« ~j~c — a) ; on aura donc
cos(p— <p)=i , sin(p— <p) = 2esin(/»<4.c— a).
En vertu des valeurs précédentes, le second membre de la première des équations (14), en ne considérant que les termes de l’ordre des excentricités de 1 orbe lunaire , devient
~âï\ TT /^+y)t2^<mt+c-n)sin('n<+^)+3«ih(m/-f-ewn)],
ou bien, en négligeant les termes périodiques,
è -(rw^ • (â + y) • e sin (* — n).
On verra, de la même manière que le second membre de la deuxième de ces équations se réduit à
)-(d+v)-[2*sin(mt + e— ri) . sin (mi -f c ~ *)J ,
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ce qui donne, en négligeant la partie périodique, le ternie
Il faut substituer ces valeurs dans les équations (14); mais pour ne rien laisser à désirer sur cet article, nous observerons que y sin (v> — a) exprime, u° 5a, la latitude delà Terre vue de la Lune, qui est égale et de signe contraire à la latitude de la Lune. Or, l’expression de cette dernière latitude contient, dans la partie qui est due à la force perturbatrice , une inégalité de cette forme
— a e^.K.sin (<y— -II),
laquelle produira , dans le second membre de la première des équations (14)» le terme suivant :
“T* (-~).e>.K.sm(û) — n),
qu’il faudra joindre au terme déterminé plus haut. Les équations (i4)> en observant qu’on a m* = ^ , deviendront ainsi
L’action du Soleil fait varier les nœuds et le périgée de l’orbite lunaire; le mouvement du périgée est direct; désignons par sa longitude moyenne
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comptée à partir d’une ligne fixe ; le mouvement des nœuds étant rétrograde, soit comme précédemment — 0.011+ g la longitude, moyenne du nœud ascendant comptée de la même ligne; u> représentant la longitude de l’orbite de la Terre vue de Lune, est égal à la longitude de l’orbe lunaire augmentée d’une demi-circonférence on aura donc ainsi ,t , ,
a> — n = (a-\-b).oit+j — g-j- i8o°.
Si l’on substitue cette valeur dans les équations différentielles précédentes et que pour y satisfaire on \ suppose v • y '■ l; y
s =P .si n [(a.+6),mt +fr—g], ■ -J.)
/ = P’. COS [(a + b).mt -\*frrr- g\ ÿ j i > ; u -
a et b étant de petites quantités dont on peut négliger les carrés et les produits par ^ ~~C et — on trou-
vera , a très peu près , .
. . ■ •,* fttr '■>• cscof i eu noannu:. .. • ■ ‘-«>.1
..•<* + ^ f;i , , ■ a+b f'OV.0 1
On aüra donc, en vertu des deux termes que nous
venons de considérer , pour les valeurs complètes de
s et de s ,
s - iè-i^lT)-sin K*
f'=ièS^=T)-cosK,+‘,>,'+^ , ■ ; ,
+ 3 • (^ir)^ a + r
53. Si rbiuélève au carré ces valeurs et qu’on les siibstitue ensuite dans Inéquation tang Q=\/ s* -fen négligeant les produits de trois dimensions / par rapport à e , 0 et y , on aura
+3‘(^^)'C^a+^))eC°3[^1 +a)mt+^C0S[(û+i)OTf+/-£')] • y.
Comparons cette valeur aux observations. En ne considérant d’abord que son premier terme , on a
■i. :• * ■ 'ir Ki a 3'<(C*-A).y •' :: y.) i l-> »
tang 0 = rr- (iS)
’ zCa — 3(G — A)‘
" -< Jl*
Mayer, par des observations faites en. 1749,. avait, trouvé l’inclinaison de l’équateur lunaire égale à i° 29'. MM. Bpuvard et Nicollet, par des observations feifbnvelées dans ces derniers temps et que nous avons déjà citées, ont réduit cette inclinaison à
i®28' 45*: résultat qui ne diffère que de i5" de celui ,
,hi«k • i n ?yrmt,*n ,*> »■ r n,> .«,* « „.n''
de Mayer, et qui démontré avec eviuence linya-
nabilite de I inclinaison moyenne. iNous supposerons
donc 0 = i°28,45,/; on a d’ailleurs par la théorie de
la Lune , - :>
Ôh iura donc, au moyen de l’équatiod (i5),
2a -f- fl Ô+y
o.ooi 7972.
Or, d’après l’ordre de grandeur des trois quantités A, B, C, on a
La première de ces deux quantités est donc moindre que 0.0006, comme nous l’avons supposé n°45.
Reprenons maintenant la valeur complète de tang 6 ; en ne considérant que les termes dont nous avons d’abord fait abstraction , et négligeant, comme nous le faisons , le carré de 0 , on en tire
tangS=3 — — J.— — ^.esin[(i+G)"ït+£]'Sin[(a+^)'7U+/— g-]
+3 -(“jf .«:os[(i +a)mt+C] cos[(a-\-b)mt+f-g],
équation dans le second membre de laquelle on substituera pour 0 sa valeur donnée par l’équation (i5).
Les deux inégalités que cette expression renferme ont pour limites leurs coefficiens, et l’on peut en calculer approximativement les valeurs. En effet, on a, par ce qui précède ,
et par la théorie de la Lune ,
5=o.oo8452, K = o.o5gio6.
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En supposant donc pour un moment.
on aura
.ey =3 i '37", 188.
Ainsi , le maximum de la seconde inégalité de 0 ne s’élèvera pas à i' 57",. c’est-à-dire à la cinquantième partie environ de l’inclinaison moyenne.
Le maximum de la première inégalité ne saurait être déterminé rigoureusement , parce que la valeur
de — ~ est encore inconnue ; mais on peut en fixer
la limite en observant que l’on a
d’où il suit que la première inégalité est moindre dans son maximum que le double de la seconde , c’est-à-dire quelle est au-dessous de ^ de l’inclinaison moyenne de l’équateur lunaire à l’écliptique.
54- Les valeurs de s et de/ produisent deux inégalités semblables aux précédentes, dans la valeur de <p, et par suite, dans l’expression de la distance du nœud descendant de l’équateur lunaire au nœud ascendant de l’orbite. En effet, en ne considérant que le premier terme de ces valeurs, on a
tang<p= ^ = tang.[(i -f- a)mt + c — g].
d’où l’on tire
<p = (i -f- a) mt -f- c — g.
On a d’ailleurs, en faisant abstraction de la libration en longitude qui est très petite ,
4 = <p — mt — c;
on aura donc
4 == amt — g,
c’est-à-dire que le nœud de l’équateur lunaire coïncide avec le nœud de l’orbite , comme nous l’avons démontré généralement n° 5o. Considérons maintenant les termes du second ordre des valeurs de s et s'; faisons pour abréger,
£ = — 4 + amt — g.
En sorte que £ exprime l’angle compris entre le nœud de l’équateur de la Lune et le nœud de son orbite compté sur le plan parallèle à l’écliptiqüe, et dans l’ordre des signes. On aura, en mettant pouf 4 sa valeur * Y ,
C = (i q-fl) mt + c — g — <p,
d’où l’on tire
tang 0.sin Ç = tang 0.sin[(i -+• a)mt -f- c — g — $>)]
=s'sin[(i -f-a)/n< + c — g] — «cos[(i +a)mi + c — g\.
Si l’on substitue pour s et / leurs valeurs, qu’on divise ensuite l’équation résultante par la valeur de tang 6 et qu’on néglige les puissances de e supérieures à la première, ce qui permet de mettre l’arc Ç à la place de son sinus, on aura
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£ = 3(t)'^|'C08[( 1 +a)"u+c-A]-sin L(.a+b)mt+f-g]
w 3;{~ïéy [~+(a+T)f ^g‘sifl [(,+a),^c^i-co*KQ+i),,,t+/-^-
On peut calculer le coefficient de la seconde de ces
= 0.0008986, au moyen des valeurs de e,a,b, 6, y, B, donne'es précédemment, on trouvera i°2' 45*' pour la .valeur de ce coefficient, d’où l’ou voit qu’en vertu de la seconde des inégalités de £ , les nœuds de l’équateur et de l’orbite lunaires peuvent s’écarter l’un de l’autre de plus d’un degré. Le maximum de la seconde inégalité ne peut encore se déterminer, parce qu’on ignore, comme nous
Bavons dit , la valeur de - , mais on est assuré
qu’il ne saurait surpasser le double de la seconde, c’est-à-dire environ deux degrés. Mayer avait trouvé par ses observations Ç = — 3° 56' ; MM. Bouvard et Nicollet ont conclu des leurs £=I<>4S,• On Peut * attribuer la diflérence des deux résultats, en partie aux erreurs des observations, et en partie aux variations que subit la quantité Ç en vertu des inégalités quelle renferme.
55. M. Nicollet, d’après les derniers calculs qu’il a faits sur les observations de M. 'Bouvard , a trüuvé l’inclinaison moyenne de l’équateur lunaire sur l’écliptique de ia 28' valçur un peu plus grande
que celle que nous avions d’abord adoptée ; on en a déduit ru' ,-i .■> .ï.-.în rl i
Au moyen de cette valeur et de celle de — g— rapportée n° 4^, on conclut, à très peu près, jjo'b . , 3(G — B)
Si à l’aide de ces valeurs et de celles que nous avons rapportées plus haut, pour les quantités a , &, 0, e, etc., on réduit en nombres les coefliciens des inégalités des expressions précédentes de 0 et de £, en faisant pour abréger ... ..ô • 1
on trouve
0 = i® 28' 42*-l“ i3"sin D sinE-)-97'/cosDcosE,
Ç = /f/,f cos D sin E — 37 2 1 u sin D cos E.
Dans ces formules , 6 représente l’inclinaison vraie de l’équateur lunaire sur l’écliptique, £ la distance du hoèiid descendant de l’équateur de la Luné au ittetfd ascendant -de son drbîte. D est la distance moyenne de la Lune à son nœud ascendant et E celle de son périgée à ce même nœud.
: ■ 56. Nous avons dit, n° 4 2 , que la position dès pôles n’était pas stable à la surface de la Luné, ‘ il est aisé de déterminer maintenant les variations qu’ils éprouvent.
En effet , si , à l’aide des données précédentes , on convertit' en nombre' les coefliciens des exprès-
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sions de s et de s'f n° 5a, on trouve
s = (i° 28' 42')- sin D + 1 3" sin E, s'= (i° 28' 42'). cosD + 97"cosE,
d’où en différenciant et observant que l’on a
dD , , dE , , .
on tire
A = (1° 28' 63"). cos D + o",3 cosE ,
A = — (1° 28' 63"). sin D — 1" sinE.
Les équations (6) donnent
on aura donc
— = 21" sinD — i2r,sinE,
ai"cosD — 07" COS E
Si l’on nomme J1 l’angle que* forme l’axe instantané de rotation de la Lune avec l’axe auquel se
rapporte le plus grand moment d’inertie C,-^==~==
V p+?“-fra
exprimera généralement, n° 1 , le sinus de cet angle ; on aura donc, à très peu près,
jn __ v'p’+r
En substituant pour p et q leurs valeurs , on verra
que la plus grande valeur de l’angle «T serait de 2' 56*, en sorte que les pôles de rotation de la Lune peuvent faire autour des pôles de son e'quateur des excursions dont l’étendue, dans son maximum , est de 2' 36".
5j. Nous avons rapporté jusqu’ici les mouvemens de l’équateur lunaire à une écliptique fixe; il resterait, pour compléter la théorie de la libration de la Lune, à considérer les mouvemens de ce plan relativement à l’écliptique mobile. Mais il est aisé de se convaincre, par une analyse très simple , que les équations qui déterminent la position de l’équateur lunaire sont absolument de même forme , soit qu’on la rapporte à l’écliptique fixe ou à l’écliptique mobile, pourvu qu’on rapporte au même plan la position de la Lune dans son orbite ; d’où l’on peut conclure que les lois des phénomènes qui dépendent des mouvemens de son équateur sont les mêmes dans les deux cas. Pour se rendre raison de ce résultat, il faut concevoir que l’attraction de la Terre sur le sphéroïde lunaire , ramenant sans cesse lequateur et l’orbite de la Lune au même degré d’inclinaison sur l’écliptique vraie, la constance de l’inclinaison mutuelle de ces deux plans , et la coïncidence de leurs nœuds , n’éprouvent aucune altération des déplacemens séculaires de l’écliptique. Enfin, nous n’avons pas tenu compte, dans la théorie précédente, de l'action du Soleil sur le sphéroïde lunaire, parce que toutes les recherches qu’on a faites à cet égard ont prouvé que cette action n’a aucune influence sensible sur les mouvemens de la Lune autour de son centre de gravité.
LIVRE CINQUIÈME
De la figure des corps célestes.
Pour déterminer, parla théorie, la figure des corps célestes, les géomètres regardent chacun de ces corps comme une masse originairement fluide, douée d’un mouvement de rotation autour de son centre de gravité, et dont toutes les parties s’attirent réciproquement au carré de la distance ; la question consiste alors à déterminer la figure que doit prendre une pareille masse lorsqu’elle parvient à l’état d’équilibre. Pour la résoudre dans toute sa généralité, il faudrait connaître à priori les attractions que les différentes parties du fluide exercent les unes sur les autres. Ces attractions dépendent de la densité des molécules qui le composent, et de leur arrangement mutuel, c’est-à-dire de la forme même du corps. On est donc réduit à faire une hypothèse arbitraire sur la figure primitive des corps célestes; on détermine, d’après cette hypothèse , les actions que leurs différentes parties supposées .fluides exercent les unes sur les autres, et l’équation de l’équilibre , qui ne contient plus rien d’indéterminé, fait connaître ensuite la forme de ces
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corps, et la loi de la pesanteur à leur surface, en supppsant toutefois que leurs molécules ont conservé, en se solidifiant, la même disposition quelles avaient à l’état fluide.
Nous nous occuperons donc d’abord, dans ce livre , des attractions des sphéroïdes , et spécialement de ceux dont la figure est supposée différer très peu de la sphère , parce que cette hypothèse est celle qui s’applique avec le plus de vraisemblance aux différens corps du système du monde. Nous déterminerons ensuite, parles lois de l’Hydrostatique, la figure des corps célestes, et nous comparerons enfin, relativement à la Terre et à Jupiter, les résultats de la théorie et de l’observation.
La partie de la mécanique céleste que nous allons * aborder, n’a point encore atteint le haut degré de perfection auquel sont parvenues celles dont nous nous Sommes occupé dans les livres précédons. C’est qu’ici le géomètre a été obligé de tout emprunter à son propre génie, l’expérience et l’observation ne lui ont prêté qu’un faible appui. Pour traiter ces questions délicates et d’une nature particulière, il lui a fallu créer une branche d’Analyse nouvelle ; et si les hypothèses arbitraires sur lesquelles repose cette importante partie de la théorie analytique du système du monde empêchent les résultats quelle produit de porter dans les esprits toute la conviction désirable, on peut du moins regarder ces résultats, parleur étendue et leur siapaplicité , comme l’une des plus belles conséquences de l’application de l’Analyse aux grands problèmes de la Physique céleste.
3ao
CHAPITRE PREMIER
Formules générales pour déterminer les attractions des sphéroïdes de figure quelconque.
i . Soit dm l’un quelconque des élémens du sphéroïde ; nommons f sa distance au point attiré ;
exprimera l’action qu’il exerce sur ce point, et en , multipliant cette expression par les cosinus des angles que forme la droite J avec chacun des axes coordonnés, on aura les trois composantes de cette force, respectivement parallèles à ces axes. Soient x,y, z, les coordonnées de l’élément dm f rapportées à trois axes rectangulaires passant par le centre du sphéroïde , et a, b, c les coordonnées du point attiré relatives aux mêmes axes , on aura
f= V(a—xT + —y)% + {c — z)\
On peut regarder l’élément dm comme un petit parallélépipède rectangulaire dont les dimensions sont dx , dy, dz; en nommant donc / sa densité, f étant une fonction des coordonnées x,jr,z variable suivant une loi quelconque, on aura
dm 5= p dxdjdz.
Cela posé, désignons par A, B, C les attractions exercées par le sphéroïde parallèlement aux axes des x , des j et des z, et dirigées vers l’origine des coordonnées, on aura
Ç. (a — a) . dxdydz
B=rrr —
1 — y) . dxdydz
(c — z). dxdydz
les triples intégrales se rapportant aux variables x, y, z, qui fixent la position de dm, et devant s’étendre à la masse entière du sphéroïde.
On voit par ces formules que si l’on désigne par V la fonction qui exprime la somme des élémens du sphéroïde, divisés respectivement par leur distance au point attiré , en sorte qu’on ait
_ rrr dxdydz
les intégrales devant être étendues à la masse entière du sphéroïde, la fonction V aura cette propriété remarquable, que ses trois différences partielles, prises par rapport aux coordonnées a, b, c du point attiré, donneront immédiatement les valeurs de A, B, C. En effet, les intégrations n’étant relatives qu’aux coordonnées x, y, z, on a évidemment Tome II. 21
Si la valeur de V était eounue, on aurait donc, par une simple différentiation , celles de A, B, C. Généralement, pour avoir l’attraction qu’exerce le sphéroïde sur le point attiré parallèlement à une droite quelconque , il suffira de regarder V comme fonction de trois coordonnées rectangulaires dont l’une soit parallèle à cette droite ; le coefficient de la différentielle de V, relative à cette coordonnée et prise avec un signe contraire, exprimera l’action qu’exerce le le sphéroïde parallèlement à la droite donnée, et dirigée vers l’origine des coordonnées.
2. La fonction V jouit encore d‘une propriété importante , c’est que si on la différencie une seconde fois , par rapport aux coordonnées a, b, c et qu’on ajoute les coefficiens de ses trois différences partielles, cette somme sera constamment égale à zéro. En effet , en représentant, comme précédemment , par f la fonction [(a — x)*-j-(ô — t0*+(c — z)1]7, on aura
çdxdydx
l’intégration devant s’étendre à la masse entière du sphéroïde. Les signes f n’étant relatifs qu’aux variables x, y, z, il est évident qu’on aura
d*Y , d-V d-V rrr , , , I ~ V , “ f “ f 1
d^+dF + ^^A^ + dF + d//
Or , en différenciant deux fois la valeur de j, on trouve
S — a)‘ — Cr — by — (z — ç)»
da * j 1 *
' f by — (x— ay — (z— cy
db • “ J5 >
de*
d’où l’on tire
/ 2Çz — c)a— (x— a)» — (y— by
dnx ^ (ü8 1 r//'a ^
da
on aura donc, par conséquent,
rf»V cfc4
rf“V d’V
daA
CO
Cette équation remarquable a été découverte par Laplace , qui en a fait la base de sa belle théorie de la figure des corps célestes. Elle a lieu rigoureusement toutes les fois que le point attiré est situé au dehors du sphéroïde ou dans l’intérieur d’un sphéroïde creux ; mais elle cesse de subsister lorsque le point attiré fait partie de la masse du sphéroïde, parce que, dans ce cas, la distance ^devenant nulle
entre les limites de l’intégrale > la somme des
trois différences partielles de y se réduit à la forme
ai . .
de | , et elle n’est plus nulle par conséquent pour toutes les valeurs de x, y, z. M. Poisson est le premier qui ait fait remarquer ce cas d’exception de l’équation (r).
Pour déterminer dans ce cas la valeur de la fonc
tion + -jp -f- -jp , supposons une sphère , décrite de l’origine des coordonnées et d’un rayon quelconque, qui embrasse le point attiré et soit comprise tout entière dans le sphéroïde. La fonction V se partagera alors en deux parties U et U', la première relative h la sphère, la seconde à l’excès du sphéroïde sur la sphère. Le point attiré se trouvant situé dans l’intérieur de ce sphéroïde, la fonction
~dâ^ ~db' sera nu“e > • d apres ce qui pré-
cédé ; on aura donc simplement
d*V d‘\ rf*V _ t/*U </»U </»U
da * f/6* rfc* 3â* "* f £6“ ”* dc% *
Or, les trois quantités ^ prises avec un
signe contraire , représentent les attractions qu’exerce la sphère sur le point dont les coordonnées sont a , b, Cy et qui est intérieur à sa surface ; on trouve, dans ce cas, par l’intégration directe, n° 19, livre Ier,
f/U 4,r{a f/U 4tt{6 d\] façc >
da 3 * db 3 ’ de 3 *
7r désignant la demi-circonférence dont le rayon est l’unité, et f la densité du sphéroïde. En différenciant les valeurs précédentes, on trouve que la fonction
d‘U , rf‘U , d‘V . , . . .
dâ‘ + ~db' + rf? est eSaIe a — ; on aui’a donc
dcf db‘
d'V de *
Nous avons supposé dans ce qui précède le sphéroïde homogène ; mais cette équation subsisterait encore pour les sphéroïdes hétérogènes, composés de couches très minces superposées les unes aux autres, pourvu qu’on y substitue pour f la valeur de la densité qui convient à la portion du sphéroïde où se trouve le point attiré. En effet, on peut alors regarder le sphéroïde comme composé de trois parties, la couche qui comprend le point attiré, et les couches qui l’enveloppent ou qui sont au-dessous de lui. Ces deux dernières parties du sphéroïde n’influent pas sur le second membfe de l’équation (2) ; cette équation subsiste donc, puisque la partie restante forme un sphéroïde homogène dont f représente la densité. Le même résultat peut aisément s’étendre à un sphéroïde dans lequel la densité varierait d’une manière continue. Concluons donc que, les équations (1) et (2) ont lieu pour des sphéroïdes de forme et de densité quelconques ; la première , toutes les fois que le point attiré ne fait pas partie de la masse du corps ; la seconde, dans le cas contraire. .
4- O11 peut, par une simple transformation des coordonnées a, b, c, donner à ces équations d’autres formes plus commodes dans diverses circonstances. Supposons, par exemple, que l’on désigne par /• le rayon mené de l’origine des coordonnées au point attiré,
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par 0 l’angle que forme ce rayon avec l’un des axes coordonnés, avec l’axe des x par exemple, et par a> l’angle que forme la projection de r sur le plan des y, z avec l’axe des y; on aura
a = rcosâ, b2=zr sinfl cos a> , cs=rsin 0 sin «. (3)
Nommons r1, 0', a>', ce que deviennent r, 0, co , par rapport à l’élément dm ; on aura de même
x=r/cosô', y—r’ sin0' cos»', z = /sin0' sina/;
de là on tire
f=. s/r* — 2rd. ’cos0 cos0'-f- sin0 sin0' cos(o) — a/)] -f- r*.
On peut d’ailleurs considérer dm comme un petit parallélépipède rectangulaire , dont les trois dimensions sont dr, r'dty , r sin Wdco', et dont la densité est f ; l’expressiqn de V deviendra donc ainsi
C r r çr*dr sin t'df d»
J J J y1' r* — 2 rr . [cos 9 cos S'-f-sinâsinâ'cos (ai — *')]] + r'*’
l’intégrale relative à r1 devant être prise depuis r'=o jusqu’à la valeur de r à la surface du sphéroïde l’intégrale relative à 0, depuis 0=o jusqu’à 0==^, et l’intégrale relative à a>, depuis a>—o jusqu’à a>=27r; en représentant toujours par 7T la demi-circonférence dont le rayon est l’unité.
Si l’on désigne par A, B,C les trois composantes de l’action du sphéroïde sur le point attiré : la première dirigée suivant le rayon r; l’autre, suivant une perpendiculaire à ce rayon , menée dans le plan de 0 ; la
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troisième, suivant une perpendiculaire à ce plan; d’après ce que nous avons dit n° i , on aura
dr * rdi ’ r sin Ida"
Ces diverses formules sont de la plus grande utilité dans la théorie des attractions des sphéroïdes, ‘ou l’on est sans cesse obligé d’employer les coordonnées polaires pour rendre les intégrations praticables.
Cela posé, des équations (3) on tire
r=i/a- + l,- + c-, “*' = ^7=j=;, tan8.=î.
On transformera , au moyen de ces valeurs, les différences partielles eti différences par-
tielles relatives aux variables r, Q, a, et on les substituera ensuite dans l’équation (i). Pour faciliter cette opération, observons que si l’on regarde V comme fonction des variables a, b, c, et ensuite comme fonction, des variables r, .0 ét u, on aura
dV . dV dW dV dV dV •' ^■da + ^.db + Tc.dc = Tr.dr + 1.a.d6 + -..d^
équation qui doit devenir identique, en y substituant popr dr, d0, dco, leurs valeurs tirées des équations (4). Si, après avoir opéré cette substitution, on compare les coefficiens de da, db, de, dans les deux membres.
on trouyera
COS
da dr
dV
sinfl dV
d\ . * dV , cos Ô co s*
-j- =sin(Jcosû). ~r H
du dr r
dV . • n • dV , cos â sin a>
-j- = sin 9 sin co * —
de dr r
dt
dV
sin # dV r sin 6 ' du ’ cos « dV
dt * r sin ô " dm’
On différenciera de nouveau ces expressions par les mêmes procédés, et l’on aura ainsi les valeurs de
en différences partielles de V, prises
par rapport aux variables r, 9, co; ensuite en multipliant par r* l’équation (i), on la transformera aisément dans la suivante :
= o ou= — wr3, (5)
<:/‘Y cos i dV t i d‘ Y . d*.r\
d$'À sin S ’ dt ' sin ‘fl ’ do3 ' ' dr 3
I f . -.jjvi. i > j ' ■' ;• . ,y. . • : . ; * •
selon que le poiqt attire fait ou non partie du sphéroïde attirant.
L’équation précédente résulte d’ailleurs directement de la différentiation de la valeur de V exprimée en fonction des variables /•, 9, co; elle est souvent employée dans la théorie des attractions des sphéroïdes.
5. Pour en montrer l’usage dans un cas très Simple , supposons que le corps attirant soit une sphère , ou plus généralement un sphéroïde composé de couches concentriques, d’une densité variable suivant une loi quelconque du Centre à la siirfacé , en sorte que la densité / dépende uniquement de la distance de l’élément dm au centre de la couchai Plaçons l’origine des coordonnées a ce centre, et 'soit r sa distancé au point attiré, il est clair que Y sera une fonction Üë r indépendante des angles 9 et co y l’équation (5) se réduira donc à la suivante ;
Considérons d’abord le cas où le point attiré ne fait pas partie du corps attirant. En multipliant par r et en intégrant l’équation précédente, on aura
_dV A
O -dr r- 1 •'
A étant une constante arbitraire.
Pour la déterminer, observons que — ~ exprime ,
n° i, l’attraction de la couche sphérique sur le point attiré parallèlement au rayon r, c’est-à-dire l’action totale de cette couche. Si l’on suppose le point attiré extérieur au sphéroïde et situé à une distance infinie de son centre, l’attraction de la couche sur ce point sera évidemment la même que si toute sa masse était réunie à son centre; en nommant donc M la masse de la couche , on aura dans ce cas A=M, d’où l’on conclura généralement
rfV M
!.: lûio-j ’ jr — r“ *
c’est-à-dire que la couche sphérique exerce sur les points extérieurs à sa surface la même action que si toute la masse était réunie à son centre.
Si le point attiré est situé dans l’intérieur de la couche, l’attraction doit être nulle en même temps que r, c’est-à-dire lorsque le point attiré se trouve au centre même du sphéroïde: on a donc dans ce
cas A=o,etl’onen conclura généralement — -^- = o, quel que soit r. D’où il suit qu’un sphéroïde composé
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de couches sphériques homogènes et concentriques n’exerce aucune action sur les points intérieurs à sa surfâce.
Supposons maintenant le point attiré compris dans la masse de la sphère dont il subit l’action ; 1 équation (5) devient alors
d V a dr' *" r
’ ~dr
= — 47Tf>.
Si l’on multiplie les deux membres par r*, on aura
dV
d.r'-^ — — 47Tfr'dr-i
d’où l’on tire , en intégrant ,
dV
— ** = 4 Tr.fffdr 4- B,
B étant une constante arbitraire.
Pour la déterpiiner, observons que s’il s’agit de connaître l’attraction d’une couche sphérique sur un point de sa masse, les intégrales doivent être prises depuis la valeur de r qui répond à la surface intérieure de la couche, jusqu’à sa valeur relative au point at-’ tiré. Or, à la première limite , l’action de la couche est nulle; on a donc généralement B=o, et par conséquent
— • 'J Ç = 4 w • ffr*dr. (6)
Le second membre de cette équation, les intégrales étant prises dans les limites précédentes, exprime la masse de la couche sphérique qui agit sur le point attiré. En désignant donc par M' la portion de la couche sphérique comprise entre la surfaçe intérieure
et la surface sphérique passant par le point attiré, on aura
d\ _ M' dr r* *
valeur qui s’accorde avec celle qui se rapporte aux points extérieurs, lorsqu’on suppose le point attiré situé à la surface de la couche.
Si le sphéroïde était homogène, l’équation (6) donnerait, en l’intégrant,
V = -Çr»4-C,
C étant une constante arbitraire.
Supposons le point attiré placé dans l’intérieur de la sphère dont le rayon est a; il faudra, pour étendre l’intégration à toute la masse du corps attirant prendre les intégrales précédentes depuis r=o jusqu’à r=5 a. Or, à cette dernière limite, la valeur de Y est égale à la masse de la sphère divisée par la distance du point attiré à son centre, c’est-à-dire à
j on aura par conséquent alors
En déterminant donc, au moyen de cette équation , la valeur de C, on aura, relativement à la sphère entière et à un point placé dans son intérieur,
= 27Ta 5 - r*.
Ces résultats sont conformes à ceux que nous avons trouvés par une autre voie, dans le n° 19 du livre I".
CHAPITRE II
Attractions des sphéroïdes terminés par des surfaces du second ordre.
6. Les formules que nous avons développées dans le chapitre précédent sont générales, et s’appliquent à toute espèce de sphéroïdes, quelles que soient leur nature et leur figure. Nous allons , dans celui-ci , nous occuper en particulier de la détermination des attractions des sphéroïdes terminés par des surfaces elliptiques.
Supposons, pour simplifier, que le corps attirant soit homogène, et que sa densité soit égale à l’unité ; on aura f= i , et les formules (A), n° i, deviendront
— ,i ) . dxdjdz
k= rrfi^je=&i
B __ rrr {b—y).dtdydz i*
JJJ 1**1
^ _ rrr [c—z).dxdydz
J JJ L(a-xr+v-yr:+{c-3)'Y
les intégrales f se rapportant aux trois variables
x, jr, z,. et devant s’étendre à la masse entière du sphéroïde.
Mais l’intégration des expressions précédentes est absolument impossible sous cette forme ; tout ce qu’on peut faire, c’est d’en éliminer l’une des variables, et de les ramener ai nsi à des intégrales doubles. En effet, si l’on intègre la première par rapport à x, qu’on désigne parrbx, la double valeur de x, tirée de l’équation de la surface qui termine le sphéroïde, et que, pour abréger, on fasse
f — )■ + (*— yY + jc^zÿ,
ç' = V/(a + x,)* + {b — jry - (c — iy ,
on aura
k=ffdrdz- (7 — 7) (*)
En intégrant la seconde des formules (a) par rapport à y , et la troisième par rapport à z , ou trouverait, pour B et C , des expressions semblables. Mais on tenterait en vain de pousser plus loin les intégrations, on serait arrêté par des obstacles insurmontables, même dans le cas le plus simple, celui d’un sphéroïde terminé par une surface sphérique.
7. Pour éviter cette difficulté, il faut transformer les coordonnées x , y, z en d’autres variables qui facilitent l’intégration des formules (a), ou permettent du moins de la ramener à de simples quadratures. Ce qu’on a imaginé de plus commode à cet égard, c’est de transporter au point attiré l’origine des coordonnées, et de prendre pour les variables qui déterminent la position de dm , le rayon mené du
point attiré a cet élément, l’angle que fait. ce rayon avec l’un (les axes coordonnés , et l’angle que forme sa projection sur le plan perpendiculaire à cet axe avec l’un des deux autres axes compris dans ce plan. Soit donc r ce rayon, 6 l’angle qu’il forme avec l’axe des x , et fsr l’angle compris entre sa projection sur le plan des^, z et l’axe des y, on aura
x=a — rcos0, jr=b — rsin ô cos <îër, z=c — rsin0sin<sr.
L’élément dm peut être considéré comme un petit parallélépipède rectangulaire , dont les trois dimensions sont dr, rd§ , et r sin 0 dn ; on aura donc dm = r’ sin 0 . drd^dfw , et les trois quantités A, B, C deviendront , par cette transformation ,
h. — fff dr.d^.dcû.sm 0.cos0,
B = fff *fr.<i0.d<».sin*0.cos'sr,
Ç* — fff dr.dü.doù.ûn* 0.sin<zër.
L’intégration de ces formules relativement à la variable r s’exécute sans peine ; mais , pour étendre l’intégrale à la masse entière du corps attirant, il faut distinguer deux cas , selon que le point attiré est situé dans l’intérieur ou au dehors de ce corps. Dans le premier cas , la droite qui passe par le point attiré, et qui se termine à la surface du sphéroïde , est divisée en deux parties par ce point : en nommant donc r et / ces parties, elles devront être prises pour limites de l’intégrale définie , qui sera égale à la somme des deux intégrales particulières qui leur correspondent. On aura donc ainsi
A —fj (r-j-r'),<iô.</'sr.sin 0.COS0, )
B = ff(r-\-r').d§.d<73-. siu*0.coszr, >(c)
C =ff (r-\-r').dQ.dvr .sin* 0.sin<Ztr. )
On remplacera dans ces expressions r et r par leurs valeurs tire'es de l’équation du sphéroïde, et l’on intégrera ensuite successivement par rapport à 6 et à a depuis 0 et ta égaux à zéro, jusqu’à 0 et <ær égaux à deux angles droits.
Dans le second cas , le rayon qui part du point attiré et qui traverse le sphéroïde rencontre sa surface en deux points. Soit r ce rayon à son, entrée dans le sphéroïde, et r ce même rajon lorsqu’il en sort, l’intégrale définie sera égale à la différence des deux intégrales particulières correspondantes à ces limites; on aura par conséquent dans ce cas
A = y/" (/■'' j — /•) . *20 . . sin 0 . cos 0 , j
B = JjC(r' — r).dQ.d<sr. sin* 0.cos<ar, 1 (d)
— /•).i£0.£?<ar.sin* 0.sin<ar. j
On substituera pour ret r' leurs valeurs en fonction de 0 et où , et l’on prendra pour limites des intégrales relatives à ces angles leurs valeurs correspondantes aux points où l’on a r' — r=o, c’est-à-dire où le rayon r est tangent à la surface du sphéroïde.
Supposons maintenant que h , h', h" soient les trois demi-axes respectivement parallèles aux axes des x , des y et des z de l’ellipsoïde dont nous considérons les attractions. L’équation de sa surface, rapportée à son centre , sera
et sa masse sera égale à ^ . M'A*, en nommant tt le
rapport de la circonférence au diamètre.
Transportons l’origine des coordonnées au point attiré , et introduisons dans l’équation (m) les variables r, 6, en substituant pour x , y, z leurs valeurs données dans le n° précédent , on aura
/ cos’«
VF
sin86cos#w sin'GsinV»
■ar.
’acosJ ,
i Àsinflcos»-
, csinâsina^
Si l’on résout cette équation par rapport à r, les deux valeurs qui en résulteront seront celles qu’il faudra substituer pour r et r' dans les formules (c) et (d) : or, si l’on fait, pour abréger,
jr cos*0 sina8cosa«sr sin 0sina'sr
Facosô
= -Tr-+
h'% Asinflcostr
csin9sin<®
g=fh-k.(,
on trouvera, pour les deux racines de l’équation en r,
d’où l’on tire par conséquent ,
al/G
r»y* «JL»». •
les formules relatives aux points intérieurs au sphéroïde seront donc
■ff
■ff
■ff
sin fl cosfl F K > 'dSi dzr sin2 fl cos F K »
l^dwsin>ôsinKr F
et l’on aura , relativement aux points extérieurs.
dd d<ns sin fl cos6 V G
'■ff
C A/3 dzr sin*ô coss-l/ G
^ J'J'didta fsin‘flsin<»V^G
Les premières formules sont les plus simples, et s’intégrent sans peine par rapport à la variable <& ; les secondes , au contraire , présentent de grandes difficultés à cause du radical qu’elles renferment, et qui rend, sous cette forme, l’intégration impossible par toutes les méthodes connues. Heureusement , si l’imperfection de l’Analyse n’a pas permis jusqu’ici de vaincre cette difficulté, on est parvenu à l’éluder, et à faire dépendre les attractions des ellipsoïdes relatives aux points extérieurs, de celles qu’ils exercent sur les points intérieurs ou sur les points de leur surface. Occupons-nous donc exclusivement des formules Tome II. 22
qui se rapportent au cas où le point attiré est placé dans l’intérieur du sphéroïde : nous supposerons ensuite qu’il est situé en dehors de sa surface , et nous verrons qu’il est toujours possible de ramener ce second cas au premier. ,
8. Si, dans la première des formules (e), on substitue pour F sa valeur, on aura
2 a AA/S du sin fl cos*0 2 b prdidm sin‘8cosflcos*
A = T- JJ K + 1P-JJ ï
2 c sin' 0 cos 8 sin «
Cette expression se simplifie en observant que l’intégrale relative à 6 devant être prise depuis 0 = o jusqu’à 0= i8o°, si l’on représente par P une fonction rationnelle quelconque de sin 0 et cos*0 , on aura généralement entre ces limites f Pcos0 dQ= o, parce que les valeurs de 0 devant être prises à égale distance au-dessus et au-dessous de l’angle droit, la valeur de cette intégrale sera composée d’une suite d’élémens égaux deux à deux et de signes contraires. Les deux derniers termes de l’cquation précédente se réduisent donc à zéro en vertu de cette remarque, et l’expression de A , en substituant pour K sa valeur, peut prendre cette forme ,
A = aa.
On trouverait de même
On peut, ayant même d ’intégrer-ces expressions, en déduire plusieurs propriétés importantes relativement aux attractions des ellipsoïdes. 1 1 "7 * 1 ,
Les intégrations indiquées .étant indépendantes des coordonnées a, b, c du point attiré, on voit que l’itttf action qu’exerce le sphéroïde parallèlement à 1-axe des x est la même pour , tous les points situés dans un même plan perpendiculaire à cet axe.;, Il, en est de tnêrne. relativement aux axes des jr et des z; d’où l’on peut coùclure généralement que les attractions de l’ellipsoïde sur les points placés sur une même ligue droite, passant par l’origine des coordonnées, sont proportionnelles à leur éloignement de son
centré.
Si l’on dîvîse respëctivement par a, b , c les trois qiiaUtités A, B, C, et qu’ensuite oh les ajoute, on
ffôiivé '' r <'lr q-ol v
’ ‘ rjïj' - û «ü bJ.'.
in.'Oq rj« r- <: aui» . . , , • .
lqs intégral es. Revaut être prises depuis S — o j usqu à
GotîTO ^et. .depuis w===o jysçju’à 00 = 7:'. On trouve
entre *çes limites fdû de» sin ô zz= 2tt : on aura donc ' <
fev ,n
vT «.'v.urtyw s\\ v \
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On a d’ailleurs, n* i
dV
da
et d’aprcs la forme des valeurs de A, B, C,il est e'vident qu’on aura
d'M A rf*V B C
; ' ~~ddi~‘‘7ir ~'3ù'mz b* ' de' ~"c> ;■'( f . ; , . a. / ■ : r r- 1 ; „ .ii-LL.*
l’équation ( g ) devient donc ainsi -, /r ■.
. do» T .. trt
équàtidn qui vérifie pour les ellipsoïdes l'équation (2; du rt° 3, qui s’applique généralement, J» des «phéW>Idës quelconques. ( t • r • : •. t r ,
On peut observer encore que les valeurs de A , B, C
ne contenant que les quantités ces vaïetirs ue
varieront pas, quels,que;$oient lç^ tvois axes du sphéroïde, pourvu qu’iM n^ eotrp:pqx. les mêmes rapports. Or , les rapports des trois axes déterminent simplement les excentricités de l’elljpfpidq :jQn peqt cjqnc en conclure que tous les cUip^o'tées débits des foyers exercent sur les points intérieurs des attraplipp^ égales. 11 suit de là qup si l’on suppose le sphéroïde composé d’une suite de icouehes concentriques et semblables, l’action des çouches supérieures au point attiré sera -nulle ; d’ôu Résulte lé théorème suivant; qui n est qu’une extension dé celui què bous avions trouvé n° 19 , livre I,r, relativement à la sphère 'i- Un point placé au dedans (fane couche elliptique , dont la surface intérieure èt la surface extérieure
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sont semblables et semblablement placées , est également attiré de toutes parts.
n. Occupons-nous maintenant de l’intégration de la valeur de A. Si l’on intègre d’abord par rapport à a * depuis &)s=o jusqu’à co=7r, et qu’On suppose i : -(jl
cqs*8 sin*0 = ra, cos* 8-f-^îî • sin* 8 ==n>
on aura
Sd» sin 6 cos* 0
77i cosa* -+• 7i sin*»
= T.a'rr.J'
d) sin Scos*â V mn
En remettant donc pour m et n leurs valeurs, on aura
ax.h’h" /"* J3sin9cos
Cette dernière intégrale doit s’étendre depuis 8=o jusqu’à 0=7T, ce qui revient à la prendre depuis 9=o jusqu’à 8=3-*, et à doubler le résultat. Si l’on suppose donc cos 0 = sc, et qu’on pomme M la masse de
l’ellipsoïde , ce qui donne M=^./ih’h", et par con-
, 4 Ax.h'h* 3.V1
sequent — — == , on aura
l’intégrale relative à x devant être prise depuis xs= o jusqu’à x— i .
On pourrait, en intégrant les valeurs dé B et C,
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n* 8, les réduire de même, à de simples quadratures, mais il est plus simple de déduire immédiatement leurs valeurs de l’expression précédente de A. Pourcela, il suffit de remarquer que l’on peut regarder A comme une fonction de a et des trois demi-axes h, h', h" de l’ellipsoïde; B sera par conséquent une fonction semblable de b et des trois demi-axes h‘, h , A*; et il en sera de même de C, qui sera une pareille fonction de c et des trois demi-axes h", h', h. On aura donc les expressions de B et C par une sinjple permutation des lettres a, h, h' , h" dans l’expression de A. On trouve ainsi
• iv.'
ces expressions devant être prises, comme celle de A, depuis x=zo jusqu’à i.
On peut donner aux valeurs de A, B, C, une forme particulière qu’il est bon de connaître. Faisons, pour abréger,
et supposons ensuite dans la valeur de B *
et dans la valeur de C
AM
r y'dJ
1 (i+Ay)*Yi+A'y
3cM
Z1 z'dz
Vj
J \A +aV.(i4-/'z*)‘
Les intégrales relatives à y et à z doivent être prises dans les mêmes limites que les intégrales relatives à x, puisqu’en effet la supposition de x==o donne à la fois/-::::© et z=o, et que la supposition de x = i donne / = i et z — i , on peut donc dans B et C changer, si l’on veut, / et z en x, d’où il suit que, si l’on fait
x'dx
on aura, pour déterminer A, B, C, ces formules très simples :
. 3aM T n 3èM d.xh „ 3cM d.\'L
Ces formules s’étendent aux points situés sur la surface du sphéroïde ; car il suffit , pour y avoir égard , de supposer r=r/ dans les expressions de A, B, C, ce qui ne change rien à leur forme.
io. La détermination des attractions qu’exerce un ellipsoïde homogène surles points intérieurs, et sur les
points de sa surface, ne dépend donc plus que de la valeur de la fonction L; mais l’intégration qu’elle exige ne peut être obtenue sous forme finie par les méthodes connues, que dans deux cas particuliers, celui où les quantités A et A' sont égales entre elles, et celui où l’une de ces quantités est nulle : dans l’un et l’autre cas, deux des trois demi-axes h, h', h'1, sont égaux entre eux, et l’ellipsoïde est de l’évolution autour du troisième.
Supposons que h soit le plus petit des trois demiaxes du sphéroïde , et faisons d’abord A=A', ce qui donne h' —II*. Le corps attirant est alors un ellipsoïde aplati vers les pôles, dont h est le demi-axe de révolution ; on aura dans ce cas
L=/ï?ë?=à .(A arc. tang A).
Si l’on différencie par rapport à A la valeur de L, n° g, et qu’on fasse A = A' après la différenciation, on trouve
d. xh (* x*dx i
dx J (l 4- AvXa)' 2A1
(arc. tang
Les attractions de l’ellipsoïde de révolution aplati vers les pôles seront donc déterminées par les formules suivantes :
3oM hs . x3 3feM ih 3 ; X1 3cM *h\ a<
. (A — arc . tang A) ,
. (arc. tang A f^Tv) »
• (arc- ^ng A -^î).
Supposons maintenant à'— o, ce qui donne h"=h. Dans ce cas , h' est le demi-axe de révolution du sphéroïde , et Ton a
L~f *** ‘k’ V/l + *a — log-C^ V/,+A‘).l- ~c ÏT = T* ‘ D°S • + ]/t +*) “ "TT+aJ'
On aura donc pour les attractions de l’ellipsoïde de révolution allongé vers les pôles
' A = [a. V î+T» — log. (a -+- l/i-f-A*)]. |
c= [A. \/T+7> - log . (a + /r+T1)]. |
Si les conditions précédentes ne sont pas remplies, il est impossible d’obtenir d’une manière rigoureuse les valeurs de A, B, C; mais lorsque l’ellipsoïde s’éloigne peu de la figure de la sphère, A et A' deviennent de très petites quantités; on pourra réduire alors la fonction L en série convergente , dont chaque terme soit intégrable , et l’on déterminera de cette manière les attractions du sphéroïde, avec le degré de précision qu’on jugera convenable.
1 1 . Considérons maintenant le cas où le point attiré est extérieur au sphéroïde. Nous avons vu que le radical qui entre dans les expressions différentielles (f) de ses attractions, opposait alors un obstacle invincible à leur intégration. Plusieurs grands géomètres avaient en vain épuisé toutes les ressources de l’Ana-
lyse pour surmonter cette difficulté , lorsque la découverte, due à M. Ivory, d’une propriété remarquable des ellipsoïdes décrits des mêmes foyers, l’a fait enfin entièrement disparaître.
Voici l’énoncé de cette propriété, qu’on peut regarder comme un beau théorème de Mécanique : Si Von nomme points correspondons , les points pris sur la surface de deux ellipsoïdes décrits des mêmes foyers, de manière que leurs coordonnées , respectivement parallèles aux trois axes principaux de ces corps, soient entre elles comme ces axes , les attractions qu’ exerceront , parallèlement à chaque axe, ces ellipsoïdes sur les points correspondons de leurs surfaces, seront entre elles comme les produits des deux autres axes.
En effet , soit M le premier ellipsoïde , et A l’attraction qu’il exerce parallèlement à l’axe des x sur le point dont les coordonnées sont a, b, c; désignons par M' le second sphéroïde , et par A' l’attraction qu’il exerce dans la même direction sur le point dont les coordonnées sont a', b', c ' ; on aura,
A^ffdjdz.Q-i),
A'=ffd/d,.Q.-ÿ, en supposant pour abréger,
f = \Z{a-rir+(b-yr+(c^),,f'.— V (.
f,— \Z(a+x)*+(b-y)'+(c-iY, //= V'
+ .r et — x !, désignant les valeurs de la variable x,
qui se rapportent à la surface de M, et -f-a^et — x't les valeurs de la variable x' relatives à la surface de M'.
Soit, comme précédemment,
/l’équation de la première de ces surfaces ; il faudrait, pour achever l’intégration de l’expression de A , substituer dans ft et f les valeurs de x qui résultent de cette équation ; mais cette opération ne nous conduirait à rien ; on peut au contraire, par une transformation ingénieuse des coordonnées , arriver très simplement au théorème que nous nous proposons de démontrer. Pour cela , aux trois variables x,y, z, qui sont liées entre elles par l’équation (A) , on en substituera deux autres indépendantes entre elles; on fera, par exemple,
xt=hs\np , jz= h' cosp sinÿ , z = A'cos/? cosy;
et l’on voit en effet, en mettant ces valeurs à la place de x,y, z dans l’équation (A), qu’il n’en résulte aucune équation de condition entre les nouvelles variables p et q.
D’après les formules connues pour la tranformation des variables dans les iutégrales doubles, on a généralement ,
Les valeurs précédentes de y et z donnent
dy dz dy dz
dp * dq dq 'dp
= h' h" . sin p cos p.
On aura donc, en vertu de la formule générale , dy dz = h1 h" . sin p cos p dpdq , et par conséquent
A = h' h!' .ff dp dq sin/? cosp . Q — ^
On étendra les intégrales à la masse entière du sphéroïde M, en prenant celle qui se rapporte à p depuis p = o jusqu’à p = 73-, et celle qui se rapporte à q depuis q —o jusqu a q=tf; car il est évident qu’en donnant aux angles p et q toutes les valeurs comprises entre o et i8o°, les variables et z prendront toutes les valeurs comprises entre -j- h' et — h' d’une part, et entre -j-Zi'et — h" de l’autre, c’est-à-dire tous les couples de valeurs qui correspondent aux différens points de l’ellipsoïde.
Soient maintenant k, h', k" les trois demi-axes du second ellipsoïde M', qui se rapportent respectivement aux axes des x', des^' et des z', l’équation de sa surface sera
et si l’on fait
xf 'Z=zkûnp , y' — k' cospûnq , z' = kf'cospcosq , on aura, par l’analyse précédente,
A'= k’if .ffdpdqs\np cos/7.
les intégrales devant être prises depuis p — o jusqu’à p=z7f, et depuis <7 = o jusqu a <7 = , c’est-à-dire
dans les mêmes limites que celles qui se rapportent à la valeur de A.
Comparons maintenant les attractions exercées par les deux sphéroïdes M et JVT, ce qui se borne à comparer entre elles les valeurs de f et de f et celles de f, et f',. Si l’on développe lesdeuxpremièresquantite's, et qu’on substitue pour xt , /, z , et pour x't , ÿ, z', leurs valeurs, on aura
= a? -f- b* +c* — 2 . (ah sinp -j- hh' cosp s\nq -f- ch" cos p cos q)
+ sin’p h'* cos’psin8^ -f- h^eos’pcos^q ,
{'*=0'* +è'a -f-c'* — 2. (a'ksinp -f- b' L' cosp slnq -{• c k” cosp ccsq) , t \-k* sinap -f A'*eos'p sin *q cos p* cos *q.
Si l’on retranche ces deux expressions l’une de l’autre, en observant que les points déterminés par les coordonnées a, b, c et a!, b c' sont des points correspondions , et que, d’après la définition que nous avons donnée , on a ''iJ • ' ; •*» ,
que l’on remarque en outre que les deux ellipsoïdes M et M' ayant mêmes foyers, si loq nomme e et e' leurs excentricités communes, on a
h> —h' -+- e%\ k1* =kt-\-et,
hn = h% -f- e* f k"% = A* + e'* ,
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d’où l’on tire
on aura simplement
r"- f‘= (*■-*■) ■(ï+F.+ FT: *r ■
Si l’on suppose, comme nous le faisons, que le point dont les coordonnées sont a' , b' , c' est situé sur l’ellipsoïde M, le second membre de cette équation sera nul, et l’on aura identiquement y = y', indépendamment de toute valeur donnée aux angles p et q. On trouverait, par la même analyse, et l’ex-
pression de A' deviendra par conséquent
A' = k'k' .// dp dq sinp cos P -(y — 0'
En rapprochant cette expression de celle de A, on voit que, quelle que soit la valeur des intégrales indiquées, on aura ,,
IJ
hh!
A n nr _ hh" C ntt ...
Â7- VF’ b '~W> c' Th'" W
Ces équations renferment le théorème que nous avons
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énoncé, et dont la mécanique céleste est redevable à M. Ivocy.
1 2. Il est important d’observer que les équations (h) subsistent quelle que soit la fonction des distances qui exprime la loi d’attraction. En effet, la valeur de A, après l’intégration relative à x, prendra toujours cette forme ,
A = ffRdydz — ffR! djr dz ,
R étant une fonction donnée de la quantité f, et R' une fonction semblable de Or, l’analyse du numéro précédent ne s’appuie que sur la forme des quantités p et /' , et elle est indépendante de celle des fonctions R et R'. Il en serait de même des quantités B et C.
Le beau théorème énoncé n°, 1 1 , et qui établit les relations qui existent entre les attractions qu’exercent les ellipsoïdes homogènes sur les points situés à l’in-* térieur ou à l’extérieur de leurs surfaces , a donc lieu pour toutes les lois d’attraction possibles. Si l’on suppose que les deux ellipsoïdes se réduisent à des sphères concentriques , il en résulte que l’attraction de la grande sphère sur un point placé à la surface de la petite, est à l’ attraction de la petite sphère, sur un point placé à la surface de la grande, comme les carrés des rayons de ces deux sphères, ou comme la surface de la sphère extérieure est à la surface de^la sphère intérieure. Soient donc r et / les rayons de ces deux sphères, A et A' les attractions qu’elles exercent respectivement sur les points de leurs surfaces , on aura
équation qui donnera l’attraction de lq sphère sur un point extérieur lorsque l'attraction sur un point intérieur sera connue, et réciproquement, quelle que soit la loi d’attraction.
Dans le cas de l’attraction en raison inverse du carré des distances, A' exprimant l’action de la sphère dont le rayon est sur un point extérieur, on a‘, n° 5,
on aura donc A = ^ . 7 ré pour l’action de la grande sphère sur les points intérieurs. Cette expression étant indépendante du rayon r de cette sphère, on en peut conclure que les points placés dans l’intérieur d’une couche sphérique sont également attirés de toutes parts. Réciproquement, pour que cette propriété subsiste, il faut que A soit une fonction indépendante de r ; on a alors
H étant une constante par rapport à r, c’est-à-dire que, dans ce cas, l’attraction de la sphère sur les points extérieurs est réciproque au carré de leurs distances à son centre, ce qui exige nécessairement qne la même loi s’observe par rapport à chacun de ses élémens. La loi de la nature est donc la seule dans laquelle une couche sphérique n'aura aucune
action sur les points intérieurs , et la seule aussi dans laquelle cette couche attire les points extérieurs , comme si toute sa masse était réunie à son centre.
i3. Voyons maintenant comment on peut faire sep-' vir le théorème que nous venons de démontrer n® i <t\> à la détermination des attractions des sphéroïdes elliptiques sur les points extérieurs à leurs surfaces. Soient a, b, c les coordonnées du point attiré, que nous supposons situé en dehors de l’ellipsoïde M; imaginons un nouvel ellipsoïde M' décrit des mêmes foyers que M , et dont la surface passe par ce point : ceâ conditions suffiront pour déterminer le second sphéroïde , et il n’y en aura qu’un seul qui pourra y satisfaire. En effet, soient k, k', k ", les trois demiJ axes de M' respectivement parallèles aux axes des x, des y et des z ; cet ellipsoïde ayant les mêmes foyers que le premier, si l’on nomme e et d les excentricités de ses sections principales, on aura . > '
jf® =*» + «*, *"‘ = *‘ + 6'*, (Z)
et l’équation de la surface de M' sera
Puisque le point attiré est situé sur cette Stir&ce, les trois coordonnées à, b, c doivent satisfaire à l’équation précédente ; on a par conséquent
/îa+e*
Cette équation est du sixième degré par rapport à k ; Tome II. s5
mais elle s’abaisse au troisième en faisant A* == t. Elle a évidemment une racine réelle comprise entre zéro et l’infini; car, en supposant k = o et k — on trouve deux résultats de signes contraires ; elle donnera donc toujours une valeur réellepour k, et l’on en conclura, au moyen des équations (/), des valeurs semblables pour k' et k". On voit d’ailleurs que le premier membre de l’équation ( n ) décroît continuellement à mesure que k augmente depuis k — o jusqu a k=£: d’où il suit que cette équation n’a qu’une seule racine réelle.
Cela posé , considérons sur l’ellipsoïde M le point dont les coordonnées a ', b', c' sont déterminées par les équations
ah
u, bh' . , ch"
ce point étant situé dans l’intérieur de l’ellipsoïde M', si l’on suppose
'dx
lA+A*a4V/i-f-/V4'
on aura, pour déterminer les attractions qu’exerce sur lui ce sphéroïde,
K,_ 3a'M' T , 3b' M.' d. aL r, 3c'M' rf.x'L
Si l’on substitue pour a', c' leurs valeurs , et qu’on observe que M et M' étant les masses des deux ellipsoïdes, on a
M = ^ . hh'h" , M' = -~. kkk" ,
ces formules donneront, en vertu des équations (A), n° h,
A 3aM T B 3JM d aL p 3cM d.x'h
A— -p-.L, «— -jr --gr» L — ~W~dT-
Ce sont les expressions des attractions qu’exerce l’ellipsoïde M sur le point dont les coordonnées sont a , b , c , la quantité k qu’ elles renferment étant donnée par l’équation (n) qu’on peut mettre sous cette forme.
Les formules précédentes serviront à déterminer les attractions de l’ellipsoïde sur les points extérieurs : on voit qu’il suffit d’y changer ken h pour les étendre aux points de la surface, et même aux points inté-
rieurs.
Si l’ellipsoïde était de révolution autour de l’axe a h , on aurait e — e'; l’équation qui détermine A deviendrait , en la divisant par le facteur A -f- e ,
A4 — At.(a,-+-è*-f-c*-— e*) — a*e*z=z o, et les formules (A) dun° io donneraient A = p£| . (À — arc. tang A),
B = SS» '(arc- taagA-^.),
c = IS -(arc- lai>6A-rïr.)-
Enfin, dans le cas de l’ellipsoïde de révolution allongé vers les pôles , ou aura e' =o ; par conséquent
VH— > k*.(a* — e*) — (a* + c*) .e*ss=o;
et les formules (B) du même numéro donneront
A = aA3!*3 • CA‘ ^ 1 “ lo8- Cx+V* >
. B = S -Qog«(A+\/i+^) — !
c == « £a • y^+A* — iog* (a+ y i +A*)^j.
i4- Il résulte des formules (p) , que si l’on nomme M' la masse d’un nouvel ellipsoïde ayant les mêmes excentricités et la même position des axes que l’ellipsoïde dont la masse est M, il suffira, pour déterminer les attractions A', B', C' qu’exerce ce corps sur le point dont les coordonnées sont a, b, c, de changer M en M' dans les équations (p) ; d’où l’on peut conclure qu’on aura
ri i
A M_- ; B _'M. ' =C- Mt-;; rc* ' '
-, a,=£ M" F.ff
c’est-à-dire qu’en général , les attractions de deux ellipsoïdes semblables sur un même point extérieur sont entre elles comme letire masses.
Les trois équations (fc) , n° ii , donnent
Les trois équations (Æ) , n° ip, donn
h'h" h! B hh" B-
* • a » b~ kk" ■
C hh' C
9 C ~ kk C
Si dans les seconds membres de ces équations on
substitue pour a , b, c leurs valeurs n° 1 1, et qu’on Observe que le point düdt les coordonnées sont a! , V , c' étant intérieur au sphéroïde M', on sP
on trouvera
A . B . C . hh'h" ' à +2T + c = .
relation analogue à la précédente et qui doit exister entre les attractions qu’exerce un ellipsoïde homogène sur les points extérieurs à sa surface.
Si le corps attirant n’était pas homogène , mais seulement composé de couches elliptiques de position, d’ellipticité et de densités, variables, suivant une loi quelconque du centre à la surface , on déterminerait, par les formules précédentes, les attractions qu’exercent sur un point donné les deux ellipsoïdes terminés par les surfaces intérieures et extérieures de chacune de ces couches ; la différence de ces deux attractions sera égale à l’attraction de la couche sur le même point, et l’on aura celle qu’exerce le corps entier en prenant la somme de ces attractions partielles.
i5. On peut donc regarder, Comme complète, la théorie des attractions des sphéroïdes elliptiques. La seule chose qu’elle laisse encore à désirer, c’est la valeur finie de la fonction que nous avons désignée par L ; mais l’intégration dont cette valeur dépend est nonseulement impossible, comme nous l’avons dit, dans le cas général, par toutes les méthodes connues ;
elle l’est encore en elle-même, c’est-à-dire que la
valeur de L ne saurait être exprimée en termes finis
par aucune fonction composée de quantités algébriques, logarithmiques, ou circulaires.
Dans le chapitre suivant, nous nous occuperons de la théorie des attractions des sphéroïdes peu différens de la sphère. Ce problème a d’abord été traité par d’Alembert, et, après lui, par plusieurs illustres géomètres ; mais c’est à Laplace qu’on en doit la solution complète ; et les résultats auxquels il est parvenu, par leur fécondité et par leur utilité , nonseulement dans la théorie du système du monde, mais encore dans une foule de questions physico-mathématiques, telles que la théorie des fluides, celles de la chaleur , de l’électricité et du magnétisme, doivent faire regarder les travaux de ce grand homme sur ce point important de la mécanique céleste comme l’une des plus belles productions de son génie.
CHAPITRE III
Attractions des sphéroïdes quelconques.
x 6. Nous considérerons, dans ce chapitre, les attractions des sphéroïdes quelconques , et en particulier celles des sphéroïdes qui s’écartent peu de la figure de la sphère. Mais , au lieu de déterminer immédiatement les attractions que ces corps exercent suivant une direction donnée, nous commencerons par chercher là valeur de la fonction qui exprime la somme desélémens du sphéroïde, divisés respectivement par leur distance au point attiré , et que nous avons désignée par V, parce que cette fonction a la propriété de donner, par sa différentiation, les attractions qu’exerce le sphéroïde parallèlement à une droite donnée, et que d’ailleurs c’est sous cette forme que se présentent, dans les équations de son équilibre, les attractions mutuelles des molécules d’une masse fluide homogène douée d’un mouvement de rotation, comme nous le verrons dans le chapitre suivant.
Reprenons donc la valeur de V, n° 4 » et, pour abréger, faisons cos 8 = p, cos Q'—p', on aura
v=fJT
çéidr dfé dm __________
Vr* — arr'.^'+V^ 1 — /“*• V 1 — **'*• cos(« — *') ’
r étant le rayon mené de l’origine au point attiré ô l’angle compris entre ce rayon et l’un quelconque des axes coordonnés, a> l’angle que sa projection sur le plan des deux autres axes forme avec l’une de ces droites, et r'r 0', u> désignant ce que deviennent ces trois variables relativement à l’élément dm du sphéroïde. r
• Pour étendre l’intégration de la valeur de V à la masse entière du corps attirant, il faudra intégrer relativement à r, depuis r' sis o jusqu’à r^R, R étant une fonction donnée de 0' et de a,' qui exprime le rayon vecteur d’un point quelconque de la surface du sphéroïde. Quant aux intégrales relatives à &>' et , u', elles devront être prises, d’après ce que nous avons dit n° 4, depuis c/=o jusqu a a' égal à la circonférence, et depuis i jusqu’à ji'= i.
5 substituant de même /a à la place de cos 0, dans 1 équation (5) meme numéro , elle prend cette forme plus simple :
dfT"
d‘V d\r\ dS+r--d?r=0>
CA
équation de condition à laquelle devra toujours satisfaire la valeur de V, lorsque le point attiré ne fera pas partie de la masse du sphéroïde.
Comme il est impossible d’intégrer l’expression de V d’une manière générale, on est obligé, pour y parvenir, de recourir aux méthodes ordinaires d’approximation. On réduit l’expression de V en série dont chaque terme est intégrable, et l’on obtient ensuite sa valeur avec le degré d’exactitude qu’on juge
convenable. Pour développer l’expression de V en se'rie convergente , il faut distinguer deux cas , celui où le point attiré est extérieur au sphéroïde, et celui où il est situé dans l’intérieur de ce corps. Dans le premier cas, oaar> /, et si l’on fait ,
F={>— irr'\pp'+ V cas (*— »')]+ r'4}
On réduira F en série convergente, en ordonnant son développement par rapport aux puissances descendantes de r ; on aura ainsi
+ ;3+; "t“ etc*
et il est clair, d’après la valeur de F, que P., P,.. .Pi sont des fonctions rationnelles et entières de /* et de \/i — JM*, cos(ft) — »'). F satisfait, par sa nature, à l’équation
dF
dp
dp
ù“.rF
Si l’on remplace F par sa valeur en série , et qu’on égale à zéro les coefficiens des mêmes puissances de r, on aura, quel que soit i.
J r »\ dP i
dp
æ Pi
Si l’on substitue à la place du radical que nous avons représenté par F, sa valeur dans l’expression de V, elle prendra cette forme :
Vs=~ elc* r • 1
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et l’on aura généralement, quel que soit i,
vt = JJf fJ>irJi4',drJduldool ,
les intégrales devant être prises depuis d égal à zéro jusqu’à sa valeur à la surface du sphéroïde; l’intégrale relative à /u', depuis fx = i jusqu’à fd— — i , et l’intégrale relative à u> , depuis a»'=o jusqu’à cù~27T.
Si le sphéroïde est homogène, l’intégration relative à d pourra toujours s’effectuer, et en nommant R la valeur de d à la surface , on aura
v, = fî YW+’dfx'dco'.
Supposons maintenant le point attiré dans l’intérieur du sphéroïde, on aura r<r' pour toutes les couches du sphéroïde qui enveloppent le point attiré ; et pour avoir une série convergente, on réduira F en une suite ascendante par rapport à r; on aura ainsi
PM^i+etc
Les quantités P„ P„ etc. , étant les mêmes que cidessus , l’expression de V, en y substituant cette valeur, deviendra
V== v„ -f- vj -{- vj* -f- etc. ,
et l’on aura , pour déterminer généralement vt , l’équation
Les intégrales relatives à d devant être prises depuis dz=r jusqu’à la valeur de d, à la surface du sphé-
roïde , et les intégrales relatives à pt! et à u' dans les mêmes limites que précédemment.
Si l’on suppose, par exemple, le sphéroïde homogène , et qu’on désigne par R et R' les valeurs de r correspondantes à la surface du sphéroïde et à la couche qui passe par le point attiré, on aura, en intégrant par rapport à /,
Connaissant ainsi la partie de V relative aux couches du sphéroïde qui enveloppent le point attiré , on déterminera comme précédemment la partie relative aux autres couches, par rapport auxquelles le point attiré est extérieur, et en les réunissant, on aura l’attraction qu’exerce sur lui le sphéroïde.
17. Toute la difficulté du développemeut-de V en série se réduit donc à former la valeur générale de P(. Cette quantité est, comme nous l’avons vu, une fonction finie du degré ï de (jo et de \/ 1 — ft*.c06(&> — où'). On peut supposer par conséquent P, développé en série de cosinus de l’angle où— où et de ses multiples. Soit K„ cos n [a — où) le terme de cette suite qui dépend de cos n(oû—‘ où'), Kn étant une fonction de /x indépendante de où, qu’il s’agit de déterminer. Observons d’abord que le terme qui dépend de cos n(où — où) dans P, ne peut résulter que des puissances n,n+ 2, rc-f-4, etc. , de cos(a — où')-, or ços(&> — où') ayant pour facteur \A — il est clair que cos*(a — où) aura pour
facteur(i — /*,)•. D’ailleurs F étant symétrique parrap-
port à fi et à yi, ces deux quantités doivent entrer de la même manière dans chacun des termes de son développement, d’où [l’on peut conclure que K.
est de cette forme (i — ft*)*, (i — IIA ; on aura donc ainsi
Pi=H0+( i -**)*.( * .cos(«-»')-f'( » -***)*.(i -V*)*-® ,.cos2(»-i>') -f-etc.
En sorte que le terme général du développement de
P, sera (i — /x*)* (i — /*/')* H. cos n(a — &>'). H, désignant une fonction de fi dont il faut connaître la forme. Pi devant satisfaire à l’équation aux différences partielles (C), si on lui substitue sa valeur précédente, la comparaison des cosinus qui dépendent des mêmes multiples de «— a' donnera l’équation aux différences ordinaires
■f(i-n)(i+n+ OC 1 o ,
ou bien , en multipliant tous les termes par (i — /a*)*, dBf\
+(i—n)(i+n+ i)(i — y)a.Bm=so. (/)
£ci -#.*)•
dft_\
D’ailleurs il est facile de voir, d’après la considération du radical que nous avons représenté par F, que H„ est de cette forme :
H„= Av»1"* + AV—— -f- À»#**— “4- . . - + As/*‘~n~,‘ +elc. En effet, si l’on suppose
V i cos(« — a)1),
et qu’on développe F après y avoir substitué cette valeur, on trouvera que le coefficient de dans ce J développement , est de cette forme :
ciop1 -f- a,pl-% -f- û,pi_4 -f- «te. .
Qu’on remplace maintenant p par sa valeur, et qu’on substitue aux. puissances de cos(a> — af) leurs
valeurs en cosinus multiples de a — a>' , on s’assurera
sans peine que le coefficient de (i — ft*)r cosn(a> — a!) a la forme que nous lui avons supposée.
Si l’on substitue la valeur de H„ dans l’équation (f), et qu’on égale à zéro les coefficiens des mêmes puissances de |tt , on trouvera généralement
( i — n — 2*-f-a) ( i — n — 2s + i) as(2i— 2S -f- 1),
En faisant successivement s = i , 5 = 2, etc. , on aura par cette formule les valeurs de A,, Aa, etc. , au moyen de la valeur de A0. On trouve ainsi
ti * fui- A_a_t , {i-n).(i-n-i).(i-n-z).(i~n-3)
( irrlt) (t-rJI-l). (i-7t-2).(t-«-3).(t-n-4).(^-n-5) 2,4.6. (aj-i ) . (2*— 3) . (ai-5)
etc
A„ est une fonction de p! indépendante de p, ; pr, u, et p! doivent entrer de la même manière dans l’expression de Pj, comme nous l’avons vu plus haut; on aura donc
A -fi f >■— (»-»)• (*-»-») ■ (i-n).(I-n-Q.(i-n-2).Q-n-3) „
(i-n).(t-n-Q.(i-n-a).(i-n-3).(t-n-j).(t-n-5) 'i-,-6 . , "1 2-4.6.(2t-i).(ai-3).(2i-«) ■*“ "'' J*
et par conséquent
etc.^J
/2b étant une quantité indépendante de p et de fx' t et qui par conséquent ne peut être qu’un coefficient numérique. Il ne reste plus qu a déterminer ce coefficient.
Pour y parvenir, observons que si i — n est un nombre pair, la valeur de H. contiendra un terme indépendant de fx et de fx, et en ne considérant que ce terme, on aura
' . ,S..[i. a. 3... (t-iQ]*1
• [i .3.5. . .(ai — i)]*
Si i — n est un nombre impair, la valeur de H, contiendra un terme dépendant des premières puissances de fx et fx', et en n’ayant égard qu a ce terme, on aura
Comparons ces valeurs à celles qui résultent directement du développement du radical F. En négligeant les carrés et les puissances supérieures de /ut, et de /ut.', on a
F= [r* — 2rr'cos(« — *')-)-/ s]- »-}-/•/ ./tfi. [r* — 2rr'cos(» —
Le premier terme de cette valeur renferme toute la partie de F indépendante de fut et de /Jt! , et le second toute la partie qui ne dépend que de la première puissance de ces variables. Développons les deux radicaux par la méthode que nous avons déjà employée n* 5o, livre II. Si l’on nomme c le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité , et qu’on substitue pour cos (a — a) sa valeur en exponentielles
imaginaires , le radical [r* — 2r/cos(a — &>') -f- r*]- * pourra être mis sous cette forme
Si l’on développe les deux facteurs de cette expression, qu’on multiplie ensuite l’une parr l’autre les séries résultantes , on trouvera aisément que le coeffi-
ll «0\/— • c— nfm — a')\/ — 1
de £.0
cxent
cos n(ft) — a»'), est égal à
— ^ , ou de
C’est la valeur de H, dans le cas où i — n est pair.
et où l’on suppose fx = o et jjt! =o; en la comparant à la valeur trouvée plus haut, on a
P» — 2'Li.2.3 i J * (i+i).(i+a)....(H-n)*
Il ne faut prendre que la moitié de ce coefficient , dans le cas où n — o; on a alors
&=Dt
On trouvera de la même manière que le coefficient de p^./Aju/.cos/i (a — a>) dans F, est
1 (3<5i • «(i + n) • 1 • 3 . 5 * » • • (i mmm b)
C’est la valeur de H„, quand i — n est impair, et qu’on néglige les carrés et les puissances supérieures de fi et fJt!. Si on la compare à celle que nous avons trouvée plus haut, dans le même cas, on a
f~I.3.5. . .{ii — l)~|a »(t— 1). (i—n+ 1)
Ainsi l’expression de /3. est la même dans le cas de i — n pair et dans le cas de i — n impair. Si
n = o, on aura, comme précédemment,
En substituant pour /3„ sa valeur dans l’équation (A), on aura la valeur générale de H,.
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18. Avant d’aller plus loin , nous allons démontrer une propriété remarquable des fonctions de l’espèce de celles que nous avons désignées par P(, et qui nous sera utile dans les recherches suivantes. Soient Y. et Z, deux fonctions rationnelles et entières de fi, \/i- — fJL*.sineo et \/i — fi*. cos a> , qui satisfont à l’équation (C), on aura généralement , i étant supposé différent de n,
ffYtZudfidù) = ot ‘ ,
les intégrales étant prises depuis fz=z — i jusqu’à fi = i , et depuis a>— o jusqu’à a> ~ itt.
En effet, par la définition même des fonctions Y, et Z., on aura
«rr, d'Yi
j r a\ d‘Zin
dp i — p*
-f- îi(n ~f“ i )Z,
La première de ces équations, en la multipliant par" Zudfj.dcù , donnera
La seconde des équations (o) fournirait une équation semblable. $i l’on retranche l’une de > l’autre Tome II.
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ces deux équations, ^quon observe qu’eu intégrant relativement à y , on a 1 : ■ •
irf1
în-./q
Z. . TT
dp
dt*
^ dfi w
'y'- ; / df r> y. ' V - 1
quantité qui se réduit à zéro lorsque les intégrales sont prises ‘depuis y = — i jusqu’à y = i .
Qu’on observe de même qu’en intégrant relative-,
fl d'I I* !•* '
ment a a» , on a
quantité qui se réduit encore à zéro lorsque les intégrales sont prises depuis a> =o jusqu’à u> = 27r,
parce que les valeurs de Y( , , Z„ , , sont les
même* à ces deux limites ; on trouvera i(i -f- \)ffS.*Lndfxdcù = n(n-+- t)ffX,Zndyd<» =o. Qo a, douç généralement , ■ ci n est différant d§ /, \
JX'LjifjLda) — o.
jq,. Les formules des n“* ï6, ij et j8 s’appliquent à des sphéroïdes quelconqnpfe; nous allons considérer présentement en particulières sphéroïdes très peu différent! de latsphère, et déterminer les fonctions v0, v, , etc., ee, vt, étc., relativement à ces sphéroïdes. Supposons que : te -sphéroïde diffère tjjès peude là sphère dont letràyofc est a\ soit r'^e rayon mené de > c Al ) i
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.l’origine des /■ à la surface du sphéroïde ; on aura /•' = a( i a étant un très petit coefficient
constant dont on peut négliger le carré et*les puissances supérieur^ , et y' une fonction de sinus et cosinus de 0' et ù)', qui détermine la position du rayon - iJ et qui dépend de la nature du sphéroïde. On a généralement pour un point extérieur
En substituant dans cette formule pour tJ sa valeur précédente et négligeant les quantités de l’ordre a% on aura
7= qr + ai+iaffPiy<dfA.'clc*' . — V
On a d’ailleurs généralemept , par ce qui a été démontré n° 18, tétant différent de zéro,
ffŸidfL'da»' = o ; “
on aura donc simplement
v, = ai+3affPj'df/da>'. , . l
Lorsque t = o , on a, n# 17, P, = 1, et l’ip^egraje
relative à a>' devant ,être prise depuis «'==q jusqq’à
a/ = 27 r, celle qui se rapporte à depujs ^' ^=p 1
jusqu’à fji = — i , on trouve
?» = toi + M
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d’où l’on voit que dans l’expression de V la quantitq
v. sera e^ale à , plus à une très petite quantité
de l’ordre et, et toutes les autres quantités v,, v. seront très petites du même ordre.
Supposons généralement
on aura
v. = -1- <zJaU0 , vf0 = ai+3aU,.
On aura donc, pour l’expression de V relative à un point extérieur,
v = Ç + ^ . (U. + U, .5 + U.. £ + etc. ). («)
Considérons maintenant l’attraction du sphéroïde sur les points intérieurs. On a généralement dans ce cas , •
VidrWd»
Supposons que V représente l’attraction de la couche dont le rayon de la surface extérieure est R', et dont la surface intérieure est celle de la sphère du rayon a , en sorte que R' — a est l’épaisseur de cette couche. En intégrant dans ces limites la valeur précédente , on aura •
I f'f'Vtdfi dm
‘JJ ~w~ •
en observant que l’on a , par ce qui précède.
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/f?idu'da)' = o.
Si l’on substitue dans cette expression à la place de R', et qu’on rejette les termes qui s’évanouissent par l’intégration, ainsi que ceux qui sont du second ordre, par rapport à et, la valeur de vt deviendra >
on aura donc
V = .(Uo + U,. T- + U. X + etc. ).
Tellq est l’expression de l’attraction de la couche dont • l’épaisseur est axjr' sür le point attiré; en y joignant la valeur de V relative à l’action de la sphère dont le rayon est a sur le même point, ou aura l’attraction entière qu’exerce sur lui le sphéroïde. Or, le point attiré est , par hypothèse , situé dans l’intérieur de la sphère et à une distance rde son centre ; on aura glonc, n° 5 ,
ir % 2,rr*
V = 27TO* y- ,
et en réunissant les deux parties de V, on aura généralement, relativement aux points intérieurs au sphéroïde ,
V = a a* — -y- + a%et • (U. -f- U,.^ -h U,.£; -+• etc.) . (b) Les formules (a) et ( b ) renferment toute la théo-
rie. des attractions des sphéroïdes homogènes très peu différens de la sphère. En différenciant la première par rapport à r, on aura
dv ,
~~ dr ~~ 3r‘
• 2U,.“ -1- 3Ua.^ H- etc.^.
C’est l’attraction qu’excerce suivant le rayon r le sphéroïde sur un point extérieur. Le premier terme de cette valeur exprime, comme on voit, l’attraction de la sphère dont le rayon est a ; les termes suivans sont de l’ordre a. Les deux autres composantes de l’attraction du sphéroïde seraient du même ordre , en sorte qu’aux quantités près de l’ordre du carré de à , l’action totale du corps sur le point attiré est
dW
representee par — ^
Si le point attiré était à la surface même du sphéroïde, on aurait r= a (i -f- «y), en désignant par jr ce que devient jr' quand on y change /j ! et a>' en fjt et a». On aura donc alors, en négligeant les quantités de l’ordre a* , .
V== i^.(,~*7)-f-a»tt.(U0-hü,+ü,+etc.)J
.(g^Ç.Cï-a^+^.CÜ.+aU.+SU.+etc.).)
20. Ce cas mérite une attention particulière, parce qu’il existe, pour les points placés à la surface des sphéroïdes peu différens de la sphère, une relation importante entre la fonction V et sa différentielle , qui
peut sauvent facilite» la recherche «le leurs attractions. Pour démontrer cette propriété, f reprenons l’expression générale de V :
o - ' ' ^\r^dr^dfîàtt' ' '
J rl — 2 rr . V 1 — /“* V • — F*'2 cos(*> — •>')■
Supposons que le sphéroïde soit très peu différent de la sphère dont le uayon est a, et qui est décrite du même centre; soitr'ssa (1 -f-ay') le rayon mené à la surface du sphéroïde, a étant tine très petite quantité dont on néglige le carré et les puissances supérieures. Il est clair que l’on pourra rega refer la fonction V comme composée de deux parties : l’une
relative à la sphère du rayon a, et qui est égale à »
l’autre relative à l’excès du sphéroïde sur la sphère, et que nous désignerons par u. On aura donc ainsi
4*a3 , -JT +
et l’action qu’exerce le sphéroïde sur le point attiré sera
- , /«/V\ — 4*’°* du • •
i \dr) ~ 3 r* dr'
' sir on multiplie par 2 f dette seconde équation , et qu’on la retranche de la première, on aura
v+2r- Tr 3 7 + u+ir.z. ( d )
Maintenant soit dm1 une des molécules de l’excès
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du sphéroïde sur la sphère, et f sa distancewu point attiré ; on aura
Si le point attiré est à la surface du sphéroïde, on a r^=a(i-{-«jr), en désignant par y ce que devient^ lorsque fjt! et a' deviennent /* et a» ; mais comme u
et ~ sont de l’ordre a, et que nous négligeons les
quantités de l’ordre a* , il suffira de faire r = a dans l’équation précédente ; on aura donc à la surface du sphérpïde
Or, on a' généralement f— \/a% — 2 ary-{-r* , en désignant par y le cosinus de l’angle que forme le rayon / avec la droite menée du centre du sphéroïde au point attiré, ou , ce qui revient au même , en faisant
yzszfj,ft' -f- \/i — A4* \A — A4"* cos (a — &').
De là on peut conclure aisément, par la différentiation,
En observant donc que <f/n' désignant l’un des élémens de l’excès du sphéroïde sur la sphère , on a
dm'= ^ da>' == a3a.yd/j.rdct>' , on aura
(r2 — a*} y dpi du
La quantité renfermée sous le signe intégral devient nulle lorsque l’on suppose r=a, c’est-à-dire quand le point attiré est à la surface du sphéroïde, à moins cependant que f ne se réduise en même temps à zéro. Or f est nul lorsqu’on y suppose à la fois > = 1 et r — a, l’intégrale précédente devant être prise entre les limites y = 1 et y — — 1 ; il est donc nécessaire de savoir ce qu’elle devient dans le premier cas. Si les intégrations étaient effectuées, le facteur cor^k mun au numérateur et au dénominateur de la fom^
tion
‘(r* — a?) ÿ dpi du
disparaîtrait, et il serait facile
ensuite d’avoir sa vraie valeur correspondante à l’hypothèse de r—a; mais comme la forme de la fonction y' est généralement inconnue, il faut y parvenir indépendamment de cette intégration. Voici pour cela un procédé très simple. Supposons en général /=/((&', où' ); il est clair que le second membre de lequation (e) devient nul, lorsque r — a, pour toutes les valeurs de f/! et de où' qui diffèrent sensi-
hlement de /x et de ce. Si l’on fait .donc et ce — ce-j-k, et qu’on substitue ces valeurs dans l’équation (e), on pourra y regarder h et k comme des quantités infiniment petites. Cela posé, on^aura généralement
en représentant par Ç une très petite quantité du même ordre que h et k. Si l’on substitue cette valeur dans l’équation (e) , et qu’on néglige la partie dépendante de £, qui sera toujours infiniment petite relativement à la première, en observant quey==/(jx, ce), puisque y est ce que devient y' lorsqu’on y change f x ! et <J en (X et ce, on aura
n+2a.^ = asay •('’*—«*)
Pour faciliter l'intégration, prenons pour origine Àg l’angle que nous avons désigné par 0 , le rayon r, fle qui donne /* = i, \A — /x*= o. On aura simplement alors f— am — 2 aifjtf -f- r*, et en intégrant par rapport à ce', depuis c/=o jusqu’à cez=z27r,
On a d’ailleurs
on aura donc en intégrant
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Cette intégrale devant être prise depuis — i jusqu’à ce qui donne J'=r-j~a et f=r — a,
on aura, pour sa valeur complète,^ •
ar(r + a) ar{r — a) r(r* — a*)*
par conséquent
du fcaV
dr r
Si l’on suppose maintenant r — a dans cette équation, on trouve
u + ^a-%=— /çra'a.y. (g)
L’équation (d) , en y substituant a ( i +«/) à la place de r, et en observant qu’aux quantités près de
l’ordre a, ona~= ^ , donne ’■
V-f -2a. = 4- {{'Xa'a.y -f-u-J- ia
On aura donc, en vertu de l’équation (g), aux quantités près de l’ordre a* ,
Cette équation extrêmement remarquable s’étend à tous les sphéroïdes peu différens de la sphère. Elle
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< jy
lait voir que, dans la fonction V+ an. toutes les
quantités de l’ordre a disparaissent, en sorte que cette fonction est la même par rapport à la sphère et au sphéroïde qui en diffère très peu , quelle que soit d'ailleurs la position du point attiré à la surface de ces deux corps. Cette équation a d’abord été trouvée par Laplace ; mais la démonstration qu’il en donne dans le second volume de la Mécanique céleste, et qu’il a reproduite ensuite dans le cinquième, a été l’objet d’une controverse fort vive, qui a fait même révoquer en doute par plusieurs géomètres la généralité du théorème qui en résulte. Il me semble que la démonstration qui précède est à l’abri de toute objection sérieuse (*).
ai. Si l’on substitue dans l’équation (h), pour V et 2~, leurs valeurs (c), n° 19, on trouvera
4w.^‘:=U0-|-oUI -J-5U, . . . . -f-(2i-f-i)U,-l-etc.
La fonction y peut donc toujours se développer dans une série de cette forme
/=¥. + ¥. + Y.. . . . -4- Yj-f- etc.
Les quantités Yc, Y, , etc. , étant des fonctions ra- , tionnelles de fi, \/ 1 — ft*.cos a>, \/ 1 — i^.sina, qui
(*) Voir, sur cc sujet, Lagrange, Journ. de l'École Polythechnique , tome VIII ; M. Ivory , Transactions philosophiques, tome Cil ; il. Poisson , Connaissance des Tenu po«r l83o.
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satisfont à l’équation aux différences partielles (C). Cette réduction est indépendante de la forme de la fonction^, et doit être considérée comme une propriété résultante. des attractions des sphéroïdes peu diflférens de la sphère. :
Si l’on compare les deux valeurs précédentes de jten observant qu’on a, n° 19, U,= fYtydfJL'(Lo't on trouvera généralement
//Pi/4.W,= £L. .• (I)
On a d’ailleurs, en représentant par Y'0, Y't, etc. , ce que deviennent les quantités Y0, Y„ etc., lorsqu’on y change p et ce en yJ et a>' ,
/ = y: + y; 4- y;.... 4-ÏV+etc.; en observant donc qu’on a généralement, par le n° 18,
ffP$\dy.'dc*' = o, »
n étant un nombre différent de ï, l’équation (/) donnera simplement
les limites des intégrales étant les mêmes que précédemment.
Cette équation renferme l’énoncé d’une nouvelle propriété remarquable dont jouissent les fonctions de la nature de celles que nous avons désignées par Y, et Z„ ; mais elle est plus restreinte ^que la première, démontrée dans le. n° 18, parce qu alors nous *. supposions aux fonctions Yf et Z. toute la généralité dont elles sont susceptibles , tandis qu’ici nous sup-
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posons à l’une d’elles la forme particulière des fonctions que nous avons désignées par P,.
La première conséquence qui résulte de l’équation (m), c’est que la fonction y ne peut admettre qu’un seul développement de la forme Yo-f-Y.-f-Y, etc. En effet, supposons que y puisse s’exprimer par les deux séries suivantes ;
* ^==Y04-Y, + Y, + etc.f
y = Z0 + Z, -f- Z, -f- etc. ;
si l’on y substitue fxl et a' à la place de (t et a» , et qu’on multiplie par Pr ces deux séries, on aura généralement :
fr^ff d^da! = Y, = Zj }
d’où il suit que les deux développemens précédens sont identiques.»
On peut conclure généralement de l’équation ( m ) que lorsque le développement de y en série de cette forme Y„ -f- Y, -j- Y, -f- etc. , sera connu, on aura, immédiatement et sans intégration, les quantités U0,
Ü„U„ etc., n° 19, et les valeurs de V et de — -7- de-
viendront, pour les points extérieurs,
v 4yg3 1 4*a a (\ . a y i-° Y -4
\-ïïW)?-Yi ■+_etc-)
ûTV \ /foù3 ,
(ai+i)
XY^etc.)
On aura de même , pour les points intérieurs.
d\ far , /i H.r ir 1-1 _ \ • (
lü~ 3 _^a*\3a'T,+V'T*'"+^+ôâ‘T|+elC' )’ ’ )
Quand le point est situé à la surface du sphéroïde, ces deux dernières formules doivent être identiques avec les premières ; et en effet , si l’on y suppose r—a(i -factj) , et qu’on observe que l’on a, par hypothèse,
Jr== Y0-f- Y, + Y,. . . -j-Yi-f-etc. ,
on trouvera
dV _ faa'
dr 3 *
équation qui doit exister, comme nous l’avons démontré , pour tous les points de la surface.
Les formules (n), (p) sont dues à Laplace ; elles offrent, sous une forme très simple, les expressions les plus générales des attractions des sphéroïdes peu différens de la sphère. On peut les simplifier encore par les considérations suivantes.
Soit M la masse du sphéroïde que nous supposerons homogène ; on aura
M — fr,*di/dp! doû = i . J'r'sdfJ.,dci)' ;
ou bien , en mettant pour r1 sa valeur a ( i -f -ay') ,
M = -faa'cL.fr'dn'dcd.
Si, à la place dey', on substitue son développement
Y'0-f- etc. dans cette expression, en remarquant qu’on a généralement par le n° it /Y 'tdf/dcà = o , i étant différent de zéro, et que jl’on a , par ce qui précède , fX\dfj!dcû — 4ttY0 , on trouvera
M = — + 47ra3aY0.
En prenant donc, pour la valeur de a, le rayon de la sphère égale en solidité au sphéroïde , on aura Y0 =0 , et le terme Y0 disparaîtra de la valeur àe j, ainsi que ceux qui en dépendent dans les formules
(«) et ( P\
On a généralement
Si l’on suppose i=i dans cette équation, et qu’on substitue à la place de y' son développement , on aura
Y ,=±./f?X,dfi'da,\
D’après la valeur générale de Pi, il est aisé de voir qu’on aura, dans le cas de i— r i ,
P,:=fy*'+/i'. \/i — ^•.sinfiD'-f-A". \A — /*’• cosa/,
h , h', h " étant des constantes, (ba aura donc
Y, = ^ .Jfjr'ftdftdti' 4- ■ //y V I— y*, sin u du Am
+ . ffy'V' i — ■f*'* . cos m'dftdm
.Si l’on désigne par dm l’un des élémens de l’excès du sphéroïde sur la sphère, on aura
dm = a'ia..Jfjldfi,dcà ;
on peut donc écrire ainsi la valeur de Y, ,
Y,= Hfafi .dm-^-H'fa t/ 1 — ft'*s\na' fa\/ 1 — ft1 "cos w .dm ,
H, H', H" étant trois quantités constantes.
Si l’on désigne par x', y' , d les trois coordonnées rectangulaires de la molécule dm, on aura, aux quantités près de l'ordre a,
x' se afi , y=a^ i — /</3.s:n z'zxzn^i — ^‘.cos*'.
Si, de plus, on suppose l’origine des coordonnées au centre de gravité du sphéroïde, on a
fx' dm — o , fy'dm= o, fz'dm==. o.
On aura donc, dans ce cas, Y, = o. Le terme dépendant de Y, disparaîtra par conséquent dans le développement de y et dans les formules («) et (p ), en prenant pour origine des coordonnées le centre de gravité du sphéroïde. Ce résultat d’ailleurs peut aisément s’étendre à toute eèpèce de sphéroïdes.
32. Concevons maintenant le point attiré situé dans l’intérieur d’une couche à très peu près sphérique ; plaçons l’origine des coordonnées au centre , et supposons que le rayon de la surface intérieure soit
a -f- aa. . (Y,-f- Y3-f-Y4 -J- etc.) ,
et que le rayon de la surface extérieure soit de la forme Tome II. a5
THÉORIE ANALYTIQUE a' + a' a, . (Y', -f- Y\ -f- Y'3 -j- etc.).
Si l’on désigne par AV l’attraction de la couche , il est clair qu’on aura la valeur de AV, en retranchant la valeur de V relative au premier sphéroïde , de la valeur de V relative au second ; on trouvera ainsi
AV= 27T.(au — a*) -f* /pra.^jç-.Y' t-\- -g. (Y',
Si l’on veut que le point placé dans l’intérieur de la couche soit également attiré de toutes parts, il faut que AV se réduise à une fonction indépendante des variables r, 6 et «, puisque les différences partielles de AV, prises par rapport à ces quantités, expriment les attractions de la couche sur le point attiré. Cette condition donne Y\ = o, et généralement
équation qui détermine le rayon de la surface extérieure lorsque celui de la surface intérieure est donné.
Si la surface intérieure est elliptique , on a
v '•.ÏUVyf&ûf, 8 SRî
Y,= o, Y4 = o , etc. , et par conséquent - - : ~
les rayons des surfaces intérieure et extérieure de la couche sont donc
<7.(ï + aYa) , a' (i + aY,) ;
d’où l’on voit que ces surfaces appartiennent à deux ellipsoïdes semblables et semblablement placés , ce qui s’accorde avec le résultat trouvé n° 8.
Supposons le rayon de la surface intérieure de la forme a( 1 -f-ay), et le rayon de la surface extérieure de la forme «(i-f-ay-f-az), z étant une fonction de p. et de où qu’on pourra développer en une série de cette forme,
z = Z„ -f* Z, -f- Z, -f- etc.
On aura, par les formules ( n ) et f p), relativement aux points intérieurs et extérieurs ,
aV = • (Z„ -f- |",Z| + -f- etc. ) ,
A'V = fy/rcfa. . (Z0 3^* Z, g—. Za -f- etc.
En différenciant, on aura pour les attractions qu’exerce la couche sur les points extérieurs et intérieurs, suivant le rayon r,
<f.AV 4”*** A, . 2rt „ . 3a* r» \
- •(.z-+s:-z. + 57'z" + etc-)
d.à’Y faci1* f T . n . if* J# , , \
Si l’on suppose donc le point à la surface, qu’on fasse /•= a dans ces formules et qu’on les compare
ensuite, on aura
=4™*. (Z0+Z ,+Z .-f etc.) = 4-Traa z .
D’où l’on voit que si deux points sont situés sur le même rayon, l’un à la surface extérieure, l’autre à la surface intérieure du sphéroïde, la différence de l’action de la couche sur les deux points sera proportionnelle à son épaisseur , et la même que si la couche était sphérique.
a3. Considérons présentement un sphéroïde hétérogène peu différent de la sphère, et composé de couches homogènes dont la figure et la densité varient suivant une loi quelconque. Soit a{ 1 -f-ay) le rayon d’une de ces couches ; si l’on développe y en série Y0 -f- Y, + Y, -(- etc. , les quantités Y0 , Y, , Y„ etc., seront des fonctions de a variables d’une couche à une autre ; et en différenciant par rapport à a la première des équations (m), op aura pour la valeur de V relative à la couche dont l’épaisseur est da-\- a. day, et dont nous représenterons par / la densité ,
k.fio’+bï.fd.ÇaK Y.+£.Y,+£.ï. + etc.
Si l’on regarde , dans cette différentielle , f comme une fonction de a , et qu’on intègre relativement à cette variable, on aura pour la valeur de V qui se rapporte au sphéroïde entier,
V=£ • Y,H-etc.).
Les intégrales devront être étendues depuis a — o jusqua a=a', en nommant a ' la valeur de a correspondante à la surface.
Pour avoir l’attraction du sphéroïde hétérogène sur un point intérieur faisant partie de la couche dont le rayon est a ( 1 -J- ay) , on emploiera la première des formules (n) depuis a— o jusqua la valeur de a répondant à cette couche , et la première des formules ( p ), depuis cette valeur de n jusqua a = a, cette dernière valeur se rapportant à la surface. Si , après avoir différencié ces équations par rapport à a, on les multiplie ensuite par f, et qu’on intègre leur somme, on aura
+2 » .f(.da*+ 4*«. ^ >.c/.^a Y0+ j- Y,-f ^ . Ya -f- ete.^.
Cette valeur représente l’attraction du sphéroïde hétérogène sur les points intérieurs. Les deux premières intégrales devront être prises depuis a— o jusqua a=za, et les deux dernières depuis a — a jusqua a— a'. Il faudra en outre, après Jes intégrations, substituer a au lieu de r, dans les termes multipliés
par a, et ■ ^ au lieu de ^ , dans les termes qui sont
indépendans de a.
24* Il nous reste à montrer comment on peut parvenir à développer la fonction y // , co) dans une série de la forme Yc -f- Y, -{- Ya -f- etc. , les quantités Y0, Y,, Y„ etc., étant déterminées par la condi-
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tion de satisfaire à lequation
i Çi —}~ 1 )Y j — o.
Si l’on désigne par K„ le coefficient de cos nu> dans la valeur de Yj, on aura
dp J
dp
et la valeur la plus générale de K„ qui satisfera à cette équation, sera l’expression de Pi du n® 17, en la multipliant par une constante arbitraire; c’està-dire qu’on aura
etc
On aura donc , pour la partie de Y, dépendante de l’angle nu,
(1 — p')* ■Q*1-" — ' ^f(a7 Yj~~^ A*i~'l~*~betc-^j . (A,sîn w4-B,co5n«),
A„ et B„ étant deux constantes arbitraires.
Si l’on fait successivement n=o, n=i, n=2...rt~i dans cette expression , et qu’on ajoute entre elles toutes les fonctions qui en résulteront, leur somme sera l’expression de Y(, qui renfermera, comme on voit, at+ 1 arbitraires, B0, A,, B,, etc. Si l’on suppose ensuite 1= o , i~ 1 , etc. , on aura les valeurs des fonctions Y0, Y,, etc., et leur somme Y, 4- Y, 4- Y. .... 4- Y, renfermera (i 4“ 0* cons“ tantes indéterminées.
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Soit maintenant S une fonction donnée, rationnelle et entière, des trois coordonnées rectangulaires x, y, z, qu’il s’agit de développer en série de la forme Y„-f- Y, -f- Y, + etc. Voici le moyen qu’on emploiera pour y parvenir. Si l’on transforme les variables x , y y z en trois autres r, fi, a> , déterminées comme dans le n° 4 , on aura
x—rfx, _y=r. \/i — (jl%. cos a, s = r. \/i — /4*.sin« ,
en substituant ces valeurs dans S , cette quantité deviendra fonction rationnelle et entière de fz , \/i — /U.*cos« et \/ 1 — ytt'sina, et l’on pourra la développer en fonction des sinus et des cosinus de l’angle ai et de ses multiples. Si l’on suppose donc que S soit la fonction la plus générale de l’ordre s, sinno» etcosno), dans ce développement, seront multipliés par des fonctions de la forme
(i — /*.*)“ . (Aj u'~" -f- CfiT*- + etc.) ;
d’où l’on voit que la partie de S dépendante de l’argument «a» renfermera 2 ($ — n-\- 1) arbitraires. La partie de S qui dépend de l’angle ai et de ses multiples, renfermera donc ^(.y-f-i) indéterminées; la partie indépendante de l’angle a en renfermera $4- J » la fonction S contiendra donc (s 4- 0* constantes indéterminées.
La fonction Y04- Y,4- Y,. . .4*Y, renferme pareillement (s-f*1)* arbitraires; il sera donc toujours possible de transformer S dans une fonction de cette forme.
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Pour cela , on prendra l’expression la plus générale de Y, , on la retranchera de S , et l’on déterminera les arbitraires de manière que les puissances et les produits de p et de \A — jn* de l’ordre s disparaissent de la différence S — Y,, qui deviendra ainsi une fonction de l’ordre s — i , que l’on désignera par S'. On prendra l’expression la plus générale de Y(t_0 et on la retranchera de S'; on déterminera les arbitraires de manière que les puissances et les produits de /ut. et de V i — f de l’ordre s — i disparaissent de la différence S' — Y(,_i5, et ainsi de suite. On déterminera successivement de cette manière les fonctions Y,, Yc,_0, Y(f_0, etc., dont la somme représente S.
CHAPITRE IV
De la figure dune masse fluide homogène en équilibré , et douée cTun mouvement de rotation.
a5. Après avoir développé, dans les chapitres qui précèdent , les formules générales des attractions des sphéroïdes, nous allons les faire servir à la détermination de la figure d’une masse fluide tournant autour d’un axe fixe, et sollicitée par les attractions de toutes ses parties et par la force centrifuge due au mouvement de rotation. Nous supposerons d’abord le fluide homogène : cette question est alors susceptible d’une solution rigoureuse.
Soient a, b, c les trois coordonnées d’un point quelconque de la surface du fluide, P, Q, R les forces accélératrices qui agissent sur ce point , décomposées parallèlement aux axes des coordonnées ; prenons pour axe des x l’axe même de rotation ; désignons par n la vitesse angulaire commune à tous les points de la masse, et par r— y'b2+c2 la distance à l’axe de rotation du point dont les coordonnées sont a, b , c. La vitesse absolue de ce point sera rn, et rn% sera la
force centrifuge qui l’anime : on aura donc, n° 5g,
livre Ier, pour l’équation de l’équilibre
P cia -f- Q db -f- Rdlc — n*rdr = o ,
et cette équation représentera aussi celle de la surface extérieure du fluide.
Supposons maintenant que les seules forces accélératrices qui agissent sur lui soient les attractions mutuelles de ses élémens ; on aura
itv n dV
da’ ^ — va »
db
dv de 9
V désignant la même fonction que dans le n° i.
L’équation de l’équilibre deviendra donc
lÙt'du^r~db' db^~dc * "c + nrdr = o. (i)
La valeur de V dépend de la nature du fluide et de la disposition de ses élémens. On ne peut donc pas déterminer à priori la surface de l’équilibre au moyen de l’équation précédente; mais cette équation servira à indiquer, parmi les hypothèses arbitraires que l’on peut faire sur la figure de la masse fluide, celles qui satisfont aux conditions de l’équilibre.
Considérons d’abord une masse fluide homogène à laquelle nous supposerons la figure d’un ellipsoïde dont l’axe des x est l’axe même de rotation ; plaçons l’origine des coordonnées au centre de la masse; l’équation de la surface sera alors
Dans les ellipsoïdes homogènes, on a, n° 9,
dV
-d;=yc’
et, £ , y désignant des quantités indépendantes des trois coordonnées a, b, c. En substituant ces valeurs dans l’équation (1), et en observant que la valeur de rdonne rdr = bdb •+• ede , on aura
a.ada- f-(6 — n*).bdb-\-{y — n%).cdc = o.
L’équation de l’ellipsoïde , en la différenciant, donne
ada bdb . ede
Pour que ces deux équations coïncident, il faut qu’on ait
F CT' 1F
d’où l’on tire
£h'1 — yh'* = n* . (1ï% — h"*).
Le second membre de cette équation est indépendant du troisième axe h de l’ellipsoïde; il faut donc que le premier le soit pareillement. Or, si l’on remplace £ et y par leurs valeurs données n° 10, on verra que, pour satisfaire à cette condition, il faut nécessairement supposer h!=-lf ; alors l’ellipsoïde est de révolution autour de l’axe des x;ona par conséquent £=y, et les équations ( a ) se réduisent à la suivante :
3yf>
Si h est le plus petit des trois axes, l’ellipsoïde est aplati ; dans le cas contraire, il est allongé vers les pôles. Supposons d’abord le sphéroïde aplati , et
faisons comme dans le n° g, — ^ — = A*, d’où l’on À’*
tire — = r + A* ; on a d’ailleurs, en désignant par
M la masse de l’ellipsoïde , et nommant f la densité, M = 3 7 Tfhh!* y ou bien M = f 7Tf . (r +A')./<3. Les formules du n* io donneront donc ainsi
* = 4 — -.(A— arc. tangA),
C = 27Tf. .(arc. tangA — -j-—).
Si l’on substitue ces valeurs dans l’équation (£), et que , pour abréger, on fasse q , on en tire
arc.tangA = ^±g£.
Cette équation étant résolue par rapport à A, donnera le rapport des deux axes de l’ellipsoïde. Si la valeur de cette quantité est réelle, il y aura toujours , pour une valeur de n donnée , une figure elliptique qui répondra à l’état d’équilibre ; si elle est imaginaire , l’équilibre de la masse fluide ne pourra point exister avec une pareille figure. Enfin,
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s’il y a plusieurs valeurs de A qui conviennent à l’équation (2) , il y aura aussi plusieurs figures d’équilibre correspondantes à un même mouvement de rotation.
26. 11 convient donc de discuter avec soin l’équation (2) , et comme elle est transcendante , il faut pour cela recourir aux considérations géométriques, qui sont très utiles dans ces sortes d’occasions. Faisons donc
? — 9^-£3 “ arc> tanS A
et regardons comme l’ordonnée d’une courbe dont x représente l’abscisse. On voit d’abord que si l’on change le signe de X , l’ordonnée <p conserve , au signe près, la même valeur : d’où il suit que la courbe que représente l’équation (3) est semblable du côté des abscisses positives et du côté des abscisses négatives ; ses deux branches couperont donc l’axe des abscisses à des distances égales de l’origine , et donneront les mêmes figures de l’équilibre. Il suffira par conséquent de considérer la partie qui répond aux abscisses positives. Cela posé, si l’on fait croître À depuis À = o jusqu’à Ac= 00, l’ordonnée <p commence et finit par être positive ; d’où il suit qu’entre ces deux limites la courbe coupe un nombre de fois pair l’axe des abscisses , et que par conséquent il y a toujours au moins deux valeurs de A qui satisfont à l’équilibre.
En différenciant l’équation (3), on trouve
«J® 6a1 . [(/A* -f- ( i oq — 6)a* -f- 9 q]
et la supposition de d<p = o donne
d’où l’on tire
Ce sont les valeurs de A* qui correspondent aux valeurs maxima et minima de l’ordonnée <p. Comme ces valeurs ne sont qu’au nombre de deux, il est clair que <p n’a qu’un maximum et un minimum du côté des abscisses positives, ce qui exige que la courbe ne coupe l’axe des abscisses qu’en trois points, en y comprenant l’origine. 11 ny a donc que deux valeurs de A* qui répondent à l’équilibre.
L’équation (5) détermine aussi une limite des valeurs de 7, au-delà de laquelle l’équilibre n’est plus possible avec une figure elliptique. En effet, si l’on suppose
il est clair qu’en donnant à 7 une valeur plus grande que celle qui est déterminée par cette équation , la valeur de A* qui en résultera sera imaginaire ; les ordonnées <p ne seront donc susceptibles ni de maximum ni de minimum , et la courbe ne coupera jamais l’axe des abscisses. L’équation précédente donne
Dü SYSTÈME DD MONDE.
y = o.375o, d’où l’on tire A =1.7322;
mais on peut assigner à ces deux quantités des limites plus approchées.
Pour cela, j’obserYe qu’il peut arriver que la courbe soit simplement tangente à l’axe des abscisses sans le toucher ; on a alors à la fois dp = o et p=. o.
La première de ces équations donne
et cette valeur, substituée dans l’équation (3), donne
arc. tang A =
7A5 + 3oa?i+27A 7A,+9>i
( 1 -j- Aa) (3 + (9 + A‘) ( i -j- *’) (9 4- A*;*
Cette dernière équation , en la résolvant par approximation, donne
A = 2. 5292, d’où l’on tire 7 = 0.33701,
le rapport de l’axe de l’équateur à l’axe des pôles étant exprimé par la quantité \ /ï+J? , il est, dans ce cas, égal à 2.7197.
Nous avons supposé généralement 7 = — ; soit T
le nombre de secondes que l’ellipsoïde emploie à faire
une révolution autour de son axe , ^ sera la vitesse
dont est animée la molécule située à l’unité de distance de 1 axe de rotation , et la force centrifuge de
cette molécule sera -PL ; on aura donc
4oo
Il suit de là que, pour les masses de même densité, les quantités q sont proportionnelles à la force centrifuge correspondante au mouvement de rotation, ou en raison inverse du carré du temps de la rotation. La valeur de q par rapport à la Terre est de 0,005449^7 > et la durée de la rotation de cette planète de o', 99727 ; d’où l’on peut conclure que pour une masse fluide de même densité que la Terre, la durée de la rotation, correspondante à la limite 0,53701 de q, serait de 0^,10090. La masse fluide ne pourra donc pas être en équilibre avec une figure elliptique, si le temps de sa rotation est moindre que o*, 10090; et s’il surpasse cette limite, il y aura toujours deux figures elliptiques, mais non davantage, qui satisferont aux conditions d’équilibre.
27. Nous avons supposé jusqu’ici l’ellipsoïde aplati aux pôles; voyons maintenant si l’équilibre pourrait exister avec une figure elliptique allongée vers les pôles. Il faut, dans ce cas, faire A* négatif; soit donc A* = — A'*, la quantité A'* étant supposée positive et plus petite que l’unité, parce que sans cela Y^i -j-A'* devenant imaginaire, l’ellipsoïde se changerait en un hyperboloïde. Si à la place de A on substitue sa valeur ± A' \/ — 1 dans lcquation (4), . on trouve
*>f, ^ r.t 1 >.!■>'• L.ioAr.îd/ • ■ 1 ' if
dx V (1 - a'*) (9 — 3a'*/ »
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et pour que l’ordonnée <p soit un maximum , il faudra supposer
Or , il est évident que tous les termes de cette équation étant positifs lorsqu’on donne à A'* une valeur comprise entre A'* =o et A'* = i, cette équation est alors impossible : la courbe ne cqupedbnc jamais l’axe des abscisses entre ces limites; il n’y a donc pas d’équilibre pôssible avee une figure elliptique allongée vers les pôles.
i; 28. Considérons maintenant les variations de la “pesanteur à la surface de. l’ellipsoïdç. La pesanjtppr ejjt Jp résultante de, toutes te^ forces qui agissent sur. ,.qu point matériel placé à cette surface,., Soit p cette rpr sultan te; en désignant comme précédenmientparzzx. , lè , cy les attractions de l’ellipsoïjde , par n sa vitesse de rotation-, on aprp ! W ,1 i no’! iï
u“'! (>-«*). ' ;ri
i-q uni' . !• !•! al ,■<, «••>).» u.ttenq
U résul |e; d-’qbord. do Cette équatiqn qué la pesaniteuriaux diffère ns poiéts d’un : rayon, du (sphéroïde est proportionnelle à leurs distances du centre; en sorte que si l’on connaît là pesanteur à la, surface
on aura immédiatement celle qui s exercé dans l’intérieur de l’ellipsoïde. , ^ ^
Considérons en particulier l’ellipsoïde de révolution: on a, dans ce cas, ~ \
i.t , (J>* -f- li ii-i'h
Tome II
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d’où , en vertu de l’équation (A) , on tire
On a d’ailleurs, par l’équation de l’ellipsoïde ,
par conséquent ,
A l’équateur, on a «= o , et par suite p = ^ ; aux
pôles , on a « = A et.yB = aA ; la pesanteur à l’équateur est donc à la pesanteur aux pôles, comme le diamètre de l’équateur est à l’axe des pôles.
29. Déterminons la relation quiexisteen général à la surface de l’ellipsoïde entre la pesanteur et la latitude. Si l’on nomme t la normale à l’ellipsoïde prolongée jusqu’à la rencontre de l’axe de révolution ^ et qu’on prenne pour plan des x , y, le méridien passant par le point de l’ellipsoïde que l’on considère, on aura , en nommant a et b les coordonnées de ce point ,
On aura donc - “Y.
P » 00 e.." '■> . ■: jio : n.'it
d’où il spitque Ut pesanteur est proportionnelle à la
• l ^ . i'kJ 1
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normale de l’ellipsoïde prolonge'e jusqua l’axe de révolution.
Nommons 4 le complément de l’angle compris entre la normale et l’axe de révolution ; 4 sera la latitude du point de l’ellipsoïde que l’on considère;
on aura ainsi b = — Si l’on substitue cette vacos 4
leur dans l’équation de l’ellipse, et qu’ensuite on élimine, à l’aide de l’équation résultante , a de la valeur précédente de t, on trouvera
Si dans cette équation on substitue pour a sa valeur,
et i -f- À* à la place de - — rr~ , on trouvera
; P — ^ ( I 4- V) ■ (* — arc -tanftA) ,
• , A’ . 1/ rï-' A* COS1 4
On aura, au moyen de cétté équation, lk pcsariteur correspondante à une latitude donnée; il ne s’agit plus, pour en faire usage, que de déterrrtirtér les constantes qu’elle renferme.
En nommant T le nombre de secondes qué l’ellipsoïde emploie à faire une révolution autour de son
Ta • ■ o.
axe, nous avpns trouvé, na 26, qz=t~; dit tire de là
3Tt
4 Vf
TF-
Soit c la longueur d’un degré du méridien , mesuré à la latitude 4; le rayon osculateur de ce méridien est, par la nature de l’ellipse, — — ^ Ou
(i -f- A* COà*^.)*
aura par conséquent
(i -f- a*) An-
(l + A4COS*3)/)*
et cette équation , combinée avec la précédente , donnera
!/ 1 -f- a4cos’4'
i8o°.c.(i-f-À* cos*4) . —
La valeur de p deviendra ainsi
p= 1 8o° . c . ( t -f- A*cos* 4) •
A — arc. tarif; A
équation qui ne renferme plus que q d’inconnu. Si l’on nomme l la longueur du pendule simple qui fait ses oscillations dans une seconde de temps , on aura , n° 17» livre Ier, pz^z7t*l. En substituant pour p cette valeur, 1 équation precedente donnera , pour déterminer q ,
2160 . c . (1 -4- A* cos* -J,), (a — arc . tang a) »AJrf“ '
Cette équatiou , combinée avec l’équation (3) du n° 26, fera connaître la valeur de q, et celle de
A, au moyen de la longueur du pendule à secondes et de la grandeur du degré, observées l’une et l’autre à la latitude *>{..
Supposons *4/ = 45® et q une très petite quantité, comme cela a lieu pour la Terre; ces équations donneront , en les développant ,
720^1 1 etc
V— WT* 4 ’ UfT* / + ’
+ <7* + etc.
On a trouvé , par la mesure de l’arc du méridien terrestre , et par l’observation c[u pendule qui batiles sefcondes sous le parallèle de 45°,
c=min" l — om,g93452.
On a de plus T = 86164* ; on conclura de là
Cette dernière valeur donne Vi-f-A’cr:! .oo43344> c’est le rapport de l’axe de l’équateur à celui du pôle ; ces deux axes sont à très peu près entre eux comme 231,7 est à 25o,7, et les pesanteurs à l’équateur et aux pôles sont, comme on l’a vu n° 28, dans le même rapport.
On peut encore déterminer le demi grand axe h du pôle au moyen de l’équation (6). En effet , en faisant 4== 011 en 6re
t: l la A
^_i8oVc.(i + !*«)* _ 180°. c , iA.__étc
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d’où il résulte, eu réduisant cette formule en nombres ,
11 est à remarquer que la limite que i)ous ayons trouvée pour q , n° 26', n’est pas, comme on aurait pu l’imaginer, celle où le fluide commencerait à se dissiper en vertu d’un mouvement de rotation trop rapide. En effet , on a vu , n° 28 , que la pesanteur à l’équateur est à la pesanteur au pôle dans le même rapport que le diamètre de l’équateur est à l’axe du pôle; rapport qui, dans ce cas, est celui de 1 à 2,7197; d’où il faut conclure que si, audelà de la limite 0,83701 de q , l’équilibre ne peut suHsisteravec une figure elliptique, c’est qu’il est alors impossible de donner à la masse fluide une figure elliptique telle, que la résultante de ses attractions et de la force centrifuge, soit perpendiculaire à sa surface.
3o. Nous venons de voir, n° 26, que, pour un mouvement de rotation donné, il sera toujours possible d’assigner deux figures elliptiques qui satisferont aux conditions d’équilibre; mais il n’en faut pas conclure que ces deux états d’équilibre correspondent à la vqême force d’impulsion primitive , parce que le mouvement de rotation que prend la masse fluide dépend non-seulement de l’intensité de cette force, rpai$ encore de la manière dont elle.lui est appliquée.
En effet, considérons une masse fluide agitée primitivement par des forces d’impulsion quelconques, et ensuite abandonnée à elle-même et à l’attraction mutuelle de toutes ses parties. Par le centre de gra-
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vite de la masse , concevons un plan qui soit celui par rapport auquel la somme des aires tracées par chacune des molécules du fluide multipliées par leurs masses est un maximum ; ce plan conservera sans cesse cette propriété, et lorsque, après diverses oscillations du fluide, son mouvement deviendra un mouvement uniforme de rotation autour d’un axe fixe, l’équateur de la masse se confondra avec le plan maximum des aires , et l’axe de rotation sera perpendiculaire à ce plan. Soit donc Wdt la somme des aires décrites pendant l’instant dt, à l’époque où la masse commence à s’agiter, par les projections de chacune des molécules fluides sur ce plan, multipliées par les masses de ces molécules ; cette somme restera constamment la même pendant toute la durée du mouvement. Or si l’on désigne , comme nous l’avons fait, par n , la vitesse angulaire de rotation commune à toutes les molécules de la masse, et par s/b* -j- c% la distance de la molécule dm à l’axe de rotation , l’aire décrite par cet élément , projetée sur le plan de l’équateur et multipliée par sa masse, au
bout du temps dl, sera ^ ( b * -f- c*)dm. On aura donc
l'intégrale S devant s’étendre à la niasse entière du fluide.
Or S.(£4-f- c*)dm est le moment d’inertie de la masse relative à l’axe de révolution. Par là nature
des ellipsoïdes, ce moment est égal à ~5'.As.(i -f-À*)4.
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On aura donc
D’ailleurs, en désignant par M la niasse du fluide, on a
Au moyen de ces deux équations , on trouve
nS 25h* (-^y (,+*•)"*
Nous avons représenté par q cette quantité, dans le n° a5; en faisant donc q'z= on aura
qz=q'(i -{- Af;_i, et l’équation (2) du même numéro deviendra
t)A + 2?,A',(l-f-Xa) S 9+3a*
arc . tang A = o.
On déterminera A au moyen de cette équation, et en substituant sa valeur dans l’expression de M, on en déduira la valeur de h.
Nommons <p la fonction que représente le premier membre de l’équation précédente; cette fonction doit être égale à zéro , pour satisfaire aux conditions d’équilibre ; elle commence par être positive si l’on suppose très petite la valeur de A, et elle devient négative lorsqu’on suppose A infini. 11 y a donc tou-
jours entre ces deux limites une valeur de A qui satisfait à 1 équation <p = o. Par conséquent, quel que soit q' , il y a toujours une figure elliptique qui convient à l’équilibre de la masse fluide.
En différenciant la valeur de <p, on trouve
La valeur de A qui correspond à <p=o rend négative la fonction
4~ J8qf — [X*q' 4“ 18 (i 4- A*)3].
Cette fonction conserve ensuite toujours le même signe à mesure qu’on fait croître la valeur de A, parce
que la partie positive •^^-4-187' diminue sans cesse,
tandis que la partie négative — [XVy'-f- 18 (1 4* A*)3 ] augmente. La courbe dont <p représente l’ordonnée ne peut donc couper une seconde fois l’axe des abscisses, et par conséquent il n’y a qu’une seule valeur de A qui satisfasse aux conditions de l’équilibre.
3i. Concluons donc de ce qui précède: i°. quune masse fluide homogène , clouée d’un mouvement de rotation autour d’un axe fixe, peut toujours être en équilibre avec deux figures elliptiques différentes ; 20. que pour une même force d’impulsion primitive , il ri y a qu’une seule figure elliptique qui satisfasse à l’équilibre.
Le premier de ces résultats suppose que la durée
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de la rotation de la masse fluide n’est pas au-dessous de la limite que nous lui avons assignée n° 36 ; mais quand bien même cette condition ne serait pas remplie à l’origine du mouvement , il n’en faudrait pas conclure que l 'équilibre sera à jamais impossible avec une figure elliptique. On conçoit , en effet , que la masse fluide , après diverses oscillations, peut s’aplatir de plus en plus sans cesser /l’être continue , en vertu de la ténacité de ses parties. La durée de la rotation augmente ainsi progressivement, et elle finit par atteindre la limite qui convient à l’équilibre. La masse fluide prend alors la figure d’un ellipsoïde; et l’on voit , en effet, par le second des théorèmes précédens, qui a toute l’étendue possible , que , quelles que soient les forces primitivement imprimées à ce fluide, ou peut toujours assigner une figure elliptique qui satisfasse à son équilibre. En général, cette figure est unique, et elle est déterminée par la nature des forces qui ont produit le mouvement. L'axe de rotation est celui des axes passant par le centre de gravité de la masse , par rapport auquel la somme des momens des forces primitives du système était un maximum.
CHAPITRE V
De la figure qui convient à l'équilibre dune masse fluide homogène clouée dun mouvement de rotation, et dont la figure primitive est supposée très peu differente de la sphère. %
5o.. Nous venons de démontrer que l’ellipsoïde de révolution satisfait aux conditions d’équilibre d’une masse fluide homogène douée d’un mouvement de rotation autour d’un axe fixe, et nous avons développé les lois que suit la pesanteur et la diminution des degrés du méridien à la surface d’un semblable sphéroïde. Il nous reste à examiner maintenant si la surface elliptique est la seule qui remplisse' les conditions précédentes, et s’il existe plusieurs figures de différentes natures qui conviennent à l’équilibre. Cette question, dans toute sa généralité, surpasse les forces de l’Analyse; mais on parvient à la résoudre en la restreignant et en supposant la figure de la masse fluide très peu différente de la sphère. Cette hypothèse est d’ailleurs conforme à la na-, ture , puisque tous les corps célestes ont , à très peu près, la forme sphérique, et qu’on peut présumer que leurs molécules, en se rapprochant par la
condensation , ont conservé entre elles la même disposition qu’elles avaient à l’état fluide.
Reprenons l’équation de l’équilibre d’une masse fluide homogène trouvée, n° 38, livre 1er, et donnonslui cetle forme
V+N = const. , (a)
N représentant généralement l’intégrale de toutes les forces étrangères aux attractions du sphéroïde qui agissent sur les points de sa surface. Si l’on suppose, comme cela a lieu pour la Terre, la Lune, Jupiter et tous les corps célestes, Saturne excepté, que la seule force étrangère qui agit sur la masse fluide est la force centrifuge provenant du mouvement de rotation , on aura
a, b etc désignant les coordonnées rectangulaires d’un point quelconque de la surface, et g la force centrifuge du point situé à l’unité de distance de l’axe de rotation, g étant d’ailleurs une très petite quantité, parce que la supposition que la masse fluide diffère peu de la forme sphérique, exige que les forces qui l’en écartent soient elles-mêmes très petites.
Plaçons l’origine des coordonnées au centre de gravité de la masse; soient ;• le rajon vecteur mené de ce centre à la surface, 0 l’angle qu’il forme avec l’axe de rotation, et « l’angle que forme le plan qui passe par le rajon r et par l’axe de rotation avec le plan des x, y, on aura
a = r cos 0 , b — r sin 0 cos a , c — r sin 0 sin u>.
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La valeur de N deviendra ainsi,
N=ï.g7^sin*0== — ±.gr* .(cos* 6 — £),
et en la substituant dans 1 équation d équilibre , on aura
— ■; gr* . (cos* ô — -3) = const. (b)
On verra bientôt pour quelle raison nous avons donné à N la forme précédente.
Supposons maintenant , conformément à l’hypothèse, la figure de la masse fluide. peu différente de la sphère; on aura dans ce cas, n° ai,
faa3 , a _ , aa „ , a3 _ .
V- V + 'T-! 0+37' ' + 5ri'Yl+ + elC- J
On peut faire disparaître de cette valeur les termes en Y. et Y, en prenant pour a le rayon de la sphère égal en solidité au sphéroïde, et en plaçant l’origine des rayons r à son centre de gravité. Si l’on substitue ensuite cette valeur dans l’équation (b) , on aura
fyra? , 4 "37H ?-
U lr -I ■ ; >(c)
= const. , . \
et tous les termes de cette équation jouiront de la propriété de satisfaire à l’équation et aux différences partielles
cf.sin 6
dYi
~dù
- ■ i ^ Yi
sin (idb sin* fi" dm*
d * . rYi _ dr‘
Y, étant une fonction rationnelle et entière des trois quantités /a, \A — A** cos Vi — yt*1 sin a ou cos 6, sin 0 cos a» et sin 0 sin a , du degré i.
11 est aisé de voir, en effet, que cette équation est satisfaite lorsqu’on y substitue chacun des deux termes -j gr* et — £ gr* ( cos* 8 — à la place de Y|, ce qui résulte de la forme particulière que l’on a fait prendre à la fonction N.
Cela posé , on a à la surface du sphéroïde r = a (i -f- ay); en substituant cette valeur dans l’équation (c), et en négligeant les termes du second ordre en a , ainsi que ceux qui sont multipliés par ttg à cause de la petitesse des deux facteurs , on aura
-3— • ( 1 — «J')+4’re‘a’[iY,Y3+|+ etc.] 4-^*— ^a’.fcos'S— i)
= const .
Comme la constante du second membre est arbitraire, on peut la supposer déterminée par l’équation
4*"°* il, ,
^3“ + 3 Sa — COnst. »
et l’équation précédente donnera ainsi
y = 5.(?Y,-HY,-hetc.)— ^.J.-(co$»fl— rj.).
Or, nous avons trouvé, n° ai, pour l’expression générale de y dans les sphéroïdes peu différens de la sphère , l’origine des coordonnées étant au centre de gravité du sphéroïde ,
y — Y. -h Ys -+■ Y4 + etc. ,
Y,, Yj, Y4, etc. , représentant dans cette expression les mêmes fonctions que celles qu’elles désignent dans la valeur de V.
En comparant ces deux valeurs de y , on voit qu’elles ne sauraient avoir lieu en même temps , à moins qu’on n’ait séparément,
Ys = o , Y4 == o , Ys = o , etc.
De la première de ces équations on tire
». = -*• £.(co*0-i).
Substituons cette valeur dans l’expression de y et faisons pour abréger ~~ ==s q ; q désignant comme
précédemment le rapport de la force centrifuge a la pesanteur sous l’équateur, on aura
*7 = — 4 7-(cos* 6 — i);
on a d’ailleurs i . •> . .
L’expression du rayon de la surface des sphéroïdesdeviendra donc
r =X fl.[l — f.?.(cos‘ fi — J)]k (d) : »
Cette équation appartient à un ellipsoïde de révolution dont l’aplatissement est très petit et égal à
'11 f l’origine des coordonnées étant au centre du
sphéroïde.
Nous voici donc parvenu à démontrer que la figure elliptique est la seule qui convienne à l’équilibre d'une masse fluide homogène , douée d’un mouvement de rotation, en supposant la figure primitive de cette masse peu différente de celle de la sphère. Nous avons démontré, dans le n9 ai, que l’expression de y ne peut sc développer que d’une seule manière , en série de la forme
Ya + \3 -f- Y4, etc.;
on peut en conclure encore, par ce qui précède, que la figure elliptique qui satisfait à l’équilibre est unique. Si l’on suppose <7 = 0, dans l’équation ( d ) , on a r — a ; d’où il suit que la sphère est la seule figure que puisse prendre dans l’état d’équilibre une masse fluide homogène et immobile.
53. Considérons maintenant les variations de la pesanteur à la surface du sphéroïde. L’équation ( a ) , qui détermine la figure de l’équilibre de la masse fluide, offre encore l’avantage de donner par une simple différentiation la loi de la pesanteur à la surface. En effet, le premier membre de cette équation représente généralement l’intégrale de toutes les forces qui agissent sur chacune des molécules de cette surface, multipliées respectivement par l’élément de leurs directions. En différenciant donc l"é-
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quation (a) par rapport à r, on aura, n® i , la résultante de toutes les forces qui animent le point de la surface que l’on considère décomposées parallèlement au rayon r, c’est-à-dire, n° 28, l’expression de la pesanteur en ce point.
L’équation (c), d’après ce qui précède, devient
+ Ç£.V» + ^.àn- 8 = const.
Si l’on différencie cette équation par rapport à r, qu’on divise sa différentielle par — dr et qu’on y substitue, à la place de rsa valeur a(i -j-oy) après la différentiation, on trouve
p = |7ra.(i — ‘ aY(l) — q sin*ô)j (/i)
et comme on a, n® 32, 1
aYW= — | q . (cos*ô -r-j) , r
cette équation devient ’
pz=\7ra. [ï — Î?-H‘7(cos‘0— *')].' j(c)
La quantité p que nôus venons de déterminer ne représente pas exactement la pesanteur., c’est seule-ment la partie dé cette: forcé dirigée vêts ■ le centre du.sphérQÏde. En effet , on petit regarder la pesanteur à sa surface comme décomposée en deux autres forces, l’une p dirigée suivant le rayonr/yet l’autre perpendièulaire à ce rayon. Mais il est aisé de voir que cette dernière est de l’ordre «, en sorte qu’en la désignant par ap\ la pesanteur totale sera égale à;
Tome
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l/p'+Sp* ; on peut donc , quand on ne'glige les quantités de l’ordre A*, regarder p comme l’expression de la pesanteur à la surface du sphéroïde.
En réunissant les équations (e) et (d), on aura tout ce qui est nécessaire pour déterminer la figure d’équilibre d’une masse fluide homogène douée d’un mouvement de rotation et lés lois de la pesanteur à la surface, lorsqu’on suppose que la forme primitive de la masse est peu différente de la sphère. On aura ainsi
r r = i . ^cos* 6—
' p = ? TTfl . [ 1 — 3? -H 7 v(cOS* 0 -T- |.)j.
Ces deux équations font voir d’abord que la diminution des rayons et les accroissemens de la pesanteur, en allant de l’équateur au pôle, sont proportionnels à eos* 0 ; d’où il suit que ces deux quantités varient à très peu près comme le carré du sinus de la latitude, parce que cos 9 est, aux quantités près de l’ordre a, égal à ce sinus.
C’est par l’observation des. longueurs-du pendule à secondes qu’on a déterminé les variations de la pesanteur à la surface de la' Terre. Cette longueur, comme on ia, vu na 29, est proportionnelle à la pesanteur. Sort donc l la longueur du pendule à secondessous un parallèle quelconque , E ce que dévient . et P ce que devient p sons l’équatCUr , ou lorsqùë ô ssx:gb0^onaura' » 1
yyio.
'.v, ^ b y. '.b ./;o/<’.-inj -i înir.uc- h iM
P = f <7ra.f1
^ n* r«o ■ troi' •(> 1 'U'fr-I
par conséquent! < t < cl Ay^/JAq iflëfqii i.
rc . .il ri vol’
* ,xp = P -J- Pÿ'co$r0, 1 ‘.h l’nrm
et par suite, \ ■ • * nlr; 1
, . , -, 4== L-f- | Lycos*ô. • > —!
* è i y ( | 1 1 ' 1 * • il.»
Nommons f la longueur du pendule au pôle, ou aura . • , /
Si l’on nomme de même r' et R ce que devient le rayon /* de,la surface de d’ellipsoïde , aii pôle et à ‘l’équateur, on trouve
on aura doûc, relativement aux ellipsoïdes de révolution, entre les demi grands axes et les longueurs du pendule qui répondent respectivement, au, pôle -et a lequateur, cette relation remarquable.
\ . : ,-.jl ; » I ,Î •!:'>hoqqm
. . i iq ’j'iiG bn.';‘»o* u«î
■ .. T ,.f . <•. ■) -> ’ uq. od*Hitrj c!
34* Nous ne nou| àçmmcs occupe .jusqu’ici qnpdes. fluides homogènes ^ nojis . a)lpn|i considérer ma^ptç-^ nant l’état d’équilibre d'une masse fluide hétérogène, douée d’un mouvement de rotation autour d’un axe
C 4? >rT* | U - -
fixe : mais , pour simplifier cette question , nous
■*' -4 4 *A U'» h" ' U'» - ■ j 'U1 “V'1 'il
supposerons cette masse composée de couches &qmbJablés , ét la densité décroissante suivantj^je Joi quel-, conque du centré à la surface, hypotliès,e[qui d’ailleurs parait conforme à la nature des corps célestes. On conçoit en effet que si, lors de la formation de ces
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corps , leurs molécules ne s’étaient pas disposées de manière que les plus denses soient en même temps les plus voisines du centre , elles se seraient pénétrées comme un corps solide s’enfonce dans un fluide, et l’équilibre n’aurait pu exister dans une pareille masse. L’équation générale de l’équilibre des différentes couches sera, n* 58, livre Ier ,
.* , • •* « SI*,* • *'i * > i. •
ou bien , en remplaçant V par sa valeur, n° a5,
a* + 4*r/e.rf. [a*. Y. 4- j.Y,+ Ç,Y,+ £.YS+ etc.] J
Lesdifferentielleset les intégrales dans cette équation se rapportent a la variable a ; les deux premières intégrales du second membre devant être prises depuis a = a, en désignant par a la valeur de a relative à la coucbe que l’on considère, jusqu’à la valeur de a qui correspond à la surface du fluide, et que nous, supposerons égale à l’unité, les deux dernières intégrales de la même équation devant s’étendre depuis a = o jusqu’à a = a.
A la surface de la couche, on a r= a(i :
ën substitué rit donc cette valeur dans les termes de l’équat?oh precedente qui sont indépendans de a, et faisant élmpleniêht a dans les autres, on
Afrtrv; <•!!> .-I • : "•
aura •
, ♦ . rr i terrent .d ‘.'I: ri' t , : i
f ^=ar./c.Ai'+4«)r./e.<i.[a*Y0+ y.Y,+ g.T.+^’.Y, -h etc.]
+£.(,-y)-/«-^3+ [flîYo+ iY‘ + £-Y-+pY-+ etc.]
HW
Le second membre de cette équation doit se réduire à une constante, n° 38, livre I". Si l’on substitue donc pour y son développement Y. -f- Y, -f- Y,-f-etc.» et pour N sa valeur f .gr* — #r*(cos*0 — 5), et
que l’on compare ensuite les fonctions semblables de G et de où, on aura .
j' = 2*.f'.d.a3+faw f'.d.a' Y. + ^ . ft.d.a3
~ fe-T° .f'.d.a’+^.frd.a? Y. + fa' ;
les deux premières intégrales du second membre devant être prises depuis n = a jusqu’à a — 1 , et les trois dernières depuis a = o jusqu’à a — a. Cette équation déterminant simplement le rapport qui doit exister entre Y„ et a, il s’ensuit qu’on peut donner à Y„ une valeur arbitraire. On aura ensuite, i étant égal à 2 ,
/f.d. Y. -fe.Y../f. </.<■>
+§-/M.‘>sY,— iga-(cos‘8— 5>=o;
enfin , i étant un nombre quelconque égal ou supérieur à l’unité ,
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Cette équation donnera la valeur de Y,, relative à chaque couche du fluide, lorsque la densité /> sera connue.
A la su rface du fluide, on a puisque
les surfaces intérieures et extérieures de la couche se confondent rl’éqüàtion précédente devient donc, en observant que nous supposons a—i à la surface,
Y ,.ff>.a*da — ff.d.aM Y| = o.
Les couches de niveau étant supposées semblables, il s’ensuit que la valeur de Y, est pour chaque couche la même qu’à la surface ? elle est donc indépendante de a , et l’on a
f -■ ■■ 1! ! • ; '• J * - »- Î-Ï1ÎC* **»
Or, i étant égal •> ou supérieur à 3, la fonction
1 — 2i+ïa es* *ouJours Poslt*ve ; i intégrale que
renferme l’équation précédente ne peut donc être égale à zéro ; on doit donc avoir alors Y,= o. D’ailleurs, si l’on supposa i— r i,on pourra toujours faire disparaître le terme en Y, de l’équation (g) en plaçant l’originfe des coordonnées, au centre de gravité du sphéroïde; on aura donc généralement Yj =o, i étapt un pQrçibre, entier quelconque différent de a. Dans le cas de i = a , l’équation (A) donne
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Y, ./( i — a*) . p a* da î g . (cos*â — i ) = o.
Soit, comme précédemment , q jle rapport de la force centrifuge à la pesanteur à lequateur, l’expression de la pesanteur étant, aux quantités près de l’ordre a. , la même que celle qui aurait lieu à la surface de la sphère du rayon a , c’est-à-dire égale à \7r.f f.d.a3, on aura g = fyrq.ff.a'da; par conséquent
— ^.(cos '» — %). ft.a'da
Le rayon du sphéroïde à la surface sera donc
- . (cos’ô — ±). f(.a*da 1 /( i — a‘).(.a‘da
Ce rayon est celui d’un ellipsoïde de révolution : ainsi donc, dans ce cas général, comme dans celui de l’homogénéité , la surface libre du fluide , et par conséquent celle de chaque couche de niveau , ont la figure elliptique.
Si , pour abréger, l’on fait
^.fça'da
ah==/li-à>)^ \
l’expression du rayon de chaque couche sera de cette forme :
o[i -f- aY0 — ■ aÆ(cos* 0 — j)].
Y. étant arbitraires , si l’on fait Y0 = — h , l’expression préce'dente devient a (i — ah cos*ô) et ah r eprésente alors l’ellipticité de la couche. A la surface du sphéroïde, on a a= i, et le rayon devient i — ah cos* G. La diminution des rayons , en allant de l’équateur au pôle , est donc encore proportionnelle à cos* G, et par conséquent au carré du sinus de la latitude.
Le rayon osculateur du méridien dont le rayon
est de la forme i — ah cos1 G , a pour expression I 2 £6À(l l COS* G).
Désignons par c la longueur d’un degré mesuré sur le cercle dont le rayon est i — 2 ah, l’expression du degré du méridien du sphéroïde sera
c -f- 3c chc cos* G.
c représente donc la grandeur du degré sous lequateur, et les degrés du méridien croissent de l’équateur au pôle , proportionnellement au carré du sinus de la latitude, tandis que les rayons menés du centre à la surface du sphéroïde diminuent suivant la même loi.
Si l’on applique à la Terre les résultats précédens et qu’on la considère simplement comme un sphéroïde composé de couches elliptiques de densité et d’ellipticité variables, en substituant pour Y, sa valeur dans l’équation ( g ) , et en observant que l’intégrale f ?.dh est nulle à la surface , on aura
J'fd. aïh + 5^ — 2//^ . / fd. as = o. (A
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Cette e'quation détermine la relation qui doit exister pour l’équilibre entre la densité f et l’ellipticité ah de chaque couche du sphéroïde. Elle donnera , en l’intégrant, la valeur de cette ellipticité, lorsque la Joi des densités sew connue.
Les densités étant supposées aller en diminuant du centre à la surface , il résulte de cette équation que l’ellipticité de la Terre est moindre que dans le cas de l’homogénéité , à moins qu’on ne suppose que les ellipticités croissent de la surface au centre dans un plus grand rapport que la raison inverse du carré
des distances à ce centre. En effet , soit h = — • on
aa
aura
/p.d.a3h = f f .d.a3u = uf p.d.a3 / du. fa3 .dp.
Si les accroissemens des ellipticités sont entre eux
dans un rapport moindre que — , u augmentera du
centre à la surface; du sera par conséquent une quantité positive, et comme df est négatif, puisqu’on suppose que les densités diminuent du centre à la surface, /du/a3. dp sera aussi une quantité négative , et en faisant à la surface
f sera une quantité positive. L’équation (k) , en y substituant cette valeur, devient
d’où I’oq tire
L’ellipticité ah du sphéroïde s*ra donc moindre que
bq
-t; elle sera plus petite par conséquent que dans
le cas de l’homogénéité, où df étant nul, f est égal à zéro.
On peut conclure de là que l’aplatissement de la Terre, dans l’hypothèse la plus vraisemblable qu’on puisse faire sur sa constitution intérieure, est
plus grand que 2 1 valeur qui répond au cas où toute sa masse serait réunie à son centre , et moindre que
homogène. En effet, il est naturel de croire que la densité des couches du sphéroïde terrestre augmente en approchant du centre, et cette supposition est même indispensable à l’égard de tous les corps célestes s’ils ont été originairement fluides ; il est probable aussi que les ellipticités diminuent dans un rapport
moindre que puisque cette hypothèse donnerait
une ellipticité infinie aux couches infiniment voisines du centre, ce qui est absurde.
35. Considérons les variations de la pesanteur à la surface du sphéroïde que nous supposons composé de couches elliptiques d’une densité variable du centre à la surface.
La direction de la pesanteur de la surface au centre
n’est plus alors une ligne droite, elle forme une courbe dont chaque élément est perpendiculâire à la couche de niveau qu’il traverse. L’équation ( f ) , en remarquant que parce qui précède, on a Y,=o, Ys = o etc. , donne à la surface où les couches intérieures et extérieures se confondent ,
+ 5 g?* — ï g** • (COS* 0 — |).
On aura l’expression de la pesanteur à la surface du sphéroïde , d’après ce qui a été dit n° 33, en changeant le signe de la différentielle du second membre de celte équation prise par rapport à r et divisée par dr. En nommant donc p cette force , on aura
— i-gr~\-gr.(cos*Q— |), ou bien en observant qu’à la surface on a r= 1 -f- aY„ -f- ®Y#,
et que nous négligeons les quantités de l’ordre a* et -f- fair.fp .d.(a*.\D-+- — J.g-Hîfc06*® — 5)*
On peut faire disparaître les intégrales de cette expression, en observant que l’équation (h) donne à la sqrface . . : \ .
4aU
*5 fl5 Y, =_ ^.Y,.y>.^.a»-f.i.^cos.0__^i
Eq faisant, pour abréger,
P 3 -ff.d.a? j Y0.ff.d.a3 -f- /^a^f *.d.a3Xa- *g,
et observant que g — ^.qff.d.a' , on aura
P — P 4-P.(fÿ — aA).(cos* 0 — £), ou bien en faisant
P'=P-iP.(| c,-*h)
et négligeant les quantités de l’ordre a* ,
p = P',[i -f. (|y — a A), cos* fl].
Si Ion suppose 6=90°, ona/? = P'; il suit donc de cette équation que P' est l’expression de la pesanteur à 1 équateur , et que la pesanteur croit de l’équateur au pôle proportionnellement au carré du sinus de la latitude.
Si 1 on nomme l et L/ les longueurs du pendule correspondantes a p et P7, on aura
^ = L'.[i — aA).cos*fl],
V est donc la longueur du pendule à l’équateur, et ses accroissemens de 1 équateur au pôle sont encore proportionnels au carré du sinus de la latitude.
Si l’on désigne par ae l’excès de la longueur du pendule au pôle sur sa longueur à l’équateur divisé par cette dernière longueur, l’équation précédente
donnera ae -j- ah = £ q , e'quation qui fait connaître une relation importante entre les longueurs du pendule qui bat les secondes à la surface du sphéroïde et son ellipticité. Dans le cas de l’homogénéité , on a ah = ^q , et par conséquent , ae = ah , comme nous l’avons vu n° 33; mais , si le sphéroïde est hétérogène , l’excès de la longueur du pendule au pôle sur sa longueur à l’équateur divisé par cette dernière longueur , et l’excès de l’axe de l’équateur sur l’axe du pôle divisé par ce dernier axe, forment deux fractions dont la somme est constante et égale au double de l’aplatissement que le sphéroïde aurait du prendre dans le cas de l’homogénéité.
36. Les formules précédentes donnent le moyen d’exprimer , d’une manière très simple pour les sphéroïdes dont la surface est supposée fluide et en équilibre , la fonction d’où dépendent les attractions du sphéroïde sur un point extérieur. En effet, les formules (h) et ( m ) donnent
fr.d. «% = 5Y> ./> . a-da + | £ (cos- 9 - i) f f’.d.a1*3 Yj = (at'-f- \)Xff.a'da,
i étant un nombre quelconque différent de 2.
Si l’on substitue ces valeurs dans celle de V relative aux points extérieurs n° 23 , qu’on place l’origine des coordonnées au centre de gravité du sphéroïde , ce qui donne Y, = 0, et qu’on suppose Y0 = o, on aura
V==— -Q +* • (^ + 7T + etc.)J/c.a'dfl+ï.^-. (cos'ô-j).
Dans cette expression, fyrtffa'da , l’intégrale étant
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prise depuis «= o jusqu’à , représente la masse de la sphère dont le rayon est r et que l’équation Y0 = o suppose égale en solidité au sphéroïde ; /çrffa'da est donc égal à la masse du sphéroïde.
La valeur précédente de V convient à toute espèce de sphéroïdes. Si l’on considère le cas particulier où le sphéroïde est composé de' couches semblables dont la densité varie suivant une loi quelconque du centre à la surface on aura • ’
h (cos* 0 — 1) ,
etc.
On a d’ailleurs g — Iprqffa'da-, par conséquent,
.'•* : il ». .. » ’i *i > ■
Celte expression s’applique naturellement aux planètes, et en particulier à la Terre, dont la surface est recouverte en très grande partie d’un fluide en équilibre.
37 . Nous terminerons ce chapitre en exposant quelques propriétés générales relatives à la figure des corps célestes, qui dérivent très simplement de l’fexpression des rayons de leurs surfaces, et qu’il est d’autant plus utile de connaître, qu’elîes sont indépendantes de toute hypothèse sur leur constitution intérieure. Nous considérerons ici le cas le plus général, celui où le sphéroïde, toujours fluide à sa surface , peut recouvrir un noyau solide peut different de la sphère.
La première de ces propriétés dépend de la nature du centre de gravité; elle consiste en ce que-là masse
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fluide en équilibre doit toujours se disposer de manière que la fonction Y, disparaisse de l’expression du rayon mené du centre du sphéroïde à la surface, en sorte que le centre de gravité de cette surface coïncide avec celui du sphéroïde.
En, effet , soient JM une des molécules du sphéroïde, et x , y, z , ses trois coordonnées rectangulaires; on aura, en plaçant l’origine des coordonnées au centre de gravité ,
f xdM = o , / ydM — o, f z JM == o.
Nommons R le rayon mené du centre de gravité du sphéroïde à l’élément d M, 0 l’angle que forme ce rayon avec l’axe des x qui est aussi l’axe de rotation, et a> l’angle compris entre sa projection sur le plan des y t z et l’axe des jr. On aura »
a:=Rcos0, y-- = R sin 0 cos co, z=Rsin0sin<» JM = fR*JRd0J&> sin 0.
ni; i?i ; 5 , j. v
Les trois équations qui résultent des propriétés du. centre de gravité deviendront donc
f pR3JRJ0Ja> sin 0=o, f /R3JRJ0Jim sin* 0 sin a> = o, f /»R3 JKJ0 da> sin* 0 cos = o.
Supposons l’intégrale //>R3 JR prise relativement à'R, depuis R = o jusqu’à la surface, et développée dans une suite de la forme
N0-4-N, + N, etc. ,
dont chaqde terme soit assujetti à l’équation aux dif-
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férences partielles ,
rf.sin 8
rfNi
di I t£*N i , , xivr
-sSW''' + ii5n*‘a?' + ir,+ r)N, = o.
On aura généralement, par le théorème du n° 18, i étant différent de l’unité , ' , _ t r .
Jlü, sin 0 cos Qdüd'j) = o , fl$t sin* 0 sin adQdoo — o,
, /Tïjsin* 0 cos üùdQdciû = o.
Les trois équations (l) deviendront donc simplement , en vertu des précédentes ,
/N, sin 0cos 0c?0rfû)= o, /N,sin*0sinû)CÏ0<i(w=o , /N, sin* 0 cos a> d^dcc ssz o.
La valeur de N, est de la forme
N, =s H cos 0-f- H' sin 0 sin «-{-H' sin 0 côsa.
Si l’on substitue cette valeur dans les équations données par la propriété du centre de gravité , on verra, que pour y satisfaire, il faut supposer
lI=o, H' = o , H* = o ,
et par conséquent N, = o. Or, cette condition est la seule nécessaire pour que l’origine des rayons R de la surface soit au centre de gravité du sphéroïde.
En effet, supposons le sphéroïde un solide peu différent de la sphère, recouvert d’un fluide en équilibre ; on aura, dans ce cas , R=a(i •+.« y) et par
conséquent
ffR’dR = £ / . d. [a*( 1 + W)\
la différentielle et l’intégrale indiquées étant relatives à la variable a dont p est fonction. On aura donc dans ce cas , en mettant pour y sa valeur Y0 -|- Y, + etc. ,
L’équation ( m ) du n° 34 donne à la surface, en observant qu’alors a = 1 ,
ff.d.a*Y,—Y,ff.d.a3,
la valeur de Y, se rapportant à la surface. On aura donc
N, = aY,y f.d.a 3 ;
et puisque N, = o, quand on suppose l’origine des rayons R au centre de gravité , on aura , dans ce cas, Y, = o. Ainsi donc la fonction Y, disparaîtra d’elle-même de l’expression du rayon de la surface du sphéroïde, toutes les fois qu’on prendra le centre de gravité pour origine des coordonnées , mais il n’en résultera aucune condition particulière pour les fonctions Y, , Y3, etc.
Nous avons vu, dans le chapitreV, liv. i",que pour la stabilité du mouvement de rotation d’un corps, il faut que l’axe autour duquel il tourne coïncide toujours, à très peu près, avec l’un de ses axes principaux. Si cette condition n’était pas remplie à l'égard des corps célestes, il en résulterait dans la position de Tome II. 28 . '
leurs axes de rotation des variations sensibles , surtout pour la Terre; et comme les observations les plus précises n’eu font apercevoir aucune, il en faut conclure que les molécules de ces corps, à l'époque de leur formation, se sont disposées de manière à rendre stables leurs axes de rotation. Il en résulte une nouvelle propriété relative à leur ligure, et qui consiste en une forme particulière que doit prendre dans ce cas la fonction Y, qui entre dans l’expression du rayon mené de l’origine des coordonnées à la surface du sphéroïde.
Pour le faire voir, désignons par x, y, z les trois coordonnées rectangulaires de l’élément dM. rapportées aux trois axes principaux qui se croisent au centre de gravité du sphéroïde ; on aura , par la nature de ces axes ,
f acydM = o , f xzd\ I = o , fyzdM = o.
Si l’on substitue pour x, y, z et dM leurs valeurs précédentes, ces équations deviennent
f ' fR*d(jRd9da> . sin* Ô cos 0 cos a = o , f fWdRd^do . sina ô cos 0 sin eo — o , f f>RQ/Rd0</c«>.sin* 0 sin 2a> =o.
Supposons l’intégrale f /R'JR prise par rapport à R, depuis l’origine des coordonnées jusqu’à la surface, et développée ensuite de la forme
U„ + U, -j- U, -f- etc. ;
la fonction U, étant, quel que soit i, assujettie à
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lequation aux différences partielles
d. sin 6 -
sin t
d6 f 1 dBU( j ■ '• f* |
: — |— » ~~î — T~ “4“ l U "4" I ) XJ( W O.
) ~ sin“« d»* r v 1 ' 1
En observant que les fonctions sin 6 cos 8 cos sin 0 cos 0 sin o) et sin* 0 sin 20 sont comprises dans la forme générale Us , on aura , par le théorème du n° 18, i étant différent de 2 ,
füidüdco sin 0 cos 0 cos a = o , füjdûd» sin 0 cosôsip o, -; ' ■ n .
fU,dQdû) sin* 0 sin soi = o ,
et les trois équations données par les propriétés des axes principaux deviendront ainsi
tu»
JTJ.dQdu sin 0 cos 0 cos a> — o , fU^dddco sin 0 cos 6 sin a> = o , f\3jd$d'jû sin* 0 sin 2&> = o. ’
La fonction U, est de la forme , ;
K (cos* 0 — i)4-K' sin 0 eos0 sin <0+K'/sin0cos 0 cos <0 -f- K"1 sin* 0 sin 201 + K1T sin* 0 coâ 2 à.
Si l’on substitue cette valeur dans les équations précédentes elles donneront v. * *i\ . -• TJ
Ce sont lés conditions nécessaires et' suffisantes' pour que les trois axes des æ, des y et das z soient des axes principaux depotalion, et il en résulte que \J,
est de la forme
K (cos* fi — a) 4- K" sin* fl cos a».
Voyons ce que devient la valeur de U, relativement à un sphéroïde très peu différent de la sphère et recouvert d’un fluide en équilibre. On a, dans ce cas, R = a(t *f -*/), et par conséquent,
ffR4dR = i + 5<y) ;
en substituant donc pour y* sa valeur
Y. 4- Y, 4- Y. 4- etc. ,
on aura
U, — a..ffd.alX%.
On a, par l’équation (h), n° 34, à la surface du sphéroïde , en supposant que la seule force étrangère qui agit sur lui est la force centrifuge due à son mouvement de rotation,
/)</.a5Y»= | ct7r'it.fr.d.a3 -f |. (cos* ô — i).
On aura donc
U. = ç. Y. (cos* 8
L’expression générale de Y, est de la forme
,£(cos»6 — £)4-A'siufl cos 6 sin a-}- A" sin fi cos fi cos a» r -JrA'&in* Ôsin2û>4*^'tsin* 6 cos .
’èi l’on substitue cette valeur dans l’expression pré-
cedente, qu’on remplace de même U, par sa valevr K(cos*9 — ÿ) +K,Tsin*0 cos aa», en comparant les fonctions semblables dans les deux membres , on aura
et l’expression de Y. sera de la forme
k (cos* 0 — i) H” A,T sin* 0 cos aa.
Il suit donc de la supposition que le sphéroïde tourne autour d’un de ses trois axes principaux, que les trois constantes k', k’f, k'" qui entrent dans la valeur de Y, sont nécessairement nulles; mais il n’en résulte aucune condition relative aux constantes k et A‘% qui restent indéterminées ainsi que les fonctions Yj, Y4 , etc.
CHAPITRE VI
Comparaison de la théorie précédente aux observations.
38. Considérons d’abord le sphéroïde terrestre, tt comparons, relativement à la Terre , la figure qui résulte de la théorie précédente avec celle que l’on a conclue des observations. Quatre méthodes distinctes ont été appliquées à cette détermination. La première, toute directe et pour ainsi dire mécanique , consiste à mesurer des arcs de méridiens et de parallèles sur divers points du globe et à déterminer, en réunissant ces portions de la surface terrestre, la figure la plus probable du sphéroïde auquel elles appartiennent. Toutes les investigations de ce genre qui ont été tentées jusqu’ici conduisent à un résultat incontestable, c’est que la Terre a la forme d’un sphéroïde aplati vers les pôles et renflé à son équateur , comme l’exigent les lois de l’Hydrostatique Les mêmes observations montrent, il est vrai , qu’en quelques-unes de ses parties la Terre s’éloigne sensiblement de la figure d’un ellipsoïde de révolution ; mais lorsque l’on compare entre elles les valeurs
moyennes des degrés mesurés à des latitudes très distantes , l’influence des irrégularités de sa surface sur les résultats des opérations géodésiques est beaucoup atténuée, et l’on trouve alors qu’elle diffère peu d’un sphéroïde elliptique dont l’aplatissement serait de 3-^.
Le second procédé qu’emploient les géomètres pour déterminer la figure de la Terre, résulte des variations qu’on observe daus l’intensité de la pesanteur aux différens points de sa surface , et qu’on calcule avec beaucoup de précision par le moyen du pendule. Si la Terre a la forme d’un ellipsoïde de révolution peu différent de la sphère , d’après la théorie développée dans le chapitre précédent, les accroissemens de la longueur du pendule à secondes transporté en divers lieux du globe , doivent être proportionnels au sinus du carré des latitudes ; il sera donc facile , en soumettant les expériences à cette loi, de reconnaître si la Terre s’écarte ou non de la figure elliptique, et de déterminer dans ce dernier cas sou aplatissement. Les résultats de ces recherches ont montré que les. inégalités du sphéroïde terrestre ont beaucoup moins d’influence sur les variations des longueurs du pendule que sur celles des degrés des méridiens, comme l’indique aussi la théorie, qui prouve que les termes qui écartent l’expression des degrés terrestres de la loi elliptique, sont affectés de coefïiciens plus considérables que les termes correspondais dans l’expression des longueurs du pendule. U s’ensuit que cette seconde méthode est beaucoup plus propre que la première à fournir sur
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la figure de la Terre des notions exactes, et l’aplatissement qu’elle donne s’accorde d’une façon remarquable avec celui qui résulte de l’observation desmouvemens de la Lune.
Cette troisième manière de déterminer la forme de notre globe, moins directe que les deux premières, est peut-être un des résultats les plus surprenans qu’ait produits l’application de l’Analyse à la grande loi de l’attraction universelle , et mérite d’obtenir une place importante dans l’histoire des progrès de l’esprit humain. Elle consiste à reconnaître, parmi les nombreuses inégalités du mouvement de la Lune , celles qui dépendent de la non sphéricité de la Terre, et, en comparant leurs valeurs données par l'observation à celles qui résultent de la théorie dans la supposition que la Terre est un sphéroïde elliptique qui exerce sur la Lune une action modifiée par sa figure, à déterminer la valeur exacte de son aplatissement. Laplace , qui le premier conçut cette idée ingénieuse, a trouvé, d’après les observations de Burg, que l’excentricité de la Terre résultant de ces phénomènes était de et peut-être est-ce la donnée la plus exacte que nous ayons sur cet aplatissement, à cause des difficultés des autres observations qui le déterminent , et de l’influence qu’ont sur elles les causes particulières qui écartent trop souvent la Terre de la figure elliptique.
Enfin , les phénomènes de la nutation et de la précession des équinoxes fournissent encore des renseignemens précieux sur la figure et sur la constitution du sphéroïde terrestre. Ils ne donnent pas, il
est vrai, la valeur absolue de sou aplatissement , mais ils font connaître deux limites entre lesquelles celte fraction est comprise , et ces limites sont -jÿg et jjg.
3g. Déterminons d’abord la figure de la Terre qui résulte des mesures directes prises à sa surface. Si l’on imagiue un plau passant par l’axe de la Terre et par le zénith d’un point donné de sa surface, ce plan tracera dans le ciel un grand cercle qui sera le méridien du lieu , et la courbe que ce plan intercepte sur la surface de la Terre se nomme le méridien terrestre , ou , par abréviation , la méridienne.
Lorsqu’en partant de l’équateur, on s’avance sur cette courbe en marchant vers le nord, on voit successivement la hauteur méridienne des étoiles situées au nord augmenter, tandis que celle des étoiles situées au midi éprouve une dépression proportionnée. Cette remarque très simple a sans doute donpé aux hommes la première idée de la forme arrondie du globe. Si la Terre était sphérique , les degrés du méridien, mesurés à diverses latitudes, seraient tous égaux entre eux; mais l’observation a fait reconnaître des différences notables dans ces degrés, et elle a montré qu’ils allaient en croissant à mesure qu’on s’éloigne de l’équateur; d’où l’on a conclu que la Terre est un sphéroïde aplati vers les pôles. En effet, concevons pour fixer les idées que la Terre est un ellipsoïde de révolution : on peut supposer qu’un arc très petit du méridien se confond sensiblement avec le cercle osculateur déterminé par l’intersection des deux normales menées à scs extrémités, et l’arc de cercle compris entre ces normales sera d'autant
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plus grand que son rayon sera plus considérable. Or, aux pôles ou à l’extrémité du petit axe, l’ellipse pendant un court intervalle forme, à très peu près, une ligne droite , les deux normales qui déterminent le rayon du cercle osculateur sont presque parallèles ; ce rayon, et par conséquent le degré du méridien , sont alors plus grands que sur tout autre point. La courbure des arcs elliptiques augmentant ensuite de plus en plus, les rayons osculateurs vont en diminuant sans cesse du pôle à l’équateur ; par conséquent les degrés doivent aller en croissant, à mesura qu’on avance de ce second point vers le premier.
Nous ne nous proposons pas d’exposer ici les procédés géodésiques qui servent à déterminer les arcs du méridien terrestre; on trouvera sur cet objet des détails circonstanciés dans l’ouvrage de Delambre, où cet astronome décrit les opérations qu’il a lui-même exécutées avec Méchain, pour la détermination de l’arc du méridien compris entre Dunkerque et Barcelone. Nous donnerons simplement les résultats des travaux qui ont été entrepris à diverses époques pour la mesure des degrés de la méridienne , et nous indiquerons la méthode que l’on doit suivre pour en conclure quelle est la ligure la plus probable que ces mesures assignent à la Terre. On conçoit en effet que, comme il est impossible de déterminer dans toute sort étendue le méridien terrestre , il faudra commencer par faire une hypothèse quelconque sur la nature de cette courbe et sur la figure générale du globe. On déterminera ensuite les arbitraires de ces suppositions au moyen des données fournies par les opérations
géodésiques , et l’on examinera enfin si la figure qui en résulte pour le sphéroïde terrestre peut concorder avec celle que l’on conclut des autres phénomènes observés.
Supposons, en premier lieu, le sphéroïde elliptique et de révolution. C’est l’hypothèse la plus simple que l’on puisse faire sur la figure de la Terre, puisqu’on sait d’avance que l’hypothèse d’une figure sphérique ne saurait lui convenir; d’ailleurs, c’est celle qui résulte directement des lois de l’Hydrostatique , si l’on suppose que la Terre était originairement fluide et homogène, et quelle a conservé, en se durcissant, sa figure primitive. Proposons-nous donc de déterminer, parmi toutes les figures elliptiques qu’on peut donner au méridien terrestre , celle qui s’accorde le mieux avec les degrés mesurés.
Soient c, , c\ , c3, etc. , les longueurs de ces degrés, L, , L, , L3 , etc. , les latitudes correspondantes au milieu de chacun d’eux. Puisque nous supposons que la Terre est un ellipsoïde de révolution qui s’écarte peu de la figure de la sphère, la variation des degrés à sa surface sera proportionnelle au carré du sinus de la latitude; on aura donc généralement
c ~ a -f- b . sin*L, (a)
a et b étant deux constantes dont la première représente la grandeur du degré à l’équateur et l’autre dépend de l’aplatissement du sphéroïde terrestre. •*
En substituant respectivement c,, ct, c3, eic. , L,, L,, Lj, etc., à la place de c et L dans l’équation
précédente , on aura autant d’équations qu’il y a eu de degrés mesurés. Si la Terre était rigoureusement elliptique, et si les observations étaient parfaitement exactes, toutes ces équations, de quelque manière qu’on les combinât entre elles, donneraient à très peu près pour a et b les mêmes valeurs; mais cela n’a pas lieu généralement, et les degrés mesurés à diverses latitudes ont donné pour la figure des méridiens des ellipses très différentes. Il s’agit donc de combiner le système des équations précédentes, de manière à en tirer les valeurs des inconnues a et b qui , substituées dans la formule (a) , représentent, avec le plus de précision possible, les mesures observées. Yoici, pour y parvenir, une méthode très simple et qui peut être utile dans une infinité de cas semblables, par exemple, lorsqu’étant donné un nombre quelconque d’observations d’une comète, il s’agit de déterminer parmi toutes les courbes paraboliques qui peuvent représenter sa marche, celle qui satisfait plus exactement que to,utes les autres à leur ensemble.
Comme il est impossible, quelque valeur qu’on suppose aux constantes a et b, de satisfaire à la fois à toutes les équations qu’on peut former par la substitution des quantités c,, c,, etc., L,, L,, etc., à la place de c et L dans l’équation (a), on suppose que les différences des résultats sont dues aux erreurs dont les observations sont susceptibles. La question revient alors à trouver le système de ces erreurs , qu’on peut distribuer arbitrairement sur l’ensemble des observations, dans lequel la plus grande erreur est moindre,
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abstraction faite du signe , que dans tout autre système, et à déterminer a et b par cette condition. C’est â quoi on parvient très facilement par la méthode des moindres carrés , imaginée par M. Legendre, et queLaplace a en effet reconnue comme la plus exacte et la plus simple que l’on puisse employer dans toutes les questions de ce genre. Ce procédé consiste à rendre la somme des carrés des erreurs un minimum par rapport à chacune des inconnues du problème. On forme, en exprimant analytiquement cette condition, autant d’équations qu’il y a d’inconnues à déterminer , et il ne reste plus pour les obtenir qu’à résoudre ces équations par les méthodes ordinaires.
Soient donc elt et, es, etc. , les erreurs des degrés mesurés c, , c,; etc., en substituant c, •+■ e,,
etc., à la place de <?,, e4, etc. , dans la formule (a), ou formera les équations suivantes :
cm
n étant le nombre des degrés mesurés.
Il faut exprimer maintenant que la somme des carrés des erreurs e\ -f- e\ -j- etc. est un minimum par rapport à chaque inconnue a et b, ce qui revient évidemment à multiplier tous les termes de chacune des équations précédentes par le coefficient de cette
— a — 3.sin* L, = e, , 1
— a — b.sin* L, = e„, I
— a — b. sin*L3 = e3, > (b)
— a — b .sin* L„ = e„ ]
inconnue, prise avec son signe, et à égaler à zéro la somme de ces produits. Ainsi, tous les coefficiensde a étant l'unité dans les équations précédentes, pour obtenir l’équation du minimum par rapport à a , il suffira de les ajouter entre elles; pour former la même équation relative à b , on multipliera la première par sin* L, , la seconde par sin* L„ , la troisième par sin*L3, etc. On ajoutera ensuite entre elles les équations résultantes, et en égalant à zéro les deux sommes précédentes, on aura les équations cherchées. On trouvera, de cette manière, les deux équations suivantes : _
an -f- b. 2 .sin* L, — 2.c, = o, ] a .2 . sin* L, b . 2 . sin4 L, — 2 . c, sin* L, = o, j ^
la caractéristique 2 désignant généralement la somme de toutes leâ quantités semblables qu’on peut former en considérant l’ensemble des observations données.'
Les deux équations (c) suffiront pour déterminer a et b, et en substituant ensuite leurs valeurs dans les équations (b), on aura les erreurs e, , e%, e3, etc., qui conviennent au système où les erreurs extrêmes sont renfermées dans les plus étroites limites possibles , et l’on verra si ces erreurs sont telles, qu’on les puisse attribuer aux incorrections de l’observation. Mais si parmi elles il s’en trouvait quelqu’une trop considérable pour qu’il soit possible de l’admettre, on rejetterait les degrés mesui’és qui ontdonné cette erreur comme provenant d’opérations défectueuses, et l’on déterminerait les constantes a
et b au moyen des équations l'estantes, qui donneraient alors des résultats beaucoup plus d’accord avec les observations.
Comme les considérations qui précèdent sont fondées sur la supposition que les degrés croissent proportionnellement au carré de la latitude, et que la même loi , dans l’hypothèse de la figure elliptique de la Terre, convient également à la variation de la longueur du pendule , il est clair que la méthode que nous venons d’exposer peut s’appliquer identiquement aux mesures du pendule à secondes observées à diverses latitudes, et donne le moyen d’en déduire avec le plus grand degré de probabilité possible l’aplatissement de la Terre.
4o. La méthode précédente est la plus simple que l’on puisse employer pour reconnaître si la figure du sphéroïde terrestre, coucluedes mesures géodésiques prises à sa surface et de l’observation du pendule , s’accorde avec celle qui résulte des autres phénomènes; mais elle suppose que les degrés du méridien que l'on compare entre eux ont été conclus d’arcs diflerens , mesurés dans des régions| éloignées du globe. S’il s’agissait simplement de déduire de l’un decesarcs, mesuré avec beaucoupde soin, comme l’a été l’arc compris entre Dunkerque et Barcelone , l’aplatissement de la Terre , voici la méthode que l’on suivrait dans ce cas. .
Nous avons vu, n° 54," que si l’on suppose que la Terre, originairement fluide, a conservé en se refroidissant la figure qu’elle avait prise à l’état d’équilibre, le rayon de sa surface pouvait être ex-
primé par la formule suivante :
r = a( i — ah cos* 0) ,
a représentant le demi-axe de l’équateur, 0 l’angle que forme le rayon r avec l’axe des pôles , et ah l’aplatissement de la Terre, que nous regardons comme une très petite quantité dont on peut négliger le carré et les puissances supérieures.
Nommons s l’arc du méridien terrestre compris entre les deux rayons vecteurs a et on aura généralement ds = — V r* J0* -|- dr% , l’area étant supposé croître de l’équateur aux pôles. La valeur précédente de r donne , en la différenciant ,
drzzz zaahsin 0 cos 0ûf9.
On aura donc , en négligeant les quantités de l’ordre
ds — — rd& — — ad§ . ( i — aah cos* 0) ,
d'où, en intégrant, on tire
s =consf. — u0.(i — ±ah) -\-^.aah sin 20.
Introduisons dans cette formule, au lieu de l’angle 0, la latitude L correspondante à l’extrémité del’arc s. Quelle que soit la nature du méridien terrestre , il est aisé de voir qu’on aura
d’où l’on tire, en observant que dr est du premier
ordre par rapport à a. , et que nous ne'gligeons le carré de cette quantité,
dr
ou bien en substituant pour r et j leurs valeurs
L == go° — 0 -f- ah sin 20 ; on aura donc réciproquement
0 = go° — • L + ah sin 2L.
Cette valeur substituée dans l’expression de s donnera, aux quantités près de l’ordre a* ,
s = a(i — i ah) . L — | . aah sin 2L.
N ous n’ajoutons point de constante au second membre, parce que nous supposons l’arc s compté de l’équateur , ce qui donne s = o en même temps que L = o.
Désignons par S le quart du méridien terrestre; en faisant dans l’équation précédente
L = go° — i 7T ,
on aura
et par conséquent,
s = ^-.(L — !«Asin:iL).
En désignant par L' la latitude correspondante à Tomk II. 2g
l’extrémité d’un autre arc du méridien s, on aurait de même
s' — (L' — | ah sin 2L/). ,
L’arc compris entre les deux parallèles correspondans aux latitudes L et 1/ sera donc
s ' — s = -r- . 0L' — L — * ah (sin aL' — sin 2L)].
Cette équation établit la relation qui doit exister entre la longueur d’un arc quelconque du méridien et les latitudes de ses points extrêmes. Soit s la longueur du degré moyen du méridien terrestre , ou la longueur du degré sous le parallèle de 45° , on
âüra — = s, et l’équation précédente, en y stibsti-
•Jj j. ; ■ ,
tuant Cette valeur, donnera immédiatement la Ion-
gueui* du degré , quand l’aplatissement ah du sphéroïde terrestre sera déterminé. ;
Maintenant, soient L,, L3, etc., les latitudes
respectives des extrémités de& arcs du méridien st , x,, s3, comptés de l’équateur j efi substituant successivement ces quantités à la place de L pt:;de s dans l’équatio.11 précédente , on formera un système d’équations semblables qui serviront à déterminer l’ellipse qu’indiquent avec le plus de vraisemblance , pour le méridien terrestre , les arcs mesurés. Pour cela, ori appliquera à ces équations la méthode du n° 39; on désignera par <?, , c±,
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cs, etc., les arcs mesurés du méridien, à partir du parallèle qui correspond à la latitude L,, en sorte qu’on aura cl — s,t — s, , ca= ss — st, etc.; on nommera, comme précédemment, L„ L„ L3, etc., les latitudes, et l’on désignera par e,, et, e3 les erreurs dont ces latitudes sont affectées , et qu’on peut attribuer, soit aux observations astronomiques d’où elles sont déduites, soit aux mesures géodésiques dont les inexactitudes influent sur les latitudes des pa-r rallèles qu’on suppose séparés par les intervalles c„ e,, etc. Les erreurs e, , et, e3, etc., étant de très petites quantités, on pourra d’ailleurs négliger les termes où elles se trouveraient multipliées par a ; op aura ainsi les équations suivantes. :
L, — L, — '*Asin(La — L^.cosCL, -f- L,) =
L3 — L, — -«e/isin(L3 — L,).cos(L3 -J- L, )- — - — r*s , t
— L; — -ah sin(L* — L,).cos(t^-f- L,) ~—e\
L, — L, «^sin(L* — L,).cos(L„4- L, ) — — =«, — en.
Dans ces équations, les latitudes L et L' sont supposées exprimées en degrés; il faudra donc exprimer de même la quantité ah, ce qui revient à multiplier par
les — coefliciens dont elle est affectée.
ÎT
Comme il est important de déterminer les erreurs e,, e%, etc., indépendamment l’une de l’autre, on
pourra considérer e, comme une nouvelle inconnue donnée par l’équation e, — e, = a; en joignant cette équation à celles qui précèdent, on aura autant d’équations qu’il y a eu d’arcs mesurés c,, c%, etc. On déterminera ensuite , par la méthode des moindres carrés, l’hypothèse elliptique dans laquelle la pim grande erreur est un minimum. , et l’on reconnaîtra si elle est comprise dans les limites de celles dont les observations sont susceptibles.
Les mêmes considérations conviennent, d’après ce que nous avons dit n° 3g , aux observations de la longueur du pendule à secondes , mesurée à différentes latitudes.
4i. Appliquons d’abord les méthodes précédentes aux principaux résultats qu’ont produits les grandes opérations entreprises en diverses contrées, pour obtenir la mesure exacte des degrés des méridiens terrestres. Parmi ces degrés, choisissons les cinq suivans, qui sont évalués en parties de la double toise qui a servi à mesurer l’arc compris entre Dunkerque et Barcelone et à laquelle on a donné le nom de module.
Observateur».
Longueur»
des
degrés.
Latitudes correspond, au tudieu de chaque degré.
Arc total mesure d’où le tlegrc a etc conclu.
Bougner(au Pérou)
La Caille (au cap de Bonne-Esperauce) . . .
Boscovich (Italie).
Delambre et Méchain (France)
Clairaut, Maupertui», etc. (Laponie)...
mod •
385og,3
t.ld.lT
On voit , par ce tableau , que , qigrfle que soit la figure de la Terre, toutes les observations s’accordent à montrer que les degrés du méridien vont en augmentant de l’équateur aux pèles , ce qui indique, n° 39, une diminution correspondante dans les rayons du sphéroïde terrestre , et par conséquent un aplatissement dans le sens des pèles.
Au moyen de ces valeurs, les équations (b) du n° 3g, deviennent
a85x8 ,5 — a — b.o,5oi56 = e% J
28489 ,5 — a — b. o, 4654i = es \(e)
285og ,2 — a — 0,52093 = e4 1
28702 ,5 — a — b. 0,83887 = es,}
et l'on en déduit pour les équations qui résultent de la condition que la somme des carrés des erreurs soit un minimum.
d’où l’on tire
On aura donc généralement pour l’expression du degré du méridien terrestre correspondant à la latitude L,
c = 28368”°“- + 354”°“-, 47 sin*L.
Nous avons vu , n° 34 , que l’accroissement des
degrés du méridien elliptique de l'équateur au pôle , est à très peu près égal à 5 ahc sin* L, ah étant l’excentricité de l’ellipse, et c le degré de l’équateur: la formule précédente donne donc, à très peu près, jL- pour l’aplatissement du sphéroïde terrestre.
En adoptant pour la Terre la figure elliptique que ces résultats lui supposent , on trouve que la plus grande des erreurs qui ont dû être commises dans la mesure des degrés du méridien terrestre , et qui porte sur le degré du cap de Bonne-Espérance, mesuré par La Caille , est de 43“°a ,6. Cette erreur a paru d’abord trop considérable pour pouvoir être admise , et l’on a conclu que les degrés du méridien varient suivant une loi très différente du carré du sinus de la latitude , et que par conséquent le sphéroïde terrestre s’écarte sensiblement de la figure elliptique.
Cependant, comme l’ellipsoïde est, après la sphère, la figure la plus simple et la plus naturelle que l’on puisse adopter pour la Terre, et qu’elle est indiquée d’ailleurs par toutes les lois de l’Hydrostatique , on aurait dû, avant de la rejeter entièrement, attendre que le temps eût permis de vérifier les mesures des degrés qui semblaient ü’en écarter davantage , d’autant que les opérations de ce genre, exigeant une extrême délicatesse , sont plus qu’aucune autre susceptibles d’inexactitudes. L’expérience a pleinement confirmé ces observations, et la mesure du degré de Laponie, exécutée de nouveau et avec beaucoup de soin par des astronomes suédois , pendant les années 1801, 1802 et i8o3, a fait reconnaître qu’une er-
reur beaucoup plus grave que celle qu’indiquait l’analyse précédente s’était glissée dans la mesure du même degré, exécutée en 1736 par Clairaut , Maupertuis, Lemonnier, Camus, Outhier et Celsius.
La grandeur du degré sous le cercle polaire s’est trouvée, d’après ces nouvelles opérations, de n5moa plus petite que celle qu’on lui avait d’abord assignée, ce qui le réduit à 2858'/'*°* ,5. Cette correction est d’autant plus précieuse , que la nouvelle mesure donne , pour l’aplatissement du sphéroïde terrestre , une valeur qui s’accorde beaucoup mieux avec l’aplatissement qui résulte des observations du pendule et des autres phénomènes, que celle que la première indiquait, et qui coïncide entièrement avec la valeur de cet aplatissement qu’on a déduit de la comparaison du nouveau degré mesuré*en France à celui de l’équateur mesuré par Bouguer.
En effet , si l’on introduit la correction précédente dans les équations (e), on trouvera, pour les deux équations du minimum ,
d’où l’on tire
a = 28588moi- , b = 254Œ“, ,36 ,
ce qui donne pour l’aplatissement de la
Terre. On trouve, comme on le verra plus bas, en comparant les longueurs du pendule à différentes
latitudes, g— pour la valeur de cet aplatissement: la
mesure des degrés et l’observation des variations de l’intensité de la pesanteur à la surface du globe , donnent ainsi à la Terre à très peu près la même figure elliptique.
.42. Il est donc presque démontré qu’une inexactitude grave s’était introduite dans la mesure du degré de Laponie; et cela est d’autant plus vraisemblable, que cette erreur de a3o toises ne porte pas entièrement sur les mesures géodésiques, ce qui paraîtrait en effet inadmissible. Il suffit pour l’expliquer de supposer une erreur de quelques secondes dans les latitudes des points extrêmes de l’arc mesuré par les académiciens français, et la difficulté des observations qui servenj à les déterminer rend cette supposition très plausible. Sans doute, des erreurs du même genre ont pu se glisser dans la détermination d’autres degrés mesurés du méridien terrestre. On doit donc être extrêmement circonspect sur les conclusions qu’on en tire ; et c’est par cette raison que , parmi le grand nombre de ces mesures que nous possédons, nous avons choisi celles qui , par les soins qu’on a mis à leur exéaution et par la réputation des observateurs , nous ont semblé devoir inspirer le plus de confiance. La méthode de combinaison appliquée aux équations (e) est aussi très propre à diminuer l’influence de ces erreurs sur les résultats; on doit observer en général que , comme les arbitraires qui entrent dans l’équation ( b ) 11e sont qu’au nombre de deux, il suffira de deux c^egrés mesurés à la surface
de la Terre, pour faire connaître son aplatissement et la longueur absolue du degré sous l'équateur. Si la Terre était un sphéroïde exactement elliptique , on obtiendrait donc, à très peu près, les mêmes valeurs des constantes a et b , en comparant*deux à deux tous les degrés mesurés jusqu’à présent; mais cette comparaison produit au contraire des différences qu’il est difficile d’attribuer aux seules erreurs des observations; on en doit conclure que la figure de la Terre est très irrégulière et beaucoup plus compliquée que nous ne l’avons supposé. On conçoit, en effet, qu’en admettant même que la figure de la Terre est celle qui résulte des lois de l’Hydrostatique , mille circonstances ont pu modifier ces lois de manière à l’écarter sensiblement de l’ellipsoïde. Les degrés mesurés à sa surface indiquent d’une manière manifeste ces écarts ; ils donnent même lieu de penser que les deux hémisphères ne sont pas semblables de chaque côté de l’équateur. Ainsi la longueur du degré mesuré par La Caille au cap de Bonne-Espérance , surpasse celle des degrés mesurés à une égale latitude et même à des latitudes plus grandes dans l’hémisphère boréal de la Terre. Le moyen le plus propre de diminuer l’influence de ces différences , ainsi que celle des erreurs dont les observations sont susceptibles, est donc de combiner entre elles un grand nombre d’observations , comme nous l’avons fait n°4i , ou du moins de comparer des degrés mesurés à des latitudes assez distantes pour que les résultats soient indépendans des effets qui tiennent aux irrégularités de la Terre et à des circonstances pure-
ment locales. C’est ainsi qu’en comparant au degré du Pérou le degré de France qui a été conclu d’un arc plus grand qu’aucun de ceux qui avaient été mesurés jusqu’ici, et qui, par les soins et les lumières de ceux qui l’ont déterminé, présente peu du chances d’inexactitude, on a trouvé pour l’aplatissement de la Terre valeur qui s’accorde exactement avec celle que donne le nouveau degré de Laponie comparé aux autres degrés dont les mesures sont rapportées dans le tableau du n° 41 • Ce résultat a servi à établir la base de notre système de mesures. Le quart du méridien terrestre conclu de l’arc mesuré entre Dunkerque et Montjoui est , d’après cet aplatissement, de 2565370mod' , et le mètre, qui en est la dix-millionième partie, est ainsi égal à omoJ' , 2565370 ou à o‘°“\5i3o74, la toise étant celle qui a servi à la mesure du degré du •Pérou. Ce simple avertissement suffirait pour qu’on pût retrouver en tout temps l’unité fondamentale de nos mesures, si son étalon venait à se perdre ou à s’altérer dans la suite, à moins cependant qu’il n’arrivât quelque grand changement dans la constitution physique du globe. C’est sans doute par cette raison qu’on a choisi la grandeur de la Terre pour la base de notre système métrique , de préférence aux autres élémens proposés pour cet objet. Ainsi, par exemple, la longueur du pendule qu’on vient récemment d’employer en Angleterre à l’établissement d’un nouveau système de mesures, n’offre point, à beaucoup près, le même caractère de fixité. En effet, l’intensité de la pesanteur, et par conséquant la longueur du pendule, est sujette, non-seu-
lement comme les arcs mesurés du méridien , à des variations qui dépendent de la figure de la Terre et des irrégularités de sa surface , elle en éprouve encore de particulières qui tiennent à la non homogénéité des différentes parties de cette surface, et enfin rien n’assure que l’intensité de la pesanteur est en elle-même inaltérable, et qu’elle ne subira pas dans la suite des siècles des modifications semblables à celles qu’éprouve continuellement le magnétisme à la surface du sphéroïde terrestre.
43. Choisissons maintenant, pour déterminer la figure elliptique de la Terre, des arcs de méridien mesurés à des latitudes peu différentes. Les résultats suivans, provenant des opérations exécutées avec un soin extrême par Delambre et Méchain, pour la mesure de l’arc du méridien compris entre Du tvkerque et Montjoui, on peut compter sur leur exactitude.
Lieux de l’observation.
Latitudes.
Distances
des quatre dernières stations au parallèle dtr Monjoui;
Monjoui
4i<,ai'4i'.8o
Carcassonne
ia.54.4o
Évaux
Paris (au Panthéon)
Dunkerque
En substituant ces valeurs dans les équations ( d ) du n" 4° > et en faisant s = •■°°°° pour éviter d’opérer
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sur de trop grands nombres , on formera les cinq e'quations suivantes :
e, — e,= o.ooooooo.£-{~o.oooooo.aÆ — o°ooooo, J e, — e,= 5.274948 .£+0, 262581. ah — 1. 85266, r e3 — e,= 13.717403 .£-4-0.309603 .ah — 4*81602, > (yj e4 — e, = 21. 3361977. £ — 0.040978 .ah — 7. 48469, V es — ^, = 27. 579236 .£ — o.6o44I4*a^ — 9*67879. J
En ajoutant entre elles ces équations , après avoir fait passer l’erreur e, dans le second membre , et en égalant à zéro leur somme, on trouve
5e, = — 67 . 903564 . £ -4- o . O'jZioS.a.h -f- 23 . 827 1 7 .
Si l’on substitue la valeur de e, qui résulte de cette équation dans celles qui la précèdent, conformément à cefqui a été dit n° 4°> on formera les cinq nouvelles équations suivantes :
£,= — i3.58o7ï3.£-j-o.oi4642.aÆ-f- 4* 76543, e,= — 8. 3o5765. £-f-o. 277223. ah-\~ 2.91277, e3= o. 136690. £-4-0. 324245. ah — o.o5o59,
e4= 7. 75 1 264. £ — o. 026337. ah — 2.71926,
e5= 13.998523. £ — 0.589772 .ah — 4*9°836,
d’où l’on tire, par la méthode des moindres carrés, pour déterminer les valeurs des arbitraires £ et ah , les deux équations suivantes :
o=' — 178.705291 + £.509,48074 — ah. 10,91717,
0= 3.827288 — £. io,9i7J7-4-a/i. 0,55075.
La résolution de ces équations donne
£=0.3509117, ah = 0.0069327.
Nous avons supposé le 45* degré s = -°!°° ; on aura donc ainsi
Telle est donc la valeur du degré moyen et de l’aplatissement du méridien terrestre qu’on déduirait de la seule considération des degrés mesurés en France. La figure elliptique qui en résulte pour la Terre diffère beaucoup de celle qu’on détermine par la comparaison des mêmes degrés au degré mesuré à lequateur , par les observations du pendule et par d’autres phénomènes astronomiques. Cette figure d’ailleurs ne saurait se concilier avec les lois de l’Hydrostatique ni avec celles de la précession et de la nutation, qui défendent de supposer au sphéroïde terrestre un aplatissement plus grand que dans le cas où toutes ses couches seraient d égalé densité,
c’est-à-dire supérieure à
Les valeurs de ah et de £ sont celles qui conviennent à la figure elliptique du méridien terrestre qui donne un minimum pour la plus grande des erreurs commises dans les mesures qui ont servi à déterminer l’arc compris entre Dunkerque et Montjoui; si l’on substitue ces valeurs dans les équations (f), on trouve, pour ces erreurs exprimées en secondes ,
e,= — o",33, et = -f- o",3g, e, — — i',56,
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Ainsi , la pins grande erreur ne monte pas à plus de a", et leur moyenne, abstraction faite du signe, est de o",q6 ; ces erreur sont comprises par conséquent dans les limites de celles dont les observations sont susceptibles.
Mais pour mieux se convaincre que les mesures qui 'résultent des opérations exécutées en France ne permettent pas de supposer à la Terre une
ellipticité de et, à plus forte raison, une ellipticité moins considérable, supposons dans les équations (y) ah — on aura
ea = 2.913979 — 8. 5o5765. £,
<?3 = — > 0.049176 -f- 0.136690.6, ei = — 2.719575 -f- 7.751264.6,
es = — 4*9I0927 ■+* >5.998523.6.
En combinant entre elles ces équations, on trouve 0 = — 178.7527 -1- 6//. 009. 48074,
d’où l’on tire , pour la valeur de 6 qui rend la plus grande des erreurs un minimum, 6 = o.55o853 , et par suite pour la longueur du degré moyen,
s = 28502ro°%
Valeur qui s’accorde assez bien avec celle de 285o4 qui résulte de la comparaison du degré de France à celui du Pérou. En substituant pour 6 sa valeur dans les équations précédentes, on trouve
La pins grande erreur serait, dans ce cas, de — 4f,»58. Or, l’excessive précision avec laquelle ont été faites les observations ne permet pas de supposer dans la détermination des latitudes une erreur aussi considérable. L’aplatissement de que les observations
faites en France en 1801 donnent au sphéroïde terrestre, a d’ailleurs été confirmé par les opérations exécutées depuis en Angleterre pour mesurer des arcs du méridien et des perpendiculaires à la méridienne; tout porte donc à croire que les anomalies que présentent leurs résultats tiennent à quelque cause particulière qui, dans ces contrées, écarte sensiblement la Terre de la figure elliptique ou qui , altérant d’une manière irrégulière l’homogénéité de ses couches, fait dévier de quelques secondes, soit vers le midi, soit vers le nord, le fil-à-plomb de l’instrument qui sert à fixer les latitudes des arcs mesurés. On peut conclure de ces observations et de celles qui sont développées dans les numéros précédens, que la surface de la Terre étant très irrégulière, ainsi que la densité des couches qui l’avoisinent , la mesure isolée d’un arc de méridien, quelle que soit son étendue, est peu propre à servir à la détermination exacte de la figure de la Terre; on tire, au contraire, de la comparaison de deux arcs du méridien mesurés à des latitudes très distantes, des notions sur cette importante question , qui s’accordent très bien
avec celles qui résultent des autres phénomènes , parce qu’à ces grandes distances , les effets qui tiennent aux inégalités de la surface du globe et à la non homogénéité de ses parties disparaissent, pour ne laisser subsister que ceux qui dépendent de sa forme générale.
44- Considérons maintenant les variations de la pesanteur aux diverses latitudes, et déterminons la figure elliptique la plus probable qui en résulte pour le sphéroïde terrestre. Les observations des longueurs du pendule à secondes, qui servent à reconnaître ces variations , sont plus faciles à exécuter que celles de la mesure des degrés ‘du méridien; les anomalies qu’elles présentent sont aussi beaucoup moins considérables , parce que les irrégularités de la Terre exercent surces observations une influence bien moins sensible que sur les autres : on doit donc obtenir par ce procédé des notions plus certaines sur la figure du globe que par les mesures directes prises à sa surface.
Parmi les nombreuses observations qui ont été faites des longueurs du pendule , nous choisirons les cinq suivantes. Le pendule dont il est ici question est celui qui fait 86400 oscillations dans un jour moyen , et les mesures ont été réduites au niveau des mers, dans le vide et à la même température.
Lieux
des
Observations.
Latitudes
Longueur du pendule à secondes l.
Noms des Observateurs.
Pérou
met»
Bougner.
Pelit-Goave
o,99ii5o
Bouguer.
Paris
Biot, Mathieu.
Pe'tersbourg
CO
Mallet.
Laponie
Clairaut , Mauperluis, etc.
On voit, par les résultats de ce tableau, que les longueurs du pendule à secondes augmentent d’une manière très sensible en allant de l’équateur au pôle. Soumettons ces accroîssemens à la loi de la proportionnalité au carré du sinus de la latitude , pour reconnaître s’ils confirment l’hypothèse de la figure elliptique du sphéroïde terrestre.
En substituant, dans les équations (ô) , les valeurs précédentes, on trouve
om,9g°564 — a — ô.o,ooooo = e, , o ,991 i5o — a — ô.o,iooi6 = etf
o ,993867 — a — b. o, 56672 = eSf
o >994589 — a — b. 0,72307 ss eK ,
* o ,995325 — a — b. 0,84629 = es ,
et en appliquant à ces équations la méthode, des moindres carrés, on aura, pour déterminer les valeurs des coustantes a et b qui donnent un minimum pour la plus grande des erreurs dont sont affectées les mesures du pendule que nous avons adoptées , , • Tome II. 3o
om, 995099 — a — b. 0,44765 = O,
o ,994548 — « — b. 0,70306 = o, d’où l’on tire
a = om, 990555, b = om,oo56786.
On aura donc généralement, pour l’expression de la longueur du pendule correspondante à une latitude L,
om, 990555 •+• om, 006679. sin* k*
La valeur de o est celle du pendule équatorial, et l’on
a - = o,oo5735i. L’aplatissement du sphéroïde, a
d’après le n° 35, est égal à cinq demi d* rapport d«| la force qentrifuge à la pesanteur sousl’équateur,
moins la valeur de la fraction précédente ; ce rap-
port pour la Terre est de n° 16, livre ï“; l’ellipticité du sphéroïde terrestre est par conséquent de o,oo865 — b-, ou de C’est l’aplatissement de
l’ellipsoïde le plus vraisemblable qu’indiquent pour la Terre les mesures du pendule rapportées dans le tableau précédent; il s’accorde d’une manière satisfaisante ayec celui que nous avons déduit, n° 41, de la comparaison des degrés du méridien mesurés dans des lieux séparés par de grands intervalles, et avec l’aplatissement de qu’on déduit des inégalités qui
résultent dans le mouvement de la Lune de la non sphéricité de la Terre.
Si l’on substitue pour a et b leurs valeurs précédentes dans les équations (g), on aura
e,=om, 00000g, <?m=om,oooo26, e, = om,oooog4, eK — — om, 000072, es = — om, 000047.
Ainsi donc, dans la combinaison même la plus favorable qu’on puisse faire de ces équations, on est forcé d’admettre une erreur de om, 000094 dans les mesures des longueurs du pendule que nous avons employées dans les recherches précédentes, si l’on suppose que ces longueurs varient comme le carré du sinus de la latitude. Cette erreur n’excède pas au reste la limite des inexactitudes dont les observations sont susceptibles , et elle est beaucoup plus faible que les erreurs correspondantes dans la mesure des degrés du méridien; ce qui prouve, comme nous l’avons dit n° 38 , que les causes qui écartent la Terre de la figure elliptique ont beaucoup moins d’influence sur les variations du pendule que sur celles des degrés mesurés à sa surface.
Cependant- il est à remarquer que, bien qu’elles soient moins sensibles , les mêmes irrégularités qu'on observe dans les degrés du méridien conclus d’arcs très rapprochés entre eux, se reproduisent dans les longueurs du pendule à secondes. Ainsi, par exemple, la plus grondedé ces anomalies dans les degrés mesurés en France et en Espagne, par Delambre et Méchain , se trouve dans l’arc compris entre les parallèles de Formentera et de Barcelone , et les variation» de degrés subissent entre ces deux points un raient tissement considérable; de même, les variations) du
pendule dans cet intervalle sout beaucoup plus faibles que celles que donnerait la loi du carré du sinus de la latitude ; c’est ce qu’on verra d’une manière évidente par le tableau suivant, où les constantes a et b ont été déterminées en comparant deux à deux les observations qu’il renferme.
Lieux
de» observations.
Longueurs du pendule.
Latitudes.
‘ Unit...’
Leitb.
Dunkerque
Clermont.'.
Barcelone
■ Fofinenlera.’
fJ je/, ..
°’n.£949lî
o ,9935ao
Go» $ 5' a5”
5t.iG.38
o™, 005495 5 0 ,oo55io5 0 ,0055378 0 , 00434a t 0 ,0014734
La- constante b conserve à peu près la même valeur dans les trois premiers intervalles y mais elle commence à décroître d’une manière très prononcée depuis. Clermont jusqu’à Barcelone, et ses variations sont encore beaucoup plus rapides de Barcelone a Fermentera. Il faudrait pour concilier cette valeur du coefficient du carré du sinus de la latitude , avec celle qui résulte des observations faites en des lieux éloignés , supposer dans les mesures précédentes des erreurs de 8 à g centièmes dé millimètre , ce qu’il est impossible d’admettre. La longueur a du pendule équatorial présente, dans ce tableau, des différences non moins remarquables. La longueur réelle de ce
pendule, conclue des observations faites à lequateur ouàdes latitudes voisines, est de om, 991006. Les oI>servations précédentes, faites à des latitudes supérieures à 45®, donnent, comme on voit, des longueurs beaucoup trop fortes , tandis que celles qui répondent à des latitudes inférieures en donnent de trop faibles. Ce résultat remarquable se manifeste d’une manière bien plus prononcée encore , lorsqu’on compare entre elles des observations faites surune plus grande échelle et comprises, les premières, e#tre le 45e degré et le pôle , les secondes, entre le 45* degré et l’équateur. Au reste , il est évident , comme nous l’avons ditn° 42, que ces anomalies se compenseront eh grande partie lorsqu’on choisira des observations faites en des lieux très éloignés, et qu’on rendra ainsi les résultats plus indépendans de perturbations qui ont sans doute pour cause principale les irrégularités de la surface de la Terre.
45. Considérons maintenant Jupiter, la seule des planètes dont l’aplatissement ait pu être déterminé par l’observation directe. Reprenons l’équation (2) du n° 25 :
arc tang A =
9* -f- 27 AS
Lorsque la valeur de <7 sera connue , on aura , par cette équation, celle de A, et par conséquent le rapport \/ i-f-A* de l’axe de l’équateur à l’a^xe du pôle. Or, en supposant le cas de l’homogénéité, on a,
n° a5, Soit D la distance du quatrième satel-
lite de Jupiter au centre de la planète , et T le temps
de sa révolution, exprimé en jours ; sa force centrifuge sera à celle qui anime un élément de la masse de Jupiter placé à l'unité de distance de l’axe de rotation, comme ^ est à T' étant le temps de la
rotation de Jupiter, exprimé en fractions du jour, La force centrifuge du satellite est d'ailleurs égale à la force qui retient cet astre dans son orbite , c’està-dire à la masse M de Jupiter , divisée par D'; on aura donc «
MT
— ÏÜT7*'
On a d’ailleurs, n° a5, M = fir hs (i +*•*); on aura donc
D’après les observations de Pound, rapportées par Newton, la distance du quatrième satellite de Jupiter à sou centre est égale à aG,63 demi-diamètres de l’équateur de cette planète ; ce qui donne
on a de plus
On conclura de là
. t, rie, ôJÎàoajiOh
et eu substituant cette valeur dans l’équation (A),
DU SYSTÈME DU MONDE, elle deviendra
. OA l/ I -f- ■+■ 0,1 7 2200**
arctangA = a-L
d’où l’on tire A = 0,4810, et, par suite, le rapport de l’axe du pôle à l’axe de l’équateur, ou \/ 1— f— A*=i 10967.
Ce rapport , suivant les observations de Pound , est de 1,0771. On trouve, par la théorie des satellites de Jupiter, qui détermine ce rapport avec plus de précision encore que les observations directes, qu’il est de 1,0747- Ces résultats montrent que Jupiter est moins aplati que dans le cas de l’homogénéité, et que, par conséquent, sa densité va en augmentant, comme celle de la Terre, de la surface au centre.
Nous avons vu, 'u° 34 , qu’en supposant les planètes originairement fluides, leur ellipticité devait être comprise entre lq et j q, la première de ces limites répondant au cas où la masse fluide serait homogène, et la seconde à celui où toute la masse serait réunie à son centre. Or , l’ellipticité d’un ellipsoïde est l’excès de l’axe de l’équateur sur celui du pôle, divisé par le dernier de ces axes ; sa valeur est donc égale à V/7+Â*— 1 ; on aura donc, par ce qui précède, ^=0,10967, et par conséquent £ 9=0, 04385. On trouve, par l’observation directe, 0,0771 , et par le mouvement des nœuds des orbites des satellite^ de Jupiter, 0,0747 pour l’ellipticité de cette planète : ces deux valeurs sont donc comprises dans les limites que leur assigne la théorie.
Nous avons trouvé , n° àg , dans le cafe de l’holnbgénéité, 0,004334 pour l’ellipticité de lîi Terre; En
supposant donc la densité de la Terre égale à celle de Jupiter, leurs ellipticités seront entre elles comme 0,10967 esta o,oo4334. D’après cela, en adoptant pour l’ellipticité de Jupiter la valeur 0,0747, qui résulte de la théorie des satellites, on trouve 33\;7; pour l’aplatissement de la Terre , et st'bTt?» en choisissant l’ellipticité 0,077 1 > <ïu‘ es* donnée par l’observation directe. On voit que ces résultats s’accordent suffisamment bien avec ceux que l’on tire des observations du pendule et de la mesure des arcs du méridien terrestre , et l’analogie qui existe entre la figure de Jupiter et celle de la Terre prouve avec évidence que la même loi a présidé à la formation de tous les corps célestes.
Les autres planètes sont trop éloignées de nous, ou leur aplatissement est trop peu sensible, pour que l’observation ait pu jusqu’ici fournir les élémens nécessaires à la comparaison des phénomènes et de la théorie. Il en est de’même de la Lune, qui se présente à l’observateur comme un corps à très peu près sphérique ; les conséquences qui résultent des lois de sa libration, et que nous avons développées dans le chapitre VI du livre IV, sont les seules données que nous ayons sur sa véritable figure.
46. Nous ne terminerons pas ce chapitre, spécialement consacré à la figure de la Terre, sans montrer comment les phénomènes de la précession et de la nutation confirment, comme nous l'avons annoncé , les résultats que l’on obtient par la mesure des arcs du méridien terrestre, et par les observations du pendule. Pour le faire voir , reprenons la valeur de
la fonction V, donnée n° a5, livre IV,
+p . Mb+c-a)h/(à+c-bm*+b-c)].
Dans cette expression , A , B, C sont les trois momens d’inertie de la Terre, qui se rapportent respectivement aux axes principaux des x, des^ et des z, M est la masse de la Terre, et x , jr , z expriment les trois coordonnées de l’astre L.
On aura en vertu du n° 36, pour l’expression générale de la fonction V, relativement à la Terre, supposée elliptique et douée d’un mouvement de rotation autour d’un axe fixe,
V = [(*A — îî).(j — cos*8) + «tÀ'sin,AcDS,«],
eth et ah' étant deux constantes qui dépendent de l’aplatissement de la Terre , et q le rapport de la force centrifuge à la pesanteur sous l’équateur.
Désignons par 0 l’angle que forme le rayon r avec l’axe de rotation que nous avons pris, n° i5, livre IV, pour axe des s , par co la longitude de ce rayon comptée sur le plan de l’équateur ; on aura
x = r sin 0 sin a, j-=rsin 0 cos a , z = rcosô.
Si l’on substitue ces valeurs dans la première des expressions de V, etqu’on compare ensuite ces deux expressions entre elles, on trouvera l’équation suivante :
* .(2C — A — B)i(j — cos*6)-f- * .(A— B). sin*0cos2ai = Ma* . [(ah — 'tq)('s — cos* â)+aA'sin*ô cos 2a»] ;
d’où l’on tire, en vertu de l’inde'pendance des angles , â et a> f
A — B = f Ma* ah 2C — A — B = 3 Ma’(ah — lq ).
Les observations du pendule nous ont montré que l’aplatissement du sphéroïde terrestre est à très peu près le même sur les divers méridiens , ce qui exige que ah' soit une très petite quantité de l’ordre et*, que l’on peut négliger. On a alors A = B, d’où résulte ce théorème remarquable , c’est que les phénomènes de la précession des équinoxes et de la nutation de l’axe terrestre sont les mêmes que si la Terre était un sphéroïde de révolution.
Si l’on considère la Terre comme un ellipsoïde de révolution autour de l’axe des 3, on aura, par les propriétés de ces corps ,
2 Ma*
v étant un nombre qui dépend de la loi de densité des difl’érentes couches du sphéroïde , et que l’expérience seule peut déterminer ; elle a montré que , pour la Tei’re, ce nombre diffère peu de l’unité. On aura donc ainsi
~-(ah
ISous avons trouvé, n° 3g, livre IV,
on aura donc
— :-q = °’ool8fol
Le rapport que désigne <r est égal à l'unité dans le cas de l’homogénéité ; il est plus grand que l’unité, si la densité du sphéroïde va- en croissant de la surface au centre, et moindre que ce nombre dans le cas contraire. Supposons donc la Terre homogène; on aura a — 1 : on a d’ailleurs , par l’observation ,
ç = ~; on aura donc, dans ce cas, ah = 0,0035871 ,
ou — . La supposition de 0 ih = donnerait pour a
une valeur infinie : la valeur de ah est donc com-
prise entre et ^ , et ce sont par conséquent les
limites que les phénomènes de la précession et de la nutation assignent à l’aplatissement du sphéroïde terrestre.
En prenant une moyenne entre les valeurs de l’aplatissement de la Terre , qui résultent de la comparaison des degrés mesurés à sa surface , et des observations du pendule, on peut supposer cet apla-
tissement de ~ à peu près. Cette valeur est comprise
entre les limites précédentes. Si on la substitue au lieu de ah , et qu’on remplace en même temps q par sa valeur dans l’équation (k) , on en tire
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ainsi donc la quantité ff étant plus grande que l’unité, la densité de la Terre va en croissant de la surface au centre, ce qui est conforme aux expériences de Cavendish et aux lois de l’Hydrostatique, qui exigent que si la Terre était originairement fluide, les parties les plus denses soient en même temps les plus voisines du centre. •
47. Si l’on embrasse maintenant d’un même regard les résultats que nous venons de recueillir par tant de moyens difl’érens sur la figure de la Terre , sans doute on sera surpris de leur parfait accord, et convaincu qu’ils ne peuvent être que les effets d'une même cause qui lie entre eux tous les phénomènes qui dépendent de la nature et de la constitution du globe. La mesure des degrés des méridiens terrestres, qui paraît la méthode la plus simple que la nature nous ait indiquée pour déterminer la figure de notre planète, n’est cependant pas celle dont on doive attendre des résultats plus certains ; toutefois, en combinant avec adresse des observations faites à des latitudes très distantes pour diminuer l’effet des irrégularités de la Terre dans quelques-unes de ses parties, on détermine, par ce moyen, la valeur très approchée de son aplatissement. Cette valeur s’accorde d’une manière remarquable avec celle qui résulte des observations du pendule , méthode d’investigation moins directe , mais plus sûre que la précédente, et que l’homme n’a due qu’à son génie. Les phénomènes de la précession et de la nutation ne font pas connaître la valeur absolue de la fraction qui exprime l’aplatissement de la Terre ; ils déterminent
seulement deux limites, que cette fraction ne peut pas dépasser , et les valeurs que lui assignent la mesure des arcs du méridien et les longueurs du pendule sont comprises entre ces limites. Les mêmes phénomènes fournissent des notions précieuses sur la constitution intérieure du sphéroïde terrestre ; ils ne donnent poiut, il est vrai, la loi rigoureuse des densités des couches qui le composent, et l’on peut encore satisfaire par une infinité d’hypothèses à l’unique condition qn’ils imposent , mais ils indiquent un accroissement dans les densités à mesure que l’on approche du centre : résultats que confirment les phénomènes de la stabilité de l’équilibre des mers, le peu de déviation qu’éprouve le fîl-à-plomb par l’attraction des montagnes, les mesures directes des arcs du méridien et des longueurs du pendule , qui nous ont montré que la Terre est plus aplatie que dans le cas de l’homogénéité; résultat enfin qui est une suite nécessaire des lois de l’Hydrostatiqye, lorsqu’on suppose que la Terre était originairement fluide, et que ses élémens ont conservé, en se durcissant, la même disposition qu’ils avaient dans leur premier état.
L’admirable concordance de tous ces résultats n’est pas sans doute ce qu’offre de moins merveilleux la théorie de la pesanteur universelle. Si son influence se montre d’une manière moins manifeste et moins régulière dans les phénomènes qui dépendent de la figure des corps célestes et de leurs mouveniens autour de leur centre de gravité, que dans ceux qui se rapportent aux mouvemens de ces centres dans
l’espace, c’est que cette influence , comme nous l’avons vu , est , dans ces phénomènes , modifiée sans cesse par les circonstances particulières dépendantes de la constitution de ces corps. Le géomètre, par la même Raison , a éprouvé plus d’obstacles pour les soumettre au calcul ; mais le succès a couronné ses efforts. Un homme de génie avait deviné, la cause secrète qui met en mouvement la matière ; l’analyse mathématique , en ramenant à ce principe unique tous les phénomènes de l’univers, ceux même qu’il paraissait le plus difficile d’y soumettre , a démontré, par la preuve la plus irréfragable, qu’il était la véritable loi de la nature.
NOTES
Sur le mouvement de rotation.
{V oir page 1 1 4» Ier vol.) Les relations (/) peuvent s’obtenir de differentes manières; celle que nous indiquons est la plus simple. On trouve ainsi
K*' = (b'c“ — A'c') x + { b"c — Ac') y + ( bc ' — A'c) * , K/— (n'c' — a'c") ar -f- (ac* — a"c) y -}- {de — aç') g ,
**' = (a'A“— a"b')x + {a"b— ab’)y + {ab'—db)g, ~
en supposant, pour abréger ,
K = a {b'd— b"d) -f d{b’c — bd’) -f a" {bd— b'c). ,
Or , par la comparaison des équations précédentes aux équations (2), on trouve
b’c— bd K ’
Si l’on ajoute les carrés de ces trois valeurs , on aura en vertu des relations {m) et {n) ,
K‘= (A'c' — b’c)* 4- (A"e _ bc’)* + {bd — b'c)*= , , par conséquent ,
a = b'c ’ — A'c' , a' = A'c — Ac* , a' = bd — A'c , etc.
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( Voir page 1 19 , ligne 17 , i*r vol.) Cette belle propriété des momens est facile à démontrer par ce qui précède- En effet, on a, par le n° 29 et par la supposition ,
M = S. ( yZ — *Y). dm, N = S. (/Z' — z' Y'), dm ,
M'=S. (zX — xZ). dm, N' = S. (z'X' — x'Z'). dm,
M"=S. (xY —yX). dm, N'=S. (x'Y' -y'X').
Substituons pour x', y', s, X', Y', Z', leurs valeurs, en observant que les forces X', Y', Z' résultent de X, Y, Z, par la mérne transformation que les coordonnées x', y', z des coordonnées x, y, z. On aura, en vertu des formules (2), n° 28,
S. [{bx+b’y+ b”zXcX+c'Y+c"Z'r(cx+ c'y+c"z)(bX+b'Y+ b"Z)].dm,
ou bien en réduisant et observant que l’intégrale S se rapporte uniquement à l’élément dm et aux quantités qui varient avec lui , - ■' -!-•• (
N= (4V — iV).S.(yZ — zY)dm+ ( B"c — bd), S.(zX — xZ)
+ (bc' — b'c). S. (xY — yX).
. .1. ....... Ml- .*
On trouverait pour N' et N" des expressions semblables , et en vertu des relations (/), n° 28, oti aura
N = aM -f- a' M' -f a"M",
N'= bM + //Al' -f b"M",
N'= cM + c'M' + dW .
Il esistè donc entre les coordonnées , les forces, les momeris, et les projections, rapportés à deux systèmes d’axes rectangulaires, des relations analogues , et leur transformation s’opère de la même manière, en multipliant chacune de ces quantités relatives aux trois premiers axes, par les cosinus des angles qu’ils forment respectivement avec le nouvel axe que l’on considère.
NOTE II
Sur l’intégration des équations différentielles du mouvement elliptique. (Voir la p. 240 du i*r vol.)
Les géomètres ont combiné de toutes les manières imaginables les équations (a) pour en déduire, sous des formes variées , les diverses intégrales qu’elles peuvent fournir. Les méthodes les plus savantes de l’Analyse ont été prodiguées en cette occasion d’une manière très superflue, et ces intégrales. , soils quelque forme qu’elles se présentent , peuvent aisément se déduire des équations (b) et ( c ) jointes aux deux suivantes qui,
résultent très simplement des équations (a):
dxd'x 4- dyd'y 4- dzdz 1 P
xd' x -f- y d'y 4- zdz
; dP
1 f* (*dx + ydy + zdz)
Mr
Ainsi, par exemple, si Ion observe que
xd*JC -f- ydy + zd'z == d. (xdx -\-ydy -j- zdz) — dx' — dy' c/z\
la seconde de ces équations devient
dx' 4- dy' -|- dz' d.rdr fi
dP dP ~~r==°-
On ad’aillears, en faisant c'+c’'-
(dx' 4- dy' 4- dz'\ ( rdr\ 1
Si cotre ces (leux équations on élimine — ~t~ dz-'
dP
trouve
Tome II
, on
d'r . fzr — k ' dP^ r*
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et en faisant * = fir — k*,
cette éqnation prend cette forme :
équation absolument semblable aux équations (a) ; et de même qu'on satisfait à l’équation en z en faisant z = mx + ny , on satisfera à l’équation ( q ) en faisant s = px -f- çy: c’est une nouvelle intégrale finie des équations (a), et dont les géomètres ont fait un fréquent usage.
Si on multiplie la première des équations (p) par x, et la seconde par dx , et qu’on les retranche l’une de l’autre , on aura
d'y xdy — ydx f d*z xdz — > zdx xrd — xdr
d?' dt *■ d? ' dt — ? *
équation qui , en vertu des intégrales (b) et (r) , devient
cd'y — cd'z t ftx
Jt T'-
En l’intégrant et en opérant de la même manière relativement à y et à s , on aura
ftx cdy — cdz
r dt
fty c"dz — cdx
r dt
pz cdx — c’dy , r„
r ~ dt ’
équations très utiles auxquelles nous sommes parvenus, n® ai, livre H , et que nous avons employées dans la Théorie dm perturbations des comètes , cliap. III , liv. III.
Dü SYSTÈME DU MONDE.
NOTE III
Sur les inégalités planétaires des ordres supérieurs.
Je n’ai développé dans les chapitres IX et X du livre II , que la partie de ces inégalités indépendante des excentricités et des inclinaisons, et celle qui dépend de la première puissance de ces deux élémens , ce qui peut suffire en général. Cependant il arrive quelquefois que les inégalités périodiques les plus considérables ne se trouvent pas dans les termes qui résultent de cette première approximation, et qu’elles ne se produisent que dans les approximations suivantes. Il devient alors nécessaire de tenir compte des termes qui dépendent des carrés et des puissances supérieures des excentricités et des inclinaison^, et même de ceux qui dépendent du carré des forces perturbatrices. C’est ce qui arrive dans la théorie de Jupiter et de Saturne, ou une partie des termes relatifs aux cubes ét aux ctar quièmes puissances des excentricités et des inclinaisons devient très considérable , à cause du rapport qui existe entre les moyens mouvemens de ces deux planètes , rapport qui rend très petits les diviseurs que l’intégration fait acquérir à ces termes. Je me propose de revenir dans la suite spr cet objet , et de donner les valeurs numériques de toutes les inégalités planétaires que la précision des observations modernes peut rendre sensibles; ce travail servira en même temps de vérilircation aux résultats de la Mécanique céleste , et il ne; sera pas inutile, parce que l’inexactitude de quelques-uns d’entre. cpx a rendu cette révision nécessaire. Je n’en citerai ici, qu’un exemple. La partie des coefficiens de la grande inégalité de Jupiter et de Saturne , qui dépend du carré de la farce perturbatrice , a été déterminée récemment par M. Plana, qui leur a assigné des valeurs très différentes de celles qui «est rapportées dans l’ouvrage cité; il en est résulté une contestation aiscz vive à laquelle Laplace lui-même a pris part; cependant
la question était encore demeurée indécise, et l’Académie de Berlin a même proposé un prix dont l’objet principal est de découvrir la cause des différences des résultats obtenus par ces deux géomètres. Dans un mémoire lu au mois de février dernier, à l’Académie des Sciences , j’ai repris en entier ce calcul , et j’ai fait voir qu’il s’était glissé en effet une erreur importante dans les résultats de la Mécanique céleste, mais qu’en même temps les nombres que M. Plana proposait de leur substituer n’avaient point non plus toute l’exactitude convenable. Voici les principaux résultats auxquels je suis parvenu. On trouvera dans la Connaissance des Teins , pour i83i , le rapport que M. Poisson a fait à l’Académie , sur ce mémoire.
Soient a le demi grand axe, et nt le moyen mouvement au bout du temps t de Jupiter, dans son orbite elliptique ; soient r,v, s les trois coordonnées polaires qui déterminent sa position sur cette orbite , et R la fonction qui résulte de l’action perturbatrice de Saturne; enfin , désignons par les mentes lettres accentuées les quantités analogues relatives à Saturne. Si l’on suppose, pour abréger.
dR . f/R . f/R . f/R . , c/R . f/R Æ = 3T ' ' f ■+ Si ■ *-+ lu ■ h + df ■ *' + 1} • * " + 1} ■ * . , JR' . .dK ..JR' .,,JR' .. .JR' ,,
dv
da
et que l’on nomme £ et Ç' ce que deviennent les moyens mouvemens nt et n t par l’action réciproque de Jupiter et de Saturne , la formule (4) du n° 6i , livre II, donnera, pour déterminer les parties de Ç et de Ç' qui dépendent du carré des forces perturbatrices, les deux équations suivantes :
J'Ç = — 3an f dtf d! . J'R -f- — .fdt. (/f/R)*,
= — Sa'nfdtfd'.éR' + . fdt . (/ </R')* .
il . > IflitJ :Wil * 'rr -T :r- j tf I. . *j l wî ï.klEZi ’*
Les termes de JÇ et de qu’il importe de considérer sont
ceux qui par la double intégration acquièrent le très petit diviseur (5 n — 2/i)a , parce qu’il peut en résulter des inégalités sensibles dans l’expression des longitudes moyennes des deux planètes. On les obtiendra en combinant les différens termes des tleux facteurs qui composent chacun des produits quq contient l’expression de JR et celle de JR', de manière que la somme des argumens dont ils dépendent soit toujours égale à 5n — in. Si l’on se borne à considérer parmi ces termes ceux qui sont du troisième ordre par rapport aux excentricités ec aux inclinaisons, c’est-à-dire de l’ordre le moins élevé qu’ils paissent être sous ce rapport , d’après les lois de développement de R et de la formation des valeurs de S'r, JV, etc. , on verra aisément que les combinaisons dont il s’agit sont au nombre de douzé (i).
Laplace a considéré simplement les termes qui proviennent de la double combinaison des argumens 3 rit — nt et 2n't — nt ; ce sont en effet les plus considérables ; il a négligé de plus, dans
l’expression de JR, les termes ^ . Js , et Ss, et il a trouvé
ainsi en degrés sexagésimaux :
JÇ=i',.57o3sin(5»'f-2»£4'5i,-2«)-i8''.07iocos(5re'f-2ra<-f5«'-2i), /Ç’=a-3".8i 65sin(5/»’<— 2/i<-f-5i'-2*)-+-42,,.92o3cos(5«,t— 2»f-l-5*'-2i) .
Le nouveau calcul que j’ai fait de ces valeurs m’a donné
2", i63o4sin(5»' z-2rtt-4-5e'-2«)-f-i6".t)7 1 acos(5n'£-2ni-{-5i -a»). J>Ç,=3<r. 4645 sin(5n’i- 27i£-f-5i/- 21) -4o* . 3437 cos {Sri 5i'-2») .
On voit que la principale différence de ces résultats consiste dans les signes, et en effet il a été constaté qu’une erreur s’était introduite, à cet égard, dans la réduction en nombres des formules de la Mécanique céleste. ■" "l! ' > ' • '' :;r '
(*) Connaissance des Tems pbur i83o.
NOTE IV
Sur la détermination des orbites des comètes , d après * les observations.
La méthode que nous avons développée dans le chapitre I , livre III, pour cet objet, nous parait, comme nous l’avons dit, celle dont l’application est la plus sûre dans la pratique. Cependant, comme la méthode ingénieuse proposée par Laplace a été adoptée par beaucoup d'astronomes, et qu’il y a même des cas où il est indispensable de l’employer, je pense qu’on ne sera pas fâché de la trouver ici présentée d’une manière plus simple qu’elle ne l’est dans la Mécanique céleste.
Cette méthode suppose que l’on connaît , pour une époque donnée, la longitude a et la latitude b de la comète, ainsi que leurs différentielle du premier et du second ordre , prises par * rapport au temps et divisée par l’élément de cette variable ,
da d?a db d*b
c’est-à-dire les quatre quantités j— et j-. On peut
en effet, dans ce cas, déterminer par de formules simple et rigoureuses tous les élémens de l’orbite de la manière suivante.
i. Soient *, y, % les trois coordonnées delà comète, rap- .portées à l’écliptique et au centre du Soleil, r sa distance à cet astre ou son rayon vecteur, X, Y les coordonnées de la Terre dans son orbite, R son rayon vecteur et A sa longitude -vue du Soleil, enfin, soit ; la projection sur l’écliptique de la droite qui joint la comète à la Terre , ou cequ’on nomme ordinairement la distance accourcie de la comète ; on aura
* = X-He, J = Y + rn(, z==nc, (i)
en supposant pour abréger m=ssina et n=tangû.
Les équations différentielles du mouvement de la comète autour du Soleil seront
cPx , x dx y y (N* . s , .
dP + ?-°> 5^ + ? = 0> 5?+r5-0' (2)
On aura de même, relativement à la Terre,
X = R cos A, Y = R sin A ,
et
(NX , X
dP + B? = °’
<NY , Y dt? + R3~°'
En substituant donc pour x, y, a, leurs valeurs dan» les équations (2),. on trouvera, en vertu de ces deut dernières équations ,
(N./{ X , X+ l( dP R3+ r1 — °’ d?.m<> Y , Y •+• roç dP~ R3**- ? “ °»
d*-nt , nt
-dP~+?-°>
ou, en développant et supposant pour abréger, «■ = -^ — -j,
‘■U+ +?)+Xr“‘
i'o ou nou t ! ;*ioi!i«itbu
En éliminant -A, on trouve
fi ■ -.•»•«« aP
d( iadl — Idn) ,{ f nd‘l — ld*n\
d( (ndm- — <mdri) , ( . /(id‘m—md%n\ , , v _ di‘ ST +2’l dP 0, /
Ces équations n’équivalent qu’à deux, distinctes; et en effet, en multipliant la première par n et en la retranchant ensuite de la seconde multipliée par m, on retrouve la troisième.
Si maintenant on élimine ^ entre les deux premières équa-
tions (4), ou , ce qui revient au même , si après avoir multiplié ces équations, la première par dm , la seconde par — dl, et la troisième par dn, on les ajoute, et que pour abréger on fasse
j X . {ndm — mdri) Y . (Idn — ndl)
. {mdn — ndm)-{ • {pàl — * Idn) -f- (Jdm — mdl)
on aura
D'ailleurs
r* = R* +sRe cos (A — a) -J — ^--7. (6)
’ co s o
On a donc deux équations au moyen desquelles on peut déterminer r et (. Si Pon éliminait ç entre ces deux équations , on arriverait à une équation du huitième degré en r, mais qui s'abaisserait au septième, comme nous l’avons vu n° 6, liv. III.
Les valeurs de r et ç étant connues, on aura celle de ^ au
moyen de l’une quelconque des équations (4) mais au lieu d’employer indistinctement ces équations à cette recherche , il est bon de combiner les deux premières de cette manière : on multipliera la première par l et la seconde par m, on les ajoutera ensuite, en observant que l* -f- m' = 1 , ce qui donne
ldi -f- mdm = o , ld*l -J- md*m =, — dP — dm*,
et l’on pourra substituer aux équations (4) les deux sui- ' vantes :
d( dn , ( l~ d'n -f- n(dP dm?)~~\
dt'éù~*~ a'[_ d? J
-.(/X+mY)=o,
d( / Idm—mdl dt ’ \ dt
fld'm — md“
0 + ïC/Y_"tX)=c
C’est entre ces deux équations qu’il conviendra de choisir
de •
pour déterminer la valeur de parce quela première est in-
dépendante des différentielles secondes de m et de l, et la seconde de la différentielle de », ce qui offre des avantages dans les applications, comme on le verra plus bas.
Si après avoir substitué pour l, m,n leurs valeurs dans les équations (1), on les différencie, on trouve, en conservant la notation établie n° 2, livre cité,
, y' j d( da
r = X -J- -r. cos a— {.sina-7-, dt * dt
, —, , dç . . aa
y — y + Ji,sina + c-cosa^,
•de . da
•-r.su dt
, d e , . e db
z — -r.tangi-j -—.-j-.
dt b cos b dt
Ces équations ne contenant que des quantités connues, puisque les valeurs de f et de r sont supposées déterminées par ce qui précède, en les réunissant aux équations (1), on pourra déterminer les six quantités x, y, s, x", y, z", et l’on en conclura les élémens de l’orbite elliptique de la comète, comme on l’a fait n° 16, livre III.
La question est donc ainsi complètement résolue; mais si l’on suppose à l’ordinaire que l’orbite est une parabole, on aura, par la nature de cette courbe.
équation qui, en y substituant pour x', y , z leurs valeurs, prendra cette forme «
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La question dans ce cas présente donc une équation de plus que d’inconnues, et l’on peut en profiter pour éviter l’emploi des données qui participeraient le plus aux erreurs des observations. Pour cela , nous remarquerons que les inexactitudes dont elles sont susceptibles deviennent surtout sensibles sur
les différences secondes -^1 parce qu’étant beaucoup plus
petites que les premières, ces erreurs en forment une plus grande partie aliquote. 11 faut donc en éviter l’emploi autant que possible , et comme on ne peut pas les rejeter toutes deux à la fois, on ne conservera que celle qu’on doit croire la plus correcte, ce qu’il sera toujours facile de reconnaître. D’après cela, on ne fera point usage, pour déterminer ç, de l’équation (5), parce que le coefficient h dépend à la fois des différences secondes de la longitude et de la latitude; on lui substituera l’équation (9). Quant aux équations (7) , qui déterminent
, on emploiera la première ou la seconde, selon qu’on voudra conserver les différences secondes de la longitude ou celles de la latitude ; en y substituant pour l, m, n leurs valeurs , et en faisant pour abréger
on aura dans le premier cas,
| Rsin (A — à) I
— '-Cl-]
et dans le second , d'a
dt
En réunissant donc les trois équations (6), (,0) ,, (9)> aPr“ avoir développé cette dernière, et substitué pour X et T leurs valeurs données par les formules
X' = — (■ ~ÿ—).sin A -f e sin (A — -).<»s A ,
Y'— ^i_Ili_f!^.cosA+«8in(A — -).sinA,
on aura pour déterminer les inconnues r, {, les trois équations suivantes :
r* =R* -f aR cos (A — a).e + ,
ït = ti + k’(p~w)’
2 2 , de , _ da* [ d( .
;=R-,+i+^'3F+Vsitan6H'e
+2^.[^e sin(A-«) . cos(A— a) g — . sin( A-a)^j
-f-a{ ~.Q;sin (A.-*) . sin(A-c)-l g!— .cos(A-a) J-
On satisfera à ces équations par des essais; pour cela, on donnera d’abord à r une valeur arbitraire, on supposera, par exemple, r= i ; on déduira des deux premières équations (A)
les valeurs correspondantes de {et et en les substituant
dans la troisième , elle fera connaître l’erreur de la supposition. Après quelques épreuves, on déterminera de cette ma-
nière, avec toute la précision nécessaire, les trois quantités r, dp ...
çy ~ ; on pourra ensuite vérifier ces valeurs en les substituant
dans celle des équations (7) qui n’aura pas été employée à la solution du problème.
Les équations (A) conviennent à tous les cas qui peuvent se présenter; cependant, comme leur résolution entraîne dans des calculs pénibles , nous observerons qu’on peut éviter cet inconvénient dans un cas très étendu, celui où les données du problème permettent de faire usage à la fois des deux équations (7). En effet, en éliminant entre elles l’inconnue <r, on trouve
dt =I?’
en supposant pour abréger
ou bien
. , X {nd*m — md‘n) — Y ( nd‘l — Utn )
“ ’ X(ndm — mdn) — Y (ndl — Idn) '
„ „ \ / da * ' i d*b , 2 dh*\
^\dl^b^Tb^+^d?)
1 *' da sin( A-a) db
. C°S a'<& sinù cosb’dt
Si dans la troisième des équations (A) on substitue pour sa valeur (a) , on aura
r’ = R* -f- 2R cos (A — a)-cH ^Ti > '
cos’o
-= .{i.[esin(A-«).cos(A-a)- ^-^-.sin(A-a)]
J.[esin(A-).sin(A-c)+^î .cos(A-a)]}.ç} (C
— / db \»~
J+d£+\^+~rh) >>
et le problème est alors réduit à Irrésolution de ces deux équations. Elles feront connaître immédiatement r et ç, et l’on
en conclura au moyen de l’équation (a).
On pourra employer ces formules avec sûreté, toutes les fois que le numérateur et le dénominateur de l’expression de i ne deviendront pas de trop petites quantités pour être déterminées avec précision , ce qui arriverait, comme il est facile de s’en assurer, dans le cas particulier où le Soleil se trouverait situé à très peu près dans le même plan que l’orbite apparente de la comète , à l’époque de l’observation moyenne. La méthode précédente, ainsi simplifiée , est sans contredit la plus commode que l’on puisse employer pour la détermination des orbi tes des comètes.
Lorsque les quantités r, g, seront connues, on déterminera, au moyen des équations (1) et (8), les valeurs des six quantités x, y, z, x', y z', et par suite tous les élémens de l’orbite parabolique. Si l’on veut se borner à déterminer la distance périhélie qui suffit pour procéder immédiatement à la recherche de l’orbite corrigée, en nommant D cette distance , on aura , n° 17, livre III ,
La première des équations (A) différenciée, en observant qu'on a, 11° 8, en négligeant le cube de l’excentricité de l’orbe terrestre ,
dit ... . dA r— i
= e sin (A — ») ,
donnera
dt
dt
-f e sin (A — a) cos (A — a) — - — g^-.sin (A — rt)~|\(Q
da
+ « . R sin (A — a) . -y- -f- Re sin (A — »).
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En nommant s cette quantité, elle fera connaître, n® 17 , livre cité, selon qu’elle sera négative ou positive, si la comète s’approche du périhélie, ou si elle l’a déjà dépassé; on aura ensuite
la distance angulaire t> de la comète à son périhélie sera donnée par l'équation de la parabole ,
1 co s i v = — .
On déterminera enfin par la table des comètes le temps que la comète emploie à décrire l’angle v, et ce temps ajouté ou retranché de l’époque de l’observation , fera connaître l’instant du passage par le périhélie,
a. Il ne reste donc , pour l’application de la méthode précédente , qu’à montrer comment on formera , d’après les données
de l’observation, les valeurs des coefficiens différentiels -r,*-!- , ’ dt dt ’
, . Voici la manière la plus simple de procéder à cette
opération.
Soit a la longitude de la comète à l’instant oh l’on fixe l’origine du temps /; on prendra pour cette époque celle de l’observation qui tient à peu près le milieu entre toutes les autres; on pourra au bout d’un temps quelconque t, peu éloigné de cette époque, supposer la longitude a' de la comèie représentée par la formule, \
tt'= a -J- t
da d‘a f1 d3a
'Tt + *'dï + l 73‘3F+ ’
etc.
On formera autant d’équations semblables à la précédente
qu’on aura d’observations, et l’on pourra déterminer par leur
, : _ . da d‘a 1
moyen autant de coeluciens , etc.
i Prenons donc, pour fixer les idées, trois observations qucl-
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conques <le la comète; désignons par a°, a , a, les trois longitudes qui leur correspondent, et soient < et #' les espaces de temps, exprimés en jours moyens solaires, qui séparent respectivement les deux observations extrêmes de l’observation moyenne; on aura, d’après la formule générale, les deux équations suivantes:
dt
fi' da a.
6 ’dt~*“ï7â'dï'
Si l’on nomme b°, b , b', les latitudes de la comète, correspondantes aux trois observations, on aura de même
. db fl* cPb \ dt'~7^‘dF’
dt 1.2 dt‘ .
La résolution de ces équations dotmera les valeurs des quatre
da d*a db d*b , . .
quantités ^ , j- , j-, qu il s agissait de déterminer.
Dans les équations précédentes, les intervalles de temps fl et 6' étant exprimés en jours moyens solaires, pour l’uniformité du calcul, on les multipliera, n°8, liv. III, par le nombre dont le logarithme est8, 2355821, et l’on convertira en même temps les arcs a — a°, b — b°, etc. , en parties du rayon pris pour unité.
L’exactitude de la méthode précédente dépend surtout de la
... , , , , • . , da db d*a d*b _
précision des valeurs des quantités . Les er-
reurs des observations doivent influer d’autant plus sur les deux dernières qu’elles seront plus petites; il sera donc bon de n’employer, comme cette méthode permet de le faire, que la plus grande de ces deux quantités.
On conçoit qu’en multipliant les observations de la comète, on pourrait former autant d’équations semblables aux équations (12) et ( s 3) ; en combinant ensuite ces équations par la
méthode des moindres carrés, on formerait quatre nouvelles
• - -• , , , , . ds do
équations qui serviraient a déterminer les inconnues -5-, ,
a b dt
dF’ d~F' ^a'S| indépendamment de la longueur des calculs,
on a reconnu qu’on n’était pas, par ce procédé, conduit à des résultats plus certains, parce que les erreurs des observations prenaient alors d’autant plus d’influehee sur les résultats qu’elles étaient plus nombreuses. Il faudra donc, dans cetto méthode comme dans les autres, se borner à employer trois observations , nombre strictement nécessaire pour résoudre (a question , et alors elle en offrira peut-être la solution la plus simple, parce qu’on peut se servir immédiatement des données de l’observation sans leur faire subir aucune préparation. Il suffit à la sûreté des résultats que les observations ne soient pas trop éloignées entre elles pour que la formule générale ( 1 1 ) cesse d’être convergente.
3. Pour faciliter l’usage des formules précédentes, nous allons en faire l’application à la çoroète de i8?4, dont nous avons déjà déterminé l’orbite d’une autre manière dans le 110 a3 du livre III.
Je choisis les trois observations suivantes, qui sont séparées par des intervalles de temps assez inégaux ; cas où il sera surtout avantageux d’employer la méthode que nous venons d’exposer , parce que celle qui est développée dans le livre cité suppose toujours les différences de ces intervalles très petites, et que, sans cette condition , elle ne donnerait plus des résultats suffisamment exacts.
Août. 4; >9*748 i6,g33o8 Sept.. 3,91004
Longitudes observées.
Latitudes observées.
Si l’on prend pour époque l’observation du 16 août, 011 aura
a = 237° 27' 12" , b = 55°iq' 43",
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et pour les intervalles de temps fl et fl' qui séparent les deux observations extrêmes de l’observ'atftm moyenne , * ’
> j = 1 2^,oo56o , t' = j 7^,97 696.
Si l’on ajoute aux logarithmes de chacun de ces nombres, le logarithme constant 8.23558ai, et si l’on réduit les arcs û" — a, a — cl en parties du rayon , on formera les deux équations suivantes :
o.a63336 = — 0.206622 . jgî + o»o2i^26.^~, — 0.338196= 0.309242.^ + 0.047815.^,
d’où l’on tire
da
Tt=~ 1.202436, -j-
On aurait de même, relativement à la latitude, »
dt dt *
,, . . *. •«.. -ii; ; iiu» ' * KBpfftiS
d’où l’on tire . »•. . W- .
jp ~ — 1.103768.
SWf#U|
On a d’ailleurs, par les tables du Soleil pour l’époque de l’observation moyenne,
A — 323° 53 29 log. R o.oo5i558,
loS- — g— = 9-994;8a6 log.esin(A— •). . . 8.0684537.
Avec ces valeurs , on a formé , au moyen des formules (15) et (a) , les trois équations suivantes :
Tome II
r* = 1.02402 -f o. i25j4«C + 3.o83oi .ç*, -=0.488204-0.28372 <4 i. 30573. {*,
Jï~ — o-348376.
et leur résolution a donné
d’où l’on a conclu, par la formule (c) ,
on a trouvé ensuite, pour la distance périhélie , et pour l’instant du passage au périhélie ,
D = °- 99999» înst- du pass. sept. 3o/,o37i.
On peut, avec ces élémens approchés, procéder immédiatement à la détermination exacte de l’orbite par les méthodes exposées dans le chapitre II du livre III. • ,
Il existe encore, pour la détermination de l’orbite des comètes, plusieurs méthodes généralement fondées sur le rapport
remarquable qui existe entre la corde qui soustend un arc quelconque de parabole, les deux rayons vecteurs menés à ses extré- \ mités, et le temps employé à le décrire; mais nous n’entrerons
dans aucun détail à cet égard, parce que ces méthodes, quoique ingénieuses, nous paraissent manquer dujprincipal avantage , qu’on doit rechercher pour les applications, celui de la simplicité dans les calculs.
i.Vti ■ p = — -
• i w-; . VniJ} * * « iiîtfr.y /.m w*
■ 'ji riTj.r*-* r{v
ZC •«* *****
NOTE V
Sur la détermination du prochain retour au périhélie de la comète de ïy5g.
Dans le n® 46 dû troisième livre, j’ai dit que l’altération qu’éprouva le moyen mouvement de cette comète par l’actioq de là Terre, en l'jSg, avait été déterminée par Burckart , et qu’il avait trouvé + o", 02679 Pour 1» valeur ide cçtte altération. J’ai eu depuis lors l’occasion de reprendre ce calcul qn m’occupant d’un mémoire sur la détermination des perturbations des trois comètes périodiques que nous connaissons , travail auquel l’Académie royale des Sciences a décerné Iç pris qu’elle avait proposé sur ce sujet , pour le concours de 1829. En attendant que je puisse publier ce travail en entier , je vais en extraire les résultats que j’aî obtenus relativement à l’action de la Terre sur la comète dite de Halleyj et indiquer la marche que j’ai suivre pour les obtenir.
La grande proximité entre la comète et la Terre n’a eu lieu qu’après le passage au périhélie de t^5ç), et jnsqtt’à cetfé époque , le calcul montre qu’on peut regarder l’action de cettè planète comme insensible. La comète s’est ensuite approchée de plus en plus de la Terre, depuis le ï3 bars, instant du passage, jusqu’au 29 avril, époque où sa distance était moindre qué le quart de la distance de )a Terre au Soleil ; elle s’en est ensuite rapidement éloignée , et bientôt la Terre a cessé d'exercer sur elle aucune influence appréciable. D’après cela, j’ai calculé par la méthode du n° 35„ livre III , et en faisant varier de degré en degré l’anomalie excentrique , les altérations des divers élé-' mens de l’orbite résultantes de l’action de la Terre , pendant la révolution actuelle, depuis o° jusqu’à 45°. Dans cette évaluation, je n’ai pas tenu compte de l’action de la Terre sur le Soleil , parce que j’ai supposé que ces actions se compensent à trè» peu près dans les différentes révolutions de la Terre autour
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de cet astre, pendant l’intervalle qui s’écoule entre i759 et le
prochain passage de la comète au périhélie. Cela posé, i’ai trouvé .f r > i
fdn = o", 024555.
Les variations des autres élémens sont insensibles , et les valeurs des trois intégrales/Wn, fda,fdt, par exemple, ne s’élèvent pas à quelques secondes dans l’intervalle que nous .considérons. On peut donc supposer ici la variation de l’anomalie moyenne égale à très peu près k tfn , t désignant le temps de la révolution anomalistique de la comète. Si l’on prend pour t la valeur 28007/ que nous avons trouvée n° 46, livre cité, on aura 4“ 687 # 7 1; Nous avons trouvé, même numéro, pour l’alteration de cette anomalie résultante de l’actiou de Jupiter, Saturne et Uranus, pendant le même intervalle, +3714", 43, On aura donc, pour sa valeur complète, fd?>=-±- 4402", 14 ; et en nommant T' l’intervalle de temps compris entre le passage au périhélie 175g et le passage prochain, on aura
36oB -,4402V A
ce qui, à compter du i3,2mars * 7^9 > donne le 2,3 novembre i835, pour l’époque du prochain retour de la comète à son périhélie.
L évaluation précédente porte à 1 4/ l9^e rétard que la comète éprouve dans sa marche par l’action de la Terre. Burckart avait trouvé i& pour ce retard, et M. Damoiseau , qui l’a pareillement calculé, l’a fixe k 12 > seulement. Au reste, cette détermination est fort délicate , et l’on doit s’attendre à plusieurs jours d’incertitude, si Pou n’a pas soin de resserrer autant que possible les intervalles d’anomalie excentrique pendant l’espace où la comète s’approche beaucoup de la Terre. La méthode que AI. Damoiseau a suivie dans son calcul diffère de celle que l’on emploie d’ordinaire, principalement en ce qu’au lieu de prendre^l’auomalie excentrique pour abscisse de la courbe parabolique, qui donne par sa quadrature les varia—
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tions finies de chacun des élémens de l’orbite , il choisit le temps pour cette variable. Ce procédé , dont Euler avait déjà fourni l’exemple dans une occasion pareille, peut être avantageux lorsqu’il s’agit des comètes à courtes périodes, parce que', dans la partie supérieure- de l’orbite, les degrés d’anomalie excentrique répondant à des intervalles de temps beaucoup plus considérables que dans la partie inférieure, il en résulte des variations fort inégales dans les élémens de l’orbite. Si la méthode proposée par M. Damoiseau offre donc toute la sûreté et la simplicité désirables dans les applications numériques , il sera lx>n de l’adopter pour ce cas. C’est à l’expérience à décider cette question (*).
NOTE VI
Sur le plan invariable du sjstème planétaire.
Je n’ajouterai que quelques mots à ce que j’ai dit sur cet objet , dans le n° 79 du second livre. Les adversaires de la théorie connue de ce plan prétendent que les changemens que peuvent produire dans sa position l’ellipticité et la rotation du Soleil avaient échappé à l’esprit si clairvoyant de son inventeur , et que , par ce fait même , la détermination de ce plan, telle qu’elle résulte de ses formules, est incomplète. Il est facile de répondre à cet argument. En effet , si des variations dues aux causes ci-dessus mentionnées existaient dans la position du plau invariable, c’est aux équations même du mouvement de translation des corps célestes, qu’il faudrait recourir pour les déterminer. Nous avons montré dans le n° 10 du livre cité, que les circonstances inhérentes à la constitution de notre système planétaire autorisent à négliger dans ce mouvement tous les termes provenant de la figure non elliptique du Soleil et des planètes*, c’est ce qu’a fait Laplace , c’est ce qu’ont fait tous les géomètres qui Tout précédé ; bien plqs ,
(’) Connaissance des Tcnis pour i83a.
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La place s’est assuré, par un calcul direct, que ces termes étaient en eiEet insensibles , et que la stabilité du système du monde n’cn pouvait être altérée. S’il en était autrement , nous en serions avertis par l’observation ; et ce ne seraient pas alors les changemens peu importans du plan invariable qu’il nous faudrait d’abord considérer , ce seraient les inégalités nouvelles que nous apercevrions dans les excentricités et dans les posit ions des orbes planétaires. Pour les déterminer, il suffirait d’introduire dans le développement de la fonction perturbatrice les termes dus à la non-sphéricité des planètes et du Soleil. On arriverait ainsi de la manière la plus simple aux formules d’où dépend la position du plan invariable dans ce nouveau système. Leur réduction en nombre ue serait pas aussi facile, il est vrai, parcequ’elle dépendrait des trois momens d’inertie du Soleil, qui nous sont totalement inconnus; mais heureusement la recherche de ce plan est un objet de pure curiosité, et celui que nous devons à Laplace suffit à nos besoins. L’invariabilité de ce dernier consiste en ce que, à toutes les époques, dans Icüs siècles les plus reculés , les astronomes le retrouveront à la meme place que nous lui assignons aujourd’hui. Il leur suffira, pour déterminer sa position relativement à un plan quelconque mené arbitrairement par le centre du Soleil, de reconnaître par l’observation les masses des planètes , les grands axes et les excentricités de leurs orbites, ainsi que les inclinaisons et les longitudes tics nœuds de ces orbites rapportées au même plan. Dans l’état actuel du système solaire , deux causes peuvent seules faire éprouver à ce plan des dérangemens sensibles. La première serait le cas où quelque planèté , jusqu’ici inconnue , ou bien lei comètes dont nous n’avons point considéré l’action i influeraient d’une manière appréciable sur sa position ; la seconde , le cas où, par quelque grande catastrophe de la nature, quelqu’une des plus grosses planètes serait tout à coup anéantie, et cesserait de participer , par son action , au mouvement général du système.
Tableau des élémeus elliptiques des orbites planétaires.
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Les valeurs de n, n', etc. v contenues dans ce tableau , supposent que le temps t est exprimé en années et fractions d’années juliennes. Les moyennes distances en ont été conclues par la loi de Kepler , en prenant pour unité la distance moyenne jdu Soleil à la Terre. Enfin, toutes les longitudes sont comptées de l’équinoxe moyen du printemps, à l’époque du i*r janvier i8ot, et l’on doit se rappeler que l’on entend , dans les tables astronomiques, par longilwde du périhélie , la distance angulaire du périhélie au nœud ascendant, augmentée de la longitude du nœud.
Masses des planètes , celle du Soleil étant prise pour unité y ou valeurs de m, m1, etc.
20258 io’
4o58yi ’
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Mercure.
Vénus. .
La Terre Mars. . . .
Jupiter. .
Saturne. , U ranus. .
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SUPPLÉMENT ÀU LIVRE V
Sur l’ attraction des ellipsoïdes homogènes .
Nous avons vu dans le n® 7 du livre V, que les expressions des attractions des ellipsoïdes sur les points extérieurs, contenaient un radical qui en avait rendu jusqu’ici l’intégration impossible par les méthodes connues. On est parvenu à éluder cette difficulté en ramenant les attractions telatives aux points extérieurs à l’ellipsoïde, à celles qui se rapportent aux points intérieurs ou situés sur sa surface. Mais les diverses méthodes qù’on a employées et le théorème de M. Ivory lui-même, tout ingénieux qu’il est, n’ont pas fait avancer d’un pas l’intégration des formules dont il s’agit. Il restait donc à désirer pour l’honneur de l’analyse que la difficulté fût pour ainsi dire attaquée de front et qu’on parvînt enfin à déduire les expressions ramenées à la forme de quadratures, des attractions des ellipsoïdes sur les points extérieurs , de l’intégration directe des formules qui les déter- Tomk II. 1
minent comme on le fait relativement aux points intérieurs. Je suppose donc qu’on verra avec intérêt comment M. Poisson est parvenu à surmonter ces obstacles qui avaient arrêté tant de grands géomètres, et qu’après tant d’efforts infructueux, on pouvait croire invincibles ; c’est sans contredit l’une des plus heureuses conquêtes qu’ait faites l’analyse depuis bien long-temps.
i . On a , relativement aux points extérieurs , n° 7, livre Y, .
A = ffl/ — r r) düda sin 0 cos 0 , )
B = ff[d — r) â&dcù sin*0 cos a, > (1)
C = JJ{ Y' — r) dftdù) sin*ô sin a> . J
Les limites des intégrales relatives à 0 et à « devant correspondre aux points où l’on a rJ — r=o, c’està-dire pù le rayou r, mené du point attiré, est tangent à la surface du sphéroïde , mettons l’équation de l’ellipsoïde sous cette forme
eu sorte que h , h ' , W désignant , comme dans le numéro cité, les trois demi-axes respectivement parallèles aux coordonnées x , y et z, on ait
Si l’on substitue dans l’équation (1), pour x , y et z , leurs valeurs , n® cité ,
x=æa — rcosô , J=b — r sinfl cosa> , z=c-— rsinSsinaj;
qu’on résolve l’cquation résultante , en faisant pour abréger ,
l = a cos 9 -{- mb sin fl cosa + ne sin fl sin a> ,
L = cos' fl H- m sin* flcos'e? + n sin* 6 sin' w,
R* = I* t L (a* -f- + ne* — k) ,
on aura
ces deux valeurs sont celles de / et de r. On aura
donc
, îR
et en substituant cette valeur dans les formules (î), elles deviennent
’d&da sin 8 cos 8R
_ rfdbcUi sin'9 cos «R
B = ‘JJ L
n P rdüdti sin'8sin«R
C = ’JJ r—
formules qui correspondent aux formules ( f ) du livre Y, et où les intégrales doivent être prises entre les deux limites qui répondent à R = o.
Ces expressions ne sont pas intégrables sous cette forme, à cause du radical contenu dans R, quelles renferment ; mais on peut les rendre immédiatement intégrables en les différentiant par rapport à k. En effet, cette quantité n’entre pas dans la valeur de L ; elle ne se rencontre que dans celle de R , et en différentiant cette valeur, on a
^ — il .
dk ~~ ail ’
en supposant donc, pour abréger, A, = ~,
dC
= -rr , on aura
dk
V29</.v sin 0 cos0
V&<f«sin*6 cos *
'dddttu in* 0 sin*
formules beaucoup plus simples que les formules (3), parce qu’elles ne contiennent que la quantité R , tandis que les premières contenaient R et L.
Quant aux trois quantités A,, B, , C,, il est aisé de voir qu’elles représentent les composantes parallèles aux coordonnées x,jr etzde l’attraction qu’exerce ■sur le point donné, la couche elliptique dont la surface extérieure est celle de l’ellipsoïde, la surface intérieure une surface semblable et semblablement située, et l’épaisseur dk. En effet, il est évident qu’il suffit , pour obtenir les attractions exercées ‘par une pareille couche , de substituer dr' et dr à la place de t* et de r, dans les équations (i), lès différentielles dr' et dr étant prisés èn ne faisant varier que k dans leurs expressions, et substituant ensuite pour dd et dr leurs valeurs, on retrouve les formules (4).
Or, on peut toujours supposer l’ellipsoïde décomposé en une infinité de couches semblables, pour lesquelles les valeurs de m et n seront constantes et qui ne différeront que par la valeur de k. Si l’on fait donc varier k depuis zéro jusqu’à la valeur de cette quantité, qui répond à la surface du sphéroïde, et que nous désignerons par k' , la somme des. attractions exercées par chacune des couches.
exprimera l’attraction du sphéroïde entier sur le point donné, on aura donc
A = ■J'^Ajdk , B=f kBldk, C=J'"cdk, (5)
formules dans lesquelles on substituera pour A/f B,, C, leurs valeurs en fonction de k, résultant de l’intégration des expressions (4).
a. Il ne s’agit donc plus que d’intégrer ces formules. Pour cela , il faut d’abord y substituer pour R sa valeur. Or, en remplaçant I* et L par les quantités que ces lettres représentent, on a
R* = (k — mb* — rac*)cos’8-f-TO(Æ — a* — «c*)sin*0cos*«
-J-n(Æ — a * — mô*)sin*Ssin*û?
-j- linnbcsia *0 sine? cos a -f- 2 nac sinô cos 0 sin a
-J- -miab sin 0cos0cos«.
Si cette expression de R* ne renfermait que les carrés de sin 8 , cos 0 , sin a> et cos a> , l’intégration des formules (4), après sa substitution, n’éprouverait aucune difficulté; il faut donc tâcher de la ramener à cette forme. On pourrait y parvenir sans doute par une transformation convenable des variables 0 et a> ; mais , au lieu de ce moyen, il est plus simple d’employer les considérations géométriques suivantes.
J’oBserve que pour toutes les droites situées sur la surface du cône tangent à l’ellipsoïde et ayant son sommet au point donné, les angles 0 et <0 doivent satisfaire à l’équation d — r = o,"ou R* = o. En multipliant donc par r* l’expression de R*, et en faisant _ —
27 = rcos0, y = rsin 0 cosa>, 2 s=r rsinOsiiiA»,
on aura , » > '
(A — mb* — nc*)x* -f- m(k — a • — nc^y*)
' -f- n{k — a* — mb%)z% > (6)
-t- imnbcyz + 2 nacxz -f- imabxy = 0 , )
pour l’équation du cône tangent à la surface du sphéroïde et ayant son sommet au point attiré. Comme cette équation renferme la quantité k, il s’ensuit que ce cône variera pour chacune des couches dans lesquelles on a décomposé le sphéroïde.
Or, on sait, que si l’on représente généralement l’équation des surfaces du second degré, rapportées à trois axes rectangulaires , par
Ax*+By*~hCz*-f-2Dyz-f- aH-rz -f- aFary == 1. (7)
Cette équation , en prenant pour axes des coordonnées les axes principaux de la surface, deviendra
Mar'* + N/* -f- P/* = 1 , (a)
et les trois quantités M, N, P seront les racines de l’équation suivante, du troisième degré (*),
— 2DEF = o , .
et si l’on nomme a, C , y les trois angles que forment respectivement l’axe des coordonnées x' avec les axes des x% y et z , on aura
(*) Ce théorème a été donné pour la première fois par Petit, dans la Correspondance de l' École Polytechnique, n°4, vol. a*.
cos a. = : *•>-
„ (l — C) F -+- DE
COS b = >
(t — B) E-f DF
cos y = 1 — r ’
où l’on fait, pour abréger, . : '
a’ = ru — B) (1 — C) — D*]J + [(< — Ç)F +DE]‘
+ [C* — B) E -f- DF]a.
3. Lorsque le second membre de l’équation (7) se réduit à zéro, la surface est un cône j en comparant, dans ce cas, cette équation à l’équation (6), on a
A = k — mb * — ne*, B =■ m{k — a* — ne*) ,
C —n(k — a*—mb*)> D = mnbe,
E = nac , F = mab. ;•
En substituant ces valeurs dans les formulés (9) ,
elles deviennent „ , • ' </■
ït-mik— a'— «c*)ir^H{*— : mb'ïï—t m'n'ttc* cos«=— — : ; rr < '
' \ • 1 , ’ ' t Vf ' *. -
U — n(k — — mb‘Y\Tnak-\r mn'abc* cos C — 1 r ’
U — m(k — a’ — ne*)] nqc 4- m' nab'c . , cos y — ^ "JT
et A* est égal à la somme des carrés des numérateurs de ces trois expressions^ , '
L’équation (8), en la développant, devient par les mêmes substitutions
tï-t’ft, +m+n)k — (nt+n)a'— (1 + n)mb>-(t+m)nc')] j '•
+ l(k—a'-^’~nC*)l(mn+Tn+n)k—; rwn(o*4‘é*+c,)}| (ii) — 1 mnk{k—a*—mb*-+*nc*)x = 0. . f-
(to)
Le dernier terme de cette équation étant négatif, les racines sont ou toutes trois positives, ou l’une positive et les deux autres négatives; or, dans le premier cas, la surface se réduirait à un point; le second cas est donc celui qui a lieu ici , et c’est en effet ce qu’il est facile de vérifier.
Soit par conséquent fi la racine positive de l’équation précédente, — p et — les deux racines négatives. L’équation (a) deviendra
— Pf% — qz'* — o,
et l’on aura par conséquent pour l’expression de R* y réduite à sa forme la plus simple ,
. R* = pc cos1 0' — (p cos'û»’ + <7sin*û/)sin*0',
0' et co' étant ce que deviennent 0 et o relativement aux nouveaux axes des coordonnées. L’angle 0' së compte à partir de l’axe des æ', c’est-à-dire de l’axe du cône tangent à la couche elliptique, qui répond à une valeur déterminée de A:; à la surface du cône on a R* = o, et par conséquent,
cos. y = - f
Or, les intégrales (9) devant être prises entre les limites qui répondent à R =; o , il est clair qu’il faudra, après y avoir substitué, pour Ô et <0, leurs valeurs en 0' et co’, les étendre depuis 0 = o jusqu’à 6 = 0', et ensuite depuis co' =0 jusqu’à c/=27Z\ Mais si l’on change 0 et co en 0' et a>' dans les formules (4), on aura les suivantes:' ‘V>-. * ^ .
db'dit sin 6' cos 8'
cos
ç, __ J'J'dè'd* sin'Ô'sinü'
A' , B' , C' représentant ici les attractions de la couche elliptique décomposées , parallèles aux axes principaux du cône tangent.
Or les deux dernières formules se réduisent à zéro , parce que si , après avoir effectué l’intégration relative à 8', on substitue pour 0' et R leurs valeurs, elles deviendront de la forme
A' —J' P cos a' do', P sina'dco' ,
P étant une fonction de sin* g?' et cos* g?', et que les angles »' étant pris à égale distanee au-dessus et au-dessous de deux angles droits, les valeurs correspondantes de P cos&Z et de P sin»' sont égales et de signes contraires. L’attraction de la couche est par conséquent dirigée tout entière suivant l’axe du cône tangent; et si l’on représente cette attraction par K dk, on aura ses trois composantes parallèles aux axes de l'ellipsoïde , en multipliant K dk par les cosinus des angles que forme l’axe du cône avec les axes des x , des j- et des a ; en faisant donc
Y dV sin 8' cosô'\
on aura A, = K cos a, B/ = Kcos^, C, — K cos y,
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et par suite, . ,
nV rK /’*'
A '=/ Kdkcosa, B —J Kdk cosC, C=J ^ Nacosy. (12)
4. Cela posé , occupons-nous d’abord de la fonction K. En substituant pour R sa valeur, on trouve
/* fl' dû' siufi'cos 6' y fl — y' fl — (ft+jPCOsV+YsmWjsin^'
o * R ft+p cosV+ysinV
ou bien en substituant pour sin* 0' sa valeur tirée de l’équâtion (6)>
’6'<i8'sin8'cos6' l/ fi
fl
R fi y p cos* «' -f- q sin*®' *
on aura, par conséquent,
’i» \/ÿÜ
p -j-p cos* *' -f- y sin* u
Cette intégrale doit être prise depuis co — o jusqu a 6?' = 3-7T, ce qui revient à la prendre depuis a' = o jusqu’à <a'= tt , et à doubler les résultats. Or, on sait
que dans ces limites on a J"-
on aura doqc
z»*cosV -f- nasina*'
L’équation (1 1) , dont /a, — p et — q sont les trois racines, donne, sans être obligé de la résoudre,
fi — p—q *=■ (x -Hra-l-n)# — (m-{-n)a% — (i-\-n)mb*
— (1 -f- m)nc • ,
ppq = mnk {k—a* — mb% — nc%y.
Si
et
en
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Si l’on tire de ces équations les valeurs de p -f- q et de pq, qu’on les substitue dans l’expression de K, en faisant , pour abféger ,
H*=± 2 ft3 — {m+n)a' — (ï -f m)nca]
-f- mnk {k — a* — mb* — ne4)*,
ou bien , en vertu de l’équation (n) ,
H1 z=:f?[{i-\-m-\-ri)k — (m-\-ri)a* — (i -\-n)mb* — (i+m)nc'] )
— 2 ft(k — a1 — mb * — nc*)[(rnn-\-m-$-n.)k — mn{a*-\-b'i-\-c')'\ ?(>3) -f.3 mnk(k — a* — mb‘> — ne’)1, , J
on aura
K = ÎT* >
La quantité K se trouve ainsi exprimée en fonction delà seule racine positive p de l’équation (n), et de quantités toutes connues.
Pour obtenir maintenant l’intégrale fKdk , il faudrait déterminer fjt, en fonction de k , ce qui obligerait à résoudre l’équation (ïi); mais il est beaucoup plus simple d’exprimer k et p en fonction d’une nouvelle Variable , et de substituer cette variable a la place de k et de p dans les formules de l’attraction. Faisons
l = a*-}4- mb*-\-nc% — k ,
h étant ainsi une quantité nécessairement positive r puisque le point dont les coordonnées sont a , b, c, est situé en dehors de la surface de l’ellipsoïde, l’équa-, tion (i i) , en y introduisant cette valeur, peut s’écrire ainsi
(*+I) (t+ml) (<4-n/) —
— n’c'(t+l)(t+ml) = o,
ou bieu
t-f-Z 1 t + ml r t+nl
Si l’on multiplie le premier membre de eette e'quation par Z, et le second par sa valeur, on en tire
Soit
a't mb't
: F+7 + 7+mi +
= «*, ce qui donne
nd't
t+ nï ’
t + ml=L [m-f (!_»,)«>], t+nl=z- i [n-Hi — «)«’]: On aura
d’où, en différentiant et faisant, pour abréger,
JP == [(m -J- (i — /»)«*] [» -f- (i — «)&*]
on tirera
dk =
aQ *udu P* ‘
Exprimons de la même manière la quantité H'. Eh substituant pour k sa valeur précédente en t dans l’expression (i 3), on trouve
H’ 1 a\t + ml) (t + nl) m'b'(l +ï)(t +nl)
.«*’ /(<-+-/) “* t(t + ml)
n’c’(f + l ) (< 4- *nl )
*+■ 1(1 + ni) J
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et -en mettant pour t -f- l, t-\-ml et t -f- ni leurs valeurs, on trouve
on aura donc ainsi
k = , Kdk = i=*2.
Q ' Pt/P
Si l’on introduit de même la quantité u dans les formules (io), on trouvera
cos a
cos C
_(/ + mZ) — n'c'lt+ml)
mab(t + nl )
cos y =
nac(t~\-ml)
La première de ces équations peut s’écrire ainsi
cos a
— (<** — *) (t-^nl)+mbU(t+nl)-l-nc't(t+ml)
et en vertu de l’équation ( m ), elle devient simplement
a*(t-rf-TnI)(t+ ni)
cos* = (T+7)Z-— i
en vertu de la relation cos * a cos* £ -f- cos * y = i, on a d’ailleurs
~ [a\t -f ml)' (i -f m'b' (i + /)’(< + ni)'
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ou bien, en mettant pour t sa valetir en u, A = ~ Q ,
et par suite.
a[m + (i — m)ux~\ [« -f- (i —
COS CL
cos g = »"*[>" + 0 -")«■] y
cos y ^
nc\m 4- (i — m)ux J
Si l’oti substitue maintenant ces valeurs et celles de K dk dans les formules (12) , et qu’on fasse
— Sï A ‘, —
on aura
4 a* u2du
\/ mnJ o \/ 1 -J- a’u* \/ j -J. a'»u> ’
__ uWu f
\ZmnJ ° ^(l+iV)' } (l5)
4Cir
\/mnJ ° i/j + vu^ O+Vu*)*
Les intégrales relatives à k devant s’étendre depuis k = o jusqu’à k = k’ , les intégrales précédentes devront être prises depuis u— o jusqu’à u — ur, en supposant que u ' soit la valeur de u qui répond à la surface (*). <
(*) Ces formules correspondent à celles qu’avait obtenues Legendre dan9 ses savantes recherches sur lest attractions des sphéroïdes elliptiques ( Mémoires de V Académie des
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En introduisant dans ces formules la masse du
sphéroïde M = y-
— , on verra qu’elles sont
| /mn ^
identiques avec les formules relatives aux point| intérieurs, n° 9, liv. \ ; seulement, les limités des intégrales sont différentes. Dans le premier cas, les limites des variables comprises sous le signe f sont o et i , et dans le second o et u'.
Si l’on veut que dans les deux cas les intégrales soient comprises dans les mêmes limites, on supposera à la surface du sphéroïde u'* = g , et l’on
fera respectivement dans la première, la seconde et la troisième,
. : I • hx = u |//t“ 4- {, if.
hx —
uy/h* -f- i
uVÏ+Tfu1 ’
hx = -sS; 1/i + aV
Sciences , 1 788 ) ; mais ce n’est qu’à travers une série de calculs inextricables , et en alte'rant même les expressions prirhi^ tives des attractions par des considérations qu’il justifie, il est vrai, mais qui laissent toujours quelques doutes dans les esprits, qu’il y est parvenu. La comparaison de sa méthode à cçjlp que nous avons suiviç, çst curieuse pour tous ceux qui s’intéressent aux progrès «lu calcul intégral. L’artifice si simplq qui fait disparaître des expressions de l’attraction des ellipsoïdes sur les points extérieurs le radical qui en avait rendu jusqu’ici l’intégration directe si difficile, si ce n’est tout-à-fait impossible, par les méthodes ordinaires, mérite surtout de fixer -'l’attention , comme l’une; des plus heureuses idées que l’histoire de l’analyse nous présente. • • .
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Qu’on remplace ensuite m etn par leurs valeurs^ , ~ ,
dans À* et A'*, et qu’on introduise la masse M de Tel-
lir»&ïde à la place de sa valeur ~ , on trouvera ” Zÿ mn
A 3aM p x'dx
y/h'+ÇJ a^J-hÂ'wA-Jx1 V7 A‘)a:> ’ I
« — 3AM f' àc'dx I
~ y/fF+çJ ÿK'+X+lh'—K^ \/ïT'+i+{h''-K^?' ’ f Cl6)
3cM Ç î' ' x'dx J
— V to-h**)x: V A**+Ç+(/*' ’-v jï*’ I
Ces formules, que l’on pourraifaisément déduire des valeurs de A, B , C, n° i3 , liv. V, sont absolument semblables aux formules du n° 9, relatives aux points intérieurs ; elles n’en different qu’en ce que les trois quantités h\ h h"* sont augmentées ici de la constante 0; pour déterminer cette constante, il fautobser-
• hr
ver qu’à la surface de l’ellipsoïde on a u'=u!t= r—~
en substituant cette valeur et celles de m et n dans l’équàtion , ( 1 3) ,, et faisant k=.h%, on aura
On" démontrerait , comme on l’a fait pour l’équation (il) , n° i3, livre V, que cette équation n’admet qu’une seule racine réelle et positive; elle ne donne donc apssi qu’une valeur unique pour l’indéterminée • , , . . ,
Si le point attiré était à la surface du sphéroïde, on aurait > > ■ .
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Jë + 1T‘ + . Â* *= 1 .» • - '
et par conséquent £ = o ; dans ce cas , les formules (16) coïncident avec les formules relâtives au point intérieur, comme cela doit être.
Les formules (16') mettent encore en évidence le théorème de M. Ivory ; en effet , si l’on nomme ht , hft h" les trois demi-axes d’un ellipsoïde passant par le point attiré, et qu’on fasse > .
on en tirera
h* — à'*=A/-A/*, h*—h”*=h;-ht"a, h"-K'a=hl*-h't".
L’ellipsoïde déterminé par la valeur de la quantité 0 et l’ellipsoïde donné se correspondent , par conséquent , de telle sorte que les sections principales situées dans le même plan sont décrites des mêmes foyers. Les attractions de ces deux ellipsoïdes sur le point dont les coordonnées sont a , b , c , sont proportionnelles à leurs masses , et les composantes de leurs attractions , respectivement parallèles à chaque, axe , sur des points correspondons de leurs surfaces , sont entre elles comme les produits des deux autres axes. . . •
5. On peut exprimer, d’une rnanièrçtrès simple, au moyen des fonctions elliptiques, les attractions de l’ellipsoïde, soit par rapport aux points inférieurs, soit relativement aux points extérieurs.
Pour cela, en supposant, comme dans le n® io Tome IL - ’ a
du livre cité, que le plps petit des trois demi-axes du sphéroïde soit h , h' l’axe moyen, et h" le plus grand, en sorte qu’on ait h" >h, h1 > h" ; si l’o fait
h'*— ht .. h" — h* .
1 on
et qu'ensuite on suppose c* = pr, p = i ^ ,
et A'æ =ss tang <p , dans les formules de la page 343, après y avoir changé y et z en x, on trouvera
*• 3aM p dtp tangap .. '
A j/ j — c'sin'tf» ’
_ 3AM y
V/ 1 — c'sin'f 3AM y <fysin’p
{i — c’sin’p)’
P 3cM y* dp sin'p
les intégrales devant être prises depuis <p = o jusqu’à la valeur de <p < î tt, telle qu’on ait
' v tang (p s= A' =
Si l’on suppose donc, d’après la notation adoptée pour les fonctions elliptiques (*),
J t/ 1 — ca sin’ p V * *
fdpy/i — p‘sin.‘<p = E.(c, f)/f les intégrales étant prises dâns les limites précé-
(*) Voir n° 2a , livre VI.
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dentes; en observant, de plus, qua ces limites on a
' ' irv
sirnycosip A y W* — A1
|/ 1 — c’ sin’^ < h h’ * .
tang (p v/.i — c* sin*<p =*
fyh *
par des transformations très simples, on trouvera
A~— 3«rç n
. A*x'«t/r=^L hh"
3cM
Les quantités F(c, <p), E(c, <p) sont des fonctions elliptiques de première et séconde espèce, dans lesquelles c est le module et <p l’amplitude; on pourra donc les calculer par les tables de Legendre, quels que soient c et <p , et déterminer par ce moyen, les valeurs numériques de A, B et C.
On peut exprimer de la même manière lés attractions relatives aux points extérieurs. En effet, soit toujours h < h', h1 < h", supposons comme précédemment \ , " , : ' /
en conservant à c sa valeur, et en supposant que la valeur extrême de l’amplitude <p répond aux va-
leurs tang <p'= ; par des transformations ana-
logues, on donnera aux formules (16) la forme suivante :
ao THÉORIE ANALYTIQUE
a = — 3<,!yL— naœ* - E(«, *f|. \
AVJV* — «* L ."A . • .._J . . . 4
b - U., ,,-v.rrt. n<,,w üteil , } <"»
Ces formules sont absolument semblables aux précédentes; la seule différence, c’est que dans le cas du point intérieur, pour déterminer l’amplitude <Ç,
on a tangip = - — jr ■, et dans le cas du point
exteneur, tangtp = h — , — -
g est une quantité positive, la valeur de <p , dans ce second cas, est plus petite que dans le premier, ce qui rènd les approximations plus promptes, en sorte que le calcul des attractions sur les points extérieurs est, sous ce rapport, plus simple que celui des attractions sur les points intérieurs.
Des formules (17) on tire aisément
â "H % + c — rnr = ** >
.7+ t+ T=7p5rr,F^-«.
équations qu’on peut regarder comme l’énoncé de deux théorèmes particuliers. Le premier avait déjà , été démontré, n° i/f, livre V.
Les formules (18) donnent de même,, relativement aux points extérieurs.
; comme
6. Il existe, pour les sphéroïdes hétérogènes, un cas particulier où les attractions peuvent toujours s’exprimer sous forme finie par des arcs de cercle , des logarithmes ou des fonctions elliptiques ; c’est celui où l’expression de la densité est une fonction rationnelle de l’un des trois axes de l’ellipsoïde. On peut aisément s’en convaincre, au moyen des formules précédentes. ‘ > 1 Y ,
En effet , si l’on nomme g la densité du sphéroïde, et qu’on suppose g = f {k) , comme l’équation (14) donné À:- en fonction de u, si l’on suppose que la densité varie, on aura généralement g (u), et l’on pourra exprimer la densité au moyen dé la variable u et de quantités constantes.
Supposons donc l’ellipsoïde décomposé en couches homogènes terminées par des surfaces elliptiques semblables , mais dont la densité varie d’une couche à une autre, si" l’on multiplie sous le signé intégral par g les valeurs des trois quantités A,B,C; qu’on nomme u et u',, les valeurs de u, qui répondent, à. la surface intérieure et .à la surface extérieure dé la couche dont la densité est g, et qu’on . intègre entre ces limites, il est évident que les expressions résultantes seront les attractions parallèles à chaque axe de la couche homogène , dont la densité, au lieu d’ètfe égale h l’unité, serait représentée par g.
2a THÉORIE ANALYTIQUE
Lés formules (i5), en faisant pour abréger,
donneront ainsi * ■ ' ,
4 asr ru' ’U’ifu •
, ' .. A-—y^~nJu 1/Y>
v'W ».(i/+Ayjy v
4c«- >«' M*<fa
V rnnJ u (l-f-A’’u’)|/V *
u et k' étant les valeurs de zt qui répondent à la surface intérieure et à la surface extérieure de la couche. Pour avoir les attractions du sphéroïde entier, il faut prendre les formules (i5), et par conséquent les précédentes, entre les limites u—o et u~u'. Ces formules pourront s’intégrer sous forme finie, comme nous l’avons dit, soit par arcs de cercle, soit par logarithmes, soit au moyen des fonctions elliptiques, toutes les fois que g sera une fonction rationnelle de l’un des trois axes de l’ellipsoïde (*).
(*) M. Poisson, en appliquant à ce cas d’intégralité, reconnu' pour la première fois par M. Jacobi , les .formules qu'il avait données pour l’attraction des ellipsoïdes (XII“ vol. de Y Académie des Sciences ), dit qu'il serait difficile, au moyen des anciennes formules étendues au cas d’tui ellipsoïde composé de couches de diverses densités, de reconnaître dans quel cas ces formules sont intégrables sous forme finie ( Conn. des Tems, 1 836 ). On va voir, au contraire, que cette question, comme toutes celles du même genre, se résout très aisément au moyen de ces formules , mises sous la forine que nous leur avons donnée n° io,1iv’ V.
ai
Supposons , pour exemple,' le cas très simple où la densité diminue proportionnellement à l’axe h. Où aura alors -, v -.•••• ' ■ . . • .
en prenant pour uùite la densité de la couche qui répond a x. L’equation (i/J), en observant que
h =a Vk, et en faisant attention aux valeurs de A* et A'*, donne - •
; y ma V^V ’ '
où, pour abréger, on suppose y = mn (a* ù* -f c*),
«y = m (i — n ) (a* + b*) -f- n ( i —tn){a'+ c*), £j,* = (i— n)a\
En substituant cette valeur dans les équations (19) , elles donnent «
^ = A1** ru u^u .■> t1 V J u \/ 1 «h’ -|_ *
R — ^bx fu‘ udu \ ( r
y J tu (14. Vu*) ÿ j 4- 4- ff«4 ’ /
. j, 4Cîr ^
Ces trois formules peuvent s’obtenir sous forme finie, au moyen d’arcs de cercles ou de logarithmes. En effet, considérons l’intégrale indéfinie
v f ' ludu .
f étant. une constante quelconque. Supposons que la . quantité sous le radical puisse se décomposer* en deux facteurs réels (1 -\-pu%) et i +qu%, en sorte qu’on ait
\/ 1 H- == V/ CH- pu') ( i H- qu%) , ,
■ qu%
on trouvera -
et faisons y' — -
x== yfp-/-^~f)r’
Si les quantités p — f et q-—f sont de même signe , ou aura ■ ' "
log
ŸXp-f )(<!•— T) B \ V P— f —J V q—f .
et. si ces deux quantités sont de signe contraire^
en désignant par C dans les deux cas la constante arbitraire. .
Si dans ces expressions on substitue pour y sa valeur, la première deviendra
*- — log ( V '+<lu'iV P— /-h/ I +pu*[/ q—f \ +c
■ ^(F-jTKHZ) V K Vp—f— Vx+pu' V¥-f ) ’
et la seconde X=
:arc /" taHg=V ^+/_^V7==^ \-pr.
1/ (p—f)(f—qï Si l’on suppose successivement dans ces valeurs
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f = o, f = A*, f = A'*, et qu’on étende les inté-1gralesentre W limites u et on aura les trois intégrales définies qui entrent dans les formules (20).
Nous avons supposé réels les deux facteurs dans lesquels se décompose la quantité Su4, ce
qui exige que a? — soit une quantité positive, ou
en remplaçant a et S par leurs valeurs# qu’on ait
[m ( i — n ) (a* -f- ôM) -f- n (1 — >tÜ) (a*+ <?’)]*
— *4mn(ï — m) (» — n)a*{a‘ -f- i* H- c*)>i.
Or on peut mettre cette expression sous cette forme
[(m — n)a'~ f- ( 1 — ri)mb * — ( 1 — m)nc*\*
+ 4C1 — n')mnb'6,t .... '
‘ et cette •■fonction sera évidemment positive, si. l’on' suppose que les deux quantités 1 - — m et 1 — n sont de même signe c’est-à-dire si Taxe 2J1 est le plus petit ou le plus grand des trois axes de l’ellipsoïde. Pour donner de l’application de ces formules un exemple très simple, supposons le point attire' placé à la surface extérieure de l’ellipsoïde et à l’extrémité de l’axe h . On aura, dans ce cas, a = A, c = o et b = o; d’où l’on- conclura
mn
ce qni donne i-J- etu* -f- Su4 = ^1 *+■““ “*)
en faisant donc/) = et q-=l—-£ ,
et f= o dans les expressions de X, puisque l’attraction est tout entière dirigée dans 'le' sens de l’axe A,
on aura
Vmn_^ ^ / V/n+(i~ n)u'\/ i-m+ÿ m+(l-myu^ \/ \-n \ , c
- *ymri
arc tang = -r ■ y " 1 _> r
|/ ( i -1— ni) (l<— rn) 8 yn + ir-njaVi_m+ ’
La première formule s’emploiera quand les deux quantités m et n seront toutes deux plus grandes ou plus petites que 1 unité > la seconde , quand l’unë sera plus grande et l’autre plus petite que l’unité.
• Enfin , si l’on veut avoir l’attraction de l’ellipsoïde entier sur le point placé à sa surface à l'extrémité de 1 axe h , il faudra étendre les intégrales précédentes depuis u — o jusqu’à asV.' . ..
. Ce cas d’inlégrabilité des formules de l’attraction des ellipsoïdes .hétérogènes, qui a été indiqué pour la première fois par M. Jacobi , est remarquable en ce que, quoique la loi de la densité qu’il suppose au sphéroïde, rende cette densité infinie au centre, les attractions A, B, C, que le sphéroïde exerce parallèlement à ses axes de figure , sont cependant des quantités finies. On prouve aisément encore que l’attraction sur un point intérieur est indépendante de sa distance au centre de l’ellipsoïde , et ne varie qu’avec la direction du rayon sur lequel ce point est 'situé. > • ~ ■' ■ -
NOTE
Sur la Précession des Équinoxes.
On sait que D’Alembert , qui donna le premier une solution analytique de ce problème , l’un des plus difficiles de la mécanique céleste, avait d’abord fait abstraction du mouvement de rotation de la Terre, imaginant qu’il de-, vait être sans influence sur les phénomènes de la précession et de la nutation. En effet , lorsqu’on suppose la Terne un sphéroïde de révolution » tous les méridiens étant semblables et se présentant successivement de la même manière au Soleil et à la Lune , il semble que l’action de ces astre* sur l’axe terrestre doit être la même, soit que la Terre tourne sur elle-même, soit qu’elle. demeure immobile. Mois il n’eu est pas ainsi, et c’est Une preuve nouvelle. des erreurs où peuvent conduire , dans la théorie compliquée des mouvemens célestes, les . raisonnemens les plus exacts eu apparence, lorsqu’ils ne sont pas vérifiés par l’analyse. D’Alembert arriva de cette manière à dès résulta té absolument contraires aux observations , et dans son désappointement il livra , dit-on , au feu ce précieux travail. Mais ayant ensuite repris la question, en' y faisant entrer en considération le mouvement de rotation de la Terre, il parvint à des résultats
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très differehs de ceux qu’il avait d’abord obtenus, et qui lui donnèrent les vraies lois de la pretessidu et de la nutation indiquée» par l’observation.
Une discussion souleve'e l’été dernier au sein de -l'Académie des Sciences, ayant ramené l’attention sur le problème de la précession des équinoxes , il me parut curieux d’examiner le cas particulier qu’avait d’abord considéré D’Alembert , c est-à-dire de déterminer les mouvemens de l’équateur d un spliéroidequi serait soumis A l'action d’un astre qui circule autour de lui , et qui n’aurait point de mouvement de rotation sui son centre ; car il était évident que la précession et la nutation résultant de la non sphéricité de la figure du sphéroide, pouvaient être considérablement modifiées parle mouvement de rotation j mais que l’existence même de ces deux phénomènes en était indépendante, et qu'ils devaient subsister encore dans le cas même où le mouvement de rotation serait nul. Il me sembla aussi que cette question pouvait être très intéressante à traiter, quoiqu’elle fût sans application dans le système solaire, pour montrer comment les divers mouvemens des corps célestes peuvent influer lès uns sur les autres, et pour îappeler par unr nouvel exemple la nécessité de ne négliger que les quantités que le calcul a fait reconnaître comme inap— piécialdes. Ces' mêmes raisons qui m’ont conduit à m’occuper de cette question, me font espérer qii’ôn ne trouvera pas superflus les détails dans lesquels je Vais entrer (*).
R^n^unns dans le livre IV les six équations qui déterminent les mouvemens des corps célestes autour de leur centre de gravité..-»""' '• - ’-'Z - v * *- “» ■ ; - ; - . . tvi
Si , pôur abréger , on fait ' *■ '
P = (Y cos ft— Z «in fl) (Y sin e -f- Z cos $),
P' =? $ (V sin t -f- Z cos 6),
(*) Poisson a traité la meme question dans un mémoire inséré dans la Connaissance des Tems pour i83.7> *1 annonce qu’il y reviendra dans un
second qui fera partie dujvohime des Mémoires, de l'Institut qui s’imprime en c« moment. G? secohd mémoire n’i pas encore paru. - , •' ■ -
DU SYSTÈME DU MONDE, les trois équations, (r) n° 4^ donneront (('abord ' •
dP + -J—9rdl t=='^~{k~Â~) C0S <P— ?) ,
dq H g— prdi = — g— J (P. cos <p -f- P. sin p) ,
dr •+* ~~q — P$dt — ~ys~ ^ — g — J { aX(Y cos 8 -i- Zsio0)cosp — [X“ — ( Y cos 8 — - Z si»6)3] s^n nç J.- t-
Dans ces équations A, B , € représentent les trois inomens d’inertie principaux du sphéroïde ; le plus grand des trois C est relatif à l’axe des pôles , les deux autres axes principaux, auxquels,. se rapportent les moUiens A et B , sont compris dans le plan de l’équateur. - ’ 1 : ' . i • , ■ V ; »...
Les trois variables q , r sont- les vitesses de rotatiou du mobile autour de chacun des trois axes principaux qui se croisent à son centre de gravité; r se rapporte à Taxe des pôles et exprime» lorsque le sphéroïde est la Terre , la vitesse du mouvement diurne ■; p et q se rapportent aux deu* axes principaux renfermés dans le plan de l’équateur : p, q ,r sont donc les composantes de la vitesse angulaire de rotation du corps autour de l’axe instantané relatives à trois axes rectangulaires ; en sorte que si l’on nomme t> cette vitesse , on a
- = Vp1 + r + r*. ip, -vJ. et S sont les trois angles qui déterminent à chaque instant la position du sphéroïde ; 8 représente l’inclinaison de son équateur sur le plan de l’écliptiquë, 4 est l’angle que forme l’intersection de cês deux plans avec une droite fixe, menée dans le second par le centre du sphéroïde , on suppose ordinairement que cet angle est compté de l’équinoxe du printemps, et en sens contraire du mouvement de rotatiou et. du mouvement1 de l’astre L, qui sont supposés avoir la même direction : £ est l’angle compris entre la même intersection et Taxe auquel se rapporte le moment d’inerlië A ; il se compté sur le plan de l’équateur, dans le sens du mouvement de rotatifan du sphéroïde, c’est-à-dire en sens inverse de l’angle 4.
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Les trois angles ip, 4- et ô varient à chaque instant, et leurs valeurs en fonction dutemps/se déterminent par les formules suivantes, n° livre iV ‘ - >• „ .
• dtp — cos tdÿ =i rdt,
. / sinêsinprf^ — cos tpdS ~ pdt ,
t sin 6 cos çd4* -f-' sin $d6 r= qdl ,
Les angles <p, 4- et ô qui fixent à chaque instant la position du sphéroïde, sont les véritables inconnues qu’il s’agit de déterminer : ces angles seront donnés par les formules précédentes, lorsque les trois quantités p , q et r auront, été déterminées par l’intégration des équations (i)r la solution complète du problème se bornera alors à l’intégration de six équations différentielles du premier ordre , et c’est ainsi qu’Euler a le premier traité la question du mouvement de rotation d’un corps solide. Mais si l’on différentie les équations précédentes une seconde fois,, et que dans leurs différentielles on substitue pour dp, dq et d/- leurs valeurs tirées des équations (r), on aura, pour déterminer ks trois inconnues <p, 4» et S»; trois équations différentielles du second ordre ; leur intégration, donnera les valeurs finies de ces trois variable!» en fonction du temps /, sans passer par l’intermédiaire des trois inconnues p, q, r, et la détermination des mouvemens de rotation des corps célestes et celle de leurs mouvemens de translation , se trouveront ainsi, dépendre d’équations différentielles semblables. C’est de cette manière que D’Alembert a résolu le problème de la rotation des corps solides, dans son mémoire suf la précession des équinoxes; c’est ainsi que Legendre l’a aussi, considéré dans la 2' section de son Traité des Fondions elliptiques, et peut-être cette méthode est-elle plus simple et plus directe que la première, surtout lorsqu’il ne s’agit que 4e déterminer les mouvemens absolus du sphéroïde que l’on considère, et qu’on n’a pas à s'occuper des mouvemeus Instantanés de' son axe de rotation, ou 4es variations de sa vitesse angulaire autour de cet axe. '
2. Pour donner un exemple très simple de cette manière d’envisager la question du mouvement de rotation, conside'rons le cas d’un sphéroïde de révolution , (dont l’axe des pôles est l’axe de figure, et pour fixer les idées, supposons que ce sphéroïde soit la Terre : on aura, dans ce cas, A = B, et la troisième des équations (i) donnera rigoureusement drz=. o et r = n , n étant une constante qui désigne la vitesse du mouvement diurne. . ' • • . ,
La première des équations' (a) donnera ainsi ' .
dp — cos ÔdJ. s= ndt. • ■ „
Si l’on différen fie les deux autres, et qu’on néglige les pro-
duits des différentielles — et qui seraient de l’ordre du
carré des forces perturbatrices, ce qui permet de substituer ndt à la place de dp dans les termes multipliés par ces quantités, on aura ■ ' ' , ,
dt
sin < sin p — yM cosp + sin i cos pnd4 -f- sin pnd3 — dp ,
sm
-f- smp ^ — sin < sin ipndd' + cos œndt = dq ;
dt dt i 3
d’où L’on tire
— — n sin td-1 dt ^
dvL
sm f — H ndt)
dq sin p — dp cos p , dq cosp -f- dp sin p.
En substituant dans ces équations pour dp et dq leurs valeurs,' et en observant que les équations (2) donnent - '
• dé
Ji = q «np — /J COS p
tf
sm 0 -j- = q cos f -f- p stn p ,
on trouvera , .* .
A)fr,
•> * , a • fl d*4 1 r ’ di . .
" A sin 8 — f- «C -r = —
dP; G s dt
Si l’on n’a égard qu’aux parties de 8 et de 4 , iqui dépendent de Faction de l'astre L, et qü’on supposé, comme cela a lieu eu effet pour la Terre, que le uiotivèmçnt de cet astre est très lent relativement au mouvement rapide de rotatton du mobile, on pourra , dans les équations , précédentes, négliger les secondes différences de ( et de 4 , qui ne donneraient que des termes très petits par rapport aux premières , en supposant donc que L représente le Soleil, et en désignant par tu son -moyen mouvement, cq qui donne , . •
od aura
sin t
dt ~ Cn J :
L == mV>,
dt
_ 3m» /C — AN — r'1 \ C n ) '
3m*/C— An
Formules très simples , et qui coïncident avec celiesauxquelles nous sommes parvenus d'une manière plus géhérale , n° a3, lié. IV, lorsque dans celles-ci on suppose A = B.
3. Considérons maintenant le cas particulier qui doit nous occuper ici, c’ést-â-dire lés lois de la précession et des mouvement de l’équateuV, qui auraient lieu si le sphéroïde terrestre n'avait point de mouvement dé rotation sur son centre. On ne peut plus, dans ce cas, faire usage de l’analyse précédente, parce que la vitesse n du mouvement diurne entrant, en diviseur dans les formulés auxquelles elle nous a conduits , ces formules deviendraient infinies , par la supposition de n égal à zéro. Il faut donc déterminer les angles 4 ét 9 d’une
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autre manière , et comme cette question n’a pas une application directe au système du monde, on peut, pour la simplifier, admettre toute hypothèse qui la rendra plus facile à résoudre. Ce qui se présente naturellement alors , est de supposer que l’inclinaison de l’équateur à l’écliptique est constamment très petite , ce qui permet de faire usage de la transformation que nous avons employée n° 46, liv. IV dans la théorie de la tune, pour ramener les équations différentielles du problème à la forme d’équations linéaires, qui peuvent toujours s’intégrer aisément par les méthodes connues, soit rigoureusement, soit du moins par des approxima- 60ns successives.
Supposant donc B un- très petit angle , dont nous négligerons le carré , et faisons
s = tang ô sin.p , #' — tang 9 cos ç ; (3)
en différentiaut ces valeurs et substituant pour dô et dp leurs valeurs tirées des équations (2) , on aura
dl — 1, Yt ~ - " - P- (4)
Nous ne considérerons, dans ce qui va suivre, quç l’action du Soleil sur la Terre, et nous ferons abstraction dos variations de l’écliptique vraie par rapport à l’écliptique fixe, ce qui permettra de supposer Z = 0 dans les formules précé dentes. Si l’on nomme u la longitude du Soleil comptée de l’équinoxe mobile , on aura d’ailleurs ,
X = P cos v , Y = r sin e.
Les valeurs de P et P' deviendront ainsi
P = P1 sin fl sinV, P7 = r“ sin 9 sin v cos v.
Cela posé, si l’on différence une seconde fois les valeurs de s et s', qu’on substitue pour ^ et ^ leurs valeurs don- ToME II. *
liées par les équations (2) , on trouvera , n° 46 , livre IV,
ds' . /C
ds /A-4-B— C\ ds' /C — AN _ /C — A\
it ~ (— r -) " s? +(—)"•'=- ?-• (—)
X [/sin (v — <f) -f- s cos (i» — {>)] cos (y — f) ,
S+(°-ïV~
X [/sia (t> — ç>) -f-scos(t»— ^)] sin(y — $>).
On peut, pour simplifier , faire abstraction des inégalités du mouvement du Soleil. L'angle v — 4' étant sa longitude comptée à partir d’une équinoxe fixe, et mt son moyen mouvement, si Ton suppose que le Soleil soit dans cet e'quinoxe à l’instant où Ton compte t~ o , on aura
v = mt + 4/.
Nous supposerons le sphéroïde terrestre de révolution autour de son axe de rotation, ce qui donne A = B; dans ce cas , le mouvement de rotation est uniforme , et comme ;• représente la vitesse de rotation , on a rigoureusement r—n; la première des équations (J) donnera donc, aux ■ quantités près de Tordre que nous négligeons ,
<p = nt + 4.. (6)
En faisant, de plus, pour simplifier les forpiules,
les deux équations (3) deviendront
d's / 2 X ds' / a , \
£= — et’m’ [r cos 2(m — n)t -f- s sin z(m — ri)t ] , d s'. . / 3 . N ds
«*/»’ [./ cos 2 (m — ri)t — s sin2(m — n)/].
Ces équations s'appliqueront au cas général où l'on suppose à la Terre un mouvement uniforme de rotation quelconque autour de son centre ; elles se simplifient dans le cas que nous voulons spécialement examiner, où l’on suppose que la Terre ne tourne pas autour de se3 pôles ; il suffit, en effet, de faire alors n — o, dans les équations précédentes ; mais, pour plus de généralité , nous les considérerons sous cette forme , parce qu’il sera facile de déduire des formules que nous obtiendrons , celles qui, se rapportent au cas particulier où l’on fait abstraction du mouvement de rotation, et que nous pourrons' ainsi comparer immédiatement les résultats relatifs aux deux hypothèses.
4- Si, dans les équations précédentes, on suppose m = n, c’est-à-dire le mouvement de cotation égal au mouvement de révolution , comme cela a lieu dans la théorie de la Lune, elles se réduiront à la forme d’équation? linéaires à coefficiens constans , et par conséquent elles seront toujours intégrables, quelle que soitda valeur de ou le rapport des axes du sphéroïde terrestre; dans tout autre cas, les coefficiens de s et s' dans les seconds membres , seront des fonctions du temps /; mais on pourra ramener l’intégration de ces équations à celle de deux équations linéaires à coefficiens constans , et obtenir ensuite leurs intégrales finies de la manière suivante.
Si l’on fait
s — j' cos (m — n)t — y sin (m — n)t , s' ~ y sin (m — n)t -f- y cos (m — n)l ,
qu’on substitue ces valeurs et leurs différentielles dans les équations (4) , qu’on égale ensuite séparément à zéro les coefficiens de sin(m — n)t et de cos(m — n)t dans les équations résultantes , on trouvera pour déterminer y et y’ les deux équations suivantes :
dy + [2TO— (1 + **’)n]4r — [m— (i-fi *')n]my= o,
dy' — [am— ( 1 + ^ (i-f- *a>)"]»»y==o-
Ces deux équations linéaires à coefliciens constans s’intégreront par les méthodes ordinaires. -Faisons , pour abréger, j m' = m — (i t’)n; elles deviendront
d'y -f- (m -f- m')dy — mm' y = o,
d'y' — {m 4- m')dy — m(m' — •>.<t'm)y' = o.
Supposons
y = acos (Ai /), y' = a! sin (Ai -j- Z ).
Ces valeurs, substituées dans les équations précédentes, donneront
alO — (m -f- m')ak -f- mm n = o,
a' A’ — (m 4- m')aA -f- mm' a' — 7.0? m'a = o.
De la première de ces (équations on tire
a ~ Jf _j_ mm' ’
et cette valeur, substituée dans la seconde, donne
en résolvant cette équation, on en tirera pour A* deux valeurs , nous désignerons la première par A’ , la seconde par A'1; on aura, conformément à la théorie des équations linéaires ,
y = a cos(Ai + f ) + ^ cos (h't -f- l ) , y’ = a.' sin (Ai + Z) -f- b' sin (A'i -f- l' ) ,
en supposant, pour abréger,
a= A1 -i- mm~ * 6 = yy+yyr ; <4)
d’où Ton conclura
s = [a! sin (ht -\- l) -f- V sin (h't -f- /*)] cos (m — n)t
— [a cos (ht -f- 1) -f- b cos (h't + /')] sin (m — n)t,
s' = [ a ' sin (ht + O + 4' sin (h't + /')] sin (m — n)t
+ [« cos (ht 4- Q 4- 6 cos (fît -f- O] cos (m — «)*»
Ces valeurs de s et s' renferment quatre arbitraires, a, b', l et elles sont donc les intégrales complètes des équations (4).
Quant aux valeurs des quatre constantes a', b', le il', elles se détermineront d'après les conditions iifiliales du mouvement, ou, ce qui revient au même, d’après ta valeurs qu’ont les six variables <p, 4, 0, p, q, r, à uhe époque déterminée , par exemple , à l’instant où l’on compte t = o. Si l’on nomme y l’inclinaison de l’équateur à l’écliptique, et qu’on suppose l’angle 4 compté de l’intersection de ces deux plan» à l’origine du temps t , on aura pour cet instant tp = 4 = o ; nous supposerons, de plus,, que sans l’action des forces perturbatrices , la Terre tournerait rigoureusement autour de son troisième axe principal ; en sorte que les composantes de sa vitesse , par rapport aux deux autres axes , sont nulles au même instant ; ou aura donc ainsi p=zo, q— o, et r=n, et les équations (2) et (3) , donneront ainsi
, ds du'
s = o; r=r, Tt = nx, - = o.
Si l'on suppose 1 = 0 dans les valeurs de s et / et dans leurs différentielles , et qu’on les compare aux précédentes , on trouvera
q sin l -f* b' sin V = o , * a cos / -f" £ cos V ’sst y,
[1 a’h — a(m — n)] cos l 4- [b'h — b (m — n)] cos l' = «y , [ah — a'(m — n)] sin l 4~ \ph' — b‘(m — n)] sin V — o.
Si pour abréger on suppose = k , de ces équations
on tirera
/,' — mk‘ ,
a = W=Yky' b
A — mk . ,, , v
Les valeurs de s et s' deviendront ainsi :
* = (frzrpi - »)<\
‘■=(jrE?lï ”n,‘,‘)ï* »(»-»)|(
+ (jfèrnia,,h‘ _ «rare r». *•«),«,<— «h J -
Développons ces valeurs. Considérons d’abord le cas où le mouvement de rotation du sphéroïde est supposé anéanti , il faudra dans ce cas faire n = o dans les formules précédentes , qui deviendront ainsi s
/ h'—mk'h , .. - h— mk . , \ \
r=KBT=V *,,n*'-*KlTï J
/h' —mk' , . h — mk ,, ,, \ I
. -(mZ-JTh 1 cos ~ kh-Jh * cos A 0 v !,n ’ V
, /A' — ml' . A — mk . , \ Z1’0 *
s=(w=Th smh‘-wz^rh sm*‘f5mm'>
/A' — mA , , h—mk ,, ,, \ , /
+(?1P=FX AcosAt-^-^AcosA^yeosmt,/ .
En supposant ici ;
f amA 4, amA'
L’équation (a) en y faisant n = o devient
d’où l’on tire .
h*= (1 + dz ■Jama y/i-f- y* (d)
La quantité «2 est de l'ordre de l’aplatisseineut du sphéroïde ; si l’on suppose donc que la figure de la Terre différé peu de celle de la sphère, on pourra regarder «* comme une petite quantité , et développer la valeur de h a par rapport à ses puissances ascendantes. Si dans une première approximation on néglige les puissances supérieures à la seconde, on aura
h* = ( 1 -f- «’)m* dfc lam' ;
d’où l’on tire , en prenant pour h et li les deux racines positives de cette équation ,
et l’on aura généralement, en résolvant par approximation l’équation (d ) ,
q étant égal à l’unité, plus à une fonction de l’ordre «*.
En substituant ces valeurs et celles de k et k' dans les expressions (10) , on trouve , toute réduction faite ,
fuq/i— j«V\ . 3*y ~]
s = — — =— — ) -4- rr- 2 — - cos imt y sin *qmi
«y 1 -f- i *!ff'
-+■ —4— . — y sin 2/71/ cos «0/71/ ,
Ki , .\i->y «y i+*«y ~1
1— -«/y ) - — 2 r-. i-cos 2/77/ ycosaom/
y sin 2/n/ sin »qmt.
Il sera facile , au moyen de ces expressions , d’avoir les valeurs de s et s avec tel degré d’exactitude qu’on voudra ; elles conserveront toujours la même forme , et l’on voit
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qu’elles se composeront de deux parties distinctes, l’une dépendante du mouvement du Soleil dans son orbite , et dont la période sera seulement d’une demi-année ou de six mois ; l’autre dépendante de l’angle « mt , qui croît avec une grande lenteur, puisque « est supposé une très petite quantité, et qui fournira par conséquent les inégalités à longues périodes des mouvemens de l’équateur terrestre , les seules qui doivent nous occuper ici. Si pour simplifier les formules, nous supposons qu’on néglige les puissances de « supérieures à la seconde , ce que nous pouvons faire sans nuire à la généralité de la question, puisque ce que nous dirons relativement à cette première approximation pourra, au moyen des valeurs précédentes, s’étendre à toutes les approximations suivantes , en faisant y=o, ou -aura, dans ce cas,
s = «y sm ami -f- — y cos mmt sin 2ml,
s y J y cos ami —y cos ami cos2mt.
Examinons les conséquences de ces expressions relativement aux déplaceinens de l’équateur terrestre.
5. L’équation (6), lorsqu’on suppose n=o, donne = on a donc alors , en vertu des équations (3) ,
s — tang fl sin 4 » s> — tang 6 cos ; ( 1 1 )
d’où l’on tire • •
tang 4< = tang 0 = \/ s% q- s*.
En substituant donc pour s et s' leurs valeurs , on aura
Si l’on lait abstraction des inégalités périodiques, qu’on
« sin amt -4- -y cos ami sin a ml
(. a‘\ COS amt u*
1~r'~7j cos amt cos amt
ei
in
ta
CÇ
nomme 41' ce que devient 4 dans ce cas , on aura simplement
tang 4 == — 1 » tang *mt , •
et 4r sera la longitude de l’équinoxe moyen comptée d’un équinoxe fixe; d’où l’on conclura, par les formules connues
taug (4 — 40 =
-y cos* amt sin 2 mt
cos* mmt + j [i — (i-f- cos %mt) cos* «mi\‘
ou bien aux quantités près que nous négligeons
. tang (4 — 40 = ~7 s‘n 2mt.
L’angle 4 — "V demeurera donc toujours très petit, c’està-dire que l’équinoxe vrai s’écartera toujours très peu de l’équinoxe moyen , et ne fera autour de ce point que de légères oscillations, dont la durée sera de trois mois à peu près,
Considérons donc uniquement les variations de l’équinoxe moyen ; l’équation
tang 4' = — \ « tang*m<
montre que l’angle 4' croit toujours dans le même sens à mesure que l’angle mt augmente depuis zéro jusqu’à 3t>o°. Le mouvement des équinoxes sera donc révolutif; et comme l’angle 4 cst compté , par hypothèse, en sens fnverse du mouvement du Soleil , le mouvement des équinoxes sera direct.
Quant au temps qu’emploie le même équinoxe à revenir à la même position , ce sera celui qui correspond à une augmen-
talion de 36o° de l’angle umi ; il sera donc égal à — — - , et
comme est la durée de l’année sidérale, il est clair que -
et dont l’amplitude ne surpassera pas
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exprimera le nombre d’années que la ligne des équinoxes emploie à faire une révolution entière.
Supposons, pour fixer les idées, que la Terre soit un ellipsoïde homogène ; si l’on prend le demi-axe des pôles pour unité, et qu*on représente par i-f- < le demi-axe de l’équateur, en sorte que isoit l’aplatissement du sphéroïde, d’aprè6 les valeurs connues des moinens d’inertie de l’ellipsoïde , on aura
* 1VÏ
A =gM [!+(,+ ,)*], 0=^(1 + .)*,
M étant la masse du sphéroïde terrestre. En négligeant donc le carré de l’aplatissement t , on aura
Si l’on suppose l’aplatissement de , ce qui est à très peu prjjS celui de la Terre, on trouvera - = 14,24 î dans ce
cas, la durée d’une révolution des équinoxes serait donc <? environ quatorze années. Elle serait plus courte , et ne surpasserait guère douze années, si l’on supposait l’aplatissement
de la Terre de , comme dans le cas de l’homogénéité de
cette planète.
Considérons maintenant l’expression de l’inclinaison de l’équateur sur l’écliptique fixe. Si l’on ajoute les carrés des valeurs de s et s't qn négligeant les termes simplement périodiques , et les puissances de « supérieures à la seconde , on aura
^I~f- y J C«S 2 «mtj
La valeur de l’angle fl sera donc toujours très petite et du même ordre que l’inclinaison initiale y ; l’équateur, par conséquent , s’écartera toujours très peu du plan de d’écliptique.
On a, il’aiileurs, à très peu près,
0 = y COS 1*mt.
A l'origine du mouvement on a t = o et S — y; l’angle < ira ensuite en diminuant jusqu’à ce qu’on ait *mt = 90%
ce qüi donne t = 2^ , cos 2 xmt = — 1 et ( = — y ; l’angle fl
augmente ensuite de la même manière qu’il a diminué, jusqu’à l’époque correspondante à *mt = i8o°, où il reprend sa première valeur. Le plan de l’équateur forme ainsi un pendule qui oscille de part et d'autre du plan de l’écliptique fixe; son plus grand écart est égal à y et. la durée d’une double oscillation, c’est-à-dire l’intervalle entre les retours à la même
position sera — — . Nous avons vu que pendant ce meme
intervalle la ligne des équinoxes parcourait la circonférence entière d’un mouvement direct : l’équateur terrestre , après chaque double oscillation, se retrouvera donc exactement, par rapport à l’écliptique , dans la même position qu’à l’origine du mouvement , et recommencera dans les mêmes conditions les oscillations successives. On voit encore que la durée
am
de l'oscillation entière est indépendante de l’angle y,
c’est-à-dire de l’écartement primitif de l'équateur et de l'écliptique, pourvu que cet angle soit supposé très petit; elle 11e dépend que de l’aplatissement du sphéroïde : il en est de même de la précession. C’est ainsi que, dans le mouvement du pendule, la durée des petites oscillations est indépendante de leur amplitude , et que par suite ces oscillations sont isochrones.
6. Nous avons supposé l'angle 4 compté de l’équinoxe correspondant au temps t ~ o , et comme nous avons représenté par mt -}- 4. la longitude du Soleil correspondante au temps t, il en résulte que nous avons supposé qû’à l’origine du mouvement, le Soleil était dans la ligne des équinoxes. Comme on pourrait craindre que ces diverses hypothèses n’altérassent
la généralité des résultats précédera , examinons le cas où le Solêil se trouverait à une distance quelconque de l'équinoxe à l’origihe du mouvement. En comptant les longitudes sur L’écliptique fixe, à partir de la droite menée du Soleil à la Terre à l’instant où t r= o,f ibest clair qu’il suffira d’augmenter dans les formules précédentes l’angle 4- de la constante C, qui représentera l’angle compris entre la droite fixe et la ligne des équinoxes à l’origine du mouvement ; on aura ainsi
r = â siu (4 +£)> s' = * cos (4 ■+* fi)*
Si l’on développe ces deux expressions, et que pour I sin 4 et 6 cos 4, on substitue leurs valeurs précédentes , en n’ayant égard qu’aux inégalités séculaires , on aura
s = y sin C cos ami — t ay cosC tin amt, s’ — y cos C cos *mt — i «y sin C sin a mt .
Ces valeurs, substituées dans les équations (i i) , donnent sin C cos ami — 4 * cos C sin amt
tang 4 =
cos C cos amt — 4 a sin C sin amt
Cette expression , en la différentiant et en observant qu’on a
cos* 4 = — i — r = —
donnera
^ - «’m* y-r (sin*C — cos* C).
dt i tf*w ’
Cette équation montre que le mouvement des équinoxes sera révolulif et non simplement oscillatoire, puisque la variation <~ ne changeant pas de signe, l’angle 4 augmente
toujours dans le même sens. Cet angle étant compté d'ailleurs, n° 2 , en sens inverse du mouvement du Soleil, il en résulte que le mouvement des équinoxes sera rétrograde si l’on a sin £ > cos C ; il sera direct dans le cas contraire. Ainsi donc, le mouvement des équinoxes sera direct, c’est-à-dire
qu’il aura lieu suivant l’ordre des signes, tant que la valeur de C se trouvera comprise entre £ = o et G = 45° ; il sera rétrograde pour les valeurs comprises entre î*= 45° et£=go°. En d’autres termes, le mouvement est direct ou rétrograde, selon qu’à l’origine du mouvement la distance du Soleil à l’équinoxe moyen était moindre ou plus grande que 45°. Le cas de £ = o què nous venons de traiter se trouvait compris dans la première supposition.
Le cas où l’on suppose £=45° demande une attention particulière. Les formules précédentes donneraient, dans ce
cas, ^ = o et tang4 = ^> eu«orte que l’analyse dont nous
avons fait usage n’y serait pas applicable. Il faut alors remonter aux valeurs de s et de s', et les traiter d’une manière particulière. Mais comme cette digression nous mènerait trop loin , nous renverrons sur ce point au Mémoire de M. Poisson , où ce cas singulier a été examiné avec tout le soin qu’il exige (*). *
La vitesse ~ du mouvement moyen des équinoxes n’est
pas constante, comme on-le voit par l’expression précédente ; elle est en raison inverse du carré de l’inclinaison fl de l’équateur à l’écliptique , en sorte que ses maxima répondent aux minima de cette inclinaison , et réciproquement. Quant, à la durée de la révolution entière des équinoxes, il est clair que l’angle 4 augmentant dë 36o° quand mmt croît d’une circon-
férence , elle sera de , c’est-à-dire la même que dans le
mm 1
cas que nous avons précédemment examiné. La distance primitive C du Soleil au nœud ascendant de l’équateur n’influe donc pas sur la durée de la révolution des points équinoxiaux, qui est également indépendante de l’inclinaison mutuelle de ces deux plans , quand ou la suppose très petite.
(*) Conn. tics Tcms pour 1837.
Considérons maintenant l’expression de l’inclinaison. Si dans l’équation 6“ = s* -|- a'*, on substitue pour s et s' leurs valeurs, on trouvera.
i y’ (i+ i «*) + ^ y* (i — {-«*) cos *«mt — J *y’ sin 7.C sin a «.ml.
Si dans cette expression on néglige d’pbord les quantités de l’ordre *\ on aura
— i -y* -f- i y1 cos 2 *mt — i «y1 sin aC sin ikttH.
Ou voit qu’alors les marima de la valeur de t correspondent à t = y , et les minima à 6 = o ; la valeur de 9 ne pouvant devenir négative , le plan de l’équateur oscille toujours du même côté du plan de l’écliptique fixe, entre les deux limites d’inclinaison zéro et y. Si l’on a égard dans l’expression de eu aux termes de Vordre «% on trouve alors pour la limite inférieure dbs vtdeurs de 9 , 9 = -j «y ; le plan de l’équateur n’atteint donc jamais dans ce cas celui de l’écliptique , et ses oscillations se trouvent comprises entre les limites d’inclinaison y et ^ «y.
■j. Pour comparer les résultats précédens à ceux qui ont lieu dans le cas où Ton suppose le sphéroïde animé d’un mouvement de rotation très rapide relativement au mouvement de l’astre L qui agit sur lui , reprenons les formules générales (8), et développons-les dans cette hypothèse. En faisant ici
L’équation (a) devient
— [m* -j- (m — n)* — 2 in ( m — n) -f-
-f- ma (m — n) [m — n — 2 in ( m — n ) -J- 3zm] =s o.
Cette équation , en la résolvante t négligeant les termes dépendans du carré de i , donnera
ri
b“ = [»»’•+■ (m — - n) ’ — 2 in (m — n) -f- 3/m'] îh i [m4 — (m— n)*
d’où l’on tire
A. = n>. + !^, V. - (~ - _ (w w) (3 /ma -f- 9/w4)
On aura donc, en extrayant les racines,
Si Ton substitue ces valeurs dans les expressions de s et $'(8), on aura , en rejetant les termes simplement périodiques,
s='-(a'+a) sirt (n + “"(*' + *) («" ~h ~ )* ,
s,= ^(a'+ a) cos + ^ (ù'4-ù) cos ^/n -f-
Déterminons les quatre constantes a, a', b , 6', qui entrent dans ces équations.
Si dans les formules f6) on substitue pour h, h', leurs
i • i 3/ma
valeurs, en supprimant le terme — — -, parce qu il n’en
résulterait , dans les valeurs de s et /, que des quantités de Tordre de celles que nous négligeons , ou aura
a (2m4 — n — in)m _
a' (2m4 — n — in)m * ’
, j b_ (2m — n — in) (m — n — in)
b' (m — n — in)x -j- m (m — n — in) 1 '
En substituant ces valeurs à la place de k et k' dans les équations (c) , elles deviennent
* = b ~ v~nr~h v"
On aura donc, eir vertu des valeurs de h et h',
Au moyen de ces valeurs, les expressions précédentes de s et / se réduisent aux suivantes
/ 3mr\ , f 3 im%\
j = ysin(»+— y, s = ycos(n-f- — y.
On a , par le n° 3 , •
s = tang S si n p, s — tan g 6 cos p ,
et par suite» tang p = - , et en différentiant cette équation,
on trouve
dp =
s'ds — • sds' s% s* *
Les valeurs précédentes de s et /, en les différentiant , donnent ,
En substituant ces valeurs , ainsi que celles de s et s', dans la valeur de dip , et en observant que s’ + /* x= y*, on aura
dp
Ti
Uni1 zn '
mais , en vertu de l’équation (6) , on a
On aura donc enfin
dt ^ dt
dt a n
fl
it
ti
fi
Si à la place de i on substitue sa valeur . ou, ce qui re-
vient au même, ^-^-^, la différence ^ — -AÜ entre ces
deux quantités étant de l’ordre de celles que nous négligeons, on aura ■ - , • - <
Zm*dt /G — An
formule qui coïncide avec celle de la précession des équinoxes, donnée n° 25, liv. IV, lorsqu’on suppose la Terre un sphéroïde de révolution , et qu’on fait abstraction des inégalités qui résultent des déplacemens séculaires de l'écliptique. Nous aurions donc pu déduire immédiatement la valeur précédente de son expression générale, n? cité, -où de 1 expression particulière a laquelle nous sommes parvenus par une autre voie , n° ; mais cette reproduction des mêmes formules, par des procédés différens, n’est jamais inutile; elle donne plus de clarté aux premiers aperçus, et montre dans tout son jour l’admirable fécondité des ressources de l’analyse. , • .
Si maintenant on suppose ici ^-==3^, en observant , m / 1
quon a ^ 3<î5> 25638’ et ^ue 1 ^es*8nant bn nombre
quelconque d’années juliennes , on a m =. 1295977", i0; la formule précédente, en y substituantes valeurs, donnera
Ainsi, dans ce cas, la durée d’une révolution entière des points équinoxiaux , serait de plus de 74926 années , ce qui diffère étrangement des 14 années que cette révolution employait à s’accomplir dans le cas que nous avons d’abord examiné, où le sphéroïde n’a point de mouvement de rotation . •
Si l’on supposait m = n, c’est-à-dire la vitesse du mou- Toue II. /
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veinent de rotation du sphéroïde , égale à celle du mouvement de l’astre L dans son orbite , comme cela a lieu pour la Lune, on trouverait 4 => 63g4",6a t , et la durée d’une révolution entière de la ligne des équinoxes, serait alors de 202 ans i , a peu près,
On voit donc, par ces deux exemples, comment l’intégration, en introduisant dans l’expression de 4* le diviseur 2 n, qui devient très grand en vertu de la rapidité du mouvement de rotatioff, et qui n’existait pas dans le premier cas, rend alors très petits les termes qui en sont affectés , et comment le mouvement de rotation de la Terre change ainsi d’une manière si extraordinaire la valeur de la pi écession , qui aurait lieu si la Terre était immobile. Mais ce sont là de ces secrets que l’analyse seule peut nous révéler, et que la faiblesse de notre esprit ne nous permettrait pas de pénétrer sans son puissant secours.
Addition à la page 263, ligne 12, II* volume.
36. Considérons maintenant les parties de 8 et de 4 , que nous avons négligées dans une première approximation.
' Si l’on substitue dans les formules (m) , n* 24 , les valeurs
complètes de ^ et ^4 » t »° *5, en n’ayant égard qu’au»
termes dont nous avions d’abord fait abstraction, et en considérant à la fois l’action du Soleil et de la Lune , on aura
ain 4 [*in a (mt •+• I 4- 4)
x sin 2 (m' t -f- i* + 4) 4“ î
<44=^ ... j cos 8 [cos 2 {mi 4- • 4- 4)
- 4- A sin 2 {mit 4- • 4- 4) + i AB|f eps 3 (•’ 4- 4)]-
DU SYSTÈME DU MONDE. Si .
On peut, vu la petitesse des différens termes de ces expressions , les intégrer en y regardant 8 comme constant , et 4. comme nul, on peut aussi n’avoir égard qu’à la partie constante du moyen mouvement -du nœud de l’orbite lunaire, ce qui donne
«' -f - 1 =5 ci -)- r.
Si l’on intègre ainsi les formules précédentes , èt qu 'après l’intégration on substitue v et v à la place de m( + i, et et A à la place de c't -f- £', qu’on nomme t' et 4'/ les parties de 6 et 4» qui en résulteront , en faisant attention à la valeur de e, n° 3i, on aura
, ItangA /cos2v
4'.=-- WT
sin iv
I -f- Z)c BWa
tang AcosaA,
sin 2A.
JY- S. Le» valeurs numériques de 8/ et 4/ donue'es n° 36, page 36a, doivent subir quelques altérations, en vertu du changement de la valeur de t, n“ 34, qui entre dans les expressions précédentes, et qui n’était pas exacte ; mais la seule qui soit sensible , est celle qui tombe sur le coefficient de sin iA dans l’expression de 8/, qui était quatre foi* trop grand. { Voir V errata & la fin dn volume.)
NOTE II
Sur l’équilibre d’une masse fluide homogène qui n’est soumise qu’aux attractions de toutes ses parties , et a l action de la Jorce centrifluge due au mouvement de rotation. . .*> .
La conclusion que j’ai tirée de l’équation de l’équilibre, n° 25, livre V, n’est pas exacte. On l’aperçoit en exécutant la substitution indiquée au bas de la page 395, tome II. Lagrange , Mécanique analytique , page 204, tome I", avait conclu également' des équations de condition nécessaires à 1 équilibre d une masse fluide tournant autour d’un axe fixe, que 1 équilibre n’est possible qu’avec une figure elliptique de révolution, et je suppose que c’est sur la foi de ce grand géomètre que j'aurai examiné avec trop peu d’attention l’équation dont il s’agit.
Reprenons l’équation
Ch!- — Y h"* = „»(&’* — A*a) ,
à laquelle je suis parvenu n° 25, livre Y.
Si Ton substitue pour C et y ou 7- et — leurs valeurs ré-
sultan tes des formules données page 343', en faisant pour abréger
On trouvera
3M|“ f"1 h’*x*dx fi h,ax‘dx ~|
Les deux intégrales qui entrent dans cette expression ayant les mêmes limites, on peut les réduire en une seule, et en vertu des valeurs de A 3 et a’* , n° 9, livre V, l’équation précédente
Dü SYSTÈME DU MONDE.
devient
adx( i — x*)
fP
On voit donc qu’on peut satisfaire à cette équation en faisant h'=h", ce qui est le cas de l'ellipsoïde de révolution que nous avons considéré dans le n° a5 du livre V , ou bien h’ et h“ ayant des valeurs quelconques, en supposant
'X‘dx(\ J») ^ 3
Cette équation donnera le rapport qui doit exister entre les trois axes de l’ellipsoïde pour que ^équilibre soit possible avec une vitesse de rotation donnée.
Si des équations de condition primitives (a), n° 25 , line V, on élimine n\ en observant que l’on a , + v> et
— * 4- * *» on trouvera la suivante
En substituant pour «, C et y leurs valeurs , on aura
Cx'dx r
ou bien en réduisant
'x*dx
Hf
x'dxt i—x') ( I — A»A'»ar»)
Cette équation donne le rapport qui doit exister entre a et a' pour que l'équilibre soit possible , en sorte que Tune de ces deux quantités étant donnée, On en conclura aussitôt la seconde. On voit par cette équation que si a étant quelconque r on suppose a' = o , la valeur de l’intégrale sera positive ; si l’on suppose ensuite cette valeur égale àoo,la valeur de l’intégrale sera négative ; il y aura donc toujours entre
zéro et l’infini une valeur réelle de a' qui rendra nul le premier membre de l’équation précédente , et qui , par conséquent, satisfera à l’équilibre.
Pour que l’équation précédente puisse subsister., il faut supposer >> i , car , sans cela , tous les élémens de l’intégrale du premier membre, prise entre les limites zéro et l'unité, étant positifs, leur somme ne pourrait jamais devenir nulle. Or, la condition précédente peut s’écrire ain§i :
a*> — ; — , et les valeurs de A4 et a'*, n° 9, livre V,
donnent
Il faut donc pour l’équilibre supposer
^ TF + W
Or , cette condition établit entre les trois axes de l’ellipsoïde une disproportion beaucoup trop grande pour que le cas que nous venons de considérer puisse être d’aucune application dans la théorie des corps célestes.
Il était toutefois utile de l’examiner. On sait que lorsqu’on suppose à la masse fluide une figure de révolution , il y a toujours pour une même vitesse de rotation comprise entre de certaines limites, deux ellipsoïdes, l’un très aplati, l’autre à très peu près sphérique , qui satisfont aux conditions d’équilibre. Le problème est alors susceptible d’une solution complète , parce que les attractions de la masse fluide s’obtiennent dans ce cas sous forme finie , èt c’est sans doute ce qui avait porté les géomètres à né considérer que cette partie de la question. Il restait donc à examiner si les conditions d’équilibre ne pouvaient pas être satisfaites par une figuré elliptique, qui ne fût pas de révolution ; nous venons de démontrer qu’en effet cela était toujours possible , et que pour la même vitesse de rotation donnée il y avait toujours au
moins un ellipsoïde à trois axes inégaux , dont le fluide homogène en équilibre pouvait prendre la' forme. C’est à M. Jacobi que nous devons ce théorème : il n’ajoute rien sans doute à ce que nous savons sur la figure des corps célestes , mais c’était une lacune qu’il fallait combler dans la théorie, et cet heureux essai nous donne l’espoir que ce géomètre , déjà connu par tant d’utiles travaux , appliquera la sagacité de son esprit à Tune des parties qui jious semble laisser le plus à désirer dans la Physique céleste.
MEMBRE DE 1.’ INSTITUT
Ma reconnaissance pour toutes les personnes qui veulent bien me communiquer les observations que peut leur fournir la lecture de cet ouvrage et m’aider ainsi à en corriger les imperfections, m’engage à publier textuellement la note suivante qui m’a e'té adressée par un géomètre qui joint , ce qui est rare, une extrême bienveillance au mérite le plus distingué.
Il est dit, page 455 , tome I", que la nouvelle mesure du degré au cercle polaire étant introduite dans les équations
, on retrouve l’aplatissement - * -- obtenu
ÿOI
par la comparaison du nouveau degré mesuré eu France et celui de l’équateur ; mais en combinant de préférence les degrés de l’équateur, de l’Inde, de France et de Suède j savoir:
LONGUEUR
Dü DEGRÉ.
LATITUDE correspondante au milieu de chaque degré.
A l’équateur
i io582m,i
Dans l’Inde
En France
iiiii5, 8
En Suède
On trouve
(e), page 453
(*) Mémoire sur la mesure et le calcul des azimuts propres h la détermination des longitudes terrestres. (Collect.des Mémoires de l'Institut pour i8ao.)
ce qui s’accorde merveilleusement avec les résultats déduits des inégalités lunaires en latitude et en longitude.
Page 458. On y annonce que le degré du Pérou et celui de
France , comparés entre eux , donnent pour
ment ; cela est vrai , lorsqu’on ne fait aucune correction aux positions apparentes des étoiles observées au Pérou et calculées par Bouguer ; mais Delambre, après le travail de la commission des poids et mesures, ayant jugé convenable de déterminer ces positions de la manière la plus précise , ainsi qu’il le dit luimême ( Base du Système métrique, tome III , page 1 îa) ; il s’en est suivi , dans l’amplitude céleste de l’arc mesuré aux mêmes lieux, une légère modification qui, en définitive, porte l’a-
platissement à ; résultat très peu différent du précédent.
Page 459- Dans le tableau des lieux d’observations , les latitudes de Mont-Jouy et de Dunkerque ont aussi reçu ultérieurement à la publication de la Base du Système métrique , quelques changemens de la part du même astronome. En effet, il a adopté pour la latitude
de Dunkerque 5i° 2' 8' ,5
et pour celle de Mont-Jouy
(par un milieu). 41 -21 -46>6 (Astron., t. III, p. 566)
Par suite, de ces changemens , tous les degrés, en France, paraissent croître en allant du sud au nord ; ce qui n’avait pas lieu avant cela. Toutefois, la valeur de ah différerait très peu de celle donnée p. 461.
FIN DU SUPPLÉMENT AU LIVRE T
Errata du deuxième volume.
Page 64, ligne 4 «n remontant, au lieu den + p, liiez n — p ; au lieu de m — p, liiez m -h p
Ibid.
Suf
Ibid.
Ibid.
apr
Ibid.
Ibid.
dern
aga,
Ibid.
Ibid.
Ibid.
— 5o",aa3ooo
— « i 0,0000061868 au lieu de M' cos (It ■ au lieu de nMl, lise'.
au lieu de 4 (“jj
m*, lise*.
u lieu de sin (ht + l'), lise * sin (Il -f- *)
:u lieu de excentricité, lisez ellipticité u lieu de décrits des méaics foyers , lise* qui 01 mêmes cllipticités
m lieu de—(q — ah), lise* jj£- Q q — a*)
Addition à V errata du troisième volume.
Page 3^8, ligne t3, au lieu de [a, a'] = — lisez [a, a'] = .
4«, dernière, supprimez les mou : roir les notes à la fin dn volume
4*4, dernière, au lieu de k la fin du volume, lisez relatif au vo-
lume II.
494, i3, au lieu de f, lisez f*.
4g5, i3, au lieu de r/sin^ycosfe-f-t/j, lises ■srr'sin,lycos(tif+d)
A'. B. La correction de h page 3-8 a e'tc faite dans beaucoup d’exemplaire*.
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