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Théorie analytique du système du monde. Tome second
II n’y a guère plus d’un siècle que nous ignorions encore les lois e'ternelles qui règlent les mouvemens des astres que nous contemplons dans le? deux. Les anciens astronomes ne nous avaient rien appris sur cet important objet , si digne de fixer les méditations des hommes. Quelques faits isolés, d’ingénieuses hypothèses pour expliquer les irrégularités apparentes des corps célestes , composaient alors toute la théorie physique du système du monde. Hipparque à Samoa, plus tard Ptolémée à Alexandrie, se montrèrent observateurs habiles ; plusieurs points délicats de l’Astronomie pratique furent saisis par eux, et peut-être devrait-on s’étonner que des esprits aussi éclairés n’aient pas tenté de remonter des effets aux causes , si l’on ne songeait que ce n’est qu’après des siècles d’observations qu’on peut espérer de saisir les grandes lois de la nature dans les phénomènes qu’elle nous présente , et que c’eût été construire un édifice sans base , que de fonder un système sur un assemblage de faits incohe'rens et sans liaison entre eux , tel qu’étaient au temps d’Hipparque et de Ptolémée les connaissances astronomiques. Enfin , ce qui surtout a manqué aux savans de l’antiquité pour ravir à notre âge l’honneur d’avoir découvert les
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vrais principes de l’univers , c’est ce guide infaillible de l’esprit humain , la Philosophie , création des temps modernes, qui portant partout sa lumière , écartant les illusions de nos sens, méprisant l'es préjugés de l’habitude et de l’erreur, soumet à l’analyse de la raison toutes les idées reçues , tous les faits regardés jusque là comme démontrés , et ne s’arrête, dans sa marche irrésistible, que lorsque l’accord de ses théories avec les phénomènes observés lui montre qu’elle a enfin atteint la vérité, noble but de toutes ses recherches.
Les astronomes arabes se contentèrent de nous transmettre avec fidélité le dépôt des connaissances qu’ils avaient reçues des Grecs ; et tandis que le despotisme éteignait le flambeau des sciences dans les belles contrées qui en furent le berceau , ils recueillirent les débris épars de ce grand naufrage , et l’Europe leur dut les premiers rayons de lumière qui dissipèrent les ténèbres de douze siècles d’ignorance et de barbarie.
Copernic, vers le milieu du seizième siècle, ouvrit une route nouvelle ; il ne chercha pas dans son propre génie l’explication des mouvemens , en apparence si bizarres , des corps célestes ; il se borna à comparer aux phénomènes observés les hypothèses que les anciens avaient proposées pour les expliquer , et reconnut que la plus probable était celle de l’école de Pythagore, qui enseignait 1q mouvement de là Terre et des planètes autour du Soleil , immobile au centre du monde. Après lui Tycho , l’un des plus grands observateurs qui aient existé , séduit par l'ambition de donner son nom à un nouveau système, voulut modifier celui qu’avait proposé Copernic , et en revenant aux erreurs des anciens , qui faisaient de la Terre le centre des mouvemens, il faillit replonger la science dans le chaos dont elle venait de sortir. Plus heureux , son disciple Kepler , doué d’une patience à toute épreuve et d’un esprit de combinaison qui lui fait chercher des rapports secrets entre les mouvemens divers de toutes les planètes , guidé enfin par un instinct admirable de la simplicité des moyens que la nature emploie pour arriver à scs fins , découvre , après dix-sept années de re~.
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cherches, les véritables lois des mouvemens des corps célestes, et laisse un nom immortel dans l’Histoire de l’Astronomie théorique et pratique. Galilée marche sur les traces de Copernic et de Kepler ;’il invente un merveilleux instrument qui porte jusqu’aux limites de l’espace les regards de l’astronome , et avec ce puissant auxiliaire , il fait dans les cieux de nouvelles découvertes. 11 reprend la science de la Mécanique au point où l’avait laissée Archimède, et comble en un jour le vide qui les sépare , en découvrant les lois de l’accélération des corps pesans au milieu des phénomènes compliqués qui le* cachent à la perception de nos sens. Enfin , pour que rien ne manque à la gloire de ce grand homme , il soutient, dans les cachots même de l’inquisition , le mouvement de la Terre sur son axe, et créant par sou exemple de nouveaux sectateurs au système qu’il a embrassé , il a l’honneur d’en être le martyr. Descartes, ce vaste génie, qui peut-être n’a été trahi que par la fortune , s’empare à la fois de l’Algèbre, de la Mécanique et de la Philosophie pour en reculer les limites. Il fait enfin un pas immense dans l’Astronomie physique , il imagine le système dut tourbillons ; système erroné sans doute, vulnérable sur tous les points, qui se refuse aux spéculations de l’analyse , qui n’explique qu’imparfaitement quelques faits isolés , et qui certes n’a dû qu’i l’autorité du nom de son inventeur la séduction qu’il exerça quelque temps sur des esprits d’ailleurs éclairés , mais qui fera époque dans l’histoire de la science , parce qu’il est le premier effort qu’on ait tenté pour remonter deé cfTets aux causes qui les produisent, et pour déduire des phénomènes le grand principe qui met en mouvement la matière. 11 fallait un profond génie pour concevoir seulement l’idée de cette entreprise , et Descartes a mérité la reconnaissance des siècles à venir , en ouvrant une carrière nouvelle aux méditations de l’esprit humaiu, et en montrant la route que ses successeurs devaient parcourir avec tant de gloire.
Enfin Newton parut, et dès ses premiers pas dans l'empire des sciences , on reconnut l’empreinte du grand homme
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Galilée avait découvert les lois de la chute des gravas , Huy-
gens celles des mouvemens du pendule , et la théorie des forces centrales ; il ne restait plus qu’à appliquer ces principes généraux au système du monde ', pour en déduire la loi de la pesanteur universelle. Dans les limites où elle était maintenant renfermée , cette grande vérité ne pouvait plus échapper au premier effort que l’on ferait pour la saisir, et peut-être doit-on dire que Newton n’a eu que le bonheur d’y arriver le premier. Un hasard singulier, mais un de ces hasards dont le génie seul peut profiter, en fixant sa pensée sur un phénomène qui so passe journellement sous nos yeux , le conduisit à étendre à la Lune les lois de la chute des corps à la surface de la Terre ; il reconnut que l’espace qu’elle décrit , pendant un court intervalle de temps , dans le sens de son rayon vecteur, pour s’éloigner de la direction qu’elle avait au commencement de cet instant , est égal à très peu près à la hauteur dont la Lune tomberait vers la Terre dans le meme temps , si elle n’obéissait qu’à l’attraction de cette planète supposée étendue jusqu’à la Lune et décroissant proportionnellement au carré dés distances. Mais cette grande découverte , qui dévoilait aux géomètres un point si important de la constitution du monde , n’était rien encore pour ce génie entreprenant i en généralisant ses idées, il vit que la pesanteur terrestre dont la Lune subit l’influeuce n’est elle-même qu’un cas particulier d’une force répandue dans tout l’univers , et en vertu de laquelle toutes les molécules de la matière s’attirent mutuellement en raison directe des masses et en raison inverse du carré des distances. C’est en vertu de cette puissance que les planètes sont retenues dans leurs orbites autour du Soleil, et les satellites dans leurs orbites autour des planètes principales , tandis que le système entier de la planète et des satellites est lui-même emporté autour du Soleil en vertu de son action prédominante. En combinant cette force attractive du Soleil avec l’impulsion primitive qui a lancé les corps célestes dans l’espace , Newton en vit découler les lois si belles et si simples que l’observation avait révé-
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lées à Kepler : alors il ne lui resta plus de doute qu’il n'eût en effet découvert le grand secret de la nature ; mais étonné lui-même du pas immense qu’il allait faire faire à l’esprit liumaiu , il médita vingt ans cette grande idée avant d’oser la confier à son siècle.
Comme si les méthodes usitées jusque là parmi les géomètres n’eussent plus été dignes de s’associer aux grandes découvertes qu’il venait de faire , et qu’il fallût un nouveau langage pour exprimer tant d’idées nouvelles , Newton jeta en même temps les premiers germes du calcul infinitésimal , cet admirable auxiliaire de l'intelligence humaine, sans lequel peut-être le géomètre serait resté devant la grande découverte de la gravitation universelle, comme un homme courbé sous le poids d’un trésor qu’il n’a pas la force de soulever. Cependant , pour rendre plus claires les vérités qu’il allait énonqer , pour ne pas éblouir par trop d’éclat à la fois les yeux de ses contemporains , pour mettre enfin à l’abri de toute controverse étrangère son système du monde , qu’il s’agissait surtout de faire adopter, Newton ne fit point servir la féconde méthode d’analyse qu’il venait d’imaginer à déduire du principe de la pesanteur universelle les lois des mouvemens des corps célestes, il eut recours aux méthodes synthétiques des anciens. L’évidence de ses démonstrations en devint plus frappante; mais la savante théorie du mécanisme des cieux se refuse à ces méthodes vulgaires, et Newton lui-même , à peine, entré dans la carrière , fut arrêté par des difficultés insurmontables. Cependant on n’en doit pas moins admirer le prodigieux génie de ce grand homme : ce que ^insuffisance de l’Analyse l’empêche de démontrer, il le devine , et peut-être n’est-on pas plus étonné , lorsqu’il expose à nos yeux le principe général du mouvement de la matière , que lorsqu’on le voit en saisir à la fois d’un coup d’ceil d'aigle toutes les conséquences , et prévoir les phénomènes qu’il doit produire dans les siècles les plus reculés.
La pesanteur universelle, ou cette tendance qu’ont toutes les molécules de la matière à se rapprocher les unes des autres,
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est surtout admirable dans la constitution générale du système du monde , parce que les grands intervalles qui séparent les corps célestes font disparaître les effets des causes secondaires qui embarrassent si souvent les mouvemens à la surface de la Terre , et ne laissent subsister que ceux qui proviennent de leurs attractions mutuelles. Cette loi n’est point une hypothèse arbitraire que l’on modifie à son gré pour l’appliquer à telle classe particulière de phénomènes, elle est unique, elle est invariable ; combinée avec les principes généraux de la Mécanique , elle rend compte des plus petites irrégularités que l'observation a fait découvrir dans les mouvemens des corps célestes ; la simplicité est son premier mérite ; la facilité avec laquelle elle se plie aux calculs mathématiques est un avantage non moins précieux. Les planètes et les comètes , poussées par l’impulsion qui leur fut donnée à l’origine des temps , s’éloigneraient indéfiniment du Soleil , si aucune autre force n’agissait sur elles ; mais l’attraction de cet astre fait fléchir it chaque instant la direction rectiligne qu’elles prendraient en vertu de la force centrifuge et de l’impulsion primitive qu’elles ont reçue : unies au Soleil par ce lien puissant , elles circulent autour de lui dans des orbites rentrantes , comme un projectile circulerait autour de la Terre , si la force qui l’a lancé dans l’espace était assez grande pour contre-balancer la pesanteur terrestre. Il suffit donc de supposer une force arbitraire au centre du Soleil, pour expliquer les mouvemens de révolution des, planètes autour de cet astre ; la Mécanique montre ensuite que si cette force croit en raison des masses et réciproquement au carré des distances , les orbites seront des courbes elliptiques , et les lois du mouvement, telles que les aires décrites seront proportionnelles aux temps employés à les engendrer , et les carrés des temps des révolutions sidérales des différentes planètes, proportionnels aux cubes des grands axes de leurs orbites. Mais l’action du Soleil n’est pas la seule force qui anime les corps célestes ; ils tendent aussi les uns vers les autres, en vertu de leurs attractions mutuelles. Ces secondes forces , U.
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est vrai , sont tris petites par rapport à la première, parce que les masses des planètes et des comètes sont généralement peu considérables par rapport à-la masse du Soleil, mais elles suffisent pour expliquer les irrégularités qui affectent les mouvemens elliptiques des planètes, et qui les empêchent de satisfaire rigoureusement aux lois de Kepler. 11 en est de même des satellites relativement aux planètes principales. Les corps célestes sont doués d’un mouvement de rotation autour de leur centre de gravité , ce qui tient à ce que l’impulsion primitive n’était pas dirigée vers ce point ; si l’on suppose que ces corps étaient originairement fluides , et que la matière qui les compose s’est ensuite graduellement refroidie, hypothèse que tous les phénomènes observés à la surface de la Terre rend plausible , on concevra que les élémens fluides s’écartant du centre de rotation en vertu de la force centrifuge , ces corps ont pris la forme de sphéroïdes aplatis vers les pôles et renflés à leur équateur, comme ils le sont aujourd'hui. La figure des planètes n’étant plus celle de la sphère , la résultante des forces qui les animent n’a plus passé par leur centre de gravité, et il en doit naturellement résulter des dérangemens dans leurs axes de rotation et dans la position de leurs équateurs : la précession des équinoxes et la nutation de l’axe terrestre en sont une première conséquence. La incr, soulevée par l’action du Soleil et de la Lune , lorsque ces astres dominent son horizon , abandonnée ensuite à elle-même lorsqu'ils s’abaissent au-dessous , doit avoir un mouvement de flux et de reflux semblable à celui que l’observation nous présente.
Ainsi , tout s’explique dans le système de l’attraction : les inégalités des mouvemens planétaires , la forme particulière des corps célestes , les balancemens de leurs axes de rotation , les oscillations des fluides qui les recouvrent , ne sont qu’une conséquence de cette loi universelle, et ces phénomènes si divers , qui paraissent, au premier coup d’œil, avoir si peu d’analogie entre eux , sont enchaînés l’un à l’autre par ce principe général , et ne pourraient exister séparément 11 ne
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faut pas croire cependant que les lois compliquées de tous ces phénomènes soient faciles à déduire du principe très simple que nous venons d’énoncer : Newton reconnut bien qu’elles en sont la conséquence immédiate ; mais de ce premier aperçu du génie à des preuves rigoureuses , la distance était immense ; l’analyse la plus profonde pouvait seule la franchir , et du temps dev Newton à peine elle venait d’éclore ; aussi la plupart des recherches de ce grand homme sur le système du monde brillent-elles beaucoup plus par la sagacité qui y perce que par la rigueur des démonstrations ; souvent même il fut conduit à de graves erreurs. On s’étonnera moins , toutefois , qu’il ait laissé un si grand ouvrage incomplet , si l’on songe que les génies des Euler, des Clairaut, des d’Âleinbert, n’ont pas suffi pour l’achever. Mais la nature, pour récompenser l’homme de l’effort qu’il venait de faire , ne voulut point qu’une si grande découverte demeurât stérile en résultats, et, par une prodigalité sans exemple, elle dota, dans un court espace de temps , les sciences mathématiques de plus d’hommes de génie que n’en avaient produit les cinquante siècles qui précédèrent la naissance de Newton. Aussi l’intervalle qui séparait la découverte de la démonstration a-t-il été comblé , et la postérité s’étonnera saus doute que tant de sublimes travaux aient été accomplis en moins de cent ans. Arrêtons un moment nos regards avec orgueil sur cette nouvelle époque; uous y verrons les géomètres français remplir les premiers râles , et, tandis que l’Angleterre se reposait d'avoir produit Newton , la France remonter au rang que celte nation, tant de fois sa rivale, venait de lui ravir dans l’empire des sciences.
Euler , moins grand philosophe que Newton, mais doué de toutes les facultés intellectuelles qui font le grand géomètre, enrichit l’Analyse de méthodes précieuses, et donna le premier le moyen de Calculer les inégalités planétaires. Content d’avoir ouvert des voies nouvelles à l’Analyse , il s’embarrassa peu, dans la réduction de ses formules en nombres , de l’exactitude des calculs ; aussi les résultats auxquels il parvint s’ac-
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cordent assez mal avec les observations. Mais il ne faudrait que corriger quelques erreurs faciles à découvrir, pour leur rendre l'exactitude convenable , et scs méthodes contiennent le germe de toutes les grandes idées qui sont devenues , entre les mains de ses successeurs, la base de la théorie analytique du système du inonde. D’Alcmbert , auquel ou n’a pas rendu toute la justice qu’il méritait comme l’un des plus beaux génies qu’aient produits les sciences mathématiques, peutêtre parce qu’il ambitionna trop de gloires à la fois, fit pour la Mécanique ce qu’Euler avait fait pour l’Analyse : il agrandit son domaine. En donnant un moyeu simple de ramener aux lois de la Statique celles du mouvement des corps , il rendit facile la réduction eu formules de toutes les questions de la Dynamique, et ce fut désormais à l’Analyse à achever la solution des problèmes. Ce grand géomètre entreprit d’assujettir au calcul les phénomènes de la précession des équinoxes et de la nutation, dont Newton avait entrevu la cause sans pouvoir réussira en déterminer la loi, et il eut l'honneur d’arriver à des résultats exacts et concordans avec les observations , dans une question qu’on |Miut regarder comme l’une des plus difficiles que présente la Mécanique céleste. Clairaut , esprit judicieux , et qui , par ses belles découvertes dans la théorie de l’équilibre et du mouvement des fluides , a mérite d’ètre nommé après Euler et d’Aleinbert , donna une solution particulière du problème des trois corps, une théorie mathématique de la figure de la Terre, et fit partie de ces belles expéditions que , pour l’honneur éternel des sciences, l’Académie de Paris envoya , vers le milieu du dernier siècle , chercher jusque dans les régions glacées du pôle des notions certaines sur la forme de notre globe. Enfin il couronna tant de travaux , en fixant, par des calculs rigoureux , l’époque du prochain retour à son périhélie de la comète de Halley ; détermination très importante à cette époque , parce qu’en montrant que les comètes ne diffèrent des planètes que par la longueur des grands axes de leurs orbites , et qu’elles circulent autour du Soleil suivant les mêmes lois que les autres
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corps du système, elle devenait la preuve la plus irréfragable du principe de la pesanteur universelle.
Tel était l’état de la science vers la fin du dix-huitième siècle, tels étaient les progrès qu’on avait faits dans la Mécanique céleste depuis les grandes découvertes de Newton. Des méthodes difficiles et sans liaison entre elles avaient été proposées pour la détermination des inégalités planétaires ; des ébauches informes de calcul avaient été tentées ; elles avaient conduit à des résultats souvent inexacts , presque toujours incomplets ; mais au milieu de ce chaos de formules et de nombres , on voyait percer une lueur de la vérité. Les géomètres n’avaient point encore élevé sur la base posée par Newton un édifice régulier, mais leurs travaux faisaient naître de grandes espérances ; il suffisait qu’ils eussent montré que le problème n’était pas insoluble , pour qu’on pût as surer qu’il serait un jour complètement résolu. C’est à cette époque, déjà grande du passé et pleine d’avenir, qu’on vit tout-à-coup apparaître presque en même temps sur l’horizon des sciences , et comme deux météores partis d’un même point du ciel, deux génies également hardis dans leurs conceptions, également heureux dans leurs efforts , Lagrange et Laplace , qui achevèrent l’ouvrage commencé par leurs devanciers , et portèrent la Mécanique céleste au degré de perfection qu’elle a atteint aujourd’hui. Pendant leur longue carrière , ces deux grands géomètres présentèrent à l’Europe savante le spectacle d’une noble lutte , où chacun des deux adversaires déployait tour à tour toutes les ressources de son génie, sans que l’autre jamais s’en laissât ébranler, et sans qu’on pût soupçonner auquel des deux resterait, la victoire. Si Tune de ces grandes pensées, inscrites en lettres d’or dans les annales des sciences , était énoncée par Laplace , elle s’emparait aussitôt de toutes les facultés de Lagrange , et elle n’échappait plus à son examen qu’après avoir produit tous les fruits dont elle contenait le germe. Mais pourquoi établir un parallèle où la nature n’en avait pas mis? et comment comparer deux génies auxquels , peut-être pour l’avancement
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même de la science, elle avait donné des directions différentes? Lagrange est, avant tout, géomètre ; à scs yeux , l'Analyse est la première des sciences ; qu’il traite une simple question de nombres, ou qu’il s’agisse de l’un des phénomènes les plus interessans du système du monde , on le voit occupé d’abord du soin de faire briller, dans tout son jour , l’éclat de sa méthode , et de donner à ses formules toute la généralité et toute l’élégance qu’elles peuvent atteindre. Pour lui, la Mécanique céleste n’est qu’une vaste carrière ouverte à la Géométrie , et la théorie l’attache toujours plus par elle-iuème que par les résultats qu’elle produit. * Laplace, au contraire, semble avoir pour but unique de surprendre les secrets de la nature, et l'Analyse. entre ses mains n’est qu’un instrument qu’il plie avec une admirable adresse aux applications les plus variées. La Mécanique céleste est redevable à Laplace de scs plus beaux résultats ; aucune des inégalités planétaires les plus difficiles A saisir n’a échappé à ses méditations ; il en a assigné les causes, il en a calculé les effets , et ses formules ont enfm donné aux tables astronomiques le degré de précision qu’elles ont acquis de nos jours. Ce savant géomètre, partant d’heureux efforts, a mérité la première place à côté de Newton ; mais sans les théories de Lagrange, la grande œuvre de l’exposition analytique du système du monde aurait-elle été accomplie ?
Il est permis d’en douter, et Lagrange n’a rien dû qu’à son génie.
Analysons en peu de mots les travaux de ces deux hommes également illustres, et réunissons-les pour mieux en juger l’ensemble. On les voit d’abord occupés à donner aux formules qui déterminent les mouvemens des corps célestes, une forme aussi simple que générale , et à substituer une analyse uniforme aux méthodes diverses que l’on avait employées jusque là pour résoudre le problème difficile de leurs perturbations. Ce travail préparatoire a pour premier résultat de conduire Lagrange à la découverte de l’un des plus beaux théorèmes de la Mécanique céleste , l’invariabilité des grands
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axes des orbites planétaires. Laplace en déduit ensuite l’expression exacte des variations séculaires des excentricités et des inclinaisons , et il est conduit à ce second résultat non moins remarquable que le premier, c’est que les changemens que subiront dans la suite des temps les excentricités et les inclinaisons des orbes des planètes seront toujours peu considérables, en sorte que les orbites auront éternellement la forme à peu près circulaire qu'elles ont aujourd’hui , et que leurs inclinaisons à l’écliptique demeureront toujours très ' petites. La stabilité du système solaire est donc à jamais as-' surée ; les orbites des planètes dans les âges futurs ne pourront que s'aplatir légèrement en conservant les mêmes grands axes , et les plans de ces orbites ne feront que de petites oscillations autour d’une position moyenne : immenses pendules de l’éternité , qui battent les siècles comme les nôtres battent les secondes. ,
L’accélération séculaire du mouvement de la Lune avait long-temps occupé les géomètres , et l’on avait cru indispensable , pour l’expliquer , de modifier sur ce point la loi de l'attraction universelle ; Laplace en trouve la véritable cause , et doit à une application de calcul négligée par Lagrange l’une de se6 plus belles découvertes. Parmi les nombreuses inégalités périodiques du même astre, il distingue celles qui dépendent de la parallaxe solaire, et il fait connaître les valeurs de celles qui ont pour cause l’aplatissement de la Terre , en sorte que, sans sortir de son cabinet, l’astronome peut maintenant déterminer , par l’observation du mouvement de la Lune , la figure de notre planète et sa distance au Soleil.
La cause des grandes inégalités de Jupiter et de Saturne était encore ignorée , malgré les efforts, souvent renouvelés, que les géomètres les plus distingués avaient tentés pour y parvenir : la direction particulière qu’avait prise l’esprit de Laplace la lui fait découvrir ; il la trouve dans un rapport singulier qui existe entre les moyens mouvemens de ces deux planètes , et rend considérables des inégalités qui, sans ce rapport, demeureraient éternellement insensibles. Une circonstance semblable .
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se reproduit dans la théorie des satellites de Jupiter , et il la saisit'avec la même perspicacité. Enfin , les lois «lu flux et du reflux des mers, que le grand nombre d’éléinens arbitraires dont elles dépendent semblait soustraire pour toujours aux, spéculations de l’Analyse, sont par lui réduites en formules qui représentent , avec Une exactitude merveilleuse , des observations séparées par un intervalle de plus de cent ans.
Nous n’avons présenté ici’que l’exposé succinct des principales découvertes faites par. Laplace et Lagrange dans la théorie du système du monde; il faudrait un volume entier pour ollrir l’énumération complète de tous les résultats remarquables dont les scientes mathématiques et physiques leur sont redevables. La Mécanique céleste , par la grandeur des objets quelle embrasse, par la fécondité des résultats quelle produit, par la perfectiou enfin des méthodes qu’elle emploie , est devenue le plus sublime ouvrage qui soit sorti de la main des hommes. Le géomètre exprime maintenant * dans scs formules tous les mouvemensdu système solaire, et leurs variations successives. Il remonte aux siècles écoulés pour comparer les résultats ’dc scs théorie, aux observations les « plus anciennes qui nous soient parvenues, et repassant de là aux siècles à venir, il prédit les états futurs du système et les chaugemens que des millions d’années suffiront à peine pour dévoiler aux regards des observateurs. Pour produire un si brillant résultat, il a suffi d’appliquer aux lois générales de la Mécanique le principe de la pesanteur universelle; la théorie est devenue alors, pour l’Astronomie, un moyeu dé découvertes aussi certain que l’observation même. Toutes deux se prêtent un mutuel appui : la théorie a souvent devancé 1 observation dans la recherche des lois de la nature ; mais toutes les fois que le temps l’a permis , celle-ci a pleinement confirmé les phénomènes que la première avait annoncés, et elle a enGn établi le principe de la gravitation sur un genre de preuves qu’on chercherait en vain dans tous les autres systèmes, l’accord rigoureux du calcul et des pliénomènes.
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INTRODUCTION
Le développement analytique des conséquences du principe de la pesanteur universelle constitue la théorie du système du monde ; elle est présentée avec détail dans la Mécanique céleste de Laplace , qu’on doit regarder comme le Traité d’Astronomie physique le plus sublime et le plus complet que nous possédions. Cependant les grands progrès qu'a faits depuis vingt ans l’Analyse , ont permis d’aplanir les principales difficultés qu’on rencontre dans cet ouvrage, et qui eu rendent souvent la lecture pénible. La théorie du système du monde peut être présentée maintenant avec une clarté et un ensemble qui lui avaient manqué jusqu’ici, et qui permettent d’en saisir d’un regard toutes les parties. Les méthodes qu’elle emploie ont subi ces heureuses améliorations que le temps et l’expérience apportent toujours dans les œuvres des géomètres ; elles sont devenues plus simples en se géné- ) ralisant. Nous avons essayé de réuuir en un même corps d’ouvrage les résultats de tant d’utiles travaux ; nous avons donné aux théories asseï de développemens pour en bannir toute obscurité ,• et les exemples numériques que nous y avons ajoutés suffiront pour en rendre les applications faciles. Lorsqu’une science , après avoir épuisé les efforts des plus puissans génies , semble être enfin parvenue à ce degré d’élévation que les bornes de l’intelligence humaine ne lui permettent pas de franchir , il ne reste plus qu’un moyen d’en hâter les progrès , c’est d’en rendre les abords moins pénibles,, de substituer des méthodes faciles aux méthodes compliquées qu’on avait d’abord employées pour en résoudre les problèmes , et de se rappeler enfin que , dans les ouvrages des hommes comme dans ceux de la nature , la simplicité est un des attributs de la perfection.
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LIVRE PREMIER
Des Lois générales de l’Équilibre et du Mouvement .
Tocs les corps de la nature sont soumis à des lois immuables qui règlent leurs mouvemens ou les maintiennent dans l’état de repos. La connaissance des lois du mouvement, malgré son importance, avait long-temps échappé à l’esprit humain par la difficulté de les démêler au milieu de la complication et de la variété des phénomènes que la nature nous présente. Doué d’un esprit aussi vaste que pénétrant , Galilée , au commencement du XVII0 siècle , tenta le premier cetle entreprise, et jeta, par ses belles découvertes sur la chute des corps, les fondemens d’une science nouvelle qu’on a nommée Mécanique. Tout dans la nature obéit à ses lois, et elle règle d’un# manière aussi précise les mouvemens imperceptibles d’uf atome de matière, que ceux qui Tome I. • i
transportent les corps célestes aux extrémités de l’espace. Les géomètres qui sont venus après ce grand homme, ont successivement reculé, par leurs travaux, les bornes de cette science, et ils ont enfin réduit la Mécanique entière à un petit nombre de formules générales qui n’offrent plus dans leur usage • de difficultés, que celles qui résultent de l’imperfection de l’analyse. Nous nous proposons, dans ce livre, de rappeler d’une manière succincte les lois fondamentales de l’équilibre et du mouvement, pour appliquer ensuite ces principes généraux à la théorie du système du monde.
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CHAPITRE PREMIER
Des Forces , de leur Composition , et de P Équilibre .d'un point matériel.
i . U» corps est en repos lorsqu’il ne change pas de position par rapport à d’autres points regardés comme fixes ; il est en mouvement lorsqu’il occupe successivement diflerens lieux dans l’espace.
Toute cause motrice qui tend à faire passer un corps de l’état de repos à l’état de mouvement, ou à altérer d’une manière quelconque le mouvement que ne corps a reçu , s'appelle force ou puissance.
La nature des forces nous est généralement inconnue , et nous ne pouvons juger de leur grandeur que par les effets qu’elles produisent. Ainsi, nous disons qu’une force est double, triple ou quadruple d’une autre, lorsque, les effets qui en résultent dans des circonstances semblables , sont entre eux dans le même rapport.
En comparant de cette manière toutes les forces de la nature à l’une d’entre elles prise pour unité ou pour terme de comparaison, ces forces se trouveront exprimées par des nombres abstraits qui marqueront leur rapport à une unité commune, èt elles ne seront plus pour nous que des quantités mathématiques ordinaires.
Le rapport que nous venons de définir est ce qu’on
appelle l’intensité de la force; son point d’application est le point sur lequel elle agit immédiatement; sa direction, la ligne droite quelle tend à faire décrire au point matériel auquel elle est appliquée.
Un point matériel soumis à l’action de plusieurs forces qui ne se font pas équilibre, tend à se mouvoir dans une direction quelconque, et cette direction est unique, puisqu’il ne peut se mouvoir à la fois dans deux sens différens. Si l’on imagine une force dirigée suivant la ligne que le point tend à décrire, et dont l’effet équivale à l’action combinée des autres forces qui le sollicitent, il est évident que l’on pourra remplacer, par cette force unique, le système de forces que l’on avait considéré d’abord , et en faire désormais abstraction. La force, ainsi déterminée, s’appelle la résultante de celles qui ont mis le corps en mouvement, et celles-ci sont nommées les composantes de la première.
La résultante de deux forces dont les directions sont sur la même ligne droite, est égale à leur somme ou à leur différence, selon qu’elles agissent dans le même sens ou dans des sens opposés : c’est une conséquence de ce que nous avons dit qu’on devait entendre par l’intensité d’une force. Mais si les directions de ces deux forces forment un angle entre elles, la direction et l’intensité de la résultante sont liées à celles des composantes par une relation que nous allons nous proposer de déterminer.
Soient X et Y deux forces dont nous supposerons les directions perpendiculaires entre elles, et soit M leur point d’application. Désignons par R leur résul—
DU SYSTÈME DU MONDE, taule, et par x l’angle qu’elle forme avec la direction de la force X. Les intensités des deux forces X et Y étant données, il est clair, d’après ce que nous avons dit, que la résultante R sera complètement déterminée de grandeur et de direction. On aura donc généralement
d’où, en éliminant Y, on tire
X = <p(Rx).
Dans cette équation, X et R sont les seules quantités dont l’expression numérique varie selon l'unité de
force qu’on a choisie : leur rapport doit être indépendant de cette unité; il faut donc qu’il soit exprimé par une simple fonction de x, ce qui exige que p(R,x) soit de la forme R.<px. On aura donc ainsi
X = R.çx,
équation dans laquelle on peut changer X en Y,
pourvu qu’on y change en même temps x en ~ — x,
,-r étant égale à la demi-circonférence dont le rayon est l’unité.
Cela posé, déterminons d’abord la valeur de la résultante R. Pour cela , remarquons que l’on peut considérer la force X comme la résultante de deux forces X' et X", dont la valeur est inconnue , et qui agissent, la première suivant la résultante R, e| la seconde dans une direction perpendiculaire à celte
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résultante. La force X, qui provient de la composition de ces deux nouvelles forces , formant l’angle x
avec la direction de X', et l’angle - — x avec la direction de X", on aura
On peut de même regarder la force Y comme la résultante de deux forces Y' et Y" dirigées, la première suivant la résultante R, la seconde perpendiculairement à cette force ; et pour déterminer les intensités de ces deux composantes, on aura
On pourra ainsi, aux deux forces données X et Y, substituer les quatre suivantes :
X* Y* XY XY
Les deux dernières agissent en sens contraire et se détruisent ; les deux premières agissant dans le même sens, s’ajoutent, et leur somme forme la résultante R. On aura donc
d’où l’on peut conclure que la résultante des deux forces X et Y est représentée en grandeur par la diagonale du rectangle construit sur les droites qui représentent ces forces.
Déterminons maintenant la forme de <px. Pour
cela, considérons une nouvelle force Z agissant sur le point matériel M, ét dont la direction soit perpendiculaire au plan des forces X et Y. Pour avoir la résultante des trois forces X, Y, Z, on composera d’abord en une seule deux quelconques d’entre elles ; on composera ensuite leur résultante avec la troisième , et il est évident que la force qui en résultera sera la même dans quelque ordre que cette composition se soit opérée. Soit donc, Comme précédemment, R la résultante des forces X et Y, x l’angle que forme cette forée avec la direction de X. Soit S la résultante des forces R et Z , et j l’angle que forme sa direction avec la force R ; on aura
X 5= It . <pæ , R = S.(PJ.
Mais si , après avoir composé en une seule les forces Y et Z, on regarde S çpnnne provenant de la composition de leur résultante et de la force X , et qu’on désigne par z l’angle que forment entre elles les forces X et S, on aura
X = S.pz.
Cette équation, comparée à celles qui précèdent* donne
<pz = çx.fy (a)
Pour déduire de cette équation la valeur de <px , je . remarque que les angles x et y devant être absolument indépendans l’un de l’autre, on peut faire varier ces deux angles séparément ; si l’on différencie donc par rapport à x l’équation précédente , qu’on la dif-
férencie ensuite par rapport à y, et qu’on divise les deux résultats l’un par l’autre ; en faisant pour abréger.
-dT = *x>
dz
dx
dz
dy
V'x.qy
équation de laquelle la fonction inconnue <pz a déjà disparu.
Considérons maintenant le triangle sphérique rectangle intercepté entre les directions des trois forces X, R, S; on aura entre les trois côtés x, y, z de ce triangle, la relation
cos z sss cos x . cos j ;
d’où, en différenciant, on tire
dz sinarcos^y dz cosar sin y
~dx sim ’ dy sin *
En substituant pour ^ et ^ leurs valeurs dans l’équation (b), on en déduit
cos x . ç x cos y .tp'y
sim.Çx sin y, <py V
Puisque les deux angles x et y sont indépendans l’un de l’autre, il est clair que l’un quelconque des deux membres de cette équation peut demeurer cons-
tant, quelque valeur que l’on donne à la variable contenue dans l’autre membre ; on aura donc généralement
cosx.ç'x
sm x.(px
c étant une constante indépendante de l’angle x. Cette équation, après y avoir substitué pour <f>'x sa
valeur donne en l’intégrant
<px = C cos-e • x ,
C étant une constante arbitraire. Cette valeur, substituée dans l’équation X = R.<p.r, donne
X = R.C.cos- c. x.
Il ne s’agit plus que de déterminer les deux coastantes C et c. Or, si l’on suppose Y nul, on a évidemment R==X et x=o; donc cosa:=i et C = i. Si l’on suppose Y=X, on a R = \/X*-f-Y* = X . v/a et x — 5o°; on aura donc X = X.v/2.cos~ 5o°j
mais cos 5o° = ; donc c— — 1 , et par conséquent
X = R . cos x.
Cette équation détermine l’angle x ; elle fait voir que la résultante des deux forces X et Y est dirigée suivant la diagonale du rectangle dont les côtés représentent ces forces.
Concluons donc, enfin, que la résultante de deux forces rectangulaires appliquées à un même point matériel M, et dont les intensités sont représentées
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par des lignes prises sur leurs directions, est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du rectangle construit sur ces droites.
Il suit de là, qu’à une force donnée on peut toujours substituer deux autres forces qui forment les côtés d’un rectangle dont elle est la diagonale. Soit R la force donnée , X et Y ses deux composantes , et a l’angle que forme la force R avec la force X ; les trois forces R, X, Y et l’angle a seront liés par les équations de condition
X = R cos a , Y = R sina, R=v/X‘“+Tr.
Ces équations, qui n’équivalent réellement qu’à deux équations distinctes, serviront à déterminer deux des quatre quantités X, Y, R et a, lorsque les deux autres seront données.
En étendant à trois dimensions le théorème précédent, il est aisé d’en conclure que la résultante de trois forces rectangulaires appliquées à un même point matériel est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélépipède dont les arêtes représentent ces forces. Soient donc X, Y, Z ces trois composantes, R leur résultante, et a, b, c les trois angles que fait sa direction avec celle des forces X, Y et Z. On aura
X — R.cosa, Y = R.cosi, Z = R.cosc, équations qui s’accordent entre elles, puisque les
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trois angles a, b, c sont liés par la condition
cos’a -f- cos %b -f- cos‘c = i .
Les équations précédentes serviront à déterminer trois des six quantités X, Y, Z, R , a et b, lorsque les trois autres seront connues. Elles détermineront la valeur et la direction de la résultante , lorsque les trois composantes X , Y et Z seront données , et réciproquement on pourra, par leur moyen, décomposer une force donnée R en trois autres perpendiculaires entre elles, et formant avec sa direction ^es angles donnés.
a. De là résulte une manière très simple de déterminer la grandeur et la direction de la résultante d’un nombre quelconque de forces appliquées à un même point matériel M. En effet, soient P, P', P", etc., les intensités de ces forces ; a, a', a % etc. ; b, b', b", etc. ; c, c', c ", etc., les angles qui font respectivement leurs directions avec les trois axes coordonnés ; on décomposera chacune des forces données en trois autres parallèles à ces axes; désignant ensuite par X, Y et Z la somme de toutes les composantes, respectivement parallèles aux axes des x, des y et des z, en sorte qu’on ait •
X=2.Pcosa, Y = 2.Pcos£, Z = 2. P cos c.
Toutes les forces qui agissaient sur le point M se trouveront ramenées à trois forces rectangulaires X, Y, Z, et si l’on désigne par R la résultante de ces.
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trois forces, et par A, B, C les angles que fait sa direction avec les trois axes coordonnés, on aura, pour déterminer ces quatre inconnues, les équations
X = R . cos A , Y == R . cos B , - Z = R . cos C.
Si l’on place l’origine des coordonnées au po;nt M ; qu’on désigne par x, y, z, les coordonnées de l’extrémité de la force P ; par x', jr', , les coordonnées de la force P', et ainsi de suite, on aura
* x — P. cos a, jr = P.cosA, z = P.cosc, x' — P7 . cos a', etc. ,
et par conséquent
X = x -f- x' -f- etc. , Y =zjr -f- y -f- etc. ,
Z = z —f* z ' —f" etc. ;
dans ce cas, X, Y, Z représentent les coordonnées de l’extrémité de la résultante, dont le carré sera la somme des carrés de ces coordonnées; on aura donc ainsi immédiatement la grandeur et la direction de la résultante»
Si le point M est en équilibre, en vertu des forces qui le sollicitent, leur résultante doit être égale à zéro ; mais la fonction \/X* -f- Y* -f- Z*, valeur de cette résultante, ne peut être nulle, à moins qu’on n’ait séparément
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ou bien
Pcosa = o, 2.Pcos£ = o, 2.Pcose = o
C’est-à-dire que, dans le cas de l’équilibre d’un point matériel M sollicité par un nombre quelconque de forces, la somme des composantes de ces forces parallèles à trois axes coordonnés rectangulaires, doit être séparément égale à zéro.
3. Ce théorème offre un moyen curieux de construire géométriquement la résultante d’un nombre quelconque de forces appliquées à un même point, ou de vérifier l’équilibre qu’on supposerait exister entre ces forces. En effet, soient P, P', P". . .PW les forces données , que nous supposei;ons en nombre n-f-i, et représentées par des lignes prises sur leurs directions. Soient a, b, c, a', b', etc., les angles quelles forment respectivement avec les trois axes coordonnés. Si l’on ajoute toutes ces droites à l’extrémité l’une de l’autre , dans un ordre quelconque, mais dans des directions parallèles à celles qu’elles ont autour de leur point commun d’application, on formera un polygone d'un nombre n+i de côtés, ces côtés pouvant être situés on non situés dans le même plan. Plaçons l’origine des coordonnées à l’origine de l’une quelconque des forces P, P', etc. , à l’origine de la force P, par exemple, et désignons
par -xw, yw, zw ; x(l\ y(i}, zw xw, yw, zw,
les coordonnées des différens sommets de et? polygone ; il est aisé* de vérifier qu’on aura généralement,
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xc"3 = P cos a -f- P'cosa'. . . . -f- Pc",cosa("5, vw = PcosÆ -f- P' cos b' . .. . -f- PwcOsiw,
ZW = P cos c -f- P7 cos c' ....-+- P^"3 cos c c"3 .
Si les forces P, P'. . . ï**3 sont en équilibre , on a n* 2 , xw — o, y0*3 = o, zw = o;
et par conséquent le polygone est fermé. Si l’équilibre n’a pas lieu, les coordonnées x(*3, y(‘\ zc"3, étant égales respectivement aux trois coordonnées
de la réspltante des forces P, P' P*"3, n° 2, cette
résultante se confond avec la ligne menée de l’origine pour fermer le polygone ; elle est donc représentée en grandeur et en direction par cette ligne. Quant à sou sens d’action, il n’est pas équivoque, puisqu’elle doit toujours tendre à augmenter les coordonnées xc*3, v("\ zw ; d’où l’on peut conclure encore que cette résultante est égale et directement opposée à la force qu’il faudrait ajouter aux forces P, P'. . .P1*3 pour établir l’équilibre dans ce système, ce qui d’ailleurs est manifeste.
Il suit aussi de là, comme corollaire, que si le système de forces que l’on considère se réduit à deux forces P, P', formant entre elles un angle quelconque, la résultante est la diagonale du parallélogramme construit sur les deux forces, et que, si ce système se compose de trois forces P, P', P" non situées dans le même plau, leur résultante est représentée parla diagonale du parallélépipède construit sur ces trois forces.
* 4- Supposons maintenant que le point M snr lequel
agissent les forces P, P', etc. , ne soit pas libre et qu’il soit assujetti à rester sur une surface donnée; il en éprouvera une résistance que nous désignerons par N, et qui s’exercera suivant la perpendiculaire à cette surface. S’il en était autrement, cette résistance pourrait se décomposer en deux autres forces, l’uue dirigée suivant la normale à la surface, et qui empêcherait le point de la pénétrer, l’autre parallèle à cette surface, et qui s’opposerait à ce que le point pût s’y mouvoir librement; ce qui est contre la supposition. Si 1 on considère la résistance N comme une force nouvelle dont le point M est animé, il est clair qu’on pourra le regarder ensuite comme parfaitement libre , et faire abstraction de la surface donnée. Soient donc a, £, y , les angles que forme la direction de la normale au point M avec les axes coordonnés ; soient X, Y, Z la somme des composantes, respectivement parallèles à ces axes, des forces qui sollicitent le point M; on aura, pour les conditions d’équilibre,
NC08#+X,3=0, KCO&^YSO, )
Mcos> 4- Z = o. J im)
De ces équations on tire d’abord
c’est la mesure de la résistance dont la surface doit être capable pour nëtre pas pénétrée par le point M; elle est égale à la résultante des forces qui agissent sur ce point, ou à 1% pression qu’il exerce contre la surface, suivant la direction de sa normale.
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Soit L = o l’équation de la surface donnée ; x, y, z les coordonnées du point M situé sur cette surface; on aura , par les formules connues ,
cos*= K (£) » , cos e = K © > cos > = K © ; en faisant, pour abréger,
Si l’on substitue à la place de cos a, cohC , cos y , leurs valeurs dans les équations (ni), et qu’on élimine entre elles l’arbitraire N, les conditions d’équilibre du point M se réduiront aux deux équations suivantes :
Pour voir ce qu’expriment ces équations, désignons par Jt la résultante des trois forces X, Y, Z, les cosinus des angles que forme R avec les axes coor-
donnés seront exprimés par — , g-, g-; en nommant
donc A, B, C ces trois angles, les équations précédentes donneront
cosA.cos£ =; cosB.cosa, cos A. cos y = cos C. cos a.
D’ailleurs ,
cos* A -f- cos* B -f- cos'C = i, cos* a. -f- cos* € -f> cos* y — i.
On aura donc . ,
cosA = cos«, cosB = cos£, cpsC = cosj..
C’est-à-dire que, pour assurer 1 équilibré du point M, il ne sera plus ne'cessaire, comme dans le cas general, que la résultante des forces qui le sollicitent soit nulle ;
• il suffira que la direction de cette résultante soit normale à la surface donnée , afin que le point M ne puisse glisser en aucun sens sur cette surface.
Si la position du point M n’était pas fixée sur la surface, et qu’il s’agit au contraire de déterminer ce point de manière à ce qu’il se maintint en équilibre sous l’action des forces X, Y, Z, les deux équations (n) jointes à l’équation L = o serviraient à faire connaître les coordonnées du point cherché.
Supposons actuellement le point M assujetti à rester sur deux surfaces données ou sur la courbe de leur intersection. II éprouvera de la part de chacune de ces surfaces une résistance dont l’action s’exercera suivant les directions de leurs normales ; en comprenant ces nouvelles forces, dont la grandeur est arbitraire, parmi celles qui sollicitent le point M, on pourra faire abstraction de la courbe donnée, et regarder ce point comme entièrement libre. Désignons donc par N et N' les résistances que le point M éprouve, par a, Ç, y, et a', C, y', les angles que Tome I. a
forment les normales aux deux surfaces avec les axes coordonnés, et par X, Y, Z, les sommes des composantes, respectivement parallèles à ces axes, des forces qui sollicitent le point. Les conditions générales d’équilibre deviendront
N co$,« H- N' cos cl' + X = o ,
N cos C N' cos C + Y = o , > (p)
N cos y -4* N'cosj/ + Z = o. )
Ces équations, en désignant par cd l’angle que forment entre elles les deux forces N et N', et observant que
cos a cos cl' + cos 6 cos C + cos y cos y' = cos a> donnent '• '
N* + N'* + aNN'. cos a — X* + Y* + Z*.
Le premier membre de cette équation représente le carré de la diagonale du parallélogramme’ construit
sur les deux forces N et N', c’est-à-dire le carré de
leur résultante, laquelle est nécessairement comprise dans le plan normal à la courbe donnée. La fonction \/X* ■+* Y* -f- Z* exprime donc la résistance dont cette courbe doit être capable pour q’ètre pas pénétrée par le point M, ou, ce qui revient au même, elle exprime la pression normale que ce point exerce sur la courbe donnée.
Soient L = o et L' = o, les équations des deux surfaces dont l’intersection forme la courbe que le
point M ne peut quitter, et désignons par x, y, z, les coordonnées de ce point, nous aurons
jr cUj jo or dLi - , (/L
cos et = K. . -r- . cosG = ft.-r-, co s -y = K.— •
« d* ’ dy* ' dz ’
cos &•=■ K'.^ > cosf'=K'.~ , cosy=K'.^; en supposant, pour abréger.
Substituant ces valeurs dans les équations ( p ), et éliminant ensuite N et N', les conditions d’équilibre du point M se réduiront à cette équation unique,
\dx -f- Xdy -f- Z dz = o. (y)
Si l’on désigne par ds l’élément de la courbe sur
laquelle le point M est assujetti , ~ ^ seront
respectivement les cosinus des angles que forme cet élément avec les axes des x , des^- et des z; les cosinus des angles formés par la résultante R et par les
mêmes axes, sont ^ , g-, g. L’équation précédente
exprime donc que cette résultante et l’élément de courbe forment un angle droit entre eux. D’où il résulte que la somme des composantes, tangentes à ce même élément, est égale à zéro, condition néces-
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saire, en effet, pour que le point M ne puisse glisser sur cette courbe.
Si la position du point M n’était pas fixée, et qu’il s’agit de la déterminer de manière que les forces X, , Y, Z , fussent en équilibre , l’équation de condition (ÿ) jointe aux équations de la courbe donnée, suffirait pour déterminer les coordonnées de ce point.
Quelles que soient d’ailleurs les données et les inconnues du problème, la fonction .
sera toujours la mesure de la pression normale que le point M exerce sur la courbe qu’il parcourt.
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De l’Équilibre et un système de points matériels liés entre eux d’une manière quelconque.
5. Considérons d’abord un système de forme invariable, et commençons par le cas le plus simple, celui où le système se compose de deux points seulement, et où les forces qui lui sont appliquées se réduisent à deux , agissait dans le même plan.
Si l’on prolonge les directions de ces forces, que nous désignerons par P et P', jusqu’à ce qu’elles se rencontrent en un point 0, on ne changera rien à l’état du système, en supposant les forces P et Pf appliquées immédiatement à ce point. En désignant donc par R leur résultante, et par a, a', A, les angles que forment respectivement avec l’axe des x, les forces P, F, R, on aura
R. cos A = P. cos a -J- F. cos a',
R.sin A = P.sina -j- P', sin
Ces deux équations donneront la valeur et la direction de la résultante R. La position de cette force serait donc parfaitement déterminée, si l’on connaissait un seul point de sa direction; or, nous savons qu’elle doit passer par le point de concours des deux forces P et F. Pour exprimer analytiquement cette condition , menons de l’origine des coordonnées au
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point O, une ligne L, et soit a l’angle que forme cette droite avec l’axe des x. Abaissons de cette même origine une perpendiculaire sur chacune des forces P, P', R ; si l’on désigne par p, p' et r, les longueurs de ces droites, il est aisé de voir qu’on aura
p — L . sin (a — a), p' = L . sin (a — d) , 1 , . '
r = L.sin(« — A). I
Si, au moyen des deux premières équations ,, on élimine de la troisième les deux quantités L et a, on aura la valeur de r exprimée en fonction de quantités connues , et la résultante R sera entièrement déterminée de grandeur et de position. Mais à l’équation qui résulterait de cette élimination, on peut en substituer une qui a l’avantage d’être plus simple, et dont la conséquence est la même; en effet, remarquons que si l’on retranche l’une de l’autre les équations (i), après avoir multiplié la première par sina, la seconde par cos a , on a
R. sin (a — A) == P.sin(a — ai) -f- P', sin (a — a).
Substituons, dans cette équation, pour sin(« — A), sin (a — a ), sin(x — a'), leurs valeurs tirées des équations (o) , et multiplions tous les termes par L , nous aurons
Rr = Pp + py. (a)
Cette équation donnera la valeur de r, et fera connaître par conséquent à quelle distance la résultante passe de l’origine des coordonnées.
S’il y avait équilibré dans le système, la résultante R serait nulle; les équations (i) montrent qu’il faut, dans ce cas, que les forces P et P' soient égales et agissent dans des directions parallèles, niais en sens inverse ; l’équation (2) montre quelles doivent être, de plus, directement opposées, ce qui d’ailleurs est évident.
La fonction Rr que nous avons introduite dans l’équation (2), et généralement le produitd’uue force par la perpendiculaire abaissée de l’origine descoordonnées sur sa direction, est ce qu’on appelle le moment de la force par rapport à cette origine. Ce produit peut s’exprimer d’une autre manière, qui a l’avantage de rendre manifeste le signe des perpendiculaires p, p' , r. En effet, si l’on désigne par x, y et x\ y ', les coordonnées des points d’application des forces P, et P', et par x, v les coordonnées d’un point quelconque de leur résultante , il est aisé de voir qu’on aura
p —y cos a — xsina, p' — x' cos a! — y' sina',
et- r=xcosA — vsinA,
l’équation (2) deviendra ainsi
R(x cos A — y sin A) = P (a: cos a — y sina)
» -J- P' (a/ cos a' — ^sina'). (3)
Considérons maintenant un système composé d’un nombre quelconque de points matériels liés entre eux d’une manière invariable, et sollicités par des forces que nous supposerons toujours agir dans le même plan. Soient P, F, F'... P0,5, les intensités de ces
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forces; a, a', a"...aw, les angles qu’elles forment avec l’axe des x ; p, p', p" . . les perpendiculaires abaissées de l’origine sur leurs directions. Composons d'abord en une seule deux de ces forces, P et P' prises à volonté; soit IV leur résultante. A' l’angle quelle forme avec l’axe des x, et r* la perpendiculaire abaissée de l’origine sur sa direction ; composons ensuite cette résultante avec la force suivante P''; soit R" leur résultante, A" l’angle quelle forme avec l’axe des x, et r" la perpendiculaire abaissée de l’origine sur sa direction ; composons cette nouvelle résultante avec la force Pw, et ainsi de suite : de cette manière, nous réduirons finalement le système à deux forces, R“~ 1 et P4*5, dont nous déterminerons la résultante en grandeur et en direction, d’après ce que nous avons dit précédemment. Désignons par R cette résultante, par A l’angle qu’elle forme avec l’axe des x, et par r la perpendiculaire abaissée de l’origine sur sa direction , et- déterminons par le même n* la valeur des quantités R' cos A', R'sinA', RV, R" cos A", etc., nous aurons, par de simples substitutions,
R. cos A = 2. P cos a, R.sin A = 2.P sina ,) ...
Rr = 2 . P/> , J
le signe 2 désignant généralement la somme des quantités qu’on obtient en marquant successivement d’un accent les lettres P, a, p.
Les deux premières équations déterminent l’intensité et la direction de la résultante; la troisième, la distance à laquelle elle passe de l’origine. Cette der-
DU SYSTÈME DU MONDE. a5
nière équation montre que le moment de la résultante d’un nombre quelconque de forces est égal à la somme des momens des composantes. Si l’on désigne par x, y les coordonnées d’un point quelconque de la direction de R, et par x, y, x', y', etc. , les coordonnées des points d'application des forces P, P', etc..; cette équation pourra s’écrire ainsi :
R . (x cos A — y sin A) = 2 .P(x cos a — y sina). (5)
Si le système que l’on considère est en équilibre, en vertu des forces qui le sollicitent, la résultante de ces forces sera nulle; on aura donc, dans ce cas,
Pcosa = o, 2.Psinn = o, 2.Pp = o
Équations d’où il est facile de conclure que toutes les forces du système peuvent se réduire à deux forces égales et directement opposées.
Ainsi donc, pour qu’un nombre quelconque de forces agissant dans le même plan puissent se faire équilibre, il faut : i°. que la somme des composantes de ces forces, par rapport à deux axes rectangulaires menés arbitrairement dans le plan, soit respectivement égale à zéro ; a*, que la somme des momens de ces forces, par rapport à un point quelconque du plan, soit nulle.
Si le plan dans lequel agissent les forces P, P', etc. , contenait un point fixe, il ne serait plus nécessaire que leur résultante fût nulle; il suffirait que la direction de cette force passât par le point fixe pour assurer l’équilibre du système. Si l’on place donc en ce point l’origiqe des coordonnées , les conditions d’équilibre
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se réduiront à l’équation unique 2.P/?=o, et la valeur V/(2.Pcosa)* + (2.Psinaj* de la résultante, dont le point fixe annule l’effet, exprimera l'effort que supporte ce point. Il est à remarquer que cet effort est le même que celui que le point fixe aurait à supporter si toutes les forces du système lui étaient immédiatement appliquées.
On déduit de ce que nous venons de dire , d’une manière très simple, et comme un cas particulier, toute la théorie du levier.
6. Il peut arriver que les directions des forces P, P’, P", etc., soient toutes parallèles entre elles; il convient d’examiner ce que deviennent alors les équations (4). On aura, dans ce cas,
a = a.' — etc. , et les équations (4) donneront
R.cosA=cos«.2.P, R.sinA=sina.2.P, Rr=2.Pp; d’où l’on tire
cosA = cosa, sinA = sina et R = 2. P,
c’est-à-dire que la résultante est parallèle aux composantes , et quelle est égale à leur somme. La troisième équation devient ainsi
ce qui détermine la distance de la résultante à l’origine, et achève de fixer sa position.
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Si l’on suppose R = o dans les équations précédentes, elles deviennent,
P s= o, I.Yp = o
D’où il suit que pour l'équilibre d’un système de forces agissant dans le même plan et dans des directions parallèles, il faut i*. que la somme de ces forces soit égale à zéro ; 2*. que la somme de leurs momens, par rapport à un point quelconque du plan, soit nulle.
7. Considérons enfin un système de points de forme invariable , sollicités par des forces dirigées d’une manière quelconque dans l’espace, et déterminons les conditions à remplir pour qu’un pareil système soit en équilibre. Soient P, P', P", etc. , les intensités des forces appliquées au système; x, y, z, x?, y', a', etc. , les coordonnées respectives de leurs points d’application ; a, b, c, les angles que forme la direction de la force P avec les axes des x , des j- et des z; d , b', c, les angles que forme avec les mêmes axes , la direction de P', et ainsi de suite. Je décompose chacune des forces P, P', P", etc. , en trois autres , P cos a, P cos b, Pcosc, P'cosa', P'cos b', etc., respectivement parallèles aux axes des coordonnées. Je prolonge la direction de la force P cos a jusqu’à ce quelle rencontre le plan des y z en un point dont_y et z sont les coordonnées ; je décompose ensuite cette force en deux autres égales entre elles et parallèles à sa direction, agissant l’une dans le plan des xy, l’autre dans le plan des xz. Chacune de ces composantes sera , n° 6 , égale à J P cos a ; la première
agira perpendiculairement à l’axe des y, à une distance 2/ de l’axe des x, la seconde perpendiculairement à l’axe des z, à une distance 2Z du même axe.
J’opère une décomposition semblable sur les forces P' cos a', P" cos a", etc., en sorte que le groupe de forces Pcosa, P' cos a', etc., parallèles à l’axe des x, se trouve ainsi remplacé par deux groupes de forces, {P cos a, {P'cosa', etc., agissant parallèlement au même axe, l’un dans le plan des xy , l’autre dans le plan des xz, aux distances respectives a y, ay', etc., az , az', etc. , de l’axe des x.
Je remplace de même le groupe des composantes P cos b, P' cos b', etc., parallèles à l’axe des/, par deux groupes de forces j P cos b, \ P cos b', etc. , agissant parallèlement au même axe, l’un dans le plan des xy, l’autre dans le plan des yz, à des distances respectives, 2X, axf, etc., 2 z, 2z', etc. , de l’axe des/, et le groupe des composantes P cos c , P' cos c , etc. , parallèles à l’axe des z , par deux groupes de forces a P cos c, A P' cos c', etc. , agissant parallèlement au même axe, l’un dans le plan des xz, l’autre dans celui des/z, aux distances respectives ax, 2x', etc., 2/, a/', etc. , de l’axe des z.
Ainsi donc , toutes les forces qui agissaient dans des directions quelconques sur le système que nous considérons, se trouvent remplacées par des forces, agissant dans les trois plans coordonnés , et partagées sur chacun d’eux en deux groupes de forces respectivement parallèles aux axes que renferment ces plans.
Il est clair, d’après cela, que si l’équilibre a lieu sur chacun des plans coordonnés , il aura lieu dans le
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système entier. Or les conditions dequilibre sur chacun des plans des xy, des xz, et des y z , seront exprimées n° 5 par les équations respectives
£2. P cos a = o, ^2. P cos# =s o,
^2. [P (2 y cosa — 2X cos #) ] = o,
1 2. P cosa = o, ; 2 . P cos c = o, j 2 . [P ( 2X cos c — 22 cos a ) ] = o,
£2. P cos# = o, j2.P cosc = o,
{ 2. [P ( 2Z cos # 2 Y cos c ) ] = o.
Ces neuf équations n’en forment véritablement que six différentes entre elles ; l’équilibre du système sera donc assuré, lorsque les forces P, P', etc., satisferont aux équations suivantes :
P ( z cos# — y cos c)] = o
C’est-à-dire qu’un système de forme invariable, sollicité par des forces dirigées d’une manière quelconque dans l’espace , est en équilibre toutes les fois que la somme des composantes de ces forces respectivement parallèles à chacun des axes coordonnés est nulle , et que la somme de leurs momens sur chacun des plans perpendiculaires aux mêmes axes est respectivement égale à zéro.
Ces conditions suffisent pour assurer l’équilibre du
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système, et il est aisé de démontrer que cet équilibre ne saurait avoir lieu sans elles. En effet, il existerait nécessairement sur celui des plans coordonnés pour lequel les équations d’équilibre (7) ne seraient pas satisfaites , une force libre. Si les trois plans coordonnés se trouvent dans ce cas, le système sera -nécessairement mis en mouvement, parce que trois forces situées dans des plans différens ne peuvent jamais se faire équilibre. Si les équations d’équilibre sont satisfaites sur l’un des plans coordonnés , sans l’être sur les deux autres, les résultantes des forces agissant sur ces plans ne sauraient se faire équilibre, â moins d'être situées toutes deux sur leur intersection commune, égales et de direction contraire; ce qui est impossible d’après la transformation précédente. Enfin , si les , conditions d’équilibre étaient satisfaites sur deux des plans sans l’être sur le troisième , les forces situées dans ce plan mettraient nécessairement le système en mouvement.
Si le système n’est pas en équilibre, et si les forces P, P', etc., qui le sollicitent ont une résultante R, il est clair que l’on rétablira l’équilibre dans le système en ajoutant aux forces P, P', etc. , une force égale et directement opposée à la force R. Soient donc A, R, C, les angles que forme avec les axes coordonnés la direction de R; soient x, y, z, les coordonnées d’un point quelconque pris sur cette droite; désignons de plus, pour abréger, par X, Y, Z, la somrrie dés composantes des forces P, P', etc. , respectivement parallèles aux axes coordonnés, et par L, M, N, la
somme de leurs moraens relatifs aux mêmes axes. Les
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six équations de'condition (7) devront être satisfaites en y introduisant la force R en sens inverse de sa direction ; on aura donc
X — R. cos A = 0, Y — R.cosB = o, 1
Z — R.cosC = o; I
L — ( \i - Zy) = o, M — (Zx — Xz) =! o, ( ^ N — (Xy — Yx) = o. '
Les trois dernières équations qui appartiennent aux momens , expriment aussi une relation qui doit exister entre les coordonnées d’un point quelconque de la résultante R; elles peuvent être regardées par conséquent comme les équations des projections de cette force sur les trois plans coordonnes, t# 1 on élimine entre ces équations les variables x, y, z, on aura
LX -f- MY + TNZ = o
C’est l’équation de condition nécessaire pour que les trois dernières équations (8) puissent appartenir à une même droite , et par conséquent pour que les forces P, P'» etc. , aient uue résultante unique. Lorsqu’on sera assuré que cette équation est satisfaite, les trois premières équations (8) serv iront à déterminer immédiatement la grandeur et le sens d’action de cette force.
Si les forces P, P', etc. , n’ont pas une résultante unique, on pourra toujours les réduire à deux forces, mais ces forces seront indéterminées de grandeur et de direction. Soient en effet R', R", R"', les trois résultantes partielles que l’on obtient par la composition
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de toutes les forces qui agissent sur chaque plan coordonné, par les directions des forces R", et R"', menons deux plans parallèles à la direction de la troisième force R'; menons ensuite par cette dernière un nouveau plan qui coupe à la fois les directions des forces R" et R"' : la force R' pourra se décomposer en deux autres agissant dans les plans parallèles à sa direction que nous avons rtiênés suivant les forces R" et R'". Les trois forces R', R", R'", se trouveront ainsi réduites à deux couples de forces agissant dans le même plan , lesquels pourront par conséquent se réduire à deux forces agissant dan* des plans différens.
Si le système que nous considérons n’était pas libre, s’il était, par exemple , retenu par un point fixe autour duquel il serait obligé de pivoter, les six équations (8) ne seraient plus nécessaires pour assurer l’équilibre de ce systètne. U suffirait, dans ce cas, que la résultante des forces P, P', etc., passât par le point fixe. Si l’on prend ce point pour l’origine des coordonnées, la projection de R sur les trois plans coordonnés passant par l’origine, on aura
Cç sont les seules conditions nécessaires pour assurer dans ce cas l’équilibre du système , et la valeur v'x* + Y* -F Z* de la résultante sera la mesure de la pression que supporte le point fixe.
Si le système était retenu par deux points ou par un axe fixe, toutes les forces perpendiculaires et parallèles à cet axe seraient détruites par sa résistance. En prenant donc cet axe pour l’un des axes coor-
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donnés, pour l’axe des z, par exemple, tout l’effet des forces qui agissent dans les plans des yz et des xz sera annulé; il suffira donc, pour assurer l’équilibre du système, que la résultante des forces qui agissent dans le plan des xy soit dirigée sur l’axe des z, ou passe par l’origine des coordonnées , ce qui réduit les conditions d’équilibre à l’équation unique
C’est-à-dire qu’il faut simplement, dans ce cas, que la somme des momens relatifs à l’axe fixe soit nulle.
8. Supposons maintenant que toutes les forces qui agissent sur le système soient parallèles entre elles; si l’on fait dans les équations (8), a = a' = a"=. etc., b = b' = U' = etc. , c = c' = c''= etc. , on aura, pour déterminer la valeur et la direction de la résultante, les équations suivantes,
cos b. [z. 2. P — 2.Pz] = cosc.[y.2.P — 2.Py], cos c. [x.2.P — 2 ,Px] = cos a.[z.2.P — 2.Pz], cos a. [y. 2. P — 2.Py] = cos A. [x. 2. P — 2.Px].
D’où il suit : i°. que la résultante est parallèle aux composantes , et égale à leur somme ; a*, que les momens de la résultante, par rapport à chaque axe coordonné, sont égaux à la somme des momens des composantes, relatifs à cet axe.
On satisfait aux trois dernières équations précédentes, indépendamment de toute valeur donnée aux Tome I. « • - 5
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angles a, b, c, en faisant
. ïPî Z.Py Z.Pa
Ge «ont lés coordonnées d'un point situé sur la résultante , et ce point est remarquable en ce qu’il est indépendant de la direction des forces P, P', etc., et que par conséquent il ne varie pas , quelles que soient les positions de ces forces dans l’espace, pourvu qu elles resleut parallèles entre elles , et que leurs points d’application soient les mêmes. Ce point s’appelle centre des Jorces parallèles ; c’est la commune intersection de toutes les lignes suivant lesquelles la résultante peut être dirigée lorsque les intensités de ces forces et leurs points d’application ne changent pas.
Si le système contenait un point fixe, il suffirait que la direction de la résultante passât par ce point pour assurer l’équilibre. Le point que nous venons de nommer centre des forces parallèles jouit donc encore de cette propriété remarquable , qu’étant soutenu, le système reste en équilibre, quelque situation qu’on lui donne autour de ce point, et quelle que soit d’ailleurs la direction des forces qui le sollicitent.
Supposons que le système ne soit soumis qu’à l’action de la pesanteur ; cette action étant la même pour tous les corps , et les directions de la pesanteur pouvant être supposées les mêmes dans toute létendue du système , les forces dont les différens points qui le composent sont animés pourront être regardées comme parallèles , et comme proportionnelles aux;
masses m, ni, ni', etc., de ces points. On auî-a donc, par ce qui précède, R = 2.m, c’est-à-dire que la résultante est égale au poids du système. On aura ensuite, pour déterminer le point que nous avons nomme généralement centre des forces parallèles, et qui, dans ce cas, prend le nom de centre de gravité, leç équations
X.mx X . my X . mz
La propriété caractéristique du centre de gravité consiste en ce que, s’il est supposé fixe, le système animé par la pesanteur reste en équilibre, quelque situation qu'on lui donne autour de ce point, parce que , dans toutes ces positions, la résultante des forces qui agissent sur le système vient passer par le point fixe. Si l’on place l’origine des coordonnées en ce point, on aura
mx = o , 2 . my = o , S . ms = o
La position du centre de gravité est donc déterminée par la condition que, si l'on fait passer par ce point un plan quelconque, la somme des produits de chacun des points du système, par sa distance à ce point, est nulle ; car cette distance est une fonction linéaire des coordonnées x,y, z de ce point; en la multipliant donc par la masse du point, la somme de ces produits sera nulle en vertu des équations précédentes.
Cette propriété sert à fixer d’une manière très simple la position du centre de gravité. En effet, soient x, y, z, ses trois coordonnées, rapportées à
des axes’et à une origine quelconque ; soient x, j, a les coordonnées de m par rapport aux mêmes axes, x',ÿ, z' celles de m, et ainsi de suite; x — — y et a — z, seront les coordonnées de m par rapport au centre de gravité, x' — x , y' — y, z' — z celles de m', et ainsi de suite ; on aura donc
On a d’ailleurs
X . mx X . m y 2 . mt
Ces coordonnées x, y, z ne déterminant qu’un seul point, on voit qu’il n’y a aussi qu’un seul point qui jouisse de la propriété d’être le centre de gravité du système.
Les valeurs précédentes donnent
v* _j_ Y* _j_ z. — mx)‘ + (x ■ my)% + & • ro*)‘ . x -f- Y -t- z _ (2.»)* »
équation que l’on peut écrire ainsi :
m ■ «*) 2 . mm', [(g — »)*-4- (/ — r)*-f (* — Q*~l
l’intégrale finie
2. m/n'. [(x — x)‘ -+- (y — y)* -J- (z — z)*] désignant la somme de tous les produits semblables à
celui renfermé sous la caractéristique 2, que l’on peut former en considérant deux à deux "tous les points du système.
On aura donc ainsi la distance du centre de gravité à un point donné, au moyen des distances des différons points du système à ce point, et de leurs distances mutuelles. En calculant de cette manière la distance du centre de gravité à trois points fixes quelconques , on aura sa position dans l’espace , ce qui fournit un nouveau moyen de la déterminer.
g. Il est aisé d’étendre à un corps solide de figure quelconque les résultats précédens, et de déterminer ainsi les conditions de son équilibre. Il suffit, pour cela , de le considérer comme un assemblage de points pesa ns liés entre 'eux d’une manière invariable. Soit donc dm un des élémens de la masse M du corps, x, y, z, les coordonnées de cet élément, X, Y, Z, les trois forces qui agissent sur l’unité de masse, parallèlement aux axes des x , des^ et des z; les trois forces qui sollicitent l’élément dm dans la direction des mêmes axes, devant être proportionnelles à sa masse , seront X dm , Y . dm , Z. dm , et les, équations (7} du n° 7 deviendront
S.X.û£wj = o, S. Y. dm t=z o, S.Z. dm o;
S. ÇLy — Yx) . dm = o , S.(Z.r — Xz).dm = o, *
S.(Yz — Zy).dm — o ;
le signe intégral S se rapportant à la molécule dm, et devant s’étendre à la masse entière du corp6.
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Si le corps était assujetti à tourner autour de l’origine des coordonnées, les trois dernières équations suffiraient pour assurer l’équilibre.
S’il n’était soumis qu’à l’action de la pesanteur, on aurait, pour déterminer son centre de gravité, en nommant M la masse entière du corps, et en remarquant que S . dm = M , les équations
S .x.dm S. y. dm S.t.dm
Enfin , si le système que l’on considère est composé d’un nombre quelconque de corps solides m, m', etc., sollicités par des forces quelconques, on cherchera, d’après ce que nous venons de dire, les résultantes partielles des forces qui agissent sur chacun de ces Corps , et l’on n’aura plus à considérer que des forces de grandeur donnée agissant sur des points liœ entre eux d’une manière invariable, dont on déterminera l’équilibre par les considéra ions précédentes.
1 o. Nous n’avons considéré jusqu’ici que des systèmes de forme invariable; mais quel que soit le système qui se présente, il est évident que l’on ne changera rien à son état d’équilibre, en joignant par des -droites inflexibles les différens points dont il se compose, de manière à rendre invariables lenrs distances mutuelles. Les forces qui lui sont appliquées doivent donc , s’il est libre, satisfaire toujours aux six équations générales (7) n* 7, quel que soit d’ailleurs le mode de liaison de ses différentes parties.
Mais ces équations , sans lesquelles l’équilibre ne
saurait avoir lieu, ne suffiront plus dans ce cas pour assurer son existence. Les forces qui animent le système de forme variable devront en outre satisfaire à certaines équations de condition qui dépendront de sa nature. Voici comment on pourra, dans tous les cas, parvenir à les former de la manière la plus facile.
On observera que l’équilibre du système n’est pas troublé lorsqu’on suppose invariable un nombre quelconque de ses parties ; l’équilibre subsistera donc encore eu rendant fixes tous les points qui le composent, moins un. Ou .exprimera ainsi les équations d’équilibre de chacun cfes points du système,, eu ayant égard à leur liaison mutuelle, et les équations de condition qui résulteront de leur combinaison ou de l’élimination des arbitraires qui dépendent dp mode de liaison des parties dp système,. sejjpuf celles que les forces qui le sollicitent idpiyenf ^ejqpjhr pqpr ^assurer son équilibre.. . ,Éuj e
Ces considérations générales ser.virpntà faciliter :1a mise en équation dç tous, les problèmes que peut présenter l’équilibre d’up aoodire queb;quque de forces appliquées à un système ,de forme variable , quelle que soit sa nature. On en déduit dipue panière; [très simple la solution de deux question»,, de «e;gSJHie , dort remarquables, celles de l’équilibre 4u' polygone funiculaire et de la lame élastique. Nous regrettons que les bornes de cet ouvrage ne nqus aient pas permis de les développer ici, . . . ;ql üh.a ai MD .xrioi r.f
CHAPITRE III
Du Mouvement d’un point matériel.
1 1 . Un point matériel ne peut se donner à lui-même aucun mouvement ; il est également incapable d’altérer de quelque manière que ce soit le mouvement qu’il a reçu. Cette tendance de la matière à persévérer dans son état de repos ou de mouvement, se nomme inertie. C’est la première loi du mouvement des corps.
L’inertie doit être regardée comme une loi de la nature , et l’expérience vient sans cesse la confirmer sous nos yeux. En effet, nous voyons sur la terre les mouvemens des corps se prolonger de plus en plus , à mesure qu’on diminue les obstacles qui s’y opposent, ce qui nous porte à croire que sans eux, ces mouvemens dureraient tou jours. La marche des corps célestes, qui depuis un si grand nombre de siècles se conserve sans aucune altération sensible, nous offre de celte loi une preuve plus manifeste encore.
Il suit de là que toutes les fois qu’on observe une altération quelconque dans l’état de repos ou de mouvement d’un corps , c’est à l'intervention d’une puissance étrangère qu’il faut en attribuer la cause.
Si un point matériel, après avoir obéi à l’action de la force qui le sollicite , est ensuite abandonné à luimême, il continuera à se mouvoir d’un mouvement uniforme dans la direction de cette force, s’il n’éprouve
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aucune résistance. Il doit se mouvoir en ligne droite, puisqu’on effet il n’y a aucune raison pour qu’il s’écarte plutôt dans un sens que dans un autre de sa direction primitive. Son mouvement doit être uniforme, puisque, par la loi de l’inertie, il est incapable, sans le secours d’une nouvelle force, d’accélérerou de ralentir le mouvement qu’il a reçu.
Nous entendons par mouvement uniforme, celui où le mobile décrit tics espaces égaux dans les mêmes intervalles de temps. Dans ce mouvement , les espaces parcourus sont donc proportionnels aux temps employés à les parcourir, en sorte que si s représente l’espace, t le temps, on a généralement s = vt. La quantité v est ce qu’on nomme la vitesse dans le mouvement uniforme; c’est le rapport de l’espace au temps employé à le décrire, ou, ce qui revient au même, l’espace parcouru dans l’unité de temps.
Cette simple définition du mouvement uniforme nous montre comment sont introduites dans les recherches relatives au mouvement des corps, trois nouvelles quantités dont nous n’avions pas eu à nous occuper lorsque nous les avons considérés à l’état de repos : l’espace , la vitesse et le temps. Ces quantités sont hétérogènes, .et nous devons répéter à leur égard l’observation que nous avons faite dans le n° i . Pour les comparer entre elles , il faut les supposer respectivement divisées par la quantité de même espèce qu’on a choisie pour unité ou pour terme de comparaison ; en sorte qu’elles ne sont plus alors que des nombres abstraits. Ainsi, par exemple, si l’on prend pour unité de temps la seconde, et le mètre pour unité de mesure, l'espace
et le temps seront deux nombres abstraits qui désigne- 1 ront combien chacun d’eux contient d’unités de son espèce. La vitesse, qui dans le mouvement uniforme & est, comme nous l’avons vu, égale à l’espace divisé a par le temps employé à le parcourir, devient alors ® un nombre abstrait qui marque le rapport de deux * nombres de même nature, et son unité est la vitesse Cl du corps qui parcourt un mètre dans une seconde, d Cette observation est générale, et il ne faut jamais s la perdre de vue, lorsque, par la nature d’une question 1 quelconque de Mécanique, on est conduit à considérer s des quantités de nature différente, telles que l’espace, 1< le temps , la vitesse , les forces , les masses ou les d volumes des corps. En réduisant, comme nous l’avons P dit , toutes ces quantités à des nombres abstraits , leur « comparaison ne donnera plus aucun embarras, et leur a présence dans la même équation n’offrira plus aucune 1 idée choquante.
Le temps que met un corps à décrire un espace P déterminé est plus ou moins long , suivant la grandeur « de la force qui le met en mouvement : la vitesse cons- r tante pour un même mouvement uniforme varie donc & aussi avec la force motrice ; mais , dans l’ignorance où t nous sommes sur la nature de ces forces , il ne nous j est pas possible d’assigner à priori la loi de ces varia- c tions. En effet, dans le mouvement d’un corps, nous ! ne voyons clairement que deux choses, l’espace par- t couru, et le temps employé à le décrire; la cause du 1 mouvement, ou ce que nous avons généralement appelé force, nous est presque toujours inconnue, et nous n’avons d’autre moyen de l’apprécier que par les
r effets qui en résultent. L’hypothèse la plus simple que a l’on puisse faire sur le mode d’action des forces mo- B trices , est de supposer les effets proportionnels aux ^ causes qui les produisent , ou , ce qui revient au même, ,r. d’admettre que plusieurs forces agissant dans le même jjj sens et dans la même direction feront parcourir au se corps qu’elles sollicitent, un espace égal à la somme „ des espaces que chacune d’elles lui aurait fait parcourir ;s séparément; en comparant ensuite aux observations , les résultats qui dérivent de cette hypothèse, on peut r s’assurer par leur accord avec elles , que c’est en effet la loi de la nature. Au reste , cette hypothèse , et celle s de l’inertie , que nous avons regardée comme une pro- 5 priété de la matière, sont les deux seules données que r la Mécanique emprunte à l’expérience, et leur constant . accord avec les observations leur a donné la certitude de vérités rigoureuses.
Dans le mouvement uniforme , les vitesses sont proportionnelles aux espaces parcourus dans les mêmes intervalles de temps; les espaces, d’après ce que nous venons de dire , sont proportionnels aux forces motrices ; les vitesses sont donc aussi proportionnelles à ces forces. Dans ce mouvement , la vitesse et la force peuvent donc servir de mesure l’une h l’autre , et par conséquent toutes les règles que nous avons données sur la composition des forces peuvent s’appliquer à la composition des vitesses. Ainsi , lorsqu’on connaîtra les vitesses que deux forces communiquent séparément à un mobile, on déduira par la règle du parallélogramme des forces, la vitesse qui serait due à la résult&nte de ces forces. Réciproquement, lorsque la
vitesse imprimée à un mobile par la résultante de deux forces sera connue, on pourra en la décomposant, déterminer l'intensité de chacune d’elles. Cette manière de mesurer les forces ne donne pas, il est vrai, leurs valeurs absolues, elle indique seulement leurs rapports entre elles; mais c’est la seule chose qu’il soit important de connaître en Mécanique.
Considérons maintenant le mouvement d’un point sollicité par une force qui agit sur lui d’une manière continue, comme la pesanteur, par exemple. Il nous est impossible de savoir si cette force et les forces semblables que nous observons dans la nature agissent en effet sans interruption sur les corps qui leur sont soumis, ou si leurs actions sont séparées par des intervalles de temps dont la durée est insensible ; mais quoi qu’il en soit de ces deux suppositions, il est facile de voir que les résultats doivent être les mêmes dans les deux cas; car si l’on représente les vitesses d’un corps sollicité par une force sans cesse agissante , par les ordonnées d’une courbe dont les abscisses représentent les temps, cette courbe , dans le second cas , se changera en un polygone d’une infinité de côtés, et qui pourra par conséquent être censé se confondre avec elle. Nous adopterons la seconde hypothèse, comme la plus conforme aux principes du calcul différentiel, et surtout parce quelle fournit le moyen de ramener d’une manière très simple aux lois du mouvement uniforme celles du mouvement varié que nous considérons. En effet, si l’on désigne par dt l’intervalle de temps infiniment petitqui sépare les actions successives d une force motrice quelconque , le mouvement pendant At in-
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tervalle pourra être regardé comme uniforme, et en nommant ds l’espace parcouru pendant cet instant, la
vitesse de ce mouvement sera représentée par
Si l’on suppose donc le temps t, pendant lequel la force motrice, dans le mouvement varié, agit sur le point qu elle anime, divisé en une infinité d’intervalles infiniment petits, le mouvement qui en résultera se trouvera partagé en une infinité de mouvemens uniformes dont les vitesses constantes pendant chacun de ces intervalles varieront seulement d’un intervalle à l’autre.
Quant à la force qui produit ce mouvement , et que nous nommerons désormais force accélératrice , son effet étaut de faire varier continuellement la vitesse , ces variations instantanées doivent naturellement lui servir de mesure. Or, pendant l’instant infiniment petit dt, on peut regarder l’action de la force accélératrice comme constante. Si l’on désigne donc par dv l’accroissement de la vitesse au bout de l’instant dt , et par P la force accélératrice, on aura dv=¥dt; puisque l’accroissemeut de vitesse engendré pendant l’instant dt doit être le même que celui qui aurait eu lieu si l’action de la force accélératrice n’avait pas été interrompue pendant la durée de cet instant. On aura donc ainsi P = ^; et comme on a
déjà p = on aura ¥ = C’est-à-dire que la
force accélératrice, dans le mouvement varié, sera mesurée par la différentielle seconde de l’espace, divisée par le carré de l’élément du temps supposé
constant. On pourra d’ailleurs étendre à celte quantité ce que nous avons dit sur la composition des vitesses dans le mouvement uniforme.
Ces considérations sur les lois du mouvement suffisent pour résoudre toutes les questions relatives au mouvement d’un point matériel sollicité par des forces quelconques. En général, tout problème relatif au mouvement doit avoir d’abord pour objet de déterminer à chaque instant la position du mobile, sa vitesse et sa direction. Ce qu’il y a de plus simple, pour y parvenir, c’est d'établir une relation entre les accroissemens de ses coordonnées et les forces dont ifs dérivent, en sorte qu’on puisse ensuite remonter, par l’intégration de ces valeurs infiniment petites à leurs valeurs finies, ce qui n’est plus qu’une question d’analyse. Aussi la Mécanique a-t-elle fait de rapides progrès à mesure que cette branche de nos connaissances s’est développée.
1 2. Soit donc M un point matériel que nous regarderons comme entièrement libre ; supposons les forces qui le sollicitent réduites à trois forces X, Y, Z, respectivement parallèles aux trois coordonnées rectangles x, y, z , qui déterminent sa position; supposons, de plus, que ces forces agissent en sens contraire de l’origine des coordonnées, et tendent à les accroître. Les directions des trois composantes X, Y, Z , étant perpendiculaires entre elles , chacune d’elles est indépendante de l’actiou des deux autres, et peut être regardée comme si elle agissait seule. Elles auront donc pour mesure la différentielle seconde
de l’espace qu’elles feraient parcourir séparément au point M, divisée par le carré de l’élément du temps, et l’on aura par conséquent
x Y d'y y d‘z rj
d*‘ “ J » dt‘ ~~ ’ dt' — *1’
ce sont les équations générales du mouvement du point M ; elles expriment la relation qui doit exister entre les accroissemens différentiels des coordonnées qui fixent sa position , et les forces accélératrices qui les produisent ; elles sufliseut pour déterminer à chaque instant toutes les circonstances de sou mouvement dans l’espace.
Si ce point est libre, les trois intégrales premières des équations (A) feront connaître à chaque instant la vitesse dont il est animé , et leurs intégrales finies donneront la valeur des coordonnées x, y, z en fonction du temps t. Si l’on élimine t entre les équations d’où ces valeurs dépendent, il en restera deux entre les variables x, y, z, qui seront les équations de la courbe décrite par le point M dans l’espace; cette courbe sera généralement à double courbure; c’est ce qu’on nomme la trajectoire du mobile.
Si le point n’est pas libre, s’il est assujetti, par exemple, à se trouver sur une surface ou une courbe donnée, au moyen des équations de cette surface ou de cette éourlre, on éliminera, de l’équation entre x,yet z, résultant de l’intégration des équations (A), autant de ces variables qu’il y aura d 'équations don nées, et il en résultera, entre les forces X, Y, Z, des équations de condition nécessaires pour que le mobile puisse remplir les conditions demandées.
1 3. Si l’on ajoute les équations (A) après avoir multiplié la première par 2 dx , la seconde par 2 dy, la troisième par 2 dz, et qu’on intègre leur somme, on aura
M+jy+js = C.+ afÇLdx 4- Y dy + Z dz) ; (,)
C étant une constante arbitraire.
Le premier membre de cette équation est le carré de la vitesse dont le point M est animé, puisque ~t, ^ sont les composantes de cette vitesse, relatives à trois axes rectangulaires , et que nous avons vu qu’on pouvait appliquer aux vitesses les mêmes principes que nous avons démontrés pour la composition des forces. En désignant donc par v cette vitesse, on aura
e* = C 4- 2 fQidx 4- \dy 4- Z dz).
Supposons que la fonction \dx-\- Xdy-^-Zdz soit la différence exacte d’une fonction des trois variables x, y, z, que nous désignerons par f{x,y, 2), on aura, en intégrant,
Cette équation est remarquable en ce qu’elle donne la vitesse du mobile en un point quelconque de la trajectoire, au moyen seulement des coordonnées de ce point, et sans qu’il soit besoin de connaître la nature de cette courbe. Si l’on désigne par A la vitesse
qui répond au point dont les coordonnées sont c, b, c, on aura, pour déterminer la constante C,
A* = C 4- 2 /(a, b, c), et par conséquent
d’où l’on voit que la vitesse que le mobile acquiert en passant d’un point dont les coordonnées sont a, b, c, à un autre point quelconque, est la même, quelle que soit la courbe qu’il ait parcourue dans l’intervalle.
La courbe que décri t dans ce cas le mobile jouit d’une propriété particulière qu’on déduit aisément des équations précédentes par les premiers principes du calcul des variations. Cette propriété consiste en ce que l’intégrale fvds, prise entre deux points donnés , est moindre sur cette courbe que sur toute autre courbe menée entre les deux mêmes points, si le mobile est libre ; et que s’il est assujetti à se mouvoir sur une surface donnée , cette intégrale est moindre par rapport à la courbe qu’il trace sur cette surface en passant d’un point à un autre, que par rapport à toute autre courbe menée entre ces deux points sur la même surface.
Il suffit pour le faire voir, de démontrer que la variation S'.fvds est nulle entre ces limites. Or on a
J'.fvds — fJ'.vds et cf .vds =± ds.$v + ds*
ds désignant l’élément de la courbe décrite, et dt
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i élément du temps, on a d’ailleurs
ds = y/ ^x% + ^ * + dz% ; ds = vdt , d’où l’on tire
f. f.dx +d-£j.dy + %-f.di, ds. JV = vS'v.dt.
Si dans la première de ces équations on substitue pour ds sa valeur vdt , elle donnera .
v . J . ds = ^ . J' . dx -4- . cT . dy + ^ . S' . dz .
Si l’on différencie par rapport à la caractéristique tT l’équation (r), elle donne
vJ'v =s XJ\r -f- Yjy 4- Z cTz ,
ou bien en mettant X, Y, Z, leurs valeurs
ds.J'v=^.J'x + ^£.S'f
Réunissant les deux parties de la valeur J'.vds, on trouve
J'.(vds) = d-(dxJj‘ + dy-i'J' + dzJz).
' ' dt
D’où, en intégrant par rapport à la caractéristique dr on tire >
_ <f./ vds = + constante.
Si l’on suppose fixes les deux points extrêmes de
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la courbe, les variations «f.r, Jy, J'z seront milles par rapport à ces points , on aura donc entre ces limites J'.ft’ds = o , et par conséquent l’intégrale f vds sera un minimum.
Si le mobile n’est soumis à l’action d’aucune force accélératrice , sa vitesse e est constante , et l’on a fvds = i>s, en sorte que l’arc de courbe décrit par le mobile est alors le plus court que l’on puisse mener du point de départ au point d’arrivée ; et comme les espaces sont dans ce cas proportionnels au temps, il en résulte encore que le mobile parvient du premier point au second dans un temps moindre que s’il était obligé de suivre toute autre courbe.
Ces résultats, très remarquables, supposent que la fonction Xr4r -f- Y dy -f- rLdz est une différentielle exacte. Il existe dans la nature un cas fort éteudu , où cette condition est remplie, c’est celui où toutes les forces accélératrices qui agissent sur le mobile sont dirigées vers des centres fixes, et où l’intensité de chacune d’elles est une fonction de la distance du mobile à son centre d’action.
En effet, si l’on représente par P l'intensité d’une de ces forces, par a, b, c les coordonnées du point fixe vers lequel elle est dirigée, par p la distance de ce point au mobile dont les variables ce, y, z déterminent à chaque instant la position , en sorte qu’on ait
les cosinus des angles que forme la droite p avec les
axes coordonnés seront respectivement
— , ou, eu différenciant l'équation précédente,
5*’ <dy’ dx' ^*es comPosanles de la force P, parallèles aux mêmes axes, seront donc
On aura, par conséquent, en vertu des actions réunies des forces P, P', P", etc. , qu’on supposera toutes de la même nature que la force P,
X = 2.pJ, Y = 2.pÿ, Z = 2.P^.
dx’ * dy ’ dz
Si l’on multiplie respectivement par dx, dy, dz ces valeurs , et qu’on les ajoute , on a
Xdx -f- Y dy + Z dz = 2. P dp.
Les forces P, P', etc. , étant fonctions des distances p, p', etc. , chacun des termes du second membre de cette équation est une différentielle exacte ; son premier membre l’est donc pareillement.
Il n’en serait pas de même si quelqu’une des forces P, P', etc. , était dirigée vers des centres mobiles ; dans ce cas, les coordonnées a, b, c deviendraient variables, et la différentielle de dp qui entre dans la valeur de Xdx -f- Y dy -f- Z dz n’étant plus complète , cette formule ne serait pas une différentielle exacte.
14. Lorsque les forces qui agissent sur le mobile se réduisent à une force unique dirigée vers un centre fixe, le mouvement qui en résulte jouit d’une pro-
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priété très importante dans la théorie du système du monde, et qui se déduit d’une manière très simple des équations différentielles (A). Elle consiste en ce que les aires décrites autour du centre fixe par la droite menée de ce point au mobile, sont propor- ' tionnelles au temps employé à les parcourir.
Pour le faire voir, multiplions la première des équations (A) par y, la seconde par x, et retranchons-les ensuite l’une de l’autre ; nous aurons
On trouverait d’une manière semblable les deux autres équations
~ x?- = (zX — xZ).di,j
Si l’on prend pour origine des coordonnées le point fixe vers lequel la force accélératrice P est constamment dirigée, on a X = P.*, Y = P.‘J, Z = P.^;
en faisant, pour abréger, r= \/x‘ z*, on
tire de là,
xY=jX, zX = xZ, jZ — z\. (c)
Les seconds membres des équations (a) sont donc nuis , en vertu des équations précédentes , et ces équations donnent, en les intégrant,
xdjr—jdx=cdt, zdx — xdz=c'dt, jrdz — zdjr=c"dty * ^ ' *
c, c', c " étant trois constantes arbitraires.
Si l’on ajoute ces intégrales après avoir multiplié la première par z, la secoude par y, la troisième par x , on a
cz -f- cy -4- c x = o ;
équation qui nous montre que la trajectoire décrite par le mobile est contenue dans un plan passant par l’origine des coordonnées.
11 est aisé de s’assurer que les premiers membres des équations (a) représentent le double de l’aire élémentaire tracée pendant l’instant dt par la projection du rayon vecteur du mobile sur chacun des plans coordonnés ; cette aire est donc une quantité constante ; par conséquent l’aire décrite par les projections du même rayon pendant un temps fini t sera proportionnelle à ce temps. La direction des plans coordonnés étant arbitraire, on peut prendre pour l’un d’eux le plan même de la trajectoire du mobile , d’où il suit, par conséquent, que les aires décrites par le rayon vecteur autour du centre des forces sont proportionnelles au temps.
Réciproquement, si les aires, tracées par le rayon vecteur autour du point fixe, croissent comme les temps, on en peut conclure que la force qui les fait décrire est constamment dirigée vers ce point. Eu effet, les équations (2) étant satisfaites d’après cette hypothèse , leurs différentielles, et par suite les premiers .membres des équations («), seront nuis; on retrouvera donc ainsi, entre les forces X, Y, Z et les coordonnées x, y, z du mobile, les équations (c) ; d’où l’on tire
La résultante des forces X, Y, Z est par conséquent dirigée suivant 4a ligne droite menée du mobile à l'origine des coordonnées.
Les propriétés du mouvement d’un point matériel, que nous venons de développer, sont générales, et s’appliquent à une classe très étendue de forces accélératrices. Nous allons faire maintenant, sur la nature de ces forces, quelques suppositions particulières, et résoudre plusieurs problèmes qui sont d’un grand intérêt dans la théorie du système du monde.
1 5. Proposons-nous d’abord de déterminer le mouvement d’un point matériel sollicité par l’action de la pesanteur, et qui se meut dans un milieu résistant.
La pesanteur nous offre l’exemple d’une force qui exerce une action continue sur les corps qu’elle anime. Elle agit d’une manière semblable sur toutes les molécules de la matière, soit dans l’état de repos, soit dans letat de mouvement , et parait tendre à les attirer vers le centre de la terre. L’action de la pesanteur varie suivant les différons points que nous occupons sur leglobe, et suivant les distances où nous sommes de son centre. Sa direction change avec l’horizon du lieu auquel elle est toujours perpendiculaire; mais comme les courbes que l’on considère dans le mouvement des projectiles ont infiniment peu d’étendue comparativement aux dimensions de la terre, nous regarderons, dans ce qui va suivre, l’action de la pesanteur comme constante, et nous la supposerons dirigée suivant des droites parallèles. La résistance que le mobile éprouve de la part du milieu qu’il traverse dépend à la fois et de
la densité de ce milieu et de la vitesse dont il est animé. *
Cela posé, désignons par g l’intensité de la pesanteur, et par £ la résistance du milieu, que nous regarderons comme une force dirigée suivant la tangente à la courbe que le mobile décrit, et agissant en sens contraire de son mouvement, son intensité dépendant de la vitesse du mobile. Supposons le plan des x et des horizontal , et plaçons l’origine des coordonnées au point le plus élevé de la trajectoire. Si l’on désigne
par ds un élément quelconque de cette courbe , ~ , , ^ , seront les cosinus des angles que forme sa tangente avec les axes coordonnés , et la force £ donnera parallèlement à ces axes les trois composantes suivantes:
£.$, £.$•, £.^. Ces forces tendent à diminuer
ds cis as
les variables x, y, z. L’action de la pesanteur au contraire, qui s’exerce tout entière suivant l’axe des r, tend à augmenter cette coordonnée ; en désignant donc par X, Y, Z, les forces accélératrices dont le mobile est animé parallèlement aux trois axes coordonnés, on aura
Les trois équations du mouvement deviendron' donc
d'x p t ix d'y * d» d’z p ds
dl‘~ h‘d»> d? b'S» + 8
Si l'on multiplie la première par dj, la seconde par dx, et qu’on les retranche l’une de l’autre, on aura
dx d‘y dy d‘x
dt‘~dt di'Tt °’
d’où l’on tire, eh intégrant,
jr = ax + b,
a et b étant deux constantes arbitraires.
Cette équation, qui appartient à une ligne droite, est celle de la projection su» le plan des x y, de la courbe décrite par le mobile ; cette courbe est donc entièrement contenue dans un plan vertical*. En prenant par conséquent ce plan pour celui des coordonnées a: et z, on aura généralement y — a. Si de plus on suppose, comme on le fait ordinairement, la résistance du milieu proportionnelle au carré de la vitesse
dont le mobile est animé, ce qui donne C = m. .
m étant une quantité qui dépend de la densité du milieu, et qui varie avec elle, les équations du mouvement se réduiront aux suivantes:
cfx ds dx d’z
d? m‘ dt'dt * 7?
ds dz .
lît-dt + 8-
La première s’intégre immédiatement, et il en résulte
dx
dt
C étant une constante arbitraire et c la base des logarithmes dont le module est l’unité. Pour intégrer la seconde, faisons dz =jdx, y étant une fonction
quelconque de z; eu différenciant par rapport à t, il en résultera
d'z dy dx dx
dt' dt dt ~'3r' dt‘ '
Substituant cette valeur dans la seconde des équations (a), elle se réduit, en vertu de la première, à
dy dx
ou bien, éliminant dt au moyen de l’équation (b), et faisant, pour abréger, a — — on aura
dy
~tx
la.c
Cette équation différentielle du premier ordre donnera, en l’intégrant, la valeur de y en fonction de .r; cette valeur, substituée dans l’équation dz =zjrdx, fournira une nouvelle équation du premier ordre entre z ctx sans t , qni sera par conséquent l’équation différentielle de la trajectoire.
Si l’on suppose nulle la résistance du milieu, on a m=o, et l’équation précédente donne, en intégrant,
y = lax -j- b.
Mettant pour j' sa valeur ^ , et intégrant de nouveau , on aura
z = axl + bx + h ; b et h étant deux constantes arbitraires.
Cette équation est celle d’une parabole dont le
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grand axe est vertical; c’est .la courbe que décrirait un corps pesant projeté dans l’espace avec une vitesse quelconque, si l’air ne lui opposait aucune résistance. L’équation ( b ) donne, eu supposant m = o, et en
l’intégrant, t = x. k étant une ajustante
arbitraire. Si l’on suppose x=o, 2=0 quand t=o, on aura h — o, k = o, et par conséquent
t = x.W^, z = ax‘ + bx ; (1)
d’où l’on tire
La première de ces équations montre que le mouvement est uniforme dans le sens horizontal , et il résulte de la dernière, que , dans le sens vertical , il est le même que si le corps tombait suivant la verticale.
On déduit de ces trois équations toutes les lois du mouvement des projectiles dans le vide. Elles comprennent aussi, comme cas particulier, le mouvement accéléré ou retardé d’un corps pesant suivant la verticale. En effet, si l’on suppose l’impulsion primitive dirigée verticalement, la parabole, qui résultait dans le cas général d’une vitesse initiale quelconque combinée avec la pesanteur, se change en une ligne droite et se confond avec la verticale. Si le corps part de l’état du repos, b = o , et l’on a simplement
dz
dt
Gl>
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La vitesse croît donc comme le temps, et l’espace comme le carré du temps. Si l’on imagine un triangle rectangle dont un côté représente le temps, l’autre côté pourra représenter les vitesses; et la surface de ce triangle, égale à la moitié de la base multipliée par la hauteur, représentera l’espace que la pesanteur fait décrire au mobile. Si, après le temps I, la pesanteur cessant son action , le corps était abandonné à lui-même , il continuerait à se mouvoir uniformément, et décrirait, en vertu de sa vitesse acquise, dans un temps égal à celui de sa chute , un espace gt% double de celui qu’il a parcouru. Telles sont les lois de la chute des graves dans le vide, découvertes par Galilée.
16. Considérons maintenant le mouvement d’un point matériel assujetti à demeurer sur une surface ou une courbe donnée. Désignons par N la résistance qu’il éprouve dans le sens de la normale de la part de cette surface ou de celte courbe; en ajoutant cette résistance aux forces accélératrices dont il est animé , nous pourrons le regarder ensuite comme entièrement libre, et faire abstraction de la surface ou de la courbe qu’il doit parcourir. En nommant donc «, €, y, les angles que fait la normale avec les axes coordonnés , les équations du mouvement deviendront
X + N cos a ,
^ = Y + Ncos^,.
g=Z + NcoS>.
Si l’on ajoute ces équations après avoir multiplié
la première par idx, la seconde par idy , la dernière par sdz, et qu’on intègre leur somme, on aura
Jx' + J£±j£ _ c + ifÇkdx + Y dy + Z dz)
-f_ 2/ N . (cos a, . dx + cos £ . dy -+- cos y , dz) .
Mais, en représentant par L = o 1 équation de la surface sur laquelle le mobile est assujetti , et en substituant pour cos*, cos S, cos y, leurs valeurs ^ données n* 4 > ou a
cos a . dx -j- cos € ■ dy -f- cos y.dz — KÆ = o.
L’inconnue N disparait donc de l’équation précédente , et l’on a simplement
+ + _ c + 2y(X<ix + Y dy + Z dz).
Supposons que Xdx -1- Y dy •+- Z dz soit la différentielle exacte d’une fonction de trois variables f(x, y> z), on aura
Soient a, b, c, les coordonnées d’un point connu de la courbe décrite, A la vitesse du mobile en ce point; en nommant v la vitesse qui répond aux coordonnées x, 7, 3, on aura
c’ — A* = 2f(x,y, z) — af{a, b, c).
Cette équation est analogue à celle que nous avons trouvée n" i3, pour le cas d’un point matériel libre;
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concluons de même, i*. que si aucune force accélératrice n’agit sur le mobile, sa vitesse est constante: c’est ce qu’il est facile de concevoir, d'ailleurs, en observant que la diminution de vitesse qu’un point qui se meut sur une surface ou une courbe donnée éprouve à la rencontre de chacun des plans de cette surface ou des élémens infiniment petits de celle courbe, est une quantité infiniment petite du second ordre; a*. que si les forces accélératrices n’étant pas nulles , la formule Xdx Y dy -f- Z r/s est intégrable, la vitesse du mobile n’est plus constante , mais qu’elle est indépendante de la surface ou de la courbe sur laquelle il est forcé de rester; il suffit, pour déterminer cette vitesse en un point quelconque" de la trajectoire, de connaître les coordonnées de ce point et la vitesse du mobile au point de départ.
Enfin, le principe de la moindre action subsiste par rapport aux courbes qu’un point matériel peut tracer sur la surface à laquelle il est assujetti, comme par rapport à celles qu’il peut décrire dans l’espace lorsqu’il est libre, ainsi que nous l’avons annoncé dans le n° cité.
Déterminons actuellement la pression que le point exerce contre la surface ou la courbe sur laquelle il se meut. Supposons d’abord qu’aucune force accélératrice n’agit sur le mobile; sa vitesse v sera constante ; et si l’on désigne par ds l’élément de la courbe décrite, ou l’espace parcouru pendant l’instant dt, on aura
ds = vdt ; d’où l’on lire dt = —. L’élément ds est
donc aussi constant , et les équations du mouvement
DU SYSTÈME DU MONDE, en substituant pour dt sa valeur, deviendront
v*.^-=Ncosa, v'/ÿ = Ncos6, v*.^ = Ncos>;
d'où l’on tirera
_ v\ ]/(d-xY+ (<t\rY 4- (d'zf
du'
Mais ds e'tant constant, si l’on nomme /• le rayon osculateur de la courbe décrite par le mobile, on a
ds *
\/(dh:r+(dy)'+(d‘if
L’expression de N devient donc aiusi
C’est-à-dire que la pression exercée par le point contre la surface ou la courbe est égale au carré de sa vitesse , divisé par le rayon de courbure de la trajectoire qu’il décrit.
Si le point se meut sur une courbe , et qu’il soit sollicité par des forces accélératrices quelconques, en ajoutant à cette expression celle de la pression due à l’action des forces accélératrices , on aura la pression totale que le point exerce contre la courbe.
Si le point se meut sur une surface , la pression due à la force centrifuge sera égale à celle qu’il exercera contre la courbe qu’il décrit, Recomposée suivant la normale à la surface en ce point , c’est-à-dire au carré de la vitesse , divisé par le rayon du cercle osculateur, et multiplié par le sinus de l’angle que fait
le plan du cercle osculateur avec le plan tangent à la . surface. On aura la pression totale que le point exerce contre la surface , en ajoutant à cette expression celle de la pression due à l’action des forces qui le sollicitent.
Lorsque le point n’est sollicité par aucune force accélératrice, la force centrifuge est, comme nous l’avons vu , égale au carré de la vitesse , divisé par le rayon du cercle osculateur de la trajectoire ; le plan qui contient ce cercle est donc alors toujours perpendiculaire à la surface donnée.. Cette propriété appartient à la courbe la plus courte qu’on peut mener d’un point à un autre sur cette surface : c’est donc aussi celle que décrit le mobile ; et cette loi remarquable du mouvement d’un point matériel dépend d’un principe général de Mécanique qu’on a nommé principe de la moindre action.
Si un point matériel qui n’est animé d’aucune force accélératrice se meut dans l’intérieur d’un cercle ; la pression qu’il exerce contre la circonférence sera égale , d’après ce qui précède, au carré de sa vitesse divisé par le rayon de cette circonférence.
Au lieu de supposer le point renfermé dans un cercle, on peut imaginer qu’il soit attaché à l’extrémité d’un fil inextensible, et qu’il se meuve circulairement autour d’un point fixe ; la tension qu’éprouvera le fil remplacera la résistance que le point exercerait contre la circonférence du cercle , et équivaudra par conséquent à la force que nous avons désignée par N. L’effort que fait le point pour tendre le fil et pour s’éloigner du centre de la circonférence, est ce qu’on
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nomme force centrifuge; elle est égale au carré de la vitesse divisée par le rayon. En désignant donc pai 'f cette force, on a
Comparons la force centrifuge à la pesanteur. Pour cela, supposons que la vitesse v soit celle qu’acquerrait le corps en tombant de la hauteur h, on aura, n" i5, v* = 7gh , et l’équation précédente donnera
Si h~\r, la force centrifuge devient égale à la pesanteur, en sorte que la tension que le fil éprouve par l’action du corps qui se meut circulairement dans un plan horizontal, est la même que si ce corps était suspendu verticalement à son extrémité. Il suffît, pour cela, que la vitesse dont il est animé soit celle qu il acquerrait en tombant d’uuc hauteur égale à la moitié de la longueur du fil.
Supposons que le mobile emploie le temps T à décrire la circonférence dont le rayon est r, et soit vr le rapport de la circonférence au diamètre, on aura
27rr ,,
-7JT- . d 1
ou
C’est-à-dire que la force centrifuge est proportionnelle au rayon, et en raison inverse du carré du temps employé à décrire la circonférence. La force centrifuge qui résulte du mouvement de rotation de la terre doit Tome I. 5
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doue aller eu augmentant des pôles à l'équateur, et elle tend à diminuer de plus en plus l’action de la pesanteur. On a trouvé , en réduisant en nombres l'équation précédente, que le rapport de la force centrifuge à la pesanteur qui aurait Heu si la terre était supposée immobile , était à l’équateur égal à fort peu
près à - . En sorte que si le mouvement de rota-
tion de la terre était 17 fois plus rapide, la force centrifuge serait égale à la pesanteur, et les corps resteraient en équilibre sous l’action de ces deux forces à l’équateur.
1 7. Nous allons considérer maintenant, comme une application intéressante des formules générales (A), le mouvement d’un point matériel pesant dans l’intérieur d’une surface sphérique.
Nommons r le rayon de la sphère, et fixons à son centre l’origine des coordonnées; l’équation de la surface sur laquelle le mobile est forcé de rester, et que nous avons représentée généralement par L=o, deviendra, dans ce cas,
et l’on aura, par conséquent,
d(> ^ x ^(/L y cilj z
dx r 9 dy r 9 dz r 9
ce qui donne
K = i , cos «s-, cos C = — , cos y = - .
La pesanteur étant la seule force accélératrice qu’011 suppose agir sur le mobile, on aura X = o, Y = o, ^ — g> et les équations générales du mouvement (A) donneront, par la substitution de ces valeurs, les trois suivantes :
Si l’on multiplie respectivement ces équations par ■xdx, adj- , 2 dz, qu’on les ajoute, et qu’on intègre leur somme en observant que l’équation de la sphère donne, en la différenciant,
xdx +ydjr + zdz =. o, (1)
on aura pour déterminer la vitesse dont le mobile est animé
dx* + dy‘ -f- dz'
d't' — 2gz + c> (a) c étant une constante arbitraire.
La vitesse du corps est donc la même que s’il était tombé verticalement de la hauteur z, ce qui est conforme à ce que nous avons dit ri° 16.
Déterminons la.pression que le mobile exerce contre la surface. Pour cela, multiplions les équations (B) la première para:, la seconde parj, la troisième par zajoutons-les ensuite, en observant que lequatiôn delà sphère donne ar* + r*+ =* = nous aurons
xd'x -f- y d'y + zd'z
Tr = Nr + g-s.
L’équation de la sphère différenciée deux fois , donne
xd’x -t- y d'y -}- zd's dx% + dy% + rfs*
d? dr~ •
L’équation précédente donne donc , en vertu de l’équation (a) ,
N = — fe±-c.
Il nous reste à connaître à chaque instant la situation du mobile sur la surface qu’il parcourt. Pour y parvenir, observons qu’on obtient aisément une nouvelle intégrale première des équations (B) ; en effet r si l’on multiplie la première par y, la seconde par x , qu’on les retranche l’une de l’autre, et qu’on intègre l’équation résultante, on trouve
jrdx — x dy=c.dt, (3)
c étant une constante arbitraire.
On a doncentre les variables x, y, z, et/, les trois équations différentielles du premier ordre (0* (2)> (SJ; il ne s’agit plus* par conséquent que d’intégrer ces équations pour déterminer les coordonnées du mobile en fonction du temps. La première a pour intégrale l'équation de la sphère; les deux autres, il est vrai, ne sont pas intégrales sous forme finie, mais on parvient aisément à séparer les variables, et l’intégration est ramenée aux quadratures.
En effet si , après avoir mis l’équation (i) sons cette forme xdx-\-ydy~ — zdz, on l’élève au carré, ainsi que l’équation (5), et qu’on les ajoute ensuite, on trouve
(x* -4-/*).( dx* -f- dyl) = z‘dz • c'*.dl *.
Substituons pour a:’ -\-y% sa valeur r * — z*j'et pour
dfL
dt * 1 — dtT‘
équation entre z , dz,dl, d’où il est aise de conclure
dv% 1 . dz *
— , sa valeur 2 "Z-f- c — — , nous aurons une
dt —
— r.dz
Nous donnons au second membre le signe — , parce que le corps étant supposé s’éloigner de la verticale, z diminue quand t augmente.
Cette formule donnera, en l’intégrant par approximation , le temps t en fonction de z , et réciproquement z en fonction de t.
On connaîtra ainsi à chaque instant le plan horizontal dans lequel se trouve le mobile; il suffira donc, pour assigner sa position sur la sphère , d’avoir un second plan sur lequel il doive se rencontrer dans le même instant.
Pour cela, soit a> l’angle que forme le plan vertical qui passe par le mobile et le centre de la sphère , avec le plan vertical des x et des z ; on aura
x = V/r* — z* . cos », y = \/r* — z*.sinû>, d’où l’on tire
xdy — ydx = ( r * — z’).c?a».
L’équation xdy— ydx = c .dt donnera donc ainsi
dùù =
c'. dt r* — i1’
Si l’on Substitue pour dt sa valeur précédente en;, et qu’on intègre ensuite par approximation l'équation résultante , on aura l’angle a> en fonction de z. On connaîtra ainsi pour un instant quelconque les deux variables ; et a, et la position du mobile sera par conséquent entièrement déterminée.
Au lieu de supposer que le point se meut dans l'intérieur d’une surface sphérique, on peut imaginer qu’il soit suspendu à l’extrémité d’un fil inextensible dont l’autre extrémité est fixe, et dout la longueur est égale au rayon de la sphère ; les mouvemens dans les deux casserontparfaitementles mêmes. Le fil etlepoiut qu’il supporte forment alors un peudule simple , et l’on nomme demi-oscillation le temps que met le mobile à revenir de la plus petite à la plus grande valeur de z. On en déterminera la durée en développant en série l’expression de dl,e t en l’intégrant ensuite entre ces limites.
Four y parvenir, reprenons la valeur de dt, et supposons
(/•* — + c) — c>% = (a — z).(a — b).(2gz -f- k).
En comparant dans les deux membres les coefliciens des mêmes puissances de z, on aura pour déterminer a, b , k, ces trois équations ;
Ig. (rs — a' — ab — b')
DU SYSTÈME DU MONDE. :i
On peut aux arbitraires c et c' substituer les deux nouvelles arbitraires a et b , dont la première répond à la plus grande , et la seconde à la plus petite valeur de a , puisqu’en effet la supposition de 2 *= a , et 2 = b donne dz = o.
Cela posé , faisons
L’expression de dt deviendra
^ r\/ 2(a -+■ b) » dx
en faisant pour abréger a* = +
Cette expression intégrée depuis z = a jusqu’à z — b, ou depuis x = o jusqu’à x = 1 , donnera le temps que le pendule emploie à faire une demi-oscillation. Nommons ’ T ce temps , développons en série la fonction (1 — «\r*)— ï ce qui donne
( 1 — <t*x*) - Ï = 1 + ï . <t'x* + ,a< x4 4- .é X* 4 etc.
Multiplions chacun des termes de ce développement
dx
par
rj , et intégrons ensuite ; nous aurons
Tr'/iVBr!L+‘£
(«4 tl’+f*- i*
><[’+(ï)^^+(^)^«4-M(^)‘. **+..• etc.]?
t étant la demi-circonférence dont le rayon est l’unité.
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Si, lorsque z — b, on suppose nulle la vitesse du mobile, ce qui revient à prendre le commencement d’une oscillation pour origine du mouvement, on aura c — — 2 gb, c = 0 , ce qui donne a> = constante ; c’est-à-dire que le mobile oscille alors dans un plan vertical : les équations (o) donnent ensuite
a = r ; d’où «*= L’ordonnée 2 divisée par r
exprime le cosinus de l’angle que forme le pendule avec l’axe des z ; le cosinus de son plus grand écart
de la verticale sera donc ^ , et la fraction exPri"
mera le carré du sinus de la moitié de cet angle; la durée totale de l’oscillation sera alors
Si le pendule s’écarte peu de la verticale, est
une très petite quantité que l’on peut négliger; on aura donc, dans ce cas,
La durée des petites oscillations est par conséquent indépendante de leur amplitude; ces oscillations sont donc isochrones ou de même durée, quelle que soit leur étendue, et cette durée 11e dépend que de la longueur du pendule et de l’intensité de la pesanteur.
L’expression précédente de T donne le moyen de
déterminer, à l’aide du pendule, les variations de la pesanteur dans les divers lieux de la terre , d’une manière beaucoup plus exacte qu’on ne pourrait le faire par des expériences directes sur la chute verticale des corps. En effet, en l’élevant au carré, on en tire
g = -Tpr; g représentant (n° i5) la vitesse que la pesanteur imprime aux graves, ou le double de l’espace qu’ils parcourent dans la première seconde de leur chute. Eu faisant donc osciller un pendule de longueur donnée r pendant un intervalle de temps connu, on aura la valeur de T eh divisant ce temps par le nombre d’oscillations du pendule, et l’équation précédente, dont le second membre sera entièrement déterminé, donnera la valeur de g ou de l’intensité de là. pesanteur. A Paris , la longueur du pendule à secondes, mesuré avec-beaucoup d’exactitude, est de o”, 741887; on a de plus 7T% = 9 . 8696 , ce qui donne g = jm, 32214 J d’où il suit que la pesanteur y fait tomber les corps de 5m,G6i07 dans la première seconde. Des expériences précises ont montré que cette valeur est la même, quelle que soit la substance dont est formé le pendule que l’on fait osciller; il en faut conclure que la pesanteur agit également sur tous les corps de la nature dans un même lieu de la terre, et que, par conséquent, sans la résistance de l’air, elle leur imprimerait à tous, dans le même temps, une vitesse égale. Quant aux variations ^e la pesanteur sur les différens parallèles, on observe que son intensité diminue en allant du pôle à l'équateur; et la variation totale qu’elle subit entre ces deux points s’élève à environ de sa valeur moyenne.
1 8. Nous venons de voir que l’isochronisme des oscillations du pendule circulaire n’a lieu qu’en supposant leur amplitude très petite; il est curieux de déterminer quelle est la courbe sur laquelle un corps pesant doit se mouvoir pour arriver dans le même temps au point le plus bas, quel que soit l’arc qu’il ait décrit depuis son point de départ. Pour résoudre cette question, plaçons l’origine des coordonnées au point le plus bas de la trajectoire; nommons ds un quelconque des élémens de cette courbe , et désignons toujours par g l’action de la pesanteur. La force accélératrice , le long de l’arc de la courbe , sera la pesanteur décomposée suivant sa tangente; elle sera égale, par consédx
quent, à g Cette force tend à diminuer l’arc s
que nous supposons compté, ainsi que z, du point le plus bas ; on aura donc
d’s dx
Si l’on multiplie les deux membres de cette équation par a ds, et qu’on intègre, on trouve
dx*
c étant une constautc arbitraire.
Soit h l’ordonnée du point où le mouvement commence, et supposons nulle en ce point la vitesse du mobile; on aura c = 2gh, et l’équation précédente, résolue par rapport à di, donnëra, en observant que
l’arc s diminue quand t augmente,
dt — =£*=-; (n)
ou bien, en développant le radical du second membre,
dt:
.ds\ i-f-
z , i . 3 x' ,1.3.5 liTTh, ‘Âa + a.4.6 -^ + etc-
Quelle que soit la nature de la courbe cherche’e, s est une fonction de s, et l’on peut supposer que cette fonction développée et différenciée ensuite, donne
~ = az‘ + bz9 + etc.
En substituant pour ds sa valeur dans l’expression de dt , on aura
a zl
V *g là
fI+I î+iJ f!
Vh à*
etc.^ dz
mT6-p+CIC">*
— etc.
Si l’on intègre cette expression depuis z=h jusqu a s = o, on aura le temps que le mobile emploie à parvenir au point le plus bas. Ce temps, d’après les conditions du problème, doit être indépendant de la hauteur h dont le corps est descendu, ce qui exige que l’on ait i~f- 1 = }, et que tous les termes de la valeur de dt soient nuis, à l’exception du premier. Or, il est évident que cette condition ne peut être
satisfaite à moins de supposer b = o, etc.; l’équation
dilférentielle de la courbe tautochrone devient donc
ainsi
ds — az~^dz‘,
d’où l’on tire , en intégrant , s — laz ï, équation d’une eycloïde à base horizontale. La eycloïde est donc la seule courbe tautochrone dans le vide.
Soit r le double du diamètre du cercle générateur de la eycloïde , ce qui donne, d’après les propriétés connues de cette courbe, /•= la.', et substituons la valeur de ds dans l’expression (n) de dt ; nous aurons
dt= —
i fr dt â* V g' v/1
d’où l’on tire , en intégrant ,
Nous n’ajoutons pas de constante, parce que nous supposons que l’on compte le temps t de l’origine du mouvement, ce qui donne / = o quand z=h.
Si l’on nomme £ . T le temps que le mobile emploie à descendre au point le plus bas de la courbe, z étant nul en ce point, on aura
Le temps de la chute par l’arc de eycloïde est donc égal à la demi-oscillation du pendule, dont la longueur serait r, et dont l’écart de la verticale serait
, très petit. C’est ce qui doit résulter en effet de ce qu’au point le plus bas l’arc ds de la eycloïde se confond avec l’arc infiniment petit du cercle osculateur dout le diamètre est vertical et égal à ar.
Il est un autre problème du même genre que celui que nous venons de résoudre , et qui a long-temps exercé la curiosité des géomètres du dernier siècle, c’est de déterminer la courbe que doit suivre un corps pesant pour parvenir d’un point donné à un autre dans le temps le plus court. Us ont trouvé que cette courbe , qu’on a nommée brachjstochrone , ou ligne de plus vile descente, était une eycloïde dont l’origine était au point le plus élevé.
19. Après avoir considéré le mouvement d’un point matériel dans les trois cas qui peuvent se présenter, c’est-à-dire lorsqu’il est libre, et lorsqu’il est astreint à demeurer sur une courbe ou une surface donnée, nous allons, pour terminer ce chapitre, résoudre une question très importante dans la théorie du système du monde. Nous nous proposerons de déterminer l’attraction qu’une couche de figure sphérique exerce sur un point situé dans l’intérieur ou à l’extérieur de sa surface , en supposant cette action en raison inverse du carré des distances.
Soit a la distance du centre de la couche au point attiré; si l’on joint par une droite ces deux points, il est évident que tout étant symétrique autour d’elle, 1 l’action totale du sphéroïde sur le point attiré sera nécessairement dirigée suivant cette ligne. Nommons dm l’un quelconque des élémens du sphéroïde, et
dm
soit f sa distance au point attiré; y- exprimera l'ac-
tion que l’élément dm exerce sur ce point suivant la droite f, et en nommant y l’angle que forment entre
dm
elles les deux droites f cl a, p .cos y sera la com-
posante de cette action parallèle à cette dernière droite. * Soit donc A l’attraction totale que le sphéroïde exerce sur le point attiré, on aura
. rdm
A — .cos>;
le signe intégral se rapportant à l’élément dm et aux quantités qui varient avec lui, et devant être étendu à la masse entière du sphéroïde.
Cela posé, soit r le rayon mené du centre du sphéroïde à l’élément dm, 9 l’angle que forme ce rayon avec la droite a, et a l’angle que forme le plan passant par ces deux droites, avec un plan fixe quelconque passant par la droite a. L’élément dm peut être considéré comme un petit parallélépipède rectangulaire. dont les trois dimensions sont dr, rdQ et rsin 6 dj> ; en supposant donc, pour plus de simplicité , la densité du sphéroïde constante, et égale à l’unité, on aura dm—r * dr di do> sin 9 ; on aura ensuite, en considérant le triangle formé par les trois droites a , f, r ,
r. , o . , a — r cos 8
f* — a' — 2 ar cos a -f- r’ , cos^ = y .
L’expression précédente de A deviendra donc ainsi
A = fr* dr du d9 sin 8. - — yT~~ •
Tour étendre la valeur de A à la masse entière de la couche, il faut intégrer, i”. par rapporta r, depuis la valeur de ce rayon à la surface intérieure, jusqu’à sa valeur à la surface extérieure; a°. par rapport à ce, depuis a — o jusqu’à a> égal à la circonférence ; 5°. enfin relativement à 0, depuis 0=o jusqu’à 0 égal à deux angles droits.
On peut donner une autre forme à l’expression précédente. En effet, si l’on différencie par rapport à a la valeur 'de f, 011 a
on aura
donc
df a — r cos 6
•~dâ ~ 7 ;
A = — fr* dr da>
sin
df
da ’
ou bien , comme les variables r, ce et 0 sont indépendantes de a,
, /V* dr du di sin fl
d’où il suit qu’on aura l’action entière du sphéroïde sur le point attiré^ en différenciant, par rapport à a,
l’intégrale J'>* 8in ? , et en divisant sa diffé-
rentielle par da.
Faisons, pour abréger,
■dr du dà sin fl
Si l’on intègre cette formule par rapport à ce, depuis
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a> = o jusqu’à « = 27 r, tt étant la demi-circonférence dont le rayon est l’unité , on aura
dr rf9 sin 6
Pour intégrer maintenant, par rapport à 0, remarquons que la valeur de f différenciée relativement à cette variable , donne
d& sin 9 1 , r
d’où il résulte, par conséquent, .
\ = ^.frdrdf.
L’intégrale relative à 0 doit être prise depuis 0 = o jusqu’à 0==tt; à ces deux limites on a y*=(a-r-/')* et /* = («-+-r)‘, ce qui donne , en remarquant quey
doit toujours être positif, f = a et f= a -f- r,
dans le cas où l’on a r >■ a , c’est-à-dire dans le cas où le point attiré est placé dans l’intérieur de la couche sphéricjue ; f = a — /• et y = a -f- r, dans le cas où l’on a r<a, c’est-à-dire dans Je cas où le point attiré est extérieur au sphéroïde. Ainsi , dans le premier cas on aura
V = rdr,
et dans le second
V = —.y >Adr.
La différentielle de V, prise par rapport à a, et divisée par du, donnera, comme nous l’avons vu, eu
changeant son signe, l’attraction du sphéroïde sur le point attiré; or, la première des formules précédentes étant indépendante de a , donne
d’où il faut conclure qu’un point placé dans l’intérieur d une sphère creuse nen éprouve aucune action, ou ce qui revient au même, qü’il est également attiré de toutes parts. ■ .
La seconde des mêmes formules, différenciée par rapport à a, donne
dV _ *r r.,
Soient l et V les rayons des surfaces intérieures et extérieures du corps attirant; en intégrant l’expressicfn précédente depuis r= / jusqu’à r~ on aura
c’est la mesure de la force attractive qui agit sur un point extérieur au sphéroïde, suivant la droite a. Mais , si l’on désigne par M la masse de la couche sphérique dont l’épaisseur est /' — /, M sera évidemment égal à la différence des deux sphères dont les rayons sont l et l'; on aura donc
et par conséquent
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D’où il suit que l’attraction qu'une couche sphérique exerce sur un point extérieur est la même que si toute sa masse était réunie à son centi-e.
Si l’on suppose nul le rayon l de la surface intérieure de la couche, le sphéroïde se changera en une sphère dont le rayon est /' ; l’attraction qu’une sphère homogène exerce sur un point placé à sa surface ou au-delà , est donc la même que si sa masse était réunie à son centre.
Ces théorèmes subsisteraient encore dans Je cas où le corps attirant serait composé de couches concentriques d’une densité variable, suivant une loi quelconque, du centre à la surface ; en effet, ils auraient lieu pour chacune de ces couches, et seraient vrais, par conséquent, pour le corps entier.
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CHAPITRE IV
il < V: • >- '
Du Mouvement d'un système de corps.
aO. Jusqu’ici , les corps dont nous avons déterminé les mouvemens ont été regardés comme des points matériels, et nous avons vu que la force motrice avait alors pour mesure la vitesse quelle produit dans un temps donné, divisée par ce temps. Mais, lorsqu’on veut comparer entre elles des forces qui agissent sur des corps différens, il n’est plus possible de faire abstraction de leur nature, et leurs masses doivent entrer nécessairement dans l’évaluation des forces qui les sollicitent. Considérons en effet un corps que nous supposerons se mouvoir en ligne droite, comme un assemblage de points matériels qui forment les élé- ' mens de sa masse ; tous ces points seront animés de vitesses égales dirigées suivant des droites parallèles • les forces qui les produisent seront donc aussi égales et parallèles entre elles, leur somme représentera la force totale qui agit sur le mobile ; d’où il suit que cette force est égale à la masse entière du corps, multipliée par la force qui anime chacun de ses élémens. Si le mobile se meut uniformément, la vitesse de chacun de ses élémens est constante, et peut représenter la force qui la produit ; ainsi , les forces
donl l’action est instantanée ont pour mesure le produit de la masse par la vitesse du corps sur lequel elles agissent. Ce produit est ce qu’on nomme la quantité de mouvement du corps, parce que c’est en effet la somme des mouvemens de toutes les parties matérielles qui le composent. Si le mobile se meut d’un mouvement varié quelconque, la force accélératrice qui sollicite chaque élément de sa niasse est représentée par la différentielle de la vitesse, divisée par 1 élément du temps; les forces qui agissent d’une manière continue sur un corps matériel, ont donc pour mesure le produit de la masse du mobile par l’élément de la vitesse quelles lui impriment, divisé par l’élément du temps. Ce produit est ce qu’on nomme spécialement force motrice ; on réserve le nom de force accélératrice à celle qui agit sur l’unité de masse. Cette même quantité prend le nom de près sion quand la force motrice agit sur un corps qui se trouve arrêté par un obstacle, et qu’elle ne produit qu’une simple tendance au mouvement.
Lorsque l’on considère dans l’état de mouvement plusieurs corps liés entre eux d’une manière quelconque , on voit que le mouvement de chacun d’eux dépend à la fois de la force qui le sollicite, et de la réaction que les autres corps du système lui font éprouver. 11 suit de là qu’en général aucun de ces corps ne prend le mouvement qu’il aurait , s’il était libre, en vertu de l’impulsion primitive qu’il a reçue, et des forces accélératrices qui l’animent. 11 faut donc connaître les variations que ce mouvement subit par la liaison du corps au système dont il fait partie, pour
déterminer le mouvement réel qui doit avoir lieu. Cette appréciation délicate a long-temps embarrassé les géomètres, et ils s’étaient contentés de résoudre cette dilliculté dans quelques cas particuliers, par des considérations trop restreintes pour rien apprendre sur les lois générales du mouvement, lorsque d’Alembert établit le premier un principe applicable à toute espèce de système, quel que soit le mode de liaison des parties qui le composent, et propre à rendre facile la mise en équation de tons les problèmes relatifs à ses mouvemens. Voici l’énoncé de ce principe.
a Si l’on imprime aux différons corps d’un système des mouvemens qui se trouvent modifiés par leur liaison mutuelle, il est clair qu’on pourra regarder ces mouvemens comme composés de ceux que les corps prendront réellement, et d’autres mouvemens qui sont détruits; d’où il suit que ces derniers doivent être tels que les corps du système animes de ces seuls mouvemens se fassent équilibre. »
Ce principe a également lieu, soit que le mouvement soit produit par des forces qui agissent instantanément sur les corps, ou par des forces dont l’action est continue; et toutes les questions de mouvement peuvent ainsi être réduites » de simples questions d’équilibre. Cette manière de ramener les lois de la Dynamique à relies de la Statique, imaginée par d’Alembert, est extrêmement ingénieuse; mais la dilliculté de déterminer les forces qui doivent être détruites , et les conditions d’équilibre entre ces forces, rendait souvent l’application de son principe embarrassante. Pour éviter cet inconvénient, les géomètres*
qui sc sont empresses de l’adopter, l’ont modifié d’une manière heureuse en l'énonçant ainsi :
« Si l’on imprime à chaque corps d’un système un mouvement égal, mais dirigé en sens contraire de celui qu’il doit prendre, le système entier sera réduit au repos ; par conséquent il faut que ces mouvemens détruisent ceux que les corps avaient reçus, et qu’ils auraient suivis sans leur liaison mutuelle. Ainsi , il doit y avoir équilibre entre ces différeus mouvemens, ou entre les forces qui peuvent les produire. »
Ce second énoncé du même principe a l’avantage d’éviter les décompositions de mouvement que le premier exigeait, et d’établir immédiatement l’équilibre entre les forces qui agissent sur le système , et qui sont les données du problème , et les mouvemens engendrés qui en sont les inconnues. Nous avons donné, dans le chapitre deuxième, les conditions d’équilibre d’un nombre quelconque de forces appliquées à un système de forme arbitraire ; il suffira donc d’y introduire les forces qui animent le système , et les mou— vemens qui en résultent, pris dans des directions contraires, pour former les équations de son mouvement. Ces équations, jointes aux conditions dépendantes de la nature du système, fourniront toutes les données nécessaires à la détermination du mouvement de chaque corps, et il ne restera qu’à intégrer ces équations, ce qui n’est plus qu’une simple question d’analyse.
ai. Ces notions admises, considérons un système de corps réagissant d’une manière arbitraire les uns sur les autres, et sollicités par des forces accélératrices quelconques.
Soient m , ni, m', etc., les masses des différais corps du système ; x,j, z, x', y , z' , etc., les coordonnées rectangulaires qui déterminent leur position respective; soient X, Y, Z, les trois forces accélératrices qui agissent sur l’unité de la masse m, parallèlement aux axes de ses coordonnées ; mX, mY, mZ, seront les forces qui sollicitent le corps m dans la même direction. Soient niX', ni Y', m"Z’ , les forces qui sollicitent m' parallèlement aux mêmes axes , et ainsi de suite ; désignons par t le temps dont nous supposerons l’élément dt constant. Les vitesses qui animent le corps m, à la (in d’un instant quelconque, serout
représeutées par <~, les forces qui le sollicitent, suivant les axes des x, des y et des z, seront
donc m ^ , m ~ , m ~ , et ces forces , eu vertu de dt ’ dt’ dt ’ ’
l’action des forces accélératrices, deviendront, dans
l’instant suivant,
m.‘^-\-mX.dt, ni.^j-J-inY.rff, mL.dl.
Mais les accroissemens véritables que prend parallèlement aux axes coordonnés la vitesse du corps m, à cause de sa liaison avec les autres parties du système,
et qu’il s’agit de déterminer, sont ^ les
forces motrices effectives qui sollicitent le corps m, à la (in de l’instant dt, sont donc
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En supposant donc les trois premières forces appliquées au corps m, en sens coutraire de leur direction» les forces motrices qui agissent sur ce corps seront
en marquant successivement d’un accent, de deux accens, etc., les lettres m, x, z, X, Y, Z, on aura les expressions des forces semblables qui proviennent des variations de mouvement de chacun des corps m', m", etc.
Or, en vertu du principe de d’Alembert, le système entrer est en équilibre sous l’action de toutes ces forces réunies; il suffit donc, pour exprimer cette condition, de substituer leurs valeurs dans les six équations générales du n° 7. En remplaçant ainsi respectivement par les forces (A) les trois composantes \ ■. ' P cos d, P cos b, P cos c, on aura
ï.mX, X.m.1—- — ï.njY, X.m.~=
2 • m ' (Xd ydî^—) = ^ . m . (x Y — jX),
m.(jZ - zY
Telles sont les équations du mouvement d’un système quelconque de corps m, m', m', etc., qui ne contient aucun point fixe. Si quelqu’un de ces corps était astreint à se mouvoir sur une surface ou une
courbe donnée, en comprenant parmi les forces qui lui sont appliquées la résistance qu’il éprouve de la part de cette surface ou de cette courbe, on pourrait le regarder ensuite comme entièrement libre, et les équations précédentes seraient encore, dans ce cas, celles du mouvement du système.
22. Les six équations (B) renferment plusieurs principes généraux de mouvement que nous allons successivement développer. Faisons d’abord abstraction des trois dernières.
Si l’on désigne par x, y, z, les trois coordonnées du centre de gravité du système de corps m, m! , m", etc., on aura, n° 8,
X.mx X.m y X.mz
d’où l’on tire , en différenciant deux fois par rapport à t,
d‘x dl' d'x dt * d'x dt '
dt' X.m * IF X.m * dt' X.m *
On aura donc, en vertu des trois premières équations (B),
d'x X.mX. d'x X.mY d’z X.mZ
IF X m 7 ~dF X.m 7 dt' X.m 7 ' '
c’est-à-dire que le centre de gravité du système se meut dans l’espace comme si toutes les masses m, m1, m", etc., y étaient réunies, et comme si toutes les forces qui sollicitent ces corps lui étaient directement appliquées.
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Si l’action mutuelle des diO'érens cofps du système est la seule force accélératrice qui agit sur ces corps, les trois quantités 2 ,mX, 2.mY, 2.mZ, seront nulles. 11 suffit, pour s’en convaincre, de considérer que, dans la nature, l’action devant toujours être égale à la réaction, la somme des actions et des réactions qu’un nombre quelconque de corps exercent les uns sur les autres se réduit nécessairement à zéro. En effet, désignons par P l’action qu’exerce un élément de la masse m sur un élément quelconque de m': quelle que soit la nature de cette action, m! P sera la force accélératrice dont m est animé par l’action de m' ; en nommant donc p la distance mutuelle de ces deux corps, on aura, eu vertu de cette action seule.
L’action de m sur m' donnerait de même
y_mP.fr —
Y'—mP-(~r ~ ■?) ;
d’où l’on conclura
m'X' = o , o, /nZ+m'Z'=o.
On trouverait des équations semblables en considérant les actions réciproques de m et m", de m1 et m", etc. Si le système n’est sollicité par aucune force étrangère , on aura donc
X = o , 2 . niï = o , 2 . mZ — o
Les-équations (C) deviennent, dans ce cas, d'x J'y
dC
de
= O , -rr. = O
dë
d’où l'on tire, en intégrant,
x = a 4- bt , y = «' + £'/, z = a" -f- b"t ;
a , b, a', b', a', b", étant les constantes arbitraires ‘ introduites par l’intégration.
Si l’on élimine le temps t entre ces équations , il en résultera une équation linéaire, soit entre x et y, soit entre x et z , soit entre y et z ; d’où il suit que le mouvement du centre de gravité se fait en ligne droite , et la vitesse dont ce point est animé est égale à
Oüà^*-t-^*+y'*. Cette vitesse
est donc constante, et le mouvement est à la fois rectiligne et uniforme.
Ainsi donc, de même que par la loi d’inertie un point matériel ne peut , sans l’intervention d’une cause étrangère, changer le mouvement qu’il a reçu, de même un système de corps ne saurait altérer le mouvement de son centre de gravité, par la seule action de ses parties les unes sur les autres. Ce résultat remarquable constitue une loi générale du mouvement que l’on a nommée principe de la conservation du centre de gravité.
a5. Considérons maintenant les trois dernières équations (B). . :
Si l’on multiplie par dt, et qu’on intègre ensuite par rapport au temps l ces équations , on trouve
c"+ 2 . f . m . {jZ — zY).dt ; I
V«i c', c", étant trois constantes arbitraires.
Lorsque le système n’est soumis qu’à l’attraction mutuelle des corps qui le composent, et à une force dirigée vers l’origine des coordonnées , les seconds membres des équations précédentes sont nuis. Pour le faire voir, désignons, comme précédemment, par P l’action réciproque de deux élémens des masses m et m', et par p leur distance mutuelle, on aura, en vertu de cette action seule ,
Z.m.(xY — yX) = — mm . P
-jl.
L’action mutuelle des corps du système disparait donc de l’intégrale finie 2.ttj.(xY — y'X).
Nommons F la force qui sollicite m vers l’origine des coordonnées, et f— \/ -f- s* la distance de ce corps à cette origine; on aura, relativement à la force F,
Substituons ces valeurs dans les expressions xY — j"X, zX — xZ, jZ — a Y, la force F en disparait évidemment il en serait de même des forces F', F", etc. ,
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relatives à ai, ni, etc. Ainsi donc lorsque les diflfe’rens corps du système ne sont sollicités que par leur attraction réciproque et par des forces dirigées vers l’origine des coordonnées, on a
X.nv. [ydz — xdy) = c*. dt
La différentielle xdy—ydx représente le double de l’aire décrite autour de l’origine des coordonnées pendant l’instant dt par la projection du rayon vecteur de m sur le plan des x et des/; les différentielles zdx — xdz et ydz — zdy sont le double des aires décrites pendant le même instant par les projections de ce rayon vecteur sur les plans des xz et des /s. Les premiers membres des équations précédentes représentent donc la somme des aires tracées par les projections des rayons vecteurs des différens corps du système sur chacun des plans coordonnés, multipliées respectivement par les niasses de ces corps ; cette somme est par conséquent proportionnelle à l'élément du temps, et dans un temps fini, elle est proportionnelle au temps. Ce théorème constitue la loi générale du mouvement qu’on a nommée principe de la conservation des aires.
Lorsque la seule force qui agit sur le système est l’attraction mutuelle des corps qui le composent , et
que par conséquent la force F est nulle , on peut choisir arbitrairement l’origine des coordonnées , et le théorème que nous venons d’énoncer a lieu pour tous les points de l'espace. Dans les deux cas , le principe des aires subsiste pour tous les plans que l’on peut mener par le point que l’on a pris pour l’origine des coordonnées.
Les aires décrites par les projections des rayons vecteurs de m, m' , m , etc., sur chacun des plans coordonnés, sont évidemment les projections sur ces plans des aires décrites dans l’espace par ces mêmes rayons. Ces projections changent de valeur selon la direction des plans coordonnés ; et comme nous venons de voir qu’on pouvait choisir ces plans à volonté , il y en a nécessairement un pour lequel la somme de ces projections, multipliées respectivement par les niasses m, m', m', etc., est un maximum. Proposonsnous de déterminer ce plan.
Soient /, l'j t', les angles qu'il forme respectivement avec les trois plans coordonnés ; désignons par L la somme des aires tracées sur ce plan par les projections des rayons vecteurs des différons corps du système , et multipliées respectivement par leurs masses, somme que nous supposons être la plus grande possible. On aura , par les propriétés connues des projections,
l.m. (xdj — ydx) — L cos l, t.m.^zdx — xdz ) = Lcos/',
CO S
yC‘ + c’'+c"‘
Les angles l, V , l', sont donc constans par rapport au temps t, et le plan principal de projection reste toujours parallèle à lui-même pendant toute la durée du mouvement , quels que soient les changemens survenus dans les positions respectives des corps du système. C’est à cause de cette propriété remarquable que ce plan a été nommé plan invariable. La découverte de ce plan, que l’on doit à Laplace,. peut être de la plus grande utilité dans la théorie du système du monde, parce qu’il sera facile de retrouver dans tous les siècles sa position, et qu’on aura ainsi un plan stable auquel on pourra rapporter celle des corps célestes.
Il est aisé de fixer à chaque instant la position du plan principal de projection, lorsqu’on connaît, pour cet instant, les coordonnées de tous les corps du système, et les vitesses dont ils sont animés, suivant les axes de ces coordonnées. En effet, soient x, y , 2, les
coordonnées de m dans un instantdonné:^, ~ ,
’ dt’ dt ’ dt1
les composantes de la vitesse dont ce corps est animé.
dans le même instapt; x', jr1, z', ~t t
les coordonnées et les vitesses correspondantes de m', et ainsi de suite; on aura, pour les valeurs des trois constantes c, c', c",
Si l’on prend le plan invariable déterminé par les équations ( g ), pour l’un des plans coordonnés, pour celui des x et des j-, par exemple, les angles V et F' seront chacun de ioo°; on aura donc alors cosZ'=o, cosZ"=o, ce qui exige que c' et c" soient nuis. Les deux quantités -je', je", multipliées par le temps /, représentent les sommes des aires tracées par les projections des rayons vecteurs des différens corps du système sur les plans des xz et des^-z, et multipliées respectivement par leurs masses. Le plan invariable jouit donc encore de cette propriété singulière, savoir : que cette somme est nulle par rapport à tout plan qui lui est perpendiculaire, puisque la direction des axes des x et desy^ est arbitraire. Il est donc naturel de choisir ce plan pour l’un des plans des coordonnées, de même qu’on rapporte ordinairement leur origine au centre de gravité du système, l’égalité à zéro des deux constantes c' et c" devant rendre en effet les équations dans lesquelles entrent ces constantes beaucoup plus faciles à traiter. Nous en verrons bientôt des exemples.
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a4* Les principes (le la conservation des aires et du mouvement du centre de gravité dérivent naturellement des équations (B), dont iis ne sont, pour ainsi dire, qu’une simple traduction; mais il existe une autre loi générale de mouvement, nommée principe de la conservation des forces vives, qui, n’étant plus comprise dans ces équations, exige que, pour la démontrer, on considère sous un nouveau point de vue le mouvement d’un système de corps.
A cet effet, nous remarquerons que si, aux forces qui sollicitent l’un quelconque des corps qui le composent, on ajoute les réactions qu’il éprouve de la part des aatres parties du système, considérées comme des forces qui agissent sur lui , on pourra faire ensuite abstraction du reste du système, et les mouvemens de ce corps seront déterminés par les équations que nous avons trouvées pour les mouvemens d'un point matériel libre.
Soient donc mX, rnX, niL , les composaules des forces qui agissent sur ni, ces forces étant estimées comme nous venons de le dire ; soient de même m'X', m'X' , m'Zi', les forces qui agissent sur ni, et ainsi de
suite. On aura, pour déterminer les mouvemens des corps m, ni , m", etc., le système d’équations différentielles suivant :
de
n _ — _ m X m _ ■ tn Y m ■ ■
mX- OT rf? = mT'
• •* . / V f t j “ * trwi
mdF mX> '-Je =mZ •
etc.
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Maintenaut, si l’on multiplie l’équation en x par idx, l’équation en y par zdy, l’équation en z par ad3 , puis l’équation en x1 par idx\ et ainsi de suite , qu’on ajoute ensuite les équations résultantes, et qu’on intègre leur somme, on aura
^ =c + ïZ.r.m.QLdx+'ïdy+Zdz)t ( p )
c étant une constante arbitraire.
Si la quantité ’2..m.ÇX.dx-\-Ydy-\-2,dz) est la différentielle exacte d’une fonction des coordonnées x , y, z , x', y', z', etc. , que nous désignerons par <p(x , y, z, x’,y', z', etc.), le second membre de l’équation précédente s’intégrera immédiatement; et en nommant v la vitesse du corps m , on aura
= c -f- 2<p[x , y, z, x', y', z ', etc.), (?)
Cette équation est semblable à celle que nous avons trouvée n° i3, en considérant le mouvement d’un point matériel isolé, elle conduit à des résultats analogues.
On appelle force vive d’un corps le produit de sa masse par le carré de sa vitesse. 11 résulte de l’équation précédente que si le système que l’on considère n’est sollicité par l’action d’aucune force accélératrice, la somme des forces vives des corps qui le composent, ou la force vive totale du système est constante, et que, s’il est sollicité par des forces quelconques, l’accroissement de la force vive du système, en passant d’un point à un autre , est indépendant des courbes
Digitizod byT^oO1
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décrites par ces différens corps; cet accroissement est nul , et la force vive totale redevient la même toutes les fois que le système reprend la même position. Ce théorème constitue la loi de mouvement qu’on a nommée principe de la conservation des forces vives.
[L 'équation (y), d’où l’on déduit le principe que nous venons d’établir, suppose que la fonction 2.m.(Xr£r -f- Xdy-r- Z dz) est une différentielle exacte. Cette condition est remplie, ainsi que nous l’avons fait voir n° 1 5 , lorsque les composantes X, Y, Z , etc., proviennent de forces attractives dirigées vers des centres fixes, et représentées en intensité par des fonctions de leurs distances à ces centres. Elle léserait encore si ces composantes résultaient de l’attraction mutuelle des différens corps du système, cette attraction étant supposée s’exercer proportionnellement aux masses, et suivant une fonction quelconque de la distance.
Four le fairç voir, soit p la distance des deux corps m et m' du système, en sorte qu’on ait
Soit P, une fonction donnée de p, représentant l’action réciproque de deux élémens des masses m et m', cette force étant dirigée suivant la droite qui joint ces points ; m! P sera la force accélératrice de m provenant de l’action m'; mY, la force accélératrice de m' provenant de l’action m. La première donnera suivant les axes des x, desj' et des z les trois composantes
— — ot'P.^, —m' P.^.
dx ’ dy ' de,
Ioo théorie analytique
La seconde les trois composantes
ÛL
' dy
En ne considérant donc que l’action mutuelle de m et m', on aura
m . {\dx + Y df + Z ds) = — mm' . P dp
quantité qui est une différentielle complète, puisque P est fonction de p.
Ainsi l’équation (7), et le principe des forces vives que nous en avons déduit, ont lieu dans le mouvement de tout système de corps soumis à leurs actions mutuelles et à des attractions dirigées vers des centres fixes, ce qui comprend à peu près toutes les forces de la nature.
a5. Il nous reste à démontrer une dernière loi générale qui s’observe dans le mouvement d’un système de corps , et qu’on a nommée principe de la moindre action. Pour cela, reprenons l’équation (p); en la différenciant par rapport à la caractéristique S , on aura
S.m.eJV = 2.ni.(XJ'a: 4- Y Sj + Z<fz).
Mais si après avoir multiplié les équations (m), la première par Sx , la seconde par Sj, la troisième par Sz, et ainsi de suite, on les ajoute, on trouve
\dt * Partant ,
Z.m.vdt.ty = ■ îx + ^7 ■ h + • ^)-
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Soient ds l’élément de la courbe décrite par m , ds' l’élément de la courbe décrite par m', etc. , on aura
vdl = ds, ds = \/djc* 4- dj- -f- dz% ,
v'dt — ds' , ds' = \Jdx/% -f- dj'% -j~ dz K , etc.
Par conséquent
Mais en diflërenciant l’expression de ds, on a
Et comme les caractéristiques «T et d sont indépendantes , «
Z.mv.dJ's — T m^V*** + dy*y + d.t,y
— . «Ta: -f- ÿ 4 jy 4- . J'z.) . |
Ajoutons les deux équations (a) et (i) , en remarquant que
fmvds — o
c’est-à-dire que la fonction 2 . fm . vds ou 2. fm. v'dt est un minimum; ce qui constitue le principe de la moindre action dans le mouvement d’un système de corps. Ce principe, qu’on avait long-temps cherché à déduire de considérations métaphysiques, résulte directement, comme on voit, des équations différentielles du mouvement, et l’on peut l 'énoncer ainsi : la somme des forces vives d’un système de corps , pendant le temps qu’il emploie à passer d’une position à une autre , est un minimum. Si les corps ne sont sollicités par aucune force accélératrice , la force vive du système, pendant un temps déterminé, est proportionnelle à ce temps; le système parvient donc alors, d’une position donnée à une autre , dans le temps le plus court.
26. Nous avons, jusqu’ici , regardé comme fixe l’origine des coordonnées auxquelles nous rapportions la position des corps du système, dont nous considérions les mouvemens ; mais il est aisé de démontrer que le principe de la conservation des aires , celui de la conservation des forces vives, et celui de la moindre action , auraient encore lieu en supposant à cette origine un mouvement rectiligne et uniforme dans l’es-
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pace. En effet, soient x, y, z, les coordonnées de cette origine mobile, par rapport à un point invariable quelconque, pris pour l’origine des coordonnées x , y, z, x',y', etc.; si l’on désigne par x,,?,, z„ x\, y n z',, etc., les coordonnées des corps m, m' , m", etc., relatives à la première origine , on aura
x = x-t- xjf yz=Y+jt, z=z-f-z/, î
x'= % -+-x'/f y=x+ylt z'—z+z't, etc.
Différencions deux fois ces valeurs, et substituons les valeurs résultantes dans les six équations (B). Les trois premières deviendront
Mais, en vertu du mouvement rectiligne et uniforme supposé à l’origine des coordonnées, on a
<Px afx d* Z
FF °’ IF °' FF
Les trois équations précédentes se réduisent donc à celles-ci :
Irn.— ' = ï.mX, X.m.r4-'= I.mY, T.m.-r-' = Z.mZ.
de de de
Effectuons les mêmes substitutions dans la quatrième
des équations (B). On aura d’abord •
x.-Z.md'y—x.'Z.md'x, *A'y— y P*.
de -t-z.m. -d-x
= 2.m.(Yx/ — X^-J-x.S.mY — v . 2 , mX ;
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équation qui , en vertu des trois précédentes, se réunit à
On trouvera de même : d'x. — xd?s
ï.,„.(îfe=iîî,) = »,Zi,
de
*■»>•( ’fasfa) = OvZ-»,Y).
Les six équations qui déterminent le mouvement d’un système de corps, conservent donc absolument la même forme , soit qu’on suppose fixe ou mobile l’origine des coordonnées ; il eu serait de même des équations (ni) du n° 24 ; on pourra donc, dans les deux cas, en déduire par les mêmes raisonnemens, les principes de la conservation des aires et des forces vives, ainsi que le principe de la moindre action.
Voyons maintenant ce que devient, par cette transposition de l’origine des coordonnées , le plan que nous avons nommé plan invariable. Pour cela , reprenons les trois équations (E) dont la considération nous a conduits à la découverte de ce plan; si, dans ces équations, on substitue pour x,y, z, leurs valeurs ( o ) , en remarquant que par l’hypothèse du mouvement rectiligne de l’origine on a
\(/y — ydx — o, xdi—7.dx = o, zdx — \rfz = o;
on trouvera
X.m.(xtdyt — ytdx,) = c.dt, 2.m.(zidxl — X'dzt) = c' . dt , \
m . (v fat — djt ) = c" . e/l
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Les trois constantes c, c', c", déterminent la position du plan invariable ; d’où l’on peut conclure que ce plan conservera toujours des directions parallèles pendant le mouvement de l’origine des coordonnées.
Nous avons vu que lorsque le système n’est soumis à l’action d’aucune force étrangère , le centre de gravité était transporté dans l’espace d’un mouvement rectiligne et uniforme ; il suit donc de ce qui précède , que si l’on fixe à ce centre l’origine des coordonnées, les principes de la conservation des aires et des forces vives auront encore lieu par rapport à cette origine , et le plan invariable passant constamment par ce point, sera emporté avec lui dans le mouvement . général du système, en restant toujours parallèle à lui-même.
Le principe de la conservation des aires et celui des forces vives peuvent se réduire à de simples relations entre les coordonnées des distances mutuelles des difl’érens corps du système. En effet, prenons pour origine des coordonnées le centre de gravité du système; les trois équations (E), n° a3, peuvent s’écrire ainsi :
X .mm . [(*'— x) . (rfy'— rfy) — (/ — y) ■ (<&'— rfr)] T.m =C-J‘f
X . mm . f(*' — *) . (rfx' — dx) — (*' — x) . ( dz — dz
S . mm . [(/— 7) • {dz'— dz) — {%'— z) . (rfy — rfy)] » , .
■ = c . al :
équations qui ne dépendent que des coordonnées des distances mutuelles des corps.
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Les premiers membres de ces équations représentent la somme des aires tracées sur chacun des plans coordonnés par les projections de la droite qui joint deux corps du système , dont l’un est supposé se mouvoir autour de l’autre , regardé comme immobile ; chaque aire étant multipliée par le produit des deux masses que l’on considère , et divisée par la somme des masses du système.
Il suit encore de ces équations, que le plan qui passe par l’un quelconque des corps du système , et par rapport auquel la fonction précédente est un maximum } est parallèle au plan passant par le centre de gravité, et que nous avons nommé plan maximum des aires. Ce nouveau plan reste également toujours parallèle à lui-même pendant toute la durée du mouvement, et les seconds membres des équations précédentes sont nuis par rapport à tout plan passant par le même corps , et qui lui est perpendiculaire.
On peut donner à l’équation ( p ) du n* 24 cette forme.
„ T(^'- + (<*/ - dy)'+ (*' - dz)'~\
2*'ww'L d? J
— const. — a2. m. ~2..f mm’. F df.
Le premier membre de cette équation exprime le carré des vitesses relatives des corps du système les uns autour des autres, en les considérant deupc à deux , et en regardant l’un des deux comme immobile , chaque carré étant multiplié par le produit des deux masses que l’on a considérées.
Nous terminerons ce chapitre par une remarque
DU SYSTÈME DU MONDE. io7
importante sur l’extension à donner aux quatre principes que nous venons de développer. Celui de l’uniformité du mouvement du centre de gravité et celui de la conservation des aires subsistent, quelle que soit l’action que les corps du système exercent les uns sur les autres, même en se choquant, ce qui les rend très utiles dans beaucoup de circonstances. Mais il n’en est pas de même du principe de la conservation des forces vives, et de celui de la moindre action ; pour qu’ils puissent subsister, il faut que les variations des vitesses des diflërens corps du système s’opèrent par des nuances insensibles; ils n’auraient plus lieu si le système éprouvait quelque brusque changement dans ses mouvemens, soit par l’action mutuelle des corps qui le composent, soit par la rencontre d’obstacles extérieurs.
io8
chapitre y
Du Mouvement dun corps solide.
37. Les six équations que nous avons trouvées dans le chapitre précédent, pour déterminer les mouvemens d’un système de points matériels liés entre eux d’une manière quelconque, peuvent aisément s’étendre au cas où ce système forme un corps solide. En effet , il suffit alors de supposer que les distances mutuelles des parties du système sont inaltérables, et de substituer aux masses m , m' , m", etc., les élémens infiniment petits du corps que l’on considère.
Soit donc dm un de ces élémens ; désignons par X, Y, Z, les forces accélératrices qui agissent sur lui, parallèlement aux trois axes de ses coordonnées rectangulaires x , jr, z , et remplaçons dans les équations (B) du u° 3 1 , le signe 2 qui désigne des intégrales finies , par le signe S , relatif aux intégrales ordinaires ; ces équations deviendront
S.^.dm = S.Xdm, S .~^.din=S.Y dm ,
dt* ’ dt* ’
S.^.dm = S.Zdm.
at
S ‘dm = S.(xY — fX).dm,
S • • dm = S . (zX — xZ).dm,
s (y^—)-dm = S.(rZ- z\).dm;
le signe intégral S se rapportant à la molécule dm, et devant s'étendre à la masse entière du corps.
Ces six équations serviront à déterminer complètement les mouvemens d’un corps solide de figure quelconque. Les trois dernières renferment le principe des aires. Si le corps était retenu par un point fixe , elles suffiraient pour déterminer son mouvement de rotation autour de ce point.
Si, au lieu de prendre arbitrairement l’origine des coordonnées, on fixe cette origine au centre de gravité du corps , qu’on désigne par x , y, z , les coordonnées de ce point, par x' , ÿ , z', les coordonnées de l’élément dm rapportées au centre de gravité,- en sorte qu’on ait
x = x + xf, jr — x+y, x = z -f- s'; (/) »
qu’on substitue ensuite ces valeurs et leurs différentielles dans les trois premières équations (a) , en désignant par m la masse entière du corps, et en observant que x, y, z, étant les mêmes pour tous les élémens, on a
S. -y- .dm = m.-r- , . b.-r- .dm = m.-r- ,
dt * de 7 de de 7
S-d?'dm==m’dê'7
que de plus, par la nature du centre de gravité,
S . x'dm — o , S .y' dm = o , S . z'dm = o ;
ce qui donne
(ÿ.dm = o, S.~,dm=o.
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Ces équations deviennent • *.
m.^ = S.Xdm, m~==S.Ydm, (A)
On déterminera par leur moyen le mouvement du centre de gravité du corps. On voit que ce point se meut dans l’espace comme si la masse entière du corps y étant réunie , toutes les forces qui sollicitent le corps lui étaient immédiatement appliquées. Cette remarque est analogue à celle que nous ont fournies , n° 22, les équations différentielles du mouvement du centre de gravité d’un système de corps.
Substituons de même , dans les trois dernières équations (a), à la place des variables x,y, z, et de leurs différentielles, leurs valeurs tirées des équations ( f ). La première de ces trois équations deviendra ainsi
= S.[(x + x').Y — (y +y>).X].dm.
Mais, x, y, z, étant les mêmes pour tous les élémens du corps, on a
S . (xd‘ y — y d'x) . dm = m . (xd‘ y — y d‘x) , S.(xY — xlty.dm == x.S.Y dm — y. S .Xdm, et enfin.
S . (x'd‘ y — y' d'x + xdy1 — y d'x' ) . dm = d‘ y . S . x' dm — d*x.S.ydm x.S.dy' . dm — x.S.d'x’.dm.
Les variables x', f , z’, se rapportant au centre de
DD SYSTÈME DU MONDE, gravité de la masse m , pris pour origine des coordonnées, tous les termes du second membre de cette équation sont nuis; la quatrième des équations (a), devient donc simplement
S.C^/^dm = S.(j/Y — yX).dm.
On trouverait de même que les deux dernières équations (a) se réduisent aux suivantes :
S ' (— -Z') dm = S.(zlX-xlZ).dm,
S'-(r'Z7/'<V')-dm = S-(^Z - ‘J^-
Les trois équations précédentes sont les mêmes que celles qui détermineraient les mouvemens du corps autour de son centre de gravité si ce point était immobile; or les équations ( b ) font connaître à chaque instant la position du centre de gravité dans l’espace; on pourra donc le regarder comme un point fixe autour duquel le mobile est obligé de tourner, et en déterminant la position du corps par rapport à ce point, sa situation dans l’espace sera entièrement fixée. Quelles que soient donc les lois du mouvement d’un corps, on pourra toujours le décomposer en deux autres mouvemens, l’un de translation relatif à son centre de gravité , l’autre de rotation autour de ce point. Envisagés de cette manière , les mouvemens les plus compliqués deviendront faciles à saisir, et c’est ainsi que nous considérerons les mouvemens des corps célestes.
On peut donner aux trois dernières équations (a
m , THÉORIE ANALYTIQUE une forme particulière qui a l’avantage de faire connaître plusieurs propriétés importantes du mouvement de rotation. Pour cela, on rapporte les coordonnées de l'élément dm à trois nouveaux axes rectangulaires fixes dans l’intérieur du corps et mobiles dans l’espace, en sorte qu’il suffit de connaître à chaque instant la position de ces axes, pour assigner celle du solide.
Plaçons l’origine des coordonnées au point fixe , différent ou non du centre de gravité , autour duquel le corps est obligé de tourner, et soient x', y' , z', les * coordonnées de dm , relatives aux nouveaux axes que nous considérons; on aura, par les règles ordinaires de la transformation des coordonnées,
x = axd 4- by -J- cz' , "J
z = a'x' -f- vy -f- cV. J
Dans ces équations, a,b, c représentent les cosinus des angles que fait respectivement l’axe des x avec les axes des x' des y' et des a'; a', b', c', les cosinus des angles que forme l’axe des y avec les mêmes axes , et enfin a", b', c ", les cosinus des angles que fait respectivement avec eux l’axe des z.
Dans les deux systèmes de coordonnées, le camé de la distance de l’élément dm à l’origine est égal à la somme des carrés des trois coordonnées qui déterminent sa position, c’est-à-dire qu’on a
Cette considération donne entre les neuf quantités
a\ c>a > b', c, a, b", c', les équations de condition suivantes :
a% -f- a'\ + a"* = ,, ab + a' b' -f. a" b' = o, b'+V + V'ss », ac -f- etc’ -f- a c“ = o,
+ bc -)- b’c' 4- AV = o.
Réciproquement pour déterminer x\ÿ, z! en fonc- ' * !" ’ • tion de x, y, z, on aura
x' = ax -j- a'y + a'z , y
y = bx + by + b-z, ( (2)
*z' = CX 4- c'y 4- c'a. J
D’où^il est aisé de conclure que les coefliciens a> a> etc., sont encore liés entre eux par les six équations
«* -f- b* 4“ c* = i , aa! 4- bV -f- ce' = o, ] a" + V* 4- c'* = i , ' a«''4- 4- cc" = Q ’ ( (n)
a"* 4. A"* + c"» = , , «'«"-f- b' b" -f- CV' = 0. J
Ainsi donc, des neuf quantités a, b, c, a', b', c' a”, b ”, c ", trois seulement sont arbitraires, et les six autres peuvent être regardées comme déterminées par
les équations de conduion (/«), ou les équations (a)
qui leur sont équivalentes. • . • ’
Enfin , si , par le procédé ordinaire de l’élimination , ou tire des équations (i) les valeurs de x',y' et z’ en fonction de .r, y et z, et qu’on les compare L celles de ces coordonnées qui résultent des équations Tome I. . e
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(a), on aura, entre ces mêmes quantités, ces nouvelles relations,
a=b'c"—bno'; a b" c — bc", a"=:bc'—b'c, j
4=«V— aV', b' = ac" — a"c, b"=za'c—ac', ([) cz^a'W—d’b', ct=a>tb — ab", d — ab' — a'b. \
Comme il n’y a que trois des coefliciens a, b, c, a', b', c', a", b", c", d’indéterminés, il est souvent plus commode d’exprimer ces neuf quantités en fonction de trois autres indépendantes entre elles. En effet, la position des trois plans que forment les axes des nouvelles coordonnées est déterminée lorsqu’on connaît l’inclinaison d’un de ces plans, de celui des x'j', par exemple, sur celui des xj, et les angles que forme avec les axes des x et des x1 l’intersection de ces deux plans. En désignant donc par 0 le premier de ces angles, le second par 4-, et le troisième par ç>, on trouvera aisément, par les formules de la Trigonométrie sphérique ,
<z= cosô.sin 4-sin ç -f- cos4*cos<p, b sas cosfl.sin ■4. cos <p — cos4.sin<p,
c — sin 0 . sin 4 >
«'= cosô.cos4«sin ^ — sin 4 -cos ? >
V— cos ô . cos 4 • cos <p -f- sin 4 • sin $ ,
c': 5= sin 6. cos 4, o"= — sin 0.sin $ ,
A"= — sin 6 . cos <p ,
*"s= cos0. • : .
■G<5S?tle
Si l'on substitue ces valeurs à la place dte a, b, c, etc. , daus les équations de condition précédentes, on verra que ces équations sont identiquement satisfaites, et qu’il n’en résulte aucune relation entre les angles <p, ^ et 8.
29. Cela posé , reprenons les trois dernières équations(a). Si, après les avoir multipliées par dt, on l^s intègre, et que, pour abréger, on représente par M, M', M", la somme des momens des forces qui agissent sur chacun des élémens du corps, et qui se rap-' portent respectivement aux axes des x, des’ jr.ét dès z\ ce qui donne
M — S . [jZ — sY ) dm, M' S.(zX — xïjfdm.
on aura
S . ) - dm = /M . dt , ;
le signe S se rapportant à l’élément dm, et le signe/ uniquement au temps t.
Maintenant, de ce que les axes des x1, des / et des 2' sont supposés conserver pendant toute la durée du mouvement là même position dans l’intérieur du corps, il résulta que les coordonnées x', jl, s' cerout indépendantes du tepips t, tandis que les quantités a, b, c, a', b', c', a", b", c", au contraire, varieront avec lui. Si l’on différencie donc, dans ceüe bypo-
thèse, les équations (i), et qu’on substitue ensuite pour y, t, Yt> ^eurs valeurs dans là première des équations (A), on aura
adb‘— b"da+ b'da — adb‘
).vy
/a' de" — c'da -f- c'da" — a" de
^b'dc"—c‘db'+cdb“ — b’dcS) — fM.dl.
Si , dans cette équation , on remplace al , a", b', etc., par leurs valeurs ( l ) données n* 28, qu’on fasse, pour abréger,
cdb-\-c’db'-\-c"db" = — bde — b' de' — b'' de '= , "J
adc+adc'-\-a"dc" =—cda—c'da' — c"da"=e/dt , > (p) bda-\-b'dd+b"da"—— adb—a'db'— a"db"= rdt ; '
qu’on suppose de plus ,
A=S.(y',+ *',) rf"». B=S.(*'*+«',).rfn», C=S.(*'M -/‘) dm, F «= S.yd ■ dm , G =S.x'* -dm, H =S.*y . <//« ,
on trouvera , après quelques réductions , a.(Sp_Gr_H,)+i.(%-Fr_HW) ^ a -f-c-(Cr — Fÿ — Q>p)\
On aurait, par une analyse semblable,
“Dlgîtïzed by GoogI
(A p — G/— Bq) + b. (B q — Fr — H/>) -f- c'. (Cr — Fÿ — G p)
a". (A p — G r — Bq) +b". (Bq — Fr — Hp) » 4-c'
—fM.dt,
V'dBq—Yr—Bp)) c".(Cr—¥q—Gp) J
En faisant, pour simplifier, #
Ap — Gr — Hc/ = P, B^r — Fr — Hp=Q, Cr — F q — Gp — H ,
ces équations deviennent
(i P — f- b Q 4“ c R /M . dt) j »'P -f- b' Q + c'R = /M'. rft, ( (f) a’P + £'Q -f- e'R = /M*. A. )
Pour faire disparaître les quantités », b, c, etc., je différencie ces équations, et je les ajoute après avoir multiplié la première par », la seconde par la troisième par a,'; je trouve ainsi,
îï — r.Q-j-ÿ.R (i)
Je .multiplie les mêmes équations différentielles, la première par b, la seconde par b', la troisième par i'j je les ajoute ensuite, et j’obtiens
eg + r.P — p.Rr^M + i'M'-fê'M'. (3)
Enfin, j’ajonte les mêmes équations, après avoir multiplié la première par e, la seconde par c', la troisième par c, et je trouve
~ — <7.P-f-/>.Q = eM-|- c'M'-f- c'M'. (5)
Ces trois équations, qui ne sont qu’une simple transformation des équations (A), serviront à déterminer complètement le mouvement de rotation du corps. Leur intégration donnera les valeurs des quantités p, q, r, et en les substituant dans les équations (p), ces équations, réunies aux six équations de condition (ni), donneront, par une nouvelle intégration, les valeurs des neuf variables a, b, c, a', b', c, a", b"f c". On connaîtra donc, à chaque instant, la direction des axes mobiles des x', des^' et des s'; et comme leur situation dans l’intérieur du corps est supposée donnée, la position du mobile sera entièrement déterminée.
5o. Nous avons, jusqu'ici, regardé la position de ces trois axes dans l’intérieur du corps, comme entièrement arbitraire, et nos formules ont, à cet égard, toute la généralité possible; mais les équations (i), (a), (3) prennent une forme beaucoup plus simple, et qui facilite leur intégration dans un grand nombre de cas, lorsqu’on dispose des quantités a , b, c,- a! , b', a', d'y W, c", dont trois sont restées indéterminées n° 28 , de manière à satisfaire aux équations suivantes :
S .j'z'. dm = o , S.x’z1. dm = o, S.x'jr'.dmstzO',
ce qui est toujours possible, comme nous le verrons tout à l’beure. La position des axes des x des y et des z est alors entièrement fixée , et ces axes s’ap-
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pellent axes principaux du corps. Dans ce cas, les trois quantités F, G, H, étant nulles, on a Prs Ap, Q = By, R = Cr, et les équations (i), (a), (5) se réduisent aux suivantes :
A. J+(C — B).f=flM + a'M, + n"M", ]
B. g-HA — = (B)
C. J -+- (B — A).pq = cM + c'M' + e"M". J
Nous avons désigné par M, M', M", la somme des momens respectivement relatifs aux axes des x, des y et des z, des forces accélératrices qui agissent sur chacun des élémens du corps. Par une propriété connue , on aura la somme de ces mêmes momens rapportés aux axes des x', des y' et des z\ en ajoutant les trois quantités M, M', M", après les avoir multipliées par les cosinus des angles que forment respectivement les nouveaux axes avec les premiers. En nommant donc N , N', N", ces trois sommes , on aura
N = aivt-f- fl M' + a” M", N' S= m + bW + b" M",
N"=cM-f- c'M' -f c"M".
Les trois équations (B) deviendront ainsi,
Adp-\- (C — B ).qr.dl = N . dt BJ<7-f-(A— C)./p.<fc = N'.<*,( (C)
C dr+ (B — A).pq.dl= N'.cfo.)
C’est sous cette forme que nous emploierons ces
équations, dans la recherche des mouvemens de rotation des corps ce'lestes.
Ces trois équations donneront, en les intégrant, les valeurs des trois inconnues p, q, r, et celles-ci feront connaître ensuite , comme nous l’avons dit n° 29, la direction dans l’espace des trois axes principaux qui passent par l’origine des coordonnées, et, par conséquent, la position du corps. Mais, au lieu de recourir, pour cela, aux équations (p), et aux équations de condition (m) , il est plus simple de substituer dans les premières, pour a, b, c, etc., da,.db, etc., leurs valeurs en fonction des trois quantités indépendantes <p , 4 , 0 » données n° 28, de manière à n’avoir plus qu’un seul système d’équations à considérer. On trouvera ainsi, après quelques réductions ,
sin <p.sinfl.<3?4 — cos <p.dQ=pdt, 1
cos p.sin 0.^4 -f-sin^.<20 -=-qdt, V (c) d<p — cos 0 . <*4 = rdt ; )
et l’on déterminera par ces équations les valeurs des trois angles <p , 4 > S , lorsque celles de p, q , r seront connues. ,
En substituant les mêmes valeurs dans les expressions des trois quantités N , N', N", elles deviendront des fonctions des angles p , 4 » 8- La recherche du mouvement d’un corps solide , de figure quelconque , autour d’un point .fixe conduit donc finalement à six équations différentielles du premier ordre entre les six indéterminées p,q, r,q>, 4> ô et la variable t. En
éliminant les trois premières quantités, au moyen des équations (c) et de leurs différentielles, on n’aurait plus à considérer que trois équations différentielles du second ordre entre les trois angles <P, 4 , 0 et le temps t. C’est sous cette forme que cfAlembert a donné les équations du mouvement de rotation; mais il est plus simple de s’en tenir aux six équations du premier ordre (C) et (c).
3 1 . Les trois équations (C) supposent que l’on a S.x'y'.dm^o, S./z'. dm=o, S.xV .dm=o. (o)
Nous Allons démontrer qu’il est toujours possible de déterminer les trois angles <p, 4» Ü qui fixent la position des axes des x1 , des y' et des z' par rapport aux axes fixes des x, des y et des z, de manière à satisfaire à ces trois conditions. En effet , si dans les équations (a) qui donnent les valeurs des coordonnées x’, y1 et z en fonction des coordonnées x,y, z, on substitue pour a, b, ct etc., leurs valeurs en <p, 4> 0, on aura
x1 = x . (cos 9 . sin 4 .sinp -f- cos 4 . cos <p) -f-^.(cos0. cos-4/.sin<p — sin 4 . cos <p) — z.sin0.sinp,
y' se= x.(cos 0.sin4-.cos<p — cos 4 . sin <p)
(cos 9. cos 4 .cos<p-f-sin4 .sin<p) — z.sin0.sinp,
z' = x. sin 0. sin <p -f-y'.sin 0.cos4 + 2- cos 0.
Si l’on substitue ces valeurs dans les trois équations (o), et qu’on fasse pour abréger
A=S.(-y*+s’).f//B, D=S.(i‘-(-ï*bd'n,
F— G=S .xz.dm, M=&.xy.dm.
THÉORIE ANALYTIQUE Les six quantités A, B, C, F, G, H étant des constantes qui dépendent de la nature du corps et de la direction des axes des x, des/ et des z, que l’on a choisis arbitrairement, il est facile de se convaincre que ces équations prendront la forme suivante >
sin a<p.L4-cos a<p.M = o, 't cos <p . N — sin <p . P = o , s (ç) sin <p . N -f- cos <p . P = o; )
L , M , N , P représentant des fonctions des angles 4 > 0, et des constantes A, B , C, F, G, H indépendantes de l’angle <p.
% La première de ces équations détermine l’angle Q , - et il est évident que les deux autres ne peuvent avoir lieu en même temps, indépendamment de toute valeur donnée à ep, à moins qu’on n’ait séparément
Si l’on met à la place de N et de P les valeurs que ces lettres représentent, on aura les deux équations suivantes :
a sin 2<.(A.sin’4 — aH.sin ^.cosiè + B.cos’-l — C) ,
— cos 2 1. (F . cos 4 -f- G . sin 4) = o ,
sin<.[(A — B). sin 4* 008 4 — B (009*4 — ®ina4)J -J- cos#. (F. sin 4 — G.cos4) = ®-
Ces équations serviront à déterminer les angles Set 4- Si l’on tire de la première la valeur de tang.aS, de la seconde celle de tang 0, et qu’on les substitue dans la formule ,*
tanga8 = -4-^64a
- ” 1 — taDg 6
*.rt*
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que pour abréger on fasse tang 4 s= u , ce qui donne
sin 4:
après les réductions convenables, on trouvera l’équation suivante du troisième degré
[(A — B).« — H.(i — u*)] . [(AG — CG + FH) . u — BF+CF — GH] — (Fu-f-G). (Gu— F)* = o.
Cette équation donnera au moins une valeur réelle pour u ; on en tirera une valeur semblable pour l’angle 4 > et en la substituant dans l’une des deux équations («,), on aura la valeur correspondante de 9.
Concluons de là qu’il est toujours possible de trouver pour les angles f, 4 > ® un système de valeurs réelles qui satisfassent aux équations (q) , et que par conséquent il existe dans tout corps solide un système
d’axes par rapport auxquels on a
S.x'y .drn = o, S .x'z'.dm — o, S.y'z'.dm = o.
L’équation qui détermine u étant du troisième degré, on pourrait croire qu’il existe dans chaque corps trois systèmes d’axes semblables; mais il faut observer que « représente généralement la tangente de l’angle compris entre l’axe des x et les intersections du plan des æ y, avec les plans relatifs aux coordonnées x>,y et 2', puisque rien n’indique en effet lequel de ces angles on a considéré , et que les équations précédentes sont également satisfaites lorsqu’on Change les uns dans les autres les trois axes des x', des/' et
• Bigltized by Godgle
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des 2'. La valeur de u doit donc être donnée par une équation du troisième degré dont toutes les racines sont réelles, et il n’en résulte généralement qu’un seul système d’axes.
Ces axes, dont on doit la connaissance à Euler, ont été nommés, comme nom l’avons dit, axes principaux; on les appelle aussi axes naturels de rotation, à cause d’une belle propriété du mouvement qui leur est particulière , et que nom ferons bientôt connaître.
3a. On nomme moment d inertie d’un corps par rapport à un axe , la somme des élémens dont ce corps se compose , multipliés respectivement par le carré de leur distance à cet axe. Ainsi les trois quantités que nom avons désignées n° 29 par A, B, C, représentent les momens d’inertie du corp6 qui se rapportent respectivement aux axes des :r', des y‘ et des z'. La .valeur du moment d’inertie varie avec la position de l’axe auquel on le rapporte; mais lorsqu’on connaît les momens d’inertie relatifs aux axes principaux , il est facile d’en conclure le moment d’inertie relatif à un axe quelconque.
En effet, soient comme précédemment x',jJ et 2' les coordonnées de l’élément dm relatives aux trois axes principaux , et soient .r,^ et zles coordonnées du même élément rapportées à des axes quelconques ayant la même origine. Proposons-nous de déterminer le moment d’inertie relatif à l’un de ces nouveaux axes, à celui des z, par exemple. Si l’on désigne par C' ce moment , on aura
C' = S.(x* -f- j%).dm.
Si l’on substitue dans cette formule pour x et y leurs valeurs (i), on aura, en vertu des e'quations (m) ,
C' = (i — a"‘) . S . xf'dm + (t —
H- ( i — c''% ) . S . z'%dm.
, Mais a"* -f- t>"‘ -4- c'* = i ; en substituant pour i — a**, i — £'*, i — c"%, leurs valeurs , ll’équatiou précédente donnera
C'sfl'SA + ^.B + AC.
Les trois quantités a, b', c ' représentent les cosinus des angles que forme l’axe des z avec les axes des xf , des y et des z' : le moment d’inertie d’un corps par rapport à un axe quelconque passant par tin point donné, est donc généralement égal à la somme des momens d’inertie relatifs aux axes principaux qui se croisent en ce point, multipliés respectivement par le carré du cosinus que forme avec eux l’axe donné.
Le plus grand et le plus petit des trois momens d’inertie A, B , C, seront un maximum et un minimum relativement à tous ceux qui se rapportent à des axes passant par l’origine des coordonnées x' , z'. En
- effet , soit A la plus grande , et C la plus petite des trois quantités A, B, C, en mettant i — b'% — c** à la place de a,% dans la valeur de C', on aura
Les différences A — B , A — C , sont positives par hypothèse; donc C' est plus petit que A, quelle que
i2Ô THÉORIE ANALYTIQUE
soit la valeur de b " et c". Si l'on donne à la valeur de C' cette forme 1 ■
C' = C -+- «'*. (A — C) -f- bH . (B — C), ■
on voit au contraire que C' est toujours plus grand que C.
Si les deux momens d’inertie A et B étaient égaux , on aurait • . . \ >■ ,
Cette valeur ne dépendant que de c" , le moment d’inertie est le même par rapport à tous les axes formaut un même angle avec taxe des z'. Les momens d’inertie relatifs à tous les axes compris dans le plan des x' ÿ , qui font un angle droit avec l’axe desz', sont donc alors égaux entre eux ; mais , dans ce cas , tout système d’axes composé de l’axe des z' et de deux axes perpendiculaires entre eux et à cet axe, forme un système d’axes principaux, c’est-à-dire que l’on a par rapport à ce système
S.ayfdm =?= o, S.xz.dmzzzo , S .yz . dm = o.
En effet, si l’on substitue pour a?, y, i, leurs valeurs n* 28 dans ces équations, on a ■ ' •
aa! . S. s’ dm -4- bb' , S .y1 dm ce'. S.s'Vn» = a,j
aa“ . S.if'dm -J- bb" .S.y’dm + ce*. S.t'dtn =3 o,i ( « ) a a" . S . x'%dm -f- b/b' .3 .y •dm -f* c'c" . S . J%dm = o. )
La supposition de A = B, donne i S . x'%dm = S.jr'*dm.
Les trois équations précédentes en vertu des rela-
fions (n), peuvent donc s’écrire ainsi :
cc' .{S.x'‘dm — S. z ‘dm) ss= o, ce" . (S .x'*dm — S.z'*dm ) = o, ce". (S .x'*dm — &.z'*drri) s*= o.
Ou satisfait à ces équations en supposant c = o , c'—o, ce qui donne e"= 1. Tous les axes situés dans le plan des X* y sont donc des axes principaux , et le corps a une infinité de systèmes d’axes semblables qui ont tous pour axe commun l’axe des a’.
Enfin, si l’on a en même temps A = Br=iC, l’équation ( k ) donnera généralement C' = A : tous les momens d’inertie sont donc égaux, et tous les axes du corps sont des axes principaux. En effet, les équations (s) sont alors satisfaites, indépendamment de toute valeur donnée aux quantités a, b, c, etc. On a donc, par rapport à tout système d'axe rectangulaire passant par l’origine des coordonnées x'ty' et z'f
S . xy . dm = o , S.xz.dm = o, ü.yz.dm s= 0.
Cette propriété appartient à la sphère , l’origine des coordonnées étant au centre ; mais elle convient encore à une infinité d’autres solides.
Désignons par x, r, z les coordonnées du centre de gravité du corps, par x,y, z les coordonnées de l’élément dm par rapport k ce point, en sorte qu’on z\tx=xy-}- x, y=y/-i-Y) z— z, -f- z, on aura
C’=S . [(ar,+ *)*-hCr( + *)*] • dm= S -j-ax.S.X'dm-j-ar .S.y/dm-i~(xt-j- x‘) . S . dm.
Mais, par la propriété du centre de gravité, S .xdm—o, S.jrldm=o; en désignant donc par m la masse du corps, par a la distance de l’axe des z; à l’axe des z, on aura simplement
C' = S. (x* . dm + a'm.
Cette équation donnera immédiatement Je moment d’inertie d’un corps par rapport à un axe quelconque , lorsque le moment d’inertie relatif à un axe mené parallèlement au premier par le centre de gravité sera connu. Elle fait voir aussi que le plus petit de tous les momens ü inertie d’un corps se rapporte à l’un des trois axes principaux qui se croisent à son centre de gravité.
53. Les quantités p , q,r, introduites pour la première fois par Euler dans les équations du mouvement de rotation, jouissent de plusieurs propriétés qu’il faut faire connaître , parce quelles montreut clairement de quelle manière ce mouvement s’effectue. Les différentielles ^ ^ ^ expriment ,
comme on sait, les composantes parallèles aux axes des x, des j et des z de la vitesse dont l’élément dm est animé. Cette vitesse est nulle par rapport aux points du corps qui restent immobiles pendant l’instant dt; en différenciant donc les équations (i) n® 38, on aura , pour détermiuer les coordonnées j c/,/', z de ces points ,
x’ da -\-ÿ db +z' de =o, x da 1 -f -f db' -f-z' de' =o, a/ da" +y db"+z’ dc''=o.
Si l’on multiplie la première de ces équations par c , la seconde par c', la troisième par c", et qn’on les ajoute, on aura
pÿ — qx'—o. : ■ 1
Si l’on multiplie ces mêmes équations, la première par b, la seconde par b', la troisième par b"-, qu’on les ajoute ensuite , on aura
rx — =0.
Enfin, si l’on ajoute ces mêmes équations, après avoir multiplié la première par a, la seconde par a' et la troisième par a", on aura * 1
Ces trois équations, dont la derniere résulte des deux autres, sont celles d’une ligne droite passant par l’origine; tous les points situés sur cette droite restent doue immobiles pendant l’instant dt, et le corps, pendant cet intervalle de temps, tourne autour d’elle comme autour d’un axe fixe. ,_i_ V.' ,
Cette propriété a fait nommer cette droite axe instantané de rotation. Sa position par rapport aux axes principaux des x' , des/' et des 3' est déterminée par les trois quantités p , <7,0», et Tes cosinftsdés angles quelle forme avec chacun de ces axes sont respectivement exprimés par >
Vp' +?*+>*' Vp'+ q'+r* ’ Ÿp'+q' + t*'
La vitesse angulaire de rotation autour de l’axe Tome I. o
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instantané est la même pour tous les points du corps : proposons-nous de déterminer cette vitesse. Pour cela, considérons le point situé sur l’axe des z à une distance de l’origine égale à l’unité. Nous aurons pour les coordonnées de ce point x—o, y = o, z= i : sa vitesse absolue sera donc
\Z(dc'+dc'‘+dc"‘)
dt
En divisant cette vitesse par la distance du point à l’axe instantané , de rotation, on aura la vitesse angulaire de rotation du corps; cette distance est égale au sinus de l’angle que fait l’axe de rotation avec
l’axe des z, angle dont
nus ; la vitesse angulaire cherchée sera donc
exprime le cosi-
Vîîv$TT\ ' r+ ^ = vV+ 1'+ **> -
en observant que par les équations de condition (p), dc'*-\-dc’* — {cdc-\-c'dd~\- c’dc *) ,
et que l’équatio^ c* + c'% -f- c% s= 1 donne en différenciant cdc -f- c'dc' -f- c'dc' — o.
Si l’on nomme donc a, C, y, les angles que l’axe instantané de rotation fait avec les axes des or', des^' et des z', et p la vitesse de rotation, on aura
p = p . cos et , ÿ = p.cos£, r = p.cosy.
On peut encore, au moyen des quantités p, y, r, donner une forme très simple à l’expression de la
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force vive du corps. En effet, si l’on désigne par T cette quantité, on aura
dx' -+- dy% -J- dz"
dt-
dm .
Si l’on substitue dans cette équation, pour —, et ^ , leurs valeurs tirées des équations ( i ) , en observant qu’on a, comme nous venons de le dire.
= da'+ db'-\- de-, p--\- r* = db-+ db’-+ db'-, p-+q- z=dc--\- dc'‘+ de"-,
on trouvera
T = A/>*-HB<7* + 0.
Cette expression nous sera utile dans la suite.
Il suit de ce qui précède, que, quel que soit le mouvement d’un corps solide autour d’un point fixe, ou supposé tel, ce mouvement peut être regardé comme un mouvement de rotation autour d’un axe fixe pendant l’instant dt, mais dont la position varie d’un instant à l’autre. Les trois variables p, q, r déterminent cet axe par rapport aux axes principaux ; elles font connaître aussi la vitesse de rotation du corps. Quant à la position des axes principaux dans l’espace, on la déterminera, comme nous l’avons dit, au moyen des équations (c), quand les valeurs de p, q, r seront connues , et la situation du corps sera ainsi complètement fixée.
34. Donnons quelques applications des formules précédentes. Proposons-nous d’abord de déterminer le
mouvement de rotation d’un corps qui n’est soumis à l’action d’aucune force accélératrice , et qui tourne à très peu près autour d’un de ses axes principaux , comme cela a lieu pour la Terre et les planètes. L’analyse -de eette question nous fera découvrir de nouvelles propriétés très importantes des axes principaux.
Daus ce cas, les seconds membres des équations (C) sont nuis, et l'on a d’abord à intégrer les trois équations suivantes ;
A dp -f- (C — B) . qr . dt — o , 1 B dq + (A — C) . rp ,dl = o, j, ( h) — A).pq. dt — o. )
Supposons que le troisième axe principal«oit celui autour duquel le mouvement s’effectue à très peu près, le sinus de l’angle que forme avec lui l’axe instantané
de rotation sera — Ÿ-P-—** — : et comme cet angle doit
KV'+y'+T* ; i
toujours demeurer très petit par la supposition , p et q seront aussi de très petites quantités. Si l’on néglige donc leur produit dans la dernière des équations précédentes, elle se réduit à Cdr=o ; d’où l’on tire r = n, en désignant par n une constante arbitraire. La vitesse
angulaire de rotation est \/ p' -f- en négligeant
le carré de p et de q , elle est donc égale à n, et par conséquent elle est à très peu près constante. Les deux premières équations (h) deviennent ainsi
A dp + (C — B ).nq.dt = o , B dq -f- (A — C),np,dt = o.
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Pour satisfaire à ces équations , faisons
p = h. sin (U + Æ) > q=h' . cos (ll -j- *) ;
la substitution de ces valeurs donnera
A/A-f-(C — B),nh'=or B/A'+fC — A).nh=o;
d’où l’on tire
A-C).(B — C) AB
les deux constantes l et h' seront donc de’terminées par ces équations , et les constantes h et k demeureront arbitraires.
Les valeurs de p, q, r étant connues, il ne reste plus à trouver que celles des angles ç> , 4 » 6 qui déterminent la position des axes principaux dans l’espace. On peut le faire d’une manière très simple dans ce cas. En effet, les deux premières équations (c) du n° 5o donnent, en éliminant dtp,
d8 = sinip. qdt — ■ cos <p .pdl.
L’angle 9 est donc une très petite quantité du même ordre que p et q. Si l’on néglige le carré de 0, la dernière de ces équations devient
dtp — = rdt;
d’où, en intégrant, on lire
* étant une constante arbitraire.
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Supposons maintenant
s = sin 0-cos , nc=sinS.sin^;
les deux premières équations (c) n° 3o , en y substituant pour d-\> sa valeur, et négligeant toujours les termes du second ordre par rapport à 6 , donneront
ds -f- ru . dt — — pdt, du — rs.dtssqdt.
Si dans ces équations on remplace p, q, r par leurs valeurs, on aura deux équations linéaires du premier ordre entre les inconnues s et u, et l’on y satisfera en faisant
5 = f. cos (nt + g ) — ^ . cos (It + k ) ,
u=f.sin(nt+g)—f£ . sin (lt •+- k) ,
/et g étant deux nouvelles constantes arbitraires.
La question est ainsi complètement résolue , puisque les quantités s et a étant connues en fonction du temps , On aura à chaque instant les valeurs des angles <p et 0 , et par suite celle de qui est déterminé en fonction de ç et de t. L’introduction des variables s et u , qui sont toujours de très petites quantités du même ordre que sin 0, facilite la solution de ce problème ; elle est due à Lagrange , et l’on verra quelle est de la plus grande utilité dans la théorie de la Lune.
La forme des valeurs de p et q donne lieu à une remarque importante. La constante h dépend de l’angle que (ait à l’origine du mouvement l’axe ins-
lantané de rotation avec le troisième axe principal : si cet angle, au lieu detre très petit, est suppose nul , on aura pour cet instant p = o et q = o , et par conséquent h = o et h! = o. Les quantités p et q seront doue nulles pendant toute la durée du mouvement, et l’axe de rotation coïncidera toujours avec le troisième axe principal. 11 suit de là que si le corps commence à tourner autour d’un de ses axes principaux, il continuera à se mouvoir uniformément autour de cet axe , et c’est par cette raison que ces axes ont été nommés axes naturels de rotation. Réciproquement, si l’axe instantané demeure immobile , on est assuré qu’il est un des axes principaux du corps. En effet, pour que l’axe de rotation conserve la même position dans l’intérieur du mobile , il faut que les trois quantités p, q, r soient constantes, ce qui donne dp — o, dq = o,dr=o; les trois équations (/i) deviennent donc
(C — B ).qr.dt — oy (A — Ç.),rp.dt — 0 ,
(B — \).pq.dt—0.
Si les trois moraens d’inertie A, B, C sont inégaux , il faudra , pour satisfaire à ces équations , supposer nulles deux des quantités p, q , r; alors l’axe instantané coïncide avec l’un des axes principaux. Si deux de ces momens sont égaux, si l’on suppose, par exemple, A = B, la dernière des équations précédentes est identiquement nulle , et l’on satisfait aux deux premières en supposant r — o. L’axe de rotation est alors situé dans le plan perpendiculaire au troisième axe principal ; mais nous avons vu n° 3a ,
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qu’alors tous les axes compris dans ce plan sont des axes principaux. Enfin, si l’on a à la fois A = 11=C, ces trois équations seront satisfaites indépendamment de toute valeur donnée k p , q, /•; mais, dans ce cas, tous les axes du corps sont des axes principaux.
La propriété detre des axes invariables de rotation convient donc exclusivement aux axes principaux ; mais il y a à cet égard une distinction à établir entre eux. Eu effet , remarquons que , pour que les valeurs de p et de q demeurent toujours très petites, comme nous supposons qu’elles le sont à l’origine du mouvement , il ne suflit pas que les constantes h et h soient très petites, il faut encore que la valeur de la constante l soit réelle ; sans cela les sinus et cosinus que renferment les quantités p et q se changeraient en exponentielles , dont les exposans seraient proportionnels à t , et ces valeurs par conséquent pourraient croitre indéfiniment avec le temps. Ainsi, dans le premier cas, l’axe instantané ne fera que de petites oscillations autour de l’axe principal ; mais , dans le second , il pourra s’en écarter considérablement , quelque rapprochés qu’aient été ces deux axes dans l’origine. Or, pour que la valeur de / soit réelle , il faut que le produit (A — C).(B — C) soit positif, c’est-à-dirc que le' moment d’inertie "C, relatif à l’axe principal autour duquel oscille l’axe instantané, soit le plus petit ou le plus grand des trois momens d’inertie A, B, C. Il s’ensuit que, si le mouvement du corps a commencé autour d’un de ses axes principaux , et qu’une loicc perturbatrice quelconque dérange inliniment
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peu son axe de rotation , le corps continuera de tourner à très peu près autour de l’axe principal , si la quantité (A — C) . (B — C) est positive ; mais , daus le cas contraire , l’axe de rotatiom s’en écartera indéfiniment, et il suffira alors de la cause la plus légère pour changer totalement la nature du mouvement. Ainsi le mouvement de rotation est stable par rapport aux deux axes principaux qui répondent au plus grand et au plus petit moment d’inertie , et il ne 1 est pas relativement au troisième.
35. Considérons maintenant d’une manière générale le mouvement d’un corps qui n’est animé par aucune force accélératrice , et qui peut se mouvoir librement autour d’un point fixe, différent ou non de son centre de gravité. Reprenons les équations ( h ) du n° précédent.
A dp + (C — B ).qr.dt = o ,
B dq + (A — C) . rp . dt = o , “ C dr -f- (B — A ).pq.dt = o. ,
Si l’on multiplie la première par p, la seconde par q, la troisième par r, qu’on les ajoute et qu’on intègre leur somme, on aura
Ap* B9* -f- Cr* = h. (1)
Si l’on multiplie ces mêmes équations, la première par A p, la seconde par B q, la troisième par Cr, qu’on les ajoute et qu’on intègre l’équation résultante, on aura A y -f- B*?* + Cv* = k‘> (2)
b et k étant deux constantes arbitraires.
La première intégrale est l’expression de la force vive trouvée n° 35 ; elle montre que cette force est constante, conformément au principe énoncé n° 24.
Des deux équations précédentes, on tire
A’— B/. -f (B — Q.Cr*
l’ — AA-f-(A — C) Cr*
Si l’on substitue pour p et q leurs valeurs dan6 la dernière des équations (A), et qu’on la résolve par rapport à dt , on aura
V^ÂB . Cdr
dt — ' ■ - 11 — ' — ~ • ■ - (3)
v/ [k‘— BA+(B-C) . Cr"j . [— A*+ A /.+(G— A) . O]
Cette équation donnera par les quadratures la valeur de t en r, et réciproquement la valeur de r en fonction de t ; cette valeur substituée dans les équations (k) fera connaître à chaque instant les valeurs de p et q. Mais l’intégration d’où dépend la valeur de t ne peut s’obtenir sous forme finie, que dans le cas où deux des trois moraens d’inertie A, B, C sont égaux entre eux.
Les trois quantités p, q, r déterminent, n° 33, les mouvemens du corps par rapport aux axes princi- . paux. 11 reste à déterminer les trois angles <p, •>}/, 0 qui fixent la position de ces axes. Au lieu de recourir pour cela aux équations (c) n“ 3o, on peut trouver trois nouvelles intégrales des équations (h) qui faciliteront cette recherche. En effet, si l'on multiplie la première de ces équations par a , la seconde par b, la
troisième par c; quon les ajoute, et qu’on intègre leur somme; qu'on répète la même opération par rapport à aï, b', d , et par rapport à a", b", c", en faisant attention aux équations (p) n° 29, et aux relations (ni) , (n) , n° 28 , on aura
l, d\p-\-b'$q-\-c'Ç.r —V, ) a"\p+b"Kq+c''Çs=r-\
l, l', l' étant trois constantes introduites par l’intégration. Ces équations, qui coïncident avec les équations (t) n° 29, renferment le principe des aires.
Si ces trois intégrales étaient réellement distinctes entre elles, on en tirerait, sans nouvelle intégration, les valeurs de <p, 4-» 0, au moyen de celles d ep, q, r, qu’on peut regarder comme déterminées. Mais l’une quelconque de ces équations rentre dans les deux autres, en vertu de l’équation (2). En effet, si l’on ajoute ensemble leurs carrés, on voit que cette somme se réduit à
A y + B V *+” CV = /•+ /'*+ r* ;
équation qui, en la comparant à l’équation citée, donne entre les constantes k, l, f, l", l’équation de condition
Les équations (/) ne pourront donc servir qu’à déterminer deux des inconnues <p , 4 , 0 ; il faudra nécessairement recourir aux équations (c) pour déterminer la troisième, ce qui exige par conséquent une , nouvelle intégration.
Pour rendre cette intégration possible , on est
a\p -f- bBq cCr=
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obligé de faire une hypothèse sur le choix des plans coordonnés, que nous avions jusqu’ici regardé comme arbitraire. On suppose que l’un d’entre eux se confond avec le plan que nous avons nommé invariable n" a3. La propriété qui le caractérise, c’est que la somme des aires décrites par les rayons vecteurs des élémens du corps pendant le temps t, et multipliées par les masses de ces élémens , est un maximum par rapport à ce plan, et qu’au contraire par rapport à tout plan qui lui est perpendiculaire, elle est égale à zéro. Les constantes l, Z" répondent ici aux constantes c, c', c" du n° 23 ; cette somme, relativement au plan invariable, est donc égale à £ t. V/Z* + Z'*-f-Z"‘; et en désignant par a, £, y les angles que forme la perpendiculaire à ce plan avec les axes des x , desy et des z , on a
cos a = - , cos ê = ^ , cos y — — .
Si l’on prend ce plan invariable pour plan des x je, on aura l— o, Z'=o, Z,, = A, et les équations (Z) se réduiront aux suivantes
a\p-\- bhq-\- cCr = o , a \p-\-b'YSp-\-c'Cr = o , a"A/?-J- b"Bp-{- c"Cr= k ;
d’où l’on tire, en vertu des équations (m), n° 28,
ou bien , en mettant pour a", b ", c" leurs valeurs n° 28, sin0(.siu$>, = — sin0(.cos^= — y, cos9( = y. (o)
Nous désignons ici par <pt, -n^, 0/ ce que deviennent.
relativement au plan invariable, les angles <p , *\J, , fl qui se rapportent à un plan fixe quelconque.
Ces équations donneront immédiatement les valeurs des angles p, et 0, en fonction du temps an moyen des valeurs connues de p , q, r. Pour déterminer le troisième angle -vf,,» éliminons dê entre les deux premières équations (c) ; nous aurons
si n* 9( . d ^ = si n 0, .sin <p, .pdl -f- sin 0/.cos <prqdt ;
équation qui, en vertu des précédentes, devient
(A:* — C *r*) . d-l>{ = — B<7*) . kdt ;
d’où , en observant que hp'-\- Bÿ* = h — Cr*, on tire j ? Cr"'— h ,, • t ■
— t^o7'-kdl-
Si dans cette équation on substitue pour dt sa valeur, on trouve ,
h.[Cr‘—h').ÿKÜ.Cdr
(it -C V). 1/ [*’- BA+lB-CJ .Cr*] . [-i'+AA+CC-AJ.Cr*]
Cette formule donnera par les quadratures eu fonction de r, et par suite «>{., en fonction du temps.
On connaîtra donc à chaque instant les valeurs des six variables p, q, r, $/f ce qui suffît pour dé-
terminer toutes les circonstances du mouvement du corps. Ces valeurs renferment quatre constantes arbitraires, savoir, les constantes h et k, et les deux constantes qui sont introduites par l’intégration des valeurs de dt et de d-\,r lies intégrales d’où dépend la solution complète du problème devraient généralement contenir six arbitraires; mais il faut remarquer
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qu’en prenant pour plan des x et des^, le plan principal de projection , nous avons fait disparaître deux de ces arbitraires, puisque cette supposition a donné l=o, l'=o, et que d’ailleurs les angles Ç,, 4,> ô,, dont nous venous de déterminer les valeurs, ne sont relatifs qu’à ce même plan. Il sera facile, lorsque ces valeurs seront connues, d’avoir celles des angles p,4, 0, qui se rapportent à un plan fixe quelconque , par les formules de la Trigonométrie sphérique, et cette détermination introduira deux nouvelles constantes dépendant de la position du plan invariable par rapport au plan fixe , qui , jointes aux quatre précédentes, com-
En effet, désignons par y l’inclinaison du plan invariable sur le plan fixe, par a. l’angle que forme avec une droite menée sur le dernier de ces plans leur commune intersection , et considérons le triangle sphérique intercepté entre ces deux plans et le plan qui renferme les axes principaux des x ' et des y' . D’après la désignation donnée aux quantitées <p , 4 , 0,
<pt , 4/» a> J’ ^ est a*s® de voir les trois v angles de ce triangle seront y, 0, aoo°-0 , et les côtés respectivement opposés <p — <pt, 4 — a, et 4,» en supposant que l’angle 4 > qui se compte sur le plan invariable à partir d’une ligne arbitraire, soit compté à partir de l’intersection de ce plan avec le plan fixe.
On aura donc par les formules connues
cos 0 = cos^.cosO, — sin^.sinfl/.cos4/»
sin(<p — çJ.sinO = sin4/-sin5/J sin(4 — a).sin0 = sin4,sin 0r
Ces équations donneront les valeurs des trois angles <p, >J,, 6, au moyen des angles <p,, ôy, et des deux arbitraires a et y, qui dépendent de la position du corps à l’origine du mouvement.
11 ne nous reste plus , pour achever la solution du problème que nous venons de traiter, qu’à montrer comment les six constantes qui servent à la compléter peuvent se déterminer d’après les circonstances initiales du mouvement. Pour cela, supposons que le corps ait reçu une impulsion primitive quelconque, qui ne passe pas par son centre de gravité ; soit v la vitesse que cette force imprimerait à la masse m, regardée comme un point, en sorte que mv soit la mesure de son intensité, et soit de plus f la distance de sa direction au point fixe autour duquel le corps est forcé de tourner ; mvf sera son moment par rapport au même point. Quelles que soient les quantités de mouvement dont sont animés les différens points du mobile, il est évident que l’impulsion primitive, prise en sens contraire de sa direction, doit leur faire équilibre; d’où il suit que la somme des momens de toutes ces forces projetées sur un même plan doit être égale à zéro. Or, le moment de la force mv est le plus grand possible relativement au plan qui passe par sa direction et par le point fixe ; ce plan est donc le plan invariable. La somme des aires décrites pendant le temps t, par les rayons vecteurs des molécules du corps, projetées sur ce plan et multipliées respectivement par ces molécules , est [ t . \/ /*- f- ? ’-f- /"*=£ t . k. Si l’on multiplie par le moment mvf, le produit doit être, par ce qui précède, égal à cette
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somme. On aura donc k = rm>J pour déterminer la
constante k.
Si l’on suppose connue , à l’origine du mouvement , la position des trois axes principaux du corps relativement au plan invariable, les angles <pi et 6< seront donnés, et l’on aura, par les équations (o), les valeurs de p, q, r a l’origine du mouvement; en les substituant dans la première intégrale (i), la valeur de la constante h sera déterminée.
Quant aux deux constantes qui résultent de l'intégration des valeurs de dt et de d-\,t , la première dépendra de l’instant d’où l’on comptera le temps, et la seconde de l’origine de l’angl'e 4, > que l’on peut prendre arbitrairement sur le plan invariable.
Enfin, les deux constantes a et y, qui déterminent ce plan par rapport à un aütre plan fixe quelconque , seront connues, puisque sa position initiale est supposée donnée.
En rassemldaut les résultats précédens , on voit , n° 27, que si un corps de figure quelconque reçoit une impulsion primitive qui ne passe pas par son centre de gravité, ce point sera emporté dans l’espace comme si l’impulsion lui était directement appliquée, et que le corps prendra , autour de ce centre , le même mouvement que s’il était immobile. Ces principes servent à expliquer comment le double mouvement de translation et de rotation des planètes ,• qui parait au premier abord si compliqué, a pu résulter d’une seule impulsion primitive qui ne passait pas par leur centre de gravité. En supposant la Terre une sphère homogène, dont le rayon est R, et nommant f la
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distance de la direction de l'impulsion primitive à son centre, on trouve qu’en vertu du rapport qui existe entre la vitesse angulaire de rotation de cette planète, et sa vitesse de révolution autour du SoleiP, il faut qu’on ait, à très peu près, f = y^.R.
56. Déterminons enGn le mouvement de rotation d’un corps solide retenu par deux points ou par un axe fixe. Au lieu d’employer les équations (C) du n° 3o, il est plus simple dans cette recherche de recourir aux équations primitives (a) du n* 27. Prenons l’axe fixe de rotation pour l’un des axes coordonnés, pour celui des x, par exemple; supposons cet axe horizontal ainsi que l’axe des j-, et l’axe des z vertical et dirigé vers le centre de la terre ; supposons de plus que le plan des jz , dont la position est arbitraire, passe par le centre de gravité du corps : la dernière des équations (a) n° 27 suffira pour déterminer dans ce cas toutes les circonstances du mouvement. On aura donc
s (yd'z-tdy-^ dm=_s — zY) . dm (<*).
Faisons passer un plan par l’axe de rotation et par le centre de gravité du corps; il est clair qu’il suffira de connaître la trace de ce plan sur celui des yt pour avoir, à chaque instant, la position du mobile. Prenons cette ligne pour l’un des, axes de nouvelles coordonnées jr, jz’, et nommons 9 l’angle que forme cet axe avec celui des a; on aura
J=y cos fl -J- S' sin 9, z=z—j' sin 9 + z cos 6.
L’équation ( a ) devient en y substituant ces valeurs Tomf. I.
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g- . S . ( /• + z'») . dm = — S.(jZ — sY) . .
L’intégrale z'%).dm est le moment d’inertie
du corps par rapport à l’axe des or; en désignant donc par A ce moment, l’équation du mouvement de rotation sera simplement (
A -5^ == — S- (JZ — zY). dm. (*) .
Supposons que la pesanteur soit la seule force accélératrice qui agisse sur le corps que nous considérons; il forme alors ce que l’on nomme un pendule composé, et l’on a Y =o et Z — g; en désignant par g l’intensité de la pesanteur. Par conséquent
&. (y'i — *Y) .dm s= S.y/t.dm —g cos b.S.y' sin I.S.îVm.
Puisque l’axe des z' passe par le centre de gravité, on a S . y' dm = o , et S.z'dm = Ma , en nommant a la distance de ce centre à l’origine, et M la masse du
corps ; l’équation ( b ) devient ainsi
A .^-=s-rr-Mag:.sin 0.
Multiplions les deux- membres de cette équation par 2 cB et intégrons ; nous aurons- .
C étant une constante arbitraire.
Cette expression est le carré de la vitesse angulaire de rotatiou du corps. En résolvant l’équation précé-
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«lente par rapport à rit, et cil l'intégrant ensuite, on aura t en fonction de 6, et réciproquement 8 en fonction du temps.
Imaginons le mobile réduit à un point lié à l'axe des x par une droite inflexible l; on aura.,/=<z et dm = M/* ; par conséquent
cfà’
dtk
— '-j. cos 8 -f- C.
Cette équation coïncide avec celle que nous avons donnée n° 1 7 pour déterminer les oscillations du pendule simple; en la comparant à la précédente, on voit que les deux corps oscilleront de la même manière si
l’on fait /=^-, et si l’on suppose qu’ils ont les mêmes
vitesses initiales, lorsque leurs centres de gravité sont dams la verticale, c’est-à-dire lorsque l’angle 8 est nul. On pourra donc toujours déterminer, par la formule „ précédente, la longueur du pendule simple qui fait ses oscillations dans le même espace de temps qu’un pendule composé donné.
On peut conclure de là qu’il existe dans tout pendule composé un système de points qui oscillent comme s’ils étaient isolés et détachés du corps. Ces points sont situés dans le plan qui passe par le centre de gravité et l’axe de suspension, sur une droite parallèle à cet axe. On nomme ces points centres d oscillation.
CHAPITRE VI
De V Équilibre des fluides.
07. Un fluide est un amas de molécules matérielles qui cèdent sans résistance au moindre effort que l’on fait pour les séparer. Cette extrême mobilité qui caractérise les fluides et les distingue des corps solides , exige de nouvelles considérations pour découvrir les lois de leur équilibre , et fait de cette partie de la Mécanique une science à part. En effet, il ne suffi! • plus ici que les forces appliquées au corps qui leur sert d’intermédiaire se fassent équilibre , il faut encore que chaque particule du fluide soit elle-même en équilibre, en vertu des forces qui l’animent et des résistances qu’elle éprouve de la part des molécules environnantes. Exprimions analytiquement ces conditions.
Parmi les propriétés particulières aux fluides, celle qui paraît la' plus propre à s’adapter au calcul et à guider dans cette recherche, est la faculté qu’ils ont de transmettre également et dans tons les sens la pression qu’on exerce à leur surface. En effet, on peut regarder la pression que supporte chaque élément de la masse fluide comme une force qui agit sur lui ; cette force varie pour chaque point de la masse, et peut s’exprimer par conséquent en fonction
dos coordonnées qui déterminent sa position. La différence des pressions qui s’exercent sur deux faces opposées et parallèles de cet élément, est la force qui tend à le mouvoir dans une direction perpendiculaire à ces faces, et dont 1'efl’et doit être détruit par les forces accélératrices qui l’animent; d’où il suit que si l’on considère la masse fluide comme une infinité de petits parallélépipèdes rectangulaires, dont les trois dimensions sont les éléraens infiniment petits des coordonnées qui fixent leur position; qu’on suppose toutes les forces accélératrices qui agissent sur elle décomposées parallèlement à ces axes, on aura immédiatement trois équations aux différences partielles entre ces forces et la pression qui en résulte, d’où l’on pourra déduire, au moyen du calcul intégral, la mesure de cette force, et les relations qui doivent exister entre les forces accélératrices données pour que l’équilibre soit possible.
Toute la théorie de l'équilibre des fluides est renfermée dans ces trois équations générales, auxquelles Üairaut est parvenu le premier, mais qu’il avait déduites d’une manière moins directe et moins simple du principe de l égalité de pressiou en tout sens. Nous allons développer ces équations, qui nous seront de la plus grande utilité dans la théorie de la figure des corps célestes.
On divise ordinairement les fluides en deux espèces : les uns incompressibles, comme l’eau et les autres liquides; ils peuvent changer de forme, mais sans changer de volume ; les autres, tels que l’air, les gaz, les vapeurs, peuvent changer à la fois de figure et de
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volume ; ils tendent toujours à se dilater et à occuper un plus grand espace, et l'expérience a prouvé que l'effort qu’en vertu de cette propriété Us exercent contre les parois des vases qui les renferment est, pour un rriême fluide pris à la même température, proportionnel à la densité ; en sorte que si l’on nomme p cet efl’ort, qu’on appelle aussi la force élastique du fluide, et p sa densité, on a p = k.p; k étant une constante qui dépend de la nature du fluide et de la température. Le principe de l’égalité de pression en tous sens s’applique également à ces deux espèces de fluides , ainsi que les conséquences que nous en allons déduire.
58. Considérons une masse fluide sollicitée par des forces accélératrices quelconques. Soient dm un des élémens de cette masse, que nous regarderons comme un petit parallélépipède rectangulaire ; x,y, z, les coordonnées de l’angle solide le plus rapproché de leur origine; le volume de cet élément pourra être représenté par dxdydz , et en nommant p sa densité, on aura dm= p .dxdjrdz. Désignons par X, Y, Z, les trois forces accélératrices qui agissent sur dm parallèlement aux axes des coordonnées. Xdm , Y dm , Z dm seront les forces motrices qui sollicitent cet élément dans la direction des mêmes axes.
Nommons p la pression qui s’exerce sur la face supérieure dzdy de l’élément dm, et p ' la pression qui s’exerce sur la face opposée; ces pressions étant rapportées à l’unité de surface, (p' — p).dz dy sera la force qui agit sur dm parallèlement à l’axe des x , en vertu de la liaison des parties du fluide. Les deux
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farces p et // sont dirigées en sens contraire ; cependant, comme la pression qu’éprouve chaque élément du fluide est la même dans tous les sens, on peut supposer que ces forces agissent dans la même direction , et alors p' est ce que devient p lorsque x varie*
y et z restant les mêmes. On a donc// — p=i^.dx;
et la force totale qui sollicite dm suivant l’axe des x
sera par conséquent Çxp — . dxdjrdz. On aurait
de même
(YP — • dxdjdz , et (Zp — J) . dxdydz ,
pour les forces qui sollicitent cet élément parallèlement aux axes des^- et des z. Pour qu’il y ait équilibre dans la masse fluide, il faut donc que les trois quantités précédentes soient égales à zéro, ce qui donne
% = fY’ J = fz- M
Telles sont les équations générales de l’équilibre d’une masse fluide homogène ou hétérogène, compressible ou incompressible, sollicitée par des forces accélératrices quelconques. Les considérations très simples par lesquelles nous y sommes parvenus appartiennent à Euler.
Si l’on multiplie ces équations, la première par dx, la seconde par dy, la troisième par dz ; qu’on les ajoute ensuite, et qu’on intègre leur somme, on aura
dp=. p . (Xdx -f- Y dy -f- Z dz). (a) ,
Le premier membre de celte équation est une diffé-
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reulielle exacte; il faut donc que le second le soit aussi , pour que cette équation soit possible. Cette condition renferme seule les lois de l’équilibre des fluides. Si l’on élimine par la différentiation p des trois équations (i), on a
d.,X_d.fY d.pX_d.f Z rf.fY d.pZ
dy dx 1 dz dx ’ dz dy
Ce sont les équations de condition nécessaires pour que le second membre de l’équation (2) soit une différence exacte, et par conséquent intégrable. On en tire
v d Y v rfX , dX
X‘ dz X'.dz^~^'dy
v dz,x dZ r, d Y
équation qui exprime la relation qui doit exister entre les forces X, Y, Z, pour que l’équilibre puisse subsister.
Si les équations précédentes sont satisfaites, l'équilibre est toujours possible, et il ne reste plus à déterminer que la figure extérieure de la masse fluide. Si l'on suppose le fluide libre à sa surface, la pression p sera nulle pour tous les points de cette surface; on aura donc, pour chacun d’eux, p — o, et l’équation (2) deviendra
p.'Xdx -f- Y dy -f- Z dz) = o;
d’où il est aisé de conclure, n“ 4» que la résultante des forces X, Y et Z doit èlre perpendiculaire à la surface libre du fluide; il faut d’ailleurs que cette force soit dirigée du dehors en dedans; et l'on voit en effet d priori, que, sans ces deux conditions, l’é— quil il ire esl impossible.
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Si le fluide est homogène, la densité p est constante , et en la prenant pour unité , l'équation ( 2 ) donne simplement
dp — \dx -f- Y dj Tjd: ;
c’est-à-dire. que, dans ce cas, il faut, pour l'équilibre, que la fonction \dx -\-Xdy-\-7.dz soit une différence exacte. On a alors, pour l’équation de la surface libre du fluide,
f{\dx -f- Y dy Z dz) — const.
Mais cette équation est non-seulement celle de la surface extérieure du fluide, elle convient encore à tous les points pour lesquels la valeur de la fonction f(\dx -f- Ydf -f- Zdz) est la même. Les surfaces que forment ces points ont la propriété de couper à angles droits la résultante des forces X, Y, Z, et c’est par cette raison qu’on les a nommées surfaces de niveau.
Supposons le fluide hétérogène, et la fonction Xdx -f- Xdjr -f- Zdz une différence exacte, ce qui a lieu toutes les fois que les forces X, Y, Z résultent des attractions des différentes parties d’un système de corps, et que leurs intensités sont des fonctions des distances mutuelles de ces corps. Faisons, pour abréger,
<p = J'(Xdx -f- Y df + Z d:) ;
<p étant une fonction des trois variables x, y, z, l’équation (2) deviendra
dps=p.df. (3). ;
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Pour que le second membre de celte équation soit , comme le premier, une 'différentielle exacte, il faut que la densité p soit une fonction de <p. La pression p sera donc également fonction de <p, et l'équation de la surface libre du fluide sera fond. <p = const. , ou simplement <p = const. , comme dans le cas de l'homogénéité. La pression et la densité sont donc les mêmes pour tous les points d’une même couche de niveau. La loi de la variation de la densité, en passant d’une couche à une autre, dépend de la fonction de i p qui l’exprime, et lorsque cette fonction est donnée, on en conclut la pression en intégrant l’équation (5).
Il suit de ce qui précède que, pour arriver, à l’état d’équilibre, une masse fluide dont la surface extéijieure est supposée libre doit se disposer de manière, i". que la densité soit constante pour toutes les couches de niveau comprises entre deux surfaces de niveau infiniment voisines ; 2°. que la résultante des forces accélératrices qui agissent sur la surface extérieure lui soit perpendiculaire.
3g. Il convient d’examiner ici un cas particulier qui a, dans la théorie du système du monde, une application très importante, et qui se déduit d’une manière fort simple des principes précédons, c’est celui où la masse fluide que nous considérons est douée d’un mouvement uniforme de rotation autour d’un axe fixe. Prenons, pour plus de simplicité, cet axe pour celui des s) soit oj la vitesse de rotation commune à tous les points du fluide, et r la distance, de l’élé-
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nient dm qui répond aux coordonnées x, y et z, a l’axe de rotation. La vitesse de ce point sera ar, et la force centrifuge qui en résulte, n° i6, ai*/-. 11 faudra donc comprendre cette force parmi les forces accélératrices qui sollicitent cet élément. La fonction que nous avons désignée par p , n’ 38, deviendra ainsi
dtp — Xdx -f- Y dy -f- Z dz -j- a>*. rdr, et l’on aura *
Xdx -f- Y dy -j- Z dz -f- ai*, rdr = o ,
pour l’équation différentielle des couches de niveau et de la surface libre du fluide.
L’introduction de la force centrifuge 11’empèchcra pas, par conséquent, que la fonction dp ne soit une différence exacte ; l’équilibre sera donc encore possible, pourvu que les conditions que nous avons énoncées dans le numéro précédent soient remplies.
Telles sont donc les lois qui ont dû présider à la formation de la Terre et des planètes, en supposant qu’elles étaient originairement fluides, et que leurs molécules ont conservé, en se durcissant, la disposition qu’elles avaient prise en vertu de leurs actions mutuelles et de la force centrifuge due au mouvement de rotation de ces corps.
CHAPITRE VII
Du Mouvement des Jluiiles.
/,o. Les lois des mouvemens des fluides sont faciles à déduire de celles de leur équilibre, au moyen du principe de d’Alembert, auquel nous avons déjà ramené toute la Dynamique.
En effet, considérons une masse fluide dont toutes les molécules sont sollicitées par des forces accélératrices quelconques. Soient x, y, z les trois coordonnées d’un desélémens dm du fluide, X, Y, Z les forces accélératrices qui agissent sur lui parallèlement aux axes coordonnés , et f sa densité. Au bout de l'instant dt, les vitesses dont cet élément est animé
dans la direction des mêmes axes, seront
et au commencement de l’instant suivant ces vitesses prendront respectivement les accroissemcns Xdt,Ydt, 7jdt par l’action des forces accélératrices; les vitesses de l’élément dm parallèlement aux axes des coordonnées a*, y, z, deviennent donc
mais au commencement de ce même instant, les vitesses de l’élément dm sont évidemment
PiQitizi
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Il faudra donc, conformement au principe énoncé, qu’il y ait équilibre entre ces six vitesses ou les forces qui les produisent, en supposant les trois dernières appliquées à dm en sens contraire de leur direction. On aura donc , n° 38 ,
Ces équations ne suffisent pas pour déterminer les lois du mouvement des fluides; il reste encore à exprimer que le fluide n’a pas changé de niasse pendant qu’il se meut, et cette condition, qui résulte de la continuité du fluide, fournil une nouvelle équation du mouvement. Kn effet, dm désignant la masse de l’un quelconque des élémeus du fluide et /sa densité, on a dm—f.dx dy dz: la condition de la continuité du fluide sera donc exprimée par l’équation f.dx dy dz = const. ou par l'équation différentielle
d.f.(dxdydz)z= o. (a)
Cette équation, jointe aux trois équations (i), serviront à déterminer les quatre inconnues x, y, z et p
eu fonction du temps.
4i. Pour développer l’équation (a), observons que les trois dimensions du petit parallélépipède dm deviennent, au bout de l’instant dt , dx -f- d.dx , dy -f- d.dy, dj d.dz. Mais il faut faire ici une remarque essentielle , c*est que la variation de dx ne provient que de l'accroissement que reçoit la coor-
d\v\ dC d'x\
' de) ■
CO
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donnée je , les variables y. et z restant les mêmes; «le même , les variations de dy et de dz ne résultent que des accroissemens que prennent respectivement ces «leux dernières coordonnées. Pour exprimer ces conditions, nous écrirons de cette manière les trois nouvelles dimensions de dm :
dx .
Si l’on suppose que , dans le second instant , la figure de dm soit encore celle d’un parallélépipède rectangulaire, ce qui est exact, aux quantités près du cinquième ordre , comme il est facile de s’en convaincre par la Géométrie, on aura pour le volume de ce parallélépipède
dx
djdz.{ '
dx
Quant à la densité p, si on la regarde comme une fonction de x,y, z et t, elle deviendra au bout de l’instant dt
En multipliant donc la densité par le volume , et négligeant les infiniment petits du second ordre, on aura .
dmz= f .dxdjr dz [i .dy
. ds j d'x d’y . d’z\
+dt<iz+?'i£+r- — +f
I)U SYSTÈME I)U MONDE, et lequatiou (a) deviendra par conséquent # ^ , dx , <iy
, -f , dt
ci, , “•r* , rt-'ar , '^7 ....
H — }— 4- ~77~ + -jT — v- (a)
Si le fluide est incompressible, non-senlement sa masse ne doit pas varier, son volume doit encore rester le même pendant toute la durée du mouvement; on aura donc
j«_ ji„ ja-
dx . ‘ * d*
et relativement à la densité
%+%-te+%-dr+%-d**=°- (5)
Ces équations remplaceront dans ce cas l’équation (a) , et, jointes aux équations (i), elles serviront à déterminer les cinq i néon nues p, p, x ,y, zen fonction det. Enfin, si le fluide est à la fois incompressible et homogène, la dernière de ces équations deviendra identique, et les quatre autres suffiront pour déterminer les inconnues du problème.
/{2. On peut donner aux équations (i) et (5) une formeplus commode dans quelques circonstances.Pour cela, on prend pour inconnues, au l’reu des coordonnées x,y, z, de dm, les vitesses ~ÿt qui ani-
ment cet élément dans le sens de ces coordonnées, et qu’on regarde comme des fonctions de x ,y, z et t. Faisons pour abréger
dx dy dx
s~Tt’ ‘’=w7-
dt
Ht
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Si J’on différencie ces équations, en supposant que x,y, z et t varient à la fois, et qua la pla<# |les accroissemens dt r, dj, dz, on substitue leurs valeurs sdt , udt, vdt , on aura
d* ~ % * dt + 5 • sdt + 1 . udt + * . vdt,
du =^.dt+J£. sdt Jf-^.wir+^.vdt,
dv=%dt+i-sdt + d^udl + £.vdi.
En mettant ces valeurs à la place «le — , iZ ~
1 dt ’ 17 ’ dt
dans les trois équations (i) , on aura les suivantes
dp , /v dt ds ds ds \
dï-r\X-dï-Tx-s- Ty'u-7.-v)>
dp fv du du du du \
dy *\ dt dx’ dy’U dî‘V)r dp
dp frj du de du di> \
dz ~ f \ dt ~~ (h’ dÿ'U d*’VJ •
Enfin l’équation (3) deviendra, par une transformation semblable
équation qui, pour les fluides homogènes et inconirpressibles, se réduit à celle-ci
ds du du
dx~i~dj~T~dl
Les équations (ci) et (b) donneront les valeurs de
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s, u, v en fonction de x,y, z, t, et l’on aura ensuite les valeurs de x, y, z en fonction du temps t , au moyen des trois équations
dx — sdt, dj — iidt , dz—vdt.
43. Toute la difficulté de la théorie du mouvement des fluides se réduit donc à l'intégration des équations aux différences partiellès (a) et (b). Mais cette difficulté est telle, quelle a arrêté jusqu’ici, même dans les questions les plus simples, les efforts des géomètres. Il existe cependant un cas fort étendu , dans lequel ces équations deviennent susceptibles d’intégration : c’est celui où la quantité sdx-{-udy-\~ vdz est une différentielle exacte d’une fonction des trois variables x, y, z, en sorte qu’en la nommant cp, on a 1 1
s dx -\-udy -+- vdz = d<p. '
La fonction <p fait connaître les vitesses de chaque molécule du fluide parallèlement aux axes coordonnés, caron a "*
Si l’on substitue ces valeurs et leurs différentielles dans les trois équations (à), elles deviennent ,
dp / ds dp d'p ^ dp d'p .y dp d'p \ | «
dx ^ " \ dt dx dx * dy'dydx dz’dzdxj,l
dp / du dp cPp dp d‘p dp d‘p N I . j.
dy * \ dt dx dx dy dy' dy' dz’dzdy)’}
dp dv^dp d’p dp d'p dp d'p\ 1
dz * \ dt dx dx dz dy " dy dx dz' dz‘ ) J
Tome I
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Si l’on multiplie ces équations, la première par dxf la seconde par djr, la troisième par dz, qu’on les ajoute ensuite , et que l'on suppose la fonction- X dx -f- Y -{- Z àz une différence exacte, ce qui est le cas de la nature, et le seul, par conséquent, qu’il convienne d’examiner ici , en faisant , pour abréger
, TLdx + \dy + Zilz = dn,
on aura
dp , de . du , du . i
— d\dï+dJ' + dï) •)
d’où, en intégrant et observant que l’on a
on tire "dp _ .
rdp n dp » /“e t . dp‘\ ...
J,=n — Tt — *-Kæ+?ï‘+dï)' U >'
Cette intégrale devrait contenir en outre une arbitraire fonction de t; maison peut la supposer comprise dans la fonction <p.
Si l’on substitue de même pour s, u, \> leurs valeurs dans l’équation (b), on aura
dt ^
dtp
dtT*
dy~
dtp
d-fT*
C’est l’équation relative à la continuité du fluide.
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Ainsi donc, les équations du mouvement du fluide se réduisent, dans le cas que nous examinons , aux deux équations (/) et (g). Si le fluide est homogène,
on a, dans la première de ces équations, ~P et la seconde se réduit à * * . f
t/'e d‘ç li-fl
d? + dp *+* d? = ?• . W
11 ne s’agit donc que d’intégrer cette équation ; elle donnera la valeur de *, et en la .substituant dans l’équation (/), on aura par de simples différenciations celle de p. .*
Il n’y a aucun moyen de reconnaît» à priori tous les cas ob la fonction sdx -budj + vdz doit être une différence exacte ; mais on peut démontrer qu’elle le sera pendant toute la durée du mouvement si elle l’est pour un instant donné. En effet, supposons que, pour un instant quelconque, elle soit intégrable et égale à d<f>; dans l’instant suivant, elle deviendra
Elle sera donc encore une différence exacte pendant cet instant, si la fonction ~.dx + ~.dy+ ~ dz en est une. Or, l’équation (e) donne
%.d*+d£.dy+%.d*=d^lld(dJt .
dt dl dt % ,; f a
Si 1 on suppose la densité p constante ou fonction de p, le second membre de cette équation est une différence exacte ; le premier 1 est donc pareillement , et la fonc-
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tibu sdx-\-udy vdz est une différentielle complète dans le second instant, si elle l’ést dans le premier, et elle demeure telle, par conséquent, pendant tout le temps où le fluide se meut.
Si le fluide part de l’état du repos, et sans qu’il lui soit imprimé de vitesses initiales, on aura sc=o, u= o, v=o pour le premier instant: sdx-{-udy-{~ vdz sera donc une différence exacte pour cet instant, et elle lésera aussi^ par conséquent, pendant toute la duféü d« mouvement: >
, -.H La fonction sdx-+- udy vdz est encore intégrable lorsque la masse fluide que l’on considère ne fait que de< Ai es petites oscillations , ce qui permet de négliger les carrés elles produits des ■vitesses*», u,v de ses molécules. Les équations (a) donnent alors simplement
j f ; • I ds } du j ' . dv J .
La fonction . dx -f- . dy -f- ^-.as, et par conséquent la fonction! sdx udyr vdz , sera donc une
différentielle exacte, si l’on suppose, comme nous le fttii&bs'] p 'Ibhcfldtt dc ’)>l Eli nommant comme précédemment d<P ect^e dernière différence, on aura
n — ('<ÙL ’lî.
•J e ~dr
Cette équation, jointe à l’équation ( g ) relative à la continuité du fluide, renferme toute la théorie des ondulations très petites des fluides.
Nous avons considéré dans le n* 3g une masse
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fluide douée d’un mouvement uniforme de rotation autour de l’axe des .a; .on a, dans ce cas, , au , <
’i ' 1 > 'jiii1. •
s = — a>y , u == a>x, v = o, , et des équations (à) on tire
y = dn 4- cù%.{xdx +ydy).
Cette équation est identique avec celle à laquelle nous sommes déjà parvenus dans le numéro cité ; les deux membres sont des différentielles complètes, et en supposant la densité p constante, on a, en l’intégrant ,
L’équation (c) relative à la continuité du fluide sera également satisfaite, puisque les valeurs s, u, v, donnent
ds du dv
Les équations du mouvement des fluides sont donc possibles dans le cas que nous considérons, et par 9 conséquent ce mouvement peut avoir lieu.
Il est à remarquer cependant que ce cas très simple est du nombre de ceux où la fonction sdx -\-udy-\-vdz n’est pas une différentielle exacte : en effet on a
s dx- f- udy -f- vdz — u> . (x dy — y Jx) , expression qui n’est pas intégrable.
11 suit de là que dans la théorie des oscillations de la mer, résultant de l’action qu’exercent sur elle la Lune et le Soleil , on ne doit pas regarder la fonction sdx 4- udy ■+■ vdz comme une différence exacte , puisqu’elle ne l’est pas dans le cas même où la mer ne serait agitée que par le mouvement de rotation qui lui est commun avec la Terre.
LIVRE DEUXIÈME
* 1 » * • * ■ * r âi 4
Du Mouvement de révolution des Corps célestes.
Après avoir développé, dans le livre précédent, les lois générales de la Mécanique, nous allons en faire l’application aux corps du système solaire, et entreprendre , conformément au but que nous nous sommes proposé dans cet ouvrage, de nous élever, par une suite de raisonnemens rigoureux, à la théorie des phénomènes que les deux nous présentent. Les mouvemens des corps que nous observons à la surface de la Terre sont gênés par tant d’obstacles, compliqués par tant de causes secondaires, que les plus simples surpassent souvent les forces de l’analyse ; mais il n’en est pas de même dans l'espace des deux. Une loi générale qu’il est facile de soumettre au calcul règle les mouvemens des corps célestes. Une force principale les anime , et l’action des forces secondaires est si petite par rapport à la sienne , quelle ne cause dans leur marche que de légères irrégularités dont on peut comprendre les effets dans des formules générales qui embrassent à la fois les siècles passés et les siècles à venir, et qui , devançant les observations, présentent, jusque dans leurs moindres détails, les changemens futurs du système du monde.
C’est à exposer ces formules que cc livre» et les
suivans seront spécialement consacrés. On peutdiviser en trois classes les phénomènes que nous offrent les corps célestes. La première embrasse le mouvement de révolution de ces corps autour d& Soleil ; la seconde, leur mouvement de rotation autour de leurs centres de gravité ; enfin , la troisième comprend tout ce qui se rapporte à leur figure et aux oscillations des fluides qui les recouvrent. Nous allons nous occuper dans ce livre des phénomènes de la première espèce.
CHAPITRE PREMIER
Des Forces qui produisent les Mouvemens des Corps célestes , oïl Principe de la Pesanteur universelle.
1 . Nous voyons chaque jour tous les corps du système solaire, transportés par un mouvement propre d’ocddent en orient, changer de position dans les deux et parcourir d’immenses espaces avec d’incroyables vitesses. Il en faut conclure , en vertu de ce principe général de la nature que nous avons nommé l'inertie de la matière, que ces corps sont sollicités par des forces qui sont invisibles à nos yeux , mais dont l’action est permanente. Sans elles, ces corps resteraient immobiles; ils ne varieraient pas par rapport aux étoiles, et nous les verrions toujours reparaître dans les mêmes ljeux du ciel où nous les aurions aperçus d’abord. Telle est donc la première idée que présentent à l’esprit de l’observateur les mouvemens des corps célestes, et la théorie du système du monde se rattache par conséquent à un grand problème de Mécanique, qui consiste à déterminer les mouvemens dans l’espace d’un système de corps soumis à des forces quelconques. Les élémens des mouvemens des astres, leur figure et leurs masses sont les arbitraires de ce problème , et des données indispensables que la
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mécanique céleste doit empruntera l’Astronomie. Mais pour déduire de la solution de cette question générale des résultats comparables aux observations, il faut nécessairement connaître la nature des forces que l’on considère, il faut savoir quelle est la puissance invisible qui anime ces grands corps isolés dans l’espace, qui fait mouvoir ces masses immenses , sans jamais laisser après elle d’autres traces de son action que les effets qu’elle a produits. Pour nous guider dans cette recherche, et pour éviter de nous égarer dans de vains systèmes, c’est à ces effets mêmes qu’il faut avoir recours ; c’est en interprétant convenablement les faits qu’elle nous présente , qu’on peut deviner la nature ; c’est en examinant avec soin les phénomènes observés que l'on peut espérer de s’élever jusqu’à leur cause. Si les résultats de cet examen nous ont révélé les véritables lois de la nature, il faudra qu’en les combinant avec les principes généraux du mouvement, nous voyions se reproduire, non-seulement les phénomènes particuliers d’où nous les aurons déduites, mais encore tous les autres phénomènes du système du inonde que l’observation nous a fait connaître. Cette découverte aura cessé alors d’étre une simple hypothèse , et elle aura atteint le plus haut degré de certitude dont les vérités physiques soient susceptibles.
’ De tous les phénomènes que nous offrent les deux , le mouvement de révolution des planètes et des comètes autour du Soleil est celui qui paraît le plus propre à nous découvrir la loi des forces qui des pro- ' duisent. La similitude des orbites des planètes et des comètes, l’identité de leurs figures semblent nous in-
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diquer d’avance que ces forces dérivent toutes d’un principe général, et quelles ne se modifient qu’à raison de circonstances particulières aux corps auxquels elles sont appliquées. Considérons donc le mouvement d’une planète ou d’une comète circulant autour du Soleil, et déterminons la force qui doit l'animer pour produire ce mouvement.
Une observation attentive du cours des planètes a établi d’une manière positive les faits suivans, qu’en mémoire de l’astronome qui les découvrit , on a nommés les lois de Képler.
i°. Les aires décrites par les rayons vecteurs des planètes et des comètes dans leur mouvement autour du Soleil, sont proportionnelles aux temps.
1'. Les orbes des planètes et des comètes sont des sections coniques dont le centre du Soleil occupe un des foyers.
3°. Les carrés des temps de révolutions des planètes sont proportionnels aux cubes des grands axes de leurs orbites, ou, ce qui revient au même, et qui peut s’appliquer également aux planètes et aux comètes, les aires décrites en temps égal , dans différentes orbites , sont proportionnelles aux racines carrées de leurs paramètres.
a. Cela posé, formons les équations du mouvement de la planète ou de la comète que nous considérons de manière à satisfaire aux conditions précédentes. Rapportons la position de l’astre au plan même de son orbite ; soient x et y les coordonnées de son centre de
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gravité relatives à deux axes rectangulaires menés par le centre du Soleil ; X et Y les forces accélératrices qui le sollicitent parallèlement aux mêmes axes, les équations différentielles du mouvement seront, n° 12, livre I,
7F~ de ~
Si l’on retranche ces deux équations l’une de l’autre, après avoir multiplié la première pary, et la seconde par x , on aura
^~.’A)=-ïx-Xr.
Il est aisé de s’assurer que xdj — ydx est le double de l’aire que décrit autour du Soleil le rayon vecteur de la planète pendant l’instant dt. Cette aire, d’après la première loi de Kepler, est proportionnelle à l’élément du temps; on aura donc
xdy — ydx = cdt , (b)
c étant une constante arbitraire.
La différentielle du premier membre de cette équation est nulle , et l’équation (1) donne par conséquent
\x—Xy=o.
Il suit de là que les composantes X et Y sont entre elles comme les coordonnées x et y, ce qui indique que leur résultante passe paç l’origine des coord on-, nées, ou par le centre du Soleil. D’ailleurs la courbe que décrit la planète ou la comète étant concave vers
JbyGoosT
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le Soleil , 1* foree qui l’anime est évidemment dirigée vers cet astre.
Déterminons maintenant les intensités de cette |orce à différentes distances du Soleil. Reprenons pour cela les deux équations {a). Si on les ajoute après avoir multiplié la première par 2 dx, la seconde par 2 clj, et qu’on intègre leur somme, on trouvera
djl±^ = c' + 2.fJUx + Ydf), (2)
c' étant une nouvelle constante arbitraire.
Transformons les coordonnées x et y en d’autres variables plus commodes pour comparer cette équation aux résultats des observation^, Soit r« le rayon vecteur de la planète dans son orbite, v l’angle que forme ce rayon avec l’axe de x ; on aura
x—r cos v, y = r sin v, r=\/.r*-f-y*,
d’où l’on tire
dx% -{- djr * = dr* + r*dv‘, xdy * — ydx = r*dv. "
Désignons de plus par R la force totale qui agit sur la planète, cette force étant dirigée suivant le rayon Recteur r, et tendant à diminuer les coordonnées^ ety, on aura
X — — R. cos. o, Y= — R.sin.v, R=v/X*-f-Y*, et par conséquent • 1
Xdx -f- Y dy = — Rdr.
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Si l’on substitue ces valeurs dans l’équation (3) et qu’on élimine dt au moyen de 1 équation ( b ) , on aura
c'.dr'
r* dv* r*
fKdr
Cette équation donnera en l’intégrant la relation qui doit exister entre le rayon vecteur ret la longitude v, c’est-à-dire l’équation polaire de l’orbite, lorsque R sera donné ; dans le cas contraire , en la comparant à l’équation différentielle de l’orbite, supposée connue , elle.servira à déterminer cette force.
Les planètes et les comètes se meuvent dans des sections coniques , dont le Soleil occupe le foyer, d’après la seconde loi de Képler ; l’équation générale de ces courbes rapportées aux coordonnées polaires, peut être mise sous cette forme :
l i-f-*.cos.(v — m) m ,
a désignant le demi grand axe, ou ce que les astronomes appellent la dis tance moyenne ; e l’excentricité ou le rapport de la distance focale au demi grand axe. Le point de l’orbite le plus rapproché du Soleil se nomme le périhélie , et le point qui en est le plus éloigné l’aphélie; <i> est l’angle compris entre le grand axe, ou la ligne des apsides, et la ligne fixe d'où l’on compte l’angle v, ou, ce qui revient au même, la longitude du périhélie.
L’équation précédente est celle d’une ellipse lorsque a est positif, et que e est plus petit que l’unité; elle devient celle d’une parabole quand a est infini et que e
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égale l’unité; enfin elle représente une hyperbole lorsque a est négatif et que e surpasse l’unité.
Elle donne, en la différenciant,
■ dr *.sin.(*' — ») < r1 ‘ dv a.(l — «*) *
d’où, en élevant les deux membres au carré, et éliminant e* sin*.(i< — a») au moyen de l’équation (c), on tire
l dr' 2 I l , J\
7'" dv' a.(l — e')' r r* a’ . (l — e )' ' '
L’équation (3) devient ainsi
_lc‘ . 1 — , *=c'—2. fRdr.
Cette équation donne, en la différenciant ,
Ainsi donc, de ce que les orbes que les planètes et les comètes décrivent autour du -Soleil sont des sections coniques, i}. s’ensuit que la fqrce qui les sollicite est réciproque au carré des distances du centre de ces astres au centre du Soleil. C’est en vertu d’une force accélératrice dirigée vers le Soleil, et variable suivant cette loi, combinée avec une impulsion primitive, que chacun de ces corps est mis en mouvement dans l’espace.
Réciproquement , si la force R est supposée en raison inverse du carré des distances , ou égale à ^ ,
h étant une constante, la courbe de'crite est une section conique : en effet , si l’on remplace R par sa valeur, l’équation (5) devient
i dr' __ 2/1 i i , c' .y.
Cetfe équation est identique avec l’équation (d) ,
lorsqu’on suppose
a.(ï — ea) a
Ces équations de condition détermineront les deux arbitraires aete; l’équation (c) des sections coniques ne contiendra donc plus que la seule constante arbitraire a) , et comme l’équation (4) n’est que du premier ordre, elle sera l’intégrale complété de cette équation.
Ainsi donc, ce n’est quen vertu d’une force attractive réciproque au carré des distances qu’un corps projeté dans l’espace peut décrire autour du Soleil une section conique; et la plus légère variation dans cette loi produirait des orbites d’une nature toute différente. Y 1 • .' #
L’intensité de la force R dépend du coefficient h
ou de sa valeur Les *r°is quantités a, e, c
qui entrent. dans cette fonction ont, relativement à chaque planète et à chaque comète , des valeurs particulières, en sorte qu’on ne saurait décider d’avance si cette intensité varie d’une planète à une autre, ou si elle est la même pour tous les corps célestes ; mais la troisième loi de Képler, dont nous n’avons point
encore fait usage , va nous fournir le moyeu de ré- * soudre cette question. En effet, soit T le temps de la révolution d’une planète, cT sera le double de l’aire décrite pendant cet intervalle par son rayon vecteur, puisque les aires sont proportionnelles au temps, et que c exprime, comme nous l’avons vu , le double de l’aire décrite pendant l’imité de temps. • Mais l’aire que le rayon vecteur r décrit pendant le temps T, est la surface même de l’ellipse planétaire; elle sera donc égale à ttu* . \/i — e*, en nommant ir le rapport de la circonférence au diamètre , et l’on aura ainsi
cT = 27Ta* . V** — e* ;
d’où l’on tire
De même, relativement à une autre planète quelconque, en nommant ar, e', c', T', ce que deviennent, par rapport à cette planète, les quantités que nous ' avons désignées par a, e, e, T, on aurait
Or, la troisième loi de Képler donne cette proportion
par conséquent
. La troisième loi de Képler s’observe, relativement aux comètes , ddns la partie de leur cours que nous Tome I. la,
* pouvons observer; mais, comme les grands axes de leurs orbites et la durée de leur révolution sont généralement inconnus, on calcule leurs mouvemens dans, des orbes paraboliques. En nommant D la distance du foyer au sommet de la parabole, le paramètre qui, dans l’ellipse, est exprimé par 2a. (1 — ^), * est, par rapport à cette nouvelle courbe, égal à 4D; ' on a donc, relativement à une comète quelconque,
h sc= D’ailleurs les aires débites pendant le même
intervalle de temps dans différentes orbites, sont entre elles comme les racines carrées de leurs paramètres, ce qui donne la proportion
c : c' :: \/2a.fa — VD, et par suite
â.(i — #") """ aD! •
Le coefficient h est donc le meme pour tous les corps de système solaire. Il suit de là que l’intensité de la force R est, relativement aux planètes et aux comètes, réciproque au carré de leurs distances au Soleil, et ne varie de l’une à l’autre qu’à raison de ces distances. t ' • ' „
Deux planètes supposées également éloignées du Soleil seraient donc attirées vers cet astre par des forces égales, et, abandonnées à leur pesanteur, elles s’y précipiteraient avec la même vitesse : la force qui les sollicite est donc encore proportionnelle à leur masse. : , ■
Les satellites , dans leur mouvement autour de
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leurs planètes, observent, à quelques inégalités près, les lois de Képler; ils circulent d’ailleurs autour du^ Soleil à très peu près comme leurs planètes ellesmêmes, de sorte qu’en même temps que les satellites se meuvent autour de leur planète , le système entier de la planète et de ses satellites est emporté d’un mouvement commun dans l’espace, et retenu par la même force autour du Soleil. Il en faut conclure que les satellites sont attirés vers le centre de leur plaucte, et vers le centre du Soleil,' par des forces réciproques aux carrés des distances. Le mouvement elliptique de la Lune autour de la Terre étant, il est vrai, sensiblement altéré par l’action des forces perturbatrices, la loi de diminution de la force attractive de cette planète ne saurait s’en déduire d’une manière aussi évidente; mais, en comparant la pesanteur que la Terre exerce sur les corps qui l’environnent à la puissance qui retient les planètes dans leur orbite, on voit que ces forces s’exercent suivant les mêmes lois, et qu’elles ont entre elles la plus grande analogie. La pesanteur terrestre se manifeste sur le sommet des montagnes les plus élevées ; il est donc naturel de supposer quelle s’étend jusqu’à la Lune : et, en effet , si l’on compare son mouvement avec celui d’un projectile transporté à son centre , et sollicité vers la Terre par sa pesanteur , la différence qu’on remarque dans les résultats est tellement petite , qu’on ne peut l’attribuer qu’aux imperfections des observations et des données employées dans le calcul. La pesanteur terrestre n’est donc qu’un cas particulier d’une propriété attractive dont sont douées les autres planètes.
3. La seule comparaison des observ ations aux lois du ^mouvement nous conduit donc, sans aucune hypothèse étrangère , à regarder le Soleil et les planètes qui ont des satellites comme le centre de forces attractives qui s’exercent sur tous les corps qu’embrasse leur sphère d’activité, en raison directe des masses et . inverse du carré des distances. 11 est naturel de sup- _ poser, par analogie, que la même propriété s’étend . aux comètes et aux planètes qui n’ont pas de satellites; mais d’ailleurs c’est un principe de la nature généralement admis , que la réaction est toujours égale et contraire à l’action : les planèteset les comètes attirent donc le Soleil de la même manière quelles sont attirées par lui, les satellites réagissent pareillement et suivant la même loi, sur leurs planètes et sur le Soleil , et la gravitation de tous les corps célestes les uns vers les autres doit être regardée par conséquent comme une suite incontestable des résultats que l’observation de leurs mouvemens nous préseutc.
Cette force d’attraction dont sont doués tous les corps du système solaire n’est pas une propriété qui leur appartienne en masse; elle pénètre également leurs dernières molécules. En effet, les expériences faites à l’aide du pendule prouvent que tous les corps que nous connaissons pèsent vers le centre de la Terre en raison directe de leur masse : chacun d’eux réagit donc sur elle, et l’attire suivant la même loi.
La pesanteur terrestre est d’ailleurs, comme nous l’avons vu , une force identiquement de même nature que cette tendance générale qui pousse les corps
célestes les uns vers les autres ; il faut donc reconnaître comme une vérité démontrée par l’accord du calcul avec tous les faits observés , cette grande loi de la nature, savoir : que toutes les molécules de la matière s’attirent en raison directe des masses, et inverse du carré des distances.
4. Le mouvement elliptique que nous avons supposé aux planètes n’est, il est vrai, qu’approximatif, et les corps célestes ne se meuvent pas rigoureusement dans les sections coniques; mais il faut considérer qu’en vertu de leurs actions mutuelles les unes sur les autres, les planètes doivent s’écarter des orbites elliptiques quelles décriraient si elles n’étaient soumises qu’à la seule action du Soleil, comme cela arrive en effet dans la nature. Ces perturbations ne sont donc qu’une nouvelle conséquence du principe de la gravitation universelle; et ce qui caractérise éminemment cette grande loi , dont nous devons à Newton l’immortelle découverte, c’est que toutes les anomalies qui se sont présentées dans les mouvemens des corps célestes , et qui ont semblé d’abord devoir en faire contester l’existence, ont été expliquées par elle à mesure que l’analyse a fait de nouveaux progrès, et n’ont servi qu’à la faire ressortir avec un nouveau degré d’évidence.
Une fois ce grand principe admis , on voit tous les phénomènes célestes s’en déduire sans peine. Les perturbations des planètes, des comètes et des satellites en sont, comme nous l’avons dit, la première conséquence , et 1* détermination de leurs inégalités ne
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dépend plus que de causes qui nous sont connues, et dont nous pouvons par conséquent calculer les effets. Réunies par leurs attractions mutuelles, les molécules dont les corps céleslés se composent ont dû former d’abord une masse à peu près sphérique; mais leur mouvement de rotation a bientôt altéré celte figure, et, en vertu de la force centrifuge, il a dû aplatir leurs pôles et élever leur équateur. La figure des corps célestes n’étant pas sphérique , la résultante * de leurs actions mutuelles n’a plus passé exactement par leur centre de gravité, et il a dû en résulter des mouvemens qui déplacent insensiblement leurs axes de rotation : c’est ce que l’observation confirme. Enfin l’action inégale du Soleil et de la Lune sur les eaux de l’Océan doit y faire naître des inouvcmens d’oscillation analogues à ceux que nous présente le phénomène du flux et du reflux de la mer. Mais c’est à l’analyse qu’il appartient de développer ces grands effets de la loi de la pesanteur universelle; c’est à elle de donner à de simples inductions toute l'évidence de vérités rigoureuses.
Nous examinerons successivement ces principaux points de la théorie du système du monde, avec tout le soin que leur importance exige. Les grands progrès qu’a faits l’analyse dans ces derniers temps , nous mettront à même de présenter ce tableau avec un ensemble et une clarté qui peut-être lui avaient manqué jusqu’ici. Newton, par la force de son génie, avait découvert le secret de la natare; mais letat d’imperfection où était encore de son temps le calcul algébrique, ne lui permit pas d’en faire ressortir toutes
" Jfr ‘ V- 1
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les conséquences avec ce degré d’évidence qui peut seul arrêter l’enyie et imposer silence à l’erreur. Les géomèlres des siècles suivans consacrèrent leurs travaux à achever l’ouvrage qu’avait si heureusement * commencé le géomètre anglais. En poussant successivement plus loin les approximations, ils démontrèrent l’admirable concordance qui existe entre les calculs résultans de la loi de l’attraction universelle et les phénomènes observés, et ils parvinrent à établir enfin sur des bases inébranlables le plus beau monument que l’esprit humain ait élevé à sa gloire. fcXUo! >; taum.Or ' nrtto in i lis . ta «.'cm
CHAPITRE II
Equations différentielles du Mouvement d’un système de corps soumis à leurs attractions mutuelles.
5. Pour embrasser dans toute sa généralité la théorie des mouvemens des corps célestes, nous commencerons par former les équations différentielles du mouvement d’un système de corps soumis à leurs attractions mutuelles, en supposant, conformément aux résultats trouvés dans le chapitre précédent, que ces attractions s’exercent en raison directe des masses et en raison inverse du carré des distances- Nous restreindrons seulement l’étendue de cette question par l’hypothèse que les parties du système sont assez éloignées entre elles pour que l’on puisse faire abstraction de la figure des corps attirant, et les regarder comme des masses concentrées dans leur centre de gravité. Cette hypothèse est conforme, comme nous le ferons voir, à ce qui a lieu dans notre système planétaire.
Soient donc m la masse de l’un quelconque des corps du système que nous considérons; x, v, z, les coordonnées de son centre de gravité relatives à trois axes rectangulaires passant par une origine fixe quelconque; x,j, z, les coordonnées d’un des élémens dm de sa masse rapportées aux mêmes axes; nommons m', m', été. , les masses des différens corps altirans que
nous regardons comme des points, et soientx',y', 2' les coordonnées de m'} x", jr", 2", les coordonnées de rn", et ainsi de suite.
Désignons par r la distance de l’élément dm au corps m', en sorte qu’on ait
r sss v/(ar' — x)* + (/ —y)* + (a' — z)\ • L’action qu’en vertu de la loi de la pesanteur universelle ce corps exerce sur dm sera égale à — . Cette ac-
tion étant dirigée suivant la droite r, pour la décomposer parallèlement aux axes des coordonnées, il faudra multiplier l’expression précédente par le cosinus de l’angle que forme le rayon r avec chacun de ces axes: on aura ainsi
ou bien
dy 1
dz
En marquant successivement d’un accent les lettres m' et x', y, 2' qui entrent dans la valeur de r, on trouvera des expressions semblables pour les actions que les corps m", m"1, etc. , exercent sur dm , parallèlement aux axes des x, des y et des 2. Soit donc
VV- *)’ + ly" -y)* + (*" =^T
-- ■ - --f etc
vV - *y + (y’ - yy 4 - *Y
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La fonction n désignant la somme des masses m', m", etc., divisées respectivement par leurs distances à la molécule dm, les trois différentielles partielles JJ» exprimeront les forces accéléra-
trices dont cet élément est animé , en vertu des actions réunies de tous les corps du système , décomposées parallèlement aux axes coordonnés , et dirigées en sens contraire de leur origine. Ces forces sont celles que nous avons désignées par X, Y) Z dans le n° 27 du premier livre. Si l’on fait donc , pour abréger, Y = S.n dm, le signe intégral S se rapportant à l’élément dm, et aux quantités qui yarient avec lui et devant être étendu à la masse entière du corps m , on aura
dn
dï-dm’
rfv
dy
et les trois équations (b) du nc 27 deviendront
d’x 1 dV d‘ y 1 <A_ d?z_ i_ d\
de' m" dx ’ dt' m dy ’ dt * m di
Ces équations serviront à déterminer les mouvemeps du centre de gravité du corps m dans l’espace.
Supposons maintenant que l’on désigne parx,/, z les coordonnées de l’élément dm rapportées aux trois axes principaux qui se croisent en ce point, et par x',y, z', x",y, z", etc., les coordonnées des corps m', m", etc., relatives aux mêmes axes; on aura, comme précédemment,
V' (*" — *)■ + iy’—yY -f (»é - «ÿ
+ etc.,
et les trois forces qui agissent sur l'élément dm , parallèlement aux axes des x, des y et des z, et
. , , , . . . dn rfn dn
en sens oppose a leur origine, seront ^ •
En désignant donc, comme dans le n° 3o, par N, N', N" la somme des momens de ces forces rapportés respectivement aux mêmes axes, on aura
*r c / rfn rfn\ , d\ dV-
N = S* y'YÜ z" dï)-dms=Jr- dl~z- JJ ’
wt/ o f dit dn\ » d\ dW I
®^s\z-iï-*-d;)’dm=z‘dï-x-in->t
jy«. c ( x r dm — -r — y 1
J-dx)Mm — X: djr, S’ dx’J
et les trois équations différentielles (C) n* 3o deviendront par la substitution de ces valeurs
Arfp+(C-B).?r.r*=(7.^— z.^j.dtA Bdq-i-(\ — C ).rp.dts=^ Z‘J~ — ^ Cdr+ (B — A) . pq . dt = (x . ^ — y . . dt. j
Ces équations serviront à déterminer les mouvemens de m autour de son centre de gravité.
6. Les équations (A) et (B) sont indépendantes du nombre des corps agissans du système; elles conserveraient encore la même force dans le cas où J’on voudrait avoir égard aux dimensions et à la figure de l’un de ces corps. En effet, il suffirait pour cela de supposer que ni', m", etc. , dans la fonction n , représentent les élémens infiniment petits de la masse de ce corps; la valeur de V serait donnée alors par deux intégrations indépendantes l’une de l’autre, la première relative à la masse dn corps attiré, la seconde à celle du corps attirant, c’est-à-dire que l’on aurait
Y ^ q; dm . dm *•
dm' étant un élément de la masse de m'; x\ y', z', les coordonnées de cet élément rapportées aux mêmes axes et à la même origine que les coordonnées x, y, z ; enfin, le signe intégral S' se rapportant à cet élément et devant s’étendre à la masse entière de m'.
Les six équations précédentes déterminent complètement les mouvemens du corps m dans l’espace ; les trois premières donneront à chaque instant la position de son centre de gravité par rapport à trois axes fixes pris à volonté , et les trois autres détermineront son mouvement de rotation autour de ce point supposé immobile. Nous pourrons donc, conformément à ce que nous avons dit dans le n° 27 du premier livre , simplifier la question dont nous nous occupons , en la divisant en deux parties. Dans la première , nous examinerons les mouvemens des centres de gravité des
corj» célestes dans l’espace, et dans la seconde, lenrs mouvcmens de rotation autour de ces points.
7. Lorsqu’on ne considère que les mouvemens de translation d’un système de corps m, m' , m", etc. , et qu’on suppose les distances mutuelles de ces corps très considérables relativement à leurs dimensions respectives, on peut, sans erreur sensible, faire abstraction totale de leur figure, et regarder à la fois les corps attirans et les corps attirés comme des points concentrés dans leur centre de gravité. Les équations (A) prennent dans ce cas une forme plus simple; en effet, les coordonnées x, y, z de l’élément dm sont alors identiques avec les coordonnées x, y, z du centre de gravité du corps m ; si l'on fait donc, pour abréger,
vv -«)■+(/ - >7 + <7 - »)•
m ni
y~—yY +
v/ (*•- jy+ c/ - /)•+
+ etc. ,
on a
dx dx '
TV
dx>
dV dx *
dx dV dx
dy dy *• di
et les trois équations (A) deviennent
d’x 1 dx d'y i dx d’x 1 dx . .
d ? m' dx* dt 1 m ’ dy * dl% ' m ‘ dx' ' '
En marquant successivement les lettres m, x, y, z d’un accent, de deux aceens, etc. , on aurait des équations semblables pour déterminer les mouvemens des corps m!, m", etc. Le système de toutes ces équations réunies fournit un certain nombre d'intégrales rela-
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tives aux principes généraux du mouvement, conformément à ce que nous avons dit n* 22 et suivans ; c’est ce qu’il est facile de vérifier. Mais, pour intégrer complètement ces équations, et déterminer, par leur moyen , les valeurs des coordonnées x, y, z , etc. , en fonction du temps , on est forcé de recourir aux méthodes d’approxi mation.
8. Pour pouvoir employer avec avantage les équations ( c ) dans la théorie du système du monde, il est nécessaire de leur donner une forme plus appropriée aux usages astronomiques. En effet, dans l’impossibilité où nous sommes de juger de leurs mouvemens absolus dans l’espace, c’est au centre du Soleil que nous rapportons les mouvemens des planètes et des comètes; il faut donc, pour pouvoir comparer la théorie aux observations , déterminer les mouvemens d’un • système de corps m, m', m", etc., autour de l’un d’entre , eux regardé comme le centre de leurs mouvemens.
Soit M la masse de ce dernier corps, m, m', m", etc., celles des autres corps dont on veut déterminer les mouvemens relatifs autour de M; £, », £, les coordonnées rectangles de M rapportées à une origine fixe ;
x, >! -f-j, Ç+Z, celles de m; £-Hc', k+j', £-+-z', celles de m', et ainsi de suite; en sorte que x , y, z seront les coordonnées de m par rapport à M ; x1, y, z', les coordonnées de m'par rapport au même corps,
et ainsi de suite ; faisons de plus , pour abréger,
r = y/x*-+-y-+- z‘, r> = \Jxf'
r" = v/*"*+/'* + 2i7ï, etc. ,
et supposons ,
^ __ * mm •
mma
+ */(*' - *)*+ G"-yy + c«* ^T*
H — OTOT + etc
L’action de m sur M sera exprimée par et cette
action décomposée parallèlement aux axes coordonnés, et dirigée en sens contraire de cette origine, donnera, suivant chacun de ces axes, les trois forces
mx my mx
En marquant successivement d'un accent, de deux accens, etc., les lettres m, x, y, 2 et r, on aura^ pour les actions de m', de m ", etc., sur M, des expressions semblables ; le mouvement de M sera donc déterminé par les équations différentielles
cP Ç mx d'i my d* £ ms
’dF~X"?"
Cela posé, l’action de M sur m, parallèlement aux
axes de ses coordonnées, et dirigée vers leur origine,
Mjc Mv Mz , . . e .. t d>. 1 dx
sera — r , — f- , -r- : les trois fonctions
r' 7 r V r* ' m dx’ m dy ’
~ exprimeront la somme des actions qu’exercent
sur m les autres corps m', m”, etc. , décomposées parallèlement aux mêmes axes et tendant à augmenter
les coordonnées de m; on aura donc, en vertu des actions rcunies.de M, m', ni', etc.,
d\ -f x) . . M x i dx
dt * r1 m' dx ’
de ~t~ r1 ~~ m'dy’
d'. (Ç -f- «) . Ms i dx
dt * r* m' dz‘
Si l’on substitue pour ~, 0, leurs valeurs 2 . ^ , 2 . ^ , 2.^f, ces équations deviendront
cPx M* . _. mx i dx dF+ - + 2.-^ = -.^,
^ _U s ^ — 1 dA l
rf’s , Ms , mz i dx
dl% ‘ r> — m’dl'
On peut leur donner encore une autre forme. En effet, si pour abréger on fait M -f- m = /x et qu’on suppose
xx'+y/ + zz'~ \
J xx"+-yy’+tt’~[
+ etc.,
elles deviennent
dx
CE
L Ÿ {d — x)‘ + c y —rY+ (*'- «)*
ex
dR
Hë
dx »
ey __
d R rfy »
cTz
fts
rfR
• de
dz
Digilized by 1
Dû SYSTÈME DU M05DE. ,93
Lagrange est le premier qui ait présente «1e celte manière les équations du mouvement des centres de gravité des corps célestes. Cé qui contribue surtout à les simplifier, c’est la considération de la fonction R, qui a la propriété de représenter par ses différences partielles les actions perturbatrices qu’exercent les planètes ni, ni', etc., sur m. L’emploi de cette espèce de fonctions est également utile dans la théorie des mouvemens 4e rotation des corps célestes, dans celle des attractions des sphéroïdes d’où dépend la détermination de leurs figures, dans la théorie du flux et du reflux des mers, dans toutes les questions enfin où l’on a à considérer un grand nombre de forces de même nature et agissant d’une manière analogue. En réunissant sous un même point de vue des expressions qui seraient sans cela très compliquées, il rend leurs rapports plus faciles à saisir, et cette notation fort simple introduite par Lagrange dans la mécanique céleste, en contribuant aux rapides progrès quelle a faits dans ces derniers temps, a eu pour la théorie * du système du monde tou» les avantages d’une véritable découverte.
En changeant successivement dans les équations(D) les lettres m, x,y, *,r en celles-ci* ni, x',f, z', r', m > x\j > z j r t etc., et réciproquement, on aura trois équations semblables pour chacun des corps m', ni', etc. , ce qui forme un système d’autant d'équations différentielles du second ordre qu’il y a de coordonnées x,yx z, x',f, z' , etc., à déterminer en fonction du temps. Il ne s’agit donc plus que d’intégrer ces équations, pour être en état de déterminer Tome I. • .?
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à chaque instant la position des côrjfc ni, m', etc., dans l'espace; malheureusement cette intégration n’est pas possible en général, dans l’état actuel de l’analyse : le système des équations (D) et des équations semblables relatives à m’, ni ', etc. , fournit seulement un petit nombre d’intégrales finies, dépendantes dis lois générales qui s’observent dans toute espèce de mouvement. Comme ces intégrales sont de la plu1', grande utilité dans la théorie des perturbations planétaires, nous allons les développer ici.
g. Si l’on multiplie l’équation différentielle en S par M-f-S/w, et les équations en x, x' , x‘ , etc., la première par m , la seconde par m', et ainsi du reste , qu’on les ajoute ensuite, en observant que, par la
nature de la fonction A, on a
dx , dx x dx
dx^~ d7 d?
on aura
dy dt J
d’où l’on tire, en intégrant, £ = n -J- ht —
mx M 2 • Ttl
a et b étant deux constantes arbitraires. On aurai! de même
S . mv
ÎV 1 -f - S . m 9
l—a-' + Vi —
E . rnz
tM 2 . /il
a , b', a , b", étant des constantes arbitraires. Ces équations serviront à déterminer le mouvement atV solu de M dans 1 espace, lorsque l’on connaîtra lesmouvemens relatifs de m, m', m', etc. , autour de ce corps. ■ Si l’on multiplie l’équation en x par
X.rnx
l’équation en y par
— mx + m.
l’équation en .1/ par
rn'y — m __
l’équation en y’ par
ï.mv
— m'x1 -f- rn.
TL .mx
qu’on ajoute ensuite les différens produits, en obaervant que , par la nature de la fonction A,
x •&— etc-=<‘.
^ + ^r + etc.=o,
dx^Ux‘ on aura
* dx dx ,
ÛJ + d/+eU:- = <>'
- fxd‘y—ïcl'x\ X.my <f x X.mx d‘V
I.m. ^ Jd„ g? ~ j3—X.m.£=xo
d’où Ton tire, en intégrant,
/ xdy-ydx\ X.my dx X.mx dy
,m\ Ut J+M + X^-X-mdt M+i.™2m^ = t0nSt*
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équation qui peut s’écrire ainsi :
M.X m.{xdY.~yJxï
dt
. „ - n*'-*î • W - *y) - (S-S) ■ W - dx) 1
+ X ■J*“'L dt J
On trouverait d’une manière semblable les deux autres intégrales suivantes :
(zdx — xdi)
-+• % . mm
, [-(«' — ») . ( cTx — dx) — (x'—r J 0 . (</«' — dt)
(ydz — tdy)
, r(y — y) • (rf*'— «fe) — (*'—*) • W — d.y) 1 _
ï.mm ? -d~t — J— c
c, c'\ c'y étant des constantes arbitraires.
Ces trois intégrales s’accordent avec les équations (E), n° 28 et 26, livre I; elles renferment, comme nous l’avons vu, le principe de la conservation des aires.
Si l’on multiplie les équations différentielles (D), la première par
, 2 . mdx
imdx — 2 m . r.~~ ■ — ;
la seconde par
imdy — 2 m .
t.mdy
ÏÏ+TTn’
la troisième par
a mdz — im .
£ . mdx
M fx7mi
qu'on multiplie semblablement les équations diiTérentielles en x' , z' par les mêmes facteurs, après jt avoir
changé les lettres m, oc, y, z hors du signe 2, en m', d tj't z>> et ainsi du reste; qu’on ajoute ensuite toutes les équations résultantes, en observant que l’on a
dx dx
dx . dx
dx . dx
dx+Tx'+* lc=0' ^+^ + etc-=°> rfi+rf?+etc==0; on trouvera
a.x.,» (dxd‘x 4- dycïy + dîcPx) a. 2. mdx md‘x de M-fX.m- ' d?
I.Z.mdy mdy a t.mdz md’x , • ,, mdr
M+X m dtx M + Z.m'X''de +aM-s--^ *dx=»-,
Ct, en intégrant,
de (M 2. m) . de
— 2M . X . 2A = const . ,
équation qui peut s’écrire ainsi ;
dx‘ 4- rfy* -h dz‘ •.
de
. +v ^*-**)'+w-*r+w-ddr^ .
h étant une constante arbitraire. Cette équation s’accorde avec l’équation (p) du n° 26, Hv. I; elle
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renferme le principe dè la conservation des force» vire».
Telles sont les seules intégrales premières qu’on ait pu tirer jusqu’ici du système des équations (D) réunies aux équations semblables relatives aux corps M , ni, m ” , etc. Elles indiquent des relations qui doivent toujours exister entre les coordonnées de ces différais corps, et qui résultent des principes généraux du mouvement; mais elles sont loin de au dire à leur détermination , et l'on est réduit, pour achever l’intégration des équations (D), de recourir aux méthodes d’approximation. Comme ces méthodes sont princifs dement fondées sur ce que les distances des planètes et des comètes au Soléil, et leurs distances mutuelles, sont extrêmement grandes relativement aux dimensions de ces corps et à celles des systèmes partiels que forment les planètes avec leurs satellites, il est important de faire voir quels sont les avantages que présente à cet égard la constitution du système solaire. Ces considérations serviront d’ailleurs à montrer que les quantités que nous avons négligées dans la formation des équations différentielles (D) sont en effet toujours insensibles.
10. Ne considérons, pour simplifier, que l’action * réciproque de deux corps m et pi , et représentons généralement par Via fonction qui exprime la somme des produits deux à deux des élémens dm et dm' dont ces corps se composent , divisée par leur distance mutuelle. Soient x, t, z les coordonnées de dm rapportées à une origine fixe, et x , y', z' Je» coordonnées
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de dm! rapportées à la même origine, on aura
dm. dm.
Le double signe intégral S se rapportant à deux intégrations indépendantes l’une de l’autre, la première relative à la masse du corps attiré, et la seconde à celle du corps attirant. Les trois différentielles partielles
dV dX dV . „
— , 1\ ' Hl e*Pnraeront> comme nous 1 avons vu ,
les attractions qu’exerce parallèlement à chacun des axes coordonnés le corps m sur le corps m.
Cela posé , soient xJ, j', a' les trois coordonnées du centre de gravité de m' rapportées aux mêmes axes et à la même origine que x', y', z', et soient x' y, y y, zt les coordonnées de dm relatives à ce centre , en sorte qu’on ait
Supposons
Si l’on substitue dans cette fonction, à la place de x', y', z, leurs valeurs, qu’o» développe ensuite la fonction résultante par rapport aux puissances ascendantes de x't , j1 1 , s'; , en faisant, pour abréger,
(*'— x>* -h cy- y)* + y- zy = r*, . *'* + y ;+ «7 *= /»,
on aura ......
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tion V d..ns le n* 5; on voit donc que cette valeur est exacte aux quantités près du second ordre, par rapport aux dimension de m': Les trois différentielles
partielles ^ , —< , exprimeront généralement
l'action totale du corps m' sur le corps rn, décomposée parallèlement aux axes des coordonnées, et dirigée en sens contraire de leur origine. On voit donc que cette action est la même que si la masse entière de m1 était réunie à son centre de gravité.
Soient maintenant x, y, z les trois coordonnées du centre de gravité de m et xf , jrt , a, les coordonnées de la molécule dm relatives à ce centre ; on aura
Si l’on substitue ces valeurs dans V, et qu’après avoir développé la fonction résultante ou l'intègre, il sera facile de démontrer par l’analyse précédente qu’on a, aux quantités près du second ordre.
V (*' — *5* -+- Ty — + ô' — *)*
C’est la valeur que nous avons supposée à la fonction X dans le n° 7 ; cette valeur est4donc exacte , aux quantités près du second ordre par rapport aux dimensions de l’astre attirant et de l’astre attiré. D’où l’on peut conclure généralement que l’expression de ' la fonction V, et par conséquent l’action totale de m' sur m, seront les mêmes, aux quantités près du même ordre, que si les masses des deux corps m et m' qni
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agissent l'un sur l'autre étaient des points massifs placés à leurs centres de gravité respectifs.
11 suit de là que, dans la recherche des mouvemens des centres de gravi té d'un système quelconque de corps dont les dimensions sont très petites par rapport à leurs distances mutuelles, on peut faire abstraction de leur figure, et que leur action réciproque les uns sur les autres est la même , à très peu près , que si la masse de chacun.de'ces corps était réunie à son centre de gravité.
Si le système que l’on considère était partagé en plusieurs systèmes partiels , disposés de manière que les dimensions de chacun d’eux fussent très petites par rapport aux distances mutuelles de leurs centres de gravité, on ferait
■yf ___ ^ ni in-
ni et ni' représentant les masses de deux corps appartenant à des systèmes différens, et x ,y, z, x' , y’ , z' les coordonnées de leurs centres de gravité rapportées à une origine fixe. Les différentielles partiçlles de la fonction V exprimeraient encore les actions du premier système sur le second, parallèles aux axes coordonnés. Or, si l’on désigne par x, y, z les coordonnées du centre de gravité du premier système, et par x',;y', z' ies coordonnées du centre de gravité du secorid , il sera aisé de prouver par l’analyse précédente, et par les propriétés connues du centre de gravité, qii’on aura, aux quantités près du second ordre par rapport aux dimensions respectives de chacun des deux systèmes.
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d’où il sait qae les deux systèmes réagissent l’un sur l’antre, à très peu près comme si les corps qui les composent étaient réunis à leurs centres de gravité respectifs, cl que par conséquent ces centres se meuvent comme si cette réunion avait lieu en effet.
ii. I.e Soleil et les planètes forment un système semblable à celui que nous venons de considérer, les distances des satellites à leurs planètes étant toujours peu considérables relativement aux distances de la planète au Soleil et aux autres planètes. Il en résulte donc que le système d’une planète et de ses satellites agit , à très peu près , sur les autres corps dn système solaire, comme si la planète et ses satellites étaient réunis à leur centre commun de gravité, et que ce centre est attiré par ces différens corps, comme il le serait dans cette hypothèse. Il s’ensuit encore que l’action du Soleil et des planètes étant à très peu près la même sur la planète et sur les satellites, ceux-ci se meuvent h très peu près comme s’ils n’obéissaient qu’à l’action de la planète.
Enfin la constitution du système solaire permet encore d’appliquer aux planètes et aux comètes, les considérations sur lesquelles nous avons établi les équations différentielles (D) et (B), et les actions réciproques de ccs corps les uns sur les autres sont à très peu près les mêmes que si leurs masses étaient concentrées dans leurs centres de gravité respectifs. Mais cette supposition , que la petitesse des dimensions
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des corps célestes, comparativement à leurs distances mutuelles, rend déjà fort approchée, acquiert par la sphéricité de leurs ligures un nouveau degré d’exactitude. Eu effet, on peut regarder les planètes et les comètes comme étant formées de couches à très peu près sphériques, de densités variables, et nous avons fait voir, n° i g , livre I , que l’action d’une couche sphérique homogène, sur un corps qui lui est extérieur, est la même que si toute sa masse était réunie à son centre ; d'où l’on peut conclure encore que les quantités négligées dans la formation des équations (D) et (B) sont du même ordre que l’excès du sphéroïde que l’on considère sur la sphère concentrique. Les ditrérens corps du système solaire réagissent donc les uns sur les autres à très peu près comme si leurs masses étaient réunies à leur centre de gravité, non-seulement parce que leurs distances mutuelles sont très grandes par rapport à leurs dimensions respectives , mais encore parce que leur figure s’éloigne peu de celle de la sphère.
12. Si les corps célesies n’obéissaient qu’à la seule action du Soleil, et si leur figure était exactement sphérique , les courbes qu’ils décrivent autour de cet astre seraient elliptiques , et Jeur mouvement de rotation autour de leur centre de gravité serait celui d’un corps solide qui n’est sollicité par aucune force accélératrice, cl qui a reçu seulement une impulsion primitive quelconque, cas que nous avons examiné dans le chapitre V du premier livre. Dans cette double hypothèse, les seconds membres des équations (E) et (B) se réduisant à zéro, ces équations deviennent intégrables; et comme
en effet les planètes , les comètes et les satellites se meuvent à très peu près, les premières autour du Soleil , les seconds autour de leurs planètes, comme s’ils n’obéissaient qu’à l’action des forces principales qui les animent , on peut regarder les résultats qu’on obtient de cette manière comme une première approximation des mouvemens célestes , et les forces négligées comme des forces perturbatrices dont le seul effet est d’y produire de faibles altérations. Un beau procédé d’analyse, que l’on doit au génie de Lagrange, offre un moyen facile de tenir compte de semblables forces, , quel que soit leur mode d’action sur les mobiles , (pourvu seulement qu’elles soient supposées très petites par rapport aux forces principales), par de simples variations données aux constantes qui entrent dans les intégrales de la première approximation, c’est-à-dire dans les intégrales trouvées en faisant abstraction des forces perturbatrices. Les deux principaux problèmes du système du monde, la détermination du mouvement de translation des corps célestes et de leur mouvement de rotation autour de leur centre de gravité, se trouvent ainsi ramenés à une simple question analytique qui les embrasse tous deux dans sa généralité. Nous consacrerons le chapitre suivant à exposer cette féconde méthode d intégration, en appliquant ensuite aux équatious différentielles (E) et (B) les formules générales quelle nous fournira, nous parviendrons, par des approximations successives, à déterminer de la manière la plus simple le double mouvement des corps célestes avec un degré de précision que les observations les plus exactes ne sauraient jamais atteindre.
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CHAPITRE III
Intégration des Équations différentielles du Mouvement d'un système de corps soumis à leurs altrac1tions mutuelles.
1 5. Nous avons donné dans le chapitre précédentles . équations différentielles du mouvement d’un système de corps soumis à leurs actions mutuelles, et nous avons fait connaître les seules intégrales finies qu’on soit parvenu jusqu a présent à tirer de ces équations. Nous allons développer dans Celui-rci la méthode d’approximation la plias lumineuse que l’on ait encore imaginée pour suppléer à cette imperfection de l’analyse.
Pour traiter cette question d’une manière générale, considérons un système de corps m , m', m", etc. , agissant les uns sur les autres d’une manière quelconque, et sollicités de plus par des forces accélératrices dirigées vers des centres fixes ou mobiles. Les résultats que nous obtiendrons auront ainsi toute l’étendue dont la question est susceptible, et il sera facile ensuite d’en faire l’application aux équations différentielles du double mouvement de révolution et de rotation des corps célestes.
Nous avons montré, dans le chapitre IY du livre I , que la détermination des mouveraens d’un pareil système pouvait toujours être ramenée à un nombre d’équations différentielles du second ordre égal à celui des variables indépendantes que chaque question corn-
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porte. Une intégrale qui résulte dans tous les cas de ces équations, est celle qui est fournie par le principe des Jorces vives. Si l’on désigne par x,y, z les coordonnées de m, par x',y', z', les coordonnées de nï, etc., rapportées à trois axes rec tan gu lîi ires, et que, pour abréger, on représente par T, la moitié de la somme des forces vives du système, en sorte qu'on ait
rr, m plx'+dy* + dz"\ m
T = H 2FT“ ;+T*\ ^ ) + etc,;
qu’on nomme de plus V l’intégrale de la somme des forces dont le système est animé, multipliées respectivement par l’élément de leur direction, c’est-à-dire qu’on fasse
X=fm.[Xdx+YJy+2Jz)+fm. (XW+Yd^'+Z'flfe') + etc. ,
cette intégrale devient, u° 24, livre 1,
Les coordonnées x , y, z, x ',7', etc. déterminent à chaque instant la position des corps agissans du système. Ces variables sont en général liées entre elles par des équatipns de condition’ qui dépendent de la nature du système, en sorte qu’il ne reste finalement qu’un nombre de variables indépendantes égal à trois fois le nombre des corps , moins le nombre des équations de conditions. Nous supposerons, comme cela a lieu ordinairement, le nombre de ces variables indépendantes réduit à trois, 0, 4> et nous désignerons, pour abréger, par <p', 4 » ® > les différences de
ces variables prises par rapport au temps t, et divisées par l’élément du temps, en sorte qu'on ait
Il sera toujours possible, en ayant egard aux équations de condition, d’exprimer les coordonnées x,y, z, x', etc., et leurs différentielles, en fonction défi nouvelles variables <p , 4> 9' , 4 > ^ suffira- <i
substituer h leur place ces valeurs pour convertir dans une fonction semblable une fonction quelconque de x, y, s, x',y', etc. Ainsi donc, nous pourrons regarder désormais la quantité que nous avons désignée par T, comme une fonction de <p, 4> 4*> donnée
dans chaque cas particulier.
De même, si l’on suppose, comme cela a lieu dans la nature, que les forces dont le système est animé sont dirigées vers des centres fixes ou mobiles, et représentées en intensités par des fonctions de la distance des différées corps du système à ces centres, la valeur précédente de Vsera une formule toujours intégrale, et sa valeur finie sera une fonction des coordonnées x,y, z,x',y', z1, etc., et par conséquent des variables <p, 4> fonction qui sera donnée dans chaque cas particulier. Quanti des centres d’actions étrangers au système seront mobiles, la fonction V renfermera, en raison de leurs mouveraens, le temps t, indépendamment des variables Ç , ^[/, G; mais elle ne pourra contenir, dans aucun cas, les différentielles de ces variables.
Cela posé, différencions, par rapport aux variables,
<p, 4» 0> Q't 4', A'» l’équation (a); on aura
JT } , JT ,, t JT ,, t JT , , t dT t dT ,u d îJ*+di dl+drd3+'aï'-d* +dî'd*+M-M
dW , d\ dV .
-dï-d*-n-d*—jrd,=0-
On peut donner à cette équation une autre forme. En effet, puisqu’on a généralement
m {dx'+dy'+dz'S. . m fdx'+dy'%-\-dz'
1\ ÎF )~T~ T‘\ 5?
etc..
il est clair que, quelles que soient les valeurs qu’on susbtitue pour x,y, z, x', etc. , d,ans cette quantité , T deviendra une fonction homogène de deux dimensions par rapport aux différences des nouvelles variables qu’on aura choisies. On aura dt)nc, par la propriété connue de ces sortes de fonctions ,
dT dp . rfT dl t dT d’J —
dj ‘di^"W ’ Tt'T" db' ’Tt~ 21 *
Substituons la valeur résultante de T dans l’équation (a), et différencions ensuite; nous aurons
Si de cette équation on retranche l’équation (&), et qu’on observe que les variations d<p, , t/9, étant indépendantes entre elles, on peut égaler séparément Tome I. i4
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à zéro leurs coeflîciens, on aura les trois équations différentielles suivantes
j «*T d ‘ dp' *
dr ■
j rfT
dT
dp
<rr
dâ
dV
dV
de — ° •
Ces équations serviront à déterminer les variables <p , 4 , 9 , en fonction du temps. C’est sous cette forme que Lagrange présente dans sa Mécanique analytique les équations générales du mouvement d’un système de corps.
• On peut leur donner une forme plus simple, en supposant
dT dT
dp' — 5’ dy—U’
ce qui donne , en observant que la fonction V ne contient pas les variables <p’, 8',
_dT _ du __dT _dU _ dT _dU , .
Les équations (c) deviennent ainsi
ds _dU
dt ~Sp ’
du JU
dv dU
dt ~ dâ
Et les équations du mouvement d’un système de
corps ni t m‘, etc., sont ramenées à la forme la plus simple qu'elles puissent prendre.
14. Les trois quantités j, u, v, sont données par les équations ( p ) en fonction de <p, 4> 0, <p', 4/', 0'; réciproquement, on peut conclure de ces équations les valeurs de <p', 4/» 0 > en fonction de <p, 4> 0» s, u, v, et transformer par conséquent une fonction quelconque des six premières variables en fonction des six autres; mais on doit observer que les différences partielles de cette fonction prises relativement à <p , 4-, 0, ne seront pas les mêmes dans les deux cas. Ainsi, lorsqu’on regardera U comme fonction de <p, 4-* 0 , s, u, v, ses différences partielles relatives à ces trois variables ne seront pas les mêmes que les différences partielles de cette même quantité, regardée comme fonction de <p, 4> 0> <P > 4> P°ur ^es distinguer,
, , . dV dU dU ,
nous désignerons par , — , les différences
prises dans la première hypothèse, et par les mêmes expressions entourées de parenthèses, les différences relatives à la seconde. Ces dernières différences partielles forment les seconds membres des équations ( d ) ; on rura donc, conformément à cette notation,
Or l’équation U = fonct. (<p, 4> 0» "'J'*’ dmme,
en y regardant <p', 4-', 6', comme fonctions des variables 4> 0» «, s, v.
dU _/rfU\ dU dj_ dU d£
~3ÿ \df J d<p' ‘ a'f ‘ d j? ‘ t/f
, rfU df
du
dp'
du
dU
dt'
"*■ dX •
dï +
dX
du
/dU '
\,dU
dp'
du
dV ,
du
df
)+dJ
' dt
dx
’ dT +
dt'
' dt
Si Fon tire de ces équations les valeurs de (cTf) * (“7^) > ct qu’on les substitue dans les équations ( d '), en mettant s, u, v à la place de —• ,
dU
, on aura
ds
du _
dp'
dX
df
dt ~
dp
dp
du
dp'
dX
df
Ht :
~ dX
* • aqr ” “
dX ’
dU
dp'
dx
df
irz
*’ ~dt “
■ dt v
’ dt '
Telle est donc la forme que prendront les équations différentielles du mouvement lorsqu’on choisira pour variables s, u, v, au lieu de tp1, 6'.
Si l’on différencie la première de ces équations par rapport à -\J, , la seconde par rapport à p , en regardant s, u, v, comme constans; qu’on les retranche ensuite l’une de l’autre, on trouve
d-p.dt dp.dt
Nous avons surmonté d’un trait ces différences partielles et les suivantes, pour rappeler que dans les différenciations qu’elles indiquent <p, •>},, 0 et s-, w, v»
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sont regardées comme six variables indépendantes l’une de l’autre.
Ou aurait d’une manière semblable
d* v d'a d'u dv /_A
. djTdt ~ 1ÎM ’ ~dtJt d-ÿJt’ W
Si l’on différencie par rapport à $ la première équation (e ) sans faire varier <p, 4» oa trouvera
■ ds.dt ds.dtp da.dtp
ta .
d'V dÿ H£
ds.dtp ' ds.dp dp ’
Mais si l’on prend la différence partielle de U par rapport à la variable s qui n’entre dans U qu’autant quelle est contenue dans les valeurs de <p’, •\J/» 0', et qu’on
mette à la place de ^7 , leurs valeurs s , u
v, on trouve
ds
ds
Cette équation est identique lorsqu'on y considère U, <p', -if' comme fonctions de <p, «4^, 0, s, u, v ; on peut la différencier par conséquent par rapport à l’uné quelconque de ces six variables. En différenciant par rapport à <p , on a
ds. dp ds'. dtp U'ds.df ' ds.dp'
La valeur de » en vertu de cette équation , se réduit à
dtp’
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En différenciant semblablement la même équation par rapport à u et à v, et en considérant les valeurs
dés différences partielles on aurait
ds
~du~dt'
d£ dp ’
cPs
dv.dt
dï c°)
-Les deux dernières équations ( e ) donneraient, par des considérations analogues ,
dtp'
di'
dt.dt
du. dt
dj, •
dv.dt
dV
dtp '
dV
df
dTd~t~
di »
du. dt
dd ’
dv.dt
~ dâ"
Enfin si l/m différencie l’équation (n) par rapport à u, et la première des équations (o) par rapport à s, qu’on retranche ensuite les deux résultats l’un de l’autre, on trouvera
rf-4-'
dp. du dp.ds *
et par conséquent
d£ _ rf£ du du’
On aurait d’une manière semblable
dp' dV ity_ _ dX_ . .
dv d» * dv du
Ces diverses relations nous seront utiles dans ce qui va suivre.
i5. Revenons maintenant à la question principale qui doit nous occuper ici. Supposons quêtant parvenu à intégrer complètement les équations (c) dans l’état où elles se présentent , de nouvelles forces accélératrices dirigées vers des centres fixes ou mobiles, et dont les intensités sont représentées par des fonctions des distances de ces centres à leurs points d’applications respectifs, viennent à agir sur les différens corps m, m', etc., du système, et qu'on se propose d’avoir égard, dans la solution du même problème, à l’intervention de ces forces. Si l’on désigne par Cl l’intégrale de la somme de ces nouvelles forces multipliées chacune par l’élément de sa direction (quantité que, pour abréger, nous nommerons à l’avenir la fonction perturbatrice), comme ces forces sont absolument de même nature que celles d’où dépend la fonction V, il suffira, pour y avoir égard, de substituer V-J-fl à la place de V dans les équations (c). Les équations du mouvement du système altéré par les forces perturbatrices, seront ainsi
. rfT
dp' _ </T _ dv _ tto
dt dp dp dp ’
, JT
dy dT dV r/n
dt d-p (/v r/y '
_df_ _ _ dv _ da
dt dÜ dÜ di ’ ,
équations qu’on peut ramener d’ailleurs à une forme analogue à celle des équations (/f). En effet, il est
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aisé de voir qu’il suffira pour cela de substituer U — Cl a la place de U, dans les équations
*"O a==o* du-(Si)'di=o> (,)
les valeurs des quantités représentées par s, u, v qui ne dépendent que de la fonction T ne seront pas changées-, et les équations précédentes se trouveront seulement augmentées d’un nouveau terme , c’est-àdire que l’on aura
Il est inutile d’entourer de parenthèses les différences partielles de la fonction Cl , comme on le fait à l’égard de celles de la fonction U (d’après la remarque du n° 14), parce que Cl ne contenant pas les variables <p', •>}/, 6', ses différences ne changent pas quand on regarde S' comme fonctions des va-
riables <p, 4, 0, s, u, v.
Il s’agit donc d’intégrer les équations (2), en supposant qu’on ait complètement intégré les équations (r), c’est-à-dire ces mêmes équations (2), dans le cas où l'on fait abstraction de leurs seconds membres.
La méthode d’intégration que nous nous proposons de développer consiste à satisfaire aux équations (2) par les mêmes intégrales fournies parles équations (1),
en faisant seulement varier les constantes arbitraires quelles renferment, de manière à remplir cette condition.
Les équations (1) étant du second ordre par rapport aux variables <p, 0, leurs intégrales finies
contiendront six constantes arbitraires a, b, c,f g, h, et l’on pourra par leur moyen exprimer les valeurs des variables <p, 0> en fonctions du temps £ et de
ces constantes , de sorte qu’on aura généralement
<f— fonct.(n, b,c,f,g, h, t); 'J.=fonct.(a, b, c,fg, h, t ), . 0==fonct .(a,b,c,f,g,h,t).
Pour satisfaire aux équations (2) par les mêmes expressions finies de <p, 4/, 0, nous différencierons deux fois de suite les valeurs de <p , 4 , 0 , en y faisant varier à la fois le temps t et les constantes a, b, c,f, g,h\ nous substituerons ensuite dans ces équations les valeurs résultantes, et nous aurons ainsi trois équations qui serviront à déterminer les variations que doivent prendre les quantités a, b, c, etc.; niais comme ces variations inconnues sont en nombre double de celui des équations auxquelles elles doivent satisfaire, nous pourrons les assujettir encore aux trois équations de condition qu’il nous plaira de leur fixer.
Ce qu’il y a de plus simple à cet égard est de supposer que les différentielles premières des variables <P, 4» 0 conservent la même forme dans le cas où l’on fait varier les arbitraires a, b , c,f,g, h, et dans le cas où elles sont regardées comme constantes; c’està-dire qu on égalera à zéro la partie de chaque dit—
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férenticlle d<p , d~\., dQ qui résultera de la variation de ces arbitraires. On aura de cette manière trois nouvelles équations de condition, qui ne renfermeront, ainsi que les trois autres, que les différentielles premières des six quantités a, b, c,f g, h. C’est là le grand avantage de ce procédé.
Nous désignerons désormais par la caractéristique J', placée devant une fonction quelconque du temps t et des constantes a, b, etc. , la différentielle de cette fonction prise en y faisant varier ces dernières quantités seulement, de sorte qu’on aura, par exemple,
^^Q.da + ^.db + ÿ.dc+fy.df+^.dg+fydk
Cela posé, en vertu des trois équations de condition que nous nous sommes données , nous aurons d’abord
«fç> = 0, JD = 0; (A)
Si l’on différencie une seconde fois les expression» de <p , -J,, 0, en y faisant varier le temps l, et les constantes arbitraires quelles renferment, et qu’on substitue leurs valeurs dans les équations ( a ) , les différentielles ds , du, dv seront augmentées en vertu de la variation des constantes de fs, fu, fv. Les fonctions fl et U, ainsi que leurs différences partielles, ne changeront pas, parce qu'elles ne renferment, la première , que les variables <p, 0, la seconde , que
ces mêmes variables et leurs différentielles premières, et que ces quantités restent les mêmes, soit que l’on traite les arbitraires a, b, c,f,g, h, comme variables
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oa comme constantes. On aura donc ainsi
, , , /dü\ , dO ,
dv+*v-\dd-dt=-3à-dt-
Les valeurs de <p , 4 > 9> sont supposées satisfaire à ces équations dans le cas où la fonction fl est nulle, et qu’on les différencie seulement par rapport à t ; on a donc identiquement
mSD ^0’ du-(^/) dt=°' ^-(SV<=o;
et les équations précédentes donnent simplement
.dCl . dO dO. .
Ce sont trois nouvelles équations de condition auxquelles devront satisfaire les variations différentielles des arbitraires a, b, c, f g , h. Jointes aux trois équations (A), elles suffiront pour déterminer ces variations. En effet, en les développant, on aurait six équations du premier ordre et linéaires par rapport aux différentielles dq, db, dct dj, dg, dh ; on pourrait donc obtenir par les procédés ordinaires de l'élimination, les valeurs de ces différentielles; mais on arriverait par cette voie à des formules très compliquées. On parvient à exprimer directement ces valeurs
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«l'une manière très simple, par les considérations suivantes.
16. Supposons que l’une quelconque des intégrales premières auxquelles auront conduit les équations différentielles du mouvement (i) ne contienne qu’une seule arbitraire a, cette équation intégrale, résolue par rapport à cette constante , sera de cette forme :
a— fond. (<p, 4 > ô, <P', 4'> 6'» 0 i
ou bien en regardant, comme nous l’avons fait précédemment, <p', 6' comme des fonctions de <p, 4*
6, s, u , v, données par les équations (p)
a = fonct. (i p, 4> s, u, v, t).
Cette équation étant une des intégrales premières des équations (i), il s’ensuit que sa différentielle complète , prise en y regardant a comme constante , doit se réduire à zéro quand on y substitue, pour ds, du, dv, leurs valeurs données par ces équations. Si l’on différencie donc l’expression de a en y faisant varier à la fois les constantes et les variables , et qu’on substitue pour Ss, Su, Sv, leurs valeurs dounées par les équations (B), en observant que ef<p = o, S 4 = 0, effl = o, on aura simplement
j /da dsi . da dCl . da dCl\ , /IA
Cette formule détermine directement la valeur de la variation différentielle da; mais on peut lui donner
une autre forme qui a de grands avantages, comme nous le verrons, en employant, au lieu des différences partielles de la fonction il prises par rapport aux variables <p, -xJ,, 0, ses différences relatives aux constantes a, b, c, f, g, h , introduites par la substitution des valeurs connues de <p, -xj.> en fonction du temps et de ces arbitraires. En effet, si l’on regarde <p, -xf., 0 comme fonctions de a, b, c, f, g, h, on aura
dCl dn da .dn db dn de dfï df . dtî dg dn d/i
dp da dp db dp de dp df dp dg dp dh dp ’
dCl dn da dn db .dn de dn df dCl dg dn dh
d*]/ da d\ db de d-fy df dÿ dg d\* dh d^/f
Ces valeurs substituées dans l’expression de da donneront
da — (
da
da
da
da\
dn ,
\dt ’
dp
du *
dp
Tu'
dû)
'7d'dt
f da
db
da
db
db\
dn ,
\di t
dp
du *
dp
du *
di)
* db'dt
/da
de
da
de
da
dc\
dn ,
\ds
’ dp
du *
di)
'Te'dt
/ da
\dl
df
' dp
da du '
df
da du '
df\ ’ dt)J
dn ,
‘ df'dt
/da
'dp
da
du
dg
da
du
dg\ ■ dAJ
da ,
• *T" a dt
dg
/da
dh
da
dh
da
dh\
" dp
du
du
•sf)
'dh'dt‘
On peut faire disparaître de cette expression le terme
multiplié par en observant que la fonction H ne
contenant pas les variables <p', >\|/, 6', ne peut renfermer non plus les quantités s, u, v; on aura donc
lîn dn da dn db dn de rffi df dn dg dn dh
ds da di db ds de dt df ds dg ds dh ds ’
dn
dû
fi dn da dn db dn de dn df dCl dg .dn dh
u da'du'db'du de du df' du de' du dh'du °l
dn dn da .d Cl db' dn de dn df dn dg .dn dh
dv da'dv’ db'dv, dc'dv df' dv dg'dv'^’dh'dv °*
df'au ' ag dn d f dn dg
Si l’on multiplie ces quantités nulles, la première par
la seconde par la troisième par et qu’on
retranche leur somme de la valeur précédente de da , on aura
da db da db da db da db dpds du'd 4- df du dv df)
da db\ dn , db'Tv)'dbdt
.(da de da de .da de da de .da de da dc\ dSX ,
\dsdp dp' ds du d^ df du dv db da'dv)' de'
/rfa df da df . da df da df da df da df\ dn
\ds'dp dp’ds dit df df du dv db db dv)df
,(da dh da dh da dh da dh da dh da dh\ dn
\ds dtp dp ds dud-y d^ du dv db db'dv)' dh
Cette expression de da est en apparence plus com-
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pliquée que l'expression ( h ) d’où elle est déduite, mais elle jouit d’uue propriété bien remarquable,
c’est que les coefliciens des différences partielles
etc., deviennent indépendans du temps t , après
qu’on y a substitué, pour <p, 4 > 6» •*> v> leurs valeurs en fonction de t et des arbitraires », b, c, f, g, h. Comme c’est à cette propriété que la méthode d’approximation que nous venons d’exposer doit ses principaux avantages dans les applications , nous ne pouvons nous dispenser de la démontrer ici d’une manière directe, quoique cette démonstration exige quelques développemens.
17. Pour cela-, reprenons la valeur que nous avons supposée à la constante a dans le n* précédent.
a = fonct. (p, 4> ô, s, u, v, t).
, Si, après avoir tiré de cette expression la valeur de—' ,
on la différencie par rapport à t, en observant que
dp v ^4 1 1 dt a,
— —<p, -^- = 4, — = (f , on aura
dt
( ^'a I ml t
\dp.dt~^~ dp%'^ ' dp.d±
1 d*a ds d'n du d'à dp. da' dt dp. du,' dt dp . dv
mais, en prenant la différentielle complète de a par rapport à t , on a
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da . da , , da . / . da n, da ds
d7 + + +* * lt
da du da dv »
du * dt dv ’ dt
Si l’on considère dans cette équation <p', •*}/, 6' comme des fonctions de fl, ■*'»“> «>, données par les équations (p), et qu’on remplace-^ , ~ parleurs
valeurs tirées des équations (2), son premier membre deviendra une fonction de t, <p, 9, s, u, v, qui
devra être identiquement nulle. Cette équation subsistera donc encore en y faisant varier séparément l’une quelconque de ces sept quantités.
Supposons cette substitution effectuée, et différencions l'équation résultante par rapport à <p ; on aura
d’à , / , d'a d’à „ da ds
dp.dt ■ dp*' dp . d~\. * dp.dt' dp.ds'dt
d’a du, d’à dv da dp' ,da d~l‘
dp. du ’ dt ‘ dp.dv dt dp dp d^f.' dp
da dt da d‘s
dt dp ds dp. dt
da d‘u , da d‘
du dp .dt' dv " dp.dt
et la valeur précédente de deviendra, en vertu de cette équation ,
j da /da dp' da d-\! da db'
'dp \dp dp d^ ' dp d3 dp
d’s da d'u dt
dp.dt du ' dp . dt' dv
.dt.
Ou trouverait de la même manière
da /da
d± ~~~\dp
da, dtp' da d< i' da db'
4p • 37 + dT ■ Î+ + dd ■ dï
da d‘n t da d*u , da </*«• \
‘ ds dj.,dt du ' d^.dt Sî’ d^..dt) ’’ 1 ’
ds dÿ.dt du d^.dt Sü i}j..di
, da / da dp' da dj,' da d6'
d dï ' ~dî + dj. ' dt +5Î ' <*9
da d‘s da dvu da dV \ ,
ds " Ht. dit du <3757" . dv d&.dt)' ^
Il faut bien remarquer que , dans ces expressions , nous désignons par ^ ^ ^ , etc., les
valeurs de dans lesquelles on fera varier
successivement 4> eu regardant s, u, v, comme cohstans.
Si l’on suppose à la constante b une valeur semblable à celle de a, on trouvera pour d. ^ , d. , d . ~ ;
des expressions analogues aux précédentes, en changeant simplement daus celles-ci a en b. Cela posé, si
l’on multiplie l’expression de d. i— par l’expres-
. ij da rfft 11 1 jj dl>
sion d ea. ^ par — , 1 expression de d, par
^ > <*lle de d • $ Par ~ i î l’expression de d.
du 11 -m j du db .> 1 ,
par , celle de a. par — ^ , qa on les ajoute ensuite, en observant que, d'après les équations (m).
d‘s d‘u d‘n d'v rbu dV
d-\..dt df . àt' d'i.dt dç.dt' dt.dt d^.dl' Tome I. i5
on trouvera que leur somme se réduit à
da . db
db
, da , da
: , db
db
A cla
, ■ da
, db
db d a
T» Tp
ds
p du
;* JJ du
+ Tv
d'db
dvdt
T (da
db
da
db\
(da
db
db\
•Ts~
mïû
d$ dt
' dd
( da
db
da
db\
dd
ds
dij-
dç
(da
db
da
db\
(da
db
da
db\
■tJ-
du
du
(da
db
da
db\
dt'
du
du
' db) •
dî
.(da
db
dp't
fda
db
da
db \
di’
dv
dv
dp) ■
Tb
dv
dv
dï)
. fda
db
da
db\
dtf~ 1
dv
dv
STJ ' dt'
Reprenons la valeur de la constante a. Si l’on différencie par rapport à t sa différence partielle prise relativement à la variable s, on aura
, da r daa , d'ci , , d’a , , , d’u „
d = IjOi +5MT ’p +
d’a du d‘a ' du d'a di~ I ,
" ^ ds’ ' dt ds.du dt de. Jv dt U
Mais, en faisant varier s dans l’équation identique (.s), on a
iOi +
dç.ds
d^i.ds
(ta
ds
daa
dv
ds.du
dt ds.dv
~dt
Ja
dp' .
da
<U' da dV
dq>
ds JJ ’
ds dt ds
da
d’a da
cù .dt
’ ds dt ' dv
ds .dt
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Nous exprimons, dans celte équation, par . * ,
i~ft> ,es différentielles des valeurs- de — ,
Tr <?éPrises en Y regai’dal,t <P> 4> P, comme constantes, et divisées par ds.
I/expression de d. ^ se réduit ain^à la suivante
f da
/da
dû
dy ,
da
dï
dT,=
et*
dï
dï'
ds
. da
da
cPu
da
'du ds . dt
du
ds.dt
Tu
ds.dt /
On trouvera de la
même
manière
/da
“Up
<ip'
da
dV
■ du +
da
dï
dd
du
da
da
Ûsn
da
du.dt
dü3t^~
du
du.dt /
■ da
/da
da'
da
da
dÜ
~\di
• dT +
dï'
du
da
dû
.dt.
du.dt
da*
du.dt
du’
dTdt)
On aurait des expressions semblables pour 1*» différentielles d.-Q, d d.‘^, en changeant seulement a en b dans les équations précédentes. Si l’on multi-
plie maintenant l'expression de d.-y par celle de Par — gj» J expression de d par ^ , celle
i j db da * . . . . j ■ da db
de d.Tu par - ^ ; 1 expression de d.^ par ^ , celle
db ila
de J.~ par — et qn'on les ajoute ensuite, et» observant que les équations (<7) donnent
di’
dp' dit *
di'
df
di'
du'
dv
dV
ds :
, ... ds d's d's d'u
et en subst.tnant pour ^ 3-3-, ^ etc. ,
leurs valeurs «Années par les équations (n) et(o), on
aura
db . t
■la ' da ,dl
» db .da da
da
,db
dX> t
ds dp ils
d^/ du d^/
+Ti
dd7
~di
ddv
f/da
db
da
db\
dp' . ,
/'da
db
da
db\
Lw
' ds
ds
'dp)
\dp
du du
dp)'
di
/da
db _
da
db\
dp'
\di'
dv
dv
dp)'
di
da
db \
di'
/da
db
da
db \
di’
\dl‘
ds
ds
dp ^
\dl
du
du
’dï)
dj
/da
db
di’
dv
Ty'
dV
da
/da
db
da
db\
/da
db
da
db\
dS ’
di)
\dJ
’ du
du
db)
/da
db
da
db\
db'~]
de.
(di'
dv
dv
lie second membre de cette équation est égal , au signe près, au second membre de l’équation(/) ; on aura donc, en ajoutant membre à membre ces deux équations,
da , db db , da db ,da da db
ST " T» ' S
da , db db , da db , da da , db
'du '3J du' di 3ï du 3ï' ’3û
da . db db , da db , da > da , db
+ H'd'di ~ Tv'dî + di d Tv ~ dï'd Zt * ••
Digitiz&î by ët!
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Le premier membre de cette équation est évidemment la différentielle complète, par rapport à t, du
coefficient d c~ .dt dans l’expression de da. En effet,
en intégrant, on a
da el b du db ^ da db da db ^da db
du dtp dp' dt du d^ d\ \ du dv di
d’où l’on peut conclure que ce coefficient ne contient pas le temps t explicitement, et ne saurait être qu’une fonction des constantes a et b, et des autres arbitraires renfermées dans les intégrales des équations différentielles du mouvement, après la substitution des valeurs de <p, 4 , 8, s, u, a en fonction de l et de ces arbitraires. On prouverait de la même manière que le temps disparaîtrait dans les autres coefficiens des
différences partielles ^ etc.; en sorte que
valeur de la variation différentielle da se trouvera
exprimée au moyen des différences partielles de la fonction H prises par rapport aux constantes a, b, c, f, g, h, et multipliées par des fonctions de ces mêmes quantités indépendantes du temps. Il en serait de même des variations des cinq autres arbitraires b,
18. Cet important résultat constitue à lui seul la théorie de la variation des constantes arbitraires , que nous devons tout entière à Lagrange. Son génie lui fit soupçonner au premier aperçu que la forme très simple que 1-aplace et lui étaient parvenus , après de longs travaux, à donner aux variations des élémens cllip-
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tiques des orbites planétaires, ne devait être qu’une conséquence particulière d'un théorème général de Mécanique, indépendant des formules de ce mouvement ; et bientôt après il réussit à étendre l’analyse qui l’avait si heureusement guidé dans ses premières recherches, aux équations différentielles du mouvement d’un système quelconque de corps soumis à des forces dirigées vers des centres fixes ou mobiles, et représentées en intensités par des fonctions des distances de leurs points d’application à ces centres. Le beau théorème que nous venons dénoncer, ainsi généralisé, devint applicable à un grand nombre de questions de Mécanique qui n’avaient point été jnsque là complètement résolues.
Nous représenterons désormais les coefficiens des différences partielles de fl dans la valeur de da, par les symboles (a, b), (a, c), etc., de sorte qu'on aura, par exemple ,
. . da db da db da db da db da db da db
<<l da ' dtp df ds ‘dud^ d^ du dv dt dt'dv
La quantité (a, b) exprimera ainsi généralement une certaine combinaison des différences partielles des valeurs de a et à, prises par rapport à <p, 4 , 0, s, u, v. Il suffira de permuter entre elles, dans cette expression, les lettres a, b, c, f , g, hf prises deux à deux pour former les valeurs des quantités (a,c), ( 'a,f ), (a, g), etc.
D’après cette notation, (b, a) doit représenter ce que devient (a, b), en y changeant les lettres a et A entre elles. Or, si l’on effectue cette permutation
Digitize
dans l’équation précédente, on voit que son second membre ne fait que changer de signes ; on aura donc généralement
Enfin, si l’on combine la lettre a avec elle-même, ou qu’on substitue dans la même équation a à la place de b, pour former la quantité (a, a) , on aura
L expression que nous avons trouvée dans leu* 1 6 , pour la variation différentielle de a, deviendra donc, d’après la notation que nous venons d’adopter.
Tt={-a'b)lS + ^ -H»«r)«Sç + WJ-jjy ; (D)
et l’on aurait des expressions semblables pour déterminer les variations des cinq autres arbitraires b, c,
Il faudra , pour appliquer la méthode d’intégration précédente, commencer par former dans chaque cas particulier les quantilés (a, b), ( a,c ), (b,c), etc., en combinant les différences partielles des «valeurs des constantes arbitraires du problème, prises par rapport aux variables <p, 4'» S > et aux fonctions î, u, t> de ces variables et de leurs différentielles. Ces symboles seront en nombre égal à celui des combinaisons différentes qu’on peut faire en permutant ensemble les six lettres a, b, c, f, g, h, prises deux à deux, c’est-àdirc qu’on aura à calculer quinze quantités de cette
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espèce. La valeur de chacune d’elles sera en general une fonction des six constantes arbitraires contenues dans les intégrales des équations du mouvement ; cependant il pourra arriver quelquefois qu’elle i\e contienne que quelques-unes de ces arbitraires ; dans d'autres cas elle n’eu renfermera aucune, et se réduira à une constante déterminée. Ces quantités seront toujours faciles à former, lorsqu’on aura préalablement exprimé les arbitraires en fonction des variables <p, 4» u> vf ainsi que nous l’avons supposé
n° 16. Mais, comme cette préparation pourrait entraîner souvent dans des éliminations compliquées , < il est bon d’avoir le moyen de l’éviter ; or, c’est ce qui est facile. En effet , supposons la constante b, par exemple , fonction des variables <p, 4 » 6 > s, u , v, et d’autres constantes c, f, g , de sorte qu’on ait
b = fonct.(^ï 4» “> vt cf fy g)i
il faudrait substituer pour c, f , g, leurs valeurs eu fonction des variables <p, 4> -S u> u> pour ramener cette valeur de b à la forme que nous lui avons supposée n* 16. Mais, en prenant ses différences partielles par rapport aux mêmes variables, on a . . .
db /db' \ rlb de db df db dg
dtp \7ltp) de 'dtp df' dp ‘ dg' dtp’
db /dA\ db de db df db dg
db v/$ / d< (fs dj du dg db
etc. ' ..
Nous désignons par c,c■, avec Parer,lbèses,
les différences partielles de b, prises abstraction faite des constantes c, f, g.
Si l’on substitue ces valeurs dans la formule ((1), il est aisé de voir qu’on aura
{ab) = (n, t-)+ (o,c) + (a (E)
Nous représentons par (a, b) la valeur de (a, b) qu oi* trouverait en combinant les différences partielles de a et b, abstraction faite des arbitraires c,J, g que contient b.
® 11 sera facile de former les combinaisons (a,e),
{a,g)> ( ajf) y puisqu’on suppose. a, e, j, g donnés , immédiatement en fonction de <p,4» 0 , s, u , c; on aura donc sans peine, par la formule précédente, l'expression de (a, b).
Quand les valeurs des quinze quantités (a, b), (n,c), (b,c), etc., seront déterminées, comme nous venons de le dire , on les substituera dans la formule générale (D), et les variations différentielles des arbitraires se trouveront exprimées au moyen des différentielles île la fonction fl , prises par rapport à ces constantes, et multipliées par des coefïiciens indépendans du temps t, conformement au théorème général démontré n° 17.
Dans chaque cas particulier, la forme des expressions auxquelles on parviendra dépendra de la manière dont les arbitraires a, byc, etc. , serontyxprimécs en fonction des variables f, 4> 0, *, u, cl par con-
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séqueut îles constantes arbitraires qu’on aura choisies pour compléter les intégrales de la première approximation. On obtient des formules extrêmement simples, en prenant pour arbitraires les valeurs des six variables <p, -\J., ô, s, te, v, à une époque déterminée, à l'instant, par exemple, d’où l’on compte le temps t. En effet, si l’on désigne par a, £, y, A, », fx, ces six quantités; qu’on substitue a et £ à la place de a et b dans la formule (C), on aura
- dm dC dot de dm dC du dC dm d£ dm de
^ ’ du dp dp ds du d\ d^. ctû dv dt dtt di>
Or, comme on est assuré d’avance , d’après la démonstration générale du n° 17, que le second membre de* cette équation est indépendant du temps t, il est clair » qu’on n’en changera pas la valeur en y substituant
simplement pour ~ etc., leurs valeurs dans
lesquelles on fera t—o. Mais on a évidemment dans ce cas
det dC \ dy dx dtf d/4
dp — l> df— ■'» di l* — r’ du~~
Toutes les autres différences partielles des constantes «, £, y, etc., sont nulles d’elles-mèmes, d’où l’on peut conclure qu’en prenant deux à deux les six lettres a, C, y, A, >i,ytc,on aura
Tous les autres coefliciens (a,£), («,>), (A,£), etc. , seront nuis, de sorte que l’on aura, pour déterminer
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les variations de a. , é, y, X, h , u , les six équations suivantes :
dA== 'dt* dm — ~.dt, dn=
Ces formules sont les plus simples que puisse fournir l’état de la question. Lagrange, après avoir démontré d’une manière ingénieuse, mais iudirecte, l’indépendance des coefficiens (a, X) , (ê, «) , (y, n) , par rapport au temps t, s’en est servi pour en déduire les expressions générales que nousavons trouvées pour les variations des six constantes arbitraires a,b, c,f,g, h. En effet , quelles que soient les constantes qui entrent dans les intégrales de la première approximation, elles ne peuvent être que des fonctions des six quantités a , £, y, X, », ft, et il suffira pour les obtenir de supposer * t = o dans scs iutc'grales. La quantité de Cl peut d’ailleurs être considérée, soit comme une fonction des six constantes primitives et, C, y, etc. ,. soit comme une fonction des six constantes arbitraires a, b, c, etc. ; et l’on peut conclure par conséquent leà différences partielles de Cl, relatives aux premières, des différences partielles de la même fonction, relatives aux dernières. Si l’on différencie ainsi, par rapport au temps t , les six constantes a , b, c, etc., regardées comme fonctions de a, £, etc., qu’on substitue pour dx, d€ , etc., leurs valeurs données par les équations (g), et que l'on convertisse ensuite les différences de Cl , relatives à x, ë, etc., en différences prises par rapport à a, b, etc-,
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on retrouvera sans peine la formule (D) et les formules semblables relatives à b, c, etc., auxquelles nous sommes parvenus directement. Au reste, les formules (g) ont paru jusqu’ici plus remarquables par leur forme que par leur utilité.
ig. Lorsque les variations différentielles des constantes a, b, c, etc., seront déterminées par ce qui précédé, on aura par l’intégration leurs valeurs finies, qu’on ajoutera respectivement à ces constantes'dans les valeurs des variables <p, -j, , 0 , trouvées en faisant abstraction des forces perturbatrices; on connaîtra ainsi les valeurs de ces variablesqui satisfont aux équations du mouvement troublé, et qui doivent dans ce cas déterminer à chaque instant la position du système. Mais, comme les quadratures d’où dépendent les valeurs des variations finies des constantes arbitraires a , b, etc. , ne seront pas possibles en général, on sera réduit à les déterminer par des approximations successives. On commencera par n’avoir égard qu'à la première puissance des forces perturbatrices; on obtiendra ainsi une première valeur approchée des constantes arbitraires regardées comme variables, à l’aide de laquelle on pourra tenir compte du carré des forces perturbatrices ; et en continuant de la même manière, on parviendra à des valeurs intégrales aussi approchées que l'on voudra.
Concluons donc généralement que l’on peut toujours représenter l’action des forces secondaires qui agissent sur un système quelconque de corps, et qui no font que troubler les mouvemens que ces corps
auraient en vertu «les forces principales dont ils sont animes, par les variations des constantes arbitraires qui entrent dans les équations intégrales trouvées, en faisant abstraction des forces perturbatrices. Si l'on détermine ees variations de manière à ce que les intégrales premières soient, comme les intégrales finies, les mêmes dans les deux mouvemens, leurs différentielles se trouveront exprimées par des formules très simples, au moyen des différences partielles de la fonction perturbatrice, et l'on pourra donner à ces formules une forme très commode pour les applications, en employant, au lieu des différences partielles de cette fonction relatives aux variables du problème , les différences partielles prises par rapport aux constantes introduites par les intégrations.
Ces considérations semblent surtout applicables à la théorie du système du monde. Les perturbations causées dans les mouvemens de révolution et de rotation des planètes par leurs attractions mutuelles, en offrent, comme nous l’avons dit dans le chapitre précédent, une application directe; celles qui dépendent d’une cause spéciale , comme les inégalités de la Lune dues à l’aplatissement de la Terre , s’eh déduisent aussi facilemeut. Enfin, ou peut encore regarder comme une force perturbatrice la résistance du fluide éthéré que les corps célestes peuvent être obligés de traverser, et les principes précédens donneront le moyen d’avoir égard à cette action. JNous lavons dit, c’est à Lagrange qu’est duc la belle théorie que nous venons d'exposer; mais il avait suivi, pour la traduire analytiquement, la marche inverse de celle que nous
avons adaptée. H commença par déterminer les différences partielles de la fonction que nous avons désignée par Cl, relatives aux constantes arbitraires résultantes des premières intégrations; il les exprima au moyen de leurs variations différentielles multipliées par des fonctions de ces mêmes constantes, et il parvint d’une manière très simple à démontrer que ces fonctions étaient toujours indépendantes du temps. H fallait ensuite que, par les procédés ordinaires de l’élimination, on tirât de ces formules les valeurs des variations différentielles des arbitraires qu’il s’agissait en définitive de déterminer; mais cette opération devait entraîner souvent dans de longs calculs, et l’on pouvait désirer encore une méthode directe pour parvenir au meme but. M. Poisson entreprit de la découvrir, et il y réussit dans un beau mémoire lu h l’Académie des Sciences , en 1 808 , et qui complète la théorie de Lagrange. Cet habile géomètre avait senti lui-même les défauts de la méthode qu’il avait d’abord proposée; il parvint à la corriger et à éviter, par des considérations ingénieuses, ses principaux inconvéniens, en sorte que la théorie générale de la variation des constantes arbitraires dans les problèmes de Mécanique, atteignit, sous les yeux mêmes de son inventeur, toute la perfection désirable. 11 restait à en faire l’application à la Mécanique céleste, à réunir ainsi sous un même point de vue les découvertes des grands géomètres qui en ont fait l’objet de leurs méditations, à faire dépendre enfin la détermination des diverses inégalités des mouvemens des corps célestes d’une même analyse, comme elles dérivent toutes
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d'une même cause. Cest à atteindre ce but que cet ouvrage est spécialement destiné. Les mouvcmens de révolution des planètes et des comètes, les mouve- * •
mens de rotation des planètes autour de leurs centres de gravité, les dérangemens qu elles peuvent éprouver dans leur marche, par la résistance d’un fluide très rare, occuperont successivement notre attention dans ce livre et dans les suivans, et l'on verra tous les faits dépendans’de ces phénomènes dériver naturellement des principes que nous venons de développer, et qui , dans letat imparfait de nos connaissances analytiques, doivent désormais servir de base à la théorie mathématique du système du monde.
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CHAPITRE IV
Première approximation du Mouvement de révolution des Cotps célestes , ou 'Théorie du Mouvement elliptique.
ao. Si l’on n'a égard qu’à l’action réciproque des deux corps rn et M, et qu’on fasse abstraction des autres corps m1, m", etc. , du système, les équations (E) qui déterminent le mouvement relatif de m autour de M se réduisent aux suivantes
de ^ r* ’ de.
,t± _ de *** r» ~
en supposant, pour abréger, r= \/x' -f-j* 4- s*, et ju = M4-m, c’est-à-dire égala la somme des masses du corps attirant et du. corps attiré.
Comme ces trois équations différentielles sont du second ordre , leurs intégrales complètes devront renfermer six constantes arbitraires dont la détermination dépendra des circonstances primitives du mouvement. Développons ces intégrales.
Si l’on multiplie la première des équations précédentes par/, qu’on la retranche de la seconde multipliée par x, et qu’on intègre lequation résultante.
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on aura
*ay — ydx , , ,
— sr~ — c> (b)
c étant une constante arbitraire.
On trouverait d’une manière semblable les deux autres intégrales
*d*~-*d* __ , ydz. — zdy _ ,, dt ’ Tt —e*
c' et c" étant deux nouvelles arbitraires.
Si l’on multiplie ces trois équations, la première par z, la seconde par y, la troisième par x, et qu’on les ajoute, on a
cz + c'y -f- d'x = o ; (i)
équation d'un plan mené par l’origine des coordonnées; ce qui nous montre que la courbe décrite par m autour de M est contenue dans un plan passant par ce dernier corps. Si l’on nomme <p l’inclinaison de ce plan sur celui des ogr et a. l’angle que forme leur commune intersection avec l’axe des x, il est aisé de voir qu’on aura
tang^sina = — , tang<pcos«= —
d’où l’on tire
tangct=— -7-, tang<p;
\ Aî*-K*)
Et en faisant, pour abréger, c* -f- c"* = Æ* ,
c—k. cos<p, c' — — Ar.sinÇcosa, c"=À.sinpsina. Tome I. 16
Les deux angles a et <p, qui fixent la position du plan de la trajectoire, seront déterminés par ces équations lorsque les constantes arbitraires c, c, c" seront connues; réciproquement, on aura les valeurs de ces constantes au moyen des trois autres arbitraires et , <p et k; on peut donc substituer ces trois dernières arbitraires aux précédentes.
L’équation (i) représente l’une des intégrales finies des équations (à). Pour obtenir une nouvelle intégrale, multiplions la première de ces équations par idx, la seconde par a djr, la troisième par idz% ajoutons-les ensuite et intégrons leur somme; en observant que xdx -\-ydj -^zdz = rdr, nous aurons
h étant une constante arbitraire.
Mais si l’on ajoute les trois équations (b) et ( c ), après les avoir élevées au carré, et qu’on fasse, comme précédemment, c*-f- c'‘-\-cw% s= k‘, on a
ï* ■ (rfy* + dz%) 4- y' ■ (dxx H- dz") 4- ** . {dxx -\-dy' ) dtx
a . (xy ■ dxdy -f- xi • dxdz • dydz) dlx
équation qu’on peut écrire ainsi
(**+y’+*1-(<kc*+dy»+<fe’) (xdxd-ydr+zdz)' Lt
dr dr - *
ou bien
r'.(dx' + dy'+Jï) r'dr* ,
dr ÜF-k- ^
Si l’on éliminé — + entre cette équation et
l’équation (e), et si l’on résout par rapport à dt l’équation résultante, on aura
Vlnr—hi*—k'
Cette équation donnera t en fonction de r, et réciproquement ren fonction de t. On aura en l’intégrant la seconde intégrale finie des équations (a).
Pour trouver la troisième,' j’observe que si l’on désigné par dv l’angle infiniment petit compris entre deux rayons consécutifs r et r-\-dr, le carré de l’élément de la trajectoire sera égal à df*-\-r'dv'; en sorte qu’on aura
dx‘ -f- dy'-\- dz' = dt * -t- r*dv\
Si 1 on substitue cette valeur dans 1 équation ( d ), elle devient r*dv' = k‘dtt; d’où l'on tire
La quantité £ rVk représente l’aire élémentaire décrite par le rayon vecteur r pendant l’instant dt; cette aire est donc proportionnelle à l’élément du temps, et par conséquent dans un temps fini, elle est proportionnelle à ce temps. On voit encore par cette équation que le mouvement angulaire de m autour de M est à chaque point de la trajectoire réciproque au carréde son rayon vecteur, ce qui. fournit un moyen très simple pour calculer lesmouvemensdes planètes et des
comètes dans les différens points de leurs orbites pendant des intervalles de temps supposés très petits.
Si dans l’équation précédente , on substitue pour dt sa valeur en r et dr , elle devient
dv = — hdr . (/)
Nous avons vu que la trajectoire est une courbe plane ; il s’ensuit que l’angle v exprime la longitude du rayon vecteur r compté dans le plan de cette courbe, à partir d’une ligne fixe : l’équation précédente donnera donc en l’intégrant la relation qui doit exister entre la longitude et le rayon vecteur, c’est-à-dire l’équation polaire de la' courbe décrite. Le maximum et le minimum des valeurs de r seront déterminés par l’équation
i(j.r — Ar* — k‘ = 0}
d’où il suit que la somme de ces deux valeurs est égale à ^ et leur produit à y. Si l’on désigne donc
par a.(i-+-c) la plus grande, et par a.( i — e) la plus petite, on aura
d’où l’on tire
La constante a est la demi-somme des valeurs extrêmes de r ou la distance moyenne de m à M , ae leur demi-différence. Si à la place des constantes h et k.
Di
on substitue les valeurs precedentes dans l’équation {f), elle devient
j Ÿ a.(\ — e‘).dr .
ry/ a T — -.r* — 0.(1—#*)
cette équation peut s’écrire ainsi :
dv ~ —
«•('— '«*) dl
d’où l’on tire, en intégrant,
v = » -f- arc . I cos = — — J ,
t» étant une constante arbitraire.
On aura donc réciproquement
r = ïil-e'r . (3)
co s
Cette équation est celle des sections coniques, l’origine du rayon vecteur r étaut au foyer. La constante a est le demi grand axe de la courbe, e son excentricité.
Le corps m, dans son mouvement autour de M, décrit donc une section, conique dont ce dernier corps occupe un des foyers; et l’on voit de plus par 1 equa-
tion (h), que le corps m se meut de manière que les aires décrites par les rayons vecteurs croissent comme les temps. Telles seraient donc les lois du mouvement des planètes et des comètes autour du Soleil, si elles n’obéissaient qu’à l’action de cet astre, et si l’on faisait abstraction des perturbations causées par leurs attractions mutuelles.
Ce résultat, d’ailleurs, dérive naturellement de la supposition. En effet, nous avons fait voir, n° a, qu’un corps attiré vers un centre fixe par une force réciproque au carré de sa distance , décrivait autour de ce point une section conique. Or, pour avoir le mouvement relatif de m autour de M, il faut supposer ce dernier corps en repos, ce qui revient à appliquer en sens contraire à m une force égale à l’action que ce corps exerce sur M ; en sorte que dans ce mouvement relatif m est sollicité vers M par une force égale à la somme des masses M et m , divisée par le carré de leurs distances mutuelles ; le corps m doit donc décrire une section conique autour de M.
L’équation (2) donne v en fonctiou de r ; et comme le rayon vecteur est donné en fonction du temps par l’équation (g), il sera facile de déterminer à chaque instant la position de la planète dans son orbite, lorsque cette dernière équation sera intégrée. Si l’on y substitue pour h et k leurs valeurs (o), elle devient
Faisons a — r — ae . cos . u , ce qui donne
r=a.(i — e . cosu) ; (3)
on aura
dt = — 7= .fi — e. cos. u). du ;
Vf* K '
d’où l’on tire en intégrant
t-f- /=-£=.(« — e.sin«), (4)
l étant une constante arbitraire.
Cette équation donnera u en fonction de t; et comme r est donné en fonction de u par l’équation (3), on aura pour un instant quelconque la valeur du rayon vecteur de la planète dans son orbite.
Si l’on compare l’expression précédente de r à celle qui résulte de l’équation (2) , on aura
1 — e . co s u =
d'où l’on tire
sin(v — »)= ■
■e.cosu 1
cosfi» —
co s u — e 1— e.cosu’
et par conséquent
tang^(v — w)= \/^.tanglu. (5)
Cette équation déterminera la valeur de l’angle v lorsque u sera connu en fonction du temps.
Les trois intégrales finies (i), (a), (4)> que nous venons d’obtenir, contiennent six arbitraires a , e,a. , <pf cù, l; elles sont donc les intégrales complètes des équations («). Les constantes « et e déterminent la nature de l’orbite; les constantes a et <p sa position dans l’espace ; enfin , les deux dernières arbitraires a» et l dépendent, l’une de la position du périhélie, et l’autre de l’époque ou de l’instant du passage du corps m par ce point.
a i . Quoique les formules précédentes satisfassent complètement aux équations différentielles (lu), ces équations peuvent cependant fournir encore d autres intégrales dont la forme particulière offre des avantages dans certaines circonstances. Pour en donner un exemple, reprenons les équations (a), et les trois intégrales premières (b) et (c), relatives à la conserva— 4 tion des aires. Faisons , pour simplifier , ft — i ; nous aurons
d’x dy
~dF~ r” dtk
et
xdy—ydx , zdx-xdz ._ydz — zdy ( ^
c = -jf—, c — -d—, c- dt '
Si l’on multiplie membre à membre la première de ces équations par la cinquième, et qu’on en retranche la seconde, multipliée de la même manière par la _ sixième, on aura
d d'x-c'jy _ * _ -J. . (xdy—ydx) .
rdx — zdr ^ *
On trouverait aisément pourt/.^ et rf.* des valeurs
semblables, et en les intégrant, on aura x o'.dx — c .dy
dt
c“ . dz — c.dx ~dt
x c.dy—c.dz |
;= — dï — > )
/;/,/" étant trois constantes arbitraires.
Si ces équations étaient réellement distinctes entre elles, réunies aux équations (c), elles suffiraient pour résoudre la question , puisqu’en éliminant entre ces six intégrales premières les différences dx, dy, dz, on en tirerait trois intégrales finies contenant les six arbitraires c, c', c",f f',Jv, qui seraient par conséquent les intégrales complètes des équations différentielles (a). Maisl’une decessix intégrales rentre dans les cinq autres ; et c’est ce qu’il est facile en effet de concevoir à priori , car, comme elles ne renferment que l’élément dt du temps, on voit que les intégrales finies qui en résulteront seront insuffisantes pour déterminer les coordonnées x, y, z, en fonction du temps. Il doit donc exister quelque équation de condition qui lie entre elles les six constantes arbitraires
En effet , si l’on multiplie la première de ces équations par c, la seconde par c, et qu’on les ajoute ensuite, on aura
C.‘±ÙL — C«.cldx-c:dy + fc+ /y
r dt ' j * j
On a d’ailleurs par l 'équation (i) cz + c'y = — c'a: ; par conséquent
X c.dy — c .ds fc -\-fd
r ~dt ? ’
Cette équation coïncide avec la troisième des équa-
lions (m) , lorsqu’on suppose J" = — ou
fc -\-fc -f- f"c"— o. Les constantes c, c', c", f f,f" n’équivalent donc qu’à cinq arbitraires distinctes, et la dernière des intégrales (m) et (c) résulte des cinq autres.
Ces intégrales cependant suffisent pour déterminer complètement la position et la nature de l’orbite que le corps m décrit autour de M. Les trois premières montreut que cette orbite est une courbe plane, n° 30 ; les trois dernières déterminent sa nature. En effet, si l’on multiplie la première par z , la seconde par^, la troisième para:, et qu’on les ajoute, on aura
xdy — ydx dt
. » tdx—sdz . ydx — rdy
+c—d-r~+c • dt ■
+fi+fy+f*\
équation qui , en vertu des équations (c) et en faisant pour abréger c* -f -c'% -\-c"% = k%, donne
r—k* —fz — fjr —f'x = o.
Celle équation, combinée avec les deux suivantes
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cz + c'y -f- c"x = o et i* =. x* -f-j* -4- a*, couduit à l’équation des sections coniques, J’origine étant au foyer. Les courbes que décrivent les planètes et les comètes autour du Soleil sont donc des sections coniques. -W
Les constantes c, c , c", déterminent la position du plan de l’orbite ; elles font connaître aussi son grand axe, puisqu'en nommant a la distance moyenne et e l’excentricité, on a , n° 20, k= \/a.(i — e*) , équation qui donnera la valeur de a lorsque celle de e sera connue. Les constantes J , f, f déterminent cet élément, ainsi que la position du périhélie sur l’orbite. En effet, si des équations (m) on tire les valeurs de f, f, f, et qu’on les ajoute après les avoir élevées au carré, on aura
*=1 +(c*-h,,+c'*) . _ rj
(cdz 4- cdj--j-c*dx\*
Mais l’équation (1) n* 20, çn la différenciant , donne cdz -f- c'dj -f- c"dx = o ; l’équation précédente se réduit donc à celle-ci:
+ dy'-i-dz* 2 , 1 — p — f* — •/**
dt r "» F —°*
Cette équation, comparée à l’équation (e), n" 20, donne
"Digiti
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d’où , en substituant pour h et A leurs valeurs, et supposant toujours ft>— i , on tire
Soit i l’angle compris entre la projection du grand axe de l’orbite sur le plan des xj et l’axe des x, en nommant x', y' , z' les coordonnées du périhélie, on aura
tang i
Aux extrémités du grand axe, dr est nul; on a donc en ce point xdx jrdy zdz=x o. Eu substituant pour c, c', c", leurs valeurs ( c ) dans les deux dernières équations (jri) , et en les divisant ensuite l’une par l’autre, on trouve, en vertu de la relation précédente , \
par conséquent
tang i = y.
Les trois constantes f J1 déterminent donc l’excentricité et la position du grand axe de la section conique.
On connaîtra ainsi tous les élémens qui fixent la position et la nature de l’orbite décrite; quant à la situation de la planète sur cette orbite , il faut pour la déterminer avoir les valeurs des coordonnées x,y, z , en fonction du temps, ce qui exige une nouvelle intégration. Or, on a, n° 20,
dt =
rdr
Cette équation donnera la valeur de ren fonction de t; et comme on peut déterminer, par ce qui précède, celle de x, àej et de z en fonction de r, ou aura à chaque instant les valeurs de ces coordonnées. Les formules précédentes nous seront utiles dans la théorie des comètes.
33. Reprenons les trois intégrales (3), (4), (5), qui suffisent pour déterminer toutes les circonstances du mouvement de m autour de M. Si l’on fixe l’origine de l’angle eau périhélie de l’orbite, ce qui donne «=o, et qu’on prenne pour l’époque d’où l’on compte le temps t l’instant du passage de la planète par ce point,
ce qui donne l=o, en faisant pour abréger ŸJL = n,
ces équations deviennent
nt=u — e.sin u, r = u.(i — e.cos u),
tang-e:=Y/ — .tang-«.
On voit par ces formules , que si l’angle u augmente de 36o°, le rayon r reprend la même valeur, et l’angle v augmente pareillement de 36o°; la planète revient donc alors au même point de son orbite. Mais l’angle u croissant de quatre angles droits, le temps t est aug-
mente de t'— . 36o°. C’est le temps que la planète
emploie à revenir au même point de son orbite ou à faire une révolution entière. Ce temps ne dépend que du grand axe 2 a ; il est indépendant de l’excentricité e, et il estle même que si la planète décrivait un cercle ayant pour rayon la distance moyennea. On aurait dans ce cas e= o ; ce qui donne r = a , u—nt, t> = u, et par conséquent v=nt; les arcs parcourus sont donc proportionnels au temps, et la planète se meut uniformément sur le cercle dont le rayon esta. La quantité nt représente généralement l’arc que décrirait , pendant le temps t , un astre qui , partant du périhélie au même instant que la planète m , parcourrait avec une vitesse constante égale à n, un cercle décrit sur le grand axe de l’orbite comme diamètre. Cet astre passerait au périhélie et n l’aphélie en même temps que la planète; mais daDS une moitié de la révolution, la planète précéderait l’astre, et dans l’autre elle serait devancée par lui.
L’angle nt est ce que l’on appelle le moyen mouvement de la planète m. Si l’on prend sa distance moyenne au Soleil pour unité de distance, et qu’on suppose (*— 1 , on aura n = 1 et v=t. Le temps sera donc alors représenté par les arcs que décrirait la planète sur le cercle dont le rayon est un, avec une vitesse égale à l’unité. C’est ordinairement au mouvement de la Terre que les astronomes rapportent les mouvemens des autres corps du système solaire; ils prennent la distance moyenne de la Terre au Soleil pour unité de distance , sa masse réunie à celle de cet astre pour
unité de masse, et en supposant le temps compté en jours moyens solaires, l’unité de temps se trouve représentée par l’arc que parcourt dans un jour la Terre autour du Soleil , en vertu de son mouvement moyen.
L’angle auxiliaire u que nous avons introduit dans les formules précédentes est ce que l’on nomme Y anomalie excentrique , ni est Y anomalie moyenne, et l’angle v est Yanomalie vraie. Il est aisé de s’assurer, en considérant la seconde des équations (n) , que l’angle u est formé par le grand axe de l’orbite et le rayon mené de son centre au point où la circonférence décrite sur son grand axe comme diamètre , est rencontrée par l’ordonnée abaissée de la planète m perpendiculairement sur le grand axe.
Les deux dernières équations (/») donneront les valeurs du rayon vecteur ret de la longitude v lorsque l’angle u sera déterminé en fonction du temps; mais l’équation qui donne u en t étant transcendante, il est impossible en général d’avoir la valeur de u par une expression finie. Heureusement les excentricités des orbites des corps célestes sont ou très petites ou très grandes, et dans ces deux cas , on peut déterminer u en fonction de t par des formules très convergentes. C’est ce qu’on nomme le problème de Kepler, parce que cet astronome est le premier qui se soit occupé de cette question. Pour la résoudre, nous ferons usage de quelques théorèmes connus sur les développemens des fonctions que nous allons rappeler ici.
23. Soit z une fonction quelconque de a. qu’il s’agit de développer par rapport aux puissances ascendantes de cette quantité que nous supposons très petite; on
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aura généralement , d’après la formule connue sous le nom de formule de Maclaurin ,
, . dz' - »• cr* . a x , . .
z— z- . -r-H — — ? * -rr ■+■ etc. : On)
1 dm 1 i. a eût* ' i.a'. 3 d*‘ > \ /
z' étant ce que devient z lorsqu’on suppose a = o et^-, —, etc., désignant les différentielles successives de cette même fonction prises par rapport à a. , dans lesquelles on ferait de même a = o après les différenciations.
Cela posé , soit d’abord la valeur de s de cette forme z—<p (x -f- «)• Cette équation donnera généralement ^ ^ , quel que soit i. La formule (m) de-
viendra donc ainsi
, . dz a'
.ïds'
T^-^ + etc. (p)
Supposons maintenant la fonction qu’on propose de développer en série, de cette forme z —<p (x-f- aj) , y étant une fonction quelconque de z donnée par l’équation y zs /(%)• Cherchons dans ce cas la valeur
du coefficient différentiel^. L’équation z=z$(x-{-ajr)
donne d’abord
dz dz
dm ^ ’ dje ’
Il ne s’agit plus que de différencier successivement par rapport à et les deux membres de cette équation ,
et de substituer à mesure pour ^ et leurs valeurs;
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mais on peut éviter cette substitution en observant
que l’on a généralement
, , dz
d» dx
ÿOI «lu J II ' ^
e^et> S1 ^on effectue dans les deux membres de cette équation les différenciations indiquées, on trouve
dy di dy dz
(U' dx "S" - d* '
Mais réquation ^=/3 donne, en la différenciant
dy dy dz
dx dz dx ’
dy dy_ dz
dx dz ' dx
On aura donc en substituant ces valeurs dans l’équation précédente, l’équation identique
dy dz dz
dz dz
dz dz dy _
Reprenons la valeur de que nous avons trouvée
plus haut
t rî.vj j'jtuiob
dz dz'~-' -'ï
nz =r ■
Si l’on différencie successivement par rapport à « les deux membres de cette équation, et qu’on rem-
phcc ~ par sa valeur, toutes les fois que ce coefficient se reproduira , on aura
dx . dz . dz
d* * dx
dy *.
dx
dx
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.j, _ ds , , dz , , dz
dt r* dx.da 2x* dx*
etc.
d'où l’on conclura généralement
ii'z
dx‘-‘ '
Soient maintenant / et a' ce que deviennent les valeurs des quantités y et z lorsqu’on suppose ct = o, on aura
dd
diL
d-'-y‘rdï
dx‘~'
et la formule générale (m) donnera par conséquent
<Lc
i.2.3‘ dx2 ■»
On peut aisément étendre cette formule au cas où la quantité qu’on veut développer serait une fonction quelconque -v|.z, la valeur de a étant donnée par l’équation z=<p(x-i-et.j), dans laquelle j>==/z. En effet, si l’on désigne par z et y1 ce que deviennent a et y, lorsqu’on suppose <t=o, on aura par la même analyse
+ elc.(9)
=4*+-(ir-sr>)+n-
.. <yd£) . ..
dx
■f etc.(/)
a4* Appliquons ces formules au développement des
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équations (n), d'où dépendent les mouvemens elliptiques des planètes et des comètes. La première détermine l’anomalie excentrique u par l’anomalie moyenne nt ; on peut l 'écrire ainsi a=nt-f-e.sinM. Si l’on compare cette équation à l’équation s on a z = k, oc— nt, a = e, jr= sin u, et par conséquent z'—nt, jr'—sin.nt ; la formule (y) donnera donc immédiatement
.. . , e* e3 rfVsin’.p/
u=n/-J-e.sin.»tq . — -t — . 1- etc
ndt ^i.a.3 ,i‘dr ^ K
Il ne reste plus qu’à exécuter les différenciations indiquées; mais pour obtenir des expressions plus simples, il est bon de remplacer auparavant les puissances du sinus de ni en sinus et cosinus des multiples du même angle- On trouve pour cet objet des formules commodes en faisant usage des expressions des sinus et cosinus en exponentielles imaginaires. En effet, c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est i, on a , ,
. TT * ,s\. I -••• ;/ . . r*V* li ii.l
cos' . nt — \ J (
c m,.y-ry
uo
al
i étant quelconque. Développons le second membre de la première de ces équations; nous aurons
a'. cas*. u i
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Mais l’expression de cos' . nt peut aussi s’écrire de cette manière
cos .nt Z
fi C nl‘ V 1
Cette équation donne en développant son second membre
a* . cos1’ . ni =c-‘nt • 4-
ÜZJ.c-(i-4)n(. c-(i-S)nt. t/_ , . e(c
Ajoutons ces expressions de 2'. cos ‘.nt, en observant que l’on a c*n<V'— '-\-c~kn‘ Ÿ ~ '=2 .cos. knt, quel que soit A', nous aurons
a'.cos1. ni = cos. inf-pj.coa.ft — 2)ni — — cos. (* — 4
-h — — — - cos . (i — 6)n< + etc.
On développerait l’expression de sin'.n/ par un procédé semblable ; mais il faut ici distinguer deux cas , celui où i est un nombre pair, et celui où i est impair. Dans le premier cas, on aura
±:2l.sin.‘«< = eos'. int — i.cos.(t — i)nt + * ' ^ cos.(« — 4 )nt
cos.(* — o)nC etc.
Le signe supérieur étant relatif au cas où î est un multiple de 4> et le signe inférieur au cas où i est simplement divisible par a.
Enfin si i est un nombre impair, eu observant que
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— c—k„t \/Z~l __ 2 — r.sin.Ànl, quel
que soit k, on aura
:£ a'.sin'.ftlssiu.i/jf — *.sio.(i — z)nt+ —•* • sin. (i— 4)nt
sin.(i — 6)nt -f- etc;
le signe supérieur se rapportant au cas où i — i est un multiple de 4 > et le signe inférieur, au cas où i — i est seulement un multiple de a.
Substituons dans la formule (a) , à la place des puissances de sin.nl , leurs valeurs données parles formules précédentes, et opérons ensuite les différenciations indiquées, nous aurons
i»=nl+*. »in. .a. sin. an*
H = — -.[3*.iin . 3 ni — 3 . sin . n/]
. [43.sin.4«/ — 4. 23. sin. an/]
ei f— 5 / — I
etc
Cette série est très convergente quand on l’applique aux planètes. Elle servira à déterminer l’angle u pour un instant quelconque , et l’on aura ensuite , par les deux dernières équations ( n ), les valeurs correspondantes de r et de v. Mais il est plus simple d’exprimer directement ces deux quantités en séries de sinus et de cosinus de l’angle ni et de ses multiples.
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Pour cela remarquons que si dans la formule (r) on suppose z = u , uzzznt- f- e.sin u, X'=.nt >y= sin u, oL=e, ce qui donne y=sid.ni, et si
d « -dfït ' '
pour abréger on fait ■ÿ'nl— — , on aura gene-
râlement
. «* d.sin*.nt.4-,«<'k
4« = e.sin .nt. 4 »«+ — •
» » , «* , ètc.
^ 1.2.3' n'dt *
Supposons maintenant = cos u, cette formule
donnera
e* «Lsin\»t i e5
cos u=cos. »< — e.sin*. nt— — ^ + —y n>de.
-f- etc.
Si l’on développe cette expression par les formules (S) et ( y ) , et qu’après avoir effectué les différenciations indiquées, on la substitue dans la valeur de r donnée par l’équation r = u . ( i — - e. cos u) , on aura
-=i-e.co».nt— — .(i-cos.ani) ^.[3x08.3^- 3.cos.n<]
r . [4* . cos . Ant — 4.3,.C°S. 2«<]
. [53.cos.5/it — 5.3i.oos.3rti+— ^.cos rai]
— etc.
La troisième des équations (w) donne
On peut tirer de cette équation la valeur de o eu fonc-
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tion de u , de sin u , sin au, etc.; et Lagrange a donné une méthode fort élégante pour y parvenir au moyen des exponentielles imaginaires. En remplaçant ensuite ces quantités par leurs valeurs en séries ordonnées par rapport aux puissances de e, et développées en sinus et cosinus de l’angle nt et de ses multiples, on aura la valeur de v exprimée dans une série semblable. Mais il est beaucoup plus simple de déduire la valeur de v de celle de r supposée connue au moyen de l’équation ( h ) du n° 20.
En effet, si l’ou substitue dans cétte équation à la place de k sa valeur \J f*.. \fa\\ — e*) et qu’on observe que \/afx=a,n, on aura
La formule (t), en supposant 4“ = (* — e.cos u)1 — donne
— t=(i — «.cos .nt)‘+ (1— -e. c°s nt)‘ 1
i.«s.d.sin!,.ni.(t — e.cos.nt)1-1 "** * IM
.... •' vi
, i.e4.(/\sin*. nt . (1 — e.cos .nt'/ '
■* 2.3 .n'âf
Quel que soit i, si l’on fait 1= — 2, oh ên conclura
aisément
— = i 4- 2e . cos .ni ■+■
(i-f-5.cos.2nQ
■+■ - — [i3.cos.3nt 4- 3.00$. nf]
■+■ — — f-j. [lo3.cos.4nt -(-8.cos.2nt -f- g]
' i.26.3 4- etc.
. [1097. cos. 5nf — 75.cos.3nf-f-t3o.cos.nl]
Si l’on substitue cette valeur; da us dv et qu’on intègre ensuite, on trouvera, en ne portant l’approximation que jusqu’aux cinquièmes puissances dù e inclusivement,
»>= «f 4- 2e.sm.nr4 eVsm.anf
4 r-^- (i3 . sin . 3nf — 3 . sin.nf)
4 ^j-^,[io3 . siu . 4"f — 44 • s*n • anf]
etc
La suite des termes 2e.s1u.m-f-— e’.sin. anf-f-etc. ,
est ce que les astronomes appellent l’équation du centre , c’est-à-dire l’angle qu’il faut ajouter à la valeur moyenne de v pour avoir sa vraie valeur.
Les angles U, 0 et nt dans ces séries sont comptés du périhélie de l’orbite; si l’on voulait compter ces angles à partir de l’aphélie, comme on le faisait
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autrefois, il suffirait de les augmenter de la demicirconférence, ou, ce qui revient au même, de changer le signe de la quantité e dans les formules précédentes. Mais il vaut mieux adopter l’usage nouvellement introduit dans nos tables astronomiques de compter les anomalies à partir du périhélie, afin d’avoir des formules semblables dans le cas où les orbites sont presque circulaires, comme celles des planètes, et dans celui où elles sont très excentriques , comme celles des comètes.
Si, au lieu de compter la longitude v du périhélie, on fixe sonorigineà un poinlquelconquedeTorbite, il suffira de diminuer dans les formules précédentes l’angle e, qu’on supposera représenter ces nou velles longitudes, de la constante u> qui exprimera la longitude du périhélie. De même , si , au lieu de compter le . temps de l’instant du passage par le périhélie, on fixe son origine à un instant quelconque après ce pas- • sage, l’angle nt devra être augmenté de la constante nl=t — ai , £ désignant la longitude moyenne de la planète à l’instant d'où l’on compte le temps. Nous nommerons désormais la constante £ la longitude de l’époque; les expressions de ret de v deviendront ainsi
r= «-Pi — (» — g.«!).cos.(/i£-t-( — »)
— Q.»1— ^J.coi.i (»*+< — ») — ete.^j
+ (jr ■ •' — ' | sin . 2 (»/ 1 — -f* « le.
'^.siu.(«/ + 1 — •)
L’angle v est la longitude vraie de la planète; l’angle ni -+- £ sa longitude moyenne , et l’angle nt -f- £ — a> son anomalie moyenne; les longitudes, ainsi que le rayon vecteur r, étant rapportées au plan même de l’orbite.
25. Déterminons maintenantla position de la planète par rapport à un plan fixe que nous supposerons très peu incliné à celui de son orbite. Si l’on désigne par <p l’inclinaisonamutuelle de ces deux plans, par a la longitude, comptée sur le plan fixe, de leur commune intersection que nous nommerons désormais la ligne des nœuds, et par £ cette longitude comptée dans le plan même de l'orbite, qu’on nomme v' la longitude du rayon vecteur projeté sur le plan fixe, l’angle v' — a sera la projection de l’angle v — S qui représente la longitude dans l’orbite comptée du nœud , ou ce qu’on appelle l'argument de la latitude ; et en considérant le triangle sphérique rectangle dont v — € est l’hypoténuse, v' — «un côté de l’angle droit et >p l’angle adjacent, on aura
tang (y — «) = cos<p.tang (v — £); ' (z)
équation qui donnera v' au moyen de v, et réciproquement.
Les valeurs de ces deux angles peuvent d’ailleurs se développer en séries convergentes d’une manière fort simple, en faisant usage des exponentielles imaginaires. Si l’on désigne par c le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité, l’équation précédente pourra être mise sous cette forme
p/=7_ Jr-Q-
cA ' r a y
ou bien en réduisant
COS lf>
ct.(v— *).V— I + , On tire de là
- == cos<p .
(1— cos?).c,<‘,-^'/->+ 1 + COSP
et en remarquant que
sm’ - p
1 — co s » 2 . , 1 .
r = tang* — P ,
,+COS,p cos*ï
on aura
l4-lang*o? p-i.O-f) V-t c». (✓-«). V'~1_CJ.> — C) V-'x — ;
1 + tang^.c’ ^ »/-’
d’où l’on tire, en prenant les logarithmes des deux membres en divisant par a V* — 1 ,
,/-* = v-e+— ! .log.(l+tang*^.c-1(‘'f)»/r')
— . log . ^1 + tang’ . c’ • ( C h
Qu’on réduise les logarithmes du second membre en
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séries, et qu’on substitue aux exponentielles imaginaires les sinus réels correspondans , on aura enfin la série
v — t=v — C — tang* ~ p . sin 2 (v — î) + ÿtang4^ <f . sio 4 ( e — C) — y. tang6 ÿp. sin 6 (v — C) + etc.
On déduirait, par un procédé semblable, de l’équa- „ tion (z) mise sous cette forme
«angCo — £) = -y^.tang (v' — a),
l’expression de e en v', et l’on trouverait
*■ — C—v- — tang* ' p.sin l(v' — «*^4“ ÿ-.tang4— ^.sin 4( — *)
y - tang6 ÿ 9 . gin 6 (v' — a) 4- etc
On voit que ces deux séries se transforment réciproquement l’une dans l’autre, en changeant le signe de
tang* ÿ ip, et en substituante — G à v — a et v' — a à v — G.
Si l’on voulait avoir l’angle v' — a. en fonction de sinus et de cosinus d ent, on observerait que l'on a, n* 24 ,
v =nt-\-i- f-eP,
P étant une fonction des sinus de l’angle — &> et de ses multiples. On aura donc, quel que soit i, sin i.(v — G) = sin i . (nt -f- e — G-f-e P), et par conséquent
sin i(v — C)=rco»i«P. sin.i(n/+* — ff) + sin it¥. cos.i(nf-f-« — O '<
d’où l’on tire ea développant
sin i (v — ») j
/ tVP* , »VP‘ , tVP6 . \ .
î^+.:o^+eS-nn*(*+,~-8>
, „ /VP’ 1VP5 »VP , \
•+V^p-i:r3+^^~7Ziï5^+e‘c>^<n<+,-<r>-
En faisant successivement dans cette formule i= 2, 1 = 4, i=6, etc., et substituant les valeurs résultantes dans la série qui donne v' — et, l’angle v' se trouvera exprimé en fonction des sinus de ni et de ses multiples.
Désignons par 6 la latitude de la planète au-dessus du plan fixe, le triangle sphérique que nous avons considéré plus haut donnera
tang 0 = tang <p. sin (v' — a).
Cette équation peut se développer comme les précédentes; mais il en résulte une série moins simple que celles qui donnent les angles v ' — a et v — £. On trouve par la méthode des exponentielles imaginaires
«= tang?. sin (v' — *)+ ta-_8^. [ajn 3 (y — à) — 3 .sin (v' — •)]
■ [*'n 5 (v — #) — 5. sin 3(v' — ») + 10. sin (v' — «)]
Enfin si l’on désigne par r le rayon vecteur r projeté sur le plan fixe, et qu’on fasse pour abréger tang 6= s,
ajo , ou aura
r— r co» â = r.( l-f-*’)
— etc.
Les différentes séries que nous venons d’obtenir ne sont convergentes qu’autant qu’on suppose très petite la valeur de e et celle de l'angle <p; elles ne peuvent servir par conséquent que pour les planètes dont les excentricités sont peu considérables, et dont les orbites sont généralement peu inclinées les unes aux autres, de manière qu’en prenant pour plan fixe l’orbite de l’une quelconque d’entre elles, les inclinaisons des autres orbites sur ce plan deviennent nécessairement de très petites quantités. Les astronomes rapportent ordinairement leurs observations au plan de lccliptique, c’est-à-dire de l’orbite que décrit la tene dans son mouvement annuel autour du Soleil; il convient donc de choisir ce plan pour le plan fixe auquel nous rapportons les mouvemens des autres corps célestes, afin de pouvoir çppiparer la théorie aux observations. Quant aux longitudes, on les comptéra, suivant l’usage, sur ce plan à partir de sou intersection avec l'équateur, ou delà ligne des équinoxes. On aura aiusi, par les formules précédentes, la valeur du rayon vecteur et de la longitude dans l’orbite lorsque leurs projections sur le plan de l’écliptique seront connues, et réciproquement.
aô. Les formules du mouvement elliptique peuvent encore se réduire eu séries convergentes dans le cas d’uue orbite très excentrique, compte cela a lieu pour
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les comètes. Dans ce cas, e diffère peu de l’unité. Si l’on nomme D la distànce de la comète à son périhélie , on aura D = a . ( i — e) , et l’équation de l’ellipse donnera
l-f-ciis»'— (l — -e) .cos v
PQ
(i +*) cos* v*f (i — e).sin*-t' 2 'a
Faisons pour abréger =E , E étant une fort petite •
quantité, et développons la valeur de r en série ordonnée par rapport à E ; nous aurons
— — •(«— E.tADg^K + E’.tang* ‘t— E'.tang'-v-f-etc.V (i)
cos’ - e v a * / w
Pour avoir de même le temps t en foncàion de l’anomalie v, on substituera pour r* sa valeur dans 1 équation
\/fA.a.( i — e*ydt — rldv,
et l’on intégrera l’expression résultante. On trouve ainsi
dt— — — — ■ ( l-f*tang* - y ) -
X — E.tang’^v-f E*. tangue — E3. tang^K+ctc.yrf.taugV, d’où l’on tire , en réduisant, et en intégrant
l/Va.(i — eÂ) \
IE
■ — v--Un& r *>
+ r . Uiig5- *• -,tang7~ v -f- etc. J.
Si l’orbite dégénérait en une parabole, on aurait e = i , E =' o , et
VV*.a.(i — e‘)=> Vf* \/ 1 -f-e V a.( i — e}=\/âfji . \/0 ; on aura donc dans ce cas
Ces formules sont celles que l’on emploie ordinairement dans la théorie des comètes. La dernière donnera aisément le temps t lorsque l’anomalie v sera connue; mais la valeur de e en I, qui est généralement la quantité cherchée , dépendra d’une équation du troisième degré qui n’est susceptible que d’une racine réelle. Pour éviter l’embarras de résoudre cette équation, on forme une table des valeurs de t correspondantes à celles de «> dans une parabole dont la distance périhélie est l’unité des distances. Cette table fait connaître le temps correspondant à l’anomalie v dans une parabole quelconque dont D est la
distance périhélie, en multipliant parDMe temps qui répond à la même anomalie dans la table. On aura donc réciproquement l’anomalie v correspondante au
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temps t, en divisant t par D* et en cherchant dans la table l’anomalie qui répond au quotient de cett* division. Enfin la même table pourra servir pour toutes les comètes, en remarquant que les masses des comètes étant très petites par rapport à cel^e du Soleil, on peut les négliger et supposer que la valeur de fi, qui exprime la somme des masses du Soleil et de la comète, est la même pour tous ces corps, et exprime simplement la masse du Soleil.
Comparons l’anomalie e, qui répond à un même temps t , dans une ellipse fort excentrique et dans la parabole. Si l’on néglige les quantités de l’ordre
(i — e)*, et que l’on rendue pour E sa valeur ,
l’expression de t en*» dans l’ellipse donnera
Vf* *
**• (« - «)• tang’ V . Q — tang» R— g . tang*
Soit v' l’anomalie qui répond au temps t dans la - parabole dont D est la distance périhélie, et v=v'-±-x l’anomalie qui répond au même temps dans l’ellipse, x étant un très petit angle. Si l’on substitue .r à la place de v dans l’équation précédente, et que l’on réduise le second membre en série ordonnée par rapport aux puissances de X, on aura, en négligeant lè carré de x et son produit par la quantité très petite i — e,
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, d*. i/; j(^«r'+s^^)+^jr; \
tang%'. (i_ tang* V— tang* V)\
mais la seconde des équations (o) donne
Vu
(tang V-hi. tang’ V).
On aura donc , en mettant à la place du petit arc x sa tangente,
tang*=-^ . (i — f) .tang ^ v’.^4 — 3. cos* ~ v — 6. cos* ^
Par conséquent* si l’on form^une table des logarithmes de la quantité
^.tang V.(4 — 3.cos*%' — ô.cos4^'^,
on n’aura plus qu’à leur ajouter le logarithme de i — e pour avoir celui de tango:. Cela posé, pour avoir l’anomalie v correspondante au temps t dans une ellipse fort excentrique, on cherchera, par la table du mouvement des comètes, l’anomalie V qui répond au temps t dans une parabole, dont D est la distance périhélie, et l’on déterminera par la méthode précédente la correction à faire à l’anomalie v' pour avoir l’anomalie correspondante v dans l’ellipse.
La première des équations (o) donnera la valeur du rayon vecteur r lorsque l’anomalie v sera connue.
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On peut encore, dans le cas de l’ellipse fort excentrique, convertir en séries convergentes l’expression du rayon vectèur , du moyen mouvement , et de l’anomalie vraie, en fonction de l’anomalie excentrique ; nous ne développerons point ici ces formules qui sont de peu d’usage.
37. Il existe entre le temps employé à décrire un arc de parabole, les rayons vecteurs menés aux extrémités de cet arc , et la corde qui le soutend une relation curieuse qu’il est bon de connaître, et qui se déduit aisément des formules du mouvement parabolique. En effet, en supposant = i dans les équations (o), on aura,
r=D.(i-f-tang* Ik), |
f=V/^D*7(tang%-fi.tangsIl.).J ^ ^
Soient r1 et v' ce que deviennent r et v au bout du temps t' ; t — t sera le temps employé par la comète à parcourir l’arc de parabole intercepté par les deux rayons vecteurs r et r'. Nommons 6 l’angle que ces rayons comprennent entre eux , en sorte qu’on ait
v' — v = C; si, pour, abréger on fait tang ^ i> =? u , tang ~ v'=u, et tang ^ € = s, on aura
Les formules (o') donnent d’ailleurs ,
t' — t =\/2Ds -Q*' — "+5-(“'3 —
Eu substituant donc pour u' sa valeur, on aura
«VÇi+n»)-]
i — su _J*
Soit maintenant c la corde qui joint les extrémités des deux rayons r et r1, en considérant le triangle formé par ces trois lignes, et en remarquant que
cos
on aura
Faisons pour abréger r-}-r'-\-c=2p , et r-f-r' — c=z2ç, d’où l’on tire r-f-r' =p-\-q , (r -{-/•')’ — c*=4 pq , l’équation précédente donnera
ou bien remplaçant r et r1 par leurs valeurs, et
extrayant les racines des deux membres ,
« 4- “* V pq
i— iu~~ D '
Si dans l’équation p + q =* r -f- r', on remplace de même r et r' par leurs valeurs, on a
aD.(i-f «•) j D.**.(i + »*)‘
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et par conséquent „
d’où l’on tire
i=VD .ifc/i,-.
>. Vpq
I _i» Jg*
substituant *06116 valeur et celle de — dans la valeur de t' — f , ou trouve
Cette formule remarquable a été donnée, pour la première fois , par Euler: nous verrons, dans le chapitre suivant , comment on peut l’étendre au mouvement dans l’ellipse et dans l’hyperbole.
Il nous reste à considérer les formules relatives aux orbites hyperboliques ; mais comme cette recherche est de pure curiosité, et que ses résultats ne peuvent avoir aucune application dans letat actuel du système du monde, nous ne nous y arrêterons pas, et nous terminerons ce chapitre en montrant comment les lois du mouvement elliptique peuvent conduire à la connaissance approximative de la masse des planètes.
28. Nous avons vu, n* 22, que si l’on désigne par T la durée de la révolution sidérale d’une planète, dont a est la distance moyenne au Soleil , on avait
•jr étant le rapport de la circonférence au diamètre, et ju la somme des masses de la planète et du Soleil. Si l’on néglige les masses des planètes par rapport à celle du Soleil , la quantité sera la même pour totts ces corps , et désignera simplement la masse du Soleil. Ainsi donc, pour une autre planète quelconque, dont a serait la distance moyenne , et T' le temps de la révolution sidérale, on aura encore
rpy a ir.a »
” vïl
par conséquent
T* Ï T'* as : a'* ■
d’où il suit .que les carrés des temps des révolutions des deux planètes sont entre eux comme les cubes des grands axes de leurs orbites. C’est l’énoucé de la troisième loi de Kepler. On voit que cette loi n’est pas rigoureusement exacte; elle n’a lieu qu’autant qu’on néglige les masses des planètes vis-à-vis de celle du Soleil : cependant , comme les observations n’y font remarquer que de légères différences, il en faut concluge que les masses des planètes sont effectivement très petites, relativement à la masse de cet astre.
L’équation (/)*fournit un moyen très simple de déterminer le rapport des masses des planètes qui sont accompagnées de satellites à celle du Soleil. Eu effet , supposons que l’on considère le mouvement de la Terre : si l’on néglige sa masse par rapport à la masse M du Soleil , cette équation donne
)igitized by <
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Soit m ' la masse d’un satellite appartenant à la planète m, a' sa moyenne distance à sa planète , et T' le , temps de sa révolution sidérale , on aura par l’équation (/) , #
t rt
qv 3 7t. a* .
divisant l’une par l’autre les deux équations précédentes , on en tire
Si l’on substitue dans cette équation pôur a, a , T, T", leurs valeurs données par l’observation , on aura le rapport de la somme des masses de la planète et du satellite, à celle du Soleil,* et si l’on néglige la masse du satellite par rapport à celle de la planète , ou si l’on suppose connu le rapport de ces masses, on aura le rapport de la masse de la planète à celle du Soleil.
Appliquons cette formule à Jupiter, en prenant pour unité la moyenne distance de la,Terre au Soleil : le rayon moyen de l’orbe du quatrième satellite observé à cette distance, paraîtrait sous un angle de a58o",5 8. Le rayon du cercle contient 206264", 8; les rayons moyens de l’orbe du quatrième satellite et de l’orbite terrestre sont donc entre eux comme ces deûx nombres. La durée de la révolution sidérale du quatrième satellite est de 16^,6890, et l’année sidérale est de 565^,2564 : on peut donc sup-
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poser dans l’équation (ni) ,
et l’on en tire
pour la masse de Jupiter, celle du Soleil étant prise pour unité.
On a déterminé de la même manière les masses des autres planètes autour desquelles on observe des satellites. Pour la masse de la Terre, seulement , on a employé un procédé différent, parce que les nombreuses inégalités de la Lune empêchent celui-ci > d etre suffisamment exact. L’attraction que le globe terrestre exerce sur les corps placés à sa surface sur le parallèle, dont le carré du sinus de la latitude est
i, est à très peu près la même que si sa masse était
réuuie à son centre de gravité. En nommant donc l le rayon mené du centre de la Terre à un point quelconque de ce parallèle, et m sa masse, cette attrac-
t ion sera égales j2 , et en la désignant par g, on aura
Soit a la distance moyenne de la Terre au Soleil , et T la durée de l’année sidérale, 1 équation (l)
donnera
on aura donc
rp a» -fl*
m gPT*
Les quantités g , T , a , sont données par les observations; la valeur du rayon l est aussi connue; on pourra donc déterminer par cette formule le rapport delà masse m de la Terre à la masse Mdu Soleil. Pour la réduire en nombre, j’observe que si l’on nomme P la parallaxe du Soleil à la distance moyenne, et sur le parallèle que noos considérons , c'est-à-dire l’angle sous lequel 09 verrait à cette distance du
centre de cet astre le raytm l, on aura sin P ss ^ ;
l’équation précédente devient ainsi
S^p-f-8În*p- {n)
Les observations donnent P = 8", yü. Nous avons nommé g l’attraction de la Terre ; c’est le double de l’espace que cette force fait décrire aux corps dans une seconde. Sôus le parallèle dont le
sinus du carré de latitude est | , la pesanteur fait
tomber les corps dans la première seconde (sexagésimale ) de leur chute de 4"»8g796 ; la force centrifuge due au mouvement de rotation de la Terre
diminue l’action de la pesanteur de ^ à l’ équateur, -
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et d’une quantité moindre en tout autre lieu. Sur ce même parallèle , l’attraction de la Terre est plus petite que la pesanteur des deux tiers de la force centrifuge; il faut donc augmenter l’espace précédent de sa 433m° partie, pour avoir l’espace dû à l’action de la Terre : cet espace est ainsi de 4">9°93. Le rayon terrestre, sur le parallèle dont il s’agit, est de 636§8o9 mètres ; enfin l’année sidérale est de 3i558i5a"; on aura donc
, log . sin P = 5,6274836.
Ces valeurs substituées dans la formule (») donnent
m 337ÏÔ3
pour la masse de la Terre , celle du Soleil étant prise pour unité. Cette valeur varie comme le cube de la parallaxe solaire comparée à celle que nous ayons adoptée.
CHAPITRE V
Détermination des Constantes arbitraires qui entrent dans les formules du mouvement elliptique.
ag. Les six constantes que l’intégration introduit dans les formules du mouvement elliptique se nomment les Siemens de Vorbite. Ce sont elles qui fixent sa nature, sa position dans l’espace, et l’instant du passage par le périhélie. Nous allons nous proposer dans ce chapitre de déterminer ces élémens d’après quelques circonstances du mouvement supposées connues.
Le cas le plus simple est celui où la position de la planète m, sa vitesse, et la direction de cette vitesse sont données pour un instant quelconque, pour l’époque , par exemple , d’où l’on compte le temps t, et que nous supposerons être l’origine du mouvement. Soient x , y, z les coordonnées de m pour cet instant, rapportées à trois axes passant par le centre
de M supposé immobile; ^ , ^seront les vi- •
tesses dont m est animé parallèlement aux mêmes axes , et ces quantités pourront être regardées comme connues, puisque la vitesse initiale de m est donnée par hypothèse en intensité et en direction. 11 ne s’agit donc plus que d’exprimer en fonction de x, y, z,
dl . (Ù (Ù a * n i ■
dï' dt’ dï *es srx el^mens a, e, a, <p, tel a>.
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Si l’on fait pour abréger ~ ;= x', — =y', ^ = z les
équations (i) et (c) du n° 20 donneront d’abord les . trois suivantes
xy' — x'y = c, x'z — xz' = c1^ yz' — y'z =c".
D’ailleurs* en supposant c* -f- c* -f- e'* = Æ*, on a, même n° ,
c=k.cos<p ,c' = — £.sinp.cosa,c"=A:.sinp.sinet.
Ces trois équations feront connaître immédiatement l’inclinaison <p du plan de l’orbite et la longitude a.de son nœud sur le plan fixe passant par le centre de M ; on aura ensuite pour déterminer le demi-paramètre k l’équation k == V/c‘H-c,*+c"*= — e*),
d’où l’on tirera la valeur de l’excentricité e lorsque celle du grand axe aa sera déterminée. Pour cela* l’équation (e) du n° 20 donne
On aura donc ainsi le demi-grand axe de l’orbite, et il ne restera plus à connaître que les deux constantes l et a.
La première n’a été introduite dans les formulas du mouvement elliptique que par l’intégration qui a donné la valeur de r en f, si l’on suppose donc t =0 dans ces formules , et qu’on désigne par «( la valeur de l’anomalie excentrique qui répond au temps t == o , on aura
l—Ut — e.sin
r = — e.cos ut). (A)
Ou aura donc, en éliminant la valeur de ? en r , puisque les valeurs de a et de esont déjà déterminées par ce qui précède.
La constante a> n’est introduite dans les formules que par l’intégration de l’équation entre ret t». Si l’on compte l’angle v à partir de l’intersection du plan de l’orbite avec le plan fixe ou de la ligne des nœuds, qu’on nomme v, et , les valeurs de eet v' relatives à l’époque t= o, l’équation (z) du n“ a5 en désignant par a. la longitude de la ligne des nœuds , et faisant £ = o, donnera
tang p, ss
tang.(v,'— «) co s p
On a d’ailleurs , par rapport au plan fixe ,
tangp/=-. .
On aura donc l’angle qui se rapporte à l’origine du temps t en fonction de x , de y et des constantes a et <p , déjà déterminées; l’équation aux sections coniques donnera ensuite
cosfo— a>) = ■ (c)
La constante a sera déterminée par cette équation en fonction de quantités connues, et l’on aura par conséquent la position du périhélie sur l’orbite. Les six élémens a, e, a., <p, l, a de la section conique que décrit m autour du foyer d’attraction seront dofte entièrement connus.
L’expression précédente de a et celle de k sont susceptibles de prendre une forme plus simple; en effet, si l’on désigne par v la vitesse initiale dont, il est clair que l’on a v* = x'* + y7* -f- z'% et l’équation (a) devient
La valeur du grand axe de l’orbite, et par conséquent le temps périodique , ne dépendent donc que de la distance primitive de m au foyer d’attraction et de la vitesse de projection. L’axe ia est positif dans l’ellipse; il est infini dans la parabole, et négatif dans l’hyperbole. L’orbite décrite par m dans son mouvement autour de M sera donc une ellipse , une parabole ou
une hyperbole , selon que l’on aura v
et il est à remarquer que la
direction de la vitesse initiale n’influe pas sur l’espèce de la section conique.
En substituant pour c, c, c' leurs valeurs dans l’équation k%= c* -J- c’* -f-c**, on a
^ est la vitesse dont le corps m est animé dans le
sens du rayon vecteur; si l’on désigne donc par *j l’angle que fait la direction de la vitesse initiale v avec
le rayon r, on aura ~ = v - cos » , en substituant
pour k sa valeur \ / p .a . ( i — e*) dans l’équation pré-
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cédente, elle devient ainsi
/ .-v n*.v*.»in>
On voit donc que le demi-paramètre a.(i — e*) de l’orbite ne dépend que de la distance primitive de m à M et de la partie v . sin » de la vitesse v perpendiculaire au rayon vecteur, et qui tend à faire tourner le corps m autour de M. Si ns=goa, qu si la vitesse initiale est perpendiculaire au, rayoq vecteur a, l’orbite décrite est un cercle ; en effet , en substituant pour v sa valeur, l'équation précédente donnera dans ce cas r = a.(i — e).
3o. L’cquation (e) du n° 20 qui nous a servi à déterminer le grand axe de la section conique, est très remarquable en ce qu’elle donne la vitesse dont le corps m est animé dans son mouvement relatif autour de M, indépendamment de la forme de l’orbite elliptique qu’il décrit. En effet , si l’on nomme V cette
vitesse, on a généralement V*:= dx lkdjL~td* f et
par conséquent
D’où l’on voit que la vitesse V ne dépend que du grand axe an, et nullement de l'excentricité de l’orbite. Il s’ensuit d’abord, comme nous l’avons dit n* 22 , que 1» temps périodique en est pareillement indépendant; «nais ce résultat n’est lui-méme qu’une conséquence particulière d’une relation générale qui existe entre les deux rayons vecteurs menés aux ex-
trémités d’un arc elliptique, la corde qui soutend cet arc, et le temps employé à le parcourir. Pour développer cette propriété du mouvement elliptique, reprenons les formules de ce mouvement, savoir :
“ • Ct fî—
t = a*.(u — e.$inu), r = a.(i — e.cos u), r= — ^
i -f- e.cos v
Soient/' le temps qui répond à une autre position quelconque de la planète m, et/, u! , v' ce que deviennent r, u, v relativement à cette nouvelle position , an aura »
J =a * • (u — e.sinu'), r'=a.(j— e.cosu'), /=— ^* ~ **) _
i -f- e. cos v
Si l’on retranche l’expression de t de celle de /', oa aura
e — / — a* ,(u' — u — ë.sin u1 - f- e.sin u).
C’est le temps que la planète emploie à décrire lare elliptique compris entre les deux rayons r et /. Si l’on fait pour abréger t' — t ^-=28, u'-f- u = ax, u' — u = 2 s', et qu’on observe que
sin u — sin u= 2 . sm .cos —^—=2. sms. cos/,
on aura
0 = «*.(s — ■e.sin r.cos/). ( d)
Nommons c la corde qui joint les extrémités des deux rayons r et/, <•' — v sera l’angle qu’ils comprennent entre eux, et en considérant le triangle formé par
ces trois droites, on aura
c* = r* -f- r* — irr' . cos (y' — »<) ;
équation qu’on peut écrire ainsi
(n-f-r)* — c*=2rr'.[i-f-cos(t>' — t')]=4/r'.cos*<— (e)
Substituons dans cette équation , à la place des angles v et v' y leurs valeurs en u et u . Si l’on compare entre elles les deux valeurs de r, on trouve aisément
. a.l/i — e’.sinu a. cosu — ne
sin v = , cos v ■=. ;
on aurait de même
. , a. l/ 1 — e’.sinu' • , a. cosu' — ae
smo = , , cos o = ; •'
d’ailleurs
/■/•' = a*. ( 1 — e.cosu).(i — e.cos u')
=a*.[i — e. (cosu-j-cosi/)-l-e*. cosu. cos u'~\.
En observant que cos(v' — v)=cos vcos o'-f-sin v si no', on aura donc
rr'.(i-t-COs(o' — o)]
=a‘.[ 1 +cos(u' — u) — 2e.(cosu-t-cosu')+<f'.(iH-cos.(u'+u)] ,
ou bien
r/. cos*. • )
=a./cog. ïiziîf — M.cos !™.cos !^+.w,^±iO (/)'
—a' . (cos* — e.cos»')*. J
.(cos Tome I.
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Faisons pour abréger r+r'+c=2^, Mur' c= iq , ce qui donne (r+r)* — cx=^pq et r+ en
vertu des équations (e) et (J~) , on aura
\/pq = a. (cos s — e.coss').
En substituant de même pour r et r' leurs valeurs en u et u' dans l’équation p+q = r-\-/, on trouvera
p + q = a . [2 — e . (cos u + cos u')] =■ ■ (*— f •' ««■ 1 • «**')• (g)
Si l’on tire de cette équation la valeur de e.coss' et qu’on la substitue dans la précédente , on aura
\ /pq+ V — ?)
cos s — — — t
et par suite
Si l’on suppose donc
ï — COS Z ,
on aura
cos as = cos z cos z' -f- sin z sin z' = cos (z' — z) ,
et par conséquent 5 = * * , ce qui donne
% — z sin a' — sine
tang 5 = tang. — = —
Reprenons maintenant l’équation (d) qui exprime le temps employé par la planète à parcourir l’arc el-
— ü ttoogle
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liptique soutendu par la corde c. Si l’on élimine e cos s' au moyen de l’équation (g) , on trouve
équation qui ne contient déjà plus, comme on voit, l’excentricité e. Si l’on y substitue pour s et tang s
leurs valeurs, en observant que?a — cos z-f-cosz',
on aura
t'-— t=n*.(z — z — smz'-f-sinz); ( h )
expression très simple où le temps est exprimé en fonction de la corde de l’arc parcouru, et des deux rayons vecteurs menés à ses extrémités. C’est le beau théorème quTSuler avait trouvé le premier pour la parabole , et que Lambert est ensuite parvenu, par des considérations géométriques , à étendre à l’ellipse et à l’hyperbole.
Si l’on développe l’arc z' en série par rapport à son sinus, on aura
, . , sinV /
* — sic z = 5.1 1
3* . «in* z j 3*.5.sin,z
iin<z . \
— + etc.j,
série d’autant plus convergente que le grand axe 2 a sera plus considérable. Si ce grand axe devenait infini , l’ellipse se changerait en parabole; on aurait simplement alors, en remettant poursin a' sa valeur,
tous les autres ternies de la série s’annulant par la
supposition de a'= On aurait de même
z — sin z
et par conséquent
c’est l’expression du temps employé à décrire l’arc de parabole que soutend la corde c. Nous étions déjà parvenus à cette expression n° 27 ; elle est d’un grand usage dans la théorie des comètes.
Le grànd axe 2a est négatif dans l’hyperbole ; les valeurs de cosz et cosz' deviennent alors plus grandes que l’unité , et par conséquent les arcs z et z' auxquels ces cosinus se rapportent sont imaginaires. Si l’on nomme c le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité, on a c*'V—> 1 = cosz-+- \/ — 1 .sinz, d’où l’on tire
on a de même
z'=-p;L=.log.(cosz'-f- V — I .sins'y.
La formule (h), en y changeant a en — a, donne donc pour l’hyperbole
✓_*=jr V^— l.nnu'zp)/— «;sins
L-iog.(/+ i/y*-o±iog.(j-+vV-o
La formule (h) , qui donne le temps indépendamment de l’excentricité , doit encore avoir lieu quand l’ellipse indéfiniment aplatie se change en une ligne droite ; celte formule exprime alors le temps qu’un corps mu sur le grand axe mettrait à s’avancer vers le foyer placé à l’autre extrémité. Or, en considérant la chute rectiligne d’un corps attiré vers un centre fixe, ce corps partant du repos à la distance aa, on trouvera que le temps qu’il emploie à parcourir l’espace p' — p est exprimé par cette formule
t’ — t = a*.(z' — z — sinz'+sinz), dans laquelle on fait pour abréger
. = COSZ , = COS Z.
Cette expression doit être identique avec l’équation (A) ; ce qui donne
et par conséquent
2ÿ4 ’ THÉORIE ANALYTIQUE
d’où il suit que le temps que la planète emploie à parcourir l’arc soutendu par la corde c est précisément le même que le corps mettrait à décrire le long du grand axe le même espace c en partant de la distance p'. Si l’on suppose p = o, p'=a a, on aura
t' — t = a* .7r, en nommant tt la demi-circonférence, dont le rayon est i ; c’est le temps que le mobile emploie à parcourir le grand axe aa, et il est égal à la durée d’nne demi-révolution de la planète m, ce qui est conforme au théorème précédent.
On voit donc qu’il suffit de la moindre force tengentielle à l’aphélie pour changer le mouvement rectiligne d’un corps attiré vers un centre fixe, en un mouvement de révolution autour de ce centre; mais le temps que le corps met à descendre vers le foyer reste le même dans les deux cas.
Il existe toutefois, comme l’a remarqué Laplace , une différence essentielle entre ces deux mouvemens; dans le dernier, la planète m, après avoir atteint l’extrémité du grand axe, revient au point dont elle était partie. Dans le mouvement rectiligne, au contraire, le corps parvenu au foyer d’attraction , passe au-delà , et s’en écarte en vertu de sa vitesse acquise d’une distance égale à la hauteur dont il était descendu , en sorte que ce n’est qu’après deux révolutions de la planète qu’il se retrouve avec elle au point de départ.
5i . Supposons maintenant que l’on connaisse deux
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lieux de la planète dans son orbite , et le temps employé à parcourir l’espace qu’ils comprennent ; on peut encore, dans ce cas, en conclure tous les élémens de l’orbite. En effet , désignons par X , Y les coordonnées rectangulaires de m, rapportées au plan et au graud axe de son orbite , on aura
X = r.cosv, Y = r.sinv;
on a d’ailleurs
’ I-+-*.COSf"
=a.( i — e.cosu);
d’où l’on tire , n* 20 ,
X==a.cosu — ae, Y=.a.\/\ — e'.sinu;
équations dans lesquelles on peut substituer pour u sa valeur déterminée par l’équation (4), du même n*.
Soient x, y, z , les trois coordonnées de m par rapport à un plan fixe quelconque, passant par le centre de M , a> l’angle que forme le grand axe de l’orbite avec son intersection sur le plan fixe , et la longitude de cette intersection comptée de l’axe des x, et <p l’inclinaison mutuelle de ces deux plans ; soient enfin X' et Y' les coordonnées de m rapportées à la commune intersection du plan de l’orbite et du plan fixe ; on aura
X'==/\cos(t' — ai), Y'=r.sin(v — a»).
d’où l’on tire, en substituant pour r.cosp et r.sin v leurs valeurs ,
■X'ssX.cosa-f-Y.sina , Y'= — X.sio«-f-Y.cos£*>.
Cela posé, on trouvera par les règles ordinaires de la transformation des coordonnées, en mettant pour X' et Y' les valeurs précédentes,
.T = (X . tos »-f-Y . si u«) . cos«-f" (X . sin 0 — Y . cos «) . cosp .sia » , ^'■=(X,cos«>-t-Y.sin«).sin«— (X.sin* — Y.cos«).cosçi.cos« ,
2 = — (X.sin « — Y'.cosdQ.sinp.
Le second lieu de la planète fournira trois équations semblables, et en nommant x' , y1 , z' les coordonnées de m relativesjà ce nouveau point, on aura six équations entre les six quantités connues x,y, z, x', y' y z' et les six constantes a, e, <p, a, l, u, et par conséquent, tout ce qui est nécessaire pour déterminer ces arbitraires. Mais comme l’anomalie excentrique u est donnée en? fonction du temps, que nous supposons connu , par une équation transcendante, le problème ne peut pas se résoudre dans ce cas algébriquement, à moins cependant que l’on ne suppose très petit l’intervalle de temps écoulé entre les passages’de la planète par les deux points donnés. Dans ce cas, les coordonnées a:', j', z' peuvent se réduire en suites convergentes ordonnées par rapport au temps t ; et comme nous aurons occasion d’en faire usage dans la théorie des comètes, nous allons développer ici ces séries.
3a. Si l’on regarde les variables x, y, z qui déterminent^ chaque instant^a position de la planète ou de la comète in, comme des fonctions du temps t, et qu’on nomme x, y, z les valeurs de ces variables relatives à l’époque où t=so, et x, y, z leurs valeurs
relatives à une autre époque quelconque, on aura en général
, dx . . cfx /* , d'x <’ ,
x = x + 57 ‘ + -5? • 7^ + "5? TT3 + etc • ' I
S = Y + dimt+df •175 + ^r,7_T^ + etc-»/W
1 dz f d* z t ,
rfr* * 1.2.3 rf3z /’
-f-etc. ,
les coefficiens différentiels etc. , dési-
gnant ici ce que deviennent les différences
dJ-, etc., lorsqu’on y fait l = o.
Les équations différentielles du mouvement elliptique donnent , en faisant p = 1 ,
d‘x x çPy y d^z s
55 — ?’ 55 1** dl ’ r1’
Si l’on différencie successivement la première de ces équations, et que pour abréger on fasse
rdr x dx -+- ydy -f- tdz
s — 57 ~~ ~ di *
ou aura
d’x __ 3s ^ 1 dx '
dix f 3 ds 3.5. s* l\ , 2.3.» .
55 ■ 57 ~ r1 dt ’
etc.
îç>8 THÉORIE ANALYTIQUE
et pour avoir de même les différences successives d ey et de a, il sulïira de changer simplement x eny et en z dans les expressions précédentes.
Si l’on suppose t—o dans ces équations, x,y, z, r, s,
dx dy dz . dx dy dz
dt’ dt’ 57 se changent en x, y, z, r, s, -, g-. Si
l’on effectue ensuite les substitutions dans les équations (g), et que pour abréger on fasse
dx!
, dx'
, dz'
ds
dt
~dt
dt~
et
RJ
■rn + -r-
+etc. ,
on trouve
x = xV+x'U, jt=yV-|-y'U, z=zV-+-z'U. (/)
Ces expressions donneront les valeurs des coordonnées x, y, z relatives à un instant quelconque en fonction des coordonnées x, y, z, qui se rapportent à l’époque où l’on compte t = o, des différences premières et secondes de ces quantités et du temps écoulé depuis cette époque.
35. Si l’on suppose donc, comme dans le n° 3i , que l’on connaisse deux lieux dè la planète m dans son orbite, en substituant dans les équations précédentes , pour x , y , z , leurs valeurs relatives au premier point donné de l’orbite, et pour x, y, z et t , leurs valeurs relatives au second, en ne portant l’approximation que jusqu’aux troisièmes puissances du
temps, on aura trois équations qui donneront les valeurs des trois quantités x', y', z', et l’on déterminera celles des six constantes a, e, <p, a, l, oo, comme nous l avons fait n° 2g.
Il est bon de remarquer que les deux quantités s et s' déterminent immédiatement deux îles principaux éle'mensde l’orbite, le grand axe et l’excentricité. En effet, les équations (e) et (d), n° 20, en remplaçant
h et k par leurs valeurs et -r-^~ par s, donnent 2r — — — s,=a.( 1 — e*):
d’où, en différenciant et divisant par.nfr, on tire
Si dans ces équations on substitue à la place de r, s et s' leurs valeurs relatives à lepoque où t =0, elles donneront
On aura donc ainsi les valeurs de a et de e. On voit de plus que les quantités que nous avons désignées par s et s\ et qui entrent dans les valeurs de V et U, ne dépendent que de la figure de l’orbite et sont indépendantes de sa position. Dans la parabole , le grand axe 2a est infini, et le demi-paramètre a.(i — e*)est double de la distance périhélie; en nommant donc D cette distance, les équations précédentes donneront dans ce cas
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34- Enfin la figure de l’orbite peut encore être déterminée par les formules du numéro précédent, dans le cas où l’on connaît seulement les trois rayons vecteurs r, r', r", et les temps t et t' employés par le mobile à parcourir les intervalles qui les séparent. En effet, si l’on ajoute entre elles les trois équations (l) après les avoir élevées au carré, qu’on observe que x* -f- z* = r% on aura
r* = (x* -+-?*+ Z*). V‘+2.(xx'-f-YY'-f-Zz') .VU -f-(x,,-t-Y,*+z'*).U\
On a d’ailleurs, n°* 3a et 33 ,
x*-f--ï*-f-z‘ = R*, xx'+Yï'-f zz' = s,
On aura donc
r*=R*.V* + 2s.VU-f-(i-{-s').U.
Cette équation donnera la valeur de r relative à un temps t quelconque lorsque les quantités r , s et s', relatives à l’époque , seront déterminées.
Supposons que l’on fixe l’origine du temps, qu’on peut prendre à volonté à l’instant où le rayon vecteur de m est égal à r; qu’on nomme t et. t' les intervalles de temps qui séparent les passages de la planète par les trois points dont les rayons vecteurs sont donnés, on aura
r'* = r* . V + a*.' VU 4- ( J + #').U ,
/"• =r*. V'4- as ; VTJ'+ G +
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V' et U' désignant ce que deviennent V et U lorsqu'on y change t en t'.
On aura donc deux équations entre les inconnues s et s'y au moyen desquelles on pourra déterminer leurs valeurs. Elles donneront immédiatement le grand axe, et l’excentricité par les formules ( m ); on aura ensuite l’angle compris entre le rayon r et le périhélie parla formule (c) , n° 29.
35. C’est en comparant les positions des planètes observées à différentes époques, qu’on a déterminé les élémens de leurs orbites ; et comme ces corps ne sont jamais à d’assez grandes distances de la Terre pour échapper aux instrumens astronomiques , on a pu répéter ces observations autant qu’on l’a jugé convenable, et par des corrections successives, on est parvenu à fixer ces élémens avec toute la précision désirable. La petitesse des excentricités et des inclinaisons mutuelles des orbites planétaires a beaucoup contribué aussi à faciliter ces recherches; mais il n’en est pas ainsi par rapport aux comètes : non-seulement leurs excentricités et les inclinaisons de leurs orbites varient à l’infini , mais encore, comme ces orbites sont en général très allongées, elles ne sont visibles pour nous que lorsqu’elles reviennent dans la partie la plus voisine du Soleil ou vers leurs périhélies ; leur éloignement les dérobe ensuite à nos regards, et souvent elles disparaissent pour toujours. C’est donc un problème d’analyse fort intéressant que celui qui a pour objet de déterminer les élémens de l’orbite d’une comète d’après un certain nombre d’observations faites pendant la durée de son apparition, puisque c’est la
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seule donnée que nous ayons pour reconnaître ces astres lorsque la suite des temps les ramène vers le Soleil. Les plus grands géomètres, depuisNewton, se sont exercés sur cette question , et nous avons aujourd’hui différentes méthodes pour la résoudre ; nous ne nous arrêterons pas ici à exposer aucune de ces méthodes, ce qui nous entraînerait dans une trop longue digression; nous reviendrons sur cet objet lorsque nous aurons achevé la théorie des planètes, et nous consacrerons un livre à part à la détermination des élémens de l’orbite des comètes et à la théorie de leurs perturbations.
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CHAPITRE YI
Variations des Constantes arbitraires qui entrent
dans les formules du mouvement elliptique , ou
Théorie des Perturbations planétaires.
36. Nous sommes parvenus , dans le chapitre IV, à intégrer complètement les équations différentielles des mouvemens des centres de gravité des corps célestes autour du Soleil, lorsqu’on n’a égard qua l’attraction de cet astre, et qu’on fait abstraction de leurs actions mutuelles. Nous avons vu que, dans ce cas, les orbites qu’ils décrivent sont des sections coniques dont le Soleil occupe un foyer et dont les élémens sont les constantes arbitraires introduites par les intégrations. Dans le chapitre suivant, nous avons montré que la détermination de ces élémens ne dépend que de la vitesse dont le corps que l’on considère est animé dans un point donné de l’orbite, ou, ce qui revient au même, des forces qui le sollicitent à une époque déterminée, Or, la force qui fait décrire aux corps célestes des sections coniques autour du Soleil est la puissance attractive de cet astre combinée avec une impulsion que ces corps peuvent être supposés avoir reçue à l’origine du mouvement , dont on peut fixer l’époque à un instant quelconque. Il suit de là que si , la force attractive restant la même, la force d’impul-
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sion éprouve un changement quelconque, la nature de l’orhite ne variera pas, mais ses élémens en seront plus ou moins altérés; de sorte que l’orbe elliptique d’une planète, par exemple, pourra devenir parabolique ou hyperbolique , et la planète se trouvera ainsi transformée en comète. Imaginons maintenant qu’au lieu d’éprouver une variation finie qui n'agit que pendant un instant, l’impulsion primitive soit soumise à des variations infiniment petites, mais dont l’action soit continue, comme on peut supposer que cela a lieu à l’égard des corps célestes en vertu de leurs actions mutuelles; l’orbite pourra encore, pendant chaque intervalle de temps dt, être regardée comme une section conique dont les élémens sont constans pendant cet instant, et varient seulement dans l’instant suivant. Les variations de ces élémens serviront à déterminer l’effet des forces perturbatrices.
Les observations avaient fait voir, en effet, depuis long-temps que les élémens des orbites planétaires ne sont pas constans, et que ces orbites doivent être regardées comme des ellipses dont les dimensions et la position dans l’espace varient par degrés insensibles, de sorte que l’ingénieux artifice de calcul que nous avons développé dans le chapitre III, et qui consiste à faire varier des quantités regardées d’abord comme constantes pour étendre la solution d’une question particulière à celle d’une question plus générale , semble, dans la théorie des perturbations planétaires, avoir été indiqué aux géomètres comme le résultat des observations, dont il n’est , pour ainsi dire , qu’une simple traduction.
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Exprimons par des formules analytiques les considérations précédentes.
37. Si l’on désigne par m la masse de la planète dont on consiaère le mouvement relatif autour du Soleil , par M celle de cet astre, et par m', tri*, ml" f etc. , celles des planètes perturbatrices; que l’on nomme oc, jry z les coordonnées de m rapportées à trois axes rectangulaires passant par le centre de M ; x',y,z', les coordonnées de m! relatives aux mêmes axes, et ainsi de suite; si de plus on fait pour abréger xm -J- z*=r*,a/*-f-ÿ*-J-s'* = etc. , et qu’on
suppose
xx'+yy'+2z\
**+yy"±2L'\
on aura, n* 8, pour déterminer les
mouvemens de .
m autour de M, les trois équations différentielles
suivantes :
cPx . /ux dK
■ -Z py —
df ' r‘ dyf
cPz , ftt rfR
Si dans ces équations on fait R=d, elles deviennent celles du mouvement elliptique que nous avons intégrées dans le chapitre IV. Supposons à l’une quel- Tomb I. 20
3o6 THÉORIE ANALYTIQUE
conque des intégrales premières auxquelles nous
sommes parvenus, cette forme
a = Fonct.(jc,7, s, xjfjr„ z„ t), («)
en désignant par a une des arbitraires introduites par l’intégration, c’est-à-dire l’un quelconque des élé— mens de l’orbite elliptique , et en faisant pour abréger
_ dx J*
xi~~dt’ dt * • dt
Si l’on veut que pendant l’instant dt l’ellipse décrite dans le cas où R est nul , et l’orbite troublée coïncident, il faudra supposer aux variables x,j, z, et à leurs différentielles premières x,, z„ les mêmes valeurs sur les deux courbes , et par conséquent l’expression de a ne changera pas , soit que l’on considère le mouvement elliptique ou le mouvement troublé . Mais dans ce dernier cas , les vitesses x^y,, z', au bout de l’instant dt , sont augmentées respectivement par l’effet des forces perturbatrices des trois quantités infiniment petites ~ . dt , gr ‘dt, . dt ; on ne
peut plus alors regarder l’élément a comme constant, et en ajoutant aux vitesses x„ J,, z„ dans l’expression de cet élément, leurs variations, on aura pour déterminer la variation correspondante da.
da
/ da JR , da JR , Ja JR\ \dx, ' dx dy , * dy dx, dz)
Si l’on considère l’équation (a) comme une intégrale première des équations (A) dans le cas où l’on a R=o,
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il est évident quelle satisfera encore aux mêmes équations , dans le cas où leur second membre n’est pas nul. Eu effet, les valeurs des coordonnées x, y, z, et de leurs différentielles xtdt, y,dl, zdt , sont par notre hypothèse supposées les mêmes dans les deux cas, et ces quantités ne diffèrent que par leurs différentielles secondes; de sorte que si l'on désigne par (x,), (y,), (z,) les valeurs de xlfyJtz;t dans le v cas où R est égal à zéro, on aura x/=(x/),y/=(j-/), z/=(z/), et en différenciant
dxp^idxyrïx, , djy=ddyyr$yt, dz^dz^+Sz,.
Cela posé , différencions l’équation (a.) , et désignons par fonct. ( x,y , z, xt, y z, t) la différentielle du second membre dans le cas où R = o ; on aura
o = fonct. [x , y t z, x„ylt Z/, t).
Cette même équation , en y faisant varier à la fois les constantes et les variables, pour l’appliquer au cas où R n’est pas nul, donnera
rfa=fonct. (x,y, z,x„y„ 0 + • ** ■**')•
ou bien , en retranchant la première différentielle de la seconde
Or, si l’on substitue à la place de dans
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les équations (A), leurs valeurs (dx^S'x,, {dy)+Sylf
(dzt)-\-Szn on a
fyr—dÿ’d1’
puisque les quantités (dx), (dy,), (Jzj/sont en effet supposées satisfaire à ces équations dans le cas où R est nul. Si l'on remplace donc J/, , S'z, , par leurs valeurs dans l’équation (b) , et qu’on substitue pour da la valeur que nous lui avons supposée dans l’équation («'), on voit qu’on aura une équation identique, et que par conséquent l’intégrale (a) satisfait également aux équations différentielles (A), soit que l’on néglige , soit que l’on considère l’action des forces perturbatrices : la seule différence, c’est que dans le premier cas l’arbitraire a est constante , et que dans le second elle doit être regardée comme variable. Il en serait de même de toute autre intégrale première des équations (A), abstraction faite de leur second membre, quel que soit le nombre des constantes arbitraires qu’elle renferme.
Reprenons la valeur de la variation différentielle
de a.
da = (- + ~ + t -^\dt.
\dx, o£i ‘ rfy, dy rf», dz)
On peut donner à cette expression une autre forme,' qui a l’avantage de conduire à des expressions très simples, pour les variations des élémens elliptiques. Il suffit pour cela de substituer aux différentielles de la fonction R relatives aux variables x, y, z, leurs
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différentielles partielles prises par rapport aux constantes introduites dans R par la substitution de§ valeurs de xtjr, z en fonction du temps et des élémens de l’orbite elliptique. Si l’on désigne par a, b, c, j\ g, h ces six constantes arbitraires, en suivant la marche que nous avons indiquée dans le n° 16, on trouvera
“H (a>g) • ^ • dl+ (a>h) • S • ^ ’ » j
expression dans laquelle on fait pour abréger
, » « da db da db , da db da db
' *“ Ix, ' dx dx‘ dx , djrt ' dy dy' dy ,
da db da db
dî/ ' dz dz ' 5T'
Et l’on suppose aux quantités représentées par
(a, c), (<*,_/), etc., des valeurs analogues fournies par la même équation, dans laquelle on substituera simplement les lettres c , f. g , h, à la place de b. '
Celte expression de da est surtout remarquable en ce que les coçfficiens ( a , b), ( a , c ), etc., qui multiplient les différentielles partielles de R , sont des fonctions des constantes a , b, c,ft g , h, qui ne renferment pas le temps implicitement. Cette proposition, que nous avons démontrée généralement n° 17, peut se vérifier ici d’une manière fort simple. 11 suffit pour cela de faire varier le temps / dans les expressions de (a, b), (a, c ), etc.
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En effet, différencions l’expression précédente de (a, b), nous aurons
. ( la
. db
db
, da db , da
da
, db
' dx~ dx'
d-dx + dx-ddï,-
~Tx
d‘dx,
da
, db
db
, da , db , da
da
a db
+ Ty,
dy
~ dy,
■ d.-r --\--r.d.-rdy dy dy,
~ dy'
dy, ,
da
, db
db
, da db , da
da
, db
ddx-
~ dx,
ds;+7üddi,~
dz
dx;
Formons les valeurs
des
différentielles d.
da
Tx9
d‘dX;
, db d'Tx’
j db
d-dï>
, da
dy
etc.
, qui entrent dans le
second
membre de cette équation.
Si l’on différencie par rapport à la variable x, l’équation
a = Fonct. {x , j t z, x,t jr„ z„ t ), (a)
et qu’on la différencie ensuite une seconde fois par rapport à t, en faisant varier tout ce gui varie avec
le temps t , qu’on substitue pour leurs va-
leurs xt, yt, zn et qu’on observe que si, pour abréger, on fait ^=V, les équations du mouve-
ment elliptique donnent
dx, dV cfy, dV dz‘ — •
~dt dx ’ dî dy ' dt dz 1
on aura
, da
+ dxx'*‘ + dxdy' dxdz'
d’a d\ #a_ rfV , dV\
^ dxdx, ' dx dxdy, ' ïïÿ dxdz, dz ) .
.dt.
ogle
Mais en différenciant simplement par rapport au temps t lequalion (n) , on a
da . . da , , da , • da ,
■di+dï-d*+Ty-dy+Tz-dx
, da . , da , da ,
+dï-dx'+zï-dy'+di-it'=o-
Le premier membre de cette équation doit devenir une fonction de/, x,y, z, xt, y/t zlf identiquement nulle, lorsqu’on y substitue pour docl , dyt, dzt leurs valeurs tirées des équations (a), puisque l’équation (a) est une des intégrales premières de ces équations. Cette substitution donne
da , da , da , da
dt+dï'X'+lÇ'7‘+Tz'Z‘
da dV -, da dV da c IV
' " dx, ' dx dy f". dy dz " ~dz^
Cette équation étant identique par rapport à t, x t y, zt x’, y, z1, subsistera encore en faisant varier séparément ces quantités ; je la différencie par rapport à x , et je trouve
dxdt1 dx' " ** ‘ r dxdy ' ' dxdz ' Z‘
dx''
-£dy*>dV . d'a
u t , i* «. d\ , d'a dV dxdx/ dx dx dy/ dy dxdz.' dz
da d'V
da d'V . da d'V ...
‘ ' dÿ/ dxdy ' /Jr*
da
3x]‘ dx •
dz . ' dxdz '
La valeur de la différentielle de se réduira, en vertu
de cette équation , à
, da f da d'V . da d'V . da d'V \
3ia '
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On trouvera de la même manière
/da d’V da d'V da d'V\
\rijr( ‘ dxdy dy, ’ dy' ‘ dx, ’ dydx)'
j da
(da d'V , da d'V , da d'V\
\dx, ' dxdx ' dy, ' dydx dx’’ dx')
Si l’on difërencie la valeur de a , d’abord par rapport à xt , et ensuite par rapport au temps t , ou aura
j da ( d'à d’à . d'à d'a
‘ dx , dxdx, " X,“^“ dydx, dxdx, ’ Z/
. d'a dV d’a dV , d'a dV\
' dx' ‘ dx dxdy, ’ dy " dxdz, ' dx)
mais si l’on différencie , par rapport à xt , l’équation identique 6), en remarquant que V ne contient pas les variables x,, yt, z,, on a
d'a . da d’a . d'a . d'a âxjdt ' dx dxàx'X> dydx dxdx, 'Z‘
, d’a dV , d’a dV d'a dV dx' ' dx ** dxdy, ’ dy * ’ dxdx, * ris
On aura donc simplement, en vertu de cette équation.
On trouverait de même
Et en supposant la constante b donnée par une e'quation semblable à celle qui détermine a, on aura
'8iî
pour les différentielles d.^, d."^ , d.‘^t d.^- ,
db
db
db
, d.ÿ- , des expressions semblables aux précédentes , en y changeant seulement a en b.
Si l’on substitue ces valeurs dans l’expression de d.(a, b), on verra que les termes qui contiennent
« i> mi/ .. il i du db du d^ du db les différentielles de -y— , -j- , t , -r- , se
dx/ dx/ dy, dy,’ dz / dz
détruisent mutuellement, et qu’en ordonnant par rapport aux différences partielles de V les termes
qui contiennent les différentielles de ^ etc.,
les coefficiens de chacune de ces différences se réduisent d’eux-mêmes à zéro.
D’où il suit que la quantité représentée par (a, b), et par conséquent les autres quantités semblables (a, c), {b, c ) , etc. , ne renfermeront pas le temps t et ne pourront être que de simples fonctions des constantes a, b, c, etc., lorsqu’on aura substitué, à la place de x,y, z,xt,ylt z/f leurs valeurs elliptiques en fonction de ces constantes et du temps t.
Ainsi , la variation différentielle da de l’un quelconque des élémens de l’orbite de m se trouve exprimée par une formule qui ne renferme que les différences partielles de R , prises par rapport aux cinq autres élémens b , c, etc., et multipliées par des fonctions de a, b , c , etc. , indépendantes du temps.
Ce résultat remarquable n’est qu’un cas particulier de celui que nous avons obtenu d’une manière générale, dans le n° 17; mais, vu son importance dans la théorie des perturbations planétaires , nous
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ayons cru qu’il ne serait pas inutile de montrer comment on y peut parvenir immédiatement, par la seule considération des formules du mouvement elliptique, et comment se vérifiait, dans ce cas, d’une manière très simple, l’indépendance des symboles (a, b), ( a , c) , etc. , à l’égard du temps t.
Il nous eût été facile, d’ailleurs, de déduire immédiatement et indépendamment de toute autre considération, la formule (i), de la formule générale (D) du n° 18.
En effet, si l’on ne considère que le mouvement d’un seul corps m , dont les trois coordonnées rectangulaires x,y , s ne sont liées entre elles par aucune équation de condition , on pourra prendre pour variables indépendantes ces coordonnées; on aura ainsi <p~x, 4— ô = z , ce qui donne <p'=xlf 4 1 —y, t fl,sss z/, et la valeur de T se réduira, dans ce cas, à
d’où l’on tire
dlO rfT
= mx,, u = 2ç=my„ v = ^ =
mz.
Ces valeurs, substituées dans la formule générale (D) , en observant que la fonction représentée par SI doit être ici remplacée par t?iR , reproduisent la valeur de da , à laquelle nous sommes parvenus plus haut.
3g. Appliquons la théorie précédente au calcul des perturbations planétaires.
Reprenons , pour cela , les diverses intégrales que
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nous ont fournies les équations du mouvement elliptique, et déterminons, d’après la formule générale (i), les variations qu’il faudra faire subir aux constantes arbitraires qu’elles renferment, pour étendre ces intégrales aux équations différentielles du mouvement troublé; Nous sommes parvenus, dans le chapitre IV , aux huit intégrales suivantes :
xjr, — xj—c, zx,— zpc— c', yz,— y, a— c", j
/•=£.( i — e.cosü), .(u — e.sinw) ,
l -f- e . cos^ — a)
Nous supposons , pour plus de simplicité , fx. = i .
Ces intégrales contiennent sept constantes aibitraires; mais comme elles ne doivent en renfermer que six distinctes entre ellçs , l’une de ces arbitraires est nécessairement comprise dans les six autres.
En effet, on a, n“ 20 , entre les constantes c, c , c", a, e, l’équation de condition,
De sorte que ces cinq constantes n’équivalent réellement qu’à quatre arbitraires distinctes, et qu’on peut regarder l’une d’entre elles, prise à volonté, comme fonction des trois autres. Les constantes c , c', c" fixent la position du plan de l’orbite; et en nommant <p son inclinaison sur le plan des xy, et a.
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la longitude de son nœud, comptée sur le même plan , à partir de l’axe de x , on a
tang <p = , tang<v= — 7 ,
d’où , en faisant pour abréger A* = c* -f- c'* -+- c on tire
c=k.cos<p, c'z=. — Æ.sin<p.cosa, c*=A:.sin<p.sina.
Ces valeurs nous seront utiles dans les recherches suivantes.
La constante eo exprime la longitude du périhélie comptée sur le plan de l’orbite à partir d’une ligne fixe prise à volonté; nous supposerons, dans ce qui va suivre, que cette ligne est l’intersection du plan de l’orbite avec le plan fixe des x y, et nous nommerons g ce que devient dans ce cas la constante u> ; la dernière des équations (B) donnera ainsi
cos (v — g) = ^=-r. (B^
4o. Cela posé, les six arbitraires dont nous allons déterminer les variations d’après la théorie générale exposée au commencement de ce chapitre, sont les cinq constantes a, et, <p, l, g, et la constante k dont le carré représente le demi-paramètre de l’orbite, et que nous emploierons de préférence à l’excen- • tricité e, parce que les calculs qui s’y rapportent sont moins* compliqués. Ces constantes , substituées tour à tour à la place de a et b dans la formule générale, produiront quinze quantités symboliques (<7, A), (n, et), (A, a), etc., qu’il faudra calculer
»gle
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par la formule (a). Commençons par chercher les valeurs de ces quinze quantités.
Formons d’abord les combinaisons (a,k), (a,<p)r (a, a), (k,<p), {h, a.), (a,<p), où n’entrent point les constantes / et g. Si l’on ajoute les carrés des trois premières équations (B) , on aura la valeur de k en fonction de x,y, z, x,,y,, z,i en mettant à la place de c, c', c", leurs valeurs dans les expressions de a. et <p, on aurait de même la valeur de ces constantes en fonction de x, y, z, xt,ylt z(. On pourrait donc ainsi déterminer directement, d’après la formule (2), les six quantités précédentes ; mais il sera plus simple de regarder les constantes k, a., <p comme fonctions des ! constantes c, c', c", et d’employer dans cette recherche la formule (E) du n° 18. *
Si, au moyen des quatre premières équations (B), on forme les différentielles partielles des arbitraires c, c', c" et a, prises par rapport aux variables x,y, z, xt, y t , z/f qu’on substitue ensuite les valeurs résultantes dans la formule (2), on trouvera sans peine
La constante k est déterminée en fonction de c, c', c ", par l’équation
k*= c‘+(/*+ c"‘ ; la formule (E), n* 18, donnera donc
{a,k)=z{a,c).~ + d’où l’on tire
•Si
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Les deux arbitraires <p et <t étant déterminées par les équations
VV'-t-?* . c"
taug <p = , tang <x =
on aura de même
Pour former les deux combinaisons ( k,<p ) et (£,«), remarquons que l'on a par la formule citée
v,k)=v,c)\>+{cyycj,
Si l’on substitue pour (c,c'), {c,c"), (e',c"), leurs valeurs, en observant que l’on a, n°i8, (c',c)= — (c,c'), (c",c) = — (c,c"), (c",c')= — (c',c") , on trouve
D’ailleurs
Par conséquent
(A,{p)c=o, (A, et) = o.
Pour former la combinaison (u,<p), remarquons que l’on a
cos 9 — I »
d’où l’on déduit
Nous omettons le terme , parce que {&,k) est
nul, comme nous venons de le voir.
et en substituant pour (c',c)> (c*,c), -^7, leurs valeurs
(a,c)=— cos* = — 1 ,
et par conséquent
Passons au calcul des combinaisons dans lesquelles entrent les constantes l et g, et commençons par chercher les valeurs des quatre quantités ( a,l ), (A, Z), (ç,Z) , (a, Z). Si dans la septième des équations (B), on substitue pour u sa valeur donnée par l’équation qui la précède , cette équation prendra cette forme
Z = — t + Fonct. (a , k, r ) ; ( c )
d’où l’on tire, en faisant d’abord abstraction des constantes a et À-, '
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dl dl dr _____ x dl
dx dr' dx ' r’drf
dl _j_ dl dr jr dl
dy dr " dy ~~ r ' dr’
dl_ dl_ dr _ x M
dz dr " dz r ' dr'
La valeur de l ne contenant pas les variables x, ,yt , z/ , on aura , par rapport à une constante quelconque b.
Pour avoir égard aux constantes a et k contenues dans la valeur de l, il faudrait ajouter au second membre de cette équation la fonction
Mais on peut l’omettre , parce que b devant représenter l’une des quatre constantes a,k,<p , a., les deux termes précédens sont toujours nuis. Il ne reste plus qu’à substituer successivement ces arbitraires à la place de b dans la valeur de (l,b).
Il est aisé de voir d’abord par les valeurs de c, c', c", que la substitution des constantes <p et a. ou de toute autre fonction de c, c, c*, à la place de b, rendra nulle la fonction
db
On aura donc aussi
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Quant à la constante a , on trouve
dtt da . da
dj;=2a-Jr'> irz=z2a‘z‘i
en faisant donc b— a dans (l, b) , on aura
■ . ! dc.r -t-rr -t-zz i. — = — .^n' _
dr
mais 1 équation (<?) donne évidemment j- = -g- > par conséquent
Faisons enfin b=k, la constante k étant fonction de c, c', c , on aura , d’après ce que nous avons dit plus haut,
Passons maintenant à la recherche des cinq dernières combinaisons (g, a), (g,k), (g,<p), (g, a) et (g,l) qui renferment la constante g. L’équation (B') donne, en la résolvant par rapport à g,
On aura donc, relativement à une constante quelconque b,
— 1 tü. * db_ I dv db \ dx, ’T" Jy ' dz • dTj dz
Tome I
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On peut omettre le dernier terme, parce que b devant représenter une des cinq arbitraires a,k,<p, et, l, ce terme est toujours nul.
Pour former les quantités^, il faut avoir
la valeur de l'angle v eu fonction des variables x,y,Z‘, or on trouve aisément
x — r. cos v. cos a — r.sin e.cos <p.sin a, y — r.cos p.sin a + r.sin v.cos <p. cos a, z = r.sin t>.sin i p ; d’où l’on tire
sint>=
r.sin ÿ *
i.cosz-f- v.sin «
COS V
Nous ferons usage de la première de ces valeurs , comme étant le plus simple. Elle donne en la différenciant
dp — xs dv — yz r' — g*
dx ~ r*. sinÿ.cos v’ dy ~ ’r'.sin 9. cos v' dz r’.sin ç.cosv’
rdz — zdr
dv z. cos p dv dt
dy r. si ii*. cos v ’ dt r’.sinp.cos*'
Substituant ces valeurs dans la formule qui donne (g,b), et ajoutant, à cause de la constante <p qui
entre dans l’expression de sin e, le ternie (<p,b) . ^ ,
on aura
Mi=-K-s>i £+-£)• î
r*.sin 9 cos v V*- * dxt ~f~"' ‘ dy t 1 “ ‘ dzt )
dh-+(a,b).<^a+(<p,b).~. (d)
r.sinip.cost' cfe(
Il ne reste plus qu’à substituer les constantes a, k, <p, a. , l à la place de b dans cette formule. Faisons d’abord b— a, nous aurons
On a de plus (a, a) — o, (<p,a)~o; par conséquent
de dv
et comme -£• = — -r. , on aura
Faisons b =k ; l’arbitraire k étant fonction dec, d, <f, on a
dh dk • , dk x-^+r-jj+z-d 7=0.
D’ailleurs (a, k) = o et (<p,k) = o; la formule qui
donne (g,k) se réduit donc à
't” ' r.sinp.coso ’ dz) r
mais A:* = c*+ c'* -j- c"*, d’où l’on tire
dk _ c ^ ~^-C J = sin $.(x. cos a+jr.sin a) ;
ou bien , d’après la valeur de cos v trouvée précédemment,
dk . „
= r.sm<p.cos v ;
par conséquent
Cherchons la valeur de (#,<?>), et pour abréger, au lieu de faire b =<p dans la formule (d) , observons
que l’on a cos <p = j , par conséquent
,11 est aisé de se convaincre que (g,c) =0; nous avons trouvé (g,k) — — 1 ; donc on a
, _v COSÇ
Cherchons la valeur de (g,*); <* étant fonction de c' et c", on a
mais il est aisé de se convaincre que I on a
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'°9 J r.sinp.cos v vr9 J dç9
/ r.sm tp. cos v J 1 VTf *
ca * ,
La valeur de tang et = — ^ donne, en la différenciant
dm c’ dm l ,
-5-7=—.. cos* *, -ru — j. cos* a.
de c * de e
Substituons ces valeurs dans (g, a), nous aurons
mais
tZc
par conséquent
ifc.sin ç ’
( x\_ cos’* /c g+c y\ ■ i_ x.cos<p
'0, ' r.sin ip.cos t» \ c'“ / i.sin^'r.sin'^.cose*
D’ailleurs les valeurs de c, c', c" , n° 3g , donnent
cos <p c.cos’ a ,, , , .
7—: — = — 7— , d ou il resuite
xr.sm $ C * '
et comme cz -f- c'y -f- c"x = b , n° ao , on a enfin
Déterminons la valeur de (g,/), dernière combinaison qui nous reste à considérer. La constante l peu;
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être regarde'e comme fonction des variables r et t, et des arbitraires a et k ; nous aurons donc par conséquent
M =(«.'■) -t + (g,-) • E ■ + fe,*) ■ s :
et comme (g,a) — o et (g,k) = — i, cette valeur se réduit à
' (fM> = fe.r)4-§.
Puisque r ne contient pas les variables zt, la valeur de (g,r) se réduit à
Le second terme est nul de lui-même, puisque l’on a
et que nous avons vu que <p étant fonction de c, c , c", la quantité .r.— - était nulle. Il ne
nous reste donc à former que la quantité ( a,r ).
, , da dr da dr da dr
' ,r dx, * dx dy t * dy ' dst " dz"
c i ... da da da dr dr .dr ,
substituons pour -7- , -r- , — r- , -3- , TetT leurs
r dx ’ dy * dz, ’ dx’ dy dz
valeurs, on aura
(o,r)=z~ . (*ar,+jy, -f- zz) = au*.
Ainsi donc
Digitize
et par conséqueut «
(a l\=aa' — - — d± =.ia' .d-$- — -
\b>L) 2a -rit * dr du dk * U dn dk'
da
Si pour ^ et ~ on substitue leurs valeurs tirées de
lequation (B') du n° 39, et de la septième des équations (B) du même numéro, différenciées par rapport à ces constantes , et en y regardant e comme fonction de a et de A , on trouvera, toute réduction faite,
et par conséquent
4 1 . Rassemblons les valeurs des quinze quantités que nous venons de déterminer, nous aurons
(a,k) = o, (a,<p) =o,(a,«) = o, (a,g)= o, (a,l)=2a% (l, A) = o, (l,<p) =0 ,(/,*) = Oj (/,g) = o ,
(A-, tp) = o, (A, a) =0, (A, g) — , 1 ,
i.sio 1 p
ifc.sin ç>
Si dans la formule générale (1), on met successivement fl, l. A, g, a. et <p, à la place de a et b, et qu’on y substitue ensuite les valeurs précédentes, on aura pour déterminer les variations de ces six quantités
da — 2 a'.^.dt, dl — — 2 a'.^.dt,
dk== f^.dl,
dS
, f/U J. cos <p JR ,
dS——-j£-dt ~~kH^ 'S? '
i 1 JR ».
dcL ■ - » J • Clt y
jt.Sin p a<p t . sin
i/.sin p ’ aW
4a. De ces formules il est aisé de conclure celles qui se rapportent à la variation des six arbitraires que nous avons considérées dans la théorie du mouvement elliptique ; il suffit pour cela de remplacer les constantes Z, À', g par leurs valeurs en fonction de ces
arbitraires. Nous avons supposé, n" 24 et 5g,
nî — t — o) , k — \/«-(> — e%) ;
* % — n étant par hypothèse égale à a \
On tire de là en différenciant
de=da> -4-n.dl
de—-
'j/2=£.dk + -
.da.
Quant à la valeur de da 1, remarquons que nous avons désigné par g, n° 5g, l’angle compris entre la ligne
St
Tooÿfi
des nœuds et le grand axe de l’orbite; ea est l’angle que forme ce même axe avec une ligne fixe menée dans le plan de cette orbite : on aurait donc don — dg si la ligne des nœuds ne faisait aucun mouvement pendant d’intervalle de temps dt; mais cette droite changeant à chaque instant de position, il est clair que dco est égal à dg, plus le mouvement des nœuds projeté sur le plan de l’orbite; on aura ainsi, aux quantités près du second ordre,
da = dg -f- cos tp.da..
La quanti té R peut être considérée, soit comme une fonction des arbitraires a, l, k , g, a, soit comme une fonction des arbitraires a, t , e, a> et a : on a donc, eu la différenciant dans ces deux hypothèses, l’équation identique
dR
<m 1 , dR j. t an ,, an c<k ,
da+^Æ4--.dk+-r-.dg + ^. dct
dR
dR
da '
dl
dk
dg'
Substituons dans le second membre, à la place de de, de, dco, leurs valeurs précédentes, et égalons ensuite de part et d’autre les coefficiens de da ', dl, dk,dg et da. , nous aurons
cm
da
\ da ) lae
de
dl
n-dT>
dR _
an.\/ 1 — «’
dk
de 9
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rfR rfR dR
dg dt dot 9
dR /dR \
dR . dR
COS <p.-T-+ COS <p.-r-.
d i T du
Si l’on substitue ces valeurs dans les formules (o); qu’ensuite on substitue pour da, dl, d/c, dg et dcc leurÿ valeurs résultantes dans th, de et da> , ou aura, pour déterminer les variations des six élémensde l’orbite elliptique, eu observant quera'rrra-*, et que k= Y a ■{ i — e‘), les équations suivautes
da=2a,*n.~ .dt , (i)
di—an'/.\ î v/i -e')!^.dt— 2a'n.~.dt, (2)
'du
de—--^--
. dU
dci 1= dct=
an. t/ 1 — e* dR
'du
dt, (3)
sut <p
s-dt-
dR
.dt. (6)
45. Nous voici donc parvenus à exprimer les variations différentielles des élémens de l’orbite elliptique parles différences partielles de la fonction R relatives à ces mêmes élémens, et multipliées par des coeflicicns qui ne renferment pas le temps. Il suffira donc, pour avoir leurs valeurs finies, de différencier par rapport à
ces élémens chaque tevme du développement de R , et de l’intégrer ensuite; avantage précieux qui résulte de la forme particulière que nous avons donnée aux expressions de ces variations.
La constante arbitraire e. étant toujours jointe à
l’angle nt, ona^ = d’oùl on tir e-j^.ndt—dH.,
la caractéristique d désignant une diilérentielle îelative au temps t, prise en ne faisant varier t qu autant qu’il est multiplié par n; les valeurs de du et de de deviennent ainsi
da=.ia%.d'\\ ,
de— — ÎLYJ — e/i — Y7*! — e*).JJ'R— «/»• V i-e'-jn
dR
dt.
On peut employer indifféremment ces expressions ou celles dont elles dérivent.
Nous avons supposé n — n~ on aura donc en différenciant
dn=x. — San.d'R. (7)
Cette formule donnera en l’intégrant la valeur qu’il faut substituer à la place de n dans les formules du mouvement elliptique. Or en nommant £ la longitude moyenne de la planète ni, on a %=nt é , et par conséquent 1
d^ = ïidl —{— tdn — f- cl'- ;
expression dans laquelle il faut remplacerai, de par leurs valeurs. Mais il y a ici unei observation essentielle à faire, c’est que, dansla différence partielle de R, relative an, on peut se dispenser de faire varier la
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quantité n qui dépend de a. En effet , R étant fonction de ni -f- e, donnera , à raison de la variation de n ,
le terme la valeur de d& renferme le terme
JR
— 2a% ‘ ~dâ‘nc^t" var|3tion de n y introduira donc
le terme — aa* . -j- . / — . ndt ; par conséquent la variation de la longitude moyenne sera, à raison seulement de la variation de n,
d% = tdn — 2 a' . ^ . — . ndt.
Si l’on substitue pour’ dn sa valeur, et qu’on remarque que — - . - et -j- .ndl — d R, on verra
que cette expression se réduit à zéro. 11 suit de là que dans la valeur de d% on peut omettre le terme tdn, pourvu qu’on regarde n comme constant dans la différence partielle de R prjse par rapport'à a. On aura donc %=f ndt-\- i pour l’expression de la longitude moyenne dans le mouvement troublé , et toutes les formules relatives au mouvement elliptique auront également lieu dans le cas de l’ellipse invariable et dansle cas de l’ellipse troublée, pourvu qii’ony change nt en fndt, et que l’on détermine les ’élémens de l’ellipse variable par les formules précédentes. Cette manière d’exprimer le moyen mouvement a l’avantage de faire disparaître les termes qui se trouveraient sans cela multipliés par le temps t hors des signes sinus et cosinus. Si l’on fait £ = fndt, on aura d' = ndt ; et en substituant pour n sa valeur tirée de
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l’équation (7), et intégrant ensuite, on trouvera pour déterminer la variation du moyen mouvement la formule
Ç— — 3 . f f andt . (8)
44- Les formules (5) et (6), qui donnent les valeurs de dot et de dtp , contiennent au dénominateur le sinus de l’angle <p , quantité très petite lorsqu’on suppose l’inclinaison de l’orbite sur le plan lixe peu considérable, et quidevient nulle lorsqu’on rapportela position de la planète au plan de son orbite primitive, comme nous le ferons dans la suite. On peut éviter cet inconvénient en substituant aux arbitraires p et et, qui représentent l’inclinaison de l’orbite et la longitude de son nœud ascendant, les quantités tang p . sin et et tang p. cos a qui en dépendent. En effet, si l’on fait
^ = tang «p.sin et, q = tang Ç.cos et , on aura en différenciant
dp = ^^-.dp-\- -q.dji,
r cos* <ç> '
dq =
cos a cos' i p
.clp — p.det.
Si l’on considère R comme fonction de p et et, et ensuite comme fonction de p et q, on a l’équation identique
dR , , dR . dR , dR ,
j-^^-.dp — j^.dp-^-^.dq.
dp '
'dp'
En substituant pour dp et dq leurs valeurs, et en égalant de part et d’autre les coefBciens de dot et de dp, on trouve
r/R f/R f/R d* l ’ dp P ‘ dq *
f/R sin <* f/R cos « </R
dç> cos' ’ dp cos' Ç " dq ’
Si l’on substitue ces valeurs dans celles de c/a et d cdç; qu’ensuite on substitue les valeurs résultantes dans dp et dq, et qu’on néglige les termes du second ordre par rapport à <p, ou bien qu’on fasse <p = o, ce qui suppose que l'on prend pour plan de projection le plan même de l’orbite de ni , on aura
dq-.
dp
‘Jd-dL (I0)
Ces formules, jointes aux quatre premières du n° 42, sont celles dont nous nous servirons désormais pour déterminer les variations des élémens de l’orbite elliptique, et nous en conclurons d’une manière très simple toutes les inégalités du mouvement des planètes.
Si l’on supposait enfin
p’ = sin . sin a , q' = sin <p.cos a,
on trouverait, par une analyse semblable à la précédente,
an .cos ç
, . nn.cn*® f/R ,
dq = — — ■■ . ~.— .dt.
' V i— e* dP
Ces formules sont rigoureuses, tandis que les precedentes ne ‘sont qu’approchées; elles se confondent avec elles quand on suppose $ une très petite quantité.
En général , on peut oEserver que la disposition des formules précédentes dépend uniquement des arbitraires que l’on a choisies, et peut varier par conséquent d’une infinité de manières. Si l’on prenait pour constantes arbitraires les cinq quantités a, €, &>, p, q, et le demi-paramètre À* au lieu de l’excentricité e, on trouverait pour déterminer la différentielle de k
dk=~.dt+~.dt.
ai a a
Cette formule nous sera utile dans la suite.
On aurait des formules plus simples encore que celles que nous avons développées dans le n* 4 1 , et qui auraient l’avantage de ne contenir qu’une seule différence partielle delà fonction R, en prenant pour constantes arbitraires les cinq quantités a , k, l, a, <p, du n° 40, et la quantité <a du n° 42. On trouverait sans difficulté, pour déterminer les variations de cesconstantes, les équations suivantes :
da = aa* . ^ . dt , dl= — 2a*. ~ .dt ,
dtt— r— — dç= — . rit .
i.sinf dtp ’ ~ t.smp da.
Ou aurait encore ,n° 18, des formules dont chacune ne contiendrait qu’une seule différentielle partielle de R, en prenant, pour constantes arbitraires , les valeurs des trois coordonnées x,
y, z, et des trois- vitesses, ^ de la
planète, relatives à une époque déterminée, par exemple, a l’instant d’où l’on compte le temps t.
4 G. Considérons maintenant, d’une manière générale, les diverses formules que nous venons d’obtenir. La fonction R, dont les différences partielles entrent dans ces formules, est une fonction donnée des coordonnées x,y, z de la planète troublée, et des coordonnées x',y, z etc., des planètes perturbatrices. Cette fonction est du premier ordre, par rapport aux masses de ces planètes; de sorte que si, dans une première approximation, on néglige les puissances des masses perturbatrices supérieures à la première , il suffira de substituer dans R, à la place des coordonnées x,y , z, x, •/, z', etc., leurs valeurs relatives au mouvement elliptique. R devient alors fonction du temps t et des élémensa, e, e, a, p, q, a', t, e', a', p' , q', etc., des orbites des planètes ni, ni, etc., et l’on peut toujours supposer cette fonction développée en série ordonnée par rapport à t. Nous donnerons dans le chapitre suivant le moyeu d’effectuer ce développement; il suffit ici seulement d’en concevoir la possibilité. 11 suit de là que si l’on désigne par F le premier terme de cette série, c’est-à-dire le terme indépendant de t, F étant une fonction connue des élémens de la planète troublée et des planètes
' ' 1 perturbatrices, il en résultera dans les variations des
élémens a, e, e, etc., des termes proportionnels à l’élément du temps, lesquels produiront, par l’intégration dans les variations finies de ces élémcns , des termes croissant comme le temps , et qui seront inde'pendans de la position des planètes m, m’, ni", etc., dans leurs orbites. Si l’on substitue donc F à la place de R dans les formules (i), (2), (3), (4), (9), (10), et qu’on observ e que la différentielle de F par rapport à ni est nécessairement nulle, on aura, pour déterminer ces termes, les formules suivantes :
da =
dez=z-
an. t/ 1 — e% dF
e dm *
di —
dit)—
an. t/ 1 — e1 dF
• * • Clt y
e de
an dF
V t-fdq 'dt>
dq—
ÿT=7‘dp
Les variations déterminées par ces équations ont été nommées inégalités séculaires , parce quelles croissent avec une extrême lenteur. Quant à l’autre partie de la variation des élémens elliptiques de m , on les déterminera au moyen des formules de l’article 42, en ne conservant dans, le développement de R que les termes que nous y avons négligés.
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L’introduction que nous avons proposée u° 44 des quantités p et q, à la place des variables <p et a qui déterminent la position du plan de l’orbite de m, mérite une attention particulière- Cette transformation de variables semblables à celle dont nous avions fait usage , u° 54, livre I, et dont nous avons indiqué l'utilité pour la théorie de la libration de la Lur<te, a l’avantage, dans la question qui nous occupe, de réduire les équations différentielles qui déterminent les inclinaisons et les longitudes des nœuds d’un système d’orbites, à la forme d’équations linéaires à coefliciens constans dont le nombre est double de celui des corps agissansdu système, ce qui facilite extrêmement leur intégration. On peut appliquer une transformation analogue à l’excentricité et à la longitude du périhélie et faire disparaître ainsi du dénominateur des valeurs de de et de», l’excentricité e qui, relativement aux planètes, est toujours une très petite quantité. En effet, si l’on suppose
£=c.sin&>, c = e.cosa», on trouve, en opérant comme dans le n° 44 >
db—un.ÿ i — 6* — dc~. — an. 1 — A’ — c’.^.di,
formules qui , dans la théorie des variations sécu- . laires , ont sur celles qui donnent directement de et du, les mêmes avantages que nous avons indiqués plus haut relativement aux équatious (9) et (10).
Nous développerons , daus le chapitre suivant, les formules précédentes; nous déterminerons ensuite, en les intégrant, les variations (iuics des élémens des orbites planétaires, et nous en déduirons, par des approximations successives, les différentes inégalités des mouvemens des planètes avec toute l’exactitude qu’exige la précision des observations modernes
CHAPITRE Y II
Développement des formules qui déterminent les variations des élémens des orbites planétaires , et relations qui existent entre les inégalités séculaires de ces élémens.
47. Nous venons de voir qu’en vertu de l’action réciproque des corps du système solaire, les élémens des orbites des planètes étaient soumis à deux espèces de variations distinctes. Les unes, indépendantes de la configuration de ces diffère ns corps et de leurs positions respectives , qui reviennent les mêmes après de courts intervalles, peuvent croître indéfiniment avec le temps , ou être assujetties à des périodes qui leur sont propres, mais dont la durée est toujours extrêmement longue. Les autres, au contraire, dépendent uniquement de la position des planètes, soit entre elles, soit à l’égard de leurs nœuds et de leurs aphélies, et reprennent les mêmes valeurs toutes les fois que la disposition générale du système redevient la même.
Ces dernières ont été nommées variations périodiques. Les élémens de l’orbite , en vertu de ces inégalités , 11e font qu’osciller entre des limites qu’elles 11e sauraient dépasser; leur effet est de changer à chaque instant la position qu’aurait la planète dans son orbite supposée invariable, mais la stabilité du système du monde n’en peut être altérée.
Les premières, qui sont en même temps les plus importantes et les plus difficiles à déterminer, ont été appelées variations séculaires , parce que leurs accroissemens étant extrêmement lents, ce n’est qu’après un grand nombre d’années que leur efl'et peut se manifester. Elles font varier de siècle en siècle , et par degrés insensibles, la figure des orbites et leur position dans l’espace , de sorte que , comme leur action est permanente, et continue, il est impossible de décider à priori si la forme générale du système planétaire n’eu sera pas à la longue entièrement bouleversée.
Il faut, pour résoudre cette importante question, examiner avec soin les valeurs finies de ces variations, valeurs qu’on obtiendra, comme nous l’avons dit, en intégrant les formules du n° 46- Cette intégration , il est vrai, est impossible en général dans l’état actuel de l’analyse, et il est, par conséquent, impossible aussi d’avoir rigoureusement les valeurs finies des variations des élémens elliptiques; mais le peu d’excentricité des orbites des planètes, et la petitesse de leurs inclinaisons mutuelles, permettent de déterminer par des approximations successives leurs valeurs approchées, aussi exactement qu’on le peut désirer.
48.JPour le faire voir, et pour calculer généralement toutes les inégalités que l’action mutuelle des planètes peut produire dans leurs mouvemens , il est nécessaire de réduire en série la fonction que nous avons désignée par R. Occupons-nous donc d’abord de ce développement. En ne considérant que l’action
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d’une seule planète perturbatrice m! sur tu , on a
Il = /»'.
*x'+jy+ zt!
L V (* — *)*+ {ÿ—jY + (s'—*)’ y*+2'*)*
zz ~]
L’action des autres corps m", m"', etc., introduit dans cette fonction des ternies semblables.
Désignons par r/ le rayon vecteur de m projeté sur le plan des xy , et par v, l’angle que fait ce rayon avec l’axe des x; désignons de même par r\ le rayon vecteur de m' projeté sur le même plan , et par v' , l’angle que forme cette projection avec l’axe des x , nous aurons
x — r( . cos vt , y ~ rt . sin , x' = r' . cos v/f / = rl' sin v/.
Si l’on substitue ces valeurs dans la fonction R, elle devient
_ m'.f 1 rz/.cos^Z-t/y+a^- l
L V r/'-ar// . cos(v' -rJ-J-rZ-Kz'-:)* (r/’-f.s'*)ï J'
Les excentricités et les inclinaisons mutuelles des orbites planétaires étant de très petites quantités, puisque ces orbites s’éloignent peu de la forme circulaire, et que leur plus grande inclinaison à l’écliptique ne surpasse pas 7% si l’on développe la fonction précédente en série ordonnée par rapport aux puissances et aux produits de ces deux élémens, cette série sera nécessairement très convergente. Cela posé, choisissons le plan fixe des x, y, qu’on est libre de prendre à volonté, de manière que les inclinaisons des or-
bites sur ce plan , soient peu considérables ; les valeurs des ordonnées s et z' seront très petites, et en développant dans cette hypothèse la fonction R, on aura
r/"-ar//.cos(K/- vj+r
Supposons, pour un moment, les orbites circulaires, et couchées toutes sur le plan des xj, en désignant par a et a’ les distances moyennes des planètes m et m au Soleil, et par et n't-\-î' leurs moyens
mouvemens autour de cet astre , nous aurons
v,=nt+t, z— o, r'—a', vj=zrit+i', z'=.o;
et si l’on nomme R, ce que devient, dans ce cas , la valeur de R, on a
R^m'. |[n'*-2aa'.cos.(n'/-nï-f-i'-i)+a‘] cos (n t -nf-f-i'-j) j.
Nous démontrerons tout à l’heure que toute fonction de la forme («'* — iaa! . cos <p + a‘)~ ï peut toujours se développer en une série procédant suivant les cosinus de l’angle y et de ses multiples : soit donc
[a'i-aao'.cos(/i'(-ni+*,-0+u“] a— ^ A(0O-f-A<M.cos(n'*-/ii+«’-0 4- A (*>.cos2 -t) -f- etc.,
on aura
[a''-^aa ,cos.(n *— cos(rt'f— 1)=— A(W
-f ^A/0- cos(n't-nf -f- •'-») -f- A,W . cos 2(n'/-;ii + «'-«) + ctc.
Si l’on observe que les arcs négatifs ont mêmes cosinus que les arcs positifs correspondans, on pourra repre'senter , pour abréger , par
^ . 2 . A w. cos i ( ni — ni + g' — g)
la somme de tous les termes de cette série. Le nombre i devant prendre toutes les valeurs entières positives
ou négatives comprises depuis t=o jusqua i — _L^,
en ayant soin de faire At-'5 = ACi) ; et le coefficient Aw étant donné par l’équation Aw = A/0 toutes les fois que i est un nombre quelconque différent de
l’unité, et par l'équation AW=A,W — quand i= i .
Cette manière très simple de représenter une série procédant suivant les mulliples du cosinus d’un arc donné et composée d’un nombre indéfini de termes, est fort usitée dans toutes les branches de l’analyse, et elle est d’un usage très commode dans la théorie du système du monde, où l’on a souvent de pareilles suites à considérer.
La valeur précédente de R, deviendra ainsi R,= — . 2 . Aw . cos i (ni — ni -f- g' — g ).
Revenons maintenant aux orbites supposées peu excentriques et peu inclinées les unes aux autres. On aura dans ce cas , d’après les valeurs du rayon vecteur et de la longitude vraie dans l’orbite elliptique, développées n° 25,
e(= nt — j— £ -j- v , v j =ri t-\- -\-v‘ ,
en représentant par u, u', v, v' de très petites quantités dépendantes des excentricités et des inclinaisons. Si l’on substitue ces valeurs dans la fonction R, et qu’on la développe par rapport aux puissances et aux produits de u, v, v', z et z', il suffira de remplacer ensuite ces quantités par leurs valeurs pour avoir une série ordonnée par rapport aux puissances et aux produits des excentricités et des inclinaisons, comme nous nous le sommes proposé. Mais la substitution que nous venons d’indiquer revient évidemment à donner aux quantités a, ci, nt-\-e, n't + ê', qui entrent dans la fonction R, les accroissemens au, a'u', v et v' , et à joindre à la fonction qui en résultera les termes du développement de R dépendans des variables z et z'. Si l’on fait donc
[a'* — • 2 ad . cas (n't — nt -j- i — e) a*]' *
= ^ . BCo) -f- B(,). cos (n't — nt-\-t — t)
+ B<0 • cos 2 ( n't — ni -f- i — i) -f- etc.
= - • 2 . B(,J cos i { n't — ni -j- (' — ()+
le nombre i dans cette sérié , comme dans la précédente , devant s’étendre à toutes lés valeurs comprises entre i— — J et / = £, en observant que BC~°=BC0, on trouvera par la formule ordinaire du développement des fonctions de plusieurs variables
R = Y*2.Aw.cos i(n't — lit -f- t' — i)
-1- . u . 2 .a . ■ cos i ( (n't — ni- {-«' — t )
-j— • ri . 2. • cos 4 (n't — nt- \-d — t)
— ~ . ( v ' — v).2,.i. Aco. siu i (n't — nt-\-t' — e)
-f- cos i(n't—nt-\- 1' — £)
-f- — mu . 2. aa .lj^y J. cos t (n t — nt-\-t — e)
+ ~.ri%.1.a'‘. cos t (n’t — nt -f- é' — i)
~.(v — v;.u.2.ia.{ (ni — ni- j-e — £
— ~z‘(v' — v).u' ."S., ia! . ( • sin i (n't — nt- [-t' — é)
— v)* . 2 . i* . A(0 . cos i (n't — nt -f- e' — s) + • COS (n t — nt-{-t —i)
- . 2 . B(0 . cos i (n't — nt -f- 1' — *)
-1- etc.
Voici donc la fonction R développée en série procédant suivant les puissances et les produits des quantités très petites u, 11', v et d , z et z', et il ne reste plus qu a montrer comment se forment les quantités A(0 , BW qui entrent dans ce développement ainsi que leurs différentielles successives.
49. Pour cela, considérons généralement la fonction V-'=(«'“ — 2aa'.co& <p-\-a*)~ ’, et supposons que le développement de cette fonction en série suivant les cosinus de l’angle <p et de ses multiples soit
V“' = ^ A'w-f- A'(l).cos <p-|-A'w.cos 2? -J- etc.,
les coefliciens A'(0), A'(,), A'c,), etc., étant des fonctions de a, a1 et de s.
Si l’on différencie par rapport à <p chacun des termes de ce développement , on aura
2 s. au', sin <p .V“ '— * = A'^.simp + aA'^. sin 2<p-|-elc.
Multiplions par V les deux membres de cette équation, ctsubstituons ensuite pour V"‘ et V leurs valeurs, nous aurons l’équation identique
=(a,-2afl'.cos^-f-rt'*).(A,c,).sin<p-f-2A'c*5.siii2<p-f-etc.);
d’où l’on tire, en développant et comparant les cosinus semblables.
A/(0 _ (>- i).(q* + q,»).A'(‘- + 3).tia. A C'-O
(i — s), ad
2 s. aa'. sin <p. ( ^ A'w-|-A'f,).cos <p -|- A'(,). cos 2 <p etc.)
On aura par cette formule A'«, A'»\ etc. , quand A'w et A'f,) seront connus.
Supposons maintenant
V ' 1 =-B'w cos <p -j-B'w.cos 2ip-f-etc.
Si l’on multiplie para'* — 2aa'.cos <p + a* les deux membres de cette équation , et que pour V-' on substitue sa valeur en série, on aura
- A'w -f- A'(0. cos<p -f- A'(°.cos 2<p-f-ctc.
=(a>— 2aa'.cos(p+o')Q'B'(<,)4.B'C0.cos?,q.B'C*).cos2?i + etc. V
et en comparant les coefüciens des cosinus semblables, on trouvera
A'® = (<*•+«'•). B'®— aa'. B®->— aa! . B'"*-’;
mais il doit exister entre les coefüciens B'(,— 1}, B'®, B^'^O des relations analogues à celles qui existent entre les coefüciens A,c'-°, A'®, A'(i+,}: la formule (a) donnera donc, en y changeant s en j-f-i et i en t-f-r,
B;Ci+0_ »•(«’-»-«•») IYO) -(»-!- s) W. B'«~0 (i — s).aa
Si l’on substitue cette valeur dans l’expression précédente de A'®, elle devient
A'W = — «•(«" + «QB'CO I
Cette équation donne, en y changeant i en i-f- 1,
zs.aa' .B'O — s .(a* -f- a,*).B'(*+0
d’où l’on tire, en substituant pour B'(*+0 sa valeur précédente,
(i — s)*0 — «-}- 1 ) . aa
Si l’on élimine B'(i-° entre cette équation et l’équation (1), on aura
im=.
. (a*+a'*).A'(0_2 . <±Î±I> . a'CH-0
ou bien, en substituant pour A'c'+0 sa valeur donnée par la formule ( a ),
Ü . (a* + «'•) . A'(') + 2 . (« + *—») ^ A-Cl-) s s
On déterminera au moyen de cette formule les valeurs de B'<°), B'M, B'«, etc., lorsque celles de A'«, A,(0, A'(0, etc., seront connues; et comme celles-ci sont données par la formule (a) lorsqu’on connaît les valeurs de A’M etA'W, il ne nous restera plus que ces deux quantités à déterminer.
5o. Pour y parvenir, nous ferons usage de la méthode très simple quenousavons déjà employée dans le n°a5 et qui s’applique à tous les cas analogues. Elle consiste à exprimer le cosinus qui entre dans la fonction Ven
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exponentielles imaginaires et à la développer ensuite.
Un a , n° 2 4, cos<p= ; on aura donc
V =«'* — aa! . {c*V~' -f- c~ ? on peut par
conséquent regarder V comme le produit des deux
facteurs a' — a.c* et a' — a.c~* , de sorte qu’on aura généralement
Si l’on développe séparément chacun des facteurs du second membre , on aura les deux séries
. c JL. r*-V-' 1 «•(*+■) a'
-ri - a'.-*-1 ^ 1.2 « '+“
+'JîJT7§— +«c ■.
Si l’on multiplie ces deux séries l’une par l’autre, et qu’on ordonne leur produit par rapport aux puissances de c* etde c~ * V~~ *• que l’on substitue eusuite 2 cos <p à la place de c* ' +c— ? ' , et
en général 2 cos i<p à la place de c'* v~' -f -c~ la valeur de V~* se trouvera exprimée, comme il est fteile de s’en assurer, par une série de cette forme, Aw-(- 2/S'\ cos <p — f— a#’5. cos 2 <p -f- etc. On aura donc ainsi généralement A'W=2AW; et en supposant i—o et i = 1 , on trouvera
- +CJ=tîMj±=î)* .£+«,.],•
' *^=sSr-('-7+*-!^rî-S
*(* + i) «•(* + ! );(« + ?) . 2! 4. etc.\
Ces séries seront convergentes toutes les fois que le rapport^ sera moindre que l’unité. Or, comme on peut regarder également la fonction V comme le produitdesdeuxfacteursci' — a.c*' ^~t et a' —
ou des deux facteurs a — d.c* etc/ — a'.c~
il s’ensuit qu’on pourra changer dans les séries précédentes a en a! , et réciproquement. On choisira donc pour déterminer A'w, A'(,), celles de ces séries où la plus grande de ces deux quantités entrera au dénominateur.
5 1 . Pour rendre ce qui précède applicable à la question qui nous occupe , ilsufliradefaire£=^ , S— ? dans
les formules que nous avons trouvées, et de supposer que les quantités que nous avons désignées par A'w, A'(l), A'w, etc., de viennent A/o), A/0, A,w, etque celles que nous avons nommées B,(u), B’w deviennent Bw, B(,), B(,}, etc. ; mais, dans ces deux cas, les séries précédentes sont peu convergentes; elles le deviennent
davantage lorsqu’on suppose .v = — ~ ; et si l’on fait
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V* = (a, a!) -f- (a, a)'. cos <p + (a, a')", cos 2<p+ etc. ,
on trouve, pour délermiuer (a, fl7) et (a, a')',
+ (^fs) clc-] >
(*fay=-a-
i.3. 5.i. i.3. 5. 7 a7 4.6.8.2.4.6T87ï^-^~etc-
On aura par ces séries les valeurs de {a, a') et de ( 'a, a ')' avec tel degré de précision que l’on voudra. Dans la théorie des planètes et des satellites, il suffira de prendre la somme des onze ou douze premiers termes, et l’on pourra négliger les suivans ; ou plus exactement, comme ces termes approchent ensuite de plus en plus de l’égalité, on les sommera comme une progression géométrique dont la raison serait 1 — %-t;
les valeurs de (a, a') et de {a, a')' qui en résulteront seront exactes, à la sixième décimale près, ce qui est plus que suffisant dans tous les cas. Lorsqu’on aura déterminé ainsi (a, a') et {a, a')', on aura par les formules (b) et (c), avec le même degré de précision, les valeurs de A;w et A/0. Si l’on fait dans la première
f =5 — 1 et f=o, elle donnera
_ . (aa + a*) • (a , a) +3a' . (a , a a')
Digilized by Goog
DU SYSTÈME Dü MONDE. 353
Et si 1 on fait s = — -, is= i dans la formule (c) , on
aura
A O) 4üa'-(g'n')~4~3 ■ .(a, a)'
On déterminera ensuite par la formule (a) Aco en fonction de A(o), et de , quel que soit le nombre i, et l’on en déduira Bw par la formule (</). Si dans les expressions de BCo) et de Bco, trouvées de cette manière , on substitue pour A<o)( et Aw, leurs valeurs précédentes, on aura les formules très simples
2 • ■ n ) TKi) — 3. (g, g')'
(a'* — dy * (a'* — a *)* ‘
5a. Voyons maintenant comment se formeront les différences successives des quantités AM/t Ac,) , etc., Bc"\ B(0, etc., que nous venons de déterminer, tant par rapport à a que par rapport à a1. Pour cela reprenons l’équation générale
V— ’ = A'c"} + A'(0.cos tp-f- A'w.cos 2<p -f-etc.
Si on la différencie par rapport à a, en observant que dV ,
~y~— 2. (a — a J. cos <p, on aura
— 2S.[a — a'). cos <p. _i_ ^£2 COs(*
^ ' p da ' da *COS,(?
rfA'CO
cos :rp -f-etc.;
mais l’équation V = a'* — aan'. cos <p -f- a* donne
_« — a .cos <p =
V -fa
ou a donc ainsi
v-.+(Sw).v-'=-^:
a dA.'&'i da
a dk'W a r/A'M
.cos <p — -. — gr— .cos 2 <p — etc.
da
ou bien , en mettant pour V~‘ et V-'~* leurs valeurs
en sérié ,
- .A'tO -pA('I.caBp+A»t').cos 2ÿ-f-etc.-f*(a*- —
-4- B'^O.cos <p -f-B'W.cos2p -f- etc.) i a rfA'l») a f/A'CO a <*A'«
. cos p .
Ja
cos 2<f — etc. ;
d’où l’on tire généralement par la comparaison des termes affectés de cosinus semblables
dk ^ |; • (° a n>) jj co * ^/(o
da a a ’ ■ *
ou bien, en mettant pour B'w sa valeur donnée par la formule (b),
dk'W /ta,*-Ht-fa»)-gv\ *,t0
da — V. a.(a"— a') J
Si l’on différencie successivement celte équation par rapport à a , et que dans les équations résultantes ou f/A'C‘7 f/A'(M_l)
substitue pour — et — leurs valeurs déterminées par la formule précédente, à mesure que ces quantités se présenteront, les différences successives de A'w se trouveront toutes exprimées en fonction de A'CO, A'0+o, A'(i+,), et nous avons déjà vu comment ou déterminait ces valeurs.
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Si dans la formule (D) on suppose^=-, elle devient
équation qui donne, en y faisant successivement t = o et i = i,
rfA/(8) _ a A W .A t0
du a! * — u1’ ' d% — a1 1 *
da
a’ dk.M
da ’
II _ a w. £ .A c0=—
rfOVW___2rt^__ . a'3 — 3aV A(l)
tfa* ~(a'* — a»)** ' ^ . (a'1 — a*); ' ’
On peut donner à ces formules une forme plus simple en substituant à la place de A /(o) et A/‘3 leurs valeurs en et Iîc‘3, valeurs qu'on obtiendra aisément par les formules (i) et (a), en faisant dans ces
formules t=o, s—'. On aura de cette manière
A,C")=(a’+a'*) BOO-aaa'.BO), A t,>=2aa'.BCO-(a,+n,*).BCO, =o'.BtO_a.BW; o.(^— )=a'\ B0)_oa'. B«,
a.^^}=2a.Bc»)-û'.BC') ; «! .(^-))=3ûû,.BC“)-2a'*.BC0, etc.
’ aô. •
Lorsqu'on aura ainsi déterminé les différences successives de A/0 et de Bw par rapport à a, il sera facile d’en conclure les différencessuccessivas des mêmes quantités par rapport à a'. Pour cela on remarquera que le coefficient A/0 résultant du développement par rapport à <p d’une fonction homogène de a et a' de la dimensiou — i , est lui-même nécessairement une fonction semblable en a et a' de la même dimension; par la propriété connue de ce genre de fonction on a donc
d’où l’on tire en différenciant
/dAy>\ Ai* A W\
, rn , . /d\ «\ /d‘ >\ C0\
De même, le coefficient Bw résultant du développement d’une fonction homogène en a et a de la dimension — 3 , on aura
/dm
V da
/rZCCO\ _
\ du
et en différenciant,
, / <i*n<0 \ MW C0\ /t£W\
° • \da . da')~ ^ \ da) da'~)'
= ,a • BC0-»~ 8a * • (tst)’
etc.
On aura ainsi les différences partielles de A ® et de B®, par rapport à a! au moyen de leurs différences partielles relatives à a.
On peut observer encore que les valeurs de A/0 et de B® restant les mêmes lorsqu'on y changea en a! , et réciproquement, ces valeurs et celles de leurs différences successives serviront à la fois dans le calcul des perturbations des deux corps m et m1. Lorsque la valeur de A,® sera connue , on aura celle de A® par l'équation A®= A/0, i étant un nombre quelconque
différent de l’unité, et par l’équation A®=Ay® — i étant égal à l’unité.
53. On déterminera donc par ce qui précède les différentes quantités qui entrent dans le développement de R en série. Considérons de nouveau l’expression générale de ce développement. Pour cela , reprenons la valeur de R du n° 48 ,
R =mT— =
r/.cosfv/—
V ^-2v/.cos(*>;-^/)+r*+(«-a)* (/• 4. *'») ï
r, et r/ étant les rayons vecteurs de m et m' projetés sur le plan des xj, et <>y et t>/ les longitudes de ces rayons , comptées à partir de l’axe des x. Représentons par (r,), (?,)» (2), et par (/•/), (?/), (z1) les parties
des valeurs des variables rt, vl7 z, et r/, v' t , z' qui dépendent du mouvement elliptique ou qui sont dues à la seule action du Soleil , et désignons en général par la caractéristique J' placée devant une quantité la variation fiuie de cette quantité due à l’action des forces perturbatrices. On aura
r/ = (r,')+JV/, = z> = (z') + <h\
Telles sont donc les valeurs qu’il faudrait substituer à la place de r(, z, etc., dans l’expression de R pour avoir la valeur exacte de cette fonction; mais é'r/ , iPe,, cPs et JV7, «JV„ JV,sont nécessairement de très petites quantités de l’ordre des masses m' , m*, etc., puisque ces variations sont nulles quand on fait abstraction des forces perturbatrices; il n’en saurait donc résulter dans R que des termes de l’ordre du carré des masses, puisque cette fonction est elle-même du premier ordre par rapport à ces masses. Si l’on sc borne donc à considérer les termes du développement de R du premier ordre relativement aux masses perturbatrices, ce qui suffit presque toujours, il faudra substituer seulement dans cette fonction à la place de rt> r,, z, r/, vj , z' leurs valeurs elliptiques. Ou aura ainsi
Désignons par r le rayon vecteur de m dans son orbite elliptique ; par v la longitude de ce rayon
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comptée dans le plan*de l’orbite h partir de son intersection avec le plan fixe des* x , jr ; et par a la longitude de cette ligne comptée sur ce dernier plan à partir de l’axe des abcisses x; en sorte q%e (r,) représente la projection du rayon vecteur r, et v, — « la projection de l’angle t>; nommons enfin <p l’inclinaison de l’orbite de m sur le plan fixe ; nous aurons par le n° a5, en bornant les approximations aux termes du second ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons ,
r, r= ( O = r ' (‘ — 3 • tang* <P • «nV) vt — (e,) = v -f- a — tang* ^ <p . sin 2 e j
ou bien , en mettant à la place de r et v leurs valeur^, données dans le n* 24,
vt=snt-i- i-f-a+aesin (nt + t — •) ■+■ y e' sina (nt + « — •)
— tang* - <p . sia 2 (nt -{-•}*
a étant le demi grand axe de l’orbite de m, e l’excentricité, eo la longitude de son périhélie, et la longitude moyenne de m.
En comparant les valeurs précédentes de r et e à celles que nous leur avons supposées n° 48, savoir ,
r, = a . (1 -+-k), v, = nt + i+v,
on aura
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n=-ir.oo6(ai-f~i-a) t-coS2(ttt-|-i-«) ]- -.lang*.^.sin’(nÉ -J- «),
*’=2f.sin(«jt+»-*)+^«\sin2(n/-|-i-»)-tang*-0.sin2(nf + «)•
Si l’on désigne para', e , ri, t , ou', a! et <p' par rapport à rri les quantités que nous avons désignées par a, e, n, i, a>, actp relativement à m, on trouvera de lamême manière
u'=-/.oo»(n' «,*.Ci-co»a(»'<+/-«,)]-".tang*f'.sin*(i»V-f-i'), 5 i
ri =2.e'.sin(n't-pi,-i»,)-f-7 .<',*.sin2(n,^+l, ing-ip'.sinaÇn'f-J-/).
Enfin on aura pour déterminer z et z’ , z — r,. tang ç . sin ( vt — «) et z' = r' , . tang f . sin ( v / — « ) .
Telles sont par conséquent les valeurs qu’il faudra substituer à la place de u, v, z, u' , ri , z' dans le développement de R du n° 48, et l’on aura ainsi la valeur de cette fonction exacte, aux quantités près du troisième ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons.
Si à la place des inclinaisons <p et <p' des orbites de m et de 7 ri sur le plan fixe , et des longitudes a et a! de leurs nœuds, on veut introduire dans R les variables p et q que nous avons considérées n° 44» et leurs analogues p' et q’, on fera comme dans ce numéro,
p = tang ç . sin a , q~ tang p cos a , d'où l’on tire
tang ? s= \/p' + tanga = ^.
On aura de môme
tang <p' = \/p"+q" y tang a'= .
On aura ensuite
z — qy—px, t! — q’f— p'x.
Comme la fonction R ne contient que les carrés et les produits de z et z' et que p , q , p1 et q' , sont des quantités de l’ordre des inclinaisons <p et <p' , il suffira de substituer à la place de x et jr , x1 et y1 dans ces équations , leurs valeurs indépendantes des excentricités et des inclinaisons : on a dans ce cas
x — a . cos (nt + t -f- «)> y — • sin ( nt -f- e-f- a),
x! — a'., cos a'), y'— a' . sin (nt -f- s'-f- a') ;
ce qui donne par conséquent ,
J = <7 • sin (nt -f- e -f- a) — p . cos (nt -f- c -f- a) ,
--—q' . sin^'r-f-e'+a') — p' . cosfn'i-j-é'-f-a').
Si l’on substitue ces diverses valeurs dans l’expression de Rdun°48 etqu’oanc conserve que le premier terme du développement, c’est-à-dire le terme indépendant des auglesa/ et n't, on trouvera pour la valeur de la quantité que nous avons désignée par F dans le n° 46
4[=‘SxV©
, i ,/oP ACOyi ,
+âaa'(^Ja7)j'e-C0S('_“)
m r /üfAC°)\ -1
~tÂi.a • (lE") + “ • BCO) J • O»1 ■ + 9*).
-^E? • (i^)+a'‘-BCO)] • (p''+9‘)>
+-j- • ca' . BC‘) . (pp’ -f- qq').
Si dans cette expression on fait ACo) = A;w et Aco= A/° — et que pour A,w, A/0 et leurs différences partielles, on substitue leurs valeurs en Bw et 11e0 données dans le n* 5a , en remarquant que l’on a
a' . ^“^^4.0'. . BC°)=c . (-^T -)+“*• ®(0)— oa' . B«.
La valeur précédente de F prend cette forme plus simple ,
F=^.AW+^.aa'.BCO.
+ *T ' [^'•BCO)-(a‘+a/,) B(0] "' cO»-(«-»);
Enfin, si dans cette expression on substitue pour B(o) et B0* leurs valeurs
,) 2- (a.<Q Bco_ ~~ 3 ~ (a,a‘ Ï
On peut encore donner une autre forme à cette expression, en faisant, comme dans len° 46>
i=e.sinai, c=c.cosai , i'=e'.sin«' , c'—e'. cosa/,
On trouve alors
3ct'. [aa' . (a,g')+ (q34-q'*) ■ (a, a )'] 4. cc'\
En substituant à la place de la fonction F sa valeur
Kp)
(n) dans les formules (n) de l’article 4G ou sa valeur^) dans les formules (12), on aura par la différentiation de chacun de ses termes les variations différentielles des élémens de l’orbite de m, exactes aux quantités près du second ordre, par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, que nous regardons comme de très petites quantités du premier ordre.
Il est bon de remarquer que A W ainsi que jes fonc. tions de a et a qui sont représentées par des parenthèses dans la valeur de F, étant symétriques par rapport à ces deux quantités, cette valeur ne varie pas lorsqu’on y change a, b, c , p, q, en a', b ', c',p' , q' , et réciproquement, de sorte que si l’on fait F= m' . F',
, ^a fonction b sera la même pour les deux planètes, et pourra servir simultanément pour le calcul de leurs perturbations. C’est d’ailleurs ce qu’on peut conclure a priori de l’expression de R. En effet on a
1 jj+r.y'+H'-i
U est aisé de se convaincre, et nous prouverons dans le chapitre suivant, que lorsqu’on n’a égard qu’aux termes du premier ordre par rapport aux
niasses perturbatrices , la partie xx’ + yy+*‘ de
la valeur précédente ne produit dans le développement de R que des termes périodiques, en sorte que . la partie non périodique de R, que nous avons désignée par b=m'.F ne peut provenir que de la partie non périodique de la fonction
L- 1/ (je — j
d’où il euh que F' est égal 1 la partie non périodique
de la fonction [ (*»_ (/ - jY+(z'— développée en sinus et cosinus d’angles croissans proportionnellement au temps, et que par conséquent sa valeur est la même pour la planète m et pour la planète m'.
54. Après cette digression indispensable sur le développement de R en série , reprenons les formules générales que nous avons trouvées dans le chapitre précédent pour déterminer les variations séculaires des élémens du mouvement elliptique , et développons les conséquences importantes qui en résultent relativement à la stabilité de notre système planétaire. Considérons un système composé d’un nombre quelconque de corps m, rn' , m" , etc. , réagissant les uns sur les autres. Nommons a' , b' , c' , p' , q' , e' , u , a', <p' par rapport à m' ; a , b" , c , p" , q" , e " , a" , a." , <j>" par rapport à,7«", et ainsi de suite, ce que nous avons nommé a, b, c, p, q, e, o>, a, <p relativement à m. Substituons pour ACo) sa valeur dans l’expression (j>) de F, et faisons pour abréger ,
1(a24-a'*) . (a, a)-\-Z.aa .( a, a'}' 3 ■ ad . ( a,a'Y
•4-3. [aa. (a, «')-|-(«,+g',).(<7,a')/] mj,.
en désignant par 2 la somme de tous les termes semblables aux précédons qu’on obtiendra en combinant entre elles deux à deux et de la même manière les
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masses m , ni , ni, etc. , et les quantités qui leur sont
relatives.
Si l’on substitue L à la place de F dans les formules (n) et (12) du n° 46» on aura des équations différentielles au moyen desquelles on déterminera les variations séculaires des élémens b, c,,p, q de l’orbite de m, causées par l’action des corps ni', mi , etc. ; et comme la fonction L est symétrique par rapport à tous les corps du système , il suffira de marquer successivement d’un accent dans ces formules les lettres m, b, c, p, q pour avoir les variations des mêmes élémens relatifs aux orbites de ni', ni' , etc. En négligeant les carrés et les puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons, et en se rappelant que a>n%= 1 , a'3nl% = 1 , etc. , on obtiendra de cette manière le système d’équations différentielles suivant :
db= * dL
dh
a ’ de ‘ ^ C m\/ a db
. (Il,
dp — . — . fit, dq
r mVa '
db'=-!-^.^.dt, dc'=z
m\/a' <lc
dp'z=—L--. ~.dt, dq' — ^ ni]/ a!
m/ a dp
1 dL Jâ
m'VH * db' *
m/a' dP l dL ,
«V? ■ db" ‘ ’
dL
r,* /a" " dp
v . dt,
Digitizet
La forme simple et symétrique de ces formules fait connaître plusieurs relations qui existent entre les variations séculaires des élémens d’un système de planètes m, ml, m", etc. Ou tire d’abord des équations précédentes
itL cfL , dL . fit , f d U , . dïj . ,
db-db+Tcdc= 0> dü'^+Td^-0’ db‘Ab+d?Ac=n’
etc. , .
d\-i , c/L , , f . f/L , / dîj » 1 . f
-Jp+1I-.dfJS=o, -,.dp + -.dq=o, -a.dp +J-rd<i =0,
etc.
Et comme L est une fonction des variables a, b, c, p, q, al , b' , etc. , indépendante du temps, et que d’ailleurs a, a! , a, etc., sont constans, n° 46, par rapport aux variations séculaires, il s’ensuit qu’on aura dh = o, et par conséquent L== constante, équation qui doit subsister quelques variations que les élémens b, c,p, q, b' , c' , etc., subissent dans la suite des siècles.
Si l’on multiplie les équations (M) , la première par m Va • b, la seconde par m\'a . c, la cinquième par m's/a’.b' , la sixième par m \/a'.c', et ainsi de suite, qu’ou ajoute entre eux ces différens produits, on aura
m a.{bdb-\-cdc)-\-m' ^ d .{fJ db' -f- c' de ÿ a“ ,{b'dl'-\-c"dcr)
, dL* d\t 7 dLt r d\j dVj , dL»
db
de'
db'
' de"
db"
Il est aisé de se convaincre que le second membre de cette équation est nul de lui-même par la nature de la fonction L. Si l’on observe donc que les demi
grands axes a, a! , ai1 etc., sont constans et que Z>*-J-c*=e*, £'*-+- c'*== e'*, etc., l’équation précédente donnera en l’intégrant
m \/a . e*+m' \Ja! . e'*-f -m' \J a . e”**4- etc. s= const. (e)
C’est-à-dire que la somme des masses des différens corps du système, multipliées par les racines carrées des demi grands axes et par les carrés des excentricités de leurs orbites, sera la même dans tous les temps. Si l’on suppose donc cette somme très petite à une certaine époque et tous les radicaux y/a,
\/ a, etc., de même signe, elle demeurera toujours peu considérable. Nous verrons bientôt que celle remarque assure relativement aux excentricités des orbes planétaires la stabilité du système du monde.
Si l’on multiplie les équations (M), la troisième par m \ fa .p , la quatrième par m \ 'a . q , la septième par m' \/ a . p' , et ainsi de suite, qu’on intègre la somme de ces produits eu observant que, par la nature de la fonction L, on a,
rffj d t> . , dL , d\i . , dh ,
P-d^-l-^+P-dJ-l ’jp+P ‘dq“ q
d L dp"
-f-etc.=o,
on trouvera
m V . \/ a .(p'+q^+m” \/ (//“+■/’ “)+ctc.==const. (y-)
D’ailleurs, en nommant <p, <p', <p", etc., les inclinaisons des orbites de ni, rn' , w", etc., sur le plan fixe des xy , on a t
/>*+?“ = tang* <f , — taiigV ,
P " + 7‘,' = taiig’pf, ele.
L équation precedente donnera donc
m y/ a.tang'p m'y/a'. tangsp'4-m" y/ a\tangV’+etc.==const, (/)
équation d’où l’on tirera, relativement’ aux inclinaisons des orbites , des conséquences analogues à celles qu’a fournies l’équation ( e ) par rapport à leurs ex- • -• centricités. ; ■*
Si l’on multiplie les mêmes équations, la troisième par m\/a , la septième par m' V a' , et ainsi du reste, qu’on les ajoute ensuite; si l’on multiplie la quatrième par m \/a , la huitième par m \/a' , et ainsi de suite; qu’on ajoute les produits , et qu’on intègre les deux sommes résultantes, en observant que par la nature de la fonction L, on a
d L dL UL
d,{ + dq,+ dq"
etc. = o ,
d[, dV, dh
aï+dp+d? +
etc. = o ,
on aura les deux nouvelles intégrales suivantes :
y/ a .p-\-m y/ a .p- f- m" y/ a.“ .p" -f- etc. = const., y/a . q + m! y/a' . ÿ'-f- m" [/ a“ . q" -f- etc. = const.
Si l’on multiplie la première des équations (M) par
m \/a.c, la seconde par — m \/a.b, la troisième par m s/a.q, la quatrième par — m \/a.p, la cinquième par m' \/a' .d , et ainsi de suite, etqu’on ajoute entre eux les produits résultans , on aura
/- /cdb-bdc\ , y— 7 fc db'-V dc'\ „ /— /c“ db" -h” dc"\
m^a\—d— )+m '/ a '( di )+m t/a {— 7dT~ )+e[c'
a ^ ^ ii' ^ i _/ ^L c/L . rfL
=6rfï+C&+i-^+C-Â''+6-^+C -d? + *tC-
dh dh , </L , dh „ dh „ dL
+p' Tq +<pTr+p 'dp' +,/ ' d7f +p ' dp" ' 1? + elc>
Or, la quantité que représente L étant une fonction homogène du second ordre , par rapport aux variables b, c, p, q , b', c , etc., on a, par la propriété de ces sortes de fonctions ,
. +P-t+‘'-rq+P'-drP- +*'•£ + etc. = aL.
‘dq
On a d’ailleurs , d’après les valeurs de b , c , p , q , b', c', etc. ,
cdb — bdc = c'dcn , c'db' — b' de' = e'%da>' , c’db’— b' de’ — e"*doû', etc. , qdp — pdq—tang* <p.det, q'dp' — p'dq'zsz tang* <p' . da' , q" dp'' — p' dp" — tang1 p" . da.", etc .
L’équation précédente deviendra donc
my a • -j- -f • m y a . — j- f - m y a •
de
etc.
+ mVa. X?££±+m' + /?.^^+etc,=2L j
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et comme la fonction L est constante , on peut , dans le second membre de cette équation, substituer sa valeur à un instant quelconque. D’ailleurs , comme les variations séculaires des excentricités et des inclinaisons, tant qu’on ne considère que les termes du premier ordre par rapport à ces quantités, sont données par des formules absolument indépendantes entre elles , on peut supposer les orbites de m , m', m" , etc., dans le même plan, lorsque l’on ne considère que les variations des excentricités, ou les supposer circulaires, lorsqu’on considère celles des inclinaisons. En faisant donc tour à tour <p=o, <p'=o, <?"=o, etc. , et e—o, e's=o, e"=o, etc. , dans l’équation précédente , on aura séparément ,
/- e'dm , *%d» n,/~1 «**<£•*
i y a • -jg — (- n y a . —j- — \-m y a • — 1- etc.=cons!.,
. tan tangV.di*' , „ . /— tano’p'.iia •
iVa ^ h"1 V a ^ f-m y a • — ^ f-etc.=const.
t ... f dm dm . dit det !
Les quantités ^ etc., , etc., expn-
ment les vitesses angulaires des mouvemens des périhélies et des nœuds des différentes orbites; les équations précédentes donnent par conséquent une x'elation qui doit toujours exister entre ces vitesses, et montrent qu’elles ne pourront pas croître indéfiniment, si on les suppose toutes de même signe, ainsi que les radicaux \/a, \/a' , etc.
Les diverses équations auxquelles nous venons de parvenir expriment des relations qui doivent tou-
jours subsister entre les élémens des orbites de in , m, etc., regardées comme des ellipses yariables à raison de l’actiou mutuelle de ces corps , quels que soient les changemens que ces élémens éprouvent dans la suite des temps , du moins tant qu’on n’aura égard, dans la détermination de leurs valeurs, qu’à la première puissance des excentricités, des inclinaisons et des forces perturbatrices. Elles fournissent par conséquent autant d’équations de condition , au moyen desquelles on pourra vérilier ces valeurs lorsqu’on les aura déterminées.
5cj. Considérons en particulier les mouvemens des orbites de deux planètes m et m' que nous supposerons assez éloignées des autres corps du système, pour qu’ils n’aient sur elles aucune influence, en sorte que ces deux planètes forment entre elles, avec le Soleil, une sorte de système particulier. Nous verrons dans la suite que ce cas est, à très peu près, celui de Jupiter et de Saturne.
Si l’on prend pour plan fixe , le plan de l’orbite de ni à une époque quelconque, qu’on nomme y l’inclinaison mutuelle des deux orbites , que nous supposeronstoujours très petite, on aura <p=o et <p' = y; d’ailleurs, d’après la remarque que nous avons faite dans le n* précédent , si l’on ne considère que les variations des inclinaisons, on peut supposer nulles les excentricités dans la valeur de la fonction L , qui devient simplement alors
, r(a*+a").(a, a')+3.aa'.(ap')' , 3.aa'.(a,a'Y
L c«w)‘ +Mv--ar(/> +ï > J
Digitiz etrtÿ-G^Ogle
La fonction L' doit demeurer constante , quelques variations que subissent les quantités// et q' ; on a d’ailleurs q'% — tang* y'. L’équation précédente donnera donc
tang <f>' = tang y = constante ,
c’est-à-dire que, dans ce cas, l’inclinaison mutuelle des deux orbites est toujours la même.
Déterminons le mouvement des nœuds de l’orbite de m! sur l’orbite de m. Si dans la formule (5) du
n* 42 on remplace R par L', on aura
dL'
UJLi j
m'. \/ a . ( 1 -e'a) sinp'.dq>' "
En substituant dans cette expression, à la place de L' sa valeur précédente, et en négligeant les termes du second ordre, par rapport aux excentricités et aux inclinaisons , on trouve
daf 3/71 ■ ad . (q, a')'
Tl ~ 4 . t/Z.(a'* — a*)* *
c’est l’expression de la vitesse angulaire du mouvement du nœud de l’orbite de m sur le plan de l’orbite de m. On voit que cette vitesse est constante. Le mouvement de l’intersection de deux orbites pendant le temps t , en vertu de l’action mutuelle de
m et de m' , sera donc 3fft ■ ‘(a>a )_ . t sur je j
de l’orbite de m : le mouvement de cette intersection pendant le même intervalle sur le plan de l’or-
bite de m' sera L . t, et leur inclinai-
son mutuelle pendant ce temps ne variera pas.
Concevons un plan fixe intermédiaire entre ceux des deux orbites, et passant par leur commune intersection. Soit <p l’inclinaison de l’orbite de ni, et <p' l’inclinaison de l’orbite de m! sur ce plan , en sorte qu’on ait <p' + <p = y. Le mouvement des nœuds de chacune des deux orbites sur le plan fixe sera déterminé par les équations
da. 1 dL
dt m . \/a. (1 — e*) ’ sin <p . rf<p *
dri 1 d L
* tri . — <•'*) ' sin tp' .dp'*
L ayant la même signification que dans le n° 54- Si l’on n’a égard qu’à l’action mutuelle de deux planètes m et m', et qu’on substitue pour p , q , p', </' leurs valeurs n° 53, dans la fonction L, on aura, aux quantités près du second ordre en <p et <p',
dL dL _
, dtp dçf ~~ °’
d’où l’on voit d’abord que les mouvemens instantanés dx et da! des noeuds des deux orbites sur le plan fixe, se font en sens contraire, ce qui résulte en effet de ce que , par la construction , le nœud ascendant de l’une d’elles coïncide avec le nœud descendant de l’autre , et réciproquement. On voit de plus que si l’on fait
ni. — e*) .sin <p = m' .\/ a! . (1 — e'*). sin <p' ,
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on aura, pour un instant quelconque, da — — da! , c’est-à-dire que, dans ce cas, l’intersection commune des deux orbites restera toujours sur le plan que nous venons de considérer, pourvu qu’il partage l’angle y de manière à ce que les angles tp et <p' satisfassent à l’équation précédente.
Cette équation combinée avec la suivante qui n’est qu’une extension de l’équation (/) du n° 54, et que nous démontrerons dans la suite,
m. — e*).sin’p-|-/7i'. s/a'.(\ — e'*).sin*ç'=ca,
donne ♦
m . y/q'.(l — e'3).ca
Ces valeurs montrent que les deux angles <p et <p' sont constans ; les inclinaisons des orbites de m et de m' sur le plan fixe sont donc invariables , ainsi que leurs inclinaisons mutuelles ; ces trois plans auront toujours une intersection commune, et le mouvement de cette intersection sera uniforme. Nous verrons dans la suite que le plan qui jouit de cette propriété remarquable, est celui du maximum des aires, que nous avons nommé plan invariable dans le n° a3 du premier livre.
56. Il nous reste à considérer la variation de la longitude e de l’époque. La troisième des formules (r i) du n° 46 qui la détermine, peut être mise sous cette forme :
siu*p = sin*p'=
dtz=z (i — x/'i — * ê%) . da> — a a’«. jâ’^'
Si dans cette formule on substitue à la place de F la fonction ^-.L du n° 54» pour avoir des formules symétriques pour toutes les planètes , on aura
de—( 1 — \A — <?*) . do) — ^2.
Désignons par e', e", etc. , ce que devient ê relativement aux planètes m', m', ete. , nous aurons, pour déterminer les variations cU , di' , etc., des formules analogues à la précédente , en marquant successivement d’un accent dans celles-ci, les lettres m,n, a, e, u>. Cela posé, si l’on multiplie ces différentes formules, la première par m , la seconde par m'\/ a' et ainsi de suite ; qu’on les ajoute en observant qu’on a généralement a\/a.n= 1 , on trouvera
m \/ a .dt -f- m t/a' .dt - f- m V'a . d," + etc.
= ra(/a.(i — V 1 — «*) . dt
+ m’t/a'>( I — V 1 -e%).d*’-\-rr“ \/ a‘-{ l- \/ 1 -e**) . c?»"-f-etc.
L étant une fonction homogène en a, a', a", etc., de la dimension — 1 ; on a, par la propriété de ces fonctions,
‘ TJiqitizecf
jOdgle
“■Ta +“ ■ a + “ • 2? + **c- = - L
Nous avons vu, n" 54, que la fonction L est constante par rapport aux variations séculaires des elé— mens de m , m', etc. 5 d’ailleurs , si l’on néglige les puissances des excentricités supérieures à la deuxième, on a , numéro cité ,
+/n" . ( 1 — V/T^?*) . d-'+etc.
C étant une constante invariable.
On aura donc enfin,
m\/â. j( -f- m' \/a'.^+m" v/a".^- + etc. =const.,
relation semblable à celle qui existe entre les longitudes dés périhélies et des nœuds, et dont on peut tirer des conséquences analogues.
Si l’on ne veut considérer dans le premier membre
de l’équation précédente, que les termes de ~t,
, etc.^ qui sont proportionnels au temps , on
pourra faire abstraction de la constante du second membre. On aura donc entre ces termes l’équation
m \/a. y 'a1 . de1 m" V a" . de"-\- etc. = o , (t)
d’où il suit que la somme des termes des longitudes e , etc. , proportionnels au carré et aux puis-
sances supérieures du temps, multipliées respectivement par m\/a, m' VV, m" , etc., est constante. On retrouve donc entre ces parties des variations séculaires dès la longitude de l’époque, les mêmes relations qu’on remarque entre celles des carrés des inclinaisons, et en général, entre les inégalités dont les périodes sont très longues.
5y. Nous avons fait voir que la fonction L, et par conséquent la fonction F du n° 46 , ne varient pas lorsqu’on y fait varier les élémens a, b, c, p, q de la planète troublée et des planètes perturbatrices, en vertu de leurs inégalités séculaires; c’est-à-dire qu’on aura toujours
, , dF , d¥ . . rfF , d¥ .
Ta • da+db ■ db + -dc ■ dc + Tp ’ dp+d^ ■ rfî + etc. = o.
Nous n’avons démontré cette proposition qu’en portant l’approximation jusqu’aux termes de l’ordre du carré par rapport aux excentricités et aux inclinaisons; mais il est facile de l’étendre à toutes les puissances de ces élémens. En effet, si l’on substitue à la place de da , db, etc., da’ , db', etc. , leurs valeurs déterminées par les formules (1 1) du n° 46, l’équation précédente se vérifiera d’elle-mème; d’où ^’on peut conclure que la fonction F est rigoureusement constante par rapport aux variations séculaires de la planète troublée et dcs-planètes perturbatrices.
Dans le chapitre suivant-, . nous examinerons en particulier les inégalités séculaires de chacun desélé-
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mens des orbites planétaires; nous développerons les formules différentielles de leurs variations , et nous les intégrerons ensuite ; et comme la forme des intégrales a la plus grande influence sur la constitution et sur la stabilité du système solaire, nous donnerons à cet examen toute l’étendue et tous les développemens que son importance exige.
INÉGALITÉS SÉCULAIRES DES ÉLÉMEKS DES ORBITES PLANÉTAIRES
V anations séculaires des grands axes et des moyens mouvemens.
58. Le grand axeest, de tousles e'iémens des orbites planétaires , celui dont les variations séculaires sont les plus importantes, parce que non-seulement il influe de la manière la plus directe sur la forme de l’orbite, mais encore, parce qu’il détermine le moyen mouvement, ou, pour parler plus exactement, ce qui dans l’orbite troublée répond au moyen mouvement dans l’orbite elliptique; d’où il résulte que la moindre altération dans le grand axe de l’orbite d’une planète en produit une nouvelle, beaucoup plus sensible encore, dans la durée de sa révolution.
En effet , si l’on fait n = a-» , et que l’on désigne par '( le moyen mouvement de m, on a dans l’orbite elliptique d^ = ndt. Or , nous avons vu qu’on pouvait dans le mouvement troublé, supposer que pendant chaque instant infiniment petit dt la planète m se meut dans un orbe elliptique; l’équation précédente aura donc encore lieu dans ce cas, seulement
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la quantité n ne sera plus constante , et ce mouvement, par conséquent, ne sera plus uniforme. Nous continuerons cependant, par analogie, à appeler £ ou l’intégrale f ndt le moyen mouvement de la planète troublée, parce qu’il correspond, dans les formules du mouvement troublé, au moyen mouvement nt dans les formules du mouvement elliptique. On aura, n° 43, pour déterminer £ dans l’orbite variable, la formule
£ = — 3 .ffk andt . r/'R, (i)
et la valeur du grand axe sera donnée par l’équation a = a .fa*. d?R. (2)
On voit donc que si la différentielle <i'R renferme un terme proportionnel à l’élément du temps , ou , ce qui
revient au même, si ^ renferme un terme constant,
il en résultera dans l’expression du grand axe, un terme croissant comme le temps et de la forme kt , k étant une fonction des élémens des orbites de m et de m'; et dans l’expression du moyen mouvement, un terme de la forme kt*, qui , croissant comme le carré du temps, deviendra à la longue extrêmement sensible. Ainsi, au bout de quelques siècles, la forme des orbites et la durée des révolutions des planètes pourront se trouver sensiblement altérées. Si au contraire la différentielle d! R n’est composée que de termes périodiques, c’est-à-dire qui ne contiennent pas le temps t hors des signes sinus et cosinus , les valeurs de a et £ ne contiendront que des termes semblables : les grands axes des orbites et les moyens
mouvemens ne seront soumis par conséquent à aucune inégalité séculaire , ou susceptible de croître indéfiniment avec le temps , ils ne seront assujettis qu’à des inégalités périodiques dont on pourra toujours assigner les limites, et qui, dépendant uniquement de la configuration des différens corps du système, reprendront les mêmes valeurs toutes les fois que ces corps reviendront aux mêmes positions.
Il est donc extrêmement important d’examiner avec soin la forme de la différentielle cPR. Nous avons déjà vu, n° 46, que cette différentielle ne pouvait contenir que des termes périodiques , lorsqu’on n’avait égard qu’à la première puissance des forces perturbatrices, quelque loin d’ailleurs que l’on porte les approximations par rapport aux puissances des excentricités et des inclinaisons des orbites. Mais, pour ne laisser aucun doute sur ce point, l’un des plus intéressant du système du monde, nous allons reprendre ici cette démonstration , et nous l’étendrons ensuite au cas où l’on considère les carrés et les produits des forces perturbatrices.
5g. Reprenons la formule du n" 43#
da = 2 a*. i/R.
La caractéristique d! ne se rapporte ici qu’aux coordonnées de la planète troublée, en sorte que si l’on regarde R comme une fonction des coordonnées x, y, z, x', y' , z', etc., de la planète troublée et des planètes perturbatrices, on a
d'Kxzj-.dx + ^.dz + ^.dz.
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Par conséquent, si l’on remplace les coordonnées jc, j-, z,x',y', z' , etc., par leurs valeurs en fonction du temps, il faudra pour avoir la différentielle d'R, faire varier le temps qui aura été introduit dans R par la substitution des valeurs des coordonnées de ni, et regarder comme constant celui qui provient des coordonnées de ni', m", etc. , c’est-à-dire qu’on aura
r/'R = — ^ . ndt , le temps t ne devant varier dans R
qu’autant qu’il est multiplié par la constante n.
Cela posé, ne considérons, pour plus de simplicité, que l’action mutuelle des deux planètes m et ni' ; ce * que nous allons dire pouvant d’ailleurs s’étendre , comme ou le verra , à un nombre quelconque de planètes perturbatrices. Si dans une première approximation on néglige les puissances des masses perturbatrices supérieures à la première, il suffira de substituer dans R, à la place des coordonnées de m et de m'f leurs valeurs relatives au mouvement elliptique. Nous avons vu que la fonction R peut toujours se réduire alors en une suite infinie de sinus et de cosinus d’angles croissant proportionnellement au temps , de sorte que chacun des termes de ce développement sera de cette forme
m! . A . cos (i'n't — int -f- k ),
nt et n'i représentant les moyens mouvemens de la planète troublée et de la planète perturbatrice, i et ï des nombres entiers qui peuvent prendre toutes les valeurs positives et négatives y compris zéro; enfin.
A et k, des fonctions des élémens des orbites de m et m indépendantes du temps t.
Pour avoir la différentielle de ce terme, par rapport aux coordonnées de m , sans faire varier celles de m', il faut différencier, par rapport au moyen mouvement ni, et regarder le moyen mouvement rit comme constant. Cette différentiation fera disparaître le terme constant du développement de H qui répond à i —o , i = o, et l’on aura, relativement au terme qui précède,
d'R = m' . Ain dt . sin (J! rit — int- f- k).
Le tenue correspondant de da sera donc
da ss irri . A ina%dt . sin ( i'n't — int -(- k) ,
et en intégrant, on aura
i, , a m' . A ina* , , . ... , .
Sa = t-, : — . cos (t rit — mt-\- k) .
La différentielle da ne peut contenir aucun terme constant, à moins que l’on n’ait i'ri — in = o, condition qui suppose les moyens mouvemens des planètes m et rri commensurables entre eux , ce qui n’a jamais lieu dans notre système planétaire. Le grand axe , et par conséquent le moyen mouvement, ne contiendront donc aucun terme croissant, comme le temps, et ils ne seront assujettis qu’à des variations périodiques dépendant des moyens mouvemens ni et rit, et de leurs multiples, du moins tant qu’on n’aura égard qu’à la première puissance des masses perturbatrices.
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Si 1 «^rapport des moyens mnuvemens «Z et n't, sans être exactement commensurable, approchait beaucoup de celui de ia la quantité tri — in deviendrait très petite , et le terme précédent de la valeur de S'a , et à plus forte raison celui qui lui correspond dans l’expression du moyen mouvement, et qui a le carré (/V — in)' pour diviseur, deviendraient très considérables. 11 en résulterait, dans l’expression de la longitude moyenne de la planète m, une inégalité qui, croissant avec une grande lenteur, pourrait faire penser, lorsqu’on comparera les anciennes observations aux modernes, que sou moyen mouvement n’est pas uniforme, et qu’il est affecté d’une inégalité à longue période du genre de celles que l’on nomme inégalités séculaires- C’est ce qui est arrivé pour Jupiter et Saturne. Cinq fois le moyen mouvement de Saturne est à fort peu près égal à deux fois le moyen mouvement de Jupiter, en sorte que la quantité 5 n! — 5 n n’est pas la soixante-quatorzième partie de n ; et cette circonstance singulière produit les grandes irrégularités observées dans les mouvemens de ces deux planètes , et qu’on avait regardées long-temps comme inexplicables par la loi de la pesanteur universelle.
6o. Voyons si le résultat précédent subsiste encore, lorsqu’on considère les carrés et les produits des masses m et m'. C’est une question importante à examiner , parce que si la seconde puissance des forces perturbatrices introduisait des termes non périodiques daus l’expression différentielle du grand axe, ces termes, quoique multipliés par le carré des masses, en acquérant par la double intégration quils subissent dans Tome I. a5
l’expression du mouvement moyen, de très petits diviseurs du même ordre, deviendraient, après l’intégration , indépendans des masses, et produiraient des inégalités séculaires semblables» celles des autres éiémens de l’orbite, qui dépendent de la première puissance des masses et qui sont données par une seule intégration. Ou sait d’ailleurs qu’une inégalité de cette espèce, si elle existe , serait du second ordre par rapport aux excentricités; elle deviendrait comparable par conséquent à l’inégalité du mouvement elliptique, dont l’argument est le double de l’anomalie moyenne, c’est-à-dire au second terme de l'équation du centre. Il est donc essentiel de s’assurer que le carré de la force perturbatrice ne produit que des termes périodiques dans l’expression du moyen mouvement , ou que si elle y introduit quelque inégalité séculaire, son coefficient, qui est une très petite quantité du second ordre dans la valeur différentielle de cet élément, restera encore insensible après l’intégration.
Les termes du second ordre, par rapport aux masses , sont introduits dans R par les variations des éiémens elliptiques de la planète troublée et de la planète perturbatrice. Si l’on substitue donc dans R a -f- «f a , e-{- Se, etc. , «'-J-efu', e'+de', etc., à la place de a, e, etc. , a, e, etc., la caractéristique «f, désignant ici des variations dépendant seulement de la première puissance des masses m et tri , qu’on développe ensuite la fonction résultante que nous désignerons par R,, en se bornant aux termes de l’ordre du carré des masses , on aura
R, = R *+■ d'R -f- «TR. («)
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En supposant pour abréger
rfR . , rfR . . rfR > .dK ™=dSJa+7l-*,+7-*‘+
. . <7R , rfR .
jt
de
dp
dq'
lequation (a) donnera, en la différenciant par rapport à d' ,
On doit remarquer ici que, pour avoir la différentielle d'.cTR, il faudra, d’après ce que nous avons dit précédemment , faire varier dans «JH le temps introduit par la substitution des valeurs des coordonnées de m et des variations Sa, St, etc., et regarder comme constant celui qui provient des coordonnées de /»'; de même pour avoir d1 .S' R, il faudra faire varier dans cf'R le temps introduit par les coordonnées#, /, z , et regarder comme constant celui qui résulte des coordonnées cd , f, z, et des variations S'a! , «JY, etc., des élémens de l’orbite de ml.
Examinons successivement les trois termes de la valeur de «/'R, , pour nous assurer qu’aucun d’eux ne peut contenir de partie non périodique. Le terme <i'R est celui que nous avons considéré dans la première approximation; nous avons prouvé qu’il ne renferme aucun terme de cette espece ; passons donc de suite au second. Si dans l’expression de «TR on remplace les variations Sa, Se, par leurs valeurs résultant de l’intégration des formules différentielles du n° 46 > on aura
aS.. *
/(/U fdR , t/R A/R , \ «. \/ 1 — e* ^ 4/, — ^ /</R /V/R
i— ** /r/R A/R , c/R /Vit , \
— • Ui d;-"dt-Te J dZ-ndt)
\' \ — t' \dp J dq dq J dp J
Il faut observer que la différence partielle tloil être prise ici sans faire varier n, conformément à
la remarque faite n° 43.
Pour avoir la valeur de d' .c fR, il faut différencier complètement l’expression de cfR relativement aux variations des élémens de m, ou, ce qui revient au même , supprimer lessignes f qui n’ont été introduits que par l’intégration des valeurs différentielles de ces élémens , et alors cette expression est identiquement nulle. Il suffira donc, pour avoir ti'.J'R, de différencier dans JR, par rapporta ni, les quantités hors du signe f. Mais si l’on substitue dans J'R à la place de R sa valeur développée en sinus et cosinus d’angles multiples, des moyens mouvemens nt et ni, les différons termes de cette fonction pourront prendre cette forme P ./Q. dt — Q.fP.dt, en représentant par P et Q une suite de termes de la forme
A. . ’ (i'nt — int -f- /c) , sin . ' '
i et t' étant des nombres entiers quelconques,- positifs
Pour avoir dans
des termes où les moyens mouvcmens ni, n't produisent en se détruisant des termes non périodiques, il faut combiner ensemble les termes de P et Q qui dépendent des mêmes multiples de nt et de n't. Soit donc A. cos (P n't — int ■+■ k) un terme quelconque de P, et soit A' .cos (/' n't — tni-f-A:) le terme de Q qui a le même argument, on aura, relativement à ces termes,
= k.indt.s\n(i n' t— int f\'dt.cos(i n t — int+ 1)
— A'. indt.sin(i'n t — 1) . f Adt.cos[i nt —
expression qui se réduit à zéro lorsqu’on effectue les intégrations indiquées. Concluons donc que les variations des élémens de la planète troublée m ne produisent dans d'W, aucun terme non périodique.
Il nous reste à considérer les différens termes de l’expression de résultant des variations des
élémens de m1 ; il n’est plus possible d’employer ici la réduction précédente, parce que la fonction R n’étant pas symétrique par rapport aux coordonnées x , y, z, x’, y, z', cette fonction changera de valeur relativement aux pertubations de la planète m'. Soit R' ce que devient dans ce cas R , on aura
R'= rn . (—■ 1
xx'+yy'+zz
et par conséquent
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La variation de R produite par les variations des élémens de 1 orbite de m! est donc égale à la variation du second membre de cette équation relative aux variations des mêmes élémens , et par conséquent, si la différentielle de cette variation relative à la caractéristique d! ne renferme aucun terme non périodique, on sera assuré que la fonction d' .S1 R ne saurait contenir non plus aucun terme semblable. Considérons d’abord le premier terme de ce second membre : on aura, en vertu des varations de m',
rfR' , , JR' , . JR' , . JR' . . JR' , , dR’ . .
Si l’on remplace d'à', Je', JY, JV, J'p', par leurs valeurs, ou voit, par l’analyse précédente , que J',R' pourra se décomposer en une suite de termes de la forme P'.y’Q' .dt — Q'./.PYl ; et pour avoir la différentielle ef . JV'R', il suffira de différencier, par rapport à ni , les quantités hors des signes f , celles qui sont sous le signe intégral étant relatives aux élémens de la planète m ', et devant par conséquent être regardées comme constantes. On prouvera , par la même analyse , que cette fonction se réduit à zéro lorsqu’on n’a égard qu’aux termes non périodiques qu’elle peut renfermer. La fonction différentielle (f. jJ^R' ne contient donc que des termes périodiques, et si des termes non périodiques peuvent exister dans d1 . J',R , ils ne proviendront que de la variation de
la fonction mr ,{xx' yy' + zz') . ^
Désignons pour abréger par L cette fonction. Si
dans la première des équations (A) du n“ 37 , on substitue M + m b la place de /u., M étant la masse du Soleil, on en tirera
m'x m d'x mm x , m_ f _
~~ ~*M * dF ST ' P ‘ M ' \dxj ’
on aurait pareillement
m'x' m d‘x' m'* x’ . m /rfR'\
M - TP U ' rri ‘ M ■ \dx )’
Les équations difTérentielles cn^, z,ÿ et z' fourniront des équations semblables. Si l’on multiplie respectivement par oc', y1, z', les équations en x,y, z ainsi obtenues, et par oc, J, z les équations en x', y, z', et qu’on retranche ensuite les secondes des premières , on aura
d . {xdx'-x dx-\-ydy' -y dy+tdz' -z' dz)
en nommant, pour abréger, N la fonction en oc,y, z, ocf ,y', z' du second ordre relativement aux masses m et m! , déterminée par l’équation
XX +yÿ -f- zz
\ mm' f.
xx' -f y y -f zi-
L’équation (c) donnera, en la différenciant par rapport à la caractéristique d! , et ne considérant que le premier terme du second membre ,
j>i *»' j [~d.(,xdx'— x'dx+ydy'— y'rfy+srf*'— z'dz)~\
• dF~" JV
mfr ; r
Cette fonction ne contient aucun terme périodique lorsqu’on substitue pour x , j , z, x1 , y' , z' leurs valeurs elliptiques. En effet, les coordonnées x,y,z ne contiennent que des termes périodiques dépendant de l’angle nt et de scs multiples, et les coordonnées x' , y' y z' ne renferment que des ternies semblables dépendant de nt ; il est donc impossible que les moyens mouvemens ni et n't disparaissent dans les produits xdx , x'dx, etc.; les termes non périodiques que ces produits peuvent contenir proviendront donc de la variation des coordonnées de m et de m , mais ces termes disparaîtraient, s’ils existaient, par la différentiation dans la valeur de dh.
En n’ayant égard qu’au terme N de l’expression L, on aura
ctL = rf N .
La fonction N étant de l’ordre du carré des masses , si l’on n’a égard qu’aux termes de cet ordre, il suflira de substituer dans N , au lieu des coordonnées de m et de m' , leurs valeurs elliptiques, et il est aisé de se convaincre alors que ci' N ne renferme que des quantités périodiques. En effet, des équations du mouvement elliptique de m et m on conclut
xx -\~yy -f- z z x'd'x -\-y'd'y -f- zd‘z
r1 (M + m) . dt% *
XX -f -yÿ -j- zz xd\v -f- yd’y -f- zd'-z
La fonction N devieut donc ainsi
_ m'% rxd'x' + y d‘/ + zd-z~\
mm /x'd%x-+-Y,d‘ y-f-i'rf’iX m , A/R\ AfR'\
-iMM+sî-C — -jf v+M-L*Aih*vÆ’)
Les deux premiers termes du second membre ne renferment aucun terme non périodique; car nous avons prouvé précédemment que les produits de la forme ccd1 x' , x'd'x, etc., ne pouvaient contenir aucun terme semblable lorsqu’on substituait simplement pour ,r, x', etc., leurs valeurs elliptiques. Quant au dernier terme, si l’on substitue dans II à la place des coordonnées de m et m' leurs valeurs elliptiques , cette fonction pourra se développer en une suite de cosinus d’arcs multiples de nt et de n't, et l’on aura la
différentielle — , en ne faisant varier dans R que ce qui
se rapporte aux coordonnées de m, d’où il suit que cette différentielle pourra contenir des sinus et cosinus d’angles multiples de nt, mais jamais aucun sinus ou cosinus où entrerait isolément l’angle n't. La valeur de x' ne contenant d’ailleurs que des termes périodiques dépendans de n't, il en résulte que les moyens mouvemons nt et n't ne sauraient disparaître dans
aucun des termes du produit x' . Ou démon-
trerait de meme que les autres produits .semblables
/(/R'\ , fdli\ _ sdR\ , /Jl\\ /</!:'
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ne peuvent contenir que des termes périodiques, et que par conséquent la fonction N et sa différentielle r/N ne sont composées que de termes semblables. H suit de là que la fonction différentielle d! . cT'R ne renferme que des quantités périodiques, du moins tant qu’on ne porte l'approximation que jusqu’aux termes du second ordre par rapport aux niasses.
Les résultats précédens peuvent aisément s’étendre à un nombre quelconque de planètes perturbatrices. Soit en effet ni une nouvelle planète dont ou considère 1 action sur m ; elle ajoutera à la fonction R les termes ,
m" m." . (xx'-pyy "-f-zz.")
Les variations des coordonnées de m et de m" , résultant de l’action réciproque de ces deux planètes, produiront dans la variation de R des termes multipliés par mm' et par m"‘, et l’on prouvera par l’analyse précédente qu’aucun d’eux ne pourra donner dans */'. ^"R de termes non périodiques.
Les variations des coordonnées de m' résultant de l’action de m" sur m' produiront une variation dans la partie de R dépendant de l’action de m' sur m , et qui est représentée par
m' m . (.ri -f- yy' + zt)
V (*'— xy+ (y -y)' + (d — Z)' ~
Il en résultera, dans R, des termes multipliés par mW' et qui seront fonctions des coordonnées elliptiques x , s et des angles vît , n"t, ou bien, en rem-
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plaçant x, y, z par leurs valeurs, des termes fonctions des trois angles nt, n't, n"t. Les trois moyens mouvemens ne pouvant se détruire entre eux, ces termes ne produiront que des termes périodiques dans </'R. D’ailleurs s’il existe, dans le développement de R , des termes indépendans du moyen mouvement nt, ils disparaîtront d’eux-mêmes par la différentiation dans J'R, et si l’on considère au contraire les termes dépendans de cet angle seul, ces termes seront de la forme m'm" . r/'P , P étant une fonction des coordonnées elliptiques de ni. Il en résultera dans f d'R des termes de la forme m'm" .fil 'P ou m'm’ . P, puisque d! P est une différentielle exacte. Ces termes seront donc encore du second ordre après l’intégration, et nous négligeons les quantités de cette espèce dans la valeur de cette fonction.
De même, la variation des coordonnées a: , y, z, produite par l’action de m" sur m, ne peut introduire dans la partie précédente de R que des termes multipliés par m'm" et fonctions des coordonnées x', y' , z' et des angles nt ou n"t , ou fonctions simplement des trois angles nt, n’t, n"t, et ces trois angles ne pouvant se détruire entre eux, il n’en saurait résulter dans d'R que des termes périodiques. Quant aux termes dépendant seulement de nt, ils ne produiront que des termes non périodiques de l’ordre m'm" dans fd' R.
Les mêmes raisonnemens s’appliquent évidemment à la partie de R , dépendante de l’action de m" sur m.
Concluons donc enfin que, quel que soit le nombre des planètes dont on considère l’action réciproque, les variations des élémens ell iptiques de la planète troublée
et des planètes perturbatrices ne produiront dans rfR aucun ternie non périodique, du moins tant qu’on n’aura égard qu’aux carrés et aux produits des masses perturbatrices.
Reprenons maintenant la formule
da =. na% . d'R. (2)
Lorsqu’on a égard aux quantités du second ordre par rapport aux masses , il n’est plus permis de regarder comme constant le facteur a‘ dans le second membre de cette équation : en substituant donc à sa place (a-f-cfa)* et intégrant l’expression résultante, on aura pour déterminer la variation du grand axe de l’orbite de m, la formule
/« = an* . /if R, + 8n5 . J{d' R . /if R) . ( 3)
Nous venons de voir cjue /if II, ne renferme que des quantités non périodiques de l’ordre mm' , lorsqu’on considère dans R( les termes du premier et du second ordre par rapport aux masses perturbatrices. R étant uue simple fonction des coordonnées elliptiques de la planète troublée et des planètes perturbatrices, peut se développer en une série de cosinus d’arcs multiples des moyens mouvemens ni , n't, etc. Soit
m . A . cos (l'nt — int -J- k) ,
l’un des termes de ce développement. Les termes correspondu 11s de (tli et de fd'W seront
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• (/'il = indl . m' À . si» (i’rit — int -f- k) , v
fd' Il = — . m'A . cos (i'n'i — ûil -f- A):
et il faudra évidemment combiner ensemble ces termes dans la valeur de J'a pour que ni et nt puissent s’y détruire. Mais on a de cette manière
(/ Pi . yi/u = 7-7 . . stn 2 (< n t — int -(- k),
ce qui donne dans cfn une inégalité périodique dépendante de l’angle 2 (i'n't — int -f- k).
11 suit de là que la variation du grand axe de l’orbite d’une planète ne peut contenir aucune inégalité séculaire du premier ou du second ordre par rapport aux forces perturbatrices, qui puisse devenir sensible par la suite des siècles, quel que soit le nombre des planètes qui troublent son mouvement. La même résultat s’applique évidemment à la variation du moyen mouvement; en effet, nous avons trouvé pour la déterminer la formule
dÇ = — 3 . f and'R. . dt. (1)
Si l’on considère les termes du second ordre, il faut regarder comme variable le facteur an dans le second
membre de cette équation: or, on a an = a~i, d’où l’on tire en différenciant
d . an =. — a* . = — a'n. d'R.
la
La valeur de cT£ deviendra donc par conséquent :
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<r£=— San .ffd'Rrdt+Sa\ff(ndt.d'R.fd'K). (4)
Formule qui ne peut renfermer aucune inégalité séculaire, si la formule (3) n’eu contient pas.
Concluons donc de l’analyse qui précède , cç beau théorème qui est de la plus haute importance dans la théorie du système du monde : Les moyens mouvemens des planètes et les grands axes de leurs orbites sont invariables lorsqu’on fait abstraction des inégalités périodiques et que l’on néglige les quantités du troisième ordre par rapport aux forces perturbatrices.
Ce résultat cesserait d’avoir lieu si les moyens mouveinens de la planète troublée et des planètes perturbatrices avaient entre eux des rapports commensurables. Nous avons vu que ce cas n’existait pas dans la nature lorsqu’on n’a égard qu’à la première puissance des forces perturbatrices; mais il pourrait se présenter lorsque l’on pousse plus loin les approximations. En effet, si l'on considère l’action mutuelle de trois corps m, m' , m" circulant autour de M, on voit par l’analyse précédente qu’il en résultera dans </'R des termes du second ordre par rapport aux masses m, m', m", et de la forme K .sin . (tnt — i'n't _| Si l’on suppose donc que les rapports des moyens mouvemens ni, ni , n"t soient tels que la quantité in — i' V H- t"«" soit une très petite fraction de n, il en résultera dans la valeur de £ une inégalité qui pourra devenir considérable. Ce cas très singulier se présente dans le système des satellites de Jupiter; le moyen mouvement du premier satellite, moins
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trois fois celui du second plus deux fois celui du troisième, est exactement et constamment égal à zépo, c’est-à-dire que l’on a n — 3«' -f- 2»"=o; et ce phénomène, unique dans le système du monde, pro- ^ duit dans les moyens mouvemens de ces astres des » variations dépendantes de la seconde puissance des masses perturbatrices que la théorie détermine, mais que les observations n’ont pu jusqu’ici rendre sensibles.
6j. Il suit du théorème que nous venons d’énoncer que, dans la suite des siècles, les orbites planétaires ne
feront que s’aplatir plus ou moins en vertu des inégalités séculaires de leurs excentricités; elles conserveront toujours les mêmes grands axeâ; et les moyens mbuvemens , qui s’en déduisent par la troisième loi de Képler, seront inaltérables, ou du moins, s’ils sont soumis à quelques variations séculaires, elles seront insensibles. On ne peut pas encore en conclure rigoureusement , il est vrai , que la durée de la révolution sidérale moyenne des planètes sera constante aussi; en effet, nous avons vu u° 22 que la planète m revenait au meme point de son orbite lorsque la longitude moyenne nl + t était augmentée d’une circonférence ; le premier terme de cette expression, qui est proprement ce qu’on appelle le moyen mouvement de la planète, croit uniformément avec le temps, et son coefficient est invariable, comme nous venons de le voir; mais le second terme peut être soumis , comme nous le démontrerons bientôt, à des inégalités séculaires contenant des termes croissans comme le temps et du premier ordre par rapport aux masses, et des
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termes proportionnels au carre du temps et du second ordre par rapport à ces masses. On pourra faire abstraction des premiers, parce qu’ils s’ajouteront au moyen mouvement; mais les seconds produiront dans la longitude moyenne de véritables inégalités séculaires. Heureusement ces termes comme nous le verrons, sont tout-à-fait insensibles pour la Terre et pour les planètes; mais ce sont eux qui produisent 1 accélération séculaire qu’on observe dans le mouvement de la Lune , et dont les astronomes avaient long-temps vainement cherché la cause.
Les résultats précédens s’appliquent à tous les corps de notre système planétaire ; mais c’est surtout dans la théorie de la Terre que leur importance se fait sentir, à cause de l’influence que les inégalités de son moyen inouvemeut auraient sur la durée de l’année sidérale, élément que les astronomes ont toujours regardé comme invariable et qui sert de base aux calculs de toutes les tables des mouvemens célestes. On devait désirer qu’il ne restât aucune incertitude sur une donnée aussi essentielle; mais d’une parties observations anciennes sont trop peu exactes, et de l’autre les modernes sont comprises dans un trop court intervalle de temps pour qu’on en put conclure rien de certain sur l’invariabilité de Tannée sidérale. Cette question est donc une de celles où la théorie devait devancer l’observation, et l’analyse que nous vénons de développer fixe un point important du système du monde, qui n’aurait pu être établi d’une manière incontestable, par les observations seules, qu’après un grand nombre de siècles.
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f anations séculaires des excentricités et des longitudes des périhélies.
63. Après avoir démontré l’invariabilité des grands axes et des nlbyens mouvemens par rapport aux inégalités séculaires, avec tout le soin qu’exigeait cette importante question , nous allons examiner successivement les variations séculaires des autres élémens des orbites planétaires.
Commençons par les variations des excentricités et des longitudes des périhélies. Pour cela, reprenons les expressions différentielles de ces variations , données n° 46 ,
de= — anVi-e' dE_
e ’ d* ‘at>
# e de
En différenciant par rapport à u> et par rapport à e la valeur (n) de F, trouvée n° 53, on aura
du a.(a‘* — a*)“ . ce . sin (« — *) ,
d F 3iri.aa‘. (a, à )'
i 3 ni. [ad. (a, a') + (a'+ a'») (ap')'] ,
f / n TT * ^
.e'.cos(» — «).
Si par conséquent on fait pour abréger [a,a'l = — 3m'QV"-(°-aT r^l — _ 3m'- an • Laa'-(a,a') + fo‘4- a'‘).(a,a')”\
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on aura, pour déterminer les variations séculaires des excentricités et des périhélies, en ne portant l’approximation que jusqu’aux premières puissances des excentricités et des inclinaisons, et en ne considérant que l’action d’une seule planète perturbatrice ni', les deux équations
ss [«,«'] .e'. sin (a' — a), j-t = [a, a'']— [5]/7.cos (u'—a).
L’action des planètes m", m'", etc. , ne fera qu’ajouter à ces équations des termes semblables. Désignons donc
par [fl, a"'] , [tfja'J , ce que deviennent les fonctions [a,û'], Ja,a'J , lorsqu’on y change a’ et m 1 en a" et m";
désignons semblablement par [«,«'"] ,
, ce que
deviennent ces mêmes fonctions lorsqu’on y change a’ et ni' en a"1 et mm, et ainsi de suite; on aura , eu vertu des actions réunies de tous les corps m', m ", m!", etc. ,
' [«,«'] . e'. sin (a — o>) -H [«,«']• e". sin (co* — u)
etc
~ = [a, a’ ] 4- [a, a"] 4- etc. — cos (»' — &»)
. —.cos («" — ai) — etc.
De ces expressions, il est facile de conclure celles de
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— , 14- , — , .—J — , etc., en changeant successive- Ut* dt * dt* dt ' ’ b
ment, dans les équations précédentes, ce qui se rapporte à la planète m dans ce qui se rapporte aux planètes m', m", etc., et réciproquement. Soit donc
[rt',fl],[a',a"],[a",a*], etc.,
[a',a,],[a',a],[a',a"r],etc., etc.
ce que deviennent les fonctions que nous avons désignées par
[«,«'], [a,a"], etc., [a, a'], \a,a\ [fl, a"'], etc..
\a',a\y \a',a\ [V,fl'"~|,etc.
k,a'l, [«>],[,>!']-ctc-
lorsqu’on y change successivement ce qui est relatif à m en ce qui se rapporte à m m", etc. , et réciproquement; nous aurons pour déterminer les excentricités et les périhélies des orbites de m, m', m", etc., le système d’équations différentielles suivant :
~ = [fl, a' J .e'.sin(a>'- e») -f-£«,r/J.e".sin(i/-à>)-f-ctc.,
^ = [fl', fl1 -e .sin(a> -&>') -}-[fl',fl"'j .e".sin(a>"-a>,)-j-etc. j
[a",fl].e .sin(»-û>") -f-[fl",a' j .e'.sin(w'-&'')+ctc.f ^ etc.
^- = [a, a'] 4- [a, a"] etc. — a, a' .^-.cos (ce — »)|
— \a,a’~\ • 7 ■ cos — ®) — etc. ,
c~z=[a' ,a\ -f-fa'jrt’j + ctc. — \a',a \ .4-. cos (o> —
— J .^.cos(û>" — a') — etc., I
~ = [a", «]-{-[«", a'] etc. — [a'Vj.^-.cos (ce — ce')^°
£«",«' J . •— .COS (ùù fit)") — etc.,
etc. /
On détermine fort simplement, au moyen de ces formules, les variations annuelles des excentricités et des périhélies. En effet, pendant ce court intervalle, on peut supposer constans les élémens e, e’, etc. , ce, ce', etc. , qui entrent dans les équations différentielles précédentes, et les intégrer dans cette hypothèse , ce qui revient à multiplier par le temps t les
, y de de * . dm dm . T
valeurs de etc., etc. Les expressions
qu’on obtiendra de cette manière pourront même s’étendre, relativement aux planètes, à plusieurs siècles avant et après l’époque que l’on aura choisie pour l’origine du temps. Si l’on veut avoir des valeurs plus exactes, on observera que les excentricités et la position des périhélies variant avec le temps, l’excentricité de l’orbite de m, pour un temps quelconque t, sera égale à
et la longitude de son périhélie à
, . du , t* cPa
Ut 1 1.2 ’ dr +etc-i
dt
dt ’ de
^ j , etc., u, ^ , etc.., étant relatifs à
l’époque. Or les valeurs précédentes de et de — donneront, en les différenciant et en observant que a et a', etc. , sont constans , les valeurs de ^ , — , etc..
On pourra donc continuer aussi loin que l’on
voudra les séries qui précèdent ; mais il suffira , dans la comparaison desobservations les plus anciennes qui nous soient parvenues, d’avoir égard, relativement aux planètes, aux termes de ccs séries multipliées par le carré du temps.
64. Quoique cette manière de déterminer les variations séculaires des excentricités et des périhélies suffise aux usages astronomiques, cependant la théorie de ces variations ne serait pas complète, si elle ne donnait pas leurs valeurs Unies pour un temps quelconque, ce qui exige qu’on intègre rigoureusement les formules différentielles (o). Leur intégration directe est impossible ; mais par la transformation que nous avons indiquée n° 46, et dont l’idée ingénieuse est due à Lagrange, on les ramène à la forme d’équations différentielles linéaires du premier ordre que l’on sait intégrer. En effet, supposons, comme dans le n° cité,
è=e.sin «, &'=e'.sin sin a»*, etc.,) , .
c=e. cos cd, c'=e'.cos co', c"=e* . cos ce', etc. ) '
En différenciant ces expressions, on aura
db
dt''
• de . dti
! sin -f-e.cos a*
de de . du
-7-== cos e.sin «.y.
dt dt dl ’
db' . • de , , < du
-r=sin(i) .—-Ue . cosù) ,
d/ d* 1 dt ’
de' , de' , . , du
dt dt dt
Si dans ces équations on remplace ^ ^ > etc.,
par leurs valeurs, on aura, pour déterminer^, ^ , etc., les équations différentielles suivantes :
[ !>.“'] +[o,<*1 4-etc. | .c —
cZl
c" — etc. , I
| [°>a ] 4- ta,“”] 4-etc. | .b -f-
ly+
J-f+etc., j
{ [a'i“] + [a, al + etc. | .c— [a', a J .c— etc-, | 777— — | M+M 4-etc. }. y + [^].&+r^~K+etc. f(P) , |[aV] + [a'»o']+ctc.|.c"— — [n^Vj.c'— etc,
J =-{ [«V]+[aVl +ete.}.*+ [^Vj.fc'+etc
etc. J
On peut d’ailleurs déduire directementces équations des formules (12), eu y substituant pour F sa valeur en fonction de b , b', c, c ', etc. , donnée n° 53.
Les équations précédentes sont linéaires et s’intégrent par les méthodes connues. Lorsque, par leur moyen, on aura déterminé les valeurs des quantités b, c, b', c', b", c", etc. , ou obtiendra celles des excen-
DU SYSTÈME DU MONDE. bl
tricités et des longitudes des périhélies, en remarquant que les équations (a) donnent
e'— V^b'+c', lang«= - , e—V A'*+c'*> tang*'=y,
etc.
Il ne nous reste donc plus qu’à opérer l’intégration des équations précédentes j pour y parvenir, faisons
b = M. sin{Af-f-I), b'=M. sin (ht+l), b"=M".sm(ht+l), etc.
c =M.cos (ht-\-l), c' = M'. cos (ht-\- 1) , c”= M".cos (ht — • Z) , etc.
M, M', M", etc., étant, ainsi que h et Z, des quantités constantes indéterminées.
Si l’on substitue ces valeurs et leurs différentielles dans les équations (P), il en résultera entre les indéterminées M, M', M", etc., h et Z, les équations de condition suivantes :
MA =| [a', a] +[a, a'] -(-etc. J .M — a! J M' —
M'A = | [a', a] +[a ,a']-f«tc. j.M' — JV , nj .M —
M”A=j [aV]+OV] +etc. j.M"— [a%a].M -
Le nombre de ces équations sera égal à celui des coefficiens M , M', M*, etc.; mais comme chacun des termes qui les composent est multiplié par l’un de ces
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coefficiens, il s’ensuit que l’on ne pourra déterminer, par les équations précédentes, que le rapport de ces quantités entre elles , de sorte qu’il y en aura toujours une qui restera indéterminée. En effet , soit i, par exemple, le nombre de ces équations de condition; il est aisé de voir, d’après leur forme , que si , au moyen desi — i premières, on élimine de la dernière les ' i — i coefficiens M', M", etc. , le coefficient M en disparaîtra de lui-même; de sorte qu’on arrivera à une équation finale en h du degré i, qui ne contiendra plus que cette constante d’inconnue, et pourra servir par conséquent à la déterminer. Cette équation sera toujours d’un degré égal au nombre des coefficiens arbitraires M, M', M'', etc., ou des corps m , m', m", etc., du système; elle aura donc un nombre égal de racines qui, substituées tour à tour dans les i— i premières équations (À*) , serviront à déterminer chacune un pareil nombre de coefficiens arbitraires M, M', M*, etc.
Soient donc h, k,, ht, etc., les racines de l’équation finale en h; soient M, M', M", etc., M, , M',, M",, etc., M,, M',, M',, etc., les différens systèmes de coefliciens indéterminés qui conespondent respectivement à chacune de ces racines, les valeurs de b, b', b ", etc., de c, c', c', etc., qui en résulteront, satisferont toutes aux équations (P). Or l’intégrale complète d’une équation différentielle linéaire est égale, comme on sait, à la somme de ses intégrales particulières; ou aura donc
, sin -f-Mi .sio + M, . sin(A,f-f /,) -f-etc.,
6'=M'.sin(/it+/)+M'1.»in(Al(+/1)+M'..»in + etc.» etc.
c=M. cos .cos (A|t+/i) + M,.cos(/j,t+/,)4-etc.,
c'=M'.cos(At4-0+M'1.cos(A1t+/1) + M',.cos (/<,!+/,)+ etc., etc. ,
l, etc., étant des constantes arbitraires.
Ces équations renferment autant d’arbitraires qu’il y a d’équations différentielles (P) ; car chaque système d’indéterminées M , M', etc. , contient une arbitraire, et il y a de plus i arbitraires Z, etc. Ces
équations sont donc les intégrales complètes des équations différentielles proposées. Quant aux li constantes arbitraires qui entrent dans ces équations, on les déterminera au moyen des observations. Elles ne donnent pas directement ces constantes, il est vrai; mais elles font connaître, pour une époque fixée, les valeurs des excentricités et des longitudes des périhélies des orbites, et par suite les valeurs des quantités b, b', etc., c, c', etc. ; on pourra donc toujours en déduire les valeurs des arbitraires inconnues.
65 . Il résulte, dece qui précède , que les excentricités et les longitudes des périhélies des orbites planétaires ne sont plus, comme les grands axes, assujetties à de simples inégalités périodiques; les variations de ces deuxélémens contiennent des termes indépenda ns de la situation mutuelle des corps du système , et par conséquent la forme des orbites et la position des grands axes peuvent éprouver dans la suite des altérations considérables; mais les ellipticités , en vertu de leurs variations séculaires, sont-elles susceptibles de croître indéfiniment? S'il en était ainsi, les orbites, aujour-
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d’hui presque circulaires, deviendraient à la longue fort excentriques , et pourraient même finir par changer entièrement de nature. L’invariabilité des grands axes ne suffirait plus alors pour assurer la conservation de notre système solaire , qu’une pareille progression menacerait dans la suite des siècles d’un bouleversement total. L’équation (e) à laquelle nous sommes parvenus, n° 54, montre heureusement que ces changemens sont à jamais impossibles; mais il ne sera pas superflu d’examiner ici avec plus de détail cette question , puisque c’est sur elle que repose l’une des conditions essentielles de la stabilité du système du monde.
Pour cela, reprenons les expressions que nous avons trouvées pour déterminer les valeurs des quantités A, et c, savoir:
i=M.sin(At+/)-f-M, . sin(/ï,f-f"L) d-AI*.sin(Ait-f-/a) -4- etc., c=M.cos(A£+/)4-M, .cos (/»,£+/,) + M„. eos(Aa£-j-/a) + etc.,
les quantités h, h, , h,, etc., étant les racines d’une équation déterminée d’un degré égal au nombre des corps agissans du système, et M, M, , M, , etc., /, /, ,
, etc., des constantes arbitraires dont la détermination dépend des valeurs de b et de c, à une époque donnée.
Substituons ces valeurs à la place de b et c dans l’expression de l’excentricité de l’orbite de m; on a e* = b* -J- c* ; on aura donc
e ’= M*+ M,*+M,*+ etc, + aMM, .cos [( h , — h).t + /, —
-f ?.MM».cos[(ft, — /i). £-{-/, — ■q+aM,M,.cos[(A. — h,). — /,] -+• etc.
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Le premier membre de cette équation est constamment plus petit que (M-f-M.+ M.+ etc.)*, tant que les cosinus qui entrent dans le second membre sont tous réels; ainsi donc, toutes les fois que les racines fit hit h%, etc., sont réelles et inégales, 1 excentricité e de l’orbite de m ne peut jamais surpasser la somme des cocfliciens M, M, , M. , etc. , pris avec le même signe ; et si l’on suppose ces coefficiens fort petits à une époque donnée, comme cela a l.eu en effet dans la nature, elle demeurera toujours peu considérable.
Mais il n’en serait plus de meme, si quelques-unes des racines de l’équation en /«devenaient égales ou imaginaires. Ces racines introduiraient, au lieu de sinus et de cosinus, dans les expressions de b et de c, des arcs de cercle et des exponentielles , et ces quantitésétant susceptibles d’augmenter indéfiniment avec le temps, il en résulterait que les valeurs de b et de c ne seraient plus resserrées entre des limites quelles ne doivent pas dépasser ; que par conséquent les orbites pourraient dans la suite des temps devenir foit ex- „
centriques, et que les résultats auxquels nous sommes parvenus jusqu’ici, fondés sur la petitesse des excentricités et des inclinaisons des orbites cesseraient d etre exacts. 11 s’agit donc de montrer que les racines h, h,, h„ etc., sont toutes réelles et inégales; c’est ce , que l’on peut faire d’une manière fort simple , et sans être obligé de former l’équation dont elles dépendent dans le cas où l’on suppose que les différens corps m * t m', m", etc. , du système, circulenttous dans lejneme »
sens. . jï; . '
En effet, reprenons les équations (o) du n° 63." .
Si l’on multiplie respectivement ces équations par
m s/a.e, m Va' .e', m" Va’ .e", etc. • qu’on les ajoute, et qu’on remarque que
sin (•—•') =— sin («'- „), sin (•—•') =— sin ctc.,
et qu’en vertu des valeurs de [i^?] , [â^a] etc. , données dans le n° 63 , on a généralement
. m Va —
|.m' Va' = o ,
[ôÿr?'
.m Va —
etc. ,
cette somme se réduira à l’équation suivante
m Va. ede + m' Va'. e'de'+ni \/a". e’de’+e le. = o.
Si l’on intègre celte équation, en observant que les grands axes a, a', etc., sont constans, puisqu’on n’a
égard qu’aux variations séculaires, on aura
m s/a.e'+m' s/â'.e^+m" vV.e',*4-etc.==const. (e)
Les corps m, m', etc. , étant supposés tourner dans le même sens, les radicaux Va, Va', V«* devront être pris positivement, et chacun des termes du premier membre de cette équation sera par conséquent posilif. ISous sommes déjà parvenus à cette équation, n° 54; mais nous avons voulu montrer comment elle résulte des équations différentielles (o).
Supposons maintenant que l’équation qui détermine A ait des racines imaginaires, quelques-uns des sinus ou cosinus qui entrent dans les expressions de b
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etc, sc changeront en exponentielles, de sorte que la valeur de b, par exemple, contiendra nu nombre fini de termes de la forme C.c*', c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité, et C une quantité réelle puisque b ou sa valeur esin a> est une quantité réelle. Soient Dc*‘, C'c*', D'c1' , etc., les termes corrcspondans de c, b', c', etc. , D, C, D', etc., étant aussi des quantités réelles, la valeur de e* contiendra le terme (C* D*) . c**’, la valeur de e'* contiendra le
terme (C'* D'*) . c**', et ainsi de suite. Le premier membre de l’équation (e) renfermera par conséquent le terme
+m" V^r'.(C',,+D"*)-f-etc.].
Si c* est la plus grande des exponentielles que renferment les expressions de b, c, b', c', etc., c**1 sera la plus grande des exponentielles que renfermera le premier membre de l’équation Çe) ; le terme précédent ne pourra donc être détruit par aucun autre terme de cette équation ; en sorte que pour que son premier membre se réduise à une constante, il faudra que le coefficient de c**1 soit nul de lui-même, ce qui donne
-h m* \J(f . (C**-f-D**)-f-etc.=o;
équation qui ne peut être satisfaite, à moins qu’on n’ait séparément C=o, D=o, C'=o, D'=o, etc., si l’on suppose que les radicaux \/a, \a\ ^a" , etc..
sont de même signe, c’est-à-dire que les corps;»,
/«', m", etc., circulent dans le même sens; d’où il suit que les valeurs de b, c, b',c', etc., ne renferment pas d’exponentielles, et que par conséquent l’équation en h ne contient pas de racines imaginaires.
Si cette équation avait des racines égales, il en résulterait des arcs de cercle dans les expressions de b, c, b', c etc. L’expression de b, par exemple, renfermerait un nombre fini de termes de la forme Cf. Soient D C, C D'U, etc. , les termes correspondans des valeurs de c, b', c', etc. , C , D , C, D', etc. , étant des quantités réelles, le premier membre de l’équation (e) renfermera le terme
(C’+Dq-fW l/ZT.(C'‘-f-I)'')+m" v/â".(C"“+D"»)+e!c.];
et si V est supposé la plus haute puissance de t que renferment les valeurs de b, c, b ' , c', etc., tu sera la plus haute puissance de t qui entrera dans cette équation; il faudra donc, pour que son premier membre se réduise à une constante, qu’on ait
m v/û(Ca+U»)-f-m' l/7.(C,‘+D'!‘)-fm" V/?'.(C*>4-D"1)+etc.=o;
ce qui est impossible lorsque les corps m , m', m", etc., circulent dans le même sens, à moins qu’on n’ait séparément C=o , D=o, C'=o, D'=o, etc. Les valeurs de b, c, b', c', etc., ne peuvent donc contenir ni exponentielles ni arcs, de cercle, et l’équation en h a par conséquent toutes ses racines réelles et inégales.
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Le cas particulier que nous avons examiné est celui de la nature, où toutes les planètes circulent dans le même sens autour du Soleil. 11 suit donc, de ce que nous venons de démontrer, que les excentricités des orbes planétaires n’éprouveront pas par la suite des siècles d’accroissemens considérables, et quelles resteront dans tous les temps très petites, comme elles le sont aujourd’hui.
C’est d’ailleurs ce qu’on peut conclure immédiatement de l’équation
m V« • e* + "é V« • m" \/a'.e"% -|- etc. = C.
En effet, tous les termes du premier membre de cette équation étant positifs, lorsqu’on suppose que les corps m, m' , m" , etc., tournent dans le même sens , chacun de ces termes est plus petit que la constante du second membre. Si l’on suppose donc à une époque donnée les excentricités e, e', e" , etc., très petites, la constante C sera une foit petite quantité; chacun des termes de l’équation précédente restera donc aussi fort petit , et ne sera pas susceptible par conséquent de croître indéfiniment. Mais les considér rations précédentes montrent comment l’étemelle petitesse des excentricités des orbites des planètes résulte de la forme même de leurs valeurs, et nous avons cru devoir les développer ici , pour ne rien laisser à désirer sur une question aussi importante.
GG. Considérons maintenant les équations d’où dépend la position des périhélies. Si l’on remplace dans
l’équation tang a = b et c par leurs valeurs, on
aura
a"r'* Al.cos(/i(+0+M1.cos(/i,i-I-/,)-f-iM,.cos(//,/+/a) + etc.’
Si de l’angle ea on retranche l’angle ht-\- Z, en observant que
tang (ai — ht — /)
tang* — tang ( ht -f- Q i + tang a . tang {ht- f- /) '
en vertu de l’expression precedente , on aura , L, n M,.sin.[(At-À).«-J-/1-/]+M,.sin.[(A,-A). -J-etc.
Si le coefficient M est supposé plus grand que la somme de tous les autres coefficiens M„ M„ M3, etc., pris positivement, le dénominateur du second membre ne sera jamais nul; tang (w — ht — Z) ne pourra donc pas devenir infini, l’angle « — ht — Z n’atteindra jamais le quart de la circonférence, et cet angle sera compris par conséquent dans les limites -f- go® et — go°, entre lesquelles il ne pourra faire que des oscillations plus ou moins grandes , de sorte que lit-{-l exprimera le vrai mouvement moyen du périhélie.
Mais de ce cas particulier il est impossible de rien conclure en général sur la nature de l’angle a>; on doit donc regarder les mouvemens des périhélies comme n’étant pas uniformes, et comme pouvant éprouver dans la suite des siècles des variations dont on ne saurait assigner les limites; on a seulement la certitude qu’en vertu de la première des équations (r) n° 54, ces variations seront toujours très lentes, comme elles le sont aujourd’hui.
67. Concluons de ce qui précède que la stabilité' du système du monde est assurée relativement aux excentricités comme elle l’est par rapport aux grands axes. Les orbites des planètes , en vertu de leurs actions mutuelles, et en ne considérant que les variations séculaires, ne font qu’osciller autour d’un état moyen d’ellipticité dont elles s’écartent peu, de sorte que ces orbites dans les siècles à venir conserveront toujours à peu près la forme circulaire. Les grands axes des orbites demeureront constamment de la même grandeur, les moyens mouvemens qui en dépendent seront toujours uniformes, et la position de ces grands axes pourra seule éprouver dans la suite des variations considérables; enfin les excentricités, quelques altérations quelles subissent, seront sans cesse assujetties a la condition suivante : la somme de leurs carrés, multiplies par lés masses des corps du système, et par les racines carrées des grands axes de leurs orbites , restera constamment la même.
Il faut bien remarquer que ces résultats, du moins quant à ce qui regarde les excentricités et les périhélies, ne sont exacts qu’aux quantités près du second ordre par rapport aux excentricités, aux inclinaisons et aux forces perturbatrices. Nous montrerons bientôt comment on peut les étendre aux secondes dimensions de ces forces et à des excentricités et des inclinaisons quelconques.
Tome I
Variations séculaires des inclinaisons et des longitudes des nœuds.
68. Déterminons maintenanlles variations séculaires des nœuds et des inclinaisons. Leur théorie a la plus grande analogie avec celle des variations séculaires des excentricités et des périhélies.
En désignant par <p l’angle que forme le plan de l’orbite primitive de rn avec un plan fixe que nous supposons très peu incliné au plan de cette orbite, et par cl l’angle que fait leur commune intersection avec une droite prise à volonté dans le plan fixe, en donnant à <p' et a! des significations analogues relatives à l’orbite de ni , et en supposant, afin de simplifier les formules ,
p = tang . sin a. , ' q = tang <p . cosa , p' = tang <p' . sin cl' , q'c= tang <p' . cos <t' ,
nous avons trouvé dans le n° 46, pour déterminer les variations différentielles des quantités p et q , les équations suivantes :
art
dq = —
on dF j -T • m • at.
1 — e* * dp
Si l’on différencie par rapport aux variables p et q la valeur de F du n* 53 , on aura
dF 3m . aa .{a, a)' , „
dp 4". (a'* — a*)* ’ ’ 'P P )>
dF 3 m' . ad . (a, a)' .
dq 4 . (a'* — a*}» •\9“m7)‘
E11 faisant donc pour abréger, comme dans len° 63
= 3i7»' • a’an .(a, a')'
on aura, en négligeant les carrés des excentricités et des inclinaisons.
iï~
dt~
Il est aise de conclure de là les variations différentiellcs de <p et de a. En effet, les valeurs que nous avons supposées aux quantités/, et q donnent
tang <p = tang«=e.
f " différenciant, et en observant q ue noos négligeons les cari es des inclinaisons, ce qui donne cos® = ,
- trouve r ’
d<p = s\nx. dp+cosa. dq , P" — C05-* • dp — sin « . dq
• . tang <p *
Sl l°n Substitue Pour dP et dq leurs valeurs données par les équations [a), après y avoir remplacé p, q
P » q Par les quantités que ces lettres représentent.
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on aura
^=.[a,a! ] . tang <p' . sin (« — a') ,
tang<p' tang <p
, cos (a — a*)»
valeurs qu’on aurait pu d’ailleurs déduire directement des formules (5) et (6) du n* 4a, comme il est aisé de le vérifier.
Nous n’avons considéré jusqu’ici que l’action d’une seule planète perturbatrice m'; l’action des planètes m", mm , etc. , introduirait dans les seçonds membres des équations précédentes des termes semblables à ceux qu’ils renferment. Si dans ces équations on change ce qui a rapport à m dans ce qui est relatif à m , et réciproquement, on aura des expressions ana-
dû* dm
logues pour , et l’on trouverait de la même
manière les valeurs des différentielles etc.,
relatives à m", m'", etc.; d’où l’on peut conclure qu’on aura généralement pour déterminer les variations séculaires des inclinaisons et des longitudes des périhélies des orbites des planètes m, m' , m", etc., le système d’équations différentielles suivant
df>
— =[a,a'].tang0'.sin(« — «0+[<j,a'].tangf".sin(«— «*)+elc.,
dàL
^=-{ M + O, <] + etc. }+[<,,«']. ‘^ oos. (W) + **a’ • COS (a — «*) -f etc. ,
Ub)
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~~ =rQa',a].Uuig9.sin(«'-ï)+[]a,,a*] tang^' siu(a'-a')-}-etc., I
{ [a'.aj+fra’l+etc. } + C«'.«3-£jJJ cosW-J
— - = [a', a] . tangp . si n (<*'-*) 4* t°"i ®] ■ tangp' . sin(a''-a') +etc. ,/ W ^=-{ [a',«]+C«'»“'] + etc. } + [«•, -)
O + elc
etc. j
Ces équations sont de forme absolument semblable à celles qui nous ont servi à déterminer les variations séculaires des excentricités et des périhélies; la seule différence qui existe entre elles, c’est que les symboles
| a>a'1j a"] , etc. , sont ici remplacés par les symboles [n, a'] , [a, a"] , etc.; les quantités e, e' , e', etc., par tang<p, tangip', tang<p", etc., et les angles eo, o»' , etc. , par a, a.' , etc. Nous pouvous donc appliquer aux équations précédentes les mêmes ‘considérations qui nous ont guidés dans les n‘ 63*et suivans , ce qui abrégera beaucoup ce que nous avons à dire sur cet objet.
6q. Nous voyons d’abord que si l’on intègre les équations ( b ) en y regardant les angles <p, <p', etc., a, a' , etc., comme constans, on aura pour les variations séculaires des inclinaisons ctdes nœuds des expressions qui ne sont rigoureuses que lorsque le temps t est infiniment petit, mais qui pourront cependant servir
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pour les planètes pendant un long intervalle. Si l’on veut avoir des valeurs plus exactes de ces variations, on réduira en séries ordonnées par rapport au temps les expressions de p, et, p' , et' , etc., et en différenciant les valeurs précédentes de , ~t, etc., on
pourra continuer ces séries aussi loin que l’ôn voudra.
Déterminons les expressions rigoureuses des inclinaisons et des nœuds. Il faut pour cela intégrer complètement lés équations (£), ce qui exige qu’on leur donne d’abord unie autre forme. Faisons , comme précédemment,
p ==tangip . sinat , q s=tang<p .cosac , p' s=ïtang<p' . sina', q' E=tang?',. cosa', etc. etc.
Différencions ces expressions, et substituons pour
dp, da, dp' , det' , etc., leurs valeurs, nous aurons
|>,a']+[a, o”]+etc.}.g +[a,a']-î'+[o>
^== {[«>«']+[<*> —[a, d].p—[a, a'] ./—etc. ,
c.} jf'+ta'*°]. ?+[“>«*] î"+etc-*
{[«>]+[« ,a1+etç.}./-[a,,o].p-[o',«'].p’’-etc., ) M
^-f^a]+[a%cO+eta}.9'+[^«]-2+K^V+e^a
^'= { [a*, «]+[**, a']+ctc.}.p‘-[a'>a] />-[«>']•/>'- ctc.l cto. ■ x /
Ces expressions résultent d’ailleurs immédiatement de celles que nous avons trouvées directement pour
27etâ’n°68'
On obtient aisément plusieurs intégrales du système dcquations précédentes. En eflêt, si l’on multiplie respectivement ces équations par m\/ a . p , rn\/ a .</, m'\/d . p' , m'\J a! . q , etc. , qu’on les ajoute ensuite et qu’on intègre leur somme, en faisant attention qu’en vertudes valeurs des quantités [a, a'], \ci',a], etc., on a
. .\a, a' ]./« \/a — [a! , a].ml s/a! = o,
[a, a"].m \Ja — \d', a].m"Vâî' = o , etc.
on aura, •
Si l’on multiplie ces mêmes équations, la première par m . \/a, la troisième par rd . Sjd , la cinquième par rd'.y/d , et ainsi de suite, et qu’on les ajoute, on aura, en vertu des mêmes relations ,
m V/«' -H etc. = o,
(Tou l’on tire en intégrant
m s/a.p-\-m' s/d . p' nf \ZaH . p"^etç. sss const. On trouverait d’une manière analogue, m \7a . q -f* m’ s/d . q' -f- ni' \/tP . cj ' -f- etc. = const.
Nous étions déjà parvenus dans le chapitre VII à ces diverses équations qui expriment des relations qui
doivent toujours exister entre les quantités p, q, p , q', etc., quelques cliangpmens quelles éprouvent, et qui pourront servir par conséquent à vérifier leurs valeurs.
Le système d’équations différentielles linéaires (c) étant d’ailleurs parfaitement semblable à celui des équations (P) du n°64, on pourra appliquer à leur intégration la même analyse. On trouvera ainsi /> = N ,sin.(/u+/)4*Ni .sin.(/;lt+/1)-pN, .sin.(A,*-f-/,)+etc.,\ </ = N .cos.(Af+Q-f-N, .cos.(A,/+/,)+î<, .ços.(A,<+/,)
/=N\c»s. (Ar+Q+N',. cos. (/»,«+/,) -f N',. cos.(A4H-4)+«tc'>»
etc. J
h, h,, ht, etc., étant les racines d’une équation d’un degré égal au nombre des corps agissans du système, et les arbitraires N, N', N", etc.,./, /,, Z», etc., des constantes qui dépendent de la position des orbites à nne époque donnée.
Si ‘les racines h, h,thtt etc. , sont tontes réelles et inégales, les valeurs de p , q,p' ,q' , etc., ne sauraient contenir ni exponentielles ni arcs de cercle. Or c’est une conséquence que l’on peut tirer de lequation (p)^ comme nous l’avons fait voir daas le n° 65, pourvu que les corps m, m' , m' , etc., soient supposés circuler dans le même sens ; d’où l’on doit conclure que les inclinaisons des orbites planétaires sur un plan fixe, si elles ont été très petites à une certaine époque, demeureront toujours peu considérables, et ne feront qu’osciller. entre d’étroites limites quelles ne pourront jamais franchir. La position des noeuds, au
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contraire, pourra éprouver dans la suite des siècles des variations considérables, et leurs mouvemens devront être regardés comme n’étant pas uniformes.
La stabilité du système planétaire est donc aussi assurée relativement aux inclinaisons des orbites quelle l’est par rapport aux excentricités.
70. Les expressions de p et 7, données par les formules (d), offrent un moyen facile de construire géométriquement les valeurs de ces quantités par le moyen des épicycles.
En effet, que l'on imagine un cercle dont le rayon soit N, et qu’à partir d’un diamètre fixe on prenne sur ce cercle un arc qui comprenne l’angle ht~\-l , qu’à l’extrémité de cet auglc on place le centre d’un nouveau cercle dont le rayon soit N,, et qu’on prenne à partir d’un diamètre mené parallèlement à celui du premier cercle un arc qui réponde à l’angle h,t -J- /, , qu’on place à l’extrémité de cet arc le centre d’un nouveau cercle dont le rayon soit N,, et qu’on prenne de mêmesur ce cercle, à partir d’un diamètre parallèle aux précédens, un arc qui soutende l’angle et ainsi de suite; si de l’extrémité du dernier arc, on abaisse une ordonnée perpendiculaire au diamètre du premier cercle, cette ordonnée sera la valeur de p, et l’abscisse correspondante, comptée à partir du centre du même cercle, sera celle de q.
En effet, ilest visible, d’après cette construction, que la première de ces deux coordonnées sera exprimée par
N . siu(//^-fi/)-+-N,.siu(Alt-f-/1}-f-IV,.sin(/iJ<-f-/.)-f-ctc. ,
et la seconde par
N . cos(7(<-f-/) + N , . cos/A.î-f- 1, }-f-N, . cos(//,t-f-/,)-j- etc.
On voit de plus que si du centre du premier cercle. On mène un rayon vecteur à l’extrémité de l’arc pris sur la circonférence du dernier cercle, ce rayon sera l’expression de tang<p, et l’angle qu’il forme avec l’axe des abscisses sera égal à l’angle a, puisqu’on effet on aura ainsi • .
' tang f = Vp'H-y*, tanga = £.
Eu appliquant la même construction aux expressions de 6 et de c du n° 64, on déterminerait géométriquement les valeurs de l’excentricité e de l’orbite et de la longitude a> de son périhélie. La première serait égale au rayon vecteur mené du centre du premier cercle à l’extrémité de l’arc pris sur le dernier épi cycle, et la seconde à l’angle que forme ce rayon pyçc l’axe des abscisses.
71. Jusqu’à présent nous avons supposé fixe le plan auquel nousavons rapporté la position des orbites planétaires, mais les astronomes ont coutume de la rapporter au plan mobile de l’écliptique ou de l’orbite que décrit la Terre autour du Soleil dans son mouvement annuel ; c’est en effet du plan de cette orbite que nous observons tous les mouvemens célestes. 11 est donc nécessaire , pour rendre les formules précédentes immédiatement applicables aux usages astronomiques, de montrer comment elles peuvent être modifiées de manière à détermiuer directement les
variations des nœuds et des inclinaisons des orbites des corps m, ni, »<", etc., par rapport à l’orbite mobile de l’un d'entre eux pris à volonté, relativement à l’orbite de m, par exemple. Soient donc x' , y' , z les trois coordonnées de ni rapportées à un plan fixe quelconque; soit 2 l’ordonnée d’un point situé sur l’orbite de rn et répondant aux mêmes abscisses x' et j-'; nous aurons
z'= — p'x' + </'/, z = —px' + ci/.
Si l'on suppose très petite l’inclinaison mutuelle des deux orbites ainsi que leur inclinaison sur le plan fixe, la différence z' — z~ — (p' — p).x'-\-(<]' — q).yJ des deux ordonnées a' et z exprimera à très peu près la hauteur de m' au-dessus de l’orbite de m. Or, si l’on désigne par zj cette hauteur, et par $>/ et et/ l’inclinaison et la longitude du nœud de l’orbite de ni sur l’orbite de m, on a aussi , à très peu près,
z\ = — tang y1, . sin ai t . x' ,-f- tang <f\ . cos a! t .y' , d’où l’on conclura
tang*', . sin a'=p—p, tang?', . cos «',=/•— <7,
et par conséquent
tang$',== VV -r- tang a', = ^— £,
On déterminera aisément, au moyen de ces deux équations, le lieu du nœud Commun et l’inclinaison mutuelle des deux orbites.
Si l’on suppose que le plan fixe auquel se rappor-
lent les quantités p, p' , q , q' soit celui de l’orbite de m à une époque donnée, on aura pour cette époque p=*o, q — o. Mais les différentielles dp et dq ne seront pas nulles et en différenciant les valeurs précédentes on aura '
dÇ>',= (d p' — dp) . sin «' -f- (.dq' — dq) .cos a! ,
, , (dp' — dp) . cos *' — (dq' — dq) . sin a,'
. ' taugç'
En substituant pour dp, dq, dp' , dq' , leurs valeurs précédentes, on trouvera
JL/
~dt~{ [“> a"l _ [“>«*] j • • «in • (*' — •")
+ { [a',a*]— [o,»*] } . tangp* . sia . («' — «*)+ etc. , — + la'>a'l + W, 0*3 +etc. } — [a, a"] ,
+{[«>'] - [o, a'] } . ÎSjjJ . cos -fetc.
On obtiendrait de la même manière des formules semblables pour déterminer les variations des inclinaisons et des nœuds des orbites de m" , nJ" , etc., relativement à l’orbite de m. Quant au degré de précision de ces réductions, il est facile de se convaincre qu’elles sont exactes , aux quantités près du troisième ordre , relativement aux inclinaisons mutuelles des orbites; en sorte qu’on pourra toujours les employer comme tout-à-fait rigoureuses, tant qu’on ne voudra pas pousser au-delà les approximations.
De ce que nous avons démontré dans le n
il résulte que la stabilité du système solaire esl assurée relativement aux inclinaisons des orbites planétaires, comme elle l’est par rapport aux excentricités. L’action réciproque des planètes les unes sur les autres, à laquelle sont dus les déplacemens séculaires de leurs orbites, ne cause dans leurs inclinaisons mutuelles que des variations comprises entre d’élroites limites qu’elles ne pourront jamais dépasser; elles resteront par conséquent toujours très petites, comme elles le sont aujourd’hui. La position des nœuds pourra au contraire éprouver dans la suite des temps des altérations considérables, et l’on ne devra pas regarder leurs mouvemens comme uniformes. Enfin , quelles que soient les altérations que subissent les inclinaisons des orbes planétaires, elles seront toujours assujetties à la condition suivante : La somme de leurs carrés , multipliés par les masses des corps du sjstème et par les racines carrées des grands axes de leurs orbites, demeurera constamment la même .
Nous étendrons bientôt ces résultats, qui ne sont exacts qu’aux quantités près du second ordre par rapport aux excentricités , aux inclinaisons et aux masses perturbatrices, au cas où l’on a égard au carré de ces masses et à toutes les puissances des excentricités
et des inclinaisons.
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V aviation séculaire de la longitude de l’cpoque.
^ nous res^c > pour compléter la théorie des variations séculaires, à considérer les variations du sixième élément des orbites planétaires, de celui qui, dans! ellipse non troublée, dépend delà position de la planète à une époque donnée, ou, ce qui revient au meme, de 1 instant de son passage par le périhélie.
Pour bien concevoir l’importance de cet élément, d faut remarquer que c’est de la variation séculaire de la longitude e de lcpoque, que dépend celle de la longitude vraie de la planète dans son orbite, c’està-dire de la coordonnée la plus nécessaire pour la détermination exacte de sa position dans l’espace. En effet, en nommant v cette longitude, on a, par les formules du n* 24 ,
v = nt + i -f x,
en désignant par x une suite de sinus des multiples de 1 anomal ,c moyenne nt + t — c multipliés par les puissances de l’excentricité e. Or, si l’on regarde connue vanables les élémens elliptiques, et qu’on ne considéré que la partie non périodique de la variation de x ü est évident que cette partie sera une fonction des elemens de la planète troublée et de la planète perturbatrice de l’ordre né; en sorte que si l’on y regarde de nouveau ces élémens comme variables en vertu de leurs variations séculaires, les termes du second oi-dre contenus dans cette fonction seront sim-
plomcnt proportionnels au temps t, et s’ajouteront au moyen mouvement nt dans la valeur de v ; et les termes dépendant du carré du temps t, les seuls, comme nous le dirons, qu’il importe de considérer, seront du troisième ordre et pourront toujours être négligés. Nous avons vu d’ailleurs que le moyen mouvement ni n’était soumis à aucune variation séculaire; la seule variation de cette espèce dépendante du carré du temps , dont puisse être affectée la longitude v, est doue celle qui provient de la variation de la longitude t de 1 époque, et c’est une raison, par conséquent, de l’examiner avec soin.
74. Reprenons la valeur de <k donnée par la troisième des formules (11), du n° 46.
dt—an'^l~e- , (1— Vï^e1) • Tjr- dt—za'n .dl. (a)
Si l’on différencie la valeur [ni) de la fonction F , n°53 , relativement aux constantes e et a, et qu’à la place
des différentielles partielles on
substitue leurs valeurs données en fonction de BCo) et Bw, par le n° 5a, savoir,
JB<°) 3a.BC°)+«'..BC0 JBO__ 3a'BC°>+(:za • B(0
da a'1 —a.' * da — a* *
on trouvera
; “ al r(2a'’-3^*) BO)-3„n'.P.<”)-| .
du a ' & ’ a ^ ~ar, ~ , "
4'a'L, a'^Z* Jee cos(*
,m , r3a'BC°-i+aBC0-j
f a . 4 ' ' L V*— a* _}[>“+ e'- C P—PY— W- lï ,
si l’on substitue ces valeurs dans 1 équation (a), en négligeant les puissances de e supérieures à la spconde et en faisant , pour abréger .
M ~ tri . a*n . (a . BW— d . BO) ,
(~’\ ridn.[6ad . RW 4. (3 oa— <?'“) .
(^d\~— m'-anU$ria'- 1 5«a,3).BW-(aa»+ iaaV*-i O«O).BC0]
fT^\ _ m' ■ riaa . (3 ad. B(°)-+-a* .RCO)
quantités que l’on peut exprimer aussi en fonction de (a, ri) et de (a, a')' pour les avoir sous la même
forme que les quantités analogues [«,«'], [«7"']. En
effet, il suffit pour cela de remplacer B « et Bco, que nous n’avons introduits que pour la commodité du calcul, par léurs valeurs données n°5i,
BCo) — _2,(a»a) t>(,) 3. {a, a')'
(af*-— a‘p * («‘—a*)**
Les quantités (a, a) et (a, a')' représentant, comme on sait , les coefficiens des deux premiers termes du développement de (a* — a an'. cos <p-j-a'^ren série, de sorte que l’on a
(a’- W. cos? + d‘)i = (a,d) +(a,ay . cos* + e(c.
m . an. [au* . (a, a') -f- 3a a' . (a, a' /]
m .an. [11. a'a' ,(a,a) — 3 . (3 aV — aa ’) . (flJi')']
m'.an.[3.(_a,-5cl,)■aa'.(a,a')+3.{ai+6a'a',—
(a, a ja— -
m .an. f&i’a'* . (aji') — 3 a?d . (a, a')']
on aura
d-L = (aj) + («£.'). • e* + feîi). ■ • cos <*' “ *) ( (6)
4- (<±£)i •{(/’' — /O* + (?' — ?)*— «'*}• 5 On voit par cette expression que si dans la valeur de (U on n’avait égard qu’aux termes du premier ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, comme nous l’avons fait pour la détermination des variations séculaires des autres élémensde l’orbite, le second membre de l’équation précédente se réduirait à une constante, dans le cas même où l’on considère le carré des forces perturbatrices. Il en résulterait par l’intégration dans la valeur de e un terme proportionnel au temps qui s’ajouterait au moyen mouvement nt dans la valeur nt -f- e de la longitude moyenne, nous verrons bientôt que les termes de cette espèce demeurent toujours insensibles ; d’où l’on doit conclure que si la longitude £ de l’époque est soumise à une variation séculaire, elle ne peut dépendre que des termes de la valeur de dt du second ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons; c’est par cette raison que nous avons conservé ces termes dans l’équation (b).
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Si Ton suppose, comme dans les n°46 et 64,
b=ze. sin&>, b'z=.e' . sin<»', c — e. coscj, c'= e' . cosa>',
la formule (b) deviendra
(a’a')+(a a'), - (i*+c‘)+(^.'). (bb'+cc)
+' •[( p'—pY H- (/— y)*— y *— c *]■
Cette formule servira à déterminer la variation séculaire de la longitude e de l’époque, causée par l’action de la planète perturbatrice ni'; l’action des planètes ni", etc., ne fera qu’ajouter au second membre de leqnation précédente des termes semblables , qu’on obtiendra en y marquant successivement d’un accent de plus les lettres a! , b' , c' , p' et q'. Si dans l’expression résultante on change ce qui a rapport à la planète men ce qui est relatif à ni', et réciproquement, on aura une formule semblable pour déterminer la variation de', relative ara'; et l’on aurait de la même manière les variations dt" , dé!" , etc., qui se rapportent à ni*, m!" , etc. Nous continuerons, pour plus de simplicité , à ne considérerque l’action mutuelle de deux planètes m etm', ce que nous dirons pouvant aisément s’étendre à un nombre quelconque de corps m, m , ni , etc.
Nous aurons ainsi
% =(^)+(5f). •(*'■+<='*)+(“>). .(M' + cc') )
Il est aisé de vérifier sur les équations (1) et (a) la
'DigTt~c‘:
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relation que nous avons vue exister généralement entre les variations séculaires des longitudes d un système quelconque de planètes ni, ni , in' , etc. En effet, si l’on multiplie la première par m\/a, la seconde par m' \/«/, qu’on les ajoute en observant que a \Ja . n = a!\fa! . «' = i , et que les valeurs que nous supposons aux quantités^, a1') , (a! , a), etc., donnent
m\/a . -ni yV.faV) = mm' . Aco,
rot /a.(â~â')- m ^ a .(a' ,ci)j=m [/ a (a , a) ,-m V u.(a,n')s
= . mm . aa! . B<'); m t/u. (a,a'\ + m' V a' • (n'-a\
= ? . mm! . .aa. BW— (a* + o'a) . BCof]
m\/ a. (a, a'\ +ff»' \/ a'. (a , a) sz=--^ mm . aa .Bc'5,
on aura, en mettant la fonction F du n° 53, à la place de la valeur qu’elle représente
m\/ a.' ‘t+m \/ u .■^=2m.F-t-^-^mm'.aa'.BC,).(6*+c,+ 6'*+ c'*)
-f l- mm' . aa'. BC-0 — (a» + a'*).BCO^j .(Ji'-f ce'),
équation qui, en substituant pour Bw et Bco leurs valeurs, et les symboles [a, «'], k£j à la place des quantités qu’ils représentent, devient
— m[/a . j • V>b' -f- cc'). (c)
La fonction F est constante relativement aux variations séculaires n° 57 ; il en est de même de la fonc-
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tion
[rt,a'J . J Z>* — f— c -J- C1*} — 1 . \e,a | . (Jbb' -{- ce').
En effet, si on la diflërencie par rapport à b, b' ,c, c' , et qu’on substitue pour db, db' , de, de' leurs valeurs données par les équations (P) du n° 64 , dans lesquelles on ne considérera que l’action de deux planètes m et m' , et qu’on observe que l’on a par les n0’ 65 et 6g
d’où l’on tire par conséquent
011 verra que cette différentielle se réduit à zéro. Ainsi donc le second membre de l’équation (c) est constant ; de sorte que si l’on 11e considère dans di et dd que les termes qui sont dépendans du temps t, on pourra en faire abstraction , et l’on aura entre ces termes lequation
m \/a . di-^-m'\/a' . de' = o. (5)
Nous verrons, comme nous l’avons dit n° 7a, qu’il est inutile d’avoir égard dans les expressions des variations séculaires de ect de t' aux termes simplement proportionnels au temps, parce qu’ils se confondent avec les moyens mouvemens nt et n't dans les expressions des longitudes moyennes de m et de m' , et qu’ils demeurent d'ailleurs toujours iusensibles; ou aura donc immédiatement, au moyen de l’équation précé-
dente, la variation séculaire de i' lorsque celle des sera connue , ou si l’on a calculé séparément ces variations , cette équation servira à vérifier les valeurs trouvées. Ces valeurs seront de signes contraires, et en raison inverse des produits m \/a et m \ a' , ce qui s’accorde avec le résultat auquel nous étions parvenus par une autre voie n* 5 G.
75. Occupons-nous maintenant de déterminer la valeur de e; pour cela reprenons la formule (1)
= feü') + (ïE')i • (** + c’) + • (bb' +«o i
+ (^), • t(p' —pY+ W — lY — b'% — c *] . )
Pour intégrer cette formule, il faut, dans le second membre, remplacer les quantités b , c , b' , c' ,p, p' , q > q' , par leurs valeurs en fonction du temps l. Or nous avons donné deux moyens de les obtenir, l’un qui peut servir à déterminer ces valeurs pendant plusieurs siècles avant ou après l’époque que l’on a choisie pour origine du temps, l’autre qui embrasse un nombre d’années indéfini. En substituant donc les premières valeurs dans le second membre de l’équation (1), on aura, pour déterminer la variation delà longitude e de l’époque, une expression qui pourra s’étendre à plusieurs siècles, ce qui suffira presque toujours aux besoins de l’Astronomie, et en employant les’secondes, une expression qui fera connaître sa valeur exacte lorsque cela sera jugé nécessaire.
Si l’on désigne par b)t c„ b' ,, c',, /?,, q,,p ,, q „ les valeurs de b, c , b' , c, p , q , p' t q' relatives à l’époque d’où l’on compte le temps, les équations (P) et Xe) >
n°* G4 et 6g, donneront, après les avoir intégrées en y regardant les éléraens elliptiques comme constans , et en négligeant les termes très petits de l’ordre £*,
Qu’on substitue ces valeurs dans l’équation (i) et qu’on fasse pour abréger
nA=(o^) + (^), • (V+c/)+ (»■«), .(^Â'+xO + (^)s • [O/— /O + (<7/ ~ 7/) — V*— «/*]
1 /, db dc \
— l'Ql
• dt • ~dt J '
on aura
de = A. ndt -f- a . B/</f;
d’où l’on tire en intégrant
ef s = A . -f- B<*.
C’est l’expression de la variation de la longitude et de
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l’époque qui doit être ajoutée à celte longitude dans l’expression de la longitude moyenne nt -f- «.
Le terme A .nt ne fait qu’augmenter le moyen mouvement primitif dans le rapport de i à i -f- A, de sorte que le moyen mouvement , tel qu’il doit résulter des observations, sera (i 4- A et semblera répondre par conséquent à une distance moyenne
à - — Ainsi connaissant cette distance qui
est celle qui provient de la comparaison des temps périodiques, on pourra déterminer la distance primitive a qui .entre comme élément dans le calcul des perturbations; mais la quantité A étant une fraction infiniment petite, puisqu’elle est de l’ordre des masses m et m , il ne résultera de là qu’une correction insensible et de nulle considération dans les distances moyennes. On peut donc n’avoir aucun égard à l’effet du terme dont il s’agit.
Mais il n’en est pas de même du terme B t' qui , croissant comme le carré du temps, produit dans l’expression de «, et par conséquent dans celle de la longitude moyennne de m, une véritable inégalité séculaire. 11 ne restera plus qu’à savoir si la valeur du coefficient B est assez grande pour que celte inégalité puisse devenir sensible par les observations. Comme ce coefficient est du second ordre par rapport aux masses m et m' , il est à présumer qu’il sera toujours fort peu considérable. En effet, dans la théorie des planètes, le terme B/* est insensible et l’on peut le négliger; dans la théorie de Jupiter et de Saturne, par exemple, celles de toutes les planètes dont les per-
turbations sont les plus considérables , ce terme est pour Jupiter,
" — o* . oooooo65o i . t% ,
d’où, en vertu de l’équation (3), on conclut pour Saturne
-4- o'.oooooi5i 14 • <*>
t désignant un nombre d’années juliennes. Ces inégalités ne s’élèveraient pas, par conséquent, à un soixantième de seconde sexagésimale dans un siècle; elles sont insensibles par rapport aux plus anciennes observations qui nous soient parvenues.
Mais ce même terme devient très sensible dans la théorie de la Lune, et sert à expliquer la variation séculaire que les observations ont fait remarquer dans l’expression de sa longitude. En effet ce terme est pour la Lune
De sorte que, dans un siècle, cette inégalité peut s’élever à plus de 10", ce qui s’accorde assez bien avec les observations qui la font monter à 9' à peu près. En multipliant 10', 2066 par le carré du nombre de siècles écoulés depuis 1 époque d’où l’on compte le temps , on aura l’accélération du moyen mouvement de la Lune, due à son équation séculaire.
76. Déterminons maintenant, quoique cette donnée paraisse peu nécessaire dans l’état actuel de l’Astronomie, la valeur exacte de la variation séculaire de e. Il faudra pour cela substituer, comme nous l’avons dit, dans l’expression de dé les valeurs des quantités b, c,b\
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c', p, q, p' , </' , déterminées par les formules des n° 65 et 69 , et comme ces valeurs sont exprimées par des suites de sinus et de cosinus d’angles croissant • avec le temps t, la variation de sera intégrable. Les termes constans qu’elle pourra contenir donneront dans £ des termes proportionnels au temps qui sc confondront avec le moyen mouvement dans l’expression de la longitude moyenne , et les termes en sinus et cosinus produiront des termes semblables qui exprimeront les variations sécu\?ires dont cette longitude peut être affectée.
Les formules du n° 65 donnent , en 11e considérant que l’action mutuelle de deux planètes m et m! ,
i* + ©* = M* + M*, + a . MM, . cos . [(h'— h) . l—l]
b '* -f- c ■ = M'° + M'*, + a . M' M', . cos . [(/iy — A) t + 1, — /] ii'4-ee,=MM'+MM;+ (MM/+ M'MJ .cos. [(fi, — fi)t-M, — C].
On a, en second lieu, en nommant <p l’inclinaison mutuelle des deux orbites, et en remarquant que cette inclinaison est invariable, n° 55,
tang*ç> = (//— />)• + (?' — 9)*=N»,
N étant une constante.
Si l’on substitue ces valeurs dans la formule ( 1 ) , eu faisant pour abréger
A'»=(57')+(Ô2)i . (M‘+ M/) + (<^?), .(MM'+M M/)
B'=a. .MM' — 2.(0/?) J .(MM/-fM/M),
on aura
dé = A' . ndl -f- B', cos . [(A, — h), f -f- lt — Z] . dt. (d)
Si, dans cette équation, on néglige le premier terme du second membre qui ne produit dans l’expression de £ que des termes proportionnels à nt, termes dont on peut faire abstraction comme nous l’avons vu n* 75, on aura en intégrant
<^ = hjz-h • si“ •[ (*<— h) ■ 1 + l— d-
C’est l’expression de la variation séculaire de la longitude de l’époque relative à un temps t quelconque.
Cette variation séculaire, comme celles des autres clcmens de l’orbite elliptique, est périodique; mais sa période, qui dépend de l’argument ht — h, est extrêmement longue. Nous verrons, par exemple, dans ia théorie des planètes, que, pour Jupiteret Saturne, elle est de 70414 années.
L’expression précédente de J'e montre encore comment la variation différentielle dt, quoique composée de termes de l’ordre des masses m et ni , peut cependant devenir sensible dans la suite des siècles, en acquérant par l’intégration un très petit diviseur h! — A du même ordre. Nous montrerons toutefois, lorsque nous appliquerons les formules précédentes à la théorie des planètes, que, relativement à Jupiter et à Saturne, celles d’entre elles dont les masses sont le plus considérables, ce coefficient ne s’élèverait guère
qu’à un millième de seconde , et que par conséquent les variations séculaires de la longitude de l’époque peuventétre regardées dans cette théorie comme absolument insensibles , ce qui est conforme à ce que nous avons dit dans le n° 75.
Enfin la formule ( d ) peutservir à trouver une valeur de i plus exacte que celle que nous avons donnée dans le n° cité, en réduisant en série ordonnée par rapport aux temps t les sinus qu’elle renferme, et en négligeant les termes constans ainsi que ceux qui sont simplement proportionnels à t, et qui se confondent avec le mouvement moyen dans l’expression de la longitude moyenne.
De la stabilité du système solaire.
77. Nous avons vu, dans le n® 65, que la stabilité du système solaire reposait sur deux conditions: 1 °. l’invariabilité des grands axes des orbites planétaires, n°. le peu d’étendue des limites dans lesquelles doivent être constamment renfermées les variations séculaires de leurs excentricités et de leurs inclinaisons.
Nous avons démontré la première proposition en ayant égard à toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons, et en portant les approximations jusqu’aux carrés des masses perturbatrices.
Nous avons prouvé ensuite, en regardant les excentricités et les inclinaisons comme de très petites quantités dont il est permis de négliger les carrés.
et les produits, que les orbites des planètes resteront dans tous les temps presque circulaires et peu inclinées les unes aux autres, comme elles le sont aujourd’hui. Cette approximation suffit sans doute aux besoins de l’Astronomie; mais le principe de la conservation des aires fournit une démonstration nouvelle de cette proposition, qui a l'avantage d’embrasser toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons, et qui peut même s’étendre aux termes du second ordre, par rapport aux forces perturbatrices. Comme un point aussi important dans la constitution du système du monde ne saurait être établi avec trop de précision, nous allons la développer ici, et prouver par ce moyen l’éternelle petitesse des excentricités et des inclinaisons des orbes planétaires, en poussant les approximations aussi loin que nous l'avons fait pour démontrer l’invariabilité de leurs grands axes.
Reprenons, pour cet effet, les trois intégrales que nous ont fournies n° g, en vertu du principe cité, les équations différentielles d’un système de corps m, m' , m" , etc., circulant autour de M. Ces formules peuvent s’écrire ainsi
MA
C, C', C" étant des constantes arbitraires.
11 est aisé de retrouver, au moyen de ces équations, les diverses relations qui existent entre les excentricités et les inclinaisons des orbites d’un système de corps, m, m' , ni!', etc. En effet, ydx — >xdy est le double de l’aire que décrit pendant l’instant dt la projection du rayon vecteur de m sur le plan des xÿ. L’aire décrite par ce rayon sur le plan de l’orbite sup-
posée elliptique pendant l’instant dt est i-e*);
pour rapporter cette surface au plan des xy, il faut la multiplier par le cosinus de l’inclinaison <p de l’orbite sur ce plan ; on aura ainsi
ydx — xd y
' Te
. a . (l — «*) . cos p
■ a. (i— «■) J + Lang*ÿ
On aurait de même, par rapporta m',
y'dx ■
dt
*'dy /— 7 — —, — , , ff* . d .(t —
= V H- a •(« — e“)-cosf> = \/ i .
V i-f-tangV '
et ainsi de suite.
Il faut remarquer que ces valeurs déduites de la considération du mouvement elliptique subsisteront encore dans le cas du mouvement troublé, puisque pendant chaque intervalle de temps infiniment petit dt, les corps m , m , etc., sont supposés se mouvoir dans des orbes elliptiques; seulement il faudra alors regarder les élémens a , a! , e, e' , <p, <p', etc., comme variables en vertu de leurs inégalités périodiques et séculaires. Nous ne nous occuperons ici que de ces dernières variations. Cela posé, si l’on substitue les
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valeurs précédentes dans la première des équations (A), qu’on néglige les masses m, m , etc. , par rapport à la niasse M du Soleil prise pour unité, ce qui donne /lc. = i , p! — i , et qu’on fasse d’abord abstraction des termes qui sont de l’ordre du carré des forces perturbatrices , on aura
tang’p
-h tangV
■etc.=C, (a)
C étant une constante égale à la valeur du premier membre de cette équation dans un instant donné.
Cette équation exprime donc une relation qui doit tonjours exister entre les excentricités et les inclinaisons des orbites planétaires, quelques changemens que leurs valeurs éprouvent dans la suite des temps en vertu de leurs variations séculaires.
Si l’on néglige les quantités de l’ordre e4 et e* <p*, cette équation devient
t/a+m' y' a'+ctc.-^.m \/ c.[e*-}-tang*p]-*m' y' a'.[e‘-+- tangV] — etc. = C.
On peut faire passer dans le second membre la partie m ni \/a'\ -f- etc., qui est constante puisque a,
a! , etc , sont constans séparément; on aura donc, aux quantités près de l’ordre e4 et e‘i p‘,
m\/ a.(e'-f- tang’ç)-(-m' ^or.(«'*-4-taiig,^') + etc. =const. («)
Nous avons vu, n° 54, que lorsqu’on n’a égard qu’aux premières puissances des excentricités et des
inclinaisons, les variations séculaires de cesélémens sont données par des équations différentielles indépendantes les unes des autres, c’est-à-dire que les variations des excentricités sont les mêmes que si les orbites étaient dans un même plan , et que les variations des inclinaisons sont les mêmes que si ces orbites étaient circulaires. L’équation précédente , en y supposant tour à tour <p= o, <p— o, etc., et e = o, e'=o, etc., donnera donc, dans ce cas,
m v/a.e*-l-J72,\/fl,'e,*_i_e^c'==consbinte, m v/<ï.tang*<p4-/?j' Va. tang*<p'+ etc. = constante ,
équations auxquelles nous sommes déjà parvenus dans les n°‘ 54, 65 et 6g.
Si, dans la seconde des équations (A), on substitue
demême, à la place de sa valeur Va-(I-e*)
multipliée par le cosinus de l’angle que forme le plan de l’orbite avec le plan des xz , cosinus qui est égal à sin (p.cosa, a étant la longitude du nœud ascendant de cette orbite sur le plan des xy ; en négligeant les termes de l’ordre mm', on trouvera
m\/a.(i — «'J.sinf cos«+ff»'V a'.(i — «■;.sinp'cos«'+etc.=const. (4)
La dernière des équations (A) donnerait de même , en observant que sin <p . sin a, est égal au cosinus de
l’inclinaison de l’orbite de m sur le plan des yz,
m V «•(* — e").sio^ sina+m' {/ a . ( i — /“) .sin «p'si n«'-petc.=const. (c) Si dans ces équations on néglige les quantités de
l'ordre du carré des excentricités et des inclinaisons ce qui permet de prendre les tangentes des angles <p, <f>', etc. , à la place de leurs sinus, en faisant
p = tang <p . sin a, q = tang < p . cos a,
p' = tang <p'. sin a.', q’ = tang <p'. cos a',
etc. ,
on aura
m \ 'a.p-\- tn' a' .p'+m" v/«',./?,'+etc-=const- /«y/ a . q -f- m' V a’ . q'-\- m" Va" . </"+ etc. = const. ,
équations auxquelles nous sommes déjà parvenus dans les n° 54 et 6g.
Si l’on ne considère que l’action mutuelle de deux planètes tn et rn, qu’on désigne par y l’inclinaison de leurs orbites l’une sur Fautre, et qu’on observe que p , q , cos <p, et p', q\ cos <p' étant les cosinus des angles que forment les plans de ces orbites avec les trois plans coordonnés, on a
cos y = cos <p.cos <p' -f- pp' -f- qq' .
On trouvera , en ajoutant ensemble les carrés des trois équations (a), (b), (c)
-f- 2 .mm . l/a.(l-e*).j/ a'.ti-e'“).cosy=const.,J^ '
ou bien en observant fpaccos^=i — 2. sin*. ^.5»
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[ni. t/ «.(,1 — a'.( 1 — e'*)]*
— 4 .mm . V/ a.( i-r’). V a'.(l-«'“).sin*. ^y= const.
Si l’on néglige les quantités du quatrième ordre, par rapport aux excentricités et aux inclinaisons , et qu’on fasse passer dans le second membre les termes tout constans, on trouve
4* m m' . \/ aa . sin*.— .y
mÿa + m’ÿa'
I.a constante C est égale au premier membre de cette équation à une époque déterminée ; elle doit donc être indépendante des variations des élémcns e,e‘ , y. Si l’on désigne donc par J'e, JV, S y ces variations, et qu’on observe que a et a sont coustans , on aura
m V/ a . eSe -}- m \/ a . e i'e
m' . [/aa'. <yi ïy m [/ a -f- m' [/ a
relation qui doit toujours exister entre les variations séculaires des excentricités des deux orbites et de leur inclinaison mutuelle, et qui se vérifie en effet, lorsqu’après avoir déterminé leurs valeurs, on les substitue dans cette équation.
78. Voyons maintenant comment, à l’aide des équations (A), on peutde'montrer queues excentricités des orbites et leurs mutuelles inclinaisons resteront toujours très petites, en ayant égard au carré des masses m , m1, etc., et à toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons.
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Reprenons les équations (A) du numéro précédent, sans y rien négliger : si l’on substitue pour xdj—ydx, x'dy' — ydx' , etc. , leurs valeurs, et qu’on suppose, ce qui n’ôte rien à la généralité de la démonstration , M ■+• m= i , M + m' ;= i , etc. , la première de ces équations devient
m . y/a.(i — c%) . cos ® -(- m . \/ a'. { i — e'*) . cos <p'— {— etc.
= mm' . + etc. 4- C.
Si l’on fait abstraction des variations périodiques, et si l’on néglige les quantités du quatrième ordre , par rapport aux masses m et m', le premier terme du second membre de cette équation peut être regardé comme constant. En effet, le produit/</x' ne saurait contenir de termes non périodiques , lorsqu’on y substitue pour^ et dx’ leur valeurs elliptiques; car la valeur de_y ne contenant que des termes périodiques dépendans de n't , tandis que la différentielle dx' ne contient que des termes périodiques dépendant de ut, leproduitjv/x'ne peut renfermer aucun terme où les moyens mouvemens nt et n't se détruisent. Si ce produit contient des termes non périodiques, ces termes sont donc du premier ordre , par rapport aux masses m et ni' ; et comme ils sont fonctions des élémens elliptiques de m et de m, leur variation est du second ordre, et par conséquent la variation du produit mm'.ydx' est du quatrième ; il en serait de même des autres produits xdy' , j'dx , x'dy.
La même observation peut se répéter à l’égard des autres termes du second membre de l’équation pré-
cédente, puisqu’ils sont tous absolument de même forme que le premier. Ce second membre doit donc être considéré comme une constante, indépendante des variations séculaires que subissent, les élémens des orbites de m, m', etc., du moins lorsqu’on néglige les quantités du quatrième ordre, par rapport aux masses m, ni, ni' , etc.
Il est aisé de voir encore que si, dans le premier membre de la même équation, on substitue à la place des élémens elliptiques la partie périodique de leur valeur, les termes non périodiques qui en résulteront seront de l’ordre m 3 , et pourront être regardés comme constans, aux quantités près de l’ordre ni.
La première des équations (i) devient ainsi
m. v a.(. — «*) .COS0 4- m a'. (l — e'‘).cosq>'
-f- m" . i — e'*).çosçi'-f-etc.=:C.
Les deux autres intégrales (A) donneraient de même
— e*) .sin 9 co s a -f- ml . V' ti . (. sin $>'cos a'
-f- m’ . — «"*) .sin ^'cos a' 4- etc =C',
m. ya.(l — e“). sin psin a + m . a'.(i — e'“).sin^’sin a'
-f- m’ ■ sin Ç* sin a" -f- etc.=C'f
Et ces équations, exactes aux quantités près du quatrième ordre, subsisteront, quelques changemens que subissent dans la suite des temps les excentricités et les inclinaisons des orbites en vertu de leurs variations séculaires , même en ajant égard , dans la détermination de ces variations , au carré des forces perturbatrices.
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Si l’on ajoute ensemble les trois équations précédentes après avoir élevé au carré les deux membres de chacune d’elles; que pour simplifier on ne considère que l’actiou réciproque de deux planètes m et m', et qu'on nomme y l’inclinaison mutuelle de leurs orbites , en observant que
cos y — cos <p . cos <p' -+■ sin <p . sin tp1 . cos (a' — a.) , on aura
-f-2 mm'. \/ a.(i-e‘). \/ a'.(i-«'*).cosy = const
Cette équation coïncide avec lequation (il) à laquelle nous sommes parvenus n° 77 , en n’ayant égard qu’à la première puissance des forces perturbatrices. On voit que cette équation est exacte en considérant même les termes dépendans du carré de ces forces , et l’on en peut conclure , comme dans le numéro cité, la relation suivante,
y' a . ei'e -f* m' • a' ■ •V'** *f"
mrn . oa . y&y pi ÿ a -f- m' y a
qui se vérifie en effet lorsqu’à la place de Se, Se' , Sy , on y substitue leurs valeurs dépendantes nonseulement de la première puissance , mais encore du carré des masses m et m', et exactes aux quantités près du quatrième ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons.
Si l’on fait passer dans le second membre de l’équatiou ( g ) les termes constans, elle devient
i-e*. |/ 1— f'\cosy=conet.(Æ)
On peut écrire d’une autre manière cette équation, en observant que l’on a
’» + VT— T' ’ »in*> .
I -f" co s y
d’où l’on tire
V l-*‘. V i- e'*.eosy=l -
e’. t/i-e'\cosy «'’cosj. tin» 3^ + ViT^e' i + VT~e~‘ »+cosy'
Substituons cette’valeur dans l’équation ( k ), et faisons passer dans le second membre le terme constant 2mm' . a‘a'*nn', nous aurons
ni* . ae* + tn' . aV' + jmm' . a'a'nn 008 y \
+ zmm' ufct'un’ . =C, l
• i+cos^ J
, % i sin *y
*nn — ~(
C étant une constante arbitraire.
La valeur de cette constante est une très petite quantité par rapport aux carres et aux produits des masses m et m', puisque ces carrés et ces produits sont multipliés dans le premier membre de cette équation par e%, e%, sin*^<, et que nous supposons qua une époque déterminée les excentricités et l’inclinaison mutuelle des orbites sont très petites. Il suit de là que chacun des termes du premier membre restera très petit par rapport aux carrés et au produit de m et m', tant que ces termes seront de même signe, puisque
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chacun d'eux sera alors nécessairement plus petit que la constante C du second membre. Or, si les planètes m et m! sont supposées tourner dans le même sens autour du Soleil, comme cela a lieu dans la nature, les moyens mouvemens nt et n't seront de même signe ; les six termes du premier membre de l’équation (H) seront donc positifs tant que l'angle y sera plus petit que 901; mais si l’on suppose y = 9a0, on a sin y= 1 , cos 5/ = o. Le dernier terme de l’équation (II) n’est donc plus très petit par rapport à mm* , ce qui est impossible, puisque la constante C est très petite par rapport au produit des masses m et ni et que les autres termes du premier membre sont positifs. L’angle y ne pouvant jamais atteindre 90°, il s'ensuit que l’inclinaison y et les excentricités e et e1 des deux orbites demeureront toujours peu considérables; car cos y ne pouvant pas devenir négatif, tous les termes du premier membre de l’équation (H) seront positifs , et chacun d’eux par conséquent restera toujours très petit par rapport aux carrés et aux produits des masses m et m, ou, ce qui revient au même, les coefficiens e*, e'*, sin*^ de ces termes seront toujours de très petites quantités, comme ils le sont aujourd’hui.
Les mêmes raisonnemens s’appliqueront évidemment à l’équation (H) quel que soit le nombre des planètes m, m', m *, etc., que l’on considère, puisque chacune d’elles ne fait qu’ajouter au premier membre des termes semblables à ceux qui le composent.
Concluons de là que la stabilité du système plané-
taire est assurée par rapport aux excentricités et
aux inclinaisons (les orbites , connue elle l’est par
rapport aux grands axes, quelque loin que l'on pousse
les approximations relativement aux excentricités et
aux inclinaisons , et en ayant égard aux termes du
second ordre par rapport aux masses perturbatrices.
79. Nous avons vu , dans le n° a3 du Ier livre , que dans. le mouvement d’un système de corps, il existe un plan qui reste toujours parallèle à lui-même et que, par cette raison , nqus avons nommé plan invariable. La propriété remarquable qui le caractérise, c’est que la somme des masses des différens corps du système, multipliées respectivement par les projections des aires décrites par leurs rayons vecteurs dans un temps donné, est un maximum par rapport à ce plan , et qu’elle est nulle par rapport à tout autre plan qui lui est perpendiculaire.
La position du plan invariable se détermine au moyen des trois équations (A). En effet , si l’on nomme <I> son inclinaison sur le plan des xy, et FT la longitude de son nœud ascendant, on aura, u° a3, liv. I' r, pour déterminerces deux angles’, les équations
C" Qf
tang<I>.sinn= -g-, tang <I> . cos n = -,
et par conséquent en substituant pour C , C' , C", leurs valeurs
. m.l/ a.( sin®'.sin«'+etc.
tang®.sinI7= — x . —
m. y a.( i-e*)-cosp+m'. y a'.(i-e'*).cosp'+etc.
ik. V' a'-( 1—
tang<t>.cosn= — —
m. y n.(i-*’).cosf-t-/n'. l/a'.^-f'^.cosp'-f-etc.
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Nous avons démontré que les seconds membres des équations (A) sont constans, quelles que soient les variations séculaires queprouvènt les élémens elliptiques qui entrent dans le premier membre, et lors même qu’on a égard aux termes du second ordre dans la détermination de ces variations ; d’où il suit, par conséquent, que la position du plan maximum des aires demeure encore invariable lorsqu’on a égard aux perturbations causées dans les raouvemens elliptiques des planètes par leur action mutuelle, et qu’on porte les approximations jusqu’aux carrés des masses.
On voit parles équations (K) que, pour fixer exactement la position du plan invariable, il faudrait connaître les masses de tous les corps du système solaire , et les élémens de leurs orbites; c’est ce qu’on est loin encore d’avoir avec précision; mais comme les planètes dont nous connaissons les masses sont celles qui doivent le plus influer sur la position du plan invariable, et que les niasses des comètes paraissent en général assez petites pour que l’on puisse négliger leur action , il sera facile au moyen des équations (K) , et avec les données que nous avons sur les glémens du système du monde , de déterminer d’une manière approchée la position de ce plan. En prenant pour plan fixe celui de l’écliptique au commencement de l’année 1 750 , et la ligne des équinoxes pour la droite à partir de laquelle on compte les longitudes, on a trouvé ainsi , pour l’époque de 1 j5o ,
n= ioa°57'3o".
En substituant ensuite dans les équations (K) pour * e, <p, et, e' , a! , etc., les valeurs que ces quantités
auront en ig5o , on a trouvé pour cette époque ,
n = io2°57'i5".
Ces valeurs diffèrent très peu des précédentes , et ce résultat peut servir de vérification aux formules (K) et aux données employées pour les convertir en nombres.
Un géomètredistingué a faitdanscesderniers temps , sur latliéorieduplan invariable, quelques observations d’où il semble résulter qu’elle n’est pas complète et que sa détermination, telle qu elle résulte des formules précédentes, n’est pas suffisamment exacte. Il lui parait évident que pour fixer la détermination de ce plan, on doit avoir égard aux aires engendrées par la rotation du Soleil et des planètes autour de leurs centres de gravité.
La remarque est de toute justesse si l’on considère en général le mouvement d’un système de corps soumis à leurs attractions mutuelles; maisonva voirque la constitution du système solaire autorise et j ustifie l’omission que nous nous sommes permise de ces quantités.
i°. Nous remarquerons d’abord que c’est un fait confirmé par toutes les observations, que lorsqu’il s’agit des mouvemens des centres de gravité des corps célestes, les grandes distances qui les séparent ne laissent subsister que les effets résultant des actions principales qu’ils exercent les uns sur les autres , et font disparaître l’influence des causes secondaires, telles que la loi de leur densité , leur forme , les fluides qui
les recouvrent, etc. La figure presque sphérique des
corps célestes contribue encore à l’exactitude de ce résultat, qui forme l’un des principaux avantages qu’offre aux géomètres la constitution du système du monde. On peut donc, lorsqu’on n’a en vue que de déterminer les mouvemens généraux des planètes et des comètes, considérer le système solaire comme un assemblage de points matériels réagissant les uns sur les autres, et le plan invariable, tel que nous l’avons défini jusqu’ici, est celui qui existerait dans un pareil système. Ce plan ne coïncide pas exactement, il est vrai , avec celui qui a lieu dans la nature , où les corps célestes ne sont ni homogènes ni parfaitement sphériques, mais il n’en diffère sans doute que très peu , puisque les quantités négligées dans sa détermination ont paru jusqu’ici insensibles.
2°. Dans tout système de corps de formes quelconques, et soumis à leurs attractions réciproques, il existe un plan invariable , et ce plan est unique, si l’on entend dans un sens absolu le mot invariable. Mais le plan invariable n’existe pas de fait dans la nature, c’est une abstraction mathématique qui résulte des lois générales du mouvement; il suffit donc aux besoins de l’Astronomie de connaître un plan dont on soit toujours certain de retrouver la position à telle époque qu’on voudra. En ce sens, il peut exister plusieurs plans invariables, selon qu’on négligera ou qu’on aura égard aux dimensions et à la nature des différens corps du système ou de quelqu’un d’entre eux. 11 suffira, pour les déterminer, d’évaluer les quantités qui servent à fixer leur position dans la
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même hypothèse aux diverses époques qu’on voudra considérer. A insi donc les équations (K) ne doivent être regardées que comme une relation qui existe entre lesélémensdes orbites qu’elles renferment, semblables à celles qui ont lieu entre les excentricités et les inclinaisons, et qui se vérifiera toutes les fois que ces élémens seront calculés en faisant abstraction des quantités que nous y avons négligées.
5°. D’après cela, et comme l’a fort justement observé Ri. Poisson, on ne voit pas quel serait l’avantage de faire entrer dans la théorie du plan invariable la considération de la rotation du Soleil, ce qui obligerait à avoir égard aussi à la densité de cet astre dont la loi nous est totalement inconnue , et ce qui rendrait par conséquent la détermination rigoureuse de ce plan absolument impossible. Sa position au contraire, telle quelle résulte de la théorie précédente, ne dépendant que des rapports des masses des planètes , et d’autres données fournies par l’observation, sera toujours facile à retrouver, et l’on pourra juger ainsi des changcmens réels survenus dans les positions des orbes et des équateurs planétaires, ce qui rend la découverte du plan dont il s’agit si précieuse aux astro-
nomes.
CHAPITRE IX
Variations périodiques des élémens des orbites planétaires.
80. Nous avons vu, n° 46, qu’cn vertu de leurs attractions mutuelles, le mouvement des planètes était soumis à deux espèces de perturbations distinctes. Les premières, dont l’accroissement est très lent , ne se rendent sensibles à l’observateur qu’après un grand nombre de siècles ; elles affectent immédiatement et d’une manière continue les dimensions et les positions des orbites; les secondes, plus rapides dans leur marche, sont simplement périodiques, et ne dépendent que du lieu qu’occupent dans l’espace les différens corps du système solaire. Nous venons de donner la théorie complète de celles de ces inégalités dont le calcul est le plus important et le plus difficile; il nous reste à nous occuper des inégalités de la seconde espèce, qu’on a nommées, pour les distinguer des précédentes , inégalités périodiques.
Nous supposerons, comme nous l’avons fait jusqu’ici , que la planète troublée se meut dans une ellipse dont les élémens sont variables, et en tenant compte des termes que nous avons rejetés pour déterminer les variations séculaires des élémens de sou
orbite, nous arriverons de la manière la plus simple à la détermination de leurs variations totales. En introduisant ensuite les élémens ainsi corrigés dans les formules du mouvement elliptique, il nous sera facile de déterminer pour chaque instant le lieu de la planète par les méthodes ordinaires.
Nous ferons observer, toutefois, que, comme les inégalités périodiques demeurent toujours très petites, et n’ont pour ainsi dire qu’un effet passager et alternatif, il est peu important, pour les, besoins de l’Astronomie, de connaître en particulier les altérations qui en résultent dans chacun des élémens de l’orbite; il suffit d’avoir l’effet total de ces variations sur le lieu de la planète, ce qui peut se faire par l’intégration directe des équations différentielles du mouvement troublé. O11 détermine immédiatement en effet , par ce moyen , les inégalités périodiques des trois variables qui fixent à chaque instant la position de la planète: on peut donc, en regardant l’orbite comme constante par rapport aux variations périodiques , traiter ces inégalités comme de simples corrections à faire aux valeurs de ces coordonnées calculées dans l’orbite elliptique corrigée des variations séculaires. Mais celte méthode a l’inconvénient d’introduire dans les formules des termes qui renferment le temps hors des signes sinus et cosinus; on est obligé d’employer ensuite des réductions particulières pour le faire disparaître, et l’on u'en déduit d’ailleurs que d’une manière indirecte les variations séculaires. Celle que uous avons adoptée, au contraire, présente dans une même analyse, et sous un même
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point de vue, toutes les inégalités des moavemens des planètes, et peut-être, à tout prêt. dre, a-t-elle aussi le mérite de la simplicité ; car rien n’est plus aisé, lorsqu’on a déterminé la partie périodique de la variation desélémens, que d’en conclure les inégalités du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude. On verra d’ailleurs que cette méthode estla meilleure qu’on puisse suivre lorsque , dans la détermination des inégalités périodiques, on veut avoir égard aux termes dépendans.du carré et des puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons.
8i.Les Formules du n° 4 a nous ont donné, en considérant seulement la partie non périodique du développement de R , les variations séculaires des élémens de l’orbite de m\ les mêmes formules serviront à déterminer les variations périodiques de ces élémens, en ayant égard, dans le développement de R, à la partie périodique que nous avions rejetée d’abord. Reprenons donc l'expression de R du n°48; si à la place de u, u', v, v't on substitue leurs valeurs données n* 53, et qu’on réduise . l’expression résultante, en observant qu’on a généralement
on trouvera, en ne portant l’approximation que jusqu’aux carrés des excentricités et des inclinaisons , et en rejetant les termes dépendant des inclinaisons dont nous nous occuperons plus tard ,
R = y . Aw . cos . i(n't — nt -\-t' — *)
+ ~ . Mw . e . cos . [}{n't — — &>]
-f- . cos . [i(n't — nt-\-t — — a»']
^-.Nw. e\cos . \i(nft — nt+e — — a a] -f- — . N(,}. eé .cos. \i(ri t- -eu-a']
-J- ~ .ÏSM.e,t.cos.\^i(n' t-nt-\-t-é)+2nt-{-îi-2ce]
-4- ™-.N w. (e*-f- e *) . cos . \i(n' l-nt-%-* -;)]
-f- ~ . NHJ. ce'. cos. [i(n' t-nL-\-d-é)-\-0)-cà']
-f-™ . Nc5>.ee'.cos. \i[n' t-nt-\-d eu \ ,
i étant susceptible de toutes les valeurs entières positives et négatives, en y comprenant zéro, et en ayant soin seulement de rejeter , dans ce dernier cas, les ternies tout constans.
Nous supposons, pour abréger dans cette expression ,
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^=40-co-2a<^>a..(^)],
NO) = i.[4C'-.)*-AO-0-2.(I-,)Æ.(^^ )
,. , î/rfAC'-\. ,A/*A«-0\n _2.(l_:).a .^__J+aa
nw= ^4-(‘+i)’AC'+'-+2-(t+I)-a(^^)
.. , /(/AC‘+0\ /d‘ At(+,)\-i
+2.(t + l).a . (-^-r-)+aa .(-^ )J.
Le nombre i doit être supposé positif et plus grand que zéro dans ces trois dernières expressions , le cas de i = o ne donnant dans R que des termes non périodiques. Nous désignerons par N{-5) ce que devient NC5) lorsqu’on y change i en — i; il est aisé de voir qu’on a alors Nc_ 5)= Nf4).
Il est commode , pour les applications numériques, de n’avoir dans les formules que les différences relatives à' l’une ou à l’autre des deux quantités a et a\ Ou trouve alors, par le n° 5a , en transformant les différences relatives à a ' en différences relatives a a,
MCO= fl.(^-) + (af-,).A C‘-),
II- r i \ / * \ /rfAO-'K ./nfAC'-’K-l
NO Jâ' '
= ;.[(«+a).(2i+O.AC‘4-0-2a.(i^)-av(^^')].
Si l’on' Substitue dans les formules des n°* /^i et 43, à la place de R sa valeur, on aura, parla simple différentiation de chacun de ses termes, les termes correspondans des variations différentielles des élémens de l’orbite de m, et l’on en conclura ensuite par l’intégration leurs valeurs finies. On trouve, de cette manière, eu bornant les approximations aux premières puissances des excentricités et des inclinaisons,
Pour la variation dn demi grand axe
<ta = — m'a' . — — — . AU) . 00s . i(n t — nt 1— «) n — n
— nia't . —, — . MW . cos. [i(n t-nt+t -t) + nt-f- «-»]
—mW . .MC'). cos. [»(n't-nt+«,-.)+/l/+ ;
Four la variation du mouvement moyen
«f£= -.m'a. . . A®, sin. iln t-nt+t -1)
— ^ -.t • MW. sin. [Un t-nt+t -t Vf-nt-f-i-»]
+ ^ . m'ae . — 1 j 1 )-sin. [»{» ] .
On peut remarquer ici que la double intégration d’où résulte la valeur de £ donne pour diviseur à chaque terme du développement de R , le carré du coefficient qui multiplie le temps t sous les signes sinus ou cosinus , ce qui rend ce terme très graud , lorsque ce coefficient est fort petit. Cette observation importante est, comme not» le verrons, celle qui conduisit Laplace à la découverte de la cause des deux grandes inégalités de Jupiter et de Saturne.
ma,' .— 4-— r •Nt*).sin.[i(n'/-n<4",,“,)-*+* J
Enfin, la troisième formule du n® 45 donnera, pour la variation du demi-paramètre k ,
tk = — — . -7-^ — . . cos . » . (rc't-n* + 1'-«)
— — .e. — .MW.co».[»(n'<-/i<+i'-i)+7»*+«-«]
2 ïQ/l —
— — . e'. .. /■ * — . MU).cos.[i(n,<-n<+«'-«) + nt
11 nous reste à déterminer les variations des quantités p et q. Nous avons trouvé , n° 53 , z= — px-\-qy ; si l’on suppose donc la fonction R développée par rapport à s, on aura
rfR /rfR\ dz /dR\
dp \dz)'dp ;r' \dz)’
dR /c/R\ dz /aTtN
dq ~~\dz)‘dq \dz)'
Prenons pour plan des xy le plan de l’orbite de m à une époque déterminée j lïnclinaison de son orbite mobile sur ce plan fixe , ainsi que l’ordonnée z, seront de l’ordre des forces perturbatrices : on
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pourra donc supposer z = o dans la différence -j- ,
puisqu’on néglige le carré de ces forces. L’expression de R du n® 48 donne de cette manière,
dR fil % fit Z n.l. */#. . f 1 \
■^=-^3 — . 2 . Bw . cos . i(nt — nt-\-t — «),
la valeur de i s’étendant à tous les nombres positifs et négatifs, depuis 1=1 jusqu’à l’infini.
Nommons y la tangente de l’inclinaison de l’or-
hite de m' sur le plan fixe , n la longitude de son nœud ascendant, et désignons, comme dans le n“ 53, par r1, la projection du rayon vecteur de m' sur ce même plan, et par v', la longitude de r', comptée à partir d’une ligne fixe : on aura
z' — r', .y . sin (•>', — n).
Substituons pour r', et v', leurs valeurs numéro cité , et négligeons les produits des excentricités par les inclinaisons, nous aurons
*' = a! . y . sin (n'i e' — n) ;
et la valeur de ^ deviendra par conséquent
-J- = — “ 7^ • y . 31D * (il t + i — n)
-J- .a' . . si n . [i (n'f — nt + 1 — i) -f - af-f- • — rtj ,
la valeur de i devant s’étendre ici , comme dans ce qui va suivre, à tous les nombres positifs et négatifs , la seule valeur i = o exceptée.
Si dans les formules (g) et (io) du n* 44 on substitue pour et ~ leurs valeurs ainsi déterminées, et que l’on néglige le produit des excentricités par les inclinaisons, ce qui permet de supposer as=a.cos(nl+€), y=a.sin(n/-f-«) dans ces valeurs, on aura , pour la variation de p ,
<ï'/>=— ^sin.^'t-nZ+i'-t-in)-^— - -sw. (nt+nt+i -j- i-ri)^J
+ ^-.a’n'n.2.B(,— -.sin.ri(n'/ — nt-f- 1 — i) — ni
-.V=4+^-sin [‘(",‘-"‘+«'-0+^+2--n] J -,
et pour la variation de q ,
iî=^r^TT-y- F ^r-cos.(n'/+«/+.'+«-n)+-7i--.cos. (n'z-n<+ i'-<-n)~J 2 a \_n -j-n n — n _|
—’—.a'an.y.. tE1- D.y. f t — ; .cos.rj(n'Z — nt- f-t' — «) — n]
4 l*Cn — n )
j(ra — n)-f-2n
cos.[t(/i f — nZ-pi' — «)-f-2n(-f-2« — II] j .
82. Nous n’avons pas ajouté de constantes aux valeurs de <Pa, J'e, . Jo>, d e, S'p, £q, parce que leur considération était inutile à l’objet que nous nous proposons, et que l’on peut d’ailleurs les supposer comprises dans les valeurs des élémem a, e, u> , e, p, q du mouvement elliptique , qui deviendront ainsi ,
« + «;» e+e,> “ + »,* «+«,» P+P't 7 + 7/» cn représentant par af, et, a,, £(, pt, q{ de très petites quantités de l’ordre des forces perturbatrices. Les élémens de l’orbite troublée seront donc
a ~1— of — f* Sa, e — f -6t-\-Se, a> -4- -f- cfai ,
£ -f-€/ ~\~Si , p -f- pt -j- Sp, q + q, + Sq.
Comme at, et, etc., ainsi que d'n, cfe, etc., sont de l’ordre m!, on pourra substituer dans ces dernières quantités a-\-at, e etc., à la place de a, e, etc. ; elles deviendront par conséquent des fonctions du temps et des six constantes a-\-nn etc. Les
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formules du mouvement troublé ne contiendront
donc en définitive, comme celles du mouvement elliptique, que six constantes arbitraires, et par là disparaîtra ce que pouvait avoir d’étrange l’introduction des six nouvelles constantes a/t e , a>,, g,, p/t q/t dans une question qui, par sa nature, n’en comportait que six.
Quant à la détermination de ces arbitraires, elle se fera très simplement de la manière suivante: supposons que l’on veuille connaître les perturbations que subit la planète m pendant un intervalle de temps donné, on déterminera les constantes a , e, etc. , d’après sa position , sa vitesse et sa direction à l’instant que l’on a choisi pour époque, et les constantes at, e/f etc., par les équations
a, H- Sa = o , e, + Se = o , etc. ,
dans lesquelles on substituera pour Sa, S~c , etc., leurs valeurs relatives au même instant.
L’effet des forces perturbatrices, pendant la période qucl’on considère sur chacun desélémens elliptiques, sera alors exprimé, tout entier, par les quantités a^Sa, e7-f- Se, etc., qui ne contiendront plus rien d’arbitraire. Ce procédé est le même, comme nous le verrons, que celui que l’on suit dans la théorie des comètes, où l’on est forcé de calculer par des quadratures les variations que subit chaque élément de l’orbite pendant l'intervalle de temps qui s’écoule entre deux retours successifs de l’astre à son périhélie.
Eu réunissant les valeurs de Sa, SÇ , Se, St, Sot, Sp , Sq déterminées par les formules précédentes, à
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celles qui dérivent des équations différentielles (1 1), n° 46, et que nous avons considérées avec étendue dans le chapitre précédent, on aura les deux parties dontse composent les variations des élémens de l’orbite elliptique, résultant de l’action des forces perturbatrices ; l’une de ces parties dépendant', n° 47» de la configuration mutuelle des corps m , //»', etc., et l’autre indépendante de cette configuration.
Variations périodiques de rayon vecteur , de la longitude et de la latitude.
83. La position d’une planète dans l’espace est fixée lorsqu’on connaît son rayon vecteur projeté sur un plan fixe, sa longitude vraie ou l’angle que fait la projection de ce rayon avec une ligne fixe, et sa latitude, ou l’angle ^ue forme le rayon vecteur de l’orbite vraie avec celui de l’orbite projetée. C’est donc à la détermination de ces trois élémens que doivent finalement aboutir toutes les recherches qui ont pour objet les mouvemens de translation des corps célestes. Nous avons donné dans le n° 24 les expressions du rayon vecteur, de la longitude vraie, et de latitude dans l’orbite elliptique, en séries procédant suivant les puissances ascendantes des excentricités et des inclinaisons; il nous suffira donc de substituer à la place des élétnens elliptiques dans ces formules, ces élémens corrigés au moyen de leurs variations périodiques et séculaires que nous venons de déterminer, pour avoir la vraie valeur du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude dans l’orbite
troublée. Or, on voit par les formules du n° 25 que la valeur du rayon vecteur et de la longitude dans l’orbite projetée, ne diffère de celle du rayon vecteur et de la longitude dans l’orbite vraie, qu’aux quantités près du second ordre relativement aux inclinaisons, quantités très petites qui ne produisent que des variations insensibles, lorsqu’on prend, comme nous le ferons , pour plan fixe , celui de l’orbite de la planète à une époque donnée. Il en est de même des termes de l’expression de la latitude qui sODt de l'ordre du produit des excentricités par les inclinaisons. Il résulte de ces observations que , dans la recherche des variations dta rayon vecteur et de la longitude, on pourra faire abstraction des inclinaisons des orbites, et dans celle des variations de la latitude faire abstraction de leurs excentricités, ou, ce qui revient au même , regarder dans le premier cas les orbites comme étant toutes dans le même plan , et dans le second, les regarder comme circulaires, ce qui facilitera le calcul de leurs perturbations.
Reprenons les valeurs du rayon vecteur et de la longitude développées dans le n° 25 ; on a généralement par ces formules ,‘-yj .-.jjHM
r= fonc. (a, Ç, e, e, co), v= fonc. (£, e , e , &>).
Si à la place de a, Ç , e, e, ai on substitue dans ces équations, leurs valeurs corrigées , a j'a , Ç -f- JÇ ,
, e-| -efe, e j' e , a Sco, en désignant par la caractéristique cf les variations périodiques dépendantes de la première puissance des masses, on aura, en ne considérant que les termes de cet ordre.
Jigitiz'êcTby
Pour la variation du rayon vecteur,
<rr= Ta • Sa + 75 * ‘k + S * *t+zl * ^
Pour la variation de la longitude,
Il ne s’agira plus maintenant que de substituer dans ces deux expressions, à la place des variations d'à, J Ç, de, de et dco, leurs valeurs développées précédemment, pour avoir celles du rayon vecteur et de la longitude vraie, exactes aux quantités près du second ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons.
Mais, au lieu d’effectuer ces substitutions dans l’expression de JV, il sera plus commode de faire dépendre la détermination des inégalités de la longitude de celles du rayou vecteur, au moyen de l’équation (Ji) n° 20, que nous avons déjà employée dans un cas analogue n° i/\. En effet, cette équation donne pour le cas de l’ellipse invariable
dt
Cette équation étant une différentielle du premier ordre, a encore lieu dans l’ellipse troublée, et ne doit pas changer de forme lorsque les élémens de l’orbite varient ; on aura donc en la différenciant par rapport à la caractéristique d
eie
.dl-D.. y/ a.( i
d’où Ion tire, en intégrant et négligeant le carré des forces perturbatrices,
J'v = ~.J'j'a.dv — — a (a)
On peut donner à cette équation une forme plus simple encore. En effet, Jetant le demi-paramètre de l’orbite, on a k— \Ja . ( i — e'), d’où en différenciant on tire
ik
Sa
-,.C Te.
On aura donc ainsi
formule très commode qui donnera immédiatement les perturbations de la planète en longitude lorsque celles du rayon vecteur seront connues.
84. Occupons-nous donc uniquement de déterminer la valeur de Sr. Nous avons trouvé n* 24, en négligeant les cubes et les puissances supérieures des excentricités.
. cos(ni-f- • — «) — - .r’.cos i(nt -f 1
En différenciant par rapport à la caractéristique S cette valeur , on aura
/r=[f«-aJe.co9(rai-f
— 3^JVi.cos(n/-p • — u ) -f- 2 aei'e-^-ae. f«).sin (ut- f- ■ — «).
Si dans cette expression on substitue, pour Sa, Se, cScù , SC, et Js leurs valeurs, et qu’on n’ait égard qu’aux termes du premier ordre par rapport aux excentricités, on trouvera
Diqiti
-r=— — f AO4.--- ■* ■— .MC°)~].Co8.i(nt'-nt+.,>i) a 2 Lu —71 i{n -7i)-f-J* .J
i(/i -n) 4 »-» 2 i(n-n)* Hn-nJ da
X cos. [i(n'< — ni-f- «' — «) -f-7»£+« — «]
-77* W'.f — .MCO+ 1. , - -.NO--. — L-.NC0-1 ' _
Lh71 2 l(n -7l)-f-27l 2 2 7(/I-7i;
X cos . — Tït -f- i l) 71/ -f- 1 — </] .
Si l’on remplace dans cette expression Mw, Mc ), Nto), N(0, NC3), N(4), Nc-y, par leurs valeurs , on aura , après les réductions convenables ,
— = — . 2 . CO . cos . ifn’t — nt + t — «) a a
+ 77»'.*. 2. DO. cos. [»(7»'t— Ttt -f % — «)-4-nt +« — i ' +77»'.«'.ï.Ec‘5.cos.[[»(7i'£ — 7it+i'— «) + ni + t — •'].)
En faisant pour abréger
n‘ r in . JA o-i
CO=— — r,-y —, r;. j.aAO+o*— 7 —
7la— »*.(7t Tl) L" TT da _J
n’ t 3 71 »’.(n'-7i).[i.(7i'-7i)-nl-3n*
i.(n'— 7l)+7»]’— 71*" J Tl'— 71* ‘ n * — i‘ . (/»' 7l)*
i*.(7l'-7t)+7» ,JAC‘-0 , 3 J»A«-0-[
i.(7»'- 7i)+n’n da ’ da?
DO
Le signe intégral 2 devant s'étendre dans l’expression de J V à toutes les valeurs positives et négatives de t, la seule valeur 7 = 0 étant exceptée , parce que nous examinerons ce cas séparément.
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Après avoir ainsi déterminé la valeur de JV , on aura celle de JV au moyen de la formule (a'). En faisant pour abréger
F<0= ~tîÎ — -j.aAtO +■
[. „ -.[i.(n'— n)— n]+3ra*
L(n'-n)-{-n ( n'-n n* — i‘.{n' — iïÿ
X [^ cACi)+a,^-)] “ 2DC°} *
rfAC'-O
— (/-i)(2i-l).n.oAO~0-(i-i).n.av — -y —
au
-aE^
on trouvera pour JV la formule suivante
Jy = — . £ . F^O . sin . i(nt — ni •+- «' — «) )
+ ï .GW , jin . ['(n’t” ni-}- t — «) + nt+ i — «] f
•f mV.I.HW.tin. [i(n,t — nl-f- 1’ — i)-f- nt + « — « ]• 3
Le signe 2 devant s’étendre comme précédemment à toutes les valeurs entières positives et négatives de i , la valeur i = o exceptée.
11 est bon de remarquer que les expressions de — et
de JV deviennent convergentes dans le cas même où la série représentée par 2.Aw.cos i(n'l — nt- f-s' — e l’est peu, par les diviseurs quelles acquièrent. Cette observation est surtout importante pour la détermination des perturbations des planètes dont les rapports des distances au Soleil diffèrent peu de l’unité.
' 85. Déterminons maintenanten particulier les termes des valeurs de Sr et de S v qui naissent de la supposition de t=o. Reprenons l’équation («), et ne considérons d’abord que la partie non périodique de son second membre. Si l’on fait i=o dans la valeur de la fonction R n° 81 , en ayant soin de rejeter, comme nous l’avons dit, la partie constante de cette valeur, on verra aisément que la seule partie semblable qui
en résulte dans S r est celle-ci : — (ja La cons-
tante jointe à la valeur de l’intégrale Sa introduira un nouveau terme constant dans cette même expression , en déterminant cette arbitraire d’après les principesdun°82; et supposant, afin de fixer les idées, que pour l’époque où commence le temps, c’est-à-dire pour l’origine de la période pour laquelle on veut calculer les perturbations causées par m1 sur le mouvement de m , on choisisse l’instant d’une conjonction de ces deux planètes, ce qui donne alors
n't — nt-\- — 6=o,
on trouvera
Sa = — a m'a% . -r— — . 2 . A(0, n — n
le signe intégrale 2 s’étendant à toutes les valeurs positives de i depuis i— i jusqu’à i = oo.
On aura donc, en vertu des deux termes précédons.
Si l’on substitue cette valeur et celle de Sa dans l’é-
quation (a), on en tire
j'v = m'a . . 2 . Aw — a . J * nt.
En joignant à ces valeurs les parties non périodiques de r et de v, relatives au mouvement elliptique, on aura pour la partie non périodique du rayon vecteur et de la longitude dans l’orbite troublée,
-f- ty = a — a m'a' . ~/^_n ■ 2 ■ AW •+• ^ ■ m'a3 . ^ >
+ ïv—nt-^-t + m'a . n ■ 2.AW — a ■ Ç nt.
Telles sont les expressions de la distance et de la longitude moyennes qui résultent directement de nos formules ; mais on peut leur donner une forme plus simple qu’il est bon de connaître. En effet, d’après les suppositions précédentes , les constantes a, n, e, e, a sont celles qui répondent à l’époque où l’on compte t— o, et qui seraient les élémcns de l’orbe elliptique décrit par la planète m , si à cet instant les forces perturbatrices cessaient leur action; supposons que l’on désigne par ntt le moyen mouvement de m, tel qu’il résulte de l’observaliou , d'après la seconde des équations (o), on aura
Soit a/ , la valeur du demi-grand axe correspondant au moyen mouvement nt, et qui se déduit de lcquatiou
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si l’on substitue dans celte équation /t+ra, — n et a-\-at — a à la place de nt, et de at, en négligeant les carrés des quantités très petites nl — n et at — a , on en conclura
d’où en substituant pour n , Sa valeur , on tire
im'a'
Les deux équations (o) deviendront donc, en observant qu’on peut remplacer a par at dans les termes multipliés par m! ,
r + JY= a— g . m'a* . {j^)î v-|-JV=n,H-e. ( d )
Ces valeurs de la distance et de la longitude moyenne dans l’orbite troublée ne sont qu’une transformation de celles que donnent les équations (o) ; mais l’introduction des constantes af et np à la place des constantes1 a et n, fait que la partie JV de la longitude vraie ne contient plus aucun terme proportionnel au temps , en sorte que le moyen mouvement de la planète troublée est contenu tout entier dans la partie v de cette longitude, ce qui est un avantage.
Pour déterminer les termes de la valeur de J'r qui
dépendent de la première puissance des excentricités,
fa ^ . .
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et qui résultent de l’hypothèse i — o , il snflira de calculer les valeurs correspondantes de JVi, cTç, etc. , avant de les substituer dans l’équation (a); en sc conformant à ce que nous avons dit n° 81, on trouvera ainsi
et l’équation (a') donnera pour la partie correspondante de cfv
T’“ [3o'(x) + ï “' (t)] •sin-(n/+ • ~ •)
En réunissant les différentes parties des valeurs de cTr et de <JV que nous venons de déterminer, et faisant pour abréger
on aura enfin, pour la variation du rayon vecteur
m - A/AOK m ... ,
6*a' aie: sc •cos-,(n i~ntJri
— m'.ef. cos. (n i -f- 1 — *>) — m'.e f. cos. (ni-p t — •') -J- m’.r.2.I)U). c»s . [_Hjî t — — ni ■+■ t’ — «) + ni -f- i — »]] -p m'.e’.Ï.EW.foSi [i'n'i — nt-f- \ — i)-j- ni ■ — *'J.
* * DU SYSTÈME DU MONDE, ét pour la variation de la longitude
^V = — . S.F^.sin . i(n' t — nt+ t — i)
-j- 2m.'.e/.sin.(nt+ i — •O + am'.e'/'.siii.f/jf-bi + m'e.S.GCO.sin. [t (n't — nt + t — «) + n<+ *
-f- 7rfV.S.Hc9.»in.4*(n,ï — nt+t — «) 4" nf+ 1 ■
Les formules (A) et (B) serviront à déterminer les inégalités périodiques d’une planète quelconque m troublée par l’action d’une autre planète m1 ; chaque planète perturbatrice introduira dans ces deux formules des termes semblables aux précédons, et la somme de tous ces termes exprimera l’effet total des perturbations.
Si l’on veut que dV et dV expriment les effets produits par la force perturbatrice pendant un temps donné sur la longitude et le rayon vecteur de la planète troublée, on déterminera les constantes arbitraires qui doivent servir à compléter les valeurs de cTe , «A», J'e et que nous désignerons par et , de manière à ce qu’on ait .
e/-t-d'€=o, a>/ -f- d'aï = o , €/ + dé = o,
en même temps que t — o. C’est ce que nous avons déjà pratiqué à legard de la constante jointe à l’intégrale j'a.
On substituera ensuite ces quantités à la place de J'e, d'aï, j'i, dans l’équation fa), et les valeurs qui en résulteront serviront à compléter celles de dV et dedV, qui ne contiendront plus rien d’arbitraire et qui exprimeront alors les augmentations totales de la Tome I. 3r
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longitude et de la distance au Soleil résultant de l’action des forces perturbatrices.
En ajoutant ensuite les valeurs de J'r et de JV à celles du rayon vecteur (r) et de la longitude (e), calculées dans l’orbite elliptique , corrigée au moyen des variations séculaires de ses élémens, on aura les valeurs totales du rayon vecteur de la planète et de son mouvement en longitude. On trouvera ainsi , ,«*
. r=(r)-f-cJV, v = (t-) 4- JV.
86. U nous reste à déterminer les perturbations dumouvement en latitude. Nommons s la tangente de la latitude de m au-dessus du plan fixe des xjr , nous aurons z = r,s, en désignant par r, la projection du rayon vecteur de m sur le même plan : on tirera de là
et l’équation z—qy — px donne pour déterminer J'z
$zz=.y.£q — x.J'p + q.J'y — p.J'x.
Supposons, comme nous l’avons fait jusqu’ici, quel’on prenne pour plan fixe celui de l’orbite de m à une époque donnée; l’ordonnée z et les quantités p et q seront de l’ordre des forces perturbatrices; en négligeant donc le carré de ces forces, les deux équations précédentes donneront
£sz=—, J'z—y.â'q — x.Sp.
Les coordonnées x et y se rapportent au mouvement
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elliptique; on peut donc substituer à leur place leurs valeurs icr(. cos v et sin v ; et si l’on néglige,
comme nous le ferons, le produit des excentricités par les inclinaisons, il suffira de faire x=a . cos(nt+£) et f = a. sin on aura ainsi
— — a) — cfp.cos («/+« — «).
Si pour Sp et S'q on substitue leurs valeurs données n° 81, on trouvera
/S mr. n a' f* I I ~1
y désignant la tangente de l’inclinaison de l’orbite de m! sur l’orbite primitive de m, Il la longitude de son nœud ascendant comptée sur ce plan, et i désignant un nombre entier quelconque positif ou négatif, la seule valeur i = o étant exceptée.
Si l’on réduit cette expression, et que l’on observe qu’en négligeant les produits des excentricités par les inclinaisons on a <Pz = aJ's , on en tirera
*=^ï— Tji + , — n)
BO-O
Supposons qu’au lieu de prendre pour plan fixe celui de l’orbite primitive de m, on rapporte son mouvement à un plan très peu incliné au plan de
cette orbite. Soient < p et <p' les inclinaisons des orbites de m et de m! sur le plan fixe, a. et a' les longitudes de leurs nœuds ascendans sur le même plan , les tangentes des latitudes de ces deux planètes, correspondantes à une même longitude e, seront tang<p . sin (v — a) et tang <p' . sin (v — a'); la latitude de m' au-dessus de l’orbite de m, correspondante à la longitude v, sera y . sin (v — n). D’ailleurs les inclinaisons des trois plans que nous considérons, étant très petites, les tangentes des latitudes peuvent être prises pour ces latitudes elles-mêmes; on aura donc à très peu près
tang<p' .sin (e — a') — tangp . sin(v — «)=> . sin (v — n).
Si l’on développe cette équation et qu’on compare séparément les termes multipliés par sin v et cos v, on aura
y . sin n = tang <p' . sin a' — tangp .sin a, y . cos II = tang <p' . cos — tang <p . cos a ;
et si l’on fait comme précédemment
tangip . sin a = p, tang<p'. sin tangip . cosa = <7, tangç' . cosa' = ÿ' ,
on aura
5/.sinn=^' — p et >.cosn = / — q.
Si l’on désigne donc par s=(.s)-f- «fs la latitude de m au-dessus du plan fixe , on aura à très peu près
« = q . sin ( nt + ») — p . cos ( nt -J- «)
+ Jï- [(ÿ'— ?). sin (nVf-O—(p'—i0 co8(n <+«')]
.ccCiCnW-K^H- »«+.]■
RO
KQ
Les deux premiers termes de cette expression , c’est-à-dire la partie indépendante de m' , représentent la latitude de m au-dessus du plan fixe dans le cas où m ne quitterait pas le plan de son orbite primitive ; en remplaçant ces deux termes par la valeur exacte de cette latitude, la formule en aura plus de précision. .
Chacune des planètes perturbatrices m* , m1", etc. , introduirait dans les expressions précédentes des termes semblables.
87. Les trois formules (A), (B), (C)que nous venons de trouver renferment toute la théorie des perturbations du mouvement des planètes, en portant la précision jusqu’aux quantités de l’ordre des excentricités et des inclinaisons, ce qui suffit dans les cas ordinaires.
Si l’on voulait pousser plus loin les approximations, il faudrait conserver dans R les termes dépendant des cubes et des puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons que nous avons négligés. Mais à mesure que l’on considère dans le développement de R , un plus grand nombre de termes , les opérations se compliquent, et les réductions précédentes deviendraient bientôt impraticables, si l’on
était forcé de suivre cette recherche dans toute sa rigueur. Heureusement on peut observer que tous les termes qui dépendent du carré et des puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons sont très petits dans la valeur de R , en sorte que si quelques-uns d’entre eux doivent devenir sensibles par l’intégration dans la valeur du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude , il est aisé d’en connaître d’avance la cause , et l’on facilitera le calcul des inégalités des ordres supérieurs en le lxmiant à celui de ces termes. Nous développerons ces considérations dans le chapitre suivant.
CHAPITRE X
Inégalités périodiques du rayon vecteur , de la longitude et de la latitude dépendantes des puissances supérieures qles excentricités et des inclinaisons.
fc ' * ' * - * *
88. Quoique la méthode que nous avons suivie jusqu’ici dans la théorie des perturbations planétaires , et qui consiste à regarder l'orbite troublée comme une ellipse dont les élémens varient à chaque instant, soit extrêmement ingénieuse, ensemble résulter naturellement des phénomènes observés , on ne peut disconvenir cependant que, lorsqu’on se propose simplement de déterminer les inégalités périodiques qui résultent dans le mouvement des planètes de leurs actions mutuelles, il ne soit plus expéditif de les déduire directement des équations différentielles du mouvément troublé. Les variations des trois coordonnées , d’où dépend à chaque instant la position de la planète , sont alors données immédiatement sous leur forme la plus simple , sans qu’on soit obligé de recodrir aux réductions pénibles qu’exigent les autres méthodes, et il ne reste plus
qn’à appliquer ces corrections au rayon vecteur, à la longitude et à la latitude calculés dans l’orbite elliptique. Comme ce procédé est très en usage parmi les géomètres, et qu’il peut être utile dans beaucoup d’occasions , nous allons en développer ici les formules.
Désignons par r, v, s les trois coordonnées qui déterminent dans l’orbite elliptique la position de la planète ni , c’est-à-dire son rayon vecteur, sa longitude et sa latitude , et par r J'r, v -f- JV , s -f- J\s ce que deviennent ces trois quantités en vertu des perturbations qu’éprouve cet astre dans son mouvement autour du Soleil. Nous avons trouvé, par une première approximation, les valeurs du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude, en faisant abstraction des forces perturbatrices; dans une seconde approximation , nous aurons simplement égard aux termes du premier ordre, par rapport à ces forces, et nous négligerons tous les autres. J'r, JV, S s seront alors de, très petites quantités du même ordre, et ce sont ces quantités qu’il s’agit de déterminer. :
8g. Reprenons pour cela les trois équations différentielles (A), n° 37,
’rf’x . pi rfR 1
dt% r* dz* I
de r3 dy* f
(l'z . fti </R V
de r3 ~~ 3jc " )
Si l’on multiplie ces équations, la première par
adx, la seconde par zdjr , la troisième par 2 dz, qu’on les ajoute ensuite, et qu’on intègre leur somme, on trouve
a étant une constante arbitraire qui représente le demi grand axe de l’orbite dans le mouvement ellip— . tique ; et d! R désignant , comme précédemment , la différentielle de la fonction R prise par rapport aux seules coordonnées de m, ou au temps introduit par la substitution de leurs valeurs, en sorte que l’on a
d'R=<^.dx+~.dr + ~.dz.
ax dy J 1 dz
Si l’on ajoute les mêmes équations après avoir multiplié la première par x, la seconde par y , la troisième par z , on aura
xd'x+ jdy 4- zd’z , n fd
dr *+" r — Wrl' W
En observant qu’aux quantités près du second ordre , par rapport aux inclinaisons, on a
x=rcosv, y=rsim>, z = rsi,
et qu’en prenant pour plan fixe des x, y celui de l’orbite primitive de m, on peut négliger ces quantités qui sont de l’ordre du carré des forces perturbatrices, ce qui donne, dans ce cas,
i/R , rfR * dx'^ ’ dy ' di
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Si l’on ajoute entre elles les équations (i) et (2) , en observant que l’on a
xd'x + J ydy -f- zd'z -f- dx'-\- dj% -f- dz*
= d.{xdx-\-jdj -f- zdz)=i\.d' .i*,
on trouve
Si l’on désigne par dv l’angle compris entre les deux rayons vecteurs consécutifs r et r -j- dr , on aura dxt-\-djr%-{- dz* — r*dv%-\-di* , et par conséquent ,
xd'x-±-jrdy-\-zd‘z=d.{xdx-\-ydjr-\-zdz)-(dx'-\-dj%-\-dz')
zx^rd'r — r*dv*.
L’équation (2) peut donc prendre cette forme
nPr — r* .dv' ft /rfR\
— i? — + ; = d’où l’on tire
dS dV ft 1 MRS ..
dt* rdt * r3 r " \dr/'
Si l’on suppose nuis les seconds membres des équations (3) et (4), on aura les valeurs du rayon vecteur et de la longitude qui se rapportent au mouvement elliptique; en y substituant donc r-f- JV et à la place de r et t> , et en effaçant la partie relative à ce mouvement qui serait nulle d’elle-même , d’après l’hypothèse , la partie restante servira à déterminer les valeurs de JVet de $v. Nous ne nous occuperons ici , comme nous l’avons dit , que des inéga-
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lités du premier ordre, par rapport aux masses perturbatrices; en effectuant donc la substitution précédente et négligeant les puissances de S'r et de dV supérieures à la première, ce qui revient à différencier , par rapport à la caractéristique cf , les équations (3) et (4), on aura les deux formules suivantes :
a t*dv.d.lv
d'.rïr fi. riy „ /rfR\
r.&.ïr — d^r.ty 3 /t.rîr . /dR\
La première déterminera la variation du rayon "vecteur r, et la seconde donnera celle de l’angle v , lorsque J'r sera connu. On peut faire prendre à cette dernière équation une forme plus simple. En effet, si
l’on élimine à l’aide de la 'première la quantité et qu’on remarque que par les formules du mouvement elliptique on a i*dv = — e%).dt et
fx = a3n‘, on trouve
d.(%rd.&)r+dr.ir) an
~dt~
a'ndf
d’où , en intégrant, on tire a rd.ïr-\-dr.h
*ndt
Nous avons nommé dv l’angle compris entre deux positions consécutives du rayon vecteur r, cet
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angle doit se compter par conséquent dans le plan même de l’orbite troublée ; mais il est aisé de voir qu'il ne diflérc de sa projection sur le plau fixe des x, y qu’aux quantités près du second ordre, par rapportaux inclinaisons; nous pouvonsdonc, puisque nous négligeons ces quantités, le prendre pour cette projection même. L’angle v représentera alors la longitude de la planète ni comptée sur le plan fixe , et l’équation (G) donnera aisément scs perturbations, lorsque celles du rayon vecteur seront déterminées.
Il nous reste à considérer les inégalités du mouvement en latitude. Supposons que l’on prenne pour plan fixe celui de l’orbite primitive de m, et qu’on nomme Js la latitude au-dessus de ce plan résultante des perturbations ; on aura z = rJs, et en substituant cette valeur dans la troisième des équations (A), elle donnera
d'.rîs ft.rS's dH
dl * r3 dz ~~ °"
Cette équation servira à déterminer J s : si l’on veut rapporter ensuite la position de la planète à un plan très peu incliné à celui de son orbite primitive, en joignant à la valeur de Js celle de la latitude de la planète dans le cas où elle ne quitterait pas le plau de sa première orbite , on aura, à très peu près, l’expression de sa latitude au-dessus de ce nouveau plau.
90. Il ne s’agit donc plus que d’intégrer les formules (5) et (7). Occupons-nous d’abord de la première. On verra plus lias qu’en ordonnant l’équation (5) par
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rapport aux puissances et aux produits des excentricités et des inclinaisons , on peut toujours faire dépendre la détermination de la valeur de rdV de l’intégration d’équations de cette forme :
+ n*.r«fr — P = o,
ai
P représentant une fonction rationnelle et entière de sinus eide cosinus d’angles proportionnels au temps t. Si l’on intègre cette équation linéaire par les méthodes ordinaires, on aura (Lacroix, Êlémens de calcul différentiel , n° 28a )
. . . , . sin nt , cos ni .
r£r~c sinnt 4- c cos nt-j .Jrdlcosnt ./Pat sin nt,
c et c' étant deux constantes arbitraires.
Il suit de là que chacun des termes de P étant de la forme H.sin(m< H- 6) , il en résultera, dans la valeur de rJV , le terme suivant :
Sln (ml -f- 6).
cos ' '
Si m — n, le terme II sin produira dans
/•JV , i°. le terme — ~ . s'n (nt + 6) qui se trouve
compris dans ceux qu’ajoutent à la valeur de rSr les constantes introduites par l’intégration, et qui par conséquent peut être négligé ; a°. un terme de la
forme =fc — . ^ ( nt 4-6), le signe supérieur se rapportant au cas où le terme de l’expression de P est
un sinus, et le signe inférieur, au cas où ce terme est un cosinus. On voit ainsi comment s’introduit dans la valeur de rJV le temps t, hors des signes sinus et cosinus, quoiqu’il ne se trouve pas sous cette forme dans l'équation différentielle qui la détermine. La considération de ces termes, proportionnels au temps t , a d’abord embarrassé les géomètres ; mais ils ont bientôt reconnu qu’ils n’existaient pas réellement dans la valeur rigoureuse de rJY, et qu’ils n’étaient que le développement en séries d’une certaine classe de sinus et de cosinus qui y sont contenus. Les termes de cette espèce, quelle que soit la lenteur avec laquelle ils croissent, rendraient à la longue fautive l’expression des variables qui déterminent la position des planètes ; aussi a-t-on cherché à les faire disparaître, et l’on a imaginé pour y parvenir plusieurs moyens ingénieux, qui conduisent par une voie nouvelle à la détermination des variations séculaires des élémens de l’orbite elliptique. Comme nous avons donné, dans le chapitre VIII , la théorie complète de ces inégalités , nous n'y reviendrons pas ici, et nous ferons abstraction, dans l’expression de nfr, de l’espèce de termes dont nous venons de parler , ce qui revient à supposer que , conformément aux usages astronomiques , les élémens de l’orbite elliptique quelle renferme, sont déjà corrigés de leurs variations séculaires.
L’équation (7) étant absolument de même forme que l’équation (5), ce que nous venons de dire relativement au rayon vecteur s’applique identiquement à la valeur de la latitude.
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gi. Cela posé, déterminons les variations du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude de m, en portant l’approximation comme nous l’avons fait nos 84 et 86, jusqu’aux termes de l’ordre du carré des excentricités et des inclinaisons. Reprenons d’abord l’équation (5) ,
D’après les formules du mouvement elliptique, on a
^ = s*, r = a.[i — e cos («2 -J- g — «)].
L’équation précédente, au moyen de ces valeurs, devient
+»* • riy+ Zan'.ïr.e cos(n(-f-< — ®) — 2 pi'R — =0. (8)
En ne poussant l’approximation que jusqu’aux termes du premier ordre, par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, on a, n° 81 ,
R=^-.2.AC0.cos i(n't— nt-\-s' — t)
-j- ^-.2.Mw.e.cos[t(nV — nt-f-/ — — &>]
+ . 2. MCl).e'.cos[t(ra'f — a'],
i étant susceptible de toutes les valeurs positives et négatives y compris zéro. Pour avoir la valeur de fetK, il faut différencier l’expression précédente,
tr
par rapport h ni, en y regardant n't comme constant, et intégrer ensuite l’expression résultante. On a d’ailleurs , en substituan t dans R au lieu de r sa valeur «(* +«)» n° 48,
D’après cela, on trouvera aisément
/r/R\ , ni rfAW , m' an . ... <fAU)~|
R+r<a:)=’“*+T-“ -sr + T1' L?y il>+“ t J
X cos i(n' t-nt+i'-i)
- .S.p ■; .2 ■— v n-.M°4-a —7 — ‘n.^cos[i(n'f-7ii+i'-«)+n/+e-«]
2 qû J
.Z rjlfciî" .MCO +a^-~|. /cos[i(nW-4-.,-«)+nt+^.'],
2 L.iC,z“71 —J
m'g étant une constante arbitraire ajoutée à l’intégrale f a"R.
Le signe intégral 2 doit s’étendre ici à toutes les valeurs entières, positives ou négatives, de i, la valeur i =0 exceptée, parce que nous avons fait sortir de dessous le signe 2 tous les termes , correspondais à cette supposition, qu’il nous sera utile de considérer, d’après ce qui a été dit n° 90. L’équation (8), en y substituant cette valeur et en faisant d’abord abstraction des termes qui dépendent des excentricités, deviendra
d’.ri'r , , m' dA(°)
-r+a’.rlr-,n,g-r.a
- £ï.rî2,.*'>+„ *T]
2 L Jl~n «</
Xcos i(n'l — n^+f'~i)=o ,
et l’on satisfera à cette équation , en supposant
.oTACO
— Î^AW + o’
rtr . . m d Ac“) . m n * n-n da ... .
— =su» OÿH -O1— -, h— — -s. i— ,r; .cosi(n l-nt+i -<)■
a* a rfcz 2 »*-( (ra-n )* '
Considérons maintenant dans la valeur de rj'r les termes de l’ordre des excentricités et des inclinaisons.
Si l’on substitue dans l’équation (8)pour
les termes de cette fonction qui sont du même ordre,
et pour ^ sa valeur tirée de l’équation précédente,
valeur que pour abréger nous écrirons ainsi
* J AC°) m?
— = am'ag + — . aa "~j~ + — .Ï.C^.cosf (ra'f— n£-f- • '— «) ,
on aura d'.rfr
'yi'+nKrtr+^-.sf
dt 2 L *(n — n ) — n da _J
X « co s [»(n't — nt + < f) -f-n<+ 1 — »]
~ ’M(,) + a^zrD' ' Wh'r0 +»<+-•'] ■
Si, pour abréger, on suppose .
K® = 3C® — aMM-Æ , .
i[n — /»)— ■» .. da
Lw = — aW>— a'^-, *
i(n — n) — n da 9
et qu’on observe que a,n,= i , on verra aisément qu’on satisfait à cette équation en faisant
m n' ( -f- K.CO e co* f i(n't — nt- f- 1 — — »]l
y 3 1 -f- lé1* è CO* [i(nft — nt- f- 1 — i) -+■ — «'] /
Tome I
11 faut maintenant, d’après la théorie des équations linéaires, pour avoir la valeur complète de joindre
aux différentes parties de cette valeur que nous venons de déterminer, celle qui a lieu lorsqu’on suppose nuis les trois derniers termes de l’équaticn (8); on a, dans ce cas,
J'.rtY
de
-J- n'.rSr =
et l’on satisfait à cette «équation , en supposant
m! .je. cos f J e' .cos a') ,
/et /' étant deux constantes arbitraires.
En réunissant doue toutes les parties delà valeur de
Tîl, et en remplaçant r par sa valeur a . [ i -ecos^t-H-^)],
on *ura
-\-m' .fe.(X>s[nl-\-i— .f e .cos(nI+i— « )
. né
,X.h .. / >-g — ;.écos[i(n'/-nf+t'-t)+ni+‘-*'] .
On a , n° 8 1
Mc°> = — 2 i.Ac0 — a ,
M(0 _ (at— i).A<'-‘>+ ad-~ ,
DU SYSTÈME DU MONDE, d’où, en différenciant, on tire
da
-, • . x rfACO A(0
■(«+»).— as—^-asr.
da
■ , , rf'A^'rO
du1
Si l’on substitue ces valeurs dans K(0 et Lw, et qu’ensuite, dans l’expression de -, on remplace Cw, Kw, U‘> par les fonctions que ces lettres représentent, on retrouvera identiquement la valeur de ^ à laquelle
nous sommes parvenus par une autre voie, p* 84, ce qui peut servir à confirmer l’exactitude de ces résultats.
Reprenons maintenant la valeur de JV, u° 89. Si l’on néglige les termes du second ordre, par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, et qu’on observe que nous supposons ju. = a.ln* = 1 , on aura
JV=
2 rd.fr + dr.Sr a'ndt
-3an.ffdtdR—2an.fr.(~') . Ht.
A l’aide de cette formule et des valeurs précédentes,
on trouvera aisément , • , ■
-ma^g+«—-yn t
-.xJ n „ACO_L \n—n da J |
l" L. Kn-rïy' ^ i(n-nf ). 0
1 m + (nt-f-,-.')
m'r.X .GW *in [i(n't — nt + ,) 4. nt + , — .]
/nV.ÏJHO sin [i(n't—nt+,'~,)+nt+t—J] ,
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En faisant, pour abre'ger,
, _ 3rf*AW
//==-.aA^---.«*^r
J ' a 2 aa
+ 2ag — a/, ,d*A<0 -,
"fl *f>
et en désignant par Gw et Hw les mêmes fonctions que ces lettres représentent dans le n° 85; le signe intégral 2 devant d’ailleurs s’étendre dans cette ex-
tr
pression , comme dans celle de —, à toutes les valeurs positives et négatives de i , la valeur de i=o exceptée. ,
92. Les équations qui déterminent cfret Sv renferment quatre constantes arbitraires, savoir : les trois constantes g , f, f , et ta constante qui devrait être ajoutée à la valeur de JV et que nous supposons, pour plus de simplicité, égale a zéro; ces équations sont donc les intégrales complètes des équations différentielles (5). Ntous allons nous occuper de la détermination des constantes arbitraires introduites par l’intégration. ,
Si l’on ne considère que la partie non périodique du rayon vecteur et de la longitude, en joignant aux valeurs précédentes de Sr et de «Te, celles de r et de v qui dépendent du mouvement elliptique de /«, on aura
r-f- J'r = a Wa*g -f- A m'.n3 ,
. , V- rfAt°>\
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v -J- S v représente la longitude moyenne de la planète an bout du temps t ; elle résulte directement des observations. Si l’on veut donc, comme cela se pratique ordinairement, que cette longitude soit la même dans l’orbite elliptique de la planète et dans l’orbite qu’elle décrit réellement , cette condition déterminera la constante g; on aura ainsi
1 da
et il en résultera
, . m' ,</AW
r + ^r=a--6-.û’-rf-.
On voit que, dans l’hypothèse précédente , la distance moyenne de la planète au Soleil, dans l’orbite troublée, n’est plus représentée par a, comme dans l’orbite elliptique; cette dernière quanti té sedéduit toujours du moyen mouvement ni par l’équation = n%,
mais il faut la diminuer de la quantité
pour avoir la distance moyenne.
93. Il est èssentiel de prévenir ici une difficulté qui peut naître de ce que les astronomes et les géomètres ne définissent pas de la même manière le moyen mouvement d’une planète et de ce que ces mots sont employés souvent dans des acceptions différentes. Les premiers comprennent à la fois, dans le moyeu mouvement, toute la partie de la longitude moyenne qui varie avec le temps, et les seconds, la partie seulement de cette longitude qui dépend du grand axe de l’orbite. Il en résulte une différence essentielle : le moyen
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mouvement , tel que le définissent les astronomes , n’est plus invariable, sa valeur peut changer dans les différons siècles à raison des termes, proportionnels au carré du temps, qui résultent de la variation séculaire de l’époque, n" ^5; tandis que le moyen mouvement des géomètres, qui se déduit du grand axe par la troisième loi de Képler, est inaltérable ainsi que cetaxe, conformément à ce que nous avons démontré n° 61. Nous nous sommes donc conformé à l’usage adopté par les astronomes dans la détermination de la constante g , parce qu’il est en effet le plus commode dans la pratique, en ce que la valeur de la constante n se déduit alors immédiatement des observations, sans leur faire subir aucune correction; mais il est aisé de voir <fae l’on peut déterminer d’une manière quelconque la constante g sans que la position de la planète , telle quelle résultera des tables construites sur les formules précédentes , en soit altérée. Supposons, par exemple, que l’on fasse g — o , on aura
v-f-JV = (i— *,
et il sera facile , d’après les nouvelles valeurs de at et n/t qui résulteront de ces équations, de montrer, comme dans le n° 85, quelles sont identiques avec les précédentes. La variation du grand axe de l’orbite se détermine, n° 4^, par la formule
<f a = 2a%.fd'R.
igitizedby»
La constante ajoutée à l’intégrale fd'R étant supposée nulle , il s’ensuit que la valeur de Sa ne se compose que de quantités périodiques , et que par conséquent , si l’on en fait abstraction , le grand axe de l’orbite pourra être regardé comme inaltérable ; c’est d’après cette hypothèse que nous avons démontré, dans le n° 61 , l’invariabilité des grands axes des orbes planétaires.
94 . Il nous reste maintenant à déterminer lesconstantes^et f , ou, ce qui revient au même, les constantes ft et /',• Ce qu’il y a de plus simple à cet égard, c’est d’en disposer de manière que les ternies qui dépendent de sin(«2 -f- s — ce) etsin(n£ -)-€ — &/) disparaissent dans la valeur de Sv, en sorte que l’équation du centre soit tout entière comprise dans la valeur de v. On aura ainsi f, — o et _/'(=o, et l’on en eouclura
J l\3 da ^ dà‘ )’
du* y
Les valeurs de — et de Sv deviendront donc enfin , a ’
tP
„dA(°) , m' ... , ,
Q + — .2. CtO cos » (n t — nt- f-i — i)
+rri .fe . cos (nt+ 1 — . ft . cos (nt+« — a) + m'c.X . DCOcos p(n'£ — ni- j-é — i)+n£-f-i — «] ■+■ m'e . X . ÉWcOs[t(;t't — ■ — <^] ,
iv— — . X . FW sin i(_nt — n£+/' — »)
-f- me . X . GW si n [i(nt — nt-f-i' — tj+nt-f-i — tu] 4- me , X IlWsin[«(n'f — nt-f t— — »],
les lettres C« D«, E(0, F®, G», HÇÔ ayant ici la même signification que d'ans le n* 84» et le signe intégral 2 devant embrasser toutes les valeurs entières positives et négatives de i, la seule valeur i =0 exceptée.
95. Considérons maintenant les inégalités de la latitude. Reprenons l’équation différentielle (7). Si l’on néglige le produit des excentricités par les inclinaisons des orbites, elle' devient
d'.rïs
dt‘
dz
En prenant pour plan fixe celui de l’orbite primitive de m, et en désignant par y l’inclinaison de l’orbite de m sur la première orbite, et par n la longitude de son nœud ascendant , on a , n° 8i ,
i représentant un nombre entier quelconque y compris zéro.
L’équation (9), en y substituant cette valeur, devient
— ; — --J-n .r^«H — ->5<.sin(n t-f-t — n)
Lti* CL
— .a y . 2 .B^-’^sin [if/i't-nt-j-t'-i) n] — o ,
d’où, en intégrant et en observant que a’n* — 1 , ou tire. -
m nm a * ...... .
= -r. ; • — ysin(nt-fi — n)
BCi-0
le nombre i devant s’étendre à toutes les valeurs entières positives et négatives de i , la seule valeur 1=0 exceptée, parce que les ternies qui en résulteraient seraient compris dans ceux qui dépendent des constantes que l’intégration ajoute à l’équatiou (11).
La valeur précédente de ^ est conforme à celle
à laquelle nous sommes parvenus par une autre voie, n° 86. Nous n’avons point eu égard aux constantes arbitraires que l’intégration introduit dans cette valeur, ou du moins nous les avons supposées nulles, ce qui est plus commode pour la pratique. Cette hypothèse n’altère en rien l’exactitude de la formule (B). F.n effet, si l’on rapporte, comme on le fait ordinairement , le mouvement de m à un plan très peu incliné à celui de son orbite primitive , qu’on désigne comme dans le n* 86 , par (s), la latitude de m relative au mouvement elliptique, tous les termes qui ont pour argument la longitude moyenne — n se trouveront renfermés dans
(s), d’après notre hypothèse; mais de quelque manière que l’on détermine les constantes arbitraires qui entrent dans Js, la quantité (s) -f- S~s , calculée par les tables , exprimera toujours la latitude de m au-dessus du plan fixe.
Les trois formules (A) et (B), sont celles dont on fait ordinairement usage poiu' calculer les inégalités du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude dans l’orbite troublée ; en les réduisant en nombres et en les ajoutant aux parties de ces valeurs qui dépendent du mouvement elliptique, ôn pourra
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eu former des tables qui donneront à chaque instant la position dans l’espace des différens corps du système solaire.
9 6. La méthode par laquelle nous venons de déterminer, au moyen des équations différentielles du mouvement troublé, les perturbations planétaires dépendantes de la première puissance des excentricités et des inclinaisons, suffit pour montrer comment, par des approximations successives, et en employant à chaque approximation nouvelle les valeurs du rayon vecteur et de la latitude qui résultent des approximations précédentes, on peut calculer les inégalités de ces deux quantités dépendantes d’une puissance quelconque des excentricités et des inclinaisons, et arriver ainsi à déterminer leurs valeursaussi exactement qu’on voudra*
Lorsqu’on ne porte l’approximation que jusqu’aux termes de l’ordre des excentricités et des inclinaisons, ce procédé est, comme nous l’avons dit, le plus simple que l’on puisse employer pour déterminer les inégalités périodiques des mouvemens des planètes; mais quand ou veut étendre les approximations aux inégalités dépendantes des carrés et des puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons , les operations numériques se compliquent de plus en plus, et elles deviendraient bientôt impraticables si l’on voulait calculer rigoureusement toutes ces inégalités. Heureusement, la détermination de celles qui dépendent de la première puissancedes excentricités et des inclinaisons suffit en général pour les planètes , et lorsqu’il devient indispensable d’avoir égard aux iné-
galités d’un ordre supérieur, les considérations mêmes qui obligent d’en tenir compte servent à faciliter leur calcul. Ces inégalités, en effet, ne deviennent sensibles que par les petits diviseurs, dépendans des rapports qui existent entre les moyens mouvemens des différens corps du système, que l’intégration leur fait acquérir ; on peut donc prévoir aisément la circonstance qui rendra sensibles quelques-uns des termes de ces inégalités, et se borner à les calculer , en négligeant tous les autres.
Considérons , par exemple, dans R un terme quelconque de la forme
M . cos [i(n't — nt-\-d — e)] -f- i’nt -f- K] ,
i et t représentant des nombres entiers quelconques et K une quantité constante , fonction des élémens des orbites de m et ni .
R en résultera dans — - le terme suivant : a*
rir
ax
- . oM+o1^- 1 . n*
da J
cos[t(n'f —
Le dénominateur de cette expression peut se mettre sous la forme
[(i7 — t-f-i . [f i — — in~] ,
et l’inégalité qui précède pourra acquérir une valeur sensible , si l’un de ces deux facteurs est peu considérable.
Il suffira donc de calculer les inégalités du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude quiout l’une
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des deux quantités précédentes pour diviseur ; niais alors il est plus commode d’employer, pour leur détermination , la méthode de la variation des constantes arbitraires. En effet, il suffit de considérer dans R les termes dépendans de l’argument auquel on veut avoir égard, et au moyen des formules du n° 4 2, on aura immédiatement les inégalités correspondantes des élémens de l’orbite elliptique ; en les substituant ensuite dans les formules de ce. mouvement, on aura, de la manière la plus simple, toutes les inégalités du mouvement de la planète qui peuvent devenir considérables.
La plus grande difficulté de la détermination des perturbations planétaires, de l’ordre du carré et des puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons, consiste donc dans le développement de la fonction perturbatrice R. Mais plusieurs géomètres zélés se sont déjà occupés de cette recherche. M. Burhardt a poussé ce développement jusqu’aux termes du sixième ordre (*); M. Binet l’a depuis étendu jusqu’aux septièmes puissances des excentricités et des inclinaisons. Ces approximations sont plus que suffisantes pour toutes les recherches que peut présenter la détermination théorique du mouvement des centres de gravité des corps célestes.
(+) Mémoires de l'Institut , annee 1808.
SUPPLÉMENT AU LIVRE II
Sur le moyen de faire disparaître les ares de cercle introduits par les méthodes ordinaires cT approximation dans les formules des mouvemens planétaires.
i . Comme l’intégration directe des équations différentielles du mouvement troublé est la plus simple de toutes les méthodes que l’on peut employer pour déterminer les perturbations des planètes, il confient de donner le moyen de faire disparaître les arcs de cercle que la méthode ordinaire d’approximation introduit dans les expressions de leurs coordonnées, et qui finiraient par rendre, au bout d’un •ertain temps , leurs valeurs fautives. Le procédé que 1 ous allons indiquer, fondé sur la variation des constintes arbitraires, a l’avantagé de faire servir les termes que ut éliminer à la détermination des varia-
zr
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tions séculaires des élémens du mouvement elliptique, eu sorte qu’on peut ainsi déterminer toutes les inégalités séculaires et périodiques d’une planète, sans recourir à aucune autre méthode.
Soif, en général, l’équation différentielle de cette forme
% + P + aQ = o, (,)
P et Q étant des fonctions algébriques de t , y et de ses différences, jusqu a l'ordre i 1 inclusivement, et et un très petit coefficient qui, dans la théorie des mouvemens planétaires, est de l’ordre des forces perturbatrices.
Pour intégrer cette équation d’après la méthode connue d’approximation, on commencera par faire et s= o, et nous supposerons que l’on peut toujours obtenir, dans ce cas, l’intégrale finie de l’équation précédente. On aura ainsi une première valeur approchée de y.
On substituera cette valeur dans Q , qui deviendra Une fonction rationnelle et entière de sinus et de cosinus d’angles proportionnels au temps t. En intégrant l'équation différentielle , on aura une seconde valeur de y exacte jusqu’aux quantités de l’ordre a inclusivement.
On substituera de nouveau cette valeur dans Q, et en intégrant l’équation différentielle, on aura urè troisième valeur dey approchée jusqu’aux quantité de l’ordre a*, et ainsi de suite indéfiniment.
Cette manière d’intégrer les équations ^fiÜeren-
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tielles a> comme on l’a dit n° 80, l’iricofivénierit d'introduire dans l’expression des variables le temps t hors des signes sinus et cosinus , dans le cas même où les intégrales finies ne doivent contenir t que soüS la Corme périodique. On conçoit, en effet, qûe si ces intégrales renferment des sinus ou cosinus d’an-* gles proportionnels à ces fonctions devront se présenter sous la forme de séries, dans les intégrales approchées trouvées par la méthode précédente » puisque les valeurs de plus en plus approchées dè^ sont ordonnées par rapport aux puissances ascendantes de a. Or, ces termes croissant indéfiniment avec le temps t , peuvent devenir Considérables par la suite des siècles, quelque petit qu’on suppose le coefficient cl, la valeur de^", quelque loin qu’on pousse d’ailleurs l’approximation , ne pourrait donc servir que pendant un temps plus ou moins long, avant et après l’époque que l’on aurait choisie, et il est nécessaire, par conséquent, de faire évanouir les termes dont il s’agit , pour que les intégrales approchées puissent s’étendre à un temps illimité.
a. Supposons que l’intégrale finie de l'équation(i), quand on y fait et = o , ne contienne pas t hors des signes sinus et cosinus, et qu’en appliquant à cette équation la méthode d’intégralion précédente , on ait
y = X *Y 4- t‘Z + -f- etc. ,
X, Y, Z, etc., étant des fonctions de sinus et de cosinus d’angles proportionnels à t, et de constantes arbitraires a, b, o , etc.j en sorte que les diffé-
rendes de ces fonctions relatives à t ne contiendront jamais cette variable sous une forme algébrique. Les puissances du temps t peuvent d’ailleurs s’étendre
indéfiniment par les approximations successives, et leurs coefïicicns deviennent d'autant plus petits que et est une quantité moins considérable. Ainsi, dans la théorie des planètes, et étant du même ordre que le rapport des forces perturbatrices aux forces principales qui les animent, le terme proportionnel au temps t sera de l’ordre de la force perturbatrice, le coefficient du terme en t% de l’ordre du carré de ces forces, et ainsi de suite.
En différentiaut successivement i fois la valeur précédente de/, on aura
dr dX
~di ~di
dr ~ dr etc.
+ Y + (ï + 2Z)‘ + (S + 3V) e + etc- ' 4 - 2 J + aZ +(ï + 3 S + 6V) 1 + u,c-'
Si l’on substitue ces valeurs dans l'équation (i), elle doit être identiquement nulle; or, par cette substitution , il est clair que cette équation prendra cette forme
X' + /Y'.+ t'Z' + <’SV' H- etc. = o ,
et comme on suppose que l’équation différentielle ne contient le temps / que sous la forme périodique, il faut que tous les termes multipliés par les différentes puissances de t disparaissent d euxièmes , ce qui donne X'= o, Y' = o, Z'=o, etc. Or, X' n’est évidemment que le résultat de la substi-
tutSon dans l’équation (i) de la partie des valeurs
de etc., indépendante du temps, ou qui
du moins ne contiennent cette variable que sous la forme périodique; en faisant donc abstraction des termes multipliés pari, on aura
djr dX
et ces valeurs devront encore satisfaire à l’équation différentielle (i). Or , les équations précédentes ne peuvent subsister ensemble, tant que l’on suppose constantes les indéterminées a, b, c , etc., que renferme l'expression dey; mais si l’on suppose ces quantités variables, et qu’on égale les nouvelles valeurs de
ïït’ etc> » *1**' en résulteront, aux valeurs précédentes , on aura autant d’équations de condition entre les variations des arbitraires qui serviront à les déterminer, et l’équation y — X , qui ne contient plus d’arc de cercle , sera l’intégrale de la proposée, quelque loin qu’on pousse l’approximation relative à CL.
En différentiant de cette manière, on aura
dy dX dX da dX db dX de dX y
(JT dt da dl db dt de dt ClC* dt *
d'Y _d_ OÇ d*Xda d*X db
<ft* dt dl dlda dt dtdb dt
d\ da . d\ db , dY de , d>X , d\ , *
+ 7iâdi +db’dï + dc'7t + c,c- = ÏÏT + 3 JT +
et ainsi de suite.
En supprimant maintenant les termes qui se dé-*
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fraisent, on aura les équations de condition sui-
T3îltÇS •'
dX di i dX
dÛfi+db
fdtXda tlY\ da fd*X dX\db dX
\Jddadt +dï)ït+\ttb + ü)dt+'lC-=dï + 'i7j'
etc.
Le nombre de ces équations sera égal à i, qui marque l’ordre de l’équation différentielle proposée; elles suffiront donc pour déterminer les variations des i constantes arbitraires que doit contenir l’intégrale complète de l’équation (i). Les équations précédentes seront d’ailleurs toutes du premier ordre; il sera donc facile de les intégrer par les méthodes ordinaires; et comme cette intégration ajoutera une constante arbitraire à l’expression de chacune des arbitraires a, b, c, etc., l’équation y— X, lorsqu’on y aura substitué ces valeurs, sera encore l’intégrale complète de la proposée.
Lors donc que l’équation différentielle (i) s^ra du premier ordre, il suffira d’avoir égard au ternie proportionnel à t dans la valeur de y , puisqu’il n'y a alors qu’une arbitraire à déterminer; lorsque l’éqyation sera du second ordre, il faudra avoir égard aux termes de y multipliés par le carré du temps, puisque la seconde équation de condition dépend de la fonction Z, et ainsi de mite.
Il est* claif que la méthode précédente s’appliquerait encore à un nombre quelconque d’équations différentielles entre les variables t , x , y, t, etc. Les valeurs complètes de ces variables , déterminées
par la méthode précédente d’approximation , fourniront entre les variations des constantes arbitraires a, b, c, etc., uu nombre d’équations de condition égal à l’exposant de la plus haute différence de chacune des variables x,J't z, etc. , dans les équations différentielles proposées; en sorte que le nombre de ces équations ?era toujours égal à celui des indéterminées a, b, c, etc., qui outrent dans les intégrales complètes des équations proposées.
IJ résulte donc de ce qui précède, que quel que soit le nombre des équations différentielles données, on pourra effacer les termes contenant les arcs de cercle introduits parla méthode ordinaire d’approximation, dans leurs intégrales approchées, lorsqu’on aura substitué aux constantes arbitraires quelles renferment , leurs variables résultantes de l’intégration des équations (2) et des autres équations de condition formées de la même manière.
Nous avons vu qu’en ordonnant, par rapport aux puissances des excentricités et des inclinaisons, les expressions différentielles du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude, dans l’orbite troublée des planètes , on pouvait les ramener à des équations de cette forme
% 4- ay 4- <*Q = o.
On pourra donc appliquer aux valeurs de la longitude, du rayon vecteur et de la latitude, résultantes de l’intégration directe de ces équations , la méthode précédente, pour en faire disparaître le
temps t hors des signes sinus et cosinus. Dans ce cas, les constantes dont la variation doit servir à faire disparaître les arcs de cercle, sont les élémens de l’orbite elliptique ; on aura donc un nouveau moyen de déterminer leurs variations séculaires, et les expressions qui en résulteront devront s'accorder avec celles que nous avons obtenues par la méthode directe qui donne à la fois toutes les variations de ces élémens, tant séculaires que périodiques.
3. Reprenons les valeurs de J>, J'vet J's, en conservant dans leurs expressions les termes multipliés par le temps t.
L’équation (8) n" gt, livre II, donne
st* i
- -f- n% . rJV -f- Zan'S’re cos (nt + 1 — a>)
en ne considérant que les termes dépendans de Fargument nt-j-e, on trouve, même numéro.
lia
d*AW
da*
^ e co* (n£ -f- t — •)
nï f ... dKK'\ daA(‘>\, ,
On a d’ailleurs, n°ga , en n’ayant égard qu’aux termes indépendansdes excentricités, «Pr=— ^ a? Si
l’on substitue ces valeurs dans l’équation (3) et qu’on l’intègre ensuite, en n’ayant égard qu’aux termes qui sont multipliés par le temps t , hors des signes périodiques, en faisant, pour abréger,
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c = »:tt + i
d'tSa> da' *
D = aA(,) — a*
da
On trouvera (voir n° 90, livre II),
— = — ~ nlCe sin (nt -f- £ — ®)
* — — ntOe' sin (nt -+- c — a>') ;
d’où l’on déduira , au moyen de l’equation (6 ) , n° 89, livre II,
JV= — in'nlCecos(nt-\-t-a) — m'ntDe1 cos(nt-{-£ — a»').
Enfin, l’expression différentielle de la latitude, n® 95, eu y supposant 1=0, et en l’inte'grant ensuite, donnera
= — J a'aW>nty cos (nt + t — II). p [
Si l’on re'unit ces valeurs aux parties de r, p et J, relatives au mouvement elliptique, en ne considérant que les termes dépendans des premières puissances des excentricités et des inclinaisons , qu à la place des constantes y et O on introduise dans l’expression de la latitude les constantes p, p', rj , </', d’après les valeurs rapportées n° 86, livre II.
t 1 — e cos(n* -f- e — a) r = a < — g m'n/Ccsin (nt £ — e»)
( — \ m'ntDe' sin (ni -f- 1 — g/)
bituncft
^ = n -f- ane cos (n< 4- « — < u)
m'n'tCe sin (nt + t
-f- m'n VDe'sin ( nt -4- »— »') ,
JV = q sin (n/ -f" * ) — p cos (nf + * )
— —j— (/>' — p ) «<BC0 sin (n£ 4- *)
— — ?) rc<B(0sin(n< 4- *)•
On a substitué à la longitude v sa différentielle
pour éviter que l’intégrale , lorsqu’on fait abstraction des forces perturbatrices, ne contint le temps t sous forme algébrique , ce qui serait contre la supposition pur laquelle est fondée la méthode que nous allons employer à faire disparaître les arcs de
cercle, n* a. On sait, d’ailleurs que la valeur de ^ ne
peut contenir aucun terme semblable , et par conséquent l’expression de la longitude t», aucun terme proportionnel au carré du temps, quelque loin que l’on pousse l’approximation par rapport aux excentricités et aux inclinaisons des orbites, du moins tant qu’on n’a égard qu a la première puissance des forces perturbatrices, conformément au théorème relatif à l’invariabilité des moyens mouvemeps planétaires démontré n*58, livre U.
Les valeurs précédentes de r, ^ et r, pour être
complètes, devraient contenir encore une suite de fonctions périodiques du temps U mais on peut les supprimer, parce qu'il n’en résulterait, comme il
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est aisé de le voir, dans les expressions différentielles des constantes devenues variable^, que des termes d’un ordre supérieur à celui que nous considérons par rapport aux excentricités, ou de l’ordre du carré des masses perturbatrices.
Il faut observer encore que les équations différentielles des mouvemens planétaires étant du second ordre, il faudrait, d’après ce que nous avons dit n° a, pousser les approximations jusqu’aux termes multipliés par le carré du temps, et, par conséquent, de l’ordre du carré des masses perturbatrices, pour avoir en géuéral autant d’équations de condition qu’il y a d’arbitraires introduites par l'intégration j mais l’approximation précédente suffira, comme on le verra, pour déterminer les variations des six élémens de l’orbile elliptique. On peut doue se dispenser de ce pénible calcul.
Considérons d’abord l’expression de en la comparant à celle de la fonction j = \ — j— /Y —J— etc. ,
on aura ■ r • ( ' -f- ’ \ >
X = n -f- sue cos (nt f(-e —
Y =/ra'«*Cesin(«t-f-£ — co) -+-m'«*De'sin (nt- f-e — a).
On aura dope, en différenti?nt , n ; c. : ^ ;= i-f-aecos(nt-f-e — &) — 2ntesip(tff+e— <a>)h
JV
-r- — — ines\n(nt -f- t — o) t ‘
2* ■ ; tin *»! •. : : , .'tint
dX ,
s/i cos (nf -fr *-t- «) , ■. i ir.r;.”.- 1 n i
dX. • ' • . . ; " *'• •
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L’équation de condition
t • ! t>!> tMÎB J»
<ix, <jx „ jx, v
fa aa ~h m “b de etc. = l ...b
>v >/:.■ TÜ9 lior.<{Oi i«q
J . i nrJiun ..i&.Gin «b
devient ainsi
tin
[i + ae cos(n< -f- t — rj)]
;-do Inel II
— 2M(* îiï Ti ) e s'n (nt
de
dm
+3 cos ( nt-\- 1 — <u)4-an esin(»<-|-Ê--ai)
=Ht'n’Cesiu(/i<+« — u)-{-m'n'Y)e's\n(nt-\-t — a').
En égalant séparément à zéro les coelHciens des sinus et cosinus semblables , on aura
( dn d,\ de . dm
-Vdï + di)ecosa> +â*in*+3teco*0- *1
= — (Ce cos ce -f- De' cos &>') ,
(. dn , dt\ . | de dm .
tdï + dt)esmc° + dïCOSC}-dïesma>
= — — (Ce sin eo + De' sia co').
La première de ces équations montre que le moyen mouvement n est inaltérable, ainsi que le grand axe de l’orbite qui en dépend , c’est-à-dire que ces deux élémens ne sont assujettis à aucune variation séculaire, comme nous l’avons prouvé directement n° 58, en étendant les approximations à toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons, et jusqu'aux, termes dépendans des carrés des masses.
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Les deux autres équations ne suffiraient pas , en général, pour déterminer les trois constantes », e et ça ; mais on peut s’imposer une nouvelle équation de condition; posons, par exemple.
Puisqu’on a ^ = o, il en résultera = o, c’est-
à-dire que t sera constant ainsi que n, ce qui revient à supposer , comme on le fait ordinairement , n" 74, livre II, que le terme proportionnel au temps t de la variation séculaire de la longitude de l’époque , s’ajoute au moyen mouvement dans l’expression de la longitude moyenne déduite des observations. En effet, la longitude moyenne, dans l’orbite elliptique comme dans l’orbite troublée, peut être représentée par fndt -f- t, et l’on pourra , dans les deux cas, regarder «comme constant, lorsqu’on n’a égard qu’à la première puissance de la force perturbatrice , pourvu qu’on comprenne dans l’intégrale f ndt la variation séculaire de *.
Si l’on observe maintenant que, d’après les valeurs de C et D , on a (*)
On aura
[a,o, 5L! d - - [srg.
(*) Voir n* 90, livre VI.
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ST8"** + if* cos' = l*> a'l * cos. - [£2j e cos m ,
dt eos. — ~ g tin « ^ — fa, u'J e sih . -f [a, à*] e' sih d’où J’on tire
% — CT e' «,n (* «) ,
^a±[«, rt ] — [a, a j.-.eos
Ces expressions sôht identiques avec Celles que nous avons trouvées directement n6 63 , livre II , pour déterminer les variations séculaires de Fexeentricité et du périhélie.
L’ex pression de la longitude ayant ainsi suffi pôüt déterminer les variations des quatre élémens qu’elle renferme , il est évident que l’expreSsion du rayon Vecteur, traitée de la même maniéré, ne ferait qué reproduire les formules précédentes. C’est, èn effet, ce qu’il est facile de vérifier, et l’on trouve que l’équation de condition ~ da -f- ~ db -)- etc. =a Y, devient, dans ce ca9,
— a di e,in i"1 + * ~ ") — a ‘lft C<M (m •+■ • — .)
£"*“ [Ce «xn (/if -f- • — m) 4. D«*in
En comparant les termes des mêmes sinus et cosinus dans les deux membres, on aura des équations de condition analogues à celles qu’a fournies l’expression de la longitude. Enfin, en introduisant
DD SYSTÈME DU MONDE. i5
dans les intégrales approchées les termes multipliés par le carré du temps, on aurait le nombre d’équations nécessaires pour déterminer la variation séculaire de la longitude de l’époque dont la valeur absolue reste encore indéterminée, mais nous l’obtiendrons bientôt par un procédé plus facile.
Considérons maintenant l’expression de la latitude. Si on la compare à la valeur de^= X tY-f-ctc., on aura
X = q sin(nt + t) — p cos (nt *) ,
Y as — ■ 6e0 (p'— p) «in [nt + «)
— m_naj^ B(0 ( q'— q) cos(rat -f- 1).
On aura , par conséquent ,
dj ~ sin ("* + •)» TP = “ cos(nt + h
et comme n et i sont cûnstans, d’après ce qui précède,
dy± dY
l’équation de condition ~db etc. ss Y ,
deviendra simplement
~ sin ( nt +0 — ^ cos ( nt 4- i)
+ ~a'aW\ p' — p) sin (nt + t)
-+■ ~ àtarBi'\ q1 -**- q) cos (nt -f- t) = o.
En égalant séparément à zéro les coefliciens des sinus et cosinus semblables , on aura donc
dJL —
dt
dq
dt ~
a*a'i}CO(çr' — g) ,
.j*L A tiq
«mit
formules identiques avec les formules (a) , n° 68 , livre II , en observant que, d’après la valeur de B0*, n* 5i , mèfcie livre, on a
Les valeurs des arbitraires e, a , p, q étant déterminées par l’intégration des formules précédentes, on les substituera dans les expressions du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude, et l’on pourra ensuite effacer les termes affectés de l’arc de cercle nt.
4. Les termes proportionnels au temps t, que l’intégration introduit dans l’expression du rayon vecteur, produisent dans l’expression de la longitude de nouveaux termes dépendans de l’anomalie moyenne, Auxquels il faut avoir égard. En effet, si l’on suppose
— = - m’ntCe sin {nt + 1 — •) -J- i m’nlDe sin (nt • J- 1 — «') , a 7l 2
en vertu de l’équation (6), n° 89, livre II,
tnrd.fr-}- drtr
a’ndt
— etc. ,
il en résultera dans J'v les deux termes suivans :
r.Jly I. </. J.l,.. .
J' v = m' Ce sin (nt-f- t — 0) -f- m'De sin (nt -f- 1 — o>') }
ces termes s’ajouteront aux termes semblables que contient déjà l’expression de J'v, eu sorte que, d’après la signification que nous avons donnée à / et J', n° 91 , livre II, on aura
/-c+*--Tr
+ a “f ?ag —
' 2 2 ûfl1 “
rfa’
Si l’on veut donc, comme nous l’avons dit «1*94, que tous les termes dépendans de l’anomalie moyenne , qui ne sont pas compris dans le mouvement elliptique, disparaissent de l’expression de la longitude; en sorte qu’ils se trouvent tous renfermés dans le premier terme de l’équation du centre, il faudra supposer les deux quantités/ et /' égales à zéro, ce qui donnera, en substituant pour D, C et g leurs valeurs, pour déterminer les arbitraires f et /', les deux équations suivantes :
</AW
d‘kn
da *
Wt-
Telles sont donc les valeurs qui doivent servir à déterminer f et /' lorsqu’on réduira en nombres l’expression du rayon vecteur, et c’est en effet celles que nous avons employées dans le VI* livre, en faisant l’application des formules qui déterminent les inégalités planétaires, à toutes les planètes principales. Les expressions de /et /', trouvées n° 94, livre II, Tome I.
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comme on voit , n étaient pas complètes. Au reste , les valeurs de ces deux arbitraires étant à très peu près insensibles, excepté dans la théorie de Jupiter et Saturne, l’erreur que l’on pourrait commettre en employant les premières formules au lieu de celles que nous venons de donner, ne serait guère appréciable.
~). Comme cet artifice d’analyse, par lequel on fait disparaître les termes dépendans de l’anomalie moyenne , non compris dans le mouvement elliptique, qui se trouvent dans l’expression de la longitude , pour les introduire dans l’expression du rayon vecteur, me paraît avoir donné lieu à quelques difficultés, il ne sera pas inutile d’ajouter ici quelques mots sur ce sujet. Si l’on ne considère dans l’expression de la longitude que le premier terme de l’équation du centre, par les formules du mouvement elliptique , on a
v = nt -f- * -f- ae sin ( nt -f- s — ai).
En ne faisant varier que l’excentricité e et la longitude du périhélie a , et en nommant V la lon gitude dans l’orbite troublée , on aura
V = nt + «+ ae sin (nt -f- 1 — a)
-f- aefe sin (nt -f- * — ai) — aej'a cos (nt -f- e — »)•
Or, par les formules du n° 91, en observant que
V = v -f- JV , ori a
V = nt -f- 1 4- ae sin (nt -f- 1 — &►)
-+- mfes\n(nt-^t — a) + m'fe' sin (nt.-\- s — a')-
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Si l'on développe ees deux valeurs de V , et que l’on compare ensuite séparément les coefficiens de sin ( nt -f- t ) et cos {nt -}- t ) , on aura
m'fe cos a + m'fe' cos co' = aJVcos&j — a ej'a sin u mfesmro -J- m'fe' sin»’ = acTesin co-f- aesPcjcosw,
équations d’où l’on tire
aie = m'fe + m'fe' cos {co' — a ) , ) ae/a) = m'J'e' sin (e/ — «). j '
Cela posé, j’observe que l’excentricité e et la longitude du périhélie a , qui conviennent au mouvement elliptique, ne se déduisent pas immédiatement des observations; mais les observations font connaître les valeurs des mêmes quantités relatives au mouvement troublé; si donc on appelle e, et a>i ce que deviennent e et a> dans l’orbite troublée, considérée comme une ellipse variable, ,011 aura
et — e J'c , co t =" co - Sa,
équations d’où l’on déduira les valeurs de e et de a qui conviennent à l’orbite elliptique, ef et a>, étant des quantités données par l’observation. Ces valeurs ■dépendront donc de celles qu’on attribuera aux deux arbitraires f et f. Si l’on suppose, comme nous le faisons ici , j\ — o et // = o, ce qui donne cTe=o et e£a = o, on aura e = e(, m — u,, c’est-à-dire que dans les formules du mouvement elliptique il faudra substituer immédiatement, pour l’excentricité et la longitude du périhélie, les valeurs résultant des observations, et alors le premier terme
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de l’équation du centre sera le même dans l’orbite elliptique et dans l’orbite troublée. Si l’on veut déterminer f et j' par toute autre considération, par exemple , si l’on demande que les termes dépendans du sinus et cosinus de l’anomalie moyenne disparaissent de l’expression de Sr, ce qui donne f—o et _/'= o; on substituera dans les équations (5) les valeurs de j,etf données par les équations (4) privées de leur dernier terme , et en observant qu’au lieu de e, ce, e', o', on peut substituer les quantités e,, eu', e', a/, données par l’observation, puisque l’on néglige les carrés de la force perturbatrice ; on en déduira les valeurs de /'e et de Sce , et l’on aura ensuite celles de e et o qui conviennent à l’orbite elliptique, dans cette hypothèse, au moyen des équations e=se, — Se, ® = c>/ — Sa. Mais comme c’est l’expression de la longitude et non celle du rayon vecteur que l’on compare aux observations , il est plus commode p comme nous l’avons dit, de faire disparaître les termes dépendans des sinus et cosinus de l’angle nt t — o de l’expression de Sv que de
celle de" Sr.
On voit donc que l’on pourra disposer comme on voudra des deux arbitraires f et f introduites par l’intégration et qui entrent dans les valeurs de j, et f‘, pourvu qu’on ne suppose pas nulles à la fois ces quatre quantités, parce qu’alors les équations fa) ne pourraient être satisfaites. Selon chaque hypothèse que l’on fera , les élémens e et o du mouvement elliptique auront des valeurs différentes; mais ces élémens, augmentés de leurs variations, c’est-
fc'
Ir
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à-dire les quantités e -f- Je, co-\-Sco conserveront* les mêmes valeurs ; les formules qui résulteront de ces diverses suppositions relatives au mouvement troublé seront donc identiques.
Ce que nous disons ici relativement à l’excentricité et au périhélie , est analogue à ce que nous avons dit dans le n° 9S* livre II, par rapporta la longitude moyenne. On peut observer que ce résultat tient uniquement à cette considération, que ce n’est point le mouvement dans 1 orbite elliptique qui aurait lieu si les forces perturbatrices venaient à cesser leur action , qu’il est nécessaire aux astronomes de connaître, mais le mouvement dans une orbite telle, qu’en corrigeant ses éléineus de leurs variations déterminées par des formules connues, on retrouve les expressions de la longitude, du «rayon vecteur et de la latitude qui conviennent- au mouvement trcitiblé.
6. Nous avons supposé que la partie constante de ~ développé en série «le cosinus d'angles proportionnels au temps, était égalé q 1 unité dans le mouvement troublé comme dans le mouvement elliptique, c’est ce qui a lieu en etl’et lorsqu’on n’a égard qu’à la première puissance des excentricités et des inclinaisons et qu’on détermine comme nous l’avons fait. u°92, la constante g, introduite par l’intégration dans l’expression de la longitude ; mais quoique les termes de l’ordre du carre et des produits des excentricités et des inclinaisons, soient insensibles en euxmêmes, il est nécessaire d’y avoir égard , parce que
■nü
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THÉORIE ANALYTIQUE ce sont eux qui produisent, par leurs variations, les termes proportionnels au carré du temps, dans l’expression de la longitude moyenne, et d’où résultent, comme on l’a dit n° 75, les équations séculaires qui affectent le mouvement de la Lune. La considération de ces termes nous dounera d’ailleurs la véritable valeur de la constante t dont la variatiou est encore arbitraire, et nous permettra d’établir ainsi la parfaite identité des formules précédentes avec celles que nous avons obteuues par la méthode de la variation des constantes.
On a , n“ £9, livre II,
■JT .
d.fv
HT
d. ( ird . <Tr drir)
a‘ndl‘
■ianfd'K — za’n^ da
Déterminons tous les termes de cette fonction indépendans du temps t et qui sont de l’ordre du carré û 4 _ des excentricités et des inclinaisons.
En n’ayaut égard qu’à la première puissance de ces ji.,/-*; • ’ quantités , on a
- = i — e cos (nt -f- e — eo) ,
Bfr ;/ *• *
— = — C nte si n (nt -f- « — m) ,
D nte' sin ( nt -f- e — a').
Au moyen de ces valeurs et de leurs différentielles, eu rejetant tous les termes périodiques , on trouve
ard.fr + drtr~—— C t>tdt + -j~ D ce' cos(.' — ,)tdt.
rr •>
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On aura donc
\ d.(*rd}r+<W _ "g j~Ce. Dce> cos (M> __ a) ]. '-V
à'ndcÿ I — e‘ 4 '
Considérons le terme — , *£ ■■-■- de la même for- y. t; V/i — e*
mule. En nommant m'g une constante arbitraire
jointe à l’intégrale J'd R, il en résultera le terme
3m_ggr qui par le développement de son diviseur
pourrait donner un terme de genre du ceux que nous considérons ; mais ce terme est détruit par le terme
rr\
rfA<°>
- qui résulte de la fonction - — _
r ^ qui entre dans la valeur de En efl’et , en vertu
de ces deux termes réunis , on aura
^r-=-ÿ-,-cV*+“Tr>
quantité égale à zéro, puisqu’on a, n° 92,
1 rfA.C> S=-la~d7-
JH
\ tH
v Jl
En ne considérant que la partie non périodique de .
la fonction R qui dépend des carrés des excentricités 1 et des inclinaisons des orbites, on a, n° 53 , . ai
m' / dA<°> d' iW\
, m , , , ./...x dh.C* 1 irf‘A(,)>r
+T* «>*(*— )(AC»_fl __
On aura donc aa j
■ '"'mt
V J. ^ v- "'«jr
! V. v>g - ■ . A.. ; . .. ». . • jX % \ ..v A
•v f_ •* âx' . -^Û.' ,
• ■■■ . - - JL
ififalLu
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.y AO ; « y au;
La fonction [p — p')* + (<l — <l)%, lorsqu on ne considère que l’action réciproque des deux planètes m et m', est égale à une constante indépendante du temps ; on peut donc ici en faire abstraction , puisqu’elle ne produirait dans «/.«Te qu’une quantité également indépendante du temps et qu’on peut la supposer comprise dans la valeur de ndt.
En réunissant cesdifl’érens termes et en substituaut au lieu (le Cet I) leurs valeurs
m'ndt / rfAO , y AC»)
= — r-'V* ûr+^-dï-
m'ndt / .dm . , * À« , aWkW
on aura
rjf 2aA<')-2a*
Lorsqu’on n’a égard qu’aux termes dépendans de la première puissance des masses, cette fonction est constante , et l’on peut en faire abstraction , parce qu’elle se confond avec le moyen mouvement ndt dans l’expression de la longitude moyenne, mais lorsqu’on a égard aux quantités de l’ordre du carré des masses
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que la constante n ne soit sujette à aucune variation séculaire, conformément à ce que nous avons démontré n° 58, il faudra comprendre dans la constante « la partie variable de la longitude vraie JV, en sorte qu’on aura dé — d.J'v; en rejetant toute la
partie de la valeur de qui est indépendante du
temps 1 , c’est-à-dire de l’ordre des masses perturbatrices. En effet, il est aisé de se convaincre que l’expression précédente de d.J'v est identique avec celle de de trouvée n° 75 , lorsqu’on néglige dans celle-ci la partie qui est égale à une quantité constante , coïncidence que nous voulions établir pour montrer l’accord des deux méthodes. {Voir le n" go du VIe livre.)
On voit encore , par l’expression de d. que les termes proportionnels au quarré du temps qui en résultent dans l’expression du moyen mouvement, sont très petits de l’ordre du carré des excentricités et des inclinaisons, mais comme tout ce qui affecte le moyen mouvement peut, par la suite des temps, devenir très sensible , il était nécessaire d’y avoir égard, et c’est comme nous l’avons vu n°75, la considération de ces termes qui conduisit Laplace à la découverte de la cause de l’inégalité séculaire delà Lune, que l’on avait long-temps vainement cherché à pénétrer.
Rectification d’une formule du livre II.
La réduction indiquée n° 84, livre II, ayant présenté des difficultés à quelques personnes qui ont voulu la vérifier, et la
première valeur de — , p. ^5, tome I", contenant d'ailleurs quelques incorrections, je vais indiquer avec plus de détail comment doit s’opérer cette réduction importante en ce qu'elle montre l’accord des deux méthodes employées dans la détermination des inégalités planétaires.
Eu ne considérant que les inégalités du rayon vecteur indépendantes des excentricités, on aura
i'r m'an / a . i A . ,
— = (-7- — ACO , — ; MC°) )cos i(n r-nt-f-i
a 2 Vi — n i(n — n) + n J
ou bien en observant que i peut prendre toutes les valeurs positives ou négatives , la valeur de » = o exceptée,
Lr = r _1"_ ACO _
a 2 n*~ r(n — nY[_n'~ n da J
On aura ensuite, pour les inégalités dépendantes de la première puissance des excentricités,
. , ff" an dA^)~I n j-2
fr= — mane { -7— ACO-a— — - — -4- , -MW
1 1 n - n rfa Jn'-i’ a-s)‘ j(n-n)-(-n
+ TTT- N<«
in
1 _ dkPT
-n)-f-an
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Si maintenant on remplace dans cette expression MO), MO), NO), NO), NO) par leurs valeurs, n° 81 , on retrouvera après quelques réductions faciles , l’expression du rayon yecteur donné par la formule (a) , n” 84- . ; ’
(Le terme dépendant de NO) devait être multiplié par j dans fr
l’expression de , n° 84 , parce que la valeur de NO), n° 81 ,
suppose que i est toujours pris positivement , tandis que dans le n° 84 , i peut s’étendre à toutes les valeurs.entières positives et négatives , celle de (=0 exceptée ; c’est par la même raison qu’on a dû supprimer le terme es N<-5) qui entrait dans la même formule (page 475). en observant qu’on a N(— s) = NO), n° 81).
FIN PC SÜPei.#M*NT AC LIVRE II.
Errata du premier volume.
Page 78, 9Î>
ni»
Ibid.
Ibid.
Ibid.
Ibid.
Ibid.
Ibid.
Ibid.
ligne 8, au Heu de j* ro* y, lisez J'<~. eut y
a, 3 et 4 en remontant, au lieu de L cos /", L cos /'Lco s/, lisez dl\j cru /", JtL cos V J/L cos/
5, au lieu de S. S. ^
*7, ou //eu Je Ja* -f- J£* 4- Je*, //se* Ja* -f- Ju** 4- Ja"*
16, au lieu de (t — e) tang* - s», liset (1 — e) Ung - v a a
, , y JR , .. anV/l-e*JR,
ia, au lieu de any \ — a* -r-dt. lisez —J/
dm e dm
t en remontant 9 au lieu de 3 n'(fl,a', a'), //se* 3aa'(«,</)-
J*AC«> 1 , J’A
3 en remont., au lieu de - a* , ■ . lisez - aaf — ;
a dada a dada*
3, au /ieu de (p‘— p*)— {<?'— <7’) , /«« ( p'—p)*— (?'—?)•
18, au //eu de 5#i' — 3n, /tse* 5n' — an 8, au Z/eu Je A'c osf/'/i £— f ne-f-A ) , lisez A'cos(tV<-/nt-M0
n, au //eu de /A'de cos ( i'n'r — int -+■ A), lisez.., fA'dt cos (i'nît — / fot -4- A')
ia, au lieu de sin (i'n't — int -4- A), lisez sia(/'n'f — 4nt+lf) a, au lieu de pe'riodiqnc, lisez non périodique,
7 en remontant, au lieu de [a', a], lisez [a, a] après la ligne ai ajoutez on trouve de cette manière a, au lieu de la a*a'(a, a'), lisez iaa»a'*(«, a') i en remontant, au lieu de longitude et de l'époque , lisez longitude de l'e'poqne
19, changez de signe la valeur de — dz
3, au lieu de sy-r NC»), lisez — - — —1 , N(»)
i (n — n) ti (a — n)
5, supprimez -*» — -
a t (nf— n) In H
*4» au I*eu d* H sin ( mt -h C), /t>e* H ^ ( mt -+» C)
Il VT
i5, au lieu de
-, lisez
18, au lieu de — lisez 4* -~ ân* 4 n3
», au lieu de ± S-' (»* +Q, lUez * 5? (nt + C)
“DigiiizeWTjv Gflogle
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SUPPLÉMENT AU LIVRE V
Sur l’attraction des ellipsoïdes homogènes.
Nous avons vu dans le n* 7 du livre V, que les expressions des attractions des ellipsoïdes sur les points extérieurs, contenaient un radical qui en avait rendu jusqu’ici l’intégration impossible par les méthodes connues. On est parvenu à éluder cette difficulté en ramenant les attractions relatives aux points extérieurs à l’ellipsoïde, à celles qui se rapportent aux points intérieurs ou situés sur sa surface. Mais les diverses méthodes qu’on a employées et le théorème de M. Ivory lui-même, tout ingénieux qu’il est, n’ont pas fait avancer d’un pas l’intégration des formules dont il s’agit. Il restait donc à désirer pour l’honneur de l’analyse que la difficulté fut pour ainsi dire attaquée de front et qu’on parvint enün à déduire les expressions ramenées à la forme de quadratures, des attractions des ellipsoïdes sur les points extérieurs , de l’intégration directe des formules qui les déter- Tonk II. * 1
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minent comme on le fait relativement aux points intérieurs. Je suppose donc qu’on verra avec intérêt comment M. Poisson est parvenu à surmonter ces obstacles qui avaient arrêté tant de grands géomètres, et qu’après tant d’efforts infructueux on pouvait croire invincibles ; c’est sans contredit l’une des plus heureuses conquêtes qu’ait faites l’analyse depuis bien long-temps.
i. On a, relativement aux points extérieurs, n° 7, livre V,
A = ffiy — r) d^dca sin 6 cos 0 , l B = fJXd — r) cfàdcû sin*0 cos u>, > (1)
C = J]\y — r) düdci> sin*0 sin «a. J
Les limites des intégrales relatives à 0 et à ro devant correspondre aux points où l’on a r' — r=o, c’està-dire où le rayon r, mené du poiut attiré, est tangent à la surface du sphéroïde , mettons l’équation de l’ellipsoïde sous cette forme
x * -f- my% -f- nz% = k ; (2)
en sorte que h , h', h" désignant , comme dans le numéro cité, les trois demi-axes respectivement parallèles aux coordonnées x , y et z , on ait
Si l’on substitue dans l’équation (1), pour x, y et z , leurs valeurs , n* cité ,
x=a — rcosS . y=b — rsiu0cos», z—c — rsindsino»;
qu’on résolve l’équation résultante, en faisant pour abréger ,
I = a cos 0 -f- mb sia 0 cosœ — f- /m? sïn fl sia u , L = cos'0 -+- m sin*8cos*o -f- n sin*0sin*iï>, R* = I* — ■ L (a* -J- mb' -f- ne' — k) ,
on aura
IdfcR
ces deux valeurs sont celles de / et de r. On aura donc
et en substituant cette valeur dans les formules (i), elles deviennent
. rrtedm sin 8 C03 ÔR
A = aiJ— I —
dst sin*5 co3«R
-VjT
r /*/!$)</» «in* 6 si
c = 'Si —
«in «R
formules qui correspondent aux formules (f) du livre V, et où les intégrales doivent être prises entre les deux limites qui répondent àR=o.
Ces expressions ne sont pas intégrables sous cette forme, à cause du radical contenu dans R, qu’elles renferment; mais on peut les rendre immédiatement intégrables en les différentiant par rapport à k. En effet, cette quantité n’entre pas dans la valeur de L ; elle ne se rencontre que dans celle de R , et en différentiant cette valeur, on a
JR _ JL m
dF 2R 5
en supposant donc, pour abréger, A, = ^,
on aura
. rrSd sin 6 cosô
A' =JJ R
sin3 0 cos tt
‘dùd* sin* 8 sin a
formules beaucoup plus simples que les formules (3), parce quelles ne contiennent que la quantité R , tandis que les premières contenaient R et L.
Quant aux trois quantités A, , B, , C, , il est aisé de voir qu’elles représentent les composantes parallèles aux coordonnées x,y etzde l’attraction quvexerce sur le point donné, la couche elliptique dont la surface extérieure est celle de l’ellipsoïde, la surface intérieure une surface semblable et semblablement située, et l’épaisseur dk. En effet, il est évident qu’il suffit, pour obtenir les attractions exercées par une pareille couche , de substituer dr1 et dr à la place de d et de r, dans les équations (i), les différentielles dd et dr étant prises en ne faisant varier que k dans leurs expressions, et substituant ensuite pour dd et dr leurs valeurs, on rètrouve les formules (4).
Or, on peut toujours supposer l’ellipsoïde décomposé en une infinité de couches semblables, pour lesquelles les valeurs de m et n seront constantes et qui ne différeront que par la valeur de k. Si l’on fait donc varier k depuis zéro jusqu a la valeur de cette quantité, qui répond à la surface du sphéroïde, et que nous désignerons par k! , la somme des attractions exercées par chacune des couches.
exprimera l’attraction du sphéroïde entier sur le point donné, on aura donc
A=y’o*A jdk, B = fo\dk , C=fo\dk, (5)
formules dans lesquelles on substituera pour A;, B,, C, leurs valeurs en fonction de k, résultant de l’intégration des expressions (4).
a. 11 ne s’agit donc plus que d'intégrer ces formules. Pour cela , il faut d’abord y substituer pour R sa valeur. Or, en remplaçant I* et L par les quantités que ces lettres représentent, on a
R* = ( k — mb* — w*)cos*ô-f-m(Æ — a* — nc*)sin*ôcos*a
-f — w£>*)sin*ôsin*ûJ -i-imnbeshi *fl sinacosrj-f- znac sin 0 cos 0 sin a
sinab sin 0cos0eos«.
Si cette expression de R* ne renfermait que les car-r rés de sin 0, cos0, sin a> et cos a>, l’intégration des formules (4) , après sa substitution , n’éprouverait aucune difficulté; il faut donc tâcher de la ramener à cette forme. On pourrait y parvenir sans doute par une transformation convenable des variables 0 et co; mais, au lieu de ce moyen, il est plus simple d’employer les considérations géométriques suivantes.
J’observe que pour toutes les droites situées sur la surface du cône tangent à l’ellipsoïde et ayant son sommet au point donné, les angles 0 et a doivent satisfaire à l’équation r* — r = o, ou R* = o. En multipliant donc par r* l’expression de R*, et en faisant
x ■= r cos0, jr = rsin 0 cos co, s = rsin0sinfc)>
(A — mb* — nc*)x* -f- m(k — a* — nc*)j* \
-+• n{k — a* — mb*)z% > (6) -+• vtmbcyz -f- a nacxz -f- a mabxy = o , - i
pour 1’équation du cône tangent à la surface du sphéroïde et ayant son sommet au point attiré. Comme cette équation renferme la quantité A, il s’ensuit que ce cône variera pour chacune des couches dans lesquelles on a décomposé le sphéroïde.
Or, on sait, que si l’on représente généralement l’éqnation des surfaces du second degré, rapportées à trois axes rectangulaires, par
kx*-\~Tiy%-{-(Zz%-\-uliyz-)r 2Exz + aFxy=s i. (7)
Cette équation , en prenant pour axes des coordonnées les axes principaux de la surface, deviendra
Ma;'* -j- N y,% -f- Pa'* = 1 , (a)
et les trois quantités M, N, P seront les racines de l’équation suivante, du troisième degré (*),
— aDEF = o , i (8)
et si Ion nomme a, S, y les trois angles que for* ment respectivement l’axe des coordonnées x' avec
les axes des x, y et a, on aura
(*) Ce théorème a été donné pour la première fois par Petit, dans la Correspondance de f École Polytechnique, n»4,
OC
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cos et = ; y
C) F + DE
COS fa — ; y
(t — B)E + DF
cos y = - »
où l’on fait, pour abréger,
a> — [(t — B) (t — C) - D’]’ + [(< — C)F +DE]‘
+ [(r_B)E+DF]*.
3. Lorsque le second membre de l’équation (7) se réduit à zéro, la surface est un cône; en comparant, dans ce cas, cette équation à l’équation (6), on a
A=k — mb'—nc \ B = m(k — n* — ne*) ,
C z=n(k— a*— mb%), V — mnbc, ,
E — nac, F = mob.
a . i ' *.i> sm> isjui
En substituant ces valeurs dans les formules (9), elles devieunent
(-<_OT(*_û’_7ic*)][(— n(k— a'— mô*)]— m\
cos * 1
f t — n(i — a1 — mb')\ mob 4- mn'abc ’ eos C — 1 ; >
[* — nt(k — a1 — ne •)] nac 4- m'nab'ç co s y = »
et A* est égal à la somme des carrés des numérateurs de ces trois expressions.
L équation (8), en la développant, devient par les mêmes substitutions
P—? [( , +m + n)k — (m-f n)a' — ( i + n)mb‘-( 1 -f m)nc')] 1 -^.^(k—a'—mb'—nc%(mn-^-m+n)k—mn(a^‘-^^b%-^-c,)] > (u) — mnk{k — a' — mb'—nc')' — a. )
Le dernier ternie de cette équation étant négatif, les racines sont ou toutes trois positives, ou l’une positive et les deux autres négatives; or, dans le premier cas, la surface se réduirait à un point; le second cas est donc celui qui a lieu ici , et c’est en effet ce qu’il est facile de vérifier.
Soit par conséquent p. la racine positive de l’équation précédente, — p et — q les deux racines négatives. L’équation (a) deviendra
fix1' — pf* — qz'‘ = o ,
et l’on aura par conséquent pour l’expression de R* réduite à sa forme la plus simple ,
R* = p, cos" 6' — (pcos'ai1 -f- <7sin*ûi')sin*0',
6' et ai' étant ce que deviennent 9 et o relativement aux nouveaux axes des coordonnées. L’angle 0' se compte à partir de l’axe des x , c’est-à-dire de l’axe du cône tangent à la couche elliptique , qui répond à une valeur déterminée de À*; à la surface du cône on a R* = o, et par conséquent,
p cos’ «'4 ■ q sin’ »'
cos* Ô = ; — r-; r—.
f* -f- p cos v -+■ q sm *
Or, les intégrales (9) devant être prises entre les limites qui répondent à R = o, il est clair qu’il faudra, après y avoir substitué, pour ô et «, leurs valeurs en & et u> , les étendre depuis 0 = o jusqu’à 6 = 8', et ensuite depuis co' —o jusqu’à e/= 17t. Mais si l’on change ô et a en 0' et a>' dans les for-» mules (4), on aura les suivantes :
f'fdVdm sin 6' cos 6'
JJ
J'J'dà'dmaiu' (f cos •' dÜ dm sin’ 6' sin*'
A' , B', C' représentant ici les attractions de la couche elliptique décomposées, parallèles aux axes principaux du cône tangent.
Or les deux dernières formules' se réduisent à zéro, parce que si, après avoir effectué l’intégration relative à G', on substitue pour G' et R leurs valeurs, elles deviendront de la forme
' , jrj . . « ,
A' P cos œ'da' , B '=J~ P sin »W»',
P étant une fonction de sin*»' et cos*»', et que les angles cm' étant pris à égale distance au-dessus et au-dessous de deux angles droits, les valeurs correspondantes de Pcos&i' et de Psinco' sont égales et de signes contraires. L’attraction de la couche est par conséquent dirigée tout entière suivant l’axe du cône tangent; et si l’on représente cette attraction par K dk, on aura ses trois composantes parallèles aux axes de l’ellipsoïde, en multipliant K dk par les cosinus des angles que forme l’axe du cône avec les axes des x, desj' et des z ; en faisant donc
V d'i' si n fl' cos Ô
on aura A, = K cos a, B/ = Kcos£, Cy=Kcos^,
IO
et par suite,
A '—f Kdkcos*, B =/" KdkoosC, C= Ç KdAcosy. (la) J o J o J o
4. Cela posé , occupons-nous d’abord de la fonction K. En substituant pour R sa valeur, on trouve
(f </â'siu6'cosfl'
y' ft — y' fi— (^+pco3,»'+yjin’«/)sinîÔ'
ft-j-fJ cos’» -f-çaia’m
ou bien en substituant pour sin’ô' sa valeur tirée de l’équation ( b ) ,
e'dS'sinfl'cosô'
fi -\-p cos’ »' -f- ÿ sin’»'
on aura, par conséquent,
t* p cosa * + q sin** *
Cette intégrale doit être prise depuis af — o jusqu’à =^3'7f, ce qui revient à la prendre depuis »' = o jusqu’à e/= 7f , et à doubler les résultats. Or, on sait
que dans ces limites on = “fi
on aura donc
V^+p) V ie+q)
L’équation (11), dont ft, — p et — q sont les trois racines, donne, sans être obligé de la résoudre,
^ — p — q — (i +m-f-n)À: (m-f-n)n* — { 1 -f -n)mb*
— (1 -f m)nc' ,
ftpq — mnk ( k—a * — mb‘ — ne*)*. 1 -
Si l’on tire de ces équations les valeurs de p~\-q et de pq, qu’on les substitue dans l’expression de K, en faisant , pour abre'ger ,
H‘= ifi? — — (m+n)a' — (i-f n)mA’-(«
+ mnk (k —
ou bien, en vertu de l’e'quation (u),
H1 = — (i-f-n)mô* — (i-f-mjrac*] )
— 2 p(k — a* — mb' — nc*)[(mn-f OT-f-n)A— mn(a*-f-6*4-c*)l >(i3)
-f- 3 mnk(k — a* — mi’— nc’)% .. j
on aura
La quantité K se trouve ainsi exprimée en fonction de la seule racine positive p de lequation (i i) , et de quantités toutes connues.
Pour obtenir maintenant l’intégrale fKdk, il faudrait déterminer p en fonction de k, ce qui obligerait à résoudre l’équation ( 1 1) ; mais il est beaucoup plus simple d’exprimer k et p en fonction d’uûe nouvelle variable, et de substituer cette variable à la place de k et de p dans les formules de l’attraction.
Faisons
l = a‘-f- mb'+nc* — k ,
h étant ainsi une quantité nécessairement positive^ puisque le. point dont les coordonnées sont a, b,c, est situé en dehors de la surface de l’ellipsoïde, l’équation (i i) , en y introduisant cette valeur, peut s’écrire ainsi * . ..
(t+l) (t+ml) n/ )— /) (t+nl)
-n’c'(t+l)(t-{.ml)=;o,
ou bien
a* . m'b* . n'cx
t+l’' ‘ t+nl *'
Si l’on multiplie le premier membre de cette équation par l, et le second par sa valeur, on en tire
mb't
nc't
f-f- ni ’
Soit = «*, ce qui donne
l + mlz=L 7rt)u*], t+nl—~ [n + (j— n)u>].
d’où , en différentiant et faisant , pour abréger,
on tirera
dk
nQ’udu
Exprimons de la même manière la quantité H. En substituant pour k sa valeur précédente en A dans l’expression (i3), on trouve
H’ _ a’(t + ml) ( t + nl ) m’b’(t + l) (t + ni)
i(f+7) "t" l(.t + ml)
i ( l + ml ) ^
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et en mettaot pour < + /, et t + ni leurs
valeurs, on trouve
on aura donc ainsi
Si l’on introduit de même la quantité u dans les formules (10), on trouvera
(t + ml) (t + ni) — m’ft’fl 4- ni) — n’c’ (t -\-ml) cos a — — 1 ,
a mab{t 4- ni)
COS G == : i
nacltA-ml )
cos>= 1
La première de ces équations peut s’écrire ainsi
cosæ =
— (a*~*) (*4-wO ( t+nl) + mb‘t(t+nl)+nc'l(t+ml )
et en vertu de l’équation (m) , elle devient simplement
a\l 4- ntl) (/ 4- ni)
cos a =
en vertu de la relation cos * a - f- cos* G -f- cos * y ? ,
on a d’ailleurs
A’= (< ^7)v [*'(< 4- miy (t+Hiy + m'b' ( i+l)‘(t+ ni y
+ n'c'(t + ly(i+ml)'].
on bien , en mettant pour t sa valeur en u, A = ~t Q ,
et par suite.
et. — -h(,~ m>’1 [» + («-
cos S — mbtm + (* — ”)“J1
cos y — y[«+fi ->■)«•].
Si l’on substitue maintenant ces valeurs et celles de K dk dans les formules (ia) , et qu’on fasse
on aura
r* u'du
y mnj
' 0 y , -f. vu* y , 4- A'*u> '
fu' u'du
y mnJ
u'du
y mnj
y 1 4- Aau* ft -t. »
Les intégrales relatives à k devant s’étendre depuis ^ 0 jusquà k = k' , les intégrales précédentes
devront être prises depuis u= o jusqu’à u = ur, en supposant que u' soit la valeur de u qui répoud à la surface (*).
(*) Ces formules correspondent à celles qu’avait obtenues Legendre dans ses savantes recherches sur les attractions des sphéroïdes elliptiques ( Mémoire, de V Académie de,
DU SYSTÈME DU MONDE. i5
En introduisant dans ces formules la masse du sphéroïde M — y . , on verra qu’elles sont
identiques avec les formules relatives aux points intérieurs, n° 9, liv. V ; seulement, les limites des intégrales sont différentes. Dans le premier cas, les limites des variables comprises sous le signe f sonto et i, et dans le second o et u' •
Si l’on veut que dans les deux cas les intégrales soient comprises dans les mêmes limites, on supposera à la surface du sphéroïde w'* = > et l °n
fera respectivement dans la première, la seconde et la troisième, (
hx — hx —
hx —
uk^+1, u\/h ’ •+ j u y/ 1 -+- a*u* ’
Sciences , 1 988 ) ; mais ce n’est qu’à travers une série de calculs inextricables, et en altérant même les expressions primitives des attractions par des considérations qu’il justifie, il est vrai, mais qui laissent toujours quelques doutes dans les esprits, qu’il y est parvenu. La comparaison de sa méthode à celle que nous avons suivie , est curieuse pour tous ceux qui s’intéressent aux progrès du calcul intégral. L’artifice si simple qui fait disparaître des expressions de l’attraction des ellipsoïdes sur les points extérieurs le radical qui eu avait rendu jusqu’ici l’intégration directe si difficile , si ce n’est tout-à-fait impossible, par les méthodes ordinaires, mérite surtout de fixer l’attention , comme l’une des plus heureuses idées que l’histoire de l’analyse nous présente.
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Qu’on remplace ensuite m et « par leurs valeurs ^ ~ , dans A* et A*, et qu’on introduise la masse M de l’ellipsoïde à la place de sa valeur — , on trouvera
* 3 y mn
A 3«M Ç x'dx
~ yh'+çJ y a*+£-k"a'’— A'jiÿi'+j+f*'*- h')x' *i R 3JM r x'dx |
_ V V fc'*+{+(À*r -T*)** V V<+ ’ |
r 3cM Ç x'dx j
Ces formules, que l’on pourrait aisément déduire des valeurs de A, B, C, n® i3 , liv. V, sont absolument semblables aux formules du n° g, relatives aux points intérieurs; elles n’en diffèrent qu’en ce que les trois quantités h1, h’*, h"‘ sont augmentées ici de la constante £; pour déterminer cette constante, il faut observer qu’à la surface de l’ellipsoïde on a «*=«'•=
en substituant cette valeur et celles de m et r dans l’équation (i3)* et faisant k — h‘f on aura
On démontrerait , comme on l’a fait pour l’équation («) , n° 1 3 , livre V, que cette équation n’admet qu’une seule racine réelle et positive; elle ne donne donc aussi qu’une valeur unique pour l’indéterminée x,.
Si le point attiré était à la surface du sphéroïde , on aurait
üïgitizètTb
et par conséquent jj = o ; dans ce cas , les formules (16) coïncident avec les formules relatives au point intérieur, comme cela doit être.
Les formules (i6') mettent encore en évidence le théorème de M. Ivory ; en effet , si l’on nomme h/} A /, h” les trois demi-axes d’un ellipsoïde passant par le point attiré, et qu’on fasse
on en tirera
L’ellipsoïde déterminé par la valeur de la quantité £ et l’ellipsoïde donné se correspondent , par conséquent, de telle sorte que les sections principales situées dans le même plan sont décrites des mêmes foyers. Les attractions de ces deux ellipsoïdes sur le point dont les coordonnées sont a , b , c , sont proportionnelles à leurs naisses , et les composantes de leurs attractions , respectivement parallèles à chaque axe, sur des points conàispondans de leurs surfaces , sont entre elles comme les produits des deux autres axes.
5. On peut exprimer, d’une manière très simple, an moyen des fonctions elliptiques, les attractions de l’ellipsoïde, soit par rapport aux points intérieurs, soit relativement aux points extérieurs.
Pour cela, en supposant, comme dans le n* io Tome II. a'
du livre cité, que le plus petit des trois demi-axes du sphéroïde soit h , h! l’axe moyen , et h" le plus grand, en sorte qu’on ait h" > h, h' > k" ; si l’on fait
3<jM
dp tang’®
Ÿ l — c* sin’p
AM
( dp sin’p
(i — c’ Bin'ip)
3cM
Z’ dp siu’p
t/ 1 — c’ sin1^ *
et qu’ensuite on suppose c* = = i — ^r; ,
et A'x = tang <p , dans les formules de la page 545, après y avoir changé y et zeni, on trouvera
les intégrales devant être prises depuis <p = o jusqu’à la valeur de p<;T, telle qu’on ait
tang <p = A' = jr .
Si l’on suppose donc, d’après la notation adoptée pour les fonctions elliptiques (*),
Ç—JL^ = F (c, <p) ,
v» i — c* »nT e
fdp \/i — c*sin*<p =s E (c, ç) , les intégrales étant prises dans les limites précé-
(*) Voir n° aa , livre VI.
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dentes; en observant, de plus, qua ces limites on a
sinpcosç — A'
" \/ v — c^sin’p *
tang<p \/i — c* sin‘<p = — par des transformations très simples, on trouvera
b==__îam
JM rvyjtt ; ~I .j/T^.L h,‘" ,
3cM
<:= 7|v'ie,- t*C«, <f) — E(°i *>]■
Les quantités F (c, <p), E(c, <p) sont des fonctions elliptiques de première et seconde espèce , dans lesquelles c est le module et <p l’amplitude; on pourra donc les calculer par les tables de Legendre, quels que soient c et <p , et déterminer par ce moyen les valeurs numériques de A , B et C.
On peut exprimer de la même manière les attractions relatives aux points extérieurs. En effet , soit toujours h < h! , h! < h", supposons comme précédemment - ,
en conservant à c Sa valeur , et en supposant que la valeur extrême de l’amplitude <p répond aux valeurs tang <p'= par des transformations ana-
logues, on donnera aux formules (16) la forme suivante : • ' • \ /
MU* p- ^- - 4
L AA -J
3cM
Ces formules sont absolument semblables aux precedentes; la seule différence, c’est que dans le cas du point intérieur, pour déterminer l’amplitude
\/hF‘ — h' . , , ,
on a tang<p = g , et dans le cas du point
, . . y/JfÿZZ'fr I /WZTfr
exteneur, tang© = j = — ; comme
Ç est une quantité positive, la valeur de $ , dans ce second cas, est plus petite que dans le premier, ce qui rend les approximations plus promptes, en sorte que le calcul des attractions sur les points extérieurs est, sous ce rapport, plus simple que celui des attractions sur les points intérieurs.
Des formules .(17) on tire aisément
C 3M A VA
c — âTTa; — 47f>
h h' li" ’
nn . CA 3M r, . .
6. Il existe, pour les sphéroïdes hétérogènes, un cas particulier où les attractions peuvent toujours s’exprimer sous forme finie par des arcs de cercle, des logarithmes ou des fonctions elliptiques ; c’est celui où l’expression de la densité est une fonction rationnelle de l’un des trois axes de l’ellipsoïde. On peut aisément s’en convaincre, au moyen des formules précédentes.
En effet , si l’on nomme g la densité du Sphéroïde , et qu’on suppose g =f (k) , comme l’équation (14) donne À' en fonction de u, si l’on suppose que la densité varie, on aura généralement g =y («), et l’on pourra exprimer la densité au moyen de la variable u et de quantités constantes.
Supposons dotic l’ellipsoïde décomposé en couches homogènes terminées par des surfaces elliptiques semblables, mais dont la densité varie d’une couche à une autre, si l’on multiplie sous le signe intégral par g. les valeurs des trois quantités A , B , C j qu’on nomme u et u\ les valeurs de «, qui répondent à la surface intérieure et à’ la surface extérieure de la couche dont la densité est g, et qu’on intègre entre ces limites, il est évident que les expressions résultantes seront les attractions parallèles à chaque axe de la couche homogène , dont la densité, au lieu d’être égale à l’unité, serait représentée par g.
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Les formules (i 5), en faisant pour abréger, V = +
donneront ainsi
4 an ru! u'du \
. A ^ ^mnj u V/V»
v V mnj u (i
u'du
^ 4 c* çu u’au
\/ mnj u (i-J -a’’u’
-f Vu^l/V’ u'du
Ôt/Ÿ'
u et u1 étant les valeurs de u qui répondent à la surface intérieure et à la surface extérieure de la couche. Pour avoir les attractions du sphéroïde entier, il faut prendre les formules (i5)> et par conséquent les précédentes, entre les limites u=o et Ces formules pourront s’intégrer sous forme finie, comme nous l’avons dit, soit par arcs de cercle, soit par logarithmes, soit au moyen des fonctions elliptiques, toutes les fois que g sera une fonction rationnelle de l’un des trois axes de l’ellipsoïde (*).
(*) M. Poisson, en appliquant à ce cas d’mtégralitc, reconnu pour la première fois par M. Jacobi , les formules qu’il avait données pour l’attraction des ellipsoïdes (XII" vol. de Y Académie des Sciences), dit qu’il serait difficile, au moyen des anciennes formules étendues au cas d’un ellipsoïde composé de couches de diverses densités, de reconnaître dans quel cas ces formules sont intégrables sous forme finie ( Conn. des Tenu , i836). On va voir, au contraire, que cette question, comme toutes celles du même genre, se résout très aisément au moyen de ces formules, mises sous la forme que nous leur avons donnée n“ io, liv. V.
DU SYSTÈME DU MONDE. a3
Supposons , pour exemple, le cas très simple où la densité diminue proportionnellement à l’axe h. On aura alors
en prenant pour unité la densité de la couche qui répond à A = i . L’équation ( 1 4) , en observant que h = \/k , et en faisant attention aux valeurs de A* et A", donne
^ Uy t/ I -f- «U4 -f- Gu*
y mn y V *
où , pour abréger, on suppose >* = m/j (a* -f- A*-f c%) ,
«>* == m (i — n) (a‘ -f- £*) + n (i — m){a'+ c%), — m) (* — ri) a*.
En substituant cette valeur dans les équations (19) , elles donnent
y J u 4 bx
udu
y 1 -J- me -f- Gu* 1
B-fer-
udu
4CX / x* udu
y J u i4-*b*+Cu4
Ces trois formules peuvent s’obtenir sous forme finie, au moyen d’arcs de cercles ou de logarithmes. En effet , considérons l’intégrale indéfinie
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/étant une constante quelconque. Supposons que la quantité sous le radical puisse se décomposer en deux facteurs réels ( i-f- pu.') et i-f- qu‘, en sorte qu’on ait
\/i-f-aw‘-f- Su* = \/(i-+-pu‘)
et faisons r* = , on trouvera
Si les quantités p — f et q — f sont de même signe, on aura
y/ ( p -/) (?—/) 8 \V p — / —j- V q—f ) et si ces deux quantités sont de signe contraire,
en désignant par C dans les deux cas la constante arbitraire.
Si dans ces expressions on substitue pour y sa valeur, la première deviendra
> 4^=l°g { ^ y/p^f+V' +pu' Ÿ'9=f\+r.l
(p—fKq^J) \^i+qu,V'p—f — V ' +/»“’ V q — //
et la seconde
X= , i-rj: arc ( tang= V^p^VT1^ \+r
\/(p-f)(f—q) V \ /ï+qï'\/p^T /
Si l’on suppose successivement dans ces valeurs
* TTigitized t
ogle
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/=o, f— A*, / = A'», et qu’on étende les intégrales entre les limites u et u! , on aura les trois intégrales définies qui entrent daus les formules (20).
Nous avons supposé réels les deux facteurs dans lesquels se décompose la quantité i-f-a«*-|- Su4, ce qui exige que a' — 4^ soit une quantité positive, ou en remplaçant a et G par leurs valeurs, qu’on ait
— 4mn (1 — m) ( 1 — ri) a* (a' -f- b' -J- c*)> 1 .
Or on peut mettre cette expression sous cette forme
[(m — n)a% -f- ( 1 — ri)mb% — ( 1 — m)nc']' -f-4(i — ni) ( 1 — n)mnb'c',
et cette fonction sera évidemment positive , si l’on suppose que les deux quantités x — met 1 — n sont de même signe , c’est-à-dire si l’axe 2 h est le plus petit ou le plus grand des trois axes de l’ellipsoïde. Pour donner de l’application de ces formules un exemple très simple, supposons le point attiré placé à la surface extérieure de l’ellipsoïde et à l’extrémité de l’axe h. On aura, dans ce cas, az=h', c = o et b=. o ; d’où l’on conclura
y = h \Jmn,
mn ’
ce qui donne 1 4- au' -f- Su4 = ^1 + ’ ^ «*)
(i-f- “*), en faisant donc p — et q= ^ ,
et f=o dans les expressions de X, puisque l’attraction est tout entière dirigée dans le’ sens de l’axe h ,
Digifi;
/ mn f l/n+(i — n)w’ \/ f»4-(i-m)u* t/i-n
— w— -T Ion ! ~7=~, — = Ti . *■ . ..y"
et
at/rn» , — m)u‘\/n — i . r
■ ■ arc tang = • , U — . -f- C.
La première formule s’emploiera quand les deux quantités m et n seront toutes deux plus grandes ou plus petites que l’unité; la seconde, quand l’une sera plus grande et l’autre plus petite que l’unité.
Enfin , si l’on veut avoir l’attraction de l’ellipsoïde entier sur le point placé à sa surface à l’extrémité de l’axe h , il faudra étendre les intégrales précédentes depuis u = o jusqu’à u = il .
Ce cas d’inlégrabilité des formules de l’attraction des ellipsoïdes hétérogènes, qui a été indiqué pour la première fois par M. Jacobi , est remarquable en ce que , quoique la loi de la densité qu’il suppose au sphéroïde, rende cette densité infinie au centre, les attractions A, B, C, que le sphéroïde exerce parallèlement à ses axes de figure , sont cependant des quantités finies. On prouve aisément encore que l’attraction sur un point intérieur est indépendante de sa distance au centre de l’ellipsoïde , et ne varie qu’avec la direction du rayon sur lequel ce point est situé.
NOTE
Sur la Précession des Équinoxes.
Ou sait que D’Alembert , qui donua le premier une solution analytique de ce problème , l'un des plus difficiles de la me'canique céleste, avait d’abord fait abstraction du mouvement de rotation de la Terre, imaginant qu’il devait être, sans influence sur les phénomènes de la préceasion et de la nutation. En effet, lorsqu’on suppose la Terre un sphéroïde de révolution, tous les méridiens étant semblables et se présentant successivement de la même manière au Soleil et à la Lune , il semble que l’action de ces astres sur l’axe terrestre doit être la même , soit que la Terre tourne sur elle-même , soit qu’elle demeure immobile. Mais il n’en est pas ainsi , et c’est une preuve nouvelle des erreurs où peuvent conduire, dans la théorie compliquée des mouvemens célestes, les raisonnemens les plus exacts en apparence, lorsqu’ils ne sont pas vérifiés par l’analyse. D’Alembert arriva de cette manière à des résultats absolument contraires aux observations , et dans son désappointement il livra, dit-on , au feu ce précietlx travail. Mais ayant ensuite repris la question, en y faisant entrer en considération le mouvement de rotation de la Terre, il parvint à des résultats
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très différens de ceux qu’il avait d’abord obtenus , et qui lui donnèrent les vraies lois de la précession et de la nutation indiquées par l’observation.
Une discussion soulevée l’été dernier au sein de l'Académie des Sciences, ayant ramené l’attention sur le problème de la précession des équinoxes , il me parut curieux d’examiner le cas particulier qu’avait d’abord considéré D’Alembert , c’est-à-dire de déterminer les inouvemens de l’équateur d’un sphéroïde qui serait soumis à l’action d’un astre qui circule autour de lui , et qui n’aurait point de mouvement de rotation sur son centre; car il était évident que la précession et la nutation résultant de la non sphéricité de la figure du sphéroïde, pouvaient être considérablement modifiées par le mouvement de rotation , mais que l’existence même de ces deux phénomènes en était indépendante, et qu’ils devaient subsister encore dans le cas même où le mouvement de rotation serait nul. Il me sembla aussi que cette question pouvait être très intéressante à traiter, quoiqu’elle fût sans application dans le système solaire, pour montrer comment les divers inouvemens des corps célestes peuvent influer les uns sur les autres, et pour rappeler par un nouvel exemple la nécessité de ne négliger que les quantités que le calcul a fait reconnaître comme inappréciables. Ces mêmes raisons qui m’ont conduit à m’occuper de cette question , me font espérer qu’on ne trouvera pas superflus les détails dans lesquels je vais entrer (*).
. Reprenons dans le livre IV les six équations qui déterminent les mouvemens des corps célestes autour de leur centre de gravité.
Si, pour abréger, on fait
P = (Y cos 8 — Zsinôj (Y sin S -|- Z cos 6), ,
P' = X (Y sin t -J- Z cos 6) r
vr -, : ‘t'i ■ ■* i
* (*) M. Poisson a traite ia même question dans nn mémoire inséré dans la
Connaissance des Tems pour 1 837 * ct *1 annonce qu’il y reviendra dans un second qui fera partie du volume des Mémoires de l’Institut qui s’imprime en ce moment. Ce second mémoire n’a pas enCofc paru.
le* trois équations (1) n° 42 donneront d’abord
C — B , ZLdt/C— R\ _ . .
àp + -g- qrdt = -prj- ( — — j (p co» <p — Fs.n <p) , j
dq + —g- l>rd t = -prj- cosç>-(- P sin tp) , l
dr 4- — pqdl — ^-~rs~ ^ — Q~~) { (Y cos -1 — Z sint) cosp
— [X“ — (Y cos 9 — Z sin 6)’] sin 2?}.
Dans ces équations A , B , C représentent les trois mornens d’inertie principaux du sphéroïde ; le plus grand des trois C est relatif à l’axe des pôles, les deux autres axes principaux, auxquels se rapportent les raomeus A et B , sont compris djjns le plan de l’équateur.
Les trois variables p, q , r sont les vitesses de rotation du mobile autour de chacun des trois axes principaux qui sc croisent à son centre de gravité; r se rapporte à l’axe des pôles et exprime , lorsque le sphéroïde est la Terre , la vitesse du mouvement diurne ; p et q se rapportent aux deux axes principaux renfermés dans le plan de l’équateur ip, qtr sont donc les composantes de la vitesse angulaire de rotatiorç du corps autour de l’axe instantané relatives à trois axes rectangulaires ; en sorte que si l’on nomme « cette vitesse , on a « = {/p‘ + ff -+- r*. ç, 4 et > sont les trois angles qui déterminent à chaque instant la position du sphéroïde ; 9 représente l’inclinaison de son équateur sur le plan de l’écliptique, 4 est l’angle que forme l’intersection de ces deux plans avec une droite fixe menée dans le second par le centre du sphéroïde , on suppose ordinairement que cet angle est compté de l’équinoxe du printemps, et en sens contraire dn mouvement de rotation et du mouvement de l’astre L, qui sont supposés avoir la même direction : tf est l’angle compris entre la même intersection et l’axe auquel se rapporte le moment d’inertie A ; il se compte sur le plan de l’équateur, dans le sens du mouvement de rotation du sphéroïde, c’est-à-dire en sens inverse de l’angle 4-
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Les trois angles <p, et 6 varient à chaque instant, et leurs valeurs en fonction du temps tse déterminent par les formules suivantes, n" i , livre IV i
dtp — cos tzty = rdt, sin < sin çd-J. — cos pdû = pdt, sin < cos fd4- -f- sin fdl = qdt ,
Les angles <p , ^ et 9 qui fixent à chaque instant la position du sphéroïde , sont les véritables inconnues qq’il s’agit de déterminer : ces angles seront donnés par les formules précédentes, lorsque les trois quantités p , q et r auront été déterminées par l’intégration .des équations (1), la solution complète du problème se bornera alors à l’intégration de six équations différentielles du premier ordre, et c’est ainsi qu’Euler a le premier traité la question du mouvement de rotation d’un corps solide. Mais si l’on diffe'rcntie les équations précédentes une seconde fois , et que dans leurs différentielles on substitue pour dp , dq et dr leurs valeurs tirées des équations (i), on aura, pour déterminer les trois inconnues <p, et 6 , trois équations différentielles du second ordre, leur intégration donnera les valeurs finies de ces trois variables en fonction du temps /, sans passer par l’intermédiaire des trois inconnues p, q, r, et la détermination des mouvemens de rotation des corps célestes et celle de leurs mouvemens de translation , se trouveront ainsi dépendre d’équations différentielles semblables. C’est de cette manière que D’Alembert a résolu le problème de la rotation des corps solides, dans son mémoire sur la précession des équinoxes; c’est ainsi que Legendre l’a aussi considéré dans la a' section de son Traili des Fondions elliptiques , et peut-être cette méthode est-elle plus simple et plus directe que la première, surtout lorsqu’il ne s’agit que de déterminer les mouvemens absolus du sphéroïde que l’on considère , et qu’on n’a pas à s’occuper des mouvemens instantanés de sou axe de rotation , ou des variations de sa vitesse angulaire autour de cet axe.
DU SYSTÈME Dü MONDE. 3,.
a. Pour donner un exemple très simple de cette manière d’envisager la question du mouvement de rotation, considérons le cas d’un spliéroïdc de révolution, dont l’axe des pôles est l’axe de figure, et pour fixer les idées, supposons que ce sphéroïde soit la Terre : on aura, dans ce cas, A = B , et la troisième des équations (1) donnera rigoureusement dr= o et r = n , n étant une constante qui désigne la vitesse du mouvement diurne.
La première des équations (a) donnera ainsi
— cos MJ, 5= ndl. . , . ^
Si l’on différentie les deux autres , et qu’on néglige les produits des différentielles ^ et qui seraient de l’ordre du
carré des forces perturbatrices, ce qui permet de substituer ndl à la place de dp dans les termes multipliés par ces quantités , on aura
sin I sin p — cos p — -f- sin# cos pndj. -f- sinpndl = dp,
sin flcos* df + 8tn<p — — sin t sin <pnd^ 4. cos <pndl = dq ; d’où l’on tire
— n sin M-J. — dq sin <p — dp cosp, d’d
sin t — — E nda = dq cos 9 -f- dp sin <p.
En substituant dans ces équations pour dp et dq leurs valeurs, et eu observant que les équations (a) donnent
dQ .
Ji = 9 «“ P — p coa p
• «. dj/
*m 9 ~dt ~ V C0S 9 + P s,n f* >
on trouvera
. d ‘I . dd
A t- — nC sut 0 —r de dt
.. , dS ]> dt
A sin Ô -r- + nC — =
de ^ » dt
Si l’on n’a égard qu’aux parties de S et de 4 > qui dépendent de l’action de l’astre L , et qu’on suppose , comme cela a lieu en effet pour la Terre, que le mouvement de cet astre est très lent relativement au mouvement rapide de rotation du mobile, on pourra , dans les équations précédentes, négliger les secondes différences de t et de 4, qui ne donneraient qüe des termes très petits par rapport aux premières , en supposant donc que L représente le Soleil, et en désignant par m son moyen mouvement, ce qui donne
ou aura
sm
L = mV,
di _ 3m»/C — A\ dt ~ r” \~ôTj ’
— — — 3mVc— p,
dt r ** V, Cn /
Formules très simples , et qui coïncident avec celles auxquelles nous sommes parvenus d’une manière plus générale, n° a3, liv. IV, lorsque dans celles-ci on suppose A == B.
3. Considérons maintenant le cas particulier qui doit nous occuper ici, c’est-à-dire les lois de la précession et des inouvemens de l’équateur, qui auraient lieu si le sphéroïde terrestre n’avait point de mouvement de rotation sur son centre. On ne peut plus, dans ce cas, faire usage de l’analyse précédente, parce que la vitesse n du mouvement diurne entrant en diviseur dans les formules auxquelles elle nous a conduits, ces formules deviendraient infinies , par la supposition de n égal à zéro. Il faut donc déterminer les angles 4 et 6 d’une
autre manière, et comme cette question n’a pas une application directe au système du monde, on peut, pour la simplifier, admettre toute Hypothèse qui la rendra plus facile à résoudre. Ce qui se présente naturellement alors , est de supposer que l’inclinaison de l’équateur à l’écliptique est constamment très petite, ce qui permet de faire usage de la transformation que nous avons employée n° liv. IV, dans la théorie de la Lune , pour ramener les équations différentielles du problème à la forme d’équations linéaires, qui peuvent toujours s’intégrer aisément par les méthodes connues, soit rigoureusement, soit du moins par des approximations successives.
Supposant donc fl un très petit angle , dont nous négligerons le carré , et faisons
s = tang 6 sin <p , s' = tang fl cos ÿ ; (3)
en différenliaut ces valeurs et substituant pour «Æ et dp leurs valeurs tirées des équations (a) , on aura
ds , ds
Nous ne considérerons, dans ce qui va suivre, que l’action du Soleil sur la Terre, et nous ferons abstraction des variations de l’écliptique vraie par rapport â l’écliptique fixe, ce qui permettra de supposer Z = o dans les formules précé dentes. Si l'on nomme v la longitude du Soleil comptée de l’équinoxe mobile , on aura d’ailleurs ,
X = r’cosv, Y = r sin v.
Les valeurs de P et P' deviendront ainsi
P .== r^sin flsinV, Y = r* sin 8 sin v cos v.
Cela posé , si l’on différence une seconde fois les valeurs de s et s', qu’on substitue pour ~ et ~ leurs valeurs don-
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nées par les équations (a) , on trouvera , ne 46 , livre IV,
X 0' sin (v — 9) + s eos (v — $>)] cos (v — 9) , +(A±b=C)„ S+(C~^)»v=- 3„f-=i)
X [f'sin (v — 9) +s cos(v •— 9)] sin^-r-f).
On peut, pour simplifier, faire abstraction dç's inégalité’» du mouvement du Soleil. L’angle v — 4- étant sa longitude comptée à partir d’une équinoxe fixe , et mt son moyen mou-, veinent, si l'on suppose que le Soleil soit dans cet équinoxe à l’instant où l’on compte t = o , on aurtf
1» — mi 4,.
Nous supposerons le sphéroïde terrestre de révolution autour de son axe de rotation , ce qui donne A = R ; dans ce cas , le mouvement de rotation est uniforme, et comme r représente la vitesse de rotation , on a rigoureusement r=n-, la première des équations (2) donnera donc, aux quantités près de. l’ordre fi’, que nous négligeons,
9 == nl + 4,; (6)
En faisant, de plus, pour simplifier les formules, 3 /C — A
les deux équations (3) deviendront
fts / 2 \ ds / 2 . \
= — n‘m‘ [s cos a(m — n)t -+- s' sin n.(m - — n)t ] ,
= <x’m’ [/ cos p.(m — n)t — s siu 2 (ni — «)/].
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Ces équations s'appliqueront au cas général où l’on suppose à la Terre uu mouvement uniforme de rotation quelconque autour de son centre ; elles se simplifient dans le cas que nous voulons spécialement examiner, où l’on suppose que la Terre ne tourne pas autour de ses pâles ; il suffit, eii effet, de faire alors n = o, dans les équations précédentes ; mais, pour plus de généralité , nous les considérerons sous cette forme , parce qu’il sera facile de déduire des formules que nous obtiendrons., ceUes qui se rapportent au cas particulier où l’on fait abstraction du mouvement de rotation, et que nous pourrons ainsi comparer immédiatement les résultats relatifs aux deux hypothèses.
4- Si, dans les équations précédentes, on suppose m'—n, c’est-à-dire le mouvement de rotation égal au mouvement de révolution, comme cela a lieu dans la théorie de la Lune, elles se réduiront à la forme d’équations linéaires à coctficieus constans, et par conséquent elles seront toujours intégrables, quelle que soit la valeur de ou le rapport des axes du sphéroïde terrestre; dans tout autre cas, les coefficiens de s et s' dans les seconds membres , seront des fonctions du temps / ; mais On pourra ramener l’intégration de ces équations à celle de deux équations linéaires à coefficiens constans , et obtenir ensuite leurs intégrales finies de
la manière suivante.
Si l’on fait * 1
s ri y cos (m — n)l — ÿ siu (»! — n)tf s' = y sin (m — n)l -j- y cos (m — n)l,
qu’on substitue ces valeurs et leurs différentielles dans les équations 1 (4) , qu’on égale ensuite séparément à zéro les coefficiens de sin(m — n)t et de cos(m — n)t dans les équations résultantes , on trouvera pour déterminer y et y les deux équations suivantes : __
d'y + [tm-(i + ‘ a’)"] d/ — [m— (i + i a,)n]my= o , d*y->- [2m— (i-f-| >]<//— [(i—i«’)m— (i^;«’)n]m/=ro.
Ces deux équations linéaires à coefficiens constans s’intégreront par les méthodes ordinaires. Faisons, pour abréger, qï = m (i -J-| *’)";• elles deviendront
<tjr + (m -f- m')dy — mm'jr — o,
d'y' — ( m 4- m')djr — m{m — r- •}a.'lm)y' = o.
Supposons
y = acos(Af + /), y = a' sin (A/ 4- /).
Ces valeurs, substituées dans les équations précédentes, donneront
a A’ — (m y m’)ah -f- mm a = 0,
«'A’ — (m -f- rn)ah -f- mm a — a a’m’a' — o.
De la première de ces équations on tire
-■ ■ -, 1 (m-j-m'ya’h ,
1 ■ ° fi’ -f- mm' ’
et cette valeur, substituée dans la seconde, donne
A< — [m’(i -(-ai’) 4- m'’] A’ 4- m'm(m — 24’m) = o ; (a)
en résolvant cette équation , on en tirera pour A’ deux valeurs , nous désignerons la première par fi’ , la seconde par fi’’; on aura, conformément à la théorie des équations linéaires,
y = a cos (fit -f- 1) 4- A cos (A'f -f- O» y' = a' sin (fit 4“^) 4* fi' sin (A'< -f- ï ) * en supposant , pour abréger , > \
(m -f- m') a'A . (m 4- m') fi'fi'
° fi’ -f* m***' ’ fi*’ -f- mm' ’ ^ ^
d'où l’on conclura
j = [a' sin (Ai -f- l ) + b' sin (h't 4- /')] cos (m — n)t )
• — [a cos (ht -f- /) -j- b cos (h't -f- /')] sin (m — n)t, f
*' =5 [a' sin ( ht -f- /) 4- b' sin ( h't + /')] sin (m — n)t |
a cos (ht 4- /) 4- b cos (h't 4- /')] cos (m — n)t, J
Ces valeurs de s et r' renferment quatre arbitraires, a, b' , l et V ; elles sont donc les intégrales complètes des équations (4).
Quant aux valeurs des quatre constantes a', b', l et P, elles se détermineront d’après les conditions initiales du mouvement, ou, ce qui revient au même, d’après les valeurs qu’ont les six variables 9, 4> />, Y, r> à une
époque déterminée , par exempte , & l’instant où l’on compte t = o. ■ Si l’on nomme y l'inclinaison de l'équateur à l’écliptique, et qu’on suppose l'angle yf. compté de l’intersection de ces deux plans à l’origine du temps t, on aura pour cet instant f> = 4 = o ; nous supposerons, de plus,, que sans l’action, des forces perturbatrices , la Terre tour-; lierait rigoureusement autour de son troisième axe principal; en sorte que les composantes de sa vitesse, par rapport aux deux!* autres axés., sont nulles au même instant ; on. aura donc ainsi p~ o, q = o, et r=n, et les équations (a) et (3) , donneront ainsi
ds ' ds'
r = o, *=y, Tt^nv, - = o.
Si l’on suppose t = o dans les valeurs de s et / et dans leurs différentielles , et qu’on les compare aux précédentes , on trouvera
o’sinf 4- ù'sinT = o, a cos l 4- bcosl' = y,
* [a'A — a(m — n)]cosf 4" \b'h — b (m — n)] cosl' — ny, [ah — a(m — n)] sin l 4* V>h‘ — b'(m — n)] gin l' = o.
Si pour abréger on suppose —, =* ,-p = A' , de ces équations on tirera i . , , .
h' -r- mk' . , A — mk
l>\~ — ^y, /=ov / =o. ,tc)
a~kh' — k'hy' ih’ — k'h
Les valeurs de r et j' deviendront ainsi :
^A' — mk' . , c A — toA
(A — mA . . A — mA . \
ÂÂ^TTÂ sin*' -WZTVh sln htjycos(m- n)t
/A' — mA' . . A — mA . \ . f .
— \ A A* ^^k cas ht ~~'-kh'— k'h * C0S ‘ ‘)y*la (m — n)A f
/A' — mk' . ■ h — rfik . ,\
= Kkhr^TkTi m>h‘~ tîT-TFi ,m/“>9,n(m“
+ (kTr^niwht~ n7zÎA*,co»vt)ycos(m_n)/.
Développons ces valeurs. Considérons d’abord le cas où le mouvement de rotation du sphéroïde est supposé anéanti , il faudra dans ce cas faire n = o dans les formules précédentes, qui deviendront ainsi :
/W -mk'
, / h' — mk'
S \kh'—k'h . /A' — mk
En supposant iri
Asin hl —
A — biA . • >
JEÂC-A'A *,n h ‘ y
)y cosm/,
A cos ht —
kh'-k h
)y sin mt,
A — mit . , N
| y sin m/,|
AA'— 'A' A smAlJ
h~mk k-c^h'A
) y cos rrtt , ,
H'— k'h coihl)
zmh zmlï
L’cquation ( a ) en y faisant n — o devient
-.j •«-. < ... . ,».ri
A»— 2 ro> (t-fn’jA* + (t— 2« ) m< = o;
d’où l’on tire
La quantité a* est de l'ordre de l’aplatissement du sphéroïde;) si l’on, suppose donc que 1& figure de la Terre différé peu de celle de la sphère, on pourra regardér à* comme nnc petite quantité, et développer la valeur de A* par rapport à ses puissances ascendantes. Si dans une première approximation on néglige les puissances supérieures à la seconde, on aura . -
d’où l’on tire , en prenant pour A et A’ les deux racines positives de cette équation ,
et l’on aura généralement, en résolvant par approximation l’équation (</) ,
q étant égal à l’unité, plus à une fonction de l’ordre
En substituant cés valeurs et celles de k et k’ dans les expressions (io), on trouve, toute réduction faite }
' = ” L~vr=^r) + Bô=éŸ) cos 2m‘J 7 SM ‘îml
H 7— . — y 8in o.mt coamqmt ,
— ; q) Y^cos 2Tnl]y cos^m<
3mqy
■ y sin 2 mi sin *qmt.
Il sera facile, au moyen de ces expressions , d’avoir les valeurs des et s avec tel degré d’exactitude qu’on vaudra; elles conserveroht toujours la même forme , et l’on voit
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qu’elles se composeront de deux parties distinctes, l’une dépendante dit mouvement du Soleil danà son orbite , et dont la période sera seulement d’une demUannée ou de six mois l’autre dépendante de l’angle uni, qui croit avec une grande lenteur, puisque « est supposé une très petite quantité , et qui fournira par conséquent les inégalités à longues périodes des mouvemens de l'équateur terrestre, les seules qui doivent nous occuper ici. Si pour simplifier les formules , nous supposons qu’on néglige les puissances de * supérieures à la seconde , ce que nous pouvons faire sans nuire à la généralité de la question , puisque ce que nous dirons relativement à cette première approximation pourra, au moyen des valeurs précédentes, s’étendre à toutes les approximations suivantes , eu faisant q = o , on aura , dans ce cas ,
s ^ — - «y sin mml -f- -y y cos mml sin a ml, a 4
/ ==^i-H ^ y cosamt — y
cos mml cos a ml.
Examinons les conséquences de ces expressions relativement aux déplacemens de l’équateur terrestre.
5. L’équation (6), lorsqu’on suppose n=o, donne 0 = 4> on a donc alors, en vertu des équations (3) ,
s = tang 9 sin 4 , «' — tang é cos 4 ; ( 1 1)
d’où l’on tire '
tang4 = j, tang 6 = {/s*
En substituant donc pour s et »' leurs valeurs , on aura.
tang 4 =
— - m sin «ml + y cos mml sin a ml
COS mml
, — y cos mml cos a ml
Si Ton fait abstraction des inégalités périodiques , qu’on
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nomme 4’ ce que devient 4 dans ce cas , on aura simple-
ment
tang 4” = — ; * tang «mt ,
et 4' sera la longitude de l’équinoxe moyen comptée d’un équinoxe fixe; d’où l’on conclura, par les formules connues
■ -j cos* «mt sin a mt
ta QP (J ZZZ ■■ ■ — ... I .1 T ■ ! Il » -...a—
® cos* «mi j «“ [i — (i-f- cos 2mt) cos* mmi\'
ou bien aux quantités prés que nous négligeons
tang (4 — 40 ?= -j sin a mt.
L’angle 4 — 4* demeurera donc toujours très petit, c'està-dire que l’équinoxe vrai s’écartera toujours très peu de l’équinoxe moyen , et ne fera autour de ce point que de légères oscillations, dont la durée sera de trois mois à peu près,
et dont l’amplitude ne surpassera pas -j.
Considérons donc uniquement les variations de l’équinoxe moyen ; l’équation
tang 4* = — t«tang«mt
montre que l’angle 4' croit toujours dans le même sens à mesure que l’angle mt augmente depuis zéro jusqu’à 36o°. Le mouvement des équinoxes sera donc révolutif ; et comme l’angle 4 est compté , par hypothèse, en sens inverse du mouvement du Soleil , le mouvement des équinoxes sera direct.
Quant au temps qu’emploie le même équinoxe à revenir à la même position , ce sera celui qui correspond à une augmen-
talion de 36o° de l’angle ami ; il sera donc égal à , et
comme est la durée de l’année sidérale , il est clair que -
tn * rt
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exprimera le nombre d’années que la ligne des équinoxes emploie à faire une révolution entière.
Supposons , pour fixer les idées , que la Terre soit un ellipsoïde homogène ; si l’on prend le demi-axe des pôles pour unité, et qu'on représente par r-f-i le demi-axe de l’équateur, en sorte que t soit l'aplatissement du Sphéroïde , d’après les valeurs connues des moniens d’inertie de l’ellipsoïde , on aura ' ’•
A,= g M [«+(.+ 0*3/ Cs=^. (i+0%
M étant la masse du sphéroïde terrestre. En négligeant donc le carré de l’aplatissement < , on aura . ■
.Si Ton suppose l’aplatissement de , ce qui est à très
peu près celui de la Terre, on trouvera - = 1 4 1 24 ; dans ce
Ct
cas, la durée d’une révolution des équinoxes serait donc d’environ quatorze années. Elle serait plus courte , et ne surpasserait guère douze années, si Ton supposait l’aplatissement
de la Terre de , comme dans le cas de l’homogénéité de
cette planète.
Considérons maintenant l’expressiou de l’inclinaison de l’équateur sur l’écliptique fix,e. Si Ton ajoute les carrés des valeurs de s ct s', eu négligeant les termes simplement périodiques , et les puissances de « supérieures à la seconde , on aura
cos a amt
La valeur de l'angle fl sera donc toujours très petite et du même ordre que l’inclinaison initiale y; l’équateur, par. conséquent , s’écartera toujours très peu du plan de l’écliptique.
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On n , d’ailleurs , à très peu près ,
fl == y cos 2*mi.
A l'origine du mouvement on a < — o et 8 = l’angle l ira ensuite en diminuant jusqu’à ce qu’on ait «ml rx 90%
ce qui donne t — , cos =1—1 et I = — y ; l’angle fl
augmente ensuite de la même manière qu’il a diminué, jusqu’à l’époque correspondante à *mt = t8o° , où il reprend sa première valeur. Le plan de l’Equateur forme ainsi un pendule qui oscille de part et d’autre du plan de l’écliptique fixe ; son plus grand écart est égal à y et la durée d’une double oscillation, c’est-à-dire l’intervalle entre les retours, à la même.
position sera — — . Nous avons vu que pendant ce meme
intervalle la ligne des équinoxes parcourait la circonférence entière d’un mouvement direct : l’équateur terrestre , après chaque double oscillation, se retrouvera donc exactement, par rapport à l’écliptique , dans la même position qu’à l’origine du mouvement , ët recommencera dans les mêmes conditions les oscillations successives. On voit encore que la durée
t = de l’oscillation entière est indépendante de l’angle y,
c’est-à-dire de l’écartement primitif de l’équateur et de l’écliptique, pourvu que cet angle soit supposé très petit; elle ne dépeud que de l’aplatissement du sphéroïde : il en est de même de la précession. C’est ainsi que, dans le mouvement du pendule, La durée des petites oscillations est indépendante de leur amplitude , et que par suite ces oscillations sont isochrones.
6. Nous avons supposé l’angle 4 compté de l'équinoxe cor-' respondant au temps t — o , et comme nous avons représenté par ml -+■ 4 la longitude du Soleil correspondante ait temps t , il en résulte que nous avons supposé qu’à l’origine du mouvement, le Soleil était dans la ligne des équinoxes. Comme on pourrait craindre que ces diverses hypothèses n’altérassent
la généralité des résultats précédens , examinons le Cas où le Soleil se trouverait à une distance quelconque de l’équinoxe à l’origine du mouvement En comptant les longitudes sur l’écliptique fixe, A partir de la droite menée du Soleil à la Terre à l’instant ou »•= o , il est clair qu’il suffira d’augmenter dans les formules précédentes l’angle 4 de la constante £, qui représentera l’angle compris entre la droite fixe et la ligne des équinoxes à l’origine du mouvement ; on aura ainsi <
s = fl sin (4 -f- £ ) ,. a' = t cos (4-4- ®)-
Si l’on développe ces deux expressions , et que pour t sin 4 et 6 cos 4 > on substitue leurs valeurs précédentes , en n’ayant égard qu’aux inégalités séculaires , on aura
’ s = y sin £ cos «ont — ; «y cos £ sin «ml,
, s' = y cos ff cos «ml — i «y sin C sin «ml.
Ces valeurs, substituées dans les équations (u) , donnent
sin 6 cos «ml — ~m cos C sin «mt
tang 4 = f t : — 7-r- .
" cost cos «mt — i « sm C sin «mt
Cette expression , en la différenliant et en observant qu’on a.
cos* 4 — — ri — — donnera
— I «’m* — (sin* £ — cos* C) .
dt 2 I* v '
Cette équation montre que le mouvement des équinoxes sera révolulif et non simplement oscillatoire, puisque la variation ~ ne changeant pas de signe, l’angle 4 augmente
toujours dans le même sens. Cet angle étant compté d’ailleurs, n° 2, en sens inverse du mouvement du-Soleil, il en résulte que le mouvement des équinoxes sera rétrograde si l’on a sin £ > cos £ ; il sera direct dans le cas contraire. Ainsi donc , le mouvement des équinoxes sera direct, c’est-à-dire
qu'il aura lieu suivant l’ordre des signes; tant que la valeur de C se trouvera comprise entre C = o et C = 45° ; il sera rétrograde pour les valeurs comprises entre î=45° etC=go°. En d’autres termes, le mouvement est direct ou rétrograde, selon qu’à , l’origine du mouvement la distance du Soleil à l’équinoxe moyen était moindre ou plus grande que 45°. Le cas de S = o que nous venons de traiter se trouvait compris dans la première supposition.
Le cas où l’on suppose » = 45° demande une attention particulière. Les formules précédentes donneraient, dans ce
cas, ^ = 0 et tang 4 = ^> en sorte que l’analyse dont nous
avons fait usage n’y serait pas applicable. Il faut alors remonter aux valeurs de s et de s\ et les traiter d’une manière particulière. Mais comme cette digression nous mènerait trop loin , nous renverrons sur ce point au Mémoire de M. Poisson , où ce cas singulier a été examiné avec tout le soin qu’il exige (*).
La vitesse ~ du mouvemeut moyen des équinoxes n’est
pas constante, comme on le voit par l’expression précédente.; elle est en raison inverse du carré de l’inclinaison ê de l’équateur à l’écliptique , en sorte que ses maxima répondent aux minimaàe cette inclinaison , et réciproquement. Quant à la durée de la révolution entière des équinoxes, il est clair que l’angle 4 augmentant de 36o° quand mmt croit d’une circon-
férence , elle sera de , c’est-à-dire la même que dans le
mm n
cas que nous avons précédemment examiné. La distance primitive C du Soleil au nœud ascendant de l’équateur n’influe donc pas sur la durée de la révolution des points équinoxiaux, qui est également indépendante de l’inclinaison mutuelle de ces deux plans , quand ou la suppose très petite.
(") Conn. det Tems ponr 1837.
Considérons maintenant l’expression de l’inclinaison. Si . dans Téquàlion 6* = r* -f- /*, op substitue pour s et s' leurs valeurs, on trouvera
*’= tv’ ('+ Z •’) + \ v* (1— 4 O cos 2 *mt — 1 «-/ sia 2C sin i«mi.
Si dans cette expression on néglige d’abord les quantite’s de l’ordre on aura
= -j y’ 4- I y’ cos 2*ror — { «y* sin iC sin a*mt.
Ou voit qu’alors les maxima de la valeur de t correspondent à S —y, et les minima à t = o ; la valeur de 9 ne pouvant devenir négative, le plan de l’équateur oscille toujours du même côté du plan de l’écliplique fixe, entre les deux limites d’inclinaison zéro et y. Si l’on a égard dans l’expression de e1 aux termes de l’ordre on trouve alors pour la limite inférieure des valeurs de 9 , 8 = A «y ; le plan de l’équateur n’atteint donc jamais dans ce cas celui de l’écliptique , et ses oscillations se trouvent comprises entre les limites d’inclinaison y et A «y.
7. Pour comparer les résultats précédens à ceux qui ont lieu dans le cas où l’on suppose le sphéroïde animé d’un mouvement de cotation très rapide relativement au mouvement de l’astre L qui agit sur lui , reprenons les formulés générales (8) , ët développons-les dans cette hypothèse. En faisant ici
Inéquation (a) devient
ftt — [m*4- (m — n)‘ — nin (m — n) -J- 3/nrjù'
-f- m1 ( m — n ) [m — n — 2in(m — n) + 3im] = o.
Cette équation , en la résolvant et négligeant les termes dépend&ns du carré de i , donnera
h * = I [m’-f- (m — //)’ — 2171 (m — n) 4- 3 im’] ± ± [m“ — (m— n)* _ . _ / laim*
+ 3",1 (« - «) - W] X v/ « + n[TO,_(„,_n);r i
d’où Pon «ire <
On aura donc, en extrayant les racines, 3/m*
- , h? = m— h — in
3im'-
an.
Si l'ou substitue ces valeurs dans les expressions de s et s' (8)r on aura , en rejetant les termes simplement périodiques,
l , / iim^S i . f . 3 /'m’\
* — ; «) cos (n + { i:6'-*-*) C0*(IB + ^7t)'*
Déterminons les quatre constantes a, a, b, b', qui entrent dans ces équations.
Si dans les formules (6) on substitue pour /i, h', leurs
• - i 3im* ,
valeurs, en supprimant le terme ---- , parce qu il nen
résulterait, dans les valeurs des et. s', que des quantités de l’ordre de celles que nous négligeons , ou aura
a (2 m‘ — n — in)m _ a (a m* — n — in)m ’
6 _ (2m — n — in) (m - y.a — Ht)
A' (m — n — mi)* -|- m (m — n — in)
En substituant ces valeurs à la place . de k et k' dans les équations (c) , elles deviennent
irzrj,
On aura donc, en vertu des valeurs de A et A',
Au moyen de ces valeurs, les expressions precedentes de s et / se réduisent aux suivantes
On a , par le n° 3 ,
s = tang 9 sin p, s' => tan g 8 cos <p ,
et par suite, tang p = et en dilférentiant cette équation, on trouve
c ip =
s'ds — sds' s * ’
Les valeurs précédentes de s et s', en les dilférentiant , donnent , -
En substituant ces valeurs, ainsi que celles de s et s', dans la valeur de dp , et en observant que s * + s'1 = y*, on aura
dp 3wn*
dt ~~ ” an *
mais, en vertu de l’équation (6), on a
On aura donc enfin
dt T dt
dty Sim'1
dt an
“* ‘ DigitizecfBÿ tioôgle
Si à la place de i on substitue sa valeur — — — , ou, ce qui rc-
vient au meme, — 7, — , la différence — entre ces
deux quantités étant de l’ordre de celles que nous négligeons.
3 m'dl /C — A'
formule qui coïncide avec celle de la précession des équinoxes, donnée n° 25, liv. IV, lorsqu’on suppose la Terre un sphéroïde de révolution , et qu’on fait abstraction des inégalités qui résultent des déplacemeus séculaires de l’écliptique. Nous aurions donc pu déduire immédiatement la valeur précédente de son expression generale , 11° cité , ou de l’expression particulière 3 laquelle nous sommes parvenus par une autre voie , n° a ; mais cette reproduction des mêmes formules , par des procédés différons , n’est jamais inutile ; elle donne plus de clarté aux premiers aperçus, et montre dans tout sou jour l’admirable fécondité des ressources de l’analyse. ,
Si maintenant on suppose ici
=—7 , en observant
qu’on a ™ = 355^5533» et Tue 1 désignant un nombre
quelconque d’années juliennes , on a m — 1295975'', 10 ; la formule précédente , en y substituant ces valeurs , donnera
4^ = ty*,5oy23 t.
Ainsi, dans ce cas, la durée d’une révolution entière des points équinoxiaux , serait de plus de y4 02® années , ce qui diffère étrangement des 14 années que cette révolution employait & s’accomplir dans le cas que nous avons d’abord examiné, où le sphéroïde n’a point de mouvement de rotation .
Si l’on supposait m = n, c'est-à-dire la vitesse du mou-
Tome II
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vement de rotation du sphéroïde, égale à celle du mouvement de l’astre L dans son orbite , comme cela a lieu pour la Lune, on trouverait 4 = 63g4",62 / , et la durée d’une révolution entière de la ligne des équinoxes, serait alors de 202 ans i, à peu près.
On voit donc, par ces deux exemples, comment l’intégration, en introduisant dans l’expression de 4 le diviseur in, qui devient très grand en vertu de la rapidité du mouvement de rotation, et qui n'existait pas dans le premier cas, rend alors très petits les termes qui en sont affectés, et comment le mouvement de rotation de la Terre change ainsi d’une manière si extraordinaire la valeur de la précession, qui aurait lieu si la Terre était immobile: Mais ce sont là de ces secrets que l’analyse seule peut nous révéler, et que la faiblesse de notre esprit ne nous permettrait pas de pénétrer sans son puissant secours.
Addition à la page 362, ligne ’i 2 , IL* volume.
36. Considérons maintenant les parties de 8 et de 4 > que noos avons négligées dans une première approximation.
Si l'on substitue dans les formules (m) , n° 24 , les valeurs
,, , JF etF • _ , , ,
complètes de et ^ , n° 25, en n ayant egard qu aux
termes dont nous avions d’abord fait abstraction , et en considérant à la fois l’action du Soleil et de la Lune , on aura
«ffi a= — ~^n \ C — * — ) 8,11 * f*ln 2 ^nt * '+ 4)
-f- a sin 2 ( m'i + «’ -t- 4) -+- ï *B’’ sin 2 («’ 4)].
3 m’di /2C — A — B\ ..
^ g J cosfl [cos a (mi -f 1 4- 4)
+ a sin 2 (m'i -f- «' -4- 4) + ■; *B'* cos 2 («' 4- 4)].
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On peut , vu la petitesse des différens termes de ces expressions, les intégrer en y regardant I comme constant , et -!■ comme nul, on peut aussi n’avoir égard qu’à la partie constante du moyen mouvement du noeud de l’orbite lunaire, ce qui donne
Si l’on intègre ainsi les formules précédentes , et qu 'après l’intégration on substitue v et v à la place de ml rp » , et et A à la place de c't -f- £’ , qu’on nomme l' et 4'/ les parties de 6 et 4' qui en résulteront, en faisant attention à la valeur de e, n° 3i, on aura
fl' —
/tangA /
, Acosav’^
ni J
l+4(t + A)c'tancftcosaA’
rsin iv
x A si 11 2
On a par les observations , etc.
JV. JB. Xics valeurs numériques de %* et 4/ donnée» n« 36, page 361, doivent subir quelques altérations, en vertn du changement de la valeur de /, n° 34, qui entre dans les expressions precedentes, et qui n’etait pas exacte ; mais la seule qui soit sensible, est celle qui tombe sur le coefficient desin xA dans l'expression de fl/, qui Jtait quatre fois trop grand. ( f^oirVerrata à la fin du volume.)
NOTE U
Sur l’équilibre d’une masse fluide homogène qui n’est soumise qu’aux attractions de toutes ses parties , et à l’action de la force centrifuge due au mouvement de rotation.
La conclusion que j’ai tirée de l’équation de l’équilibre, n* 25, livre Y, n’est pas exacte. On l’aperçoit en exécutant la substitution indiquée au bas de la page 395, tome II. Lagrange , Mécanique analytique , page 204, tome I", avait conclu également des équations de condition nécessaires à l’équilibre d’une masse fluide tournant autour d’un axe fixe, que l’équilibre n’est possible qu’avec une figure elliptique de révolution, et je suppose que c’est sur la foi de ce grand géomètre que j'aurai examiné avec trop peu d’attention l’équation dont il s’agit.
Reprenons l’équation
Œ' — yh’% = n\V' — h **),
à laquelle je suis parvenu n° 25, livre V.
Si l’on substitue pour C et y ou ^ et - leurs valeurs résultantes des formules données page 343', en faisant pour abréger
On trouvera
3M r* f 1 h',x'dx ~VU O H(t -f A*:?)
h“x’dx H(i +A'“x*j
Les deux intégrales qui entrent dans cette expression ayant les mêmes limites, on peut les réduire en une seule, et en vertu des valeurs de a’ et a!* , n° 9, livre V, l'equation précédente
Dü SYSTÈME Dû MONDE.
devient
i/o 7 w ■ . -ur*4
0lti0nCqU *?* PQUt ?atlsfailV c?«e équation en faisant A = A , ce qu, est le cas de l'ellipsoïde de révolution que nous avons considéré dans le n" ,5 du fcvre Y , ou bien A et A ayant des valeurs quelconques, en supposant, .
rx’t/x(,—x’) n 'h'1 ' ■■ >■'/>'
,MCe.“e dopera le rapport qui doit exister entre
es t.ois axes de 1 ellipsoïde pour que l’équilibre soit possible
avec une vitesse de rotation donnée. - .
Si des équations de condition primitives (a),' n« 25, livre V, on élimine n», en observant que l’on a — — A. et
— 1 ■+* * * > én trouvera la suivante
En substituant pour-, Cet y leurs valeurs, on aura
ou bien en réduisant* • • '
J oa
Cette équation donne le rapport qui doit exister entré a" et a pour que l'équilibre soit possible , en sorte que l’une
l7seTonÎUXnnUantitéS étaDt d°nnee’ °n C“ COndura —tôt la seconde. On voit. par cette équation que si a étant quel-
conque on suppose a'. =o , la valeur de Intégrale sera posi-
Uve ; s, 1 on supposa ensuite cette valeur égale à oo , la valeur
de intégrale sera négative; U. y aura donc toujours entre
zéro et. l’infini une valeur re'elle de V'qui rendra nul le premier membre de l’équation’ précédente , et qui , par conséquent, satisfera À l’équilibre. ■ . . . •
Pour que l’équation précédente puisse- subsister , il faut supposer a*a’* > 1 , car , sans cela / toits les éléiWene de l’intégrale du premier membre, prise entre les limites zéro et l'imite', étant positifs, leur somme ne pourrait jamais deve- ■ uir nulle. Or, la condition précédente peut s’écrire ainsi :
A* > , et les valeurs de a1 et a'*, n^ g, livre V,
donnent
, • m A'* — A* 1 -Ha* 'h'“ /. .
Il faut donc pour l’équilibre supposer
Or , eette condition établit entre les’ J^ois axes de l’ellipsoïde une disproportion beaucoup trop grande pçur que le cas que nous venons de considérer puisse être d’aueune application dans la théorie (les corps célestes.
Il était toutefois utile de l’examiner, On sait que lorsqu’on suppose A la masse fluide une figure de révolution , il y a toujours pour une même vitesse de rotation comprise entre de certaines limites, deux ellipsoïdes , l’un très aplati, l’autre à très peu près sphérique qui satisfont anx conditions d’équilibre. Le problème est alors susceptible d’une solution complète , parce que lea attractions’ de la niasse fluide s’obtieunent dans ce cas sous forme finie, et c’est sans doute ce qui avait porté les géomètres à ne considérer que cette partie' de la question. Il restait donc à examiner si «les conditions d’équilibre ne pouvaient -pas être satisfaites par One figure elliptique qui ne fût pas de révolution ; nous venons de démontrer qu’en effet cela était toujours possible , et que pour la même vitesse de rotation donnée il y avait foojours au
moins un ellipsoïde à trois axes inégaux , dont le fluide homogène en équilibre pouvait prendre la forme. C’est à M. Jacobi que nous devons ce théorème : il n’ajoute lieu sans doute à ce que nous savons sur la figure des corps célestes, mais c’était une lacune qu’il fallait combler dans la théorie , et cet heureux essai nous donne l’espoir que ce géomètre , déjà conqu par tant d’utiles travaux , appliquera la sagacité de sdn esprit à l’une des parties qui nous semble laisser le plus à désirer dans la Physique céleste. ’
COMMUNIQUÉE PAR M. PUISSANT
x MEMBRE DE I.’ INSTITUT. _
Ma reconnaissance pour toutes les personnes qui veulent bien me communiquer les observations que peut leur fournir la lecture dp cet ouvrage et m’aider ainsi à en corriger les imperfections, m’engage à publier textuellement la note suivante qui m’a été adressée par uu géomètre qui joint , ce qui est rare, une extrême bienveillance au mérite le plus distingué.
Il est dit, page 455 , tome Ier, que la nouvelle mesure du degré au cercle polaire étant introduite dans les équations
(e), page 453, on retrouve l’aplatis^ment y 1 ■ obtenu
LATITUDE
correspondante au milieu de chaque degré.
A l’équateur ..
iio582",i
Dans l’Inde. ......
i3. 6.3i,oi .
En Franee
iiiiiS, 8
En Suède.
On trouve
{*) Mémoire sur la mesure et le calent des azimuts propres h la déterminstion des longitudes terrestres.! Cnllect. des Mémoires de l'Wslilut pour t8ao.)
ce qui s’accorde merveilleusement avec les résultats déduits des inégalités lunaires en latitude et en longitude.
Page 458. On y annonce que le degré du Pérou et celui de
France, comparés entre eux, donnent ^7 pour l’aplatissement ; cela est vrai , lorsqu’on ne fait aucune correction aux positions apparentes des étoiles observées au Pérou et calculées par Bouguer ; mais Delainbre, après le travail de la commission des poids et mesures, ayant jugç convenable de déterminer ces positions de la manière la plus précise, ainsi qu’il le dit luimême ( Base du Sjrsieme métrique, tome III , page 1 12) ; il s’en est suivi , dans l’amplitude céleste de l’arc mesuré aux mêmes lieux, une légère modification qui, en définitive, porte l’aplatissement * g--; résultat très peu différent du précédent.
Page 45g. Dans le tableau des lieux d’observations , les latitudes de Mont-Jouy et de Dunkerque ont aussi reçu ultérieurement à la publication de la Base du Sjrsthme métrique , quelques cliangemens de la part du même astronome. En effet, il a adopté pour la latitude
de Dunkerque 5i° a' 8*,5
et pour celle de Mon t-Jouy
(par un milieu) .11 . Qà,&(Astron., t. III, p. 566)
Par suite, de ces changemeus , tous les degrés , en France, paraissent croître en allant du sud au nord ; ce qui n’avait pas lieu avant cela. Toutefois, la valeur de ah différerait très peu de celle donnée p. 46t.
TIN DU SUPPLEMENT AU LIVRE T
Errata du deuxième volume.
Page 64, ligne 4 eD remontant, au lieu de n liiez n—p\au lieu de m — pf lisez m-t-p
îag, i3, au lieu de i8a5, lisez 1896
1G4, 9, au lieu de 6 et q% lisez 6 et 4
959, 17, après la procession annuelle, ajoutez mr l'écliptique file Ibid. Supprimez les lignes 18 et 19
Ibid. 90, au lieu de l = 5o", 5x844» /«•* l =?= 5o#, 37672 Ibid. après la ligne 90 ajoutez d’où l’on conclura l — cot hlbcwC = 5o",993ooo
960, 9 en remontant, au lieu de t 5o", 59844* Usez 1 5o", 37*72
Ibid. 1 en remontant, au lieu de t 5o",3j5jq, lisez i 5o",993oo
962, 18, au lieu de ow,8444^ #,n aA» ^lscz o*,anu sin aA
2ri3, 7, au lieu de neuf fois, lisez deux fois
204, a5, au lieu de 5o*, 37672, lisez 5o*,223ooo
Ibid. dernière, au lieu de o/,oi4t97i lisez o/,o^4>^4^
265, 3, au lieu de 365/, 249 19— i o/, 000061 868, lisez 365; ,94x93
292, 4* au lieu de M' cos (/t -+• h)9 lisez M' cos ( / $ +k)
Ibid . 7, au lieu de mM/, lisez mWl
293, 1, au lieu de 4 (~Â”) m*9
Ibid. 6, au lieu de sin (ht -f- /*), lisez sin (U -+■ k)
34o, 16, au lieu de excentricité, lisez ellipticité
Ibid. 17, au lieu de décrits des mêmes foyers, lisez qui ont les
mêmes ellipticités
43o, 12, au lieu de ~ (q — ah), lisez ÎJ* q — ah^
au litu de l’acrntricit, , litet i'tlliplicitc
Addition à Verrata du troisième volume.
Page 378, ligne 1 3, au lieu de lisez [a, </]=—?...
dernière, supprimez les mou: voir le* notes è la fin du volume dernière, au lieu de à la fin du volume, lisez relatif au volume II.
i3, au lieu de f , lisez f*.
i3, au, lieu de r/s\n*^QQ*{v+S), lisez •srr'sm'^tQêfy^Q) iV. B. La correction de la page 378 0 élé faite dans beaucoup d’exemplaires.
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		Théorie analytique du système du monde. Tome second
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